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Este documento hace referencia a los sistemas lineales, con particular atencién en las
caracteristicas de un filtro. Estd dirigido a los alumnos cursando una licenciatura en ingenieria
en electrénica, ingenieria biomédica o afines. Sirve como material de apoyo en las unidades de
ensefianza y aprendizaje (UEA) que requieran de una herramienta de andlisis en el estudio de
la respuesta en frecuencia de un sistema lineal y en el disefio de filtros analégicos o digitales;
UEA tales como procesamiento digital de sefiales (en el disefio de filtros digitales IIR), circuitos
eléctricos III (en el planteamiento de diferentes teorias de aproximacién en frecuencia) y en
electronica III (disefio de filtros activos) impartidas en la Universidad Autébnoma Metropolitana
unidad Iztapalapa. En este trabajo no se enfoca de manera especial a las aplicaciones en las
dreas de procesamiento digital de sefiales, de la electrénica analégica o el de circuitos eléctricos,
simplemente se desea presentar la teoria de aproximacion en frecuencia para el disefio de los
filtros pasa bajas basados en los polinomios de Chebyshev, puntualizando en su funcién de
transferencia y en sus caracteristicas en frecuencia. Sin embargo, con la finalidad de resaltar
el uso de esta teoria de aproximacion se incluye un par de ejemplos en el disefio de filtros
analégicos y digitales. Por lo que se espera que el lector pueda usar esta teoria como fundamento
en el disefio de dichos filtros.

En el capitulo 2 se presenta una introduccién a los conceptos bésicos de la aproximacién en
sistemas en el dominio del tiempo, asi como en el de la frecuencia, estableciendo la esencia del
problema. También, se presentan los criterios de realizabilidad en los dominios del tiempo y de
la frecuencia.

En el capitulo 3 se analizan las caracteristicas de los filtros enfatizando en el comportamiento
ideal en términos de su amplitud y/o fase. Inicialmente, se parte de un sistema ideal que debe
eliminar la componente no deseada de la sefial aplicada a la entrada del sistema y dejar pasar
la sefial deseada. Se presenta la clasificacion de los filtros ideales en funcién del patrén de
comportamiento en frecuencia, tales como el pasa bajas, pasa altas, pasa banda y rechaza
banda; para cada tipo de filtro se presenta su respuesta al impulso verificando la no realiza-
bilidad de estos filtros ideales. En este capitulo también se explican los conceptos de retardo de
grupo y de fase, finalizando con una introduccion a los filtros reales en la que se particulariza en
las caracteristicas de las frecuencias que delimitan las bandas de paso y de rechazo, asi como de
los valores de las potencias asociadas a cada frecuencia.

En el capitulo 4 se presentan los criterios de disefio que permiten caracterizar la funcién de
transferencia de un filtro pasa bajas utilizando los polinomios Chebyshev, observdndose dos
tipos de aproximacion, la del tipo I y la del tipo II. La primera identifica un rizo en la banda
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de paso, mientras que en la segunda el rizo se observa en la banda de rechazo. Inicia con la
definicién de la expresién de los polinomios Chebyshev y se da una interpretacion de éstos.

El capitulo 5 analiza el comportamiento en magnitud en potencia para la aproximacién
del tipo I identificindose cuatro propiedades fundamentales. Contintia con la obtencién de la
expresion que permite determinar el orden del filtro a partir de condiciones impuestas por el
disefiador en el comportamiento en frecuencia. Se establecen las expresiones que determinan
la posicién de los polos en un diagrama de polos y ceros y se realiza una comparacion de
éstas con la ubicacién de los polos obtenida a partir de la aproximacién Butterworth para
condiciones similares de disefio. Se fijan criterios para determinar la posicién de los polos
para la aproximacién Chebyshev del tipo I a partir de la posicién de los polos obtenidos en la
aproximacién Butterworth, de manera que el lector debe tener un minimo de antecedentes de la
teoria de aproximacion Butterworth. Esta seccién finaliza con la descripcién de la determinacién
de la funcién de transferencia a partir de la ubicacién de polos localizados en el diagrama de
polos y ceros, que al evaluarla en la frecuencia se comprobaré que tiene el comportamiento
deseado. Ademads, incluye tablas que facilitan la determinacién de la funcién de transferencia. Se
plantean diferentes ejemplos que le permite al lector familiarizarse con los métodos descritos.

En el capitulo 6 se presenta el desarrollo de la aproximacién Chebyshev del tipo II. Para ello,
se analiza el comportamiento en magnitud en potencia. Se obtiene la expresién que fija el orden
del filtro y las expresiones que determinan la posicion de los polos en un diagrama de polos y
ceros. El capitulo finaliza con la descripcién sobre cémo establecer la funcién de transferencia a
partir de la ubicacién de polos localizados en el diagrama de polos y ceros, que al evaluarla en
la frecuencia se demostrara que tiene el comportamiento deseado. Se plantean ejemplos que
permiten al lector familiarizarse con los métodos descritos.

En la dltima seccién del documento se proporciona una lista de problemas propuestos para
complementar los conceptos.

Se incluyen dos apéndices, en el primero se muestran a detalle las deducciones de las expre-
siones de las respuestas al impulso, h(#), examinadas en el capitulo dos a partir de la respuesta
ideal del filtro pasa bajas, pasa altas, pasa banda y rechaza banda. El segundo proporciona con
detalle el andlisis que se lleva a cabo para determinar la ecuacién que describe la ubicacion de
los polos para el disefio de un filtro pasa bajas basado en la aproximacién Butterworth.

Mauricio Lopez Villasefior
Maria del Rocio Ortiz Pedroza
Maria Teresa Garcia Gonzdlez

Enrique Rodriguez de la Colina
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2. Aproximacioén de un

Intfroduccioén

En el contexto de la ingenieria, un sistema se define como aquel elemento o dispositivo
fisico que produce una sefial de salida como respuesta a una sefial de entrada y es comtn
llamar a la sefial de entrada excitacién y a la sefial de salida respuesta. En los sistemas lineales se
cumple el principio de superposicion, es decir, la respuesta de un sistema lineal a un ntimero de
excitaciones que se aplican en forma simultdnea es igual a la suma de las respuestas del sistema
cuando cada una de las excitaciones se aplica en forma individual.

Gran parte del estudio que se realiza sobre los sistemas lineales en las diferentes disciplinas
de la ingenieria ya sea eléctrica, mecdnica, hidraulica, quimica, etc., se puede dividir en dos
partes, el andlisisy la sintesis. En el andlisis se estd interesado en encontrar las caracteristicas o
las propiedades de algtin sistema ya existente. En ocasiones el sistema puede representarse de
manera esquemadtica, mostrando las conexiones de los elementos idealizados. En este caso, el
esquema define un modelo del sistema, y el andlisis entonces proporciona las propiedades del
modelo. Si el sistema (o modelo) estd completamente especificado, sus propiedades son tinicas.
Asi, en un problema de analisis, hay s6lo una solucién.

En la sintesis, por otro lado, el punto de partida es un conjunto deseado de propiedades.
El objetivo es crear un modelo que tenga dichas propiedades y luego determinar un sistema
fisico que cumpla con ese modelo. En general, habrd més de un sistema que cumpla con las
especificaciones deseadas. Asi, en un problema de sintesis, la solucién pocas veces es tnica.
Debido a esta falta de unicidad usualmente se requiere de un Gltimo paso en el proceso de
sintesis, especificamente, la evaluacién de los diferentes sistemas con la finalidad de obtener
cudl de ellos es el que mejor se aproxima a la solucién deseada. Otra forma de obtener el sistema
deseado es incluir propiedades adicionales a aquellas especificadas originalmente, de manera
que se determine un Unico sistema. El proceso de sintesis es considerado mas complicado que
el de analisis[12].

El objetivo de este documento es examinar el proceso de sintesis para una clase particular
de sistemas, especificamente, filtros para circuitos eléctricos. Tales filtros se encuentran en
los sistemas de comunicacién y en el campo del procesamiento de sefiales. Actualmente, es
dificil encontrar un dispositivo electrénico moderadamente complejo que no contenga uno
o mas filtros. En este estudio de filtros, se esta interesado en encontrar una herramienta
matematica de disefio para satisfacer ciertas caracteristicas particulares de dichos filtros. Para
llevar a cabo dicho objetivo se requiere considerar varios topicos. El primero es establecer
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los criterios de realizabilidad en los sistemas y segundo el determinar el método que permita
expresar o aproximar las propiedades de un filtro, de tal forma que la expresién obtenida pueda
ser utilizada por el lector para llevar a cabo el proceso de sintesis. Este Gltimo t6pico es llamado
aproximacion.

Con relacion a la aproximacion, la esencia del problema estriba en aproximar un sistema o
sefal, que estd representada por una funcién dada f(t), por otra funcién f,(x; a1, a2, as,...,ay)
en un cierto intervalo, en particular para x; < x < x, los parametros a, @y, ..., &, enla funcién
de aproximacion se fijan de acuerdo con el criterio de error seleccionado, por ejemplo, si se
escoge el error como(7]:

gzf(t)_fa(x;al)aZ)aB’n-»an) (2-1)

es posible considerar los siguientes criterios de error:
1. Minimos cuadrados. El valor de I(a;, a2, as,..., @) se minimiza de manera que

X

I(ay, a2, as,...,ap) =f lelzw(x)dx (2.2)

X1
donde w(x) es una funcién de ponderacién (o de peso) la cual obliga al error a permanecer
en ciertos sub-intervalos.

2. Maximamente plano. Las primeras n — 1 derivadas de € se hacen cero para x = xp.
3. Chebyshev. El valor de i se minimiza en el intervalo x; < x < xp donde ¢ = |€l;;,4x-

4. Interpolacién. El valor de € se hace cero en un conjunto de n puntos en el intervalo
X1 =X<Xo.

Una vez elegido el criterio de error, se determina la forma particular de la funcién de aproxi-
macién. Esta forma depende de la descripcién que se adopte, se puede emplear una descripciéon
en el dominio del tiempo (llamada aproximacién en el dominio del tiempo) o en el dominio de
la frecuencia (llamada aproximacién en el dominio de la frecuencia).

Suponga que f(x) representa una funciéon magnitud en el dominio de la frecuencia, y que la
funcién magnitud es racional en w?, entonces

aq +a3x+a5x2+...

falx;an,az,as,...,a,) = (2.3)

ar + Ay X + a6x2 + ...

con x = w?. Mientras que, los valores a; deben estar restringidos para asegurar que

falx;a1,a0,as,...,ay,) = 0. Por otro lado, en el dominio del tiempo, f(¢) podria representar la
respuesta al impulso de un sistema. La clave en cualquier problema de aproximacién yace en
seleccionar un criterio adecuado de error que se ajuste a las restricciones de realizabilidad.

En las siguientes secciones se presenta el criterio de realizabilidad en los sistemas y las bases
fundamentales de la aproximacién en el tiempo y en la frecuencia.

Criterios de realizabilidad en sistemas

Un sistema fisicamente realizable no puede tener una respuesta que se adelante a la funcién
de excitacion aplicada a dicho sistema. Esto se conoce como condicién de causalidad. Se dice
que un sistema es causal si su salida es cero para t < 0. Asi, la respuesta al impulso, h(t), de
un sistema fisicamente realizable debe ser cero para ¢ < 0. Este es un criterio necesario para
la realizacion fisica en el dominio del tiempo. Del estudio que se llevara a cabo en el siguiente
capitulo de los filtros ideales se observard que ninguno de ellos es causal, ya que el cambio
abrupto de la respuesta en frecuencia da como resultado en la respuesta al impulso una funcién
que se extiende de menos infinito a infinito. Concluyendo, aun cuando seria conveniente tener
filtros ideales, éstos no son fisicamente realizables.

También, es posible establecer un criterio de realizabilidad en el dominio de la frecuencia
para un filtro con una forma particular en su respuesta en frecuencia H(w), ya sea para la
magnitud de la respuesta en frecuencia | H(w)| y/o para la fase de la respuesta en frecuencia
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(denotada por la expresién arg[H(w)]), tal que la respuesta al impulso sea causal; éste es el
llamado criterio de Paley-Wiener. Este criterio establece que una funcién de magnitud par
| H(w)| puede ser realizable para una respuesta causal siy sélo si se satisface[14]:

f ln|H—2(w)| dw < oo (2.4)
oo w

Sin embargo, la magnitud al cuadrado de la respuesta en frecuencia | H(w)|? tiene que ser
integrable para que sea valido el criterio de Paley-Wiener, es decir:

f |H(w)|? dw < co (2.5)

esto es, la energia debe ser finita.

A pesar de que el comportamiento ideal no puede realizarse fisicamente, es posible propor-
cionar aproximaciones que se acerquen a las condiciones ideales para satisfacer la mayoria de
las aplicaciones.

Aproximacion en el dominio del tiempo

El problema principal en la aproximacién en el dominio del tiempo consiste en aproximar
una respuesta al impulso h(f) por una funcién aproximada h(¢) tal que el error cuadréatico sea
minimo(7], vea la ecuacion (2.6).

£2 =f [h(t) - h(p)]* dt (2.6)
0

Un procedimiento generalmente eficiente en la aproximacién del dominio del tiempo se
logra utilizando funciones ortogonales ¢ (¢). La funcién aproximada h(t) toma la forma

h(n) =Y arpr® 2.7)
k=1

tal que el error

_ [e.0]
szzf
0

se minimice cuando

n

2
h(t) — ak(pk(t)] dr 2.8)
k=1

ak =f h(t) pi(t) dt para k=12,...,n (2.9)
0

Si el conjunto ortogonal estd compuesto de una suma de exponenciales de la forma e+,
donde s es un término complejo, entonces la respuesta al impulso aproximada es

n
(=Y are™! (2.10)
k=1

cuya transformada de Laplace es

n
H(s) =
kgl S— Sk

Ok

(2.11)

La realizabilidad se asegura si en el conjunto ortogonal {ak eskt}, para k = 1,2,...,n, se
cumple que la parte real de s sea menor o igual a cero, Re{si} < 0; es decir, los polos deben
ubicarse a la izquierda del eje imaginario del plano s.
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Aproximacion en el dominio de la frecuencia

En la aproximacién en el dominio de la frecuencia el problema principal es encontrar una
funcién racional H(s) que, al evaluarse en el eje jw, su magnitud |H ( j(u)| se aproxime a las
caracteristicas de un filtro ideal pasa bajas, vea la figura 2.1, de acuerdo con un criterio de error
predeterminado(7].

Un filtro se entiende como un dispositivo de seleccién de frecuencias que se emplea para
restringir el contenido espectral de una sefial en una cierta banda de frecuencias.

En el préximo capitulo se estudian las propiedades de los filtros ideales en el dominio de la
frecuencia en términos de su amplitud. Mientras que en los capitulos 4, 5 y 6 se lleva a cabo el
estudio de un método de aproximacion, especificamente la aproximacién Chebyshev.

|H(io)|

4

-0, 0 D

Figura 2.1: Caracteristica de un filtro pasa bajas ideal
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Filtros ideales

En esta secci6n se hace referencia a los sistemas lineales e invariantes en tiempo (LIT).

Antes de considerar cualquier caracteristica de un filtro préactico conviene estudiar los filtros
ideales en el dominio de la frecuencia. Cada uno de estos filtros ideales no son realizables, sin
embargo, el concepto sirve como un modelo de referencia para el disefio de filtros précticos.

Un filtro ideal se define como un sistema que permite el paso del contenido espectral de
una senal de entrada manteniéndola sin cambio (espectro deseado) en una cierta banda de
frecuencias y rechaza o atenua totalmente la no deseada. Asi, los filtros se usan para modificar
el espectro en frecuencia de una sefal eléctrica (sefial que puede obtenerse inclusive a partir
de organismos vivos) y, a su vez, son una parte esencial de la instrumentacién médica y de los
sistemas de comunicacién y de control.

Inicialmente considere un filtro como el que se muestra en la figura 3.1, cuya entrada puede
expresarse como x(t) + u(¢), donde x(#) representa la sefial deseada y u(#) la no deseada, se
asume que el espectro en frecuencia de la sefial no deseada ocupa un intervalo de frecuencias
diferente al de la sefial deseada. El objetivo es filtrar la sefial de entrada con el fin de eliminar la
sefial u(r) y conservar x(t) tan exacta como sea posible. Asi, el proceso de filtrado con salida
sin distorsién requiere de un cierto retardo y posiblemente un cambio en el nivel de la senal
(diferencia de amplitud), de tal manera que la sefial de salida sea una version retardada de la
sefial deseada original; este concepto de retardo se expresa a través de la ecuacién (3.1) y se
muestra un ejemplo en la figura 3.2, donde s6lo se muestra a la sefial x(#) por simplicidad.

Ademads, tomando en cuenta que en sistemas de comunicacién un pequefio retardo de
tiempo entre la entrada y la salida no trae consecuencias de distorsion, la relacion entre la salida
y(t) ylaentrada x(¢) + u(¢) seidealiza por (3.1), donde ¢, es un retardo de tiempo y k representa
el cambio de nivel en amplitud.

x(t) + u(t) —> Filtro —> y(t) =kx(t-1,)

Figura 3.1: Diagrama a bloques de un filtro o sistema

y(t) = kx(t - t,) (3.1)
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x(1) X(t-1t,)

0 1 0 4, ]

Figura 3.2: Sefial de entrada y de salida para un filtro sin distorsi6n

La interpretacién en el dominio de la frecuencia de la respuesta del sistema caracterizado
por (3.1) se logra al obtener la transformada de Fourier, esta transformacién se indica en (3.2).
La primera concierne a una expresion en unidades de rad/seg y el segundo en unidades de Hertz,
Hz, la cual, como se enfatizard mas adelante, el término ke /%, o ke /27fto, corresponde a la
caracteristica de un filtro ideal con fase lineal.

Yw) = kXwei? = Hw) Xw)

. 3.2)
Y (f) kX (f)e J2mfto H(f) X(f)

De las igualdades en (3.2) se deduce que para la respuesta en el estado estacionario, la
respuesta en frecuencia esta dada por (3.3), con H(w) la respuesta en frecuencia en unidades de
rad/seg; mientas que H(f) en unidades de Hz.

Hw) = kel = |Hw) /%@

H(f) ke~i2mft = |H(f)| e/ (3.3)

Mientras que de las igualdades en (3.3) se determina que |H(w)| y ¢p(w) estdan dados por (3.4)
y |H ( f)| vy ¢(f) por (3.5). La primera expresiéon de los arreglos de ecuaciones (3.4) y (3.5), hace
referencia a la respuesta en magnitud, mientras que la segunda hace referencia a la respuesta en
fase.

|[Hw)l = k
(3.4)
dlw) = argl[Hw)] = -wt, (t, = retardo)
|H(fH| = &
(3.5)
o) = ag[H(NH)] = -2uft, (t, = retardo)

Aprovechando las definiciones anteriores, se dice que la respuesta en magnitud de un filtro
ideal es una constante en un cierto intervalo de frecuencias y es cero fuera de ellas; mientras que
la respuesta en fase es una funcién lineal de la frecuencia. Sin embargo, estas condiciones deben
aplicarse sélo sobre el intervalo o banda de frecuencias que representan el espectro de la sefal
deseada x(t), la respuesta en fase fuera de este intervalo generalmente no es importante debido
a que so6lo nos interesa la sefial obtenida a través del filtro donde su amplitud es diferente de
cero. Por otro lado, se hace notar que si la respuesta en magnitud no se aproxima a cero en el
intervalo de frecuencias que ocupa el espectro de la sefial no deseada o que si el espectro de
la sefial no deseada contiene componentes espectrales en algtin intervalo de frecuencias que
coincide con las de la senal deseada, entonces la sefial no deseada no sera removida del todo. De
cualquier manera, un filtro que no satisfaga las condiciones impuestas a (3.4) y (3.5), introduce
distorsion en la sefial, es decir, la magnitud no uniforme de la respuesta en frecuencia del filtro
da como consecuencia una distorsién en amplitud y la no linealidad en fase causa distorsién en
fase. El resultado de estas dos naturalezas de distorsi6n sobre la sefial de salida es similar; no
obstante, en aplicaciones de audio la distorsién en fase es menos severa que la distorsién en
amplitud debido a que el oido humano es relativamente insensible a la distorsién en fase.

El intervalo de frecuencias en el que una sefial se transmite a través del filtro se llama banda
de pasoy el intervalo de frecuencias en el que la sefial se rechaza se llama banda de rechazo o
banda de no paso.
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Los filtros se clasifican de acuerdo con el tipo de funcién que desempenan, como se ob-
serva en la figura 3.3. En esta figura se muestran los modelos que representan las respuestas
en magnitud y fase para las diferentes clases de filtros ideales, cuyas caracteristicas ideales:
magnitud constante y linealidad en fase, son fisicamente imposibles de lograr en filtros practicos.
Ademads, en estos ultimos, cuando la aproximacién en magnitud mejora, es decir, se acerca més
al comportamiento ideal, la respuesta en fase frecuentemente llega a ser pobre y viceversa.

H(w) - H(w)
k k
- (2 w W W @
¥/
—a)ta —C()la
- Q
a) Filtro pasa bajas b) Filtro pasa altas
H(w) H(w)
k k
Wy —Wq, Wey  Wc, w ~Wey -y Wey D, (2
¥/
—wto -wto
-
N
¢) Filtro pasa banda d) Filtro rechaza banda

Figura 3.3: Espectros de los filtros ideales: (a) pasa bajas, (b) pasa altas,
(c) pasabanday (d) rechaza banda

En las siguientes secciones se describen cada uno de estos filtros.

3.1.1 Filtro pasa bajas ideal

La funcién del filtro pasa bajas ideal es permitir el paso de las componentes espectrales para
frecuencias bajas y atenuar para frecuencias altas, vea la figura 3.3(a). El ancho de banda, BW,
de un filtro pasa bajas ideal est4 delimitado por la llamada frecuencia de corte, w, en unidades
de rad/seg, y se define como BW = w,. El intervalo de frecuencias de 0 < w < BW es llamada
banda de paso, y su respuesta en frecuencia estd dada por (3.6), la primera corresponde a una
expresion en unidades de rad/segy la segunda en unidades de Hz, donde Gy, (), 0 Gz, (f),
representa a una funcién rectangular en frecuencia, como se muestra en la figura 3.4.

Hw) = kG, (w)e 1@
(3.6)

H(f) k Gy, (f) e 2/t

Con el fin de verificar que este filtro ideal no es fisicamente realizable se determina su
respuesta al impulso. Inicialmente se encuentra la transformada inversa de Fourier de (3.6). El
par de transformadas de Fourier para k Gy, (w) (0 para kG, JA ) es (vea el Apéndice A):

kw, Sa(w,1) = kw. sen(w.1)

kGoy, (0)

sen (27 f, t)
2nfot

3.7
kG (f) < 2kf.Sa(2nf.t) =2kf,
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Gop, (@) Gol/)
1 1
-, 0 W, ~f. 0 fo f
—20,— —12f,—
a) b)

Figura 3.4: Representacion espectral de: (a) Ga, (@) y (b) Gaf. (f)

donde Sa = funcién sampling.
Ahora, al incluir la fase lineal, vea la figura 3.3a, se tiene el par de transformadas de Fourier
(veala seccién Propiedad de desplazamiento en el tiempo en el Apéndice A):

H) = kG, (@) e 1% —  h(1) = ko

Salwc (t - 1) ]
T (3.8)
H(f) = kG (fle #™ «— h(1) =2k f.Sa[2nf, (t - to)]

y su representacion gréafica se muestra en la figura 3.5.

H(w) h(1)
. K \""1
T kw,
Wl IT
N l ——
- e @ \4 to V t
™ i
-Wclp +———=2 -wl, lo—a)—c [O+w
(a) (b)
H(¥) h(1)
. K ¥ __-T
Rkl 2’[’2
“ - o
1
_27I'.f::l0 ______ _27|'ft0 [0_2.,:: l0+2‘,::

Figura 3.5: (a) y (c) Espectro del filtro ideal pasa bajas,
(b) v (d) su respuesta al impulso

De la figura 3.5 se observa que el filtro no es causal, ya que su respuesta al impulso toma
valores diferentes de cero, incluso para los intervalos de tiempo que van hacia el infinito en
ambas direcciones, y por ende h(f) se extiende para valores de ¢ < 0.

3.1.2 Filtro pasa banda ideal

La funcién del filtro pasa banda ideal, es permitir el paso de los componentes espectrales
parauna banda de frecuencias y atenuar para frecuencias a ambos lados de esta banda. La banda
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de paso de un filtro pasa banda esta delimitada por las frecuencia we y w¢; (0 por fe2 v fc1 para
una representacion en unidades de Hz), llamadas frecuencias de corte, vea la figura 3.6 inciso (a)
y (c). El ancho de banda de un filtro pasa banda ideal es BW = w — we (0 B = fr2 — fc1 para
una representaciéon en unidades de Hz), y su respuesta en frecuencia estd dada por (3.9), como
antes la primera expresion corresponde a las unidades de rad/seg y 1a segunda a unidades de
Hz.

Hw) = k|G, @ + 1) + Gop, (0 — w1) ] &9
, (3.9
H(f) = k(G (f+f)+ Gy (f - fi)]e 20
H(w)
k-_
~Wcy —W¢, WDy [ )
\—\
—wt,
(a)
H(f)
k-_
_‘,22 _fcl -/<l:1 -/(;2 f
¥
\—Zﬂflo

Figura 3.6: (a) y (c) Espectro del filtro ideal pasa banda,
(b) y (d) su respuesta al impulso

Los términos Gay, (@ + w1) (0 Gor, (f £ f1)) en (3.9) representan a la funcién rectangular en
frecuencia Gy, () (0 Gz, (f)), como la mostrada en la figura 3.7, pero desplazada en +w;
yen —w; (0 en+ fi yen — f), respectivamente, vea la figura 3.8.

G, (@) Gar(/)
1 1
-0, 0 W o ~-f. 0 fo f
—20,— —12f,—
a) b)

Figura 3.7: Representacion espectral de: (a) Ga, (@) y (b) Gaf. (f)

Ademads, se considera que BW =2w; = we —we (0 B =2fc = foo— fc1) v que:

We2 + W +
w; > 022 cl 0f1>fC22fCI'
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(a) (b)
Figura 3.8: Funcion desplazada (a) kG2, (0 + w1) y (b) kGoy, (f + f1)

Una vez mds se determina su respuesta al impulso, i(#). Inicialmente se obtiene el par de
transformadas de Fourier para k G, (0 = w1) (0 para k Gz, (f £ f1)), estos pares de transfor-
madas se indican en (3.10) (vea la secciéon Propiedad de desplazamiento en frecuencia en el
Apéndice A).

k .
kGoy, (0 £ w1) — £ 54 (wet) eT /!
d (3.10)

kGZfe(fifl) — 2kfcsa(2nfct)e¢jznfl;

De esta forma (3.9) tiene su par de transformadas de Fourier:

Hw) =k [Gch(a) + wy) + szc(w — wl)] e—jwto —
h(t) = k;:C Sa[wc(t — t())] [e_jwl(t_to) + ejwl(f—t())]
h(t) = 2kwe Salwe (t — ty) | cos [wy (£ — to) |
- Hw) = k[Gaw, (@ + 1) + G, (0 — w1)] e 1% —
h(®) = 2ke. Salwc (t — to) | cos[wy (£ — to)] (3.11)

de manera similar, para una representacién en unidades de Hz, se obtiene
H(f) = k[Gap.(f + fi) + Gap.(f — fi)] e /27T =

h(t) = 4k feSal2nf. (t — )| cos[2nfi (t — 1p)| (3.12)

. s . We2 + Wc1
cuya representacion gréfica se muestra en la figura 3.6 {con w; > ——|.

Se hace notar que la respuesta al impulso, k(t), vea la figura 3.6 inciso (b) y (d), para el
filtro pasa bajas ideal es de la misma forma que el filtro pasa banda ideal, pero en éste, la
sefal estd superpuesta a otra sefial que es de alta frecuencia: cos [w, (f — 1) |, y esto es llamado
modulacién en amplitud. Se observa ademads que el filtro no es causal.

3.1.3 Filtros pasa altas y rechaza banda ideales

Los filtros pasa altas y rechaza banda ideales son formas complementarias de los filtros
pasa bajas y pasa banda, respectivamente. La funcién del filtro pasa altas ideal es permitir
el paso de las componentes espectrales para frecuencias altas por arriba de una frecuencia
previamente definida, llamada frecuencia de corte. Mientras que la funcién del filtro rechaza
banda ideal es atenuar las componentes espectrales para una banda de frecuencias y permitir
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el paso para frecuencias en ambos lados de esta banda. La banda de rechazo estd delimitada
por we2 Yy w1, (0 por fe2 v fo1 para una representacion en unidades de Hz), llamadas frecuencias
de corte, vea la figura 3.9. La respuesta en frecuencia de un filtro pasa altas ideal estd dada por
(3.13), mientras que la respuesta en frecuencia de un filtro rechaza banda por (3.14), la primera
expresion corresponde a las unidades de rad/seg y la segunda a unidades de Hz.

H(w) h(1)

kS(t-1,)

-, t
(a)
H(r)
— o — k —_
-£ \l
(c) S (d)

Figura 3.9: (a) y (c) Espectro del filtro ideal pasa altas,
(b) v (d) su respuesta al impulso

Hw) = k[1- Gy, (@)]e/®%
. (3.13)
H(f) = k[l-Gyp(f)]e i/t
Hw) = k[1- Gy, @+ w1) — Gog, (@ — w1)] e/
, (3.14)
H(f) = k[1-Gop(f+ fi) = Gop(f — fi)] e7i?m/ o

Como antes, Gy, () 0 Gz, ( f) representan a una funcién rectangular en frecuencia, como
la mostrada en la figura 3.7 y los términos Gy, (@ + w1) (0 Gof, (f + f1)) representan a la
funcion rectangular en frecuencia Gy, (w) (0 G2 1.( f)) desplazadaen + w; yen —w; (o en + f;
yen — f1), respectivamente.

Ahora se determina la respuesta al impulso, h(#), de cada filtro. El par de transformadas de
Fourier para ke~ /%% (o para ke~ /2"/%) es:

ke jot — k&t — tp)
. (3.15)
ke J2nft — k&t — ty)

Para determinar la transformada inversa de Fourier de la respuesta en frecuencia del filtro
pasa altas, vea la expresion (3.13), se utiliza el par de transformadas (3.15) y (3.16), vea el andlisis
delasubseccion “3.1.1. Filtro pasa bajas ideal”. De esta forma (3.13) tiene el par de transformadas
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de Fourier dada por (3.17), para una representacion en unidades de rad/seg, o por (3.18) para
unidades de Hz.

k G, (@) e~ 1% = ko Salw (t - to) ]
(3.16)
k Gy, (f) e~ I2mt0 — 2k f,Sal2nf (r — 1) ]
H(w) = k[1 — Gy, (w)] e/ =
kw,
h) = kot = 1) = — Salw (- t)] (3.17)
H(f) = k[1 = Gop(f)] e /21 =

h(t) = k6(t — tp) — 2k feSa[2nf.(t - )] (3.18)

La representacion grafica del par de transformadas para el filtro pasa altas se muestra en la
figura 3.9.

Procediendo en forma similar, para determinar la transformada inversa de Fourier de la
respuesta en frecuencia del filtro rechaza banda, vea la expresion (3.14), se utiliza el par de trans-
formadas (3.15) y (3.19), o (3.20) para una representacién en unidades de Hz, vea el andlisis de la
subseccidén “3.1.2. Filtro pasa banda ideal’. De esta forma (3.14) tiene el par de transformadas
de Fourier dada por (3.21), para una representaciéon en unidades de rad/seg, o por (3.22) para
unidades de Hz.

k [szc (w+ wy) + szc (w — (U])] €_jw[0 —

2kw,

Salw.(t - 1) ] cos[w1 (£ - 1p)] (3.19)

k[Gap(f + fi) + Gop(f — f)] e 2700 =

4k f.Sal2nf, (r — to) | cos[2nfi (r — to)| (3.20)

Hw) = k[l - szc(a) + wy) — szc(w _ wl)] e—jwto —

ho) = k8(t — 1) — 20

Salw. (t - f) | cos[wy (£ - )| (3.21)

H(f) = k[l_Gch(f"'fl)—Gzﬁ(f—fl)]e_ﬂ”ft” =

h(t) = ké(t — to) — 4k foSal2n f. (t — to) | cos[2nfi (r — o) ] (3.22)

La representacion gréfica del par de transformadas para el filtro rechaza banda se muestra
en la figura 3.10.

Ambos filtros (pasa altas y rechaza banda) tienen una componente que esté representada
en frecuencia por una ganancia constante k, implicando que se extiende a valores de w hacia
el infinito. Por consiguiente, estos sistemas no son causales; otra restriccion por la cual no son
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H(w)
AN
o k
_wca _wm wm
(a)
H(f)
AN
o k
“Seo ko Jer

Figura 3.10: (a) y (c) Espectro del filtro ideal rechaza banda,
(b) v (d) su respuesta al impulso

fisicamente realizables es debido a que en sistemas implementados fisicamente las capacitancias
e inductancias producidas, que pueden ser despreciables en las frecuencias de operaciéon normal,
generalmente reducen la ganancia en las altas frecuencias. La justificacién de la no realizabilidad
en el dominio del tiempo se puede verificar utilizando los mismos argumentos que los utilizados
en los dos casos anteriores (filtro pasa bajas y pasa altas), esto es, h(f) se extiende para valores
de t < 0y por lo tanto no es fisicamente realizable.

Filtro pasa todo ideal

Otro tipo de filtro que puede ser mencionado es el filtro pasa todo. Este por un lado deja
pasar todas las frecuencia con una ganancia constante y por el otro genera un desfasamiento.
De aqui, que estos filtros se disefian como igualadores en fase, es decir permiten corregir la
caracteristica en fase de algtin otro filtro con el fin de proporcionar un comportamiento en fase
deseado.

Para lograr una ganancia constante para todas las frecuencias se requiere que los polos
de la funcién de transferencia se encuentren a la izquierda del eje imaginario (esto asegura la
estabilidad del sistema) y sus ceros a la derecha del eje imaginario del plano complejo. Por lo
que, todas las redes pasa todo son necesariamente sistemas de fase no minima' y por ello solo
pueden producir una fase atrasada.

Laidealidad en estos filtros supone que deben mantener su amplitud a un valor constante
sobre todo el espectro de frecuencias. Sin embargo, en disefios reales las componentes capaciti-
vas e inductivas, en los circuitos con disefno de filtros pasa todo, modifican el comportamiento
en amplitud a frecuencias altas. Por lo que en las aplicaciones se debe asegurar que la amplitud
sea plana sobre las frecuencias de interés.

1Se definen como de fase minima aquellas funciones de transferencia que no tienen ceros en la parte derecha del
plano complejo.
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3.2 Retardo de fase y de grupo

Se inicia por recordar que una funcién de transferencia evaluada sobre el dominio de la
frecuencia H(w) por lo general es compleja, por lo que ésta puede representarse mediante una
respuesta en magnitud, | H(w)|, y una respuesta en fase, ¢(w), de la forma mostrada en (3.23).

H(w) = |Hw)| e/ *8H) = | H(w)] e/ 9 (3.23)
donde la respuesta en fase es:
¢$(w) = arg[H(w)] (3.24)

Adicionalmente, existen dos definiciones adicionales importantes relacionadas con la res-
puesta en fase, que son[23]:
a) Elretardo de fase: 7 (w)

b) Elretardo de grupo: 74(w)

Se comienza con la interpretacién del retardo de fase. En el estudio de sistemas o filtros en
el estado estacionario, para una cierta sefial de excitacion senoidal x(#), por ejemplo como
la mostrada en (3.25), la salida del sistema y(#) también es una sefial senoidal en el estado
estacionario, por ejemplo como la mostrada en (3.26), pero afectada en amplitud y en fase, como
se muestra en la figura 3.11[17].

x(t) = 4 cosa,) V(0 = Aft(e,)f cos(o,t +(e,))
Figura 3.11: Relacion salida—entrada en el estado estacionario
x(t) = Acos(wgl) (3.25)

y() = A|H(wo)| cos (wo t + ¢p(wo)) (3.26)

Asi, la sefial y(¢) dada por

k cos (wo £ + ¢p(wp)) = k cos

()

¢(w0))]

wo (l' +
wo

(3.27)

k cos[wo (1 + )]

con k = A|H(wg)l.

La cantidad 7, = — 1, = —¢(wo)/wy (el signo negativo se incluye por conveniencia) se deno-
mina retardo de fase y describe el retraso de tiempo en la sefial causado por un desplazamiento
de fase de ¢(wyp)[2].

En general, el retardo de fase se define como:

Tp(a)) = —M (3.28)
w
Asi, y(t) puede ser expresado como:
y(1) = kcos[wy (t —7p)] (3.29)

donde se observa que y(t) es una funcién retardada. Lo anterior se verifica al suponer inicial-
mente que se tiene la funcién

g(t) = kcos(wgt) (3.30)
Ahora se le aplica a g(#) un retardo de 7, unidades, esto es

y(1) = gt — 1) = kcos[wy (t —7))] (3.31)
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La dltima expresion indica que el retardo de fase tiene unidades de tiempo y la expresiéon en
(3.28) indica que esa unidad de tiempo cambia con respecto a la frecuencia.

Por otro lado, si se desea obtener la velocidad de cambio de la respuesta en fase, con respecto
ala frecuencia, se puede determinar su derivada para una cierta frecuencia, por ejemplo para
wy, esto es (3.32), se incluye el signo menos por conveniencia.

_ dow)

dw w=wo

(3.32)

La ecuacion (3.32) se conoce como el retardo de grupo, para una frecuencia en particular. La
expresion general del retardo de grupo se define como en (3.33).

dd(w)
dw

Tg(w) = — (3.33)

“Se interpreta a 7g(w) como el retardo temporal que experimenta una componente de
frecuencia w cuando pasa a través del sistema”[21].

El significado grafico de estas definiciones se ilustran en la figura 3.12. Se puede ver que el
retardo de fase para una frecuencia dada representa la pendiente de la linea secante desde la
componente de c.d. (corriente directa) a la frecuencia particular y es una especie de retardo
promedio. Mientras que el retardo de grupo a una cierta frecuencia previamente definida es la
pendiente de la linea tangente en la frecuencia particular y representa un intervalo de retardo
instantdneo o local[23].

A
—p\
pendiente = T, f )
= >
S “
S : _
< pendiente = T»
4 S
0 a)

Figura 3.12: Significado grafico de 7, (w) y Tg(w)

Estas definiciones son importantes ya que, en ciertas aplicaciones, el retardo de grupo de
una sefial (que pasa a través de un filtro) tiene un mayor significado que la respuesta en fase. Por
ejemplo, debido a que la respuesta de fase generalmente no es lineal, la respuesta del retardo de
grupo en los filtros se usa frecuentemente como una medida de cudnta dispersién sufre una
sefial cuando pasa por el filtro.

Una caracteristica deseable del retardo de grupo de un filtro es aquella que se aproxime a
una constante sobre la banda (o bandas) de frecuencias de paso; por ejemplo, para el caso de un
filtro ideal con respuesta en amplitud constante y respuesta en fase lineal, se puede ver que:

¢(w) = arg[H(w)] = arctan Rn:((aa:)) =—-wt, (3.34)
donde
Tp(w) = Tg(w) =1o (3.35)

Asi, para el filtro ideal, el retardo de fase y el de grupo son idénticos y representan el retardo
exacto de la sefial. En este caso no ocurre distorsion. En los casos generales donde la respuesta
en amplitud no es constante en la banda de paso y la respuesta en fase no es lineal, es més
dificil definir con precision el retardo exacto ya que una sefal sufre alguna distorsion al pasar
a través del filtro. No obstante, las definiciones (3.28) y (3.33) son utilizadas para describir la
aproximacion de la caracteristica del retardo de un filtro préctico.
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Filtros reales

Los filtros practicos o reales son sistemas que en su comportamiento en frecuencia tienen
una banda de transicién entre la banda de paso y la banda de rechazo, vea la figura 3.13. Estos
estan representados por medio de una respuesta en frecuencia que supone: la banda de paso
con una maxima desviacién en amplitud y la banda de rechazo con una minima atenuacion;
esto es, en la banda de paso se permite un maximo cambio en la variacién de la amplitud, por lo
general este intervalo de variacién es pequefio, y en la banda de rechazo la amplitud debe ser
menor o igual a un cierto valor previamente determinado.

|H(iw)| Banda de

fransicion

! —

Banda |__ Banda de . w
de paso rechazo

Figura 3.13: Respuesta en frecuencia de un filtro real

Como se indic6 en el capitulo anterior, un filtro es un sistema disefiado para dejar pasar el
contenido espectral de la sefial de entrada en una banda de frecuencias especificas; esto es, la
respuesta en frecuencia del filtro forma una ventana espectral a través de la cual solo la parte
deseada del espectro de entrada se permite pasar. Basado en el tipo de respuesta en frecuencia,
el filtro se clasifica en: pasa bajas (LP), pasa altas (HP), pasa banda (PB) o rechaza banda (RB)[1].

Es importante aclarar que el comportamiento de un filtro se describe, comtinmente, me-
diante la magnitud al cuadrado de la respuesta en frecuencia o, simplemente, la magnitud en
potencia, o también mediante la magnitud logaritmica de H(w) o, simplemente, la ganancia
en dB (o pérdida en dB) en la forma: |H(w)|? o |H(w)|4z = 10 log|H(w)|?, respectivamente. El
andlisis que a continuacién se proporciona de los filtros se desarrolla utilizando la relacién de la
ganancia en dB, |H(w)| .

Las condiciones para un filtro pasa bajas se muestran en la figura 3.14, en éste la banda de
paso se localiza en el intervalo desde la componente c.d. a la frecuencia de paso w, con una
atenuaciéon méxima permitida de A4, dB (o con ganancia minima de A,,4x dB), esto es, el
comportamiento del filtro en la banda de paso debe permitir una ganancia mayor o igual al valor
establecido por A4y dB, donde w), es la frecuencia de referencia que delimita dicha banda.
Mientras que la banda en el intervalo de w; al infinito es la banda de rechazo, ahora w, esla
frecuencia de referencia que delimita a esta otra banda y para las frecuencias por arriba de w, se
establece una restriccion en potencia de al menos una atenuacion minimade A, ;, dB. Labanda
localizada entre w,, y w, es la banda de transicion. Asi los cuatro parametros wy, w, A,,;, dB
vy Amax dB describen las condiciones del filtro pasa bajas mostrado en 3.14. Otra manera de
establecer las condiciones en frecuencia del disefio para el filtro pasa bajas es mediante una
representacion en potencia en funcién de su pérdida, como se muestra en la figura 3.15, en
este caso, en la banda de paso se permite una maxima pérdida de A;,;x dB o a lo mds una
atenuaciéon menor o igual a dicho valor, y en la banda de rechazo una minima pérdida permitida
de A,,;, dB.

La condicién para un filtro pasa altas se muestra en la figura 3.16, en ésta la banda de paso
se extiende en el intervalo desde w,, a infinito, mientras que la banda de rechazo en el intervalo
desde la componente de c.d. a w,. La banda de transicion se localiza entre w, y . De igual
manera como en los filtros pasa bajas A;,4x dB es la atenuacién maxima 6 ganancia minima
permitida en labandade pasoy A, ;, dBesla ganancia maxima 6 atenuacion minima permitida
en la banda de rechazo y asi los pardmetros wp, ®;, Amax dBYy A,,;, dB son las condiciones
para caracterizar al filtro pasa altas. La representacion en potencia en funcion de su pérdida se
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A max

Ganancia en dB
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Figura 3.14: Representacion en potencia del filtro
pasa bajas en funcién de su ganancia
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Figura 3.15: Representacion en potencia del filtro
pasa bajas en funcién de su pérdida

muestra en la figura 3.17, como antes, en la banda de paso se permite una maxima pérdida de
Amax dBy enlabanda de rechazo una minima pérdida de A,,;,, dB.

0 Wr Wp
| | 2
Amixt———-——-- = === - :
s |
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Figura 3.16: Representacion en potencia del filtro
pasa altas en funcién de su ganancia

En la figura 3.18 se muestran las condiciones para el filtro pasa banda, cuya banda de paso se
localiza en el intervalo entre las frecuencias w1 y wp2 con una atenuacion maxima o ganancia
minima permitida de A;,4x, dBYy las dos bandas en el intervalo desde la componente de c.d.
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A min

Pérdida en dB

: A max

0 Wp o, w

Figura 3.17: Representacion en potencia del filtro
pasa altas en funcién de su pérdida

a wr y de w,; a infinito, referidas como las bandas de rechazo, con una ganancia maxima o
atenuacion minima permitida de A, ;,, dB. Las dos bandas entre w,1 y wp) y entre @, y @2 son
las bandas de transicién. La representacién en potencia en funcién de su pérdida se muestra en
la figura 3.19. En la banda de paso se permite una maxima pérdida de A,,;x dBy en las bandas

de rechazo una minima pérdida de A, ;, dB.

0 Wr1 WDp1 Wp2 Wr2
: ; ; ; "

Amixt - ———-—--- : —————— ; ‘ !
2 ‘ e ‘
= 1 :
S : ‘
3 ! l
¥ |
s | ‘
: ‘ |
= | |
B |

Amini ] ...

Figura 3.18: Representacion en potencia del filtro
pasa banda en funcién de su ganancia

W 7

A min

Pérdida en dB

; Amax :

0 Wyt Wp1 Wp2 Wr2 @

Figura 3.19: Representacioén en potencia del filtro
pasa banda en funcién de su pérdida

Por ultimo, en la figura 3.20 se muestran las condiciones para el filtro rechaza banda, cuya
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banda de rechazo se ubica entre las frecuencias w;; y w,2, las dos bandas de paso se localizan en
el intervalo entre la componente de c.d. y w1 y entre w; e infinito. Las dos bandas de transicion
se extienden en el intervalo desde w;; a w,1 y desde w2 a wp2. La representacion en potencia
en funcién de su pérdida se muestra en la figura 3.21. En la banda de rechazo se permite una
pérdida minima de A, ;, dBYy en las bandas de paso una pérdida maxima de A, x dB.

0 C()p 1 Wr1 W2 pr

AWWM

Aminl - ]

Ganancia en dB

Figura 3.20: Representacion en potencia del filtro
rechaza banda en funcién de su ganancia

Pérdida en dB

| A maix

0 (5] C()p] C()pZ W2 4

Figura 3.21: Representacion en potencia del filtro
rechaza banda en funcién de su pérdida

De esta forma, el &rea sombreada en las figuras 3.14, 3.16, 3.18 y 3.20 muestra la region de
tolerancia de las respuestas en frecuencia para la aproximacion deseada, las frecuencias w, y w,
son frecuencias que delimitan la banda de paso y de rechazo, respectivamente y en el intervalo
de frecuencias w, < w < w; (0 W, < W < wp) se refieren a la banda de transicion.

Una funcién de transferencia se dice que es realizable si representa a un sistema estable
y causal, esta estabilidad y causalidad a su vez va acompafiada con la restriccién de que la
funcién de transferencia sea una funcién racional en s (plano de Laplace) con coeficientes
reales, los polos ubicados a la izquierda del eje jw del plano sy que el grado del polinomio
del numerador sea menor o igual al grado del polinomio del denominador. Por ejemplo, la
funcién de transferencia evaluada sobre el dominio de la frecuencia de un filtro construido con
parametros lineales tiene la forma:

P by+bi(jw)+...+ by (jo)M

Hie) = Dw) ayp+a(jw) +...+an (jw)N

con N=M (3.36)

La condicién N = M implica que puede haber tantos ceros (a lo mds N — 1 ceros) como
polos en la funcién de transferencia.
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Un pardametro importante en el disefio de filtros es su orden N, cuyo valor representa el
numero de singularidades o nimero de polos de la funcién de transferencia. El principal proble-
ma de diseno en los filtros practicos es el determinar los coeficientes a; y b; (i = 0,1,...,Ny
j=0,1,...,M), de tal forma que (3.36) se aproxime a la caracteristica ideal.

Con la finalidad de establecer un criterio de disefio para los filtros reales, en la siguiente
seccion se describe una teoria de aproximacion, llamada teoria de aproximacién Chebyshev en
el dominio de la frecuencia, en particular para el disefio de filtros que aproximan al filtro pasa
bajas.
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4. La aproximacién Chet

En esta seccidén se analiza el disefio de filtros basado en la aproximacién por medio de los
polinomios de Chebyshev. Estos filtros se caracterizan por tener una banda de frecuencias en
la que la magnitud pico del error de aproximacion se minimiza en forma tal que este error se
distribuye uniformemente sobre esta banda de frecuencias. De hecho, la magnitud del error
es un rizo que se extiende sobre esta banda de frecuencias, por lo cual también se le llama
una aproximacién en amplitud de igual rizo (equal ripple o equiripple) o aproximacién de
igual rizo simplemente; de esta forma el error oscila entre un méximo y un minimo de igual
amplitud. Para esta aproximacion existen dos representaciones para la magnitud en potencia
que depende en cudl banda de frecuencias se minimiza el error (ya sea la banda de paso o de
rechazo). Para el disefo del filtro llamado del tipo I (aproximacién Chebyshev, que en lo sucesivo
se denominard la aproximacién Chebyshev del tipo I o, simplemente, aproximacién del tipo I)
el error de aproximacion se distribuye en la banda de paso. Mientras que para el llamado del
tipo II (aproximacién Chebyshev inversa, que en lo sucesivo se denominaré la aproximacion
Chebyshev del tipo II o, simplemente, aproximacién del tipo II) el error de aproximaciéon se
distribuye en la banda de rechazo.

Los polinomios de Chebyshev Viy(x) son un conjunto de funciones ortogonales con ciertas
propiedades. Estos se encuentran definidos por la ecuacién (4.1), con condiciones iniciales
establecidas por las expresiones indicadas en (4.2).

cos[Ncos™'x]  para |x|<1
Vn(x) = cos [N cos ' x] = (4.1)
cosh|[N cosh™ x| para |x|>1

N=0 VWolx) =1 para toda x
4.2)
N=1 Vi(x) = x para toda x
donde N es un ntimero entero positivo y denota el orden del polinomio de Chebyshev.
= Ejemplo 4.1 Demostrar que: cos [N cos™! x| = cosh [N cosh™! x| para|x| > 1
Solucion:
Sea
el¥ 4+ v
x=cos(w) = ——— 4.3)

2
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u=el (4.4)
Al sustituir (4.4) en (4.3)

= 2x=u+u!

2xu=u*+1 = 0=u?>-2xu+1

“w »

el cual tiene la solucién (Se considera sélo el signo “+” con la finalidad de asegurar que u # 0
cuando x tome valores grandes):

\/ 2 _
u:M:x+\/x2—1:x[1+\/1—(1/x2)]

2

Por otro lado, el logaritmo natural de un niimero complejo z = |z| e/ 8% es[4]:
In(z) = In(|z]) + j arglz]

donde el operador arg(z], que se lee «<el argumento de z >, implica el cdlculo del dngulo
correspondiente al valor complejo z.
En general, para z = rel? = |z| jamlal

In(r eje) =In(r)+j6O
Para el caso particularde z = u = el (estoesr =1 v =w)

In(x) = In(e’®) = In(1) + jw = jo (4.5)

con u=x[1+m] (4.6)
Al sustituir (4.6) en (4.5) se obtiene

ln[x(l + m)] =jw

w=—jln[x(l+m)] 4.7)

El valor de w se puede obtener al aplicar el coseno inverso en (4.3), de manera que

w = arccos(x) = cos ! (x)

cos (x) = —jln [x(l + m)] (4.8)
Observe que el coseno inverso de x es una funcién compleja cuando |x| > 1, debido a que

x(l + m)

es un numero real.
Asi, el coseno inverso de x para |x| > 1 es

cos lx = jo (4.9)

con ¢ = —ln[x(1+\/1—(1/x2))]
Mientras que

e](](/)) + e_](](p) e(rb + e_j(p
x =cos(jo) = 5 = 5 = cosh¢
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x = cos(j¢) = cosh¢ (4.10)
Por lo que
¢ =cosh 1 x (4.11)

Al sustituir (4.11) en (4.9) se tiene

cos lx = jcosh_1 X (4.12)

Por otro lado, haciendo referencia a la enunciacion del problema y de (4.12), se obtiene
cos [N cos™ x] = cos[N (j cosh™ x)] = cos[j N cosh™ x]

Finalmente, de (4.10)se obtiene
cos [N cos™ x] = cosh [N cosh™ x]

lo cual queda demostrado.

Antes de continuar con el andlisis de la aproximacién Chebyshev se dara una interpretaciéon
general de la expresion (4.1). Para ello, se inicia recordando algunas de las caracteristicas de la
aproximacion Butterworth.

La expresion general para la magnitud en potencia de la aproximacion Butterworth para un
filtro pasa bajas es de la forma

Ky B Ky
1+ €2 (a)/wp)ZN 1+ |Lg(w)?

|Hp(w)|* = (4.13)

donde N es el orden del filtro, w,, la frecuencia de paso, Ky la constante de normalizacion en
magnitud, de modo que para w = 0 se asegura que | Hg(0) |2=1,ecesun parametro de disefio
que permite establecer de manera arbitraria la ganancia asociada a la banda de paso, y | L (w)|?
es la funciéon de aproximacién Butterworth definida como en (4.14).

)ZN

ILg(@)* = &* (w/w) (4.14)

Al graficar la funcién de aproximacién (4.14), vea la figura 4.1a, se observa que la funcion es
monotonicamente creciente, ademds que para frecuencias bajas (v < w)) la aproximacion es
muy buena, debido a que el error entre el comportamiento de la aproximacién y el comporta-
miento deseado establecido por la banda de paso, con caracteristicas plana, es pequefio. Sin
embargo, a medida que w se aproxima a la frecuencia de paso (0 w/w, se aproxima a la unidad)
el error de aproximacion crece[15].

|L(@)| La(@)|

(b)

Figura 4.1: Funcién de aproximacion: (a) Butterworth y (b) deseada

Ahora, se desea determinar una funcién de aproximacién que distribuya el error de manera
uniforme en una banda acotada, esto es, se desea encontrar una funcién de aproximacién
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que oscile entre la banda acotadade w = 0 aw/w, = 1yde €2 a cero, como se muestra en la
figura 4.1b. Mientras que para w/wj, > 1 (0 > w),) sea monoténicamente creciente. En resumen,
se desea cambiar el comportamiento observado en la figura 4.1a a un comportamiento parecido
al mostrado en 4.1b.

Utilizando la nueva funcién de aproximacién deseada, |Lg(w) |2, se establece la siguiente
magnitud en potencia (por simplicidad se asume a Ky = 1)

1

Hyw)? = ———
| Ha(w)] T L@

(4.15)

Enfoquémonos en la regién de tolerancia de la banda de paso, como se muestra en la
figura 4.2a, donde se distribuye el error de la aproximacion en dicha banda.

1
o) “ aer
1 = Region c_le
1+ g2 | | (olerancia 1+ ¢? e Regién de

: 1 - | tolerancia
|

0 I : > 0 I | >
1 o/w, 1 o/,

(a) (b)

Figura 4.2: Grafica de la magnitud en potencia: (a) no invertida y (b) invertida

Consideremos también la representacién de 1/ | H; (w) |2, como se muestra en la figura 4.2b,
donde

G(w) = =1+ |Lg(w)? (4.16)

| Hy(w)[?
ILg(@)* = G(w) -1 4.17)

Como se indic6 previamente (vea la figura 4.1b), la regiéon de ILd(w)I2 esta acotada en el
intervalode w = 0 aw/wy, = 1yde €2 a cero. Mientras que para | Ly (w)| se tiene una grafica que
no resulta en una regién enteramente positiva debido a que la raiz de £ acepta dos soluciones:
£y —¢, como se muestra en la figura 4.3a.

|La(@)| e |La(@)|
If-——===-- |
El-——>———-- 1 |
| |
| . | 5
’ o/, ’ oo,
-Egl--—-—-=-==- 1 ) :
(a) (b)

Figura 4.3: Area de interés para |L;(w)|: (a) no normalizado y (b) normalizado

Al normalizar la amplitud al multiplicar por ! se tiene una regién confinada en el intervalo
dew = 0aw/wp = 1ydela -1, como la mostrada en la figura 4.3b, la cual delimita a las
funciones con las que se puede representar a |L;(w) 12.

De la figura 4.3b se concluye que el dominio de |L;(w)| tiene que ir de 1 a —1 y necesariamen-
te debe ser una funcidn trigonométrica. De aqui que, se propone que la funcién de aproximacién
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sea una funcién cosenoidal, por lo que queda sustentada la forma de onda oscilatoria propuesta
en la figura 4.1b. Note que la funcién trigonométrica senoidal no es una funcién factible para
representar a la funcién de aproximacién deseada, debido a que en un sistema fisicamente
realizable la respuesta en magnitud en frecuencia siempre es una funcién par, mientras que la
funcién senoidal es impar.

De lo anterior, la funcién | L (w)| podria ser de la forma (4.18), con x acotada en el intervalo
0 < x < 1, donde x de alguna forma debe estar en funcién de w. Ademads, no se viola ninguna
limitacién de este dominio si en el argumento de la funcién cosenoidal se le incluye un grado de
libertad, en este caso el orden N del filtro, como se expresa en (4.19).

e ' |Ly()| = cos(x)

|Lg(w)| = € cos(x) (4.18)
|Lg(w)| = € cos(N x) (4.19)

Por otro lado, el dominio de x en (4.19) debe estar acotado, por lo que se puede utilizar la
funcién inversa de la funcién cosenoidal mostrada en (4.20), de tal forma que w pueda ser libre
para todos los reales o por lo menos en el intervalo de 0 a w,

x = cos ™ (w/w)) (4.20)
Al sustituir (4.20) en (4.19) se obtiene

|Lg(w)| = € cos[N(:os_1 (wlwp)] = eVn(w/w)) (4.21)

|Lg()|* = €% cos? [N cos™ ! (wlwp)] = e V]%, (w/wp) (4.22)

donde Vy (w/w) son los polinomios de Chebyshev.
Por lo que la magnitud en potencia queda como

1
1+ €2 Vﬁ, (w/w))

|Hy(w)* = (4.23)

Finalizando asi la interpretacion de (4.1), que por conveniencia se reescribe a continuacién
(conw/wy = x).

cos[Ncos™'x]  para |x|<1
Vn(x) = cos [N cos™ ' x] = (4.29)
cosh|[N cosh™ x| para |x|>1

Aunque la expresion en (4.24), para |x| < 1 y para |x| > 1, no parecen representar a un poli-
nomio, es posible demostrar que dichos términos se pueden desarrollar en forma de polinomio.
A continuacion, se incluyen dos diferentes andlisis para dicha verificacion.

Se inicia con el primer andlisis que permite verificar que las expresiones en (4.24) se pueden
representar en forma de polinomio. Inicialmente se define a una variable z de tal forma que

X =C0Sz B z=cos 'x (4.25)
y Vn(z) = cos[N z] (4.26)

De la igualdad trigonométrica (4.27) se determinan las expresiones para Vy.1(z) y Vy-1(2),
las cuales se describen en (4.28) y (4.29).

cos(a + B) = cos a cos B F senasen f (4.27)

VN+1(2) = cos[(N+1)z] = cos[N z]cos z—sen[N z]senz (4.28)
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Vn_-1(z) = cos[(N—1)z] = cos[Nz]cos z + sen[N z]senz (4.29)
Al sumar las expresiones (4.28) y (4.29) se obtiene

Vni1(2) + Vy_1(2) = 2cos[N z]cos z (4.30)
Tomando en cuenta la igualdad en (4.25) y (4.26) la ecuacién (4.30) se expresa como

VN+1(2) + VN-1(2) = 2x VN (2) (4.31)

VN+1(2) = 2xVN(2) — VN-1(2) (4.32)
Otra forma de representar la férmula recursiva dada en (4.32) es

VN(X) = 2x VN1 (x) — VN-2(X) (4.33)

La expresion en (4.33) se verifica al sustituir z = cos™1x en (4.28) y en (4.29), como se
muestra a continuacion.

Vn+1(2) . =cos [N z]cos z—sen[N z]senz
Z=CO0S ' X

z=cos lx

= cos [N cos™! x] cos(cos ™! x) — sen [N cos™* x| sen(cos ™" x)

Va+1(x) = x cos[N cos™' x| — sen|N cos™" x| sen(cos ™" x) (4.34)

VN_l(z)’ . =cos [Nz]cos z +sen[N z]senz
Z=CO0S " X

z=cos lx

! x]sen(cos ™! x)

= cos [N cos™! x] cos(cos ™! x) + sen [N cos~

Vi-1(x) = x cos[N cos™ ' x| + sen|[N cos™' x| sen(cos ™! x) (4.35)
Al sumar las expresiones (4.34) y (4.35) se obtiene

V1 (x) + Viy-1(x) = 2x cos [N cos ' x] = 2x Vy(x) (4.36)
Haciendo Q = N + 1, como cambio de variable, entonces la expresién (4.36) queda como

Vo(x) + Vo_a(x) = 2x V-1 (%) (4.37)
Ahora haciendo N = Q, entonces (4.37) se transforma en

Vn(x) =2xVn_1(x) — Vn_2(Xx) para N > 1 (4.38)
Ademas, note que (4.26) para N = 0

Vo(x) = cos(0) =1 para toda x

Mientras que (4.26) para N =1

V1(x) cos(cos_lx) =X para |x| <1

V1(x) cosh(cosh_lx) =X para |x| > 1
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Por lo que
x) =x para toda x

como se indica en (4.2).
Ahora, se procede con el segundo andlisis que permite verificar que las expresiones en (4.24)

se pueden representar en forma de polinomio. Inicialmente se define la funcién u(x) = cos™! x,
de esta forma (4.24) se escribe como
Va(x) = cos [N cos™ x] = cos[N u(x)] (4.39)

Ademas, a partir de igualdades trigonométricas se determina que

. N
ol u(x)] }

N
:Re{(cos[u(x)]+jsen[u(x)]) } (4.40)

cos[Nu(x)] = Re{ejN”(x)} = Re{

Por otra parte, se sabe que

N-1 _ N-2 g2
(a+ﬁ)N:aN+Na B, NWN-Da2p

1! 2!

N(N-1)(N-2)aN-3 2

+ T + ...
B _ _ _ N-r pr
, Nv-ny 2).--51'\/ (r=1)a™7p" (4.41)
Ademas
' ~ B o

(N): N!  _ NWN-DIN-2)...(N-(=1)) (4.42)
r| T =) !

Al introducir la notacion (4.42) en (4.41) se obtiene la ecuacion (4.43).
N N N
(a + ,B)N = (O)aN + (l)aN_l,B + (z)aN_zﬁz

+ (Z;[)aN‘3ﬁ3 o+ (]j)aN‘rﬁ’ o F (]]z)ﬁN (4.43)

Considerando el andlisis obtenido en (4.43) y suponiendo a a = cos[u(x)] y a
B = jsen[u(x)], la ecuacion (4.40) se representa como

Re{(ef“(x))N} = Re{(cos[u(x)] + jsen[u(x)])N} = Re{(l(\)]) cos™ [u(x)]
+ (];]) cosN_l[u(x)]jsen[u(x)] + (]:) cosN_z[u(x)]j2 sen®[u(x)]

+ (]?Y) cosN_3[u(x)]j3 sen®[u(x)] + ...

+ (];]) cosN_’[u(x)]j'senr[u(x)] +...+ (x) stenN[u(x)]} (4.44)

. N
Ya que sélo es de interés la parte real, Re { (ef ”(x)) }, se puede prescindir de los términos

imaginarios y (4.44) se expresa como
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N) N
cos[N u(x)] = 0 cos [u(x)] — 9

) cosV 2 [u(x)] sen®[u(x)]

+ (N) cosN_4[u(x)]sen4[u(x)] - (N

N-6 6
. 6)005 [u(x)]sen”[u(x)] +...

+(—1)k2 (]I\c[) cosN *lu(x)] sen®[u(x)] +... conk paryk < N (4.45)

De la igualdad trigonométrica (4.46) la ecuacién (4.45) se escribe como en (4.47).

sen? [ux)]=1- cos? [u(x)] (4.46)

cos[N u(x)] = (1(;]) cosNu(x)] - (]:) cosN 2 [u(x)] (1 — cos? [u(x)])

|

- (];) cos™ O [u(x)] (1- cos® [u(x)])3 t..

B Z

) cos™*[u(x)] (1 - cos? [u(x)])°

+(-1k/2 (]Z) cos™V *[u(x)] (1 - cos? [u(x)])k/2 +... conkparyk <N (4.47)

Después de inspeccionar (4.47), se puede concluir que, con N par, cos [N u(x)] resulta en un
polinomio par de términos cos [¢(x)], mientras que resulta en un polinomio impar cuando N es
impar.

Por otra parte, ya que

cos[u(x)] = cos [cos_lx] =x (4.48)

entonces (4.47) se escribe como

cos [N cos™ x] = (g’ ) N - (2’) N2 (1-22)

N N
+( )xN_4(1—x2)2—( )xN_G(l—x2)3+...
4 6
+(-1k/2 (JZ)xN_k(l—xz)k/2+... conkparyk <N (4.49)

Al evaluar (4.49) para diferentes valores de N, se tiene:
ParaN =0

cos[0cos™' x] = ( )xo =1= V)

ParaN =1

cos[cos™ x| = (1) x'=x=1
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=2x>—-1= 2xVi(x) — Vo(x)
ParaN =3

_ (3] .3 3] 1 2y _ .3 3! 2
Vg(x)—(o)x —(z)x(l—x)—x —ﬁx(l—x)
:x3—3x+3x3=4x3—3x:2x(2x2)—2x—x

=2x2x* - 1) — x = 2x Vo (x) — V1 (x)

Para N = 4
_44_42_2 40_22
V4(x)—(0)x (z)x(l x)+(4)x(1 x)
=x4—4—!(x2—x4)+(1—2x2+x4)
2121

=x4—6x2+6x4+1—2x2+x4=8x4—6x2—(2x2—1)

=2x(4x® -3x) - (2x* - 1) = 2xV3(x) - Vo(x)

Por induccion matemaética los polinomios de Chebyshev para cualquier orden N estdn dados
por la férmula recursiva:

Vn(x) = 2xVn_1(x) — Vy_2(x) para toda x (4.50)

y asi (4.24) es un polinomio, lo cual queda verificado.
En la tabla 4.1 se proporcionan los 10 primeros polinomios de la ecuacién recursiva (4.50) y
en la figura 4.4 se ilustra el comportamiento grafico para los polinomios con N = 2, 3,4 y5.

Tabla 4.1: Polinomios de Chebyshev

cos [N arccos x] x| <1
N | Vwv(x) =
cosh[Ncosh™'x]  |x|>1
0|1
1 X
2 | 2x2-1
3 | 4x3 - 3x
4 | 8x*-8x%+1
5 | 16x° —20x3 + 5x
6 | 32x0 —48x* +18x%> -1
7 | 64x7 —112x° + 56x° — 7x
8 | 128x8 — 25615 + 160x* — 32x* + 1
9 | 256x% — 576x" + 432x° — 120x> + 9x
10 | 512x'0 — 1280x® + 1120x% — 400x* + 50x% — 1

De la tabla 4.1 se observa que para x grande (|x| > 1) V(x) puede aproximarse en térmi-
nos practicos por su componente principal, esto es, el primer término del polinomio es mds
significativo que sus demds términos cuando |x| > 1 y se aproxima a

Vn(x) = 2V 1N para |x| > 1 (4.51)
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V(%)
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Figura 4.4: Comportamiento de los polinomios de Chebyshev

El resultado en (4.51) serd de utilidad cuando se compare la eficiencia en el orden del filtro
de esta aproximacién con respecto a la aproximacién Butterworth.
Al analizar el comportamiento gréfico de los polinomios de Chebyshev, mostrado en la
figura 4.4, es posible deducir algunas propiedades importantes, tales como:
- Los cruces por cero de los polinomios de Chebyshev estan localizados en el intervalo
|x| <1, es decir, tienen una caracteristica de rizo para—1 < x < 1.

- Para todos los polinomios de grado N el polinomio |V (x)| posee la magnitud més peque-
faen |x| < 1ya que en este intervalo nunca excede a la unidad: |V (x)| < 1.
- Fuera del intervalo |x| < 1, |V (x)| se incrementa rdpidamente al aumentar el valor de | x|.

Estas propiedades importantes serdn utilizadas para desarrollar las representaciones de la
magnitud en potencia para la aproximacion del tipo [ y del tipo II.



En este capitulo, se describe la metodologia para la caracterizacién de la funcién de trans-
ferencia de los filtros pasa bajas, que contienen inicamente polos, utilizando los polinomios
de Chebyshev. Esta representacion es lo que se conoce como el disefio de filtros pasa bajas de
aproximacién Chebyshev del tipo I.

Se inicia con el andlisis de c6mo influyen los polinomios de Chebyshev en el comporta-
miento de la respuesta en frecuencia, primero examinando la banda de paso y posteriormente
el comportamiento fuera de dicha banda. Luego, se establece el orden del filtro a partir de
condiciones de disefo, asi como el procedimiento para determinar la ubicacién de los polos en
un diagrama de polos y ceros, finalizando con la expresion de la funcién de transferencia que
distingue al disefio de un filtro pasa bajas para un orden N dado.

La expresion que representa la magnitud en potencia del filtro pasa bajas para el disefio del
tipo I estd dada por la ecuacién (5.1), en la figura 5.1 se muestran ejemplos para N = 3y 4.

2

|He(@)” = a (5.1)
5 .
1+ e2Vi(wlwp)

donde Ko Constante de normalizacién en amplitud para asegurar
que el méximo valor de la funcién |H¢(w)| tenga valor
unitario.

€ Pardmetro de valor pequefio que proporciona la
propiedad del rizo en la banda de paso.
wp Frecuencia de paso.

Vn(w/wp) Polinomio de Chebyshev de orden N.

Tomando como base las expresiones de los polinomios de Chebyshev (tabla 4.1, con
X = w/wp), el comportamiento gréfico (figura 5.2) y la ecuacion de magnitud en potencia (5.1),
un filtro Chebyshev pasa bajas de orden N tiene las siguientes propiedades béasicas:

Primera Propiedad. La respuesta en frecuencia expresada como una funcion de la magnitud en
potencia para la aproximacion del tipo I satisface las condiciones:

|Hc(0)? = para N par (5.2)

1+&2
|Hc(0)]? = 1 para N impar (5.3)
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|H{w)| tH(w)"

(2]
Figura 5.1: Respuestas de filtros del tipoI para(a) N =3y (b) N =4
t VN (a)/ a)p)
1A N=5
N=3
R RED
Figura 5.2: Gréfica de los polinomios de Chebyshevpara N = 2,3,4y5
|Hewp)|? = L para cualquier N (5.4)
P 1+¢?

La expresion (5.2) se verifica de la tabla 4.1 (con x = w/wp) y de las gréficas de los
polinomios de Chebyshev de la figura 5.2, donde se observa que el valor VK, (w/w p) para cual-
quier polinomio de Chebyshev de orden N par, evaluado en w = 0, es

Vi (w/w)p) | - VE0) =1 para N par (5.5)
w=

de manera que (5.1) paraw = 0y N de orden par, considerando por simplicidad a Ky = 1, seria
entonces

1 1

| He(w)?

w=0 1+eVi(wlwp)| _, 1+¢

verificAndose asi (5.2).
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De manera similar se verifica la ecuacion (5.3), donde se observa que el valor de VI%, (a)/ w p)
para cualquier polinomio de Chebyshev de orden N impar, evaluado en w = 0, es

Vﬁ, (a)/a)p)’ - VI%,(O) =0 para N impar (5.6)

w=

de manera que (5.1) paraw = 0y N de orden impar es

1
= =1

| He(w)[*
¢ w=0 1+ Vi(wlwy)

w=0

verificindose asi (5.3).
Finalmente, se observa que el valor de V]%, (w/w)) para los polinomios de Chebyshev de
cualquier orden N, evaluado en w = w), es

Vi (wlw)p) |w:w,, =Vi) =1 para cualquier N (5.7)

de manera que (5.1) paraw = wp, y N de cualquier orden es

~ 1 1

|He(w)? = =
v=0, 1+&Vi(olwp) , 1+ g2

w=w

verificandose asi (5.4).

Segunda Propiedad. En el intervalo |w| < w), la funcion (5.8) oscila entre el valor maximo K'y
el valor minimo k/(1 + £€2), donde K es un valor constante utilizado para amplificar o atenuar
la amplitud de la sefial que se transmite a través del filtro pasa bajas y es diferente al valor de
normalizacién Kj planteado en (5.1).

K

He(w)])? =
| He) 1+ €2 V]%,(w/wp)

(5.8)

Lo anterior se verifica al recordar que los polinomios de Chebyshev Vyy(x) (con x = w/w))
presentan cruces por cero en el intervalo |w| < w), vealafigura4.4 (con x = w/wp). Concluyendo
que existe una frecuencia |wz| < w, (es decir, —w2 y w2) en la que el polinomio Vy(w/wp) = 0,
esto es

V]%,(w/wp)’ = V]%,(wg/wp) =0 con |wy| < Wp
w=w>

de manera que (5.8) para w = w; tiene el valor de K, como se muestra en (5.9).

K
= =K con |wz| < wp (5.9

|He(w)? = =
w=w, 1+ V]%(a)g/wp)

También, en ese mismo intervalo el valor al cuadrado de los polinomios de Chebyshev
presentan amplitudes de valor unitario, vea la figura 4.4 (con x = w/wp). Concluyendo que
existe una frecuencia |w;| < w), (es decir, —w; y w1) en la que el polinomio Vy(w/wp) = 1, esto
es

V]:\Z,(w/wp)| = V]%,(wl/w,,) =1 con |wi| < Wp
w=w]

de manera que (5.8) para w = w tiene el valor de K/(1 + £2), como se muestra en (5.10).

K K

|He(w)? = =
w=w 1+&Viwlwy) 1+¢

con |w;| < wp (5.10)

Por ejemplo, para N = 3 el polinomio V3(w/wp) tiene tres cruces por cero en el intervalo de
-l=swlwp, =<1 (|w/a)p| < 1), y por ende la funcién |He(w)|? tiene tres amplitudes con valor K
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v

Figura 5.3: Rizo en banda de paso para N = 3

en ese intervalo. En la figura 5.3 se muestra este hecho, donde sélo se grafica el intervalo para w
positivas.

Por consiguiente, para cualquier valor N, la funcién | Hc(w)|? tendra N crestas (considerando
valores de w positivas y negativas, —w, < ® < w)), y asi, el comportamiento del rizo en la
banda de paso depende del orden del filtro. En la figura 5.4 se muestra el comportamiento
grafico de |He (w) |2 para diferentes valores de N en funcion de w para 0 < w/wp < 1, con Ay 4x
representando la magnitud donde el error oscila entre un méximo y un minimo en esta banda.

N=1 IAmax
N2 T
NS T A
N =4 IAmax
N=5 IAmax
N=6 IAmax
N=7 1 A i
N=8 A
N=9 IAmax
N=10 \ IAmdx
0 1

Figura 5.4: Comportamiento del rizo para N = 1,... 10

De la figura 5.4 se infiere que la respuesta en frecuencia para la aproximacion del tipo I, esta
caracterizada por tener un rizo en la banda de paso.

Tercera Propiedad. Para |w/wp| > 1, V]%,(w/wp) tiende a infinito y por lo tanto (5.1) para
w = |wsl, |Hc(ws)|? (con |ws| > wp), tiende a cero, es decir que en la banda de rechazo tiene
una respuesta monotoénica, vea la figura 5.3. Lo anterior se verifica al recordar que para un
valor de la frecuencia mucho mayor a w, los polinomios de Chebyshev pueden aproximarse en
términos practicos por su componente principal, vea la ecuacion (4.51), esto es

Vn(w/w)p) = oN-1 (w/a)p)N para |w| > w,
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22(N—1) ( )ZN

Vi(wlwp) = wlw, para |w| > w, (5.11)

K
|He(w)? ~ — 0 ara |w| > o (5.12)
¢ £22@2N-2) (w/wp)ZN P P

Cuarta Propiedad. Los filtros Chebyshev del tipo I contienen tinicamente polos. Esto se observa
directamente al aplicar los polinomios de Chebyshev (vea la tabla 4.1) a la funcién de magnitud
en potencia (5.1).

En las propiedades descritas en los parrafos anteriores se ha usado la expresién de magnitud
en potencia. Sin embargo, otra representacién conveniente es mediante la ganancia en decibeles,
dB.

Es importante comentar que las especificaciones de las condiciones de diseno de los filtros
no solo se establecen mediante valores representando una magnitud en potencia, también,
éstos estdn dados como una ganancia en dB, como se indicé en el capitulo 3. En este sentido,
dado que en esta aproximacién Chebyshev del tipo I el comportamiento espectral tiene un rizo
en la banda de paso, comtinmente, en las caracteristicas de disefio este ancho se especifica
mediante una ganancia en dB.

El ancho del rizo o de oscilacién, RW, se define como en (5.13) y en general oscila en el
intervalo de K y un valor K/(1 + £2), como lo establece la segunda propiedad.

K
RW =K - —— (5.13)
1+ g2
Larelacién en ganancia de la razén de rizo puede ser definida como RWj, la cual representa
la diferencia entre la potencia méxima, vea (5.14), y la potencia minima en la banda de paso, vea
(5.15).

10logK (5.14)

K
10 log T+ e2 (5.15)

De esta forma RWp puede expresarse a partir de (5.14) y (5.15) como

RWy = 10logK —101
dB og 0g(1+82)
RW, 10logK — 10logK — 101 ( ! )
= 0 — (0] — (0]
aB g 8 8 1+e2
RW, 101 ( ! )
= —10lo
aB Bl 1+ ez
RWg = +10log(1+¢€?) (5.16)

= Ejemplo 5.1 Determine la funcién de la magnitud en potencia | Hc (w)|? para un filtro Cheby-
shev del tipo I de segundo orden con un rizo de 1 dB en la banda de paso y una frecuencia de
paso wy = 1 rad/seg.

Solucion:

La expresion de la funcién de la magnitud en potencia | Hc (w)|? para un filtro Chebyshev del
tipoles
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1

|He(@)I =
¢ 1+ 2 V2(wlw))

(5.17)

Debido a que en la enunciacién del problema se establece un filtro de segundo orden, es
posible usar la tabla 4.1 para N = 2 (con w, = 1 rad/seg):

Viw) = 20°-1

Vw = (20*-1)]=40'-40*+1 (5.18)

Al sustituir (5.18) en (5.17) se obtiene
1
1+ ¢ (4o* - 4w? +1)

|He(w)|* =

El valor de £2 se determina utilizando la expresion de la relacién en ganancia de la razén de
rizo (5.16) y del valor proporcionado en la enunciacién del problema de RW,;g = 1 dB, como
sigue

1dB = RWyp = 10log(1+¢?)

£2 = 10BWas/10) _ {

e* = 10%! -1 = 0.25893
Sustituyendo valores

1
1.0357 w* — 1.0357 w? + 1.2589

|He(w)|* =

Con relacién al intervalo de frecuencias fuera de la banda de paso para el filtro del tipo I
(esto es para |w| = wp), a medida que aumenta w se alcanza un punto de frecuencia definida
como wj en donde &2 V]%,(w/ wp) > 1 de tal forma que (5.1) se aproxima a

1

|Ho()* = ————
£2 V]%,(w/wp)

para W > wE > wp (5.19)

En este caso V3 (w/w)) se puede aproximar a 2! (w/wp)" (como se hizo notar en la tercera
propiedad mencionada en parrafos anteriores), esto es

Vi(w/w,) = cosh®(Ncosh™ (w/w)p))
~ 22N_2(w/wp)2N para o > wi > wp (5.20)
La pérdida en decibeles para (5.19) estd dado por
Pérdida = —10log|Hc(w)l?* = 10log[e VN(w/wp)]2
= 20loge +20logVy(w/wp) para o > wg > wp (5.21)

Sustituyendo (5.20) en (5.21) se tiene

Pérdida = 2010g£+2010g|2N’1(w/wp)N|

2N—1

= 20loge + 20log + 20 loglw/wplN

20loge + 20 (N —1) log2 + 20 N loglw/w)|

Pérdida = 20loge +6(N—1)+ 20N loglw/wpl (5.22)
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Al interpretar (5.22) se determina que la respuesta de Chebyshev del tipo I decae a una razén
de 20 N dB/década (6 N dB/octava) después de una caida inicial de 20 loge + 6 (N — 1) decibeles.
No obstante, en la mayoria de las aplicaciones el valor de € es un ntimero menor o igual a
la unidad (que corresponde a un disefio de un filtro con caracteristicas de un ancho de rizo
pequeio), de manera que el término 20 loge es un valor negativo (¢ < 1) o cero (si € = 1). Para
el caso particular de € = 1 (la consideracién de este valor permite realizar comparaciones con
la aproximacién Butterworth[16]) el limite inferior del ancho del rizo se encuentra a %2 de la
méxima ganancia en potencia (1/v/2 de su maxima magnitud) y la expresion de pérdida (5.22)
es (donde 20 loge = 0)

Pérdida = 6 (N —1) + 20 N log|w/w| (5.23)

Por otro lado, y con la finalidad de realizar comparaciones de la razén de caida de esta
aproximacion con la de Butterworth, se obtiene la razén de caida para esta tltima. Para ello, se
parte de la representacién en magnitud en potencia de la aproximacién Butterworth, la cual
esté representada por (5.24) (cuando € = 1 se cumple que w, = w).

1 1

|Hp(w)I* = TG =TTl (5.24)
Cuando se considera una frecuencia |w| > w. entonces (5.24) se aproxima a (5.25).

IHB(w)I2 = L N ! SN para |w| > w, (5.25)

1+ (w/we) (w/we)

La relacion de pérdida para (5.25) es

Pérdida = — 1010g|HB(w)I2 ~ 1010g|w/wc|2N

Pérdida = 20 N loglw/w,| para |w| > w, (5.26)

Al comparar (5.23) y (5.26) se observa que la asintota para la respuesta a altas frecuencias se
coloca por debajo de 6(IN — 1) dB con respecto a la aproximacién Butterworth, como se muestra
en la figura 5.5. Asi, los filtros Chebyshev del tipo I para este caso (¢ = 1) tienen, para cualquier
orden N, una mayor atenuacién en la banda de rechazo y este comportamiento corresponde a
la mejor aproximacion a la caracteristica ideal con sélo polos en su funcién de transferencia.
Por otra parte, el valor de € pequefo, permite tener ventajas en ganancia (una ganancia mas
uniforme, ya que el rizo es pequefio) en la banda de paso, pero estas ventajas tienen un precio
que tiene que ser pagado por el comportamiento en la banda de rechazo, es decir, el primer
término en (5.22) puede llega a ser grande (20 loge con una magnitud mayor a 6(N — 1), para
€ « 1), dando como resultado que la asintota para la respuesta a altas frecuencias se coloque
por arriba con respecto a la aproximacién Butterworth, como se muestra en la figura 5.5; y en tal
caso es necesario compensar este disminucion en pérdida al seleccionar un N suficientemente
grande. La interpretacion de estos dos casos (parae = 1 y € < 1) se muestra en la figura 5.6.

Ahora se introduce un nuevo pardmetro A que es utilizado para fijar el limite superior de
la banda de rechazo, w,, como se muestra en la figura 5.7. Mientras que el parametro € se ha
empleado para establecer el limite inferior de la banda de paso, w),.

Los pardmetros ¢, A, wp y w, proporcionan dos puntos de coordenadas importantes, utili-
zados para fijar las condiciones de disefio de los filtros. Estos pardmetros entonces definen el
ancho de la banda de transicién, por consiguiente, también la rapidez de cambio en frecuencia
entre la banda de paso y la banda de rechazo. A su vez, esta rapidez de cambio esta asociada
al orden del filtro. Por lo que, a continuacién se procede a determinar la expresiéon de dicho
orden. Se espera que éste esté en funcion de los pardmetros ¢, A, w, y w,. Una vez establecido
dicho valor, se localizan los polos de | Hc(w)|? para posteriormente determinar la funcién de
transferencia H(s).
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|H(jw)|d3 0dB

fog @

Figura 5.5: Comparacion del comportamiento entre
un filtro Butterworth y uno Chebyshev

|H ()| |H(jeo))

Chebyshev,e<<1

=— 0.7071 0.7071 —

«~Butterworth Butterworth
Chebyshev, =1

0 w 0 w
(a) (b)

Figura 5.6: Comparacion del comportamiento entre un filtro Butterworth
y uno Chebyshev, para dos valoresdee: (a) e =1y (b) e < 1

tH@)

>

@, 7

Figura 5.7: Gréfica de magnitud en potencia del filtro del tipo I
caracterizada por: wp, w;, Ay €

La expresion del orden del filtro se obtiene al evaluar (5.17) en w = w; y de la figura 5.7 se
infiere que

1
2
1+ ¢2 Viwlwp)

1 1
1+ e2Viwlwp) 1+ A2

|He(w,)* = (5.27)

wW=w;,

El polinomio Vy(w,/w),) se puede expresar como en (5.28) debido a que |w,/wp| > 1, vea
(4.24).

Vn(wr/wp) VN(a)/wp)’w:w = Cosh(Ncosh_l(w/wp))'

wW=w;,

Vn(@r/w)) cosh(Ncosh™ (wr/w))) (5.28)

Ahora, sustituyendo (5.28) en (5.27):
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1 1

1 + €2 cosh? [N cosh™ (w,/w))] T 12 629
1+ A% = 1+ £* cosh® [N cosh™ (@, /w))]
A = € cosh [N cosh™ (w,/w))]
cosh™'(A/g) = Ncosh_l(a)r/w,,)
cosh™!(A/¢)
(5.30)

~ cosh M (w,/wp)

La desigualdad “ >” en la ecuacién (5.30) es para asegurar el minimo orden N necesario para
satisfacer las condiciones de disefio del filtro. Por ejemplo, si la relacién en (5.30) proporciona
un valor de 3.2 (N s6lo toma valores enteros) se obliga al menos a N = 4, de otra forma no se
cumple con las restricciones impuestas al filtro.

Ahora se procede a encontrar la ubicacién de los polos a partir de la expresion | He (w) 2. La
respuesta en frecuencia, partiendo del plano de Laplace, se logra mediante la evaluacién sobre
el eje jw, es decir, mediante la sustituciéon s = jw, con lo que la magnitud en potencia queda
expresada como

|H(jw)|* = H(jo) H(- jw) = H(s) H(~s)| (5.31)
s=jw
Se obtiene la ubicacién de los polos para los filtros del tipo I al igualar a cero el denominador
de la ecuacién (5.32), como se observa en (5.33). Recuerde que esta aproximacién contiene solo
polos.
1

H 2= 5.32
| He@)l 1+ &2 V]%,(w/wp) ( )

1+ *Viw/wp) =0 (5.33)
Haga el siguiente cambio de variable: x = w/w, y (5.33) se expresa como
1+e2VE(x) =0 (5.34)

De la relacién entre planos en (5.31), la ecuacién (5.34) expresada en el dominio de la
frecuencia se mapea al plano s al sustituir

s=jw - w=slj (5.35)
y de esta forma
x=sljop (5.36)
Regresando a la igualdad en (5.34) se tiene que

2 VE(x) = -1

2 ].
Vi@ = -

Vn(x) = + (5.37)

M | ~.
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De la igualdad en (4.24), entonces (5.37) es

M |~

Vn(x) = cos[N cos_lx] =+

Ncos 'x =cos™! (£jl€) (5.38)

Para determinar el valor del arco coseno con argumento complejo se iguala la parte derecha
de la expresion (5.38) a un nimero complejo, representado como: « + j 8, donde « es la parte
real y  la parte imaginaria, como se muestra en (5.39).

cos ' (£jle)=a+jp (5.39)

El objetivo de este andlisis es determinar los valores de a y f que cumplan con la igualdad
impuesta en (5.39), para luego aplicarlo a (5.38). Para ello, inicialmente se despeja el argumento
complejo

+

i = cos(a + j ) (5.40)

De la igualdad trigonométrica (5.41), (5.40) se expresa como en (5.42).

cos(a + jB) = cosacosjf —senasenjf
= cosacosh 8 — jsenasenhf (5.41)
il = cos a cosh § — jsenasenh f§ (5.42)
€

De laigualdad en (5.42) se infiere que la parte real debe ser cero

cosacoshf = 0 (5.43)
Mientras que

ié = -—senasenjp (5.44)
Considerando que tanto el cosh(e) como el cosh™!(e) son funciones crecientes monoténica-

mente con relacién a su argumento, entonces el cosh § # 0 para cualquier valor real de §; de la
igualdad en (5.43) entonces se obliga a que el cos a debe ser igual a cero, esto es

2k -1
cosa =0 - a = 5 7T conk=123,... (5.45)

El andlisis anterior permitié determinar el valor de @, que ahora se sustituye en (5.44) con el
fin de determinar la condicién de g, esto es

)

Se hace notar que la funcién

senh 3 (5.46)

1
+— = —sen
£

1 para kimpar
2k -1
m| = con k=1,2,3,... (5.47)
2
-1 para kpar

sen

Por lo que (5.46) presenta dos soluciones.
Para los valores de k par (5.46) se expresa como en (5.48) o como en (5.49).

+— =senhpf (5.48)

™M | =
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B =senh™l(+1/¢) = £senh™!(1/¢) (5.49)

Para los valores de k impares (5.46) se expresa como en (5.50) o como en (5.51).

F— =senhp (5.50)

™M | =

B =senh }(F1/e) = Tsenh™!(1/¢) (5.51)

De (5.49) o de (5.51) se observa que S tiene dos soluciones, una de valor positivo y otra de
valor negativo. Para el andlisis que se describe a continuacién se utiliza por conveniencia la
expresion (5.49).

De las igualdades (5.38), (5.39), (5.45) y (5.49) se obtiene

Ncos'x = cos'(xjle)=a+ jB
cos 'x = ayx + jPr (5.52)
donde
S (Zk_l) (5.53)
A = N = ON T .
1
Br = % = iﬁsenh_l(l/e) (5.54)

Al despejar x de (5.52) aplicando el coseno para ambos lados de la igualdad se tiene
cos [cos ™ x| = cos(ay + jBr)
x = cos(ax + jBr) (5.55)

De las igualdades (5.36) y (5.41) la ecuacién (5.55) se expresa como

X = i = cos a cosh By — jsenaysenh B (5.56)
JWp
La ubicacién de los polos para el filtro del tipo I es

Sk =wpsenay senhfy + jw, cosay coshfy  parak=1,2,...,2N (5.57)
Antes de sustituir (5.54) en (5.57) se realiza el siguiente cambio: Sea
i} L senh~1(1/¢) (5.58)
= —sen € .
Y
entonces (5.54) se expresa como
ﬁk = iﬂk
Mientras que
senh ;. = senh (i ﬁ;c) =z senhﬁ’,C (5.59)
cosh B = cosh (i ,B/k) = cosh,B/k (5.60)
De esta forma, (5.57) se escribe como
Sk =0k + jQk (5.61)

donde
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Ok =—wp senaksenhﬂlk (5.62)
Qp = wp cosay coshﬁ'k (5.63)

por conveniencia sélo se considera el signo negativo para o.
Al sustituir a y f, dados por (5.53) y (5.58), respectivamente, se obtiene

2k—-1
/4
2N
2k-1
/4
2N

» Ejemplo 5.2 Determine y grafique, en un diagrama de polos y ceros, los polos del filtro
Chebyshev del tipo I que satisfaga las condiciones:

Un decibel de rizo en la banda de paso y una atenuacién por debajo de los 20 dB para
frecuencias por arriba de = 2w),. Suponga ademds una w, = 1 rad/seg.

senh

1
—senh_l(lle)
N

Ok = —wpsen

k=1,2,...,2N (5.64)

cosh

1
Qi = wp cos Nsenh_l(lls) k=1,2,...2N (5.65)

Solucién:
El comportamiento del filtro es de la forma mostrada en la figura 5.8.

tH@)

-

®y O w
Figura 5.8: Magnitud en potencia indicando los pardmetros
&, A, wp y 0, para el ejemplo 5.2
En la frecuencia w = w),

1

2
He@pl” = 1%

La expresion anterior al representarla mediante una ganancia en dB se expresa como

1
10log | H, 22101
og| Hctw)|” = 101081

En la enunciacion del problema se establece que a la frecuencia w = w), se tiene una pérdida
de 1 dB, con respecto ala méxima ganancia, implicando que

—-1dB = —-10log(1 + €?)
0.1 = log(1 + &%)

1+¢? =100V

€ =Vv100-D —1 = 0.50885
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Enlafrecuenciaw = w, = 2w,

1
1+ A2

|He(w,)* =

Procediendo de manera similar, al representar la expresién anterior mediante una ganancia

en dB se tiene

10log|He(w,)? = 1010g(

)
1+ A2

En la enunciacién del problema se indica que a la frecuencia w = w, la ganancia ha caido

20 dB con respecto a la méxima ganancia, por lo que

-20dB = —101log(1 + A?)
2 =log(1+ 1%
1+ A% =107

A =+v100 -1 = 9.94987

El orden del filtro estd dado por

cosh™!(A/e)
" cosh™! (wrlwp)
Sustituyendo valores

cosh-! (9.94987

0.50885) B cosh™!(19.55364) _ 3.66565

N =

cosh™! (Zﬂ)
Wp

Ya que N debe ser entero hacemosa N = 3.

(5.66)

Para determinar la ubicacién de los polos se aplica (5.61), (5.62), (5.63), (5.53) y (5.58), para

N =3,¢e=0.50885y w, =1 radj/seg, esto es

Sk =0k + JQk
O = —wpsenagsenh

!
Qp = wp cosay cosh ;.

2k -1
A = ON T

/ 1
= —senh™'(1/
B Nsen (1/¢g)

Sustituyendo valores

o1
Br = gsenh‘1(1/0.50885) = 0.47599

senhf, = senh(0.47599) = 0.49417

cosh B, = cosh(0.47599) = 1.11544

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)
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Tabla 5.1: Ubicacién de los polos del ejemplo 5.2

k ag cosajy  senay O = Qp =
—WpSena senhﬁ’k Wp COS A coshﬁ;c

1 /6 0.86603 0.5 -0.2471 0.9660

2 /2 0 1 -0.4942 0

3| 5n/6 -0.86603 0.5 -0.2471 -0.9660

4| 7n/6 -0.86603 -0.5 0.2471 -0.9660

5| 3n/2 0 -1 0.4942 0

6 | 11z/6 0.86603 -0.5 0.2471 0.9660

La evaluacion requerida para determinar la ubicacién de los polos se muestra en la tabla 5.1

(conwy = 1 rad/seg).

Asi
st = -—0.2471 + j0.9660
s, = —0.4942
s3 = —0.2471 - j0.9660
s4 = 0.2471 — j0.9660
s5 = 0.4942
s¢ = 0.2471 + j0.9660

También se pueden agrupa de la siguiente forma

s1 = —0.2471 + j0.9660 = sg
So» = —0.4942
sg = 0.2471 - j0.9660 = sg‘
s5 = 0.4942
S 7(/
I
!
!
I
-
2
\
\
\
"
S; '\

Figura 5.9: Distribucién de los polos para el ejemplo 5.2

La gréfica con la distribucién de polos se muestra en la figura 5.9.
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Seria conveniente analizar si la distribucién de los polos de la aproximaciéon Chebyshev
del tipo I cumple con algtn patrén geométrico, como sucede para la distribucién de los polos
de la aproximacién Butterworth. Para ello inicialmente se determina el valor cuadratico de las
ecuaciones (5.67) y (5.68), esto es

0% = wysen’ay senh®f, (5.71)
Qi = wfg cos® a. cosh? ,B;c (5.72)

Por conveniencia las ecuaciones (5.71) y (5.72) se expresan como

2

2 O
sen“ay = ————— (5.73)
Wy senh”f k
QZ
cos? Qg = 2—162/ (5.74)
wy, cosh” B
Por otra parte, al considerar la siguiente igualdad trigonométrica
cos? ap + senzoc;C =1 (5.75)
entonces (5.75) en funcién de (5.73) y (5.74) esta dado por
2 2
o Q
k k =1 (5.76)

2 2g 2 27
wpsenh”f,  wj cosh”f,

La expresion (5.76) representa la ecuacion de una elipse cuyos ejes de coordenadas son o
y Q del plano s. El semieje mayor de la elipse se encuentra en el eje jQ cuyo valor estd dado
por (5.77), mientras que el semieje menor de la elipse se encuentra en el eje o cuyo valor esta
dado por (5.78) y los focos de la elipse estdn localizados en Q = + w,. Asi, los polos del filtro del
tipo I se encuentran ubicados en el plano s formando una elipse cuyo contorno se muestra en la
figura 5.10.

Q=xwp coshﬁ’k (5.77)

0 =zxwy senhﬁ’k (5.78)

Una vez analizado que la ubicacién de los polos para los filtros del tipo I se localizan en el
contorno de una elipse, ahora seria interesante poder relacionar geométricamente la ubicacién
de los polos de los filtros Butterworth con la ubicacion de los polos de los filtros Chebyshev del
tipo I. El andlisis que se desarrolla a continuacion tiene ese objetivo.

Del estudio de la aproximacién Butterworth la ubicacién de los polos para cualquier orden
N se obtiene al evaluar la ecuacién (5.79), vea el Apéndice B.

S’C = a)c ej[(2k;%_l)n]

para k=1,2,...,2N. (5.79)
Otra forma de expresar la ecuacion (5.79) es

Sk =0+ jQx

donde
2k+ N-1 2k -1
Op =WcCOS || ———— | 1| = —w.sen /4 (5.80)
2N 2N
2k+ N -1 2k -1
Qr =wesen || ———— | 1| = +w, cos /1 (5.81)
2N 2N
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3 JQ
@y, cosh B —=—7>n1
AN
/ AN
/ \
! \
{ \
I |
{ s
1 I ’
\ /
\\ II @, senh By
\ /
AN up /

Figura 5.10: Contorno de ubicacién de los polos Chebysehv del tipo I

Lasigualdades en (5.80) y (5.81) se fundamentan por el hecho de que el sen(x + 7/2) = cos(x)
ycos(x + m/2) = —sen(x). Observe que las ecuaciones (5.80) y (5.81) también pueden expresarse
en funcién de (5.69) como

Ok = —WeSenay (5.82)

Qp = we cosay (5.83)

Las expresiones (5.82) y (5.83) también se pueden obtener de

[(2k+N-1 [ 2k-1 N S[(2k=1 .
Sk — wc e][(T)n] — wc e][W*’W]T[ — wce][(W)”] e]”/z

st = jowce!% = jloccosay + jocsenay]
Sk =0+ jQp = —wesenay + jwe cosag (5.84)

De (5.79) o de (5.84) se verifica que la ubicacién de los polos para la aproximacién Butter-
worth se localiza invariablemente en el contorno de un circulo de radio w. (frecuencia de corte)
con separacion angular entre polo y polo de 180°/N (N es el orden del filtro). Ejemplos para
N = 4y5se muestran en la figura 5.11.

Regresando al andlisis de la aproximacién Chebyshev del tipo I, considere la frecuencia w,
definida como en (5.85), que corresponde al segmento mayor de la elipse, esto es, a la frecuencia
donde la elipse cruza el eje imaginario del plano s, vea la figura 5.10.

Wq = Wp coshﬁ;c (5.85)

En esta frecuencia de w, los polinomios de Chebyshev del tipo I estdn dados por

Vilwalwy) = Viwlwy) = cosh? [N cosh™ (w/w))]
w=w, w=w,
= cosh? [N cosh_l(wa/wp)] = cosh? [N cosh_l(coshﬁ;c)]
V2(walw,) = cosh? (Nﬁ/k) (5.86)
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Figura 5.11: Ubicacién de polos para Butterworth: (a) N =4y (b) N =5

Por otra parte, de (5.70) se determina que

senh? (N,B/k) = senh?[N(1/N)senh™'(1/¢)] = [senh(senh_l(lls))]2
senh?(NB,) = 1/¢° (5.87)
De la igualdad trigonométrica (5.88) se obtiene (5.89).
cosh? (N B) - senb? (N B ) = 1 (5.88)
cosh? (Nﬁ;c) =1 + senh? (Nﬁ;c) (5.89)
De (5.87) la ecuacion (5.89)se expresa como
cosh? (N,B’k) =1+1/& (5.90)

De esta forma, de las ecuaciones (5.86) y (5.90), se determina que los polinomios de Cheby-
shev evaluados en w = w, estdn dados por

VE(walwp) =1+ 1/€* (5.91)

Al aplicar (5.91) y luego (5.85) en la expresiéon de magnitud en potencia, vea la ecuacién
(5.32), se obtiene

1 1
|He()|? = =
w=w, 1+ e2VEi(wlwp) oo, 1+ €2 VE(walwp)
B 1 _ 1
1 +e2(1+1/e2) 2
T ]
€
Er—
w ) COS =
«er Pr 2+ g2

(5.92)
Parae < 1larelacion2 + €2 =~ 2 y (5.92) se aproxima a

r2 1
‘Hc(wp cosh,Bk)’ = 3 para ex1

(5.93)
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la cual representa la ganancia de media potencia (se asume que la maxima ganancia es unitaria),
y wp cosh ﬁlk, vea (5.85), es la frecuencia donde la ganancia decae a la mitad de la maxima
potencia, este ultimo concepto también es un pardmetro fundamental en la aproximacién Bu-
tterworth. De (5.93) se infiere que es posible asociar los resultados obtenidos de la aproximacién
Butterworth con la aproximacion Chebyshev del tipo I relacionando el pardmetro de frecuencia
w = w, (frecuencia de media potencia para la aproximacién Butterworth) con la frecuen-
ciaw = wp cosh ,B’k (que se aproxima a la frecuencia de media potencia en el caso de Chebyshev
del tipo I).

Con la finalidad de llevar a cabo esta vinculacion se muestra en la tabla 5.2 un resumen de
las expresiones que permiten determinar la ubicacion de los polos tanto para la aproximacién
Chebyshev del tipo I como de Butterworth.

Tabla 5.2: Expresiones de ubicacién de polos: Chebyshev del tipo I y Butterworth

Chebyshev del tipo I ‘ Butterworth

!
O = —wpsenhﬁksenak Ok = —WSenay

Qr = wp coshﬁ;c cosay | Qp = wccosag

Ahora las ecuaciones de o y de Q. para la aproximacién Chebysheyv, vea la tabla 5.2, se
. . ! . s 2
expresan en funcion de la frecuencia w, = w), cosh ,, como se muestra a continuacion.
Note que

Wq Wq

Wa  wp coshﬁ'k

entonces
O =—wp senh,B’ksena;C = —wg tanhﬁ}csenak (5.94)
Qr = wp cosh,B;c COSQA) = Wy COSA) (5.95)
con
! ]. -1
B = —senh™ (1/¢) (5.96)
N
(Zk — 1) (5.97)
ay = /4 .
T\ 2N

Las ponderaciones senos y cosenos en las ecuaciones (5.94) y (5.95) son muy parecidas a las
expresiones de la aproximacién Butterworth, (5.98) y (5.99), vea la tabla 5.2.

Ok = —Wcsenay (5.98)

Qp = we cosay (5.99)

Antes de llevar a cabo el proceso de comparacién, por conveniencia, se normaliza en frecuen-
cia las expresiones para la aproximacién Chebysheyv, vea (5.94) y (5.95), esto es w, = 1 rad/seg,
y por otro las expresiones para la aproximaciéon Butterworth, vea (5.98) y (5.99), esto es
w. = 1 rad/seg, como se muestra en la tabla 5.3.

Al comparar la ubicacién de los polos de la aproximacién Chebyshev del tipo I con la de los
polos de Butterworth, haciendo referencia a la tabla 5.3, se observa que los términos imaginarios,
Qy, son iguales, mientras que la parte real, o, de la ubicacion de los polos de Chebyshev del
tipo I es igual a la parte de la ubicacién de los polos de Butterworth, pero ponderada por el factor
tanh ﬁ;c.
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Tabla 5.3: Expresiones de la tabla 5.2 normalizadas en frecuencia

Chebyshev del tipo I ‘ Butterworth

O = —tanh,B’ksena;C O = —Senay

Qp = cosay Qp = cosay

Lo anterior sugiere que para determinar la ubicacion de los polos de un filtro pasa bajas
usando la aproximacién Chebyshev del tipo I de orden N normalizado en frecuencia, deben
primero obtenerse los polos para la aproximacién Butterworth. Luego, se fijan los polos para
la aproximacién Chebyshev al multiplicar por el valor tanh ﬁ;c unicamente los términos de la
parte real de cada polo obtenido en la aproximacién Butterworth. Para ejemplificar, suponga
el disefio de un filtro basado en la aproximacién Chebyshev del tipoI con N = 3, ¢ = 0.50885
y wp = 1 rad/seg. De aqui que ﬁ/k = 0.47599, cosh,B/]C = 1.11544ytanhﬁ/k = 0.44303. Los polos
para la aproximacién Butterworth para N = 3 (con w, = 1 rad/seg) tienen una separacion
angular entre polos de 60°, con la siguiente ubicacion de los polos (vea el Apéndice B)

si = e/12% = _05+ j0.86603 = 5]
S = el 180" =

sg = €% =05-;0.86603 = s
N el =1

La ubicacién de los polos para Chebyshev del tipo I, normalizado en frecuencia
(wg = 1 rad/seg), se obtienen al multiplicar inicamente la parte real de los polos para Butter-
worth por el término tanh ,B;C, esto es

s1 = —0.5(0.44303) + j0.86603 = —0.22151 + j0.86603 = s}
s, = —0.44303

s = 0.5(0.44303) — j0.86603 = 0.22151 — j0.86603 = s,

ss = 0.44303

Finalmente, la ubicacion de los polos de Chebyshev del tipo I no normalizado se obtienen al
multiplicar cada polo por el término w, cosh §, (en nuestro caso con w, = 1 rad/seg), como se
muestra a continuacion.

sk = (0k + j Q) wp coshﬁ;c (5.100)
s = (—0.22151 + j0.86603) (1.11544) = —0.2471 + j0.9660 = s

$2 = (—0.44303)(1.11544) = —0.4942

ss = (0.22151 — j0.86603) (1.11544) = 0.2471 — j0.9660 = s;

ss = (0.44303)(1.11544) = 0.4942

Con la finalidad de formalizar el método para obtener los polos de la aproximacién Cheby-
shev del tipo I a partir de la aproximacién Butterworth se realizan algunos cambios en el
procedimiento anterior.

En el andlisis previo, basdndose en la ubicacién de los polos de la aproximacién Butterworth,
se le aplic6 a la parte real una ponderacién con valor tanh ﬁ'k. Luego, a cada nueva posicién
de estos polos se les ponder6 (tanto a la parte real como a la parte imaginaria) con el valor
wp cosh ﬂlk. Lo anterior da como resultado las expresiones (5.67) y (5.68), como se verifica a
continuacion.

Se retoma la expresion (5.100)

sk = (0k + j Q) wp COShﬁ/k (5.101)
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con o y Qf dados por los términos de la primera columna de la tabla 5.3. Al sustituir estos
valores en (5.101) se obtiene

Sk = (— tanhﬁ;c senay + j cosak) wp coshﬁ;c
Sk = —wp senhﬂ;c senay + jwy cosh,B/k cosay (5.102)

lo cual queda verificado.

Lo anterior indica que para determinar la parte real de la ubicacién de los polos de la aproxi-
macién Chebyshev se debe ponderar la parte real de los polos obtenidos de la aproximacién
Butterworth por el valor w, senhﬂ/k, esto es, se utiliza la expresion (5.103) en la que puede

. . . z . !
notarse que los polos se encuentran distribuidos en un circulo de radio w, senhf, .

2k+N-1

s;c :wpsenhﬁ;cej[( o] (5.103)

Entonces, la parte real de (5.103) es

el

Re{a}c + ]'Q;C} = U;c = Re{wpsenhﬁ;C ej[(ZkE%_l)”]}

! !
= wpsenhf, cos = —wpsenhf, sen

(2k+N—1)
— |
2N

(Zk— 1)
— 7T
2N

—wp senhﬁ}c senda (5.104)

!

Oy

La expresion (5.104) es la misma que (5.67) por lo que se concluye que la parte real de los
polos de un filtro Chebyshev del tipo I de orden N tiene un patrén similar de ubicacién que la
parte real de los polos de un filtro Butterworth, ubicacién que se determina al dibujar lineas en
un sentido vertical pasando por la posicién de los polos de la aproximacién Butterworth, como
se muestra en la figura 5.12, donde se ha tomado como ejemplo un filtro de orden 5.

jQ

Chebyshev

Butterworth

Figura 5.12: Ubicacién de los polos de Chebyshev del tipo I considerando la
ubicacién de los polos de Butterworth, con referencia al eje horizontal

Mientras que para determinar la parte imaginaria de la ubicacién de los polos Chebyshev
del tipo I debe ponderarse la parte imaginaria de los polos obtenidos de la aproximacién
Butterworth por el valor w, cosh ﬁ/k, esto es, se utiliza la expresién (5.105) cuya ubicaciéon de

. . 0 z . !
polos se encuentran distribuidos en un circulo de radio w), cosh §,..

2k+N—1)ﬂ]

s;; =wp coshﬁlk ej[( 2N (5.105)
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Entonces, la parte imaginaria de (5.105) es

Im{s,:}

Im{a}; + jQ;} = Q]’; = Im{wp coshﬂ/k ef[(”ﬁ%ﬂ”]}

, 2k+N-1 , 2k -1
= wpcoshf;sen T)n = wp cosh ;. cos ( >N )n
Q;; = wp coshﬂ;c cosay (5.106)
Chebyshev,

Butterworth

/ \

[ |

.3 X
| I o
\ !

Figura 5.13: Ubicaci6n de los polos de Chebyshev del tipo I considerando
ubicacién de los polos de Butterworth, con referencia al eje vertical

La expresion (5.106) es la misma que (5.68) por lo que se concluye que la parte imaginaria de
los polos de un filtro Chebyshev del tipo I de orden N tiene un patrén similar de ubicacién que
la parte imaginaria de los de un filtro Butterworth, posicién que se determina al dibujar lineas
en un sentido horizontal pasando por la ubicacién de los polos de la aproximacién Butterworth,
como se muestra en la figura 5.13. De manera que, la ubicacién de los polos para la aproximacién
Chebyshev del tipo I estd determinada por, vea (5.104) y (5.106)

Sk = Re{s,;} +j1m{s,;/} = a}c +jQ;;

En resumen, el método geométrico para obtener los polos del filtro Chebyshev del tipo I a
partir del conocimiento de los semiejes y el grado del filtro N es el siguiente:
a) Construir dos circulos, uno de radio menor con valor de w), senhﬁ’k y el otro de radio
mayor con valor de w, cosh ﬁ/k, como se muestra en la figura 5.14.
b) Determine la posicién de los polos en el circulo mayor y en el circulo menor de acuerdo
con los criterios utilizados para ubicar los polos de los filtros Butterworth.

¢) Dibuje lineas radiales desde el origen hasta las posiciones de los polos ubicados en el
inciso (b), como se muestra en la figura 5.15.

d) Dibuje lineas punteadas en un sentido vertical, en las intersecciones entre el circulo menor
y las lineas radiales del inciso (c), como se muestra en la figura 5.16.

e) Dibuje lineas punteadas en un sentido horizontal, en las intersecciones entre el circulo
mayor y las lineas radiales del inciso (c), como se muestra en la figura 5.17.

f) Determine los polos de Chebyshev del tipo I al localizar las intersecciones de las lineas
punteadas tanto verticales como horizontales generados en los inciso (d) y (e), como
se muestra en la figura 5.18. Finalmente, en la figura 5.19 se introduce el contorno de la
elipse para la figura 5.18.
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jQ wp cosh B,

R

J o

Figura 5.14: Construccién de dos circulos: radio menor y radio mayor

Figura 5.15: Ubicacion de polos Butterworth y sus lineas radiales

Una vez determinada la ubicaciéon de los polos para los filtros basada en la aproximacién
Chebyshev del tipo I, definidos como s; = o + jQ, se determina la funcion de transferencia,
H(s). Para ello se hace notar que en el proceso de localizaciéon de dichos polos se observé que
para un filtro de orden N se obtiene un total de 2N polos, esto se debe a que, en la expresiéon en
magnitud en potencia, vea la ecuacion (5.107), N de los polos se asigna a H(s) y los otros N polos
a H(-s). Con la finalidad de determinar cudles de los N polos se asocian a H(s) y cudles a H(—s)
se toma en cuenta lo siguiente: La funcién de transferencia H(s) que representa a un sistema
fisicamente realizable debe ser un sistema estable, esto se logra exclusivamente al considerar
los polos ubicados a la izquierda del eje imaginario, la cual puede expresarse como en (5.108).

|H(jw)|? = H(s) H(~5) (5.107)

w=s/j
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Figura 5.16: Lineas en un sentido vertical cruzando las intersecciones
de las lineas radiales y el circulo menor

jQ
A} i
\ /
X
PR N
, b / N
N~ /7 N ! N
Sy \ ! e
JLIEN 1 7 -7
/ \\\ \ 1 ’// \
/ . \ / L. \
/ ~. Ay R \
/ SR A \
A A
i [T R i
¥ £ } X
\ L NN ] o
\ //Y\ I\ ,\/\\ /
\ e Ty S /
\ e ! \ RN /
N d ! RN
N / \ S
N I \ AN
AN ; \ VZERRN
\\ ; \ //
~ ! \ e
™V N
KX
/ \
i A

Figura 5.17: Lineas en un sentido horizontal cruzando las intersecciones
de las lineas radiales y el circulo mayor

N

N
H(s) = _ K Ko (—1 )
[TG-s0) '
k=1

Ky

(5.108)
(s—s)(s—58)...(s = sn)

H(s)

donde Kj es una constante para normalizar en magnitud. Este valor de Kj se determina al
obtener la respuesta en frecuencia, H(w), al evaluar la funcién de transferencia en s = jow.
La constante Kj toma el valor que hace que la méxima amplitud de | H(w)| sea la unidad. En
otras palabras, una funcién normalizada en amplitud es aquélla cuya maxima amplitud en la
frecuencia es la unidad.

Es fundamental enfatizar que en la ecuacion (5.108) no se permite a s (conk =1,2,..., N)
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Figura 5.18: Ubicacién de polos Chebyshev del tipo I a partir de interseccién
de las lineas verticales y horizontales de las figuras 5.16 y 5.17

Figura 5.19: La elipse como patrén de ubicacién de los polos de Chebyshev

tener polos localizados a la derecha del eje imaginario ni en el mismo eje imaginario, ya que
representaria a un sistema inestable o marginalmente estable, respectivamente.

Otro aspecto importante por mencionar, co

n relacién a un sistema fisicamente realizable, es

cuando si representa un polo complejo, entonces forzosamente aparece también su complejo
conjugado s, en tal caso el producto (s — sg) (s — s;) estard dado por

(S—O'k—ij)(S—

(s = sK) (s — sp)

(s — (Ik)2 + Qi

s —20ps+ 05 +QF

O+ JQ)
(5.109)

(5.110)

donde o estd dada por (5.111), Qg por (5.112) y O'i + Qi por (5.113), de esta forma (5.110) se

expresa como en (5.114).

!
O = —wpsenagsenhf,

(5.111)
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Qr = wp cosay coshﬁlk (5.112)

2

0% + Qf = W) [sen’ay senh®B), + cos? ay cosh? ﬁ;c] (5.113)

!
(s—sp)(s— SZ) =+ 2wpsenagsenhf; s

+ wf, [senzak senhzﬁ/k + cos® ay cosh? ﬁ;c (5.114)

Generalizando (5.114) en (5.108) con N par, la funciéon de transferencia estd dada por
N 1

H(s) = K
(s) O,Q(s—sk)

N/2 1
H$) =Ko []

k=1 82 +20psenagsenhf s+ w? [sen?ay senh®f + cos? ay cosh® f, ]

(5.115)

y para N impar

H(s) = K ]I_V[ ! K !
=Ko = Ko /
g (8= sk) s + wpsena,;;senhf,,

(N-1)/2 1

(5.116)
2 / 2 2 2 o 2 2 o
k=1 $§°+2wpsenagsenhf, s+wy, [sen?ay senh B, + cos” ai cosh ,Bk]

donde el término indicado con el subindice m, estos es, el término que se obtiene cuando se
evalialasumaen k = m (con m = (N +1)/2), corresponde al polo con s6lo componente real
sobre el plano s (Note que ﬁlk = ,B/m).

Las formas factorizadas del polinomio denominador de la funcién (5.108) para un rizo
de 0.5 dB, 1 dBYy 2 dB, considerando una frecuencia de w, = 1rad/segy con un orden hasta
de N = 7 se muestran en las tabla 5.4, 5.5 y 5.6, respectivamente. En cada caso se utiliz6 la
expresion del polinomio denominador establecida en (5.115) y en (5.116), para N par e impar,
respectivamente.

Tabla 5.4: Polinomio denominador de la funcién
Chebyshev del tipo I con rizo: 0.5 dB

Funcién de Chebyshev del tipo I (forma factorizada) con rizo de: 1/2 dB
Denominador de H(s)

=

s +2.8628

s% + 142565 + 1.5162

(s* +0.6265 s + 1.14245) (s + 0.6265)

§% +0.3507 s + 1.0635) (s + 0.8467 s + 0.3564)

% +0.2239s + 1.0358) (s? + 0.58625 s + 0.4768) (s + 0.3623)

§%+0.1553 s+ 1.023) (s* + 0.4243 s+ 0.59) (s* + 0.5796 s + 0.157)
§2+0.1145+1.016) (s* +0.3194 5 + 0.6769) (s> + 0.4616 5 + 0.2539) (s + 0.2562)

N OO ks Wy~

(
(
(
(

El criterio para determinar el valor de la constante de normalizacién Ky de la funcién (5.108)
es el siguiente

a) Para N impar
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Tabla 5.5: Polinomio denominador de la funcién
Chebyshev del tipo I con rizo: 1 dB

Funcién de Chebyshev del tipo I (forma factorizada) conrizo de: 1 dB
Denominador de H(s)

2

s+ 1.9652
s% +1.0977 s + 1.1025

(5% + 0.4942 5 + 0.9942) (s + 0.4942)

(s* +0.2791 s + 0.9865) (s + 0.6737 s + 0.2794)

(5% +0.1789s + 0.9883) (s + 0.4684 s + 0.4293) (s + 0.2895)

(s +0.1244 5+ 0.9907) (s> + 0.3398 s + 0.5577) (s> + 0.4641 s + 0.1247)

(52 +0.0914 5 +0.9927) (s> + 0.25615 s + 0.6535) (5% + 0.37 s + 0.2305) (s + 0.2054)

N O Ok W

Tabla 5.6: Polinomio denominador de la funcién
Chebyshev del tipo I con rizo: 2 dB

Funcién de Chebyshev del tipo I (forma factorizada) con rizo de: 2 dB

=

Denominador de H(s)

s+ 1.3076

5% +0.8038s + 0.8231

(s* +0.3689 s + 0.8861) (s + 0.3689)

(s? +0.2098 s + 0.9287) (s* + 0.5064 s + 0.2216)

(s? +0.1349 s + 0.9522) (s* + 0.3532s + 0.39315) (s + 0.2183)

(5% +0.09395 5 +0.96595) (s + 0.2567 s + 0.5329) (5% + 0.3506 s + 0.0999)

(52 +0.069 s +0.9746) (5% +0.1937 s + 0.6354) (5% + 0.28 s + 0.2124) (s + 0.1553)

N OO ks Wy~

He@) | = 1HcO)] =1 (5.117)

b) Para N par

1
He@) | = HcO)] = ——— (5.118)

V1+e?

= Ejemplo 5.3 Determine la constante de normalizacién Ky de la funcién (5.108) para un rizo
de 0.5 dB, una frecuencia w, = 1 rad/seg, para:

a N=2

b) N=3

c) N=4
Solucion:

Para dar solucién al problema se utilizardn los polinomios proporcionados en la tabla 5.4.

Inciso (a) Para N = 2 (veala tabla 5.4 para N = 2) la funcién de transferencia es

Ko

Hc(s) =
¢l = 7 142565 + 15162

Se obtiene la respuesta en frecuencia al evaluar la funcién de transferenciaen s = jo

Ko

He(w) = He(s =
cw)=He®)| _. = =77 j1.4256 w + 1.5162
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Ahora, se evaltia la magnitudenw = 0

Ko

HO:Hw| __fo
|Hc(0)| = |Hc( )lw:o 15162

Para N par, vea (5.118),

1
He@)l| = ——
®=0 1+ ¢g?
Por lo que
Ko 1

15162 Vige2

Como se estableci6 en la enunciacién del problema, el filtro tiene un rizo de 0.5 dB, entonces

-0.5dB = 10log

1+ €2

0.05 = log|1 + &|
1+ 82 — 10(0.05)
£2 = 10009 _

Mientras que

VI+e2 = V1+10005 1 = (100-09)" = 190029

1
V1+eg2

Entonces, el valor de la constante de normalizacién en amplitud para la funcién de transfe-

=109 = 0994406

rencia de orden dos es

K 15162 (1.5162)(0.94406)
0 = = . .

V1 + g2
Ky = 1.43138

Inciso (b) Para N = 3 (vealatabla 5.4 para N = 3) la funcién de transferencia es

Ko

Hc(s) =
¢ (s2 +0.6265s + 1.14245) (s + 0.6265)

Se obtiene la respuesta en frecuencia al evaluar la funcién de transferenciaen s = jw y luego

se evalia la magnituden w = 0

Ko
(1.14245 — w? + j0.6265 w) (0.6265 + jw)

Hew) = He(s)| _ =

B Ko Ky
B (1.14245) (0.6265) "~ 0.71574

|Hc(©)] = | He(@) |
w=0
Para N impar, vea (5.117),

He@l| =1
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Por lo que
Ky 1
0.71574

Entonces, el valor de la constante de normalizacién en amplitud para la funcién de transfe-
rencia de orden tres es

Ky =0.71574

Inciso (c) Para N = 4 (veala tabla 5.4 para N = 4) la funcién de transferencia es

Ky
(s2 +0.3507 s + 1.0635) (s + 0.8467 s + 0.3564)

Hc(s) =

Se obtiene la respuesta en frecuencia al evaluar la funcién de transferenciaen s = jw y luego
se evalia la magnituden w = 0
Ko
(1.0635 — w? + j0.3507 w) (0.3564 — w? + j0.8467 w)

Hew) = Ho(0)| _ =

~ Ko Ko
~ (1.0635) (0.3564)  0.37903

|He©)] = | He@ |

Para N par, vea (5.118),

1
He@)| = ——
®=0 1+ g2
Por lo que
Ko 1

037903  Vifel

Delinciso (a) se tiene que
1
—— =0.94406
1+¢?

Entonces, el valor de la constante de normalizacién en amplitud para la funcién de transfe-
rencia de orden cuatro es

K 0.37903 (0.37903)(0.94406)
0 = = . .

V1 + €2
Ky = 0.35783

La constante de normalizacién en magnitud K para la funcion (5.108) con las condiciones
que generaron los polinomios proporcionados en las tablas 5.4, 5.5 y 5.6 se muestra en la
tabla 5.7. Note que para N impar este valor de Kj se determina al avaluar | H(w)| en w = 0, esto

es
Ko
Polinomio dado por la tabla: 5.4, 5.5 0 5.6

=1 (5.119)

w=0

|H(0)| =

Mientras que para N par el valor de Ky se determina como sigue

1
= — (5.120)

w:O_ V1 + g2

Ko
Polinomio dado por la tabla: 5.4, 5.5 0 5.6

|H(0)| =
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Tabla 5.7: Factor de normalizacién de la funcion
Chebyshev del tipo I, rizo: 0.5 dB, 1 dB, 2 dB

Constante Ky del numerador

Para un Para un Para un
N | rizode:1/2dB rizode:1dB rizo de: 2 dB
1 2.8628 1.9652 1.3076
2 1.4313 0.9826 0.6538
3 0.7157 0.4913 0.3269
4 0.3578 0.24565 0.16345
5 0.1789 0.1228 0.0817
6 0.0895 0.0614 0.0409
7 0.0447 0.0307 0.0204

= Ejemplo 5.4 Determine la funcién de transferencia de un filtro Chebyshev del tipo I norma-
lizado en amplitud con 1/2 dB de ancho del rizo en la banda de paso en el intervalo de 0 a
1 rad/seg, y con una ganancia de no mas de — 19 dB a la frecuencia de 1.8 rad/seg.

Solucion:

De acuerdo con los datos del filtro Chebyshev del tipo I solicitados en el ejemplo y apoyéan-
dose en la representacion grafica de la figura 5.20, se determina que

—-0.5dB = -10log(1 + €%
0.05 dB = log(1 + €?)

82 — 100.05 -1

£ =110005 — ] = 0.34931

y —19dB = —-10log(l + A?)

A=V10M9 — 1 = 8.85623

»
L

o, 7

Figura 5.20: Magnitud en potencia del filtro Chebyshev del tipo I,
indicando los parametros ¢, A, w, y w, para el ejemplo 5.4
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El orden del filtro (vea la ecuacion (5.66)), con A = 8.85623, ¢ = 0.34931y w,/w, = 1.8, es

A 8.85623
cosh™! (—) cosh™! (

} ) h~!(25.35350
N = €) _ ?34931 _ cos ( ) _ 3001
cosh™! (ﬂ ) cosh™!(1.8) 1.19291

Wp

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea N = 4.
La funcién de transferencia se determina utilizando la informacién de la tabla 5.4 (ésta establece
los polinomios) y tabla 5.7 (ésta establece el valor de la constante de normalizacién en amplitud
de la funcién de transferencia) para N = 4, dando como resultado

0.3578

H(s) =
© (s% +0.3507 s + 1.0635) (s + 0.8467 s + 0.3564)

El ejemplo 5.4 permite visualizar el uso y la aplicacién de las tablas 5.4 (5.5 0 5.6 en su
caso), y 5.7 cuando se presenta un problema con las condiciones de amplitud y frecuencia
normalizados. Esto es, las tablas 5.4, 5.5, 5.6 y 5.7 enlistan el polinomio denominador de la
funcién de transferencia de un filtro pasa bajas basado en la aproximacién Chebyshev del tipo I
de orden N construyéndose para un rizo particular (1/2 dBen la tabla 5.4, 1 dBen la tabla 5.5
y 2 dB para la tabla 5.6) y para frecuencias de paso de w, = 1 rad/seg. Asi como el valor de la
constante de normalizacion para cada caso.

Para cambiar la frecuencia de paso a una w, # 1 rad/seg, es decir desnormalizar en frecuen-
cia, la transformacién requerida es

slwp = s (5.121)

Por otro lado, observe que la restriccién en la caracteristica del ancho del rizo en la banda
de paso para el comportamiento en magnitud no puede cambiarse aplicando simplemente un
escalamiento, similar al de la aproximacién Butterworth, sino que se debe construir una nueva
tabla para cada valor del rizo en la banda de paso; en otras palabras, es necesario evaluar los
polinomios con el nuevo ancho del rizo.

= Ejemplo 5.5 Determine: (a) El minimo orden del filtro Chebyshev del tipo I requerido para
cumplir con las siguientes especificaciones

= Rizo en la banda de paso de 2 dB,

» Razon de transicion de wp,/w, = 0.67,

= Pérdida en la banda de rechazo de 40 dB.
(b) La funcién de transferencia, y (c) Grafique el comportamiento en frecuencia de la magnitud,
la ganancia en dBYy la fase, asi como de la funcién de retardo de grupo.
Asuma a wp, = 100 rad/seg.

Solucion:

Inciso (a) De acuerdo con los datos del filtro Chebyshev del tipo I solicitados en el ejemplo y
apoyandose en la representacion grafica de la figura 5.21, se determina que

—2dB=-10log(1 + &%)
0.2 = log(1 + €%
82 — 100.2 -1
£=V1002 -1 = 0.76478
y ~40dB = -10log(1 + A?)

A =V10* =1 =99.9950
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»
L

o, 7

Figura 5.21: Magnitud en potencia del filtro Chebyshev del tipo I,
indicando los parametros ¢, A, w, y w, para el ejemplo 5.5

El orden del filtro (vea la ecuacion (5.66)), con A = 99.9950, ¢ = 0.76478 y w,/w, = 1.49254
(wp/wr = 0.67), es

cosh~ (2 cosh ™ [ 2299
e 0.76478) _ cosh™' (130.750)
) "~ cosh™!(1.49254)  0.95572

N =

) =5.824
cosh™! (—r

Wp

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea N = 6.

Inciso (b) La funcion de transferencia se determina utilizando la informacién de la tabla 5.6 (ésta
establece los polinomios) y tabla 5.7 (ésta establece el valor de la constante de normalizacién
en amplitud de la funcién de transferencia) para N = 6, dando como resultado (funci6én de
transferencia normalizada en frecuencia)

0.0409

H =
© (5% +0.09395 s +0.96595) (5% + 0.2567 s + 0.5329) (5% + 0.3506 5 + 0.0999)

Con el fin de desnormalizar en frecuencia se aplica (5.121), entonces

H(s) = H(s’)| ,
s =slwp

0.0409

H(s) =

§2 s s2 s
— + 0.09395 (—) + 0.96595 — + 0.2567 (—) + 0.5329
w? wp w? wp

2

s s
— +0.3506 (—) + 0.0999
Wy wp

0.0409 wg

H(s) =
(s +0.09395 w) s + 0.96595 w3) (52 + 0.2567 w) s + 0.5329 w5)

2 2
(s + 03506 0, 5 +0.0999 3
La funcion de transferencia para w, = 100 rad/seg es

4.09x 1010

H(s) =
© (52 +9.3955+9659.5) (5% +25.67 s + 5329) (5% + 35.06 s + 999)

Inciso (c) Inicialmente se obtiene la respuesta en frecuencia al evaluar la funcién de transferencia
ens =jo.

Hw = HE)|
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4.09x10'°
(9659.5 — w? + j9.395w) (5329 — w? + j25.67w) (999 — w? + j35.06 W)

Hw) =
La funcién magnitud en frecuencia estd dada por

4.09x101°
|H(w)| =

\/ (9659.5 — w?)* + (9.395 w)z\/ (5329 — w?)” + (25.67 w)?

\/(999 ~ 0?)* + (35.06 w)2

En la figura 5.22a se muestra el comportamiento de la funcién magnitud en frecuencia.
La evaluacién de la ganancia en dBes

|H(w)|gp = 20 log| H(w)| = 20log(4.09x10'?)
~10log (9659.5 - w?)" + (9.3951)%| - 10log | (5329 - w?)” + (25.67)?
- 1010g| (999 - ©*)° + (35.06 )?|
En la figura 5.22b se muestra el comportamiento de la ganancia en dB.
Para establecer la fase de la respuesta en frecuencia se requiere determinar el arg [H (w)],

donde el operador arg[ H(w)] implica el cdlculo del 4ngulo correspondiente al valor complejo
H(w), esto es

9.395 w
9659.5 — w?

25.67w

m — arctan

— arctan

35.06 w ]

arg[H(w)] = — arctan _
glH(w)] 999 — w?

Se hace notar que el &ngulo o argumento de un nimero complejo a + jf con a 'y 8 positivos
(a>0ypB>0)es

arga + jp] = arctan(g) <n/2 (6: <90°

Mientras que para un a negativo y un g positivo (¢ < 0y > 0) es

arg|a + jp] = arctan(%) = - arctan(%) +7 (6: £180°)

Por ejemplo, la evaluacién del argumento del nimero complejo (9659.5 — w? + j9.395 w)_l
para valores de w? = 9659.5 es

arg [(9659.5 —w’+ j9.395w)_1] = — arctan

9.395 w ]
9659.5 — w?

= +arctan | ————
w? — 9659.5

9.395w ]
+

Por lo que, para la determinacién de la fase de la respuesta en frecuencia, considere el
cambio del angulo de fase para aquellas frecuencias, w, en donde la parte real del niimero
complejo toma valores negativos.

En la figura 5.22c se muestra el comportamiento de la funcion de fase.

De la ecuacién (3.33) el retardo de grupo es

d arg[H(w)]
Tgw) = ————
s(@) dw
Usando tablas[8], 1a expresion de la derivada del arctan [H (w)] es

d arctan [H(w)] 1 d[Hw)]

dw 1+ H2(w) do
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Figura 5.22: Resultados graficos del ejemplo 5.5: (a) Magnitud de H(w),
(b) Ganancia en dBde H(w) y (c) Fase

de aqui que:

_darg[H(jw)]

Tg(w) = o =
1 (9659.5 — w?) (9.395) — (9.395 w) (-2 w)
. ( 9.395 w )2 (9659.5 — w?)?
9659.5 — w?
. 1 (5329 — w?) (25.67) — (25.67 w)(—2 w)
. ( 25.67 w )2 (5329 — w?)?
5329 — w?
1 (999 — w?) (35.06) — (35.06 w)(—2 w)

+ 2 2
- ( 35.06 w ) (999 - w?)

999 — w?
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(9.395) (9659.5 — ?) +2(9.395) w?

Tg(w) =
¢ (9659.5 — w2)? + (9.395 w)?
, (2567) (5329 — w?) + 2(25.67) ? , (35.06) (999 — w?) + 2(35.06) w?
(5329 — w?)* + (25.67 w)? (999 — w?)* + (35.06 w)?
) 9.395 (9659.5 + w?) 25.67 (5329 + w?)
To(w) = +
¢ (9659.5 — ?)* + (9.395w)? (5329 — w?)” + (25.67 w)?
35.06 (999 + w?)
(999 — w?)* + (35.06 w)?

~ 250 -
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£ 200 4
8 150 -
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Figura 5.23: Resultado gréfico del retardo de grupo para el filtro del ejemplo 5.5

En la figura 5.23 se muestra el comportamiento de la funcién de retardo de grupo.

= Ejemplo 5.6 Serequiere disefiar un filtro Chebyshev pasa bajas del tipo I con las siguientes
especificaciones

= Rizo en la banda de paso (o rizo de pico a pico): < 2 dB,

= Limite de la banda de paso: 1 rad/seg,

= Atenuacion en la banda de rechazo: = 40 dB

= Limite de la banda de rechazo: 1.37 rad/seg.
Determine: (a) El minimo orden del filtro, (b) La funcién de transferencia, y (c) Las gréficas
del comportamiento en frecuencia de la magnitud, la ganancia en dBy la fase, asi como de la
funcién de retardo de grupo.

Solucion:

Inciso (a) De acuerdo con los datos del filtro Chebyshev del tipo I solicitados en el ejemplo y
apoyandose en la representacion grafica de la figura 5.24, se determina que

—2dB=-10log(1 + &%)
102 =1 + ¢2
£ =11002 -1 =0.76478
y ~40dB = -10log(1 + A?)

A =V10* — 1 =99.9950
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Figura 5.24: Magnitud en potencia del filtro Chebyshev del tipo I,
indicando los parametros ¢, A, w, y w, para el ejemplo 5.6

El orden del filtro (vea la ecuacion (5.66)), con A = 99.9950, ¢ = 0.76478 y w,/w), = 1.37, es

A 99.995
cosh™! (;) cosh™! (

} ) cosh™!(130.750
N = _ \ 10 76478) _ ( ) _ 661
cosh™! ( wr ) cosh™ (1.37) 0.83570

Wp

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea N = 7.

Inciso (b) Para determinar la funcién de transferencia primero se determina la ubicacién de
los polos. Para ello, inicialmente se determina la ubicacién de los polos para la aproximacién
Butterworth y después los polos para la aproximacién Chebyshev del tipo 1.

Basados en la aproximacién Butterworth, vea el Apéndice B, los polos para N = 7 tienen una
separacion angular entre polos de 180°/7 (25.714° o n/7 radianes), con los polos distribuidos en
un circulo de radio unitario, esto es, se considera una frecuencia normalizada (w. = 1 rad/seg).
La distribucién de polos se muestra en la figura 5.25.

Im[s]
S1 Sq4
plano "'s"

S

S3 S12
5, s—Rels]

Ss S10

Sg Sg

S; Sg

Figura 5.25: Ubicacién de polos Butterworth para N = 7
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De la figura 5.25 se determina que la ubicacion de los polos es

51 = /10286 = oJ4nIT — 022252 1 j0.97493 = 55
sp = e85 = pI5T - 062349 + j0.78183 = 5]
s3 = el = pJ617 - _0.90097 + j0.43388 = s;
s = 18 —eim—

sg = /%285 = o7 — 099050 — j0.97493 = s},
sg = 30857 = oJ12117 — 62349 — j0.78183 = 5],
sip = /33428 = o137 — 0.90097 — j0.43388 = s},
s; = e300 — ei2m _ g

Para determinar los polos basados en la aproximacién Chebyshev del tipo I, 1a parte real de
los polos Butterworth, O';C, se multiplica por el radio menor de la elipse, con valor w,, senhﬁ;c, y

la parte imaginaria de los polos Butterworth, Q;C, se multiplica por el radio mayor de la elipse,
con valor w, cosh ,B'k, esto es

Sk = O'/k wp senh,B/k + lek wp cosh,B/k (5.122)
donde ,B;C estd dada por
/ 1 1
By = Nsenh (1/¢g) (5.123)

Al sustituir los valores de N = 7y e =0.76478 en (5.123) y luego este tltimo en (5.122), con
wp = 1 rad/seg se obtiene

C 1
By = ;senh_1(1/0.76478) = 0.15472

wpsenhf, = senh (0.15472) = 0.15534
w, cosh B, = cosh (0.15472) = 1.01199

sk = (0.1553) 0, + j(1.012) Q)

s1 = —(0.22252)(0.15534) + j(0.97493)(1.01199) = — 0.03457 + j0.98662 = 5>
s5 = —(0.62349)(0.15534) + j(0.78183)(1.01199) = — 0.09685 + j0.79120 = s
s3 = —(0.90097)(0.15534) + j(0.43388)(1.01199) = — 0.13996 + j0.43908 = s
ss = —(1)(0.15534) = —0.15534

ss = (0.22252)(0.15534) — j(0.97493)(1.01199) = 0.03457 — j0.98662 = s,
sy = (0.62349)(0.15534) — j(0.78183)(1.01199) = 0.09685 — j0.79120 = s},
si0 = (0.90097)(0.15534) — j(0.43388)(1.01199) = 0.13996 — j 0.43908 = s},
s;1 = (1)(0.15534) = 0.15534

La distribucién de los polos en el plano s se muestra en la figura 5.26.
Por otro lado, un polo complejo y su conjugado se pueden agrupar de la forma

s—so(s—s5)=(s— 0ok —ju) (s—crk+ij):(s—ak)2+Qi

2 2 o2
(s—sp)(s—$5)=5"—20ks+ 07 + Q3

Para el polo s; y su conjugado s7, con o; = —0.03457 y Q; = 0.98662, se tiene
(s—51) (s—57) = (s — 51) (5 — s}) = s> +2(0.03457) s + (0.03457)* + (0.98662)°

(s — s1) (s — s7) = s° + 0.0691 s + 0.9746
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Figura 5.26: Ubicacion de polos Chebyshev para N = 7

Para el polo s, y su conjugado sg, con o2 = —0.09685 y Q, = 0.79120, se tiene
(s = 82) (s — 86) = (s — 82) (s — s3) = s*+2(0.09685) s + (0.09685)* + (0.7912)*

(s — $2) (s — sg) = s° + 0.1937 s + 0.6354

Para el polo s3 y su conjugado s5, con o3 = —0.13996 y Q3 = 0.43908, se tiene
(s —83) (s — 85) = (s — 83) (5 — 83) = s*+2(0.13996) s + (0.13996)* + (0.43908)*
(s — s3) (s — s5) = s° + 0.2799 s + 0.2124

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ky
(5% +0.0691 s +0.9746) (5% + 0.1937 s + 0.6354) (52 + 0.2799 s + 0.2124)
(s + 0.1553)

H(s) =
Ahora se determina la constante de normalizacién K. Para ello, primero se obtiene la
respuesta en frecuencia al evaluar la funcién de transferenciaen s = jo
Hw) = H(s)| ,
s=jw
Ko

(0.9746 — w? + j0.0691 w) (0.6354 — w? + j0.1937 w)
(0.2124 — w?* + j0.2799 ) (0.1553 + jw)

H(w) =

Luego, se evaliia la magnituden w = 0

B Ko Ky
B (0.9746) (0.6354) (0.2124) (0.1553) ©0.02043

HI|

Por otro lado, para N impar, vea (5.117)
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|H(w)| =1
w=0

Por lo que

Ko .
0.02043

=5 Ky =0.02043

La funcién de transferencia solicitada es

0.02043
(52 +0.0691 s +0.9746) (52 +0.1937 s + 0.6354) (52 +0.2799 s + 0.2124)
(s + 0.1553)

H(s) =

Inciso (c) Para construir las gréficas solicitadas se substituye a s por jw en la funcién de transfe-
rencia H(s) obtenida en el inciso anterior, esto es

0.02043
(0.9746 — w? + j0.0691 w) (0.6354 — w? + j0.1937 w)
(0.2124 — w?* + j0.2799 ) (0.1553 + jw)

H(w) =

La funcién magnitud en frecuencia estd dada por

0.02043

|H(jw)| =

\/ (0.9746 — ?)* + (0.0691 w)? \/ (0.6354 — w2)* + (0.1937 w)?

\/ (0.2124 — w?)* + (0.2799 )21/ (0.1553)? + w?

En la figura 5.27a se muestra el comportamiento de la funcién magnitud en frecuencia.

La representacioén de la ganancia en dB es
|H(w)|45 = 20 log| H(w)| = 20 log(0.02043) —10log [(0.9746— ?)? +(0.0691 w)z]
~10log (0.6354 - w?)° + (0.1937 )’

- 1010g|(0.2124- )’ + (0.2799 w)?| ~ 1010g[(0.1553)* + ?]

En la figura 5.27b se muestra el comportamiento de la ganancia en dB.

Para establecer la fase de la respuesta en frecuencia se requiere determinar el arg[H (w)],
esto es

arg[H(jw)| = — arctan 00691 & arctan | —oo7 @ ]
sLE@I = 0.9746 — w? 0.6354 — 2
0.2799w ]
— arctan | —————— | — arctan
0.2124 — w? 0.1553

En la figura 5.27c se muestra el comportamiento de la funcion de fase.
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Figura 5.27: Resultados graficos del ejemplo 5.6: (a) Magnitud de H(w),
(b) Ganancia en dBde H(w)y (c) Fase

El retardo de grupo estd dado por

d arg[H(w)]
) = T
B 1 (0.9746 — w?) (0.0691) — (0.0691 w) (-2 w)
- +(&%mw r (0.9746 — w2)?
0.9746 — w?
. 1 (0.6354 — @?) (0.1937) — (0.1937 W) (-2 w)
(0.6354 — w?)?

( 0.1937w )2
+—
0.6354 — w2



78 Capitulo 5. Aproximacién del Tipo |

1 (0.2124 — ?) (0.2799) — (0.2799 W) (-2 w)
. ( 0.2799 0 )2 (0.2124 — w2)?
0.2124 — w?

: [ : ]

2

( w ) 0.1553

+
0.1553

(0.0691) (0.9746 — w?) + 2(0.0691) @*  (0.1937) (0.6354 — w?) + 2(0.1937) w?
+

Tg(w) = 2 2 2 2
(0.9746 — w?)” + (0.0691 w) (0.6354 — w?)” + (0.1937 w)
(0.2799) (0.2124 — w?) + 2(0.2799) w? . 01553
(0.2124 — w?)* + (0.2799 w)? ®* + (0.1553)
) 0.0691 (0.9746 + w?) 0.1937 (0.6354 + w?)
To(w) = +
¢ (0.9746 — w?)” + (0.0691 w)2  (0.6354 — w?)” + (0.1937 w)?

0.2799 (0.2124 + w?) 0.1553
(0.2124 — w2)? + (02799 w)? ~ @* + (0.1553)

En la figura 5.28 se muestra el comportamiento de la funcién de retardo de grupo.

32,
P 256 |
o
Q
5 192 -
[a>]
3 128 \A/\J
(=]
o
[0 |
g 6.4
T I T T T \w
0 2 4 6 8 10

Frecuencia en rad/seg

Figura 5.28: Gréfica del retardo de grupo para el filtro del ejemplo 5.6

= Ejemplo 5.7 Implemente un filtro pasa bajas analégico Chebyshev del tipo I. Utilice el diagra-
ma del circuito mostrado en la figura 5.29 para la implementacién del disefio, con las siguientes
caracteristicas

= Rizo en la banda de paso (o rizo de pico a pico): < 1.75 dB,

= Limite de la banda de paso: 6200 rad/seg,

= Atenuacion en la banda de rechazo: = 15 dB

= Limite de la banda de rechazo: 16000 rad/seg.
Determine: (a) La funcién de transferencia del circuito de la figura 5.29, (b) La funcién de
transferencia del filtro de aproximacién Chebyshev del tipoI y (c) Los valores de los elementos
pasivos que componen el circuito, para que éste tenga el comportamiento del disefio solicitado.
Considere en el disefio capacitores de valor maximo de 0.01 uF.

Solucion:
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— W

RZ
Vin Cz-[
L L

Figura 5.29: Circuito de un filtro pasa bajas de segundo orden

1

Vout
L

[ Op-amp '—l
Vin e, _|_

I vout

L L L

Figura 5.30: Circuito mostrando los flujos de corriente

Inciso (a) La funcién de transferencia del circuito de la figura 5.29 se determina al utilizar las
leyes de Kirchhoff, por lo que inicialmente se establecen en el circuito los voltajes y las corrientes,
como se muestra en la figura 5.30.

Debido a que el circuito de la figura 5.30 tienen elementos capacitivos, conviene representar al
circuito utilizando una notacién en el plano complejo s, como se muestra en la figura 5.31.

R1
I —-
I ]
Viﬂ v
out
L L

Figura 5.31: Circuito representado en el planos complejo s

De la figura 5.31 se determina que

= Yin=Va

Ry

Va — Vour

I = = (Vg -V, sC
2 I/SC1 ( a out) 1
fy o Va= Ve

R,
I4 = VCSCZ

Considerando que la entrada hacia el operacional tiene una impedancia muy grande, enton-
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ces

=1

Va—- V¢
Ry

= VC SC2

Va - VC = Vc SR,Cy

Vo=V (1+ sRyCy) (5.124)
Mientras que
L=0L+1I3

Vin=Va Va =V
—— = (Vg = Vyuy) sCy +
R (Va out) SC1 Ry

(Va = Vo) Ry
2

Vin = Va = (Vo = Vour) SR1C1 +

R\ (R
Vin + Vour SR1C1 = Vg |1 + sRICy + — | — | —| V¢
R) R

Ry + Ry + SRR Cy R
Vin + Vour SR1Cy = Va( ) - (_

V,
R, Rz) ¢

de (5.124), entonces

Ry + Ry + SROR1Cy R
Vin + Vout SR1C1 = VC (1 + SR2C2) — VC

Ry Ry

2 R1 Rl
=V:[1+ sRyCy + sR1Cy + s“C1CoR 1Ry + SR 1Cy + R_ - R_
1 1

Ademas V,,; = V., entonces
Vin = Vout (82C1C2R1R2 + SCy(Ry + Ry) + sR1Cy — sR1Cy + 1)

La funcién de transferencia del filtro pasa bajas de segundo orden mostrado en el circuito
de la figura 5.29 es

Vout 1
H(s) = = (5.125)
an 61C2R1R282 + Cg (R1 + Rz) s+1

Inciso (b) La funcién de transferencia del filtro de aproximacién Chebyshev del tipo I, con las
condiciones establecidas en la enunciacion del problema, se determina inicialmente al obtener
el minimo orden del filtro, la ubicacién de los polos y finalmente a partir de estos tltimos la
funcién de transferencia solicitada.

De acuerdo con los datos del filtro Chebyshev del tipo I solicitados en el ejemplo y apoyan-
dose en la representacion grafica de la figura 5.32, se determina que

—-1.75dB = —10log(l + £2)
£ = V100175 — 1 = 0.7044
y ~15dB = —10log(1 + 1%

A=V10M -1 =5.5338
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Figura 5.32: Magnitud en potencia del filtro Chebyshev del tipo I,
indicando los parametros ¢, A, w, y w, para el ejemplo 5.7

El orden del filtro (vea la ecuacion (5.66)), con A = 5.5338, ¢ = 0.7044 y w,/w), = 2.5806, es

A 5.5338
-4 -1
cosh (e) cosh (0.7044) _ cosh™! (7.8560)

or) -1 h ]
cosh! (_r) cosh™ (2.5806) 1.6013
Wp

N =

=1.717

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea N = 2.

Ahora se determina la ubicacién de los polos, inicialmente para la aproximacién Butterworth
y después para la aproximacién Chebyshev del tipo I.

Basados en la aproximacion Butterworth, vea el Apéndice B, los polos para N = 2 tienen una
separacion angular entre polos de 180°/2 (90° o /2 radianes), con los polos distribuidos en un
circulo de radio unitario, esto es, se considera una frecuencia normalizada (w. = 1 rad/seg). La
distribucién de polos se muestra en la figura 5.33.

Im[s]

plano "s"

135°

Re[s]
45°

Figura 5.33: Distribucién de polos Butterworth para N = 2

De la figura 5.33 se determina que la ubicaciéon de los polos es

s1 = /1% = /3 = 070711 + j0.70711 = s}

/315 = /™4 = 0.70711 - j0.70711 = s}

53

Para determinar los polos basados en la aproximacién Chebyshev del tipo I, 1a parte real
de los polos Butterworth, U;C, se multiplica por w, senhﬁ’k, y la parte imaginaria de los polos
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Butterworth, Q;C, se multiplica por w, cosh ,B/k, esto es

Sk = O'/k wp senh,[fk + jQ/k wp cosh,B/k (5.126)
donde ﬁ;c estd dada por

B, = %senh_l(l/a) (5.127)

Al sustituir los valores, con N = 2y £ =0.7044, en (5.127) y luego este tltimo en (5.126), se
obtiene

o1
Br = zsenh‘1(1/0.7044) = 0.5747

wp senhﬁ/k = wpsenh (0.5747) = 0.6068 w,
wp COSh,B;C = wp cosh (0.5747) = 1.1697 w

sk = (0.6068)w, 0, + j (1.1697) wp, Q7

con 0’1 = 012 = —0.7071, Q'1 = 0.7071 YQ.:z = —0.7071, se obtiene

s1 = —(0.6068) (0.7071) wp + j(1.1697) (0.7071) wp,

s2 = —(0.6068) (0.7071) wp — j(1.1697) (0.7071) w),
esto es

s1 = —04291w), + j0.8271wy

2 = —04291wp — j0.8271w)

Por otro lado, un polo complejo y su conjugado se pueden agrupar de la forma
(s=so(s=sp)=(s—0ok—jQ) (s—0ok+jQ) = (s —op)* + Q%
(s—s0) (s—sp)=s"—20ks+05+ Q%

Para el polo s; y su conjugado sz, con oy = —0.4291w, y Q) = 0.8271w), se tiene
(s=51) (s—82) = (s—81) (5= 87) = * +2(0.4291w)) s + (0.4291 wp)* + (0.8271 w )*
(s— 1) (s — $2) = 5 +0.8582 w), s + 0.8682 w5,

La funcién de transferencia del filtro de aproximacién Chebyshev del tipo I estd dada por

1
H(s) = . (5.128)
52 +0.8582 wp s + 0.8682 w7,

Sustituyendo el valor de w, =6200 rad/seg en (5.128), la funcion de transferencia solicitada
es

1
H(s) = (5.129)
s2 4+ 5320.84 s + 33373608

Inciso (c) Se procede a determinar los valores de los elementos pasivos que componen el circuito
de la figura 5.29, de manera que satisfaga el comportamiento establecido por las condiciones
del filtro Chebyshev del tipo 1.

Esto es, se determina el valor de cada elemento pasivo (Ci, Cy, Ry v Ry) del circuito de la
figura 5.29, de manera que los coeficientes del polinomio denominador en (5.125) sea igual a los
coeficientes del polinomio denominador en (5.128) o en (5.129), estos Ultimos corresponden a la
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funcién de transferencia del filtro Chebyshev del tipo I que satisface las condiciones del disefio
solicitado.

Inicialmente exprese el polinomio denominador en (5.125) de manera que el coeficiente del

componente principal se encuentre ponderado por la unidad, como se muestra a continuacién

H(s) = K (5.130)

Ry + Ry 1

CiR1R, ) o CiGRiRy

donde K; es la constante que asegurar la igualdad en H(s) después de llevar a cabo los cambios
en (5.125).
Considerando que los valores de las resistencias son mas fécil de ajustar que los valores de
los capacitores en un circuito, por conveniencia hacemos R = R; = R», de manera que (5.130)
queda expresada como
Ky
H(s) = 5 (5.131)

1
s + )s +
CiR C1RCR

Hagamos los siguientes cambios de variable

C, = RC, (5.132)

C,=RC, (5.133)

entonces (5.131) queda representada por

H(s) = K (5.134)

, (2 1
S+ | =S+ =
Cl CIC?_

Con la finalidad de que (5.134) se asemeje a (5.128), en (5.134) se involucra a la frecuencia
de paso, wp, como se muestra a continuacion

K
H(s) = 5 (5.135)
2 wp
s+ -lops + ———
wp C; wp Clwp C,
Ahora hagamos los siguientes cambios de variable
C, =w,C (5.136)
Cy = wy C, (5.137)
entonces (5.135) queda representada por
K
H(s) = (5.138)
1 1 )
242 — |WpS + | = (,()p
G oo
La funcién de transferencia (5.138) también puede ser expresado como
H(s) oS! (5.139)
s) = .
2+ 28wuwps + w%w%
con
1/2
2 1 1
wn = "o g wl’l = "o (514’0)
¢ G ¢ G
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1/2 1/2

"

" 1/2
: 1 ( C, C, 1 ) 2 1
Wp=1|—71|~= T | = " =\ = PN
o ¢ G C,C, ¢ G G ¢ G
ny\1/
c 1/2
== (5.141)
o
Al sustituir (5.140) y (5.141) en (5.139) se obtiene
H(s) = PIE 7 (5.142)
e+ 2| = — Wps + | = (,Up
o G G GG
Por otra parte (5.128) puede expresarse como
H(s) ! (5.143)
s) = .
s2 +2(0.4291) wp s + 0.8682 w5,
Al comparar (5.143) y (5.138) se determina que
1
— =0.4291
G
—_ =0.8682
1-2
por lo que
C, = 2.3305 (5.144)
" 1 0.4291
= = 0.4942 (5.145)

C, = - =
> 0.8682C, 0.8682

De (5.144) y (5.145) se infiere que en este tipo de filtros el capacitor C; (CI = wpRCy) es
mayor a C (C/Z' = wp R(Cy), esto es

C1 > G (5.146)

De la relacién (5.146) y de la enunciacién del problema indicando que debe considerar-
se en el disefio capacitores con valor maximo de 0.01 uF, se propone el valor del capacitor
C; = 0.01 uF.

Utilizando la relacion (5.147), vea (5.136), con w, = 6200 rad/seg indicada en la enunciacion
del problema y C’ll = 2.3305, se determina el valor de C/I.

. C
c, =2 (5.147)
Wp
. 2.3305 6
C = = 375.887x10
6200

Utilizando la relaciéon (5.148), vea (5.137), con wj, = 6200 rad/seg ng =0.4942, se
determina el valor de C/2.

Cy = 2 (5.148)
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;0.4942

) = =79.710x107°
6200

Utilizando la relaciéon (5.149), vea (5.132), con C’1 = 375.887x107 y C; = 0.01 uF, se
determina el valor de R.

!

¢

R=—2L
G

(5.149)

375.887x107°
R=—"_"—""

= 37589Q
108

Utilizando la relacién (5.150), vea (5.133), con Cé =79.71x107% yR = 37589 Q, se
determina el valor de C,.

C C2 (5.150)
2 = R .
79.71x1078
Cy=——"—" =21206pF
37589

Mientras que (vea (5.136), (5.137), (5.132) y (5.133)), con wp = 6200 rad/seg, R = 37589,
C1 =0.01uFyCy =2120pF,

C; = w, RCy = (6200)(37589)(0.01 x10~°) = 2.3305

C, = wp RCy = (6200)(37589)(2120.6 x 107 1%) = 0.4942

1 1
T ClC, (23305)(0.4942)

ny1/2

C, 0.4942\1/2
E=|=]| =|—=| =0.4605

Cl

S
SN

= 0.8682 = wyn =0.9318

2.3305

2¢w, = 2(0.4605)(0.9318) = 0.8582

donde w?,l vy 2¢ wy, son los coeficientes del polinomio denominador en (5.128).

Sin embargo, el valor del capacitor C, obtenido en la solucién del problema difiere a los en-
contrados en el mercado. Los valores comerciales més préximos a 2120.6 pF son los capacitores
ceramicos de 2000 pF y 2200 pF. Con la finalidad de verificar cuél de estos dos valores de C,
es el adecuado en la implementacion del disefio, se determina para cada uno de ellos el valor
de los términos C;, 0’y w? wf, (vea (5.139)), y a partir de este tltimo valor se compara con su
equivalente término en (5.143)), como se muestra a continuacion.

Con la seleccién de C; = 2000 pF, los valores de C,, »?% y w% w? son

C, = wy RC, = (6200)(37589)(2000 x 10 '?) = 0.4661

) 1 1

w = =
" clc,  (23305)(0.4661)

= 0.9206

0 0% = (0.9206) w? = (0.8682)(1.0604) w?, = (0.8682) (1.0298w,,)” (5.151)
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2

Mientras que, con la seleccién de C, = 2200 pF, los valores de C;, 0’ yw? Wy,

son

C, = w, RCy = (6200)(37589)(2200 x107'2) = 0.5127

= 0.8370

1 1
Wy

T C/C) T (2.3305)(0.5127)

0% = (0.837) w? = (0.8682)(0.9641) w? = (0.8682) (0.9819w))” (5.152)

Al comparar cada valor de w% w%, obtenido en (5.151) y (5.152), con el término 0.8682 w% en
(5.143), se infiere que al utilizar el capacitor de valor C, = 2000 pF el filtro es menos selectivo
con respecto a las condiciones de disefio solicitado, debido a que la frecuencia de paso para el
filtro seria 1.0298 veces mayor a la indicada. En contra parte, al utilizar el capacitor de valor
C, = 2200 pF el filtro es mas selectivo, debido a que la frecuencia de paso para el filtro seria
0.9819 veces menor a la solicitada.

Por lo que, en el diseno se considera a C» = 2200 pF. El circuito implementado se muestra
en la figura 5.34.

0.01uF

37.589 KQ 37.589 KQ
— W AN

]_ Op-amp '—l
I P Vout
< L

Figura 5.34: Circuito de un filtro pasa bajas de segundo orden

2200 pF

vin
L

= Ejemplo 5.8 Disenie un filtro pasa bajas anal6gico Chebyshev del tipo 1. Utilice el diagrama
del circuito mostrado en la figura 5.35 para la implementacién del disefio, con las siguientes
caracteristicas

= Orden del filtro N = 2,

= Rizo en la banda de paso (o rizo de pico a pico): < 1 dB,

= Limite de la banda de paso: 5500 rad/seg
Determine: (a) La funcion de transferencia del filtro de aproximacién Chebyshev del tipo I
y (b) Los valores de los elementos pasivos que componen el circuito, para que éste tenga el
comportamiento del disefio solicitado.
Considere en el disefio capacitores de valor méximo de 0.01 uF.

Solucion:

Inciso (a) La funcién de transferencia se determina al utilizar los polinomios proporcionados en
la tabla 5.5 para N = 2, dando como resultado

1
H(s) = (5.153)
s2 + 2(0.54885) wp s + 1.1025(1)%,

Inciso (b) Se procede a determinar los elementos pasivos que componen el circuito de la
figura 5.35.
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1

V.
" Vout
L L

Figura 5.35: Circuito de un filtro pasa bajas de segundo orden

La funcién de transferencia del circuito de segundo orden de la figura 5.35 es

1
CiCoR1Rys2 + Cy(Ry + Ry)) s+ 1

H(s) =

o también como
K
Ry + Rz) 1
s+
CiRiR, CiGRiRy

H(s) =
2

(5.154)

(5.155)

donde K; es la constante que asegurar la igualdad en H(s) después de llevar a cabo los cambios

en (5.154).

El objetivo es determinar el valor de cada elemento pasivo (C;, C», Ry y R») del circuito de la
figura 5.35 de manera que el polinomio denominador en (5.155) sea igual al polinomio denomi-
nador en (5.153), este tltimo corresponde a la funcién de transferencia del filtro Chebyshev del

tipo I que satisface las condiciones del disefio solicitado.

Considerando que los valores de las resistencias son mas facil de ajustar que los valores de
los capacitores en un circuito, por conveniencia hacemos R = R; = R,, de manera que (5.155)

queda expresada como

K;
H(s) =

1
S+
ClR) C1RCyR

s +

Hagamos los siguientes cambios de variable

C, = RC,
C, = RC;
C11/ = ‘UPC;
C; = w,,Cé

entonces (5.156) queda representada por

K

1 1),
22— ops+ | = | @)
¢ GG

Al comparar (5.153) y (5.161) se determina que

H(s) =

1 "
o = 0.54885 = C, = 1.8220
1

(5.156)

(5.157)

(5.158)

(5.159)

(5.160)

(5.161)
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’ 1 0.54885
=11025 = G, =

"o

C G, 1.1025C;  1.1025

= 0.4978

Debido a que en estos filtros se cumple (5.162) y de la enunciacién del problema indicando
que debe considerar en el disefio capacitores de valor méximo de 0.01 iF, se propone el valor
del capacitor C; = 0.01 uF.

C > G (5.162)

Utilizando la relacién (5.147), con C’l/ = 1.822y w, = 5500 rad/seg indicada en la enunciacion
del problema, se determina el valor de C;.

. 1.8220
1™ 5500

=331.273x107°

Utilizando la relacion (5.148), con C; = 0.4978 y w), = 5500 rad/seg, se determina el valor de
C,.
. 0.4978
27 5500
Utilizando la relacién (5.149), con C/1 =331.273x107% y C; = 0.01 uF, se determina el valor
de R.
331.273x107°
R=—mFF o ——
108
Utilizando la relacion (5.150), con Cé =90.509x107%y R = 33127.3Q, se determina el valor
de Cg.

=90.509x107°

= 33127.3Q

90.509 x107°
Cy="""  =2732.16 pF
33127.3

Por otra parte, la funcién de transferencia (5.161) puede ser expresado como

K
H(s) = = ! — (5.163)
s +2§wnwps+wnwp

donde ¢ y w? se determinan como sigue, con @, = 5500 rad/seg, R = 33127.3Q, C; = 0.01uFy
Cy = 2732.16 pF (vea (5.157), (5.158), (5.159) y (5.160))

CII’ =wpRC, = (5500)(33127.3)(0.01 x107%) = 1.822

C, = w, RCy = (5500)(33127.3)(2732.16 x 10™'2) = 0.4878

1 1
Wh = —— = =1.1025 = w, =1.05
C/C,  (1.822)(0.4978)
my1/2
C, 0.4978\!/2
== = = 0.5227
C; 1.8220

2¢w, =2(0.5227)(1.05) = 1.0977

donde w? y 2¢ w, son los coeficientes del polinomio denominador en (5.153).

Sin embargo, el valor del capacitor C, obtenido en la solucién del problema difiere a los
encontrados en el mercado. El valor comercial mdas préximos a 2732.16 pF es el capacitor
cerdmico de 3300 pF.

El circuito implementado se muestra en la figura 5.36.
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0.01uF

33.127 KQ 33.127 KQ
—WA A

]_ Op-amp ’—l
-I-_ P vout
= 4

Figura 5.36: Circuito de un filtro pasa bajas de segundo orden

3300 pF

vin
+

= Ejemplo 5.9 Disefie un filtro pasa bajas analégico Chebyshev del tipo I. Utilice como base
el diagrama del circuito mostrado en la figura 5.37 para la implementacién del disefio, con las
siguientes caracteristicas

<

Op-amp

1

V.
" Vout
L L

Figura 5.37: Circuito de un filtro pasa bajas de segundo orden

= Orden del filtro N = 4,

= Rizo en la banda de paso (o rizo de pico a pico): < 0.5 dB,

= Limite de la banda de paso: 1500 Hz
Determine: (a) La funcién de transferencia del filtro de aproximacién Chebyshev del tipo I
y (b) Los valores de los elementos pasivos que componen el circuito, para que éste tenga el
comportamiento del disefio solicitado.
Considere en el disefo capacitores de valor maximo de 0.01 uF.

Solucion:

Inciso (a) La funcién de transferencia se determina al utilizar los polinomios proporcionados en
la tabla 5.4 para N = 2, dando como resultado

1
(s2 +0.3507 s + 1.0635) (s + 0.8467 s + 0.3564)

H(s) = (5.164)
Inciso (b) Antes de determinar los elementos pasivos del circuito de cuarto orden solicitado, se
considera lo siguiente.

El circuito de cuarto orden se puede implementar al utilizar como base el circuito mostrado
en la figura 5.37, al concatenar dos de estos circuitos de segundo orden, como se muestra en la
figura 5.38.

La funcién de transferencia de la primera etapa del circuito de segundo orden de la figura 5.38
es, vea la figura 5.39,

1
H(s) = 5.165
1(8) C1C2R1R282 +Co(Ri+Ry)s+1 ( )

o también como

Hi(s) = S| (5.166)
118) = 5 (R1+R2) 1 '
S§° + S+

CiR1Ry C1GR1Ry
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Op-amp Op-amp

Figura 5.38: Circuito de un filtro pasa bajas de cuarto orden

donde K es la constante que asegurar la igualdad en Hj (s) después de llevar a cabo los cambios
en (5.165).

C

Op-amp

1

V.
" VOUI’
L n

Figura 5.39: Primera etapa de circuito del filtro pasa bajas del ejemplo 5.9

Mientras que la funcién de transferencia de la segunda etapa del circuito de segundo orden

de la figura 5.38 es, vea la figura 5.40,
1
Hy(s) = (5.167)
C3C4R3R4S4 + Cy (R3 + Ry)s+1

o también como

Hy(s) = K2 (5.168)
2= (Rg T 34) 1 '
§° + s+
C3R3Ry C3C4R3Ry
donde K; es la constante que asegurar la igualdad en H>(s) después de llevar a cabo los cambios
en (5.167).

Cs

Op-amp

1

V.
" VOUI'
L n

Figura 5.40: Segunda etapa de circuito del filtro pasa bajas del ejemplo 5.9

La funcién de transferencia del circuito de la figura 5.38 es, vea (5.166) y (5.168),

H(s) = Hy(s) Ha(s)

= L 2 (5.169)
h 2 (R1+R2) 1 5 (R3+R4) 1 )
§° + + +

s+
CiRiR, CiGRRy CsR3Ry C3C4R3Ry
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Por otro lado, la funcién de transferencia de orden cuatro dada por (5.164) se puede expresar
como la concatenacion de dos funciones de transferencias de segundo orden cada uno, como se
muestra a continuacion.

1 1
H(s) = Hy(s) Hy(s) = 5.170
()= Hi($) H2(9) = | 535075 + 1.0635) (sz +0.8467 s + 0.3564 (6.170)

con

1
Hy(s) = 5.171
19 =77 2(0.17535) s + 1.0635 6.171)

1
Hy(s) = 5.172
290 =7 (0.42335) s + 0.3564 (6.172)

El objetivo es determinar el valor de cada elemento pasivo (Cy, Ca, Cs, Cy, Ry, Rz, R3 ¥ Ry)
del circuito de la figura 4.38 de manera que el polinomio denominador en (5.169) sea igual al
polinomio denominador en (5.170).

El andlisis se realiza por etapas, iniciando con la funcién de transferencia de la primera etapa
del circuito de la figura 5.38, vea la figura 5.39.

Considerando que los valores de las resistencias son mas fécil de ajustar que los valores de
los capacitores en un circuito, por conveniencia hacemos R = R; = R,, de manera que (5.166)
queda expresada como

K
Hi(s) = 2 (5.173)

1
s2 + ( )s +
CiR CiRCyR

Hagamos los siguientes cambios de variable
C, = RC, , C,=RC, (5.174)
C, =w,C y Cy = w,C, (5.175)

entonces (5.173) queda representada por

K
Hy(s) = (5.176)

1 1),
242 — (Up8+ — (Up
Cl CICZ

Al comparar (5.171) y (5.176) se determina que

1 "
C_ = 0.17535 == C, =5.7029

no

1

v 1 017535

= 1.0635 = C, = - = = 0.1649
1.0635 C; 1.0635

"o

12

Debido a que en estos filtros C; > C», y de la enunciacién del problema indicando que debe
considerar en el disefio capacitores de valor maximo de 0.01 uF, entonces se propone el valor
del capacitor C; = 0.01 uF.

Utilizando la relacién (5.177), con CI = 5.7029 y w, = 271(1500) rad/seg indicada en la

. L . !
enunciacion del problema, se determina el valor de C;.

Ao
C,=— (5.177)
Wp
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. 5.7029 6
C, = ——— =605.10x10
2m(1500)
Utilizando la relacién (5.178), con C/1 =605.10x107% y C; = 0.01 uF, se determina el valor
de R.

.G (5.178)

605.10x1076
R=—"_"—

5 = 605100

Utilizando la relacién (5.179), con C; = 0.1649y w, = 27(1500) rad/seg, se determina el valor
de C,.
2

.G
C,=—=% (5.179)
Wp
. 0.1649
Cp= ——— =17.4964x107°
27(1500)

Utilizando la relacién (5.180), con Cé = 17.4964x107% y R = 605010}, se determina el valor
de Cg.

C

= | S

(5.180)

17.4964 x107°
Cy = ————— =289.15pF
605010

El valor comercial més préximos a 289.15 pF es el capacitor cerdmico de 330 pF. Por lo que,
en el disefio se considera a C, = 330 pF.

Se continta con el andlisis de la funcién de transferencia de la segunda etapa del circuito de
la figura 5.38, vea la figura 5.40.

Considerando que los valores de las resistencias son mas fécil de ajustar que los valores de
los capacitores en un circuito, por conveniencia hacemos R = R; = R4, de manera que (5.168)
queda expresada como

K>
Hy(s) = > (5.181)

1
2+ ( )s +
Cs3R C3RC4R

Hagamos los siguientes cambios de variable

!

Cy = RCs , C, = RC, (5.182)

Cy = w,Cy y Cy = w,C, (5.183)
entonces (5.181) queda representada por

Hy(s) = K (5.184)

1 1),
242 — (UpS'l‘ — p
c, ciC,

w




Q3
Al comparar (5.172) y (5.184) se determina que

1 "
—; = 0.42335 = C; = 2.3621
C3
1 " 1 0.42335
—— = 0.3564 - C4 =
C3 C4

= _ = = 1.18785
0.3564C;  0.3564

Debido a que en estos filtros C3 > Cy4, y de la enunciacién del problema indicando que debe
considerar en el disefio capacitores de valor mdximo de 0.01 uF, entonces se propone el valor
del capacitor C3 = 0.01 uF.

Utilizando la relacion (5.185), con C; = 23621 y wp = 271(1500) rad/seg indicada en la
enunciacion del problema, se determina el valor de C;.

Wp

(5.185)
. 23621 6
3 = ———— = 250.63x10

27(1500)

Utilizando la relacién (5.186), con Cé = 250.63x107% y C3 = 0.01 uF, se determina el valor
de R.
C!
R==2
Cs

(5.186)

250.63x1076
R="C = 25063Q
10-8

Utilizando la relacién (5.187), con CZ = 1.18785y wp = 2m(1500) rad/seg, se determina el
valor de C;.

Wp

(5.187)
/ 1.18785

W= ———— = 126.0348x10°°
27(1500)

Utilizando la relacién (5.188), con C; = 126.0348 x107° v R = 25063 Q, se determina el valor
de Cg.

C/
Cyp= —2
‘TR

(5.188)

126.0348 x1078
4 = = 5.0287nF
25063

El valor comercial mds préximos a 5.0287 nF es el capacitor ceramico de 5 nF. Por lo que, en
el diseiio se consideraa C4 = 5nF.

El circuito implementado se muestra en la figura 5.41.
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Figura 5.41: Circuito del filtro pasa bajas de cuarto orden




En el capitulo anterior se indic6 que los filtros Chebyshev del tipo I contienen tinicamente
polos, y se dejd ver que cualquier otra funcion que aproxime a un filtro de orden N conteniendo
Unicamente polos, no tendrd un mejor o igual comportamiento en sus bandas (banda de paso y
de rechazo) como la que tienen los filtros Chebyshev del tipo I. Es decir, si una aproximacién de
un filtro diferente al del tipo I de orden N conteniendo sélo polos en su funcién de transferencia
y teniendo una caracteristica en la banda de paso mejor que la del filtro del tipo I de enésimo
orden, entonces se garantiza que la caracteristica en la banda de rechazo es menos eficiente a la
del filtro del tipo 1.

Ademas, los filtros con funcién de transferencia con todos sus ceros en el infinito (tales como
los filtros Butterworth y filtros Chebyshev del tipo I) tienen la limitante de que la atenuacién se
logra en el infinito (la atenuacién se consigue para valores de w muy grandes), es decir, no se
puede obtener dicha atenuacién para alguna frecuencia finita. Sin embargo, en algunos casos es
deseable obtener una atenuacién muy grande para frecuencias muy cercanas a la frecuencia de
rechazo. Lo anterior es factible de realizar al permitir que la funcién de transferencia contenga
uno o mds pares de ceros ubicados en el eje imaginario del plano s (ceros localizados en el
eje jw). De manera que, si los ceros estdn ubicados apropiadamente, es posible tener una
caracteristica de atenuacioén severa en la banda de rechazo al evaluar la respuesta en frecuencia
en la proximidad de cada cero, aumentando la atenuacién rapidamente.

En particular, una aproximacién cuya funcién de transferencia no tiene ceros localizados en
el infinito es la aproximacion de filtros Chebyshev inversa o filtro Chebyshev del tipo II, cuya
representacién de la magnitud en potencia estd dada por (6.1). En la figura 6.1 se presentan
ejemplos del comportamiento de la magnitud en potencia para filtros Chebyshev del tipo II con
N =14y5.

1
|Her (@) = 6.1)
! . Viwrlwp)
Viwrlw)
donde w;, = Frecuencia de rechazo
wp = Frecuencia de paso

Con el fin de determinar c6mo las propiedades de los polinomios de Chebyshev caracterizan
alos filtros del tipo II es necesario realizar en (6.1) los siguientes cambios de variables: Hacemos

X =wl/w;, = 1/x=w,/w (6.2)
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|H(w) |H(w)

(a) (b)

Figura 6.1: Magnitud en potencia de filtros del tipo 11
para(@) N=4y(b) N=5

y Vi(or/wp) =k 6.3)

donde k es una constante.
Al introducir (6.2) y (6.3) en (6.1) se obtiene

1
k

82 I

V2(1/x)

|Her(w)* = (6.4)

i)

-1

N=2
Figura 6.2: Gréfica de los polinomios de Chebyshevpara N = 2,3,4y5
El comportamiento gréfico de Vﬁ,(l/x) con respecto a x se puede obtener al examinar la

gréafica del comportamiento de los polinomios de Chebyshev de Vz%/ (w), mostrada en la figura 6.2.
Este comportamiento de Vﬁ,(l/ x) se da en las graficas de la figura 6.3, para algunos valores de N.
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En elintervalo de frecuencias |w| < 1los polinomios Chebyshev VJ% (w) < 1, como se advierte
en la figura 6.2; de manera andloga para |x| = 1 (o para |w| = w,,conl/x = w,/w, vea (6.2)) se
tiene que |1/x| < 1 y los polinomios Chebyshev VI%(I/ x) < 1, como se visualiza en la figura 6.3.

Mientras que para el intervalo de frecuencias |w| > 1 los polinomios Chebyshev Vﬁ(w) > 1,
como se observa en la figura 6.2; de forma similar para |x| < 1 (o para |w| < w;, con1/x = w,/w)
se tiene que |1/x| > 1y los polinomios Chebyshev V]%(I/ x) > 1, como se verifica en la figura 6.3.

K(lx)

Figura 6.3: Polinomios de Chebyshev Vy(1/x)

De lo anterior se infiere que para cualquier polinomio de Chebyshev con N pary w — oo
(x = o00yl/x—0)

Vf,(l/x)| = V]%(wr/w)‘ =1 para N par (6.5)
X—00 @ — 00
Mientras que para N impary w — oo
vim| = Viwdw)| =0 para Nimpar (6.6)
X—00 w— 00
Al aplicar la condicién (6.5) en (6.1) se obtiene, donde k estd dada por (6.3),
1 1

— — .
1+ &2 . 1+e“k
V2(1/x)

|Her(w — 0o)l?

VE(1/x)=1
1 1
1+ &2 Vi, lwy) 1+A2

|Her(w — o0)l? para N par (6.7)

donde A es un parametro que determina la caracteristica del rizo en la banda de rechazo.
De manera similar (6.6) en (6.1) da como resultado

1
Herlw — o)t = —————
2
E —
2
VN2 1y2 920
) VZ(1/x)
|Herw — o0)|” = @ —————— =0 para N impar (6.8)
Vy(/x) + ek V2(1/0)=0

Otro comportamiento importante de (6.4) se observa de la figura 6.3 para valores de |x| < 1
(lwl < w;) donde los polinomios Vﬁ,(l/ x) tienden a infinito y, por lo tanto

IHCI(a))I2 -1 (tiende a la unidad) para || < wy (6.9)
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Como ya se indic6, para |x| = 1 (lw| = w;) los polinomios V(1/x) poseen las magnitudes
maés pequefias, ya que en este intervalo VI%](I /x) nunca excede a la unidad, dando como resultado
que |Hcr(w) |2 tenga un rizo en este intervalo.

Los cruces por cero de los polinomios Vy(1/x) (es decir, cuando Vy(1/x) = 0) dan como
resultado valores de IHC[(a))I2 iguales a cero, vea (6.8), y para las frecuencias en los cuales
Vf,(l/ x) vale la unidad, la funcién | H¢j(w) I tomara el valor de 1/(1 + A?), vea (6.7).

En resumen, los filtros Chebyshev del tipo II exhiben un comportamiento monoténico en la
banda de paso y un comportamiento de rizo en la banda de rechazo w,. Por lo que, el intervalo
de interés del comportamiento del rizo es para frecuencias por arriba de la frecuencia de rechazo
(lwl = w;). Otra deduccién importante es que en general para N par se tendrd N/2 crestasy N/2
valles considerando valores positivos de la frecuencia y para valores negativos (v < —w;) se
tiene una situacion similar. Mientras que para N impar se tendrdn (N — 1)/2 crestas y (N + 1)/2
valles, considerando una vez m4s valores positivos de la frecuencia. Al aumentar el orden del
filtro N, también aumenta la frecuencia del rizo.

Para el filtro del tipo II el rizo en general oscila entre k/(1 + A?) y cero, por lo cual el ancho
delrizo (con k = 1) es

1

RW = ——
1+ 22

(6.10)

Delaecuacion (5.16) y (6.10) se infiere que el ancho del rizo estd determinado por la seleccién
de ¢ para el filtro del tipo I y de A para el filtro del tipo II, respectivamente, y estos paradmetros
son utilizados para caracterizar al filtro.

De la misma forma como en la aproximacién del tipo I, se procede a determinar la expresién
que fija el orden del filtro, luego se obtiene la ubicacién de los polos de | H(w) |2 y finalmente la
funcién de transferencia H(s). Para ello, considere introducir un nuevo parametro: 1/(1 + £2) al
comportamiento espectral de la magnitud en potencia, como se muestra en la figura 6.4.

1 H(@)

Figura 6.4: Magnitud en potencia de los filtros
Chebyshev del tipo II caracterizada por: wp, wy, Ay €

Al evaluar (6.1) en w = w, se tiene (vea la figura 6.4)

1 1
|Her(wp)l? = = (6.11)
e , V2rlwy) 1+ A2
1+ —
Viwrlw)
De la igualdad en (6.12) se determina (6.13).
cos[Ncos™'x]  para |x|<1
Vn(x) = cos [N cos™ ' x] = (6.12)

cosh|[N cosh™ x] para |x|>1

Vi(wrlw,) = V1) = cos’* [N cos™' (1)] (6.13)
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Debido a que cos™i()=0 y cos(0) = 1, entonces (6.13) es

Vilw,/wy) =1 (6.14)
De las igualdades en (6.14) y en (6.11) se determina que

1+ A% =1+ & Vilwr/wp) (6.15)
Y de la igualdad en (6.12) entonces (6.15) se expresa como

A% = £% cosh? [N cosh_l(wr/wp)] (6.16)
Ale = cosh [N cosh™ (w,/w))]

cosh™! Ale) = Ncosh_l(wr/wp)

cosh™!(A/e)

> (6.17)
cosh_l(wr/wp)

la cual es la misma expresién obtenida para determinar el orden del filtro del tipo I. Asi, para
un filtro con ciertas especificaciones en los parametros ¢, A, w, y o, se determina su orden,
la desigualdad “ >” en (6.17) una vez mds es para asegurar el minimo orden N necesario para
satisfacer las condiciones del filtro.

Se procede a determinar la ubicacion de los polos del filtro Chebyshev del tipo II. Inicial-
mente se expresa la ecuacion (6.1) en la forma

Viwrlw)

|Hep (@) =
! V2(w, /) + € VE(w, o))

(6.18)

La expresion (6.18) muestra que los filtros del tipo II estédn constituidos por cerosy por polos,
de aqui la necesidad de analizar la ubicacioén de los ceros y por el otro la ubicacién de los polos.
En principio se determina la ubicacién de los ceros. Para ello, se iguala el polinomio numerador
de (6.18) a cero, es decir

Vilw,/w) =0 (0 Vn(w,/w) = 0) (6.19)
Con el cambio de variable: y = w,/w (6.19) se expresa como
Ve =0 (o Vn(y) =0) (6.20)

Note que la condicién en (6.20) se logra solo para valores de | y| < 1 (es decir, paraw = w,
en (6.19)), esto debido a que la caracteristica de rizo ocurre en la banda de rechazo para los
filtros del tipo II (a diferencia de los filtros del tipo I que el rizo ocurre en la banda de paso).

De (6.12) la ecuacién (6.20) se escribe como

Via(y) = cos* [N cos™ ()] = 0 para |y| < 1 (6.21)
Vn(y) = cos[Ncos ™' ()] = 0

Ncos_l(y) = cos 1(0) (6.22)

Por otro lado, cos x = 0 para x = n/2,37/2,57/2, ..., por lo que (Note que x = cos™ ' (0))

2k-1
cos 1(0) = ( k2 )71’ paratoda k (6.23)
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entonces (6.22) es

1 2k-1

Ncos™ (y) = b4

2

cos_l( ) = 2k -1 T

V=12
cos 2k-1 (6.24)
= 7 .

Y 2N

Finalmente, debido a laigualdad y = w,/w ya que w = s/j la ecuacion (6.24) es (donde z
es la notacion utilizada para representar a los ceros)

Wy (Zk—l)
— = cos 7
2N

w
jor (Zk— 1)
— = CO0S T
Sk 2N
S bl S (6.25)

Sk (2k—1)
COS T
2N

De (6.25) se concluye que los filtros Chebyshev del tipo II tienen ceros ubicados en el eje
imaginario (Nota: si N es impar, entonces para k = (N + 1)/2 el cero yace en el infinito).

Ahora, se encuentra la ubicacién de los polos de los filtros del tipo II, al igualar a cero el
polinomio denominador de la ecuacién (6.18), esto es

Viwrlo) + € V(o wy) =0 (6.26)
Con los siguientes cambios de variables: y = w,/wy z = w;/wy, (6.26) se expresa como

V2 + e Va(z) =0 (6.27)
Laigualdad en (6.27) lleva a

Vi) = -2 V52

VN() =+ jeVn(2) (6.28)

Sin embargo, como el comportamiento espectral de los filtros Chebyshev del tipo II presenta
el rizo en la banda de frecuencias por arriba de w,, entonces la expresién de lado izquierdo
de (6.28) es un polinomio Chebyshev evaluado para | y| < 1 (observe la relacién inversamente
proporcional entre la variable w, y w), mientras que el polinomio Chebyshev de lado derecho de
(6.28) estd evaluado para una z cuyo valor es mayor a la unidad (z = w;/wp, con w; > wp). De
lo anterior y de la igualdad en (6.12), entonces (6.28) se expresa como

cos [N cos™'(y)] = + je cosh [N cosh™(2)]

Ncos  (y) = cos™ [+ jecosh[N cosh_l(z)]] (6.29)

La igualdad en (6.29) es similar a (5.38) en el sentido de que se tiene un coseno inverso
con argumento complejo, por lo que se infiere que es posible dar una solucién a (6.29) basada
en el andlisis desarrollado para la ubicacién de los polos de los filtros Chebyshev del tipo 1.
Inicialmente permita realizar el siguiente cambio de notacién, hagamos

u = ¢ecosh[N cosh_l(z)] (6.30)
Por consiguiente (6.29) se escribe como

N cos™!(y) = cos™? (£jp) (6.31)
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La expresion (6.31) se puede igualar a una funcién compleja como en (5.39), dando como
resultado

cos' (£ju) =n+ ju (6.32)

Despejando el término complejo (esto tiene como finalidad determinar el valor de 1 y v), se
tiene

+ju=cos(n+ jvu) (6.33)
y de (6.34), entonces (6.33) es (6.35).

cos(n + jv) = cosn coshv — jsennsenhv (6.34)

+ ju = cosn coshv — jsennsenhv (6.35)
Se infiere que la parte real debe ser cero y la parte imaginaria diferente de cero, esto es

0 = cosn coshv (6.36)

+u = —sennsenhv (6.37)

Las expresiones (6.36) y (6.37) son similares a (5.43) y (5.44), respectivamente, y tendrian
soluciones similares, es decir, (6.36) tiene la solucién (vea la ecuacioén (5.45))

2k -1
cosn =0 = n= 5 b4 conk=1,2,3,... (6.38)
Note que
sen( — )n =(=D¥'  parak=1,23,... (6.39)

Por lo que, (6.37) tiene la solucién (vea (6.38) y (6.39)),

tu=- sen(Zkz_ 1)71 senhv

tpu=-(- 1)*~! senhv

tpu=(- 1)* senhv

v=+senh !y para k par (6.40)
v =Fsenh !y para k impar (6.41)

Al sustituir (6.30) en (6.40) y tomando en cuenta que z = w,/w p» entonces
v = +senh™! [£ cosh [N cosh™ (w,/w))]] (6.42)
De la igualdad en (6.31), (6.32), (6.38), (6.30) y (6.42) se tiene
Ncos '(y) =n+ ju (6.43)
cos ' () = Nk + juk (6.44)

con

n 2k -1
=55 |" (6.45)
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1
Vi = v =4 senh_l(u)

N ~N

o Vg = ﬁ_L%senh_1 [ cosh [N cosh™ (w,/w)p)]]

(6.46)

(6.47)

La expresion (6.44) es similar a (5.52), por lo que se tiene una solucién de la forma (5.56),

esto es
y = cos (ne + jug)
¥y = cosng coshvy — jsennysenhvy

entonces (6.48), con y = w;/w y w = s/j, se transforma en

jor
Sk

= y = cosng coshvy — jsenny senhvy

jor
cosn coshvy — jsenny senhvy

Sk =

_ jor [cosny coshuy + jsenny senhuy]

Sk
cos?n cosh? vy + sen?n senh? vy

Hagamos

Yi = senni senhvy

Pk = cosny coshvy

Sustituyendo (6.52) y (6.53) en (6.51)

_dorlektive] _ orye . wrpk

Sk = 2, 2 D N R Y

Vit Pk Yt Pr Vit Pk

Sg = —Wr ZYk 5 —j 2pk 5 para k=1,2,...,2N.
YitPr  VitPk

(0] Sk =0k + jQx
con oK =— fzerkz
Ye t Pk
Q; = Wr Pk
Y+ 0%

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

Asti los filtros basados en la aproximacién Chebyshev del tipo II estdn constituidos de ceros

en el eje imaginario y de polos a la izquierda del eje imaginario del plano s.

= Ejemplo 6.1 Determine: (a) El minimo orden del filtro Chebyshev del tipo Il requerido para

cumplir con las siguientes especificaciones
» Méxima pérdida en la banda de paso de 2 dB,
» Frecuencia de paso w, = 100 rad/seg,
= Minima pérdida en la banda de rechazo de 40 dB,
» Frecuencia de rechazo w, = 1/0.67.



103

tH @)

Figura 6.5: Magnitud en potencia del filtro
Chebyshev del tipo II, para el ejemplo 6.1

(b) La funcién de transferencia, y (c) Grafique el comportamiento en frecuencia de la magnitud,
la ganancia en dBYy la fase, asi como de la funcién de retardo de grupo.

Solucion:

Inciso (a) De acuerdo con los datos del filtro Chebyshev del tipo II solicitados en el ejemplo y
apoyandose en la representacion grafica de la figura 6.5, se determina que

—2dB=-10log(1 + £?)
0.2 = log(1 + €%
e* =102 -1

£=V10%2 -1 =0.76478

y ~40dB = —10log(1 + 1%

A=V10* =1 =99.9950

El orden del filtro (vea la ecuacion (6.17)), con A = 99.9950, € = 0.76478 y w;/wp = 1/0.67
(wplw, = 0.67), es

- (/1) - ( 99.995 )
COS — COoSs
) h~1(130.75
N = €) _ 10 76478 _ cos ( ) s g4
cosh™! (& ) cosh™! (1.4925) 0.9557
Wp

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea N = 6.

Inciso (b) Para determinar la funcién de transferencia primero se determina la ubicacién
de los polos y de los ceros. Se inicia con la ubicacién de los polos. Para ello, se hace uso de
las expresiones (6.55), (6.56), (6.57), (6.52), (6.53), (6.45) y (6.47), las cuales se reescriben a
continuacion.

Sk =0+ jQp

WYk
i+ Pk

con o) =

Wr Pk
Qi = 2r 2
Yt 0%
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Yi = senni senhvy

Pk = cosng coshvy

_(Zk_l)n
Nk = N

1
Up =+ Nsenh_1 [e cosh[N cosh_l(wr/wp)]]

Se determina el valor de vg, con N = 6, £ = 0.76478 y w,/w, = 1/0.67, esto es
v =+ é senh™! [(0.76478) cosh [6 cosh ™ (1/0.67)]]
Ur = £0.911029
senhv; = senh (0.911029) = 1.04238

cosh vy = cosh(0.911029) = 1.44450

Algunos pasos en el cdlculo de los polos se muestran en la tabla 6.1 y 6.2.

Tabla 6.1: Calculo de los polos del ejemplo 6.1, primera parte

Yk = Pk =
k Nk COSNk senn sennisenhv;  cosnicoshuvy
1 /12 0.96593  0.25882 0.26979 1.39529
2 3m/12 0.70711 0.70711 0.73708 1.02142
3 | 5x/12  0.25882  0.96593 1.00687 0.37387
4 7m/12  -0.25882  0.96593 1.00687 -0.37387
5 | 9x/12 -0.70711 0.70711 0.73708 -1.02142
6 | 11x/12 -0.96593 0.25882 0.26979 -1.39529
7 | 13m/12  -0.96593 -0.25882 -0.26979 -1.39529
8 157/12 -0.70711 -0.70711 -0.73708 -1.02142
9 | 17n/12 -0.25882 -0.96593 -1.00687 -0.37387
10 | 197/12  0.25882  -0.96593 -1.00687 0.37387
11 | 21x/12 0.70711 -0.70711 -0.73708 1.02142
12 | 237/12  0.96593  -0.25882 -0.26979 1.39529

De la tabla 6.2 se obtiene la ubicacién de los polos, considerando aquellos que se encuen-
tran a la izquierda del eje imaginario por motivos de estabilidad, los cuales se enumeran a
continuacion.

s1 = —19.9373 + j103.1149
s = —69.3388 + j96.0866
s3 = =130.2731 + j48.3731
s¢ = =—130.2731 — j48.3731
ss = —69.3388 — j96.0866
s¢ = —19.9373 — j103.1149

Para la ubicacién de los ceros se hace uso de la expresién (6.25), la cual se especifica a
continuacion.
jor

(Zk— 1)
cos b2
2N

2k =
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Tabla 6.2: Célculo de los polos del ejemplo 6.1, segunda parte

k| vi+ei 2Yk 2 2pk 2 _( 02)r Ykz) az)r pkz
Yt Px Vit Pk Yt Px) Vit Pk
1 | 201962 0.13358  0.69087 -19.9373 103.1149
2 1.58659  0.46457 0.64378 -69.3388 96.0866
3 | 1.15357 0.87283  0.32410  -130.2731 48.3731
4 1.15357 0.87283 -0.32410 -130.2731 -48.3731
5 | 1.58659 0.46457 -0.64378  -69.3388 -96.0866
6 2.01962 0.13358 -0.69087 -19.9373 -103.1149
7 | 2.01962 -0.13358 -0.69087 19.9373 -103.1149
8 1.58659 -0.46457 -0.64378 69.3388 -96.0866
9 | 1.15357 -0.87283 -0.32410  130.2731 -48.3731
10 | 1.15357 -0.87283 0.32410 130.2731 48.3731
11 | 1.58659 -0.46457  0.64378 69.3388 96.0866
12 | 2.01962 -0.13358  0.69087 19.9373 103.1149

Algunos pasos en el cdlculo de los ceros se muestran en la tabla 6.3.

Tabla 6.3: Célculo de los ceros del ejemplo 6.1

2k-1

i 2k-1 Wy
(W)JT COS( oN )71' COS(Zk_l)n_

1 /12 0.96593 154.5182
2 3n/12 0.70711 211.0757
3 5m/12 0.25882 576.6700
4 /12 -0.25882 -576.6700
5 9m/12 -0.70711 -211.0757
6 117/12 -0.96593 -154.5182
7 137/12 -0.96593 -154.5182
8 157/12 -0.70711 -211.0757
9 17m/12 -0.25882 -576.6700
10 197/12 0.25882 576.6700
11 21m/12 0.70711 211.0757
12 23m/12 0.96593 154.5182

De la tabla 6.3 se obtiene la ubicacién de los ceros, los cuales se enumeran a continuacion

(con w, = 149.25373 rad/seg).

21
22
<3
24
25

<6

+j154.5182
+211.0757
+j576.6700
— j576.6700
—j211.0757
—j154.5182

De la distribucién de los polos se observa que al aparecer un polo complejo también aparece
su conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s—so(s—sp)=(s—ok—jU) (s—0ok+jQ) = (s —op)* + Q%

* 2 2 2
(s—sp)(s—sg)=5"—20,s+ 07+ Q%
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Para el polo s; y su conjugado sg, con o; = —19.9373y Q; = 103.1149, se tiene
(s—s1) (s=86) = (s — s1) (s — s}) = * +2(19.9373) s + (19.9373)* + (103.1149)*

(s — 51) (s — s6) = s° +39.8755 + 11030.18

Para el polo s, y su conjugado s5, con o2 = —69.3388 y Q, = 96.0866, se tiene
(s—s2) (s—85) = (s — 82) (s — s3) = s* +2(69.3388) s + (69.3388)* + (96.0866)*

(s —82) (s —85) = s +138.678s + 14040.50

Para el polo s3 y su conjugado sy, con o3 = —130.2731 y Q3 = 48.3731, se tiene
(s—s3) (s—84) = (s—53) (5 — s5) = s* + 2(130.2731) s + (130.2731)* + (48.3731)*

(s —s3) (§—84) = s +260.546 s + 19311.04

De la distribucién de los cero se observa que al aparecer un cero complejo también aparece
su conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s—z)(s—z0) = (s—jQu) (s+jQ) = s* + QF
(s—zp) (s—z}) = 32+Q?c
Para el cero z; y su conjugado zg, con Q; = 154.5182, se tiene
(s—21) (s—26) = (s — 21) (s — 2) = s* + (154.5182)*
(s — z1) (s — zg) = §° + 23875.87
Para el cero z; y su conjugado zs, con Qp = 211.0757, se tiene
(s—22) (s—25) = (s — 22) (s — 23) = §* + (211.0757)*
(s — z) (s — z5) = §° + 44552.95
Para el cero z3 y su conjugado z4, con Q3 = 576.6700, se tiene
(s—23) (s—z4) = (s — 23) (s — 2) = §* + (576.67)°
(s — 2z3) (s — z4) = s + 332548.29
La funcién de transferencia normalizada en amplitud es
Ko (s* + 23875.87) (s* + 44552.95) (s* + 332548.29)

(s% +39.875s + 11030.18) (s? + 138.678 s + 14040.5)
(s* +260.546 s + 19311.04)

H(s) =

Se determina la constante de normalizacién Kj al evaluar la funcién de transferencia en
S=jw

Hw) = H(s)|szjw
Ko (23875.87 — w?) (44552.95 — w?) (332548.29 — w?)

(11030.18 — w? + j39.875w)(14040.5 — w? + j138.678 w)
(19311.04 — w? + j260.546 )

H(w) =
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Luego, la magnitud se evaliia paraw = 0

_ Ko (23875.87) (44552.95) (332548.29)
0 (11030.18) (14040.5) (19311.04)

Ko = 0.008454

|H(w)| = Kp(118.2822) = 1
w=

La funcién de transferencia solicitada es

0.008454 (s> + 23875.87) (s* + 44552.95) (s* + 332548.29)
(s2 +39.875s + 11030.18) (s2 + 138.678 s + 14040.5)
(s* +260.546 s + 19311.04)

H(s) =

Inciso (c) Para construir las gréaficas solicitadas se substituye a s por jw en la funcién de transfe-
rencia H(s) obtenida en el inciso anterior, esto es

0.008454 (23875.87 — w?) (44552.95 — w?) (332548.29 — w?)
(11030.18 — w? + j39.875w) (14040.5 — w? + j138.678 w)
(19311.04 — w* + j260.546w)

Hw) =

La funcién magnitud en frecuencia esta dada por

0.008454’23875.87 - wZ' ’44552.95 - w2’ ‘332548.29 - wz‘

|H(w)| =

\/ (11030.18 — w2)* + (39.875w)? \/ (14040.5 — w?)* + (138.678 w)?

/(1931104 — 02)? + (260,546 )2

En la figura 6.6a se muestra el comportamiento de la funcién magnitud en frecuencia.
La evaluacién de la ganancia en dB es
|H()]45 = 20 log| H)| = 20 log (0.008454) + 20 log|23875.87 - wZ)
+20 log|44552.95 - w2| +20 10g|332548.29 - w2|
~10log (11030.18 - ©*)" + (39.8750)* | - 10log | (14040.5 - ©?)” + (138.678 w)?]

—10log [(19311.04 ~ )’ + (260.546w)2]

En la figura 6.6b se muestra el comportamiento de la ganancia en dB.
Para evaluar la fase, se requiere determinar el arg[ H(w)], esto es
arg[H(w)] = arg[23875.87 — w?] + arg [44552.95 — w?] + arg [332548.29 — w?]

39.875w
11030.18 — w?

138.678 w
14040.5 — w?

260.546 w

—arctan | ———
19311.04 — w?

— arctan — arctan

En la evaluacion del arg[ H(w)] anterior, en particular enfatizando en los polos, se hace notar
que para el argumento de un ntimero complejo @ + jf con a'y f positivos (@ > 0y 8 > 0) se
tiene

argla + jp] = arctan(g) <n (6: <90

Mientras que para un a negativo y un g positivo (a < 0y § > 0) se tiene

argla + jp] = arctan(%) = - arctan(%) +7 (6: +£180°)
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Figura 6.6: Resultados graficos del ejemplo 6.1: (a) Magnitud de H(w),
(b) Ganancia en dBde H(w) y (c) Fase
Por ejemplo, el cuarto término del arg[ H(w)] para w? = 11030.18 es
2 . -1 39.875w
arg|(11030.18 - w? + j39.8750) ' | = - arctan | ———>=
11030.18 — w?
39.875w ]
= +arctan| —— | +
w? —11030.18

En la evaluacién del arg[ H(w)], en particular enfatizando en los ceros, se hace notar que
para el argumento de un ntimero real a positivos (a¢ > 0) se tiene

argla] = 0°
Mientras que para un a negativo (@ < 0) se tiene

arglal = arg[—lal] = 7 (6: +180°
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Por ejemplo, el primer término del arg[ H(w)] para w? > 23875.87 es
arg [23875.87 — w?] = arg| - (w® — 23875.87)] = +7

De manera que cada término del arg[ H(w)] debe evaluarse de acuerdo con las observaciones
anterior.

En la figura 6.6c se muestra el comportamiento de la funcién fase.

El retardo de grupo esta dado por:

darg[H(jw)]
B dw
1
39.875w \?
(11030.18—(02)
1
138.678w \?
(14040.5—w2)
1
260.5460 \?
I e
(19311.04—w2)

Tg(w) =
(11030.18 — w?) (39.875) - (39.875 w) (-2 w)
(11030.18 — w?)*

(14040.5 - w?) (138.678) — (138.678 w) (—2 w)
(14040.5 — w?)*

(19311.04 — w?) (260.546) — (260.546 ) (2 )

+ 2
(19311.04 — w?)

(39.875) (11030.18 — ?) +2(39.875) w?

(11030.18 — w?)* + (39.875 w)?
, (138.678) (14040.5 — w?) + 2(138.678) w?

(14040.5 - w?)* + (138.678 w)?
(260.546) (19311.04 — w?) + 2(260.546) w*
+

(19311.04 — w?)” + (260.546 )2

Tg(w) =

En la figura 6.7a se muestra el comportamiento de la funcién de retardo de grupo.
Finalmente, en la figura 6.7b se muestra una vista amplificada de la magnitud del rizo en la
banda de rechazo.

Después de comparar las figuras de los ejemplos 5.5 y 6.1 se puede concluir que la caracte-
ristica del retardo de grupo del filtro Chebyshev del tipo II son generalmente mucho mejores
que los filtros del tipo I, para las frecuencias en la banda de paso. Esto es debido a que los ceros
de la funcién de transferencia del tipo II estdn en el eje jw en el plano s, por lo contrario, los
ceros del diseno del tipo I estdn en el infinito.

= Ejemplo 6.2 Disefie un filtro Chebyshev pasa bajas del tipo II con las siguientes especificacio-
nes

» Maéaxima pérdida en la banda de paso < 2 dB,

= Limite de la banda de paso: 1 rad/seg,

= Atenuacién en la banda de rechazo: = 40 dB

» Limite de la banda de rechazo: 1.37 rad/seg.

Determine: (a) El minimo orden del filtro, (b) La funcién de transferencia, y (c) Las gréficas
del comportamiento en frecuencia de la magnitud, la ganancia en dBy la fase, asi como de la
funcién de retardo de grupo.

Solucion:

Inciso (a)
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Figura 6.7: Resultados gréficos del ejemplo 6.1: (a) Retardo de grupo
y (b) Vista amplificada de la magnitud

1 H(@)

Figura 6.8: Magnitud en potencia del filtro
Chebyshev del tipo 11, para el ejemplo 6.2

De acuerdo con los datos del filtro Chebyshev del tipo II solicitados en el ejemplo y apoyandose
en la representacion grafica de la figura 6.8, se determina que

—2dB=-10log(l + £?)
1002 =1 + £2

£= V1002 - 1 = 0.76478
y —40dB = —10log(1 + 1%

A =V10%* — 1 =99.9950
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El orden del filtro (vea la ecuacion (6.17)), con A = 99.995, ¢ = 0.76478 y w,/w, = 1.37, es

cosh™? (&) cosh_l( 99995

) ) h~'(130.75
N = €) _ 1()76478 _ cos ( ) _ 6.661
cosh~! (& ) cosh™! (1.37) 0.8357

Wp

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea N = 7.

Inciso (b) Para determinar la funcién de transferencia primero se determina la ubicacién
de los polos y de los ceros. Se inicia con la ubicacién de los polos. Para ello, se hace uso de
las expresiones (6.55), (6.56), (6.57), (6.52), (6.53), (6.45) y (6.47), las cuales se reescriben a
continuacion.

Sk =0+ jQx

w
Qk _ . rﬁok2
Ye t 0%
Yk = senny senhvy

Pk = cosny coshvy

2k -1
77k=( o N )ﬂ

Vg = J_r%senh_1 [e cosh[N cosh_l(w,/wp)]]

Se determina el valor de vi, con N = 7, & = 0.76478 y w,/w, = 1.37, esto es

1
Ve =t senh™! [(0.76478) cosh [7 cosh™! (1.37)]]

v = +£0.797394

senhv, = senh (0.797394) = 0.884624

cosh vy = cosh (0.797394) = 1.335125

Algunos pasos en el cdlculo de los polos se muestran en la tabla 6.4 y 6.5.

De la tabla 6.5 se obtiene la ubicacién de los polos, considerando aquellos que se encuen-
tran a la izquierda del eje imaginario por motivos de estabilidad, los cuales se enumeran a
continuacion.

si = —0.1556 + j1.0290
s, = —0.5421 + j1.0260
s3 = —1.1247 + j0.8175
ss = —1.5487

ss = —1.1247 — j0.8175
s = —0.5421 — j1.0260
s7 = —0.1556 — j1.0290
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Tabla 6.4: Célculo de los polos del ejemplo 6.2, primera parte

Yk = Pk =

k Nk cosTn g senng sennisenhvy  cosngcoshuyg
1 /14 0.97493 0.22252 0.19685 1.30166
2 | 3x/14 0.78183  0.62349 0.55155 1.04384
3 5m/14 0.43388 0.90097 0.79702 0.57929
4 | 7n/14 0 1 0.88462 0

5 9r/14  -0.43388  0.90097 0.79702 -0.57929
6 | 11x/14 -0.78183  0.62349 0.55155 -1.04384
7 | 137/14  -0.97493  0.22252 0.19685 -1.30166
8 157/14 -0.97493 -0.22252 -0.19685 -1.30166
9 | 17n/14 -0.78183 -0.62349 -0.55155 -1.04384
10 | 197/14 -0.43388 -0.90097 -0.79702 -0.57929
11 | 21x/14 0 -1 -0.88462 0

12 | 237/14  0.43388 -0.90097 -0.79702 0.57929
13 | 257/14 0.78183  -0.62349 -0.55155 1.04384
14 | 27x/14  0.97493  -0.22252 -0.19685 1.30166

Tabla 6.5: Célculo de los polos del ejemplo 6.2, segunda parte

k Yi-"p?c 27/16 . 2pk .- ( ‘;)r Ykz) az)r sz
Yt Pk Vit Pk Yt Px) YitPk
1 1.73307 0.11358 0.75107 -0.1556 1.0290
2 | 1.39381 0.39571  0.74891 -0.5421 1.0260
3 0.97082  0.82098 0.59670 -1.1247 0.8175
4 | 078255 1.13043 0 -1.5487 0
5 0.97082 0.82098 -0.59670 -1.1247 -0.8175
6 1.39381 0.39571 -0.74891 -0.5421 -1.0260
7 | 1.73307  0.11358 -0.75107 -0.1556 -1.0290
8 1.73307 -0.11358 -0.75107 0.1556 -1.0290
9 | 1.39381 -0.39571 -0.74891 0.5421 -1.0260
10 | 0.97082 -0.82098 -0.59670 1.1247 -0.8175
11 | 0.78255 -1.13043 0 1.5487 0
12 | 0.97082 -0.82098 0.59670 1.1247 0.8175
13 | 1.39381 -0.39571  0.74891 0.5421 1.0260
14 | 1.73307 -0.11358 0.75107 0.1556 1.0290

Para la ubicacién de los ceros se hace uso de la expresién (6.25), la cual se especifica a
continuacion.
jor

“k = (2k— 1)
COS T

2N

Algunos pasos en el calculo de los ceros se muestran en la tabla 6.6.
De la tabla 6.6 se obtiene la ubicacion de los ceros, los cuales se enumeran a continuacion
(con w, = 1 rad/seg).

z1 = +j1.4052
z = +j1.7523
z3 = +j3.1576

z4 = Cero en el infinito
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z5 = —j3.1576
z6 = —j1.7523
z; = —j1.4052

Tabla 6.6: Célculo de los ceros del ejemplo 6.2

k 2k-1 2k -1 Wy
( >N )n COS( N )7‘[ (Zk—l)
2N
1 /14 0.97493 1.4052
2 3n/14 0.78183 1.7523
3 5m/14 0.43388 3.1575
4 /14 0 En el infinito
5 9r/14 -0.43388 -3.1575
6 117/14 -0.78183 -1.7523
7 137/14 -0.97493 -1.4052
8 1571/14 -0.97493 -1.4052
9 1771/14 -0.78183 -1.7523
10 1971/14 -0.43388 -3.1575
11 21n/14 0 En el infinito
12 23n/14 0.43388 3.1575
13 25m/14 0.78183 1.7523
14 277m/14 0.97493 1.4052

De la distribucién de los polos se observa que al aparecer un polo complejo también aparece
su conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s—s(s=sp)=(s—0ox—ju)(s—ox+ju) = (s-0p)®+Qf
(s—s0) (s—sp)=s"—20ks+05+ Q%

Para el polo sy y su conjugado s;, cono; = —0.1556 y Q; = 1.0290, se tiene
(s—s1) (s=87) = (s—s1) (s = s7) = s* +2(0.1556) s + (0.1556)* + (1.029)*
(s —s1) (s — s7) = §* + 0.3112s + 1.0830

Para el polo s, y su conjugado sg, con oo = —0.5421 y Q, = 1.0260, se tiene
(s—52) (s—86) = (s — 82) (s — s3) = s* +2(0.5421) s + (0.5421)* + (1.026)*
(s — $2) (s — s¢) = s + 1.0842 s + 1.3465

Para el polo s3 y su conjugado s5, con o3 = —1.1247 y Q3 = 0.8175, se tiene
(s—s3) (s—85) = (s —83) (s — s5) = s* +2(1.1247) s + (1.1247)* + (0.8175)?

(s—83)(s—s5) = s +2.2494 s + 1.9333

De la distribucién de los cero se observa que al aparecer un cero complejo también aparece
su conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s—zK) (s—2p) = (s— jQu) (s + j Q) = & + QF
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(s—zk)(s—z,’;)=32+Q?C

Para el cero z; y su conjugado z7, con Q; = 1.4052, se tiene
(s—21)(s—2z7) = (s—21) (s — 2f) = §° + (1.4052)
(s—z1) (s — z7) = s* + 1.9746

Para el cero zp y su conjugado zg, con Q, = 1.7523, se tiene
(s—22) (s—26) = (s — 22) (s — 2;) = s* + (1.7523)*

(s — z2) (s — z6) = §* + 3.0705

Para el cero z3 y su conjugado z5, con Q3 = 3.1575, se tiene

(s—23) (s—25) = (s — 23) (5 — 2}) = §° + (3.1575)*

(s — z3) (s — 2z5) = s + 9.9698
La funcién de transferencia normalizada en amplitud es
Ko (s* +1.9746) (s* + 3.0705) (s> + 9.9698)

(s2 +0.3112s + 1.083) (5% + 1.0842 s + 1.3465)
(s* +2.2494 5 + 1.9333) (s + 1.5487)

H(s) =

Se determina la constante de normalizacién Kj al evaluar la funcién de transferencia en
S=jw

Hw) = H(s)| _
S=jw
Ko (1.9746 — 0?) (3.0705 — »?) (9.9698 — w?)

(1.083 — w? + j0.3112w) (1.3465 — w? + j1.0842w)
(1.9333 — 0* + j2.24940) (1.5487 + jw)

H(w) =

Luego, la magnitud se evaliia paraw = 0

Ky (1.9746) (3.0705) (9.9698)
~(1.083) (1.3465) (1.9333) (1.5487)

IH(w)I| = Ky(13.8444) = 1
w=0

Ky =0.07223

La funcién de transferencia solicitada es

0.07223(s? + 1.9746) (s> + 3.0705) (s* + 9.9698)
(s +0.31125 + 1.083) (s* + 1.0842 s + 1.3465)
(s* +2.2494 5 + 1.9333) (s + 1.5487)

H(s) =

Inciso (c) Para construir las gréaficas solicitadas se substituye a s por jw en la funcién de transfe-
rencia H(s) obtenida en el inciso anterior, esto es

0.07223(1.9746 — »?) (3.0705 — w?) (9.9698 — w?)
(1.083 — w? + j0.3112w) (1.3465 — w? + j1.0842w)
(1.9333 — w? + j2.2494w) (1.5487 + jw)

H(w) =
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La funcién magnitud en frecuencia estd dada por

0.07223|1.9746 - wz) |3.o705 - wZ’ |9.9698 - wZ'

|H(w)| =
\/(1.083 —w?)* + (0.3112w)2\/(1.3465 —w?)” + (1.0842w)?

\/ (1.9333 — w2)* + (2.2494w)2\/ (1.5487) + (w)?

En la figura 6.9a se muestra el comportamiento de la funcién magnitud en frecuencia.
La evaluacién de la ganancia en dB es

|H()| 45 = 20 log| H(®)| = 20 log (0.07223) + 20 10g'1.9746 - w2|
+20 log)3.0705 - w2| +20 log(9.9698 - w2|
~10log (1.083 - ?)" + (0.31120)*| - 10log (1.3465 - )" + (1.0842)?]

~10log (19333 - )" + (2.24940)?| - 10log [(1.5487)% + (©)?]

En la figura 6.9b se muestra el comportamiento de la ganancia en dB.
Para evaluar la fase, se requiere determinar el arg[ H(w)], esto es

arg[H(w)] = arg[1.9746 — w?] + arg[3.0705 — w?] + arg[9.9698 — w?]

0.3112w
1.083 — w?

1.0842 w
1.3465 — w?

2.24% w

1.9333 — 2| rctan

—arctan

—arctan —arctan

=
1.5487

En la figura 6.9c se muestra el comportamiento de la funcion fase.
El retardo de grupo estd dado por:

@) = _darg[H(jw)]
g5 dw
~ 1 (1.083 — w?) (0.3112) - (0.3112 W) (-2 w)
- ( 0.3112w )2 (1.083 - w?)°
+ —_—
1.083 — w?
1 (1.3465 — w?) (1.0842) — (1.0842 w) (-2 w)
( 1.0842 0 )2 (1.3465 - w?)°
1.3465 — w?
1 (1.9333 — w?) (2.2494) — (2.2494 W) (-2 w)
+
+( 2.2494w )2 (1.9333 - w?)?
1.9333 — w?
e
+ 2
( w ) 1.5487
+
1.5487
(0.3112) (1.083 — w?) +2(0.3112) w?
Tg(w) =

(1.083 - w?)* + (0.3112 w)?
(1.0842) (1.3465 — w?) + 2(1.0842) w*
T (1.3465 — w?)* + (1.0842 )2
| (2:2494) (1.9333 - w?) + 2(2.2494) w? L 15487
(1.9333 - w?)” + (2.2494 )2 w? + (1.5487)

En la figura 6.10 se muestra el comportamiento de la funcién de retardo de grupo.
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Figura 6.9: Resultados graficos del ejemplo 6.2: (a) Magnitud de H(w),
(b) Ganancia en dBde H(w) y (c) Fase

» Ejemplo 6.3 Determine el orden del filtro y grafique en un diagrama de polos y ceros la
ubicacién delos polos y de los ceros de la funcién de transferencia, H(s), para un filtro Chebyshev
pasa bajas del tipo II con las siguientes especificaciones:

= Maxima pérdida en la banda de paso de < 1 dB,
» Limite de la banda de paso: 1 rad/seg,

= Atenuacién en la banda de rechazo: = 80 dB

» Limite de la banda de rechazo: 1.18 rad/seg.

Solucion:

De acuerdo con los datos del filtro Chebyshev del tipo Il solicitados en el ejemplo y apoyan-
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Figura 6.10: Gréfica del retardo de grupo para el filtro del ejemplo 6.2

dose en la representacion gréfica de la figura 6.11, se determina que

—1dB=-10log(1 + &%)
0.1 = log(1 + €%
£ =110%! — 1 = 0.50885
y - 80dB=—-10log(1 + A?)

A= V108 — 1 =9999.99995

tH )

Figura 6.11: Magnitud en potencia del filtro
Chebyshev del tipo II, para el ejemplo 6.3

El orden del filtro (vea la ecuacion (6.17)), con A = 9999.99995, ¢ = 0.50885y w,/w, = 1.18,

es
A 9999.99995
COSh_l(_) Sh_l( 0.50885 ) cosh™! (19652.1567)
N = - = T = : = 17.89
cosh~! (ﬁ ) cosh™! (1.18) 0.59135
Wp

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea N = 18.

Se inicia con la obtencién de los polos. Para ello, se hace uso de las expresiones (6.55), (6.56),
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(6.57), (6.52), (6.53), (6.45) y (6.47), las cuales se reescriben a continuacion.

Sk =0+ jQk

Wr Yk
con Op=-——>
Ye T Pk
w
Qk = — rpk2
Y t Pk

Yk = senni senhvy

Pk = COSNk coshvy

2k—1)
b2

77k=( ON

1
Vg = £ Nsenh_1 [€ cosh [N cosh™ (w,/w)p)]]

Se determina el valor de v, con N = 18, € = 0.50885 y w,/w, = 1.18, esto es

1
vk =+ Esenh_l [(0.50885) cosh [18 cosh ™' (1.18)]]

+0.553813

Uk

senhv; = senh (0.553813) = 0.582560

cosh vy = cosh(0.553813) = 1.157314

Algunos pasos en el cdlculo de los polos se muestran en las tablas 6.7, 6.8, 6.9 y 6.10.

Tabla 6.7: Calculo de los polos del ejemplo 6.3, primera parte

Yk = Pk =
k Nk COSNk senn sennisenhv;  cosnicoshuvy
1 /36 0.99619 0.08716 0.05078 1.15290
2 31/36 0.96593 0.25882 0.15078 1.11788
3 | 57/36  0.90631  0.42262 0.24620 1.04888
4 7m/36 0.81915 0.57358 0.33414 0.94801
5 | 97/36  0.70711  0.70711 0.41193 0.81835
6 | 117/36  0.57358 0.81915 0.47720 0.66381
7 | 13m/36  0.42262  0.90631 0.52798 0.48910
8 157/36  0.25882 0.96593 0.56271 0.29953
9 | 17n/36 0.08716  0.99619 0.58034 0.10087
10 | 197/36 -0.08716  0.99619 0.58034 -0.10087
11 | 21w/36 -0.25882  0.96593 0.56271 -0.29953
12 | 237/36 -0.42262  0.90631 0.52798 -0.48910
13 | 257/36 -0.57358 0.81915 0.47720 -0.66381
14 | 27x/36 -0.70711  0.70711 0.41193 -0.81835
15 | 297/36 -0.81915 0.57358 0.33414 -0.94801
16 | 317/36 -0.90631  0.42262 0.24620 -1.04888
17 | 337/36 -0.96593  0.25882 0.15078 -1.11788
18 | 357/36 -0.99619 0.08716 0.05078 -1.15290
19 | 377/36  -0.99619 -0.08716 -0.05078 -1.15290
20 | 397/36 -0.96593 -0.25882 -0.15078 -1.11788
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Tabla 6.8: Célculo de los polos del ejemplo 6.3, segunda parte

Yk = Pk =
k Nk cosTn g senng sennisenhvy  cosngcoshuyg
21 | 417/36  -0.90631 -0.42262 -0.24620 -1.04888
22 | 437/36 -0.81915 -0.57358 -0.33414 -0.94801
23 | 457/36  -0.70711 -0.70711 -0.41193 -0.81835
24 | 477/36 -0.57358 -0.81915 -0.47720 -0.66381
25 | 497/36  -0.42262 -0.90631 -0.52798 -0.48910
26 | 517/36 -0.25882 -0.96593 -0.56271 -0.29953
27 | 537/36 -0.08716 -0.99619 -0.58034 -0.10087
28 | 55m/36  0.08716  -0.99619 -0.58034 0.10087
29 | 577/36 0.25882  -0.96593 -0.56271 0.29953
30 | 597/36  0.42262 -0.90631 -0.52798 0.48910
31 | 612/36 0.57358 -0.81915 -0.47720 0.66381
32 | 637/36 0.70711 -0.70711 -0.41193 0.81835
33 | 657/36 0.81915 -0.57358 -0.33414 0.94801
34 | 677/36 0.90631 -0.42262 -0.24620 1.04888
35 | 697/36 0.96593  -0.25882 -0.15078 1.11788
36 | 71x/36  0.99619 -0.08716 -0.05078 1.15290

Tabla 6.9: Célculo de los polos del ejemplo 6.3, tercera parte

2 2 Yk Ok Wr Yk Wr Pk
€ Vet YetPr Yrtek (Yiwi) Yt 0%
1 1.33176 0.03813 0.86570 -0.0450 1.0215
2 1.27239 0.11850 0.87857 -0.1398 1.0367
3 1.16076 0.21210 0.90361 -0.2503 1.0663
4 1.01037 0.33071 0.93828 -0.3902 1.1072
5 0.83938 0.49076 0.97495 -0.5791 1.1504
6 0.66836 0.71399 0.99319 -0.8425 1.1720
7 0.51798 1.01931 0.94424 -1.2028 1.1142
8 0.40636 1.38476 0.73711 -1.6340 0.8698
9 0.34697 1.67259 0.29072 -1.9737 0.3431
10 | 0.34697 1.67259 -0.29072 -1.9737 -0.3431
11 | 0.40636 1.38476 -0.73711 -1.6340 -0.8698
12 | 0.51798 1.01931 -0.94424 -1.2028 -1.1142
13 | 0.66836 0.71399 -0.99319 -0.8425 -1.1720
14 | 0.83938 0.49076 -0.97495 -0.5791 -1.1504
15 | 1.01037 0.33071 -0.93828 -0.3902 -1.1072
16 | 1.16076 0.21210 -0.90361 -0.2503 -1.0663
17 | 1.27239 0.11850 -0.87857 -0.1398 -1.0367
18 | 1.33176 0.03813 -0.86570 -0.0450 -1.0215
19 | 1.33176 -0.03813 -0.86570 0.0450 -1.0215
20 | 1.27239 -0.11850 -0.87857 0.1398 -1.0367
21 1.16076 -0.21210 -0.90361 0.2503 -1.0663
22 | 1.01037 -0.33071 -0.93828 0.3902 -1.1072
23 | 0.83938 -0.49076 -0.97495 0.5791 -1.1504
24 | 0.66836 -0.71399 -0.99319 0.8425 -1.1720




120 Capitulo 6. Aproximacion del Tipo Il

Tabla 6.10: Calculo de los polos del ejemplo 6.3, cuarta parte

k| vi+ek ZYk 2 zpk 2 _( (;_)r Ykz) az)r sz
Yt Px Vit Pk YitPx) Vit Pk
25 | 0.51798 -1.01931 -0.94424 1.2028 -1.1142
26 | 0.40636 -1.38476 -0.73711 1.6340 -0.8698
27 | 034697 -1.67259 -0.29072 1.9737 -0.3431
28 | 0.34697 -1.67259 0.29072 1.9737 0.3431
29 | 0.40636 -1.38476 0.73711 1.6340 0.8698
30 | 0.51798 -1.01931 0.94424 1.2028 1.1142
31 | 0.66836 -0.71399  0.99319 0.8425 1.1720
32 | 0.83938 -0.49076 0.97495 0.5791 1.1504
33 | 1.01037 -0.33071 0.93828 0.3902 1.1072
34 | 1.16076 -0.21210 0.90361 0.2503 1.0663
35 | 1.27239  -0.11850 0.87857 0.1398 1.0367
36 | 1.33176  -0.03813  0.86570 0.0450 1.0215

De las tablas 6.9 y 6.10 se obtiene la ubicacién de los polos de la funcién de transferencia,
los cuales se enumeran a continuacion.

s1 = —0.0450 + j1.0215 s1g = —0.0450 — j1.0215
$p = —0.1398 + j 1.0367 s17 = —0.1398 — j1.0367
s3 = —0.2503 + j 1.0663 s16 = —0.2503 — j 1.0663
4 = —0.3902 + j1.1072 s15 = —0.3902 — j1.1072
s5 = —0.5791 + j1.1504 s14 = —0.5791 — j1.1504
s = —0.8425 + j1.1720 s13 = —0.8425 — j1.1720
s7 = —1.2028 + j1.1142 s12 = —1.2028 — j1.1142
sg = —1.6340 + j0.8698 s11 = —1.6340 — j0.8698
s9 = —1.9737 + j0.3431 s10 = —1.9737 — j0.3431

Para la ubicacién de los ceros se hace uso de la expresién (6.25), la cual se especifica a
continuacion.
_Jor
(2 k-1 )
cos b4
2N

Algunos pasos en el cdlculo de los ceros se muestra en la tabla 6.11.
De la tabla 6.11 se obtiene la ubicacién de los ceros de la funcién de transferencia, los cuales
se enumeran a continuacion.

Lk =

z1 = j1.1845 z1g = —j 1.1845
z = j1.2216 z17 = — j1.2216
zg = j1.3020 z16 = — j 1.3020
z4 = j1.4405 z15 = — j 1.4405
z5 = j1.6688 Z14 = — j 1.6688
z6 = j2.0573 z13 = — j2.0573
z7 = j2.7921 z1p = — j2.7921
zg = j4.5592 z11 = — j4.5592
z9 = j13.5383 z10 = — j 13.5383

En la figura 6.12 se muestra la ubicacién de los polos y de los ceros en un diagrama de polos
y ceros.
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Tabla 6.11: Célculo de los ceros del ejemplo 6.3

L | (2k-1 2k-1 o,
( 5N )n cos( SN )n (Zk—l
2N
1 /36 0.99619 1.1845
2 37m/36 0.96593 1.2216
3 5m/36 0.90631 1.3020
4 7m/36 0.81915 1.4405
5 97/36 0.70711 1.6688
6 117/36 0.57358 2.0573
7 137/36 0.42262 2.7921
8 157/36 0.25882 4.5592
9 1771/36 0.08716 13.5383
10 197/36 -0.08716 -13.5383
11 21m/36 -0.25882 -4.5592
12 2371/36 -0.42262 -2.7921
13 25m/36 -0.57358 -2.0573
14 271/36 -0.70711 -1.6688
15 297/36 -0.81915 -1.4405
16 317/36 -0.90631 -1.3020
17 337/36 -0.96593 -1.2216
18 35m/36 -0.99619 -1.1845
19 37n/36 -0.99619 -1.1845
20 397/36 -0.96593 -1.2216
21 417/36 -0.90631 -1.3020
22 437/36 -0.81915 -1.4405
23 45m/36 -0.70711 -1.6688
24 47m/36 -0.57358 -2.0573
25 497/36 -0.42262 -2.7921
26 51m/36 -0.25882 -4.5592
27 531/36 -0.08716 -13.5383
28 55m/36 0.08716 13.5383
29 57m/36 0.25882 4.5592
30 597/36 0.42262 2.7921
31 61m/36 0.57358 2.0573
32 6371/36 0.70711 1.6688
33 65m/36 0.81915 1.4405
34 671/36 0.90631 1.3020
35 697/36 0.96593 1.2216
36 71m/36 0.99619 1.1845




122 Capitulo 6. Aproximacion del Tipo Il
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Cond
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Figura 6.12: Resultados graficos del ejemplo 6.3: (a) Distribucién de los
polos y los ceros. (b) Amplificacién del recuadro

= Ejemplo 6.4 Implemente un filtro pasa bajas digital basado en la aproximacién Chebyshev
del tipo II, utilizado en un sistema que digitaliza las sefiales analdgicas presentes en su entrada
a una frecuencia de muestreo f;,, = 8 kHz. Las caracteristicas del filtro digital son
» Méxima pérdida en la banda de paso de < 1.5 dB,
= Limite de la banda de paso del filtro digital: 800 Hz,
= Atenuacioén en la banda de rechazo: = 30 dB
= Limite de la banda de rechazo del filtro digital: 1.4 kHz.
Utilice la transformacién bilineal para obtener el filtro digital a partir de la funcién de
transferencia de un filtro analégico con la aproximacién Chebyshev del tipo II.
Determine:
a) La frecuencia de paso, Q,, y de rechazo, Q,, del filtro anal6gico de acuerdo con las
especificaciones dadas al filtro digital (utilizando la transformacién bilineal),
b) El orden del filtro analégico,
¢) Laubicacién de los polos y los ceros del filtro analégico,
d) La funcién de transferencia del filtro analégico pasa bajas basada en la aproximacién
Chebyshev del tipo II,
e) La funcién de transferencia del filtro digital pasa bajas basada en la aproximacién
Chebyshev del tipo II (aplicando la transformacién bilineal) y
f) Laarquitectura del filtro digital utilizando la forma directa II, implementada mediante
una estructura en cascada con funciones de transferencia a los mas de segundo orden.

Solucion:

Inciso (a) Considerando el trabajo exhaustivo que se ha desarrollado para las teorias de apro-
ximacion en frecuencia en el disefo de los filtros analégicos y lo sencillo que es convertir las
especificaciones de frecuencia de un filtro analégico a las correspondiente especificaciones de
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frecuencia de un filtro digital, la funcién de transferencia del filtro digital solicitado se obtiene
a partir de la funcién de transferencia del filtro analégico al aplicarle una transformacién, en
nuestro caso la transformacion bilineal.

La frecuencia de paso (€2)) y de rechazo (Q2,) solicitada en la enunciacion del problema son
pardmetros de las caracteristicas en frecuencia de un filtro analégico, la determinacion de sus
valores permitird, junto con otros pardmetros, obtener la funcién de transferencia de dicho filtro.
Es importante enfatizar que estas frecuencias, Q,, y Q, deben tener una correspondencia con
sus equivalentes en el filtro digital.

Para obtener las frecuencias Q, y Q, se utiliza la expresion (6.58) correspondiente a la
transformacion bilineal, cuya relacion se muestra en la figura 6.13.

|Hed)| |2, ()|

\ |
} \ ® 2tan'1(QT) I‘\ T 2
(Y 2 '\
[ Y | \
B R -
L NN L M ” T e
0 w, o n @ 0 Qp Q Q

Il I | |
- o
I Lo
| Lo
I : :

o g 1
I Lo
I .
[ Lol
[ Lol
\ \ [
\ \ | |
I [
I I
I I
I I
I I
I I
I [
I [
} } Q= 2 tan (9) : :
I 2 I
I |
| S ————— -
| |

| |
0 % by » 0 Q
Figura 6.13: Proceso de mapeo utilizando la transformacién bilineal

2 w

Q:—m@—) (6.58)
T 2

La figura 6.13 muestra que para una caracteristica en frecuencia de un filtro digital, se puede
construir graficamente la caracteristica en frecuencia de un filtro analégico y viceversa. En la
parte superior derecha de la figura se presenta la respuesta en frecuencia del filtro analégico. En
la parte superior izquierda la respuesta en frecuencia del filtro digital normalizada en frecuencia
(Wm = 27 fim, donde f;, = 1/T Hz, con T = 1 seg.) con escala de 0 a 7 rad/seg (w;,/2 = n).
Mientras que en la parte inferior izquierda se ilustra el efecto de la transformacién bilineal.

Antes de obtener los valores numéricos de las frecuencia Q) y Q, conviene escalar el valor
de la frecuencia de paso y de rechazo del filtro digital, indicadas en la enunciacién del problema,
de manera que estos se ajusten a la escala indicada en la imagen de la parte superior izquierda
de la figura 6.13, es decir, se considera la frecuencia normalizada (w,,/2 = 7). Esto es,
la frecuencia w;,,/2 = 27 (4000) tendra el valor escalado a w,,/2 = , w’p = 271 (800) el valor

escaladoaw), = 0.27 ya)’r = 2m (1400) el valor escalado w, = 0.357.
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Las frecuencias solicitadas son

2 027 0.64984

Qp = = tan = (6.59)
T 2 T
2 0.357 1.22560

Qr = — tan = (660)
T 2 T

Si se consideraa 1/T = 8000 entonces
Q) = (0.64984) (8000) = 5198.72 (6.61)
Q, = (1.22560) (8000) = 9804.80 (6.62)

Inciso (b) De acuerdo con los datos del filtro pasa bajas utilizando la aproximacién Chebyshev
del tipo Il y apoyédndose en la representacion gréfica de la figura 6.14, se determina que

—~1.5dB=-10log(l + ')
100.15 =1+ 82
£ = V10015 — 1 = 0.6423
y -30dB=—-10log(1 + A%

A=V10% -1 =31.6070

ry 2
|Hu(@)]

Q, Q, Q

Figura 6.14: Magnitud en potencia del filtro
Chebyshev del tipo II, para el ejemplo 6.4

El orden del filtro (vea la ecuacion (6.17)), con A = 31.6070, ¢ = 0.6423 y Q,/Q),, = 1.8860, es

A 31.6070
-1 - -1
cosh (a) cosh ( 0.6423 ) _ cosh™! (49.209)

)_ cosh™!(1.8860) 1.2485

N = = 3.676
Q

cosh™! (—r
QP

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea N = 4.

Inciso (c) Se inicia con la obtencién de los polos. Para ello, se hace uso de las expresiones
(6.55), (6.56), (6.57), (6.52), (6.53), (6.45) y (6.47), las cuales se reescriben a continuacién (Por
conveniencia se cambi6 Qj por 9 en (6.55)).

Sk =0+ jO

QrYk
con Op=—— 5
Ye t Ok
Q
oy = rPk

R
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Yr = sennisenhvy

Pk = cosny coshvy

2k -1
nk:( 2N )”

1

Vp = £ —
k=N

Se determina el valor de vg, con N = 4, € = 0.6423 y w,/w, = 1.8860, esto es

senh™! [ cosh [N cosh™ (w,/w))]]

U = J_risenh_l [(0.6423) cosh [4 cosh™!(1.8860)] ]

v = +1.13785

senhv; = senh (1.13785) = 1.39977

cosh vy = cosh(1.13785) = 1.72028

Algunos pasos en el cdlculo de los polos se muestra en la tabla 6.12 y 6.13.

Tabla 6.12: Célculo de los polos del ejemplo 6.4, primera parte

Yk = Pk =
k| nx cosn g senng sennisenhvy  cosngcoshuy
1 /8 0.92388 0.38268 0.53566 1.58933
2 | 31/8 0.38268  0.92388 1.29322 0.65832
3 | 57/8 -0.38268 0.92388 1.29322 -0.65832
4 | 7n/8 -0.92388  0.38268 0.53566 -1.58933
5| 7n/8 -0.92388 -0.38268 -0.53566 -1.58933
6 | 5m/8 -0.38268 -0.92388 -1.29322 -0.65832
7 | 37/8 0.38268 -0.92388 -1.29322 0.65832
8 | m/8 0.92388 -0.38268 -0.53566 1.58933

Tabla 6.13: Cdlculo de los polos del ejemplo 6.4, segunda parte

k Y% +p?c 2Yk 2 2pk > ( gzlr Ykz (22r sz
YitPr  YitPk Vit Pk Vit Pk
1| 281290 0.19043 0.56501  -1867.1281  5539.8100
2 | 2.10580 0.61412 0.31262 -6021.3238 3065.1766
3| 2.10580 0.61412 -0.31262  -6021.3238  -3065.1766
4 | 2.81290 0.19043 -0.56501 -1867.1281 -5539.8100
5| 2.81290 -0.19043 -0.56501  1867.1281  -5539.8100
6 | 2.10580 -0.61412 -0.31262 6021.3238 -3065.1766
7 | 2.10580 -0.61412 031262  6021.3238  3065.1766
8 | 2.81290 -0.19043 0.56501 1867.1281 5539.8100

De la tabla 6.13 se obtiene la ubicacién de los polos, considerando aquellos que se encuen-
tran a la izquierda del eje imaginario por motivos de estabilidad, los cuales se enumeran a
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continuacion.
s1 = —1867.1281 + j5539.8100
s, = —6021.3238 + j3065.1766
s3 = —6021.3238 — j3065.1766
s¢ = —1867.1281 — j5539.8100

Para la ubicacién de los ceros se hace uso de la expresién (6.25), la cual se especifica a
continuacion.
JQr

(Zk— 1)
cos b1
2N

2k =

Algunos pasos en el calculo de los ceros se muestran en la tabla 6.14.

Tabla 6.14: Célculo de los ceros del ejemplo 6.4

i 2k-1 2k-1 Q,
(W)” COS( 2N )” (Zk—l)
COS|——— | 7T
2N
1 /8 0.92388 10612.6337
2 3m/8 0.38268 25621.4069
3 5m/8 -0.38268 -25621.4069
4 7m/8 -0.92388 -10612.6337
5 Tm/8 -0.92388 -10612.6337
6 5m/8 -0.38268 -25621.4069
7 37/8 0.38268 25621.4069
8 /8 0.92388 10612.6337

De la tabla 6.14 se obtiene la ubicacion de los ceros, los cuales se enumeran a continuacion.

z1 = +j10612.6337
zp = +j25621.4069
z3 = —j25621.4069
zg = —j10612.6337

Inciso (d) La funcién de transferencia del filtro anal6gico pasa bajas basada en la aproximacién
Chebyshev del tipo II se determina a partir de los polos y los ceros obtenidos en el inciso (c).

Utilizando la informacién de la tabla 6.13 indicando la ubicacién de los polos, se observa
que al aparecer un polo complejo también aparece su conjugado, por lo que éstos se pueden
agrupar de la forma

(s—so(s—sg)=(s—0ok—jok) (s—or+jOi) = (s—(7k)2+19?c
(s—so(s—sp) = 32—2<7ks+ai+19?C

Para el polo s; y su conjugado s4, con o; = —1867.1281 y 9; = 5539.8100, se tiene
(s—51)(s—s4) = (s—s1) (s—s}) = s* +2(1867.1281) 5 + (1867.1281)* + (5539.81)*

(s — 51) (s — 54) = s° + 3734.2562 5 + 34175662.18

Para el polo s, y su conjugado s3, con o2 = —6021.3238 y 9, = 3065.1766, se tiene

(s—82) (s—s3) = (s — 52) (s — 53) = s* +2(6021.3238) 5 + (6021.3238)* + (3065.1766)*
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(s —89) (s — 83) = s + 12042.6476 s + 45651647.89

Utilizando la informacién de la tabla 6.14 indicando la ubicacién de los cero, se observa que
al aparecer un cero complejo también aparece su conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar
de la forma

(s—zK) (s—2p) = (s—jOk) (s+ jOk) = s* +
(s—zp) (s—z}) = 32+19%

Para el cero z; y su conjugado z4, con 9; = 10612.6337, se tiene
(s—21) (s—z4) = (s—21) (s — 2]) = §° + (10612.6337)*
(s — 21) (s — 24) = §° + 112627994.1

Para el cero zp y su conjugado z3, con 9, = 25621.4069, se tiene
(s—22) (s—23) = (s — 22) (s — 2;) = s* + (25621.4069)*
(§—22)(s—12z3) = s% + 656456491.5

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko (8% + 112627994.1) (s* + 656456491.5)

H(s) = 7 2
(2 +3734.2562 s + 34175662.18) (s + 12042.6476 s + 45651647.89)

Se determina la constante de normalizacién Kj al evaluar la funcién de transferencia en
s=jQ

HO = HO)|

Ko (112627994.1 — Q%) (656456491.5 — Q?)

H(Q) =
(34175662.18 — Q2 + j3734.2562Q) (45651647.89 — Q2 + j12042.6476C)

Luego, la magnitud se evaliia paraQ = 0

|H(Q)| | _ Ko (112627994.1) (656456491.5)
Q=0 (34175662.18) (45651647.89)

= Ko (47.38915) =1

Ko = 0.0211

La funcién de transferencia solicitada para el filtro analégico es

0.0211(s? + 112627994.1) (s* + 656456491.5)

H(s) = 2 2
(s? +3734.2562 s + 34175662.18) (s> + 12042.6476 s + 45651647.89)
0 como
His) 0.0211 (s* + 112627994.1) ( s? +656456491.5 6.63)
S) = .
s? +3734.2562 s +34175662.18 | | s? + 12042.6476 s + 45651647.89

Otra forma de expresar la funcién de transferencia del filtro analégico es en funcién de T.
Esto es, se multiplica cada coeficiente en (6.63) por (6.64), como se muestra a continuacion.

T (6.64)

T 1 (T)Z 1
= 0]
T 8000T

T ~ (8000)2 T2
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T 2
0.0211(s% + 112627994.1(?) )
H(s) = >
T T
s2 +3734.2562 T $+34175662.18 T
T 2
2
s +656456491.5(—)
T
T T\?
s2 +12042.6476 T s+45651647.89 7
,  [2)?(1.75981
0.0211s% + = n
H(s) = 5
) ((2)(0.46678)) (2) (0.53399)
sc+ = s+ =
T 2 T 4
, (2)2(10.25713)
scH=] | ——
T 4
) ((2)(1.50533)) (2)2(0.71331)
s+ = s+ | =
T 2 T 4
2 2
0.0211 (52 + (?) (0.4399))
H(s) =

o {(FJozzma)ee (3]
s+ ([=](0.2334)|s + | =] (0.1335)
T T

2 2
52+(—) (2.5643)
T

[FJomn)s+ 3
—=100.7527) | s + | =
T T

Inciso (e) La funcién de transferencia del filtro digital pasa bajas basada en la aproximacion
Chebyshev del tipo II se obtiene al aplicar la transformacién bilineal a (6.65).

La transformacion bilineal es una transformacién algebraica entre el plano s y z que trans-
forma el eje jQ del plano s al circulo unitario del plano z. Esta se realiza al sustituir (6.66)
en la funcién de transferencia del disefio del filtro analégico, obteniendo asi la funcién de
transferencia del disefio del filtro digital.

2(1-z71

3 (6.65)

s2+ (0.1783)

Esto es, al sustituir (6.66) en (6.65) se obtiene

2
0.0211 (52 + (%) (0.4399))

2

H(2) = H(s)’szz(l_z_l) -

1+z71

2 2
2+ |[=10.2334)|s + | =] (0.1335)
T T
2 2
$2 + (— (2.5643)
T
x 2
2 2
2+ [=]0.7527)|s + | =] (0.1783)
T T

S=
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oo (5] (55~ ( wem] (5]

H(z) = 5

217 (1227 0.2334 2" 0.1335 (Z)
3] (155 + oz (15) (5] 0 {5

2\2(1-z 1\ [2)2 T)2
() [ies) +[7) @oom 3
T) \1+2z1 T 2

) omsen(2) (=)« (2] warm | (5]
' T) \1+z71) \1) 2

1-z
1+z1

5\2
8
)
0.0211
1+2z71

2

+ 0.4399)

H(z) =

_ 142 _ -1 -1
(1 a ) + (0.2334)(1—2_) +o.1335 | (1F27)
1+z71 1+z71
1-2z1\°
(1 = + 2.5643 ((1+Z_1)2)
X
_ 132 _ 1 -1y2
(1 z ) + (0.7527)(1 z ) voa7ss [\ 01+27)
1+2z1 1+2z71
0.0211((1 - 271)? + (0.4399) (1 + 27)°)
H(z) =
(1-271)%+0.2334) (1 - z71) (1 + z71) + (0.1335) (1 + z~1)°
( (1-2"1%+(2.5643) (1 + z71)° )
X
(1-271) +(0.7527) (1 - z71) (1 + 2z71) + (0.1783) (1 + z71)°

La funcién de transferencia solicitada para el filtro digital es

(1.4399 — 1.1202 27! + 1.4399 z‘z))

H(z) = 0.0211
1.3669 — 1.7330z7! + 0.9001 z 2

(3.5643 +3.1286z7 ! + 3.5643 z‘z)
1.9310 — 1.6434 2z ! + 0.4256 z~2

(6.67)

1-0.7780z" 1 + 1272 ) ( 1+0.8778z7 1 + z72 )
1-1.2678z"1 +0.65852z72) (1 —0.8511z"1 + 0.2204 z2

H(z) = 0.041(

Del andlisis anterior se infiere que los coeficientes del polinomio numerador y denominador

de la funcién de transferencia del filtro digital se pueden obtener suponiendo a T = 1 rad/seg.

Inciso (f) La arquitectura del filtro digital pasa bajas basada en la aproximacién Chebyshev
del tipo II se obtiene de la expresion (6.67). Esta se implementa utilizando la forma directa I,
mediante una estructura en cascada con funciones de transferencia a los més de segundo orden.

La expresion (5.67) se puede representar como una concatenacion de funciones de transfe-

rencia a lo més de segundo orden, vea la figura 6.15, como se muestra a continuacion.

H(z) = Ao Hi(2) H2(2)

donde

1-0.7780z" + 1272

Ay = 0.041 , Hy(z2) =
0 &) = 171267821 4 0.65852-2
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Aq
x(n) =—>———> H,(2) H,(z) H,(2) oo H,(2) — v(n)

Figura 6.15: Representacion de la arquitectura del filtro en cascada

1+0.8778z7 1 + z72

Hy(z) =
2(8) = T 0851121 1 0.2200 22

Cada funcion de transferencia de la forma (6.68) tiene una estructura como la mostrada en
la figura 6.16.

1+ ap z b+ 5% z72

Hi(2) = (6.68)

1+ by 27l + by z72

-0.2204
<
“~J

Figura 6.17: Arquitectura del filtro digital pasa bajas del ejemplo 6.4

Utilizando como referencia a (6.68) y a la figura 6.16, el filtro digital pasa bajas expresado
como en (6.67) tiene la arquitectura mostrada en la figura 6.17.

= Ejemplo 6.5 Implemente un filtro pasa bajas digital basado en la aproximacién Chebyshev
del tipo II, utilizado en un sistema que digitaliza las sefiales analdgicas presentes en su entrada
a una frecuencia de muestreo f;,, = 8 kHz. Las caracteristicas del filtro digital son

= Maéaxima pérdida en la banda de paso de < 2 dB,

= Limite de la banda de paso del filtro digital: 800 Hz,

= Atenuacion en la banda de rechazo: = 35 dB

» Limite de la banda de rechazo del filtro digital: 2 kHz.

Utilice la transformacién bilineal para obtener el filtro digital a partir del funcién de transfe-
rencia de un filtro analégico con la aproximacién Chebyshev del tipo II.
Determine:
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a) La frecuencia de paso, Q, y de rechazo, Q,, del filtro analégico de acuerdo con las
especificaciones dadas al filtro digital (utilizando la transformacién bilineal),

b) El orden del filtro analégico,

¢) Laubicacién de los polos y los ceros del filtro analégico,

d) La funcién de transferencia del filtro analégico pasa bajas basada en la aproximaciéon
Chebyshev del tipo I,

e) La funcion de transferencia del filtro digital pasa bajas basada en la aproximacion
Chebyshev del tipo II (aplicando la transformacién bilineal) y

f) La arquitectura del filtro digital utilizando la forma directa I, implementada mediante una
estructura en paralelo con funciones de transferencia a los mas de segundo orden.

Solucion:

Inciso (a) Considerando el trabajo exhaustivo que se ha desarrollado para las teorias de apro-
ximacién en frecuencia en el disefio de los filtros analégicos y lo sencillo que es convertir las
especificaciones de frecuencia de un filtro analégico a las correspondiente especificaciones de
frecuencia de un filtro digital, la funcién de transferencia del filtro digital solicitado se obtiene
a partir de la funcién de transferencia del filtro analégico al aplicarle una transformacién, en
nuestro caso la transformacién bilineal.

La frecuencia de paso (€2)) y de rechazo (Q;) solicitada en la enunciacion del problema son
parametros de las caracteristicas en frecuencia de un filtro analégico, la determinacion de sus
valores permitird, junto con otros parametros, obtener la funcién de transferencia de dicho filtro.
Es importante enfatizar que estas frecuencias, Q) y Q,, deben tener una correspondencia con
sus equivalentes en el filtro digital.

Para obtener las frecuencias Q) y Q, se utiliza la expresion (6.58) correspondiente a la
transformacién bilineal, cuya relacién se muestra en la figura 6.13.

Antes de obtener los valores numéricos de las frecuencia Q) y Q,, conviene escalar el valor
de la frecuencia de paso y de rechazo del filtro digital, indicadas en la enunciacién del problema,
de manera que estos se ajusten a la escala indicada en la imagen de la parte superior izquierda
de la figura 6.13, es decir, se considera la frecuencia normalizada (w,,/2 = 7). Esto es, la
frecuencia w;,/2 = 27 (4000) tendra el valor escalado a w,,/2 = 7, w’p = 271 (800) escalado a

wp =021y w’r = 2m(2000) escalado a w, = 0.57. Las frecuencias solicitadas son

2 02n 0.64984
Qp = — tan =

T 2 T

2 0571 2
Q= —=tan|——| = =

T 2 T

Si se consideraa 1/T = 8000 entonces
Q; = (0.64984) (8000) = 5198.72
Q, = (2) (8000) = 16000

Inciso (b) De acuerdo con los datos del filtro pasa bajas utilizando la aproximacién Chebyshev
del tipo I y apoyandose en la representacion grafica de la figura 6.14, se determina que

—2dB=-10log(1 + ')
£=110%2 -1 =0.7648
y - 35dB=-10log(l + A?)

A =V1035 -1 = 56.2252
El orden del filtro (vea la ecuacion (6.17)), con A = 56.2252, ¢ = 0.7648'y Q,/Q), = 3.0777, es

A 56.2252
-1 - -1
cosh ( ) cosh ( 0.7648 ) cosh™! (73.516)

N = L = — = =2.788
cosh! (&) cosh™ (3.0777) 1.7898

Qp
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Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea N = 3.

Inciso (c) Se inicia con la obtencién de los polos. Para ello, se hace uso de las expresiones
(6.55), (6.56), (6.57), (6.52), (6.53), (6.45) y (6.47), las cuales se reescriben a continuacién (Por
conveniencia se cambi6 Q por 9 en (6.55)).

Sk =0k + jOk

_ Qr Yk
con o) =—— 3
Ye T Pk

Qpk

Ok = zr 2

Yi t Pk

Yk = senngsenhvy

Pk = cosng coshvy

2k —1
n’“:( 2N )”

1
N
Se determina el valor de vg, con N = 3, € = 0.7648 y w,/w), = 3.0777, esto es

v = + —senh ™! [£ cosh [N cosh™ (w/w))]]
1
Ve =t senh™! [(0.7648) cosh [3 cosh™(3.0777)]]
vk = +1.70047
senhv; = senh (1.70047) = 2.64696

cosh vy = cosh(1.70047) = 2.82956

Algunos pasos en el célculo de los polos se muestra en la tabla 6.15 y 6.16.

Tabla 6.15: Célculo de los polos del ejemplo 6.5, primera parte

Yk = Pk =

k Nk CoSNk senn sennisenhvy cosnycoshvy
1 /6 0.86603 0.5 1.32348 2.45048

2| 3n/6 0 1 2.64696 0

3 | 5m/6 -0.86603 0.5 1.32348 -2.45048

4 | 7n/6  -0.86603 -0.5 -1.32348 -2.45048

5| 9n/6 0 -1 -2.64696 0

6 | 117/6 0.86603 -0.5 -1.32348 2.45048

De la tabla 6.16 se obtiene la ubicacion de los polos, considerando aquellos que se encuen-
tran a la izquierda del eje imaginario por motivos de estabilidad, los cuales se enumeran a
continuacion.

s1 = =—2730.08 + j5054.88
s = —6044.80
s3 = =—2730.08 — j5054.88

Para la ubicacién de los ceros se hace uso de la expresién (6.25), la cual se especifica a
continuacion.

i

(Zk— 1)
cos b2
2N

2k =




133

Tabla 6.16: Calculo de los polos del ejemplo 6.5, segunda parte

k Yi + Pi .2)/]c 2 2pk > ?r Ykz ?r pkz
YitPr YitPk Yt Pr) Vit Pk

1| 775645 0.17063  0.31593 -2730.08 5054.88

2 | 7.00640 0.37780 0 -6044.80 0

3 | 7.75645 0.17063 -0.31593  -2730.08  -5054.88

4 | 7.75645 -0.17063 -0.31593 2730.08 -5054.88

5 | 7.00640 -0.37780 0 6044.80 0

6 | 7.75645 -0.17063 0.31593 2730.08 5054.88

Algunos pasos en el cdlculo de los ceros se muestran en la tabla 6.17.

Tabla 6.17: Célculo de los ceros del ejemplo 6.5

k (Zk—l
2N

Q

) (Zk—l)
T COoS b4
2N

;
(Zk— 1)
os|——|m
2N

D s W N -

/6
3n/6
5m/6
Tnl6
/6
117/6

0.86603
0
-0.86603
-0.86603
0
0.86603

18475.1106
En el infinito
-18475.1106
-18475.1106
En el infinito

18475.1106

De la tabla 6.17 se obtiene la ubicacién de los ceros, los cuales se enumeran a continuacién.

z1 = +j18475.1106
z, = Cero en el infinito
z3 = —j18475.1106

Inciso (d) La funcién de transferencia del filtro analégico pasa bajas basada en la aproximacién

Chebyshev del tipo II se determina a partir de los polos y los ceros obtenidos en el inciso (c).
Utilizando la informacién de la tabla 6.16 indicando la ubicacién de los polos, se observa

que al aparecer un polo complejo también aparece su conjugado, por lo que éstos se pueden

agrupar de la forma

(s=so(s—sp)=(s—0ok—jOk) (s— o+ jk) = (s —op)* + 0

* 2 2 2
(s—su)(s—sg)=5"-20ks+0;+ 9

Para el polo s; y su conjugado s3, con 01 = —2730.08 y 9; = 5054.88, se tiene
(s—51) (s —s3) = (s — 51 (s = s}) = s +2(2730.08) s + (2730.08)* + (5054.88)*

(s — 1) (s — s3) = §° + 5460.16 5 + 33005148.62

Utilizando la informacién de la tabla 6.17 indicando la ubicacién de los cero, se observa que
al aparecer un cero complejo también aparece su conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar

de la forma

(s—zK) (s—2p) = (s— jOk) (s+ jOk) = s>+ 0%

(s—zk)(s—z,";)=32+1‘)i
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Para el cero z; y su conjugado z3, con 9; = 18475.1106, se tiene
(s—21) (s—23) = (s — z1) (s — 2) = s* + (18475.1106)*
(s — z1) (s — z3) = s2 + 341329711.7

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko (s? +341329711.7)
(s? +5460.16 s + 33005148.62) (s + 6044.8)

H(s) =

Se determina la constante de normalizacién Kj al evaluar la funcién de transferencia en
s=jQ

H@ = HE)| _

Ko (341329711.7 - Q?)
(33005148.62 — Q2 + j5460.16Q2) (6044.8 + j Q)

HQ) =

Luego, la magnitud se evaltia paraQ = 0

Ko (341329711.7)
H@I|

= = Kp(1.710844x107%) = 1
=0~ (33005148.62) (6044.8)

Ko = 584.5068
La funcién de transferencia solicitada para el filtro analégico es

584.5068 (s* + 341329711.7)

H(s) = —
(s% +5460.16 s + 33005148.62) (s + 6044.8)

(6.69)

Otra forma de expresar la funcién de transferencia del filtro analégico es en funcién de T.
Esto es, se multiplica cada coeficiente en (6.69) por (6.70), como se muestra a continuacion.

T 1 T? 1 6.70)
—_ = 0 _—= — .
T 8000T T2~ (8000)2 T2
,  [2)?(5.3333
584.5068 s + | n )
H(s) =

I BT

2
584.5068(32 + (;) (1.3333)) ]
H(s) = > 2 2 2 (6.71)
§2 + ((—) (0.3413) | s + (—) (0.1289) || s + (—) (0.3778)
T T T

Inciso (e) La funcién de transferencia del filtro digital pasa bajas basada en la aproximacién
Chebyshev del tipo II se obtiene al aplicar la transformacion bilineal a (6.71).

La transformacion bilineal es una transformacién algebraica entre el plano s y z que trans-
forma el eje jQ del plano s al circulo unitario del plano z. Esta se realiza al sustituir (6.72)
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en la funcién de transferencia del disefio del filtro analégico, obteniendo asi la funcién de
transferencia del disefo del filtro digital.

2(1-z71

Esto es, al sustituir (6.72) en (6.71) se obtiene

H(z) = H(s)|

1=
T\1+z71

s2+

2 2
1.3333
T ( )

584.5068

. ([2 2)? s+(3)(o 3778)
s +((?)(0.3413))s+(?) (0.1289) =] ©.

s:;(@)

T\1+z71
2\2(1-z"1 [2)?2 T\2
A LSS g g 1
_ T) \1+2z7! T 2
2\2(1-z71\? 2\ (1-z71\ (22 T)?
(—) (—) +0.3413(—) ( )+(—) 0.1289) || | =
T) \1+2z71 T) \1+2z71 T 2
T
584.5068 5
(2)(1_2_1 +(2)(03778) L
T/(1+2z71 T 2
1-2z71)? T
7| +1.3333 584.5068 | —
H(z) =
1-z71\? 1-z71 1-z1
——— | +0.3413| ———|+0.1289 —— | +0.3778
1+2z7! 1+2z7! 1+z

( (1-271)"+1.3333(1+271)° )
(1-271)*+0.3413(1-271) (1+271) +0.1289 (1 + z1)*

T
584.5068(5) (1+z7h)

1-2z71+0.3778(1+2z71)

T 1
dado que: — = ——, entonces
2 16000
Hz) = (2.3333 +0.6666z71 + 2.3333 z—2) 0.03653 (1+z71)
- (14702 - 1.7422 271 +0.7876 272 | | 1.3778 — 0.6222 2!

La funcién de transferencia solicitada para el filtro digital es

(6.73)

14+0.2857z7 1+ 272 1+2z7!
H(z) = 0.0421

1-1.1850z"1 + 0.5357z72) {1 — 0.4516 27!

Inciso (f) La arquitectura del filtro digital pasa bajas basada en la aproximacién Chebyshev
del tipo II se obtiene de la expresién (6.73). Esta se implementa utilizando la forma directa I,
mediante una estructura en paralelo con funciones de transferencia a los més de segundo orden.
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La estructura en paralelo se obtiene al descomponer la funcién de transferencia en una
suma de funciones mas sencilla (sistemas de primero y segundo orden) y una constante, como
se muestra en la figura 6.18, cuya expresion estd dada por (6.74) o por (6.75).

H(z) = Ay + Hi(2) + Ho(2) + ... + Hy(2) (6.74)
M
H(z) = Ag + )_ Hy(2) (6.75)
k=1
A,
H, (@)
H,()
x(n) +>—— y(n)
H,()

I—’ Hy(2)

Figura 6.18: Representacion de la arquitectura del filtro en paralelo

La expresion (6.73) se adecua de manera que se pueda aplicar el método de expansién por
fracciones parciales y asi determinar la estructura en paralelo solicitada, como se muestra a
continuacion.

22 4+0.2857z + 1 z+1
H(z) = 0.0421

z2 - 1.1850z + 0.5357 ) \ z — 0.4516
He) 0.0421 (2% + 0.2857z + 1) (z + 1)
Z) =
(z — 0.5925 + j0.4297) (z — 0.5925 — j0.4297) (z — 0.4516)
Aplicando expansién por fracciones parciales se tiene
H(z) 0.0421 (z* +0.2857z + 1) (z + 1)
z  |z(z-0.5925— j0.4297)(z — 0.5925 + j0.4297) (z — 0.4516)

A B B* C

+ + +
z z—0.5925-j0.4297 z—-0.5925+ j0.4297 z—0.4516

donde
H(2) 0.0421 (z* +0.2857z + 1) (z + 1)
A= z| = = —0.1740
z z=0  \(2* —1.1850z +0.5357) (z = 0.4516) || _,
H(2) .
B = (z —0.5925 — j0.4297)
2=0.5925+j0.4297

[ 0.0421 (2% +0.2857z + 1) (z + 1)
~ | z(2-0.5925 + j0.4297) (z - 0.4516)

2=0.5925+j0.4297
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0.0421 ((0.5925+ j0.4297)” + 028569 (0.5925 + 0.4297) + 1]

(0.5925 + j0.4297) (0.5925 + j0.4297 — 0.5925 + j0.4297)

( 0.5925 + j0.4297 + 1 )
X
0.5925 + j0.4297 — 0.4516

(0.0421 (0.1664 + j0.5092 + 1.1693 + j0.1228)) (1.5925 + j0.4297)
(0.5925 + j0.4297) (j0.8594) 0.1409 + j0.4297

~ (0.0421 (1.3357 + j0.6320)) (1.5925 + j0.4297)
' —0.3693 + j0.5092 0.1409 + j0.4297

~0.0421 (1.8555 + j1.5804)
~ —0.2708 — j0.0869

= 0.5204 (—0.6398 — j0.2667)

B =-0.3330 - j0.1388

B* = —0.3330 + j0.1388

0421 (z% + 0.2 1 1
C- (H(z))(z_0.4516) ~ (00 (22 +0.2857z + 1) (z + ))
Z

- z (2% - 1.1850 2 + 0.5357)

2=0.4516 2=0.4516

_0.0421 ((0.4516)* + 0.2857 (0.4516) + 1) (0.4516 + 1)
~ (0.4516) ((0.4516)? — 1.1850 (0.4516) + 0.5357)

_0.0421 (1.3330) (1.4516)

= 0.8821
(0.4516) (0.2045)
H(z)  —-0.1740 N —0.3330 — j0.1388 N —0.3330 + j0.1388 N 0.8821
z z z—0.5925 - j0.4297 z-—0.5925+ j0.4297 =z - 0.4516

0.3330 + j0.1388 0.3330 — j0.1388
H(z) = —0.1740 — z +

z—0.5925 — j0.4297  z — 0.5925 + j0.4297

+0.8821 (—Z - 02‘4516)

(z - 0.5925 + j0.4297) (0.3330 + j0.1388)
(z - 0.5925 — j0.4297) (z — 0.5925 + j0.4297)

H(z) = -0.1740 — z

(z - 0.5925 — j0.4297) (0.3330 — j0.1388) z
+ +0.8821 (—————)
z? —1.1850z + 0.5357 z—0.4516
—0.666 z + 0.5139 z
H(z) = —0.1740 + z| +0.8821 (————— |
2% —1.1850z + 0.5357 z—0.4516



138 Capitulo 6. Aproximacion del Tipo Il

—0.666 + 0.5138 271
H(z) = —0.1740 + +0.8821
1-1.1850z"! + 0.5357 z2

_— 6.76
1- 0.45162_1) ( )

La expresion (5.76) se puede representar como una suma de funciones mds sencilla de la
forma (6.77).

H(z) = Ag + H1(2) + Hx(2) 6.77)
donde
Ag = —0.1740

—0.666 + 0.5138z71
1-1.1850z"! + 0.5357 z2

Hy(z) =

H, =0882]l | ————
2(2) (1 - 0.4516z—1)

Cada funcién de transferencia de primer orden de la forma (6.78), o de segundo orden de la
forma (6.79), tiene una estructura como la mostrada en la figura 6.19, o como la mostrada en la
figura 6.20, respectivamente.

axo

Hi(z2) = ————
k() 1+bk1.Z_1

(6.78)

ayxo + agl z7!
1+ bkl z7l + bkg z72

Hi(z) = (6.79)

x(n) y(n)

Figura 6.20: Arquitectura del filtro en paralelo de 2do orden

Utilizando como referencia a (6.78) y a (6.79) y a las figuras 6.19 y 6.20, el filtro digital pasa
bajas expresado como en (6.76) tiene la arquitectura mostrada en la figura 6.21.
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-0.174

0.4516

"
\t)

Figura 6.21: Arquitectura del filtro digital pasa bajas del ejemplo 6.5






. Determine la correspondiente funcién de transferencia a partir de la magnitud en
potencia:

16

Hw)l = ——
[H(@) 6 +5w? + wt

. Determine la correspondiente funcién de transferencia a partir de la magnitud en
potencia:

6(9 - w?)’

Hw)P=———2
[H(@) 6 +5w? + wt

. Determine la correspondiente funcién de transferencia a partir de la magnitud en
potencia:

Ho)? = ————
H@)] 1 - w?+ ot

. Parala siguiente distribucién de polos, grafique su ubicacién en un diagrama de polos y
ceros. Estos corresponden a un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I de orden N = 6, con
unrizo en la banda de paso de 0.5d B y una frecuencia de paso w, = 10 rad/seg.

s1 = —0.7765 + j10.0845

Sp = —2.1215+ j7.3824
s3 = —2.8980 + j2.70215
sq = —2.8980 — j2.70215
ss = —2.1215 - j7.3824
sg = —0.7765 — j10.0845
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I de orden N = 5, con un rizo en la banda de paso
de 1dB y una frecuencia de paso w, = 20 rad/seg, tiene la siguiente distribucion de polos.
En un diagrama de polos y ceros grafique su ubicacion.

s = —1.789 + j19.802
sp = —4.684 + j12.2385
s3 = —5.790

sq = —4.684 — j12.2385
s5 = —1.789 — j19.802

6. A partir de una distribucién de polos obtenidos de las caracteristicas de un filtro pasa

10.

11.

12.

13.

bajas Butterworth, encuentre la ubicacion de los polos para un filtro Chebyshev del tipo I
con las siguientes caracteristicas: Orden N = 4, € = 0.4y w, = 25 rad/seg. Suponga que la
posicion de los polos para el filtro Butterworth son:

s; = e/1125" = _0.382683 + j0.923879
5o = /1575 = _0.923879 + j0.382683
s3 = e J197% = _0.923879 — j0.382683
sy = e 11125 = _0.382683 — j0.923879

Para un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I con N =6, € = 0.8 yw, = 40 rad/seg,
determine:

a) Ladistribucién de los polos para la aproximacién Butterworth

b) Elvalor de ﬁ’k

¢) Los valores numéricos de senhﬁ’k y cosh ,B’k

d) Laubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev

Encuentre el valor en decibeles del ancho del rizo en la banda de paso de un filtro pasa
bajas Chebyshev del tipo I para:

a) €=0.2
b) e=0.4
c) e=0.8

Determine y grafique en un diagrama de polos y ceros los polos de un filtro pasa bajas
Chebyshev del tipo I de orden N = 4, con un rizo en la banda de paso de 0.75dB y una
frecuencia de paso w, = 30 rad/seg.

Para un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I, determine y grafique en un diagrama de
polos y ceros la distribucién de polos para un filtro de orden N = 5, con un rizo en la
banda de paso de 1.5 d B y una frecuencia de paso w, = 50 rad/seg.

Obtenga la funcion de transferencia normalizada en amplitud de un filtro pasa bajas
Chebyshev del tipo I de orden N = 6. Para ello, suponga que la distribucién de polos es la
indicada en el problema 4.

Utilice la distribucién de polos del problema 5 para determinar la funcién de transferencia
normalizada en amplitud de un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I de orden N = 5.

Determine la funcién de transferencia H(s) para un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I
normalizado en amplitud con 2 dB del ancho del rizo en la banda de paso en el intervalo
de 0 a 15 rad/segy de orden N = 4. Utilice las tablas disponibles de este manuscrito para
dar solucién al problema.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Usando las tablas disponibles de este manuscrito. Determine la funcién de transferencia
para un filtro Chebyshev del tipo I normalizado en amplitud de orden cinco con frecuencia
wp = 200 rad/seg, para unrizo en la banda de paso de:

a) 0.5dB
b) 1dB
c) 2dB

Determine la funcién de transferencia normalizada en amplitud de un filtro pasa bajas
Chebyshev del tipo I con las siguientes especificaciones:

Méxima atenuacion en la banda de paso de 1.5dB
Limite de la banda de paso: w, = 50 rad/seg
Méxima ganancia en la banda de rechazo de 50 d B
Limite de la banda de rechazo: w, = 160 rad/seg

Obtenga la funciéon de transferencia normalizada en amplitud de un filtro pasa bajas
Chebyshev del tipo I con las siguientes especificaciones:

Minima ganancia en la banda de paso de 0.7 dB
Limite de la banda de paso: w, = 30 rad/seg
Minima pérdida en la banda de rechazo de 60dB
Limite de la banda de rechazo: w, = 60 rad/seg

Se requiere disefiar un filtro Chebyshev pasa bajas del tipo I con las siguientes especifica-
ciones

Rizo en la banda de paso de 0.6 dB
Limite de la banda de paso: w, = 4 rad/seg
Minima atenuacién en la banda de rechazo de 45dB
Limite de la banda de rechazo: w, = 25 rad/seg
Determine:

a) El minimo orden del filtro

b) Lafuncién de transferencia normalizada en amplitud

c) Las expresiones para la magnitud, la ganancia en dB, la fase y el retardo de grupo

Se requiere disefiar un filtro Chebyshev pasa bajas del tipo I con las siguientes especifica-
ciones

Rizo en la banda de paso de 2.5dB
Limite de la banda de paso: w, = 50 rad/seg
Miéxima ganancia en la banda de rechazo de 80 dB
Limite de la banda de rechazo: w, = 350 rad/seg
Determine:

a) El minimo orden del filtro

b) Lafuncién de transferencia normalizada en amplitud

c) Las expresiones para la magnitud, la ganancia en dB, la fase y el retardo de grupo

Para el disefio de un filtro pasa bajas con aproximacién Chebyshev del tipo I, determine
la ubicacién de los polos y la funcién de transferencia normalizada en frecuencia de tal
forma que éste satisfaga las siguientes restricciones

Ancho del rizo en la banda de paso de 0.2dB
Atenuacién en la banda de rechazo = 30dB
Frecuencia de paso de f, = 1 kHz
Frecuencia de rechazo de f; = 2.5 kHz

Encuentre la funcién de aproximacién Chebyshev del tipo I necesaria para satisfacer las
siguientes restricciones de un filtro pasa bajas, vea la figura P20, donde
A, =0.25dB A, = 40dB

wp = 1200 rad/seg. w; = 4000 rad/seg.
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Figura P20: Representacién en potencia del filtro Chebyshev
en funcién de su pérdida, para el problema 20.

21. Un filtro Chebyshev del tipo I de quinto orden tiene una pérdida de 72dB a 4000 kHz.
Determine la frecuencia en la cual un filtro tipo Butterworth de quinto orden presenta la
misma pérdida, dado que ambas aproximaciones satisfacen las mismas restricciones en
la banda de paso.

22. Se desea un filtro pasa bajas que satisfaga las siguientes restricciones:
a) Atenuacioén en la banda de paso con 3dB desde 0 a5 kHz
b) Atenuacion = 30dB para f = 10 kHz.
Determine el minimo orden para un filtro Butterworth y un filtro Chebyshev del tipo I que
cumpla con las especificaciones.

23. Para la siguiente distribucién de polos y de ceros, grafique su ubicacién en un diagrama
de polos y ceros. Estos corresponden a un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo II de orden
N = 8, con una méaxima pérdida en la banda de paso de 1.5dB, una minima ganancia en
la banda de rechazo de 80 d B, una frecuencia de paso w;, = 45 rad/seg y una frecuencia de
rechazo w; = 95 rad/seg.

Polos:
s1 = —8.070719 + j46.763044 sg = —8.070719 — j46.763044
S» = —24.647665 + j42.514348 s7 = —24.647665 — j42.514348
s3 = —41.096135 + j31.647973 s¢ = —41.096135 — j31.647973
s4 = —52.729879 + j12.088458 S5 = —52.729879 — j12.088458
Ceros:
z1 = j96.861160 zg = —j96.861160
zp = j114.255528 z7 = —j114.255528
z3 = j170.995482 zg = —j170.995482

z4 = j486.953935 z5 = j486.953935
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24.

25.

26.

27.

28.

Un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo II de orden N = 9, con una minima ganancia en
la banda de paso de 0.75 d B, una minima pérdida en la banda de rechazo de 85dB, una
frecuencia de paso w;, = 30 rad/segy una frecuencia de rechazo w, = 60 rad/seg, tiene la
siguiente distribucién de polos y de ceros. En un diagrama de polos y ceros grafique su
ubicacién.

Polos:
s1 = —4.783710 + j32.262589 S9 = —4.783710 — j32.262589
sp = —14.731108 + j30.342346 sg = —14.731108 — j30.342346
s3 = —25.257875 + j25.203650 s7 = —25.257875 — j25.203650
sg = —34.608783 + j14.979775 sg = —34.608783 — j14.979775
s5 = —38.614317
Ceros:
z1 = j60.925597 z9 = — j60.925597
zZo = j69.282032 zg = — j69.282032
z3 = j93.343430 z7 = —j93.343430
z4 = j175.428264 zg = —j175.428264

z5 = Cero en el infinito

Determine la funciéon de transferencia normalizada en amplitud de un filtro pasa bajas
Chebyshev del tipo II con las siguientes especificaciones:

Miéxima atenuacion en la banda de paso de 1dB

Limite de la banda de paso: w, = 10 rad/seg

Miéxima ganancia en la banda de rechazo de 50 d B

Limite de la banda de rechazo: w, = 25 rad/seg

Obtenga la funciéon de transferencia normalizada en amplitud de un filtro pasa bajas
Chebyshev del tipo II con las siguientes especificaciones:

Minima ganancia en la banda de paso de 2dB

Limite de la banda de paso: w, = 150 rad/seg

Minima pérdida en la banda de rechazo de 60 dB

Limite de la banda de rechazo: w, = 700 rad/seg

Se requiere disenar un filtro Chebyshev pasa bajas del tipo II con las siguientes especifica-
ciones
Maéxima atenuacién en la banda de paso de 0.6 dB
Limite de la banda de paso: w, = 4 rad/seg
Minima atenuaci6n en la banda de rechazo de 45dB
Limite de la banda de rechazo: w, = 15 rad/seg
Determine:
a) El minimo orden del filtro
b) La funcién de transferencia normalizada en amplitud
c) Las expresiones para la magnitud, la ganancia en dB, la fase y el retardo de grupo

Se requiere disefiar un filtro Chebyshev pasa bajas del tipo II con las siguientes especifica-
ciones
Minima ganancia en la banda de paso de 2.5dB
Limite de la banda de paso: w, = 50 rad/seg
Maéxima ganancia en la banda de rechazo de 80 dB
Limite de la banda de rechazo: w, = 250 rad/seg
Determine:
a) El minimo orden del filtro
b) La funcién de transferencia normalizada en amplitud
c) Las expresiones para la magnitud, la ganancia en dB, la fase y el retardo de grupo






A.l

A. Pares de

En este apéndice se muestra a detalle el andlisis de las deducciones de las expresiones
de las respuestas al impulso, h(t), obtenidas a partir de la respuesta en frecuencia ideal del
filtro pasa bajas, pasa altas, pasa banda y rechaza banda. Para ello, se utiliza la definicion de la
transformada inversa de Fourier.

La definicién de la transformada de Fourier, .%, y su transformada inversa de Fourier, .% !,
es:

Representada en unidades de rad/seg

Fw=ﬂMM=ffmem

| oo (A.1)
x()=F Fw)] = —f Fw)e! dw
27 J-0o
Representada en unidades de Hz
F(f)= Z[f)] :f fe it ay
- (A.2)

ﬂnzﬁ*wuﬂ=f F(fe*tdqf

Transformada inversa de la senal rectangular

La sefial rectangular en funcion de la frecuencia Gy, (w) representa al filtro pasa bajas ideal
en unidades de rad/seg, 1a cual esta establecida como:

1 para —We =W < We
Goy, (W) = (A3)

0 para otros valoresde w
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G2a) (w)

(]

v

La respuesta al impulso del filtro ideal pasa bajas se obtiene al determinar la transformada
inversa de Fourier, .Z 7!, de la sefial G2y, (w), como se muestra a continuacién

g(t) = F7Gap, ()]

1 OO jot 1 e jot
g1 E‘[_ooGgwc(w)e dw = gf_wce dw

W 1

27

jt jt

ejwct e—jwct]

1 ejwt
21 ( jt)

—Wwe

1

mt

el@ct e‘f“'ft] we (sen(wc t))

2j N wct

T

We

g(t) = ff_l[szc(w)] =— (M)

We
= —Salw:1) (A.4)
wct T

Mientras que para

f(t) — kg(t) — y—l[szwc(w)] _ kwc (Sen(wc t)) _ kwc

T

Sa(w:1) (A.5)
wel

La gréfica de la funcién g(t) (cruce por cero: w.t = nm, es decir para t = nm/w., con m
un ndimero entero) es

Mientras que la grafica del par de transformadas es:
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— \/A\_/' l N
1

149

Un proceso similar se puede llevar a cabo a partir de la sefial rectangular en funcién de la

frecuencia Gay, (f) en unidades de Hz, la cual esta establecida como:

1 para —f.<f<f:
Gar.(f) = {
0 para otrosvaloresde f
Gorlf)
1
f Lof

(A.6)

La respuesta al impulso del filtro ideal pasa bajas se obtiene al determinar la transformada

inversa de Fourier, .# 1, de la sefial G, .(f), como se muestra a continuacién

gt = F 1 Goy.(f)]

*° ; fe .
g(t):f Ggfc(f)ejznftdf:f eJZHffdf
% _fc

ej2nft fe 1 ej27zfct e—janct
g =|— = — — - -
j2mt “f et 2j 2j
_ 1 ejzﬂfct — e_jzﬂfct B 2f (Sen(zﬂfct))
ot 2j O 2afer
sen(2m f. 1)

g(l‘)=ff_l[szc(f)] =2fc( )=2cha(2nfct)

2nfct
Mientras que para

sen(2x f. 1)

£ = kglt) = 77 KGog ()] =2k £, | 2nfet

) =2k fcSa@nrf.1)

(A7)

(A.8)

La grafica de la funcién g(#) (cruce por cero: 27 f.t = nm, es decir para t = m/2f,, con m

un entero) es
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g1

21
P 11 t
11 1 1
L 2L 2% k&
Mientras que la grafica del par de transformadas es:
Gorl) g
‘ V]
Rk L
— N l P
11 1 1
Lo 2L 2% k&

A.2 Propiedad de desplazamiento en el tiempo

Esta propiedad establece que el desplazamiento en tiempo por una cantidad fy, equivale a
multiplicar por e~ /% (o e~/27/1) el espectro.

Se debe notar que multiplicar por e ~/®% (0 e~/2"/ ) no afecta al espectro de magnitud | F (w)|
(0 |F(f)]) pero si al de fase ¢p(w) (o ¢(f)). Es decir, el nimero y la magnitud de las arménicas de
f(t) no cambian pero su fase se desvia en —wty (0 =27 f tp).

Esto es, para un par de transformadas conocidas

fin <  Fo) 6 fin <  F() (A.9)
entonces
flt -1ty < F(w)e /¥ 6 flt -ty < F(f)e /2r/n (A.10)

A continuacién se proporciona la demostracién de la propiedad de desplazamiento en el
tiempo, primero especificada en unidades de rad/seg y luego en unidades de Hz.
o Para w. Sea el par de transformadas

x(1) — X(w)

donde
x(t) = f(t—1tp)

Aplicando la definicién de la transformada de Fourier (vea (A.1)):

X) = Z[x(0] = Z[f(t~10)] :[ fle—to) e dr

Sea x=t—-t(dx=dtyt=x+1t)
ﬁ[f(t—t@]:f f(x) e 1o+ gy

Fflt—10)] = eIk [ f) e dx= F(w) e /"

F)
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y se verifica que

ft - ty) — F(w) e /@b (A.11)

Por lo que queda demostrado. O
e Para f. Sea el par de transformadas

x(1) — X(f)

donde
x(t) = f(t—1t)

Aplicando la definicién de la transformada de Fourier (vea (A.2)):

X(f) = Z[x0)] = F[ft-10)] =f Flt— 1) e~ 211 gy

Sea x=t-tfhdx=dtyt=x+1)

f[f(f—fo)hf flx) e /2 i) g i

Fft-1)]= e_jZHftof fx) e 2% dx = F(f) e i?m 1t

F(f)

y se verifica que
fr -ty — F(f) e~ 127/t (A.12)

Por lo que queda demostrado. O
A.3 Transformada de f(r - 1)

Utilizando la propiedad de desplazamiento en el tiempo determine la transformada de
Fourier de la sefial f(t— ty) al suponer que f(t) estd dada por:

f=

kw, (sen(wc t))

T Wet

Para ello, se comienza con un par conocido de transformadas, en nuestro caso (vea (A.3) y
(A.5)):

k para o < |w.
F(w) = kGyy, (w) = (A.13)
0 para otrasw

£l = kw, (sen(wC t))

b4 wet

Ahora, sea r(t) = f(t— ty), entonces de (A.9) y de (A.10):

r(n) = f(t—to) — R(w) = F(w) e /@
donde
kw. (sen[w.(t — to)])

=f—-1) = A.14

r(t) = f(t—to) p 0o (f — To) ( )
. . ke /¥ para —w.<w <o,
Rw) = F(w) e " = k Gy, (@) e/ = (A.15)
0 para otros valores de w
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De (A.14) y (A.15) se obtiene el par de transformadas

k G, (w) e~ I@% (A.16)

kw, (sen [we (t— to)])

T wc (t = tp)

Procediendo de manera similar, ahora se determina la transformada de Fourier de la
sefal f(¢— tp) al suponer que f(¢) estd dada por:

sen(2x f. 1) )
1 =2k _—
F® fe ( 2nfct
Para ello, se comienza con un par conocido de transformadas, en nuestro caso (vea (A.6) y
(A.8)):
k para f =< | fc|
sen(2mx f.t)
f(t):Zkfc(Tf];C) — F(w)=kGy,(f) = { (A.17)
¢ 0 para otras f

Ahora, sea r(t) = f(t - ty), entonces de (A.9) y de (A.10):
r(t) = f(t— 1) — R(f) — F(f) e—j27rft0

donde

~ _ sen 27 f (¢ — o) ]
r(t) = f(t—tp) = 2k [, AT ) (A.18)
R(f) = E(f) e 200 = k Gy (f) ™20
ke i?mft para —f.<f<f.
- (A.19)
0 para otros valores de f
De (A.18) y (A.19) se obtiene el par de transformadas
sen [27 f, (t — 1y)] ~jonfto
2k f, on o ) ) k Gy, (w) e (A.20)
A.4 Propiedades de Desplazamiento en frecuencia

Para un par de transformadas conocidas

f = F(w) 6 f = F(f) (A.21)

entonces
f(H) el — F(w - wp) 6 () el?™ht — F(f - f) (A.22)

= F(w — wp) (0 F(f — fo)) representa el desplazamiento del espectro F(w) (o F(f)) a la
posicién wg (0 fo)

= En consecuencia, la propiedad significa que multiplicar en tiempo por e/t (o el?mhoty
equivale a la traslacion, en la cantidad wy (0 fy), de todo el espectro

= Esta propiedad también se conoce como teorema de traslacion de frecuencia
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A continuacién se proporciona la demostraciéon de la propiedad de desplazamiento en
frecuencia, primero especificada en unidades de rad/seg y luego en unidades de Hz.
o Para w. Sea el par de transformadas

x(1) — X(w)

donde .
x(1) = f(1) /!

Aplicando la definicién de la transformada de Fourier (vea (A.1)):

X() = Z[x(0)] = F[f(t) /] :f fr)y el e™®t gt

y[f(t) ejw()[] _ foo f(t) e_j(w—wo)t dt

-~

F(w—wyg)

Ff(@®) e!™"] = F(w-wy)

y se verifica que
f(p) el®ot = F(w - wp)
Por lo que queda demostrado. O
o Para f. Sea el par de transformadas
x(1) — X(f)

donde .
x(t) = f(r) el?ho!

Aplicando la definicién de la transformada de Fourier (vea (A.2)):

X(f) = F[x0)] = FLF@ ] = [ f et ezt gy

y[f(l‘) eJZNfot] - f f e i2nf=fot g4

J

F(]?jfo)
F[f(t) e*™ht] = E(f - fy)
y se verifica que
fo) e?mht = F(f - fo)

Por lo que queda demostrado. O

A.5 Transformada de f(r)e/“0!
Utilizando la propiedad de desplazamiento en frecuencia determine la transformada de

Fourier de la sefial f(t) elwol gl suponer que f(¢) estd dada por:

kw, (sen(wc 1) )

T wet

f=

Para ello, se comienza con un par conocido de transformadas, en nuestro caso (vea (A.3) y
(A.5)):

k para o < |w.|
) — F(w) =kGyy, (w) = (A.23)
0 para otrasw

f=

kw, (sen(wC 1)

b4 wet
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Ahora, sear(t) = f(t) e/®! entonces de (A.21) yde (A.22):

r(f) = f(r) e/%! — Rw) = Fw — wp)
donde
r(t) = f(t) ej“'Ot — @ (w) ejw()t (A24)
T wet

k para (wo—we) <= w < (Wo + W)

R(w) = Flw — wg) = kGay, (0 — wg) = (A.25)
0 para otros valores de w

De (A.24) y (A.25) se obtiene el par de transformadas
kw, ( sen(@c 1) ) elont — k Gae, (@ — wo) (A.26)
b2 wet

Procediendo de manera similar, ahora se determina la transformada de Fourier de la senal
f(t) eJ¥fo! al suponer que f(t) estd dada por:

sen(2x f . t) )
2rfet

f@ = 2ka(

Para ello, se comienza con un par conocido de transformadas, en nuestro caso (vea (A.6) y
(A.8)):

k para f<|f]
F(f) = kGyy (f) = (A.27)

sen(2x f. 1) )
0 para otrasf

Ahora, sea r(t) = f(1) e/2"/o! entonces de (A.9) y de (A.10):

r(t) = f(1) e/?mh! = R(f) = F(f - fo)
donde
— j27tf0t - Sen(znfct)) j27‘[f0t

r(=fe 2k f, (—2n 1) (A.28)
k para (fo-fJd)=f=<({o+f)

R(f) = F(f = fo) = kGay,(f — fo) = (A.29)
0 para otros valores de f

De (A.28) y (A.29) se obtiene el par de transformadas
senufe )\ ionfs B
2k f; (—anc p ) e — kGch (f - fo) (A.30)

Para finalizar esta seccién, se analiza la transformada inversa de Fourier de la funcién en
frecuencia R(w) (o R(f)), como la mostrada a continuacién, la primera expresion corresponde a
las unidades de rad/seg y la segunda a unidades de Hz:

R) = kG, (0 + wy)e ¥
(A.31)

R(f) kGop (f + fi)e /2l t
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Inicialmente sea:

Flw) = kG, (0 £ w)
(A.32)
F(f) = kG (f = f1)
Mientras que:
Q) = Gy, ()
(A.33)
Qf) = Gzr(f)
con el par de transformadas
QW) = Gao, @) = g = 2% (M)
b2 wct
sen(27x f.t) (A-34)
= =2 c 22 erJer
QU = Gap.(f) = a =2, (5 L )
Por lo que
R) = F)e/®b = kQw + wy) e /@l
, . (A.35)
R(f) = F(Pe /0 = kQ(f £ fiye />Ih
De la propiedad de desplazamiento en tiempo se tiene:
r(e) = f(t - ) — R(w) = F(w) e~ /@0
_ (A.36)
r(t) = f(t - ty) — R(f) = E(f)e?nft
Mientras que de la propiedad de desplazamiento en frecuencia se tiene:
@ =kq@esiot = F) = kQ + wy)
_. (A.37)
f(t) = kq(t) eTIzht = F(f) =kQ(f = fi)
Al sustituir (A.37) en (A.36) se obtiene
r(t) = kq(t_ to) e¢jw1(t_[0) — R(w) = kQ(w + wl)e—jwzo
. ‘ (A.38)
r(1) = kq(t — o) e U0 e R(f) = kQ(f + fy)e 20
Finalmente, al sustituir (A.34) y (A.33) en (A.38) se obtiene
o) = kw. (sen [we (- to)]) i1~ 1)
we (£ — 1)
<= R = kG (@ + w) e/°" (A.39)
sen [27fc (£ = 10)]\ +inpr(ro
=2k f. Fj2nfi(t—to)
o) = 264 21 ] (U~ 1o) Je

=  R(f)=kGy(f + fi)e /¥ (A40)






En este apéndice se proporciona con detalle el andlisis que se lleva a cabo para determinar,
a partir de la expresién en magnitud en potencia, la ecuacidén que describe la ubicacién de los
polos para el disefio de los filtros pasa bajas basado en la aproximacién Butterworth. Enfatizando,
al final del analisis, la conveniencia de utilizar una serie de pasos sencillos para obtener la
ubicacion de los polos sin necesidad de aplicar ecuaciones matematicas para tal fin.

La expresion de la funcién en magnitud en potencia para la aproximacién Butterworth esta
definida de manera general por

1

|Hp(w)|* = (B.1)
1+ &2 (a)/wp)ZN
Cuya gréafica en magnitud en potencia se muestra en la figura B.1.
2
|H(w)
Figura B.1: Espectro de un filtro utilizando la aproximacién Butterworth
En particular cuando € = 1, en este caso w p = W (B.1) se expresa como
9 1
|Hp ()" = (B.2)

1+ (wlwe)*N

La respuesta en frecuencia, partiendo del plano de Laplace, se logra mediante la evaluacion
sobre el eje jw, es decir, mediante la sustitucién s = jw, con lo que la magnitud en potencia
queda expresada como

|H(w)* = H(jw) H(- jw) = H(s) H(-5) (B.3)

s=jw
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Por lo que

1

H(s)H(-s§) = ———8M8M8 —
(9 HE=9) 1+ ((U/(UC)ZN w=s/j

(B.4)

Eligualar a cero el denominador de (B.4) permite localizar los polos de H(s) H(—s). Asi, para
obtener la funcion de transferencia H(s) y la ubicacién de los polos es necesario hacer

1+ (wlw)*™N =0 (B.5)
1+ (@*0?) =0 (B.6)
Al evaluar en s = jw, entonces s> = —w? o w? = —s? y (B.6) llega a
1+ (-s210d)™ = 0
1+ DN slwe)®™ = 0

=DV (s/we)?N

-1 (B.7)

La ecuacién (B.7) tiene dos soluciones, la primera cuando el orden N es par y la segunda
cuando es impar. Para la condicién de N par la expresion (B.7) es

(S/wC)ZN = —1= el para k entero positivo
entonces
(slwe)?N = i@k-Dm
slwe = eI (5t

21y,

Sk = We ef( 2N para k =1,2,...,2N (con N par) (B.8)

Para la condicién de N impar la expresion (B.7) es

(slwe)*N =1 = e/ GPm

slwe = el *INT

para k entero positivo

sk = we el KINT para k=1,2,...,2N (con N impar) (B.9)

Por ejemplo, para N = 4 y utilizando la expresién (B.8), los polos se encuentran ubicados
en un circulo de radio w, con una separacién angular entre polo y polo de 6 = 45°, como se
muestra a continuacion.

s = weel™® = el

5 = weel38 = el

55 = wp el = el 1125

s = weel T8 = el 1575

55 = weel I8 =, @l2025 — () mI1575°
s6 = weel VB = ) oI24T5 ) pmil125°
5 = weel BB = @I2925 ) 1615
S5 = weel5TIB = @I ) o225

La grafica de la distribucion de los polos para N = 4 se muestra en la figura B.2.
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Im[s]
a, S, s, plano "'s”
S, 072|672 s,
& g
b/2 o/2
Re[s
0/2 ( a/2 [s]
17
Ss b/2\6/2 Ss
Sq S,

Figura B.2: Distribucién de los polos para N = 4

Mientras que para N = 5 los polos se encuentran ubicados en un circulo de radio w. con
una separacién angular entre polo y polo de 8 = 36°, como se muestra a continuaci6n. Para ello,
se utiliz6 la expresion (B.9).

51 = weel™S = el3%

6 = weel? =, el

55 = weel35 = g, el108°

s = weel V5 = g, 144"

ss = weelm=w el = —p,

s6 = el = @, ei216 = g omi 1A
57 = weel T =, el22 = ¢, 108
55 = weel85 =, o288 =y =i
5o = weel5 =, o3 = (I3
s = weel? =w el = o,

La grafica de la distribucién de los polos para N =5 se muestra en la figura B.3.

Al generalizar los resultados anteriores se concluye que la ubicacién de los polos para
cualquier orden N se distribuyen en un circulo de radio w, con separacion angular entre polo
y polo de 8 = 180°/N. También, se observa que al menos el primer polo, definido como s,
para cualquier orden N, se ubica en el primer cuadrante, vea la figura B.2 y B.3. Ademas, para
determinar la posicion de los polos se requiere utilizar dos ecuaciones, una cuando el orden N
es par y otra para N impar.

Con ciertas modificaciones a (B.8) y a (B.9) la posicién del primer polo, definido como s, se
puede ubicar en el segundo cuadrante y estos cambios a su vez generardn una Uinica expresion
en la determinacién de la posicién de los polos, sin importar si N es par o impar. Lo anterior se
justifica por el hecho de que se esté interesado en los polos a la izquierda del eje imaginario del
plano s, por razones de estabilidad. Asi, para iniciar el rotulado de los polos a la izquierda del
eje imaginario del plano s, cuando se tiene un orden N par, es necesario rotar todos los polos
un dngulo (r/ N)(IN/2) radianes (o /2 para iniciar el rotulado en el segundo cuadrante) de esta
forma la ecuacion (B.8) se expresa como

~(2k+N71)n

2k—1 .
Sk = We el (o ) pini2 _ weel\T N (B.10)

Mientras que para un orden N impar es necesario rotar todos los polos un dngulo
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Im[s]

S S2 plano "s"

S 012|672 S1
0
%
3 p 9 6:9 i Re[s]

S 6/2|0/2 So

Sy Sg

Figura B.3: Distribucién de los polos para N = 5

((N —1)/2N)n radianes para iniciar el rotulado en el segundo cuadrante, de esta forma la ecua-
cién (B.9) se expresa como

2k+N-1

2N )m

Sk = W, el I N7 ei(%)” = w, ej( (B.11)

Como ejemplo, en la figura B.4 se muestra esta rotacién de 72° (2rr/5 radianes) de los polos
con respecto a la posicion de los polos de la figura B.3, en donde el polo s; ubicado a 36° ahora
se ubica a 180° (36° + 72° = 108°).

Im[s]
S1 S10 plano "s"
52 0727 Ss
%
6
s > e Rels
S 6721672 s,
Sy Sg

Figura B.4: Rotacién angular de los polos de la figura B.3

A partir de la ecuacién (B.10) o (B.11) se determina que los polos se localizan en un circulo
de radio w, en el plano s, teniendo simetria con respecto a ambos ejes (eje real y eje imaginario).
Esto proporciona una de las caracteristicas fundamentales de la funcién de transferencia basada
en la aproximaciéon Butterworth.

El andlisis anterior permite desarrollar reglas o pasos a seguir para ubicar la posicion de los
polos sin necesidad de aplicar ecuaciones matematicas, éstas son

a) Construir un circulo de radio w. en el plano s

b) Los polos estdn separados angularmente cada 6 = 180°/N (0 = n/N radianes) indepen-
dientemente del orden del filtro (N par o impar)
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¢) Si N esimpar un polo ocurre en el eje real

d) Si N es par se toma al eje real como referencia entre dngulos (de dos polos consecutivos),
es decir, a partir del eje real un polo se localiza a /2 (6 = 180°/2N 0 6 = /2N
radianes) y el otroa —6/2.

e) Finalmente, ningtin polo se encuentra ubicado en el eje imaginario
Como ejemplo se determina la ubicacién de los polos de un filtro Butterworth de orden 3,
suponga a w. = 1 rad/seg.
Primero se construye un circulo de radio unitario en el plano s. Como el orden del filtro es
impar (IN = 3) un polo estd localizado en el eje real, como se muestra en la figura B.5.

Im[s]

plano s
Ubicando el

primer polo.

Re[s]

Figura B.5: Ubicando el primer polo en el circulo de radio unitario

La separacién angular entre polos es 8 = 180°/3 = 60°. Por lo que, a partir del primer polo
colocado en el circulo, en nuestro caso en el eje real (vea la figura B.5), se ubican los restantes
polos. Considerando en particular la separacién angular es de 6 = 60° la distribucién de los
polos son como se muestra en la figura B.6.

Im[s]
plano "s"

S1 36

6/2

672
P g
S, 5 Re[s]
é
o
672
/2

S3 S,

Figura B.6: Distribucién de los polos para N = 3

Verificando asi la ventaja de utilizar los pasos mencionados para la ubicacion de los polos
con respecto al uso de una ecuacién matematica. Se enfatiza, sin embargo, que dichos pasos se
obtuvieron después de realizar un anadlisis de las correspondientes ecuaciones matemaéticas.
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