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Este trabajo es el complemento del escrito “Teoria de filtros del tipo Chebyshev: Funcion de
transferencia” y corresponde a la solucion de los problema planteados en dicha obra. Se desarrolla
como un documento aparte considerando que estd dirigido a los facilitadores encargados de ensefiar
las herramientas de anélisis en el estudio de los sistemas lineales y en el disefio de filtros analégicos
o digitales.

Sirve como material de apoyo a los facilitadores que imparten las unidades de ensefianza y
aprendizaje (UEA) tales como procesamiento digital de sefiales (en el disefio de filtros digitales IIR),
circuitos eléctricos III (en el planteamiento de diferentes teorias de aproximacion en frecuencia) y
en electrénica III (disefio de filtros activos) impartidas en la Universidad Auténoma Metropolitana
unidad Iztapalapa.

El documento esta dividido en dos secciones. En la primera se proporciona una introduccién a la
teoria de aproximacion Chebyshev del tipo 1 y tipo II, enfatizando en los temas requeridos para dar
solucién a la lista de problemas propuesta. En esta introduccién también se incluye el método para
determinar la ubicacién de los polos a partir de la aproximacién Butterworth. Inicia al establecer la
ecuacion de la funcién en magnitud en potencia para la aproximacién Chebyshev del tipo I y de la
expresion que determina el orden del filtro. Contintda con las expresiones que permiten obtener la
ubicacion de los polos, asi como el método alternativo para determinar dichos polos utilizando la
aproximacién Butterworth. Finaliza con la determinacién de la funcién de transferencia a partir de
los polos.

Con relacién a la aproximaciéon Chebyshev del tipo II, también se proporciona la ecuacion de la
funcién en magnitud en potencia y la que determina el orden del filtro. Luego, se proporcionan las
expresiones que permiten obtener la ubicacién de los polos y los ceros, finaliza con la determinacién
de la funcién de transferencia a partir de estos tltimos.

Es importante aclarar que en algunas soluciones se proporcionan dos alternativas en la eva-
luacién de los polos, en particular en aquellos problemas relacionados con el disefio de filtros
basado en la aproximaciéon Chebyshev del tipo 1. Lo anterior, con la finalidad de enfatizar en las
diferentes opciones en la obtencién de la posicion de los polos, en una utilizando las expresiones
que establecen de manera directa la ubicacion de éstos y por otro utilizando inicialmente la posicién
de los polos mediante la aproximacién Butterworth y luego realizando los cambios pertinentes para
la ubicacién final de éstos.

Mauricio Lépez Villasenor
Maria Teresa Garcia Gonzalez
Maria del Rocio Ortiz Pedroza

Enrique Rodriguez de la Colina



Capitulo 1. Prefacio




2. Introduccién Teérica

La aproximacién Chebyshev es una de las teorias utilizadas en la caracterizacion de la funcién
de transferencia en el disefio de filtros analégicos y digitales.

En ésta se observan dos tipos de aproximacidn, la del tipo I y la del tipo II. En la primera se
identifica un rizo en la banda de paso, mientras que en la segunda el rizo se observa en la banda de
rechazo.

Esta aproximacion se basa en los polinomios de Chebyshev Vy(x) que son un conjunto de
funciones ortogonales. Estos se encuentra definidos por la expresion (2.1), con condiciones iniciales
establecidas por las expresiones indicadas en (2.2).

cos [N cos ™ x| para |x| <1
Vy(x) = cos [N cos_lx] = (2.1)
cosh[Ncosh™'x] para [x| > 1

N=0 V()(X)
N=1 V] (x)

1 para toda x
2.2)

X para toda x

donde N es un nimero entero positivo y denota el orden del polinomio.
La expresion de la magnitud en potencia basado en la aproximacion Chebyshev del tipo I es

: K3
H(w)]" = Vi @)oy) 2.3)
donde Ky Constante de normalizacién en amplitud para asegurar
que el méaximo valor de la funcién |H(w)| tenga valor
unitario.
£ Pardmetro de valor pequefio que proporciona la
propiedad del rizo en la banda de paso.
(O Frecuencia de paso.

Vy(®w/w,) Polinomio de Chebyshev de orden N.

En la figura 2.1 se presenta un ejemplo del comportamiento de la magnitud en potencia.
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El orden del filtro se determina a partir de (2.4),

cosh™1(1/¢)

~ cosh (/@) @4

donde A  Pardmetro utilizado para fijar el limite inferior de la banda de
rechazo.
€ Pardmetro utilizado para establecer el limite superior de la
banda de paso.
®, Frecuencia de rechazo.
®, Frecuencia de paso.

tH@)

v, @

Figura 2.1: Magnitud en potencia del filtro del tipo I
caracterizada por: @, @, A y €

La desigualdad “ > en la ecuacién (2.4) es para asegurar el minimo orden N necesario para
satisfacer las condiciones de disefio del filtro.

Los parametros €, A, @, y o, proporcionan dos puntos de coordenadas, utilizados para fijar
las condiciones de disefio de los filtros. Estos pardmetros también definen el ancho de la banda de
transicion.

La ubicacion de los polos en el plano s se determina a partir de las siguientes expresiones

Sk = O + j&% (2.5)
Ox = — Wy sen O senh B,L (2.6)
Qi = @y, cos 0y cosh [3,; 2.7
oy = <21{2; 1) b (2.8)
ﬁ,g = %senh_l(l/e) (2.9)

donde € es el parametro utilizado para establecer el limite superior de la banda de paso.

Los polos de un filtro basado en la aproximacién Chebyshev del tipo I también se pueden
obtener a partir de los polos basado en la aproximacién Butterworth. Para ello, primero se obtiene
la posicién de los polos para la aproximacion Butterworth, establecida por

Sc = O+ (2.10)

cuya ubicacién se determina al seguir los siguientes pasos:
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a) Construir un circulo de radio uno en el plano s, esto es, normalizado en frecuencia (w, =
lrad/seg)

b) Los polos estan separados angularmente cada 6 = 180° /N (6 = x/N radianes) indepen-
dientemente del orden del filtro (N par o impar)

¢) Si N es impar un polo ocurre en el eje real

d) Si N es par se toma al eje real como referencia entre 4ngulos (de dos polos consecutivos), es
decir, a partir del eje real un polo se localizaa 6/2 (6 = 180°/2N o0 6 = 7 /2N radianes) y
el otroa —0/2.

e) Finalmente, ningtin polo se encuentra ubicado en el eje imaginario

También se puede obtener la posicién de los polos para la aproximacién Butterworth utilizando
las expresiones (2.10), (2.11) y (2.12), normalizadas en frecuencia[12].

/ 2k+N—1
= _ 2.11
(o)} cos( N >7r ( )
/ 2k+N—1
Q, = _ 2.12
X sen< N )71: ( )

Para fijar los polos para la aproximacion Chebyshev del tipo I se multiplica la parte real de los
polos determinados de la aproximacién Butterworth por el valor @, senhﬁ,z y la parte imaginaria
por el valor @, cosh [3,;, esto es

sk = O, (o, senhf;) + jQ,'((a)p cosh ;) (2.13)

También expresada como

sk =0, +jQ (2.14)
con

o, = oy (®,senhp;) (2.15)

Q, = O, (®, coshBy) (2.16)

donde s,; en (2.10) es la posicién de los polos para la aproximacion Butterworth y s en (2.14) es la
posicién de los polos para la aproximacién Chebyshev del tipo L.

Al utilizar las igualdades trigonométricas (2.17) y (2.18), se puede verificar que GkN en (2.15)
y Oy en (2.6) son expresiones equivalentes y que Q,: en (2.16) y € en (2.7) son expresiones
equivalentes.

cos (x +y) = cosxcosy — senx seny (2.17)
sen (x + y) = senx cosy + cosx seny (2.18)
con
_ (A1
Y= Uon
y = @/2

Primero se lleva a cabo el andlisis para (2.11) y (2.12), como se muestra a continuacién.
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o AAN-TY %A-1) @
©r — COS 721\] = COS 72N 5
2k —1 /9 2k —1 v
= COS |:<2]V> 77::| COS (5) — Sen |:< N > 7[:| sen (E)

2k—1
~ sen [<m> n] (2.19)

/ 2k+N—1 2k—1 T
Q, = sen <2N > T = sen KZN > T+ 2]
2k—1 T 2k—1 T
= sen {<2N > 711] cos (§> + cos [( N > n] sen (§>

2k—1

Las expresiones (2.19) y (2.20) pueden representarse en funcion de ¢y (vea la ecuacion (2.8)),
como se muestran en (2.21) y (2.22), respectivamente.

Gk/ = —sen oy (2.21)

Q, = cos o (2.22)

Al sustituir (2.21) en (2.15) y (2.22) en (2.16) se obtienen las expresiones (2.23) y (2.24).

"

O, = — ) sen oy senhB,: = o} (2.23)

Q, = @, cos o cosh B, = O (2.24)

Que son las mismas a las planteadas en (2.6) y (2.7).

La funcién de transferencia para el filtro pasa bajas con la aproximacién Chebyshev del tipo I
se obtiene a partir de

Ko N 1
Hs) = T ]l <—ok—mk)
S — Sk

k=1

K
H(s) = (s —s1)(s — s;)) s (s —sN) (2.25)
El polo complejo si y su conjugado s; se pueden agrupar en pares, de la forma
(s—s)(s—s) = (=0 —Jju)(s — 0k + )
= (s—o)?+QF
= $—20s+ 0 +Q (2.26)

donde oy, estd dada por (2.23), Q; por (2.24), y O'k2 + Q% por (2.27), de esta forma (2.26) se expresa
como en (2.28).

of +Qf = (01% [sen2 oy senh®B; + cos? oy cosh® B, (2.27)
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(s —st) (s — s§) = s* + 20, senoy senhﬁ,;s

+ (D; [sen2 o senh? [3,: + cos? oy cosh? [3,;} (2.28)

De tal forma que la expresion (2.25) se puede expresar, para N par, como

N/2 1

H(s)=Ko [

o1 82 +20,seny senhf, s+ o’ [sen? oy senh? 3, + cos? oy cosh? B;]

(2.29)

y para N impar

N
1 1
H = K — K !
(s) OI_II (s — sx) 0 (s + Wy senay, senhﬁm> i

i
(N=1)/2 {
, , ) @30
o1 $*+2wpsenoy senhf; s + @) [sen? oy senh?f3; + cos? oy cosh? B.] (2.30)

donde el término indicado con el subindice m, estos es, el término que se obtiene cuando se evalda la
sumaenk = m(conm = (N—1)/2+ 1 = (N+1)/2), corresponde al polo con sélo componente
real (Note que [5,; =B.).

El criterio para determinar el valor de la constante de normalizacién Ky de la funcién (2.25) es
el siguiente

a) Para N impar

H@)| = IHO) =1 (231)
b) Para N par
1
H@)| = HO) = —— 232)

V1+e?

La expresion de la magnitud en potencia basado en la aproximacion Chebyshev del tipo II es

Vi(o/o)

2
Her(@)|” = (2.33)
el = ) + eTvitar/op)
donde @, = Frecuencia de rechazo
®, = Frecuencia de paso

En la figura 2.2 se presenta un ejemplo del comportamiento de la magnitud en potencia.
El orden del filtro se determina a partir de (2.34),

(2.34)

con A, €, @,y @, las definidas para la expresién (2.4).
La desigualdad “ > en la ecuacién (2.34) es para asegurar el minimo orden N necesario para
satisfacer las condiciones de disefio del filtro.
La ubicacion de los ceros en el plano s se determina a partir de las siguiente expresién
O,
Z = J % (2.35)

cos 2k 1 T
2N

Mientras que la ubicacion de los polos en el plano s se determina a partir de las siguientes
expresiones

S = O + jQ% (2.36)

o O Y
% + P}

con o, = 2.37)
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tH @)

w

Figura 2.2: Magnitud en potencia del filtro del tipo II
caracterizada por: @, @, A y €

_ Oy Py
R+ P;

Q

Y« = senny senh Uy

Px = cos T cosh Uy

_ (-1
Ul N

Ve = %senh*l [€ cosh [N cosh™! (@, /@),)]]

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

La funcién de transferencia para el filtro pasa bajas de orden N par con la aproximacién

Chebyshev del tipo 1I se obtiene a partir de

N N
Ko [](s —z) [TG-2)
H(s) = ———— = K|
(S—Sk) H(S—Gk—ij)
k=1 k=1

Ko(s—2z1)(s—2z2) ... (s — zv)
(s —s1)(s—52) ... (s — sn)

Mientras que para un orden N impar

H(s)

N—1 N-1
Ko [T(s—z) ITG—2z)
H(s) = ———— = K| ——
TTG—s) [1G—0—Ji)
k=1 k=1

Ko(s—z1)(s —z2) ... (s — zv—1)
(s —s1)(s—52) ... (s — sn)

El polo complejo sy y su conjugado s; se pueden agrupar en pares, de la forma

H(s) =

(s—sk)(s—s;) = (s—0p —ju)(s — ox + jx)
= (S—Gk)Z—I-Q.%

= > 2015+ 07 +QF

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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Para finalizar esta seccidn se establece la definicién del retardo de grupo, el cual estd definido
como

(@) = — dargd[l(f)(a))] _ darcte;na[)H(a))] (2.46)

donde el argumento de H(®) definido como arg [H(®)] o como arctan [H (®)] es el dngulo o fase
correspondiente a la funcién de transferencia evaluada en .
Usando tablas[7], la expresion de la derivada del arctan [H (®)] es

d arctan [H(®)] 1 d[H(o)]
dw 1+ HY(w) do

(2.47)






3. Problemas Resueltos

Problema 3.1 Determine la correspondiente funcién de transferencia a partir de la magnitud en

potencia:
16
Ho))? = ———
[ ()] 6+5mw+ ot
Solucion:

La relacion que existe entre el dominio de la frecuencia y el plano de Laplace es s = jw

|H(jo)|* = H(jo)H(~jo) = H(s)H(~s)

S=j
HH(—s) = HGO)H(~jo)| = o0
S §) = J J w:s/j_6+5w2+w4 .
w=s/j
16
H(s)H(=s) = st —5524+6
Seax = s’
16 B 16 B 16
st =552+6|,  xX2—-5x+6 (x—3)(x—2)
Representando la ecuacién anterior en funcién de s
16 B 16 B 16
(x—3)(x—2) e (s2 —3)(s2 —2) (s + \@) (s _ \@) (s i ﬁ) (s _ ﬂ)
1
H(s)H(—s) = 6

(s+v3) (s = v3) (s +v2) (s = v2)
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IjQ

Figura 3.1: Distribucién de polos de H(s) H(—s) del problema 3.1

La gréfica con la distribucién de polos para la expresion H(s) H(—s) se muestra en la figura 3.1.
Se selecciona los polos ubicados en la parte izquierda del plano s para asegurar que H(s)
represente a un sistema estable. Por lo que la solucién es

4
(s +3) (s+ﬁ)

H(s) =




19

Problema 3.2 Determine la correspondiente funcion de transferencia a partir de la magnitud en
potencia:

2
@R - 2= )
6 + 5 0? + o*

Solucion:

La relacién que existe entre el dominio de la frecuencia y el plano de Laplace es s = j®

H(jo)]” = H(jw)H(—jo) = H(s)H(—s)

s=jm
, , 16 (9 — 0?)?
H(s)H(—s) = H(jo)H(—jo) ooy 64507+ 0 .
w=s/j
16 (9 + 82)°
H(s)H =
WH=) = G- 5356
Sea x = s’
1609+ 160+x>  16(x+9)
st —55246 o X2 -5x+6  (x—3)(x—2)
Representando la ecuacién anterior en funcién de s
16(6+9> | 16(2+9)° 16 (s + j3) (s — j3)
r=3)(x=2)| ., =3 -2 (5+3) (s - V3) (s n ﬁ) (s . \@)

16 [(s + j3) (s — j3))

A = A - v) (s+v2) (s - v2)

Se selecciona los polos ubicados en la parte izquierda del plano s para asegurar que H(s)
represente a un sistema estable. Por lo que la solucién es

_ 4(+73) (s~ j3)
(s+v3) (s + v2)
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Problema 3.3 Determine la correspondiente funcion de transferencia a partir de la magnitud en

potencia:
4
H@)P = 70
Solucion:

La relacién que existe entre el dominio de la frecuencia y el plano de Laplace es s = j®

[H(jo)]* = H(jo)H(~jo) = H(s)H(~s)

S=j
H(s)H(—s) = H(jo) H(~jo) ,
s)H(—=s) = H(j —J =T a5
os)j 11— O+ O wes/]
4
H(s)H
(s)H(—s) e
Seax = 2
4 B 4 B 4
st +1|, 0 P Axt ]l (x40.5+jV3/2) (x+ 0.5 - jv3/2)
Note que
2
1\/51\@.(. N> [(V3\ ..o -~
1 P . jarg 1/2+J\/§/2) _ - v Jjtan (\/§) — ,Jj60
A PR <2>+2 ¢ ¢
L jé T
2 2

4 4

(x+054 jv3/2) (x+ 0.5 — jv/3/2) (x4 /%) (x + /)

Representando la ecuacion anterior en funcién de s

4 4
(x + €/%0%) (x 4 ¢=760%) (52 4 e00%) (52 4 7007
X=5
Note que
s2 + ej600 — 0 — s2 _ _ ej6oo
j60° 12 1/2j30° . j30°
s::|:<—ej ) == s=x(-1)"" e =+jé

52 + 10" = (s - jej30°> (S —|—jej3oo) = (s — ej120°) (s — e_j600>
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donde

j= /90 y _j= oI
por lo que

—jej30 _ (300 90°) _ _ ,j120

jej30 = —(—)) 0307 — _ ,i(30°=90°) _ _ ,—j60
De manera similar
s +e 10 =0 == = — ¢ I
oN1/2 e o
s:i<—e”60) = s:i(—l)l/2 e /30 = g jem 30

s2 + e 1007 = (s — jefjw) (s +J efjg’OO) = (s — e-’600> (s — e’ﬂzoo)

4 4

(2 + el0°) (2 + ¢ J60°) — (5 — el 120°) (5 — ¢ J60°) (5 — £i60°) (5 — eI 120%)

4
(S _ ej120<>) (S — efj600) (S — ej600) (S — efj120°)

La gréfica con la distribucién de polos para la expresion H (s) H(—s) se muestra en la figura 3.2.

H(s)H(—s) =

jQ
eil20® 1 1 i 60°
0.866 |
60°
l [e]
-1 -0.5 0.5 1 O
koo 60°
-0.866 } .
o e 160
e 120° -1

Figura 3.2: Distribucién de polos de H(s) H(—s) del problema 3.3

Se selecciona los polos ubicados en la parte izquierda del plano s para asegurar que H(s)
represente a un sistema estable. Por lo que la solucién es
2
(s — e/120°) (5 — ¢=J120%)

H(s) =

2

H(s) —
() = 7705 70.866)( + 05 7 j0.866)
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Problema 3.4 Para la siguiente distribucién de polos, grafique su ubicacién en un diagrama de
polos y ceros. Estos corresponden a un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I de orden N = 6, con
un rizo en la banda de paso de 0.5dB y una frecuencia de paso @, = 10 rad/seg.

s1 = —0.7765 + j10.0845
52 = —2.1215 + j7.3824
53 = —2.8980 + j2.70215
54 = —2.8980 — j2.70215
ss = —2.1215 — j7.3824
s6 = —0.7765 — j10.0845

Solucion:
La grafica con la distribucién de polos se muestra en la figura 3.3.
jQ

S1x {10

Figura 3.3: Distribucién de polos del filtro Chebyshev del problema 3.4
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Problema 3.5 Un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I de orden N = 5, con un rizo en la banda
de paso de 1dB y una frecuencia de paso ®, = 20 rad/seg, tiene la siguiente distribucién de polos.
En un diagrama de polos y ceros grafique su ubicacidn.

s1 = —1.789 + j19.802
53 = —4.684 + j12.2385
53 = —5.790

sy = —4.684 — j12.2385
ss = —1.789 — j19.802

Solucion:

La gréfica con la distribucién de polos se muestra en la figura 3.4.
j&
Sy x 120

15

10

321 [0 foj

-10
S4x
-15

Sgx {-20

Figura 3.4: Distribucién de polos del filtro Chebyshev del problema 3.5
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Problema 3.6 A partir de una distribucién de polos obtenidos de las caracteristicas de un filtro
pasa bajas Butterworth, encuentre la ubicacién de los polos para un filtro Chebyshev del tipo I con
las siguientes caracteristicas: Orden N = 4, € = 0.4y w, = 25 rad/seg. Suponga que la posicion
de los polos para el filtro Butterworth es:

sp = /M2 = —0.382683 + j0.923879
sy = /1375 = —0.923879 + j0.382683
53 = e 17 = —0.923879 — j0.382683

sq = e /125 = —0.382683 — j0.923879

Solucion:

Para obtener la ubicacion de los polos Chebyshev del tipo I a partir de la posicién de los polos
para la aproximacién Butterworth se hace uso de las siguientes expresiones

Sg = O+ j&
Or = —Wpsenoy senhﬁ,i
Q = ), cosoy cosh [5',2
W o (%)
k= 2N
B, = —senh!(1/e)
= —sen
k N

Se multiplica la parte real de los polos obtenidos de la aproximacién Butterworth por el valor
), senhﬁ,i y la parte imaginaria por el valor @, cosh [3,;, con @, = 25 rad/seg.

I

Br

1
Zsen}r1(1/0.4) =0.4118

w,senhf, = 25senh(0.4118) = 10.58845

) coshf, = 25cosh(0.4118) = 27.14987

s1 = —0.382683 (10.58845) + j0.923879 (27.14987)
55 = —0.923879 (10.58845) + j0.382683 (27.14987)
s3 = —0.923879 (10.58845) — j0.382683 (27.14987)
sy = —0.382683 (10.58845) — j0.923879 (27.14987)

La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev es

s1 = —4.0520 + j25.0832
55 = —9.7824 + j10.3898
53 = —9.7824 — j10.3898
s4 = —4.0520 — j25.0832
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Problema 3.7 Para un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I con N =6, € =08 y
®, = 40 rad/seg, determine:

a) La distribucién de los polos para la aproximacién Butterworth.

b) El valor de ;.

¢) Los valores numéricos de senhB,L y cosh [3,;

d) La ubicacién de los polos para la aproximacion Chebyshev.

Solucion:

a) Para N = 6 la separacién angular entre polos para la aproximacion Butterworth es de
180°/6 = 30°. Como el orden es par, para ubicar el primer polo se toma al eje real como referencia
entre dngulos de dos polos consecutivos, es decir, a partir del eje real un polo se localiza a 15° y el
otro a — 15°, con los polos distribuidos en un circulo de radio unitario, esto es, se considera una
frecuencia normalizada (@, = 1 rad/seg.).

La distribucién de los polos para la aproximacién Butterworth es

5 = o5 55 = el 135 5o = /255 = (—i105°
5 = %5 g = 1165 510 = /285
53 =75 57 = el 195 — (=i16%° 51y = /315°
sy = el105° 55 = eI — gi13%° 51y = /35

Los polos de interés son los ubicados en la parte izquierda del plano s
s1 = 1% = —-0.25882 + j0.96593

s = 13 = -0.70711 + j0.70711
e/195" = —0.96593 + j0.25882

§3 =
sq = e 19 = _0.96593 — j0.25882
ss = e /13 = _-0.70711 — j0.70711

s = e 195 = _0.25882 — j0.96593

b) Para obtener la ubicacion de los polos Chebyshev del tipo I a partir de la posicién de los polos
para la aproximacién Butterworth se hace uso de las siguientes expresiones

sk = Op+ %

Or = —@psenoy senhB,L

Qr = ), cos oy cosh ﬁ,i

w o (P
L 2N

Bi = ~sennh\(1/e)

= —sen
k N
El valor de B, es

co1
B, = 6sen}rl(l/o.s) = 0.1746

z.: / !
¢) Los valores numéricos de senhf3, y cosh 8, son

) senhﬁ,i = 40 senh(0.1746) = 7.01954

) coshB, = 40 cosh(0.1746) = 40.6113
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d) La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev tipo I se determina al multiplicar la
parte real de los polos obtenidos de la aproximacién Butterworth por el valor @, senhﬁ,; y la parte
imaginaria por el valor @, cosh [3,;, con @, = 40 rad/seg.

s1 = —0.25882 (7.01954) 4 j0.96593 (40.6113)
55 = —0.70711 (7.01954) + j0.70711 (40.6113)
53 = —0.96593 (7.01954) + j0.25882 (40.6113)
54 = —0.96593 (7.01954) — j0.25882 (40.6113)
ss = —0.70711 (7.01954) — j0.70711 (40.6113)

s6 = —0.25882

—

7.01954) — j0.96593 (40.6113)
La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev es

s1 = —1.8168 + j39.2277
52 = —4.9636 + j28.7167
53 = —6.7804 + j10.5110
s4 = —6.7804 — j10.5110
ss = —4.9636 — j28.7167
s6 = —1.8168 — j39.2277
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Problema 3.8 Encuentre el valor en decibeles del ancho del rizo en la banda de paso de un filtro
pasa bajas Chebyshev del tipo I para:

a) € =0.2

b) e =04

c) €=0.38
Solucion:

tH()["

A\ 4

|
|
|
|
|
|
|
1
a)p

Figura 3.5: Magnitud en potencia indicando
el pardmetro € para el problema 3.8

De la figura 3.5 se observa que al evaluar |H(®)|* en © = o, se obtiene

|H (o) = |H(wp)|" =

=0,

1+ &2

La expresion de la ganancia en dB para @ = @®, €s

2
101og |H(wp)|” = 20 log|H(w,)| = 10log T e

10log |H(w,)|* = —101log|1 + &>

El signo negativo en la dltima expresién indica que se trata de un valor de pérdida de la ganancia
y corresponde al ancho del rizo en la banda de paso.

a) Se obtiene el ancho del rizo para € = 0.2
RW,z = 101log <1 + (0.2)2> =0.17dB

Ancho del rizo en decibeles para € = 0.2 es
RW g = 0.17dB

b) Se obtiene el ancho del rizo para € = 0.4
RW 3 = 101log (1 + (0.4)2> = 0.645dB

Ancho del rizo en decibeles para € = 0.4 es

RW,p = 0.645dB
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¢) Se obtiene el ancho del rizo para € = 0.8
RW 5 = 101log (1 + (0.8)2> = 2.15dB

Ancho del rizo en decibeles para € = 0.8 es

RW,p = 2.15dB
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Problema 3.9 Determine y grafique en un diagrama de polos y ceros los polos de un filtro pasa
bajas Chebyshev del tipo I de orden N = 4, con un rizo en la banda de paso de 0.75dB y una
frecuencia de paso w, = 30 rad/seg.

Solucion:

Se proporcionan dos métodos de solucién. En el primero se determina los polos para la
aproximacién Butterworth y a partir de dicha ubiciacion se obtiene los polos de la aproximacién
Chebyshev tipo I. En el segundo método se obtiene los polos directamente de las expresiones que
se obtuvieron para tal fin.

Para N = 4 la separacién angular entre polos para la aproximacién Butterworth es de
180° /4 = 45°. Como el orden es par, para ubicar el primer polo se toma al eje real como referencia
entre dngulos de dos polos consecutivos, es decir, a partir del eje real un polo se localiza a 22.5° y
el otro a —22.5°, con los polos distribuidos en un circulo de radio unitario, esto es, se considera
una frecuencia normalizada (@, = 1 rad/seg.).

La distribucién de los polos para la aproximacién Butterworth es

s; = el §55 = /20257 — ,=j1575°
5y = e/67° g = eI AT = pmil2s’
53 = /1125 57 = /2925
54 = e/ 1575 sg = /3375

Los polos de interés son los ubicados en la parte izquierda del plano s

s1 = 1% = —0.382683 + j0.923879
s = /7 = -0.923879 + j0.382683
s3 = e /17 = —-0.923879 — j0.382683
sa = e 1125 = _0.382683 — j0.923879

Para obtener la ubicacién de los polos Chebyshev del tipo I a partir de la posicion de los polos
para la aproximacién Butterworth se hace uso de las siguientes expresiones

Sp = O+ j&
oy = —a)psenaksenhB,L
Q. = m,cosoy coshﬁ,i
w - [(F1Y)
k- 2N
B = ~senh!(1/e)
= —Ssen
k N
0.75dB = 10log(1 + &)
£ = 10(0:075) — 1 = 0.434168

Al sustituir valores se tiene

!/

1
B, = Zsemrl(1/o.434168)=0.392894

w,senhf, = 30 senh(0.392894) = 12.0924

o, cosh, = 30 cosh(0.392894) = 32.3454
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La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebysheyv tipo I se determina al multiplicar la
parte real de los polos obtenidos de la aproximacién Butterworth por el valor @, senhﬁ,; y la parte
imaginaria por el valor @, cosh [3,;, con @, = 30 rad/seg.

s1 = —0.382683 (12.0924) + j0.923879 (32.3454)
52 = —0.923879 (12.0924) + j0.382683 (32.3454)
53 = —0.923879 (12.0924) — j0.382683 (32.3454)
54 = —0.382683 (12.0924) — j0.923879 (32.3454)

La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev es

s1 = —4.6276 + j29.8832
55 = —11.1719 + j12.3780
53 = —11.1719 — j12.3780
s4 = —4.6276 — j29.8832

Segundo método para determinar la ubicacién de los polos de la aproximacién Chebyshev
tipo L.

Para determinar la ubicaciéon de los polos se aplica, con N =4, € = 0434168y
o, = 30rad/seg,

sp = Op+ j&%
Or = — @psengysenh B,L
Q = ), cosoy cosh B,l
w — (1Y
k- 2N
B = senh!(1/e)
= —sen
k N
donde

!

B, = 0.392894
senhf, = 0.40308

coshf, = 1.07818

La evaluacién requerida para determinar la ubicacion de los polos se muestran en las tablas 3.1
y 3.2. La tabla 3.1 presenta los cdlculos intermedios en la determinacién de los polos, mientras que
la tabla 3.2 especifica la ubicacién de éstos.

La gréfica con la distribucién de polos se muestra en la figura 3.6.



Tabla 3.1: Célculo de los polos para: Rizo de 0.75dB, N = 4, primera parte

/

o,; = Q, =
k oy, COS O senoy, senoy, senhﬁ,i cos 0 cosh [3,2
1| m/8 0923879 0.382683 0.154252 0.996108
2| 3m/8 0.382683  0.923879 0.372397 0.412601
3| 57/8 -0.382683 0.923879 0.372397 -0.412601
4| /8 -0.923879 0.382683 0.154252 -0.996108
5| 9n/8 -0.923879 -0.382683 -0.154252 -0.996108
6| 1ln/8 -0.382683 -0.923879  -0.372397 -0.412601
7 | 13x/8 0.382683 -0.923879 -0.372397 0.412601
8 | 15m/8 0923879 -0.382683  -0.154252 0.966108

Tabla 3.2: Célculo de los polos para: Rizo de 0.75dB, N = 4, segunda parte

k| or = —wpsency senhB, Q; = , cosay cosh B,
1 -4.6276 29.8832
2 -11.1719 12.3780
3 -11.1719 -12.3780
4 -4.6276 -29.8832
5 4.6276 -29.8832
6 11.1719 -12.3780
7 11.1719 12.3780
8 4.6276 29.8832

jQ

Sy x 30

25

20

15

S, %
10
5
-0 5 [0 o
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-10
S3 X

-15

-20

-25

X |0

Figura 3.6: Distribucién de polos del filtro Chebyshev del problema 3.9
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Problema 3.10 Para un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I, determine y grafique en un diagrama
de polos y ceros la distribucion de polos para un filtro de orden N = 5, con un rizo en la banda de
paso de 1.5dB y una frecuencia de paso @, = 50 rad/seg.

Solucion:

Se proporcionan dos métodos de solucién. En el primero se determina los polos para la
aproximacién Butterworth y a partir de dicha ubiciacion se obtiene los polos de la aproximacién
Chebyshev tipo I. En el segundo método se obtiene los polos directamente de las expresiones que
se obtuvieron para tal fin.

Para N = 5 la separacién angular entre polos para la aproximacién Butterworth es de
180°/5 = 36°. Como el orden es impar, un polo se ubica en el eje real, con los polos distribuidos
en un circulo de radio unitario, esto es, se considera una frecuencia normalizada (@, = 1 rad/seg.).

La distribucién de los polos para la aproximacién Butterworth es

ST = ejO" S — ej180°
5y = ej36° 57 = ej216° — e—j144°
53 = ej72° 5§ = ej252° — e—j108O
54 = ej108° so = ej288°
55 = ej144° $10 = ej324°

Los polos de interés son los ubicados en la parte izquierda del plano s

s1 = 1% = _-0.309017 + j0.951057
s = ' = _-0.809017 4+ j0.587785
s3 = 80 =1

sa = e /™ = _-0.809017 — j0.587785
ss = e 1% = _0.309017 — j0.951057

Para obtener la ubicacion de los polos Chebyshev del tipo I a partir de la posicién de los polos
para la aproximacién Butterworth se hace uso de las siguientes expresiones

Sp = O+ j&
Or = —@,senoy senhﬁ,i
Q. = m,cos0y coshﬁ,é
o — <2k — 1> i
2N
B, = %senh’l(l /€)
1.5dB = 10log (1 + &%)
e = V10015 — 1 = 0.64229

Al sustituir valores se tiene

!/

1
B, = gsenlrl(1/0.64229)=0.245187

w,senhf, = 50senh(0.245187) = 12.38255

o, coshB, = 50 cosh(0.245187) = 51.51046
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La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebysheyv tipo I se determina al multiplicar la
parte real de los polos obtenidos de la aproximacién Butterworth por el valor @, senhﬁ,; y la parte
imaginaria por el valor @, cosh [3,;, con @, = 50 rad/seg.

s1 = —0.309017 (12.38255) + j0.95106 (51.51046)
52 = —0.809017 (12.38255) + j0.58779 (51.51046)

§3 =

—12.38255

s4 = —0.809017 (12.38255) — j0.58779 (51.51046)
ss = —0.309017 (12.38255) — j0.95106 (51.51046)

La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev es

s =
Sy =
§3 =
sS4 =

55 —

—3.826418 + j48.989538
—10.017693 + j30.277333

—12.38255

—10.017693 — j30.277333
—3.826418 — j48.989538

Segundo método para determinar la ubicacion de los polos de la aproximacién Chebyshev

Para determinar la ubicacién de los polos se aplica, con N =35, € = 0.64229y

tipo L.
®, = 50ra
Sk
Ol
Q
Ol
B

d/seg,

= O+ j&%

!
= —wpsenaysenh

!/
= ) cos oy cosh f;

(21 i
- 2N

1
= —senh !(1
Nsen (1/€)

Tabla 3.3: Célculo de los polos para: Rizo de 1.5dB, N = 5, primera parte

!/

Gllc = Q =

k o COS O senoy, senol senhB,L cos 0y, cosh [3,;
1 /10 0.951057  0.309017 0.076528 0.979788
2 | 3x/10 0.587785  0.809017 0.200353 0.605542
3 | 57/10 0 1 0.24765 0

4 | 7x/10 -0.587785 0.809017 0.200353 -0.605542
5| 9z/10 -0.951057 0.309017 0.076528 -0.979788
6 | 11x/10 -0.951057 -0.309017 -0.076528 -0.979788
7 | 137/10 -0.587785 -0.809017 -0.200353 -0.605542
8 | 15m/10 0 -1 -0.24765 0

9 | 17x/10 0.587785 -0.809017 -0.200353 0.605542
10 | 197/10  0.951057 -0.309017 -0.076528 0.979788
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donde

!

B, = 0.245187
senhf, = 0.24765

coshf, = 1.03021

La evaluacion requerida para determinar la ubicacién de los polos se muestran en las tablas 3.3
y 3.4. La tabla 3.3 presenta los cdlculos intermedios en la determinacién de los polos, mientras que
la tabla 3.4 especifica la ubicacién de éstos.

Tabla 3.4: Célculo de los polos para: Rizo de 1.5dB, N = 5, segunda parte

k | o = —w,senoy senhﬁ,; Qi = )y cos 0y coshB,;
1 -3.82640 48.98940
2 -10.01765 30.27710
3 -12.38250 0

4 -10.01765 -30.27710
5 -3.82640 -48.98940
6 3.82640 -48.98940
7 10.01765 -30.27710
8 12.38250 0

9 10.01765 30.27710
10 3.82640 48.98940

La grafica con la distribucién de polos se muestra en la figura 3.7.
jQ

S1 x 1 50
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X 30
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-20
S4x -30
-40

85" [-50

Figura 3.7: Distribucién de polos del filtro Chebyshev del problema 3.10
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Problema 3.11 Obtenga la funcién de transferencia normalizada en amplitud de un filtro pasa
bajas Chebyshev del tipo I de orden N = 6. Para ello, suponga que la distribucién de polos es la
indicada en el problema 4.

Solucion:

A continuacién se reescribe la distribucién de los polos del problema 4.

s1 = —0.7765 + j10.0845
55 = —2.1215 + j7.3824
53 = —2.8980 + j2.70215
54 = —2.8980 — j2.70215
ss = —2.1215 — j7.3824
s6 = —0.7765 — j10.0845

Que corresponden a un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I de orden N = 6, con un rizo en la
banda de paso de 0.5dB y una frecuencia de paso @, = 10 rad/seg.

En esta distribucion aparasen polos y sus conjugados, por lo que éstos se pueden agrupar de tal
forma que sus productos estardn dados por

(s =se) (s =s%) = (5= 0k = jCu) (s — Ok + j )
= (S—Gk)z—i-Q.%
= > - 2045+ 07 +QF

donde o}, es la parte real y €, la parte imaginaria de cada polo.

Para el polo 51 y su conjugado sg se tiene (con 67 = —0.7765 y Q; = 10.0845)
(s —51) (s — 56) = (5 — 51) (s — 57) = 5% +2(0.7765) s 4 (0.7765)* + (10.0845)*
(s —s1) (s — s6) = s* + 1.5535 + 102.30

Para el polo s, y su conjugado ss se tiene (con 6, = —2.1215y Q; = 7.3824)
(s—s52) (s —s5) = (s —52) (s — 53) = 5° +2(2.1215) s + (2.1215)% + (7.3824)*
(s —52) (s — 55) = 5° + 4.2435 4+ 59

Para el polo s3 y su conjugado s4 se tiene (con 63 = —2.898 y Q3 = 2.70215)
(s —53) (s —s4) = (s — 53) (s — 53) = s> +2(2.898) s + (2.898)* + (2.70215)*

(s — 53) (s — 54) = s> +5.7965 + 15.70
La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko
(52 + 15535 + 102.3) (52 + 4.2435 1 59) (s2 + 5.7965 + 15.7)

H(s) =

Ahora se determina la constante de normalizaciéon K. Para ello, se obtiene la respuesta en
frecuencia al aplicar el operador s = jw

Ky

H(w) =
(@) (1023 — 2 + j1.553 @) (59 — 2 + j4.243 w) (15.7 — 0> + j5.796 ®)
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Luego, se evaltia la magnitud en ® = 0

_ Ko K
=0  (102.3)(59)(15.7)  94760.49

H (@)
Por otro lado, para N par

1
[ ——
H@)| =

Como el rizo en la banda de paso es de 0.5dB

0.5dB = 101log(1 + €%)

€= 10005 — 1 = 0.3493

Por lo que

Ko 1 L g 9476049
94760.49 1 + (0.3493)2 O /T (0.3493)2

La funcion de transferencia solicitada es

89459.98871
(2+1.5535+ 102.3) (s> +4.243 s+ 59) (s2 + 5.796 5+ 15.7)

= 89459.98871

H(s) =
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Problema 3.12 Utilice la distribucién de polos del problema 5 para determinar la funcién de
transferencia normalizada en amplitud de un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I de orden N = 5.

Solucion:

A continuacion se reescribe la distribucion de los polos del problema 5.

s; = —1.789 + j19.802
52 = —4.684 + j12.2385
53 = —5.790

54 = —4.684 — j12.2385
ss = —1.789 — j19.802

Que corresponden a un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I de orden N = 5, con un rizo en la
banda de paso de 1dB y una frecuencia de paso w, = 20 rad/seg.

En esta distribucion aparasen polos y sus conjugados, por lo que éstos se pueden agrupar de tal
forma que sus productos estardn dados por

(s=su)(s—sp) = (s— 0k —ju)(s— 0o+ j)
= (S—Gk)z—}—Q%

= > 2015+ 07 +QF
donde o}, es la parte real y €, la parte imaginaria de cada polo.

Para el polo s, y su conjugado s5 se tiene (con o7 = —1.789 y Q; = 19.802)
(s—s51) (s —s5) = (s —51) (s — 57) = s> +2(1.789) s + (1.789)* + (19.802)*
(s —s1) (s — 55) = s> + 3.578s + 395.32

Para el polo s, y su conjugado s4 se tiene (con 6, = —4.684 y Qp = 12.2385)

(s —52) (s —54) = (5 — 52) (5 — 83) = 57 +2(4.684)s + (4.684)> + (12.2385)*

(s —52) (s — s4) = 5% +9.3685 + 171.721

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko

H =
(s) (s2 +3.5785 + 395.32) (s2 + 9.3685 + 171.721) (s +5.79)

Abhora se determina la constante de normalizacién K. Para ello, se obtiene la respuesta en
frecuencia al aplicar el operador s = jw

Ky

H(w) =
(@) (39532 — 02 + j3.578 w) (171.721 — 02 + j9.368 ®) (5.79 + jo)

Luego, se evaltia la magnituden ® = 0

Ho)|| = o S
=0  (395.32)(171.721)(5.79)  393052.68

Por otro lado, para N impar
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H =1
H@)|
Por lo que
Ko
— =1 Ky = 393052.68
393052.68 - 0

La funcion de transferencia solicitada es

393052.68

H =
(s) (s2 +3.5785 + 395.32) (s2 + 9.368 s + 171.72) (s + 5.79)
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Problema 3.13 Determine la funcién de transferencia H(s) para un filtro pasa bajas Chebyshev
del tipo I normalizado en amplitud con 2dB del ancho del rizo en la banda de paso en el intervalo
de 0 a 15 rad/seg y de orden N = 4. Utilice las tablas disponibles en la obra Teoria de filtros del
tipo Chebyshev: Funcion de transferencia para dar solucién al problema.

Solucion:

En las tablas 3.5 y 3.6 se transcriben parte de las tablas de la obra de referencia. Se hace notar
que éstas estdn evaluadas para @, = 1 rad/seg.

Tabla 3.5: Polinomio denominador de la funcién
Chebyshev tipo I con rizo: 2dB

Funcion de Chebysheyv tipo I (forma factorizada) con rizo de: 2dB
N Denominador de H s)
1 | s+ 1.3076
2 | s*+0.8038s + 0.8231
3 (s +O3689s+08861) (s + 0.3689)
4 (s +02098s+09287) (s +05064s+02216)
5 (s +0.13495 + 0. 9522) (s +0.35325 + 0. 39315) (s +0.2183)
6 (s +0.093955+0. 96595) ( 2 4+0.25675+0. 5329) (s2 +0.35065 + 0.0999)
7 (s +0.069 s+ 0. 9746) (s +0.1937s+ 0.6354) (s +0.28s+ 0.2124) (s + 0.1553)

Tabla 3.6: Factor de normalizacién de la funcién
Chebyshev tipo I, rizo: 0.5dB, 1dB, 2dB

Constante K del numerador

Para un Para un Para un
N | rizode: 1/2dB rizo de: 1dB rizo de: 2dB
1 2.8628 1.9652 1.3076
2 1.4313 0.9826 0.6538
3 0.7157 0.4913 0.3269
4 0.3578 0.24565 0.16345
5 0.1789 0.1228 0.0817
6 0.0895 0.0614 0.0409
7 0.0447 0.0307 0.0204

Para determinar la funcién de transferencia H (s) para un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I
normalizado en amplitud con un rizo en la banda de paso de 2dB, una frecuencia @, = 15 rad/seg
y un orden N = 4 utilizando la informacién de las tablas 3.5 y 3.6 se procede como sigue.

De la tabla 3.5 se consigue el polinomio denominador de la funcién de transferencia y de la
tabla 3.6 el valor de la constante de normalizacién en amplitud, con @, = 1 rad/seg, obteniéndose

0.16345
(s2 + 0.20985 + 0.9287) (s2 + 0.50645 + 0.2216)

H(s) =

La funcion de transferencia solicitada se logra al sustituir s por s/®, con w, = 15 rad/seg,
como sigue

/

H(s) =H(s)

s’ =s/w,

/ 0.16345
H(S) = / 2 / / 2 /
((s) +0.20985 + 0.9287) ((s) +0.50645 + 0.2216)

s'=s/w,
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0.16345
H(s) =
S2 N 52 N
— 4 0.2098 <> +0.9287 | | —5 +0.5064 <> +0.2216
w; p w; p
0.16345 ;)
H(s) =

(s +0.2098 @, s + 0.9287 @2) (s 4 0.5064 w, s + 0.2216 ?)
La funcién de transferencia para @, = 15 rad/seg es

8274.65625

H(s) =
(s) (s2 + 3.147 s + 208.9575) (s> + 7.596 5 + 49.86)
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Problema 3.14 Utilice las tablas disponibles en la obra Teoria de filtros del tipo Chebyshev:
Funcion de transferencia para dar solucién al problema. Determine la funcién de transferencia
para un filtro Chebyshev del tipo I normalizado en amplitud de orden cinco con frecuencia
®, = 200 rad/seg, para un rizo en la banda de paso de:

a) 0.5dB

b) 1dB

c) 2dB

Solucion:

En las tablas 3.7 a 3.10 se transcriben parte de las tablas de la obra de referencia. Se hace notar
que éstas estdn evaluadas para @, = 1 rad/seg.

Tabla 3.7: Polinomio denominador de la funcién
Chebyshev tipo I con rizo: 0.5dB

Funcién de Chebyshev tipo I (forma factorizada) con rizo de: 1/2dB
Denominador de H (s)

=

s +2.8628
s + 1.42565 + 1.5162

(s> +0.6265s + 1.14245) (s + 0.6265)

(s +0.3507s + 1.0635) (s* + 0.8467s + 0.3564)

(s* 4 0.2239s + 1.0358) (s* + 0.58625s + 0.4768) (s + 0.3623)

(s> +0.15535+1.023) (s> +0.42435+0.59) (s> +0.57965 +0.157)
(s240.1145+1.016) (s* +0.31945+0.6769) (s> +0.46165+0.2539) (s + 0.2562)

N N R W N -

Tabla 3.8: Polinomio denominador de la funcién
Chebyshev tipo I con rizo: 1dB

Funcion de Chebysheyv tipo I (forma factorizada) con rizo de: 1dB
Denominador de H (s)

=

s + 1.9652

s2 +1.0977s + 1.1025

(s 4 0.49425 + 0.9942) (s + 0.4942)

(s> 4+ 0.2791s + 0.9865) (s> + 0.6737s -+ 0.2794)

(s +0.1789s + 0.9883) (s + 0.46845 + 0.4293) (s + 0.2895)
(s*40.12445+0.9907) (s* 4033985+ 0.5577) (s* 4 0.4641 5 +0.1247)
(s2+0.09145+0.9927) (s* +0.256155 +0.6535) (s> +0.375+0.2305) (s + 0.2054)

~N O R W N =

Tabla 3.9: Polinomio denominador de la funcién
Chebyshev tipo I con rizo: 2dB

Funcién de Chebyshev tipo I (forma factorizada) con rizo de: 2dB
Denominador de H (s)

=z

s+ 1.3076

s* + 0.8038s + 0.8231

(s* 4+ 0.3689s + 0.8861) (s + 0.3689)

(s +0.2098s + 0.9287) (s* + 0.50645 + 0.2216)

(s +0.13495 + 0.9522) (s* 4 0.35325 + 0.39315) (s + 0.2183)

(57 +0.09395 5+ 0.96595) (5% +0.2567 s +0.5329) (s +0.3506 s 4 0.0999)

(s> 40.0695 4 0.9746) (s* +0.1937 s+ 0.6354) (s* +0.285+0.2124) (s + 0.1553)

~N O L AW N =
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Tabla 3.10: Factor de normalizacion de la funcién
Chebyshev tipo I, rizo: 0.5dB, 1dB, 2dB

Constante K del numerador

Para un Para un Para un
N | rizode: 1/2dB rizo de: 1dB rizo de: 2dB
1 2.8628 1.9652 1.3076
2 1.4313 0.9826 0.6538
3 0.7157 0.4913 0.3269
4 0.3578 0.24565 0.16345
5 0.1789 0.1228 0.0817
6 0.0895 0.0614 0.0409
7 0.0447 0.0307 0.0204

a) Para determinar la funcién de transferencia H (s) para un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I
normalizado en amplitud con un rizo en la banda de paso de 0.5dB, una frecuencia
®, = 200 rad/seg y un orden N = 5 utilizando la informacion de las tablas 3.7 a 3.10 se procede
como sigue.

De la tabla 3.7 se consigue el polinomio denominador de la funcién de transferencia y de la
tabla 3.10 el valor de la constante de normalizacion en amplitud, con @, = 1 rad/seg, obteniéndose

0.1789
(s2 4 0.2239s + 1.0358) (s2 + 0.586255 + 0.4768) (s + 0.3623)

H(s) =

La funcién de transferencia solicitada se logra al sustituir s por s/, con @, = 200 rad/seg,
como sigue

/ 0.1789
((s’)2 +0.22395 + 1.0358) <(s')2 +0.586255 —1—0.4768) (s +0.3623)

17
H(s) 0.1789

S2 S S2 S

2402239 — ) +1.0358 | | — +0.58625 [ — | + 0.4768

o’ o, o> o,

(s n 0.3623>
@p
0.1789 a);

H(s) =

(52 +0.2239 @, s + 1.0358 @2) (s + 0.58625 @, 5 + 0.4768 ©22)
(s + 0.3623 ®,)

La funci6n de transferencia para @, = 200 rad/seg es

5.7248 x 1010

H =
(s) (s2 +44.78 5 + 41432) (s2 + 117.25 s + 19072) (s + 72.46)
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b) Para determinar la funcién de transferencia H (s) para un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I
normalizado en amplitud con un rizo en la banda de paso de 1dB, una frecuencia @, = 200 rad/seg
y un orden N = 5 utilizando la informacién de las tablas 3.7 a 3.10 se procede como sigue.

De la tabla 3.8 se consigue el polinomio denominador de la funcién de transferencia y de la
tabla 3.10 el valor de la constante de normalizacion en amplitud, con @, = 1 rad/seg, obteniéndose

0.1228

H(s) =
(s) (s2 4+ 0.17895 + 0.9883) (52 + 0.46845 + 0.4293) (s + 0.2895)

La funcién de transferencia solicitada se logra al sustituir s por s/, con @, = 200 rad/seg,
como sigue

| 0.1228
()7 +0.17895' +0.9883) ((5')? + 0.46845' +0.4293 ) (5' +0.2895)

S
s =
wp

0.1228
H(s) =
52 S S2 S
“ +0.1789 ( — ) +0.9883 | [ = +0.4684 ( — | + 0.4293
o; o, o7 o,
(s n 0.2895>
wp
0.1228 @>
H(s) = £

(s +0.1789 @, s + 0.9883 @2) (s 4 0.4684 , s + 0.4293 ©?)
(s +0.2895 w,)

La funcion de transferencia para @, = 200 rad/seg es

3.9296 x 1010
(s2 +35.78 5 + 39532) (s2 + 93.68 s + 17172) (s + 57.9)

H(s) =

¢) Para determinar la funcién de transferencia H(s) para un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo I
normalizado en amplitud con un rizo en la banda de paso de 2dB, una frecuencia @, = 200 rad/seg
y un orden N = 5 utilizando la informacion de las tablas 3.7 a 3.10 se procede como sigue.

De la tabla 3.9 se consigue el polinomio denominador de la funcién de transferencia y de la
tabla 3.10 el valor de la constante de normalizacion en amplitud, con @, = 1 rad/seg, obteniéndose

0.0817
(s2 4 0.1349s + 0.9522) (s> + 035325 + 0.39315) (s + 0.2183)

H(s) =

La funcién de transferencia solicitada se logra al sustituir s por s/, con @, = 200 rad/seg,
como sigue

) 0.0817
((s’)2 +0.13495' +0.9522) ((s/)2 +0.3532¢' +0.39315) (s' +0.2183)
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o) — 0.0817
(S) B S2 S S2 S
—— +0.1349 <> +0.9522 | | =5 +0.3532 <> +0.39315
o7 ), o7 )
(s n 0.2183>
wp
0.0817 >
H(s) = L
(52 + 0.1349 @, s + 0.9522 @2) (s> + 0.3532 w, s + 0.39315 w?)

(s+0.2183 w,)
La funcidn de transferencia para @, = 200 rad/seg es

2.6144 x 100

H =
(s) (s2 +26.98 5 + 38088) (s + 70.64 5 + 15726) (s + 43.66)
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Problema 3.15 Determine la funcién de transferencia normalizada en amplitud de un filtro pasa
bajas Chebyshev del tipo I con las siguientes especificaciones:

Maixima atenuacion en la banda de paso de 1.5dB

Limite de la banda de paso: @, = 50 rad/seg

Maixima ganancia en la banda de rechazo de 50dB

Limite de la banda de rechazo: @, = 160 rad/seg

Solucion:

La funcién de transferencia se determina a partir de la ubicacién de los polos. Primero se
determina el orden del filtro.

tH(@)

o, ®

Figura 3.8: Magnitud en potencia indicando los
pardmetros €, A, ®, y @, para el problema 3.15

De la figura 3.8 se observa que al evaluar |H(o)|? en @ = ®, y en ® = ®, se obtiene

1

H(w)|?
|H(w)| e

= [H(w,)* =

0=,

1

_ 2 _
~ ()] =

D=,

|H (o)

1
2
10 log|H(wp)|” = 10log <1 n 82)

1
2
101og|H (w,)|” = 101og <1+7L2>

Los valores de € y A se determinan utilizando las ganancias en dB de las bandas de paso y
rechazo especificadas en la enunciacién del problema, como sigue

1.5dB = 101og(1 + €?)

€ =+10%15 — 1 = 0.64229

50dB = 101og(1 + A?)

A =+V10 —1 = 3162262

Entonces, con @,/ @, = 3.2, el orden del filtro es

o] <7L> s (316.2262)
- NYFL5) -1
N e) _ 0.64229 / _ cosh (492.342) _ 3764

- —1
cosh™! <w,> cosh™ (3.2) 1.831
@p
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Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea de N = 4.

Se proporcionan dos métodos en la obtencion de los polos. En el primero se determina los
polos para la aproximacion Butterworth y a partir de dicha ubiciacién se obtiene los polos de la
aproximacion Chebyshev tipo I. En el segundo método se obtiene los polos directamente de las
expresiones que se obtuvieron para tal fin.

Para N = 4 la separacién angular entre polos para la aproximacién Butterworth es de
180° /4 = 45°. Como el orden es par, para ubicar el primer polo se toma al eje real como referencia
entre angulos de dos polos consecutivos, es decir, a partir del eje real un polo se localiza a 22.5° y
el otro a —22.5°, con los polos distribuidos en un circulo de radio unitario, esto es, se considera
una frecuencia normalizada (o, = 1 rad/seg.).

La distribucién de los polos para la aproximacion Butterworth es

5] = el2Y s55 = /20257 — ,=j1575°
5y = e/67° sg = eI TS = pmil2s?
53 = /1125 57 = /2925
S4 = e 1575° 5§ = 0l 3375°

Los polos de interés son los ubicados en la parte izquierda del plano s

s1 = 1% = —0.382683 + j0.923879
s = /7 = -0.923879 + j0.382683
s3 = e 19757 = _0.923879 — j0.382683
sa = e 125 = _0.382683 — j0.923879
Para obtener la ubicacion de los polos Chebyshev del tipo I a partir de la posicién de los polos

para la aproximacién Butterworth se hace uso de las siguientes expresiones (con € = 0.64229
y @, = 50 rad/seg)

Sp = O+ j&
Or = — @psenoi senhB,:
Q = ), cosay cosh ﬁ,i
W (K1Y
kT 2N
B = ~senh\(1/e)
= —sen
k N

Al sustituir valores se tiene

!/

1
B, = Zse-,nh—1(1/0.64229):0.306483

w,senhf, = 50senh(0.306483) = 15.56518

o, coshB, = 50 cosh(0.306483) = 52.36674

La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebysheyv tipo I se determina al mu/ltiplicar la
parte real de los polos obtenidos c/le la aproximacién Butterworth por el valor @, senhf3; y la parte
imaginaria por el valor , cosh 8, con @, = 50 rad/seg.

s1 = —0.382683 (15.56518) + j0.923879 (52.36674
sp = —0.923879 (15.56518) + j0.382683 (52.36674
s3 = —0.923879 (15.56518) — j0.382683 (52.36674
s4 = —0.382683 (15.56518) — j0.923879 (52.36674

OO — — —
o — ~— ~—
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La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev es

51 = —5.9565 + j48.3805
s2 = —14.3803 + j20.0398
s3 = —14.3803 — j20.0398
s4 = —5.9565 — j48.3805

Segundo método para determinar la ubicacién de los polos de la aproximacién Chebyshev
tipo L.

Para determinar la ubicacién de los polos se aplica, con N =4, & = 0.64229y
®, = S0rad/seg,

Sp = O+ j&

or = —O senocksenhB,;

Q = ), cosoy cosh ﬁ,i
u (%=1
kT 2N

B, = lsenh’l(l/s)
Y

donde
B, = 0.306483
senhf, = 0.311304
coshB, = 1.047335

La evaluacién requerida para determinar la ubicacién de los polos se muestran en las tablas 3.11
y 3.12. La tabla 3.11 presenta los cédlculos intermedios en la determinacién de los polos, mientras
que la tabla 3.12 especifica la ubicacién de éstos.

Un polo complejo y su conjugado se pueden agrupar de la forma
(s—si)(s—s)=(—0r—jU) (s — 0 + Q) = (s — o) + QF

(s—sp) (s—s]) =s* =205 + 6f + QF

Tabla 3.11: Calculo de los polos para: Rizo de 1.5dB, N = 4, primera parte

/

o, = Q=
k oy, COS O, senoy, senoy, senhﬁ,é cos oy, cosh [3,2
1 /8 0.923879  0.382683 0.119131 0.967611
2| 3n/8 0.382683  0.923879 0.287607 0.400797
3| 57/8 -0.382683 0.923879 0.287607 -0.400797
4| 7n/8 -0.923879 0.382683 0.119131 -0.967611
5| 9n/8 -0.923879 -0.382683 -0.119131 -0.967611
6| 11x/8 -0.382683 -0.923879  -0.287607 -0.400797
7 | 13x/8 0.382683 -0.923879 -0.287607 0.400797
8 | 15m/8 0.923879 -0.382683  -0.119131 0.967611
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Tabla 3.12: Célculo de los polos para: Rizo de 1.5dB, N = 4, segunda parte

k | ox = —wpsenoy senhﬁ,; Qi = W), cos 0y coshB,;
1 -5.9565 48.3805
2 -14.3803 20.0398
3 -14.3803 -20.0398
4 -5.9565 -48.3805
5 5.9565 -48.3805
6 14.3803 -20.0398
7 14.3803 20.0398
8 5.9565 48.3805

Para el polo 51 y su conjugado s4 se tiene (con 67 = —5.9565 y 1 = 48.3805)
(s —s1) (s —s54) = (s —51) (s — 57) = 5% +2(5.9565) s + (5.9565)* + (48.3805)*
(s —s1) (s — 54) = s* 4+ 119135 + 2376.153

Para el polo s, y su conjugado s3 se tiene (con 6, = —14.3803 y Q, = 20.0398)
(s —52) (s —s53) = (s — 50) (s — 53) = s> +2(14.3803) s + (14.3803)% + (20.0398)?
(s —52) (s — 53) = 5° + 28.761 5 + 608.387

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko
(s2+ 119135 + 2376.153) (s2 + 28.761 5 + 608.387)

Ahora se determina la constante de normalizacién Ky. Para ello, primero se obtiene la respuesta
en frecuencia al aplicar el operador s = jo

H(s) =

Ko
(2376.153 — w*+ j11.913 ) (608.387 — w? + j28.761 ®)
Luego, se evaltia la magnituden @ = 0
Ko B Ko
(2376.153) (608.387) 1445620.595
Por otro lado, para N par (con € = 0.64229)

H(w)=

H(w) =

1
| J——
@I, = J5e
Por lo que
Ko B 1
1445620.595 /1 + (0.64229)2
1445620.595
Ko = = 1216338.62
1 + (0.64229)2

La funcién de transferencia solicitada es

1216338.62

H =
(s) (2 4+ 11.9135 + 2376.153) (s> + 28.761 s + 608.387)
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Problema 3.16 Obtenga la funcién de transferencia normalizada en amplitud de un filtro pasa
bajas Chebyshev del tipo I con las siguientes especificaciones:

Minima ganancia en la banda de paso de 0.7dB

Limite de la banda de paso: @, = 30 rad/seg

Minima pérdida en la banda de rechazo de 60dB

Limite de la banda de rechazo: @, = 60 rad/seg

Solucion:

La funcién de transferencia se determina a partir de la ubicacién de los polos. Primero se
determina el orden del filtro.

tH(@)

w, o ®

Figura 3.9: Magnitud en potencia indicando los
pardmetros €, A, ®, y @, para el problema 3.16

De la figura 3.9 se observa que al evaluar |H(®)|* en © = ®, y en @ = o, se obtiene

|H (o) = |H(w,)|” =

o—0, 1+ €2

2 1
= 10log|H(w,)|” = 1010g<1+82

H (o)

_ 1 2 _ 1
= |H(o,)|” = T2 — 10log|H(®,)|” = 101og T2

0=,

Los valores de € y A se determinan utilizando las ganancias en dB de las bandas de paso y
rechazo especificadas en la enunciacién del problema, como sigue

0.7dB = 10log(1 + £?)
g = 1100-00) — 1 = 0.418208
60 dB = 101og(1 + A?)

A =10 — 1 = 999.9995

Entonces, con o,/ ®, = 2, el orden del filtro es

cosh™! ()L> cosh™! <999'9995)
N — ) _ 0.418208 )  8.472678 64335

cosh! <((j))r> cosh™! (2) 1.316958
P

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro seade N = 7.

Se proporcionan dos métodos en la obtencién de los polos. En el primero se determina los
polos para la aproximacién Butterworth y a partir de dicha ubiciacion se obtiene los polos de la
aproximacion Chebyshev tipo 1. En el segundo método se obtiene los polos directamente de las
expresiones que se obtuvieron para tal fin.
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Basados en la aproximacién Butterworth, los polos para N = 7 tienen una separacién angular
entre polos de 180°/7 (25.714° o & /7 radianes). Como el orden es impar, un polo se ubica en el eje
real, con los polos distribuidos en un circulo de radio unitario, esto es, se considera una frecuencia
normalizada (w, = 1 rad/seg.).

La distribucién de los polos para la aproximacién Butterworth es

51 = /10286 — o4/ — 0222521 + j0.974928 = s
sy = e85 = o577 — _0,623490 + j0.781831 = s
53 = 12 = oJOTT — _0.900969 + j0.433884 = s%
54 = Q1807 _ Lim —

sg = /P28 — N7 — 0222521 — j0.974928 = s,
sg = 30857 — oJ127/7 — (0623490 — j0.781831 = s
sip = /3B — o137 — 0.900969 — j0.433884 = 5%,
s;p = 3007 — pi2m

Los polos de interés son los ubicados en la parte izquierda del plano s

s = /19286 — _0.222521 + j0.974928
s = 12857 = —0.623490 + j0.781831
s3 = /P2 = _0.900969 + j0.433884
sa = B =T = 1

ss = e 1132 = _0.900969 — j0.433884
s = e 12857 = _0.623490 — j0.781831
57 = e /19286 — 0222521 — j0.974928

Para obtener la ubicacion de los polos Chebyshev del tipo I a partir de la posicién de los polos
para la aproximacién Butterworth se hace uso de las siguientes expresiones (con € = 0.418208 y
©, = 30 rad/seg)

Sk = O+
/
Or = — Wpsenoysenhfy
!
Q. = ), cosoy cosh

Y Tl A
k= 2N

B — %senh_l(l /e)

Al sustituir valores se tiene

!

1
B, = 7senh—‘(1/0.418208):o.229433

w,senhf, = 30 senh(0.229433) = 6.943535

o, coshB, = 30 cosh(0.229433) = 30.793062

La ubicacién de los polos para la aproximacion Chebyshev tipo I se determina al multiplicar la
parte real de los polos obtenidos de la aproximacion Butterworth por el valor w), senhﬁ,i y la parte
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. . . !
imaginaria por el valor , cosh 8, con @, = 30 rad/seg.

si = —0.222521(6.943535) + j0.974928 (30.793062)
s = —0.623490 (6.943535) + j0.781831 (30.793062)
53 = —0.900969 (6.943535) + j0.433884 (30.793062)
54 = —6.943535

ss = —0.900969 (6.943535) — j0.433884 (30.793062)
se = —0.623490 (6.943535) — j0.781831 (30.793062)
s7 = —0.222521(6.943535) — j0.974928 (30.793062)

La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev es

s; = —1.5451 + j30.0210
s; = —4.3292 + j24.0750
s3 = —6.2559 + j13.3606
ss = —6.9435

ss = —6.2559 — j13.3606
s¢ = —4.3292 — j24.0750
s7 = —1.5451 — j30.0210

Segundo método para determinar la ubicacién de los polos de la aproximacién Chebyshev
tipo L.

Para determinar la ubicaciéon de los polos se aplica, con N =7, € = 0418208 y
o, = 30rad/seg,

Sp = Op+ j&&%
Or = —@psency senh B,;
Q = ), cosoy cosh [5’,;
w — (1Y
kT 2N
Bi = ~sennh\(1/e)
= —sen
k N

donde

!

B, = 0.229433
senhf, = 0.231451

coshf, = 1.026435

La evaluacién requerida para determinar la ubicacién de los polos se muestran en las tablas 3.13
y 3.14. La tabla 3.13 presenta los calculos intermedios en la determinacién de los polos, mientras
que la tabla 3.14 especifica la ubicacién de éstos.

Un polo complejo y su conjugado se pueden agrupar de la forma
(s =) (s = 5p) = (s — Ok = ju) (s — Oc + j Q) = (5 — 00)* +

(s—sk)(s—s,’;):s2—26ks+6k2+Q,%
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Tabla 3.13: Calculo de los polos para: Rizo de 0.7dB, N = 7, primera parte

G]; = Q}c =
k ol COS O senol senol, senhﬁ,; cos o, cosh ﬁ,i
1 /14 0974928 0.222521 0.051503 1.00070
2 3n/14  0.781831  0.623490 0.144307 0.802499
3 | Sm/14  0.433884  0.900969 0.208530 0.445354
4 | Tn/14 0 1 0.231451 0
5| 9/14  -0.433884  0.900969 0.208530 -0.445354
6 | 11r/14 -0.781831 0.623490 0.144307 -0.802499
7 | 13n/14 -0.974928 0.222521 0.051503 -1.00070
8 | 15m/14 -0.974928 -0.222521 -0.051503 -1.00070
9 | 17n/14 -0.781831 -0.62349 -0.144307 -0.802499
10 | 197/14 -0.433884 -0.900969  -0.208530 -0.445354
11 | 21x/14 0 -1 -0.231451 0
12 | 23n/14  0.433884 -0.900969  -0.208530 0.445354
13 | 25x/14 0.781831 -0.623490 -0.144307 0.802499
14 | 27x/14 0974928 -0.222521  -0.051503 1.00070

Tabla 3.14: Célculo de los polos para: Rizo de 0.7dB, N = 7, segunda parte

k | op = —wp,senay senhB, Q; = @, cos oy coshf,
1 -1.5451 30.0210
2 -4.3292 24.0750
3 -6.2559 13.3606
4 -6.9435 0

5 -6.2559 -13.3606
6 -4.3292 -24.0750
7 -1.5451 -30.0210
8 1.5451 -30.0210
9 4.3292 -24.0750
10 6.2559 -13.3606
11 6.9435 0

12 6.2559 13.3606
13 4.3292 24.0750
14 1.5451 30.0210

Para el polo s; y su conjugado s7 se tiene (con o7 = —1.5451 y Q; = 30.021)
(s —s1) (s —57) = (s — 1) (s — 57) = 5% +2(1.5451) 5 + (1.5451)* + (30.021)*
(s —s1) (s — s7) = 5% + 3.0905 + 903.65

Para el polo s, y su conjugado s se tiene (con 6, = —4.3292y Q, = 24.075)
(s—852) (s —56) = (s —52) (s — 53) = 5° +2(4.3292) s + (4.3292)* + (24.075)2
(s — 52) (s — s6) = s + 8.6584s + 598.35

Para el polo s3 y su conjugado s5 se tiene (con 63 = —6.2559 y Q3 = 13.3606)
(s —s3) (s —s5) = (s — 53) (s — 53) = 5* + 2(6.2559) s + (6.2559)* + (13.3606)*

(s —53) (s — 55) = s> + 12.5125 + 217.64
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La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko
H =
(s) (s2+ 3.095 + 903.65) (52 + 8.65845 + 598.35) (52 + 12.5125 + 217.64)
(s + 6.9435)

Ahora se determina la constante de normalizacién Ky. Para ello, primero se obtiene la respuesta
en frecuencia al aplicar el operador s = j®

Ky
(903.65 — 0> + j3.09 ®)(598.35 — w? + j8.6584 w)
(217.64 — ©* + j12.512 ) (6.9435 + j )

H(o) =

Luego, se evaliia la magnituden @ = 0

_ Ky _ Ky
0=0  (903.65)(598.35) (217.64) (6.9435)  817095286.8

H ()]

Por otro lado, para N impar

H@)| =1

w=0

Por lo que

Ko

817095286.8 = o = 817095286.8

La funcion de transferencia solicitada es

817095286.8
(s2 4 3.095 + 903.65) (s> + 8.6584s + 598.35) (s2 4 12.512s + 217.64)
(s + 6.9435)

H(s) =
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Problema 3.17 Se requiere disefiar un filtro Chebyshev pasa bajas del tipo I con las siguientes
especificaciones
Rizo en la banda de paso de 0.6dB
Limite de la banda de paso: @, = 4 rad/seg
Minima atenuacién en la banda de rechazo de 45dB
Limite de la banda de rechazo: @, = 25 rad/seg
Determine:
a) El minimo orden del filtro.
b) La funcién de transferencia normalizada en amplitud.
c) Las expresiones para la magnitud, la ganancia en dB, la fase y el retardo de grupo.

Solucion:

a) Minimo orden del filtro.

o, ®

Figura 3.10: Magnitud en potencia indicando los
pardmetros €, A, ®, y @, para el problema 3.17

De la figura 3.10 se observa que al evaluar |[H(®)|* en ® = o, y en ® = O, se obtiene

= |H(o,)?

0=,

|H (o)

1
2
— 10log|H(w,)| :1010g<1+82>

T 1t

1 1
H(o)|? = H(o)] = —— 10log |H (a,)|* = 101log | ——
H() ) = g — 1010gl(@)F = 1owog ({1

0O=0;

Los valores de € y A se determinan utilizando las ganancias en dB de las bandas de paso y
rechazo especificadas en la enunciacién del problema, como sigue

0.6dB = 101og(1 + £°)
€ = \/1000:06) — 1 = 0.384907
45dB = 101og(1 + A?)

A =+/10% — 1 = 177.8251

Entonces, con @,/®, = 6.25, el orden del filtro es

cosh™! <;L> cosh™! (177'8251>
N € _ 0.384907 _ 6.8287 27106

cosh! ( % ) cosh™1(6.25) 2519266
D

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea de N = 3.
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b) Funcién de transferencia normalizada en amplitud.

La funcién de transferencia se determina a partir de la ubicacién de los polos. Se proporcionan
dos métodos en la obtencion de éstos. En el primero se determina los polos para la aproximacion
Butterworth y a partir de dicha ubiciacion se obtiene los polos de la aproximacion Chebyshev tipo 1.
En el segundo método se obtiene los polos directamente de las expresiones que se obtuvieron para
tal fin.

Basados en la aproximacion Butterworth, los polos para N = 3 tienen una separacién angular
entre polos de 180°/3 (60° o 7/3 radianes). Como el orden es impar, un polo se ubica en el eje
real, con los polos distribuidos en un circulo de radio unitario, esto es, se considera una frecuencia
normalizada (w, = 1 rad/seg.).

La distribucién de los polos para la aproximacion Butterworth es

5| = o120 = 23
oI 180° _ ,j31/3

sy =

- Q2800 _ ,—j120° _ j4n/3
sy = ej300° _ ej57r/3

— ej360° — ej67r/3

S6 ej()OO — ejn/3

Los polos de interés son los ubicados en la parte izquierda del plano s

s1 = 12 = 0.5+ j0.866025

s, = /B =_1

s3 = e /12 = 05— j0.866025
Para obtener la ubicacién de los polos Chebyshev del tipo I a partir de la posicion de los polos

para la aproximacién Butterworth se hace uso de las siguientes expresiones (con € = 0.384907 y
o, = 4 rad/seg)

sk = O+ j&
Or = —@psenoy senhB,;
Q = ), cosoy cosh ﬁ,i
w — (1Y
kT 2N
B, = ! senh™!(1/g)
Y

Al sustituir valores se tiene

!

1
B, = gsenh—1(1/0.384907):o.561012

w,senhf, = 4senh(0.561012) = 2.363628

w, coshB, = 4 cosh(0.561012) = 4.646153

La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebysheyv tipo I se determina al mu/ltiplicar la
parte real de los polos obtenidos c/le la aproximacién Butterworth por el valor @, senhf3; y la parte
imaginaria por el valor , cosh 8, con @, = 4 rad/seg.

s = —0.5(2.363628) + j0.866025 (4.646153)
s2 = —2.363628
s3 = —0.5(2.363628) — j0.866025 (4.646153)
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La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev es

s1 = —1.18180 + j4.02368
s2 = —2.36360
s3 = —1.18180 — j4.02368

Segundo método para determinar la ubicacion de los polos de la aproximacion Chebyshev
tipo L.

Para determinar la ubicacién de los polos se aplica, con N = 3, € = 0.384907 y
®, = 4 rad/seg,

Sk = Ok + jQ

Or = — @,senoy senh B,;
Qr = ), cos oy cosh [5,2
w (B

ke 2N
B = ~senh™!(1/e)
= —sen
k N
donde

!

B, = 0.561012
senhf, = 0.590907

coshf, = 1.161538

La evaluacién requerida para determinar la ubicacién de los polos se muestran en las tablas 3.15
y 3.16. La tabla 3.15 presenta los calculos intermedios en la determinacién de los polos, mientras
que la tabla 3.16 especifica la ubicacién de éstos.

Tabla 3.15: Calculo de los polos para: Rizo de 0.6dB, N = 3, primera parte

!

Gé = Q =

k ol COS O senoy  senoy senhB,; cos 0, cosh ﬁ,;
1| /6 0.866025 0.5 0.295453 1.005921

2| 3m/6 0 1 0.590907 0

3| 57/6 -0.866025 0.5 0.295453 -1.005921

41 Tn/6 -0.866025 -0.5 -0.295453 -1.005921

51| 9n/6 0 -1 -0.590907 0

6| 1ln/6 0.866025 -0.5 -0.295453 1.005921

Un polo complejo y su conjugado se pueden agrupar de la forma
(s—si)(s—s0) = (s =0 — ju) (s — o+ j %) = (s — a)* +
(s—sx) (s—s7) = s> — 2015 + of + QF

Para el polo s; y su conjugado s3 se tiene (con o7 = —1.1818 y Q| = 4.02368)

(s—51) (s —53) = (s — 1) (s — 5]) = s +2(1.1818) 5 + (1.1818)* + (4.02368)>
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Tabla 3.16: Célculo de los polos para: Rizo de 0.6dB, N = 3, segunda parte

k | ox = —wpsenoy senhﬁ,; Qi = W), cos 0y coshB,;
1 -1.1818 4.02368

2 -2.3636 0

3 -1.1818 -4.02368

4 1.1818 -4.02368

5 2.3636 0

6 1.1818 4.02368

(s —s1) (s — 53) = 5° 4 2.36365 + 17.5867

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

H(s)=

Ko

(s2 + 2.36365 + 17.5867) (s + 2.3636)

Ahora se determina la constante de normalizacién Ky. Para ello, primero se obtiene la respuesta
en frecuencia al aplicar el operador s = j®

H(w)=

Ky

(175867 — @? + j2.3636 ®)(2.3636 + j )

Luego, se evaltia la magnitud en ® = 0

Ko

H@)|| =

o=0 (175867 — @® + j2.3636 ) (2.3636 + j)|,_,

Ko Ko

H (@)

o=0  (17.5867)(2.3636)  41.5679

Por otro lado, para N impar

H@)| =1

0=0
Por lo que

Ko .
41.5679

== Ko = 41.5679

La funcion de transferencia solicitada es

H(s)=

41.5679

¢) Expresiones para la magnitud, la magnitud en dB, la fase y el retardo de grupo.

(s2 + 2.36365 + 17.5867) (s + 2.3636)

A partir de la funcién de transferencia obtenida en el inciso anterior al evaluarla en frecuencia,
aplicando el operador s = j®, se obtiene

41.5679

H(w) =

(17.5867 — ? + j2.3636 ) (2.3636 + j ®)

La funcién magnitud estd dada por

H(w)| =

41.5679

\/(17.5867 — 02)*+(2.3636 ®)2 \/(2.3636)% + 2
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La evaluacidn de la ganancia en dB es

H()] ;5 = 20 log|H ()] = 20 log (41.5679)
—10log [(17.5867 —0?) + (2.3636(0)2} ~ 10log [(2.3636)2 + 0?

Para evaluar la fase, se requiere determinar el arg [H (®)], esto es

2.3636 o  aretan [ 0} }
17.5867 — w? 2.3636

arg[H(w)] = — arctan[

En la evaluacién del arg|H (w)] anterior, se hace notar que para el argumento de un nimero
complejo & + jB con a'y B positivos (o > 0y B > 0) se tiene

arg[a + jB] = arctan <§> < m/2

Mientras que para un ¢ negativo y un 3 positivo (¢ < 0y B > 0) se tiene

, B B
arg[a + jB] = arctan ( = —arctan | — | £ 7
—|a| o
De lo anterior se concluye que la evaluacién para valores de w* > 17.5867 del primer término
del argumento arg|H (w)] es

- 2.3636
arg [(175867 — w2+J23636CO) 1] = — arctan |:175867—a)(1)2:|
= + arctan _ 236360 +
B w? — 17.5867

El retardo de grupo es

_ darg[H(0)]
(@) = Jo
Usando tablas[7], la expresién de la derivada del arg [H ()] es

d arctan [H(®)] 1 d[H(o)]
dw 1+ HYw) do

de aqui que

darg[H(jo)] _
do
1 (17.5867 — »?) (2.3636) — (2.3636 0)(—2 @)
236360 \° (17.5867 — w?)*
17.5867 — w?
oy )
o \2[2.3636
1
+ (2.3636)
o (o) — (2.3636) (17.5867 — w?*) +2(2.3636) w? 2.3636
() =

+
(17.5867 — 2)* + (2.3636 w)* (2.3636)* + w?

2.3636 (17.5867 + ?) 2.3636
(17.5867 — 02)* + (2.3636 w)*>  (2.3636)% + 2

T (w) =
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Problema 3.18 Se requiere disefiar un filtro Chebyshev pasa bajas del tipo I con las siguientes
especificaciones
Rizo en la banda de paso de 2.5dB
Limite de la banda de paso: @, = 50 rad/seg
Maixima ganancia en la banda de rechazo de 80dB
Limite de la banda de rechazo: w, = 350 rad/seg
Determine:
a) El minimo orden del filtro.
b) La funcién de transferencia normalizada en amplitud.
c) Las expresiones para la magnitud, la ganancia en dB, la fase y el retardo de grupo.

Solucion:

a) Minimo orden del filtro.

>

w, @

Figura 3.11: Magnitud en potencia indicando los
pardmetros €, A, @, y @, para el problema 3.18

De la figura 3.11 se observa que al evaluar |[H(o)|* en & = )y y en @ = o, se obtiene

|H (o) = |H(w,)|" =

0=,

1
S 101log |H 2 _101
1+£2 = 0g| (wp)‘ 0g<1 +82)

|H (o) = |H(a,)?

0=,

1 5 1
wE = 10log|H(w,)| 00g<1+)ﬂ>

Los valores de € y A se determinan utilizando las ganancias en dB de las bandas de paso y
rechazo especificadas en la enunciacién del problema, como sigue

2.5dB = 10log(1 + €%

€ =V1002) — 1 = 0.88220

80 dB = 101log(1 + A?)

A =108 — 1 = 9999.99995

Entonces, con o,/ @, = 7, el orden del filtro es

o (2 cog ! [ 9999:99995
€ 08822 )  10.028824

= _1 =
cosh! < % > cosh™! (7) 2.633916
P

N = = 3.81

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea de N = 4.
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b) Funcién de transferencia normalizada en amplitud.

La funcién de transferencia se determina a partir de la ubicacién de los polos. Se proporcionan
dos métodos en la obtencion de éstos. En el primero se determina los polos para la aproximacion
Butterworth y a partir de dicha ubiciacion se obtiene los polos de la aproximacion Chebyshev tipo 1.
En el segundo método se obtiene los polos directamente de las expresiones que se obtuvieron para
tal fin.

Basados en la aproximacién Butterworth, los polos para N = 4 tienen una separacioén angular
entre polos de 180°/4 (45° o m/4 radianes). Como el orden es par, para ubicar el primer polo se
toma al eje real como referencia entre dngulos de dos polos consecutivos, es decir, a partir del eje
real un polo se localiza a 22.5° y el otro a —22.5°, con los polos distribuidos en un circulo de radio
unitario, esto es, se considera una frecuencia normalizada (@, = 1 rad/seg.).

La distribucién de los polos para la aproximacién Butterworth es

5 = /1125 55 = 2925
5y = /1575 5g = /BT
53 = /2025 — ,mJ1575° 57 = /25
54 = eI = i s = /675

Los polos de interés son los ubicados en la parte izquierda del plano s

s1 = 1% = —0.382683 + j0.923879
s = /P77 = -0.923879 + j0.382683
s3 = e /7 = —-0.923879 — j0.382683

54 e /125 — _0.382683 — j0.923879

Para obtener la ubicacién de los polos Chebyshev del tipo I a partir de la posicion de los polos
para la aproximacién Butterworth se hace uso de las siguientes expresiones

sk = Op+ %
Or = —Wpsenoy senhB,i
Q = ), cosoy cosh [3,;
w o (K1Y
LT 2N
Bi = ~sennh\(1/e)
= —sen
k N

Al sustituir valores se tiene

!

1
B, = Zsenh’1(1/0.8822) = 0.243179

w,senhf, = 50 senh(0.243179) = 12.279143

) coshB, = 50 cosh(0.243179) = 51.485332

La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebysheyv tipo I se determina al multiplicar la
parte real de los polos obtenidos de la aproximacién Butterworth por el valor @, senhﬁ,; y la parte
imaginaria por el valor @, cosh [3,;, con @, = 50 rad/seg.

s1 = —0.382683 (12.279143) + j0.923879 (51.485332)
55 = —0.923879 (12.279143) + j0.382683 (51.485332)
s3 = —0.923879 (12.279143) — j0.382683 (51.485332)
sy = —0.382683 (12.279143) — j0.923879 (51.485332)
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La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev es

51 = —4.6990 + j47.5662
sy = —11.3444 + j19.7025
s3 = —11.3444 — j19.7025
s4 = —4.6990 — j47.5662

Segundo método para determinar la ubicacion de los polos de la aproximacion Chebyshev
tipo L.

Para determinar la ubicacién de los polos se aplica, con N =4, € = 0.8822y
®, = S0rad/seg,

Sk = Ok + j
Or = —@psenqy senh B,;
Q = ), cos oy cosh ﬁ,i
w (P
LT 2N
Bi = sennh\(1/e)
= —sen
k N

donde

/!

B, = 0243178
senhf, = 0.245583

coshf, = 1.029707

La evaluacién requerida para determinar la ubicacion de los polos se muestran en las tablas 3.17
y 3.18. La tabla 3.17 presenta los calculos intermedios en la determinacién de los polos, mientras
que la tabla 3.18 especifica la ubicacién de éstos.

Tabla 3.17: Célculo de los polos para: Rizo de 2.5dB, N = 4, primera parte

G]/( = Q/k =
k o COS O senoy, senoy, senhﬁ,; cos 0y cosh ﬁ,é
1 /8 0.923879  0.382683 0.093980 0.951325
2| 37/8 0.382683  0.923879 0.226889 0.394051
3| 57/8 -0.382683 0.923879 0.226889 -0.394051
4| Tm/8 -0.923879 0.382683 0.093980 -0.951325
5| 9n/8 -0.923879 -0.382683  -0.093980 -0.951325
6| 11x/8 -0.382683 -0.923879 -0.226889 -0.394051
7 | 13x/8 0.382683 -0.923879  -0.226889 0.394051
8 | 157/8 0.923879 -0.382683 -0.093980 0.951325

Un polo complejo y su conjugado se pueden agrupar de la forma
(s—sp)(s—s)=(6—0r—jQU) (s— 0+ ) = (s — o) + Q7

(s—sp) (s—s]) = s> =205 + 6f + QF
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Tabla 3.18: Célculo de los polos para: Rizo de 2.5dB, N = 4, segunda parte

k | ox = —wpsenoy senhﬁ,; Qi = W), cos 0y coshB,;
1 -4.6990 47.5662
2 -11.3444 19.7025
3 -11.3444 -19.7025
4 -4.6990 -47.5662
5 4.6990 -47.5662
6 11.3444 -19.7025
7 11.3444 19.7025
8 4.6990 47.5662

Para el polo s; y su conjugado sy se tiene (con 67 = —4.699y Q; = 47.5662)
(s—s1)(s—s4) = (s —s1) (s — 57) = s* +2(4.699) 5 + (4.699)* + (47.5662)*
(s — 1) (s — s4) = s* + 9.398 s + 2284.62

Para el polo s, y su conjugado s3 se tiene (con 6, = —11.3444 y Q, = 19.7025)
(s —52) (s —53) = (5 — 52) (s — 83) = 5% +2(11.3444) s + (11.3444)% + (19.7025)*

(s —52) (s — 53) = s + 22.68885 + 516.884
La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko
(52 + 9.3985 + 2284.62) (s2 + 22.68885 + 516.884)

H(s)=

Ahora se determina la constante de normalizacion K. Para ello, primero se obtiene la respuesta
en frecuencia al aplicar el operador s = j®

Ko
(2284.62 — w? + j9.398 ) (516.884 — w? + j22.6388 w)

Luego, se evalia la magnituden @ = 0

H(w) =

Ko
noy|, -
G (2284.62 — @” + j9.398 ) (516.884 — > + j22.6888 W) |,_,

_ Ky _ Ky
o0 (2284.62)(516.884)  1180883.524

H (@)

Por otro lado, para N par (con € = 0.8822)
1

IO | ——
[ ()] 0=0 +/1+¢2
Por lo que
Ko 1
1180883.524 /T + (0.8822)2

1180883.524
Ko = = 885538.3562

V1 + (0.8822)2
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La funcién de transferencia solicitada es

885538.3562
(s2 + 9.3985 + 2284.62) (s2 + 22.68885 + 516.884)

H(s) =

¢) Expresiones para la magnitud, la magnitud en dB, la fase y el retardo de grupo.

A partir de la funcién de transferencia obtenida en el inciso anterior al evaluarla en frecuencia,
aplicando el operador s = j®, se obtiene

885538.3562
(2284.62 — @2 + j9.398 ®)(516.884 — @2 + j22.6888 )

H(w) =

La funcién magnitud estd dada por
885538.3562

H(w)| = - -
\/ (2284.62 — @2)*+ (9.398 m)? \/ (516.884 — @?)*+ (22.6888 1)>

La evaluacion de la ganancia en dB es
|H(w)|,5 = 201og |H(w)| = 201og(885538.3562)
~ 10log | (2284.62 — ©?)” + (9398 0’|

— 10log [(516.884 — 0?)’ + (22.6888 )

Para evaluar la fase, se requiere determinar el arg [H (®)], esto es

.398 22.6888
arg[H(a))]:—arctan[ 9-398 @ ] —actan[ ® ]

2284.62 — ®? 516.884 — ®?

En la evaluacién del arg[H ()] anterior, se hace notar que para el argumento de un nimero
complejo @ + jf con a'y B positivos (¢ > 0y B > 0) se tiene

arg[a + jB] = arctan (ﬁ) < m/2
Mientras que para un o negativo y un 3 positivo (oc < 0y B > 0) se tiene

g’)iﬂ:

De lo anterior se concluye que la evaluacién para valores de > > 2284.62 del primer término
del argumento arg[H (®)] es

arg o + jB] = arctan (—ﬁx!) = — arctan (

e [ (028462 — 0+ j93980) "] = —arctan | oI
= + arctan _93%aw .
- w2 — 2284.62

Mientras que la evaluacién para valores de @? > 516.884 del segundo término del argumento
arg[H(w)] es

2 . —1 22.6888 w
arg [(516.884 — 0 + j22.6888 ) | = — arctan [516884_@2
= + arctan —22'6888 ® +
a ®? — 516.884
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El retardo de grupo es

_darg[H(0)]

T (w) = Jo

Usando tablas[7], la expresion de la derivada del arg [H (w)] es

d arctan [H (w)] 1 d[H(o)]

dw 1+ HY(w) do

de aqui que

 darg[H(jo)] _
do

1 (2284.62 — ®?) (9.398) — (9.398 ®)(—2 )
X 9398w \? (2284.62 — w?)*
2284.62 — w?

1 (516.884 — »?) (22.6888) — (22.6888 w)(—2 w)]

22.6888 0w \° [ (516.884 — w?)*
516.884 — o>

(9.398) (2284.62 — »?) +2(9.398) »?

T (D) =
() (2284.62 — ©2)* + (9.398 0)*
N (22.6888) (516.884 — w?) +2(22.6888) w*
(516.884 — 02)” + (22.6888 w)*
9.398 (2284.62 + »?) 22.6888 (516.884 + w?)
To(0) = +

(2284.62 — w2)* + (9.398 w)*>  (516.884 — w?)” + (22.6888 w)>
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Problema 3.19 Para el disefio de un filtro pasa bajas con aproximacién Chebyshev del tipo I,
determine la ubicacion de los polos y la funcién de transferencia normalizada en frecuencia de tal
forma que éste satisfaga las siguientes restricciones

Ancho del rizo en la banda de paso de 0.2dB

Atenuacion en la banda de rechazo > 30dB

Frecuencia de paso de f, = 1 kHz

Frecuencia de rechazo de f, = 2.5 kHz

Solucion:

>

o O )

Figura 3.12: Magnitud en potencia indicando los
pardmetros €, A, ®, y @, para el problema 3.19

De la figura 3.12 se observa que al evaluar |[H(o)|* en ® = o, y en ® = O, se obtiene

1 1
H(o)| = |H®,)* = —— =— 10log|H(w,)|* = 10log [ ——
|H ()] oo |H(w,)| T og|H(w,)| g\ 12
1 1
H(o) —|H(@)]* = ——— =— 10log|H(®)|* = 10log [ ———
|H ()] o |H ()] T2 og|H(a,)| g\ 1572

Los valores de € y A se determinan utilizando las ganancias en dB de las bandas de paso y
rechazo especificadas en la enunciacion del problema, como sigue

0.2dB = 101og(1 + £°)

€ =+110002) _ 1 = 0.217091

30dB = 101og(1 + A?)

A =103 — 1 = 31.606961

Entonces, con @,/ ®, = 2.5, el orden del filtro es

o (A aogpyt ((31:606961
N e) 0217091 )  5.673951

= = = = 3.62
- <w> cosh™1(2.5) 1.566799
cosh

wp
Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea de N = 4.

La funcién de transferencia se determina a partir de la ubicacién de los polos. Se proporcionan
dos métodos en la obtencion de éstos. En el primero se determina los polos para la aproximacién
Butterworth y a partir de dicha ubiciacién se obtiene los polos de la aproximacion Chebyshev tipo 1.
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En el segundo método se obtiene los polos directamente de las expresiones que se obtuvieron para
tal fin.

Basados en la aproximacién Butterworth, los polos para N = 4 tienen una separacién angular
entre polos de 180°/4 (45° o m/4 radianes). Como el orden es par, para ubicar el primer polo se
toma al eje real como referencia entre dngulos de dos polos consecutivos, es decir, a partir del eje
real un polo se localiza a 22.5° y el otro a —22.5°, con los polos distribuidos en un circulo de radio
unitario, esto es, se considera una frecuencia normalizada (@, = 1 rad/seg.).

La distribucién de los polos para la aproximacién Butterworth es

5 = el 1125° 55 = /2925
5 = 1575 sg = /375
53 = /2025 — ,mJ1575° 57 = /25
sy = @IS = s g = /675

Los polos de interés son los ubicados en la parte izquierda del plano s

s; = /M2 = _0.382683 + j0.923879
s = P77 = -0.923879 + j0.382683
s3 = e 175 = _0.923879 — j0.382683
sa = e /1125 = _0.382683 — j0.923879

Para obtener la ubicacion de los polos Chebyshev del tipo I a partir de la posicién de los polos
para la aproximacién Butterworth se hace uso de las siguientes expresiones

sk = Op+ %
Or = — @,senoy senhB,;
Q = ), cos0y cosh [3,2
W (K1Y
LT 2N
B = ~senh™!(1/e)
= —sen
k N

Al sustituir valores se tiene (con @, = 27 f, = 6283.1853)

!

1
B, = Zsenh-1(1/0.217091):0.558041

w,senhf, = 6283.1853senh(0.558041) = 3691.111022

) coshf, = 6283.1853 cosh(0.558041) = 7287.161182

La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev tipo I se determina al multiplicar la
parte real de los polos obtenidos de la aproximacién Butterworth por el valor @, senhB,; y la parte
imaginaria por el valor @, cosh [3,;, con W, = 27f, = 6283.1853 rad/seg.

s1 = —0.382683 (3691.111022) + j0.923879 (7287.161182)
55 = —0.923879 (3691.111022) + j0.382683 (7287.161182)
s3 = —0.923879 (3691.111022) — j0.382683 (7287.161182)
54 = —0.382683 (3691.111022) — j0.923879 (7287.161182)
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La ubicacién de los polos para la aproximacién Chebyshev es

s1 = —1412.525 + j6732.455
s2 = —3410.140 + j2788.672
s3 = —3410.140 — j2788.672
s4 = —1412.525 — j6732.455

Segundo método para determinar la ubicacion de los polos de la aproximacion Chebyshev
tipo L.

Para determinar la ubicacién de los polos se aplica, con N =4,¢& =0.217091y
W, = 27 f, = 6283.1853 rad/seg,

Sp = Op+ j&
Or = — @psenqy senh B,;
Q = ), cosoy cosh B,;
w — (1Y
kT 2N
Bi = senh\(1/e)
= —se
k N

donde

!

B, = 0.558041
senhf, = 0.587459

coshf, = 1.159788

La evaluacién requerida para determinar la ubicacién de los polos se muestran en las tablas 3.19
y 3.20. La tabla 3.19 presenta los calculos intermedios en la determinacién de los polos, mientras
que la tabla 3.20 especifica la ubicacién de éstos.

Un polo complejo y su conjugado se pueden agrupar de la forma
(s—sp)(s—s)=(—0r—jQU) (s— 0+ j ) = (s — o) + Q3

(s—sk)(s—s,’;):sz—ZGks—l-O',?—i-Q,%

Tabla 3.19: Calculo de los polos para: Rizo de 0.2dB, N = 4, primera parte

o, = Q =
k ol COS O senoy, senoy, senhﬁ,i cos 0 cosh B,L
1| m/8 0.923879 0.382683 0.224811 1.071504
2| 3n/8 0.382683  0.923879 0.542741 0.443831
3| 57/8 -0.382683 0.923879 0.542741 -0.443831
4| Tr/8 -0.923879 0.382683 0.224811 -1.071504
5| 9n/8 -0.923879 -0.382683  -0.224811 -1.071504
6| 1lm/8 -0.382683 -0.923879 -0.542741 -0.443831
7 | 13x/8 0.382683 -0.923879 -0.542741 0.443831
8| 15w/8 0.923879 -0.382683 -0.224811 1.071504

Para el polo s; y su conjugado sy4 se tiene (con o7 = —1412.525y Q| = 6732.455)

(s—s51) (s—s4) = (s—s1) (s—s]) = s* +2(1412.525) s + (1412.525)% + (6732.455)>
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Tabla 3.20: Célculo de los polos para: Rizo de 0.2dB, N = 4, segunda parte

k | ox = —wpsenoy senhﬁ,; Qi = W), cos 0y coshB,;
1 -1412.529 6732.458
2 -3410.142 2788.672
3 -3410.142 -2788.672
4 -1412.529 -6732.458
5 1412.529 -6732.458
6 3410.142 -2788.672
7 3410.142 2788.672
8 1412.529 6732.458

(s —s1) (s — s4) = s> + 2825.055 + 47321177

Para el polo s, y su conjugado s3 se tiene (con 6, = —3410.14y Q, = 2788.672)
(s —52) (s —53) = (5 — 52) (5 — 53) = 57 +2(3410.14) s+ (3410.14) + (2788.672)*
(s — 52) (s — 53) = 5° + 6820.2805 + 19405746

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko
(s2 + 2825.055 + 47321177) (s2 + 6820.280s + 19405746)

H(s) =

Ahora se determina la constante de normalizacién K. Para ello, primero se obtiene la respuesta
en frecuencia al aplicar el operador s = j®

Ko
(47321177 — @? + j2825.05w) (19405746 — w? + j6820.28 ®)

H(w)=

Luego, se evaltia la magnitud en ® = 0

Ko
noy|, -
[H ()] 0=0 (47321177 — 2+ j2825.05 o) (19405746 — 2+ j6820.28 o) ©=0

H)| = L = 0
=0 (47321177)(19405746)  9.183027413 x 10!4

Por otro lado, para N par (con € = 0.217091)
H)| =
o0 Vite
Por lo que

Ko 1

9.183027413x 10 | /T + (0.217091)2

_9.183027413 x 10"
" /1 + (0.217091)2

= 8.973996384 x 10'*

La funcién de transferencia solicitada es

H(s) = 8.973996384 x 10'4
" (s2 + 2825.055 + 47321177) (52 + 6820.280s + 19405746)
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Problema 3.20 Encuentre la funcién de aproximacién Chebyshev del tipo I necesaria para satisfa-
cer las siguientes restricciones de un filtro pasa bajas, vea la figura 3.13, donde

A, =0.25dB A, = 40dB
@, = 1200 rad/seg. o, = 4000 rad/seg.
3
|
:.g |
~§ |
&) I
-~ | As
|
Ap | i
0 &)p W w

Figura 3.13: Representacion en potencia del filtro Chebyshev
en funcién de su pérdida, para el problema 3.20

Solucion:
La relacion de pérdida para la banda de paso es

0.25dB = 101log(1 + &%)

€ =V 100:025) — 1 = 0.243421
Mientras que la relacién de pérdida para la banda de rechazo es

40dB = 101og(1 4+ A?)

A =V 10* — 1 = 99.9949999

Entonces, con @,/®, = 10/3, el orden del filtro es

A 99.9949999
cosh™! (£> cosh™! <999
N =

. ) 71122
_ 0243421 ) _ 6711229

cosh-! <w> cosh™'(10/3) 1.87382

®p
Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea de N = 4.

La funcién de transferencia se determina a partir de la ubicacién de los polos. Se proporcionan
dos métodos en la obtencion de éstos. En el primero se determina los polos para la aproximacion
Butterworth y a partir de dicha ubiciacion se obtiene los polos de la aproximacion Chebyshev tipo 1.
En el segundo método se obtiene los polos directamente de las expresiones que se obtuvieron para
tal fin.

Basados en la aproximacién Butterworth, los polos para N = 4 tienen una separacién angular
entre polos de 180°/4 (45° o m/4 radianes). Como el orden es par, para ubicar el primer polo se
toma al eje real como referencia entre dngulos de dos polos consecutivos, es decir, a partir del eje
real un polo se localiza a 22.5° y el otro a —22.5°, con los polos distribuidos en un circulo de radio
unitario, esto es, se considera una frecuencia normalizada (@, = 1 rad/seg.).
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La distribucién de los polos para la aproximacién Butterworth es

5 = el 1125° 55 = 2925
55 = ¢/1575° sg = /375
53 = /2025 — ,mJ1575° 57 = /25
54 = /T = 12 5 = /675

Los polos de interés son los ubicados en la parte izquierda del plano s

s1 = 1% = _0.382683 + j0.923879
s = /P75 = _0.923879 + j0.382683
s3 = e 175 = _0.923879 — j0.382683
sq = e /125 = _0.382683 — j0.923879

Para obtener la ubicacién de los polos Chebyshev del tipo I a partir de la posicion de los polos
para la aproximacién Butterworth se hace uso de las siguientes expresiones

Sk = O+
!
Or = — W,senoy senhf
!
Q. = o), cosoy coshfy

Nl A
k= 2N

1
= —senh '(1/e
Bi = ysenhl(1/e)
Al sustituir valores se tiene (con @, = 1200 rad/seg)

!/

1
B, = Zsenh—‘(1/0.243421):0.530151

w,senhf, = 1200senh(0.530151) = 666.403662

w, coshB, = 1200 cosh(0.530151) = 1372.622978

La ubicacidn de los polos para la aproximacién Chebyshev tipo I se determina al multiplicar la
parte real de los polos obtenidos de la aproximacién Butterworth por el valor @, senhﬁ,; y la parte
imaginaria por el valor @, cosh [3,;, con @, = 1200 rad/seg.

s1 = —0.382683 (666.403662) + j0.923879 (1372.622978)
sp = —0.923879 (666.403662) + j0.382683 (1372.622978)
s3 = —0.923879 (666.403662) — j0.382683 (1372.622978)
s4 = —0.382683 (666.403662) — j0.923879 (1372.622978)

La ubicacion de los polos para la aproximacién Chebyshev es

s1 = —255.0214 + j1268.1375
§2 = —615.6763 + j525.2795
§3 = —615.6763 — j525.2795
s4 = —255.0214 — j1268.1375

Segundo método para determinar la ubicacion de los polos de la aproximacion Chebyshev
tipo L.
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Para determinar la ubicacién de los polos se aplica, con N =4, € = 0.243421 y
®, = 1200 rad/seg,

sp = Op+ j&%
oy = —copsenocksenhﬂ,i
Q = m,cos0y coshﬁ,;
v - (E-1Y
ko 2N
B = senh'(1/e)
= —Sen
k N
donde
B, = 0.530151
senhf, = 0.555336
coshf, = 1.143852

La evaluacion requerida para determinar la ubicacién de los polos se muestran en las tablas 3.21
y 3.22. La tabla 3.21 presenta los calculos intermedios en la determinacién de los polos, mientras
que la tabla 3.22 especifica la ubicacién de éstos.

Un polo complejo y su conjugado se pueden agrupar de la forma
(s—s0)(s—s) =(s—0r—j) (s — 0k + j ) = (s — 0p)* + QF
(s—sp) (s—s]) =s* =205 + 6 + QF

Para el polo 51 y su conjugado s4 se tiene (con 67 = —255.0214y Q; = 1268.1375)
(s—s1) (s—s4) = (s—s1) (s—s]) = s* +2(255.0214) s 4 (255.0214) + (1268.1375)?
(s —s1) (s — 54) = s> + 510.0435 + 1673208.633

Para el polo s, y su conjugado s3 se tiene (con 6, = —615.6763 y Q, = 525.2795)
(s—52) (s—53) = (s —52) (s —53) = 5* +2(615.6763) s + (615.6763) 4 (525.2795)>

(s —52) (s — 53) = 5% + 1231.353 5 + 654975.86

Tabla 3.21: Célculo de los polos para: Rizo de 0.25dB, N = 4, primera parte

G]i = Q}{ =
k o COS O sen oy, senoy, senhﬁ,i cos oy, cosh [3,1
1 /8 0.923879  0.382683 0.212518 1.056781
2| 3n/8 0.382683  0.923879 0.513063 0.437733
3| 57/8 -0.382683 0.923879 0.513063 -0.437733
4| 7n/8 -0.923879 0.382683 0.212518 -1.056781
5| 9n/8 -0.923879 -0.382683 -0.212518 -1.056781
6| 11x/8 -0.382683 -0.923879  -0.513063 -0.437733
7 | 13x/8 0.382683 -0.923879 -0.513063 0.437733
8 | 15m7/8 0.923879 -0.382683  -0.212518 1.056782
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Tabla 3.22: Calculo de los polos para: Rizo de 0.25dB, N = 4, segunda parte

k | ox = —wpsenoy senhﬁ,; Qi = W), cos 0y coshB,;
1 -255.0216 1268.1372

2 -615.6756 525.2796

3 -615.6756 -525.2796

4 -255.0216 -1268.1372

5 255.0216 -1268.1372

6 615.6756 -525.2796

7 615.6756 525.2796

8 255.0216 1268.1372

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko

H =
(s) (s2 4 510.0435 + 1673208.633) (s2 + 1231.3535 + 654975.86)

Ahora se determina la constante de normalizacién Ky. Para ello, primero se obtiene la respuesta
en frecuencia al aplicar el operador s = j®

Ko
H(w)=
(@) (1673208.633 — ®? + j510.043 ) (654975.86 — ®? + j1231.353 )

Luego, se evaliia la magnituden @ = 0

H@)l| =

®=0

Ko
(1673208.633 — 2+ j510.043 ) (654975.86 — w? +/j1231.353w) ©=0

_ Ky _ Ky
0—0  (1673208.633) (654975.86) _ 1.095911263 x 1012

H (@)
Por otro lado, para N par (con € = 0.243421)

1
T ——
N, 0= e

Por lo que

Ko 1

1.095911263 x 1012 \/1 + (0.243421)?

~1.095911263 x 10'2
O /1t (0.243421)2

= 1.064817986 x 10'?

La funcion de transferencia solicitada es

H(s) 1.064817986 x 102
S) =
(s2 4+ 510.043 5 + 1673208.633) (s2 + 1231.353s + 654975.86)
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Problema 3.21 Un filtro Chebyshev del tipo I de quinto orden tiene una pérdida de 72dB a 4000
kHz. Determine la frecuencia en la cual un filtro tipo Butterworth de quinto orden presenta la misma
pérdida, dado que ambas aproximaciones satisfacen las mismas restricciones en la banda de paso.

Solucion:

A 2
|Ho(@))

>

WDre [

Figura 3.14: Magnitud en potencia de un filtro Chebyshev del tipo I,
indicando los pardmetros &c, A, ®, y ®,c, para el problema 3.20

Para la aproximacion Chebyshev del tipo I, la magnitud en potencia evaluada en la frecuencia
de rechazo, ® = w,¢ (veala figura 3.14), es

2 1 1 1
[Hew(o)] o=oc 1+ Vi(o/wy) o=wc | +eVi(oc/ap) 1442

Se hace notar que con respecto a la notacion establecida en la seccién “2. Introduccion Teérica”
de este documento, en la solucién de este problema se realizan cambios de notacién para los
siguientes pardmetros: @, (utilizado para establecer la frecuencia de rechazo), € (utilizado para
establecer el limite superior de la banda de paso) y H(®) (utilizado para representar la expresion
de la respuesta en frecuencia). Estos cambios tienen la finalidad de distinguir los parametros @,
€ y H(w) usados para representar la expresion de la magnitud en potencia de la aproximacion
Chebyshev del tipo I con respecto a los usados para representar la expresion de la magnitud en
potencia de la aproximacién Butterworth.

Para la aproximacion Chebyshev del tipo I, @, se cambi6 por @,c, € por ¢ y H(®) por Hep (®);
mientras que @, se cambid por ®,p, € por &g y H(®) por Hp(®) para la aproximacién Butterworth,
como se indica mds adelante.

Haciendo referencia a la aproximacién Chebyshev del tipo 1, al evaluar, con ® = w,c y N = 5,
la expresion de la ganancia en dB, se obtiene

2 1
|HCH(COrC>}dB = 10 log‘HCH(wrC)‘ =10 log( )

1 4 e2V2 (wc/wp)
1
- Ol e

Para la pérdida de 72 dB en la frecuencia de rechazo se obtiene

1
|HCH(wrC)}dB = 10 IOg (W) = —72dB

72 = log(1+2%)
A = 1072 -1

A = V1072 —1 = 3981.07158
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2
()

g %

Figura 3.15: Magnitud en potencia de un filtro Butterworth,
indicando los pardmetros €z, A, @, y @, para el problema 3.21

Por otro lado, para la aproximacién Butterworth, la magnitud en potencia evaluada en la
frecuencia de rechazo, ® = ®,p, vea la figura 3.15, es

1 1
Lt e (op/e,)? 1+ A

|Hp()

§ 1
o-0n 116 (0/m,

2N
) @ = ,p

Mientras que la ganancia en dB, con ® = @,g, N = 5y pérdida de 72 dB, es

|HB((DrB

2 1
) = 10 log‘HB(er)‘ = 10 log
‘dB 1+ & (er/wp)lo

1

De lo anterior se concluye que

1 1
= 10 log
1 + gngz (wrc/wp)> <1 + 8§ (a)rB/wp)l())

)10

—-72dB = 10 log<

107? = 1+&Vi(oc/0,) =1+ &5 (o5/0,

102 -1 = g Vi(oc/w,) = ¢j (er/wl’)lo

V1072 -1 = g Vs(oc/o,) = €p (a),B/a),,)5
De la definicién de los polinomios de Chebyshev
cos [N cos ™! x| para |x| <1
Vy(x) = cos [N cosflx] =
cosh[Ncosh™'x] para |x| > 1
Como |x| > 1 (con x = w,c/w)p) entonces
Vy (x) = cosh [N cosh™! x|
ParaN = 5y w,c/®, = fyc/fp se obtiene

ecVs (fic/fp) = € cosh [Scosh™ (frc/fp)]

entonces

gc cosh [Scosh™! (fic/fp)] = &8 (05/®,)° = V1072 — 1
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De la igualdad

gc cosh [5cosh™ (fic/fp)] = V1072 — 1

se despega el valor f,,, como se muestra a continuacion

cosh [5 cosh™! (frclfp)] = e V1072 — 1
Scosh™!(fic/fy) = cosh™! (851 V1072 — 1)

frc [cosh™! (SEI V1072 — 1)
~—— = cosh
Ip 5
f . frC
P i 1 (a1
cosh™" (g 1072—1)
cosh < = ]

Por otro lado

ep (0,/®,)° = /1072 — 1

Para o,/ @, = f5/f, se obtiene

(fi8/f)° = &' V1072 — 1
fslf, = &' (1072 — 1)1/10
f = & f, 10721
Al sustituir el valor de f, en la expresion anterior, se obtiene
e® (1072~ )™ fe

cosh™! (851 1072 — 1)
5

frB =

cosh

Sin embargo, cuando ambas aproximaciones (Chebyshev del tipo I y Butterworth) satisfacen
las mismas restricciones en la banda de paso, esto es, el valor de @, es la misma en ambas
aproximaciones, los valores de ¢ y €g son diferentes, como se observa en la figura 3.16. Por lo que
existe una infinidad de soluciones para la dltima expresion.

En el disefo de filtros pasa bajas utilizando la aproximacién Chebyshev del tipo I, es comtin
que la perdida en la banda de paso se restringa a valores menores de 3 dB, implicando que el valor
de &c se encuentre en el intervalo 0 < & < 1. Por lo que, para ejemplificar la solucién se propone
que en la frecuencia de paso, ® = @), se presente una pérdida de 1.5 dB para la aproximacion
Chebysheyv . Esto es

1
1+ €2

& = V10015 — 1 =0.642291

Con los valores obtenidos de los pardmetros:

A = 3981.07158

= —1.5dB

frc = 4000x10°

y ec = 0.642291
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Chebyshev, 41

Figura 3.16: ¢¢ y € diferentes para las mismas restricciones en la banda de paso

se obtiene el valor de la frecuencia de paso

£ = frc B 4000x 10°
' cosh [C"Shl (ec! \/W)] cosh [coshl ((0.642291) " (3981.07158))

5 5

4000x 10 4000x 10> 4000x 10°

cosh [cosh*‘ <61598.236594)} ~ cosh (1.885033)  3.369198

fp = 1187.226159 kHz

Al utilizar los valores de los pardmetros f,c, A, &y f,, estos dos tltimos obtenidos de la
suposicion considerada para el filtro Chebyshev del tipo 1, se verifica que el orden del filtro para el
filtro Chebyshev del tipo I es de orden 5. El orden del filtro se determina a partir de

_ cosh ' (Ajec)  cosh™! ((Tioit) 9425167 _

~ cosh ' (fic/fp)  cosh™ (jgraiss)  1.885033

Quedando verificado que los pardmetros obtenidos de A, &c, fic'y f, cumplen con la restriccion
del orden del filtro indicado en la enunciacién del problema.

Mientras que f;5 queda como
fr =g f, (1072 = )" = g,/ (1187226.159) (5.248075)

frp = €57 (6230.651924x10°)

Se hace notar que en nuestro caso el pardmetro utilizado para establecer el limite superior de la
banda de paso €p para el filtro Butterworth, se encuentra restringido al intervalo 0 < & < &g < 1,
donde &¢ tiene el valor numérico de 0.642291. Por lo que, para continuar ejemplificando la solucién
se propone el valor de 0.8 para €g, como se describe a continuacién

frp = (0.8)7%% (6230.651924x10°) = 6515016.09

Al utilizar los valores de los pardmetros A, f,, € y frs, estos tres tltimos obtenidos de las
suposiciones consideradas para el filtro Chebyshev del tipo I y del filtro Butterworth, se verifica que
el orden del filtro para el filtro Butterworth es de orden 5. El orden del filtro se determina a partir de

v > log(A/es) _ log (2BL0718) 3609691

~ log(fra/fp)  log (L0009 T 0.739382

Quedando verificado que los pardmetros obtenidos de A, &g, frz y f, cumplen con la restriccién
del orden del filtro indicado en la enunciacién del problema.
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Del andlisis anterior se concluye que un filtro Butterworth, con respecto a un filtro Chebyshev
del tipo I, que cumple con las mismas condiciones de disefio para la pérdida en potencia en la
frecuencia de rechazo (con una pérdida de 72 dB) y en el orden del filtro (N = 5), tiene una
frecuencia de rechazo mayor que la del filtro Chebyshev del tipo I. Esto se observa al comparar las
frecuencias de rechazo de ambos disefios.

Para el filtro Butterworth la frecuencia de rechazo es
fr3 = 6515.01609kHz
Mientras que para el filtro Chebyshev del tipo I es

fr5 = 4000kHz

Del andlisis anterior se infiere que los filtros Chebyshev del tipo I tienen un mejor comporta-
miento en la banda de transicion con respecto a los filtro Butterworth, esto es, decaen con mayor
rapidez entre la banda de paso y la banda de rechazo.
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Problema 3.22 Se desea un filtro pasa bajas que satisfaga las siguientes restricciones:
a) Atenuacién en la banda de paso con 3dB desde 0 a 5 kHz.
b) Atenuacién > 30dB para f > 10 kHz.

Determine el minimo orden para un filtro Butterworth y un filtro Chebyshev del tipo I que
cumpla con las especificaciones.

Solucion:

|Hep(@)l” |Hy(@)|"

Figura 3.17: Magnitud en potencia para el filtro: a) Chebyshev del tipo I y b) Butterworth

De las condiciones de la ganancia en dB de los filtros Chebyshev del tipo I y Butterworth, vea
las figuras 3.17a 'y 3.17b, y de la especificacion de la banda de paso establecida en la enunciacién
del problema, se obtiene

1
—3dB = 1010g<1 +82)

3dB = 101og(1 + €?)

g=1+/1003 —1=1

Por lo que se determina que € = 1. Mientras que para la banda de rechazo se tiene

30 dB = 101og(1 + A?)

A =+V103 — 1 = 31.60696

La expresion de la magnitud en potencia del filtro Chebyshev es

1

2
N = T evi/e)

El orden del filtro se determina a partir de

cosh™! (4 /¢)
~ cosh™ ! (w,/ @)
Mientras que la expresion de la magnitud en potencia del filtro Butterworht es

2 1
1t e (/@

|H ()]

El orden del filtro se determina a partir de

log(A/€)
~ log(,/®,)

Al sustituir valores, con € = 1, A = 31.60696 y 0,/ @, = 2
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El orden del filtro para la aproximacién Chebyshev es

_ cosh™' (31.60696) _ 4.146274

= =3.15
cosh™! (2) 1.316958

Mientras que el orden del filtro para la aproximacién Butterworth es

log(31.60696)  1.4998
N> = — 4.98
= log(2) 0.30103

Para las mismas especificaciones del filtro se tiene:
— El minimo orden para un filtro Chebyshev del tipo I es N = 4.
— El minimo orden para un filtro Butterworth es N = 5.

Del andlisis anterior se infiere que un filtro Chebyshev del tipo I, con respecto a un filtro
Butterworth, que cumple con las mismas condiciones de diseiio, tiene un orden del filtro menor que
la del filtro Butterworth. Esto se observa al comparar el orden del filtro de ambos disefios.

Con relacién a una implementacién fisica del filtro, el filtro Chebyshev del tipo I requiere de un
menor nimero de componentes en su disefio con respecto al del filtro Butterworth.
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Problema 3.23 Para la siguiente distribucién de polos y de ceros, grafique su ubicacién en un
diagrama de polos y ceros. Estos corresponden a un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo II de orden
N = 8, con una médxima pérdida en la banda de paso de 1.5dB, una minima ganancia en la banda
de rechazo de 80dB, una frecuencia de paso @, = 45 rad/seg y una frecuencia de rechazo

@, = 95 rad/seg.

Tabla 3.23: Distribucién de polos y de ceros para el problema 3.23

Ceros

s1 = —8.070719 + j46.763044

52 = —24.647665 4 j42.514348
53 = —41.096135 + j31.647973
54 = —52.729879 + j12.088458
s5 = —52.729879 — j12.088458
s6 = —41.096135 — j31.647973
57 = —24.647665 — j42.514348
sg = —8.070719 — j46.763044

z1 = j96.861160
2 = j114.255528
23 = j170.995482
24 = j486.953935
z5 = — j486.953935
26 = — j170.995482
27 = — j114.255528
25 = — j96.861160

Solucion:

La grafica con la distribucién de polos y ceros se muestra en la figura 3.18. La figura de la

derecha es una amplificacién del recuadro de la figura de la izquierda.

O

500
400
300
200

100

$-100
-200
-300

-400

50

40

30

20

10

-50

-40

-30

-20 -10

-20

-30

-40

-50

-500
Plano s

@)

Plano s
(b)

Figura 3.18: (a) Distribucién de polos y ceros del filtro Chebyshev
del tipo II del problema 3.23, (b) Amplificacién del recuadro
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Problema 3.24 Para un filtro pasa bajas Chebyshev del tipo II de orden N = 9, con una minima
ganancia en la banda de paso de 0.75dB, una minima pérdida en la banda de rechazo de 85dB,
una frecuencia de paso @, = 30 rad/seg y una frecuencia de rechazo @, = 60 rad/seg, tiene la
siguiente distribucién de polos y de ceros. En un diagrama de polos y ceros grafique su ubicacion.

Tabla 3.24: Distribucién de polos y de ceros para el problema 3.19

Polos ‘ ‘ Ceros

s1 = —4.783710 + j32.262589 71 = j60.925597

sp = —14.731108 + j30.342346 72 = j69.282032

s3 = —25.257875 + j25.203650 73 = j93.343430

sq = —34.608783 + j14.979775 74 = j175.428264

ss = —38.614317 z5 = Cero en el infinito
s¢ = —34.608783 — j14.979775 76 = — j175.428264
s7 = —25.257875 — j25.203650 77 = —j93.343430

sg = —14.731108 — j30.342346 78 = — j69.282032

sg = —4.783710 — j32.262589 79 = — j60.925597

Solucion:

La gréfica con la distribucién de polos y ceros se muestra en la figura 3.19. La figura de la
derecha es una amplificacién del recuadro de la figura de la izquierda.
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H -30
: %
-180 SN RS
Plano s Plano s
(a) (b)

Figura 3.19: (a) Distribucién de polos y ceros del filtro Chebyshev
del tipo II del problema , (b) Amplificacién del recuadro
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Problema 3.25 Determine la funcién de transferencia normalizada en amplitud de un filtro pasa
bajas Chebyshev del tipo II con las siguientes especificaciones:

Maixima atenuacion en la banda de paso de 1dB

Limite de la banda de paso: @, = 10 rad/seg

Maixima ganancia en la banda de rechazo de 50dB

Limite de la banda de rechazo: @, = 25 rad/seg

Solucion:

La funcién de transferencia se determina a partir de la ubicacién de los polos. Primero se
determina el orden del filtro.

1 H@)

Figura 3.20: Magnitud en potencia indicando los
pardmetros €, A, ®, y @, para el problema 3.25

De la figura 3.20 se observa que al evaluar |[H(®)|* en © = o, y en ® = O, se obtiene

|H (o) = |H(wy)|" =

0=0,

1
10 log |H 2 - 101
1+ 2 = Og‘ (wp)‘ 0g(1—|—82>

H (o)

1 1
2 2
= |H(w,)|" = T — 10log|H(®,)|” = 101og (H—?LZ)

D=,

Los valores de € y A se determinan utilizando las ganancias en dB de las bandas de paso y
rechazo especificadas en la enunciacién del problema, como sigue

1dB = 101og(1 + €?)
€ =Vv1001) — 1 = 0.508847
50dB = 101og(1 + A?)

A =10 — 1 = 316.226185

Entonces, con @,/ ®, = 2.5, el orden del filtro es

ol (2 aogpt [ 316:226185
N e) 0508847 )  7.125212

—1 -
cosh—! < % > cosh™! (2.5) 1.566799
P

= 4.547

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea de N = 5.

Para determinar la funcién de transferencia se determina la ubicacién de los polos y de los
ceros. Se inicia con la ubicacién de los polos. Para ello, se hace uso de las siguientes expresiones.

Sk = O + j &
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Or Yic
con O-k:—ﬁ
Yo T Pi
o,
-Qk = — rpk2
Y t Pi

Y« = senT) senh Uy

Pr = cos T cosh Uy

(21N
N = N

I %senh_1 [8 cosh [N cosh™! (wr/wp)“

Se determina el valor de vy, con N = 5, € = 0.508847 y a),/(op = 2.5, estoes

1
v = gsen}r1 [(0.508847) cosh [5 cosh™'(2.5)]]
v = 1.431678

senh vy = senh (1.431678) = 1.973405

cosh v = cosh(1.431678) = 2.212312

La evaluacién de la ubicacién de los polos se muestran en las tablas 3.25 y 3.26. La tabla 3.25
presenta los primeros calculos intermedios en la determinacién de los polos, mientras que la tabla
3.26 continda con estos célculos, finalizando con los valores de la ubicacién de los polos.

Tabla 3.25: Calculo de los polos: Maxima atenuacion en
banda de pasode 1dBy N = 5, primera parte

T = Pr =

k Nk coSs Mi senmy senmsenhv;  cos 1y cosh U
1 /10 0.951057  0.309017 0.609816 2.104035
2 | 3%/10 0.587785  0.809017 1.596518 1.300364
3 | 57/10 0 1 1.973405 0

4 | 7x/10 -0.587785 0.809017 1.596518 -1.300364
5| 9n/10 -0.951057 0.309017 0.609816 -2.104035
6 | 1lz/10 -0.951057 -0.309017  -0.609816 -2.104035
7 | 137/10 -0.587785 -0.809017  -1.596518 -1.300364
8 | 15m/10 0 -1 -1.973405 0

9 | 17x/10 0.587785 -0.809017  -1.596518 1.300364
10 | 197/10  0.951057 -0.309017  -0.609816 2.104035

De la tabla 3.26 se obtiene la ubicacién los polos, se considera aquellos que se encuentran en la
parte izquierda del eje imaginario por motivos de estabilidad, los cuales se enumeran a continuacion.

si = —3.1769 + j10.9612
55 = —9.4138 + j7.6676
53 = —12.6684

sa = —9.4138 — j7.6676

s5 = —3.1769 — j10.9612
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Tabla 3.26: Célculo de los polos: Médxima atenuacién en
banda de paso de 1dBy N = 5, segunda parte

i | 202 % Pk B ( O % ) O Px
Yo +Pi Py > 2 2. 2 2. 2
Ve tPi W% tPi Y + P Y + P
1 | 4.798839 0.127076  0.438447 -3.1769 10.9612
2 | 4239816 0.376554  0.306703 -9.4138 7.6676
3 | 3.894327 0.506738 0 -12.6684 0
4 | 4239816 0.376554 -0.306703 -9.4138 -7.6676
5 | 4.798839 0.127076  -0.438447 -3.1769 -10.9612
6 | 4.798839 -0.127076 -0.438447 3.1769 -10.9612
7 | 4.239816 -0.376554 -0.306703 9.4138 -7.6676
8 | 3.894327 -0.506738 0 12.6684 0
9 | 4.239816 -0.376554 0.306703 9.4138 7.6676
10 | 4.798839 -0.127076  0.438447 3.1769 10.9612

Para la ubicacién de los ceros se hace uso de la siguiente expresion.

jo

%= 2k — 1
COS T
N

La evaluacion de la ubicacion de los ceros se muestra en la tabla 3.27.

Tabla 3.27: Caélculo de los ceros: Maxima atenuacion en
banda de pasode 1dBy N = 5.

. 2k—1
cos | ———
2N

@,
> d <2k— 1>
CoOS| —— |

2N

2k —1
< (G
1 /10
2 37/10
3 57/10
4 77/10
5 97/10
6 117/10
7 137/10
8 157/10
9 177/10
10 197c/10

0.951057
0.587785
0
-0.587785
-0.951057
-0.951057
-0.587785
0
0.587785
0.951057

26.2865
42.5326
En el infinito
-42.5326
-26.2865
-26.2865
-42.5326
En el infinito
42.5326
26.2865

De la tabla 3.27 se obtiene la ubicacién los ceros, los cuales se enumeran a continuacién (con
o, = 25 rad/seg).

21
22
<3
24

<5

+j26.2865
+j42.5326

Cero en el infinito

— j42.5326
— j26.2865

De la distribucidn de los polos se observa que al aparecer un polo complejo también aparece su
conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s—sk)(s—87) = (s — 0 — ju) (s — Ok + j) = (s — 0p)> + Q2
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(s—sp) (s—57) = s> — 2015 + of + QF

Para el polo s, y su conjugado ss se tiene (con o7 = —3.1769 y Q| = 10.9612)
(s—s51) (s —s5) = (s = 51) (s — 57) = s> +2(3.1769) s + (3.1769)* + (10.9612)*

(s —s51) (s — 55) = s + 6.3538s + 130.2406
Para el polo s, y su conjugado s4 se tiene (con 6, = —9.4138 y Q, = 7.6676)

(s—s52) (s —s4) = (s —52) (s — 53) = 5° +2(9.4138) s + (9.4138) + (7.6676)>

(s —52) (s — 54) = 5* + 18.82765 + 147.4117

De la distribucién de los cero se observa que al aparecer un cero complejo también aparece su
conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s —2) (s —2) = (s = Q) (s + j ) = 8 +
(s—z) (s —z5) = >+ OF

Para el cero z; y su conjugado z5 se tiene (con Q) = 26.2865)
(s—z1)(s—2z5) = (s —z1) (s — 2}) = 5* + (26.2865)>
(s —z1) (s — z5) = s* + 690.980

Para el cero z y su conjugado z4 se tiene (con Q; = 42.5326)
(s—22)(s—z4) = (s —22) (s — 23) = s* + (42.5326)°
(s — 22) (s — z4) = s> + 1809.0220

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko (s* 4 690.98) (s* + 1809.022)
(s2 + 6.35385 + 130.2406) (s> + 18.8276 s + 147.4117) (s + 12.6684)

H(s) =

Se determina la constante de normalizacién Kj al obtener la respuesta en frecuencia al aplicar
el operador s = j®

Ko (690.98 — @?) (1809.022 — 0?)
(130.2406 — 0% + j6.3538) (147.4117 — 0? + j18.8276) (12.6684 + j o)

Luego, la magnitud se evaltia para @ = 0

H(w) =

Ko (690.98) (1809.022)
H - = Ko(5.13936) = 1
H@], (130.2406) (147.4117) (12.6684) 0(5.13936)

Ko = 0.194577

La funcién de transferencia solicitada es

0.194577 (s* 4 690.98) (s* + 1809.022)
(s2 + 635385 + 130.2406) (s2 + 18.8276s + 147.4117) (s + 12.6684)

H(s) =
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Problema 3.26 Obtenga la funcién de transferencia normalizada en amplitud de un filtro pasa
bajas Chebyshev del tipo II con las siguientes especificaciones:

Minima ganancia en la banda de paso de 2dB

Limite de la banda de paso: @, = 150 rad/seg

Minima pérdida en la banda de rechazo de 60dB

Limite de la banda de rechazo: @, = 700 rad/seg

Solucion:

La funcién de transferencia se determina a partir de la ubicacién de los polos. Primero se
determina el orden del filtro.

tH(@)

Figura 3.21: Magnitud en potencia indicando los
pardmetros €, A, ®, y @, para el problema 3.26

De la figura 3.21 se observa que al evaluar |[H(o)|* en ® = W, y en @ = o, se obtiene

H@)]P| = H,)f =

0=,

1
101log |H 2 -101
1+£2 = 0g| (wp)‘ Og<1 +82)

H (o)

_ 1 2 _ 1
= |H(o,)|” = T2 — 10log|H(®,)|” = 101og T2

0=,

Los valores de € y A se determinan utilizando las ganancias en dB de las bandas de paso y
rechazo especificadas en la enunciacién del problema, como sigue

2dB = 101log(1 + &%)

€ =1002 — 1 = 0.764783

60 dB = 101og(1 + A?)

A =10 — 1 = 999.9995

Entonces, con @,/ ®, = 14/3, el orden del filtro es

cosh™! <;L> cosh™! (999'9995>
N e) _ 0.764783 _ 7.869065 _ 354

cosh-! <Z>)> cosh™! (14/3) 2.22191
D

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea de N = 4.

Para determinar la funcién de transferencia se determina la ubicacion de los polos y de los
ceros. Se inicia con la ubicacién de los polos. Para ello, se hace uso de las siguientes expresiones.

Sk = O + j &
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Or Yic
con O-k:—ﬁ
Ye T Pk
@y Py
Q= pz
Ye + Pk

Ve = senT); senh Uy

Px = cos T cosh v

(-1
Nk = N

1
U=y senh ™! [€ cosh [N coshfl(a),/a)p)]]
Se determina el valor de vy, con N = 4, € = 0.764783 y 0,/ w, = 14/3, esto es

V= %senh_1 [(0.764783) cosh [4 cosh_l(14/3)”

Vx = 2.154869

senh vy = senh(2.154869) = 4.255421

cosh vy = cosh (2.154869) = 4.371339

La evaluacién de la ubicacion de los polos se muestran en las tablas 3.28 y 3.29. La tabla 3.28
presenta los primeros calculos intermedios en la determinacién de los polos, mientras que la tabla
3.29 continta con estos calculos, finalizando con los valores de la ubicacién de los polos.

De Ia tabla 3.29 se obtiene la ubicacion los polos, se considera aquellos que se encuentran en la
parte izquierda del eje imaginario por motivos de estabilidad, los cuales se enumeran a continuacion.

si = —60.1160 + j149.0874
55 = —150.7555 + j64.1459
s3 = —150.7555 — j64.1459
ss = —60.1160 — j149.0874

Tabla 3.28: Calculo de los polos: Minima ganancia en
banda de paso de 2dB y N = 4, primera parte

Y = Pr =
k Nk COS Mg senmy senmsenhv;  cos 1y cosh vy
1 /8 0.923879  0.382683 1.628477 4.038588
2| 3n/8 0.382683  0.923879 3.931494 1.672837
3|57/10 -0.382683  0.923879 3.931494 -1.672837
4| 7n/8 -0.923879 0.382683 1.628477 -4.038588
5| 9n/8 -0.923879 -0.382683 -1.628477 -4.038588
6| 11r/8 -0.382683 -0.923879  -3.931494 -1.672837
7| 137/8 0.382683 -0.923879  -3.931494 1.672837
8 | 15m/8 0.923879 -0.382683 -1.628477 4.038588
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Tabla 3.29: Célculo de los polos: Minima ganancia en

banda de paso de 2dB y N = 4, segunda parte

| 22 % Pk 3 < O Yi ) oy Px
Yo +Pi S P > 2 Sy
Y + P Y + Pk Y + P Y + P
1 | 18.962130 0.085880  0.212982 -60.1160 149.0874
2 | 18.255029 0.215365 0.091637 -150.7555 64.1459
3 | 18.255029 0.215365 -0.091637 -150.7555 -64.1459
4 | 18.962130 0.085880 -0.212982 -60.1160 -149.0874
5 | 18.962130 -0.085880 -0.212982 60.1160 -149.0874
6 | 18.255029 -0.215365 -0.091637 150.7555 -64.1459
7 | 18.255029 -0.215365 0.091637 150.7555 64.1459
8 | 18.962130 -0.085880 0.212982 60.1160 149.0874

Para la ubicacion de los ceros se hace uso de la siguiente expresion.

jor

%= 2k—1
COS T
2N

La evaluacion de la ubicacién de los ceros se muestra en la tabla 3.30.

De la tabla 3.30 se obtiene la ubicacidn los ceros, los cuales se enumeran a continuacion (con

o, = 14/3 rad/seg).

21 = +j757.6750
» = +1829.1902
= —j1829.1902
u = —j757.6750

Tabla 3.30: Calculo de los ceros: Minima ganancia en
banda de paso de 2dBy N = 4

2k—1
‘| (U

. 2k
cos |

—1

2N

@,
> d <2k— ]
COS| —(—(—

E

/8
3n/8
5m/8
/8
9n/8
11xm/8
137/8
157/8

00 N N Nk W

0.923879
0.382683
-0.382683
-0.923879
-0.923879
-0.382683
0.382683
0.923879

757.6750

1829.1902
-1829.1902
-757.6750
-757.6750
-1829.1902
1829.1902
757.6750

De la distribucién de los polos se observa que al aparecer un polo complejo también aparece su

conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s=st)(s=s0)=(—0—jU) (s— o+ jU) = (s — ) + X

(s—sp) (s—s]) = s> =205 + f + QF
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Para el polo s1 y su conjugado s4 se tiene (con 67 = —60.1160y Q; = 149.0874)
(s —51) (s —54) = (s — 1) (s — 57) = 5% +2(60.116) 5 + (60.116) + (149.0874)*

(s —s1) (s — 54) = 5% 4 120.23205 + 25840.9863
Para el polo s, y su conjugado s3 se tiene (con 6, = —150.7555 y Q, = 64.1459)

(s—52) (s—53) = (s—52) (s—53) = 5% +2(150.7555) s + (150.7555)* + (64.1459)*
(s —52) (s — 53) = s> + 3015115 + 26841.9173

De la distribucién de los cero se observa que al aparecer un cero complejo también aparece su
conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s—z)(s—2) =(s—ju) (s+ ) =5+ QF
(s—z)(s—2z) = s>+ QF

Para el cero z; y su conjugado z4 se tiene (con ; = 757.6750)
(s—z1) (s —z) = (s —21) (s — 2}) = s> + (757.675)*
(s —z1) (s — z4) = s* + 574071.4056

Para el cero z, y su conjugado z3 se tiene (con Q, = 1829.1902)
(s—2)(s—z3) = (s —22) (s — 23) = s* + (1829.1902)*
(s — 22) (s — z3) = s* 4 3345936.788

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko (s> + 574071.4056) (s> + 3345936.788)
(s2 4 120.2325 + 25840.9863) (s2 + 301.5115 + 26841.9173)

H(s) =

Se determina la constante de normalizacion Kj al obtener la respuesta en frecuencia al aplicar
el operador s = jw

Ko (574071.4056 — »?) (3345936.788 — 0?)

H -
() (25840.9863 — w? + j120.232 w) (26841.9173 — @2 + j301.511 )

Luego, la magnitud se evaltda para @ = 0

H -
H(o)l|
Ko (574071.4056 — 0?) (3345936.788 — @)
(25840.9863 — @ + j120.232 ) (26841.9173 — w? + j301.511 @) |
Ko (574071.4056) (3345936.788
H(o)] _ Ko(57407 )( ) _ (2769.2427) Ky = 1

0=0  (25840.9863)(26841.9173)
Ky = 3.611095553 x 10~#

La funcion de transferencia solicitada es

3.611095553 x 107* (s + 574071.4056) (52 + 3345936.788)

H(s) =
(s) (s2 4 120.2325 + 25840.9863) (s2 + 301.5115 + 26841.9173)
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Problema 3.27 Se requiere disefiar un filtro Chebyshev pasa bajas del tipo II con las siguientes
especificaciones

Maiéxima atenuacion en la banda de paso de 0.6dB

Limite de la banda de paso: @, = 4 rad/seg

Minima atenuacién en la banda de rechazo de 45dB

Limite de la banda de rechazo: @, = 15 rad/seg

Determine:
a) El minimo orden del filtro.
b) La funcién de transferencia normalizada en amplitud.
c) Las expresiones para la magnitud, la ganancia en dB, la fase y el retardo de grupo.

Solucion:
a) Minimo orden del filtro

De la figura 3.22 se observa que al evaluar |H(®)|* en o = ), y en @ = o, se obtiene

1 1
H(w)? — |H(w,)|* = — 10log|H(®w,)]> = 101
|H ()] oo |H(w))] e og|H(wp)| S s
1
H(o)| = |H(w,)|* = — 10log|H(w,)]* = 101
|H ()] - |H ()| a2 og|H(a,)| Sy

4

Figura 3.22: Magnitud en potencia indicando los
pardmetros €, A, ®, y @, para el problema 3.27

Los valores de € y A se determinan utilizando las ganancias en dB de las bandas de paso y
rechazo especificadas en la enunciacién del problema, como sigue

0.6dB = 101og(1 + £°)

€ =/ 1000:06) — 1 = 0.384907

45dB = 101og(1 4+ A?)

A =104 — 1 = 177.825129

Entonces, con ®,/ @, = 3.75, el orden del filtro es

s <7L> s (177.825129)
N e) _ 0384907 ) _ 6.82870 _ .

—1 - -
cosh—! < % > cosh™! (3.75) 1.996632
P
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Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea de N = 4.
b) Funcién de transferencia normalizada en amplitud

Para determinar la funcién de transferencia se determina la ubicacién de los polos y de los
ceros. Se inicia con la ubicacién de los polos. Para ello, se hace uso de las siguientes expresiones.

Sk = O + j&u

)
con o = — 2r7k2
Yo t Pi

@y Pk

Q = 2rp2

Ye T Pi;

Ve = senT); senh Uy
Pr = cos T cosh U
(21 .
Nk = N

v = %senh_1 [€ cosh [N cosh_l(wr/a’p)”

Se determina el valor de vy, con N = 4, € = 0.384907 y a),/a)p = 3.75, esto es

W = %senh_l (0.384907) cosh [4 cosh™(3.75)] ]

v = 1.757943

senh vy = senh(1.757943) = 2.814047

cosh v, = cosh (1.757943) = 2.986446

La evaluacién de la ubicacién de los polos se muestran en las tablas 3.31 y 3.32. La tabla 3.31
presenta los primeros célculos intermedios en la determinacion de los polos, mientras que la tabla
3.32 contintia con estos cdlculos, finalizando con los valores de la ubicacién de los polos.

Tabla 3.31: Célculo de los polos: Médxima atenuacién en
banda de paso de 0.6dB y N = 4, primera parte

e = Pr =
k Nk cos N sen senmgsenhv,  cos 1y cosh vy
1| =m/8 0.923879  0.382683 1.076888 2.759115
2| 37/8 0.382683  0.923879 2.599839 1.142862
3 15x/10 -0.382683  0.923879 2.599839 -1.142862
4| Tm/8 -0.923879  0.382683 1.076888 -2.759115
5| 9n/8 -0.923879 -0.382683  -1.076888 -2.759115
6| 11r/8 -0.382683 -0.923879  -2.599839 -1.142862
7| 13m/8 0.382683 -0.923879  -2.599839 1.142862
8 | 157/8 0.923879 -0.382683  -1.076888 2.759115
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Tabla 3.32: Célculo de los polos: Médxima atenuacién en
banda de paso de 0.6dB y N = 4, segunda parte

k| a2 o2 % Pk 3 ( O Yi ) Oy Pk
Y + Pk P P S P

Y + P Y + Pk Y + P Y P

1| 8772403 0.122759  0.314522 -1.8414 4.7178
2 | 8.065296 0.322349  0.141701 -4.8352 2.1255
3 | 8.065296 0.322349  -0.141701 -4.8352 -2.1255
4 | 8.772403 0.122759 -0.314522 -1.8414 -4.7178
5 | 8.772403 -0.122759 -0.314522 1.8414 -4.7178
6 | 8.065296 -0.322349 -0.141701 4.8352 -2.1255
7 | 8.065296 -0.322349 0.141701 4.8352 2.1255
8 | 8.772403 -0.122759 0.314522 1.8414 4.7178

De la tabla 3.32 se obtiene la ubicacion los polos, se considera aquellos que se encuentran en la
parte izquierda del eje imaginario por motivos de estabilidad, los cuales se enumeran a continuacion.

si = —1.8414 + j4.7178
55 = —4.8352+ j2.1255
53 = —4.8352— j2.1255
ss = —1.8414 — j4.7178

Para la ubicacién de los ceros se hace uso de la siguiente expresion.

_ Jjoy
= 2k—T1Y
COS
2N

La evaluacion de la ubicacion de los ceros se muestra en la tabla 3.33.

De la tabla 3.33 se obtiene la ubicacién los ceros, los cuales se enumeran a continuacién (con
o, = 3.75 rad/seg).

2 = +/16.2359
2 = +j39.1969
3z = —j39.1969
= —j16.2359

De la distribucién de los polos se observa que al aparecer un polo complejo también aparece su
conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s—sp)(s—s)=(—0r—jQU) (s— 0+ ) = (s — o)> + QF
(s—sp) (s—s]) =s* =205 + 0f + QF
Para el polo s; y su conjugado s4 se tiene (con o] = —1.8414 y Q; = 4.7178)
(s—51) (s —54) = (s — 1) (s — 5]) = s* +2(1.8414) 5 + (1.8414)> + (4.7178)*
(s —s1) (s — 54) = s> + 3.68285 + 25.6484

Para el polo s, y su conjugado s3 se tiene (con 6, = —4.8352 y Q, = 2.1255)

(s —52) (s —53) = (5 — 52) (5 — 83) = 5% +2(4.8352) s + (4.8352)? + (2.1255)*
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Tabla 3.33: Calculo de los ceros: Maxima atenuacién en
banda de paso de 0.6dBy N = 4

2k —1 2k —1 o
k ( N )7[ cos< N >7T <2kr—1>
cos T
2N
1 /8 0.923879 16.2359
2 3n/8 0.382683 39.1969
3 5m/8 -0.382683 -39.1969
4 /8 -0.923879 -16.2359
5 9n/8 -0.923879 -16.2359
6 11xm/8 -0.382683 -39.1969
7 137/8 0.382683 39.1969
8 157/8 0.923879 16.2359

(s —52) (s — 53) = 5% 4+ 9.6704 s + 27.8969

De la distribucién de los cero se observa que al aparecer un cero complejo también aparece su
conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s —2) (s —2) = (s = Q) (s + j ) = 8 +
(s—z) (s —z}) = s>+ OF

Para el cero z; y su conjugado z4 se tiene (con 1 = 16.2359)
(s—z1)(s—z) = (s —z1) (s — 2}) = 5% + (16.2359)?
(s —z1) (s — z4) = §* + 263.6044

Para el cero z y su conjugado z3 se tiene (con Q; = 39.1969)
(s—2)(s—z3) = (s —22) (s — 23) = s* + (39.1969)*

(s — 22) (s — z3) = s* + 1536.3970

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko (s* 4 263.6044) (s* + 1536.397)

H =
(s) (s2 + 3.68285 + 25.6484) (s2 + 9.67045 + 27.8969)

Se determina la constante de normalizacion Kj al obtener la respuesta en frecuencia al aplicar
el operador s = jw

(©) Ko (263.6044 — »?) (1536.397 — ?)
H(w) =
(25.6484 — * + j3.6828 ) (27.8969 — w? + j9.6704 m)

Luego, la magnitud se evalda para @ = 0

H(o) ‘ B Ko (263.6044 — »?) (1536.397 — ?)
0=0  (25.6484 — 0 + j3.6828 ) (27.8969 — w? + j9.6704 w) |

Ko (263.6044) (1536.397)
H - — (566.030563) Ko = 1
| ("’”‘wzo (25.6484) (27.8969) ( ) Ko
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Ky = 1.766689054 x 103

La funcion de transferencia solicitada es

 1.766689054 x 1073 (s* + 263.6044) (s> + 1536.397)
(52 4 3.68285 + 25.6484) (s2 4 9.6704 s + 27.8969)

¢) Expresiones para la magnitud, la magnitud en dB, la fase y el retardo de grupo.

A partir de la funcién de transferencia obtenida en el inciso anterior al evaluarla en frecuencia,
aplicando el operador s = j®, se obtiene

1766689054 x 1073 (263.6044 — w?) (1536.397 — ©?)

H =
(@) (25.6484 — 0 + j3.6828 ®) (27.8969 — w2 + j9.6704 W)

La funcién magnitud esta dada por

1.766689054 x 10—3‘263.6044 _ a)z‘ ‘1536.397 _ a)z‘
|H(w)| =

\/(25.6484 — 02)* + (3.6828 ) \/(27.8969 — ©2)* + (9.6704 w)*
La evaluacién de la ganancia en dB es
|H(0)|,5 = 20 log|H ()| = 20 log (1.766689054 x 10~?)

+201log ‘263.6044 - a)2‘ +20 log‘1536.397 - wz‘
~10log [(25.6484 — 0?)” + (3.6828 )’
— 10log [(27.8969 — ©?)" + (9.6704 w)”
Para evaluar la fase, se requiere determinar el arg[H ()], esto es

arg[H(w)] = arg [263.6044 — »*] + arg [1536.397 — @]

3.6828 w ] [ 9.6704 }
— arctan

i t - -
arctan [25.6484 — 02 27.8969 — w2

En la evaluacién del arg[H ()] anterior, en particular enfatizando en los polos, se hace notar
que para el argumento de un nimero complejo & + jf con o y fB positivos (o > 0y B > 0) se
tiene

arg[o + jB] = arctan (g) <nn (6: <90

Mientras que para un ¢ negativo y un 3 positivo (¢ < 0y B > 0) se tiene

arg[o + jB] = arctan (%) = — arctan (g) +1 (6: £180°)

De lo anterior se concluye que la evaluacién para valores de > > 25.6484 es

. B 3.6828

arg [(25.6484 — ° + j3.68280) ] = —arctan [25.6484—a)2
— 4 arctan | 20828 @
= 0% — 25.6484
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Mientras que la evaluacién para valores de > > 27.8969 es

. e 9.6704

arg |(27.8969 — w? + 9.6704®) ' | = — arctan [278969_(02
_ ¢ arctan | 287040
- ®? — 27.8969

En la evaluacién del arg[H ()], en particular enfatizando en los ceros, se hace notar que para
el argumento de un niimero real @ positivos (@ > 0) se tiene

arg (o] = 0°
Mientras que para un ¢ negativo (¢ < 0) se tiene
arglo] = arg[—|a|] = 7 (6: +180°)
De lo anterior se concluye que la evaluacién para valores de > > 263.6044 es
arg [263.6044 — 0’| = arg[— (w* — 263.6044)| = £
Mientras que la evaluacién para valores de > > 1536.397 es
arg [1536.397 — 0*] = arg[— (0* — 1536.397) | = +x

De manera que cada término del arg[H (®)] debe evaluarse de acuerdo con las observaciones
anterior.

El retardo de grupo es

_darg[H(w)]

T (w) = do

Usando tablas[7], la expresion de la derivada del arctan [H (®)] es

d arctan [H(w)] 1 d [H(w)]

do 1+ HYw) do

de aqui que

_ darg[H(jo)] _
do
1 (25.6484 — w?) (3.6828) — (3.6828 )(—2 )
- ( 3.6828 ® )2 (25.6484 — 2)*
25.6484 — @2
1 [(27.8969 — %) (9.6704) — (9.6704 w)(—2 w)]
96704 \* (27.8969 — 2)*
(27.8969 - w?)

(3.6828) (25.6484 — w?*) +2(3.6828) w?
(25.6484 — 02)* + (3.6828 0)*
(9.6704) (27.8969 — w?) + 2(9.6704) »*
(27.8969 — 2)* + (9.6704 w)*

T (w) =




Q6 Capitulo 3. Problemas Resueltos

Problema 3.28 Se requiere disefiar un filtro Chebyshev pasa bajas del tipo II con las siguientes
especificaciones

Minima ganancia en la banda de paso de 2.5dB

Limite de la banda de paso: @, = 50 rad/seg

Maixima ganancia en la banda de rechazo de 80dB

Limite de la banda de rechazo: w, = 250 rad/seg

Determine:
a) El minimo orden del filtro.
b) La funcién de transferencia normalizada en amplitud.
¢) Las expresiones para la magnitud, la ganancia en dB, la fase y el retardo de grupo.

Solucion:
a) Minimo orden del filtro

2

[ H(@)|

Figura 3.23: Magnitud en potencia indicando los
pardmetros €, A, @, y @, para el problema 28

De la figura 3.23 se observa que al evaluar |[H(o)|* en o = W, y en @ = o, se obtiene

|H (o) = |H(wp)|" =

0=0,

1
10 log |H 2 - 101
1+e2 = Og‘ (wp)‘ 0g(1—|—82>

H (o)

2 1 2 1

D=,

Los valores de € y A se determinan utilizando las ganancias en dB de las bandas de paso y
rechazo especificadas en la enunciacién del problema, como sigue

2.5dB = 101log(1 + €)
e = 10025 — 1 = 0.882201
80 dB = 101og(1 + A?)

A =108 — 1 = 9999.99995

Entonces, con @,/ @, = 5, el orden del filtro es

cosh! & cosh™! 9999.99995
€ 0.882201 ~10.028323

= - = = 4.37
cosh! < % > cosh™! (5) 2292432
P

N =

Para satisfacer las condiciones del filtro es necesario que el menor orden del filtro sea de N = 5.
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b) Funcién de transferencia normalizada en amplitud

Para determinar la funcién de transferencia se determina la ubicacion de los polos y de los
ceros. Se inicia con la ubicacién de los polos. Para ello, se hace uso de las siguientes expresiones.

Sk = O + j&
)
con O = — 2r7k2
Ye + Pi;
Oy Pk
Q = 2r02
Ye + P;

Yc = senmn; senh Uy

Pr = cos T cosh U
~(2k—1 .

Nk = N

1
W = Nsenh_1 [ cosh [N cosh_l(a),/a)p)]]
Se determina el valor de Vg, con N = 5, € = 0.882201 y a),/a)p = 5, esto es
1
v = gsen}r1 [(0.882201) cosh [5 cosh™(5)]]

U = 2.267365

senh v; = senh (2.267365) = 4.775172
cosh v = cosh (2.267365) = 4.878757
La evaluacion de la ubicacién de los polos se muestran en las tablas 3.34 y 3.35.

Tabla 3.34: Calculo de los polos: Minima ganancia en
banda de paso de 2.5dBy N = 5, primera parte

Y = Pr =

k Nk cos Mg sen My senmgsenhvy,  cos 1 cosh vy
1 /10 0.951057  0.309017 1.475609 4.639976
2 | 37/10 0.587785  0.809017 3.863195 2.867660
3 | 57/10 0 1 4.775172 0

4 | 7x/10 -0.587785 0.809017 3.863195 -2.867660
5 | 9z/10 -0.951057 0.309017 1.475609 -4.639976
6 | 1lz/10 -0.951057 -0.309017  -1.475609 -4.639976
7 | 13x/10 -0.587785 -0.809017  -3.863195 -2.867660
8 | 157/10 0 -1 -4.775172 0

9 | 17x/10 0.587785 -0.809017  -3.863195 2.867660
10 | 19/10  0.951057 -0.309017  -1.475609 4.639976

La tabla 3.34 presenta los primeros célculos intermedios en la determinacién de los polos,
mientras que la tabla 3.35 continda con estos cdlculos, finalizando con los valores de la ubicacién
de los polos.
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Tabla 3.35: Célculo de los polos: Minima ganancia en
banda de paso de 2.5dB y N = 5, segunda parte

PR % Pk B < O Y > @ Px
Yo +Pi > 2 2 A2 2 2 2 2
Y P Y + P Y + Pk Y + Pk
1 | 23.706799 0.062244  0.195723 -15.5610 48.9307
2 | 23.147749 0.166893  (0.123885 -41.7232 30.9712
3 | 22.802256 0.209417 0 -52.3542 0
4 | 23.147749 0.166893  -0.123885 -41.7232 -30.9712
5 | 23.706799 0.062244  -0.195723 -15.5610 -48.9307
6 | 23.706799 -0.062244 -0.195723 15.5610 -48.9307
7 | 23.147749 -0.166893 -0.123885 41.7232 -30.9712
8 | 22.802256 -0.209417 0 52.3542 0
9 | 23.147749 -0.166893  0.123885 41.7232 30.9712
10 | 23.706799 -0.062244  0.195723 15.5610 48.9307

De la tabla 3.35 se obtiene la ubicacién los polos, se considera aquellos que se encuentran en la
parte izquierda del eje imaginario por motivos de estabilidad, los cuales se enumeran a continuacion.

51
52
53
54

S5

—15.5610 + j48.9307
—41.7232 + j30.9712
—52.3542

—41.7232 — j30.9712
—15.5610 — j48.9307

Para la ubicacién de los ceros se hace uso de la siguiente expresion.

jo,

= 2k—T1Y
COS
2N

La evaluacion de 1a ubicacion de los ceros se muestra en la tabla 3.36.

Tabla 3.36: Calculo de los ceros: Minima ganancia en
banda de pasode 2.5dByN =5

2k —1 2k —1 o
k ( N >7r cos<2N>rc <2k’_1)
COS| ———— | &
2N
1 /10 0.951057 262.8655
2 3n/10 0.587785 425.3256
3 57/10 0 En el infinito
4 7n/10 -0.587785 -425.3256
5 97 /10 -0.951057 -262.8655
6 11zm/10 -0.951057 -262.8655
7 137/10 -0.587785 -425.3256
8 157/10 0 En el infinito
9 177/10 0.587785 425.3256
10 197/10 0.951057 262.8655

De la tabla 3.36 se obtiene la ubicacidn los ceros, los cuales se enumeran a continuacion (con
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o, = 25 rad/seg).

21 = +/262.8655

2 = +j425.3256
zz = Cero en el infinito
4 = —j425.3256
75 = —j262.8655

De la distribucién de los polos se observa que al aparecer un polo complejo también aparece su
conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s —sk) (s = 5t) = (s = 0k — ju) (s — Ok + j ) = (s — 0x)* + O
(s—sx) (s —s7) = s> — 2015 + of + QF

Para el polo s1 y su conjugado s5 se tiene (con 67 = —15.561 y Q; = 48.9307)
(s —s1) (s —55) = (s — 1) (s — 5]) = s +2(15.561) s + (15.561) + (48.9307)>
(s —s1) (s — 55) = 5% 4+ 31.1225 + 2636.358

Para el polo s, y su conjugado sy se tiene (con 6, = —41.7232y Q; = 30.9712)
(s—52) (s —s54) = (s — 50) (s — 53) = 57 +2(41.7232) s + (41.7232)% + (30.9712)?

(s — 52) (s — 54) = 5* + 83.4465 + 2700.04

De la distribucidén de los cero se observa que al aparecer un cero complejo también aparece su
conjugado, por lo que éstos se pueden agrupar de la forma

(s—z)(s—2) =(5—ju) (s+ j) =5+ QF
(s—z) (s —zf) = >+ OF

Para el cero z; y su conjugado z5 se tiene (con 1 = 262.8655)
(s—z1) (s—z5) = (s —z1) (s — 2}) = s* + (262.8655)?
(s —z1) (s — z5) = 5* + 69098.271

Para el cero z; y su conjugado z4 se tiene (con £, = 425.3256)
(s—22) (s —z4) = (s — 22) (s — 23) = s* + (425.3256)*

(s — 22) (s — z4) = 5> + 180901.866

La funcién de transferencia normalizada en amplitud es

Ko (s> + 69098.271) (s 4 180901.866)
(s2 4 31.1225 + 2636.358) (s> + 83.4465 + 2700.04) (s + 52.354)

H(s) =

Se determina la constante de normalizacién Kj al obtener la respuesta en frecuencia al aplicar
el operador s = j®
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Ko (69098.271 — ?) (180901.866 — 0?)
(2636.358 — 2 + j31.122 @) (2700.04 — 02 + j83.446 ®) (52.354 + j )

H(w) =
Luego, la magnitud se evalda para @ = 0

Ko (69098.271) (180901.866)
H = = Ko (33.54175451) = 1
H@], (2636.358) (2700.04) (52.354) of )

Ky = 0.02981358652
La funcién de transferencia solicitada es

0.02981358652 (s2 + 69098.271) (s + 180901.866)
(s + 31,1225 + 2636.358) (s2 + 83.4465 + 2700.04) (s + 52.354)

H(s) =

¢) Expresiones para la magnitud, la magnitud en dB, la fase y el retardo de grupo.

A partir de la funcién de transferencia obtenida en el inciso anterior al evaluarla en frecuencia,
aplicando el operador s = j®, se obtiene

0.02981358652 (69098.271 — w?) (180901.866 — *)

H(w)=
(@) (2636.358 — w2 + j31.122 ) (2700.04 — w2 + j83.446 0) (52.354 + j )

La funcién magnitud esta dada por

0.02981358652 ‘69098.271 _ wz‘ ‘180901.866 _ wZ‘
|H(w)| =

\/(2636.358 — 02" + (31.1220)? \/(2700.04 — ©2)% + (83.446 )’

\/ (52.354)* + (w)?
La evaluacion de la ganancia en dB es
|H(0)|,5 = 20 log |H(®)| = 20 log (0.02981358652) + 20 log ‘69098.271 - a)Z‘
+20log| 180901866 — @?| ~ 10l0g [ (2636358 — ©?)” + (31.12200)’|
~10log [(2700.04 — 0?)” + (83.446 w)z} ~10log [(52.354)2 + (w)ﬂ
Para evaluar la fase, se requiere determinar el arg[H ()], esto es

arg[H(w)] = arg [69098.271 — ] + arg [180901.866 — o”]

— arctan ﬂ — arctan M — arctan |: @ i|
2636358 — o2 2700.04 — w2 52354

En la evaluacién del arg[H ()] anterior, en particular enfatizando en los polos, se hace notar
que para el argumento de un niimero complejo & + jf3 con o y B positivos (o« > 0y B > 0) se
tiene

arg [ + jB] = arctan (ﬁ) < (6:<90°)
Mientras que para un o negativo y un 3 positivo (o < 0y B > 0) se tiene

arg o + jB] = arctan (ﬁ) = — arctan <B> +r  (6: £180°)

—lof [
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De lo anterior se concluye que la evaluacién para valores de w> > 2636.358 es

_ 31.122
arg {(2636.358 — w* + j31.122 o) l} = — arctan [2636.358 f)wz]
= + arctan ﬂ +
N w? — 2636.358

Mientras que la evaluacién para valores de ®> > 27.895 es

- e 83.446 ©

arg [(2700.04 — 0° + j83.446 0) ] = —arctan [2700.04—(92
— 4 arctan | 24460 1
= @2 — 2700.04

En la evaluacion del arg[H ()], en particular enfatizando en los ceros, se hace notar que para
el argumento de un nimero real & positivos (&t > 0) se tiene

arg[a] = 0°
Mientras que para un ¢ negativo (¢« < 0) se tiene
argla] = arg|—|a|] = +7 (6: +180°)
De lo anterior se concluye que la evaluacién para valores de w? > 69098.271 es
arg [69098.271 — @] = arg [ — (®* — 69098.271) | = £7
Mientras que la evaluacién para valores de @* > 180901.866 es
arg [180901.866 — w*] = arg [ — (w* — 180901.866) | = =

De manera que cada término del arg[H ()] debe evaluarse de acuerdo con las observaciones
anterior.

El retardo de grupo es
d arg [H(w)]
dw

Usando tablas[7], la expresion de la derivada del arctan [H (w)] es

T (w) =

d arctan [H(w)] 1 d [H(w)]

do 1+ HYw) do

de aqui que

_ darg[H(jo)] _
dw
1 (2636.358 — ©?) (31.122) — (31.122 ©)(—2 @) |
| ( 311220 >2 [ (2636.358 — ?)° |
2636.358 — ©?
1 (2700.04 — %) (83.446) — (83.446 ®)(—2 ©) |
" X ( 83.446 o )2 (2700.04 — 2)* ]
2700.04 — @2

1

1+( ® )2 [52.354}

52.354

_|_
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(31.122) (2636.358 — w*) + 2(31.122) »*

T, (W) =
() (2636.358 — 02)* + (31.122 ®)*

. (83.446) (2700.04 — w?*) + 2(83.446) w? 52.354
(2700.04 — 2)* + (83.446 w)* % + (52.354)2
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