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Prefacio

La intencion de estas notas es que sirvan como apoyo en
el curso de Geometria I que se imparte en la UAM, unidad
Iztapalapa.

El material se ha seleccionado con el fin de cubrir los
fundamentos de la geometria moderna, la cual constituye una
extension de la geometria de los Elementos de Euclides.

Historicamente, la geometria moderna se sitda entre los
siglos 111 A.C. y XIX D.C.

Una de las formas en que los matematicos de la era mo-
derna han extendido la geometria mas alla de la heredada de
los griegos fue el descubrimiento de nuevas proposiciones
relacionadas con las circunferencias y las figuras rectilineas,
deducidas de las enumeradas en los Elementos de Euclides.

Una de las innovaciones importantes de la geometria mo-
derna elemental es el empleo, cuando es util, de segmentos
con sentido, 0 sea, con signo, también [lamados segmentos



dirigidos, lo cual sera el tema de estudio del capitulo 1.

Por medio de este concepto de magnitudes con sentido,
algunos principios y relaciones que se dan separadamente
frecuentemente pueden combinarse en un solo principio o re-
lacion que las abarque.

*# La nocion de segmento dirigido nos conduce a la si-
guiente definicion muy qtil: la razén en la que un punto
sobre una recta divide a un segmento de ésta.

* Otra de las innovaciones es asignar sentido a los angu-
los que estan en un plano comun. Se dice que un dngulo
es negativo si la rotacion es en el sentido de las mane-
cillas del reloj, y que es positivo si la rotacion es en
sentido contrario al reloj. Un dngulo asi es un dngulo
con sentido o angulo dirigido.

® A veces, conviene asignar sentido a las areas de trian-
gulos que estan en un plano coman. Un triangulo ABC
se considerara positivo o negativo segun que el perime-
tro descrito de A hacia By de B a Cy finalmente, de C
hacia A sea en el sentido levogiro (contrario a las ma-
necillas del reloj) o en el sentido dextrogiro (sentido de
las manecillas del reloj).

# Otra innovacion de la geometria moderna elemental
es la creacion de algunos elementos ideales llamados
*

“puntos en el infinito”, “larecta del infinito” de un plano,
y “el plano del infinito” del espacio.

II



En el capitulo 2 estudiaremos un tema relacionado con
los conceptos de rectas paralelas y simetria con respecto a
una recta, a saber, el concepto de rectas antiparalelas con res-
pecto a una recta dada y algunas de sus consecuencias, en
particular, presentaremos una demostracion del teorema de
Ptolomeo, el cual es una relacion, en geometria euclidiana,
entre los cuatro lados y las dos diagonales de un cuadrilatero
ciclico.

En el capitulo 3 estudiaremos los conceptos de homote-
cia para circunferencias y puntos homologos, circunferencia
de similitud, y concluiremos el capitulo demostrando el teo-
rema del circulo de Apolonio, el cual nos dice que, dado un
segmento de recta y un namero positivo distinto de uno, una
circunferencia es el lugar geométrico de los puntos tales que
la razon de sus distancias a sus extremos es el nimero dado.

En el capitulo 4 se demostraran los teoremas de Menelao
y Ceva, los cuales son una herramienta importante para es-
tudiar la concurrencia de ciertas rectas y de algunos puntos.
El teorema de Ceva es una herramienta que nos da condi-
ciones bajo las cuales tres rectas que pasan por cada uno de
los vértices de un triangulo son concurrentes, mientras que,
el teorema de Menelao es una herramienta muy util que nos
da condiciones necesarias y suficientes para que tres puntos,
cada uno sobre los lados de un triangulo, sean colineales.

Estos teoremas nos conducen, de manera natural, al con-
cepto de perspectiva, la relacion entre los teoremas de Ceva 'y
Menelao se resumen en el teorema de Desargues, el cual nos
da condiciones necesarias y suficientes para que dos triangu-
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los estén en perspectiva.

Uno de los problemas planteados por Leon Battista Al-
berti en el siglo XV es: si la perspectiva no preserva medidas
ni angulos, ;qué preserva? La solucion a este problema la es-
tudiaremos a lo largo del capitulo 5, y mostraremos algunas
aplicaciones de ello.

Los conceptos y las propiedades de la perspectiva son las
bases de lo que actualmente conocemos como geometria pro-
yectiva.

Asimismo, se demostrara que siempre es posible dividir
interna y externamente un segmento dado interna y externa-
mente en la misma razon. Finalmente, se demostrara que, en
un triangulo dado, sus bisectrices internas, mediatrices, me-
dianas y alturas concurren en el incentro, circuncentro, bari-
centro, ortocentro rcspcctivamentc.

Enel capitulo 5 estudiaremos nuevas propiedades del trian-
gulo, es decir, de puntos, rectas y circunferencias asociadas a
un triangulo, en particular se estudiaran algunas propiedades
del circuncentro, el triangulo ortico asociado a un triangulo
dado, y quiza uno de los teoremas mas importantes del curso:
el teorema de la recta de Euler, que muestra que el incentro,
circuncentro, baricentro y ortocentro de un triangulo dado,
forman un triangulo, atin mas, el circuncentro, baricentro y
ortocentro son colineales y el baricentro esta en el interior
del segmento determinado por el circuncentro y el ortocen-
tro. Posteriormente, se demostrara el teorema de la circunfe-
rencia de los nueve puntos y, finalmente, siguiendo los pa-
sos de Feuerbach, se demostrara el teorema de las tangencias

Iv



de Feuerbach, el cual demuestra que la circunferencia de los
nueve puntos es tangente a la circunferencia inscrita y las tres
circunferencias excritas asociadas a un triangulo dado.

En el capitulo 6 se introduce el concepto de razon cruzada
entre cuatro puntos como un invariante proyectivo, posterior-
mente, se considera un tipo particular de valor asociado de
razon cruzada, denominado como razon armoénica, en parti-
cular se muestra, como consecuencia del teorema de la recta
de Euler, que el circuncentro, el baricentro, el centro de la cir-
cunferencia de los nueve puntos y el ortocentro constituyen
una hilera armonica. Finalmente se introducen los conceptos
de cuadrangulo y cuadrilatero completo.

En el capitulo 7, estudiaremos propiedades de la circunfe-
rencia y, en particular, el problema de inversion con respecto
a una circunferencia, concretamente, se estudiara el compor-
tamiento de rectas, circulos y dngulos bajo inversion, y se
demostrara la invarianza de la razon cruzada bajo inversio-
nes. Finalmente, se aplicara esta poderosa herramienta para
dar una demostracion alternativa del teorema de Feuerbach.

Debido al uso constante que se da de los teoremas de los
libros I y 111 de los elementos de Euclides, y con el fin de que
estas notas sean autocontenidas, se anexa un apéndice con los
enunciados de estos teoremas.

Finalmente, deseo agradecer a los arbitros por sus valio-
sas sugerencias y comentarios.

Para la realizacion de este documento se utilizaron los
programas LaTex memoir y GeoGebra.



Fundamentos

El principal concepto que estudiaremos en este capitulo
es el de orientacion, el cual se aplica tanto a las rectas como
a los angulos, y en general, a planos y espacios.

Este concepto permite dar diversos enunciados y defini-
ciones, como los teoremas de Ceva y Menelao, asi como las
definiciones de puntos conjugados isogonales e isotOpicos,
sin necesidad de enunciar casos.

En este capitulo daremos algunos de los resultados mas
elementales sin profundizar (en el sentido axiomatico) en las
demostraciones, y usaremos la intuicion cotidiana.

1.1. Segmentos dirigidos

Una de las diferencias mas importantes entre la geometria
clasica y la geometria moderna es la introduccion del concep-
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to de signo y no solo el de magnitud. Dados dos segmentos
AB y CD en la misma recta podemos decidir si tienen la
misma direccion o la direccion contraria.

Dadas dos rectas dirigidas, en general, no tiene sentido
preguntarnos si tienen la misma direccion o no. Sin embargo,
si las rectas son paralelas si podemos comparar direcciones.

Por lo anterior, en las formulas donde aparecen magnitu-
des de segmentos, éstos pueden tener signo si estamos usando
segmentos en rectas paralelas. El ejemplo mas importante es
cuando los puntos A, By P estan en la misma recta, entonces
tenemos las expresiones PA- PBy AP - PB para las cuales
tiene sentido preguntarnos si son positivas o negativas.

Si A y B son dos puntos distintos en el plano, en la geo-
metria euclidiana, tenemos que el segmento A B es igual al
segmento BA.

Definicion 1.1.1:

Cuando al segmento AB le asignamos un sentido se
obtiene un segmento dirigido, por ejemplo, si vamos
del punto A al punto B, tenemos el segmento dirigido
AB, mientras que si vamos del punto B al punto A
tenemos el segmento dirigido BA.

J

El punto A se [lama origen o punto inicial del segmento
dirigido ABy, el punto B extremo o punto final del segmento
dirigido AB.

Las magnitudes de los segmentos dirigidos AB y BA
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A \B
rd

Segmento dirigido AB.
B

=

Segmento dirigido BA.

Figura 1.1: Segmentos dirigidos ABy BA.

son las mismas, pero sus direcciones son opuestas, como se
muestra en la figura (1.1). Entonces el segmento BA ten-
dra sentido opuesto a AB, y esto lo sefialamos expresando
BA = —AB, esto es:

BA=—-AB < AB+ BA=(.

En el caso en que los puntos A y B coincidan, podemos
considerar que ellos determinan un segmento A B de longitud
cero.

Todas las relaciones de esta seccion son validas cuando,
debido a estas coincidencias, alguno o todos los segmentos
incluidos tienen longitud cero.

En particular, AB+ BA = AA = 0y BA+ AB =
BB = 0. Lo anterior nos permite trabajar con la aritméti-
ca de los segmentos, por lo que, dependiendo del contexto de
los enunciados, estaremos pensando que A B es un segmento,
un segmento orientado, o bien, la magnitud orientada de un
segmento orientado.
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Si ahora consideramos tres puntos distintos A, By C so-
bre una linea recta, y suponemos ademas que la direccion po-
sitiva es de izquierda a derecha, entonces hay 3! = 6 ordena-
ciones posibles de estos puntos, dando lugar a las siguientes
relaciones:

(1) AB+ BC = AC &—=" >

(2) AC+CB=AB &—— i

(3) BA+ AC = BC &£—" >

(4) BC+CA=BA E—=C 5

(5)CA+ AB=CB &——" 5

(6) CB+BA=CA —=" 3
Figura 1.2: 3! = 6 relaciones con A, By C
colineales.

Lo descrito en esta figura (1.2), se resume en el teorema

(1.1.1):

Teorema 1.1.1: La relacion fundamental

Si A,By C son tres puntos diferentes en una linea rec-
ta, entonces

AB+ BC+CA=0. (1.1)
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A B C
.- ;5 ]
T

Figura 1.3: AB+ BC+CA =0.

Demostracion: Sin perder generalidad, se puede suponer
que Bestaentre Ay C. Entonces AB + BC = AC, y como
AC + CA = 0 se concluye que

AB+ BC+CA=0.

Los otros casos se demuestran de manera analoga. Q.E.D.

Definicion 1.1.2:

Puntos colineales son aquellos que estan en una mis-
ma recta.

Teorema 1.1.2: El teorema de Euler.

Si A, B, Cy D son cuatro puntos cualesquiera en una
linea recta, entonces

AB-CD+ AC-DB+ AD - BC =0.

Demostracion: Como A, B y D son puntos colineales, co-
mo consecuencia del teorema 1.1 tenemos que, AB + BD +
DA =0.
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Figura 1.4: El teorema de Euler.

Como BD = — DB lo anterior implicaque AB = —BD—
DA = DB — DA.

De manera similar tenemos que AC + CD + DA = 0
implica AC = DC — DAy, de BC + CD + DB se deduce
BC = DC — DB.

Luego entonces

AB-CD+ AC- DB+ AD - BC

= (DB-DA)-CD+(DC — DA)- DB
+AD - (DC — DB)

= DB-CD-DA-CD+DC-DB-DA-DB
+AD-DC — AD - DB

= (DB-CD+ DC-DB)+(AD - DC — DA - CD)
—(DA-DB+ AD - DB)

= (DB-CD+ DC-DB)+(AD - DC — DA - CD)
+(-DA-DB— AD - DB)

= 0+0+0=0.

Como se queria demostrar. Q.E.D.
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Si pensamos que el producto de dos longitudes representa

un area, el teorema de Euler (1.1.2), pag. 5,

puede interpre-

tarse en términos de areas orientadas de paralelogramos, y
en particular, para rectangulos, como se muestra en la figura

(1.5):
H G
CG = AD
CK=CDyKG=
AC
F E K
BE=CD
A B c D
N
L M mc=cp
JC=BD
I J
Figura 1.5: El teorema de Euler en términos de areas
orientadas.
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Asi, la identidad
AB-CD+ AC-DB+ AD-BC =0,

nos dice que el area del rectangulo de base AC y altura BD
es igual a la suma de las areas de los rectangulos de base AB
altura CD y base BC altura AD.

1.2. Razon de particion de un
segmento

Si tomamos en cuenta la relacion fundamental dada por
la ecuacion (1.1) es natural preguntarse, ;en qué razon divide
el punto C al segmento AB?

Definicion 1.2.1:

Dados dos puntos distintos A y B, si P es un punto
cualquiera de la recta AB, ya sea entre A y B, o bien,
externo al segmento A B, decimos que P divide al seg-
mento AB en la razon AP : PB.

Si P estaentre Ay B decimos que P divide al segmen-
to internamente y la razon de particion AP : PBes
positiva; si Q esta fuera del segmento AB el punto Q
divide al segmento externamente, y la razon de parti-
cion AQ : OB es negativa.
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A P B o

Figura 1.6: P divide internamente y Q divide
externamente al segmento AB.

En la figura (1.6) que se muestra que P divide interna-
mente el segmento AB y Q lo divide externamente.

Si P coincide con A o B, el segmento no esta propiamente
dividido.

Decimos entonces que P divide impropiamente al seg-
mento A B, la razon de particion es cero o infinita de acuerdo
si P coincide con A o con B, esto es:

0 si P=A,

AP:PB:{ o si P=B.

Por ejemplo, si A y B son dos puntos distintos, y P es
el punto medio del segmento A B, entonces P divide al seg-
mento ABenrazon 1l a l,estoes, AP : PB=1 : 1, como
se muestra en la figura (1.7).

A P B

Figura 1.7: Si P es punto medio de A B, entonces
AP : PB=1:1.
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Si Py Q trisecan al segmento A B, de manera que
AP+ PO+ OB = AB,

entonces
AP : PB=1:2.

Por otra parte,
AQ : OB=2:1,

como se muestra en la figura (1.8)

A P Q B

Figura 1.8: P divide al segmento AB enrazon 1 : 2,
y Q divide al segmento AB enrazon 2 : 1.

Nuevamente, si P y Q trisecan al segmento A B, como
en la figura (1.8) ademas de que P divide internamente al
segmento AQ en razén 1 : 1; mientras que B divide exter-
namente al segmento AQ enrazon AB : BQO = -3 : 1.

En este momento, resulta natural considerar el caso en
que, salvo signo, los puntos P y Q dividan al segmento AB
en razones iguales.

10
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Definicion 1.2.2:

Cuando cuatro puntos colineales A, B, P y Q estan
situados de tal manera que P y Q dividen interna y
externamente en razones numéricamente iguales, esto
es:

AP : PB=—-AQ : OB

se dice que Py Q dividen al segmento A B interna
y externamente en la misma razon.

A P B 0
. L

Figura 1.9: P y Q dividen interna y externamente al
segmento A B numéricamente en la misma razon.

En la figura (1.9) mostramos un ejemplo en donde los
puntos Py Q dividen al segmento A B interna y externamen-
te en la misma razon.

En este momento cabe preguntarse: jsi P es un punto en
la recta AB, existe siempre un punto Q en la recta AB de
manera que AP : PB=—-AQ : OB?

11
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1.3. Angulos dirigidos

El angulo formado por las rectas, con un punto comun,
OA y OB puede generarse por una recta en movimiento que
gira con centro en O de la posicion OA a la posicion OB, lo
cual se denota con el simbolo ZAOB.

El simbolo £AO B también denota la medida del angulo;
en estas notas usaremos los radianes como unidad de medida
de los angulos, a menos que se especifique lo contrario.

En los casos en que utilicemos el angulo, medido en gra-
dos como unidad, lo diremos explicitamente.

Al igual que en los segmentos, hay ocasiones en que es
muy util dar a un angulo una direccion.

Si en cada una de estas rotaciones la misma porcion del
plano es barrida por la recta en movimiento, los angulos asi
generados son iguales en magnitud modulo 27, es decir, salvo
multiplos enteros de 2z, pero opuestos en signo, es decir:

£4BOA = -2AOB,
o equivalentemente
£ZAOB + £BOA = ZAOA =0 mod 2x.
Cuando la rotacion es en sentido levogiro, (sentido con-
trario a las manecillas del reloj) el signo del angulo resul-

tante es por convencion considerado como positivo, como se
muestra en la figura (1.10).

12
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(0] A

Figura 1.10: Angulo orientado en sentido levogiro.

Cuando la rotacion es en sentido dextrogiro (sentido a fa-
vor de las manecillas del reloj), el signo del angulo es nega-
tivo.

(0] A

Figura 1.11: f\ngulo orientado en sentido dextrogiro.

De los angulos descritos anteriormente el angulo ZAOB
es el positivo y el angulo ZBOA es el negativo.

Observacion: Es frecuentemente ventajoso considerar el
angulo positivo ZAO B como la rotacion de la recta completa
O A alrededor de O, en levogiro, que por primera vez lleva a
coincidir con la recta completa O B.

13
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La suma de los angulos esta determinada por las siguien-
tes reglas:

#® Dados los puntos distintos O, A, B 'y C, los angulos
2AOB, #BOC, £AOC satisfacen la relacion funda-
mental

£2AOB+ £BOC = £AOC (1.2)

[lustramos esta propiedad en la figura (1.12).

(0]

Figura 1.12: ZAOB + £BOC = £AOC.

# Dados los puntos distintos O, A, B, C y D, entonces

ZAOB+2COD = £AOE, donde £zBOE = 2COD.

Se ilustra esta propiedad en la figura 1.13.

14
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£2COD = 2ZBOE

A A
0 0

Figura 1.13: ZAOB + 2COD = ZAOE.

Como consecuencia de las reglas de suma, la teoria de
paralelas del libro I de los Elementos de Euclides, y los teo-
remas de Thales de Mileto sobre triangulos semejantes, tene-
mos los siguientes resultados:

Proposicion 1.3.1:

Si Z,¢7',m y m" son lineas rectas, cuando 7 || ¢’y
m || m', el dngulo formado por las rectas £ y m es
igual, en medida, al dngulo formado por las rectas £’
y m'. Véase la figura (1.14).

15
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Figura 1L14: 2 || £/ ym || m' = 2(£.m) = (', m).

Proposicion 1.3.2:

SiZ,¢',my m' son lineas rectas tales que 7 L 7"y
m L m’, el angulo formado por las rectas Z y m es
igual, en medida, al dngulo formado por las rectas £’
y m'. Véase la figura (1.15).

16
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Figural.15: 7 L 7'y
mlm = 2(6€,m)=«(¢",m).

Proposicion 1.3.3:

Dados los puntos distintos O, A, B,C y D, como se
muestra en la figura (1.16), entonces

ZLAOB + 2COD = £AO0OD + 2COB.

Demostracion: Como consecuencia de la relacion funda-
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D
(@
B
A
(0]

2,COD = 2BOE ZAOE = #£AOB+ 2COD

D
(@
B
A
(0]

+COB = +DOE ZAOE = £ZAOD + £DOE

Figura 1.16: Suma de angulos.

mental (1.2), pag. 14, se tiene ZAOB = £AOD + «DOB
y £COD = £COB + £BOD. Luego entonces

£AOB+ £2COB = (£AOD+ £2DOB)
+(£COB + £BOD)
= £ZAOD+ 2COB,

yaque ZDOB = —2BOD. Q.E.D.
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En las demostraciones de algunos resultados se encuen-
tran varios casos a los cuales hay que darles un tratamiento
por separado si los angulos incluidos son considerados co-
mo no dirigidos. Considerando angulos dirigidos estos casos
por separado, que aparentemente pueden parecer como fun-
damentalmente diferentes, se encuentra que son aspectos si-
milares de uno y pueden ser tratados juntos.

1.4. El teorema de la bisectriz

De geometria elemental conocemos el siguiente resulta-
do:

Teorema 1.4.1: de la bisectriz interna.

Labisectriz de un angulo de un triangulo divide el lado
opuesto en segmentos cuya razon es la misma a la de
los lados adyacentes del angulo.

Hipétesis: Sea /\ A BC un tridngulo, y se AD la bisectriz
del angulo £BAC, con D en el segmento BC.

Tesis:
Cp_ca

DB AB’

Demostracion: Consideremos E B la perpendicular a la
recta AD por B, con E en larecta AD, y FC la perpendi-
cular a la recta AC por C, con F en la recta AD, como se
muestra en la figura (1.17):
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£ZBAD = £2DAC = e A—C
DB AB

Figura 1.17: Teorema de la bisectriz.

Luego entonces AAFC ~ /\AE B, de donde
AC _CF
AB BE’

De manera similar /A EDB ~ /\F DC, implica
DC _CF
DB BE

20
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Por lo tanto, £ = E Q.E.D.
AB DB, . _
El teorema de la bisectriz interior se puede generalizar

como sigue:

Teorema 1.4.2: de la bisectriz generalizado.

Si el vértice A del triangulo /\ABC es unido a cual-
quier punto L de la recta BC, entonces:

BL AB sen(£BAL)

2= _ 22 ) 1.3
LC CA sen(zLAC) (1.3)

Hipotesis: Sea /A ABC un tridngulo, L un punto en la
recta BC, distinto de By C.
Tesis:

BL AB sen(£BAL)
LC CA sen(<LAC)
Demostracion: Sea L un punto en la recta BC, distinto de
By C, como se muestra en la figura (1.18).
Como consecuencia de la ley de los senos aplicada al
triangulo /\ALB:

sen(£LAB) sen(£ZABL) sen(£BLA)
LB AL BA

En particular:

sen(«<LAB) LB AL -sen(2BLA)
——F = — vy sen(£ABL) = .
sen(£ABL) AL BA
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L
]

Figura 1.18: L es un punto exterior del segmento
BC.

De manera similar, para el tridngulo /A ALC se tiene:

sen(£LAC)  sen(£ACL)  sen(£CLA)

LC AL CA
Ast:

sen(.LAC) L AL - sen(2CLA
sen(£LAC) _ LC \ n(zacry = ALrsen ).
sen(ZACL) AL CA

Como B, C y L son puntos colineales, si L es un pun-
to exterior al segmento BC, entonces ZCLA = ZBLA, de
donde sen(£BLA) = sen(£CLA), véase la figura (1.19).
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A B

Figura 1.19: L es un punto interior del segmento
BC.

Por otra parte, si L es un punto interior al segmento BC,
entonces sen ZALB = sen £ZC L A.
Por lo tanto

BL BL AL
LC AL LC
sen(£BAL) sen(£ACL)
sen(ZABL) sen(2LAC)
sen(£BAL) sen(<ACL)
sen(£LAC) - sen(£ABL)

AL -sen(zCLA)

_ sen(£BAL) CA
a sen(«LAC) AL -sen(£ALB)
AB

AB sen(£BAL)

—_—— Q.E.D.
CA sen(£LAC)

23



Fundamentos

Corolario 1.4.1:

Dado un tridngulo /A ABC, la bisectriz interna AP y
la bisectriz externa AQ del angulo £BAC dividen in-
terna y externamente el segmento BC.

Figura 1.20: Se divide BC interna y externamente
aplicando el teorema de la bisectriz.

Demostracion: Como consecuencia del teorema de la bi-
sectriz interna (1.4.1), pagina 19, tenemos que

BP : PC=AB: AC.

Por otra parte, como la bisectriz externa AQ del angulo
£BAC es perpendicular a su bisectriz interna A P, entonces

Z/BAQ = /BAP + g
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ZCAQ = % — ZPAC.

Yaque A P esbisectrizdel angulo £ BAC, entonces ZBAP =
2PAC.

Como consecuencia del teorema (1.4.2), pagina 21, se ob-
tiene

BO AB -sen(£BAQ)
ocC CA -sen(2zQAC)
AB -sen(£¢BAP + n/2)
CA -sen(z/2 — 2PAC)
AB - cos(£BAP)
CA -cos(«PAC)
AB
" CA

De donde
BH _AB __BK

HC CA  KC’
es decir, H y K dividen interna y externamente el segmento
BC, como se muestra en la figura (1.20).
Q.E.D.
Dado un segmento de recta AB (con A # B)y P un punto
en el segmento AB.

» ;Como se construye el punto Q tal que Py Q dividan
interna y externamente el segmento A B?
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» ;Y siel punto P esta fuera del segmento AB como se
construye Q tal que P y Q dividan interna y externa-
mente el segmento AB?

1.5. Puntos al infinito y el plano
extendido
Si consideramos una recta Z en el plano euclidiano y un

punto O fuera de ella, cualquier recta que pasa por O satisface
alguna de las siguientes opciones:

Figura 1.21: Propiedades de rectas euclidianas.

» Las rectas se cortan en un tnico punto P.

» [as rectas no se cortan, es decir, son paralelas en el
sentido euclidiano.
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Podemos asociar un punto ideal, llamado punto al infinito
de ¢, que denotaremos oo, ¢l cual tiene la propiedad de que
la recta que pasa por O y es paralela a # interseca a la recta
¢ en este punto ideal. Atin mas, cualquier recta, paralela a £,
interseca a Z en este punto ideal.

Simbdlicamente, £’ || £ = £ N’ = oo,.

Definicion 1.5.1:

La recta que se obtiene de # al agregar su punto al
infinito se denomina la recta extendida, y se denota
£ . Simbdlicamente

£, =0 Uoo,.

Lafigura (1.21) sugiere que es facil demostrar el siguiente
enunciado:

Proposicion 1.5.1

El conjunto de rectas por un punto se corresponde de
manera biunivoca con los puntos en la recta extendida.

Demostracion: Sean O un punto y # una recta en el plano
euclidiano que no pasa por el punto O.
Cada punto P € £, determina una unica recta O P.
Finalmente, al punto al infinito asociado a la recta £ se
le asocia la recta #’ paralela a # y que pasa por el punto O,
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a0

Figura 1.22: Correspondencia biunivoca.

con esto tenemos que, por cada punto en la recta extendida
¢, tenemos una recta que contiene al punto O.
Reciprocamente, por cada recta p que pasa por el punto
O, y que no es paralela a # consideramos el punto P donde
p interseca a £, es decir, P = pn .Y alarecta p, que es
paralela a 7, le corresponde el punto a infinito asociado a la
recta . Q.E.D.

Corolario 1.5.1:

Por cada conjunto de rectas paralelas en el plano hay
un Unico punto al infinito.
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Como hay una infinidad de direcciones, entonces hay una
infinidad de puntos al infinito.

Definicion 1.5.2:

La recta al infinito, que denotaremos ¢ consta de
todos los puntos al infinito de las rectas del plano eu-
clidiano. Simboélicamente

¢, = {o0,;¢ es unarecta en el plano euclidiano}.

o0

Definicion 1.5.3:

La unioén del plano euclidiano [E con la recta al infinito
£, se denomina ¢l plano euclidiano extendido, y se
denotard E .

. J

Asi, cualesquiera dos rectas en el plano extendido se in-
tersecan.

Si las rectas son paralelas en el plano euclidiano, ellas se
intersecan en su punto al infinito.

Si las rectas no son paralelas en el plano euclidiano, se
dice que se intersecan en un punto ordinario o punto real.

Una recta arbitraria en el plano euclidiano interseca a la
recta al infinito en un Gnico punto. Luego entonces, la recta
al infinito se puede identificar con cualquier recta al infinito
‘' = ¢ U {0}, en el sentido de que existe una correspon-
dencia biunivoca entre ésta y cualquier recta extendida.
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Finalmente, el plano extendido E_, se obtiene de unir al
plano euclidiano E una recta al infinito £, esto es, un modelo
del plano extendido es de la forma:

E,=Eu?f,=EU”?U/{c0},

donde # es una recta que no pertenece al plano euclidiano, e
00, €s un punto que no pertenece al plano euclidiano ni a la
recta 7.

-

Figura 1.23: Plano extendido.

1.6. Relaciones de incidencia

En la geometria plana, el término indefinido incidencia,
es una relacion entre un punto y una recta. Esta relacion de
incidencia debe satisfacer los siguientes axiomas:
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A1 Dados dos puntos distintos, existe una tnica recta que
incide en ellos.

A2 Dados tres puntos distintos y no colineales, existe un
unico plano que los contiene.

A3 La interseccion de dos planos es una tnica recta.

A4 Si dos puntos inciden en un plano, la recta que incide
en ellos esta en el plano.

A5 Dada una recta, existen dos puntos distintos que inci-
den en ella. Dado un plano, existen al menos tres puntos
distintos no colineales que inciden en €l.

Definicion 1.6.1:

Si algunos puntos son colineales ellos constituyen una
hilera de puntos.

La recta en la cual estan situados se llama la base de
la hilera.

£ A B (e D E

Figura 1.24: Hilera de puntos.
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En la figura (1.24) los puntos A, B, C, D y E son colinea-
les, y constituyen una hilera de puntos. La recta # es la base
de la hilera.

Definicion 1.6.2:

Rectas que pasan por un mismo punto se dice que son
concurrentes.

Si algunas rectas son concurrentes, diremos que cons-
tituyen un pincel, o haz de rectas.

Las rectas individuales del pincel se denominan rayos,
y el punto al través del cual pasan estas rectas es el
centro o vértice del pincel.

C E G
A > B
H F D

Figura 1.25: Rectas concurrentes.

En la figura (1.25) las rectas AB,CD, EF y GH concu-
rren en el punto O, y forman un pincel de rectas por el punto
O. El punto O es el vértice del pincel.
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1.7. Ejercicios

1. Si la longitud de un segmento orientado AB es de d =
4¢ unidades, determine, si existen, el punto que divide
al segmento en razon 3 : 1 y el punto que divide al
segmento en razon 3 : —1.

2. Realice una construccion geométrica que permita di-
vidir un segmento orientado, si es posible, en razones
a:bya: —b.

3. Si AB y CD son dos segmentos de recta, demuestre
que existe una correspondencia biunivoca entre los pun-
tosde ABy CD.

4. Dados dos haces de lineas rectas con vértices O y O’
demuestre que existe una correspondencia biunivoca
entre las rectas del haz con vértice O y las rectas del
haz con vértice O'.

5. Demuestre que, si dos poligonos tienen el mismo na-
mero de lados, entonces sus dngulos pueden ser puestos
en correspondencia biunivoca.

6. Demuestre que, si dos poligonos tienen el mismo na-
mero de dngulos, entonces sus lados pueden ser puestos
en correspondencia biunivoca.

7. Muestre que existe una correspondencia biunivoca en-
tre el conjunto de los nimeros naturales y el conjunto
de los nimeros enteros.
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8.

10.

1.

12.

Dado un triangulo /A ABC, si la bisectriz del 4ngulo
£BAC interseca el lado BC en su punto medio, enton-
ces el triangulo es isosceles.

Demuestre que, si A, B y C son tres puntos colinea-
les, y D es cualquier otro punto en el plano euclidiano,
entonces se satisface la siguiente propiedad:

DA’>-BC+DB?>-CA+ DC?’AB+AB-BC-CA = 0.

Si A, By C son puntos colineales, y si P, QO y R son
los puntos medios de BC, CA y A B respectivamente,
demuestre que el punto medio de CR coincide con el
punto medio de PQ.

SiOA, OB, OC, OD son cuatro lineas cuyo vértice es
O, entonces

0 = sen(£AOB) sen(£COD) + sen(£AOC) sen(«DOB)
+ sen(£AOD)sen(£BOC).

Dado un tridngulo /\ A BC inscrito en una circunferen-
cia con centro en el punto O y radio r > 0, demuestre
que:

sen(£BAC) sen(£CBA) sen(£ACB) 1
BC CA B AB 2
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13.

14.

I5.

16.

17.

Demuestre que, el seno de un dngulo inscrito en una
circunferencia de didametro uno, es igual a la cuerda que
abarca dicho angulo.

Sean a, b y ¢ las magnitudes de los lados BC, CA y
AB de un triangulo /A ABC, respectivamente. Sea |

el incentro y D el punto donde la bisectriz del dngulo

£BAC corta al lado BC. Demuestre que % = b+ <.
a

Dados un tridngulo AAABC, y un punto O en su in-
terior, si P, Q y R son los pies de las proyecciones
perpendiculares del punto O sobre los lados BC, CA
y A B respectivamente, demuestre que

OA+OB+0C >2(0P+0Q +OR).

En cualquier triangulo AAABC, si E es un punto en
el interior del segmento AC, y D es un punto en el
interior del segmento BC, si AF biseca interiormente
el angulo ZC A D, y BF biseca interiormente el angulo
£C BE, demuestre que

ZAEB+ ZADB =2/AFB.

En un triangulo rectangulo AAABC, si CF es la me-
diana a la hipotenusa A B, C E es la bisectriz del angulo
£ZACB y CD es la altura con respecto al lado A B, de-
muestre que ZDCE = ZECF.
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I8.

19.

20.

21.

En un triangulo rectdangulo /AABC, con ZACB = 1
angulo recto, supongase que la medida de un segmento
de recta PC, perpendicular a la hipotenusa, es igual a
la medida del lado BC. Demuestre que BP debe ser
perpendicular o paralela a la bisectriz del angulo inter-
na ZBAC.

Dado un paralelogramo c7ABC D, si M y N son pun-
tos en el interior de los segmentos A B y BC respectiva-
mente, y Q es el punto donde se intersecan AN y CM,
demuestre que DQ es la bisectriz del angulo ZC DA.

En un cuadrilatero [ A BC D, las bisectrices externas
de los angulos ZCAD y «CBD se intersecan en el
punto P. Demuestre que AD+AC = BC+ BD implica
ZADP = £BPC.

Demuestre que una recta paralela a un lado de un trian-
gulo a través del punto donde se intersecan sus tres me-
dianas divide el area del triangulo en dos partes tal que
la raz6n de estas areas es 4/5.
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El teorema de Ptolomeo

El objetivo principal del presente capitulo es demostrar el
teorema de Ptolomeo, el cual es una relacion, en geometria
euclidiana, entre los cuatro lados y las dos diagonales de un
cuadrilatero ciclico. El teorema recibe su nombre del astrono-
mo y matematico griego Claudio Ptolomeo (100-170 d.C.).
Este teorema afirma que:

En todo cuadrilatero ciclico, la suma de los productos
de los pares de lados opuestos es igual al producto de sus
diagonales.

Para demostrar este resultado y sus generalizaciones, re-
cordaremos el concepto de simetria de reflexion, el concepto
de paralelismo y algunas de sus equivalencias.

Estudiaremos las propiedades basicas de las rectas anti-
paralelas y de las propiedades fundamentales de los cuadri-
lateros ciclicos.
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2.1. Introduccion

Simetria de reflexion

Definicion 2.1.1:

Sean # una linea recta y P un punto en el plano, se dice
que un punto P’ es el simétrico de P con respecto a la
recta £ si:

1. PP = P,cuando P € 7.

2. Cuando P ¢ 7, la mediatriz del segmento PP’
es la recta £ como se muestra en la figura (2.1).

Figura 2.1: P’ es simétrico de P con respecto a 7.

Note que, si P’ es simétrico de P con respecto a la recta
£, entonces P es simétrico de P’ con respecto a £.
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En otras palabras, la transformacion S, : E — E que
envia cada punto en su simétrico con respecto a una recta
dada # es una transformacion biyectiva que coincide con su
inversa, es decir, S,08,(P) = P = idg(P) paracada P € E.

Definicion 2.1.2:

Si F es una figura y # es una linea recta en el plano, se
dice que F es simétrica con respecto a Z si, para cada
punto P € F se tiene que P’, el punto simétrico de P
con respecto a £, también esta en F.

La recta Z se denomina eje de reflexion, o bien, eje de
simetria.

. J

Ejemplos: En la figura (2.2) mostramos algunos ejem-
plos de los conceptos anteriores:

s ™)

1 eje de si- 3 ejes de 4 ejes de
metria simetria simetria

Figura 2.2: Figuras con ¢jes de simetria.
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1. Un triangulo isosceles, no equilatero, posee un tGnico
eje de simetria, a saber, la bisectriz del angulo com-
prendido por los lados iguales.

2. Un triangulo equilatero admite tres ejes de simetria, a
saber, las bisectrices de los tres angulos interiores del
triangulo.

3. Un cuadrado tiene cuatro ejes de simetria, las dos dia-
gonales, y las dos mediatrices con respecto a los lados
del mismo.

El concepto de paralelas

Euclides presenta en las definiciones del libro I el con-
cepto de rectas paralelas:

“Son rectas paralelas las que, estando en el mismo plano
v siendo prolongadas indefinidamente en ambos sentidos, no
se encuentran una a otra en ninguno de ellos.”

Y a continuacion presenta cinco postulados, de los cuales
cabe destacar el quinto postulado:

V. Postiilese que, si una recta al incidir sobre dos rectas
hace los angulos internos del mismo lado menores que
dos angulos rectos, las dos rectas prolongadas indefi-
nidamente se encontraran en el lado en el que estan los
(angulos) menores que dos dangulos rectos.

40



Ptolomeo

En la introduccion de los Elementos |E, Libros I-1V, pag.
1551, el profesor Luis Vega Renén menciona lo siguiente:

“El postulado (V) resulta un tanto peculiar. En primer lu-
gar, se asemeja a los postulados operativos (I)—( III) al de-
mandar la existencia de puntos de interseccion de rectas con
rectas.

En segundo lugar, completa el criterio de paralelismo avan-
zado en la definicion de rectas paralelas.

En tercer lugar, y sobre todo, no goza de la evidencia in-
mediata que aureola los demas principios geométricos.

Debe ser borrado por completo de la lista de los postula-
dos porque se trata de un teorema henchido de dificultades,
que Ptolemeo se propuso resolver en un libro, y su demostra-
cion requiere varias definiciones y teoremas, afirma Proclo
(Com. 191, 21 ss.);

Dos motivos para dudar de su condicion primordial de
postulado son:

a) La existencia de asintotas, lineas que se aproximan mas
y mas a medida que se prolongan sin llegar a encontrarse.

b) La prueba en los Elementos de una proposicion conver-
sa de este postulado, a saber, la proposicion I, 17: La suma de
dos dangulos cualesquiera de un triangulo es menor que dos
angulos rectos.”

Estas son algunas de las razones por las cuales, durante
varios siglos, se intenté demostrar que el quinto postulado es,
en realidad, un teorema.

Sin embargo, solamente se lograron demostrar varias equi-
valencias de éste, entre ellas se encuentra el postulado de
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Playfair, debida al matematico griego Proclo (412-485 d.C.).
“Por un punto exterior a una recta dada sélo cabe trazar
una paralela.”
Formulacion que, a la postre, permitiria demostrar que el
quinto postulado de Euclides es, en efecto, un postulado, y
cuya negacion dio lugar a las geometrias no euclidianas.

Figura 2.3: Rectas paralelas # || m, donde » es una
transversal.

Contribuy6 ademas a la creencia de que el quinto postu-
lado puede deducirse a partir de los primeros cuatro postula-
dos, que las proposiciones 1-26 de los Elementos no hacen
mencion al concepto de rectas paralelas, o quinto postulado.

Podemos resumir el contenido de las proposiciones 26 al
29 referentes al concepto de paralelismo dadas en los Ele-
mentos como sigue:
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“Una recta que incide sobre rectas paralelas hace los an-
gulos alternos iguales. Reciprocamente, si una recta al inci-
dir sobre otras dos hace dangulos alternos iguales entre si las
rectas son paralelas.”

2.2. Rectas antiparalelas

Definicion 2.2.1:

Sean a, by c tres rectas, diremos que la recta a es una
recta antiparalela a la recta b con respecto a la recta
¢ si la recta @', simétrica de a con respecto a la rec-
ta c, es paralela a la recta b y lo denotaremos a 1] _ b.
[lustramos esto en la figura (2.4).

b

Figura 2.4: Rectas antiparalelas a 1], b.
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De acuerdo con el diccionario de la R.A.E. antiparalela es
un adjetivo: “Dicho de dos cosas paralelas: Que se orientan
o discurren en sentidos opuestos.”

Proposicion 2.2.1:

Sia1l, b, entonces las rectas a, by ¢ forman un trian-
gulo isosceles.

Hipotesis: Sean a = AB, b = BC y ¢ = AC tres rectas
tales que a1}, b.

Tesis: El tridngulo /A ABC es isosceles.
Demostracion: Supongamos que a = AB, b= BCyc =
AC.

- )\

Figura 2.5: a1l b= /\ABC es isOsceles.

44



Ptolomeo

Denotemos por @’ la recta simétrica a la recta a con res-
pecto a larecta ¢ y por D al punto simétrico de B con respecto
a ¢, en particular, @’ || by ¢ es una transversal.

Como a' || by c es una transversal, los angulos alternos
internos son iguales, es decir, ZCAD = £ZBCA, como se
muestra en la figura (2.5).

Por otra parte, como a’ es simétrica a la recta a con res-
pecto a ¢, entonces ZCAD = £ZBAC, como se muestra en
color carmesi en la figura (2.5). Y como cosas iguales a una
tercera son iguales entre si, ZBCA = ZCAB.

Por lo tanto, el triangulo AACBA es isosceles con base
ACy AB=CB. Q.E.D.

Ejemplos:

1. En un cuadrilatero paralelogramo c7ABCD, si a =
AB, b= BCyc = CA,setiene que a es antiparalela a
b con respecto a ¢, y D es el punto simétrico de B con
respecto a la recta c.

2. Sia || by c L aentonces, la recta a’, simétrica de a
con respecto a ¢, la recta @’ coincide con a, por lo que,
en este caso, al, b.

Proposicion 2.2.2:

Dadas dos rectas concurrentes a, ¢ y un punto P fuera
de la recta a, existe una recta b que es antiparalela, con
respecto a c, a la recta a por el punto P.
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Figura 2.6: Existencia de antiparalela por un punto
dado.

Demostracion: Sea o’ la recta simétrica de a con respecto a
la recta c.

Como consecuencia del postulado de Playfair, existe una
recta b que pasa por el punto P paralela a la recta a’.

Por definiciéon a 1}, b. Q.E.D.

Como hay una infinidad de puntos en el plano, se conclu-

ye que:

Corolario 2.2.1:

Existen infinitas rectas antiparalelas a una recta dada
a, respecto de otra recta ¢ también dada.
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Proposicion 2.2.3:

Si la recta a es antiparalela a la recta b con respecto a
larecta c, entonces la recta b es antiparalela a la recta a
con respecto a la recta ¢, simbdlicamente a 1], b <~
b1l.a.

Hipotesis: Supongamos que la recta a = AB es antipa-
ralela a la recta b = BC con respecto a la recta ¢ = C A, esto
es,bl,a.

Tesis: La recta b es antiparalela a la recta a con respecto
a larecta c.

4 a c
a ‘\‘- \/
\ D A
b A Y
/\\\C B\
Figura 2.7: a1l b= b1l a.

Demostracion: Sea b’ = DC la recta simétrica de b con
respecto a la recta ¢, por definicion ' || a.
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Como b' es simétrica de b con respecto a ¢, ZBCA =
ZLACD.

Por otra parte, como a es antiparalela a b con respecto a
¢, como consecuencia de la proposicion (2.2.1), pagina 44,
el tridngulo /A BCA es isosceles, en particular, ZBCA =
£2CAB.

Por |E, L.T.27], ZACD = 2ZzCAB implicaa || b'.

Es decir, la recta b es antiparalela a la recta a con respecto
a larecta ¢, simbolicamente b 1], a. Q.E.D.

En particular, la recta ¢ es bisectriz del angulo zBC D.
Los tridngulos isosceles /AACBAy /\ ADC son congruentes.
Ademis, es facil notar que los tridngulos AAADBy ACBD
también son isosceles y congruentes, por lo que la diagonal
BD biseca el angulo zC BA.

Como consecuencia de lo anterior se obtiene:

Corolario 2.2.2:

Con la notacion de la proposicion anterior, sia 1), by
d = BD es la otra diagonal del cuadrilatero paralelo-
gramo [Jabb'a’, entonces a 1], b.

Aun mas, como consecuencia del corolario (2.2.2), pagi-
na 48, podemos ver que, si a 1|, b, la recta ¢ sera paralela a
una de las dos bisectrices, £ o m, de las rectas a y b, y dadas
dos rectas a y b estas seran antiparalelas respecto de cualquier
recta paralela a una de sus bisectrices. Véase la figura (2.8).
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Figura 2.8: a 1], b = c es paralela a una bisectriz de
Z(a, b).

Esto nos conduce a la siguiente definicion:

Definicion 2.2.2:

Si dos pares de pares de rectas {a, b} y {c, d} estan
situados en forma tal que la bisectriz # del par de rectas
{a, b} es transversal al par de rectas {c, d} y la recta
c es antiparalela a la recta d con respecto a la recta 7,
esto es, ¢ 1|, d; se dice que el par de rectas {c d} es
antiparalelo al par de rectas {a, b}, y lo denotaremos
{c,d} 1l {a,b}.

Simbolicamente ¢ 1], d = {c,d} 1l{a,b}}. Véase la
figura (2.9).
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Figura 2.9: {c.d} 1l{a,b}.

Cuando # es una bisectriz del par de rectas {a, b}, tam-
bién escribiremos ¢ 1}, d para denotar ¢ 1], d.

Es decir, el par de rectas {c,d} es antiparalelo con res-
pecto al par de rectas {a b} sic 1, d, y como consecuencia
de la proposicion (2.2.1), pagina 44, ¢ 1}, d si el triangulo
/\ABC es isoésceles y ZCBA = £AC B, o equivalentemen-
te, si los angulos interiores del mismo lado de la transversal
¢ son iguales entre si.

Con la notacion de la figura (2.9), como las rectas ¢, d y
¢ forman un triangulo isosceles, se sigue que la bisectriz m
de los dngulos formados por las rectas ¢ y d es perpendicular
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a larecta 7. Esta bisectriz m, o cualquier otra recta paralela a
m, junto con las rectas a y b también determinan un triangulo
isosceles, consecuentemente tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1:

Si dos pares de rectas estan colocadas de tal forma que
las rectas del primer par son antiparalelas con respecto
a las rectas del segundo par, entonces las rectas del
segundo par son antiparalelas con respecto a las rectas
del primer par.

Hipotesis: Sean a, b, ¢, y d rectas, y supongamos que el
par {c, d} es antiparalelo con el par {a, b}, simbélicamente
{c.d}1l{a,b}.

Tesis: El par {a, b} es antiparalelo con el par {c, d }, sim-
boélicamente {a, b} 1| {c, d}.

Demostracion: Sean # la bisectriz de las rectas a y b, m la
bisectriz de las rectas ¢ y d. En particular Z L m.

Y dendtese O =anb, 0, =cnd, P=¢Nc,Q=¢Nm,
R=7¢nd,S=mnbyT = mn a respectivamente, como
se muestra en la figura (2.10).

Como OQ es la bisectriz del angulo 2SOT entonces

2008 = £2T0OQ.
Ademas, sabemos que #Z 1 m, de donde

£00S = £T QO = 1 angulo recto.
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Figura 2.10: {c,d} 1l{a,b} = {a,b} 1l{c,d}.

Y como OQ es lado comiin, los tridngulos AOQS y
/\OTQ son congruentes.

En particular £T SO = 20T S.

Luego entonces, el triangulo /\OT'S es isosceles.

Sea a’ la recta simétrica de a con respecto a la recta m.

SiU = £ nad entonces zZUTS = «STO, y ya que
£STO = £T SO, por lo tanto 2UT .S = £T SO.

Consecuentemente a’ || b, es decir, la recta a es antipara-
lela a la recta b con respecto a la recta m.

Por tanto, el par de rectas {a, b} es antiparalelo al par de
rectas {c, d}. Q.E.D.
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Teorema 2.2.2:

Cuando los dos pares de rectas antiparalelas se interse-
can en cuatro puntos distintos A, B, C y D y forman
un cuadrilatero convexo, sus angulos opuestos son su-
plementarios, es decir:

LDAB+4BCD=n y «ZCDA+ £ABC =nr.

Hipotesis: Supongamos que el par de rectas {c, d} es an-
tiparalelo al par de rectas {a, b} y que, con las rectas a, c, b
y d, se forma un cuadrilatero convexo.

Tesis: Los angulos opuestos de este cuadrilatero convexo
son suplementarios.

Estoes,siA=anc,B=bnc,C=bnd,D=andy
O = an by el cuadrilatero [\ A BC D es convexo, entonces:

» Los angulos ZDAB y 2BC D son suplementarios.

» Los angulos ZCDA y 2ABC son suplementarios.

Una representacion de este teorema y su demostracion se
muestra en la figura (2.11).
Demostracion: Si A =anc, B=bne,C = bnd, D = and,
O = anby ¢ denota la bisectriz del dngulo LZAOB = 2DOC
con respecto a las cuales ¢ y d son antiparalelas. Sean P =
cnN?fyQ=dn?.Como {c, d}1l{a, b}, entonces

ZAPQ = 2POD. 2.1
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c d

Figura 2.11: Los angulos opuestos de este
cuadrilatero son suplementarios.

Ademas, ZAOP = £QO0C pues ¢ es la bisectriz del an-
gulo ZAOB = £DOC.

Se demostrari que los tridngulos AAOAP y AOQC son
semejantes.

Como O, Py Q son puntos colineales, los angulos ZA PO
y £ZQ P A son suplementarios, asi ZAPO + ZQPA = r.

De manera analoga, zZOQD + 2CQO = =, pues los pun-
tos C, Q y D son colineales.

De la ecuacion (2.1), se tiene que ZAPQ = £Z2PQOD =
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200D, de donde £ZOPA = 2CQO.

Asi, los triangulos AOAP y /AOQC son semejantes, en
particular ZOAP = 20CQ.

Pero, por la definicion de angulo, ZOCQ = £«2BCD y
2DAP = 2DAB, de donde

7 = £2PAO+ 2DAP
= z20CQ+ «£DAP
£4ZBCD+ 2DAB

Es decir, los dngulos opuestos £BCD y ZDAB son su-
plementarios.

Y como la suma de los angulos interiores de un cuadri-
latero es igual a cuatro angulos rectos, los angulos ZABC'y
£C DA son suplementarios, es decir, ZCDA + ZABC = 7.
Q.E.D.

Teorema 2.2.3:

En un cuadrilatero cuyos pares de lados opuestos son
antiparalelos y forman un cuadrilatero cruzado, sus an-
gulos opuestos son iguales en magnitud.

En la figura (2.12) representamos este enunciado, es de-
cira=yyf=56é.

Hipotesis: Sea [\ A BC D un cuadrilatero cruzado tal que
{AB,DC}1]{BC,DA}.

55



Ptolomeo

Figura 2.12: M ABCD cruzado = (x =y A f = 6).

Tesis: Los angulos opuestos del cuadrilatero cruzado da-
do M ABC D, son iguales en magnitud, esto es:

£ZBAD =2£BCDy 2CBA = 2ZCDA.

Demostracion: Sea [\ ABC D un cuadrilatero cruzado tal
que {AB, DC}1{BC, DA}, supongaque ADNCB = {0}
y que la recta £ es la bisectriz del angulo £BOD = 2COA,
como se muestra en la figura (2.13).

SiP=¢NAByQ =¢n DC, como consecuencia de la
proposicion (2.2.1), pagina 44, ZQPA = £DQP.
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Figura 2.13: Demostracion del teorema (2.2.3), pag.
55.

Como O, Py Q son puntos colineales, y A P es una trans-
versal sobre Z = OQ, entonces ZQPA+ ZAPO = r.

Anilogamente, ya que D, Q y C son puntos colineales,
£2C00+ £00D = x.

Como consecuencia de lo anterior

ZOPA = £CQO. (2.2)

Ya que la recta £ es la bisectriz del angulo ZCOA, en-
tonces £COQ = 2POA.
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En particular los tridngulos AOPA y /AOQC son se-
mejantes, luego entonces ZPAO = 20CQ.

De manera similar se obtiene que los tridngulos AOBP
y AOQD son semejantes y, por ende, ZCBA = «CDA.
Q.E.D.

En general, si tenemos un cuadrildtero convexo cuyos pa-
res de lados opuestos no son antiparalelos, entonces sus angu-
los opuestos no son suplementarios, es posible ver un ejemplo
de esto en la figura (2.14).

E
A
G

P 3z/1

- B © F

Figura 2.14: Cuadrilatero convexo cuyos lados
opuestos no son antiparalelos.
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2.3. Cuadrilateros ciclicos

Definicion 2.3.1:

Si un conjunto de puntos estan todos en la misma cir-
cunferencia, se dice que estos puntos son conciclicos.
Véase la figura (2.15).

Figura 2.15: Puntos conciclicos.

En la figura anterior, los puntos A, B,C, D, E, F y GG son
conciclicos pues se encuentran en la circunferencia con cen-
tro O que pasa por A.

En la siguiente parte se dara una relacion entre los cua-
drilateros formados por pares de rectas antiparalelas y cua-
drilateros cuyos vértices son conciclicos.
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Definicion 2.3.2:

Un cuadrilatero cuyos vértices son conciclicos se de-
nomina cuadrilatero ciclico.

Dada una circunferencia C y cuatro puntosenella A, B, C
y D, se pueden formar seis cuadrilateros ciclicos orientados.

-

-

ABDC

c A\NACBD QACDB

¢ aADBC ADCB

Figura 2.16: Cuadrilateros ciclicos.
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Pero solamente hay 3 cuadrilateros ciclicos no congruen-
tes entre ellos, pues MABCD = MADCB, MABDC =
[ANACDB y \ACBD = [AADBC, en la figura (2.16) se
muestran estos cuadrilateros y sus diagonales.

El cuadrilatero (A ABC D es convexo, las diagonales se
intersecan en su interior. Ademas, los cuadrilateros MNACDB
y [AAC B D son cruzados, pues dos lados opuestos se interse-
can, notese que las diagonales de los cuadrildteros cruzados
no estan contenidas en el interior del cuadrilatero.

Teorema 2.3.1:

Si un cuadrilétero es ciclico, entonces el dngulo entre
un lado y una diagonal es igual al angulo entre el lado
opuesto y la otra diagonal.

La demostracion se divide en dos casos, en el primer caso
el cuadrilatero es convexo, y en el segundo caso el cuadrila-
tero es cruzado.

Hipotesis: Sea [\ A BC D un cuadrilétero ciclico.

Tesis: El angulo entre un lado y una diagonal es igual al
angulo entre el lado opuesto y la otra diagonal.
Demostracion: Sea [\ ABC D un cuadrilatero ciclico con-
vexo, AC y BD sus diagonales. Véase la figura (2.17).

Como los angulos que subtienden el mismo arco son igua-
les, como consecuencia de [E, I11. T. 21] y [E, Def.111.8], véa-
se apéndice A, paginas 429 y 426, se tiene que:
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61.

Figura 2.17: Demostracion del teorema (2.3.1), pag.

£ZDAC
£ZADB
£2CAB
ZACD

£2DBC,
£ZACB,
£2CDB,
ZABD.

Por tanto, el angulo formado entre un lado y la diagonal,
es igual al angulo formado por el lado opuesto y la diagonal,
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por ejemplo, el lado DC y la diagonal AC forman el angu-
lo «DAC y el lado AB y la diagonal BD forman el angulo
£DBC y por lo visto en la pagina anterior, son iguales.

Supongamos ahora que el cuadrilatero M ABC D es cru-
zado y tracemos las rectas AC y BD.

r )\

Figura 2.18: Dem. teo. 2.3.1, pag. 61 si AABCD es
cruzado.

Entonces el cuadrilatero ciclico A ADBC es convexo y
tiene como diagonales AC y DB. Véase la figura (2.18).

Como consecuencia del primer caso tenemos que el an-
gulo formado entre un lado y la diagonal, es igual al angulo
formado por el lado opuesto y la diagonal. Q.E.D.
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Teorema 2.3.2: reciproco del teorema (2.3.1), pag.

61.

Si en un cuadrilatero el angulo entre un lado y una dia-
gonal es igual al angulo entre el lado opuesto y la otra
diagonal, entonces el cuadrilatero es ciclico.

0
..
~

-~

o

Figura 2.19: £zCBD = 2zCAD = ABCD es ciclico.

Nuevamente, se demostrara el teorema: cuando el cuadri-
latero es convexo, y si el cuadrilatero es cruzado, se conside-
raran sus diagonales para obtener un cuadrilatero convexo, lo
que reduce este caso al primero.
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Hipotesis: Sea [\ ABC D un cuadrilatero convexo y su-
ponga que £CBD = £2CAD.

Tesis: El cuadrilatero M ABC D es ciclico.
Demostracion: Sea [N\ ABC D un cuadrilatero convexo y
suponga que ZCBD = 2CAD.

Sea C la circuncircunferencia del tridngulo /A DAC.

Se demostrara que el punto B estaen C.

Los puntos D y C dividen a la circunferencia C en dos
arcos, uno de los cuales, que denotaremos C,, contiene al
punto A.

Figura 2.20: Demostracion del teorema (2.3.2) 64,
€aso convexo.
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Como consecuencia del teorema |E, I1I. T. 21], en una
misma circunferencia, o en circunferencias iguales, los an-
gulos inscritos que subtienden el mismo arco son iguales, se
sigue que, para cada X € C, se tiene zDXC = 2ZDAC.

Sea B’ un punto en el mismo semiplano que A con respec-
to a larecta CD tal que £DB'C = £2DAC. Véase la figura
(2.20).

Si B’ no estuviera en el arco C, definase B” = DB'NC,,
entonces £DB"C = £ZDAC, asi zDB'C = £2DB"C, es
decir, las rectas CB’ y CB" son cortadas por la transver-
sal DB’ y hacen dngulos correspondientes iguales, de donde
CB' || CB”. Lo cual es una contradiccion, pues las rectas
CB' y CB" tienen en comun el punto Cy B' # B”.

Por tanto, B’ € C,,.

Por hipotesis B es un punto en el mismo semiplano que A
con respecto a la recta CD tal que £DBC = £2DAC, como
consecuencia de lo demostrado anteriormente B € C,, y co-
mo C, C C, se deduce que, B € C, por lo que, el cuadrilatero
[AABCD es ciclico.

Supongamos ahora que el cuadrilatero M ABC D es cru-
zado, como se muestra en la figura (2.21 ).

Entonces el cuadrilatero [N ADBC es convexo y es tal
que ZCAD = £CBD. Véase la figura (2.21).

Aplicando el primer caso al cuadrilatero M ADBC, se
tiene que los puntos A, B, C, D son conciclicos, de donde, el
cuadrilatero M AC DB es ciclico. Q.E.D.
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C

Figura 2.21: ZABD = ZBAC = ABCD es ciclico.

Teorema 2.3.3: Euclides, 111, 22.

En los cuadrilateros ciclicos convexos, los dangulos
opuestos son suplementarios.

Hipotesis: Sea [\ ABC D un cuadrilétero ciclico conve-
XO.
Tesis: Los angulos opuestos son suplementarios, es decir:

LBAD+£2DCB=n y «ZADC+ £ABC =nr.

Demostracion: Tricense las rectas diagonales AC y BD.
Como £BAC = «4BDCy £ACB = ZADB.
Y ya que en todo triangulo la suma de sus dngulos inter-
nos es igual a dos angulos rectos, entonces:
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D

Figura 2.22: [\ ABC D convexo
= ZBAD+ 2DCB = x.

n = ZLCBA+ £ZACB+ £BAC
= ZCBA+ £ZADB+ «2BDC
= ZCBA+ £ZADC.

Y como la suma de los angulos internos de un cuadrila-
tero es igual a cuatro angulos rectos, ZBAD + 2DCB = x.
Q.E.D.

Antes de presentar el reciproco de este teorema recorda-
mos que:
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Figura 2.23: Demostracion del teorema (2.3.3),
pagina 67.

Definicion 2.3.3:

Dados tres puntos distintos en el plano A, B y C;
a = £BAC un angulo dado, el lugar geométrico de
los puntos bajo los que un segmento BC se ve con el
mismo angulo a se denomina el arco capaz.

El arco capaz asociado al angulo a con respecto al seg-
mento BC consta de dos arcos de circunferencia.

Recordamos que |E, 11l T.21]; En un circulo los dngulos
en el mismo segmento son iguales entre si. Y por definicion,
|E, III. D.8]; /ingulo en un segmento es el angulo que, cuando
se determina un punto sobre una circunferencia del segmento
y se dibujan rectas desde el punto hasta los extremos de la
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Figura 2.24: Arco capaz de un angulo obtuso sobre
BC.

recta que es la base del mismo segmento, esta comprendido
por las rectas dibujadas.

1. Sea C la circuncircunferencia del tridngulo /A ACB.

2. Elarco C, C C, sobre BC que contiene al punto A, es
una parte del arco capaz.

3. Elarco simétrico C', de C, con respecto a la recta BC
es la otra parte del arco capaz, la que no contiene al
punto A. Véanse las figuras (2.24) y (2.25).
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Figura 2.25: Arco capaz de un angulo agudo sobre
BC.

Teorema 2.3.4: reciproco del teorema (2.3.3) pag.

67.

Si un cuadrilatero convexo tiene dos dngulos opuestos
suplementarios, entonces el cuadrilatero es ciclico.

Hipotesis: Sea M ABCD un cuadrilatero convexo con
dos angulos opuestos suplementarios, ZBAD+ «2DCB = x.

Tesis: El cuadrilatero M ABC D es ciclico.
Demostracion: Tracese la circuncircunferencia C asociada
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Figura 2.26: El reciproco del teorema [11.22 de
Euclides.

al triangulo /A BCD.

Dendtese Cpp C C el arco de circunferencia sobre el seg-
mento B D que no contiene al vértice C. Véase la figura (2.27)

Como consecuencia del teorema I11.21 de los Elementos,
para cada P € Cpp, el angulo £BP D coincide con el dngulo
£ZBAD, y por ende, es suplementario al angulo £DC B, es
decir, zZBPD + «DCB = 1.

Por la definicion del arco capaz, estos puntos P son los
unicos tales que £B P D es suplementario al angulo £BCD.

Por lo tanto, el punto A se encuentra en la parte del arco
capaz Cgp, yaque ZBAD = & — £DC B es constante.

Asi, el cuadrilatero M ABCD es ciclico. Q.E.D.
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Figura 2.27: El reciproco del teorema [11.22 de
Euclides.

Teorema 2.3.5:

Si dos rectas que son antiparalelas con respecto a otras
dos, cortan a estas tltimas en cuatro puntos distintos,
estos cuatro puntos son los vértices de un cuadrilitero
ciclico.

Hipotesis: Sean ¢ y d antiparalelas con respecto al par de
rectas a y b; sean A, B, C y D los puntos donde se cortan,
como se muestra en la figura (2.28).

Tesis: El cuadrilatero M\ ABC D es ciclico.
Demostracion: De acuerdo con el teorema (2.2.2), pag. 53,
si el par de rectas {c, d} es antiparalelo con respecto al par
derectas {a, b}y A=and,B=bnd,C=bnNncy D=anc
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son los puntos donde se cortan; si el cuadrilatero ™ ABC D
es convexo, los angulos opuestos son suplementarios.

s )\

Figura 2.28: Representacion del teorema (2.3.5).

Por otra parte, si el cuadrilitero ™ ABC D es cruzado,
entonces el cuadrilatero [ A D BC es convexo.

Como {a,b} 1l{c,d}, entonces los angulos opuestos del
cuadrilatero [A A D BC son suplementarios. Véase el lado de-
recho de la figura (2.28).

Como consecuencia del teorema (2.3.4), pagina 71, si un
cuadrilatero convexo tiene dos dngulos opuestos suplementa-
rios, el cuadrilatero es ciclico. En particular, el cuadrilatero
M\ABCD es ciclico. Q.E.D.
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Teorema 2.3.6: reciproco del teorema (2.3.5), pag.

73.

Si un cuadrilatero es ciclico, entonces cada par de rec-
tas opuestas es antiparalelo con respecto al otro par.

[

b a

Figura 2.29: Representacion del teorema (2.3.6),
pag. 75.

Nuevamente dividiremos la demostracion en dos casos:
si el cuadrilatero ciclico es convexo o cruzado.

Si el cuadrilatero ciclico es un paralelogramo, como se
vio anteriormente, los pares de rectas opuestos son antipara-
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lelos, por lo que, se supondra que al menos un par de lados
opuestos no son paralelos.

Hipotesis 1: Sea [\ ABC D un cuadrilatero ciclico con-
vexo; supongamos que las rectas AD y BC se intersecan en
un punto P.

Tesis 1: {AD, BC}1|{AB,CD}.

Demostracion: Sea 7 la bisectriz del angulo ZC P D y con-
sidere los puntos Q = ABNZy R = C DN£ respectivamente.

s ~\

Figura 2.30: A ABC D ciclico convexo
= {AD,BC}1|{AB,CD}.

Siguiendo la notacion de la figura (2.30), como el cuadri-
latero M ABC D es ciclico convexo, por el teorema (2.3.4),
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pag. 71, sus angulos opuestos son suplementarios.

De donde, a +y = zDAB + 2BCD = = y como P, C
y B son colineales, ZQCP + £BCQ = . Analogamente,
f+6=2CBA+ 2ADC = x.

Como £ es la bisectriz del angulo £A P B, entonces € =
ZAPR = Z2RPB.

Luego entonces, los triangulos APOC y /APAR son
semejantes.

En particular, { = ZARP = 2zCQP.

Ya que P, O y R son colineales

{+ £ZROC = £CQOP + £LROC = =&.
Anilogamente, A, Ry B colineales implica:
{+ 42BRQO = ZARQ + £BRO = &.

Asi, ZROC = £BRQ = n, de donde, la recta simétrica
alarecta CQ = CD con respecto a la recta £ es paralela a la
recta RB = AB.

Consecuentemente AB 1], CD.

Supongamos ahora que el cuadrilatero M ABC D es cru-
zado, que O = ABNC D es un punto en el interior del circulo
limitado por Cy P = BC n AD es el punto de interseccion
de los otros dos lados opuestos, como se muestra en la figura
(2.31)

Sea # labisectriz del dngulo « D P B, definanse los puntos
O=ABNnZyR=CDnZt.
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Figura 2.31: A ABC D ciclico cruzado
= {AB,CD}1|{AD, BC}.

Ya que £ biseca £DP B, se tiene en particular que € =
24DPR = 2QPB.

Como consecuencia del teorema (2.2.3), pagina 55, el an-
gulo formado por los lados AB y BC coincide con el angulo
formado por los lados CD y DA, de donde, f = Z2PBQ =
ZRDP.

Luego entonces, los triangulos AAPRD y /\PBQ son
semejantes.

78



Ptolomeo

En particular, # = ZBQP = ZPRD.
Ya que P, Q, R son colineales y C, R, D son colineales

£ZBOP+ £ROB = £ZCRP + £PRD.

De donde ZRQOB = 2C RP, consecuentemente /\OQR
es isosceles se concluye que {AB,CD} 1J{AD, BC}.

Luego entonces, si un cuadrilatero es ciclico, entonces
cada par de rectas opuestas es antiparalelo con respecto al
otro par. Q.E.D.

2.4. El teorema de Ptolomeo

Claudio Ptolomeo

Astronomo, matematico y geodgrafo griego. Es muy poca
la informacion sobre la vida de Ptolomeo que ha llegado hasta
nuestro tiempo, sin embargo, se cree que nacio en el ano 100
d.C. en Ptolemaida, Tebaida, y fallecio en Canope, alrededor
del ano 170 d.C., en Egipto bajo el imperio romano.

Su actividad se enmarca entre las fechas de su primera ob-
servacion, cuya realizacion asign6 al undécimo ano del rei-
nado de Adriano (127 d.C.), y de la Gltima, fechada en el 141
d.C. En su catalogo de estrellas, adopto el primer afo del rei-
nado de Antonino Pio (138 a.C.) como fecha de referencia
para las coordenadas.
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La admiracion inspirada por la obra de Ptolomeo introdu-
jo la costumbre de referirse a ella utilizando el término griego
megisté (la grandisima, la maxima).

El califa al-Mamun la hizo traducir al arabe en el afio 827,
y del nombre de al-Magisti que tom6 dicha traduccion proce-
de el titulo de Almagesto adoptado generalmente en el Occi-
dente medieval a partir de la primera traduccion de la version
arabe, realizada en Toledo en 1175.

Utilizando los datos recogidos por sus predecesores, es-
pecialmente por Hiparco, Ptolomeo construyo un sistema del
mundo que representaba con un grado de precision satisfac-
toria los movimientos aparentes del Sol, la Luna y los cinco
planetas entonces conocidos, mediante recursos geométricos
y calculos de considerable complejidad; se trata de un siste-
ma geocéntrico segun el cual la Tierra se encuentra inmovil
en el centro del universo, mientras que en torno a ella giran,
en orden creciente de distancia, la Luna, Mercurio, Venus, el
Sol, Marte, Japiter y Saturno.

El teorema de Ptolomeo

Un famoso teorema de cuadrilateros ciclicos debido a Pto-
lomeo (150 d.C.) y usado por ¢l en El Almagesto es el siguien-
te:
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Teorema 2.4.1: de Ptolomeo.

El producto de las diagonales de un cuadrilatero cicli-
co (convexo), es igual a la suma de los productos de
los lados opuestos.

Hipotesis: Sean [\ ABC D un cuadrilatero ciclico con-
vexo, AC y BD sus diagonales.

Tesis: AD- BC+ AB-CD = AC - BD.
Demostracion: Tricese larecta AE, con E € DB, tal que
£DAE = £C AB, véase la figura (2.32).

Figura 2.32: Demostracion de teorema de Ptolomeo.
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Y como los angulos ZADB y £AC B subtienden el mis-
mo arco, entonces ZADB = ZACB, por |E, 111, T.21].

Asi, los tridngulos AADAE y /\CAB son semejantes, y
2DEA = 2CBA.

Por lo tanto, los lados correspondientes de los triangulos
/A\DAE y /ACAB son proporcionales:

AC _AD CB_DE  BA_EA
CB DE BA EA ° AC AD

Consecuentemente, AD - CB = AC - DE.

Por otra parte,

LBAE = £BAC — £FEAC = £EAD — EAC = 2CAD.

Ademas, como los angulos £DBA y «2DC A subtienden
el arco DA son iguales entre si, ZDBA = ZDCA. Véase la
figura (2.33).

Pero LZEBA = £ZDBA, por tanto ZEBA = £ZDCA, es
decir, los triangulos AAACD y /\ABE son semejantes, y
sus lados correspondientes son proporcionales:

AB _AC BE _BD DA _ EA
BE CD EA DA ° AC  BE
Asi

AB-CD = AC - BE.

Las identidades AD - CB = AC- DEy AB-CD =
AC - BE obtenidas anteriormente implican
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Figura 2.33: Demostracion de teorema de Ptolomeo.

AD-CB+AB-CD AC-DE + AC - BE

= AC-(DE + EB).
Y como BE + ED = BD, se concluye:

AD-BC+ AB-CD = AC - BD.
Q.E.D.
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Teorema 2.4.2: reciproco de Ptolomeo.

Si el producto de las diagonales de un cuadrilatero con-
vexo es igual a la suma de los productos de los lados
opuestos, entonces el cuadrilatero es ciclico.

Hipotesis: Sea M ABCD un cuadrilatero convexo, tal
que
AD-BC+ AB-CD = AC - BD.

Tesis: El cuadrilatero ™ ABC D es ciclico, o equivalen-
temente, los angulos opuestos son suplementarios.
Demostracion: Sea [MNABCD el cuadrilatero convexo y
supongase que AD - BC+ AB-CD = AC - BD.

Construyase ZCDE = ZBDA, donde E es un punto en

el interior del cuadrilatero M ABC D tal que % _DbA

Tracese los segmentos AEy EC,comoen la ﬁ;:,urRZ 34).

Como los tridngulos AEDC y /ANADB tienen dos la-
dos respectivamente proporcionales e igual el angulo que los
comprende, los tridngulos A ECD y /\ABD son semejan-
tes.

Luego entonces

LCED = 2BAD, y A8 _ DA 2.3)

EC ~ DE

Ademas, los triangulos AAAED y /\ BC D son semejan-
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Figura 2.34: Reciproco del teorema de Ptolomeo, 1.

tes, pues LZADE = 2B DC, puesto que

LADE = ZADB+ /ZBDE
= 4ZBDE+ £EDC = £BDC

y, por construccion, los lados que comprenden dicho angulo

. DA BD
son proporcionales, esto es — = —.
. ] DE CD
En particular,
BC_ED \  pEa=.,DCB (2.4)
AE CD

De las igualdades de los angulos dados en las ecuaciones
(2.3) y (2.4) se obtiene:

85



Ptolomeo

Z/CED + «DEA = 2BAD + 2DCB. (2.5)

Como consecuencia de las proporciones dadas en las ecua-
ciones (2.3) y (2.4) se obtiene:

AB_BD . Ap.cp=BD-EC. (26)
EC _ CD
BC_BD . pe.ap=BD-AE. (27
AE _ AD
Pero,
AC-BD "2 AD.-BC+AB-CD
% AD.BC+BD-EC,
@n

= BD-AE+BD-EC
“Z BD.(AE + EC).

Como B # D, de lo anterior se deduce que
AC = AE + EC

y, por la desigualdad del triangulo, los puntos A, E y C son
colineales.

Es decir, los angulos ZCED y ZDE A son suplementa-
rios.

Como consecuencia de la ecuacion (2.5), los angulos opues-
tos ZBAD y «DC B son suplementarios.
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Por el teorema (2.3.4), pag. 71, se deduce que el cuadri-
latero M ABC D es ciclico.

A continuacion, se demostrara que el punto E debe ser
un punto interior del cuadrilatero M ABC D.

- ™)

4

Figura 2.35: E debe ser punto interior del
cuadrilatero.

Si E’ es un punto en el exterior del cuadrilatero M ABC D
tal que
BD _ DA
CD DE”
en particular E’ es el punto simétrico a E con respecto al lado
CD.
Por construccion se tendria que ZCDE' = ZADB, ade-
mas /AACDE’ = /\EDC.
Como se demostrd anteriormente, los tridngulos /A ADE’
y /A BDC son semejantes.
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Pero zZADE' = ZzZADB + «4BDC + «CDE' # zBDC,
es decir, los angulos comprendidos por lados proporcionales
no son iguales, lo cual es una contradiccion, véase la figura

(2.35): Q.E.D.

2.5. El teorema de la recta de Simson

Teorema 2.5.1: de la recta de Simson.

Si un punto se encuentra sobre la circuncircunferencia
de un triangulo, entonces las proyecciones del punto
sobre los lados del triangulo son colineales. Véase la
figura (2.36).

Figura 2.36: La recta de Simson.
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Hipétesis: Sea /\ A BC un triangulo, sea P el punto dado
sobre la circuncircunferencia de ABC,y sean A’, B'y C’ las
proyecciones de P sobre los lados BC, CA y AB, respecti-
vamente.

Tesis: Los puntos A”, B, C’ son colineales.

Demostracion: Supongamos que P esta sobre el arco CA
que no contiene al punto B.

Para concluir que A’, B’ y C’ son colineales, bastara de-
mostrar que B'C’ y B’A’ forman con AC angulos iguales,
estoes, ZC'B'A = 2A’B'C.

Las proyecciones de P sobre los lados BC, CAy AB son
A’', B' y C', respectivamente.

Como P esté en la circuncircunferencia asociada al trian-
gulo ABC, ver figura (2.37), el cuadrilatero A ABCP es ci-
clico, luego entonces los angulos opuestos son suplementa-
rios, en particular:

5+ p=2APC+ LCBA = r. (2.8)

Ademas, en el cuadrilatero [\ BA’ PC' los dngulos opues-
tos ZPA'B y £C' A’ B son angulos rectos, y por ende suple-
mentarios, como consecuencia del teorema (2.3.1), pagina
61, el cuadrilatero M BA’ PC’ es ciclico, como se muestra
en la figura (2.38).

En particular, los angulos £A"BC’ y 2C’ P A" son suple-
mentarios, es decir:

ZA'BC' + 2C'PA' = 1. (2.9)
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a+y=nmn, f+o==xm

Figura 2.37: A ABC P es un cuadrildtero ciclico.

Como consecuencia de las ecuaciones (2.8 ) y (2.9)

<C'PA" = 2APC. (2.10)
Restando en ambos lados de la ecuacion (2.10) el angulo
comin ZAPA’ se obtiene:
LAPC — 2APA' = 2C'PA" — 2APA’
de donde
2A'PC = 2C'PA. (2.11)

Como se muestra en la figura (2.39), en el cuadrilatero
M\AB'PC’ los angulos £PB'A y £AC’P son angulos rec-
tos y son opuestos, por lo que el cuadrilatero M\ AB’' PC’ es
ciclico.
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f+e=anff+d=nm)=>e=4

Figura 2.38: (A BA' PC’ ciclico
= «C'PA' = LAPC.

Como los angulos zC’'B’A y £C’ P A subtienden el arco
AC’, se sigue que

ZC'B'A = £C'PA. (2.12)

Asi, en el cuadrilatero cruzado ACB’A’ P los angulos
£2PB'Cy £PA'C, comprendidos por un lado y la diagonal
son angulos rectos.

Como consecuencia del teorema (2.3.2), pagina 64, el
cuadrilatero M C B’ A’ P es ciclico. Véase la figura (2.40).

Ya que los angulos ZA’B’C y £A' PC subtienden el arco
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£4PB'A=zAC'P = AB'PC' es ciclico

Figura 2.39: \AB'PC’
ciclico=> zC'B'A = 2C' PA.

A'C, entonces
ZA'B'C = 2A'PC. (2.13)

Como consecuencia de las ecuaciones (2.12) y (2.13) se
sigue que
2C'B'A=2+CB'A".
Y como B’ esta sobre la recta AC, como consecuencia del
teorema [E, 1.14], si, respecto de una recta cualquiera, y de

un punto de ella, dos rectas no colocadas en el mismo lado de
ella hacen angulos adyacentes iguales a dos angulos rectos,
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Figura 2.40: A CB'A’ P ciclico
= £ZA'B'C = zA'PC.

ambas rectas estardn sobre la misma recta, los puntos A’, B’
y C’ son colineales. Q.E.D.

Teorema 2.5.2: reciproco de la recta de Simson.

Si las proyecciones de un punto sobre los lados de un
triangulo son colineales, entonces el punto se encuen-
tra sobre la circuncircunferencia del triangulo.

Hipétesis: Sean /\ABC un tridngulo, P un punto; A’,
B’ y C' las proyecciones de P sobre los lados BC, ACy AB
respectivamente, y supongase que A’, B’ y C’ son colineales.
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Figura 2.41: Reciproco del teorema de Simson.

Tesis: El punto P estaen la circuncircunferencia del trian-
gulo AAABC.
Demostracion: Si A’, B’ y C’ son colineales, entonces

<C'B'A=«A'B'C,

pues son angulos opuestos por el vértice.
Consecuentemente, el cuadrilatero [\ A B’ PC’ es ciclico,
pues £PC'A + £AB' P = x y son dangulos opuestos.
Ya que, en el cuadrilatero ™\ B’A’C P, los angulos £PA'C
y £P B’'C son ambos dngulos rectos, por lo cual A" y B’ per-
tenecen a la circunferencia de diametro C P.
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Figura 2.42: \B'A’'CP y M\ AB'PC’ son
cuadrilateros ciclicos.

Por lo tanto el cuadriliatero ™\ B’A’CP es ciclico. Véase
la figura (2.42).
De lo anterior se deduce que

2C'PA £2C'B'A,
<«A'PC = zA'B'C.

Igualando estos resultados en la primera igualdad se ob-
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tiene
£C'PA = 2A'PC.
Sumando a ambos lados de la igualdad anterior el dngulo
£APA’ setiene:

2C'PA' = ZAPC.
En el cuadrilatero ™A’ BC' P se tiene
2C'PA" + ZABC =,

es dectr, el cuadrilatero (A A’ BC' P es ciclico.
Luego entonces, en el cuadrilatero [\ A BC P se satisface
que
£CPA+ 2CBA = .

Como £CPA y «C BA son angulos opuestos, el cuadri-
latero MM ABC P es ciclico.

Consecuentemente P esta en la circuncircunferencia del
triangulo /A ABC. Q.E.D.

2.6. Ejercicios

1. Aplique el teorema de Ptolomeo para demostrar el teo-
rema de Pitagoras.

2. Demuestre que la altura sobre la hipotenusa de un trian-
gulo rectangulo divide al triangulo en dos triangulos
directamente semejantes, cada uno de los cuales es in-
versamente semejante al triangulo dado.
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3. Si se unen los puntos medios de los lados de un trian-
gulo, se obtiene un tridngulo homotético al triangulo
dado.

4. Si el triangulo /A ABC est4 inscrito en una circunfe-
rencia C, y se traza una recta paralela £ a la tangente a
C por A, entonces £ es antiparalela a BC con respecto
aAB.

5. Si A BC D es un cuadrilatero ciclico convexo, cuyas
diagonales se cortan en O, demuestre que

AB-BC-0OD=CD-DA- BO.

6. Sea CJABC D un paralelogramo, y considere una cir-
cunferencia C que pasa por el vértice A, e interseca el
lado AB en el punto P, el lado AD enel punto R,y a
la diagonal AC en el punto Q. Demuestre que

AQ-AC =AP-AB+ AR- AD.

7. Considere un pentagono regular ABC D E de apotema
a = AB y diagonal b = AC, aplique el teorema de
Ptolomeo para demostrar que la razén b/a es igual al

1+/5

nimero aureo @ = .

2

8. Aplique el teorema de Ptolomeo para encontrar la ra-
zOn entre la diagonal y un lado de un pentagono regu-
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10.

1.

12.

13.

lar. Haciendo uso de esta razon, demuestre que

vs-1

4

cos 36° =

Si un tridngulo isosceles /AABC, con AB = AC, esta
inscrito en un circulo, y P es un punto sobre el arco
BC, demuestre que

PA__ _AC
PB+ PC BC’

Aplique el teorema de Ptolomeo para demostrar que

sen(a + f/) = sena - cos ff + cosa - sen fi.

Aplique el teorema de Ptolomeo para demostrar que, si
0 < @y 0 < f son angulos agudos tales que a + f <
7 /2, entonces cos(a + f) = cosa cos f§ — sina sin f.

Si @ # 0 es un angulo agudo, aplique el teorema de
Ptolomeo para demostrar que

.« | —cosa a 1 +cosa
sm—=1/—ycos—=\/—.
2 2 2 2

Dado un tridngulo equilatero /A A BC inscrito en la cir-
cunferencia C, si P es un punto en C, distinto de los vér-
tices del triangulo, demuestre que la suma de las dis-
tancias desde el punto P a los vértices mas cercanos es
igual a la distancia desde P al otro vértice.
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14.

I5.

16.

Dados un tridngulo equildtero /A ABC, D un punto en
el lado BC, si la semirecta B D corta a la circuncircun-
ferencia en el punto P, demuestre que

Si el tridngulo /\ABC est4 inscrito en una circunfe-
rencia C, y se traza una recta £, paralela a la recta tan-
gente a C en el punto A, entonces el par {#, BC} es
antiparalelo al par { AB, AC}, es decir, £ es antipara-
lelaa BC con respecto a la bisectriz interna de ZBAC.

Sea QRS una recta transversal a los tres lados de un
triangulo dado /\ A BC, como se muestra en la siguien-
te figura, suponga ademéas que las circuncircunferen-
cias de los triangulos AABC y /\SCR se intersecan
en el punto P. Demuestre que el cuadrilatero M AP.SQ
es ciclico.
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17.

I8.

19.

Dado un triangulo /A ABC, suponga que la altura AD
interseca a la circuncircunferencia C del triangulo dado
en el punto P. Demuestre que la recta se Simson del
punto P con respecto al tridngulo /A ABC es paralela a
la recta tangente a la circuncircunferencia C en el punto
A.

Sea P un punto en la circuncircunferencia C del trian-
gulo dado /A ABC, con P distinto de los vértices del
triangulo, y tracese las rectas perpendiculares PX, PY
y PZ alasrectas AC, ABy BC respectivamente. De-
muestre que PA- PZ = PB- PX.

Dada una circunferencia C con centro en O y radio
r > 0, desde un punto P € C tracese tres cuerdas PA,
PBy PC,con A, B,C € C. Demuestre que los tres
puntos de interseccion, distintos d P, de las tres circun-
ferencias con diametros PA, PBy PC son colineales.
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20. En la circunferencia C con centro en O, inscribase un
triangulo rectangulo /AABC, con £BAC = 1 4dngulo
recto. Supongase ademas que la recta de Simson del
punto P con respecto al tridngulo /A ABC interseca a
larecta PA enel punto M. Demuestre que larecta M O
es perpendicular a la recta PA.

101



_3_

Apolonio de Perga

En el presente capitulo se estudiaran los conceptos de ho-
motecia y homologia, los cuales estan relacionados con el
concepto de semejanza, pues preservan la forma de las figu-
ras, pero no necesariamente su magnitud u orientacion. Uti-
lizando circunferencias, mostramos que es posible dividir un
segmento dado interna y externamente en la misma razon.

Asimismo, presentamos una introduccion a los proble-
mas de tangencias de Apolonio, retomaremos el problema de
la division interna y externa, en una misma razon, de un seg-
mento dado.

Finalmente, se enunciard y demostrara el teorema de la
circunferencia de Apolonio.
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3.1. Apolonio de Perga

Nacio alrededor del ano 262 a. C. en Perga, Grecia (ahora
Turquia) y falleci6 alrededor del afio 190 a.C en Alejandria,
Egipto, siendo su obra mas famosa “Sobre las secciones co-
nicas”.

Apolonio fue quien dio el nombre de elipse, parabola e
hipérbola, a las secciones conicas. Propuso y resolvio el pro-
blema de hallar las circunferencias tangentes a tres circulos
dados, conocido como problema de Apolonio. El problema
aparece en su obra, hoy perdida, Las Tangencias o Los Con-
tactos, conocida gracias a Pappus de Alejandria.

También se le atribuye la hipotesis de las orbitas excén-
tricas o teoria de los epiciclos para intentar explicar el movi-
miento aparente de los planetas y de la velocidad variable de
la Luna.

Sus extensos trabajos sobre geometria tratan de las sec-
ciones conicas y de las curvas planas y la cuadratura de sus
areas. Recopilo su obra en ocho libros y fue conocido con el
sobrenombre de El Gran Geometra.

Los problemas de Apolonio

Una de las principales aportaciones de Apolonio a la geo-
metria es la propuesta sistémica de los problemas de tangen-
cias, que se plantea en el tratado sobre tangencias y se enuncia
de la siguiente forma:
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Dados tres objetos, cada uno de los cuales puede ser pun-
to, recta o circunferencia, construir una circunferencia que
sea tangente a los tres objetos dados. (o que los contenga en
el caso de los puntos)

Al hacer las combinaciones de tres objetos (puntos, rectas
o circunferencias) resultan los casos siguientes:

I

111

Iv

Dados tres puntos no colineales, construir una circun-
ferencia que los contenga. Para resolver este problema
bastara trazar las mediatrices de dos de los segmentos
determinados por los tres puntos. La interseccion de
las mismas determinara el centro de la circunferencia
buscada.

Dadas tres rectas, construir una circunferencia que sea
tangente a las tres rectas.

Dados dos puntos y una recta, construir una circunfe-
rencia tangente a la recta y que contenga a los dos pun-
tos.

Dadas dos rectas y un punto, construir una circunferen-
cia que sea tangente a las dos rectas y que contenga al
punto.

Dados dos puntos y una circunferencia, construir una
circunferencia que contenga a los dos puntos y sea tan-
gente a la circunferencia dada.
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VI

Vil

VI

IX

Dadas dos circunferencias y un punto, construir una
circunferencia que contenga al punto y que sea tangen-
te a las dos circunferencias dadas.

Dadas dos rectas y una circunferencia, construir una
circunferencia que sea tangente a las rectas y a la cir-
cunferencia dada.

Dadas dos circunferencias y una recta, construir una
circunferencia que sea tangente a la recta y a las dos
circunferencias dadas.

Dadas una circunferencia, una recta y un punto, cons-

truir una circunferencia que pase por el punto y sea tan-
gente a la recta y la circunferencia dada.

Dadas tres circunferencias, construir una circunferen-
cia que sea tangente a tres circunferencias dadas.

Los dos primeros problemas aparecen en el Libro 1V de
los Elementos de Euclides; los problemas 111, 1V, V, VI, VIII

y IX se encuentran en el Libro I de la obra Tangencias de
Apolonio.
Los problemas ViI y X se encuentran en el Libro 1l de la

misma obra.

A lo largo del presente capitulo se aplicaran algunas de
las técnicas que se utilizan para resolver los problemas de

Apolonio, en particular, se aplicara la solucion del siguiente

problema:
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Problema 3.1.1: Tangentes a una circunferencia

por un punto dado

Dada una circunferencia C con centro O, y un punto P
fuera del circulo asociado, se deben construir las rectas
tangentes a C que pasen por P.

Para resolver este problema procederemos de la siguiente
forma:

Figura 3.1: PT y PT’ son tangentes a C por P.

1. Se traza el segmento O P.
2. Se traza una circunferencia D con diametro O P.
3. SeaCND={T,T'}.

4. Como consecuencia del teorema de Thales para circun-
ferencias, las rectas PT y PT’ son tangentes a C.
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Como los dngulos ZOT P y £OT'P subtienden el arco
de una semicircunferencia, como consecuencia del teorema
de Thales los angulos ZOT Py £OT' P son rectos.

Ya que las tangentes a una circunferencia son perpendi-
culares a los radios, entonces PT y PT’ son tangentes a la
circunferencia C, como se aprecia en la figura (3.1). Q.E.D.

Siguiendo el espiritu de los problemas de Apolonio, el
problema a plantearse es el siguiente:

Problema 3.1.2: Tangentes a dos circunferencias.

Dadas dos circunferencias C y C’ con radios r < r’
y centros O, O’ respectivamente ;Cuando es posible
construir las rectas que son tangentes simultineamente
aCy C'? Véase la figura (3.2).

Figura 3.2: Tangentes comunes a Cy C'.
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Desde luego, si una circunferencia esta contenida en la
otra, dichas tangentes no existen, y si se cortan en mas de un
punto, no habra tangentes internas.

Para resolver el problema (3.1.1), pagina 107, se conside-
raran por separado las tangentes externas e internas.

1. Las rectas tangentes son exteriores a las dos circunfe-
rencias. Como se muestra en la figura (3.2), las rectas
que pasan por el punto K.

2. Las rectas tangentes son interiores a las dos circunfe-
rencias. Como se muestra en la figura (3.2), las rectas
que pasan por el punto H.

Problema 3.1.3: Tangentes exteriores

Sean C y C’ dos circunferencias con centros O, O" y
radios r y ¥’ respectivamente, con r < r'. Trazar las
rectas tangentes exteriores a dos circunferencias dis-
tintas Cy C'.

Para resolver el presente problema, se supondra que C no
esta contenida en el interior de C’, y que la distancia entre O y
O’ es mayor que r’ —r, finalmente se aplicara la construccion
dada en el problema (3.1.1), pagina 106.

1. Se traza la circunferencia C” con centro en O’ y radio
!
r—r.
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2. Se aplica la construccion de las tangentes a una cirun-
ferencia C"” por el punto exterior O, dada en la solucion
del problema (3.1.1) para obtener las rectas tangentes
OT'y OT/ ala circunferencia dada por el punto dado.

3.SeanT=0'T"nC"yT, =0T/ nC".
4. Se trazan las rectas £ y £ talesque 7 || OT" y 7, ||

OT/conT € ¢ y T, € ¢, respectivamente.

5.SeaK=¢n¢,.

6. Lasrectas 7 = KT y £, = KT, son simultineamente
tangentes a las circunferencias C y C’. Véase la figura

(3-3)

Figura 3.3: Tangentes exteriores a C y C'.
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Como KT || OT] y £OT|O" = 1 angulo recto, la recta
KT, es perpendicular al radio O'T; de la circunferencia C' y,
por ende, £, = KT, es tangente a C’, de manera analoga se
demuestra que £ = KT es tangente a C'.

Como la distancia de O a larecta £, = KT, es igual a la
distancia de T} a larecta £, y, por construccion, €sta es igual
al radio de la circunferencia C, entonces 7, = KT, también es
tangentes a C y, de manera analoga se demuestraque £ = KT
es tangente a C.

Por lo tanto, # = KT y £, = KT, son tangentes simultd-
neamente a las circunferencias C y C’. Q.E.D.

Problema 3.1.4: Tangentes interiores

Sean C y C’ dos circunferencias con centros O, O’; ra-
dios r y r’ respectivamente, con r < r’. Trazar las rec-
tas tangentes interiores a dos circunferencias distintas
Cyc(C'.

Si C y ' se cortan en un tnico punto H, la recta £, per-
pendicular al segmento OO, es simultineamente tangente a
las circunferencias dadas.

Para resolver el presente problema, se supondra que C y
C' no se intersecan, es decir, la distancia entre los centros O 'y
O’ es mayor que la suma de los radios. Finalmente se aplicara
la construccion dada en el problema (3.1.1), pagina 106).

1. Trazar la circunferencia C"” con centro en O’ y radio
r+r.
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2. Aplicar la construccion dada en (3.1.1) para obtener las
rectas tangentes OT" y OT/ a la circunferencia C" por
el punto O.

3.SecaT=0'"T'"nC"yT'=0'T{nC".

4. Trazamos lasrectas £ y £ talesque ¢ || OT y 7, ||
OT,conT e yT €/7,.

5.SeaH =¢n7?,.Entonces Z = HT' y £, = HT, son
tangentes a C y C’ simultaneamente.

Figura 3.4: Tangentes interiores a C y C’.
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En el diagrama (3.4) se puede apreciar la construccion de
las rectas tangentes interiores a las dos circunferencias dis-
tintas C y C'.

Como HT, || OT|y £OT]O" = 1 angulo recto, la recta
HT, es perpendicular al radio O'T), de la circunferencia C” y,
por ende, 7, = HT, es tangente a C' , de manera andloga se
demuestra que £ = HT es tangente a C'.

Como la distancia de O alarectaZ, = HT), es igual a la
distancia de TI’ alarecta | y, por construccion, ésta es igual
al radio de la circunferencia C, entonces #;, = HT, también
es tangente a C, de manera analoga se prueba que 7 = HT
es tangente a C.

Porlo tanto # = HT y £, = HT, son tangentes simulta-
neamente a las circunferencias C y C’. Q.E.D.

En este momento cabe preguntarse: ; Como se relacionan
los puntos H y K?

Teorema 3.1.1:

Sean C y C’ dos circunferencias no concéntricas, y su-
pongamos que admiten tangentes interiores y exterio-
res. Si H es el punto donde se intersecan las tangentes
interiores y K el punto donde se intersecan las tan-
gentes exteriores, entonces H y K dividen interna y
externamente el segmento OO’ en razon de sus radios,
esto es:

OH : HO' =-0OK : KO =r:r.
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Demostracion: Si larecta KT es una recta tangente externa
aCyC' conT € C, R=C'"nKT, como consecuencia del
teorema de semejanza (AAA) el triangulo /A KOT es seme-
jante al /AAKO'R, como se muestra en la figura (3.5).

-

Fi 3.5: = .
igura X0 -

Por lo tanto
KO o1 r OK r
— — : — — .

KO'~ OR r KO F

Silarecta H M es unatangente internaaCy C' con M €
C,y QO = C'n KM, entonces los tridgngulos AANOMH y
/\O’ HQ son semejantes, véase la figura (3.6), de donde

OH _OM _r
HO 00 r’
r _OH OK
Luego entonces, — = —— = ———. .E.D.
uego entonces = = Hor X0 Q
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3.2. Figuras homotéticas

En esta seccion, estudiaremos qué son las homotecias asi
como algunas de sus propiedades.

Informalmente hablando, una homotecia es una transfor-
macion que hace que una figura aumente o disminuya su ta-
manfo.

Cuéanto aumenta o disminuye su tamano es lo que llama-
remos el factor de homotecia, este nimero puede ser tanto
positivo como negativo.

Ademas, habra un punto que se mantiene fijo mientras
que la figura aumenta o disminuye su tamano, dicho punto es
el centro de homotecia.
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Definicion 3.2.1:

Sea O un punto fijo, y consideremos dos figuras planas
con vértices A, A,, A;,...y A, A;, A;, ... respecti-
vamente. -

Para cada subindice n, denétese OA,, el segmento de
recta que une el punto A, con el punto O y, de manera
andloga, OA! es el segmento de recta que une el punto
A con O.

Si existe un nimero k£ € R tal que, como segmentos
orientados:

OA!
=k Vn
OA,
entonces, la figura formada por los puntos
A’I, A;, A;,... es semejante a la figura formada

por los puntos A, A,, A, ...,y estd semejantemente
colocada.

Definicion 3.2.2:

Se dice que dos poligonos (figuras) son directamente
semejantes o inversamente semejantes si las partes
correspondientes estan colocadas en el mismo orden o

en orden 1nverso.

. J

De los teoremas de semejanza se sabe que, cuando las
figuras son triangulos, la igualdad de sus angulos es conse-
cuencia de la proporcionalidad de los lados y reciprocamente.
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Al
B, A
B A,
C Cﬁ Cgﬁ _2/93 _1- Ca
3/2  Figura 1/2 @5‘?4
original Ay v

Figura 3.7: Figuras homotéticas, con distintos
factores de homotecia, formadas por poligonos y
arcos de circulo.

-
[ }s!

En la figura denominada original de la ilustracion (3.7)
se indican los puntos A, By C, las imagenes de estos puntos
bajo las razones, que aqui se muestran, quedan ilustrados en
la siguiente tabla:

| puntos \ factor | 32 | 1 | 1/2]-2/3 | -1 |

A A AT A A |4,
B B, | B| B, | B, | B,
C ¢, |[clc o c
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Definicion 3.2.3:

Dos figuras semejantes colocadas semejantemente, se
denominan figuras homotéticas. El punto O es su cen-
tro de homotecia y la constante k se llama su razon
de homotecia.

La razén homotética de dos figuras homotéticas también

se denomina la razon de similitud, su centro de homotecia es
llamado centro de similitud.

'8

A

B J Figura
o simétrica
c N\l o I, o
Figura Jr B

original
Af
Figura 3.8: Simetria con respecto al punto O.

Definicion 3.2.4:

Se dice que dos figuras son simétricas con respecto
al punto O como centro de simetria si la razon de
similitud es igual a —1.
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En la figura (3.8) se muestran dos figuras 7 y 7'/, don-
de 7’ es la imagen simétrica de F con respecto al punto O.
En la figura original 7 se marcan algunos puntos, y sus pun-
tos simétricos correspondientes en 7. Desde luego, la figura
simétrica de 7' es F.

3.3. Razon de homotecia para
circunferencias
S1 dos circunferencias son concéntricas, ellas son homo-

téticas, el centro de la circunferencia es el centro de homote-
cia, la razon de sus radios es la razon de homotecia.

' )\

C’

W,

Figura 3.9: Circunferencias concéntricas.
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En el ejemplo que se muestra en la figura (3.9) la circun-
ferencia C es homotética a C' con centro de homotecia O y
raz6n de homotecia r’ /r, mientras que C’ es homotética con
C con razén de homotecia r/r'.

Circunferencias no concéntricas

Si C y ' son dos circunferencias no concéntricas, cabe
preguntarse:

(Seran C y C' homotéticas?
Si es asi, jen donde se encuentra el centro de homotecia?
(Cudl es su razén de homotecia?

Para responder tal pregunta, se consideraran los siguien-
tes casos:

1. Elradio r de C es igual al radio #' de C’.

2. Elradio r de C es diferente del radio ' de C’'. Para este
caso bastara suponer que r < v/, ya que el caso r > r’
se trabaja de manera analoga.

Primer caso: Si r = /, el punto medio M del segmento
OO’ es el centro de homotecia con razén de homotecia igual
a —1, es decir, C y C’ son simétricas con respecto al punto
M . Véase la figura(3.10).

Segundo caso: Sir < r' y C y C’ tienen centros distintos
O y O' respectivamente, como se muestra en la figura (3.11).
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PJ’

Figura 3.10: Circunferencias con radios iguales.

IJ
K

(0]

Figura 3.11: Circunferencias con centros y radios
distintos.

Para resolver este problema aplicaremos lo estudiado en
la seccion 3.1, en donde se mostr6 como trazar las tangentes
comunes, internas y externas a las circunferencias C y C’.

En la proxima seccion se demostrara que los puntos en
donde se intersecan las tangentes interiores y exteriores co-
rresponden a los centros de homotecia de las circunferencias.

Ademas, como consecuencia del teorema (3.1.1) pag. 113
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se tiene que los centros de homotecia dividen el segmento
OO’ interna y externamente en razon de los radios.

3.4. Circunferencias homotéticas

Dadas dos circunferencias C y C’ con centros O, O’ y ra-
dios r y ¥’ respectivamente; supongamos que C y C" admiten
tangentes internas y externas.

Supongamos que r < r’ y se construyen los pares de rec-
tas tangentes a C y C’, estos pares de rectas tangentes corta-
ran a la recta OO’ en el par de puntos H y K que, como se
demostro en el teorema (3.1.1), pag. 113, dividen interna y
externamente al segmento OO'.

Se demostrara que, en general, C’' es homotética a C en
dos formas distintas, el punto interior H sera centro de ho-
motecia con razén de homotecia —#’ /r, mientras que el punto
exterior K sera centro de homotecia con razén de homotecia
¥’ [r. Véase la figura (3.12).

Si las circunferencias C y C’ se intersecan en dos puntos,
no hay tangentes comunes que pasen por el punto interior H.

Corolario 3.4.1: del teorema (3.1.1)

Si dos circunferencias tienen tangentes externas comu-
nes, estas tangentes pasan por uno de sus centros de
homotecia, y si tienen tangentes internas, éstas pasan
por el otro centro de homotecia.
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Nota: Si una circunferencia esta contenida propiamente
en el circulo determinado por la otra, no existen tangentes
internas ni externas comunes.

Figura 3.12: H y K son los centros de homotecia.

Demostracion: Si P € Cy P', P” € C’ son los puntos que
se obtienen al trazar las rectas K P, H P e intersecarlas con
C’, entonces

oP OP _r

opP"  OP" r’
Como consecuencia del teorema (3.1.1), pag. 113,

OH r OK

Ho' =7~ KO

Como consecuencia de la definicion (3.2.1), pag. 115 la
circunferencia C’ es homotética a la circunferencia C con cen-
tros de homotecia H y K. Q.E.D.
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3.5. Puntos homologos

Definicion 3.5.1:

Si una recta que pasa por un centro de similitud de dos
circunferencias no concéntricas interseca a una de ellas
en dos puntos distintos, intersecara también a la otra en
dos puntos distintos.

Estos cuatro puntos de interseccion son homotéticos
en pares, y los dos puntos de cada par son llamados
puntos homologos.

Si se aparean de forma tal que cada par contenga un
punto en cada circunferencia y no sean homotéticos,
los puntos de estos pares se denominan puntos anti-
homologos con respecto al centro de similitud que esta
en la recta que pasa por estos puntos.

Figura 3.13: Homoélogos y antihomologos desde K.
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En la figura (3.13), A, A’ y B, B’ son pares de puntos
homélogos, mientras que A, B’ y A’, B son pares de puntos
antihomologos con centro de homotecia K.

-

Figura 3.14: Homologos y antihomologos desde H.

En la figura (3.14), A, A’ y B, B’ son pares de puntos
homélogos, mientras que A, B’ y A’, B son pares de puntos
antihomo6logos con centro de homotecia H.
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Teorema 3.5.1:

Sean A, A’, B, B, C, C' y D, D' pares de puntos
homologos con centro de homotecia a K, con A, B,
A',B'y C,D, C', D' colineales, como se muestra en
la figura (3.15):

Entonces, se satisfacen las siguientes propiedades:

1. La recta B'D' es paralela a la recta BD con
respecto a la recta OO’, ademas los triangulos
AKD' By /AK DB son directamente simila-
res.

2. El par de rectas { A’C’, BD} es antiparalelo con
respecto al par de rectas {A'B, C'D}.

3. Los triangulos AKC'A’ y /\K DB son inver-
samente semejantes.

4. El cuadrilatero ™ A'C’ DB es ciclico.

5. Cada uno de los conjuntos de puntos
A, C',D,By A,C, D', B’ es conciclico.

6. El producto de los segmentos KA y KB’ es
constante.

7. Tangentes a las circunferencias en A" y B for-
man angulos iguales con la recta A’ B. Si estas
tangentes se intersecan en el puntoE, entonces
el triangulo /\ EA’B es is6sceles.
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Figura 3.15: Pares homologos desde K.

Demostracion: (1) Como K es el centro de homotecia exte-
rior de C y C’ en particular,

% = % =L y/DKB=2sDKB.
.

De donde los triangulos AKDB y /AKD'B’ son directa-
mente similares, en particular ZBDK = ZB'D'K, y como
K D' es una transversal a las rectas BD y B'D’, se concluye
que B’ D’ es paralela a BD.

De manera analoga se obtiene que AKCA ~ /AAKC'A’
y AC || A'C".
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(2) Como los cuadrilateros M ACDB y [ANACDB son
ciclicos convexos, como consecuencia del teorema (2.3.6),
pag. 75, se tiene que AC 1]y BDy A'C' 1] o B'D'.

Y yaque BD || B’ D' entonces, A'C' 1| 5 BD.

Como consecuencia de la definicion de antiparalelo se
concluye que {A'C’, BD}1J{A’B,C'D}.

(3) Yaque {A'C’,BD} 1|{A’B,C’' D}, en particular

«KBD = £A'C'K.

Y, como K, B, A" y K, D,C’ son conjuntos de puntos coli-
neales, ZDKB=,2C'KA’.

Por lo tanto, los tridngulos AKC'A’ ~ /AKDB; por
definicion, son inversamente semejantes

(4) Como consecuencia del inciso (2) y el teorema (2.3.5),
pag. 73, se sigue que los cuadriliteros ABDC' A’y [MNACD' B’
son ciclicos convexos, como se aprecia en la figura (3.16).

Consecuentemente, los conjuntos de puntos A", C’, D, B
y A, C, D' B’ son conciclicos, con lo cual queda demostrado
el inciso (6).

(5) Como los triangulos AAKC’A’ y /\K DB son inver-
samente semejantes, los lados correspondientes son propor-
cionales, luego entonces,

KA" KD

KC' ~ KB
Lo cual implica que KA" - KB = KC' - KD, es decir, el
producto de los segmentos KA’ y K B es constante.
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Figura 3.16: Demostracion del teorema (3.5.1), pag.
126.

(7) Sean BF, AG las rectas tangentes a C, C' en B yA’
respectivamente.

Si el punto B pertenece a la recta OO’, entonces A’ €
0O’ y las tangentes a C y C’ son perpendiculares a la recta
00', por lo que las tangentes a las circunferencias en By A’
forman dngulos iguales con respecto a la recta BA" = O0'.

Supongamos ahora que el punto B no pertenece a la recta
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Figura 3.17: Triangulo /A EA’B es isosceles.

0O’ y que F y G pertenecen a la recta OO'.

Entonces, el triangulo /A O F B es un tridngulo rectangulo
con ZOBF = 1 angulo recto, y sea F’ el punto homélogo de
F con respecto al punto K.

Luego entonces, el tridngulo /\O’F’' B’ es directamente
similar al tridangulo /AAOF B con £O'B'F’ = 1 rectoy, O’ B’
un radio de C’.

Como K, A, B, A’y B’ son colineales, entonces £K BO =
ZKB'O'.

Como A’O’ también es radio de C’, entonces A'O’ =
B'0', y el triangulo /A A’O’ B’ es is6sceles, en particular

20'A'B' = 2A’B'O'.
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Luego entonces

£LFBA = 2/’srectos — £ZABF
= 2/’srectos —(£LABO + £OBF)
22’s rectos — (£A'B'O" + £LO'B'F')
22s rectos — (£O'A'B' + 2GA'O')
= «BA'G.

Si E denota el punto de interseccion de las rectas tangen-
tes BF y A’G en particular AABEA’ es isosceles y BE =
A'E. Q.E.D.

3.6. Circunferencia de similitud

Definicion 3.6.1:

Sean C y C’ dos circunferencias no concéntricas con
centros O y O’ respectivamente. Se define la circun-
ferencia de similitud de C y C' como la circunferencia
que tiene como diametro el segmento que une sus cen-
tros de similitud.

\ J

Los puntos P en la circunferencia de similitud satisfacen
que las razones de sus distancias a los centros de las circun-
ferencias C y C' permanecen constantes y coinciden con las
razones entre los radios de C y C'.
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Figura 3.18: Circunferencia de similitud de C y C'.

Teorema 3.6.1: de la circunferencia de similitud.

La circunferencia de similitud de dos circunferencias
no concéntricas C y C’ es el lugar geométrico de los
puntos que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Lasrazones de sus distancias a los centros de las
circunferencias son iguales a las razones entre
los radios.

2. Desde los cuales las dos circunferencias subtien-
den angulos iguales.

. J

Hipotesis: Sean C y C’ dos circunferencias no concén-
tricas de radios r y r’ respectivamente, y sea C” su circun-
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ferencia de similitud, donde H y K denotan los centros de
similitud interno y externo respectivamente.

Tesis: Si P € C” entonces PO : PO =r @ r'y
Z0PH = £ZH PO'.

Demostracion: Sea P un punto tal que PO : PO ' =r : F.
Como OH : HO' =r : ¥ se sigue que PH es la bisec-
triz interior del dngulo ZOPO’ y PK es la bisectriz exterior
del angulo ZOPO'.
Por tanto, PH L PK,y P € C".

Figura 3.19: Demostracion del teorema (3.6.1), pag.
131.
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Ademas, si P € C”, sea O"” € OO0’ tal que PH biseque
el angulo 2O’ PO".

Como PH 1 PK y se bisecan los angulos interior y
exterior en P del tridngulo /AAO” PO’, entonces:

O"H : HO'=-0"K : KO' y OH : HO' = -0OK : KO,

de donde
HO" : O"K =HO : OK.

Asi, el segmento O” O también esta dividido interna y exter-
namente por H y K, por lo que O"” = O.

Por tanto PO : PO" =r : r.

Si desde el punto P se trazan tangentes PT, PT) ala cir-
cunferencia Cy PU, PU, alacircunferencia C’, si ademas en
cada circunferencia el punto de tangencia es unido al centro
de la circunferencia correspondiente, como consecuencia de
los teoremas de semejanza de se obtienen triangulos rectan-
gulos similares:

AOPT, = \OPT ~ AO'PU = AO'PU,.

En particular, ZO PT = 20’ PU con lo que se obtiene la
segunda parte del teorema. Véase la figura (3.20)

Si1 dos circunferencias tienen el mismo radio, su circun-
ferencia de similitud degenera en la mediatriz del segmento
que une sus centros y la recta al infinito. Q.E.D.
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Figura 3.20: Segunda parte del teorema (3.6.1).

3.7. La circunferencia de Apolonio

Teorema 3.7.1: de Apolonio.

Sean OO’ un segmento fijo, y k > 0 un nimero real,
k # 1. El lugar geométrico de los puntos P que satisfa-
cen PO : PO’ = k es una circunferencia de didmetro
H K, donde H y K son los puntos de la recta OO’ que
verifican HO : HO' = k = KO : KO', uno punto
es interior y el otro exterior al segmento OO’.
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Definicion 3.7.1:

La circunferencia dada por el teorema de Apolonio
(3.7.1), pag. 134 se denomina la circunferencia de
Apolonio, y el circulo correspondiente es el circulo
de Apolonio.

Hipotesis: Sean O y O’ los puntos fijos, sea P un punto tal
que las razones de sus distanciasa Oy O" esk =r : r' # 1.
Tesis: El lugar geométrico de los puntos P tales que
PO : PO' =k

es una circunferencia.

Figura 3.21: Circunferencia de Apolonio QK H P.

Demostracion: Si P es un punto tal que PO : O'P = k,
consideremos la bisectriz interior P H y la bisectriz exterior
PK del angulo ZOPO',con H, K € OO0'.
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Como las bisectrices interior y exterior de un angulo O PO’
son perpendiculares, entonces el angulo zH PK = 1 recto.
Luego entonces, P es un punto en la circunferencia de dia-
metro H K. Véase la figura (3.21).

Aplicando el teorema de la circunferencia de similitud
(3.6.1) pag. 131, si P esta en la circunferencia de diametro
H K entonces PO . O'P = k. Q.E.D..

Teorema 3.7.2:

El lugar geométrico de los puntos cuyas razones de dis-
tancias a dos puntos fijos distintos es igual a 1 es una
recta, a saber, la mediatriz del segmento dado.

Demostracion: Como consecuencia del teorema de la me-
diatriz, todo punto que se encuentre sobre la mediatriz de un
segmento, equidista de los extremos del segmento. Q.E.D.

3.8. Ejercicios

1. Muestre que es posible construir un triangulo dada su
base, su altura y la razon de sus otros lados.

2. Demuestre que, si una circunferencia es tangente a dos
circunferencias no concéntricas, entonces los puntos de
tangencia son antihomoélogos.
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3. Demuestre que la circunferencia de similitud de dos
circunferencias que se intersecan pasa por los untos de
interseccion.

4. Sidos circunferencias se intersecan, demuestre que las
rectas que van del punto de interseccion a los centros de
similitud bisecan los angulos formados por los radios
trazados a ese punto.

5. Demuestre que, cada circunferencia de Apolonio aso-
ciada a un triangulo, es ortogonal con la circunferencia
circunscrita del triangulo dado.

6. Dada una circunferencia C y un punto P en su interior,
demuestre que el lugar geométrico de los puntos me-
dios de las cuerdas que pasan por un punto P es una
circunferencia.

Analice el caso cuando el punto se encuentra fuera de
la circunferencia.

7. Dados dos segmentos consecutivos AB y BC sobre
una misma recta, determine el lugar geométrico de los
puntos P tales que ZAPB = 2BPC

8. Dados tres puntos A, B, C y un angulo a, explique c6-
mo se puede construir una circunferencia que pase por
los puntos A y By tal que el angulo entre las tangentes
trazadas desde el punto C a la circunferencia sea igual
al angulo dado a.
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10.

1.

12.

13.

14.

I5.

16.

Demuestre que las tres circunferencias de Apolonio de
un triangulo concurren en dos puntos.

Construya, si es posible, un cuadrado dada la suma de
sus lados y su diagonal.

Construya, si es posible, un tridngulo semejante a un
triangulo dado y cuya area sea igual a la de un cuadrado
dado.

Sea C una circunferencia dada, demuestre que es po-
sible circunscribir un triangulo isosceles en el que la
razon entre un lado y la base sea un valor dado. Recuer-
de que, en un triangulo isosceles, se denomina base del
triangulo al lado desigual.

Construya un triangulo rectangulo dado el perimetro y
la raz6n de los cuadrados de los dos catetos.

Construya un paralelogramo dadas la razoén de un lado
con respecto a las diagonales, y el drea del paralelogra-
mo.

En una circunferencia dada, inscriba un triangulo isos-
celes dada la suma de su base y su altura.

Por un punto dado, muestre que es posible trazar una
linea recta de modo que el segmento intersecado en €l

por los lados de un angulo dado se divida por el punto
dado en una proporcion dada.
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17.

I8.

19.
20.

Si dos triangulos son homotéticos, demuestre que sus
circuncentros, incentros y centros de gravedad, son pun-
tos homologos.

Si dos triangulos son homotéticos, demuestre que las
alturas, las medianas, las mediatrices, y las bisectrices
son rectas homologas en las dos figuras homotéticas.

En un triangulo dado, inscriba un cuadrado.

En un semicirculo, inscriba un rectangulo semejante a
un rectangulo dado.
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_4_

Teoremas de Configuracion

Un teorema de configuracion es un teorema que se refiere
a un numero finito de puntos y rectas, y a sus relaciones de
incidencia. Por lo general, un teorema de configuracion es-
tablece que, como consecuencia de que varios puntos se en-
cuentran sobre una misma recta o de que varias rectas pasen
por un solo punto, habra otros determinados puntos que han
de estar situados sobre la recta o habra algunas otras rectas
que pasen por un punto en comun.

Iniciaremos el capitulo con el estudio de los teoremas de
configuracion de Menelao y Ceva, estos teoremas permitiran
resolver el problema de la division interna y externa plantea-
do en el capitulo 1 §1.4.

También se introducira el concepto de perspectiva lineal
y, aplicando el teorema de Menelao, se demostrara el teorema
de Desargues, que en el caso de triangulos, determina que es
equivalente estudiar la perspectiva desde un punto que desde
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una recta.

Asimismo, se aplicara el teorema de Ceva para demos-
trar que las bisectrices, las mediatrices, las medianas y las
alturas de un triangulo concurren, asi como algunas de sus
consecuencias.

4.1. Los teoremas de Menelao y Ceva

Entre los resultados mas simples de la geometria se en-
cuentran los teoremas de configuracion. Estos teoremas es-
tudian las relaciones entre un nimero finito de puntos y de
rectas.

En general, un teorema de configuracion se formula de
tal modo que si algunos puntos son colineales, o bien, algu-
nas rectas son concurrentes, entonces otra serie de puntos son
colineales, o bien, las rectas son concurrentes.

Los teoremas de Menelao y Ceva son potentes herramien-
tas que permiten tratar diversos problemas en los que inter-
vienen la colinealidad de puntos y la concurrencia de rectas.

Ambos teoremas estan estrechamente relacionados, aun-
que el teorema de Menelao es del siglo I, mientras que el de
Ceva del siglo XVII, ambos consisten principalmente en re-
lacionar la colinealidad de tres puntos o la concurrencia de
tres rectas con ciertas medidas que forman un triangulo. Lo
relevante es que sus demostraciones son sencillas.
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Definicion 4.1.1:

Un punto que esté en la recta que determina un lado de
un triangulo, pero que no coincida con ningun vértice,
se llama punto de Menelao del triangulo para dicho
lado.

Figura 4.1: Puntos de Menelao.

En la figura (4.1) los puntos P, Q y R son puntos de Me-
nelao para el tridangulo /A ABC.

Notese que el punto puede estar en el interior, o bien, en
el exterior de los segmentos que determinan los lados.
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Definicion 4.1.2:

Una recta que pasa por un vértice de un triangulo, pero
no coincide con ningin lado, se denomina una recta
ceviana del triangulo.

Figura 4.2: Rectas cevianas.

En la figura (4.2) las rectas AQ, BR y CP son ejemplos
de rectas cevianas.
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El teorema de Menelao

Teorema 4.1.1: de Menelao.

Si una recta interseca los tres lados BC, CA 'y AB del
triangulo AAABC en los puntos L, M y N respecti-
vamente, entonces:

AN BL CM _

2= = 1. @.1)
NB LC MA

Y reciprocamente, si L, M y N son tres puntos en los
lados BC, CA 'y AB de un triangulo /\ ABC para los
cuales se cumple la relacion anterior, entonces los tres
puntos son colineales.

El —1 que aparece en la formula anterior nos dice que hay
1 0 3 puntos fuera de los segmentos AB, BC y CA.
Ya que este es un enunciado bicondicional, primeramen-
te se supondra que la colinealidad de los puntos L, M y N
implican que se satisface la ecuacion (4.1).
Hipotesis: Sea # la recta que corta los tres lados BC, CA
y ABen los puntos L, My N.
Tesis: Se satisface la siguiente relacion:
AN BL CM _ _
NB LC MA
Demostracion: Sean P, Q y R los pies de las perpendicu-
lares desde A, By C sobre la recta £.
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Figura 4.3: Teorema de Menelao.

Como £AN P = BN Q por ser opuestos por el vértice
y, ZNPA = «NQB = 1 angulo recto entonces, /AAPN ~
/\N BO.

De manera similar, es fécil ver que AAOBL ~ /ALRC.

Y como LZMPA = ZMRC = lrectoy ZPMA =
ZRM C por ser angulo comin, se sigue que los tridngulos
/A\APM y /ACRM son semejantes. De donde, los lados
correspondientes de estos triangulos rectangulos son propor-
cionales, en particular:

AN : NB = PA: BO 4.2)
BL:LC = QOB:CR (4.3)
CM : MA = RC: AP (4.4)

Multiplicando las ecuaciones (4.2), (4.3) y (4.4) se obtie-
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Figura 4.4: Demostracion del teorema Menelao.

ne:
AN BL CM _PA QOB RC

NB LC MA BQO CR AP’

Como OB = —BQ, RC = —-CRy PA = —AP, al sim-
plificar el lado derecho de la expresion anterior se reduce a
—1, de donde

AN BL CM _ |
NB LC MA

Reciprocamente:
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Hipotesis: Sean L, M y N tres puntos en los lados BC,
CAy AB de un tridangulo /\ A BC para los cuales se cumple
la relacion:

AN BL CM _ _
NB LC MA

Tesis: Los puntos L, M y N son colineales.

Supongamos que las rectas ABy L M se intersecan en un
punto N'.

Como consecuencia de la parte directa del teorema de
Menelao se cumple

El

AN’ BL CM _

i
N'B LC MA

y por hipotesis

AN BL CM _

NB LC MA
Al igualar las ecuaciones anteriores se obtiene

El

AN' _ AN
N'B NB’
Puesto que, tanto N como N’ estan sobre la recta AB, y
la dividen en la misma razon, se deduce que N = N'.
Por lo tanto, la recta que pasa por L y M también pasa
por N, es decir, L, M y N son puntos colineales. Q.E.D.
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Teorema 4.1.2: forma trigonométrica de Menelao.

Si £ es una recta que corta los tres lados BC, CA y
AB del triangulo /AAABC en los puntos L, M y N
rcspcctivamentc, entonces

sen ZACN senZBAL senZCBM _

=—1. (4.5)
senzZNCB senzZLAC senzM BA

Reciprocamente, si L, M y N son puntos respecti-
vamente en los lados BC, CA y AB del triangulo
/\ABC, para los cuales se satisface la relacion ante-
rior (4.5), entonces L, M y N son colineales.

Demostracion: Supongamos que L esta en el segmento BC,
N enel segmento ABy M fuera del segmento AC. Los otros
casos se trabajan de manera similar.
Aplicando la ley de los senos al tridngulo AAANC
sen ZACN _sen£ZNAC _senZCNA

AN NC CA
y como £N AC = 2BAC, entonces

sen ZNAC _ sen£ZBAC
NC ~ NC

Para el triangulo /A N BC se procede de manera aniloga,
véase la figura (4.5), obteniéndose
senZNBC _senZBCN _ senZCNB
NC BN CB
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7

senZACN _ AN senzBAC
senZNCB NCsenZABC’

Figura 4.5:

y como 2N BC = £A BC entonces,

senZNCB _senZNBC _ sen£ZABC
NB NC NC

Luego entonces

sen ZACN _ senZBAC senzZNCB _ sen LABC
AN NC 7 NB NC

De donde
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sen ZACN AN sen ZBAC

senZNCB NCsen£ABC’

Con los tridngulos /AALCAy /A BLA se procede de ma-
nera analoga, asi

(4.6)

senZBAL ﬁscn £ZABC

sen £LAC ~ LCsen ZACB’

Finalmente, si se consideran los tridngulos /AACBM vy
/\NABM se obtiene

4.7

senZCBM _ CM  senZBCM
sen/ZMBA MA senZBAC’
Por hipotesis, M esta fuera del segmento AC, y como
£ACBYy £BC M son suplementarios, entonces sen ZACB =
sen ZBCM, de donde

senZCBM CM - sen £ZACB

senZMBA MA sen2BAC’

Multiplicando las ecuaciones (4.6), (4.7) y (4.8), como

consecuencia del teorema de Menelao (4.1.1) pag. 144 se ob-
tiene

(4.8)

senZACN senzBAL senzCBM

sen ZNCB sen2LAC sen M BA
_ (AN senABAC) (_ﬁsenACBA) (CM senAACB)

NC sen£ABC LC senzACB MAsenzBAC
_ AN BL CM
~ NC LC MA

= -1
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Reciprocamente, supongamos que las rectas ABy LM
se intersecan en un punto N'.

Como consecuencia de la parte directa de la version tri-
gonométrica del teorema de Menelao se cumple

sen ACN' sen BAL senCBM _

. = —1.
sen N'CB sen LAC senMBA
y por hipotesis
sen ACN sen BAL senCBM 1

sen NCB sen LAC sen MBA
Al igualar las ecuaciones anteriores se obtiene

sen ACN _ sen ACN'
sen NCB sen N'CB’

Pero tanto N como N’ estin sobre la recta AB y, como
consecuencia del teorema de la bisectriz generalizado (1.4.2),
pag. 21,

AN’" AN
N'B NB’
asi, N y N’ dividen al segmento AB en la misma razon, es
decir, N = N'.
Por lo tanto, la recta que pasa por L y M también pasa
por N, es decir, L, M y N son puntos colineales. Q.E.D.
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El teorema de Ceva

Teorema 4.1.3: de Ceva.

Tres cevianas AL, BM y CN de un triangulo /A ABC
son concurrentes en el punto O si, y solamente si,

s (4.9)

Figura 4.6: Teorema de Ceva.

Para la primera parte:

Hipotesis: Supongamos que tres cevianas AL, BM yCN
de un triangulo /\ A BC son concurrentes en el punto O.

Tesis: Se satisface la siguiente relacion:

AN BL CM _
NB LC MA
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Figura 4.7: Demostracion del teorema de Ceva.

Si al triangulo /AAABL y larecta CN se le aplica el teo-
rema de Menelao (4.1.1), pag. 144, se obtiene

g ST (4.10)

De manera analoga, aplicando el teorema de Menelao al
triangulo /AALC y larecta M B

R T @.11)

Multiplicando las ecuaciones (4.10), (4.11) y simplifican-
do se obtiene
1 =

(AN BC LO)(CM AO LB)

AN BL CM

NB LC MA
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Para el reciproco:
Hipotesis: Sean AL, BM y CN tres cevianas del tridn-
gulo /A ABC y supongamos que ellas satisfacen la relacion:
AN BL CM _ 1

NB LC MA

Tesis: Las rectas AL, BM y C N son concurrentes.
Demostracion: Sea O el punto de interseccion de las rectas
BM y CN y sea L' el punto de interseccion de la recta AO
con BC.

Como consecuencia de la primera parte del teorema de

Ceva
AN ' BL' _ CM

NB L'C MA
Pero por hipotesis

AN BL CM _

NB LC MA
Luego entonces
BL' _ BL
L'C LC’

y como L y L' estin en la recta BC y satisfacen la misma
relacion se sigue que L = L.

Por lo tanto, la recta A L pasa por el punto O y las rectas
AL, BM y CN son concurrentes. Q.E.D.
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.

Teorema 4.1.4: forma trigonométrica de Ceva.

Si las hipotesis del teorema de Ceva se satisfacen, en-
tonces

sen ACN sen BAL senCBM

- . = 1.
sen NCB sen LAC sen M BA

Reciprocamente, si L, M y N son puntos de los la-
dos BC, CA y AB, respectivamente, del triangulo
/\ABC, para el cual se cumple la relacién anterior,
entonces las rectas AL, BM y CN son concurrentes.

J

Demostracion: Aplicando la forma generalizada del teore-
ma de la bisectriz al tridngulo AABC (1.4.2), pag. 21, se
obtiene

m Conlarecta CN:
AN _ CAsenzZACN

= ) (4.12)
NB BCsenzNCB
m Con larecta AL:
E _ ABsenABAL-_ 4.13)
LC CAsenzLAC
m Con larecta BM:
CM _ BCsenzCBM (4.14)

MA ABsenzMBA’
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Multiplicando las ecuaciones (4.12), (4.13) y (4.14) se
obtiene de la versién anterior del teorema de Ceva (4.1.4),
pag. 155.

AN BL CM
NB LC MA
_ (CA senAACN) (AB senABAL) (BC sen ACBM)

BCsenZNCB/ \CAsen ZLAC ABsen M BA
_ (sen AACN) (sen ABAL) (senLCBM)

senzZNCB senzLAC senzZM BA

Observe que los pasos de esta demostracion son reversi-
bles, por lo que, si

(scn ZACN ) (sen ABAL) (scn ACBM)
senzZNCB senzZLAC senzM BA

k]

entonces

AN BL CM _,

NB LC MA
Lo cual implica, por el teorema (4.1.4), pag. 155, que las rec-
tas AL, BM y CN son concurrentes. Q.E.D.

Los teoremas de Menelao y Ceva tienen varias aplicacio-
nes relacionadas con problemas de concurrencia de rectas y
colinealidad de puntos.

En particular, gracias a estos teoremas se lograra dar res-
puesta al problema que se planteo al inicio del curso: ;Dado
un segmento de recta A B 'y un punto P en su interior, existira
siempre un punto Q tales que Py Q dividan al segmento AB
interna y externamente en la misma razon?
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Asimismo, permiten mostrar que, en todo triangulo, las
alturas, las bisectrices, las medianas y las mediatrices son
concurrentes.

4.2. El teorema de la division interna
y externa

Teorema 4.2.1: de la division interna y externa.

Si L, M y N son puntos cualesquiera en los lados BC,
CAy AB del triangulo /\ABC tales que AL, BM y
C N son concurrentes, y si larecta M N interseca BC
en L', entonces los puntos L y L' dividen el segmento
BC interna y externamente en la misma razon.

/L(\ LN

Figura 4.8: Teorema de la division interna y externa.
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Hipotesis: Sean L, M y N puntos cualesquiera en los la-
dos BC, CA 'y AB del tridangulo /\ ABC tales que AL, BM
y CN son concurrentes, y supongamos que la recta M N in-
terseca BC en L'.

Tesis: Ly L' dividen interna y externamente al segmento
BC,esdecir, BL : LC=—-BL': L'C.

Demostracion: Como AL, BM y CN son concurrentes,
como consecuencia del teorema de Ceva

AN BL CM _,

NB LC MA
Y como L', M y N son colineales, por el teorema de
Menelao se tiene que:

AN BL' CM _
NB L'C MA

£l

Asi, BL : LC = —BL' : L'C. Por lo tanto, L y L'
dividen interna y externamente el segmento BC.  Q.E.D.

Definicion 4.2.1:

Dada una recta AB y dos puntos Py Q en ella, se dice
que Q es conjugado armonico de P con respecto a
los puntos Ay B si

AP _ _AQ
PB~ OB

158



Teoremas de Configuracion

En otras palabras Q es conjugado armonico de P si Py
Q dividen interna y externamente (o externa e internamente)
al segmento A B en la misma razon.

Proposicion 4.2.1:

Dado un segmento de recta AB y un punto P en la
recta AB, existe un punto Q tales que P y Q dividen
el segmento AB interna y externamente en la misma
razon.

/’ B\ 0

Figura 4.9: Q es el conjugado armoénico de P.

Demostracion: Sea C un punto que no esté en larecta AB y
tracese las rectas CA, CB, CP y una recta ceviana £ por A,
como se muestra en la figura (4.9).

Sean L y O sus intersecciones con BC y C P respectiva-
mente, es decir, L=¢NBCyO=¢nNCP.

Sea M el punto de interseccion de la recta BO con la recta
AC, es decir, M = BOn AC.
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Entonces Q, el conjugado armoénico de P con respecto
a AB, es la interseccion de la recta LM con la recta AB,
simbélicamente Q = LM N AB. Q.E.D.

Cabe notar que el conjugado armoénico de P con respecto
a los puntos A y B es independiente de la eleccion del punto
C y de la recta por A que no pase por By C.

Finalmente, si P es el punto medio del segmento AB,
entonces la recta LM es paralela a la recta AB por lo que Q
es el punto al infinito.

4.3. Perspectiva y el teorema de
Desargues

El teorema de Desargues esta intimamente ligado con el
estudio de la perspectiva.

La perspectiva es el arte de dibujar para recrear la pro-
fundidad y la posicion relativa de los objetos comunes. En
un dibujo, la perspectiva simula la profundidad y los efectos
de reduccion.

Auxiliados por la geometria, podemos simular el efecto
visual de la perspectiva proyectando los objetos tridimensio-
nales sobre un plano bidimensional utilizando los métodos de
la perspectiva conica, mediante este procedimiento se pueden
obtener imagenes realistas. Sin embargo, la perspectiva coni-
ca no puede imitar fielmente la vision estereoscopica del ser
humano. Si bien, a lo largo de la historia se han desarrollado
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distintos tipos de perspectiva, por ahora solamente nos dedi-
caremos a aquella relacionada con el teorema de Desargues.

Con objeto de dar solucion a ciertas necesidades del arte
de la pintura y arquitectura de la época, Gerard Desargues
(1591-1661) publico en Paris, en 1639, un tratado original
pionero en geometria proyectiva titulado “Brouillon proiect
d’une atteinte aux evenemens des rencontres du cone avec un
plan"(Borrador de un ensayo de tratado de los resultados de
los encuentros de un cono con un plano).

En esta obra introduce la nocion de punto y recta al in-
finito, prueba la invarianza por proyeccion de una cuaterna
armonica, y desarrolla la teoria de polos y polares entre otras
cosas.

Algunas de estas nociones habian sido introducidas por
autores clasicos como Pappus de Alejandria (290-350) o Apo-
lonio de Perga (262-190 A.C.), sin embargo, ellos nunca ra-
zonaron en términos de proyeccion y seccion.

Su plan de trabajo consistia en el estudio de resultados
comunes a las tres conicas, descubriendo para ello aquellas
propiedades de la circunferencia que se conservan bajo pro-
yeccion, pues toda conica se obtiene como seccion de la pro-
yeccion de una circunferencia.

Desde el punto de vista historico, el trabajo de 1639 se
presenta como los Elementos, un contexto absolutamente cier-
to.

Desargues explica sus definiciones como hace Euclides,
las ideas son simples, y algunas de ellas son meras conven-
ciones, asi:
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» Cada recta puede prolongarse, si es necesario, al infi-
nito en ambas direcciones.

Y también

» Cada plano puede extenderse al infinito en cualquier
direccion.

Actualmente estas formulaciones parecen generales, pero
no era asi en 1639, ya que, en los Elementos, prolongar una
recta, significaba prolongarla hasta otro punto, lo infinito y lo
indefinido eran equivalentes.

Desargues es el primer matematico en dar la idea de un
infinito bajo control. Utiliza el concepto en una forma ma-
tematica completamente precisa. Esto no es inmediato, pues
tuvo que introducir el infinito basado en definiciones de ob-
jetos matematicos muy simples, cuyo significado no es, en
principio, aparente.

Definicion 4.3.1: perspectiva desde un punto

Dos figuras estan en perspectiva desde un punto P
si todas las rectas que unen puntos correspondientes
de las dos figuras concurren en P. El punto por el cual
pasan estas rectas se denomina centro de perspectiva.
Véase la figura (4.10).
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Figura 4.10: Perspectiva desde un punto.

Definicion 4.3.2: tridngulos en perspectiva desde

una recta

Si dos triangulos cumplen que sus lados correspon-
dientes se intersecan y los puntos de interseccion estan
sobre una misma recta, entonces se dice que los trian-
gulos estan en perspectiva desde una recta. Véase la
figura (4.11)
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Figura 4.11: Perspectiva desde una recta.

Por ejemplo, las figuras homotéticas siempre estan en pers-
pectiva desde un punto, a saber, el centro de homotecia, pero
no necesariamente las figuras en perspectiva son homotéti-
cas.

En la figura (4.12) los tridngulos AAABC y /\A’B'C’
son homotéticos, y estan en perspectiva desde el punto O,
mientras que los tridngulos AABC y /\A”B"”C" estan en
perspectiva desde O, pero no son homotéticos, pues no se
preservan los angulos, ni las magnitudes de los lados corres-
pondientes.

En este momento surge de manera natural la pregunta:
/Si la perspectiva no preserva angulos ni magnitudes, qué
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Figura 4.12: Homotecia vs perspectiva.

propiedades preserva?

El teorema de Desargues

Gian-Carlo Rota [R, pg. 13] observa lo siguiente:

“El enunciado del teorema de Desargues pretende ser
definitivo, pero en realidad es tan solo la punta de un iceberg
de conexiones con otros hechos de la matemdtica. El valor
del teorema de Desargues, y la razon por la cual el enuncia-
do de este teorema ha sobrevivido el paso de siglos, cuando
otros teoremas geométricos igualmente impactantes han sido
olvidados, radica en que abrio un horizonte de posibilidades
que relacionan la geometria y el dlgebra de maneras inespe-
radas.”
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Teorema 4.3.1: de Desargues.

Dos triangulos estan en perspectiva desde un punto
cuando, y solamente cuando, estan en perspectiva des-
de una recta.

Figura 4.13: Teorema de Desargues.

Para la primera parte

Hipotesis: Supongase que ANABCy /\A’B'C’ estin en
perspectiva desde un punto O, como en la figura (4.13), y que
P=ABNnA'B,Q=BCnNnBC'yR=CAnNC’'A son las
intersecciones de los lados correspondientes.

Tesis: Los puntos P, Q y R son colineales.
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Demostracion: Aplicando el teorema de Menelao al tridan-
gulo /AAOBA con A’ B’ P como transversal, se obtiene:

AP BB OA _

=-1 (4.15)
PB B'O A'A

Figura 4.14: A’, B’ y P colineales
AP BB'OA" _

PBBOAA

Anilogamente, aplicando el teorema de Menelao al trian-
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gulo /AAOBC con B'C'Q como transversal, se obtiene:
BO _ cc’ - OB
OoC C'O BB

1. (4.16)

Figura 4.15: B’, C’, Q colineales
BQCC' OB _
QCC'OB'B '

Finalmente, para /ACAO y larecta A'C’'R:

CR AA OC _ | 4.17)

168



Teoremas de Configuracion

Figura 4.16: A’, C’, R colineales
CR AA' OC’

— =-1.

RAAOCC

Multiplicando las ecuaciones (4.15), (4.16) y (4.17) se
obtiene

1 _ (APBBOA’\ (BQCC' OB\ (CRAA OC'
PBB'OA'A)\QCCOBB)\RAAOC'C
AP BQ CR

PB QOC RA

Como consecuencia del reciproco del teorema de Mene-
lao, los puntos P, O y R son colineales.
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Para el reciproco:

Hipétesis: Considere dos tridngulos /AABC, /\AA’B'C’
tales que los puntos P = ABNn A'B’,Q = BCn B'C'y
R = CA N C'A’ son colineales.

Tesis: Los triangulos AABC y /A A’ B'C’ estan en pers-
pectiva desde el punto O donde concurren las rectas AA’,
BBy CC'.

Demostracion: Por hipétesis, P, Q y R son colineales asi,
los tridngulos /AAA’Ry /\ BB’Q estan en perspectiva des-
de P, pues se tienen las ternas colineales { P, A, B}, { P, A’B’}
y { P,Q, R}, como se muestra en la figura (4.17).

Figura 4.17: AAAA’Ry /A BB'Q en perspectiva
desde P.

Por la parte directa del teorema de Desargues, como los
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triangulos /AAAA’R y /ABB’Q estan en perspectiva desde
P, entonces estan en perspectiva desde la recta OCC’, donde
O=AA'NBB,C=RANQBYyC =QB nRA'

Es decir, las rectas AA’, BB" y CC’ concurren desde el

punto O.
Lo anterior establece el reciproco del teorema de Desar-
gues. Q.E.D.

Como aplicacion del teorema de Desargues tenemos un
sencillo método que permite resolver el siguiente problema:
“Utilizando solo una regla (sin marcar), trazar por un punto
dado la recta que pasa por el punto de interseccion de otras
dos rectas dadas que se cortan fuera de nuestro alcance”.

Solucion: Sean A el punto dado, p y g las rectas dadas.

Sean B € py C € g, dos puntos a nuestro alcance, for-
mando asi un tridngulo A ABC.

Tracese una recta cualquiera t que corte a las tres rectas
que determinan los tres lados BC, AC y AB del triangulo
ABC dentro de los limites del dibujo en los puntos P, Oy R
respectivamente.

Tracese ahora otrarecta Z por Pcon? # BCy ¢ #t,la
cual cortard a py g en B’ y C’ respectivamente, con B’y C’
a nuestro alcance, como se muestra en la figura (4.18).

Si A" = B'Rn C’Q, como consecuencia del teorema de
Desargues las rectas AA’, p = BB’ y ¢ = CC’ concurren
en el centro de perspectiva O, el cual esta fuera de nuestro
alcance.

Por lo tanto, la recta AA’ es la recta buscada. Q.E.H.
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Figura 4.18: El problema de Desargues.

4.4. El teorema de Pappus

Teorema 4.4.1: de Pappus.

Si A, A,, A; son tres puntos en una recta 7, y By,
B,,B; son tres puntos en otra recta 7’ (ninguno de los
puntos anteriores en la interseccionde £y 7' )y P =
A/B,NA,B,,O=AB,NA;B y R=A,B;NA,;B;,
entonces P, Q y R son colineales.

. J

Hipotesis: Sean 7, 7’ dos rectas distintas, A, A,, A, €
¢, B,, B,, B; € £’ puntos que no coincidan con el punto de
interseccion de £ con 2.
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Figura 4.19: El teorema de Pappus.

Tesis: P = A/B,NA,B,,0O = A\B;NA;B,y R =
A, B; N A3 B, son colineales.
Demostracion: Sean K = A,B,NA;B,, L = A|B;NA;B,y
M = A,B;N A, B,, y considere el tridngulo /A K LM, como
se muestra en la figura (4.20).

ComoZNKL=A;,7NLM =A, y!NMK = A, son
colineales, como consecuencia del teorema de Menelao

KA, LA, MA,
AL AM AK

Si 7, = A;B|, por hipotesis, los puntos 7, N KL = A;,
£,NLM =Qy?, N MK = B, son colineales, y aplicando

—1. (4.18)
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Figura 4.20: El triangulo AKLM.

el teorema de Menelao

I,:AE (Lo MB (4.19)
L OM BK

Cuando 7, = A,B,, por construccion, los puntos £, N
KL=B,,7,;yNLM = A, y?,n MK = P son colineales,
de donde

KB, LA
2 =0 MP_ (4.20)
B,L AM PK

Por construccion, si 75 = A, B;, esta recta corta los lados
del tridngulo /AAK LM de la siguiente forma N KL =R,

174



Teoremas de Configuracion

£xNLM =By y?“;Nn MK = A,, y como consecuencia del
teorema de Menelao

LB, MA
KR =5 2% @4.21)
RL B,M AK

Finalmente, larecta 7’ corta los lados del triangulo /A K LM
enlos puntos ’'NKL = B,,¢'NLM = By’ nMK = B,
y aplicando una vez mas el teorema de Menelao

KB, LB; MB, _
= - — . =—1. (4.22)
B,L B;:M BK
Multiplicando las ecuaciones (4.19), (4.20) y (4.21), con
los reciprocos de las ecuaciones (4.18) y (4.22) se obtiene

o (A3L AM AZK)_(KA3 Lo _MB,)
KA, LA, MA,) \A,L OM BK
KB, LA, MP\ /KR LB, MA,
(BZL'AIM' PK) (RL'B3M ' AZK)
B,L B,M BK
(KBZ' LB, MBI)'

Que, simplificando

_ KR LO MP

T RLOM PK’
Como consecuencia del teorema de Menelao (4.1.1), pag.
144, los puntos P, Q y R son colineales. Q.E.D.
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4.5. Las bisectrices de un triangulo

Proposicion 4.5.1:

Un punto P esta en la bisectriz interna de un angulo
si, y sOlo si, P equidista de los lados del angulo.

Demostracion: Sea P un punto de la bisectriz interna del
angulo ZCAB.

Denotese por Z y Y los pies de las perpendiculares por P
sobre las rectas AB y C A respectivamente, como se muestra
en la figura (4.21).

g )

Figura 4.21: Caracterizacion de los puntos en la
bisectriz.

Los triangulos AANAZ Py /\AY P tienen el lado AP en
comun y dos angulos iguales, por el criterio de congruencia
ALA, los triangulos /AAAZP y /\AY P son congruentes Y,
en particular, PZ = PY.
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Reciprocamente, supongase que P es un punto en la re-
gion limitada por el angulo ZC AB tal que si Z y Y denotan
los pies de las perpendiculares por P sobre ABy C A respec-
tivamente, entonces PZ = PY.

Construyase la recta A P, entonces los triangulos rectan-
gulos AAPY y /AAPZ tienen dos pares de lados iguales
PZ = PY y AP = AP por ser lado comtn.

Como los triangulos son rectangulos, como consecuencia
del teorema de Pitagoras, el otro par de catetos son iguales,
y como consecuencia del criterio de congruencia LLL, los
triangulos /AAAPY y /A APZ son congruentes.

Dedonde, zPAZ = ZPAY, es decir, P esta en la bisec-
triz interna del angulo zC AB. Q.E.D.

A continuacion, aplicando el teorema de Ceva, se proce-
dera a demostrar que las bisectrices interiores de un triangulo
dado concurren.

Teorema 4.5.1:

En todo triangulo, sus bisectrices interiores son con-
currentes.

Hipétesis: Dado un tridngulo AAABC, sean AL, BM y
C N las bisectrices interiores de los angulos ZBAC, ZCBA
y ZACB,con L € BC, M € CAy N € AB, como se
muestra en la figura (4.22).

Tesis: AL, BM y CN son concurrentes, o bien, usando
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Figura 4.22: El teorema de la bisectriz.

la forma trigonométrica del teorema de Ceva:
sen ACN senBAL senCBM _
sesn NCB sen LAC sen M BA

Demostracion: Como AL es la bisectriz del angulo £BAC,
entonces ZBAL = £LAC, en particular

l.

sen£ZBAL =senzZLAC.
De manera analoga se obtiene
senZCBM =senzZM BAy sen ZANC =sen ZNCB.

Luego entonces

sen ACN senBAL senCBM _ 1

sen NCB sen LAC sen MBA
Como consecuencia de la forma trigonométrica del teorema
de Ceva, las bisectrices de un triangulo concurren en un pun-

to. Q.E.D.
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Definicion 4.5.1:

El incentro de un triangulo es el punto en el que con-
curren las bisectrices interiores del triangulo.

B i C

Figura 4.23: El incentro y la circunferencia inscrita.

Ya que los puntos en la bisectriz de un angulo equidistan
de los lados del dangulo, como se demostro en la proposicion
(4.5.1), pag. 176, el incentro, que suele denotarse con la letra
I, equidista de los tres lados del triangulo y, por ende, es el
centro del circulo inscrito en el triangulo dado, ain mas, la
circunferencia inscrita es tangente a los tres lados del triangu-
lo, como se muestra en la figura (4.23), el radio de la circun-
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ferencia inscrita se denomina el inradio, y se suele denotar
con la letra r.

En el caso particular en que el triangulo sea rectangulo, el
teorema de Poncelet permite calcular el inradio en términos
de los lados del triangulo dado, esto es:

Teorema 4.5.2: de Poncelet.

En un triangulo rectangulo, la suma de los catetos es
igual a la hipotenusa mas el doble del inradio.

a

Figurad4.24: a+b=c +2r.

Hipétesis: Dado un tridngulo rectangulo /\ A BC con an-
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gulo recto ZAC B, lados de longitudes a = BC, b = CA,
¢ = AB, e inradio r. Si1 I denota el incentro, sean D, E, F
las proyecciones perpendiculares de I sobre los lados BC,
CA y AB respectivamente.

Tesis:a+ b =c+2r.
Demostracion: Como el incentro es el punto en donde con-
curren las bisectrices, en particular, se tienen los tridngulos
rectangulos ANAFI = AAEI, ABDI = /\BF1 yel cua-
drado [JDCEI de lado r

Luego entonces BD = BF y FA = EA, de donde BA =
BF+ FA=BD+ EA.

Por lo tanto

c+2r = BA+2r
= (BD+ DA)+2r
= (BD+r)+(r+ EA)
(BD+ DC)+ (CE+ EA)
= BC+CA=a+b

Q.E.D.
No solamente la circunferencia inscrita es tangente a los
tres lados del triangulo, hay otras tres circunferencias que tie-
nen esta propiedad y cuyos centros, denominados excentros,
son los puntos de interseccion de la bisectriz de un angulo in-
terior y las bisectrices de los angulos exteriores de los otros
dos vértices del triangulo. Estas circunferencias se denomi-
nan circunferencias excritas.
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Proposicion 4.5.2:

Dado un tridngulo /A ABC, la bisectriz interna de un
angulo y dos bisectrices externas de los otros dos an-
gulos concurren.

Demostracion: Sea AL una bisectriz interna, BM y CN
las bisectrices externas de los otros dos angulos.

Se aplicara el teorema de Ceva para demostrar que las rec-
tas AL, BM y CN son concurrentes. Véase la figura (4.25).

M

A B

Figura 4.25: Representacion de la proposicion

(4.5.2).

Por el teorema de la bisectriz (1.4.1), pag. 19, la bisectriz
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interna A L divide al lado opuesto BC, y
BL AB
LC ~ CA’
Ademas, por el teorema (1.4.2), pag. 21, la bisectriz ex-
terna BM divide al lado opuesto C A, y es tal que
cM __BC
MA  AB’
Igualmente, la bisectriz externa C N divide al lado opues-
to AB ,y es tal que satisface
AN _ ca
NB  BC
Multiplicando miembro a miembro las tres ecuaciones
anteriores se tiene:

ﬁ.ﬂ.ﬂ_ﬂ(_ﬂ)(_ﬂ)_l
LC MA NB CA\ AB BC/)
Como consecuencia del teorema de Ceva, la bisectriz in-
terna AL y las bisectrices externas BM y C N concurren en
un punto. Q.E.D.
Dado que un triangulo tiene tres vértices, se puede con-
cluir lo siguiente:

Corolario 4.5.1:

Dado un tridngulo /A ABC, existen cuatro circunfe-
rencias tangentes a las rectas que determinan los lados
del triangulo.
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Figura 4.26: Cuatro circunferencias tangentes al
/A\ABC.

Cabe notar que, en cada lado del tridngulo /\ ABC hay
cuatro puntos de tangencia, uno por cada circunferencia vy,
por supuesto, cabe preguntarse:

(Hay alguna relacion entre los puntos de tangencia?

(. Qué relaciones hay entre los radios de las circunferen-
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cias excritas y la circunferencia inscrita?
(Hay alguna relacion entre los excentros y el incentro?

Teorema 4.5.3:

El punto medio de un lado de un tridangulo es también
el punto medio del segmento determinado por los pun-
tos de contacto de dicho lado con la circunferencia ins-
crita y la correspondiente excrita.

Hipétesis Dado un triangulo /\ A BC, sean M, Mg, M.
los puntos medios de BC, CA y A B respectivamente, [ es el
incentro del tridngulo, E, el excentro del triangulo que esta
en la bisectriz interna del dngulo ZBAC. Dendtese, ademas
C, alacircunferencia inscritay C alacircunferencia excrita
con centro E,.

SeanZ = C;NABy Z, =Cy NAB,Y =C,NACYY, =
Cp,NAC, X =C;nBCy X, = Cg, N BC los puntos donde
lasrectas AB, AC y BC cortan a las circunferencias inscrita y
excrita respectivamente, como se muestra en la figura (4.27):

Tesis: M , es el punto medio del segmento X X,.

Demostracion: Como AB y AC son tangentes a Cg, en Z,
y Y, respectivamente, entonces AZ, = AY,.

Anilogamente AB y BC son tangentes a CE,, enZ, yX,,
asi BZ, = BX,.

Finalmente, CX, = CY,, pues BC y AC son tangentes a
Cg, en los puntos X, y Y, respectivamente.

De manera analoga, al estudiar las relaciones entre los
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Figura 4.27: Una relacion entre las circunferencias
inscritas y excritas.

puntos de tangencia de la circunferencia inscrita C; con los
lados del triangulo se tiene que, AZ = AY, BZ = BX y
CX =CY.

Consecuentemente

AB+BX, = AB+BZ =AZ =Y,A
= Y,C+CA=X,C+CA.

Ya que el semiperimetro s del tridngulo /A A BC es la mi-
tad del perimetro, entonces
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2s = AB+BC+CA
= (AB+ BX )+ (X,C+CA)
= 2(AB+ BX,)=2X,C+ CA).
De donde,

BX, =s— AB. (4.23)

De manera analoga

AB+XC = (AZ+ZB)+ XC
= (AZ+BX)+ XC
= YA+ BX+CY =CA+ BX,

pero(AB+ XC)+(CA+ BX)=AB+ BC+CA =2s,de
donde AB + XC = s, por tanto

XC=s— AB. (4.24)

De las ecuaciones (4.23) y (4.24) BX, =s— AB = XC,
de donde

BX =BX,-XX,=XC-XX, =X,C.

Porende, M , también es punto medio del segmento X X, .

Q.E.D.
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Proposicion 4.5.3:

El area de un triangulo es igual al producto del semi-
perimetro y el radio del circulo inscrito.

El area del triangulo también es igual al producto del
semiperimetro disminuido en un lado y el radio del ex-
circulo correspondiente.

.

J

Demostracion: Siguiendo con la notacion del teorema ante-

rior (4.5.1), pag. 185, sean r el radio de C;, r,, rg y ro los

radios de las circunferencias excritas C , Cp y Cp  respec-
A B C

tivamente.

Como el drea de un triangulo es la mitad del producto de

la base por la altura,

area /\ IBC = Tr,
area /\ ICA = C—;r,
area /\ IAB = A:?—Br.

Y ya que el todo es la suma de las partes, entonces

area /\ ABC = darea /\IBC +area /\ ICA

+area /\ IAB

BC+CA+ABr
2
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Para la segunda parte, observe que

BC

area /\ E,BC = Trm
area AEACA = %"m
area AEAAB = %rm
de donde
area /\ ABC = (area /\ E,CA+érea /\ E,AB)
—area /\ E,BC
CA+ AB)— BC
= ( 2) ry,=1(s—BCO)r,.
Analogamente,

darea /\ ABC=(s—CA)ry=(s— AB)rc.
Q.E.D.

Corolario 4.5.2:

Dado un triangulo, entonces el reciproco de su inradio
es igual a la suma de los reciprocos de sus exradios.

Demostracion: Con la notacion de la proposicion anterior
(4.5.3), pag. 188, si A = 4rea del tridngulo /\ A BC, entonces
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' s — BC s—CA s—AB
1,1, 1 6-BO 6=CA) (5-AB)
', rg TI¢ A A A

_ %((s—BC)+(s—CA)+(s—AB))
_ s_1
A r

4.6. Medianas de un triangulo

Teorema 4.6.1:

Las medianas de un triangulo concurren.

B M, C

Figura 4.28: Las medianas son concurrentes.

Hipétesis: Dado un triangulo /A ABC, sean AM ,, BM,
y CM . sus medianas.
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Tesis: AM ,, BM 5 y C M - son concurrentes, o bien, apli-
cando el teorema de Ceva:
AM. BM, CM, ,
M.B M,C M A
Demostracion: Como M. es punto medio de A B, entonces
AM . = M B, de manera andloga BM, =M, CyCM, =
MgA.
Por lo tanto

AM - BM , -CMB _1

M-B M,C MzA
Como consecuencia del teorema de Ceva, las medianas
son concurrentes. Q.E.D.

Definicion 4.6.1:

El baricentro de un triangulo es el punto en el que
concurren las medianas , y suele denotarse con la letra

G.

En una lamina triangular de densidad uniforme, el centro
de masas coincide con el baricentro, por esta razon al bari-
centro también se le conoce como centroide, o centro de
gravedad.

Proposicion 4.6.1:

El baricentro divide cada mediana del triangulo en re-
lacion 2 : 1.
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Demostracion: Si AM , y BM ; son medianas del triangulo
/\ABC, en particular M , es el punto medio del segmento
BC, por el teorema generalizado de la bisectriz (1.4.2), pag.
21 se obtiene:

BM, AB-senZBAM,

| = = )
M, C CA-sensM ,AC

De donde
CA _ senZBAM,  sen £BAG
AB  senzM ,AC senzZGAM,

Aplicando ahora el teorema generalizado de la bisectriz
al tridngulo /A ABM j se tiene que

BG AB-sen«ZBAG
GM,  MyA-senZGAM,
_ ABCA
~ MyAAB

= 2.

Luego entonces, el baricentro divide cada mediana en razén
21 Q.E.D.

Como consecuencia de la proposicion (4.6.1), pag. 192,
el baricentro GG es un punto de triseccion de cada una de las
medianas del tridngulo, en particular, AG = 2GM ,, BG =
2GMzy CG =2GM,..
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Proposicion 4.6.2:

El segmento que une los puntos medios de dos lados
de un tridangulo es paralelo al tercer lado y de longitud
igual a la mitad de tal lado.

Demostracion: Dado un tridngulo AAABC, si M,, My
M . denotan los puntos medios de los segmentos BC, CA'y
AB respectivamente, tracese el segmento Mz M, entonces

AM, AM_,

= = 1.
M,C  M_.B

Por el reciproco del primer teorema de Thales, la recta
MM g es paralela a la recta BC.

Por el punto M, se traza la recta M , P paralela a la rec-
ta AB, formandose el triangulo AMBPC, véase la figura
(4.29).

Los triangulos, AAMCMB y AMBPC, satisfacen que
LM AMy = 2PMgC, ZAMgM = ZM,CPy AM, =
MgC.

Por el teorema de congruencia de triangulos ALA, se con-
cluye que

AAM M, =AM PC

Por ser lados homologos de triangulos iguales se obtiene
MgM.=CP,

Ya que My;M y BP son los lados opuestos del parale-
logramo .M zM - BP, en particular M;M . = PB.
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~e

Figura4.29: M M, || BCy2M .M, = BC.

De donde CP = My;M, = PB,peroCP + PB =CB
esdecir, P=M,y2M ;M. = BC. Q.E.D.

Definicion 4.6.2:

El triangulo medial de un tridangulo dado es el que
tiene sus vértices en los puntos medios de los lados
del triangulo dado.

4.7. Las alturas de un triangulo

Teorema 4.7.1:

Las alturas de un tridngulo concurren.
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(s
O

Figura 4.30: Las alturas concurren.

Hipotesis: Sean AP,, BP, y C P, las alturas del tridngu-
lo /AAABC con P, € BC, P, € ACy P. € AB respectiva-
mente.

Tesis: AP,, BPyy CP. son concurrentes, o bien, usando
el teorema de Ceva:

AP. BP, CPy _
P.B P,C P,A

Demostracion: Como BP, L ACy CP. L AB, los tridn-
gulos AAAP;By /\AP.C son tridngulos rectangulos, y ya
que tienen en comin el dngulo ZBAP, = £P.AC, estos

195



Teoremas de Configuracion

triangulos son semejantes. En particular

Afc _cCA
P,A~ AB

(4.25)

De manera similar se obtiene AABPA ~ /\BC P, asi

BP, _ AB

P.B  BC’

(4.26)

Considérese ahora los tridangulos rectangulos /A BP,C y
/\ACP,, como los dngulos £BC P, y £P,CA son opues-
tos por el vértice, entonces ZBC Py = «P,CA, por tanto
ABP,C ~ A\ACP,.

En particular zZP, BC = ZCAP, y

CPy _ E
P.C CA

Como consecuencia de las ecuaciones (4.25),(4.26) y (4.27)

se obtiene

(4.27)

AP. BP, CP, _ AP. BP, CP,

P.B P,C PsA  Pw,A P.B P,C
_ CA AB BC
~ AB BC CA

= L

Como consecuencia del teorema de Ceva, las alturas AP,
BPy y CP. concurren en un punto H. Q.E.D.
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Definicion 4.7.1:

El ortocentro de un triangulo es el punto H donde
concurren las tres alturas del triangulo.

El triangulo ortico es el que tiene como vértices los
pies de las tres alturas del triangulo.

Figura 4.31: Ortocentro y triangulo oOrtico.

En lafigura (4.31) se muestra el triangulo ortico /\ P, Py P,
asociado al triangulo A ABC.
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Proposicion 4.7.1:

Las alturas de un triangulo son las bisectrices, internas
0 externas, de su tridngulo Ortico y reciprocamente.

Demostracion: Con la notacion de la demostracion del teo-
rema (4.7.1), pag. 194, los triangulos AABRl y AABPB
son triangulos rectangulos, por ende, los puntos P, y Py per-
tenecen a la circunferencia de diametro AB.

Luego entonces, el cuadrilitero M ABP, P, es ciclico,
con diagonales APy y BP,, véase la figura (4.32).

Como en los cuadrilateros ciclicos convexos el angulo
formado por un lado y la diagonal es igual al angulo forma-
do por el lado opuesto y la otra diagonal, por los teoremas
(2.3.1) y (2.3.6), paginas 61 y 75, se deduce que

@ = ZBP,Py=2£BAP,, (4.28)
p = 4P,PyA=2P,BA, (4.29)
y = LPBAPA = APBBPA. (4.30)

De manera anidloga se demuestra que los cuadrilateros
ABP,CP.y \AP.CP,sonciclicos, véase la figura (4.33)

Como el cuadrilatero A BP,C P, es ciclico, consecuen-
cia de los teoremas (2.3.1) y (2.3.6), paginas 61 y 75, se ob-
tiene
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Figura 4.32: El cuadrilatero M AB Py P, es ciclico.

def.2 def.z
p = 2P,BA =" 2CBP. =" 2CP,P., (431)

y = 2P,BP,"“L* ,p,BC = 2P,P.C. (4.32)
De las ecuaciones (4.29) y (4.31), y el hecho que P,, Cy
A sean colineales, se deduce que f = 2P, PyA = ZAPg P,
es decir, Py A es la bisectriz del angulo 2P, Pg P..
Y finalmente, como el cuadrilatero A P.CP, es cicli-
o, se sigue que

199



Teoremas de Configuracion

Figura 4.33: Los cuadrilateros ABP,CP.y
M\AP,CP, son ciclicos.

def.
« = 2BAP,"L°/P.AC=.,P.P,B,
def.
y = 2P,AP,"L* zp AC=2P.P.C.
Como consecuencia de las ecuaciones (4.28) y (4.33) se
obtiene que @ = 2P, P,B = £ZBP, P, es decir, BP, es la
bisectriz del angulo 2P, P, P,..
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Finalmente las ecuaciones (4.30), (4.33) y (4.32) impli-
can que y = £PyP.C = 2CP.P,, por lo que la recta P.C
biseca el dngulo 2P, P P,, es decir, las alturas de un tridngu-
lo son las bisectrices, internas o externas, del triangulo ortico.

El andlisis que aqui se presenta se basa en la figura (4.34),
el triangulo /\ A BC es obtusangulo, y las alturas BP,y AP,
son bisectrices externas, y C P es bisectriz interna del tridn-
gulo ortico APAPBPC'

Puede verificarse facilmente que, en un triangulo agudo
/\ABC, las tres alturas son bisectrices internas del tridngulo
ortico /AP, Py Pc.

En la figura (4.34) se muestran los tres cuadrilateros ci-
clicos, y las circunferencias asociadas.

Como todos los pasos de la demostracion son reversibles,
las bisectrices del triAngulo ortico son las alturas del triangulo
dado y reciprocamente. Q.E.D.

Asi, en los cuadriléteros ciclicos NABPy Py, (ABPyC P
y MAP.CP,, como cada par de lados opuestos es antipara-
lelo con respecto al otro par, se obtienen las siguientes rela-
ciones:

{AB, PgP,} 11 {AP,, BPg},
{P.C,AP,} 1l {CP, P-A}y
{BPy,CP.} 1l {CPg P-B}.
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Figura 4.34: Las alturas del triangulo son bisectrices,
interiores o exteriores, del triangulo ortico.

4.8. Las mediatrices de un triangulo

Definicion 4.8.1:
La mediatriz de un segmento es aquella recta que pasa
por el punto medio del segmento y es perpendicular a

este.
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Proposicion 4.8.1:

Un punto P estd en la mediatriz de un segmento cuan-
do, y solamente cuando, P equidista de los extremos
del segmento.

Demostracion: Sean P un punto de la mediatriz del segmen-
to AB,y M el punto medio del segmento AB.

Si P = M, por definicion de punto medio AP = AM =
M B = PB, por lo que se cumple la propiedad deseada.

Supongase ahora que P # M y considere los triangulos
rectangulos AAPAM y A\APBM.

Estos triangulos, por definicion de mediatriz, satisfacen
AM = M B, zPM A = 1 angulo recto = ZBM P, ademas
el lado PM es comun.

Por el criterio de congruencia LAL, los tridngulos /A PAM
y /A PBM son congruentes, de donde, PA = PB.

Reciprocamente, supongase que P es un punto tal que
PA = PB.

Sea M’ el pie de la perpendicular por P sobre el seg-
mento AB. Entonces los triangulos rectiangulos /\APAM’
y /AAPBM/' satisfacen PA = PB, PM’ es lado com(n y
AB 1 PM’'.

Como consecuencia del teorema de Pitagoras, los trian-
gulos AAPAM’y /A PBM’ son congruentes, de donde, AM' =
M'B.

Asi, M’ es el punto medio del segmento A B, por lo tanto,
el punto P estd en la mediatriz del segmento AB.  Q.E.D.
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Teorema 4.8.1:

Las mediatrices de un triangulo son concurrentes.

B M, T

Figura 4.35: Las mediatrices concurren.

Hipétesis: Dado un tridngulo /A ABC, si M, Mgy M,
denotan los puntos medios de los lados BC, AC y AB res-
pectivamente. Denoétese m , m, y m_ a las mediatrices de los
segmentos BC, AC y A B respectivamente.

Tesis: Las rectas m,, m, y m, concurren en un punto O.

Notese que, en general, no puede aplicarse el teorema
de Ceva a las rectas m,, m, y m_ con respecto al triangu-
lo AAABC, pues dichas rectas no son cevianas del tridngulo
/\ABC.
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Demostracion: Considérese el triangulo medial A M M, M,
asociado al triangulo A ABC.

Por hipotesis M, € m,, m, L BCy BC || MzM_, por
lo tanto m, L MzM_. De lo anterior se concluye m, es la
altura por M , del triangulo AM M ;M.

De manera analoga se tiene que m, y m, son las alturas
por M, y M. del tridngulo /A ABC, en otras palabras, las
mediatrices del tridngulo /\ A BC son las alturas del tridingu-

lo AM AMM ..
Como consecuencia del teorema (4.7.1), pag. 194, las rec-
tas m,, m, y m. concurren en un punto O. Q.E.D.

Corolario 4.8.1:

Las mediatrices de un triangulo son las alturas de su
triangulo medial, en particular, el ortocentro del trian-
gulo medial H A s a4, coincide con el circuncentro
del triangulo dado O A 4pc-

Dado que la mediatriz de un segmento es el lugar geo-
métrico de los puntos que equidistan de los extremos de un
segmento, y que las mediatrices de los lados de un triangulo
se cortan en un punto comun, dicho punto es el centro de la
unica circunferencia a la que pertenecen los tres vértices del
triangulo, esta circunferencia es la circunferencia circunscri-
ta al triangulo dado.
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Figura 4.36: El punto O es el circuncentro del
/\ABC y es el ortocentro del tridngulo medial
AM M M,.

Definicion 4.8.2:

El circuncentro de un triangulo es el punto en el que
se cortan las tres mediatrices del triangulo. El circun-
centro de un triangulo suele denotarse con la letra O.

El radio de la circunferencia circunscrita se denomina cir-
cunradio, y puede calcularse como la distancia del circuncen-

206



Teoremas de Configuracion

tro a cualquiera de los vértices del triangulo.
El circuncentro de un triangulo puede ser interior o exte-
rior al mismo, dependiendo de su clasificacion por angulos.

Corolario 4.8.2:

Dado un tridngulo /A ABC, la circunferencia con cen-
tro en O y que pasa por el vértice A es la circunferencia
circunscrita del triangulo dado.

El radio de la circunferencia circunscrita se denomina el
circunradio, y suele denotarse con la letra R. A la circun-
ferencia circunscrita también se le denomina circuncircunfe-
rencia.

Corolario 4.8.3:

Tres puntos distintos no colineales son conciclicos.

En la proposicion (4.5.3), pag. 188, se da una relacion
entre el inradio y el area del triangulo, la siguiente proposi-
cion determina una relacion entre el area del triangulo y el
circunradio.

Proposicion 4.8.2:

El drea de un triangulo es igual al producto de sus lados
sobre cuatro veces su circunradio.
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Demostracién: Supongamos que /\ABC es un triangulo
denotese por O su circuncentro, C,, su circunferencia circuns-
crita, a = BC, b= CAyc = AB; P. es la proyeccion del
punto C sobre la recta AB vy, finalmente, sea C’ el punto si-
métrico de C con respecto al punto O.

Supongase que el angulo ZAC B es mayor o igual que los
otros dngulos, asi P, pertenecerd al segmento AB.

Tomese el segmento AB como base, y el P.C como al-
tura, entonces

drea /\ ABC = %PCC.

Figura 4.37: A\ AC'C ~ /AP.BC.

Como CC' es un diametro, entonces 2C'AC = 1 recto,
y como P, es la proyeccion del punto C sobre el segmento
AB, también £BP.C = 1 recto.
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Por otra parte, ZCC’ A = 2C BA, pues subtienden el mis-
mo arco, a saber el arco C A, por hipdtesis, P es un punto en
el segmento AB, de donde ZCBA = ZCBP,.

Consecuentemente, los triangulos /AAAC'C y APCBC
son semejantes, véase la figura (4.37), y sus lados correspon-
dientes son proporcionales, de donde,

C'C _ BC
CA CP.’

Ya que C’'C es didmetro de la circunferencia circunscrita,
entonces C'C = 2R, ademas CA = by BC = a de donde

BC-CA _ ab
C'C 2R
a_b) _ abe
2R/ 2R’
Si el tridngulo AAABC es un tridngulo rectiangulo con
angulo recto en el vértice C, entonces

area (/\ABC) = %b.
Por otra parte, se sabe que el centro O de la circunferencia
circunscrita es el punto medio del segmento AB, y el circun-
radio estd dado por R = ¢/2, de donde

cP. =

Por lo tanto, drea /A\ABC = ¢ (

abc abc ab
— = = — = drea ABC.
4R 4c/2 2 A

Por lo tanto, el drea de un triangulo es igual al producto
de sus lados sobre cuatro veces su circunradio. Q.E.D.

209



Teoremas de Configuracion

4.9. Ejercicios

I.

Demuestre que, los seis centros de similitud de tres cir-
cunferencias, tomadas por parejas, estan por tercias en
cuatro lineas rectas.

Demuestre que las seis bisectrices de los angulos ex-
teriores e interiores de un triangulo, pasan por tercias
por cuatro puntos.

Con la notacion de la demostracion del teorema de Ce-
va (4.1.4) pag. 155, demuestre que

oL + oM + ON l
AL BM CN

Si los puntos C y D dividen interna y externamente el
segmento A B enrazon p : g, demuestre que los puntos
B, A dividen el segmento DC interna y externamente

enrazon (p+q) : (p — q).

Si la circunferencia inscrita C,, del tridngulo /\ABC,
es tangente a los lados BC, CA y AB en los puntos
I,, I, e I, entonces las rectas Al,, BlIzy Cl son
concurrentes. El punto de concurrencia se denomina el
punto de Gergonne de tridngulo A ABC.

Dado un tridngulo /\ABC, construya externamente
sobre ABy AC los cuadrados (JABDE y[JACFG y
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sean O, O, los centros de los cuadrados, si M y N de-
notan los puntos medios de BC y DG respectivamente,
como se muestra en la figura adjunta, demuestre que el
cuadrilatero A M O, N O, es un cuadrado.

A}
A}
) B
A}
A}
A}
A}

0,

7. Eneltriangulo /AABC, sea D un punto en ¢l lado BC.
Suponga que la recta D E biseca el angulo £A DC, con
E un punto en la recta AC . Trace la recta D F perpen-
dicular a la DE, con F en larecta A B. Demuestre que
las rectas AD, BE y C Fson concurrentes.

8. Dado un triangulo acutdngulo /A ABC, si AD es la bi-
sectriz interna del angulo £BAC, BE es una mediana
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10.

1.

y CF es una altura. Demuestre que AD, BE y CF son
concurrentes si y solo si F' se encuentra en la bisectriz
perpendicular de AD.

Si P, O y R son puntos en los lados BC, CAy AB
del triangulo /A ABC, de tal forma que AP, BOy CR
son concurrentes, y si OR, RP y PQ cortan BC, CA
y ABen P’, Q" y R respectivamente, entonces:

a) P’, Q' y R’ son colineales.

b) Las rectas AP, BQ' y CR’ son concurrentes.
Una circunferencia C pasa por los vértices By C del
triangulo /\ ABC, ademis interseca al lado AB en el

punto Py al lado AC en el punto R. Si las rectas PR
y BC se intersecan en Q, demuestre que

OC _RC- AC
OB PB-AB’

En un cuadrilatero [\ ABC D, las rectas que determi-
nan lados opuestos A B y C D se intersecan en P, mien-
tras que las rectas que determinan los lados opuestos
ADy BC se intersecan en Q. Suponga ademas que las
rectas diagonales AC y BD intersecan la recta PQ en
los puntos X y Y respectivamente. Demuestre que

PX _ _PY
X0 YO
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12.

13.

14.

I5.

Dado un triangulo /\ A BC con baricentro G, si se traza
una linea recta por el punto G de manera que corte los
lados ABy AC en los puntos M y N respectivamente,
demuestre que

AM - NC+ AN -MB =AM - AN.

Dado un triangulo /AAABC, E y F puntos sobre los
lados ABy AC respectivamente. Suponga que la recta
mediana AM interseca a la recta EF en el punto Q.
Demuestre que

OE _ Ac

OF  AB’

Dado el triangulo /A ABC, supongaque L, M y N son
puntos en las rectas determinadas por los lados BC,
CA y AB respectivamente. Si las lineas rectas AL,
BM y CN concurren en el punto P, exprese la ra-

. AP L
zOn I en términos de los segmentos formados por

las rectas concurrentes sobre los lados del triangulo
/\ABC.

Dados un tridngulo AAABC y una circunferencia C,
tangente al lado BC en su punto medio M, suponga
que C interseca a los lados AB y AC en los puntos R,
R’ y S, S’ respectivamente. Si las rectas RS y RS’
intersecan a la recta BC en los puntos Py P’ respec-
tivamente, demuestre que BP - BP' =CP -CP'.
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16.

17.

I8.

19.

Considere un cuadrado [JA BC D y prolonguese el lado
A B hasta un punto P en formatal que BP = 2AB. Sea
M el punto medio del segmento DC. La recta BM
interseca a la recta AC en el punto Q y la recta PQ
interseca la recta BC en el punto R, aplique el teorema

de Menelao para determinar el valor RE"

Dado un tridngulo /A ABC, considere las rectas tan-
gentes?,,tg Yyt asu circunferencia circunscrita en los
vértices A, By C respectivamente. Supongase ademas
que 7, interseca BC en el punto P, 7 interseca AC en
el punto Q y t- interseca A B en el punto R. Demuestre
que los puntos P, Q y R son colineales.

Dado el tridngulo /AABC, sea CD el segmento per-
pendicular a AB, con D un punto en la recta AB, y
considere un punto P en el interior del segmento DC,
suponga ademas que las rectas AP y C B se intersecan
en el punto Q, mientras que las rectas BP y AC se in-
tersecan en el punto R, aplique el teorema de Ceva para
demostrar que, en medida, ZRDC = 2QDC.

Enel tridngulo /A A BC denote por F, E'y D los pies de
las alturas por los vértices A, B y C respectivamente.
Cuando se extienden los lados del tridngulo AFED,
las rectas EF, DF y DE intersecan a las rectas AB,
AC y BC en los puntos M, N y L respectivamente.
Demuestre que M, N y L son puntos colineales.

214



Teoremas de Configuracion

20.

21.

22.

Dado un triangulo /\ ABC, suponga que una recta pa-
ralela a BC interseca a los lados ABy AC en los pun-
tos B’ y C’ respectivamente. Demuestre que las rec-
tas BC', B'C y la recta mediana por A del tridngulo
/\ABC concurren en un punto.

Dado un triangulo /\ ABC, dibuje tridngulos equilate-
ros externos a los lados del triangulo AABF, /AABCD
y AACE. Demuestre que las rectas AD, BE y CF
son concurrentes.

Dado un triangulo agudo /\ABC, suponga que AD
es la bisectriz interna del angulo ZBAC; BE es una
mediana y CF es una altura. Demuestre que las rectas
AD, BE y CF concurren en un punto P cuando, y
solamente cuando, el punto F esta en la mediatriz G H
del segmento AD.
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El triangulo

5.1. Introduccion

En este capitulo se estudiaran algunos de los teoremas
que muestran las relaciones que existen entre los puntos y las
rectas notables del triangulo.

En particular, se estudiara el teorema de Carnot, que pro-
porciona una relacion entre las longitudes de las proyecciones
del circuncentro sobre los lados de un triangulo con el inra-
dio y el circunradio del triangulo dado, el teorema de la recta
de Euler que afirma que el ortocentro, el baricentro y circun-
centro son colineales, el teorema de la circunferencia de los
nueve puntos y basicamente se presentara la demostracion de
Feuerbach del teorema de las tangencias de Feuerbach.
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5.2. El teorema de Carnot

Carnot en su obra [Ca, §lI, cita 137, pg.167-168] enun-
cia y demuestra, para triangulos acutangulos, el teorema que
actualmente se conoce como el teorema de Carnot, el cual
se generaliza para cualquier triangulo, y cuyo enunciado se
presenta a continuacion:

Teorema 5.2.1: de Carnot.

La suma de las distancias desde el circuncentro de un
triangulo a sus lados es igual a la suma de los radios
de las circunferencias circunscrita e inscrita del trian-
gulo, tomando con signo negativo la distancia al lado
opuesto al angulo obtuso, si lo tiene.

Figura5.1: OM, +OM,+OM_ = R +r.
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Hipétesis: Dado un tridngulo /\ABC, como el circun-
centro es la interseccion de las mediatrices, entonces M ,,
Mgy M son las proyecciones de su circuncentro O sobre
los lados BC, CA y A B respectivamente.

Para simplificar la notacion, denotaremos las longitudes
de los lados del tridngulo AAABC comoa= BC,b=CAy
¢ = AB, mientras que R es el circunradio y r es el inradio.

Tesis: OM , +OM,+OM_ . =r+ R.

Aqui, el signo de la distancia es negativo si el segmento
OX estid completamente fuera del tridngulo A ABC, y esto
sucede cuando el punto X esta en la recta opuesta al angulo
obtuso.

Por esta razon, la demostracion se dividira en tres casos:
el tridangulo es acutangulo, rectangulo u obtusangulo.
Demostracion: Si el triangulo /A ABC es acutingulo, los
cuadrilateros ANAM-OM 5, AM ,OM ,C y AM-BM ,0O
tienen angulos opuestos suplementarios, como consecuencia
del teorema (2.3.4), pag. 71, ellos son ciclicos convexos, co-
mo se muestra en la figura (5.2).

Como el cuadrilatero M AM-OM , es ciclico convexo,
como consecuencia del teorema de Ptolomeo (2.4.1), pag.
81, el producto de las diagonales es igual a la suma de los
productos de los lados opuestos, por ende,

Como M ,, Mz y M son los puntos medios de BC, CA
y A B, como consecuencia del reciproco del primer teorema
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Figura 5.2: ANAM .OMz, DNOM-BM , y
M zOM ,C son ciclicos convexos.

de Thales, M;M || BCy MM, = g, véase la demostra-
cion de la proposicion (4.6.2), pag. 193, asi MyM - AO =

%-Rz%,mientrasque MyA-OM .+ AM.-OM, =
gOMC+%OMB de donde

aR b c a a

X _(20m,.+ oM, +20Mm )——OM ,

2 (2 c T 30Mp+30Ma)=30Ma

o equivalentemente

aR=(bOM +cOMyz+aOM,)—-aOM,. 5.1

219



Triangulo

Andlogamente, del cuadrilétero ciclico convexo AOM-BM ,
se deduce que

bR=(@aOM.+cOM,+bOMy) —bOM,. (52

Y, del cuadrilatero ciclico convexo ACM z;OM , se ob-
tiene

cR=@OMz+bOM, +cOM.)—cOM,. (5.3)

Sumando las ecuaciones (5.1), (5.2) y (5.3) se obtiene

(a+b+c)R = (bOMy+cOMyz+aOM,)—aOM,
+(@OMy+cOM +bOMy)—bOM,
+(@OMz+bOM +cOMs)—cOM,

= (b+a+c)OM-+(c+b+a)OMy
+a+c+b)OM,
—|[aOM, +bOMy+cOM_|.

Si s denota el semiperimetro del tridngulo AABC, la
ecuacion anterior implica que

2sR = 2s(OM,+OMyz+OM,)
—|aOM,+bOMy+cOM_|.
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Como area /\OCA = gOMB,érca /NOAB = %OMC,

drea /\ OBC = gOMA y, ya que el todo es la suma de las
partes:

area /\ABC = area /\OC A+area /\OAB+iarea /\OBC.
Por lo tanto
2sR=25s(OM,+OMpz+ OM_)— 2area /\ ABC.

Como consecuencia de la proposicion (4.5.3), pag. 188,
se tiene

2Rs =25(OM , +OM  + OM_) — 2rs,
0 equivalentemente,
R+r=0M,+O0OMz+O0OM,.

Lo que concluye la demostracion si el triangulo es acutangu-
lo.

Si el tridangulo /A ABC es obtusangulo, con ZAC B ob-
tuso , como se muestra en la figura (5.3), se afirma que

OM,+OMy—OM.=R+r.

Procediendo de manera similar al caso anterior, se de-
duce que los cuadriliteros MOBM M., DOM ,CMy y
\OM M z A son ciclicos convexos.
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Figura 5.3: /A ABC es obtusingulo.

Como el cuadrilatero DMOBM 4, M - es ciclico convexo,

o equivalentemente, bR =cOM ,, —aOM,.
En el cuadrilatero ciclico convexo MOM ,C M g se tiene

OC-M,Mz=0M,-CMz+ M,C-OM,,
esdecir,c R=bOM, +aOMy.
Finalmente, procediendo de manera analoga con el cua-

drilétero ciclico convexo MOM M zA,
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as,aR=cOMz —bOM_,. De donde

R(b+c+a)

= (cOM,—-a.OM.+bOM,—-bOMy,)
+(bOM,+aOMz+cOM-—-cOM,)
+(cOMz—-bOM-+aOM, —aOM,)

= (c+b+a)OM,+(b+a+c)OMy—(a+c+bOM,_,
[-bOMp+cOM, —-aOM ,]

= 2s(OD+ OE - OF)
+2|—area /\ OCA + area /\ OBA — area /\ OBC]

= 2s(OM,+OM,—OM,_,)— 2éarea /\ ABC.

Por ende
2sR=2s(OM,+ OMy— OM_,) —2area /\ ABC,
y como area /\ ABC = 2sr, se tiene
2sR=25(OM , +OM,—OM_,) — 2sr.
De lo anterior se concluye
R+r=0M,+O0OMy;—-0OM,.

Finalmente, si /AABC es un tridngulo rectangulo con

£AC B = 1 recto, como consecuencia del teorema de Pitago-

. . , c

ras, el punto O es el punto medio de la hipotenusa, asi R = 3
yO=M_,,porloque OM.=0,0M, = g yOM, = g.
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Como consecuencia del teorema de Poncelet (4.5.2), pag.
180, en un triangulo rectangulo el inradio satisface

a+b=c+2r,

entonces

r+R=Lb_C+ a+b

> %: 5~ =O0M, +OMy+OMe.

Q.E.D.

Corolario 5.2.1:

La suma de las distancias desde el ortocentro de un
triangulo a sus vértices es igual a la suma de los dia-
metros de las circunferencias circunscrita e inscrita del
triangulo, tomando con signo negativo la distancia al
angulo obtuso, si lo hay.

Demostracion: Como la distancia del ortocentro a un vértice
es el doble de la distancia del circuncentro al lado opuesto y
aplicando el teorema de Carnot se sigue el resultado.

Q.E.D.

Corolario 5.2.2:

El radio de la circunferencia inscrita entre el radio de
la circunferencia circunscrita es igual a la suma de los
cosenos de los angulos disminuida en 1.
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Demostracién: Si /A ABC es acutiangulo, como se demos-
tr6 en el teorema de Carnot (5.2.1), pag. 217, el cuadrilatero
AOM-BM , es ciclico, véase la figura (5.2), y por el teore-
ma (2.3.1), pag. 61, el angulo formado por una diagonal y un
lado es igual al angulo formado por la otra diagonal y el lado
opuesto, luego entonces ZBM-M , = ZBOM ,.

Figura 5.4: R cosa = OM ,.

Pero, AC || FD y AB es una transversal, de donde
a=2BAC=242BM-M,=2BOM,.

Como /A BOM , es un triangulo rectiangulo con ZBOM , =
I recto, entonces OBcosa = Rcosa = OM ,

De manera andloga, si f = ZCBAyy = £ZACB, se
demuestra que
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Rcosff =0OE vy Rcosy = OF.
Aplicando el teorema de Carnot (5.2.1) pag. 217,

R(cosa+cosf+cosy) =0OM, +OMz+OM-=R+r.
Asi,
(cos ZBAC + cos £CBA + cos £ZACB) — 1 = %.

Si el triangulo es obtusangulo, con f = ZCBA > 1 an-
gulo recto, « = ZBAC y y = £AC B, de manera analoga a
la anterior se demuestra que

oM, OM
CosQ@ = ———y COSy =
R R

Ya que LOM-BM M, es un cuadrildtero paralelogra-
mo, se deduce facilmente que ZBFE = 7 — fi, y como
MOAM M  es un cuadrildtero ciclico ZAOM g = 7 — f,

B
de donde, cos(z — f) = , como se muestra en la figura

(5.5).
Y como — cos ff = cos(z — f#), se obtiene
. . ﬂ _ OMB
cos fi = R

Como consecuencia del teorema de Carnot para tridngu-
los obtusangulos (5.2.1), pag. 217
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Figura 5.5: Rcos f = —-OM /R.

R(cosa+cosff+cosy) =OM, —~OMgz+OM,=R+r.

Por tanto,

cosa+cosff+cosy—1= %.

Si el triangulo es rectangulo @ = ZBAC, f = ZCBA =
1 recto, y = £BCA, en particular, cos f = 0, y como el
tridangulo rectangulo /AABC es semejante a los tridngulos
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rectangulos /A A M.Oy /A\O M ,C,y ademas, ellos son con-
M

. OM,.
grucntes . 5€ obtiene cos a = T YCOsy = R .

Por lo tanto
R(cosa+cosf+cosy) =0OM,+OMz+OM-=R+r,

de donde
cosa+cosfl+cosy — 1= %.

Q.E.D.

5.3. El triangulo ortico

El triangulo ortico de un tridngulo dado satisface una se-
rie de interesantes propiedades, en esta seccion estudiaremos
algunas de ellas.

Teorema 5.3.1:

En un triangulo no rectangulo, los tres triangulos que
determinan los lados del triangulo oOrtico son semejan-
tes al triangulo original.

Hipétesis: Sean /\ ABC un tridngulo dado, P, Pyy Pe
los pies de las alturas sobre BC, CA y A B respectivamente.
Tesis: Los triangulos A\AP.Py, /\P-BP,y /\P,P,C
son semejantes al triangulo /A ABC.
Demostracién: Si el tridngulo /A A BC es acutiangulo, como
AP, 1 BCyCP. L CA,en el cuadrilitero ANP-BP,H el
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Figura 5.6:
AN\AP.P, ~ /\P.BP, ~ /\P,P,C ~ /\ABC.

angulo ZA P A B formado por el lado PzA y la diagonal BPyg
coincide con el angulo £BP.C, formado por el lado opuesto
y la otra diagonal, como consecuencia del teorema (2.3.2),
pag. 22, el cuadrilatero A\ P.BP, H es ciclico convexo, co-
mo se muestra en la figura (5.7).

Enparticular,sia = 2P P,B,f = ZzCBAyy = ZBP.P,

a=2P.HB=ZCHP,yy=/BHP, = 2P HA.

Como los puntos P, H y C son colineales, y la suma de
los angulos interiores de un triangulo es igual a dos dngulos
rectos, se sigue que

ZP.HB+ /BHP,+ /P,HC = a+y+2P,HC
= 4P.P,B+ ZBP.P,+ £P,BP,.
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Figura 5.7: AP-BP,H. \HP,CPg y
M\ AP, H P, son ciclicos convexos.

De donde «P,HC = 2P,BP. = ZCBA = f5.

Anilogamente, puede demostrarse que los cuadrilateros
A\HP,CPyy A\AP.H P son ciclicos convexos.

Como A\ H P,C Py es ciclico convexo, aplicando el teo-
rema (2.3.1), pag. 61, se tiene que

a=2LCHPy=2CPPy, yf=2P,HC = 2P, P,C.

Finalmente, como [N\ A PG Py es ciclico convexo, enton-
ces

p=LAHP.=LAPyH yy = LP;HA = LP,P.A.
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Como dos triangulos son semejantes si sus angulos co-
rrespondientes son iguales, los triangulos

AAP.P,, \P.BP,y /\ P,P,C

son semejantes al triangulo /A ABC.

-

Figura 5.8: AP BHP,, ANCP;HP, y
O\ P. Py H A son ciclicos convexos.

Si el tridngulo /A ABC es obtusangulo, con 4ngulo ob-
tuso en el vértice C, procediendo de manera similar, se de-
muestra que los cuadrilateros AP-BH P,, ANCPzHP, y
[\ PPz H A son ciclicos convexos, como se muestra en la
figura (5.8).
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Finalmente, si el triangulo /A ABC es un triangulo rec-
tangulo, con dngulo recto en el vértice C, entonces P, =
P, = H = C, por lo que el tridngulo ortico degenera al
segmento C P y, como consecuencia de los teoremas de se-
mejanza de Thales, solamente hay dos triangulos semejantes
al original, a saber,

AABC ~ AAP.C ~ /\P.BC,

como se muestra en la figura (5.9).

B C=H

Figura 5.9: ANABC ~ AAP.C ~ /\P-BC.

Como esperabamos demostrar. Q.E.D.
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Corolario 5.3.1:

Con la notacion del teorema anterior, si el triangu-
lo /AABC no es rectdngulo, entonces AABPB ~
NAP.C, NABP, ~ /\BCP.y /A\AP,C ~
A\BP,C.

Si el triangulo /AABC es rectiangulo, P, = Py =
H = C, por lo que solamente se tiene AABPB ~
AAPCC y AABP{1 ~ ABCPC.

Figura 5.10: ANABP, ~ /\AP.C.
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Proposicion 5.3.1:

En un triangulo dado, su triangulo ortico asociado sa-
tisface las siguientes propiedades:

1. El producto del circunradio R del triangulo da-
do con la suma de las longitudes de los lados
del triangulo ortico es igual al doble del area del
triangulo dado, tomando con signo negativo la
longitud del lado opuesto al angulo obtuso del
triangulo dado.

2. El area de su triangulo ortico asociado es igual
al doble producto de los cosenos de los angulos
interiores por el area del triangulo dado.

3. Elinradio p del triangulo ortico es igual al doble
producto del circunradio dado por el producto de
los cosenos de los angulos interiores del triangu-
lo dado, es decir,

p=2Rcosacosficosy.

Mientras que, el radio r, de la circunferencia cir-
cunscrita al tridngulo ortico es R/2.

Demostracion: Dado un triangulo /A ABC, con angulos in-
teriores @ = ZBAC, f = ZCBAyy = ACB. Sean P, P,
y P los pies de sus alturas.
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Figura 5.11: Los radios rp y p del tridangulo ortico.

En el triangulo ACA P, se tiene AP, = bcos a, mien-
tras que en el tridngulo /\ P, A B se tiene que AP, = c cos a.

Aplicando la ley de los cosenos al tridngulo /\ P, A P se
tiene que

PyP. = AP, + AP} — 2(APg)(AP:)cos a,

de donde, el cuadrado de la distancia de Py a P, esta dada
como

Py Pg = (bcosa)’ + (ccosa)® — 2(bcos a)(c cos a) cos a

= (b* + ¢? — 2bc cos a) cos? a.

Por otro lado, si se aplica la ley de los cosenos al triangulo
/\ABC se obtiene

a’ = b+ c¢*> = 2bccos a,
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y, sustituyendo este resultado en la ecuacion anterior se ob-
tiene

2_ 2.2
PBPC—a cos” a,

en otras palabras, la distancia del punto Py al punto P, es
Py P, = +acos a,

tomando en cuenta que cosa < 0 si el dngulo a es obtuso.
De manera analoga se obtiene que

PAPC = ibCOSﬂy PBPC = +ccosy,

donde el signo negativo solamente aparece si el angulo dado
es obtuso.

Si A ABC es agudo, expresando el coseno de cada 4n-
gulo en términos de sus lados se tiene que:

—a2+ b+ 2 a(—a* + b* + ¢%)
osa= T2 TC o popo= :
cosa 2be atc 2be

a’>— b +c? b(a*> — b* + ¢?)
cosp= T = Reby= T,
a’+ b* - c? c(@®>+ b* - c?)
cosy = T > PPy = —— o —

Sumando estos tres valores se obtiene que, la suma de las
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longitudes de los lados del triangulo ortico esta dado como

P,Py+ Py P+ PP, =
a(—a* + b*> + c?) 4 b(a®> — b* + c?) + c(@+ b —-c?

2bc 2bc 2bc
_a(=a+ b+ )+ b a* - P2+ D)+ 2@+ b - c?)
- 2abc
_ —=c*+2b%c* +2a%c* — b* + 2a°h* — a*
a 2abc

Como consecuencia de la formula de Heron, el cuadrado
del area del triangulo /\ ABC satisface la ecuacion
A’ = s(s—a)s—b)(s—c)
—c*+ (2b2 + 2a2) c? — b* 4+ 2a%h* - a*
16 ’

donde s denota el semiperimetro del tridngulo /A A BC dado,
de donde

16s(s —a)(s — b)(s —c) 8A?
P, P,+ P,P-.+ P.P =
AT B C A 2abc abc
C . , abc
De la proposicion (4.8.2), pag. 207, A = iR’ por tanto:

P,Py+ P,P.+ P.P, = %

Si el triangulo es obtuso, con angulo obtuso f, entonces
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P,Py+ PyP.— P.P, = %

Con lo cual se concluye la primera parte.

Como el area de un triangulo es igual al producto de una
de sus bases por su altura correspondiente, como consecuen-
cia de lo anterior se tiene que area /\ APy P, = Acos’a,
area /\ BP,P. = Acos’ fy drea /\ CP,P, = Acos’y .

Y como el todo es la suma de las partes:

area /\ P,PyP.= A ('l — (cos® a + cos® f + cos® y))

Ya que la suma de los angulos interiores de un triangulo
es igual a 2 rectos, entonces y = 7 — (@ + f), de donde

cosy =cos(r — (a+ f/)) = cosacos f§ —senasen f§
Por ende
cos’ y = (cos a cos f§ — sen a sen f)°.
Ya que
sin®asin” f = 1 — cos® a — cos® f + cos” a cos’ f,
se sigue que
cos® @ 4 cos® f 4 cos’y =2 —2cosacos ficos y.

Por lo tanto
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area /\ P,PyP. = 2A cosacos ffcosy
_ (—a> + > + )@ - b+ )@+ b — CE)A
4a’b’c? )
Como consecuencia de la proposicion (4.5.3), pag. 188,
se sigue que, si p denota el radio de la circunferencia inscrita
del trigngulo ortico /\ P, Py P

4A cosacos ficosy
= =2Rcosacos ficosy.
acosa+ bcosfi+ccosy

En particular, el radio r, de la circunferencia circunscrita
al tridngulo /\ P, P, P es R/2. Q.E.D.

5.4. Larectade Euler

El matematico Leonhard Euler, demostré en 1765 "So-
lutio facilis problematum quorundan geometricorum diffici-
llimorun"(Una solucion facil a un problema muy dificil en
geometria), [Eu, pg.115] que el ortocentro, el baricentro y el
circuncentro de un tridngulo estan alineados, ademas en el
caso general, el incentro no forma parte de esta recta, for-
mandose con estos cuatro puntos un triangulo.

Cabe notar que esta recta también contiene al centro de la
circunferencia de los nueve puntos, el nombre se debe a que
la circunferencia atraviesa nueve puntos con nombre propio,
seis de ellos sobre el mismo triangulo, a saber:
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» Los tres puntos medios de los tres lados del triangulo.
» Los tres pies de las alturas de tal triangulo.

» Los tres puntos medios de cada uno de los segmentos
que unen los tres vértices del triangulo con su ortocen-
tro.

Euler describe su enunciado de la siguiente forma:
El problema de la recta de Euler

Datis pofitione his quatuor punctis in quolibet triangulo
offignabilibus

1. Interfectione perpendicularium ex fingulus angulus in
latera oppofita ductarum E,

2. centro gracitatis F,
3. centro circuli iniscriti G et
4. centro circuli cincunscriptio H ;

conftruere triangulum.

Quod problema ex hactenus erutis horum punctorum af-
fectionibus fatis concinne refoluere licebit.

Actualmente no se sigue la notacion de Euler para estos
cuatro puntos notables del triangulo, el problema de Euler
con la notacion actual, y que se ha utilizado a lo largo del
presente capitulo, se muestra en la figura (5.12), y es la si-
guiente:
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Figura 5.12: Representacion de la recta OG H de
Euler.

En la figura M ,, My y M, denotan los puntos medios
de los segmentos BC, CA y A B respectivamente, mientras
que P,, Py, P. denotan los pies de las alturas del tridngulo
/\ABC por los vértices A, By C.
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Problema 5.4.1: El problema de Euler

Dado el niimero de estos cuatro puntos que se pueden
encontrar en cualquier triangulo:

1. Por la interseccion de las perpendiculares tra-
zadas desde los vértices del triangulo en los la-
dos opuestos H , es decir, el ortocentro del trian-
gulo.

2. Por el centro de gracia G, actualmente al centro
de gracia se le denomina el baricentro, centro de
masa o centroide de un triangulo.

3. En el centro del circulo inscrito I, es decir, el
incentro del triangulo.

4. En el centro del circulo el circunscrito O, a sa-
ber, el circuncentro del triangulo.

Se formara un triangulo. Este problema puede reexa-
minarse prolijamente a partir de los afectos de los des-
tinos de estos puntos extraidos hasta ahora.

\ J

Desde luego, es posible que algunos de estos puntos coin-
cidan, en cuyo caso dos de ellos determinan la recta de Euler.

Finalmente, en el caso del triangulo equilétero, en que las
bisectrices, las mediatrices, las medianas y las alturas coin-
ciden, no hay recta de Euler.
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Teorema 5.4.1: de la recta de Euler.

En todo triangulo no equilatero, el circuncentro O, el
baricentro G y el ortocentro H son colineales.

Ademas, el baricentro siempre esta en el segmento de-
terminado por el circuncentro y el ortocentroy HG =

2GO.

Demostracion: Prolonguese el segmento de recta OG hasta
un punto P tal que GP =2 0G.

La proposicion (4.6.1), pag. 192, muestra que el baricen-
tro G del tridngulo /A ABC, divide a las medianas en razén
2 : 1, porlotanto AG=2GM,y PG =2GO.

Ademas, /\PGA ~ AOGMA yaque ZPGA = £BGO,
por ser opuestos por el vértice, y los lados que los compren-
den son proporcionales, véase la figura (5.13).

Figura 5.13: APGA ~ AOGM, = OM,, || AP.
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Luego entonces ZPAG = 2GM ,0, de donde, la recta
AP es paralela a larecta OM ;.

Como OM , es una mediatriz del tridngulo /\ABC, con
OM, 1 BC,entonces AP 1 BC.

Pero AG =2GM , y PG =2GO.

De manera aniloga se demuestra que los tridngulos /\ PG B
y /AOG M g son semejantes, véase la figura (5.14).

Figura 5.14: APGB ~ AOGM, = OM, || BP.

Y BP también es altura del triangulo /A ABC.
Como BP y AP son alturas del /A ABC se concluye que
P = H,es decir, O, Gy H son puntos colineales. Q.E.D.
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Definicion 5.4.1:

A los puntos medios de los segmentos que unen los
vértices de un triangulo dado con su ortocentro se les
denomina los puntos de Euler, y el triangulo que tiene
como veértices estos puntos se le conoce como el trian-
gulo de Euler asociado al triangulo dado. Ver figura

(5.15).

Figura 5.15: Puntos de Euler y tridangulo de Euler.

Ademas, es evidente que el triangulo es similar al trian-
gulo de Euler con razén de semejanza 1 /2 y centro de homo-
tecia H, lo cual se deja como ejercicio para el lector. Con-

245



Triangulo

secuentemente, el triangulo medial, definicion (4.6.2), pag.
194, y el triangulo de Euler son congruentes.

Corolario 5.4.1: El problema de Euler

Con el ortocentro H, el baricentro G, el incentro [ y
el circuncentro O de un tridngulo /A ABC se formara,
en general, un triangulo.

Figura 5.16: La recta de Euler y el triangulo
isosceles.

Cuando el triangulo dado es isosceles, la altura que pasa
por el vértice en donde se unen los lados iguales, la bisec-
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triz interior del angulo en donde se unen los lados iguales, la
mediana por dicho vértice, y la mediatriz del lado opuesto a
dicho vértice coinciden, en este caso, los puntos H, G, I y O
son colineales, como se aprecia en la figura (5.16).

5.5. La circunferencia de los nueve
puntos

La circunferencia de los nueve puntos, también conocida
como circunferencia de Feuerbach, o circunferencia de Euler,
es la circunferencia que puede trazarse por puntos notables
ligados a un triangulo dado.

Su nombre, que menciona el cardinal de un conjunto de
puntos, se debe a que la circunferencia atraviesa nueve puntos
con nombre propio, seis de ellos sobre el mismo triangulo, a
saber:

» Los tres centros de los tres lados del triangulo.
» Los tres pies de las alturas de tal triangulo.

» Los tres centros de cada uno de los segmentos que unen
los tres vértices del triangulo con su ortocentro.
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Teorema 5.5.1: de la circunferencia de los nueve

puntos.

Los pies de las tres alturas del triangulo /A ABC, los
puntos medios de sus tres lados y los puntos medios de
los segmentos que van de los vértices al ortocentro, es-
tan en una circunferencia de radio R/2, donde R es el
circunradio del tridangulo /A A BC. Esta circunferencia
se conoce como la circunferencia de los nueve puntos
del triangulo dado.

Figura 5.17: La circunferencia de los 9 puntos.
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Hipétesis: Dado el tridngulo /A ABC, con ortocentro H
y circuncentro O. Sean P,, Py, P. los pies de sus alturas,
M ,, Mgz, My los puntos medios de sus lados de los lados
BC,CA, ABy M ,;;, Mgy, M., los puntos medios de los
segmentos que van de los vértices A, By C al ortocentro H
respectivamente.

Tesis: La circunferencia circunscrita C asociada al trian-
gulo medial AMAMBMC contiene los puntos P,, Pg, P,
M, My MM, ;. Mg, yMc,. Ademas, suradioes R/2,
donde R es el circunradio asociado al tridngulo /A ABC.
Demostracion: La proposicion (4.6.2), pag. 193, afirma que
los lados del triangulo medial son paralelos a los lados del
triangulo dado, y su longitud es la mitad de éste.

» Aplicada al tridngulo medial del tridngulo /A ABC:
MyM. | BCA2ZMyM. = BC.
AB || M ,MzAAB =2M M.
» Aplicada al tridAngulo medial del tridngulo AACBH:
CB||MguMey A2MgyuM - = CB.
BH || MMy A2ZM M, = BH.
» Aplicada al tridAngulo medial del tridngulo A\ BAH :

M.Q || AH A2M.Q = AH.
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» Finalmente, aplicada al triangulo medial del triangulo
/N\CAH:

MgMe,, || AH A2M oM, = AH.

Yaque MyMo = My Mcy, MpMc || Mgy My, co-
mo McMpy = MeyMpgy McMp,, || Moy Mg se tiene
asi el cuadrilatero paralelogramo COM MM gy M.

Finalmente, AH 1 BC,AH || MMy, yBC || MM,
implica que ZM gy, M-My = 1 recto, y el paralelogramo
COMgM M, M., esun rectangulo, ver figura (5.18).

'“‘\-U

Figura 5.18: OM M Mz, , M., y
AH 1 BC = OM M Mz, M., es rectangulo.
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De manera anéloga, el triangulo AM M ,;; M, es el
tridngulo medial del ANCAH, de donde 2MyM ,,;, = HC
y MgM,,, || HC,y /ACBH tiene como tridangulo medial
AM My, Mg, porloque MyM ,;; = Mg, M ,, asimis-
mo2M, My, = BA, M, yMg, || BA,2M, M, = ABYy
M, M || AB, de donde, AM yM ,;; M g, M 4 es un parale-
logramo.

Yaque HC L AB,este cuadrilatero oM M , , ;M ;M ,
es un rectangulo, como se muestra en la figura (5.19).

s/
=/
=
-

CH

Z

AHPA ® — . Bh.

Figura 5.19: OM M Mz, M, y
AB 1 OM. = COMyM ,, Mz, M , es rectangulo.

251



Triangulo

Procediendo de manera similar, se tiene que el cuadrila-
tero paralelogramo .M ;M -M ,;; M -, también es un rec-
tangulo, como se muestra en la figura (5.20).

s )

M

AHp - BIM
5y T

Figura 5.20: O M M - M, ;M y
HPy 1| BC= MMM ,; M, es rectangulo.

Como en un rectangulo sus diagonales son congruentes y
se cortan en el punto medio, en particular:

I. MgMy,, = M-M_ , son diagonales del rectangulo
EMpMcMpy My

2. MgMy,, = M.y M, son diagonales del rectangulo
MMy My M 4.
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3. Porlotanto, M-Mqyy = M,y M 4.

Pero, como se ha visto anteriormente, cada dos de los rec-
tangulos tienen una diagonal comun, por lo tanto, todos ellos
son diametros de la misma circunferencia, a saber, la circun-
ferencia circunscrita del tridangulo medial /AAM , M ;M. co-
mo se muestra, en la figura (5.21).

Figura 5.21: Los rectangulos tienen diagonal comun.
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En particular, los puntos medios de los segmentos que
unen los vértices con el ortocentro del tridangulo /\ A BC es-
tan en la circunferencia circunscrita C del triangulo medial.

Y el radio de la circunferencia circunscrita del triangulo
medial /AAM ,M zM_ esigual a R/2 donde R es el circunra-
dio del triangulo /A ABC.

Como P, € AH y AH 1 BC, en particular, el dngulo
M, P, M ,,, = 1 angulo recto, por teorema de Thales, P,
pertenece a la circunferencia C de diametro M ,M ,,,. Ané-
logamente, los puntos Pg, P pertenecen a la circunferencia
C.

Por lo tanto, los tres pies P,, Py y P, de las alturas, los
tres puntos medios M ,, M, y M de los lados del tridngu-
lo /AABC y los tres puntos medios M ,,;, Mg, y My, de
los segmentos AH BH y CH que unen los vértices con el
ortocentro H estdn en una circunferencia de radio R/2.

Como consecuencia de lo anterior, el circuncentro N del
triangulo medial AMAMBMC es el centro de la circunfe-
rencia de los nueve puntos. Q.E.D.

El teorema de la circunferencia de los nueve puntos (5.5.1),
pag. 248, nos dice que:

Corolario 5.5.1:

El triangulo de Euler, el triangulo medial y el triingulo
ortico, de un triangulo dado, tienen la misma circun-
ferencia circunscrita.
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Proposicion 5.5.1:

El centro N de la circunferencia de los nueve puntos,
es el punto medio del segmento que une el ortocentro
H vy el circuncentro O del triangulo /\ A BC dado.

Demostracion: Con la notacion del teorema anterior (5.5.1),
pag. 248, se demostrara primero que M, , H = OM ,.

Como consecuencia de la proposicion (4.6.2), pag. 193,
los tridngulos ANAM M zy /AM ;M ;M. son congruentes.

Ademas, por el corolario (4.8.1), pag. 205, el circuncentro
del tridngulo /\ A BC coincide con el ortocentro del tridngulo
medial AMAMBMC.

Ya que /AABC es directamente proporcional al tridn-
gulo ANAM M, M es el punto medio de BC y M, es
el punto medio de C A, entonces el ortocentro del triangulo
/\AM M g coincide con el punto M ,,, el punto medio del
segmento AH .

ComoOM, 1 BCy AH 1 BC,entoncesOM, || AH.

Si P, P, Y P’ “denotan los pies de las alturas del tridn-
gulo AAM MB, y PMA, PM y Py, dcnotdn las alturas del
triangulo medial AM M My, yd que Py, P’ 1 AH, los
triangulos rectangulos AAP;! s Y AM, P M, M son con-
gruentes y, en particular AP, = M , Py

Porlotanto AM ,,;, = OM ,, pero M ,, es el punto medio
del segmento AH, de donde AM ,,, = M, H.

De donde M ,, H = M ,0,y como M ,,H || OM,, el
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Opape = ”-_\.\r,l MgMc

[

M,

12
.
|
i
|
AAMcMp po= Mgy
A~ N, i
~. N '
Doy Vgl
=~ LT \\ "

~N H

Figura 5.22: El punto medio de OH es el centro de
la circunferencia de los nueve puntos.

cuadrilatero A M , ,, H M ,O es un paralelogramo.
Si N es la interseccion de sus diagonales entonces, N es
punto mediode HOy M ;M ,.
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Pero el punto medio de M ,,; M , es el centro de la cir-
cunferencia C de los nueve puntos.

Luego entonces, el punto medio N del segmento OH es
el centro de la circunferencia de los nueve puntos.  Q.E.D.

Corolario 5.5.2:

El baricentro G divide en razon 1 : 2 al segmento
N O, donde O es el circuncentro y N es el centro de la

circunferencia de los nueve puntos del triangulo dado,
es decir, GO =2NG.

Demostracion: De la proposicion (5.5.1), pag. 255, se tiene
que N es el punto medio del ortocentro H y el circuncentro
O, en particular HO=HN + NO,con HN = NO.

De donde

HG = HN+ NG
NO+ NG
(NG+GO)+ NG

= 2NG+ GO.

Por el teorema de la recta de Euler (5.4.1), pag. 243, el
baricentro GG siempre esta en el segmento determinado por el
circuncentro y el ortocentro y, ademas HG = 2GO.

Luego entonces 2GO = HG = 2N G + GO y, por tanto,
GO =2NG. Q.E.D.
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Definicion 5.5.1:

El triangulo tangencial de un triangulo dado, que no
sea un triangulo rectangulo, es el triangulo cuyos lados
son tangentes con respecto a la circunferencia circuns-
crita del triangulo dado en sus tres vértices.

Si el triangulo es obtusangulo, el tridngulo tangencial tie-
ne como base el segmento de recta que es tangente al angulo
obtuso, y no contiene en su interior a la circunferencia cir-
cunscrita del tridngulo dado, como se muestra en la figura

(5.23).

J B

Figura 5.23: Tridngulo tangencial /\T,T,T, de un
triangulo obtusangulo.

En un triangulo acutangulo, es evidente que, la circunfe-
rencia inscrita del tridangulo tangencial, coincide con la cir-
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cunferencia circunscrita del triangulo dado, como se muestra
en la figura (5.24).

T,

T:

Figura 5.24: Tridngulo tangencial /AT ,T,T, de un
triangulo acutangulo.

Un triangulo rectangulo no tiene triangulo tangencial, por-
que las lineas tangentes a su circunferencia circunscrita en
sus vértices agudos son paralelas y, por lo tanto, no pueden
formar los lados de un triangulo.

Proposicion 5.5.2:

El triangulo tangencial y el tridangulo ortico de un trian-
gulo dado son homotéticos desde un punto que se en-
cuentra en la recta de Euler.
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Figura 5.25: Los circuncentros 7y N de los
triangulo tangencial y ortico, asi como el centro de
homotecia K estan en la recta de Euler.

Demostracion: Sean A\ P,PyP.y /\T,T;T el triangulo

6rtico y tangencial respectivamente del triangulo /A ABC.
Como los lados del triangulo tangencial son perpendicu-

lares a los radios que pasan por los vértices del triangulo da-
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do, entonces los lados del triangulo ortico son paralelos a los
lados del triangulo tangencial y esto implica que los triangu-
los son homotéticos.

Como AP, PyP.y /\T,T,T. son homotéticos enton-
ces sus respectivos incentros son puntos homologos.

Como el incentro del triangulo ortico es el ortocentro del
triangulo dado /A ABC vy, por construccion, el incentro del
tridngulo tangencial es el circuncentro del tridngulo /\ ABC.

Y ya que el centro de homotecia se encuentra en la recta
que pasa por cualquier par de puntos homologos, entonces el
centro de homoteciade /\ P, Py Py /\T,T, T se encuentra
en la recta determinada por H y O, es decir, la recta de Euler
del triangulo /A ABC. Q.E.D.

Teorema 5.5.2:

El circuncentro del triangulo tangencial de un triangu-
lo dado se encuentra en la recta de Euler del triangulo
dado.

Demostracion: Como el triangulo tangencial y el triangulo
ortico de un tridngulo /A ABC estan en homotecia desde un
punto K que se encuentra en la recta de Euler de AABC y
como los circuncentros 7'y N de los triangulos tangencial y
el triangulo ortico, son puntos correspondientes de esta ho-
motecia, entonces T es colineal con N y K, como se muestra
en la figura (5.25). Ademas, N es el centro de la circunferen-
cia de los nueve puntos.
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Como el radio de la circunferencia de los nueve puntos es
igual a la mitad del circunradio y el centro de los nueve puntos
biseca al segmento que une al circuncentro con el ortocentro,
N esta en la recta de Euler de /A ABC, por lo tanto, T est
en la recta de Euler de /\ABC. Q.E.D.

Corolario 5.5.3:

El circuncentro de un triangulo dado se encuentra en
la recta de Euler del triangulo formado por los puntos
de tangencia de la circunferencia inscrita con los lados
del triangulo dado.

Demostracion: Notemos que todo triangulo es el triangulo
tangencial del triangulo formado por los puntos de tangencia
de su incirculo con sus lados.

El resultado se sigue al aplicar el teorema anterior. Q.E.D.

Corolario 5.5.4:

El cuadrado del circunradio de un triangulo es dos ve-
ces el producto del inradio de su triangulo 6rtico mul-
tiplicado por el circunradio de su tridngulo tangencial.

Demostracién: Sean R, py p los circunradios de /\ABC,
de su triangulo tangencial AT, T,T,, y el inradio de su tridn-
gulo ortico APA Py P, respectivamente.

Como AT, TyT.y /\P,PyP.- son homotéticos enton-
ces la razon entre sus inradios y la razon entre sus circunra-

262



Triangulo

dios son iguales a su razon de homotecia y por lo tanto son
iguales entre si, ademas el radio de la circunferencia de los
nueve puntos de un triangulo es igual a la mitad del circunra-
dio, R es dos veces el circunradio del triangulo A\ P, Py P...
Como
R 14

P R/2
entonces R> = 2pp. Q.E.D.

5.6. Teorema de Feuerbach

Boyer, en su libro [Bo, pg.659] escribio:

“Que el circulo de los nueve puntos debe conocerse como
el circulo de Feuerbach no estd justificado por prioridad de
publicacion, sino a través de otras propiedades descubiertas
por Feuerbach. El centro del circulo de los nueve puntos, él
mostroé que estaba en las lineas de Euler y es la mitad del
camino entre el ortocentro y el circuncentro. Mds notable to-
davia, es la propiedad contenida en lo que ahora es conocido
como el teorema de Feuerbach: el circulo de los nueve pun-
tos es tangente internamente al circulo inscrito y tangente
externamente a los tres circulos exinscritos, posiblemente el
teorema mds bonito en geometria elemental que se ha descu-
bierto desde los tiempos de Euclides.”

Aunque fue Olry Terquem, poco después de Feuerbach,
quien demostro la existencia del circulo de nueve puntos, sien-
do el primero en reconocer las propiedades de los puntos de
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Euler, a saber, los tres puntos medios de los segmentos entre
los vértices y el ortocentro, y por lo tanto, fue el primero en
usar el nombre de la circunferencia de los nueve puntos.

En esta seccion seguiremos el procedimiento realizado
por Feuerbach para demostrar su teorema, que se basa en la
comparacion de las distancias entre el centro de la circunfe-
rencia de los nueve puntos y los centros de las circunferencias
tangentes al triangulo dado con los radios de sus circunferen-
cias asociadas.

Lema 5.6.1:

Dado un tridngulo /AABC, si I denota su incentro e
I~ denota el pie de la perpendicular de I sobre el lado
BC, entonces

L Al = \/4bc(—a+b+c)'

a+b+rc

—a+b+c

2. Ale = ——

Demostracion: Si a = BC, b= CAy ¢ = AB denotan las
longitudes de los lados del tridngulo /AABC,y a = ZBAC,
como consecuencia de la ley de los cosenos

—a’+ b+
2be )

Cosa =

Ya que I es el pie de la perpendicular del incentro [/
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sobre el lado BC, en particular AIAIC es un triangulo rec-
tangulo, y r = I I es el radio de la circunferencia inscrita.
Ademas, I Al = %, de donde Al = Al cos %.

Como consecuencia del teorema de Pitagoras
a
AI® = AL} + 117 = AI” cos’ >+ r.
Luego entonces

AIZ('I —coszg) =r’. (5.4)

A continuacion se procederi a obtener los valores de 2 y
| 7 P
| — cos” 3 en términos de a, by c.

Comor = é ,donde A = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢) denota

el dreay sel semlperlmetro del tridangulo /\ ABC, entonces

2 A’
§2
(s —a)(s — b)(s — c)
s
(—a+b+c)a—b+c)a+b—c)
4a+b+c) )

Yaque a®> — (b—c¢)*> = (a—(b—c))(a+ (b—¢)) se sigue que

2 (—a+b+c)a*>—(b—c)?
- 4a+b+c)

(5.5
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Por otra parte,

) & I +cosa
Cos™ = = ———
2 2
_ 2bc—a’+b*+c?
B 4bc
_ —a>+ (b+c)
B 4bc '

Luego entonces

. 2
I_COSZE — l —_ (M)

2 4bc
_ dbc - (—a*> + b*> + 2bc + c?)
B 4be
_a*—b*+2bc - c?
B 4bc )
Asi, ]
1—cos? % = M. (5.6)

2 4bc
Como consecuencia de las ecuaciones (5.4), (5.5) y (5.6)
se deduce que

-1
AP = 2(1—-.-25)
F COS 3

(—a+b+c)a®>—(b—c)) a’—(b—rc)? -
( da+b+c) ) ( 4dbe )
be(—a+ b+ c)

a+b+c
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Con lo que se concluye la primera parte.
Para la segunda parte, como

entonces

AL — bc(—a+ b+ c) —a’ 4+ (b+c¢)
¢ - a+b+c 4dbc

(—a+b+c)a+b+c)—a+b+c)

d(a+b+c)
_ (=a+b+c)?
= —0
De aqui se concluye que Al = Lb-l-c, y se tienen los
resultados andlogos para los otros vértices. Q.E.D.

Lema 5.6.2:

En cualquier triangulo, el cuadrado de la distancia en-
tre los centros de la circunferencia inscrita y la circuns-
crita es igual al cuadrado del radio de la circunferencia
circunscrita menos el doble producto de este radio por
el radio de la circunferencia inscrita.

Demostracién: Dado un triangulo /AAABC, si a = BC,
b = CAyc = AB son las longitudes de sus lados, M ,,
Mz y M son los puntos medios de los lados BC,CAy AB
respectivamente.
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Ademas, r e I denotan el radio y centro de su circunfe-
rencia inscrita, R y O el radio y centro de su circunferencia
circunscrita al triangulo /A ABC

Si I € ABdenotael pie de la perpendicular al segmento
AB por el punto C'y si O, denota el pie de la perpendicular
por el punto O, como consecuencia del teorema de Pitagoras
al tridangulo rectangulo AO,.0O1

o1’ = M.I.+10;,
= (Al =AM + (MO — 1.1)°.

Figura 5.26: O1?> = R> — 2rR.
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Como M es el punto medio del segmento ¢ = AB se
tiene AM,. = % y, por el lema anterior (5.6.1), pag. 264,

Al = %M, entonces
—a+b+c ¢ —a+b
Al - —AM, = —— — — = )
¢ ¢ 2 2 2

Ademas, como consecuencia de la proposicion (4.5.3),
pag. 188,
Il =r= —2A = é
a+b+c s

Y por la proposicion (4.8.2), pag. 207,

c(@+ b -c?

M O = ,
¢ 8A
se sigue que,
107, = (MO —1I.1)
_c@+b—c?)—(-a+b+c)a-b+c)a+b—c)
B SA '

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (5.7) se obtie-
ne

oI° =

a’b*c* —abe(—a+b+c)a—b+c)a+b—c)
16A2 ’
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que, en términos de los valores conocidos de r y R dados en
las proposiciones (4.5.3) y (4.8.2), paginas 188 y 207 respec-
tivamente, se rescribe como

OI° = R* - 2rR,

lo cual esperabamos demostrar. Q.E.D.

De manera andloga se demuestra que, si E,, r, Eg, rp
y E, r. son los excentros y exradios de las circunferencias
exinscritas del triangulo /A ABC

2 _ p2
OE, = R +2r,R.
Exactamente de la misma forma se obtiene que

HI*=2r"—2pR,

OH? = R* —4pR,

donde p es el radio de la circunferencia inscrita al triangulo
APA Py, y se deja como ejercicio al lector verificarlo.

Teorema 5.6.1: de Feuerbach.

En un triangulo no equilatero, la circunferencia de los
nueve puntos es tangente interna a la circunferencia
inscrita y es tangente externa a las circunferencias ex-
critas del triangulo dado.
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Figura 5.27: Teorema de Feuerbach.

Demostracion: Supongamos que la circunferencia de los nue-
ve puntos y el incirculo no son concéntricos.

Como dos circunferencias no concéntricas son tangentes
internamente cuando, y solamente cuando, la distancia entre
sus centros es igual al valor absoluto de la diferencia entre sus
radios, y ya que, por el teorema (5.5.1), pag. 248, el radio de
la circunferencia de los nueve puntos es R/2, y si res el radio
de la circunferencia inscrita, entonces la diferencia entre sus
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) R
radios es ol r.

Figura 5.28: Demostracion de Feuerbach.

A continuacion, procederemos a calcular la distancia en-
tre N y el punto 1.

Tracese el segmento N I, y considérese el triangulo del
problema de Euler /AOH I, como el centro de la circunferen-
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cia de los nueve puntos N es punto medio del segmento OH ,
entonces OH = ON + NH,con ON = N H, de donde:

2QHN?>+2NI?=0I>+ I H”.

Si se sustituyen en esta ecuacion los valores de los cuadra-
dos de los segmentos H N, OI,y H I hallados anteriormente
implica que

R? R : R

NI?=— —rR+r*= (— —r) =>NI=—-r.

4 2 2

Anilogamente, cambiando por turno el signo a los valo-
res a, b y c se tiene que

R R R

Como el radio dtj{la circunferencia circunscrita al trian-
gulo AP, P,P. es —, y ya que dos circunferencias son in-
ternamente tangentes cuando la distancia entre sus centros es
igual a la diferencia entre sus radios, se concluye que, la cir-
cunferencia de los nueve puntos C y la circunferencia inscrita
C, son tangentes internamente.

Como la suma del radio de la excircunferencia con ex-
centro E, y la circunferencia de los nueve puntos es E, N =

ru+ > entonces CE,, y C son tangentes.

Si la circunferencia de los nueve puntos C y la circunfe-
rencia inscrita C; son concéntricas, en particular I = N, de
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donde or
R 1-
O=IN=——-r= .
2 "7 2R
Por lo tanto, / = O vy el tridngulo /AABC es equilatero.

Q.E.D.

Definicion 5.6.1:

Al punto de tangencia entre el incirculo y la circunfe-
rencia de los nueve puntos, se le conoce como punto
de Feuerbach.

El punto de Feuerbach satisface una serie de propiedades
interesantes, entre ellas se demuestra que es posible construir
tres triangulos asociados a la circunferencia inscrita, cuyas
rectas de Euler concurren en el punto de Feuerbach del trian-
gulo original [SY ], sin embargo, el estudio de las propiedades
de este punto queda fuera de los alcances de este curso.

5.7. Ejercicios

1. Demuestre el teorema de Erdos-Mordel: Si O es u n
punto cualquiera dentro de un tridngulo AAABC,y P,
O, R son los pies de las perpendiculares por O a los
lados correspondientes BC, CA, A B, entonces

OA+ OB+ OC > 2(0OP +0Q + OR).
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Sugerencia: Sean P, y P, los pies de las perpendicula-
res desde Ry Q a BC. Definanse puntos andlogos Q,,
0,y R,, R, en los otros dos lados. Por medio de la se-
mejanza de los triangulos APRP,, /\OBR se puede
expresar P, P en términos de RP, OR y OB. Cuando
esas expresiones se han sustituido en

OA(P,P + PP,)
RO
+OB(Q|Q +00,)
PR

OC(R,R + RR,)
+ oP
se pueden reunir los términos en los que intervienen
respectivamente O P, OQ, OR. |Leon Bankoff, Ameri-
can Mathematical Monthly, 65, (1958), pag. 521.]

OA+OB+0C >

2. (Bajo qué circunstancias se puede reemplazar el sim-
bolo > por el = en el ejercicio anterior?

3. De acuerdo con la notacién anterior, demuestre que
OA-OB-0OC > (00 +OR)(OR+0OP)OP + 00).

|A.Oppenheim, American Mathematical Monthly,68,
(1961), pag. 230]

4. Demuéstrese el teorema de Steiner-Lehumus: Cualquier
triangulo que tenga dos bisectrices de dngulos internos
iguales es isosceles.
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10.

1.

Sugerencia: Si un triangulo tiene dos angulos diferen-
tes, la bisectriz del angulo menor es la mas larga.

. Cualquier triangulo en el que dos medianas son iguales

es 1sosceles.

La suma de las medianas de un triangulo esta entre

3(a+ b+
u}’a‘|'b+t’:, donde a+ b+ c es la suma de

los lados.

. Demuestre la generalizacion del teorema de Poncelet

para triangulos. Dado un tridngulo /A ABC tal que a =
BC,b=CA,c = ABya= «£BAC, demuestre que

b+c=a+rcot%.

Demuestre que la suma de los reciprocos de las alturas
de un triangulo es igual a la suma de los reciprocos de
los radios de los excirculos.

Los exradios de un triangulo equilatero son iguales, y
cada uno es tres veces el inradio.

Si el triangulo determinado por los excentros del trian-
gulo dado es isOsceles, entonces el triangulo es isésce-
les y reciprocamente.

En cualquier triangulo, el producto de los dos segmen-
tos en que es dividida la altura por el ortocentro, es el
mismo para las tres alturas.
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12.

13.

14.

I5.

16.

La longitud del segmento que une un vértice de un
triangulo con el ortocentro, es el doble de la perpen-
dicular bajada del circuncentro al lado opuesto.

Si H y O denotan el ortocentro y el circuncentro del
triangulo AAABC y P, L son los puntos medios de los
segmentos AH y BC, demuestre que POy AL se bi-
secan.

Si M ,, Mgz, M. son los puntos medios de los lados
BC,CAy AB del triangulo AAABC,y D € BC es el
pie de la altura que pasa por A, demuestre que los trian-
gulos AMAMBMC y ADMBMC son congruentes y
el cuadrilatero DM , M ; M . es un trapecio.

A Brahmagupta se le adjudica una extension de la for-
mula de Heron para cuadrilateros ciclicos, ésta afirma
que, el area de un cuadrilétero ciclico ™ A BC D dado,
cuyos lados miden a, b, ¢ y d unidades, esta dada como

A= \/(s —a)(s—b)(s—c)s—d),

donde s denota el semiperimetro del cuadrilatero dado.
Demuestre esta formula, y de un ejemplo dé un cuadri-
latero no ciclico en que no se satisface esta formula.

Los lados BA y C A del tridngulo /A ABC se prolongan
del lado del vértice A para formar los rombos () BAT R
y QCAKN, como se muestra en la figura. Suponga
ademas que BN y RC se intersecan en P, ABy RC

277



Triangulo

se intersecan en .S'y AC interseca BN en M. Trace la
recta M Q.
a) Demuestre que el cuadrilitero M AM QS es un
rombo.

b) Demuestre que el area del tridngulo /\ BPC coin-
cide con el area del cuadrilatero MASPM.

17. Dada una circunferencia C con centro O, trace una cuer-
da AB, y sea M su punto medio. Por M trace otras dos
cuerdas FE y CD. Las rectas CE y F D intersecan la
recta AB en los puntos Q y P respectivamente. De-
muestre que M P = M Q.

18. Por definicion, la recta simétrica de la mediana de un
triangulo con respecto a la bisectriz interna emitida des-
de el mismo vértice es una simediana del triangulo. En
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la figura adjunta, la recta b representa la bisectriz por
A, la recta m la mediana por A, y la recta s representa
a la simediana por A.

Demuestre que las tres simedianas de un triangulo con-
curren en un punto, dicho punto se denomina el punto
de Lemoine.

19. Demuestre que, si P, Q son las trazas en la circunfe-
rencia circunscrita C de un triangulo /A ABC, de una
mediana m, y la simediana s, correspondiente, enton-
ces larecta PQ es paralela a la recta BC.
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20. Dado un tridngulo /A ABC, demuestre que la simedia-
na que pasa por el vértice A, y las tangentes a la circun-
ferencia circunscrita en los puntos B y C concurren.

21. Los segmentos en los cuales un lado del triangulo es
dividido por la simediana correspondiente son propor-
cionales a los cuadrados de los lados adyacentes del
triangulo.

22. Enlos lados AB, AC del tridngulo /A ABC se constru-
yen cuadrados externos al triangulo dado. Demuestre
que los lados de estos cuadrados opuestos a los lados
AB, AC y la simediana por A son concurrentes.
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Gamas armoOnicas

6.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos algunos resultados relacio-
nados con el teorema de Desargues (4.3.1), pag.166, los cua-
les se consideran teoremas de naturaleza proyectiva.

En el capitulo 4, §4.3 se plante6 el problema ;si la pers-
pectiva no preserva dngulos ni magnitudes, qué propiedades
preserva?

En este capitulo se estudiara la razon cruzada como un
ejemplo de “invariante proyectivo”, esto es, un objeto que
permanece invariante bajo perspectiva., asi como diversas
aplicaciones del teorema de Desargues, seguido del estudio
de cuadrangulos y cuadrilateros y concluiremos con el famo-
so teorema de Pascal.
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6.2. Larazon cruzada.

La razon cruzada, llamada por Desargues, “cuatro pun-
tos en involucion”, es un invariante proyectivo, y responde
a la siguiente pregunta: ;Si tenemos k puntos alineados, ba-
jo que condiciones puede definirse un invariante proyectivo
asociado a ellos?

Para resolver este problema, primeramente considérese
dos puntos A, Benunarecta? ,y A’, B’ otros dos puntos en
otra recta .

Si O = AA" n BB’ es el punto de interseccion de las
rectas AA" y BB', por proyeccion desde O, el par de puntos
A, B se transforma en el par de puntos A’, B’, y se denotara
AB ;J\ A’ B’, como se muestra en la figura (6.1). Si AA" es

paralela a la recta BB’, el punto O es el punto al infinito de
estas rectas.

- )\

(0]
Figura 6.1: ABA A'B’.
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Por otra parte, dadas dos ternas de puntos A, B,Cen? y
A’ B' C' en ', no siempre es posible transformar la terna or-
denada A, B, C en laterna ordenada A" B’ C’ por medio de la
proyeccion desde un punto, sin embargo, es posible lograrlo
utilizando al menos dos proyecciones.

0 0
Figura 6.2: ABC A A,B,C,y A,B,C, A A'B'C'.

Para lograr esto, considérese dos puntos distintos O,, O,
en la recta AA" y definase los puntos B, = BO, n B'O,,
C,=CO,nNC'O,,ylarecta?” = B,C,.

Por construccion, la terna A, B, C se transformara en la
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terna A, = ¢ n AO,, B,, C, por la proyeccion de £ en £
desde O,, mientras que los puntos A,, B,, C, se transforman
en A’, B’, C’ por la proyeccion de 7" en £’ desde el punto
02-

Luego entonces, la terna A, B, C se transformara en la
terna A’, B’, C’ por la proyeccion de £ sobre #” desde O,
seguida de la proyeccion de #” sobre #” desde O,, como se
muestra en la figura (6.2).

Sin embargo, si se consideran dos cuaternas de puntos
alineados, en general, ya no es posible llevar una cuaterna
sobre la otra bajo composicion de proyecciones.

La razon es que existe un invariante proyectivo asocia-
do a cuatro puntos alineados, el cual se denomina la razon
cruzada, también llamada razon doble.

Este concepto recibio un nuevo impulso a principios del
siglo XIX, con la nocion de magnitud con sentido, introduci-
da por Lazare Nicholas-Marguerite Carnot (1790-1823) en su
Geometria de la posicion [Cal], y por August Ferdinand Mo-
bius (1790-1868) en su obra Der barycentriche Calcul|[M],
lo que di6 lugar a una notacion mas comoda y eficaz

La expresion razon doble, o razén cruzada, proviene del
hecho de que esta cantidad queda definida como un cociente
de razones simples, esto es:
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Definicion 6.2.1:

Dado un segmento orientadoA B 'y P un punto colineal
con Ay Btal que P # B, se denomina la razén sim-
ple en la que el punto P divide al segmento AB al
cociente

AP

AB,P)="—.
( )=28

Por otra parte, si A 'y B son fijos, y P se desplaza a lo
largo de la recta que contiene al segmento A B, tanto si P se
aleja por la derecha como por la izquierda, la razén simple
(AB, P) tiende a —1.

Lo cual sugiere definir la razon simple, en la que el pun-
to ideal I, (o punto al infinito) divide a un segmento dado,
como —1,estoes (AB, 1) = —1.

Por otro lado, si P = B se conviene representar la razon
simple (A B, B) por el simbolo co.

De esta forma, hay una correspondencia uno a uno entre
los puntos de la recta ampliada que contiene al segmento AB
y los valores del campo R ampliado con oo.

Esto es, s1 £ = AB, entonces

£, =R,.

Una forma alternativa de calcular la razon simple esta da-
da en el siguiente enunciado:
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Teorema 6.2.1:

Si C es cualquier punto de la recta ampliada que con-
tiene al segmento A B, entonces

OA -senz2AOC

(AB,C) = ,
OB -senzCOB

donde O es cualquier punto que no pertenece a dicha
recta, y donde los angulos ZAOC y £COB se consi-
deran angulos orientados.

Figura 6.3: Razon simple (AB, P).

Demostraciéon: En el tridangulo /AOAC considere las alturas
h por Oy h, por C, y en el tridngulo /AOC B considere la
altura h, por C sobre C, entonces
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h
sen £ZOAC = —', de donde
AC

h, = ACsen ZOAC = ACL.
0A

h
De manera analoga sen ZAOC = —, implica
ocC
h, = O0Csen £ZAOC.

h,
Finalmente, de la igualdad sen zZOBC = C_TB” se obtiene

h, =CBsenzZOBC = CBL.
OB

Como consecuencia de la definicion de razon simple y de
las expresiones que se obtienen para h, h, y h,:
h,
(AB.C) = AC  _ senzOAC
CB h,
sen ZOBC
h,sen zOBC
h,sen ZOAC
OC sen £AOC sen zOBC
OC sen £COBsen ZOAC
OC sen AOC h/OB
OCsenCOB h/OA
OAsen£AOC
OBsen«COB
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En el caso en que C fuera el punto ideal, el valor de la
razon simple es, por definicion, —1. Q.E.D.

Dicha expresion muestra que el cociente OA /O B impide
la invarianza proyectiva, por lo cual, es necesario cancelar
este cociente considerando un cuarto punto. Es decir:

Definicion 6.2.2:

Dados cuatro puntos ordinarios A, B, C, D en la recta
0, se define su razon cruzada, también conocida como
razon doble, como el cociente de las razones simples,
y esta dada por

(AB,C)
(AB, D)

Proposicion 6.2.1:

Si A, By C son tres puntos en la recta o, entonces

o(AB,CD) =

1. o(AB,CC) = 1.
2. o(AB,CB) = 0.

3. o(AB,CA) = 0.

Demostracion: Por definicion

(AB.C) _ |

o(AB,CC) = =
(AB.C)
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Ademas,
AB.C AC/CB .
o(AB,CB) = ( ) = / = AC - BB =0.
(AB,B) AB/BB CB-AB
Finalmente,
AB,C AC/CB .
o(AB,CA)=( ) AC/CB  AC-BA _

(AB,A) AA/BA CD-AA °°

Q.E.D.

La razon cruzada depende del orden en que se elijan los

puntos, puesto que hay 4! = 24 permutaciones de cuatro le-

tras, hay 24 razones cruzadas de cuatro puntos colineales, sin
embargo, estos valores no son todos diferentes.

Proposicion 6.2.2:

De las veinticuatro permutaciones posibles, que pue-
den tomar los cuatro puntos distintos, éstas pueden ser
agrupadas en seis grupos de cuatro permutaciones ta-
les que las razones cruzadas de cada grupo son iguales.

Demostracion: Sean A, B, C y D cuatro puntos distintos en
la recta o, si 0(AB, CD) = A, entonces

_(AB.C) AC/CB  AC-DB

" (AB.D) AD/DB CB-AD’

Pero
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(BA,D) _BD-CA _ AC-DB _,

o(BA, DC) = = - -
(BA,C) DA-BC CB-AD

Procediendo de manera similar, es facil ver que
o(CD,AB) =o(DC, BA) = A.

Como consecuencia de la definicion, de razodn cruzada
sigue que
(AB,D) AD-CB _l
(AB,C) DB-AC A

y aplicando la primera parte se obtiene

o(AB, DC) =

*

o(BA,CD) = o(CD, BA) = o(DC, AB) = %

De la identidad de Euler (1.1.2), pag. 5, se tiene que

AB-CD+ AC-DB+ AD - BC =0,

de donde
AB-CD AC-DB AB ,AD AC ,AD
0= + =22/ 22 25 22,
AD-BC AD-BC BC" DC CB' DB
0 equivalentemente,
AC, B AB.C
o(AC,BD) = ( ) =1- ( ) =1—-0(AB,CD),

(AC,D)  (AB,D)
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de donde o(AC, BD) = 1—A. Procediendo nuevamente como
en la primera parte se sigue que

| —A=0(CA,DB) = o(BD, AC) = o(AC, BD).

Combinando esta tercera parte con la segunda se conclu-
ye que:

7= = O(AC.DB)=0(CA.BD)
= o(DB,AC) = o(BD,CA).

Para la quinta parte, utilizando nuevamente la identidad
de Euler

AB-CD+ AC-DB+ AD - BC =0,

se deduce que

_ AB-CD_I_.I_I_AD-BC _ _AB/AC 'I—AD/£,
AC - DB AC - DB BD" CD DB CB
de donde
_(AD, B) il (AB, D) —0
(AD,C) (AB.C) ’
es decir

—0(AD,BC)+ 1 —-0(AB,DC) =0,
o equivalentemente

o(AD, BC) = 1 —% =4-1
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Aplicando la primera parte se deduce que
A—;l =0o(BC,AD) =0o(CB,DA) = 0o(DA,CB).

Combinando esta Gltima parte con la segunda se sigue
que
-1 = 0o(AD,CB) =0o(CB, AD)
= o(BC,DA)=0(DA, BC).

Con lo cual se han agrupado las veinticuatro permutaciones
posibles en seis grupos de cuatro, como se esperaba demos-
trar. Q.E.D.

Teorema 6.2.2:

La razon cruzada es una propiedad proyectiva.

Figura 6.4: La razon cruzada es una propiedad
proyectiva.
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Hipotesis: Sean o, o' dos rectas y O un punto fuera de
ellas, y supongase que los puntos A, B, C y D estan en la
recta o y se proyectan, desde el punto O, sobre los puntos A’,
B’,C’y D' enunarecta o’, como se muestra en la figura (6.4).

Tesis: o(AB,CD)=0'(A'B',C'D").

Demostracion: Por definicion
(AB,C)
(AB, D)’

Aplicando el teorema (6.2.1), pag. 286, a los puntos dados en
las rectas o y 0’ y, la definicion de angulo se obtiene

o(AB,CD) =

(AB,C)

(AB. D)

(OAsen £AOC) /(OB sen LCOB)
(OAsen £AOD) /(OB sen DO B)
sen ZAOC - sen«DOB

sen ZAOD - sen £COB’

o(AB,CD) =

Y como ABCD ;J\ A'B'C'D’, entonces £ZAOC = 2A'0OC',
£2DOB = 2D'OB’, 2ZAOD = £ZA'OD' y £COB = 2C'OB'’
se sigue que

sen£ZA'OC’ - sen«D'OB’

sen £A'OD' - sen £C'OB’

(OA"sen 2A'OC")/(OB' sen £C'OB')
(OA’sen £A’OD')/(OB’ sen £D'OB’)
(A'B',C")
(A'B',D')

o(AB,CD)

o' (A'B',C'D).
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Como se esperaba demostrar. Q.E.D.

Obsérvese que la razon simple se ha definido para puntos
ordinarios, pero teniendo en cuenta la invarianza por proyec-
cion y los convenios anteriores, es claro que es posible defi-
nir la razon cruzada cuando alguno de los puntos es el punto
ideal de la recta, o incluso cuando los cuatro puntos sean pun-
tos ideales, es decir, estan en la recta al infinito, por lo cual,
se obtiene un invariante proyectivo asociado a cada cuaterna
de puntos alineados del plano extendido.

Definicion 6.2.3:

Si a, b, ¢ y d son cuatro rectas que concurren en un
punto ordinario O, se define su razon cruzada como

sen(a, ¢)
sen(e, b
O(ab, cd) = %en((a d))

sen(d, b)

donde (a, b) denota el angulo, orientado en sentido po-
sitivo, formado por las rectas a y b.

294



Gamas armonicas

Teorema 6.2.3:

La razon cruzada de un haz de cuatro rectas que con-
curren en un punto ordinario O es igual a la razon cru-
zada de una hilera de cuatro puntos en los cuales cual-
quier transveral que no pase por O corta a las cuatro
rectas.

. J

La relacion que transforma las rectas a, b, ¢ y d que con-
curren en O en los puntos A, B, C y D que inciden en la recta
o se denotara abcd A ABCD.

r )\

L] ¥ - - .

D A C B

Figura 6.5: abcd AABCD.

Demostracion: Sean a, b, ¢ y d cuatro rectas que concurren
en el punto O, y o una recta que no pase por O, si A =ano,
B=bno, C=cnoy D =d N o, como se muestra en la
figura (6.5), por la definicion de razon cruzada para puntos
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OA -senzAOC

AB,.C) = s
( ) OB -senCOB

OA-senzAOD

AB., D)= ;
(AB, D) OB -sen DOB

Por lo tanto

(AB,C)
(AB, D)
OA -senzAOC

OB -senCOB
OA-senzAOD

OB -sen DOB
sen(a, ¢)

o(AB,CD)

sen(c, b)

sen(a, d)

sen(d, b)
= Of(ab,cd).

Q.E.D.

Si O fuera el punto al infinito, entonces las rectas a, b, ¢
y d serian paralelas.
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Corolario 6.2.1:

Si a, b, ¢ y d son cuatro rectas que concurren en el
punto O, y o, o’ son dos rectas que no pasan por O, si
ademas A=ano,B=bno, C=cno,D=dno,
A=and,B =bnd,C'"=cnd,D =dnd,
como se muestra en la figura (6.6), entonces

o(AB,CD) =o' (A'B',C'D).

Figura 6.6: o(AB,CD) =0 (A'B',C'D’).

Demostracion: Como abcd AABC Dy abcd AABC D, como
consecuencia del teorema (6.2.3), pag. 295,

o(AB,CD) = 0O(ab,cd)y o'(A'B’,C'D") = O(ab, cd),

de donde 0o(AB,CD) =0 (A’B’,C'D"). Q.E.D.
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Corolario 6.2.2:

Si dos haces de cuatro rectas con vértices en O y O’
son subtendidos por la misma hilera de puntos A, B,
C, D en o, entonces

O(ab,cd) = O'(d'b,c'd").

Figura 6.7: O(ab,cd) = O'(d'b',c'd").

Demostracion: Si abcd AABCD y a'b'c'd’ A ABCD, en-
tonces

O(ab,cd) = o(AB,CD)y O'(d'b',c'd") = 0(AB,CD).

Por lo tanto
O(ab,cd) = O'(d'b,c'd").

Q.E.D.
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Corolario 6.2.3:

Sean A, B, C, D una hilera de puntos en la recta o; A’,
B’, C’', D' otra hilera de puntos en la recta o', tales que
o(AB,CD) = 0o (A’B',C'D’), si Oy O' son dos pun-
tos distintos colineales con A y A’, entonces los pun-
tos de interseccion de los pares de rectas OB, O’ B’;
OC,0'C’" y OD, O' D’ son colineales.

Figura 6.8: Condicion para obtener puntos
colineales.
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Demostracion: Considere las rectas a = OA = O'A’, b =
OB,c=0C,d =0D,bV =0'B',c'=0'D'yd =0'D',
los puntos P = OBNO'B’,Q = OCNO'C',R=0Dn0O'D’
y larecta Z = PQ.

Supén;:,dse que R, = 0DNZ¢y.S, = an/t,entonces

ABCD A S POR,, de donde o(AB,CD) = £(S,POR)).

Por otra parte A’B'C' D’ /\ S, POR,, paraalgin R, € ¥
asi o'(A'B’,C'D") = £(S,POR,), como consecuencia de la
definicion de razon cruzada se sigue que R, = R,.

PeroODN# = R, =0'D' n#, de donde

oODNeNO'D' =R,.

pero ODNO'D" = R, por tanto, R = R, es decir, P,Qy R
son colineales. Q.E.D.

6.3. Cuaternas armonicas

Definicion 6.3.1:

Se dice que cuatro puntos colineales A, B, C, D for-
man una cuaterna armonica, o bien, que el punto D
es el conjugado armonico de C con respectoa Ay
Bsio(AB,CD)=—

En este caso se dice que los puntos A, C, By D cons-
tituyen una hilera armonica.
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A C B D

Figura 6.9: A, C, B, D es una hilera armonica.

Por ejemplo, dos puntos ordinarios, su punto medio y el
punto ideal de la recta en que yacen forman una cuaterna ar-
monica, es decir, el conjugado armonico del punto medio de
un segmento cualquiera es el punto del infinito de la recta.

De acuerdo a lo estudiado en el capitulo 4, §4.2, el teo-
rema (4.2.1), pag. 157, garantiza que, dado un punto en una
recta A B siempre es posible construir su conjugado armoéni-
co.

Pedir que B sea conjugado armonico de A con respecto
a Cy D es equivalente a pedir que los puntos B y A dividan
interna y externamente al segmento C D en la misma razon,

es decir:
CA _CB

AD ~  BD
En la figura (6.10) se muestra, en la parte superior, la
construccion del conjugado armoénico de C con respecto a
Ay B, mientras que, en la parte inferior, se muestra la cons-
truccion del conjugado armonico del punto B con respecto a
los puntos C y D basados en la construccion realizada en la
seccion §4.2, proposicion (4.2.1), pag. 159.
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o)
L
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e
wU R
Q N
Oi’
Figura 6.10:

0o(AB,CD)=—-1 < o(CD,AB) =—1.

Como o(AB,CD) = o(C D, AB) los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

1. B es conjugado armonico de A con respecto a C y D.

2. D es conjugado armoénico de C con respecto a Ay B.
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Teorema 6.3.1:

Dados tres puntos colineales, el conjugado arménico
de cualquiera de ellos es tnico.

Demostracion: Sean A, B, C y D cuatro puntos colineales
tales que (AB; C D) = —1, es decir

AC _ _AD
CB DB’

y sea E otro punto tal que

AC _ _AE

CB EB’
Luego entonces

AD _ AE

DB EB’

de donde D = E, pues no puede haber dos puntos distintos
que dividan a un segmento en la misma razon. Q.E.D.

Teorema 6.3.2:

Supongamos que A, B, C'y D son una hilera armonica,
es decir, 0(AB,CD) = —1, entonces cada una de las
otras siete permutaciones de estos puntos en las cuales
los pares conjugados se conservan es armonica.
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Demostracion: Este enunciado es consecuencia inmediata
de la proposicion (6.2.2), pag. 289, ya que

0(AB,CD) =0(BA, DC) =0o(CD,AB) = o(DC, BA)
y, si o(AB, C D) = —1, entonces
o(BA,DC)=0(CD,AB) =0o(DC,BA) = —1.

Nuevamente, como consecuencia de la proposicion (6.2.2),
1

AB,DC)= ————— = —1,
( ) (AB,CD)

y cOmo
(AB,DC) = (DC,AB) = (CD, BA) = (BA,CD)

de donde (DC,AB) = (CD,BA) = (BA,CD) = —1.
Q.E.D.

Ejemplo: Como consecuencia del teorema de la recta de
Euler (5.4.1), pag. 243, el circuncentro O, el baricentro G,
el centro de la circunferencia de los nueve puntos N vy el or-
tocentro H pertenecen a la recta de Euler, que se denotara
e.

Ademas, N es el punto medio del segmento de Euler OH ,
y del corolario (5.5.2), pag. 257, se tiene que 2GO = HG y
2NG = GO, de donde

NG __GO
GO  HG
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Figura 6.11: e(ON,GH) = —1.

asie(ON,GH) = —1,esdecir, O,N, Gy H constituyen una
hilera armonica, ilustramos esto en la figura (6.11).
Recordamos que:

= Una sucesion es un conjunto de términos {s, } arregla-
dos en cierto orden. Si X es el conjunto de términos,
una sucesion en X es una funcion s : N — X,y se
escribe s(x) =5, € X.

» Una sucesion se denomina una progresion aritmética si
cada elemento, después del primero, es igual a la suma
del término anterior y una constante, la constante se
denomina la diferencia comiin. Esto es, si c es la cons-
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tante comin, s, = s, + ¢, 53 = §, + ¢ y en general,
S, =8, +c.

» Una sucesion se denomina una progresion geométri-
ca si cada término, después del primero, es igual al
producto del término anterior por una constante co-
mun, denominada razon comin. Es decir, si r es la ra-
zOn comin, entonces s, = rs,, s; = rs, y en general
s

nel — T'S,-

» Una sucesion se denomina una progresion armonica si
los reciprocos de sus términos forman una progresion
aritmética, es decir, {A,} es una progresion armoénica
si {h;' } es una progresion aritmética.

El nombre de armonica proviene de los pitagoricos y su
conocimiento de la masica, cuando una cuerda tensada es
cortada a la mitad, esta produce un tono que es armonico con
el tono que produce la cuerda con su longitud original, y asi
sucesivamente.

Por ejemplo, si desean escuchar como suenan los tonos
armonicos, enel videohttps://www.youtube.com/watch?
v=f7zwbXGaGvE&1ist=PPSV, Paola Hermosin lo explica usan-
do como instrumento la guitarra.

Por ejemplo, la sucesion

11
l Py
375

~|—
O —
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€s una progresion armonica pues sus reciprocos
1,3,5,7,9, ...

forman una progresion aritmética con constante comun 2.

La media aritmética también conocida como promedio
de dos numeros es la suma de tales nimeros dividida por 2.
Si a y ¢ son dos nimeros, entonces

. L. a+c
media aritmética b = )

La media geométrica de dos nimeros a y ¢ se define como

media geométrica b = +v/ac.

La media armonica de dos nimeros a y ¢ se define como

2ac

media armoOnica b = )
a+c

Teorema 6.3.3:

Supongamos que A, C, By D son una hilera armo-
nica, entonces los segmentos AC, ABy AD estan en
progresion armonica y reciprocamente.

Es decir:
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| | 1
AC’ AB’ AD
forman una progresion aritmética si y solamente si A, B, C
y D son cuatro puntos armonicos.
Esta relacion también puede expresarse diciendo que AB
es la media armonica de AC y AD.
Demostracion: Los segmentos AC, ABy AD estan en pro-
gresion armonica si y solamente si:
| | 1
AC’ AB’ AD
forman una progresion aritmética.
Lo tnico que debemos ver es que
| | | |

AB AC AD AB
o equivalentemente
2 1 |
— =+ —.
AB AC AD
Ya que A, B, C y D son cuatro puntos armonicos, enton-
ces

CB__DB
AC AD
si, y solamente si,
CB DB

AB-AC _AB-AD
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Como AC = AB + BC, entonces BC = AC — AB, o
equivalentemente, CB = AB — AC.
Andilogamente, ya que AD = AB+ BD, entonces BD =

AD — AB, por lo tanto, CB _ AB-AC y
AB - AC AC

DB BD _ AD—AB
AB-AD  AB-AD AB-AD’

AB—-AC AD-AB

De donde = cuando, y solamente
AB- AC AB-AD
| 1 .
cuando, — — — = — — — es dectr,
AC AB AB AD
2 1 1

AB  AC = AD’
Siguiendo los pasos del argumento en sentido contrario se
demuestra el reciproco del enunciado. Q.E.D.

Teorema 6.3.4:

Si A, C, By D es una hilera armonica, y O es el punto
medio de A B, entonces

OB>=0C -0D,

y reciprocamente.

Demostracion: Ya que o(AB,CD) = —1, entonces AC :
CB =—-AD : DB, ycomo O es el punto medio del segmen-
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A 0O C B D

Figura 6.12: OB> = OC - OD < O es punto
medio de AB.

to A B, se satisfacen las siguientes identidades:

AC = AO+0OC=0B+0C, yaque, AO = OB,
OB = OC+CB, asi,CB=0B - 0C,

AD = AO+OD=0B+ 0D, pues AO = OB,
OD = OB+ BD,dedonde, BD =0D — OB.

Luego entonces

OB+0C _ AC _ _AD _ AD _OB+O0D
OB-0OC CB DB BD OD-OB

0 equivalentemente,
(OB+0C)-(OD—-0OB)=(0OB+0D)-(OB-00C).
Simplificando se obtiene, OB> = OC - OD.

Nuevamente, como todos los pasos son reversibles, se ob-
tiene el reciproco. Q.E.D.
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Corolario 6.3.1:

Si A, B, C y D son cuatro puntos tales que
0o(AB,CD) = —1, O es el punto medio del segmento
AB y O’ esel punto medio del segmento C D, entonces

(OB)?> + (0'C)* = (00"

En otras palabras, es posible construir un triangulo rec-
tdngulo cuyos catetos sean congruentes con OBy O'C
y cuya hipotenusa sea congruente con OO'.

OB co’

oo’

Figura 6.13: (OB)* + (0O'C)* = (00').

Demostracion: Como A, B, C, D constituyen una hile-
ra armonica, por el teorema (6.3.2), pag. 303, se tiene que
0(AB,CD)=—-1yo(DC; AB) = —1.
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Del teorema (6.3.4), pag.309, se obtienen
OB>*=0C-0DyO'C*=0'A-0'B.

Ademas, OB+ BO' = O0', de donde OO’ — OB = BO',
es decir, O'B = —-BO’' = OB — 00'.
Luego entonces

(OB)?> - (00’ = (OB+ 00")OB-00"
(AO + 00')(O'B)
= AO' - (—(BO")
= —(CO'Y =—(0'C),

de donde
(OB)?> + (0'C)* = (00").

Q.E.D.

Dado un segmento AB y un punto C en la recta AB, otra
forma de construir el conjugado armoénico de C con respecto
a los puntos A y B es la siguiente:

Primeramente tomese un punto P fuera de larecta AB y
tracese la recta AP.

A continuacion, construya una recta BQ paralela a la rec-
ta AP por el punto B, y sobre esta recta sea R el simétrico
de O con respecto a B, finalmente tracese la recta PR.

El punto donde esta recta interseca a la recta AB es el
conjugado armonico D del punto C con respecto a los puntos
Ay B.
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!(J

Figura 6.14: Otra construccion del conjugado
armonico de C con respecto a los puntos Ay B.

Ya que AACP ~ /\BCQ, sus lados correspondientes
son proporcionales AP : BQ = AC : BC, pero OB = BR
implica AP : RB= AC : BC,ycomo /AAPD ~ /ABRD
se sigue que AD : DB=—AP : BR.

Luego entonces

AC _ AP __AD
CB RB DB
De donde D es el conjugado armonico de C con respecto
alos puntos Ay B.
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6.4. Rectas armonicas

Definicion 6.4.1:

Sia, b, c y d son cuatro rectas concurrentes en un punto
0, se dice que a y b estan armonicamente separadas
por ¢y d, o bien que ¢ y d son conjugadas armonicas
con respecto aay b, si

O(ab,cd) = —1.

Teorema 6.4.1:

Si a y b estan armoOnicamente separadas por ¢ y d, en-
tonces ¢ y d estan armoOnicamente separadas por a y
b.

. J

Demostracion: Si o es una recta que no pasa por O y es con-
curre con las rectas a, b, ¢, d, en los puntos A, B, C'y D como
consecuencia del teorema (6.2.3), pag. 295,

O(ab,cd) = 0(AB,CD)y O(cd,ab) = o(CD, AB).
Por el teorema (6.3.2), pag. 303,
0o(AB,CD) =o(CD, AB).

Luego entonces O(ab, cd) = O(cd, ab). Q.E.D.
Tal haz de cuatro rectas se denomina haz armonico, y sus
rectas son llamadas cuatro rectas armoénicas.
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Teorema 6.4.2:

La hilera de puntos en que las rectas de un haz armoni-
co cortan cualquier recta que no pase por el vértice del
haz, es una hilera armoénica; e inversamente, el haz de
rectas que se obtiene uniendo cuatro puntos armonicos
con cualquier punto del plano que no sea colineal con
la hilera armoénica es un haz armoénico.

Figura 6.15:
O(ab,cd) = -1 < 0o(AB,CD) = —1.

Demostracion: Si oy o’ son rectas que no contienen al punto
O y concurren con las rectas a, b, ¢, d en los puntos A, B, C,
Dy A’, B, C’, D' respectivamente, como consecuencia del
teorema (6.2.3), pag. 295, corolario (6.2.1), pag. 297, se sigue
que

o(AB,CD) = O(ab,cd) =0 (A'B’,C'D"),
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y como O(ab, cd) = —1 se sigue el resultado. Q.E.D.

Tomando en cuenta que la razén cruzada es una propie-
dad proyectiva, del teorema anterior podemos deducir los si-
guientes resultados:

Corolario 6.4.1:

Dadas tres rectas concurrentes, la conjugada armonica
de cualquiera de ellas es tnica.

Corolario 6.4.2:

Si un haz de cuatro rectas es cortada por una trans-
versal o en una hilera armonica de puntos, entonces
cualquier otra transversal o’ del haz también corta sus
rectas en una hilera armonica de puntos.

Corolario 6.4.3:

Si a y b estan armoOnicamente separadas por ¢ y d en-
tonces, para cada una de las otras siete permutaciones
de estas rectas, en las cuales los pares de rectas conju-
gadas se conservan es armonica.
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Teorema 6.4.3:

Si las hileras armonicas A, B, C, Dy A, B, C', D',
estan en dos rectas distintas, entonces:

1. Las rectas BB', CC’' y DD’ son concurrentes.

2. Lasrectas BB',C'D y C D’ son concurrentes.

Figura 6.16: Hileras en perspectiva.

Demostracion: Dadas dos hileras armonicas A, C, B, D
enoy A, C’, B’, D' en ¢, en particular, 0(AB,CD) = -1y
0 (AB";C'D") = —1.

Para demostrar la primera parte, supongase ademas que
las rectas CC" y BB’ concurren en O.
Se demostrara que el punto O incide en la recta DD’.

317



Gamas armonicas

Tracese las rectasa = OAyd = OD, como A, C, B, D
constituyen una hilera armonica, entonces 0(AB,CD) = —1,
como consecuencia del teorema’(6.4.2), pag. 315, las rectas
a,c = OC, b = OB y d forman un haz armoénico de cuatro
rectas, asi O(ab, cd) = —1.

A C B D

Figura 6.17: BB', CC' y DD’ concurren.

Del corolario (6.4.2), pag. 316, se obtiene o'(AB’,C'D") =
—1, donde D" es el punto donde concurren las rectas OD y
AB'.

Como consecuencia de la unicidad del conjugado armo-
nico, corolario (6.4.1), pag. 316, se tiene que D’ = D", en
particular O incide en la recta D D', por ende, las rectas BB’,
CC’y DD’ concurren en O.

Para demostrar la segunda parte, supongase ademas que
las rectas C D’ y BB’ concurren en el punto O'.
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Se desea demostrar que el punto O’ incide en la recta
C'D.

Trécese las rectas O'A 'y O' D, como o(AB,CD) = —1,
se sigue que las rectas @’ = O'A, ¢’ = O'C, b = O'By
d’ = O'D forman un haz armonico, asi O'(a'b’, c'd") = —1.

Figura 6.18: BB',C'D y C D’ son concurrentes.

Nuevamente, como consecuencia del corolario (6.4.2), pag.
316, se tiene que O'(a’b’,c"d") = —1, donde ¢” es la recta
O'C"yC" =0'Cn AB’, luego entonces o'(AB',C" D’) =
—1.

Como consecuencia de la unicidad del conjugado armo-
nico, corolario (6.4.1), pag. 316, se tiene que C' = C”, asi
O’ incide en la recta C’'D. Q.E.D.
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Teorema 6.4.4:

Si en un haz armonico de rectas diferentes, un par de
rectas es pcrpcndicular, una a otra, entonces estas rec-
tas bisecan los dngulos formados por las otras dos, e in-
versamente si en un haz de cuatro rectas distintas uno
de los pares biseca los angulos formados por el otro
par, el haz es armoénico.

~A / C XB DN
Figura 6.19: O(ab,cd)=—-1lyc Ll d =>ayhb
bisecan (¢, d).

Demostracion: Seana = OA,b=0B,c=0Cyd =0D
rectas tales que o(AB;CD) = —1conc 1 d.

Se debe demostrar que OC y O D bisecan interna y exter-
namente al angulo ZAOB.

Considérese una recta o’ paralela a OD que corte trans-
versalmente a OA, OBy OC en A’,B’ y C' respectivamente
(C" # 0).
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Como consecuencia del corolario (6.4.2), pag. 316, la hi-
lera armoénica A, C, B, D se proyecta, desde O, en la hilera
armonica A’, C', B’, co, por ende, C’ es el punto medio de A
y B.

- )\

A /c /B \ D\

Figura 6.20: AOA'C' = AOC'B'.

Como ¢ y d son perpendiculares, entonces ZCC'A" =
£ZB'CO = 1 recto, y como OC' es lado comin, los tridn-
gulos AAOA'C’ y /AOC’ B’ son congruentes, en particular,
2A'OC" = £B'OC’, es decir, AC biseca el angulo ZAOB.

Como la bisectriz interna y externa del angulo £AO B son
perpendiculares, se sigue que larecta d es la bisectriz exterior
del angulo £AOB.

Reciprocamente, supongase que ¢ = OC y d = OD son
las bisectrices interna y externa de los angulos formados por
lasrectasa = 0OAy b= OB.
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Sea A’ el simétrico del punto A con respecto al punto O.
Como £AOC = £BOC, entonces

sen ZAOC = sen £BOC y £BOD = 2DOA’,

de donde, sen £BOD = sen 2DOA’.

Ya que el angulo ZAOD es el suplemento del dngulo
2DOA’, entonces sen ZDOA' = —sen 2DOB.

Por lo tanto

sen ZLAOC _sen ZAOD
sen2COB ~ sen«ZDOB’

0 equivalentemente:

sen £AOC
sen £ZCOB
sen ZAOD ~—
sen £DOB
y como consecuencia de la definicion de razon cruzada (6.2.2),
pag. 294, O(ab, cd) = —1, es decir, las rectas a, b, c y d cons-
tituyen un haz armonico por O con ¢ 1 d.

Q.E.D.

Corolario 6.4.4:

Dado un triangulo /AABC, si I denota su incentro,
E , el excentro relativo al vértice A,e I, = AINCB,
entonces o(Al,, [ E,) = —1.
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A B

Figura 6.21: o(AI, I ,E,) = —1.

Demostracién: Como / es el incentro del tridngulo /A ABC,
entonces CI es una bisectriz interna del angulo ZACB, y
como E, es el excentro relativo al vértice A, en particular
CE, es una bisectriz externa del dngulo ZACB.

Como las bisectrices interna y externa del angulo ZACB
son perpendiculares, entonces CI y CE, son perpendicula-
res, véase a figura (6.21).

Como consecuencia del teorema (6.4.4), pag. 320, las rec-
tas CA, CB, CI y CE, constituyen un haz arménico, y por
ende, al intersecar este haz con la bisectriz interna o = Al
se obtiene una hilera arménica A, I, = onN AB, I, E,, o
equivalentemente o(Af,, [ E,) = —1. Q.E.D.
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Definicion 6.4.2:

El angulo de interseccion de dos curvas, en un pun-
to comun, es el angulo entre las rectas tangentes a las
curvas en ese punto comun.

Se dice que dos curvas son ortogonales si su angulo
de interseccion es un angulo recto.

Tp(y,)

0 Tp(yy)

g Y2

Figura 6.22: Angulo entre curvas.

Observaciones: Las siguientes propiedades concernien-
tes a circunferencias son obvias:

» Si dos circunferencias se intersecan, los angulos de in-
terseccion en sus puntos comunes son iguales.

» Si dos circunferencias son ortogonales, una tangente a
una de ellas en el punto de interseccion pasa por el cen-
tro de la otra; y si el radio de una de las circunferencias
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trazado a un punto comun es tangente a la otra circun-
ferencia, entonces las circunferencias son ortogonales.

» El cuadrado de la distancia entre los centros de dos cir-
cunferencias ortogonales es igual a la suma de los cua-
drados de los radios.

Teorema 6.4.5:

Si se construye una circunferencia con diametro AB y
se traza una segunda circunferencia que corte la rec-
ta de ese diametro en C y D, un par de conjugados
armonicos con respecto a A y B, entonces las circun-
ferencias son ortogonales.

Figura 6.23: o(AB,CD)=—-1=C, L C,.
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Demostracion: Sea P un punto de interseccion de las dos
circunferencias, O el punto medio de AB y O’ el punto medio
de C D, como se aprecia en la figura (6.23).

Como consecuencia del corolario (6.3.1), pag. 311,

OB’ +0'C* = 00"

Ya que OP = OBy O'C = O'P, por ser radios de las
mismas circunferencias, se sigue que O P>+0' P? = 00", es
decir, A POO’ es un triangulo rectidngulo, con ZOPO' = 1
angulo recto.

Puesto que dos circunferencias son ortogonales, si una
tangente a una de ellas en el punto de interseccion pasa por
el centro de la otra, se sigue que el radio O P es tangente a la
circunferencia con centro O’ y diametro C D.

En particular OP L O’ P, es decir, las circunferencias son
ortogonales. Q.E.D.

El reciproco del teorema anterior también es cierto, y nue-
vamente es consecuencia de las observaciones previas y el
reciproco del teorema (6.3.4), pag. 309, es decir:

Teorema 6.4.6:

Si dos circunferencias ortogonales son cortadas por
una recta que pasa por el centro de ellas, los cuatro
puntos de interseccion constituyen una hilera armoni-
ca de puntos.

Demostracion: Supongase que C,, y C,, son dos circunfe-
rencias ortogonales en un punto P, la primera con centro en
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O y diametro A B; la segunda con centro O’ y diametro C D,
con A, B, C y D colineales.

Entonces OB? = OP? = OC - OD, como consecuencia
del reciproco del teorema (6.3.4), pag. 309, los puntos C 'y D
son conjugados armoOnicos con respectoa Ay B. Q.E.D.

6.5. Cuadrangulo y cuadrilatero
completo

Definicion 6.5.1:

La figura que consiste de cuatro puntos, cualesquiera
tres de ellos no colineales, y de las seis rectas determi-
nadas por estos puntos es un cuadrangulo completo.

Los cuatro puntos son sus vértices, y las seis rectas son
sus lados, se dice que dos lados son opuestos si no tienen un
vértice comun.

En un cuadrangulo completo hay tres pares de lados opues-
tos.

Los tres puntos determinados por los tres pares de lados
opuestos son sus puntos diagonales, y el triangulo determi-
nado por estos tres puntos es el triangulo diagonal.

En la figura (6.24), los cuatro puntos A, B, C y D son no
colineales, ya que cuatro elementos pueden tomarse de dos

;) = 6, hay 6 rectas

en dos en seis formas distintas, 1.e., (
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Figura 6.24: Cuadrangulo completo ABC D.

asociadas a estos cuatro puntos, a saber: AB, AC, AD, BC,
BDyCD.

Hay tres pares de rectas opuestas, el primer par AB, CD,
que se representan en color rojo; el segundo pares AC, BD,
representadas en color verde, y finalmente se tiene el par de
rectas opuestas A D, BC representadas en color azul.

Puesto que cada dos rectas distintas, en el plano exten-
dido, concurren en un punto, los puntos P = AB N CD,
QO = ACNnBDy R = AD n BC son los puntos diagona-
les asociados al cuadrangulo completo A, B, Cy D.

Finalmente, el triangulo /A POR es el tridngulo diagonal
asociado al cuadrangulo completo ABC D.
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Definicion 6.5.2:

La figura que consiste de cuatro rectas, cada tres de las
cuales no son concurrentes y los seis puntos determi-
nados por la interseccion de estas rectas es un cuadri-
latero completo.

Las cuatro rectas son sus lados y los seis puntos son sus
Vértices.

Se dice que dos vértices son opuestos si ellos no estan en
el mismo lado. En un cuadrilatero completo hay tres pares de
vértices opuestos.

Las tres rectas determinadas por los pares de vértices opues-
tos de un cuadrilatero completo son sus diagonales, y el trian-
gulo determinado por estas tres rectas, es su triangulo diago-
nal.

En la figura (6.25) se tienen las cuatro rectas a, b, c y d,
que constituyen los lados del cuadrilatero completo.

Como mencionamos anteriormente, cuatro elementos dis-
tintos pueden tomarse de dos en dos de seis formas distintas,
entonces cada par de recta determina un punto, a saber, se
tienen los seis puntos:

J=anb, K=anec, L=and,
M=bne, N=bndyO=cnd,

que constituyen los vértices del cuadrilatero completo.
Asi, los pares de vértices opuestos son:
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Figura 6.25: Cuadrilatero completo.

m J=anb, O=cnden color azul;
» K=ancy N = bnd en color verde;

= Finalmente, L =and y M = bn c en color rojo.

Las rectas p = LM en color rojo, g = JO en colorazul y r =
K N en color verde, son las rectas diagonales del cuadrilatero
completo abcd.

La figura trilatera /\pgr es la trilatera diagonal del cua-
drilatero completo abcd.
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A continuacion, se muestra una relacion entre los cua-
drangulos completos y los haces armonicos, asi como entre
los cuadrilateros completos y las hilera armonicas.

Teorema 6.5.1:

Por cada punto diagonal de un cuadrangulo completo,
concurren cuatro rectas armonicas, que son los dos la-
dos que pasan por el punto y las rectas que lo unen con
los otros dos puntos diagonales.

Hipotesis: Sea ABCD un cuadrangulo completo, P =
ABNCD,Q = ACNnBDy R = AD n CD sus puntos
diagonales, asi como las rectas diagonales PQ, RP y RQ,
como se muestra en la figura (6.26).

Tesis: La recta AP es conjugada armonica de DP con
respecto a las rectas PRy PR.

Demostracion: Si la recta PQ interseca a la recta AD en
R’, como consecuencia de la construccion del conjugado ar-
monico dada en el teorema de la division interna y externa
(4.2.1), pag. 157, A,R’,D,R es una hilera arménica, es decir,
Z(AD,R'R) = —1,donde # = AD.

Como consecuencia del teorema (6.4.2), pag. 315, PA,
PR’, PDy PR es un haz de rectas armonicas. Q.E.D.
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Figura 6.26: Relacion cuadrangulos y haces
armonicos.

Teorema 6.5.2:

En cada diagonal de un cuadrilatero completo hay una
hilera armonica de puntos que consiste de los dos vér-
tices de la diagonal y los puntos en los cuales es inter-
secada por las otras dos.

Hipotesis: Sea abed un cuadrilatero completo con pgr su
trilatera diagonal, como se muestra en la figura (6.27).

SiA=bnc,B=cnd,C=and,D=anb, E=bnd,
F = an c son sus vértices, p = BD, q = EF,r = AC sus
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rectas diagonales, P = gnr, O = pnry R = pngq los puntos
en donde concurren las rectas diagonales.

Tesis: BO DR es una cuaterna armonica, es decir, R es el
conjugado armonico de Q con respecto a By D.

-

Figura 6.27: Cuadrilatero completo e hileras
armonicas.

Consideremos el tridngulo /A ABD con rectas p = BD,
d = BE,y a= DF concurrentes en C.

La transversal ¢ = FE interseca p = BD en el punto R,
por la construccion del teorema de la division interna y ex-
terna Q y R dividen BD interna y externamente en la misma
razon, por lo tanto, la hilera B, D, O, R es armonica.

De manera analoga se demuestra que F,E,P,Ry A,C,P,Q
son hileras armoénicas. Q.E.D.
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En las definiciones de cuadrangulo y cuadrilatero com-
pleto se puede observar que basicamente se intercambian las
palabras punto y recta.

Con pequenias modificaciones de lenguaje, cuando se in-
tercambian las palabras punto con recta, incide con concurre
y un enunciado verdadero se convierte en el otro verdadero
se dice que se satisface el principio de dualidad.

Por ejemplo:

Dos rectas concu-

Dos puntos inciden

rren en un punto

€n una recta

Figura triangular

Figura Trilatera

Hilera de puntos

Haz de rectas

Cuadrangulo com-

pleto

Cuadrilatero
pleto

com-

Punto diagonal

Recta diagonal

Concurren 4 rectas
armoénicas

Los dos lados que
pasan por un punto
diagonal

Inciden 4 puntos ar-
monicos

Los dos vértices de
la recta diagonal

Asi, los teoremas anteriores (6.5.1), pag. 331, y (6.5.2),
pag. 332 son un ejemplo de este principio.

Este principio de dualidad es fundamental en el estudio
de la geometria proyectiva.
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6.6. Ejercicios

1. Si tres puntos distintos estan uno en cada lado de un
triangulo, sus conjugados armonicos con respecto a los
vértices del triangulo estan unidos con los vértices opues-
tos. Demuestre que las tres rectas asi obtenidas son
concurrentes si, y solamente si, los tres puntos son co-
lineales.

2. Demuestre que los puntos medios de las diagonales de
un cuadrilatero completo son colineales.

3. Enuncie y demuestre el dual del ejercicio anterior.

4. Demuestre que, cada uno de los triangulos cuyos lados
son tres de las cuatro rectas de un cuadrilatero com-
pleto, estad en perspectiva con el tridangulo diagonal del
cuadrilatero.

5. Los vértices de un cuadrangulo completo son los tres
vértices de un triangulo y el punto de interseccion de
sus medianas, construya su triangulo diagonal. Cons-
truya ademas un cuadrilatero completo que tenga su
mismo triangulo diagonal.

6. Si,en lahileraarmonica o(A B, C D), todos los segmen-
tos dirigidos se miden desde el punto B, entonces

2 _ 1,1
BA BC BD’
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10.

Reciprocamente, si A, B, C y D son cuatro puntos co-
lineales, y los segmentos dirigidos BA, BC y BD sa-
tisfacen la relacion anterior, entonces los puntos A, B,
C y D constituyen una hilera armonica.

Silos puntos C, D dividen armdnicamente al segmento
AB, y su punto medio es M, demuestre que

MC?*+ MD*>=CD?>+2M A
Sio(AB,CD) = —1,y M es el punto medio de AB,
demuestre que

1 1 1
+ = .
CA-CB DA-DB MA-MB

Si o(AB,CD) = —1, demuestre que

LU SR S

BC AB AD  CD

Si A, B, C y D son cuatro puntos colineales, toma-
dos en orden, demuestre que el lugar geométrico de los
puntos en los cuales los segmentos AB, C D subtien-
den angulos iguales es una circunferencia que tiene por
extremos de un diametro el par de puntos que separan
armoOnicamente cada uno de los dos pares de puntos A,
D: B, C.
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11. Si A, B, Cy D son cuatro puntos tales que o(AB, CD) =
—1 y O es un punto fuera de la recta o, si la recta pa-
ralela a OA por el punto B interseca a las rectas OC'y
OD en los puntos Py Q respectivamente, demuestre
que PB = BQ, y reciprocamente.

12. Dado un triangulo AABC,si A’, B’, C’ son los puntos
medios de los lados BC, CA y AB respectivamente,
demuestre que la recta A’ A es conjugada armoOnica de
A'C con respecto a las rectas A’B’ y A'C’.

13. Demuestre que las rectas que unen un punto P de una
circunferencia con los extremos de una cuerda dividen
armoOnicamente al didmetro perpendicular a esa cuerda.

E

14. Si en el paralelogramo L7ABC D, la recta AE es pa-
ralela a BD, demuestre que E, C, B y D constituyen
una hilera armoénica.
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I5.

16.

17.

I8.

19.

Silos puntos C y D dividen al segmento A B armonica-
mente en la razon p : g, demuestre que el punto medio
M del segmento C D divide externamente al segmento
AB enrazén p® : ¢*.

Demuestre que la suma de los cuadrados de dos seg-
mentos armonicos es igual a cuatro veces el cuadrado
de la distancia entre los puntos medios de estos seg-
mentos, simbolicamente si los segmentos son AB, CD
y sus puntos medios son M y O respectivamente, en-
tonces AB*> + CD?* =4MO>.

Dados tres puntos colineales A, B, C, sean A’, B' y C’
puntos en la misma recta o, tales que, o(AA’, BC) =
—1,0(BB',CA) = —1 y o(CC', AB) = —1. Demues-
tre que o(A’A, B'C') = —1, o(B'B,C'A") = -1y
o(C'C,A'B) = —1.

Dadas dos rectas fijas OX, OY, una secante variable
que pasa por el punto fijo A de OX interseca la recta
OY en el punto B, y la circunferencia C con centro en
C y radio BO interseca la recta AB en los puntos C
y D. Demuestre que el lugar geométrico de los puntos
M tal que o(AM, C D) = pul es una circunferencia.

Considere dos puntos variables P, Q en la base BC
del tridngulo /A ABC tales que o( BC, PQ) = pl. De-
muestre que el lugar geométrico de los circuncentros
del tridangulo /\ A PQ es una linea recta.
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20. Dado un tridangulo AABC, AD laalturay AA’ la me-
diana por A, con Dy A’ en larecta BC. Suponga ade-
mas que las rectas paralelas a las rectas AB y AC por
el punto A intersecan a la recta AD en los puntos Py
O respectivamente. Demuestre que o(AD, PQ) = —1.
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Inversion geométrica

En el presente capitulo se estudiara el problema de inver-
sion de un punto con respecto a una circunferencia.

Todas las transformaciones que se han estudiado hasta
ahora, transforman rectas en rectas, pero la inversion con res-
pecto a una circunferencia, de acuerdo con Coxeter [Co, Cap.
6], inventada por L.J. Magnus en 1831, transforma, en gene-
ral, rectas en circunferencias, pero preserva angulos.

Aligual que las reflexiones con respecto a unarecta 'y aun
punto son involutivas y tiene una infinidad de puntos fijos, los
cuales se encuentran en la misma circunferencia, y el centro
carece de imagen.

Usando el método de inversion se dara otra demostracion
alternativa del teorema de tangencias de Feuerbach (5.6.1),
pag. 270.
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7.1. Potencia de un punto

Proposicion 7.1.1:

Si se trazan dos secantes cualesquiera desde un pun-
to P, exterior a la circunferencia C, tales que corten
a la circunferencia en los puntos A, By A’, B’, res-
pectivamente, los tridngulos /AAPAB’ y /APA’B son
semejantes y, por lo tanto,

PA-PB=PA' - PB'.

B

Figura7.1: PA- PB= PA’'- PB'.

Demostracion: Notese que £A'B'’A = A’ BA pues ellos
subtienden el mismo arco, a saberel AA’ y, como consecuen-
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cia de la definicion de angulo,
£Z.PB'A=«PBA'.
Por otra parte ZA’ PA es angulo comdn, luego entonces
£ZB'PA=2«BPA',

consecuentemente los tridngulos /AABPA’y /A B’ PA son se-
mejantes, y sus lados correspondientes son proporcionales,
en particular

PA _ PA

PB  PB

o equivalentemente
PA-PB=PA' - PB'.
Q.E.D.

En la proposicion anterior el punto P puede ser tanto un
punto interior como exterior del circulo C.

Si P € C no se forman triangulos, en este caso, P = A
y P=A"obien P= By P = B’,dedonde PA = PA" =
0,0 PB = PB' = 0, y también se satisface la condicion
PA-PB=0=PA"- PB.

Definicion 7.1.1:

Dado un punto P y una circunferencia C cualquiera,
considérese una recta por P que corte en dos puntos A
y B a la circunferencia C. Se denomina potencia del
punto P con respecto a la circunferencia C al producto
PA - PB de los segmentos PAy PB.
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Como consecuencia de la proposicion (7.1.1), pag. 341,
la potencia de un punto esta bien definida.
Ademas, la potencia de un punto es:

» Negativa, si P es un punto interior del circulo C.
m Cero, si P esta en la circunferencia C.

» Positiva, si P es un punto exterior del circulo C.

Proposicion 7.1.2:

Dado un punto P y una circunferencia C con centro en
O y radio r, entonces:

1. El valor de la potencia de P con respecto a C es

PO? — .

2. Si P esta fuera del circulo C, su potencia es igual
PT?,donde T € Cy PT estangente a la circun-
ferencia.

3. Si la circunferencia tiene radio cero, entonces la
potencia de P con respecto a esta circunferen-
cia es PO?, es decir, es igual al cuadrado de la
distanciade P a O.

Demostracion: Como consecuencia de la proposicion (7.1.1),
pag. 341, el valor de la potencia no depende de la eleccion de

343



Inversion geométrica

Figura 7.2: Potencia de P c/r C es PO* —r°.

la recta que cota a C, por lo que, si P # O se tomara la recta
OP.
La recta OP corta la circunferencia C en dos puntos A y
B, de donde, A B es un diametro de C y O es su punto medio.
Por ende,

PA=PO+0OA, PB=PO+0OByAO=0B=r.

Luego entonces

PA-PB = (PO+O0A)-(PO+OB) (7.1)
= PO’>+ PO-(OA+0B)+0A-0OB (72)
= PO>-r. (7.3)

Si P = O, entonces PA- PB=0A-0OB = —r.
Si P es un punto exterior al circulo C, sea PT una tan-
gente a C por P.

344



Inversion geométrica

Como consecuencia de la proposicion (7.1.1), pag. 341,
la potencia de P es independiente de la recta, por lo que, la
potencia de P con respecto a C es igual a PT - PT = PT?.

Finalmente, si la circunferencia C tiene radio cero, como
consecuencia del primer inciso, la potencia de P es igual a
PO?* -0? = PO~ Q.E.D.

Definicion 7.1.2:

El eje radical de dos circunferencias es el lugar geo-
métrico de los puntos cuyas potencias con respecto a
las dos circunferencias es igual.

Proposicion 7.1.3:

El eje radical es una linea recta.

Demostracion: Sean C, C’ dos circunferencias no concéntri-
cas con centros O, O y radios r, ¥’ respectivamente.

Por un punto P que tiene las mismas potencias con res-
pecto a estas circunferencias, tracese las rectas PO, PO’ y,
finalmente P M perpendicular a la recta OO’ que une los cen-
tros, como se muestra en la figura (7.3). Asi PONC = {A, A’}
y PO'nC = { B, B'}, véase la figura (7.4).

Por definicion, de potencia de P con respecto a C y C’ se
sigue que

PA-PA"=PB-PB,
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b
]

A a Eje radical

A!

Figura 7.3: Eje radical.

pero, de la proposicion (7.1.2), pag. 343 se sigue que
PO* —r* = PO"”* — /7.

Restando el valor M P? en ambos lados de la igualdad se
obtiene OM? — r2 = MO'? — r'2, es decir,

(OM + MO'Y(OM — MO') = OM* = MO = P* — /.

Ya que OO" = OM + M O', la expresiOn anterior es equi-
valente a

0 0 ="2
M-MO ="
00’

Y solamente hay un punto M que satisface la ecuacion

(7.4)
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‘.')

Figura 7.4: Construccion del eje radical de dos
circunferencias no concéntricas C y C’.

anterior, ya que si N fuera otro punto semejante, entonces

ON+NM -MO'" = OM - MO
= ON-NO
= OM+MN - NO'.

Lo cual significaque MN =0,asi M = N.

Por lo tanto, si un punto tiene potencias iguales con res-
pecto a dos circunferencias, este punto esta en una perpendi-
cular a la recta que une sus centros, y ya que los pasos son
reversibles se obtiene el reciproco. Q.E.D.
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Si los centros de dos circunferencias de radios desiguales
se aproximan, el punto M tiende al punto al infinito de la
recta OO’ y larecta M P tiende a una recta al infinito.

Por tal razon se define el eje radical de dos circunferen-
cias concéntricas desiguales como la recta al infinito, y el eje
radical de dos circunferencias concéntricas iguales queda in-
definido.

Finalmente, si dos circunferencias se intersecan, su eje
radical pasara por los puntos comunes.

Teorema 7.1.1:

Los ejes radicales de tres circunferencias tomadas por
pares son concurrentes.

Hipotesis: Sean C, C’, C”, tres circunferencias no con-
céntricas con centros O, O', O" y radios r, ¥', ¥ respectiva-
mente. Sean &£, &, y &, los ejes radicales de C, C'; C', " y
C, C" respectivamente.

Tesis: &, & y &; son concurrentes.

Demostracion: Si O, O’, O” son colineales, los ejes radica-
les £,, & y & son paralelos y distintos, o bien, dos de ellos
coinciden y el eje comun es paralelo al tercero, o bien, los
tres ejes coinciden. En cualesquiera de estos casos, los ejes
radicales concurren en un punto al infinito.

Supdngase ahora que O, O" y O” no son colineales, y sea
P=&nNE,.

Entonces PO?>—r*> = PO —r?y PO' —r? = PO" —r".

348



Inversion geométrica

UJ’

Figura 7.5: Ejes radicales concurren.

Asi, PO? —r> = PO —¥"?, por ende P € &,, de donde
&,, & y &; son concurrentes. Q.E.D.

Definicion 7.1.3:

El punto donde concurren los ejes radicales de tres cir-
cunferencias tomadas en pares se denomina centro ra-

dical.
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Teorema 7.1.2:

El eje radical de la circunferencia inscrita y de las cir-
cunferencias excritas de un triangulo tomadas por pa-
res, son las bisectrices de los dangulos del triangulo cu-
yos vértices son los puntos medios de los lados del
triangulo dado.

Basta demostrar el teorema para la circunferencia inscrita
y una de las circunferencias excritas.

Figura 7.6: Eje radical entre C; y Cp .

Hipétesis: Dado un tridngulo /A ABC, con circunferen-
cia inscrita C,, circunferencia excrita Cp , M4, Mz, M los
puntos medios de BC, CA 'y AB respectivamente, y £, el eje
radical de C; y C , como se muestra en la figura (7.6).
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Tesis: Cp, es una bisectriz, por el vértice M, del trian-
gulo AM M M,.

Demostracion: El punto M , pertenece al eje radical £, ya
que la potencia de M, con respecto a C; y Cp coinciden.

Ademas, &£, es perpendicular a I E,, la bisectriz interior
del angulo £BAC.

Pero la bisectriz interior del dngulo ZBAC es paralela a
la bisectriz del dngulo interior ZM zM , M y, por tanto, el
eje radical es bisectriz del angulo £ZM yM ,M -, es decir, el
eje radical £, es la bisectriz del angulo exterior en M ,, del
triangulo AMA MM ... Q.E.D.

Corolario 7.1.1:

Con la notacion del teorema anterior (7.1.2), pag.
350, la bisectriz interior en M ,, para el triangulo
AM, MyM_, es el eje radical de las otras dos cir-
cunferencias excritas.

Es consecuencia inmediata de la demostracion del teore-
ma anterior.

Corolario 7.1.2:

Con la notacion del teorema (7.1.2), pag. 350, el centro
radical de las tres circunferencias excritas es el incen-
tro I,, del triangulo AM M zM .

Demostracion: Dadas las circunferencias excéntricas CEA,
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Ec

Figura7.7: £,,E5 y £ concurrenen [,,.

Cg, y Cp, como consecuencia del primer corolario del teo-
rema (4.5.3), pag. 185, el eje radical £, de Cp, y Cp_esla
bisectriz interior del angulo ZM zM , M, asimismo el eje
radical €5 de Cp, y Cp_ es la bisectriz interior del angulo
ZMoM M 4, finalmente el eje radical £ de C y Cp esla
bisectriz interior del angulo £M , M .M 5, como consecuen-
cia del teorema (7.1.1), pag. 348, estos tres ejes concurren,
y como son las bisectrices interiores del triangulo medial
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/AM, MyM_, el punto en el que concurren es el incentro
I,, del triangulo medial. Q.E.D.

7.2. El teorema de Pascal

El teorema del hexagrama mistico de Pascal es un resul-
tado que Blaise Pascal descubri6é en 1639, cuando tenia so-
lamente 16 afios. Este es una generalizacion del teorema del
hexagono de Pappus (4.4.1), pag. 172.

Teorema 7.2.1: de Pascal.

Los puntos de interseccion de los lados opuestos de un
hexagono inscrito en una circunferencia son colinea-
les.

Hipotesis: Sea ABC DEF un hexagono inscrito en una
circunferencia, P= ABNDE.,Q=BCNEFyR=CDn
FA.

Tesis: Los puntos P, Q y R son colineales.
Demostracion: Sean K = ABNCD, L = CDNEFy
M = ABn EF, con respecto al tridngulo /AK LM Yy apli-
cando el teorema de Menelao (4.1.1), pag. 144, se obtienen
las ecuaciones:

m Alarecta FA:

KR LF MA _
RL FM AK
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» A larecta BC:

KC LO ~MB _1-

CL OM BK ’
m Alarecta DE:

KD LE MP 1

DL EM PK )

Véase la figura (7.8).

Figura 7.8: El hexagrama mistico de Pascal.
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Multiplicando estas tres ecuaciones, y agrupando algunos
términos convenientemente se obtiene

RL FM AK CL OM BK
KD LE MP
(DL'EM'PK)

KC-KD MA-MB LE-LF
(AK-BK EM - FM CL-DL)
_(KR'LQ.MP)

1 - (KR- LF _MA)-(KC LO _MB)

(7.5)
RL OM PK

Como las rectas AB y C D concurren en K, por definicion
(7.1.1), pag. 342, de potencia de un punto

KC-KD=KA-KB=AK - BK,

de donde
KC-KD |

AK - BK
De manera analoga, como M es el punto donde concurren
las rectas AB y EF se sigue que

MA-MB=ME-MF=EM -FM,
asi que

MA-MB _,
EM -FM
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Finalmente, en L concurren las rectas CD y E F, por tanto
CL-DL=LC-LD=LE-LF,

lo cual implica
LE-LF _ 1
CL-DL
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (7.5) se si-
gue que
KR LO MP _
RL OM PK
Como consecuencia del reciproco del teorema de Mene-
lao (4.1.1), pag. 144, se tiene que los puntos P, QO y R son
colineales, como se esperaba demostrar. Q.E.D.

Definicion 7.2.1:

La recta en que inciden los puntos P, O y R se deno-
mina la recta de Pascal asociada al hexagono.

Si los mismos puntos se unen consecutivamente en otro
orden se obtiene un hexagono diferente, para cada uno de es-
tos hexagonos hay una recta de Pascal, y usando técnicas de
combinatoria se puede demostrar que hay sesenta rectas de
Pascal de los posibles hexagonos diferentes.
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7.3. Inversion con respecto a una
circunferencia

Definicion 7.3.1:

Sea C una circunferencia con centro O y radio r. Una
inversion respecto a la circunferencia C es la trans-
formacion del plano que envia cada punto P (con P #
O) al punto P’ de la semirrecta O P tal que

OP-OP =r.

o

])

Figura 7.9: El inverso de un punto.

Cuando no haya lugar a confusion, se dird que se tiene
una inversion de centro O y radio r.
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El punto O se llama centro de inversion y el radio r radio
de inversion.

Notese que en la definicion se ha supuesto que P # O. Si
P = O, entonces OP = 0y P’ no podria ser un punto en el
plano euclidiano.

Teorema 7.3.1:

Todo punto en el plano distinto del centro de una cir-
cunferencia de radio positivo, tiene un inverso con res-
pecto a esa circunferencia, y ademas el inverso es tni-
co.

Hipotesis: Sean C una circunferencia con centro O y ra-
dio r > 0, y P un punto distinto de O.
Tesis: Existe el inverso de P con respecto a C, y ademas
- . . oprP r
es anico, es decir, existe un punto P’ tal que — =

r oP
Demostracion: Si P es un punto exterior al circulo C, tracese

la recta O P y una recta tangente PT a C por P,conT € C.

Entonces /AAOPT es un tridngulo rectangulo con hipote-
nusa OP y angulo rectozOT P.

La altura T' P’ por el vértice T corta a la hipotenusa O P
enun punto P’y los triangulos AOPT, AOP'Ty /\P'PT
son semejantes, por ende, sus lados correspondientes son pro-
porcionales, en particular TO = ry

or _ r_
r orP'’
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Figura 7.10: El inverso de P con respecto a C.

0, equivalentemente
OP-OP' =TO* =r~.

Si P € C, es claro que P’ = P satisface OP - OP = r>.

Finalmente, si P # O es un punto en el interior del circulo
C, tracese larecta O P y, construyase la recta PT perpendicu-
lara OP porel punto P,con T € C. A continuacion, tracese
el radio OT y sea T P’ la recta perpendicular a OT en T con
P’ € OP,como T # O, las rectas OP y OP’' no son para-
lelas, por lo que concurren en un punto, por tal razon puede
suponerse que P’ € OP.

Nuevamente, se tienen los tridangulos semejantes /\O PT,
/A\OP'Ty /\P'PT vy, procediendo como en la primera par-
te, se obtiene que OP - OP' = r?.

Como consecuencia de la construccién se tiene la unici-
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dad, si P” fuera otro punto en la semirrecta O P tal que
OoP-0OP" =1,
entonces
OP-OP"=0pP-0OP

y como P # O, se concluye que OP' = OP".
Pero P’ y P” estan en la semirrectaO P a la misma dis-
tancia orientada de O por tanto P' = P". Q.E.D.
Asi, dada una circunferencia C con centro se tiene una
transformacion definida en el plano euclidiano E, salvo el
punto O, que denotaremos

lo, - E\{O} — E\ {O}
10‘,(P)= P,

que asocia a cada punto P, su inverso P’ con respecto a C.

Corolario 7.3.1:

Todo punto en la region interior de C tiene por imagen
un punto en la region exterior de C y reciprocamente.

Demostracion: Ya que, si OP < OR, como OP - OP' =
OR?, entonces OP’ > OR. Q.E.D.

Corolario 7.3.2:

El inverso de todo punto en la circunferencia es el pro-
pio punto.
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Demostracion: Si P es un punto en la circunferencia de cen-
tro O y radio r, entonces OP = r, y como P esta en la semi-
rrecta O P tenemos que P es el Gnico punto en tal semirrecta
que satisface OP = r, y asi, OP - OP = r’. Q.E.D.

Corolario 7.3.3:

El inverso del inverso de un punto es el propio punto,
en otras palabras, las inversiones son involutivas.

Demostracion: Sea P un punto en el plano distinto de O,
si P’ es el inverso de P con respecto a la circunferencia C
de centro O y radio r, entonces OP - OP’' = r?, por otra
parte, el inverso de P’ con respecto a C es un punto P” tal
que OP' - OP" = r?, de donde OP - OP' = OP' - OP".

Como P # O, en particular OP = OP", luego entonces
P =P

En otras palabras 1, ,(P) = P. Q.E.D.

Definicion 7.3.2:

Sea P’ el inverso de P con respecto a la circunferencia
C de centro O y radio r > 0.

Si P se mueve en el plano trazando una curva cual-
quiera I, entonces P’ también trazara una curva l”, la
curva I es, por definicion, la curva inversa de I

Por ejemplo,
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Figura 7.11: Imagen de una recta, un triangulo y un
circulo externos bajo inversion con respecto a C.

En la figura (7.11) se muestran las imdgenes bajo inver-
sion con respecto a la circunferencia C:

= Del punto P es el punto P'.

m De larecta £ es el arco de circunferencia #’, sin incluir
el punto O.

» Del triangulo /\ABC es la figura trilatera /\A’B'C’
cuyos lados son arcos de circunferencia.

362



Inversion geométrica

» Del circulo con centro en D y radio DE es un circulo
que contiene en su interior al punto D’ y en su frontera
al punto E’.

ald

Figura 7.12: Imagen de un arco, un triangulo y un
circulo internos bajo inversion con respecto a C.

De manera similar, se pueden considerar figuras conoci-
das en el interior del circulo C y obtener sus imagenes por
inversion con respecto a la circunferencia C, como se mues-
traen (7.12).

A continuacion, estudiaremos formalmente el comporta-
miento de circunferencias y rectas bajo inversiones.

363



Inversion geométrica

Proposicion 7.3.1:

La composicion de las inversiones en dos circunferen-
cias concéntricas cuyos radios son r y r’ es la homote-

2

N
: ) ) =
cia con centro en O y razén de homotecia u = (—) .
r

. r

Demostracion: Sean C y C’ dos circunferencias con centro
en O y radios r y r’ respectivamente.

Sea P un punto en el plano, P’ el inverso de P con res-
pecto a Cy P” el inverso de P’ con respecto a C’, entonces

OP-OP =ryOP -OP" =r".

Por tanto

*\ _oP-opP" _op"
r) ~ OP-OP"  OP’
De la definicion (3.2.3), pag. 117 se tiene el resultado. Q.E.D.

Teorema 7.3.2:

Cualquier circunferencia que pasa por un par de puntos
inversos distintos, es ortogonal a la circunferencia de
inversion.

Reciprocamente, cualquier circunferencia que es orto-
gonal a la circunferencia de inversion es su propia in-
versa.

364



Inversion geométrica

Figura 7.13: C y C’ son ortogonales.

Hipotesis: Sea C una circunferencia con centro O y radio
r.Sea P # O un punto dado, 1, .(P) = P’ elinverso de P con
respecto a C, y supongase ademas que P # P’, finalmente sea
C' cualquier circunferencia que pase por Py P'.

Tesis: C’ es la imagen bajo la inversion con respecto a C
de C'. demas, C y C’ son ortogonales.

Demostracion: Supéngase que C y C’ se intersecan en dos
puntos Q, y Q,, como 1, ,(P) = P’, entonces

OP-0OP =r*=00,.
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Pero PP’ es una secante de C’, por ende OP - OP' es
potencia de O con respecto a C’, con signo positivo por ser O
un punto exterior a C’.

Como consecuencia de la proposicion (7.1.2), pag. 343,
inciso (2), el valor de la potencia de O con respecto a C’ es
el cuadrado de una tangente OT de €l a la circunferencia, es
decir,

OP-OP =0T,

donde T es el punto de interseccion de la tangente a C' desde
O con C'.

Por lo tanto, T estda en C y el radio OT de C es una tan-
gente a C’ desde el punto O.

Ya que todos los pasos de la demostracion son reversibles,
se tiene también el reciproco. Q.E.D.

Como consecuencia del resultado anterior, es posible tra-
zar un haz de circunferencias que pasen por dos puntos in-
versamente relacionados, tales que todos sean ortogonales al
circulo de inversion, ain mas:

Corolario 7.3.4:

El inverso de un punto dado P es la segunda intersec-
cion de dos circunferencias cualquiera que pasan por
P y son ortogonales a la circunferencia de inversion.
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Corolario 7.3.5:

Es posible trazar, por un punto dado P, una circunfe-
rencia (0 una recta) que sea ortogonal a dos circunfe-
rencias dadas.

Figura 7.14: C es ortogonal a C, y C,.

Demostracion: Si C, y C, son las circunferencias dadas, y
P,, P, son los inversos de P con respecto a estas circunfe-
rencias, como consecuencia del teorema (7.3.2), pag. 364, la
circunferencia O P, PP, (orecta) es ortogonal a C, y C,, como
se muestra en la figura (7.14). Q.E.D.
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Teorema 7.3.3:

Si P’ y Q' son puntos inversos respectivamente de P
y O por una inversion respecto a una circunferencia C
de centro O y radio r. Entonces

£20PQ =20Q'P" y +200P=0P(Q'".

En particular los puntos P,Q, P" y Q' son conciclicos.

Figura 7.15: P,Q, P’, Q' son conciclicos.

Demostracion: Como P’,A” son inversos respectivamente
de Py QO con respecto a C entonces

OP-OP =r*=00-00'.

368



Inversion geométrica

De donde
or _ 00
0Q'  or'
y como el angulo ZQOP = 2Q'OP’' como consecuencia
del teorema de semejanza LAL tenemos que los tridngulos
/A\QO'OP'y /A POQ son semejantes.
Consecuentemente los angulos correspondientes son igua-

les, es decir
£Z0PQ =20Q'P" y 20QP=0PQ'.

Dado el cuadrilatero ™\ P P'Q’'Q como consecuencia de
lo anterior, sus angulos opuestos son iguales, o bien, suple-
mentarios.

Como consecuencia de los teoremas (2.3.2) y (2.3.4), pa-
ginas. 2? y 71, el cuadrilatero ™ P P’'Q’Q es ciclico. Q.E.D.

De las propiedades anteriores se obtienen los siguientes
resultados:

Corolario 7.3.6:

La circunferencia C y la que pasa por los puntos P, P’,
QO y Q' son ortogonales.

Corolario 7.3.7:

Cualquier circunferencia C’'que pase por Py P’ es in-
variante, es decir, si Q € ', entonces Q' € C'.
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Teorema 7.3.4:

Las inversiones transforman circunferencias y/o rectas
en circunferencias y/o rectas, segin pasen o no por el
centro de inversion. Concretamente, si C es una circun-
ferencia de centro O y radio r entonces:

1. Laimagen de una recta que no pasa por O es una
circunferencia que pasa por O.
2. Laimagen de una circunferencia que no pasa por

O es una circunferencia que no pasa por O.

3. Laimagen de una circunferencia que pasa por O
es una recta que no pasa por O.

4. La imagen de una recta que pasa por O es ella
misma.

. J

Recuerde que el centro de inversion con respecto a una
circunferencia C de centro O y radio r > 0 no esta en el do-
minio de la transformacion de inversion 1, ., por ende, cuando
se habla de la imagen de una recta o circunferencia que pasa
por el centro de inversion O, se habla de la imagen bajo 1,
de la circunferencia o recta salvo el punto O.
Demostracion: La demostracion se realizard analizando ca-
da uno de los casos separadamente.

(1) Si Z es una recta que no pasa por O y P es el pie de
la perpendicular desde O a 7, dado un punto X € ¢ arbitra-
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rio, si X" = 1, ,(X) y P' = 1,,(P) denotan las inversiones
de X y P respectivamente, como consecuencia del teorema
(7.3.3), pag. 7.3, ZOX'P' = ZOPX = 1 recto, como con-
secuencia del teorema de Thales X’ estd en la circunferencia
de diametro O P’, como se muestra en la figura (7.16)

Ademas, cualquier punto X € C"\ {O} tiene su inverso
sobre 7.

Figura 7.16: Imagen bajo 1, de 7,810 ¢ 7.

(2) Considérese ahora una circunferencia C' # C, con
centro en O, radio ¥’ y que no pase por el punto O. Consi-
déerese los puntos P, Q donde la recta OO’ interseca C', y
sean P’ =1, (P)y Q" = 1,,(Q), los inversos de Py O con
respecto a C.
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Dado X € C’ un punto arbitrario, y X" = 1,,(X) su
inverso con respecto a C.
Como consecuencia del teorema (7.3.3), pag. 368:

£ZX0OP=20X'Q" y «2XPQO=«P'X'X.

Figura 7.17: Imagen bajo 15, de C',si O & C'.

Como PQ es un diametro de C’, entonces ZPXQ = 1
recto, por tanto £Q' X' P’ = 1 recto y, como consecuencia
del teorema de Thales, X’ pertenece a la circunferencia de
diametro P'Q’, como se muestra en la figura (7.17)

Como X es arbitrario, todo punto de C’ tiene la imagen
sobre esta circunferencia y reciprocamente.

Nétese que O” = 1, el inverso del centro O" de €’ no es
el centro de la circunferencia C" = 1, (C’) que es la involu-
cion de C’ con respecto a C.
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Como las inversiones son involutivas se tiene que las pro-
piedades (3) y (4) son consecuencia de las propiedades (1) y

(2). Q.E.D.

Corolario 7.3.8:

Lineas rectas paralelas, ninguna de las cuales pasa por
el centro de la circunferencia de inversion, se invierten
en circunferencias tangentes una a otra en el centro de
inversion.

Teorema 7.3.5:

Las inversiones preservan angulos en magnitud, pero
invierten el sentido, es decir, son transformaciones 1so-
gonales.

Figura 7.18: Las inversiones preservan angulos.
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Ya que el angulo entre dos curvas es igual al angulo entre
sus rectas tangentes, bastara demostrar que el angulo entre
dos rectas se preserva bajo inversiones con respecto a una
circunferencia en magnitud.

Hipotesis: Dada una circunferencia C con centro O y ra-
dio r, P # O un punto en el plano, a y b dos rectas distintas
que concurrenen P. Sean Q € a\ {O, P}, R € b\ {O, P}
puntos distintos en el plano. P’, Q', R’ sus imagenes y sean
a =i, (a)yb =1,,(b)

Tesis: El angulo entre @’ y b’ en P’ es igual, en medida, al
angulo entre @ y b en P, pero se recorre en sentido opuesto,
es decir, cuando Q y R se aproximan a P, el angulo Q' P'R’
se aproxima al angulo —zZQPR.

Demostracion: Sin perder generalidad, se puede suponer que
el punto R pertenece a la recta OQ, con R # Q.

- )\

Figura 7.19: PO 1|, P'O"y PR1l,,; P'R".
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Como consecuencia de la proposicion (7.1.1), pag. 341,
OP-OP' =00 -0Q', de donde /\ANOP’'Q’ es inversamen-
te semejante al triangulo /\OPQ, por ende, la recta PQ es
antiparalela a P’Q’ con respecto al par {OP,0Q}, y por el
teorema (2.3.5), pag. 73,

£20P0O = 2£0Q'P'.
De manera analoga se demuestra que
ZRPO = £OR'P'.

Por lo tanto

Z0PR = 20PO - £2£RPO
= £Z0Q'P' — 2OR'P’
= —2Q'R'P'.

Si Q se aproxima a P, por construccion R también se
aproxima a P, y las rectas Q'P' y R'P’ tienden a las tan-
gentes de @', b’ en el punto P, de donde, cuando Q y R se
aproximan a P, el angulo £Q'P’'R’ se aproxima al dngulo
—£Q PR, como se esperaba demostrar. Q.E.D.

Corolario 7.3.9:

Si dos curvas son tangentes una a la otraen P, sus ima-
genes bajo la inversion con respecto a C son tangentes
una a la otra en P’.
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Una consecuencia de la definicion (7.1.2), pag. 345, de
eje radical, es la siguiente:

Si # es el eje radical de dos circunferencias C y C’, desde
un punto E € 7 se trazan los segmentos tangentes, estos cua-
tro segmentos seran iguales y ademas seran perpendiculares
a los radios en los puntos de contacto.

Luego entonces, E es el centro de la circunferencia que
pasa por cualesquiera de los puntos de tangencia, también
pasara por los otros tres, y cortara perpendicularmente a las
dos circunferencias.

Es decir, el eje radical de dos circunferencias es también
el lugar geométrico de los centros de las circunferencias or-
togonales a C y C’

Teorema 7.3.6:

Cualquier circunferencia ortogonal a dos circunferen-
cias dadas C y C’ tiene su centro en el eje radical de C
y C'.

Demostracion: Sean O y O’ respectivamente los centros de
las circunferencias C y C’. Supongase que el circulo de centro
P corta a las circunferencias C y C’ perpendicularmente.

Si P es el centro de una circunferencia ortogonal a las
circunferencias C y C’, entonces los tridngulos /APOA y
/\POA’ son rectangulos, por lo tanto

PA* = PO* —0A* y PA”?=P0”*-0'A"
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Figura 7.20: Las circunferencias con centro en el eje
radical son perpendiculares a las circunferencias
dadas, y reciprocamente.

Pero PA = PA’, por ser radios de la circunferencia con
centro P, entonces las potencias de P con respecto a ambas
circunferencias son iguales, es decir, P esta en el eje radical.

En particular, si una circunferencia con centro en el eje
radical de dos circunferencias es ortogonal a una de ellas,
también lo es ortogonal a la otra. Q.E.D.
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Definicion 7.3.3:
A las circunferencias que comparten un eje radical se
les llama circunferencias coaxiales.

Figura 7.21: Familia de circunferencias coaxiales.

En la figura (7.21) las circunferencias C y C’ concurren
en Ay B, por lo que tienen eje radical # = AB. Observe
que cada una de las circunferencias que se muestran en la
figura pasan por los puntos A y B, y como consecuencia de la
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proposicion (7.1.3), pag. 345, todas ellas comparten el mismo
eje radical.

Teorema 7.3.7:

Considere la circunferencia C de centro O y radio r. Si
A’y B’ son respectivamente los transformados de A y
B bajo 1, ,, entonces

_ AB - r?
OA-OB

\ J

Afo=

Hipotesis: Sea C una circunferencia con centro O y ra-
dio r, A, B dos puntos en el plano, distintos del centro de
inversion, A" =1, (A), B" = 1,,(B).

A'B r?
AB ~ OA-OB

<L

A

Figura 7.22: AABO ~ /AA'B'O.

Tesis:
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Demostracion: Primeramente, supongase que la recta AB
no pasa por el punto O. Como consecuencia de la proposicion
(7.1.1), pag. 341, se tiene que OA - OA’ = OB - OB’ = r*.

De donde
OA _ OB
OB 04"
Por lo que los tridngulos AAOABy /AOB'A’ son inver-
samente semcjantes, entonces

A'B _B'O _ r’/OB _ r
AB  OA  OA  OA-0OB
de donde R
A'B = M
OA-OB

S1 O esta en la recta AB, como consecuencia del inciso
(4) teorema (7.3.4), pag. 370), los puntos A’ y B’ también
estaran en la recta AB.

De donde

A'B = AO+0B
= OB —-0A
rr_r

OB OA

- — " __©0A-0B)
OA-OB

3 AB - r?
OA-OB

Q.E.D.
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Teorema 7.3.8:

La razon cruzada es invariante bajo inversiones.

Ya que la razon cruzada se definio para puntos colineales
y rectas concurrentes, pero las inversiones solamente envian
rectas que pasan por el origen en rectas por el origen, es-
te teorema debera interpretarse como la razon cruzada entre
puntos colineales y rectas concurrentes, como se muestra en
la figura (7.23).

Figura 7.23: O(a’V’,c'd") = o(AB,CD).

Hipotesis: Sea C una circunferencia con centro O y radio
r, A, B, C, D cuatro puntos colineales distintos del centro de
inversion O, y sean A’, B', C’, D’ sus inversos con respecto
aC,yseand =0A", ) =0B',c'=0C"yd" =0D'.
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Tesis: O(a'b’,c'd’) = o(AB, CD).
Demostracion: Como consecuencia de los teoremas (6.2.2)
y (7.3.3), paginas 292 y 368 respectivamente:
sen ZAOC sen£DOB
sen £ZAOD senzZCOB
—sen zA'OC’ _—sen «D'OB'
—sen £A’OD’ —sen«C'OB’
= Of(ab,cd).

o(AB,CD)

Q.E.D.

Corolario 7.3.10:

Si D es conjugado armonico de C con respecto a los
puntos A y B, entonces d es conjugada armonica de ¢
con respecto a las rectas a y b.

7.4. Aplicaciones

Como una aplicacion de la inversion se presentara otra de-
mostracion del teorema de las tangencias de Feuerbach (5.6.1)
pag. 270.

Teorema 7.4.1: Teorema de Feuerbach.

La circunferencia de los nueve puntos de un triangulo
es tangente a la circunferencia inscrita y a cada una de
las circunferencias excritas al triangulo dado.
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Figura 7.24: Cy es tangente a C; y C .

Se demostrara que la circunferencia de los nueve puntos
Cy es tangente a la circunferencia inscrita C,.

Posteriormente bastara demostrar que C,, es tangente a la
circunferencia excrita Cp , pues los otros casos son analogos.

Hipétesis: Dado el tridngulo /A ABC de lados a = BC,
b = CA, ¢ = AB, con incentro [, circunferencia inscrita
C,, circunferencia de los nueve puntos C,, donde N denota
su centro, y circunferencia excrita CEA, donde E, denota el
excentro opuesto al vértice A.

Tesis: La circunferencia Cy es tangente a C; y Cp .
Demostracion: Ya que BC es una tangente comun interior
de C; y CEA, y la otra tangente comun interior B'C’ es la
simétrica a BC con respecto a la bisectriz A, por simetria,
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B’ € ACy C’ € AB;considere el punto A” donde concurren
las tangentes interiores B'C’ y BC.

Figura 7.25:
f(IE,,AA")=1Am(,E,P,A") = —1.

Como consecuencia del corolario (3.4.1), pag. 121, Ay
A’ son centros de homotecia de las circunferencias C; y Cp ,
por el teorema (3.1.1), pag. 113, los puntos A" y A dividen
interna y externamente el segmento / E, en razon de sus ra-
dios, es decir,

1A _r _ IA
A'E, r, AE,

en otras palabras, A y A’ son conjugados arménicos con res-
pectoaly E,.
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Sea 1, el pie de la perpendicular de I sobre BC, P, el pie
de la perpendicular de A sobre la recta BC y E el pie de la
perpendicular de E , sobre larecta BC, entonces EE,, I 1y
P, A son perpendiculares a BC, como consecuencia del teo-
rema (6.2.2), pag. 292, P, y A’ son conjugados armonicos
con respecto a los puntos 1, y E, véase la figura (7.25).

Si M, denota el punto medio del segmento BC, enton-
ces M , también es el punto medio de I E, sea I” la circun-
ferencia que tiene como centro M, y M ,1, como radio, en
particular, los puntos A" y P, son mutuamente inversos.

Figura 7.26: C, es tangente a C, y C,.
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Ahora
El,=BC-21,C=a—-2(s—c)=c—b.

c—b c

s y MA M.B = E.

SeaS = B'C'"M, Mz comoM,S=M,M,+M,S =
M, My—SM,,y M, M, es paralela a larecta BA entonces,
los trigangulos A B'SM,y /A B'C’ A’ son semejantes, por lo
tanto, sus lados correspondientes son proporcionales, asi:

Por lo que el radio de " es

SMy  MyB'
C'A ~  AB '’
de donde
C'A-B M,
SMy=——8
B'A

Y como, en longitud, CA = C'A, B'A = BA:

C'A-B'My, CA(BA— MzA) 2pc — b
SM, = = = ,
B'A BA 2c
de donde
c 2bc—b (c—b)’
M,S=—-— = .
A 2 2¢ 2¢
Asi, el producto
M,S-M M, =" _4,)):
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y los puntos .Sy Mz son inversos con respecto a la circunfe-
rencia I" de diametro I, E.

El inverso de la recta B’C’ es una circunferencia que pasa
por M ,, el centro de inversion, y los puntos P, y Mg, pero
una circunferencia esta determinada por tres puntos y la cir-
cunferencia de los nueve puntos C,, satisface esta propiedad,
es decir, Cy = 1(B'C").

Puesto que 1(C;) = C; e II—(CEA) = CEA, y estas circun-
ferencias son ortogonales, cada una, a la circunferencia I,
y B'C’ es tangente a C, y Cg,, entonces sus imagenes ba-
jo inversion con respecto a la circunferencia " también son
tangentes.

Por lo tanto, la circunferencia de los nueve puntos C, es
tangente a las circunferencias C; y Cp . Q.E.D.

Problema 7.4.1: Circulo de Apolonio.

Determinese el lugar geométrico de los puntos P tal
que la razon de sus distancias a dos puntos fijos distin-
tos, A, A’ tienen una razon constante 1 : p, es decir,

A'P = uAP.

Demostracion: Cuando g = 1, el lugar geométrico de los
puntos P tales que AP = A’'P es la mediatriz del segmento
AA'.

Supéngase que u # 1, si P es un punto tal que A’P =
HAP, sean A| y A, los puntos de interseccion de las bisec-
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trices interna y externa del angulo ZAPA' con larecta AA’,
como se muestra en la figura (7.27):

-

Figura 7.27: El problema de Apolonio.

Sean E y F puntos en la recta AP tales que A'E || A, P
y A'F || A, P, es decir, perpendicular a A, P.

Como FP = PA' = PE, como consecuencia del teore-
ma 3 del libro VI de los elementos entonces
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AA; AP _ AP
AA’  PE  PA”
AA, AP _ AP
A’A,  FP  PA"

Por lo tanto, A, y A, dividen interna y externamente el
segmento AA" enrazén 1 : pu.

Como £A,PA, = 1 angulo recto, P estd en la circunfe-
rencia de didmetro A A,.

Reciprocamente, si se definen A; y A, con la propiedad
de dividir interna y externamente el segmento AA’ en la ra-
zon 1 : pu,y P esun punto cualquiera en la circunferencia de
didmetro A, A,, entonces

Ap _ A4 1
PE AA u AA, FP
Por tanto, FP = PE,ycomo P es el punto mediode FE,
también es el circuncentro del triangulo rectangulo A EFA'.
Por lo tanto, PA' = PE y

AP AP |

PA’  PE u

1_ A _ AP

Finalmente, la circunferencia QA A, P invierte A en A,
ya que, si O es su centro, y r su radio, las distancias a = AO
y @ = A’O satisfacen las igualdades

a—r _ AA, _a+r
r—a AA a+r’

389



Inversion geométrica

de donde aa’ = r°. Q.E.D.

7.5. Inversion de un teorema

Como se mostro en la seccion anterior, la inversion con
respecto a una circunferencia puede ser util para deducir y
demostrar teoremas ya conocidos o, nuevos teoremas. Este
proceso se denomina inversion de un teorema.

Ejemplo:

Si dos circunferencias C y C’ se intersecan en A y O, el
diametro EO de C interseca también en el punto C a C’ mien-
tras que el diametro FO de C’ interseca ademas a C en el
punto B.

Entonces, el eje radical AO de las circunferencias C y C’
pasa por el centro de la circunferencia C” determinada por
los puntos O, By C.

Demostracion: Considere la circunferencia I” con centro O
yradio OA, y sean B’y C’ los inversos de B y C con respecto
a I respectivamente.

Las rectas AO, FO y EO se invierten en ellas mismas,
mientras que las circunferencias C, C' y C” se invierten en
AB', AC' y B'C’ respectivamente, como se muestra en la
figura (7.28).

Ya que un diametro interseca ortogonalmente a su circun-
ferencia, B'O y C'O son las alturas del tridngulo /AAAB'C’.

Por lo tanto, AO es ortogonal a la circunferencia C”, de
donde es un diametro, y pasa por el centro de C”.  Q.E.D.
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D

Figura 7.28: AO pasa por el centro de C”.
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7.6. Polos y polares

Definicion 7.6.1:

Si Py P’ son dos puntos inversos cualesquiera con res-
pecto a una circunferencia C de radio r > 0 con centro
en O, la recta p que pasa por P’ y es perpendicular a
la recta PP’ es la recta polar a P con respecto a C.
Por definicion, la recta polar de un punto en la cir-
cunferencia es la recta tangente a la circunferencia por
el punto dado.

La polar del centro de la circunferencia se define co-
mo la recta al infinito.

P’l

Figura 7.29: Polo P y su polar p.

Es claro que la polar de un punto interseca a la circun-
ferencia cuando el punto esta en el circulo determinado por
ella, y no lo interseca si el punto esta fuera de ella.
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Cuando el punto P esta fuera de la circunferencia se pue-
den trazar dos rectas tangentes a C por el punto P. Si A y
B son los puntos de contacto de estas tangentes, el segmen-
to AB es la cuerda de contacto del punto P, y la cuerda de
contacto de un punto exterior es la polar de ese punto con
respecto a la circunferencia dada.

Definicion 7.6.2:

Dada una circunferencia C de radio r > 0 con cen-
tro en O, y una recta p que no pase por O, tracese p/,
la recta perpendicular a p que pasa por O, si P’ es el
punto donde concurren p y p’, se define el polo de p
con respecto a C como el inverso de P’ con respecto a
C.

Por definicion, el polo de un diametro es el punto al
infinito.

Con respecto a una circunferencia dada, la relacion polo
y polar establece una correspondencia biunivoca entre todos
los puntos y todas las rectas del plano.

Teorema 7.6.1: el teorema fundamental.

Si con respecto a una circunferencia dada, la polar de
P pasa por Q, entonces la polar de Q pasa por P.

Hipotesis: Dada una circunferencia C de radio r > 0 con
centro en O, sean P y Q puntos en el plano, p y g las rectas
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Figura 7.30: Teorema fundamental polos y polares.

polares de P y Q respectivamente, y supongase que Q € p.
Tesis: P € q.
Demostracion: Por hipotesis, p L OP, P' =1.(P)y QO € p.
Si Q" =1.(P), entonces Q" € OQ y q es perpendicular a
la recta OQ en el punto Q'.
Por lo tanto PO" 1lp oo P'Q, de donde PQ’ es perpen-
dicular a OQ, y por definicion, P € g Q.E.D.

Corolario 7.6.1:

Si py g son rectas tales que, con respecto a una circun-
ferenica dada, el polo de p esta en g, entonces el polo
de g esta en p.
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Luego entonces, las rectas polares de una hilera de puntos
son las rectas de un haz, y los polos de las rectas de un haz
son puntos en una hilera.

Definicion 7.6.3:

Dos puntos que tienen la propiedad de que la polar de
uno pasa por el otro se denominan puntos conjuga-
dos; y dos rectas tales que el polo de una esté en la
otra se denominan rectas conjugadas.

En particular, dados dos puntos conjugados distintos en
una recta que corte a la circunferencia, uno estara dentro de
la circunferencia y el otro fuera.

Ademas, dadas dos rectas conjugadas distintas que con-
curran fuera de la circunferencia, una cortara a la circunfe-
rencia y la otra no.

Como consecuencia del teorema fundamental (7.6.1), pag.
393, se deduce facilmente que:

Corolario 7.6.2:

Cada punto de una recta dada tiene un punto conjugado
en esa recta, a saber, el punto en el cual la recta dada
es cortada por la polar del punto.

Si P pertenece a una recta £, como consecuencia de la
definicion de conjugado, el punto Q en donde concurren £ y
la polar p de P es un conjugado de P que satisface las condi-
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ciones dadas.

Figura 7.31: P € £ = 30 € £ con Q conjugado de
P.

En particular, cualquier punto en la circunferencia dada
es conjugado de todos los puntos de la recta tangente en ese
punto, y cualquier tangente a la circunferencia es una recta
conjugada a todas las rectas que pasen por su punto de con-
tacto con la circunferencia.

La teoria de polos y polares esta intimamente relacionada
con la division armonica, e indicamos a continuacion algunas
de esas relaciones
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Teorema 7.6.2:

Si con respecto a una circunferencia dada, dos puntos
conjugados estan en una recta que interseca la circun-
ferencia, entonces estian separados armonicamente por
los puntos de interseccion.

Hipotesis: Dada una circunferencia C de radio r > 0 con
centro en O, sean P y Q puntos conjugados que pertenecen
a una recta Z que interseca a C en dos puntos Ry S.

Tesis: P y Q estan armoOnicamente separados por Ry S.

Figura 7.32: #(PQ, RS) = 1.

Demostracion: Sea P’ el inverso de P con respecto a C, co-
mo Py Q son conjugados, entonces p = P'Q es larecta polar
de P.

Ya que P'Q L PP’, como consecuencia del teorema de
Thales, la circunferencia C' que tiene diametro PQ pasa por
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el punto P’.

Por construccion C’ es ortogonal a C en los puntos de
interseccion Ry S.

Por lo tanto, P y Q estan armOnicamente separados por
Ry S, véase la figura (7.32). Q.E.D.

7.7. Larazon cruzada de una
circunferencia

Dados cuatro puntos conciclicos cualesquiera A, B, C, D
y dos puntos P, P’ en su circunferencia. Considere las rectas
a=PA,b=PB,c=PCyd=PD;d =P A b = P'B,
¢’ = PCyd' = P'D, véase la figura (7.33).

- )

Figura 7.33: P(ab,cd) = P'(a'b',c'd’").
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Como en una misma circunferencia arcos iguales subtien-
den angulos iguales, sus razones cruzadas son iguales:

P(ab,cd) = P'(d'b,c'd").

Si ahora se trazan las rectas tangentes f,, 7 g, fo, I, y Ip
la circunferencia asociada en estos cinco puntos, si ademas,

A=t Nntp,B =t,Nntp,C' =t.Ntp,y D =t,Ntp.

Como las tangentes son perpendiculares a los radios, los se-
nos de los angulos correspondientes son iguales, por ejemplo,
s1 O es el centro de la circunferencia,

sen ZA'OC’ = sen LAPC,
y analogamente para los otros angulos, se obtiene asi:
o(A'B',C'D") = P(ab, cd).

Finalmente, si el punto Q donde concurren las rectas no
esta en la circunferencia C que contiene a los puntos A, B,
C, D entonces, las rectas @’ = QA, b = OB, " = QCy
d" = QD intersecan a la circunferencia dada en otro punto, a
saber,d’' NnC={A",A},b'NnC={B',B},c"'nC={C",C}
yd" nC = {D', D}, donde los puntos coinciden solo si la
recta dada es tangente a la circunferencia.

Pero, al inicio de esta seccion, se demostré que si Py P’
son dos puntos cualesquiera en esta circunferencia, entonces

P(ab,cd) = P'(d'b,c'd"),
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Figura 7.34: P(ab,cd) = o(A’B’',C'D’).

Por ende, para los haces de rectas que pasan por A’ y los
puntos A, B, C, D, asi como por A y los puntos A’, B’, C’,
D' se obtiene

A'(ab,cd) = A(d'V,c'd"),
y de aqui
P(ab,cd) = P'(d'b,c'd").

7.8. Potencia negativa

Si ahora deseamos saber qué sucede si se realiza la com-
posicion de la inversion con respecto a una circunferencia con
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la inversion con respecto al centro de la circunferencia de in-
version se obtiene una nueva transformacion que esta bien
definida en el plano euclidiano salvo el centro de inversion,
se tiene asi la siguiente definicion:

Definicion 7.8.1:

La composicion de una inversion de centro O y radio
r con la simetria central de centro O se conoce, en al-
gunos textos, como inversion de potencia negativa.

Figura 7.35: Inversion de potencia negativa.

Lainversion de potencia negativa es la transformacion del
plano que envia cada punto P (con P # O) al punto P” del
complemento de la semirrecta OP en la recta OP tal que,
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como segmentos orientados,

OP-0OP" = —¢°.

Corolario 7.8.1:

Todo punto en el plano, distinto del centro de inver-
sion, tiene un inverso de potencia negativa unico.

Demostracion: Como consecuencia del teorema (7.3.1), pag.
358, existe un unico punto P’ en la semirrecta O P tal que
OP-0OP =r.
Sea P” el simétrico de P’ con respecto al punto O.
Entonces PP’ = PO+ OP’, pero O es el punto medio
de P" P’, de donde OP"” = —OP’, por lo tanto

OP-OP" =0P-(-OP") = —r~.

Q.E.D.

En la figura (7.35) P” es el inverso negativo de P con

respecto a la circunferencia C, mientras que P es el inverso
negativo de P” con respecto a C.

7.9. Comentarios finales

Como se ha visto a lo largo del presente capitulo, la inver-
sion tiene propiedades similares a la reflexion con respecto a
una recta, a saber, los puntos inversos estan en la intersec-

cion de un conjunto de circunferencias coaxiales ortogonales
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a la circunferencia de inversion original, igualmente, un pun-
to y su imagen, bajo una reflexion, estan en la interseccion de
un conjunto de circunferencias coaxiales ortogonales al eje
de reflexion; la inversion y la reflexion son transformaciones
que preservan angulos en magnitud y son involutivas. Por tal
razon se dice que una inversion es una reflexion en una cir-
cunferencia.

Sin embargo, mientras que una reflexion con respecto a
una recta es una transformacion biyectiva en el plano eucli-
diano, la inversion con respecto a una circunferencia no lo
es, pues el centro de la circunferencia de inversion no tiene
inverso.

Para extender la definicion al centro de inversion se debe
cambiar de modelo y anexar los puntos al infinito.

Al anexar convenientemente puntos al infinito y el signi-
ficado de recta se da lugar a las geometrias no euclidianas.

7.10. Ejercicios:

1. Cualquier circunferencia que pasa por un par de puntos
inversos distintos, es su propia inversa y es ortogonal
a la circunferencia de inversion; e inversamente, cual-
quier circunferencia que es ortogonal a la circunferen-
cia de inversion es su propia inversa.

2. Demuestre que lineas rectas paralelas, ninguna de las
cuales pase por el centro de la circunferencia de in-
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version, se invierten en circunferencias tangentes una
a otra en el centro de inversion.

3. El inverso de una circunferencia de radio finito que no
pasa por el centro de inversion, es una circunferencia
de radio finito que no pasa por este punto.

4. S1 P esta fuera de la circunferencia de inversion, su
inverso esta en la cuerda que une los puntos de contacto
de las tangentes a la circunferencia desde P.

5. Si dos circunferencias que se intersecan son ortogona-
les a una tercera, sus puntos de interseccion son coli-
neales con el centro de la tercera circunferencia.

6. Estudie la figura obtenida por inversion de un cuadran-
gulo completo, donde uno de los vértices del cuadran-
gulo es el centro de inversion. !

7. Dada una circunferencia C con centro O y radio r, P
un punto que no esté en la circunferencia C, y Q su
inverso. Demuestre que Py Q dividen armonicamente
al diametro correspondiente y, reciprocamente.

8. Dada una circunferencia C con centro O, y un punto P
fijo, con P # O, demuestre que es posible trazar una
circunferencia C’ ortogonal a C con centro en P.

'Recuerde que la figura que consiste de cuatro puntos, cualesquiera
tres de ellos no colineales, y de las seis rectas determinadas por estos
puntos es un cuadrangulo completo.
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0.

10.

1.

12.

13.

14.

I5.

Demuestre que, si el cuadrilatero que tiene como vér-
tices los centros y los puntos de interseccion de dos
circunferencias es ciclico, entonces las circunferencias
son ortogonales.

Demuestre que, si la suma de los angulos en los seg-
mentos de dos circulos que se intersecan en lados opues-
tos de la cuerda comin es igual a 7 /2 0 37z /2 radianes,
entonces los dos circulos son ortogonales.

Demuestre que el producto de los radios de dos circu-
los ortogonales es igual a la mitad del producto de la
cuerda comun y la recta de centros de los dos circulos.

Dados dos puntos y una recta, determine cuando es po-
sible construir una circunferencia tangente a la recta y
que contenga a los dos puntos, y constriyala.

Dadas dos rectas y un punto en posicion general, de-
muestre que es posible construir una circunferencia que
sea tangente a las dos rectas y que contenga al punto.

Dados dos puntos y una circunferencia, con ambos pun-
tos en el interior, o bien, en el exterior de la circunfe-
rencia, demuestre que es posible construir una circun-
ferencia que contenga a los dos puntos y sea tangente
a la circunferencia dada.

Dadas dos circunferencias y un punto, en posicion ge-
neral, demuestre que es posible construir una circunfe-
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16.

17.

I8.

19.

20.

21.

rencia que contenga al punto y que sea tangente a las
dos circunferencias dadas.

Dadas dos rectas y una circunferencia, en posicion ge-
neral, demuestre que es posible construir una circunfe-
rencia que sea tangente a las rectas y a la circunferencia
dada.

Dadas dos circunferencias y una recta, en posicion ge-
neral, demuestre que es posible construir una circunfe-
rencia que sea tangente a la recta y a las dos circunfe-
rencias dadas.

Dadas una circunferencia, una recta y un punto, en po-
sicion general, demuestre que es posible construir una
circunferencia que pase por el punto y sea tangente a la
recta y la circunferencia dada.

Dadas tres circunferencias en posicion general, demues-
tre que es posible construir una circunferencia que sea
tangente a tres circunferencias dadas.

Demuestre que, si A B es un diametro de la circunferen-
cia C con centro O, y M es un punto en C, entonces las
circunferencias OQOAM O y OQBM O son ortogonales.

Si un triangulo es polar con respecto a una circunfe-
rencia, el centro de la circunferencia coincide con el
ortocentro del triangulo.
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22.

23.

24.

Dado un triangulo, encuentre una circunferencia con
respecto a la cual el triangulo es auto-polar, es decir,
cada lado del triangulo es la polar del vértice opuesto.

Demuestre que la circunferencia polar de un tridangulo
corta los lados del triangulo arménicamente.

Demuestre que el polo de la recta que une dos puntos
conjugados es el ortocentro del triangulo determinado
por los dos puntos dados y el centro de la circunferen-
cia.
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Notacion y terminologia

En el capitulo 1 se presenta la mayoria de notacion que se
utilizard a lo largo de estas notas, en los capitulos posteriores
se introducira notacion adicional, propia del tema a estudiar.

Los capitulos 4 y 5 hacen referencia al tridangulo y sus pro-
piedades, por lo que hay notacion especial para varios puntos,
rectas y segmentos asociados. A menos que se especifique lo
contrario, esta notacion no se preserva para los capitulos pos-
teriores.
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Cuadro 8.1: Capitulo 1. Notacion y terminologia

Simbolo
AB

AB

AB

AA
AB+CD

AB-CD

n!

AP : PB

£=AB:CD
CD
oo

2AOB
£AOB+ £2COD
I

1

/\ABC

S€n xX

Significado

Segmento. Magnitud del segmento.
Segmento dirigido de A hacia B.

Recta determinada por los puntos Ay B.
Segmento de magnitud cero.

Suma de (magnitudes) segmentos diri-
gidos.

Producto de (magnitudes) segmentos di-
rigidos.

Factorial del namero n.

Razon en que P divide al segmento A B.

Razon entre dos segmentos orientados

Infinito

Angulo (medida). Angulo orientado.
Suma de dngulos orientados.

Rectas paralelas.

Rectas perpendiculares.

Triangulo de vértices A, B, C.

Seno del angulo x.

Punto al infinito asociado a la recta .
Recta extendida, £, = £ U o0,

Recta al infinito, formada por los puntos
00,.

Plano euclidiano

Plano extendido E_ = EU 7
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Cuadro 8.2: Capitulos 2,3. Notacion y terminologia

Simbolo
PJ"

'}_‘IF

all.b
OJABCD
{c,d} 1]l {a, b}

AABCD
C

Significado

Punto simétrico de P c/r punto o recta
£.

Recta simétrica de a ¢/r punto o recta Z.
Figura geométrica plana.

Figura simétrica de F ¢/r punto o recta.
a es antiparalela a b c/r recta c.
Paralelogramo de vértices A, B, C, D.
el par {c d} es antiparalelo al el par de
rectas {a b}.

Cuadrilatero de vértices A, B, C, D.
Circunferencia.

Congruentes, equivalentes.

Semejantes, similares.
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Cuadro 8.3: Capitulos 4 y 5. Notacion y terminologia

Simbolo

Significado

incentro del triangulo dado.

inradio del triangulo dado.
Circunferencia inscrita.

Punto medio del segmento BC.
Excentro del /AABC en Al.
Circunferencia excrita con centro E,.
Radio de la circunferencia excrita Cp .
Semiperimetro del triangulo dado.
Area del triangulo dado.

Baricentro del tridingulo dado.
triangulo medial del A ABC.
Ortocentro del triangulo dado.

Pie de la perpendicular sobre BC por A.
Tridngulo 6rtico asociado al /A ABC.
Circuncentro del triangulo dado.
Circunradio del triangulo dado.
Inradio del triangulo ortico.
Circuncircunferencia triangulo dado.
Punto medio del segmento XY
Centro circunferencia 9 puntos.
Circunferencia de los nueve puntos.
Rectangulo con vértices A, B, C, D.
Triangulo tangencial del triangulo dado.
Circuncentro del tridngulo tangencial.
Punto de tangencia entre C; y Cy.
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Cuadro 8.4: Capitulo 6. Notacion y terminologia

Simbolo

0]
0
AB A A'B

(AB, P)
A, B,C,D
ab,c,d
o(AB,CD)

O(ab, cd)
abed N ABCD

o(AB.CD) = —1

O(ab,cd) = —1
ABCD

abed

Significado
Centro de proyeccion.

El par A, B se transforma por proyec-
cion desde O en A, B'.

P AP
Razon simple (AB, P) = —.

PB

Hilera de puntos colineales.
Haz de rectas concurrentes.
Razén cruzada de hilera o(AB,CD) =
(AB,C)
(AB, D)
Razon cruzada de haz por O.
Haz de rectas a, b, ¢, d se proyecta en hi-
lera A, B,C, D.
D es conjugado armoénico de C c/r al par
A, B.
d es conjugada armonica de ¢ c/r al par
a, b.
Cuadrangulo completo con vértices A,
B, C, D.
Cuadrilatero completo con lados a, b, c,

d.
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Cuadro 8.5: Capitulo 7. Notacion y terminologia

Simbolo
&

Iy

ABCDEF
10, (P)

1c(P)

Significado

Eje radical ¢c/rC y C'.

Incentro  del  tridangulo  medial
AM M M.

Hexagono inscrito.

Inverso de P c/r circunferencia centro O
radio r.

Inverso de P c¢/r circunferencia C.
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- A _
Euclides

A continuacion, incluiremos los enunciados de los postulados
y teoremas de los libros 1 y 111 de los Elementos de Euclides [E].

A.1. Librol

Los Postulados.

I Por dos puntos diferentes pasa una y s6lo una li- nea recta.
IT Un segmento rectilineo puede ser siempre alargado.
III Hay una tnica circunferencia con un centro y un radio dados.
IV Todos los dngulos rectos son iguales.

V Si una recta secante corta a dos rectas formando a un lado
dngulos interiores, la suma de los cuales sea menor que dos
angulos rectos; las dos rectas, suficientemente alargadas se
cortardn en el mismo lado.
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Los teoremas del libro I

1. Construir un tridngulo equilétero sobre un segmento dado.
2. Dibujar en un punto dado una recta igual a una recta dada.

3. Restar del mayor de dos segmentos dados un segmento igual
al menor.

4. (LAL) Sidos tridngulos tienen dos lados respectivos iguales,
y tienen el dngulo comprendido entre ellas igual, también
tendrdn las bases iguales, y los tridngulos serdn iguales, y los
dngulos restantes serdn iguales, concretamente los opuestos
a los lados iguales.

5. En triangulos isosceles los dngulos en la base son iguales y,
si los lados iguales se alargan, los dngulos situados bajo la
base serdn iguales entre si.

6. Sien un tridngulo dos dngulos son iguales, entonces los la-
dos opuestos a los dngulos iguales también son iguales uno
al otro.

7. No se podran levantar sobre la misma recta otras dos rectas
iguales respectivamente a dos rectas, de modo que se en-
cuentren en dos puntos distintos por el mismo lado y con
los mismos extremos que las rectas dadas.

8. (LLL) Sidos tridngulos tienen dos lados respectivos iguales,
y también tienen la base igual, también tendrin iguales los
angulos comprendidos por los segmentos iguales.

9. Dividir en dos partes iguales un dngulo rectilineo dado.
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Dividir en dos partes iguales un segmento dado.

Trazar una recta perpendicular a un segmento dado desde
un punto del mismo segmento.

Trazar una recta perpendicular a una recta por un punto ex-
terior a ella.

Si una recta levantada sobre otra recta forma dngulos, o bien
formari dos dngulos rectos o bien dos angulos iguales a dos
angulos rectos.

Si, respecto de una recta cualquiera, y de un punto de ella,
dos rectas no colocadas en el mismo lado de ella hacen 4n-
gulos adyacentes iguales a dos rectos, ambas rectas estarin
sobre la misma recta.

Sidos rectas se cortan, hacen dngulos opuestos por el vértice
iguales.

Corolario. Si dos rectas se cortan entre si los dngulos alrede-

dor del corte hardn dngulos iguales en total a cuatro dngulos
rectos.

En cualquier tridngulo, si se alarga uno de los lados, el in-
gulo exterior es mayor o igual que cada uno de los dngulos
internos y opuestos.

En cualquier tridngulo, la suma de cualquiera de los dos in-
gulos es menor que dos dngulos rectos.

En cualquier tridngulo, el dngulo mas grande es el opuesto
al lado mayor.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

En cualquier tridngulo, el lado més grande es el opuesto al
dngulo mayor.

En cualquier tridngulo la suma de cualquiera de los dos lados
es mayor que el tercero.

Si dos rectas que parten de los extremos de uno de los lados
de un tridngulo se juntan dentro de €l, tales rectas son me-
nores en total que los dos restantes lados del tridingulo, pero
el angulo que comprenden serd mayor.

Construir un tridngulo con tres rectas que son iguales a tres
rectas dadas. Pero es necesario que dos de las rectas tomadas
juntas de cualquier manera sean mayores que la restante.

Construir sobre un segmento dado y en un punto sobre €l,
un dngulo rectilineo igual a un dngulo rectilineo dado.

Si dos tridngulos tienen iguales dos lados de uno respectiva-
mente iguales a dos del otro, més de los dngulos comprendi-
dos por las rectas iguales es uno de ellos mayor que el otro,
la base de uno serd mayor que la del otro.

Si dos tridngulos tienen dos lados de uno respectivamente
iguales a dos de los lados del otro, méis la base es mayor en
uno que la del otro, tendrin también el uno el dngulo com-
prendido por las rectas iguales mayor que el del otro.

(ALA) Sidos tridngulos tienen dos dngulos respectivamente
iguales a dos angulos del otro, y uno lado de uno igual a
un lado del otro, —el que une los dos dngulos iguales o el
opuesto a uno de los dngulos iguales—, tendrin los demds
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27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.

lados de uno respectivamente iguales a los demds del otro y
el angulo restante de uno serd igual al restante del otro.

Si una recta al incidir sobre dos rectas hace los dngulos al-
ternos iguales entre si, las dos rectas serdn paralelas entre
si.

Siunarecta al incidir sobre dos rectas hace el dngulo externo
igual al interno y opuesto del mismo lado, o los dos internos
del mismo lado iguales a dos dngulos rectos, las rectas serdn
paralelas entre si.

Una recta que corta a otras dos rectas paralelas hace que los
dngulos alternos sean iguales, los dngulos externos iguales
a los interiores y opuestos, y la suma de los dngulos internos
por el mismo lado iguales a dos rectos.

Las rectas paralelas a una recta dada también son paralelas
entre si.

Construir una recta paralela a una dada por un punto dado.

En cualquier tridngulo, si un de los lados se prolonga, el idn-
gulo exterior es igual a la suma de los dngulos interiores y
opuestos, y la suma de los tres dngulos del tridngulo es igual
a dos dngulos rectos.

Rectas que unen por el mismo lado rectas iguales y paralelas
son ellas mismas iguales y paralelas.

Los lados y los dngulos opuestos de dominios paralelogra-
mos son iguales entre si y el didmetro (una diagonal) divide
en dos (partes iguales) tales dominios.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Los paralelogramos que estin sobre la misma base y estdn
contenidos entre las mismas paralelas, son iguales (en drea)
entre si.

Los paralelogramos que tienen las bases iguales y estin con-
tenidos entre las mismas paralelas, son iguales (en drea) en-
tre si.

Los tridngulos que estin sobre la misma base y contenidos
entre las mismas paralelas, son iguales (en drea) entre si.

Tridngulos que estdn en sobre bases iguales y contenidos
entre las mismas paralelas, son iguales (en drea) entre si.

Triangulos iguales (en drea) que estin sobre la misma base
y del mismo lado, estdn también entre las mismas paralelas.

Triangulos iguales (en drea) que estin sobre bases iguales y
en el mismo lado, estan contenidos también entre las mismas
paralelas.

Si un paralelogramo tiene la misma base que un triingulo y
estd contenido entre las mismas paralelas, el paralelogramo
es el doble del tridngulo (en drea).

En un angulo rectilineo dado construir un paralelogramo
igual a un tridngulo dado (en area).

En cualquier paralelogramo los complementos de los para-
lelogramos situados en torno a la diagonal son iguales entre
si.

424



Euclides

44.

45.

46.

47.

48.

En una recta dada aplicar a un dngulo rectilineo dado un
paralelogramo igual a un tridngulo dado.

Construir un paralelogramo igual a una figura rectilinea da-
da con un dngulo rectilineo dado.

Construir un cuadrado sobre un segmento da- do.

En los tridngulos rectingulos el cuadrado del lado que sub-
tiende el dngulo recto es igual a los cuadrados de los lados
que comprenden el angulo recto

Sien un tridngulo el cuadrado de uno de los lados es igual a
la suma de los cuadrados de 1os dos lados restantes, el dngulo
comprendido por esos dos lados restantes del tridngulo es
recto.

A.2. Libro III

Definiciones

1. Circunferencias iguales son aquellas cuyos didmetros son
iguales, o los radios son iguales.

2. Una recta es tangente a una circunferencia cuando, tocando
a la circunferencia y siendo alargada no corta a la circunfe-
rencia.

3. Dos circunferencias son tangentes cuando, tocandose el uno

con el otro no se cortan.
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10.

1.

En un circulo las rectas estan a la misma distancia del centro,
cuando las perpendiculares dibujadas desde el centro hasta
ellas, son iguales.

Estd a mayor distancia aquella recta sobre la que cae la per-
pendicular mayor.

Un segmento de un circulo es la figura comprendida por una
recta y una circunferencia de un circulo.

Un dngulo de un segmento es el que estd comprendido por
una recta y una circunferencia de un circulo.

Angulo en un segmento es el dngulo que cuando se deter-
mina un punto sobre una circunferencia del segmento y se
dibujan rectas des del punto hasta los extremos de la recta
que es la base del mismo segmento, estd comprendido por
las rectas dibujadas.

Cuando las rectas que comprenden el dngulo cortan a una
circunferencia se dice que el dngulo estd en la circunferen-
cia.

Un sector de un circulo es la figura que, cuando se constru-
ye un dngulo en el centro del circulo, estd comprendida por
las rectas que comprenden el dngulo y la circunferencia que
corta a las rectas.

Segmentos semejantes de un circulo son los que admiten in-
gulos iguales, o aquellos en los que los dngulos son iguales
entre si.

Los teoremas del libro 111
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1. Determinar el centro de una circunferencia dada.

2. Si se toman dos puntos al azar en la circunferencia de un
circulo, la recta que une los dos puntos estard dentro del
circulo.

3. Si en un circulo una recta dibujada a través del centro di-
vide en dos partes iguales a otra recta no dibujada a través
del centro, la corta formando también dngulos rectos; y si
la corta formando dngulos rectos, la divide también en dos
partes iguales.

4. Si en un circulo se cortan entre si dos rectas que no pasan
por el centro, no se dividen entre si en dos partes iguales.

5. Sidos circulos se cortan entre si, sus centros no coinciden.

6. Si dos circulos se tocan el uno al otro, sus centros no coin-
ciden.

7. Si se toma un punto en el didmetro de un circulo que no sea
el centro del circulo y desde €1 hasta el circulo caen algunas
rectas, serd la mayor aquella en la que estd el centro, y la
menor la que queda y de las demds la més cercana a la que
pasa por el centro es siempre mayor que la més lejana, y s6lo
caeran dos iguales del punto al circulo a uno y otro lado de
la més pequefia.

8. Sise toma un punto exterior a un circulo y del punto al circu-
lo se dibujan algunas rectas, una de las cuales pasa por el
centro y las demds al azar, de las rectas que caen en la par-
te concava de la circunferencia, la mayor es la que pasa por
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10.
1.

12.

13.

14.

15.

16.

el centro, y de las demds siempre la mis proxima a la que
pasa por el centro es mayor que la mas lejana; pero de las
que caen en la parte convexa de la circunferencia la menor
es la que estd entre el punto y el didmetro, y de las demads la
mads proxima a la mis pequefia es siempre menor que la méas
lejana, y solo caen dos de iguales del punto al circulo a uno
y otro lado de la més pequefia.

Si se toma un punto dentro de un circulo y del punto al circu-
lo caen mds de dos rectas iguales, el punto dado es el centro
del circulo.

Un circulo no corta a otro circulo en més de dos puntos.

Sidos circulos se tocan uno al otro interiormente, y se toman
sus centros, la recta que une sus centros prolongada caerd
encima del punto de contacto de los dos circulos.

Si1 dos circulos se tocan el uno al otro exteriormente, la recta
que une sus centros pasard a través del punto de contacto.

Un circulo no toca a otro circulo en mas de un punto, ya sea
interior o exteriormente.

En un circulo las rectas iguales estdn a la misma distancia
del centro, y las que estin a la misma distancia del centro

son iguales entre si.

En un circulo el didmetro es la recta mayor y de las demds, la
mads proxima al centro es siempre mayor que la mis lejana.

La recta dibujada por el extremo del didmetro de un circu-
lo formando angulos rectos con el didmetro, caeri fuera del
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

circulo, y no se interpondri otra recta al espacio entre la rec-
ta y la circunferencia; y el &ngulo del semicirculo es mayor y
el que queda es menor que cualquier dngulo rectilineo agu-
do.

Desde un punto dado dibujar una linea recta tangente a un
circulo dado.

Si una recta toca a un circulo, y se dibuja una recta desde
el centro hasta el punto de contacto, la recta dibujada serd
perpendicular a la tangente.

Si una recta toca a un circulo, y des del punto de contac-
to se dibuja una linea recta formando angulos rectos con la
tangente, el centro del circulo estard contenido en la recta
dibujada.

En un circulo, el dngulo correspondiente al centro es el doble
del correspondiente a la circunferencia cuando los dngulos
tienen como base la misma circunferencia.

En un circulo los dngulos en el mismo segmento son iguales
entre si.

Los angulos opuestos de los cuadriliteros en los circulos son
iguales a dos dngulos rectos.

Sobre la misma recta no se podran construir dos segmentos
circulares semejantes y desiguales al mismo lado.

Los segmentos circulares semejantes que estin sobre rectos
iguales son iguales entre si.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

Dado un segmento de circulo completar el dibujo del circulo
del que es semejante.

En los circulos iguales los dngulos iguales estdn sobre cir-
cunferencias iguales, ya sean a los centros o a las circunfe-
rencias.

En los circulos iguales, los dngulos que estdn sobre circun-
ferencias iguales son iguales entre si, ya estén en los centros
o en las circunferencias.

En los circulos iguales las rectas iguales cortan circunferen-
cias iguales, la mayor igual a la mayor y la menor a la menor.

En los circulos iguales las rectas iguales subtienden circun-
ferencias iguales.

Dividir en dos partes iguales una circunferencia dada.

En un circulo el dngulo en el semicirculo es recto, el dngulo
en el segmento mayor es menor que un dngulo recto, el an-
gulo en el segmento menor es mayor que un dngulo recto; y
ademads el dngulo del segmento mayor es mayor que un in-
gulo recto y el dngulo del segmento menor es menor que un
angulo recto.

Si una recta toca a un circulo, y desde el punto de contacto
hasta el circulo se dibuja una recta que corte al circulo, los
angulos que forma con la recta tangente seran iguales a los
angulos en los segmentos alternos del circulo.

Sobre una recta dada, describir un segmento de circulo que
admita un angulo igual a un dngulo rectilineo dado.
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34.

35.

36.

37.

A partir de un circulo dado cortar un segmento que admita
un dngulo igual a un dngulo rectilineo dado.

Si en un circulo se cortan dos rectas entre si, el rectangulo
comprendido por los segmentos de una es igual al rectangulo
comprendido por los segmentos del otro.

Si se determina un punto exterior a un circulo y del punto al
circulo caen dos rectas, y una de ellas corta al circulo y la
otra le toca, el rectangulo comprendido por la secante entera
y la parte exterior determinada entre el punto y la circunfe-
rencia convexa es igual al cuadrado de la tangente.

Si se determina un punto exterior a un circulo y del punto al
circulo caen dos rectas, y una de ellas corta al circulo y la
otra cae sobre de €l, y a mis a més el rectingulo comprendi-
do por la secante entera y la parte exterior determinada entre
el punto y la circunferencia convexa es igual al cuadrado de
la que cae, la recta que cae tocard al circulo.
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