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Prefacio

El presente problemario fue elaborado para que sirva de apoyo a las unidades de
ensefianza-aprendizaje de Circuitos Eléctricos y Circuitos Eléctricos I, de las licenciaturas en
Ingenieria Biomédica y en Ingenieria Electrénica, respectivamente, pero en general es util
para cualquier curso introductorio de analisis de redes eléctricas. Su finalidad consiste en
coadyuvar en la adquisicién de las habilidades basicas de analisis que se debe lograr al final
de estos cursos, promoviendo el desarrollo del trabajo autdnomo del estudiante. Para ello,
se desarrollaron una serie de ejemplos de diferentes grados de complejidad, que sirven de
guia en cada uno de los temas estudiados, a través de su resolucidn paso a paso. Asimismo,
al final de cada uno de los capitulos, se proponen ejercicios para que el estudiante los
resuelva por si mismo, y se indican los resultados correctos para que pueda verificarlos.

Al inicio de cada uno de los temas, se incluye una breve explicacion de las herramientas de
anadlisis a estudiar, seguida de ejemplos de circuitos que son resueltos aplicando dichas
técnicas. En el analisis de estos ejemplos se han incluido las unidades correspondientes a
los parametros involucrados, con la finalidad de que el lector se familiarice con ellas. Este
problemario contiene 62 ejemplos resueltos y 57 ejercicios propuestos, distribuidos en seis
capitulos que a continuacion se describen brevemente.

El capitulo 1 describe los pardametros fundamentales que se emplean en las redes eléctricas
y que son utilizados en los capitulos subsecuentes.

En el capitulo 2 se describen las leyes de Ohm y de Kirchhoff, asi como las conexiones serie
y paralelo de circuitos resistivos.

Con base en los conceptos fundamentales de mallas y de nodos, en el capitulo 3 se estudia
la forma de analizar los circuitos eléctricos, identificando en ellos estos elementos para
establecer sistemas de ecuaciones que permitan su resolucién.

El capitulo 4 se enfoca en las diversas herramientas que facilitan el andlisis de circuitos
lineales, como son la transformacion de fuentes, el principio de la superposicion y los
teoremas de Thévenin y de Norton y de maxima transferencia de potencia. El denominador
comun de estas herramientas consiste en facilitar la reduccidn de redes eléctricas a
equivalentes mas sencillos de analizar.

El analisis transitorio de circuitos de primer orden, que se estudia en el capitulo 5, incluye
la descripcion de elementos que almacenan energia tales como el capacitor y el inductor,
asi como la respuesta natural y la respuesta forzada, las que invariablemente implican el
uso de ecuaciones diferenciales de primer orden. Sin embargo, también se plantea el uso
de otros métodos que facilitan al lector la resolucidn de este tipo de circuitos.



Finalmente se ha incluido, en el capitulo 6, el estudio de los circuitos con amplificadores
operacionales ideales, con la finalidad de mostrar que el uso de las herramientas de andlisis
planteadas en los capitulos previos, también se aplican a los circuitos electrénicos lineales.
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Capitulo 1. Conceptos fundamentales

1.1. Elemento eléctrico

Un elemento eléctrico es un dispositivo fisico que tiene, al menos, dos terminales libres
para su conexién. Ejemplos de estos elementos son los resistores, capacitores e inductores,
entre otros, los cuales estan definidos por la relacidn existente entre las variables eléctricas
de voltaje y de corriente en sus terminales. La forma general para representar los elementos
eléctricos de dos terminales se muestra en la figura 1.1a.

1.2. Circuito eléctrico

Un circuito eléctrico estd formado por un conjunto de elementos eléctricos conectados
entre si de una manera especifica. En la figura 1.1b se esquematiza un ejemplo.

e |
e

bl

Figura 1.1. a) Elemento eléctrico de dos terminales. b) Circuito eléctrico.
1.3 Unidades de medicién

El Sistema Internacional de Unidades (SI) considera siete magnitudes bdsicas, indicadas en
la tabla 1.1, donde las cuatro primeras son utilizadas para derivar las magnitudes utiles en
el andlisis de circuitos eléctricos, y se indican en la tabla 1.2. Adicionalmente se consideran
las unidades suplementarias de dngulo plano (dngulo de fase en circuitos eléctricos) y el
angulo sdlido, donde sus unidades son, respectivamente, el radian (rad) y el estereorradian
(sr).

Tabla 1.1. Unidades basicas del Sistema Internacional.

Magnitud Simbolo Unidad Abreviatura
Longitud I metro m
Masa m kilogramo kg
Tiempo t segundo S
Corriente eléctrica i ampere

Temperatura termodindmica | T kelvin K
Cantidad de sustancia n mol mol
Intensidad luminosa Iv candela cd




Tabla 1.2. Unidades derivadas.

Magnitud Simbolo Unidad Abreviatura
Capacitancia C farad F
Carga eléctrica Q.q coulomb C
Conductancia G siemens S
Densidad de flujo magnético B tesla T
Energia, trabajo W, w joule J
Flujo magnético 0] weber Wb
Frecuencia f hertz Hz
Fuerza F,f newton N
Inductancia L henry H
Potencia P.p watt w
Potencial eléctrico V,v volt \
Resistencia R ohm Q

El SI incorpora el uso de prefijos de potencias de diez para la representaciéon de valores
mayores y menores en sus unidades (tabla 1.3).

Tabla 1.3. Prefijos del SI.

Factor Prefijo Simbolo
108 atto a
105 femto f
1012 pico p
10°° nano n
10® micro o
103 mili m
103 Kilo k
10° Mega M
10° Giga G
1012 Tera T
101 Peta P
1018 Exa E

1.4. Carga y corriente eléctricas

Todos los fendmenos eléctricos se describen en términos de la separacién o el movimiento
de las cargas eléctricas, debido a que éstas tienen una polaridad (cargas positivas y cargas
negativas) y existen en valores discretos (1.602 x 10%° C, para el electrdn).



La corriente eléctrica se puede definir de manera intuitiva como el movimiento de cargasy
su unidad, el ampere, equivale a 1 coulomb de carga que pasa a través de una superficie en
un segundo. Si consideramos que la magnitud cambia con el tiempo, se tiene que

._ dq

i = —
dt

donde

[ = corriente en ampere

q = carga en coulomb

t = tiempo en segundos

Asimismo, la corriente que atraviesa un elemento se especifica con una flecha que establece
la direccién en que ésta circula y un valor que indica su magnitud. La figura 1.2 muestra las
formas en que esto se puede representar.

oA TA
_h- -q_
E | S |

Figura 1.2. Representacioén de la corriente eléctrica en un elemento.
1.5. Voltaje

Es la energia que se requiere para mover una carga de 1 coulomb entre dos puntos, por lo
gue su expresion matematica queda

donde

v = voltaje en volt

w = energia en joule
q = carga en coulomb

El voltaje a través de un elemento se indica con los signos ‘+’ y ‘-/, los que establecen Ila
direccion de referencia (polaridad) del voltaje, y un valor que indica su magnitud. En la figura
1.3 se puede observar las formas de representar el voltaje.

2 Gy

Figura 1.3. Representacion del voltaje en un elemento.

Las asignaciones de polaridad para el voltaje y de direccién para la corriente, son arbitrarias.
Sin embargo, una vez que han sido asignadas, todas las ecuaciones se tendran que escribir
de acuerdo con las referencias elegidas. A lo largo de este problemario se aplicard la
convencién de signo para elementos pasivos: “Si la direccion de referencia para la corriente

3



en un elemento sigue la direccion de la caida del voltaje de referencia a través del elemento,
se asigna un signo positivo a la expresion que relaciona el voltaje con la corriente, y un signo
negativo en caso contrario”.

1.6. Potencia

La potencia es la razén de cambio de la energia entregada o absorbida por unidad de
tiempo, quedando expresada como

dw

dt

donde

P = potencia en watt

w = energia en joule

t = tiempo en segundos

De la ecuacion anterior se deduce que la potencia es funcién del voltaje y de la corriente
con la forma

© dw dw dq
= — = —— =7

p dt _ dq dt

la que también es conocida como potencia instantanea. Cuando el voltaje y la corriente
varian en el tiempo, la potencia puede ser positiva en un instante, y negativa en otro, por
lo que es mas util obtener el valor promedio de la potencia instantanea en un periodo T =
tZ - tl‘

1 ta
P = —j p(t)dt
b, =t J;

1

A partir de la convencién de signo pasivo, el producto voltaje-corriente en un elemento
eléctrico se considera positivo cuando la corriente fluye de un potencial mayor a uno
menor, como se muestra en la figura 1.4a. Si por el contrario, la corriente fluye de menor a
mayor potencial, dicho producto se considera negativo como se indica en la figura 1.4b. Al
sustituir los valores de voltaje y de corriente, si el producto resultante es positivo, se dice
gue el elemento absorbe potencia y, si es negativo, se dice que el elemento entrega
potencia.

La potencia es un parametro importante de verificar en la construccion de los circuitos, pues
cada dispositivo fisico tiene sus propias limitaciones en cuanto a disipacidon de energia, la
cual se puede obtener a partir de la ecuacidn para la potencia instantanea.

w = fttzp(t)dt

1
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Figural.4. Convencién de signo pasivo para determinar la potencia.

Ejemplo 1.1. Supdngase que la corriente que pasa por un elemento en un circuito eléctrico
es de la forma i(t) = 5sen wt mA y su voltaje es v(t) = 50sen wtV, siendo w la
frecuencia angular en rad/s. Determinar la energia total disipada en un periodo de la onda
senoidal, asi como la potencia promedio.

Solucion.
A partir de la ecuacién para la potencia instantanea tenemos
p(t) = i(t) - v(t) = (5 X 10 3senwt A)(50senwt V) = 250sen?wt mW

Para calcular la energia, se considera el periodo de una onda senoidal, el cuales T = 27 /w
(recordarqueT = 1/f y w = 2rf).

ta 2m/w 2m/® (1 — cos2wt) i3
w = f p(t)dt = f 250sen?wt dt = 250 U fdtl = 250; m]j
t 0

1 0
Ahora, aplicando el resultado anterior en el calculo de la potencia promedio, se obtiene

tz

P—lj (t)dt—1
= tp _TW

7). (250% m]) =125 mW

- 21/ w

Ejemplo 1.2. Los pardmetros caracteristicos de una bateria son su voltaje y la capacidad
para proporcionar una corriente, lo que se indica en unidades de ampere-hora (Ah). Asi,
una bateria de 12V que tiene una capacidad de 50 Ah y se le demanda una corriente de 2
A, podra funcionar durante 25 horas, considerando que el voltaje se mantiene constante.
Determinar la potencia y energia que entrega una bateria bajo estas condiciones.

Solucion.

La potencia es



P=V-I1=(12V)(2A) =24 W =24]/s

Para determinar la energia, el periodo de integracidon es de 0 a 25 horas, el cual debe ser
expresado en segundos debido a las unidades que emplea la potencia.

B 25 B ] S B
w = fo 24 dt = (24 )(25h) (3600 H) =2.16 MJ

Ejemplo 1.3. Determinar si la potencia en el elemento es entregada o absorbida.

1) Enlafigural.5a:a) V=5V, [=1A;b)V=3V,[==2A.
2) Enlafigura1.5b:a)V=1V,I=3A;b)V==2V,[=4A.

— tf—
— 11— 1
- -
a) b)

Figura 1.5. Esquemas para el ejemplo 1.3.
Solucidén.

1a) Dado que la corriente circula de un potencial negativo a uno positivo, la potencia queda
expresada como P = =V -1 =—(5V)(1A) = —-5W, por lo tanto, al ser un resultado
negativo, el elemento esta suministrando potencia.

1b) De igual manera, P = =V -1 = —(3V)(—2 A) = 6 W que, al ser positivo, indica que el
elemento estd absorbiendo potencia.

2a) En este caso, la corriente circula de un potencial positivo a uno negativo, por lo que la
potencia se calcula de la forma P =V -1 = (1 V)(3 A) = 3 W. En este caso el elemento
absorbe potencia.

2b) Como en el inciso anterior, P =V -1 =(-2V)(4A) = —8 W, que indica que el
elemento suministra potencia.

Ejemplo 1.4. Dos elementos de circuito, A y B, estan conectados entre si como se muestra
en la figura 1.6, donde se indica ademas el voltaje V entre sus terminales, asi como la
corriente I que circula por ellos. Para cada uno de los casos indicados, calcule la potencia y
determine cual elemento suministra potencia y cudl la absorbe.



a)V=-25V,I=4mA
b)V=1V,=20mA

c)V=6V,I=—1.5mA
dV=—3V,I=—2mA

—Il-
&
+
vV
*

Figura 1.6. Circuito para el ejemplo 1.4.
Solucion.

Dado que en el elemento A la corriente circula de un menor potencial a uno mayor, el
producto de la potencia siempre se considerard negativo, segun la convencion del signo
pasivo. Por el contrario, en el elemento B siempre se considerara positivo, debido a que la
corriente circula de mayor a menor potencial.

a) Paraelelemento A,P = =V I = —(—=2.5V)(4 mA) = 10 mW, absorbe potencia. Para
elelementoB,P =V -1 = (—2.5V)(4 mA) = —10 mW, suministra potencia.

b) Para el elemento A, P = —(1V)(20 mA) = —20 mW, suministra potencia. Para el
elemento B, P = (1V)(20 mA) = 20 mW, absorbe potencia.

c) Para el elemento A, P= —(6V)(—1.5mA) =9 mW, absorbe potencia. Para el

elemento B, P = (6 V)(—1.5 mA) = —9 mW, suministra potencia.

d) Para el elemento A, P = —(—3V)(—2 mA) = —6 mW, suministra potencia. Para el

elementoB,P = V-1 = (-3 V)(—2mA) = 6 mW, absorbe potencia.

Obsérvese que en todos los casos, la potencia suministrada por un elemento es igual a la
potencia absorbida por el otro elemento. En general, en un circuito eléctrico, la suma
algebraica de las potencias positivas P;, es igual a la suma algebraica de las potencias
negativas P; , lo cual se expresa como



n
Jj=1 =1

Ejemplo 1.5. Para el circuito de la figura 1.7, determine la potencia total suministrada y la
potencia total absorbida.

10 A
-
| E Ix
s0a 60V
——
F
+ -
+ 60V _ 1'15A + t
40 A
ssvlal  2svls 1nnvcl 100 v|D
- T-EOA ¥ _'TZVJ,' 35 A
I
_5A

Figura 1.7. Circuito para el ejemplo 1.5.
Solucion.

Para obtener ambas potencias, primero debe calcularse la potencia en cada uno de los
elementos del circuito, aplicando la convencién de signo pasivo.

P, = —(85V)(—20A) = 1700 W Py = (=25V)(15A) = —375 W
P, = (100 V)(35 A) = 3500 W P, = —(100 V)(40 A) = —4000 W
Py = —(=60V)(10 A) = 600 W Pr = (60V)(—30A) = —1800 W

P; = (-75V)(-5A) =375W

Piotal suministrada = Pg + Pp + Pr = =375 W — 4000 W — 1800 W = —6175 W
Piotal absorbida = Pa+ Pc + Pg + P; = 1700 W + 3500 W+ 600 W + 375 W
Ptotal absorvida = 6175 W

Se observa el principio de conservacion de la energia al obtener potencias totales,
suministrada y absorbida, iguales

Ptotal suministrada = Ptotal absorbida



1.7. Elementos pasivos y activos

Los elementos de un circuito se clasifican en dos categorias: pasivos y activos. Se dice que
un elemento es pasivo si éste es sélo capaz de recibir o absorber potencia. Ejemplos de
éstos son los resistores, los inductores y los capacitores. Por el contrario, los elementos
activos son capaces de suministrar potencia a otros elementos. Ejemplos de éstos son las
baterias, fuentes de voltaje y de corriente, generadores y dispositivos electrénicos.

1.8. Fuentes ideales de voltaje y de corriente

Las fuentes ideales de voltaje y de corriente se pueden dividir en dos categorias: fuentes
independientes y fuentes dependientes. En ambos casos, una caracteristica importante es
gue pueden suministrar o absorber energia.

e Fuente de voltaje independiente: es un dispositivo que mantiene entre dos terminales
un voltaje determinado, independientemente de la corriente que pasa a través de él. Su
simbolo es

e Fuente de corriente independiente: es un dispositivo que mantiene entre sus terminales
una corriente especifica, independientemente del voltaje que exista entre ellas. Su
simbolo es

e Fuente de voltaje dependiente o controlada: es una fuente cuyo voltaje entre sus
terminales estd controlado por otro voltaje o por una corriente dentro del mismo
circuito. Su simbolo es



Vy

Las variables controladoras en cada caso son
Vy = an (0] Vy= le
donde la constante multiplicadora a es adimensional y B tiene unidades de V/A.

e Fuente de corriente dependiente o controlada: es una fuente cuya corriente entre sus
terminales esta controlada por otra corriente o por un voltaje dentro del mismo circuito.
Su simbolo es

Las variables controladoras en cada caso son
IX= Vly (0] Ix = 6Vy

donde la constante multiplicadora y es adimensional y 6 tiene unidades de A/V.

Ejemplo 1.6. Con base en la definicidén de fuente de voltaje ideal, determinar si la conexién
gue se muestra en la figura 1.8 es factible en los casos en que el elemento X es:

a) Una fuente de voltaje de 5 V con su terminal positiva conectada a la positiva de V;.
b) Una fuente de voltaje de 9 V con su terminal positiva conectada a la positiva de V;.
c¢) Una fuente de voltaje de 5 V con su terminal positiva conectada a la negativa de V/;.

d) Una fuente de corriente de 3 A cuya direccién es en el sentido del giro de las manecillas
del reloj.

e) Una fuente de voltaje controlada por voltaje de la forma 8V, y cuya terminal positiva se
encuentra conectada a la positiva de V.
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f) Una fuente de corriente controlada por voltaje de la forma 3V, cuya direccion es
contraria al sentido del giro de las manecillas del reloj.

la
i
+

Vy=5V Vg | X

.
Figura 1.8. Circuito para el ejemplo 1.6.

Solucion.

Es importante justificar la factibilidad en todos los casos, analizando las condiciones del
circuito en cada uno de ellos.

a) La conexién es viable porque ambas fuentes de voltaje tienen la misma magnitud y
polaridad, por lo que establecen la misma diferencia de potencial eléctrico entre los puntos
Ay B.

b) No es viable la forma en que estan conectadas las fuentes, puesto que el potencial
eléctrico que se establece entre los puntos A y B, no puede ser 5 Vy 9 V de forma
simultanea.

¢) Aun cuando la magnitud del voltaje de ambas fuentes es la misma, la polaridad no, lo que
hace que no se pueda establecer ninguna de las dos polaridades entre los puntos Ay B.

d) Esta es una conexién vélida, pues, con base en la definicién de fuente de voltaje ideal, el
voltaje entre sus terminales es independiente de la corriente que circula a través de ella.

e) Ya que el voltaje entre los puntos A y B es establecido por la fuente de voltaje
independiente de 5V, la fuente controlada tendria un voltaje de 40V (= 8- 5V) Yy, al estar
también conectada entre los puntos A y B, se tiene una condicion similar a la del inciso b).

f) La conexidn es factible porque el voltaje entre los puntos Ay B es establecido por la fuente
. . . A

de voltaje independiente y la corriente de la fuente controlada es de 15 A (= 3 v 5V), lo

gue resulta en una condicion como la del inciso d).

Ejemplo 1.7. Con base en la definicion de fuente de corriente ideal, determinar si la
conexion que se muestra en la figura 1.9 es factible en los casos en que el elemento Y es:

11



a) Una fuente de corriente de 7 A cuya direccion es en el sentido del giro de las manecillas
del reloj.

b) Una fuente de corriente de 4 A cuya direccidn es en el sentido del giro de las manecillas
del reloj.

c) Una fuente de corriente de 7 A cuya direccidon es contraria al sentido del giro de las
manecillas del reloj.

d) Una fuente de corriente controlada por corriente de la forma 61, cuya direccién es en el
sentido del giro de las manecillas del reloj.

e) Una fuente de voltaje controlada por corriente de la forma 214 cuya terminal positiva se
encuentra conectada al punto A.

Figura 1.9. Circuito para el ejemplo 1.7.
Solucion.

a) Debido a que la corriente que circula por un conductor no cambia a lo largo de éste y
puesto que la corriente de ambas fuentes es de igual magnitud y en la misma direccidn, la
conexion es valida.

b) Dado que la corriente no puede cambiar su magnitud en ningun punto de los conductores
entre las fuentes, la conexién no es valida, ya que la corriente no puede serde 7 Ay 4 A
simultaneamente.

c) En este caso, la corriente no puede cambiar de direccién a lo largo del conductor, de
manera que la conexidn no es factible.

d) La corriente I, es de 7 Ay es establecida por la fuente de corriente independiente |1, por
lo que la magnitud de la corriente de la fuente dependiente es de 42 A (= 6 - 7 A), lo que
hace inviable el circuito, como en el inciso b).

e) El voltaje de la fuente dependiente es 14 V (= 2 % -7 A)y, con base en la definiciéon de la

fuente de corriente ideal, la corriente es independiente del voltaje entre sus terminales; por
lo anterior, la conexion es vélida.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.1. Suponer que cada uno de los elementos Ay B en la figura 1.6 representa una bateria
de automovil de 12 V; la corriente medida en la direccidn que se muestra es de —50 A. a)
¢Cudl de las baterias se encuentra descargada? Justificar su respuesta. b) Calcular la energia
gue se disipa si la conexion mostrada se mantiene durante 2 minutos.

Respuesta:
a) La bateria representada por el elemento A
b) 72 kJ

1.2. La corriente y voltaje en las terminales de un elemento de circuito son respectivamente
i(t) = 15e 2% Ay v(t) = 6e~2° V. Determinar expresiones para la potencia y energia en
el dispositivo.

Respuesta:
p(t) =90e "W y w(t) = 2.25(1 — e~*0%) )

1.3. Para los circuitos que se muestran en las siguientes figuras, calcular las potencias totales
absorbidas y suministradas.

10 A 5 A
st —e-
LB I- ry B2 o
- 3V - -10V -
1Uﬁl AlSY 8v|C T15A -2V |E 15}1
+ + +
Respuesta:
Piotat suministrada = —130W, Piorar absorbidza = 130 W
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5A 2A
— er—
+ A - + B |-
_ 3V _ -5V +
5!‘\1 cl|7Vv 8V|D I-Tﬂ -9VI|E TEA
+ -2V + -6Y B
- = + + G -
e e
-4 A JA
4y
- H +
—
-1A
Respuesta:
Piotal suministrada = —82 W, Protai absorbidza = 82 W
+ - +
BAl Bl2ov  -1sv|E l"“ 8V
+ = 18 A T 23 A =
i "
25A1A3UV 1.0 |- 1 6 k5
= — -5y + Ty _
waflc[-ov  1sv|F|f7a  -22v
+ = +
Respuesta:

Ptotal suministrada = —1101 W; Ptotal absorbida — 1101 W
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Capitulo 2. Circuitos resistivos

2.1. Ley de Ohm

La ley de Ohm establece que el voltaje a través de diferentes materiales conductores es
directamente proporcional a la corriente que circula por el material. Matematicamente, se
expresa de la forma

donde

v = voltaje en volt

R = resistencia en ohm
i = corriente en ampere

donde R es una constante de proporcionalidad, que se conoce como resistencia, y que es la
propiedad que presenta un elemento pasivo puramente resistivo, llamado resistor, cuyo
simbolo eléctrico se muestra en la figura 2.1.

R
_/va_

Figura 2.1. Simbolo del resistor.
La ley de Ohm también puede expresarse como una corriente que es funcién del voltaje, a

través de una constante de proporcionalidad G, llamada conductancia, y que es el inverso
de la resistencia.

donde

[ = corriente en ampere

G = conductancia en siemen =1/R
v = voltaje en volt

2.2. Leyes de Kirchhoff

Para poder enunciar las leyes de Kirchhoff, es necesario definir previamente algunos
conceptos de circuito.

e Nodo: es el punto de unién de dos o mas elementos de un circuito.

e Rama: es un trayecto entre dos nodos formado por uno o mds elementos eléctricos.
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e (Camino cerrado: es una trayectoria que inicia en un nodo cualquiera del circuito,
pasa por un conjunto de elementos conectados, y regresa al nodo de inicio, sin pasar
mas de una vez por cualquier otro nodo.

2.2.1. Ley de corrientes (LCK)

La suma algebraica de todas las corrientes que entran a cualquier nodo de un circuito es
igual a cero (figura 2.2a).

_Ia_Ib_IC_Id_Ie =O
Otras formas de enunciar la ley de corrientes de Kirchhoff son:

La suma algebraica de todas las corrientes que salen de cualquier nodo de un circuito es
igual a cero (figura 2.2b).

Ia+1b+IC+Id+Ie=O

La suma de todas las corrientes que entran a un nodo es igual a la suma de todas las
corrientes que salen del mismo nodo (figura 2.2c).

I,—L+1.—I;+1,=0
I+l,=1,+1,+1,

En todos los casos, dado que el voltaje de nodo se considera positivo, las corrientes salientes
de él son positivas, y las entrantes son negativas.

Figura 2.2. Esquemas eléctricos que ilustran la ley de corrientes de Kirchhoff.

En forma compacta y utilizando subindices numéricos, la ley de corrientes de Kirchhoff
puede expresarse como
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j=0

1

n
]:

Ejemplo 2.1. Para el circuito de la figura 2.3, determinar los valores de las corrientes i, i
elg.

- -

I - Iy
gp Za 7 A
— — P
- a B |:, -
Al [+
3 A
A C
d cl
;_.'- -eif—
I; fE
TA

Figura 2.3. Circuito para el ejemplo 2.1.
Solucion.

Observe que cy d hacen referencia a un mismo punto, por lo que son un mismo nodo, como
se indica en la figura 2.4, y puede usarse la denominacién c o d.

% l l Zs
A
- —
Figura 2.4. Esquema para la identificacién de un mismo nodo.

Por lo anterior, se aplica la ley de corrientes de Kirchhoff solamente a los nodos a, by c
indicados en la figura 2.3.

NOdoa: i1=i2+i3 é _ll+l2+l3=O
Despejando i3 y sustituyendo valores numéricos

is=i,—i,=9A—3A=6A

Nodo b: i5=i3+i4 o] _13_l4+15=0
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Sustituyendo valores numéricos para la expresion de is

is=6A+2A=8A

NOdOC: l2+l5+l6+l7=0 é _iZ_iS_i6_i7=0
Despejando ig y sustituyendo valores numéricos

ig=—i,—is—i,=—3A—8A—(—=7A)=—4A

2.2.2. Ley de voltajes (LVK)

La ley de voltajes de Kirchhoff establece que la suma algebraica de todos los voltajes a lo
largo de cualquier camino cerrado en un circuito es igual a cero.

b)

Figura 2.5. Esquemas eléctricos para ilustrar la ley de voltajes de Kirchhoff.

Para la figura 2.5a, recorriendo la trayectoria cerrada del circuito en el sentido del giro de
las manecillas del reloj, y considerando la convencidn de signo pasivo, la ecuacién para la
ley de voltajes de Kirchhoff es

_Vl_VZ_V3_V4:0
Haciendo las mismas consideraciones de trayectoria para la figura 2.5b, se obtiene
_V1+V2_V3+V4=0

Como en el caso de la ley de corrientes de Kirchhoff, la ley de voltajes se puede expresar de
forma compacta como

n
Vi =0

i=1

Ejemplo 2.2. Determinar los valores de los voltajes v, y v, del circuito de la figura 2.6.
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5
-2hY
—
py SRS pry
— P
ae—{__]—e
+ 5
"
33
.
a

Figura 2.6. Circuito para el ejemplo 2.2.
Solucidn.
Aplicando la LVK en la trayectoria cerrada acba se obtiene

—Vvs+v3—v,=0

Despejando v, y sustituyendo valores numéricos

UV, =v3—v5=5V—(=25V) =30V
Y en la trayectoria cerrada abcda se tiene

V1tV —v3—1, =0
Despejando v, y sustituyendo valores numéricos
Vy=-v+v,—v3=-33V+30V-5V=-8V

Obsérvese que el valor de v, también se puede obtener utilizando la trayectoria perimetral
acda

-V — Vs —V, =0

Vy=-V; —V3=-33V—-(-25V)=-8V

2.3. Conexiones en serie

Si por los elementos de un circuito, circula la misma corriente, se dice que éstos estan
conectados en serie. Ambos circuitos en la figura 2.5 contienen cuatro elementos
conectados de esta manera. Nétese que cada par de elementos contiguos tienen una sola
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terminal en comun formando un nodo, y en éste no esta conectado ningun otro elemento
por el que fluya una corriente.

2.3.1. Resistores en serie

Cuando los elementos resistivos de un circuito estdn conectados en serie, la resistencia
equivalente es la suma de todas las resistencias, la cual se expresa como

n
RS=R1+R2++Rn=2RJ
j=1

Ejemplo 2.3. Determinar los valores de los voltajes en cada uno de los resistores del circuito
en la figura 2.7.

R, R,
50 1202

Viof + + 3V,

TOV N—= =/ 14
20 20
RS R#

Figura 2.7. Circuito para el ejemplo 2.3.
Solucion.

Para determinar los voltajes en los resistores, se debe conocer la corriente que circula en
cada uno de ellos, pero en virtud de que los elementos del circuito se encuentran
conectados en serie, la corriente es la misma en todos. Para hacer el andlisis del circuito,
se elige que la corriente circule en el sentido del giro de las manecillas del reloj, y se
considera también la convencidn de signo pasivo (figura 2.8).
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()
&

_"VR3+ _"VR4+
RS R#

Figura 2.8. Circuito para la solucién del ejemplo 2.3.
Aplicando la LVK alrededor de la trayectoria cerrada del circuito, se tiene
—Vi+vg +vg, +Vo+vg, +vp, =0
Aplicando la ley de Ohm y agrupando términos para determinar la corriente del circuito
[*Ri+i"Ry,+i"R3+i-Ry, =V, =1,
i*(Ri+R, +R3+Ry) =V, -V,

_ v, =V, 56V
R,+R,+R;+R, 28Q

Sustituyendo el valor de la corriente para calcular los voltajes

vp = i'R,=2AGA =10V Ve, = iR, = (2A)(12Q) = 24V

1 2

Vp.= iRy =(2A)(8Q) =16V vp, = iR, =(2A)3BA =6V

3 4

Obsérvese ademas que, como se menciond anteriormente, los resistores conectados en
serie suman sus resistencias para obtener una resistencia equivalente (figura 2.9), por lo
que en este circuito

RS:R1+R2+R3+R4:28Q
De igual manera, se puede obtener un voltaje equivalente para las fuentes conectadas en
serie, aplicando la LVK. Con todo esto, se puede calcular de una manera mas rapida y sencilla

la corriente total del circuito.

Voq=Vi—V, =70V —14V =56V
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"R T 280
.
+
Veq ; RB
.

Figura 2.9. Circuito equivalente del ejemplo 2.3.

2.3.2. Divisor de voltaje

Permite determinar de forma rapida, y sin necesidad de calcular la corriente total, los
voltajes en cada elemento resistivo de un circuito en serie. En la figura 2.10, se muestra la
configuracion bdasica que incluye una fuente de voltaje y dos resistores.

R4
— YW —¢
VR
! +
+
LOMDE &
-

Figura 2.10. Circuito basico para la divisién de voltaje.

Se realiza entonces el analisis del circuito, para obtener resultados que puedan ser utilizados
posteriormente de manera general. Aplicando la ley de Ohm en cada resistor

UR :lRl UR :le

2

La corriente total del circuito es i = R—S, donde Rg = R; + R,. Al sustituir la corriente en
S

cada una de las ecuaciones anteriores, los voltajes en los resistores quedan de la forma
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Obsérvese que en estas expresiones el voltaje en cada resistor es directamente
proporcional al valor de la resistencia y no se requiere conocer el valor de la corriente. Esto
se puede generalizar como

donde

UR; = voltaje del j-ésimo resistor en un arreglo en serie
R; = j-ésimo resistor en un arreglo en serie

Vs = voltaje aplicado al arreglo en serie

Rs = resistencia equivalente en serie

Una aplicacion préctica de los circuitos divisores de voltaje es obtener, a partir de un solo

voltaje, dos o mas niveles de voltaje menores.

Ejemplo 2.4. Para el circuito de la figura 2.11, determinar los voltajes v,, v}, y v,, asi como
la potencia suministrada o absorbida por cada uno de los elementos del circuito.

Figura 2.11. Circuito para el ejemplo 2.4.

Solucion.
Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff

Ve = Vg vb=vR3+vR4 va=sz+vR3+vR4

4
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Para calcular los voltajes en cada resistor, se debe conocer el valor de la resistencia total en
serie, siendo éste

R¢=R,+R,+R;+R,=9Q+70+40+20=220

El cual se usa en cada ecuacién del divisor de voltaje

_ Ry 90 _ _ R 70 _
Vg, = Rs VS_ZZQ 110V =45V URZ_RS VS_ZZQ 110V =35V
R 40 R 20
UR3:é'VS:E'110V:20V UR4:$'VS:E'110V:10V

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones para v,, v, y v, se tiene
v.=10V v, =20V+10V=30V v,=35V+20V+10V=65V

Para calcular la potencia suministrada por la fuente, se calcula primero la corriente total del

circuito, la cual es
o Vs 110V
=—= =5A

1 _—

Ry 22Q
Por tanto, la potencia de la fuente de voltaje es
Py, =V i=—(110V)(5A) = =550 W

La potencia absorbida por los resistores puede ser calculada sin necesidad de utilizar la
corriente, sustituyendo la ley de Ohm en la ecuacién de la potencia, por lo que

p=vizv ()=
=vi=v(=)=—

R
o, utilizando la corriente total del circuito

P=v-i=(i-R)-i=i*"R

En este caso, debido a que ya se calculd la corriente en el circuito y por simplicidad se utiliza
la ecuacidn ya enunciada para la potencia.

Pp, =vg, " i=(45V)(5A) =225W

Pg, =vg,"i=@B5V)(5A) =175W

Pp, =vg,-i=(20V)(5A) =100 W

Pg, =vg,"i=(10V)(5A) =50W
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2.4 Conexiones en paralelo

Si los elementos conectados en un circuito tienen el mismo voltaje en sus terminales, se
dice que estan conectados en paralelo. La figura 2.12 muestra un circuito con tres
elementos conectados de esta manera. Nétese que todos los elementos estan vinculados a

un mismo par de nodos.

Figura 2.12. Diagrama de tres elementos conectados en paralelo.

2.4.1. Resistores en paralelo

Cuando los elementos resistivos de un circuito estan conectados en paralelo,

conductancia equivalente es la suma de todas las conductancias del circuito

Gp =Gl+GZ+---+Gn=sz
j=1
y se expresa en términos de las resistencias como

1_1 1 +1_z":1
B - LR

<.

Ejemplo 2.5. Para el circuito que se muestra en la figura 2.13 determinar las corrientes en

cada uno de los resistores, asi como la potencia suministrada y absorbida.

. + . .
R1§ I, v Rzg IDG %
B0¢Y 20 A 1502 249

oA

Figura 2.13. Circuito para el ejemplo 2.5.
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Solucion.

Para determinar la corriente en cada uno de los resistores, se debe calcular el voltaje entre
el par de nodos del circuito. El circuito puede dibujarse como se muestra en la figura 2.14.

: P ¢i2 ¢fi3
LORIOR I -

*
Figura 2.14. Circuito para la solucién del ejemplo 2.5.

Aplicando la LCK en el nodo superior y sustituyendo la ley de Ohm en las corrientes
desconocidas

_Ia+1b+ll+lz+l3=0
lo—Ip =iy +iy+i (1+1+1) :
- =i+t +tiz=v|(—+—+—|=v —
Despejando de la ecuaciéon anterior, se obtiene el voltaje v del circuito

v=Rp-(I—1,) = (8Q)(20A—5A) =120V

A partir de este resultado se calculan las corrientes en los resistores

. 120V . 120V . 120V
11=60—Q=2A 12=15—Q=8A l3=m=5A
Las potencias en cada elemento son
Pr, = (120 V)(2A) = 240 W Pr, = (120 V)(8 A) = 960 W
Pg, = (120 V)(5A) = 600 W
P, = —(120V)(20 A) = —2400 W P, = (120 V)(5A) = 600 W

Piotatabs = Pr, + Pr, + P, + P;, =240 W + 960 W + 600 W + 600 W = 2400 W

Piotal sum = PIa = —2400 W
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2.4.2. Divisor de corriente

La configuracién bdsica se muestra en la figura 2.15. Consiste de dos resistores conectados
en paralelo con una fuente de corriente I, la cual se divide entre R; y R,.

+ “ *iz
® o

Figura 2.15. Circuito basico para la divisidén de corriente.

Aplicando la ley de Ohm y la LCK se obtiene la corriente en cada uno de los resistores y su
relacion con la fuente de corriente I.

I=i1+i2=(Gl+G2)v

despejando v y sustituyendo en cada una de las corrientes

I

VTG 4G, Gy
=Gy MR R
1o Gp 1/R, + 1/R, R, + R,
=G, vty YR R
2T e Gp 1/R, + 1/R, R, + R,

Se observa que la corriente que circula por cada resistor en paralelo, es directamente
proporcional a su conductancia.

Ejemplo 2.6. Utilizando el método de divisor de corriente, verificar los resultados obtenidos
para las corrientes de los elementos resistivos en el circuito de la figura 2.13.

Solucion.

La corriente total que entra al arreglo resistivo es I; = I, — I, = 15 A y usando el valor ya
obtenido de Rp = 8 (), se calculan las corrientes
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_ G 1—1/R1 I—RP I, = 80 15A=2A

NTG CT1/R, TR, 600 0T
G, 1/R, Ry 80

=227 = g =—f.p = .15A=8A

=g lk=1g k=g =g PA=8
Gs 1/R, Rp 80

= 2. = g =—f.p = .15A=5A

BTG TTR, TR, T 240

Notese que con este método no es necesario calcular el voltaje en el circuito, y si se
requiriera calcular la potencia en estos elementos, podria obtenerse a partir de P = i2 - R.

Para la solucion de los siguientes ejemplos, se aplicardan las diversas herramientas de

andlisis vistas en este capitulo.

Ejemplo 2.7. Para el circuito que se muestra en la figura 2.16, determinar las potencias de
la fuente de corriente I, y de la fuente de voltaje V,, e indicar si éstas son suministradas o
absorbidas.

10A

1 Vs TNV,
150 1008 + /a0y

I
-3 A
Figura 2.16. Circuito para el ejemplo 2.7.

Solucion.

El cdlculo de la potencia requiere determinar el voltaje en I, y la corriente en V,. Para ello,
se etiquetan los nodos del circuito; se establecen voltajes en las fuentes de corriente, con
polaridades arbitrarias, asi como una corriente con direccién arbitraria en la fuente de
voltaje V, (figura 2.17). Las trayectorias cerradas se recorren en el sentido del giro de las
manecillas del reloj.
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10 A

I
-3 A
Figura 2.17. Circuito para la solucién del ejemplo 2.7.

Aplicando la LCK en el nodo b, se tiene

L—-1L—-i=0 i=1,—-1,=10A—-(—-3A)=13A
Es importante observar que, si la corriente i se hubiese establecido en el sentido de b a d,
el resultado hubiese sido de —13 A, lo que es equivalente al valor que se obtuvo con el
sentido propuesto en la solucidn. Esto se puede demostrar aplicando la LCK en el nodo de

la figura 2.18.

-13A 13A

i e
_._

Figura 2.18. Esquema de los posibles sentidos de una misma corriente.
—13A+13A=0 &~ 13A=13A
La potenciaenV, es
P, = —=V,-i=—(100V)(13 A) = —1300 W (suministrada).

Aplicando la LVK en la trayectoria bedb

_V3+Ub_V2:O = Ub:V2+V3:100V+30V:130V

En el caso de que se hubiese elegido una polaridad opuesta para v, éste seria de —130V,
dando un voltaje total entre los nodos by d de —100 V con la polaridad de v;,; esto se
esquematiza en la figura 2.19.
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-———
|
VE
30V
Vo c v,=-100 V
100V \= _
I
34 b
+ H+
-———
d

Figura 2.19. Circuito para la determinacién del voltaje v, con polaridad invertida.
Notese que el voltaje entre los nodos b y d establecido por la fuente de voltaje V, es

equivalente al sefialado por v, con la polaridad indicada, lo que puede demostrarse al
aplicar la LVK

-V,—v,=0 = V,=—-v, = 100V=—-(-100V) .~ 100V=100V
La potenciaen I, es

P, =—-v, I, =—(130V)(—3 A) = 390 W (absorbida).

Ejemplo 2.8. Determinar la potencia total disipada en el circuito de la figura 2.20.

I
2004
Figura 2.20. Circuito para el ejemplo 2.8.
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Solucion.

En virtud de que todas las corrientes en el circuito son conocidas, se debe verificar que se
cumple la LCK en el circuito. En este caso, se analiza el nodo donde convergen I, y la fuente
controlada por voltaje.

L—lL-44=0 = 20A-5A—(43)(6V)=0 = -9A=%0

Con base en este resultado, se concluye que la LCK no se cumple y la construccién de este
circuito no es posible, por lo que el calculo de las potencias no tiene sentido.

Ejemplo 2.9. Determinar la potencia total disipada en el circuito de la figura 2.21.

I
4 A R1 R2
* —- W W *

)
"Va .
Vg ¢ g 3
3 I 70
20‘*’(—) ? 2A
L 9

Figura 2.21. Circuito para el ejemplo 2.9.

Solucion.

Se requiere determinar la corriente o voltaje, segln corresponda, en cada uno de los
elementos para determinar su potencia. Para ello, observamos primero que los resistores
R, y R; estan conectados en serie por lo que se sustituyen por un resistor equivalente
(Req = 5 ), como se muestra en la figura 2.22. En ésta se indican los nodos esenciales asi
como variables de voltaje y corriente, con su polaridad y sentido, elegidos de acuerdo a la
convencién de signo pasivo.

Obsérvese que las conexiones en la parte inferior del circuito forman un sélo nodo.
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b L ]
+
Req
I, "”qu g 50
2A

Figura 2.22. Circuito para la solucién del ejemplo 2.9.

Aplicando la LCK en cada uno de los nodos indicados

Nodo a: L —i.,+i,=0
Nodo b: —ig—L+i,=0
Nodo c: L+L—ip+i.=0

Despejando i, de las dos primeras ecuaciones e igualando, se obtiene
ip—L=1L+i,
ip—i.=L+I,

lo que al sustituir en la ecuacion del nodo ¢

11+12_(ib_ic)=11+12_(11+12)=O

elimina las variables ij, e i., por lo que se observa que en este caso no es conveniente este

procedimiento.

Por el contrario, al aplicar la LVK a la trayectoria abca
Vg, + v, =30, =0

y sustituir la ley de Ohm, se tiene

igRy + ipReq — 305 = 0
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Notese que esta ecuacidn se obtuvo partiendo del hecho de que la fuente de corriente I,
esta conectada en paralelo con el resistor R.g, por lo que sus voltajes son iguales, es decir
Vp, = VR, Despejando i; de la ecuacion del nodo b, sustituyendo en la ecuaciéon anterior

y despejando ahora i, se tiene
31‘70, - IzReq

i =
a Ry + Req

Por otro lado, aplicando la LVK a la trayectoria aca, se obtiene v,

3va_VS_va:0 = Ua:7 T=10V
Sustituyendo los valores en la expresion de i,
3-(10V)—(2A) (G Q
_3:0V-@HGY _

ta = 50450

y calculando las otras corrientes
i,=i,—L=2A—-—4A=-2A
ip=L+i,=2A+2A=4A

Se obtienen los valores de las potencias en cada uno de los elementos

Py, = —(20 V)(4 A) = —80 W P, = (10V)(2A) =20 W
P, =—(10V)(4A) = —40 W Pg, = (12V)(4A) = 48 W
P, =—(20V)(2A) = —40 W P, = (8V)(4A) =32W

Py, = —(30V)(~2A) = 60 W

Por lo tanto, la potencia total disipada en el circuito es de 160 W.

Ejemplo 2.10. Para el circuito de la figura 2.23, determinar la potencia de la fuente de
corriente I.
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6 €

Figura 2.23. Circuito para el ejemplo 2.10.
Solucion.

En la figura 2.24 se indican las corrientes de rama, asi como las polaridades de los voltajes
en los resistores, las cuales se establecen siguiendo la convencidn de signo pasivo.

Ry 2% R ‘Is
20 VR1 1 R2§4Q
O +
iz + R
NV VSl Ry 3
W Tp 260
- Y +

Figura 2.24. Circuito para la solucién del ejemplo 2.10.
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Aplicando la LVK, recorriendo las mallas del circuito en el sentido del giro de las manecillas
del reloj, se obtienen las siguientes ecuaciones

trayectoria abda: Vg, TVt vg — V=0 (2.50)
trayectoria bcdb: Vg, + Vg, —V; =0 (2.51)
trayectoria acba: Vg, — Vg, — Vg, =0 (2.52)

Sumando 2.50y 2.51
Vg, + Vg, + Vg, + Vg, =V (2.53)
Sustituyendo la ley de Ohm en 2.52 y 2.53
-, Ry,—I,R,+Is-R;=0 (2.54)
L'Riy+L-Ry+I3-R;+1,- R, =V (2.55)

Aplicando la LCK a los nodos a, b y d, se obtiene

Nodo a: =1L -1 (2.56)
Nodo b: I,=1+1 (2.57)
NOdO d: 13 = 11 + I (258)

Sustituyendo las corrientes I3, I, e Is, en las ecuaciones 2.54 y 2.55, y agrupando términos
Ryl —(Ry, + Ry +Rs)'I, =Ry 1 (2.59)
(Ri+R) 1 +(Ry+Ry) I, =V, —(R3 +Ry) " 1 (2.60)

Al sustituir los valores conocidos y resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene

4 28
Ilz_EA e 12=_1_5A

Despejando v; de la ecuacién 2.50 y sustituyendo valores

v, =32V - P,=—(32V)(4A) = —128 W
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EJERCICIOS PROPUESTOS

2.1. Determine la potencia total del circuito.

I
-

. - o
\_/

v, { =\ v,
5y N I, +/ a0y
_3A
()

_/

Vs, I,
6V 304
L y

Respuesta:
Se viola la ley de corrientes de Kirchhoff, por lo que el circuito es inviable.

2.2. Calcule la potencia total disipada en el circuito.

50 W C‘) 8I ;
~®  Oun
Vs C) 3\54\«*
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Respuesta:
Protar disipada = 3000 W

2.3. Determine la potencia total absorbida en el circuito, asi como la potencia total
suministrada.

Vy

_...
i,
! @_.
I,
_35A
v I + .
1 1 I.=61
5y ‘lUAf 3 3

Respuesta:
Piotal suministrada = —75.5W

2.4. Calcule la potencia de la fuente V,.

b C) 0 G) % CD o G) 50

Respuesta:
Py, = -3600 W

2.5. éCudl es la potencia total suministrada en el siguiente circuito?
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V4:2ih

I,=4w

Vv, +
25V N~

V3
IR .
th
/-\ -—
) Y y
Respuesta:
Piotal suministrada = 425 W
2.6. Calcule la potencia total absorbida en el circuito.
Rz
50
* Wy
7 Vs
10V 40V
L ' 1_ +’_ » ( : )
R T I, é R3
24 45 A 7
. .

Respuesta:
Piotal absorbida = 2890 W
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2.7. Determine la potencia de la fuente V5. Dicha fuente ésuministra o absorbe potencia?

Respuesta:

i

Py, = 60 W; la fuente V3 absorbe potencia.

* 'y
Rz ix
100
4 () 50
¢ AN VWA ¢
_) 200% V3=301y
. AAA *
Rg
Vs 5 50
20V 7
U W o

2.8. Calcule la potencia total suministrada y la potencia total absorbida en el circuito.

Vi
20V Ry
U W *
R2
70
* Wy *
-
1y
b))
2A I,=vy +
v}(
iy iy
R, R,
10 20
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Respuesta:

Ptotal suministrada — —228W
Piotai absorbida = 228 W

2.9. Determine la potencia en la fuente V5.

Ry
90
* + AN )
Wy + + VE
120V N— - 62V
R
4 3

3OIA (?) 1 ) AN +

Respuesta:
Py, = —-144W
2.10. Determine la potencia en el resistor R5.
R3
102
y AMA
R, + I=Bi,
4 {3
V1 + 'y O .
16V \ = N e
V, b
1V R
R g .
24 ?Q
& &

Respuesta:
PR3 = 25 W
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Capitulo 3. Analisis de mallas y de nodos

3.1. Analisis de mallas

Este método de andlisis utiliza la ley de voltajes de Kirchhoff para determinar las corrientes
en el circuito, y sélo puede ser aplicado en circuitos planos, es decir, aquellos que pueden
dibujarse en una superficie plana, de forma que no se cruzan entre si elementos eléctricos
o cables de conexion (figura 3.1a). En un circuito no plano, aunque éste se intente dibujar
de otra manera, no se puede evitar el cruce de los cables, tal como se indica con el évalo en

la figura 3.1b.
—i —i 1 1
T+ - —
] ]
a) b)

Figura 3.1. a) Circuito plano. b) Circuito no plano.

Para aplicar esta metodologia, es necesario definir lo que es una malla, |a cual es un camino
(o trayectoria) cerrado que no contiene otros caminos cerrados en su interior.

Los pasos a seguir para realizar el analisis de malla son:

1.

2.

Identificar las mallas del circuito.

Establecer en cada malla una corriente que circula a través de su perimetro, y que
es conocida como corriente de malla, dibujandola como una flecha curva casi
cerrada al interior de la malla correspondiente, e identificandola con la letra i y un
subindice que puede ser alfabético o numérico. Por simplicidad, todas las corrientes
de malla del circuito se establecen en el sentido del giro de las manecillas del reloj.

Para establecer la ecuacién de cada malla, se aplican la ley de voltajes de Kirchhoff
y la ley de Ohm. Cuando un elemento forma parte de dos mallas, la corriente neta a
través de él es la suma algebraica de las dos corrientes de malla respectivas. Cuando
se establece una ecuacidon de malla, el voltaje en los elementos que no tengan
indicada una polaridad, ésta se considera de manera que la corriente de malla
cumpla con la convencion del signo pasivo en la malla analizada, es decir, que circule
de un potencial mayor a uno menor.
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4. Se resuelve el sistema de ecuaciones resultante, para obtener el valor de cada una
de las corrientes de malla.
Ejemplo 3.1. Determinar las corrientes de malla del circuito de la figura 3.2.

VE
2V Ry

Ry
30 Rg
10
. AV

Figura 3.2. Circuito para el ejemplo 3.1.
Solucion.
En la figura 3.2, ya se ha identificado que el circuito estd formado por tres mallas, y se ha

establecido en cada una de ellas su corriente de malla. Aplicando la ley de voltajes de
Kirchhoff en cada malla, se tiene

Malla 1: _V1 + le + V3 + vR4_ =0
Malla 2: _V3 + UR3 + URS + vR4_ =0
Malla 3: VZ + URZ + vR3 + le =0

Aplicando la ley de Ohm para obtener los voltajes en los resistores

Ma”a 1: _V1 + Rl(il — l3) + V3 + R4(i1 — lz) =0

Notese que la corriente neta en Ry es la contribucidn de dos corrientes de malla (i; e i3)
qgue, sobre dicho elemento, circulan en sentidos opuestos. Lo mismo sucede con las
corrientes i; e i, para R,.

Malla 2: —V3 4+ R3(iy — i3) + Rsiy + Ry(i, —i1) =0
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Malla 3: Vy 4+ Ryiz + R3(iz —i,) + R1 (i3 — i) =0

Agrupando en funcién de las variables de corriente y reordenando los términos en cada una
de las ecuaciones, se tiene

(Rl + R4)i1 - R4i2 - R1i3 = V1 - V3 (31)
_R4i1 + (R3 + R4_ + Rs)iz - R3i3 == V3 (32)
_Rlil - R3i2 + (Rl + RZ + R3)i3 = _V2 (33)

Al sustituir los valores numéricos, el sistema de ecuaciones es
51:1 - 312 - 2l3 = 14‘

Resolviendo, se obtiene

ii=12A i, =10A i;=8A

Noétese que las ecuaciones 3.1 a 3.3, pueden obtenerse por inspeccién del circuito. Por
ejemplo, para la ecuacién 3.1, se establecen los voltajes en los resistores de la malla por la
ley de Ohm, como si no hubiera mallas adyacentes, de tal manera que los voltajes en los
resistores serian R;i; + R4i;, que puede expresarse como (R; + R,)i;. Sin embargo, al
existir las mallas 2 y 3, cada una de sus corrientes de malla circula en sentido contrario a iy,
por lo que producen voltajes opuestos sobre R; y R4, de forma —R,i, — R{i3. Ambas
contribuciones se suman, quedando (R; + R,)i; — R4i, — R,i3. Para completar la ley de
voltajes de Kirchhoff en la malla 1, se afiade la suma algebraica de los voltajes que
proporcionan las fuentes, respetando la polaridad de cada una de ellas cuando se recorren
en el sentido de la corriente i;. Es importante mencionar que los voltajes de fuente se
toman en cuenta una sola vez en la malla que se estd inspeccionando. De esta manera, la
ecuacién 3.1 queda, por inspeccion

(Rl + R4)i1 - R4i2 - R1i3 - V1 + V3 =0

Para obtener las ecuaciones 3.2 y 3.3, se realiza el mismo procedimiento, con sus
correspondientes corrientes de malla.

Ejemplo 3.2. Determinar las corrientes de malla del circuito de la figura 3.3.
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o g 106 o g i
10 + 10V 50

Figura 3.3. Circuito para el ejemplo 3.2.
Solucidén.

Por inspeccidn se obtienen las siguientes ecuaciones.

Malla 1: i;(R, + Ry + Rg) — iR, — icRs = 0
Malla 2: i,(Ry + Ry + R3) — iyR, — isR3 = 0
Malla 3 isRs —i,Rs —V, =0
Malla 4: isRs — isRs +V, = 0
Malla 5: is(Rs + Rg) — iyRs — iyRg — V, = 0

Sumando 3.5y 3.6

i(Ry+Ry) — 4R, = V; =0
Sumando 3.7y 3.8

isRg — 1R+ Vi =V, =0
Sumando 3.4y 3.10

il(RZ + R4) - isz + V1 - VZ =0

18V

(3.4)
(3.5)
(3.6)
(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Reordenando los términos en 3.9 y 3.11, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

—Ryi; + (R1 + Rz)iz =W
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(Ry + Ry)iy — Ryi, = =Vi + 1,

Noétese que las corrientes i3, i, € is quedan eliminadas de este sistema, al igual que los
resistores R3, R5 y Rg.

Un método para determinar el menor nimero de mallas con el que se puede resolver el
circuito, es sustituir temporalmente las fuentes de voltaje por un corto circuito (figura 3.4),
y observar si alglin elemento queda anulado; si es asi, tal elemento se elimina del circuito y
se restituye la fuente de voltaje correspondiente.

Ry
30
A
Rz
20
VY NV
Rg
40
R, g R Yy Re Vs
10 1002 10V §EQ 18 V

Figura 3.4. Diagrama para determinar el nimero minimo de mallas del ejemplo 3.2.

Como se puede observar, los resistores Rz, Rs y Rg se anulan con este corto circuito y, al
restituir las fuentes V; y V,, el circuito queda como se muestra en la figura 3.5

4
30
Vv

R, T\ v =
1Q§ Cl_)mv Va
+ /1BYV

Figura 3.5. Diagrama en el que se muestran las mallas a analizar en el ejemplo 3.2.
Nétese que sdlo hay que analizar dos mallas, cuyas ecuaciones son
—Ryiy + (R + Ry)i, =V

(Rz + Ry)iy — Ryl ==V + 1,
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Las cuales corresponden a las obtenidas cuando se consideraron todas las mallas.
Finalmente, al sustituir los valores numéricos y resolver el sistema de ecuaciones, se obtiene

ii=4A i,=6A

Ejemplo 3.3. Determine las corrientes de malla indicadas en el circuito de la figura 3.6.

R3
40
AA/

Ry N 40V
I 60 1 +
50 A - 30V Re V3
. 20 g . 0V
i) i, iy is

Figura 3.6. Circuito para el ejemplo 3.3.

Solucion.

Al sustituir cada una de las fuentes de voltaje por un corto circuito, se observa que el resistor
R, se anula. En el caso de la fuente de corriente, ésta se sustituye por un circuito abierto,
lo que permite observar que para resolver el circuito sélo se requiere establecer tres
ecuaciones de malla para determinar iy, i, € i5, tal como se muestra en la figura 3.7.

R
40
AAA/
/D
AN/ A 'A'A "A'A%
Ry Ry Rg
o 30 10

e

Figura 3.7. Diagrama para determinar el nimero minimo de mallas del ejemplo 3.3.
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Al restituir las fuentes del circuito, se observa también que la corriente de malla i,, es la
Unica corriente que circula por la rama donde esta la fuente de corriente I, por lo tanto se
tiene que i, = I = 50A, y el circuito a resolver es el que se muestra en la figura 3.8.

R3
40
AAA-
/D
ANA, My ﬂ A"
R1 R4 U RG
30 30 v,

501A<D /D C—> v /) 752 /D C) o

Figura 3.8. Diagrama en el que se muestran las mallas a analizar en el ejemplo 3.3.

Ma”a 1: il(R3+R4+R1)—i4R4—IR1+V2 = O
Ma”a 4. i4(R4_ + Rs) - i1R4 - i5R5 - VZ - V1 = 0
Ma”a 5: i5(R6 + Rs) - i4,R5 + V3 = 0

Sustituyendo los valores de los elementos del circuito y ordenando términos
10i; — 3i, = 110
—3iq + 5iy — 2i5 =70
—2i, + 3is = —30
Resolviendo el sistema de ecuaciones
ip=20A i,=30A is=10A

La corriente i3 de la figura 3.6, se determina tomando en cuenta que el resistor R, tiene el
mismo voltaje que la fuente V;, debido a que estdn conectadas en paralelo; por lo tanto

Vr, = (I —i3)R, =V,
despejando i; de la ecuacion anterior y sustituyendo valores numéricos se tiene

, v, 30V
l3=I—R—2=50A—E=45A
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Ejemplo 3.4. Determine la potencia en el resistor R de la figura 3.9.

200V R
8 Q)

WV MV
R, R, Rg
40 20 20

0 O Lo o

Figura 3.9. Circuito para el ejemplo 3.4.

Solucidén.

Para determinar la potencia en R, es necesario calcular ya sea la corriente o el voltaje a
través de este elemento. En este caso, el analisis de mallas puede realizarse de dos maneras
distintas, que se describen a continuacién.

Método 1. Asignacidon de un voltaje auxiliar en las fuentes independientes de corriente.

Se identifican las mallas, se asignan las corrientes de malla y un voltaje en las terminales de
la fuente de corriente, como se muestra en la figura 3.10.

Va
200V R;
f/—\ 80
U AN
/D
AN A'A'As A'A"As
R, Ry Rg
40 20 20

SO Wa Lo o

Figura 3.10. Circuito para la solucion del ejemplo 3.4.
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Es importante aclarar que el analisis en este momento se enfocard en la parte del circuito
gue contiene la fuente de corriente.

Malla 2: i(Ri+Ry))—i4Ry — 3R, +v—V; =0

Malla 3: is(R, + R4+ Rs) — 4R, — iR, —i4Rs —v =0

Sumando ambas ecuaciones, se obtiene una sola ecuacién de malla de la forma
iRy +i3(Ry +Rs) — iRy —i1Ry — 4R —V; =0

en donde se observa que esta ecuacidon ya no contiene la variable de voltaje v de la fuente
de corriente, ni el resistor R,.

Por otro lado, en la rama que contiene la fuente I, la corriente neta es la suma algebraica
de las corrientes de malla i, e i3, teniéndose

i3_i2:I

gue, en conjunto con las ecuaciones de las mallas 1, 4 y 5, completan el sistema de
ecuaciones para la solucién del circuito. Notese que la corriente i3 se considera positiva
debido a que circula en el mismo sentido que la corriente de la fuente I.

Asi, en el caso de que haya fuentes de corriente en un circuito eléctrico y sea resuelto por
analisis de mallas, siempre se asignara una variable de voltaje a cada una de estas fuentes.

Método 2. Uso del concepto de supermalla.

El circuito se puede resolver sin tener que introducir una variable de voltaje en la fuente de
corriente (ya sea independiente o dependiente), si se emplea una supermalla, la cual
consiste en eliminar mentalmente la fuente de corriente del circuito, y considerar
Unicamente el perimetro de las dos mallas que contienen a dicha fuente. Para establecer la
ecuacion de la supermalla se consideran las corrientes de las dos mallas implicadas (figura
3.11).
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200V R5
m 80)
U VT
@
——A\ * 2'A'A% a'A"A%
R, Ry Rg
. Ty 20

+ Ry
+
. Lo i
248V \_ — 100 _ 80V

Figura 3.11. Circuito que esquematiza el concepto de supermalla.

Superma”a: _V1 + ile — ilRl + i3(R4 + Rs) — i1R4 - i4R5 =0
( ]\ J
Y [
Malla 2 Malla 3

Ndtese que los primeros tres términos de esta ecuacién corresponden al lado izquierdo de
la supermalla, originalmente malla 2, y los tres ultimos corresponden al lado derecho de la
supermalla, que originalmente es la malla 3. Y, como en el método 1, el sistema de
ecuaciones se completa con la relacién de corrientes en la rama de la fuente |

i3 - iz = I
Por otro lado

Malla 1: il(Rg + R4 + Rl) — ile — i3R4, - V2 =0

En el caso de las mallas 4 y 5, éstas se reducen utilizando la metodologia explicada en el
ejemplo 3.2, quedando

Malla 4: i4_(R5 + R6) — i3R5 + V3 =0

Sustituyendo los valores numéricos de los elementos del circuito

Supermalla: —3iy + 2i, + 6i3 — 5iy, = 124
Relacion de corrientes de la supermalla:  —i, +i3 =8
Malla 1: 70y — 2i, — iz = 100
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Malla 4: —5i3 + 60, = —40
Resolviendo el sistema de ecuaciones
ip=36A i, =48 A iz =56A iy, =40 A
La potencia en R5 es
P, = (i3 — is)? Rs = (56 A— 40 A)?(10 Q) = 2560 W

Ejemplo 3.5. Calcular el voltaje en las terminales de la fuente de corriente del circuito
mostrado en la figura 3.12.

R, Rg Rg
90 180 36 Q
WV AN WV

270 § Rs
108 Q2

Figura 3.12. Circuito para el ejemplo 3.5.
Solucion.

El circuito puede ser resuelto por el método de supermalla, la cual se muestra en la figura
3.13.

R, R Ry
30 120 90
AN l AN AN
. 1
R1§ - 20A
100
v, (T 9 Ry ¥
252[11\1 : a0 V2
_ 7 AN i _ J asov
Ry i
Ry § 180 .
270 g 5
/D 108 0
3

Figura 3.13. Circuito para la solucion del ejemplo 3.5.
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Malla 1: il(Rl + Rz) - ile - i3R2 - V1 =0

Supermalla: i,(R; + Ry + R,) —i3R3 — 4Ry + i4(R¢ + R; + Rs) —isR; —i3Rs =0
\ ) \ J

| |
Malla 2 Malla 4
Relacion de corrientes en la supermalla: ig — iy =1
Malla 3: is(R, + R3 + Rs) — iyR, — i;R; — i4,Rs =0
Malla 5: is(R; + Rg) — 4R, +V, =0

Sustituyendo los valores de los elementos del circuito

Malla 1: 37i, — 10i, — 27i3 = 2520

Supermalla: —10i; + 37i, — 126i3 +135i4, — 95 =0 y —i,+i, =20
Malla 3: —3i1 — 2i, +17i3—12i, =0

Malla 5: —i4 + 2i5 = —40

Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene
ip,=150A i, =60A iz=90A i, =80A is=20A

Aplicando la LVK a la trayectoria cerrada formada por los elementos R, R4, V; y R3 de la
figura 3.12, se tiene

Vg, + Vg, + Vg, +v, =0
Aplicando la ley de Ohm a la ecuacidn anterior
R;(i, —i3) + Ry(i, — i) + Ryi, +v, =0
despejando V; vy sustituyendo valores numéricos se obtiene

v; = (18 Q)(90 A — 60 A) + (10 Q)(150 A — 60 A) — (9 2)(60 A) = 900 V

Ejemplo 3.6. Calcule las potencias totales absorbida y suministrada en el circuito de la figura
3.14.
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Figura 3.14. Circuito para el ejemplo 3.6.

Solucion.

Para resolver el circuito, se aplica el concepto de supermalla como se muestra en la figura

3.15.
\Z:

-h|c.n
by

Ry
2003

R1
50

Figura 3.15. Circuito para la solucion del ejemplo 3.6.

Superma”a: il(Rl + Rz) - iZRZ + i3(R3 + R4) - i2R3 - V2 - V1 = 0

Relaciones de corrientes en la supermalla: ia—l1 =1
Iy —i3 =1
Malla 2: iz(Rz + R3) - ile - i3R3 + Vl =0

la fuente dependiente de corriente es entonces

(3.12)
(3.13)
(3.14)

(3.15)
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3 3., . 15 . ,
I, = 2V0x = 1(11 — )R, = 7(11 —i3) (3.16)

Sustituyendo 3.16 en 3.14

A
14_l3=7(l1_12)

y reordenando los términos

15 15 ] ]
—711+7l2_l3+l4:0

Ahora multiplicando por 2 la ecuacién anterior
—15i; +15i, — 2i3+ 2i, =0 (3.17)
Después de sustituir valores numéricos en las ecuaciones 3.12, 3.13 y 3.15, se tiene
15i; — 12i, + 22i; = 20
—i;+1, =8
—-10i; + 12i, — 2i3 = —-10

Estas tres ultimas ecuaciones y la ecuacion 3.17, forman el sistema de ecuaciones que
proporciona los siguientes resultados

iip=6A i, =4A iz=—1A i, =14 A
Con estos valores se puede determinar la corriente de la fuente dependiente I,

3

3 3A

Para calcular la potencia en ambas fuentes de corriente, se calcula el voltaje en sus
terminales aplicando la LVK.

Para I,
U,1 + URZ + le = 0

despejando v, de la ecuacion anterior y sustituyendo valores

vy, = —Vg, — Vg, = —i1R; — (i —i3)R, = =30V —-20V=-50V

1
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y para I,
vlz +UR4 _ng = 0

despejando v, de la ecuacion anterior y sustituyendo valores

1% =17R3—UR4=R3(i2—i3)—i3R4=10V+20V=30V

2

Conociendo ya los pardmetros necesarios en cada uno de los elementos del circuito, se
calculan las potencias individuales

Pe. = i2R; = (36 A)2(5 Q) = 180 W

1
Pp, = (iy — i3)*R; = (4 A)?(10 Q) =40 W
Pg, = (i; — i3)?Rs = (25A)?(2Q) =50 W
Pp, = i5R, = (1A)%(20Q) =20 W

Py, = Vi(i; —iy) = (10 V)(=10A) = =100 W
Py, = —Vyi, = —(10V)(14 A) = —140 W

P, = —v I} = —(=50 V)(8 A) = 400 W

1

P, = —v, I, = —(30 V)(15 A) = =450 W

2

Pups =180W+40W+50W + 20 W + 400 W = 690 W

Poum = —100 W — 140 W — 450 W = —690 W

3.2. Analisis de nodos

En el analisis de nodos, se utiliza la ley de corrientes de Kirchhoff para determinar los
voltajes que hay en los nodos de un circuito. Es importante mencionar que este método
puede aplicarse tanto en circuitos planos como no planos.

En virtud de que el voltaje siempre se mide entre dos puntos, uno de los nodos del circuito
se selecciona como referencia y los voltajes en los demds nodos se definen con respecto a
éste, y se denominan voltajes de nodo. Es comun llamar tierra al nodo de referencia,
asignandole un potencial de 0 volt. Si este nodo no estd indicado en el circuito, su seleccién
es arbitraria. Sin embargo, un criterio utilizado con frecuencia es elegirlo con base en el
mayor numero de ramas conectadas a él.
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hE
+-

Figura 3.16. Diagrama en el que se esquematizan voltajes de nodo y de rama.

En la figura 3.16, se muestra una porcién de un circuito eléctrico, en la que se tienen tres
elementos interconectados por los nodos 1, 2 y 3, donde el nodo 3 ha sido seleccionado
como referencia o tierra, lo que se identifica con el simbolo que se muestra. En los nodos 1
y 2 se han establecido sus correspondientes voltajes de nodo. Para obtener los voltajes en
cada uno de los elementos, se considera la diferencia entre los voltajes de nodo en sus
terminales, tomando en cuenta la polaridad establecida en el elemento, de tal forma que

para A:

para B:

para C:

Vig =01 =73
v13=v1—v3=v1—0=vl

1723:172_173:172_0:172

Los pasos a seguir para el andlisis de nodos son:

56

Identificar los nodos del circuito.
Seleccionar el nodo de referencia e indicarlo mediante el simbolo de tierra.

Establecer en los nodos restantes los voltajes de nodo, considerando aquellos que
tienen tres o mds ramas conectadas (nodos esenciales).

Para determinar la ecuacion de cada nodo, se establecen las corrientes en las ramas
conectadas a él, indicando sus direcciones, y se aplica la ley de corrientes de
Kirchhoff. La corriente que circula en cada resistor conectado a un nodo, se
determina aplicando la ley de Ohm. Por otro lado, si la corriente de la rama estd
establecida por una fuente de corriente, simplemente se incluye en la ecuacién de
Kirchhoff con signo positivo o negativo, segun salga o entre al nodo,
respectivamente.

Se encuentra el sistema de ecuaciones, cuyas variables son los voltajes de nodo del
circuito, y se resuelve.



Ejemplo 3.7. Determinar los voltajes de nodo del circuito que se muestra en la figura 3.17.

R, R,
20 30
MA—¢ M

5 5 N OF

Figura 3.17. Circuito para el ejemplo 3.7.
Solucion.

El nodo inferior se selecciona como referencia y se asignan las variables de voltaje en los
nodos esenciales restantes, como se indica en la figura 3.18.

R, R,
20 v, 30 vy
MWA—¢ W G
i i R
R2¢ R, s

Sh CT) fé 1R o G) 413

il
[

Figura 3.18. Circuito para la solucion del ejemplo 3.7.
Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff en los nodos a y b, se tiene
Nodo a: —I +ig, +ig, =0
Nodo b: —ig, tig,— L =0

Aplicando ahora la ley de Ohm para determinar las corrientes en los resistores

R, Rs
(wa—vp) | vp—0
Nodo b: _am) w0y g

Agrupando en funcién de las variables de voltaje y reordenando los términos en cada una
de las ecuaciones, se tiene
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Nodo a: v, (i+i) _ oy, (3.18)

vq 1, 1) _
Nodo b: —R—3+l7b (R_3+R_4) = 12 (319)

Multiplicando 3.18 por R,R3
(R; + R3)v, — Ryvp = 1Ry R3
Multiplicando 3.19 por R;R,
—R4vg + (R3 + Ry)vp = [;R3R,

Sustituyendo valores y reordenando términos, el sistema de ecuaciones queda

7v, — 4vp = 60

—V, +4v, = 12
cuya solucién es

v, =12V v,=6V

Las ecuaciones 3.18 y 3.19, pueden obtenerse de manera directa por inspeccion del circuito.
Por ejemplo, para la ecuacion 3.18, por un momento se considera como si el voltaje v, fuese
el Unico que estd actuando y las corrientes que salen de éste fuesen positivas. Para
determinar estas corrientes se consideran todos los elementos pasivos conectados al nodo
por lo que, en este caso, las corrientes serian v, /R, y v, /R3; la suma de estas dos corrientes
corresponde al primer término de la ecuacién 3.18.

Obsérvese que la corriente en el resistor R, esta dada por la fuente I;, por lo que en la

ecuacién no se utiliza el valor de este resistor. Los voltajes en los otros extremos de los

elementos conectados al nodo analizado generan corrientes que entran a éste, las cuales
Vb

por tanto se consideran negativas. Este es el caso del término — =
3

Para completar la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo analizado, se consideran las
fuentes de corriente que hubiese conectadas a él, respetando el sentido de cada una de
ellas (si entra o sale). La ecuacién 3.19, puede obtenerse aplicando este procedimiento.

Los siguientes ejemplos del capitulo son resueltos de esta manera, dada la rapidez y
sencillez con las que se obtienen las ecuaciones de nodo. Por otra parte, debido a que el
analisis de nodos implica coeficientes fraccionarios, en adelante los ejemplos serdn
resueltos de manera que los coeficientes en el sistema de ecuaciones sean enteros.

58



Ejemplo 3.8. Determinar el voltaje en el resistor R; del circuito que se muestra en la figura
3.19.

I
5A
©
R, Rj Ry
40 20 20
— W WA * ‘NA—

Vi f+ Rp A gRs
T2V - 40 20V 30

Figura 3.19. Circuito para el ejemplo 3.8.

Solucion.

Se identifican los nodos esenciales y se elige el nodo inferior como referencia. Esto ultimo
permite observar que los voltajes en los nodos donde estdn conectadas las terminales
positivas de las fuentes de voltaje, estan dados por los respectivos valores de las mismas,
como se muestra en la figura 3.20, por tanto no es necesario establecerlos como incdgnitas.

O

Ry R Ry
20V, 20
gvAnY + MA— Y,

4 () Vs

Vi — W t
Vi 7+ = v, gRs
12V - 40 20V 30

=

Figura 3.20. Circuito para la solucion del ejemplo 3.8.

. RN S B S/ W

Nodo a: Vg (R1 + % + R3) R R 0 (3.20)
. 1 1\ _ " _

Nodo b: v, (R4 + RS) Z41=0 (3.21)
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Sustituyendo valores en 3.20 y 3.21, y despejando se obtiene

v, =28V y v, =6V

El valor buscado esta dado como

Vg, =V, —V, =28V—-20V =8V

Ejemplo 3.9. Determine la potencia en la fuente V, del circuito de la figura 3.21

Ak
Rj
10
Ry Ry \_/ R
10 2 V2 10
20V
Vs + ng §R5 \Z
18V \ _ 40 20 4V

Figura 3.21. Circuito para el ejemplo 3.9.

Solucion.

La figura 3.22 muestra la identificacion de los nodos a, b y c del circuito, a los cuales se les
ha asignado sus correspondientes voltajes; de igual manera, se muestra la eleccion del nodo
de referencia. El problema puede ser resuelto por dos métodos distintos.

A
R4
10

Figura 3.22. Circuito para la solucion del ejemplo 3.9.
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Método 1. Asignacion de una corriente auxiliar en las fuentes independientes de voltaje.

Como en los nodos b y c no se puede establecer una expresion para la corriente que circula
por la fuente V,, entonces se asigna una corriente i, que sera considerada en la ecuacion de
cada uno de estos nodos. Asi, las ecuaciones quedan de la siguiente forma

Nodo a: va(Ril+Ri2+Ri4)—Z—3l—:—Z=0 (3.22)
Nodo b: Up (R—t) - ;—‘: +i= (3.23)
Nodo c: vC(R—Z+Ri5+RiG)—Z—33—:—16—i=O (3.24)
Sumando las ecuaciones 3.23y 3.24
vb(é)—z—i+vc(R—13+Ri5+Ri6)—g—33—Z—16=0 (3.25)

se obtiene una sola ecuacién en la que se ha eliminado la variable de corriente i. Al tenerse
ahora sélo dos ecuaciones con tres incognitas, es necesario encontrar una ecuacién mas
para completar el sistema; ésta se obtiene observando que v}, y v, se relacionan a través
de V, de la forma

v.—v, =V, (3.26)

Sustituyendo valores en 3.22, 3.25 y 3.26, y ordenando los términos, el sistema de
ecuaciones es

T, — 2v, =72
—v, + v, + 5v, = 44
—vp + v, =20
Resolviendo este sistema, se obtiene
v, =8V v, = =8V v, =12V
Para determinar la potencia en la fuente V,, es necesario conocer el valor de la corriente
que fluye a través de ella, que es la misma que circula a través de Ry, la cual se determina

de la forma

Vg—vp 8V—-(-8V)

. = 8 A
‘R TR, 20
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Por lo tanto

Py, = —(V,)(ig,) = —(20 V)(8 A) = —160 W

Método 2. Uso del concepto de supernodo.

Esta técnica elimina la necesidad de establecer una corriente a través de la fuente de
voltaje. Consiste en establecer una superficie cerrada imaginaria alrededor de una fuente
de voltaje que se encuentra entre dos nodos que no son referencia (figura 3.23). Para
escribir la ecuacién del supernodo, se considera la suma algebraica de las corrientes en
ambos nodos, tal como se establece en la siguiente ecuacion.

VIV
R;
10 o
- T~
s
LY 7 \
Vi ¢——AA—t- b - + :C“ VY * Vs
R1 a R4 \b / RG
10 200~ vV, g 10
~ . 20V _ -~
vV, + ng §R5 vy
18V \_ _ 40 20 4V

Figura 3.23. Circuito en el que se esquematiza el concepto de supernodo.

i i _ U_a i i i — E —_ ﬁ =
Supernodo: VUp (R4) R, + v (R3 + Rs + R6) Rz  Rg 0
\ J | '
Y Y
Nodo b Nodo ¢

Como se puede observar, la ecuacion obtenida es igual a la 3.25, por lo que también es
necesario complementarla con la relacién de los voltajes de nodo y de fuente de voltaje
involucrados, como se establece en la ecuacién 3.26. La ecuacidn del nodo a, se obtiene por
el método general de analisis de nodos.

Ejemplo 3.10. Determinar la corriente en la fuente de voltaje V; del circuito de la figura
3.24.
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2vy
~
Vi
Ry 30V R,
30 10
VW * U * NW—

Iy
5A

Figura 3.24. Circuito para el ejemplo 3.10.

Solucion.

Ry
2

En el circuito se pueden observar dos supernodos, los cuales estan formados por v, y vy,

asi como vy, y v, como se indica en la figura 3.25.

{ Vz
| 2v,
1
I
: - +
! . e S — .
] TV T \
. R dy, 0V \ Ry |
I I KXY 1 /'-\ 10
— !
I\E'/ Yp — Q”d'
q 7 —- e B
I,1 +
I ? I Rz g
5A<> 1A 80 S ™
L

Ry
20

Figura 3.25. Circuito para la solucién del ejemplo 3.10.

Supernodo formado por v, y v,: Rl
3

Relacion de voltajes en este supernodo: vy — v, =V, = 2v, = 27,

1 1

Supernodo formado por v, y v,: —Zay Z—b + v, (R— + R—) - :—d +1,=0
1 3

Ry 2 3

Relacién de voltajes en este supernodo: v, —v, =V;

Sustituyendo valores, el sistema de ecuaciones es

————— +”d(_+R_14)_11=0
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2v, — 2vp, — 6V, +9v,; = 30
—V,—2v.+v;=0
—8v, + 8vy, + 27v, — 24v,; = —24
—vp + v, =30
Cuya solucién es
v, =-—10V v, = =22V v, =8V vy =6V

Para determinar la corriente que circula por la fuente de voltaje V;, se escribe la ecuacion
de la LCK en el nodo b, tal como se indica en la figura 3.25, quedando

_i1+12+iV1=0

de donde
Vg — Vp —-10V—(-22V)
- = ~1A=3A
R, 2 30 3

ly, =41 — I, =

Ejemplo 3.11. Calcule la potencia en la fuente de corriente I; del circuito en la figura 3.26.

i3 H S
20 Vx 102 78y

4
20 2{2
— Wy VW MWA—
R3 iy
10 4

I
4. T Vi vy < Fs ¢ L
14, 80V 14 10A

Figura 3.26. Circuito para el ejemplo 3.11.
Solucion.
Se identifican los nodos como se muestra en la figura 3.27a. Obsérvese que no es necesario
utilizar el método de supernodo entre V; y v, puesto que v, al estar referenciado respecto

a tierra, como se muestra en la figura 3.27b, se puede determinar siguiendo la trayectoria
formada por las ramas de V; y /5, que corresponde a la suma algebraica de dichos voltajes
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Vg = V1 - VZ (327)

BRI *
{ ! |
R1§ || V2 || R4 R;r | V2
20 | 4., 10 70 ! 4.,
Rz 1\ 3% Rg I 3 VX
200\ |y, s v, 20 !
Ya WV W YWA— % ' Y
~ Ry ix :
. 10 4 I
2 T Vy v, > Re * I v
T ix 80V *£10 40A I sov
- 1
B3 i =
a) )}

) oA\ _h_va_
Nodo a: Vg (R1 +R2) I, P 0 (3.28)
Nodo b: (st t ) —p- Ty (3.29)
R; Ry Rs Rg Rz Re¢ Ry
: TN W N B S
Nodo c: v, (R6+R7) R R +1; (3.30)

Las expresiones para las fuentes dependientes quedan

_ i _ i Vp—Vc
=20, =1 (—R6 ) (3.31)
4 4
VZ = gvx = gvb (3.32)

Sustituyendo 3.32 en 3.27
4
Vg = V1 - gvb (333)

Sustituyendo ahora 3.31 y 3.33 en las ecuaciones 3.28 a 3.30, asi como los valores de cada
uno de los elementos, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

6v, +4v, = 480

29v, — 3v, = 960
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—13vy, + 27v, = —1200
Cuyos resultados son
v, =100V v, =30V v, =-30V
Para calcular la potencia en I;

P, =v. I = (—30V)(40 A) = —1200 W

Aunque en los ejemplos resueltos por analisis de nodos, se indicé el nodo de referencia
mediante el simbolo de tierra, este ultimo frecuentemente se suele omitir en el circuito
cuando el nodo inferior del mismo es considerado como la referencia, asignandole un
potencial de 0 V, como se menciona al inicio de la seccién 3.2. Esto se aplicara en los
subsecuentes capitulos cuando se utilice analisis de nodos en la solucién de los ejemplos.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

3.1. Aplicando analisis de mallas, calcule la potencia disipada por el resistor R, en el
siguiente circuito.

R,
40
AN
2
O

Ry

20
AV AN
R
Va Vs 35
40V 20V

R
4
WA

N
2B

23 63
80 10

Respuesta:
100 W

3.2. Calcule la corriente que fluye a través del resistor R3 en el circuito de la figura,
utilizando analisis de mallas.

Ri’
8 Q2
AA-
I1 :[2
R 4A Ry 2A

+ R3
Vi () 100
55V \ _ R, §Rs

30 30
R1§ 19V
20

Respuesta:
1A

67



3.3. Realice el andlisis de mallas del circuito de la figura, para determinar la potencia en la
fuente de corriente I.

Respuesta:
208 W

3.4. Determine las corrientes de malla indicadas en el siguiente circuito.

Ry
602
W
I,
i 1
R1 R3 4 ﬁ’\f’x
6 {2 90
g Wy VA —2 - p
Yy

v, N Ry ; T, 7 . §R5
96 V /Dmn /D YU 80

Respuesta:
ipL=8Ai,=6A,i3=3A,i,=4A

3.5. Utilice analisis de mallas para determinar la corriente que entrega la fuente
dependiente I, del circuito mostrado.
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Respuesta:
30A

3.6. Determine la potencia en la fuente de corriente I del siguiente circuito, aplicando
andlisis de nodos.

Vs
46V

Ry

Rg
/‘\ 30
AN A" O VY VY
30 20 I 10

20A
v (F ; Rz ; Rg § Ry N\ v,
144V N\ _ 20 403 10 _ 66V

Respuesta:
1120 W

3.7. Utilice andlisis de nodos para calcular la potencia en la fuente de corriente dependiente
I, del circuito mostrado.
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25"
.-_
VE
Rz R, 17V
30 20
S

Yy +
89V Rs Ry T Y
10 Vx 40 19A

Respuesta:
— 684 W

3.8. Obtenga el voltaje de la fuente dependiente V,, mediante analisis de nodos, en el
siguiente circuito.

Ry

+ Vyx _ 602
— VW W M
Rz Rg
1802 N0

R, % I, Re "y Vi
54 0) 3ix 60 + J 144V

Respuesta:
600 V

3.9. Analizando por nodos, determine la potencia del resistor R, en el circuito del ejercicio
3.2.

Respuesta:
72 W

3.10. Calcule la corriente que fluye a través del resistor R5 en el circuito mostrado, aplicando
analisis de nodos.
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10
Wy
A Vy
Diy R; 8V
20
$—< 3 WA + -—1
I
R2 26 A Ry Rs
1802 30 10

Respuesta:
4A

Nota: Se sugiere al lector comprobar los resultados obtenidos en los ejercicios propuestos
aplicando el método alterno, es decir, andlisis de mallas o de nodos segun

corresponda.
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Capitulo 4. Otros métodos de analisis

4.1. Principio de superposicion

En los circuitos lineales que contienen dos o mas fuentes independientes, los voltajes y
corrientes en la red eléctrica, pueden calcularse encontrando las contribuciones de cada
una de las fuentes cuando actlan solas, para posteriormente realizar su suma algebraica.
Para aplicar este método, las fuentes de voltaje independientes se suprimen
sustituyéndolas por un corto circuito, y las de corriente independientes por un circuito
abierto, siempre manteniendo una sola fuente activa a la vez.

Ejemplo 4.1. Para el circuito mostrado en la figura 4.1, determine el voltaje en R;.

I,
20 A

®

Ry R Ry
10 L 30 _ 6O
— VW VW MA—

Figura 4.1. Circuito para el ejemplo 4.1.
Solucion.

El orden en el que se seleccionan las fuentes para determinar su contribucidn, es arbitrario;
iniciando con la contribucién de [;.

R, R, Ry
10 4 30 _ 6O
YWA— YWA—2 W
Rz I‘]
20 30A

Figura 4.2. Contribucion de la fuente de corriente independiente I;.
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Para obtener el voltaje en el resistor R3, se calcula primero la corriente en éste; de la figura
4.2 se puede observar que R; y R, estan conectados en paralelo, y que la corriente en el
resistor resultante es la misma que fluye a través de R;, por lo que la corriente puede
determinarse aplicando el divisor de corriente correspondiente

) R, / 6 Q) S0 540 N
A = = . —_
Aplicando la ley de Ohm
, 540 1620
vhy = in Ry = (55 4) G0 = 55 v
Contribucion de V,
R4 R, R4
10 4 30 _ 60
— Wy My M
= Vs
20 150V

Figura 4.3. Contribucion de la fuente de voltaje independiente V,.

En este caso se aplica de manera directa el divisor de voltaje a R3, pero respetando la
polaridad original de ese voltaje

N R; v 30 150V 1350 v
vR = — 2 = — . = - —
Contribucion de 1/,
Ry Rj Ry
10 Ve 430 _  6Q

Figura 4.4. Contribucion de la fuente de voltaje independiente V.
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Para calcular el voltaje en R;, se aplicaran dos divisores de voltaje; el primero para

nr

determinar vy, y el segundo para obtener v, .

_ RylI(Rs +Ry) 203+ 60Q) o0y _ 1800
T R 4 [Rol|Rs + R P - 10+ [20|BQ+ 6 Q)] 29
Entonces
R, 30 1800 600

"nro__

_ _ - V=olly
YRs TR.+R, " 30+6Q 29 29

Finalmente, la contribucion de I,

©
Ry R; Ry
10 L 30 _ 60
—VWA——— WA WA—+
Ra
20
C
L

Figura 4.5. Contribucion de la fuente de corriente independiente I,.

Obsérvese que los nodos a, b y c indicados en la figura anterior realmente son el mismo
nodo, por lo que R, esta conectado en paralelo con R, y éstos a su vez estan en serie con
R;y R,, obteniéndose asi un resistor equivalente que permite ver el circuito de la siguiente
forma.

Iy
Reqg
[ 4. ' ]

Figura 4.6. Circuito equivalente.
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Al estar este resistor equivalente en corto circuito, el voltaje a través de él es cero, por lo
que

v}’{;’ =0V
Finalmente
! " " " 1620 1350 600
Vg, = Vg, T Vg, T Vg, + Vg, = ——V — V+ V+0V=30V

29 29 29

Cuando en el circuito se encuentran fuentes de voltaje o de corriente dependientes, éstas
no se desactivan, a menos que la variable de control se haga cero cuando se desactiva
alguna fuente independiente.

Ejemplo 4.2. Determine los voltajes de nodo v, , v}, y v, del circuito de la figura 4.7.

. R,
Lx
60
—-
AN
Vs
Rz 81y
20 Vg vb Ve
VW = * * - *
I, +

|-

v, (F Rj Ry TV S Rs ? I,
120V N2 40 50 <20 20 A

. o> .

Figura 4.7. Circuito para el ejemplo 4.2.

Solucion.

Para determinar las contribuciones a los voltajes debido a la fuente de voltaje
independiente V;, la fuente de corriente independiente I; se desactiva, quedando el circuito
como se observa en la figura 4.8.
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Ly
6 (3
—-
AN/
Vs
R 81y
20 Vy vy Ve
A— < 3
I, +
vy Rag R4§ %ﬂ"’x vxg Rg
120V N\ — 43 50 B 20
. * .

Figura 4.8. Contribucion de la fuente de voltaje independiente V.

Se puede resolver aplicando andlisis de nodos, como se muestra a continuacion.

s (1 1 1 Vi v, v
Supernodo a-b: v, (R—1+R—2+R—3) —R—z—R—1+R—Z—12 = (4.1)

Relaciéon de voltajes en el supernodo: Vy, = v, — v, (4.2)
, (1 1 vh
Nodo c: V! (—+—) ey, =0 (4.3)
R1  Rs Rq
Sustituyendo la expresion [, = %vx = %vc’ en 4.1, asi como los valores conocidos
55v, + 12v;, — 30v; = 3600 (4.4)

I
a—Vc

DadoqueV, =8i, e i, = Z — Y sustituyendo valores en 4.2
1

14v, — 6v, —8v, =0 (4.5)
Y, finalmente, sustituyendo I,, asi como los valores de los resistores en 4.3
—v,+6v,=0 (4.6)

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por 4.4 a 4.6, se obtiene

= 5400 o =
a™ 113 b —

11400 ;900

v =
113 ¢ 113

Para determinar ahora la contribucién debida a la fuente de corriente independiente I, el
circuito queda como
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Ry
Q

Lok
=
(o]

— -
A
V
2
) 81y ) )
v, v v
: -  + > @ ~— '
I, +
1
Ry 3 ¥x v g Rg
. * ®

Figura 4.9. Contribucion de la fuente de corriente independiente ;.

Donde Ry = Ry||Rs = == =2 0

20440

El circuito se puede resolver nuevamente por andlisis de nodos.

a1 1 v | vy
Supernodo a-b: Vg |l—+—)——F—+>+—-15L=0
R1  Req Ry Ry
Relacidn de voltajes en el supernodo: Vo =v, — vy
(1 1 vy
Nodo c: v |\—+—)——+L—-1=0
Ri Rs Ry

Sustituyendo los valores de los resistores y fuentes, de 4.7 se obtiene

55v, + 12v,) —30v/ =0
de 4.8
14v; —6v,) —8v. =0
yde4.9
—v, +6v; =120

La solucion del sistema es

;1380 i _ 100 ;1 2490

= vy = . =

a 113 113

Por tanto los voltajes totales son

, , 5400 1380
Vo=V tv, = 113 V+ 113 V=60V
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11400 100

vb=v1’,+v{,’=WV—mV=1OOV
., 900 2490
Ve =V, + 1, =113V+ 113 V=30V

4.2. Transformacion de fuentes

Es una herramienta que sirve para simplificar los circuitos eléctricos, permitiendo substituir
una fuente de voltaje en serie con un resistor por una fuente de corriente en paralelo con
el mismo resistor (figura 4.10), o a la inversa (figura 4.11). La configuracion de estos circuitos
corresponde a las fuentes de voltaje y de corriente no ideales, por lo que también puede
aplicarseles esta transformacién.

© =

Figura 4.10.Transformacién de fuente de voltaje a fuente de corriente.

D3 = O

Figura 4.11. Transformacidn de fuente de corriente a fuente de voltaje.

Ejemplo 4.3. Determine la corriente en el resistor R, del circuito de la figura 4.12.
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R, 60 V
20}

Ry §
10 60 A

Figura 4.12. Circuito para el ejemplo 4.3.
Solucion.
Las fuentes de corriente se pueden transformar en fuentes de voltaje para ir reduciendo el

circuito. Es importante notar que debe permanecer R;, ya que se requiere conocer la
corriente a través de éste. El circuito queda como se ilustra en la figura 4.13.

R, 60 V R,

S5
g
@,
g

* R
Va 221§ Ty v
N0V \_- - /Jeov

Figura 4.13. Transformacién de las fuentes de corriente a fuentes de voltaje.

V,=1LR,=30A-3Q=90V
Vy,=LR,=60A-1Q=60V
Se observa que las fuentes de voltaje V y V,, al igual que los resistores R; y R,, estan

conectadas en serie, por lo que el circuito puede simplificarse como se indica en la figura
4.14.
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v R g v
a eq
ao V 20 120V

*
Figura 4.14. Circuito equivalente.

Vog=Vo +V =60V+60V =120V
R,=R;+R,=2Q0+10=30Q

Ahora las fuentes de voltaje se transforman en fuentes de corriente (figura 4.15).

Rz R, ; Rg
I, 30 20 30 Iy
30A 40 A

. * &
Figura 4.15. Transformacién a fuentes de corriente.

o=ta 20V _ 554
®R, 30
_Veg 120V
7R, 30

Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff y obteniendo el equivalente paralelo de los
resistores R, y R, en el circuito anterior, se obtiene el divisor de corriente que se muestra

en la figura 4.16.
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T0A

&
Figura 4.16. Divisor de corriente resultante.

log=1Io+1,=30A+40A=70A

30-30Q
Req = RZHRa == m == 15 .Q
Finalmente
Req 159 -70A=30A

I o —— -_——
Rt R +R €T 150420

Cuando en el circuito eléctrico existen fuentes dependientes de voltaje o de corriente, la
transformacién entre fuentes sigue siendo valida, siempre y cuando las variables de control
permanezcan explicitas en el circuito durante los procesos de transformacion. Esto se
muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4. Determine la corriente i, indicada en el circuito de la figura 4.17.

R4 R3

102 10

M9 WA

_,."

Ly R4
30
V1 R ¢ I
120V 24} A0 A
Vo
-

Figura 4.17. Circuito para el ejemplo 4.4.
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Solucion.

En la simplificacién del circuito no se debe eliminar la variable que se busca. Por lo tanto, la
fuente dependiente se transforma en fuente de corriente, como muestra la figura 4.18.

R+ R3
10
VNV
-
ix
V1 + RQ I
120V N2 20 40A
'
Figura 4.18. Transformacidn de la fuente dependiente de voltaje a dependiente de
corriente.
v, 1i,
12 = ——= —
Ry Ry

Puesto que el circuito se va a ir reduciendo con base en transformaciones de fuentes y a los
resistores en configuracidn serie y paralelo que se van a ir obteniendo, en las siguientes
figuras sélo se mostrara el segmento del circuito donde se van haciendo las simplificaciones,
por lo anterior, en la figura 4.19a, se muestra el circuito resultante de aplicar la ley de
corrientes de Kirchhoff a las fuentes de corriente del circuito de la figura 4.18.

R3 R3 Ry
10 10 30
R R
4 I 2
30 @ 20 Va
a) b)

Figura 4.19 Transformacidn de la fuente de corriente a fuente de voltaje.

1i, 1i,
I,=L,—1="2—]="2_40A
a 2 R, 3
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Ahora se transforma la fuente de corriente I, a una de voltaje, obteniéndose el circuito de
la figura 4.19b, donde

1i
Va=R4Ia=39-(Tx—4OA)=1ix—120V

Se observa que la conexion de R3; y R, es en serie, por lo que se obtiene su resistencia

equivalente, mostrada en la figura 4.20a y una vez mas se hace la transformacién de la
fuente de voltaje a corriente como se indica en la figura 4.20b.

Reqi =R3; +R, =10+30=40

Ve _ =120V
® 7 Req 40

Req1

40
L e '
Ra R Req
zﬂg Va 20 4Q1§ To
R | e |

a)

b)
Figura 4.20. Transformacion de la fuente de voltaje a fuente de corriente.

Asimismo, se obtiene el equivalente paralelo de los resistores R,y R.q; quedando el
circuito como se indica en la figura 4.21a.

Req2
R R 40
10 10 3
Wy VW VW
— —
ix ix

R
V1 + Eq2§ I V1 +
v
120\!(—) ‘é Q o 120V \= b

a)

b)
Figura 4.21. Transformacién para obtener la corriente i,.



20-4Q0 4
Reqr = Fallfem = 5977073 ©

Vo R _ 4 Q (1ix—120V>_1ix—120V
b Teaz’b T 3 40 3

Para finalizar se lleva a cabo la transformacion de la fuente de corriente I, a fuente de

voltaje, como se muestra en el circuito de la figura 4.21b. A partir de éste, se determina la

corriente i,.

1i, — 120V
, V,—-V, 120V————— 360V-—1i,+120V
lx: = =

i,=60A

4.3. Teoremas de Thévenin y de Norton

Cuando en un circuito lineal formado por resistores y una o mas fuentes de voltaje y/o de
corriente, la variable de interés es un voltaje o una corriente a través de una carga, dicho
circuito puede substituirse por otro equivalente que contenga una sola fuente de voltaje y
un resistor en serie, el cual se conoce como equivalente de Thévenin. Por el contrario, si se
substituye por una fuente de corriente y un resistor en paralelo, se denomina equivalente
de Norton.

4.3.1 Equivalente de Thévenin.

Para determinar el equivalente de Thévenin, se llevan a cabo los siguientes pasos:

1) Seeliminalacarga, o porcion dered, através de la cual se desea encontrar el circuito
equivalente y se identifican las terminales de conexién de la red restante.

2) Se calcula el voltaje a circuito abierto, v,., entre las terminales identificadas, el cual
correspondera al voltaje Thévenin, Vrp,.

3) Se determina la resistencia Thévenin entre las dos terminales identificadas,
desactivando primero las fuentes de voltaje (sustituyéndolas por un corto circuito)
y las de corriente (sustituyéndolas por un circuito abierto), y encontrando la
resistencia equivalente en la red resistiva que queda. Es importante mencionar que
este método para determinar la resistencia Thévenin, se puede aplicar si el circuito
contiene Unicamente fuentes independientes.
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Ejemplo 4.5. Para el circuito que se muestra en la figura 4.22, calcule el voltaje en el resistor
de carga R, para el valor que se indica en éste y para un valor de 6 Q.

Ry
40
W o
vV £+ Ry I g Rp
12V \ = 120 2A 20

. . —
Figura 4.22. Circuito para el ejemplo 4.5.

Solucidén.
En la figura 4.23, se ha eliminado temporalmente el resistor de carga y se indica con linea

punteada la red eléctrica de elementos lineales a reducir; a y b identifican las terminales
entre las cuales se determinara el voltaje a circuito abierto.

r—-—- - --—--—--—- - - - = = |
| R, |
[ 40 !
| “Why <
| | +
| |
IV + Ro I | Ve
12V NG 120 2A !

|
| |
I . L o
| & - - - — | b

Figura 4.23. Red de elementos lineales a reducir.

Aplicando andlisis de nodos, se tiene

Sustituyendo valores y despejando

—(I+ V)( R{R, )_(2A+12V)(4Q-1ZQ)_15V
Voo U TR J\R, + R, s0)\aa+r120) "

Para determinar la resistencia Thévenin, se desactivan temporalmente las fuentes
independientes, quedando R; y R, conectados en paralelo, como se observa en la figura
4.24.
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9!
VYW—? t O
a
L ] »
Rz -— R
¢ 120 T
b
> - O

Figura 4.24. Red resistiva resultante.

40-12Q

R =RillR2 = 305120

3Q

El circuito equivalente de Thévenin, con el resistor de carga conectado, queda como se
indica en la figura 4.25.

R
30

Vo, 4 §RL
15V \ - 20)

b

—————— —

Figura 4.25. Circuito equivalente de Thévenin.

Para determinar el voltaje en el resistor de carga a partir del circuito equivalente, se aplica
un divisor de voltaje

Ry

- Vi = 15V =6V
VRS R+ R, ™ T30+20

Para un valor de 6 Q en el resistor de carga, el circuito equivalente de Thévenin es el mismo
puesto que la red a reducir no cambia, por lo que se tiene

R, 60
-t _y.=-—"" q5v=10V
VRS R+ R, ™ T30+60

Obsérvese que este método simplifica la obtencion de los diferentes parametros eléctricos
en el resistor de carga cuando éste cambia su valor.
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Otra forma de determinar la resistencia Thévenin, es aplicar un corto circuito en las
terminales a y b, y encontrar la corriente que circula a través de él, llamada corriente de
corto circuito, i, , cuyo sentido es desde a hacia b, como se indica en la figura 4.26.

R‘1
40)
AM— ——
da
iSC
A" + Rz I T ¢
12V N\ - 1203 ZA
b
& & {_—

Figura 4.26. Circuito para determinar isc.

La corriente de corto circuito puede obtenerse aplicando diferentes metodologias. Si se
realiza transformacion a la fuente de voltaje, el circuito queda como se muestra a
continuacion.

» 4 L {_—
a
Y R = % I ‘iac
R (1) i : }
Ry 40 120 A
b
& & » {_—

Figura 4.27. Transformacion de la fuente de voltaje.

En la figura 4.27 se observa que todos los elementos estan en paralelo, obteniéndose la
reduccion del circuito de la forma

@z |V

Figura 4.28. Circuito reducido.
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donde

1%
I, =—+]=—"—"+2A=5A
¢4 R, 20 >

y
R RIR _49-12(1_3Q
eq = Rill 27404120

Al quedar R, en paralelo con el corto circuito, la resistencia resultante es cero y toda la
corriente I,4 circula por el corto circuito, teniéndose que

isc =leqg =5A
Es importante hacer notar que la corriente ig. obtenida es la misma que proporciona el

circuito de Thévenin en condicidon de corto circuito entre las terminales de la resistencia de
carga, por lo que

ise = ;’—Th (4.10)
de donde
Voe 15V
Rip=—=—"-=30Q
Th = . B5A

qgue es igual al valor obtenido anteriormente.

En ocasiones, los circuitos eléctricos complejos pueden fraccionarse para ir aplicando el
teorema de Thévenin de manera parcial y asi obtener de manera sencilla el circuito
equivalente total. Por tanto, en cada fraccidn de circuito se debe determinar el voltaje a
circuito abierto y la resistencia Thévenin.

Ejemplo 4.6. Determinar V, en el circuito de la figura 4.29.

v
100 V Rz
 ( U M *
+
Iy T R4 1, Ry 5y ? I3
40 A 50 20 A 40 & 0 15A
R, -
30

Figura 4.29. Circuito para el ejemplo 4.6.
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Solucion.

La primera parte del circuito que se considera para reducir es la que contiene las fuentes de
corriente y que se muestra en la figura 4.30a. A partir de este circuito, se obtiene una fuente
de corriente equivalente, mostrada en la figura 4.30b, cuyo valor es

Iy =1, —1,=40A—20A=20A

q1 =
R,
50
* * O * O Wy O
da da a
+ +
I f R4 I; N Teqg, T R4 N Vi,  +
40A 502 20A 261 20 A 50 o 100V NZ
b b b
. * o . < o
a) b) c)

Figura 4.30. Primer equivalente de Thévenin.

Se observa que la resistencia Thévenin en las terminales a y b es igual al valor de la
resistencia de R;. Asimismo, el voltaje a circuito abierto es

Vo, =Rlleq1 =50-20A = 100V=VTh1

Debido a que los circuitos de las figuras 4.30b y 4.30c son equivalentes entre las terminales
ay b, deben tener el mismo voltaje en ellas. Al estar a circuito abierto, en el resistor Ry,
no circula corriente y, por tanto, no hay caida de potencial, lo que hace que el voltaje en las
terminales ay b seaigual a V.

En el circuito de la figura 4.31 se ha sustituido el equivalente de Thévenin anterior y se
analiza una nueva porcién del circuito a partir de las terminales c y d indicadas.

R o R R
Th 100V 2 105
50 /‘\ 20
- + < O
WA W AWM
+
Vn, £+ N Vi, £+
100V N\ — ocz 200V N
R
3 —
30 d d
W o o
a) b)

Figura 4.31. Segundo equivalente de Thévenin.

El voltaje a circuito abierto en este caso es
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Voc, = Vrp, +V =100V + 100V = 200V = Vpyp,
y la resistencia Thévenin
Rrp, =Rrp, +R; +R3=50+20+30=100

Con lo cual, el circuito equivalente queda como se indica en la figura 4.31b. Transformando
este circuito a fuente de corriente, se tiene

Ven, 200V
Ly =—2=""_=20A
©2 " Ry, 100 0

En la Ultima porcidn de circuito, se elimina el resistor R,, por estar en el voltaje de interés,
asi que se puede considerar como un resistor de carga. Conectando esta porcidn al circuito
transformado, la red eléctrica queda como se muestra en la figura 4.32a, la cual se reduce
como se indica en la figura 4.32b.

s 4 ) 4 )

e e

+ +

Teq, ? Rh, I3 v Leq, T Rn, v
20 A 100 19A ocy 35 A 100 ocy

f f

L . 4 )

a) b)

Figura 4.32. Circuito para obtener el tercer equivalente de Thévenin.

Lg. =1, +13=20A+15A=35A

eqs eqz

Voe, = Rrnyleq, = 10235 A =350V = Vp,

Obsérvese que la resistencia Thévenin total, Rry, es igual a Ry, . Transformando el circuito
de la figura 4.32b a una fuente de voltaje, y conectando el resistor R,, se obtiene el circuito
de la figura 4.33.

R,
10 3

Figura 4.33. Circuito equivalente de Thévenin final.
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A partir de este circuito, el voltaje de salida se obtiene aplicando un divisor de voltaje

R4

Vo=——Vip=———
O Rn+R, ™ 100+40

-350V=100V

Cuando un circuito eléctrico tiene fuentes dependientes e independientes, y se desea
encontrar el equivalente de Thévenin, hay dos formas de calcular la resistencia Thévenin.
La primera es encontrar la corriente de corto circuito y el voltaje a circuito abierto, y
sustituirlos en la ecuacion 4.10. La segunda es desactivar las fuentes independientes y
aplicar una fuente de prueba en las terminales de interés del circuito, ya sea de corriente o
de voltaje, a la que se le puede dar un valor arbitrario o dejarla indicada sélo como I o V7,
segln sea el caso. En general, por simplicidad, se asigna un valor unitario a la fuente.

Ejemplo 4.7. Calcular el V;, en el circuito de la figura 4.34.

I4
10 A
©
181y, 39V 45
+ —
<Oy
iq_'z
- I,
R R § v R
1 2 VU R4 4 §
20 30 + 10 10
.

Figura 4.34. Circuito para el ejemplo 4.7.

Solucion.

Para determinar V,, se elimina temporalmente R, y se obtiene el voltaje a circuito abierto
en las terminales A y B, como se observa en la figura 4.35. Nétese que existe un supernodo

formado por las fuentes V; y V, y que la polaridad del voltaje a circuito abierto se ha
propuesto como se indica en dicha figura.
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Supernodo:

V1 Vz
18 i+, 39V 4R£§1
V. v + —_
-—Q C—mn
—\_/
*ER A (I) [.1-2
1 + 12
R R
1 v Vo 4
20 o 2 10
- 10
|

Relacidon de voltajes en el supernodo:

Vl—V2+vb—va=0

Nodo c: UC(

1
R3

_.|_

1
Ry

)—%+h=0

Sustituyendo los valores de los resistores y fuentes, de 4.11 se obtiene

10v, + 3v, — 3y, = 200

Para reescribir la ecuacion 4.12, es necesario determinar V;, en donde

Sustituyendo 4.15 en 4.12, asi como los valores de los elementos

yde4.13

—-10v, + v, = —141

—v, + 5v, = —40

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por 4.14, 4.16 y 4.17

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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1286 175 101
Ua=85V vb=17V Ve =—77

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff para encontrar v,

Voo = Vg = V1 =0 — (180V —9p) = ==V (4.18)

Para determinar la resistencia Thévenin, es necesario calcular la corriente de corto circuito,
lo que se hace a partir del circuito de la figura 4.36.

I
10A
©
181y, 39V s
+ -
O
lec Lo,
Iz
R1§ ia Eb ic §R4
20 Ve, 10
10

Figura 4.36. Circuito para determinar la corriente de corto circuito.

Ma”a a: iaRl + Vl =0 (419)
Supermalla b-c: i((Rs+Ry)+LR; -V, =0 (4.20)
Relacion de corrientes en la supermalla: L =i.—1, (4.212)

Determinando V;
Vi=18Q-iy, =180 (i, + 1) (4.22)
Sustituyendo 4.22 en 4.19 y los valores correspondientes
ip +9i, =—90A (4.23)

A partir de la sustitucion de los valores en la ecuacion 4.20 se puede conocer i,
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y de 4.21 se obtiene ij. Para ello primero se determina I,

I = VR, _(ic+11)R3_%
27100 10Q 25

de donde ib=iC—12=—%A

Ahora despejando i, de la ecuacién 4.23 y sustituyendo los valores encontrados

) ) 1323
lg = —9OA—9lb = —T
Por tanto la corriente de corto circuito es
] ) 244
ls, =la—1lp = _T
y
488
™. T # A 17

R,
Wy
10 o
- 17 2 -
_488 vy 3;2'1§VU
17 +

Figura 4.37. Equivalente de Thévenin para determinar V.

Finalmente

R, 30 —488

- 710 17
WQ+3Q

V=24V
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Ejemplo 4.8. Encontrar la resistencia Thévenin entre las terminales a y b del circuito de la
figura 4.38.

Rs
00
\ MAN—O
a
Ra
20 ,
ip

Ry g * §R4
200 A0

Figura 4.38. Circuito para el ejemplo 4.8.
Solucion.

Se propone aplicar una fuente de voltaje de prueba V- de 1 V entre las terminales ay b del
circuito, y determinar la corriente I, para calcular la resistencia Thévenin, siendo ésta

Vr
RTh = I_
T
Rs
300
Wy
a "
Iy

Figura 4.39. Circuito con fuente de prueba de voltaje.

Aplicando andlisis de nodos al circuito de la figura 4.39.

A, 1 AN _w VT
Ua(R1+R2+R4+R5) 2= (4.24)
1,1 Va gy _
Up (R_z + R_3) - R_z I = (4.25)
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8. .
Y puesto que [ = Sla, se tiene

8 (vp—vg 4
=2 (%) == (v — va) (4.26)

Sustituyendo valores en la ecuacién 4.24

50v, — 30v, =2 (4.27)
Ahora sustituyendo 4.26 en 4.25, asi como los valores de los elementos

3v, —2v, =0 (4.28)

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por 4.27 y 4.28

I+ se determina como

2
; -y, 1V-gVog
™ R 30 O 50
Finalmente la resistencia Thévenin es
Vr 1V
RTh == 1— = 50 .Q
50

Puede comprobarse que si a V- se le asigna un valor de 50 V en lugar de 1V, el valor de Ry,
sigue siendo 50 Q.

4.3.2 Equivalente de Norton.

Para determinar el equivalente de Norton, se llevan a cabo los siguientes pasos:

1) Seeliminalacarga, o porcion dered, através de la cual se desea encontrar el circuito
equivalente y se identifican las terminales de conexién de la red restante.

2) Se determina la corriente de corto circuito iy, entre las terminales identificadas, la
cual correspondera a la corriente Norton, Iy.

3) Se calcula la resistencia Thévenin entre las dos terminales identificadas,
desactivando primero las fuentes de voltaje (sustituyéndolas por un corto circuito)
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y las de corriente (sustituyéndolas por un circuito abierto), y encontrando la
resistencia equivalente en la red resistiva que queda. Es importante mencionar que
este método para determinar la resistencia Thévenin se puede aplicar si el circuito
contiene Unicamente fuentes independientes.

Ejemplo 4.9. Para el circuito que se muestra en la figura 4.40, determine el equivalente de
Norton en las terminalesay b.

V1 V3
100 V 15 V
N . ) .
\_/ \_/ a
RS
30
SEI HENOF
20 40 V. 202 5A
2
75 V
b
& <)

Figura 4.40. Circuito para el ejemplo 4.9.
Solucidén.

En este caso ya esta indicada la red eléctrica a reducir, por lo que ya no es necesario eliminar
el resistor de carga o una porcion de red. Por lo anterior, se pone un corto circuito entre las
terminales a y b, como se muestra en la figura 4.41. En ésta, se han indicado las corrientes
de rama cuyo sentido se establecié con base en la polaridad de las fuentes.

V1 V3
100V 15V i\a’3
/‘\ /‘\ —
- + . 4 - + —
3
TI’,1 1:2 * R3 E4* iSC*
30
T 2 O
20 40 V. 50 5A
2
75V
b
. O—

Figura 4.41. Circuito para determinar la corriente de corto circuito.

Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff para obtener i,
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lse =1+ iy, — 14 (4.29)
Para encontrar iy, se observa del circuito

ly, =iy —ip +1i3 (4.30)
Debido al corto circuito entre a y b, se puede observar que la terminal positiva de la fuente
V3 queda conectada al nodo inferior del circuito, como se muestra en el segmento de

circuito de la figura 4.42 y, por tanto, en paralelo con R,.

V4
100V

O

20 40 + /15 v Y
2

Figura 4.42. Segmento reordenado del circuito anterior.
Al aplicar la ley de voltajes de Kirchhoff en la malla del lado izquierdo del circuito, se obtiene

Rlil_Vl_V3 =O
de donde

) Vi+ Vs
ll:—R
1

Las corrientes i, e i3 se obtienen de manera similar y se sustituyen en la ecuacion 4.30

i :M_(_E>+M
Vs R, R, Rs

Sustituyendo los valores de los elementos en la ecuacion anterior

El corto circuito en las terminales a y b hace que el voltaje en R,. sea cero y, por tanto i,
también. Sustituyendo los valores de las corrientes en la ecuacion 4.29, se tiene
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, 365 385
lSC=5A+TA—OA=TA=IN

lo que corresponde a la corriente Norton.

El circuito de la figura 4.43 permite obtener la resistencia Thévenin.

. 2 <)
a
R3
30
R1 Rz Ry R
20 A0 50 T
b
.

Figura 4.43. Red resistiva para calcular la resistencia Thévenin.

60
Rrp = Ry||R;||R3||Ry = ﬁ Q

Finalmente, el circuito equivalente de Norton queda

9 )
a
In () R,
385 ? g
22 A 60
4 77
b
' )

Figura 4.44. Circuito equivalente de Norton.
Obsérvese que si se aplica una transformacién de fuente al circuito de la figura 4.44, se

obtiene directamente el equivalente de Thévenin y, a su vez, éste puede ser transformado
para obtener el de Norton.

Ejemplo 4.10. Para el circuito que se muestra en la figura 4.45, calcule la corriente en el
resistor Rs.
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80 60
Wy + "Wy
I,
o 5A
3 I
30 2
0—1\““ & —- p
P 2
R, é I Rg é Rg
‘oo 21A 6Q £ Q)

Figura 4.45. Circuito para el ejemplo 4.10.

Solucion.

Debido a que se desea calcular la corriente en el resistor R, éste puede considerarse como
un resistor de carga y ser eliminado para determinar el equivalente de Norton. Como el
circuito contiene una fuente dependiente, la resistencia Thévenin no puede obtenerse de
manera directa, por lo que se puede aplicar una fuente de prueba o usar la relacién 4.10,
siendo ésta ultima la elegida para resolver este problema. Para ello se requiere determinar
el voltaje a circuito abierto y la corriente de corto circuito. El circuito de la figura 4.46 se
emplea para calcular el voltaje a circuito abierto.

R, Rz
80

Wy Wy
I3
5A
R; I,
30
Va "W + l
+

Figura 4.46. Circuito para determinar el voltaje a circuito abierto.

1,1, 1 Ve Voc _
Nodo a: Vq (R_3+ R_4+ R_1) - R_1 R =0 (4.31)
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Nodo b: vy (=) e =1, =0 (4.32)

R¢ R, R,
) Lo\ _Pa_ Vg
Nodo c: v, (R1 + RZ) M2 =0 (4.33)
Nodo vy, : Ve (Ri) —hA 4= =0 (4.34)
I, esta dada por
3. _ E .Ya
12 —_ 514 —_ 2 R4 (435)
Sustituyendo valores en 4.31
17v, — 3v, —8v,, =0 (4.36)

Sustituyendo 4.35 en 4.32, asi como los valores

—45v, + 44v, — 20v, = 0 (4.37)
De 4.33
—3v, —4v, + 7y, = 120 (4.38)
Y de4.34
v, + 8v,, = 384 (4.39)

La solucidn del sistema de ecuaciones formado por 4.36 a 4.39 es

359 2825 746 3865
Vo=V V="V ve=Tr VY Voe = g5 ¥

En la figura 4.47 se muestra el circuito para calcular la corriente de corto circuito.

80 5 60
A'AA" * A'A%"
I3
5A

Figura 4.47. Circuito para determinar la corriente de corto circuito.
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Nodo a: va(i+i i) Ye _
Rl R3 R4_ R1
Nodo b: vb(Ri+Ri)_%_12_0
2 6 2
Nodo c: vc(i+i)_”_a_"_b_13:0
Ry R; Ry R,

Sustituyendo valores en 4.40

17v, —3v, =0
Sustituyendo 4.35 en 4.41, asi como los valores

—45v, + 44v, — 20v, = 0
De 4.42

—3v, —4v, + 7y, = 120

La solucion de este sistema de ecuaciones es

a E \% Vp E \% c ? \%
Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff para encontrar i,
. . Vg 3 v, 773
lgc =11+l3—13—12 = 21A+E—SA—EE=EA
De donde
3865
Voc g8 vV 245
lsc 773 A 88
49

El equivalente de Norton queda de la forma

&

In (?) R, % Rs
773 245 60
a9 A g5 2

Figura 4.48. Equivalente de Norton.

Finalmente i5 se obtiene a través de un divisor de corriente

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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245
i = Rry [ = 38 773
> Ryp+Rg V245 49

WQ+6Q

A=5A

Ejemplo 4.11. Para el circuito de la figura 4.49 determinar la corriente que circula por el

resistor Rg.

Rs
20
W

Ry R;

30 10
VA— VW ™
ye 2
21y

v [+ Rz Ry ? I, %Rs
25V \ — 100 6 ) 1A 10

Figura 4.49. Circuito para el ejemplo 4.11.

Solucion.

El resistor R se puede ver como un elemento de carga, por lo tanto se quita temporalmente
para obtener el equivalente de Norton. Inicialmente se obtendrd la corriente de corto

circuito como se muestra en la figura 4.50.

Rg

20

‘WA "

lg
Ry Rj
30 Va 10 vy
“Wy + ‘W —- 2
v 1 .
4 *lsc

2
v 1+ Ra Ry o ? I
25V N — 100 60 1A

. ot Vv
Nodo a: va(R1+RZ+R3) R 0 (4.46)
Nodo b: (Z+=+=)-2+L=0 (4.47)
odo b: Ul Tt tr) R TH= .
I; es 11=2ix=2-;:—‘;=$va (4.48)
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Sustituyendo valores en 4.46

43v, — 30v, = 250 (4.49)
Sustituyendo 4.48 en 4.47, asi como los valores

—24v, +50v, =0 (4.50)

La solucidn del sistema de ecuaciones formado por 4.49y 4.50 es

1250 600
v, =22y v, =22V
143 143

Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff

iSC:i5+Il+IZ

600 v 1250 v 693
143 143
= 1A=—7+-A
20 * 5Q * 143

Para obtener la resistencia Thévenin se aplica una fuente de corriente de prueba de 1 A, por
lo que es necesario desactivar exclusivamente las fuentes independientes, como se indica
en la figura 4.51.

Rg

20

W ——

ig
R
Va 10 Y
+ My —-
. a

v I,

+
21
R4 Rz Ry * v Cf) Iy
30 10 &2 602 1A

b

Figura 4.51. Circuito para determinar la resistencia Thévenin.

. RIS S R/ R
Nodo a: va(R1+R2+R3) R 0 (4.51)
Nodo b: (st +—) -2y =0 (4.52)
’ b R; Ry Rs R3 Rs 1 '

En el nodo superior de la fuente de prueba
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Vr . U_b . . _
e h—lr=0 (4.53)

Sustituyendo valores en 4.51
43v, —30v, =0 (4.54)
Sustituyendo 4.48 en 4.52 y 4.53, asi como los valores, se obtiene, respectivamente
—24v, + 50v, — 15V =0 (4.55)
—2v, — 5vp, + 5V = 1017 (4.56)

La solucidn del sistema de ecuaciones formado por 4.54 a 4.56 es

_ 180 _ 258 52

Va = 11 Vb = o1 Vr=3V
Sustituyendo estos valores
Vr % V. 52
Rpp=—==—-=—0
Iy 1A 11

693 , %Q 10

143

Figura 4.52. Circuito equivalente de Norton.

Ahora aplicando un divisor de corriente

52
. Ren 11 ¢ 693 \ _4a
l(’_RTh+R6N_§_iQ+1Q 143 ° 7
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4.4. Teorema de maxima transferencia de potencia

En el andlisis de los circuitos eléctricos lineales, en ocasiones interesa determinar la maxima
potencia que puede ser entregada a una carga, asi como la forma en la que se puede ajustar
la carga para que se efectue la maxima transferencia de potencia. Este analisis se puede
simplificar si se aplica el teorema de Thévenin.

Figura 4.53. Circuito para obtener maxima transferencia de potencia.

Considérese el circuito de la figura 4.53. La potencia entregada al resistor de carga R; es

2
PRL = izRL = (L) RL (457)

RTh+RL

De esta ecuacion se observa que cuando R; = 0 la potencia disipada es cero, y cuando R; —
oo |a potencia disipada tiende a cero. Por lo anterior, debe existir un valor de R; que haga
gue la potencia transferida a éste sea maxima.

Para determinar el valor de R; que maximiza la potencia, la ecuacién 4.57 se deriva con
respecto a R, y se iguala a cero

dPr, _ (Ryn+ R)*Vr® = 2Vr "Ry Ren + R _
dRL (RTh + RL)4

Desarrollando operaciones algebraicas se obtiene que
Ry = Rpp
Por tanto, la maxima transferencia de potencia ocurre cuando la resistencia de carga es

igual a la resistencia Thévenin. Al sustituir R; por Ryp, en la ecuacion 4.57 se tiene que la
potencia maxima entregada a la carga es

. VA
max — 4RTh
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Ejemplo 4.12. Determinar la maxima potencia que el circuito de la figura 4.53 transfiere al
resistor de carga R;.

Vy
4V Rj G
m Rx 50 30
30 20
I § R
R g 2A(*) 100
40 v, I,
Y 2A

Figura 4.53. Circuito para el ejemplo 4.12.

Solucion.

El valor del resistor Ry se obtiene a partir de la resistencia Thévenin, ya que el valor de éste
es igual a la resistencia de carga, cuando se requiere que el circuito transfiera la maxima

potencia. En la figura 4.54 se observa la red resistiva resultante para obtener la resistencia
Thévenin.

R3 Rg
Rx 50 30
VY + A"A VY O
a
R, § Ra Ry
40 30
b
L 2

Figura 4.54 Circuito para determinar la resistencia Thévenin.

A partir de este circuito, se tiene que

(Ry+Ry) "R,

R+, = [(R R R R R: =
tn = [(Ry + Ry)||R2] + R3 + Rs R, +R. + R,

Ya que R, = Rpp, = 10 (), y después de sustituir valores en la expresion anterior, se tiene

0= BOFRI B3 0 30
T 40+R,+30Q
Despejando Ry, se llega a que
R, =20
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A partir de la figura 4.55 se determina el voltaje a circuito abierto.

R1 Wy
40 4v Ry Rj Rg
m 20 503 30
VMV U Vv AN Vv
30 20
\.:’Eq1 +
8V \| _
v, I
3V 2A

Figura 4.55. Circuito para calcular el voltaje a circuito abierto.

o O

oc

O o

En este circuito, la fuente de corriente I; se transforma en una de voltaje, tal que

Veg, =Ril; =4Q-2A=8V

Haciendo las respectivas sumas algebraicas de las fuentes de voltaje y de los resistores que

estdn en serie, el circuito queda como se indica en la figura 4.56.

Req, R, Rg
60 50 30
A'A'A% + A'A"A% + AL O
a
Ra Ry
30 20
Veq2<-|> v
12V _ e
v, I,
3y 2A
b
> - O

Figura 4.56. Reduccion de fuentes de voltaje.

De donde

Vog, = Veq, + V1 =8V +4V =12V

q1

Ry, =R, +R,=40+20=60Q

eq1

A continuacion se hace la transformacion de las fuentes I, y V; a fuentes de corriente. El

circuito queda como se observa en la figura 4.57.
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50 30
WV * AL o)
a
R4
20
qu1 Req, g qu2 Rz g
2A 60 1A 30 Vac
I,
2A
b
& <)

Figura 4.57. Transformacién a fuentes de corriente.

En donde
Vo, 12V
log, ===~ =2A
1T R, 60
v, 3V
feo "R, 730~ 1A

Del circuito anterior se obtiene el que se muestra en la figura 4.58, cuando se realiza la suma
algebraica de las fuentes de corriente y el equivalente paralelo de los resistores

R3 Rg
50 30
A'A"A% * A'A"A" o)
a
Ry
20
Leq, Reng
3A 202 Vac
I,
2A
b
. s

Figura 4.58. Reduccién de fuentes de corriente.

Donde
log, = log, + leq, = 2A+1A=3A
6030
Rea, = Rearllle = o 30 =20

Finalmente se hace una ultima transformacion de la fuente de corriente I, a una fuente
de voltaje, como se indica en el circuito de la figura 4.59, siendo en éste donde se obtiene
el voltaje a circuito abierto.
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Req, R
70 30
a'A"A" a'A"A" e}
a
Ry
20
Veq3 + ..
6V —
I,
2ZA
b
s o

Figura 4.59. Circuito equivalente final.

Por tanto
Veq =Reqzlqu =20-3A=6V

3

Reg, = Req, +R3 =20+50=70Q
Dado que no hay flujo de corriente a través de R;, el voltaje entre las terminalesay b es
Voc = Veqs T Req, 1, =6V +(7Q:-2A) =20V =Vpy

Por tanto
Vi, (20V)?

Pmix = 4p =4 100~ 10W

Ejemplo 4.13. Calcular la maxima potencia que el circuito de la figura 4.60 podria transferir

a una carga que se conecta entre las terminales ay b.

R1
50
i2¢ iw
HORN. LOER 2 (D 3R g
4V NZ 30 21, 20 80 6iy 15 Q2 300

[ ye

Figura 4.60. Circuito para el ejemplo 4.13.

Solucion:

En este tipo de circuitos se sugiere resolver de derecha a izquierda, debido a que las

variables que controlan las fuentes dependientes se encuentran en etapas previas.
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Al no existir carga en la red eléctrica, el voltaje a circuito abierto se obtiene directamente
en las terminales a y b, siendo éste

Voc = _(R5||R6)12 = _(R5||R6) ' 6i4 (4-58)

La corriente i, se calcula aplicando un divisor de corriente

. _ _ _Rs _ _ _Rs .
b=~ r I, = Py (2i,) (4.59)
e i, por laley de Ohm
=—t— =Y =1p (4.60)

Ri+R, 5Q0+3Q 2

Sustituyendo 4.60 en 4.59

. 20 l __l
Ly = ZQ+89(2 zA)_ 5A (4.61)

y 4.61 en 4.58, se tiene que

Voc =

15Q0-30 Q ( 1

“Tsa+300 ° —EA)=12V

Para determinar la resistencia Thévenin se calcula la corriente de corto circuito, debido a
gue el circuito contiene fuentes dependientes.

i4 I I iql I I I a

v <+> R, I R3 Ry I, R Re lisc
4V NZ 30 21, 20 80 iy 150 300

Figura 4.61. Circuito para determinar la corriente de corto circuito.

La corriente que circula por el corto circuito es —1,, y los resistores R5 y Rg quedan anulados
por éste.

_ _ 1 6
lSC=—12=—614=—6-(——A)=—A

Sustituyendo los valores obtenidos de v, e iy
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Uy

v 2V
Rpp=—2="=100Q

i 6
N §A

Finalmente
vgc _ (12 V)2 _ 144 V? _ 18

Pméx_4RTh_4-109_ 400 ~ 5
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EJERCICIOS PROPUESTOS

4.1. Aplicando el principio de superposicidn, determine la corriente en el resistor R;.

Ro Ry
30
v, 7 1 120
20V <+ 25 A
Vo
50V
R1 § - V3
10 + + 30V
Rj
20

Respuesta:
iR3 = 35 A

4.2. Determinar la potencia de la fuente de corriente I,.

R, R, R,
10 20 30
VW VW VWS -

(8 Ro 12 Rs ™ v
20A 40 %ix 10 _ Jsov

Respuesta:
P, =200W

4.3. Calcular la corriente en el resistor R4, aplicando transformacidn de fuentes.
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Ry Ry
40 20
*+ Wy + ‘MA—
Ra I I,
60 5A 9A

Respuesta:
iRl = 9 A

4.4. Aplicando transformacion de fuentes, determinar la potencia en la fuente dependiente
I,.

I,
2vy
—-
R1 R3
120 30
AN\ AM—
Vy

\" + RZ R4 ? ]:1
120V \ = 60 20 10A

Respuesta:
P, =8W

4.5. Utilizando el teorema de Thévenin, determinar el voltaje en el resistor R,.
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80
[ ? I3 é R4
10A 25 ()

Respuesta:
Vg, =50V

4.6. Aplicando el teorema de Thévenin, determinar el voltaje V.

R4 Rs
20 30

VWA Wy 4
Vy

vif + R2 R, I I,
30 Vo Vx 15 A
85V \= 10 =

Respuesta:
Vo =30V

4.7. Calcular el voltaje entre las terminales a y b, aplicando el teorema de Thévenin.

a b
20 20

— Wy VW
[,1 R2
R;
AN R, v, 1
3 81,
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Respuesta:
Vgp =30V

4.8. Aplicando el teorema de Norton, determinar la corriente en el resistor R5.

Vs
55 V Rz

) o0
» -+

U ATA"AY;
— -
i
R+ z
20
¢ vy Cf) O NE
20 A 85 V w2 5A 20
Vi
2,
32

Respuesta:
ip, = 20A

4.9. Calcular el voltaje en el resistor R, utilizando el teorema de Norton.

Respuesta:
Vg, =75V

4.10. Calcular la corriente en el resistor R3, aplicando el teorema de Norton.
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23V

Respuesta:
iR3 = 8 A

4.11. Determinar el valor del resistor de carga R, para que el circuito le transfiera la maxima
potencia.

V1 + R3 % RS
< ATA N 30 110

Ra
5 (2
+—— VW ¢ 2R,
R4
10
Tiy _ 10A 1(@}

Respuesta:
R = 1168 Q
L™ 213

4.12. Determinar la maxima potencia que el circuito podria transferir a una carga conectada
entre las terminales ay b.
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Rg
40)
\ ¢ VVW—¢ \ ¢
—-
g
I4 Ry I, Re
2!,3 8 1!.5 10

Respuesta:
32
Prsx = @ W
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Capitulo 5. Andlisis transitorio de circuitos de primer orden
5.1. Capacitores e inductores

5.1.1. Capacitancia

Es una medida de la cantidad de carga eléctrica que se puede almacenar en un elemento
eléctrico (capacitor) para una diferencia de potencial determinada. Esta relacién estad dada
como

<SR

donde

C = capacitancia en farad
q = carga en coulomb

v = voltaje en volt

El simbolo de circuito para este elemento eléctrico es

i C
= 11

+ Il -
v

Figura 5.1. Simbolo de circuito para el capacitor.

Ya que la corriente es la razén de cambio de la carga con respecto al tiempo, y la
capacitancia es constante para un dispositivo dado, se tiene que la corriente en las
terminales del capacitor es

i=%-cZ (5.1)
dt dt

y su voltaje
v(t) == ffo i(D)dt + v(ty) (5.2)
A partir de estas dos expresiones, se puede obtener la potencia y la energia en un capacitor

P=v-i=v-CZ (5.3)
dt

w = ftf) Pdt = ~C[v(t)? - v(to)?] (5.4)

De la ecuacion 5.1 se infieren dos consideraciones importantes:
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1) Sielvoltaje en el capacitor es constante su corriente es cero, por lo que el capacitor
se comporta como un circuito abierto.

2) El voltaje no puede cambiar en forma instantanea en las terminales del capacitor,
pues esto generaria una corriente infinita que, fisicamente, es imposible.

5.1.1.1. Capacitores en serie

La figura 5.2 muestra una conexidn en serie de N capacitores con una fuente de voltaje.

Cy Co

A==

VCD /:> :%

Figura 5.2. Capacitores conectados en serie.

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff
V = Ul + 172 + ...+ UN (55)

Por los capacitores fluye la misma corriente y considerando que cada uno de ellos tiene un
voltaje inicial, la ecuacidn 5.2 se sustituye en la 5.5 para cada uno de ellos de manera que

t t t

1 1 1
V=—| i(t)dt + vi(ty) +—f i(Ddt +v,y(ty) + - +— | i(r)dt + vy(ty)
Cl tO CZ to CN to

11 1y (¢
V= ( +— 4+ )f 1(T)dt + v1(ty) + v, (o) + -+ + vy (Lo)
Cl Cz CN

1 ot
V= c_eqfto i(0)dt + v(ty) (5.6)
donde
=4 (5.7)
Cq €1 C2 GC3
y

v(tg) = vy(tg) + v2(te) + - + vy (to) (5.8)
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De la ecuacion 5.7 se puede observar que el inverso de la capacitancia equivalente de los
capacitores conectados en serie es la suma de los reciprocos de las capacitancias
individuales. Asi, el circuito equivalente al de la figura 5.2 es el que se muestra en la figura

5.3.
+
+
V() /D i — Ceq

Figura 5.3. Circuito equivalente de los capacitores en serie.

5.1.1.2. Capacitores en paralelo

La figura 5.4 muestra una conexién en paralelo de N capacitores con una fuente de
corriente.

ST T

‘®

Figura 5.4. Capacitores conectados en paralelo.

Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo superior del circuito
I:i1+i2+“’+i1\]

Sustituyendo la ecuacidn 5.1 para cada capacitor, y tomando en cuenta que el voltaje es el
mismo para todos

1= 2%
T hde Tt de N de

dv
I=(C+C, +"'+CN)E

I=C dv

eq g (5.9)

donde
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Ceq = C1+C2++CN (510)
De la ecuacidn 5.10 se puede observar que la capacitancia equivalente de los capacitores

conectados en paralelo es la suma de las capacitancias individuales.

5.1.2. Inductancia

Es la propiedad de un conductor eléctrico a oponerse al cambio en la corriente que fluye a
través de él. Si este conductor es enrollado (bobina o inductor), se incrementa su efecto
inductivo y permite almacenar energia en su campo magnético.

El simbolo de circuito para este elemento eléctrico es

1 L
=
+ 75 -

Figura 5.5. Simbolo de circuito para el inductor.

Si una corriente fluye a través de un inductor, el voltaje en éste es directamente
proporcional a la derivada de la corriente con respecto al tiempo

v=L— (5.11)
donde
L = inductancia en henry
[ = corriente en ampere
t = tiempo en segundos
de la ecuacién 5.11 podemos obtener la corriente del inductor, siendo ésta

i(t) =1 f; v(T)dt + i(ty) (5.12)

A partir de estas dos expresiones, la potencia y la energia del inductor estan dadas por

P=v-i=Li-% (5.13)
dt
w = ftf) Pdt = 2 L[i(t)% — i(to)?] (5.14)

De la ecuacion 5.11 se infieren dos consideraciones importantes:
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1) Sila corriente en el inductor es constante su voltaje es cero, por lo que el inductor
se comporta como un corto circuito.

2) La corriente no puede cambiar en forma instantanea en las terminales del inductor
pues esto generaria un voltaje infinito que, fisicamente, es imposible.

5.1.2.1. Inductores en serie

La figura 5.6 muestra una conexion en serie de N inductores con una fuente de voltaje.

L4 La
el 11 A 'TOT‘—
Y

O )

Figura 5.6. Capacitores conectados en serie.

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff
V = Ul + 172 + ...+ UN (515)

A través de los inductores fluye la misma corriente. Si se sustituye la ecuacién 5.11 en 5.15
se tiene

V=l St byt et Ly o= (L Ly + -+ Ly)

di
V = (Ll +L2+.“+LN)E

di

V:Leqa

(5.16)
donde

Leq =L1+L2++LN (517)

De la ecuacién 5.17 se puede observar que la inductancia equivalente de los inductores
conectados en serie es la suma de las inductancias individuales.
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5.1.2.2. Inductores en paralelo

La figura 5.7 muestra una conexion en paralelo de N inductores con una fuente de corriente.
—

i ¢ 54 iN*

I L1 ng LNg v

»— - - —
Figura 5.7. Inductores conectados en paralelo.

Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo superior del circuito
I=ll+l2++lN

Sustituyendo la ecuacién 5.12 para cada inductor y considerando que cada uno de ellos
tiene una corriente inicial

1 ¢ 1 ¢ 1 (¢t
I - U(T)d‘[ + I’l(tO) + _j U(T)d‘[ + lz(to) + + I V(T)dT + lN(tO)
LiJ,, L), Ly Jy,

1

1 1y (F
[ <_+_+ ...+_)f p(D)dT + iy (tg) + iy (£g) + -+ + in (o)
Ly L, Ly/ Je,

1 t
I = 1 v(t)dt + i(ty)

eq Jt,
donde
L=lpo et (5.18)
Leq Ly Ly Ly
y
i(tg) = i1(to) +ip(to) + -+ in(to) (5.19)

De la ecuacidon 5.18 se puede observar que el inverso de la inductancia equivalente de los
inductores conectados en paralelo es la suma de los reciprocos de las inductancias
individuales.

5.2. Respuesta natural

Consiste en la liberacion de la energia almacenada en un capacitor o en un inductor a una
red eléctrica, cuando no hay fuentes independientes en el circuito. Estas fuentes se usan
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previamente para entregar la energia a los elementos que la almacenan, y después se
desconectan mediante un interruptor.

El andlisis de estos circuitos, se hace tomando como referencia el instante en el que la red
eléctrica es modificada por la conmutacidn de un interruptor, mismo que se considera como
to = 0. Previo a esto es necesario dejar que el circuito llegue a un estado estable, por lo que
la red debe permanecer sin cambios durante un largo tiempo. En estas condiciones se
determinan los valores de los parametros de interés en los elementos del circuito, un
instante antes de la conmutacion, t = 0~. Dichos valores seran ahora las condiciones
iniciales en los elementos que almacenan energia para el analisis del circuito
inmediatamente después de la conmutacion del interruptor, t = 0%. La respuesta de estos
circuitos, como se vera a continuacidn, corresponde a la solucion de una ecuacién
diferencial de primer orden homogénea.

5.2.1 Circuito RC
Ejemplo 5.1. El interruptor de la figura 5.8 ha estado cerrado por mucho tiempo, en el

instante t = 0, se abre. Determinar el voltaje en el resistor R; para t > 0, asi como la
energia total disipada en el mismo.

Ra é R,
2 K2 1BKO
C1 CZ
v n 10pF 10pF
14ov<_> o—|+ |—||—_ ]

Rj % % Rs
SKQO 4 KO

Figura 5.8. Circuito para el ejemplo 5.1.

Solucion.

Dado que el interruptor ha estado cerrado por mucho tiempo, los capacitores C;y C, se han
cargado a un voltaje determinado y ya no circula corriente a través de ellos. Esto ultimo se
muestra en la figura 5.9, con el circuito abierto que sustituye a los capacitores. En estas
condiciones se requiere entonces calcular el voltaje almacenado en los capacitores, el cual
serd transferido a la red resistiva cuando el interruptor se abra.
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Rz ; R4
2KQ th 16K
V' + P
MOVC) /D 0_?. Ve C_)—o

Rj % % Rs
SKO 4 K{)

Figura 5.9. Circuito en el estado estable.
Aplicando analisis de mallas al circuito
iq(Ri+R,+R3)—ip(R, +R3) =V (5.20)
ip,(R, + Rs+ Ry +Rs) —i,(R, +R3) =0 (5.21)
Sustituyendo valores en 5.20
15000i, — 10000i, = 140

Para simplificar esta ecuacién, se divide por 1000, quedando

] ] 140 7
15i, — 10i, = 1000 = =0

Para la ecuacién 5.21 se procede de forma similar, obteniéndose
—10i, +30i, =0
La solucién de este sistema de ecuaciones es
ip =12 mA ip =4mA
Esta forma de simplificar las ecuaciones se aplicara en lo subsecuente cuando se requiera.

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff para determinar el voltaje en los capacitores y
sustituyendo valores

Ve = vg, — Vg, = (iq — ip)R3 — ipRs
Ve=(12mA—-4mA)-8kQ—4mA-4KkQ =48V
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Este voltaje de estado estable es el que esta presente justo antes de la conmutacién del
interruptor, esto es, V.(07) = V.. Debido a que este voltaje no puede cambiar
instantdneamente, serd el mismo inmediatamente después de la conmutacion, es decir
V-(07) = V.(0%), que corresponde al voltaje inicial de los capacitores V.

Cuando el interruptor se abre en el instante t = 0, la energia almacenada en el capacitor se
libera a través de los resistores, que la disipan en forma de calor. El circuito eléctrico

correspondiente se muestra en la figura 5.10.

R, £ % R,
2KQ c 16 KO

eq
5 uF

+
R; % % Rs
8KQ 4 KO

Figura.5.10. Circuito después de abrir el interruptor.

donde
Ceq = =

= = =5 uF
C,+C, 10pF+10pF M

Los resistores R; y Rs estan en serie al igualque R, y Ry, y asuvezambos estan en paralelo,
por lo que el circuito queda como el que se indica en la figura 5.11. La resistencia

equivalente es

36
Req = (Rs + Ro)|I(R; + Ry) = (8kQ + 4 kO)||(2 k2 + 16 k) = = kO

L

ic, * : PR*“
Ceq L v % Reg
5 wF < ?;5_6 KO

&
-

Figura.5.11. Circuito RC equivalente.

Al aplicar la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo superior del circuito anterior

iceq + iReq =0 (522)
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Sustituyendo la ecuacién 5.1 en 5.22 se obtiene una ecuacion diferencial de primer orden

de la forma
dv,

Cqu-i_R_eq =0 (5.23)

Reordenando términos de la ecuacién 5.23 e integrando ambos miembros de la ecuacion

se tiene
ve(t) dv
f f dt
Vo Uc Ceq

ve(t) = Vye t/ReqCeq (5.24)

cuya solucién es

La ecuacion 5.24 corresponde a la respuesta natural del circuito RC parat > 0y, como se
puede observar, la energia almacenada inicialmente decae de manera exponencial a una
razén de cambio 1, denominada constante de tiempo, que es el producto R,;Ceq.

36
T=Requq=?kQ-5uF=36ms

Sustituyendo valores en la ecuaciéon 5.24, se tiene que
vo(t) = 48e~t/36ms y
el voltaje en el resistor R5 se calcula utilizando un divisor de voltaje

8 k)
_ . 48 —t/36 ms V=32 —t/36 ms Vv
VR; = R3+R5vC() 8KQ+4kQ O° €

Finalmente, la energia total disipada se obtiene a partir de integrar la potencia de R;

v}%B (326_t/36 ms V)z

=128 —t/18 ms W
8 kQ ¢ m

P®) ==

3

Wi =f P(t)dt =f (128e~t/18ms mW)dt = 2304 pJ
0 0

Ejemplo 5.2. Después de haber estado cerrado por un largo periodo, el interruptor de la
figura 5.12 se abre en el instante t = 0. Determinar el voltaje de salida v, (t) parat > 0.
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6 KO

Ry

Ra

10KQ

Solucion.

3

60V

5KQ

+

3

40KQ

&

15 KQ

Rg
KO

Ry %
8 KO

g %
12KQ

V, (&)

Figura 5.12. Circuito para el ejemplo 5.2.

Para determinar el voltaje de salida después de la conmutacién del interruptor, es necesario
encontrar el voltaje que queda almacenado en los capacitores cuando se alcanza el estado
estable, y ya que en éste los capacitores se comportan como circuitos abiertos, los resistores
R, y Rg quedan conectados en serie y, su equivalente, en paralelo con la conexién en serie
formada por Rs y Rg. Esto se muestra en la figura 5.13.

6 KQ

Rz
10 KO

O
+l +
v [+
é sov { _ Rs Ve (07) Ry
15KO ! SKO
R, -
5KO
Wy Vo (0
+
Ry § Re ] Rg
V. (0
é 40KQ 5KQ c0) 12KQ
I .

Figura 5.13. Circuito en el estado estable.

Este circuito se reduce, como se indica en la figura 5.14, para determinar por andlisis de
mallas el voltaje de salida en el estado estable V,,(07),
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Figura 5.14. Circuito para determinar V,(07) en el estado estable.
donde

Req = (Rs + R¢)||(R; + Rg) = (15 kQ + 5 k)||(8 kQ + 12 k) = 10 kO

Ecuaciones de malla

il(Rl + R3) - i2R3 = O (525)
_i1R3 + iZ(RZ + R3 + R4) - i3R4 == O (526)
_i2R4 + i3(R4 + Req) = O (527)

Después de sustituir valores en las ecuaciones 5.25 a 5.27, se llega a

3

—40i, + 50i; = = (5.30)

La solucidn al sistema de ecuaciones formado por 5.28 a 5.30 es
i; = —-5mA i, =1mA i; =2mA
Ahora se aplica la ley de Ohm para determinar el voltaje de salida
Vo(07) =i3Req =2mA-10kQ =20V
Dado que los voltajes de los capacitores C; y C, son los mismos que los de R; y Rg,

respectivamente por estar en paralelo (figura 5.13), éstos se determinan a partir de
divisores de voltaje
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R, 8 kQ

) Y= — — =2 =
Ve, (07) R7+R8V0(0 ) sko+12kn 20V =8Y
Ve, (07) = Rg Vo (07) = 12K ov=12v
Cz " R,4+Rg ° ~ 8kO+12kQ -

Cuando el interruptor se abre, instante que corresponde a t = 07, el voltaje inicial en cada
capacitor es: V¢ (07) = V¢, (07) =V, y Ve, (07) =V, (07) = 14,.

La figura 5.15 muestra el circuito para calcular el voltaje de salida parat > 0, en donde se
observa que hay dos circuitos RC que pueden ser resueltos planteando para cada uno de
ellos su ecuacion diferencial. Sin embargo, el resultado de cualquier circuito RC sin fuentes
siempre es de la forma v (t) = Voe_t/RC (ecuacion 5.24), por lo que se puede aplicar
directamente esta solucidon adecuandola a los parametros del circuito.

o]
+
1 c R
e F BK}zé
—| 150 wF
Vo
+
ve () == C Rg %
2 | 100 pF 12KQ
o

Figura 5.15. Circuito RC parat > 0.

donde

Vo(t) = ve, (8) +vc, (t) = Vole—f/R7C1 + Voze—t/Rgc2

Finalmente, después de sustituir los valores correspondientes

Vo(t) = Be—t/l.ZS vV + 1Ze—t/1.25 V= zoe_t/l_zs vV

Ejemplo 5.3. Después de haber estado cerrado por un largo periodo, el interruptor de la
figura 5.16 se abre en el instante t = 0. Determinar el voltaje de la fuente dependiente V,
parat > 0.

133



+
V1 + f T R2 C +__
T2V N - 3 mA 12 KO % Vx 10 wF ___

Figura 5.16. Circuito para el ejemplo 5.3.
Solucién.

El circuito se reduce aplicando una transformacién de fuentes, como se observa en la figura

5.17, donde el capacitor se ha sustituido por un circuito abierto en el estado estable.
R3
14 KO

+ <

1 +
eq ?) Reg Y V.. (07)
SmA 9K x c

Figura.5.17. Circuito en el estado estable.

Tenemos que

L=y =2V L 3mA=5mA

@@= R T T3k T OMAT M
y

Req = Ri||R; = 36kQ[|12kQ = 9 kO
por tanto

Uy = IoqRoq = 5mA-9kQ = 45V

Al aplicar la ley de voltajes de Kirchhoff para determinar V-(07), se tiene
Ve )=V, +v, =20, +v, =31, =3-45V =135V

Obsérvese que, al comportarse el capacitor como un circuito abierto, por el resistor R; no
hay flujo de corriente y por lo tanto no entra en los calculos para el estado estable.

El circuito en el instante que el interruptor se abre y que corresponde a t = 0*se muestra

en la figura 5.18. Asimismo, el voltaje inicial del capacitor es V-(07) =V .(07) =V, =
135 V.
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Ro é v, =
12 KO -

Figura 5.18. Circuito después de la conmutacion.

Para determinar V, es necesario conocer v, y, para ello, encontrar v.(t). Este ultimo se
puede encontrar si el circuito de la figura 5.18 se transforma en un circuito RC, lo que
requiere que la red eléctrica a la izquierda del capacitor se reduzca a una resistencia
Thévenin. Esto se puede llevar a cabo empleando una fuente de voltaje de prueba como se
muestra en la figura 5.19.

R3
1

14KQ -t
Wy

+ +

Rop § " ()VT
12KQ x -
V2 2V

Figura 5.19. Circuito para determinar la resistencia Thévenin.
Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff
Ve =1r(Ry + R3) + Vo, = I[;(12 kKQ + 14 kQ) + 2v,
Vi =1p-26kQ + 2(Ry17) = I (26 kKQ + 212 kQ) = I - 50 kQ

donde

Vr
Rpp =1~ =50kQ
T

El circuito se reduce al que se muestra en la figura 5.20. y se aplica de forma directa la
solucién de la ecuacién diferencial 5.24.

+
R g C L v
50 KQ 10 wF

Figura 5.20. Circuito RC equivalente.

La constante de tiempo es
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T=RpC=50kQ-10 uF =055

por lo que
ve(t) = 135e72t V

De la figura 5.18 se observa que al estar conectados en serie los dispositivos, la corriente
que circula por la malla es la misma y puesto que se conoce el voltaje del capacitor, se puede
calcular su corriente

_ dv(t) d(135e72t V) ot
lc(t) = CT =10 MFT =-2.7e mA
Por tanto
v, = Ryic(t) =12 kQ(—2.7e72* mA) = —32.4e7 %tV
Finalmente

Vy, =2v, = —64.8e7 %tV

5.2.2 Circuito RL
Ejemplo 5.4. Después de haber estado cerrado por mucho tiempo el interruptor del circuito
mostrado en la figura 5.21, se abre en el instante t = 0. Determinar el voltaje de salida

vo(t) parat > 0.

R, t=0

Q
+0O

v " L4 % R, % Rs vn(ﬂ
g2v A\ _ 10y 180 20

R, % L % Ry % Re
100 2H 10 0 50

Figura 5.21. Circuito para el ejemplo 5.4.
Solucion.

Dado que el interruptor ha estado cerrado por mucho tiempo, los inductores L; y L, han
alcanzado el estado estable y se comportan como un corto circuito, como se muestra en la
figura 5.22. En estas condiciones, los inductores almacenan energia en forma de corriente,
cuyo valor antes de la conmutacién es I; (07) y debe ser determinado.
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vV o+ . % R; é Rs
s2v i _ ta 180 20
Ry é ; % Ry Rg
100 b 10 0 50

Figura 5.22. Circuito en el estado estable.

Aplicando analisis de mallas para determinar I, (07).

ib(RZ + R4) - iCR4_ = 0 (532)
iC(R3 + R4 + R5 + R6) - iaR3 - ibR4 = 0 (533)

Sustituyendo valores en las ecuaciones 5.31 a 5.33, se tiene, respectivamente

19i, — 18i, = 82 (5.34)
20i, — 10i, = 0 (5.35)
—18i, — 10ij + 35i, = 0 (5.36)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones 5.34 a 5.36, se tiene
iob=10A ip =3A ir=6A
Del circuito de la figura 5.22 se observa que
,(07)=i,—i,=10A—-3A=7A
En el instante en que el interruptor se abre I, (07) = 1,(0) = I, (0*) = I, que corresponde

a la corriente inicial de los inductores L y L. El circuito después de la conmutacion queda
como se muestra en la figura 5.23, donde

10

Loy = Lq||L vIZH >

eq — L1 2 =10 ==
PR
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+ O
+
é R3 Rs v, ()
Leq 18 0 20
S
7 -
—Hii——9 $—0
+
R, é Vo Ry Rg
100 LS00 50

Figura 5.23. Circuito después de la conmutacion.

El circuito de la figura anterior se puede reducir al que se muestra en la figura 5.24.

Leq
3
7 H

4113
BRSO
100 Do

Figura 5.24. Circuito RL equivalente.

donde

Req = R4l|(R3 + Rs + Rg) =10 Q|25 Q = 570 Q
Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff al circuito equivalente, se tiene
VLo T VRyy T VR, = 0 (5.37)
Sustituyendo las expresiones de los voltajes en la ecuacién 5.37

di,

Leq dt

+ (Req + RZ)iL =0

di .
Leg—; + Req,i =0 (5.38)

donde

50 120
R =Req+R2=7Q+1OQ=TQ

€qy
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Reordenando los términos de la ecuacién 5.38 e integrando ambos miembros se tiene
ip(t)
f dl eq1 f gt
Io
cuya solucién es

_Reqy

lL(t) = Ioe Leq (539)

La ecuacion 5.39 corresponde a la respuesta natural del circuito RL parat > 0 y, como se
puede observar, la energia almacenada inicialmente decae de manera exponencial con una

s . Req1 . s .
razén de cambio —=. El inverso de esta razon es la constante de tiempo t
eq

Sustituyendo valores en la ecuacién 5.39
i (t) = —7e 2% A

Nétese que esta expresion es negativa porque al sustituir la corriente inicial del inductor se
debe tomar en cuenta que ésta va en sentido opuesto al que se establecio para i, (t), como
se indica en las figuras 5.22 y 5.24.

De la figura 5.23 se observa que, para determinar v,, es necesario encontrar el voltaje en
R4 que, a su vez, es el mismo que en R,,. Por tanto

50
Vg, = Reqir () = - Q- (=7e 2 A) = —50e7 24t V

Aplicando un divisor de voltaje

R 20
> = o (=50e7* V) = —4e 24 V

= —>——
vo® = p R TR VR T 250

Ejemplo 5.5. El interruptor de la figura 5.25 ha estado en la posicion ‘a’ por mucho tiempo.
En el instante t = 0, cambia a la posicién ‘b’. Determinar el voltaje de salida parat > 0.
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20V

Figura 5.25. Circuito para el ejemplo 5.5.

Solucion.

Para encontrar el voltaje de salida, se requiere determinar la corriente a través de R,
cuando el interruptor se encuentra en la posicidn ‘b’, y que es la misma que circula por el
inductor, por lo que esta ultima se obtiene a partir de un circuito RL equivalente.

Para lo anterior es necesario determinar la corriente inicial en el inductor cuando el circuito
ha alcanzado el estado estable con el interruptor en la posicién ‘a’. En esta condicion, el
inductor se comporta como un corto circuito, estableciéndose en él una corriente I, (07)
como se indica en la figura 5.26.

150 v L)

ix$ % Ra

50
Vi 1+ R,
20V Nz 100

+\ Vs

_/ 5i,

Figura 5.26. Circuito en el estado estable.

La ecuacién para el nodo a, es

(1 1+1) 4] Six_o
“\R, "R, "R,

Ya que i, = =%, al sustituirla en la ecuacidn anterior y agrupar términos, se tiene
R3
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<1+1+1 SQ>_V1
“\Ry "R; R, R3R,/ R

Despejando v, y sustituyendo valores numéricos en esta Ultima ecuacion

_ £ B 20V ey

“a= R R 50K [ 150 150 50-150°

Rs "Ry  R3R, 100750 10050

De la figura 5.26 se tiene que
v 5V
—50-=4 _ .

1(0_)=va_V2=va R3=5V 5Q —1OQ=1A

L R, R, 5Q 2

Para calcular la resistencia equivalente en las terminales del inductor, es necesario aplicar

una fuente de prueba como se muestra en la figura 5.27.

IT
i -_
v
+
w3 f @
3 A
4002 100 . =
- . 4
Vs, Diy _50
—< 3 A

Figura 5.27. Circuito para determinar la resistencia Thévenin.

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff en el circuito anterior, se tiene

vR3_VT_vR4_SQ'ix=O (540)

donde i, se obtiene mediante un divisor de corriente

Ry

R,
TR AR T

Despejando V; de 5.40, y sustituyendo las expresiones correspondientes

R,

Vp =vg, =g, — 5Q iy = (Ry||R3)Iy — (—R4lr) — 5 Q'mlT
2 3

Después de factorizar I, despejar la relacién I—T y sustituir los valores de los elementos, se
T

tiene que
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Vy 40 Q
Rpp=—=(40Q[|10Q) +5Q0-5Q- 90

Iy 200+10Q

El circuito RL equivalente queda como se muestra en la figura 5.28, y en él se puede aplicar
directamente la solucién de la ecuacién diferencial de la forma obtenida en la ecuacién 5.39.
Asimismo, inmediatamente después de la conmutacién I, (07) = 1,(0) = 1,(0%) = I,

RThé L
90 9H

Figura 5.28. Circuito RL equivalente.

Sustituyendo valores tenemos

R 1 94 1
i,(6) =1,(00)e L = SeTIn A=Zet A

finalmente

1 5
vO(t) = R41L(t) = 5 .Q. 'Ee_tA = Ee_t V

5.3. Respuesta forzada

Es parte del comportamiento que presenta un circuito eléctrico que contiene elementos
gue almacenan energia, cuando éste se excita de forma subita con fuentes de voltaje o de
corriente. La respuesta forzada tiene caracteristicas de la funcién de excitacién v,
matematicamente, es la solucidn particular de la ecuacion diferencial.

La aplicacion repentina de energia al circuito puede realizarse mediante el uso de un
interruptor, designandose el instante de la conmutacion como t = 0. Si la funcién de
excitacidn es constante, entonces tendra una discontinuidad en el instante en que se cierra
el interruptor, generandose con ello una funciéon escalén.

5.3.1. Respuesta escalon de un circuito RC

Se tiene el circuito de la figura 5.29, donde el interruptor ha permanecido en la posicion 1
por mucho tiempo; en el instante t = 0 el interruptor cambia a la posicién 2. Se requiere
determinar v (t), parat > 0.
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® iz O

Figura 5.29 Circuito RC con excitacién escaldn.

Se puede observar que, cuando se ha llegado al estado estable en la posicién 1, el voltaje
en el capacitor tiene el mismo valor que la fuente de voltaje, por lo que V.(07) =V, =
40 V. Cuando el interruptor pasa a la posicién 2, el circuito a analizar es el que se muestra
en la figura 5.30

+ +
- =—=cC (.)V

Figura 5.30. Circuito parat > 0.

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff al circuito

V=vg+v:.=1IR+ v, (5.41)
Sustituyendo 5.1 en 5.41
V=RCZE+ v, (5.42)

La ecuacidén 5.42 se puede expresar como

dve , ve _ V.
dt + RC ~ RC (5.43)

gue corresponde a una ecuacion diferencial de primer grado no homogénea y que puede
resolverse por alguno de los siguientes métodos.

Método 1. Separacion de variables.
Reacomodando los términos en la ecuacidn 5.43 e integrando entre los limites

correspondientes
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ve(t) dve _ _i t
fVO ver = " Re fo dt (5.44)

Resolviendo 5.44, se encuentra el voltaje en el capacitor parat > 0, siendo éste

ve(t) =V + (Vo —V) e V/RC (5.45)
La ecuacidn anterior esta formada por dos términos: uno exponencial que tiene la forma de
la respuesta natural, y cuya amplitud depende de la funcion de excitacidn, y otro constante
V, debido a la funcién de excitacién y al que se le denomina respuesta forzada; esta ultima
permanece después de que el interruptor se ha cerrado. Notese que si la funcién de

excitaciodn es igual a cero, la ecuacién 5.45 se reduce a la respuesta natural de un circuito
RC sin fuentes.

Método 2. Factor de integracién ef?.

Retomando la ecuacién 5.43, si esta se multiplica por el factor de integracién e’?, se tiene

Pt% + ePt;_(é — ePt% (5.46)
Sean las constantes
P=R—lcyQ=1:—C (5.47)
Sustituyéndolas en 5.46 se tiene que
ePt e 4 Pvceft = Qef* (5.48)

dt

Obsérvese que el lado izquierdo de la ecuacién 5.48 corresponde a la derivada del producto
vceft porlo que

%(vce”) = Qeft (5.49)

Si se integra la ecuacién 5.49, se obtiene la respuesta total del voltaje en el capacitor para
t>0

ve(t) = e Pt [QePtdt + Ae Pt (5.50)

donde

P = inverso de la constante de tiempo t
Q = funcién de excitacion

A = constante de integracion

Dado que Q es constante, al realizar la integral en 5.50 se tiene
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ve(t) = %+ Ae Pt = v, + v, (5.51)
donde vp = % la respuesta forzada 'y v, = Ae~P! la respuesta natural.

Sustituyendo las constantes Q y P, definidas en 5.47, en la ecuacién 5.51, se tiene
ve(t) =V + de t/RC (5.52)

La constante de integracidn se obtiene evaluando la ecuacién 5.52 justo después de que el
interruptor conmuta a la posicién 2, es decir, en t = 07. Ya que el voltaje en las terminales
del capacitor no puede cambiar en forma instantanea v (0%) = v-(0) = v-(07) = V,, por
lo que

ve(0)=V,=V+A
Despejando

A=V, -V

Sustituyendo la constante de integracién en la ecuacidn 5.51 el voltaje en el capacitor para
t>0es

ve(®) =V + (Vo —V)e t/RC (5.53)
Nétese que la ecuacidon 5.53 es igual a 5.45 que fue obtenida en el método 1.
En conclusidn, para resolver la ecuacién diferencial no homogénea resultante de un circuito

RC (ecuacion 5.43) utilizando este método, se deben identificar las constantes Py Q y
expresar la ecuacion en la forma

dvc
dt

4+ Pv.=Q (5.54)
y aplicar la solucién 5.51 a esta ultima.

Método 3. Condiciones iniciales y finales.

Si la funcidn de excitacion Q es constante, la ecuacion 5.50 se puede expresar como

ve(t) = ky + ke Pt (5.55)
Evaluando 5.55 para los tiempos

t > ve(0) = ky

t=0 vc(0) =ky +k;
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Sustituyendo estos resultados en 5.55, se tiene
ve(t) = ve(00) + [vc(0) — ve(o0)]e ™ (5.56)
La ecuacidén 5.56 se evalua de la siguiente manera:

1) Se supone que el circuito eléctrico ha alcanzado el estado estable antes de que el
interruptor conmute en t = 0. En estas condiciones el capacitor se reemplaza por
un circuito abierto con voltaje v-(07). Si se tratase de un circuito RL, el inductor se
sustituye por un corto circuito con una corriente i, (07).

2) Cuando el interruptor ha cambiado a su nueva posicién, el capacitor se reemplaza
por una fuente de voltaje con valor v-(0%) = v-(07). En el caso de un circuito RL,
el inductor se reemplaza por una fuente de corriente con valor i, (0*) =i, (07).

3) Suponiendo que se ha alcanzado el estado estable con el interruptor en su nueva
posicidn, el capacitor se reemplaza por un circuito abierto. En el caso de un circuito
RL, el inductor se reemplaza por un cortocircuito.

4) Para determinar la constante de tiempo, se obtiene una resistencia equivalente del
circuito vista desde las terminales del elemento que almacena energia.

Evaluando los términos de la ecuacién 5.56 en los tiempost =0 yt — oo, se obtiene
respectivamente
vc(0) =vc(07) =V,
ve(0) =V
Dado que P es el inverso de la constante de tiempo y que la resistencia equivalente del

circuito, vista desde las terminales del capacitor es R, el voltaje en el capacitor parat > 0,
es

ve(t) =V + (Vo — V)e V/RC (5.57)

gue es igual a las respuestas obtenidas con los métodos 1y 2.

Ejemplo 5.6. Después de haber estado abierto por un largo periodo, el interruptor de la
figura 5.31 se cierra en el instante t = 0. Determinar el voltaje del capacitor para t > 0.
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9mA

Ra R é
4 I
& 2
60 KO SKO C)
I {) MW 1 mA

Figura 5.31. Circuito para el ejemplo 5.6.

Solucion

La determinacién del voltaje en el capacitor se va a realizar empleando cada uno de los tres
métodos descritos anteriormente. Es necesario en cualquiera de ellos encontrar el voltaje
del capacitor en el estado estable, es decir, V-(07). Para ello se aplica el método de los
voltajes de nodos al circuito de la figura 5.32.

Vg (07)
Rz
+ 60 KO
L f) Ry % I,
ImA
. KO oA
:
20K
R
10K
" WA—2

Figura 5.32. Circuito en el estado estable.

Nodo a:
Z_Z_Il_lz=0
Vg =Ry(I; +1,) =8KkQ-(9mA+1mA) =80V
Nodo b:

1 1
() e h =0
R; R;+R,

Ry(Ry +Ry)  10kQ- (20 kQ + 60 k)

_RsUh Ry ‘9mA =—80V
R+ R, +R; ' 20kQ+60kQ+10kQ

Vp =
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Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff para determinar V-(07), se tiene
_URZ + Vc(o_) + Ua == 0 (558)
en donde vg, se obtiene por un divisor de voltaje

R, 60 kQ

YRz TR+ R, " T 20kQ + 60 kQ

-(-80V)=-60V

Despejando y sustituyendo valores en la ecuacién 5.58
Ve(07) =vg, =1, =—-60V—-80V=-140V

Cuando el interruptor se cierra en el instante t = 0, la fuente de corriente I, y el resistor R,
guedan en corto circuito por lo que se anulan, como se muestra en la figura 5.33.

Ve (1)
F2
9 sokQ
I, f —ANNA—9
9 mA
R, %
20 KO
R
10KQ
MA—2
vx —

Figura 5.33. Circuito después de la conmutacion.
Método de la ecuacion diferencial.

El circuito de la figura 5.33 se puede reacomodar como se muestra en la figura 5.34.

Ry
20 K02
+ Wy +

+
I * Rs R2 o ve ()
9 mA 10KQ 60 KQ 50 wF

L

Figura 5.34. Circuito para determinar v.(t).

A partir de esta red se obtendra un circuito RC equivalente, aplicando el teorema de Norton,
para calcular v.(t). La corriente de corto circuito se obtiene, a partir de la figura 5.35,
aplicando un divisor de corriente de la forma

148



T By O mA=-3ma
e T TR+ R, YT 10kQ+20kq AT M

debido a que i . es la misma corriente que circula por R;.

I ‘ R3 Rz *isc
9mA 10 KGO 60 KO
4

Figura 5.35. Circuito para determinar la corriente de corto circuito.

La resistencia Thévenin se obtiene a partir de la figura 5.36.

R1
20 KQ2
VW—t O
R, g R2 Rop,
10KQ 60 KO

Figura 5.36. Red resistiva para obtener Ry,.

60 kQ - 30 kQ
Rrn = Rol (R + Rs) = ey o730 ka ~ 20 KO

Recordando que i;. = Iy, el circuito RC equivalente es

i ic]
-+

In T R C — v
-3 mA 20 K2 50 wF

Figura 5.37. Circuito RC equivalente.

Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff al circuito de la figura 5.37

_IN+iRTh+iC:O

(5.59)
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Después de sustituir las expresiones de las corrientes en la ecuacién 5.59 y reacomodar
términos
dvc Ve In

dt = RruC - (5.60)

Resolviendo la ecuacion diferencial 5.60 por el método de separacién de variables

v dyg todt
-[1_/0 Ve = Reply -];)RThC

ve(t) = Rpply + (Vo — Ryply)e~t/Rn€ (5.61)

Se sabe que
Ve(07) =V, =—-140V

Sustituyendo valores en 5.61, se tiene que
ve(t) = —20kQ - 3 mA + (=140 V + 20 kQ - 3 mA)e ~t/(20 k50 uF)
ve(t) = —(60 + 80e b))V
Factor de integracion.

A partir de la ecuacidn diferencial 5.60, identificamos los términos Py Q

dvc n 1 _ IN
dt "R CTC

P=— Q=1

- RTnC

Aplicando la solucién 5.51 obtenida con anterioridad para determinar v (t) y sustituyendo
las constantes Py Q, se tiene

t
+ Ae Rrh€

In/C

_Q -Pt _
vC(t) =P + Ae = 1/RrnC

Sustituyendo valores numéricos en la ecuaciéon anterior
ve(t) = —20KkQ - 3 mA + Ae~t/QROKAS0UF) — _g0y 4 ge~t  (5.62)

la constante de integracion de la ecuacion 5.62 se determina en t = 0, y puesto que
V:(07) =V-(0%) = v-(0) = =140V, valor obtenido en el estado estable antes de la
conmutacion, se tiene
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—140V=-60V+A
A=-80V
Y, finalmente
vc(t) = —(60 + 80e H) V
Condiciones iniciales y finales.
e Determinacion de v-(0)
El voltaje del capacitorent = 0, es
vc(0Y) =v:(0) = v:,(07) = —-140V
valor que fue obtenido en el estado estable al inicio del problema.

e Determinacién de v,()

Se obtiene considerando al capacitor como un elemento abierto en el circuito de la figura

5.37, teniéndose ahora el siguiente circuito.

o+
Iy T Ry V.. ()
-3mA 20 KO C

Figura 5.38. Circuito para determinar v (o).

El voltaje del capacitor cuando t — o, es

ve(0) = IyRrp, = —3mA-20kQ = —60V

La resistencia vista desde las terminales del capacitor es Ryy,. Por tanto la constante de

tiempo es

1
=5 =RpC =20kQ 50 uF = 15

Ahora se aplica la ecuacion 5.56 para determinar v, (t)

ve(t) = ve(0) + [v(0) — ve(0)]e™*
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Sustituyendo los valores se llega a
ve(t) = —60V +[-140V — (=60 V)]et
ve(t) = —(60 +80e H) V
Como puede observarse, se obtiene el mismo resultado aplicando cualquiera de los

métodos descritos anteriormente. Asimismo, para determinar el voltaje de un capacitor
parat > 0, es conveniente reducir el circuito eléctrico a un RC con fuente.

Ejemplo 5.7. Después de haber estado abierto por un largo periodo, el interruptor del
circuito mostrado en la figura 5.39 se cierra en el instante t = 0. Determinar el voltaje en
el resistor R, parat > 0.

sl

2
4KO
Wy

1, v,
10 mA Rj 2X10 ik
N\ 6 KO
\—_'7 Wy S

R °© R
1 4 C
4 mA % = =
5K0 >5 t=0 IKO 10 wF

LR

Figura 5.39. Circuito para el ejemplo 5.7.
Solucion.
El voltaje en el resistor es el mismo que tiene el capacitor por estar ambos dispositivos en
paralelo. El voltaje en el capacitor se va a calcular empleando el método de condiciones
iniciales y finales.

e Determinacion de v-(07)

Las fuentes de corriente se pueden transformar a fuentes de voltaje y el capacitor se
comporta como un circuito abierto como se muestra en la figura 5.40.

v 3
Req 2X10 iy
15 KQ
W r = -
153
bl

Veq 7+ R
4 Ve (07
60\;‘(_) 1KO c(0)

Figura 5.40. Circuito en el estado estable.
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donde
Veqg =IiR1 + bR, =20V +40V =60V

Reg =Ry + R; + R3; =5k + 4KkQ + 6 kQ = 15 kQ
el voltaje en el resistor R, se determina por medio de un divisor de voltaje

v, = vc(07) = ﬁ(lfeq — 2000i,) (5.63)

Ademas

= 2@ (5.64)

X R,
Sustituyendo 5.64 en la ecuacién 5.63 y reacomodando términos, se tiene

R, 3kQ

v, = 60V=9V
Req + Ry +2KQ ® ~ 15kQ + 3kQ + 2kQ

vc(07) =

Asimismo, debido a que el voltaje en el capacitor no cambia instantaneamente, se tiene
vc(07) = vc(07) = v (0)
e Determinacion de v, ()

Con el interruptor en su nueva posicidn se alcanza el estado estable y el capacitor se
sustituye por un circuito abierto, lo que se muestra en el circuito de la figura 5.41.

Rz
4KQ
Wy
I, v,
10 mA Rj 2X1071x
KO
1 —- Wy = +
T
+
Ry v (o)
IKO ¢

-

Figura 5.41. Circuito después de la conmutacion del interruptor.

El voltaje en el resistor R, se determina por medio de un divisor de voltaje

R .
UR4 = vC(OO) = RZT;}-I-R‘}(IzRZ - 2000lx) (565)
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Sustituyendo 5.64 en la ecuacién 5.65 y reacomodando términos, se tiene

R, LR, = 3 kQ
R, + Rs+ R, +2kQ %% 4kQ + 6kQ + 3k + 2 kO

v (00) = (10 mA)(4kQ) =8V

Para calcular la constante de tiempo, se debe conocer la resistencia del circuito, la cual se
obtiene a partir de las terminales del capacitor mediante un equivalente Thévenin. Para ello
se aplica una fuente de corriente de prueba como se muestra en la figura 5.42.

VS
2X10 ik

+ =

ix
+

2 Ol

10KQ IKQ

Figura 5.42. Circuito para calcular la resistencia Thévenin.

donde
Req1 =R, + R; =10 kQ

i, = ? (5.66)

Aplicando el andlisis de nodos al circuito anterior

1 1 20000, _
Ve (R4 + Reql) + —Req1 Ir =0 (5.67)

Sustituyendo 5.66 en la ecuacidn 5.67 y reordenando términos se tiene

oV _ Req, _loke-3ka .
Th =T R, +2000kQ  15kQ
T 1+ q1
Ry

La constante de tiempo es entonces
1
TZFZRThCZZk.Q'].OuFZO.OZS

Finalmente, de 5.56
ve(t) = ve(0) + [v(0) — ve(o0)]e Pt

Sustituyendo valores se tiene que
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Vg, = Vc(t) =8V+[9V—-8V]e ™" =(8+e>0) V

5.3.2 Respuesta escaldn de un circuito RL

Ejemplo 5.8. El interruptor de la figura 5.43 ha estado abierto por mucho tiempo; en el
instante t = 0 se cierra. Determinar la corriente a través de Rg parat > 0.

t=0
o

Wy
Ra% Ly
40 Rz 2 H Rs
50

W Whe

Ry
20

v

Figura 5.43. Circuito para el ejemplo 5.8.

Solucion

La corriente en R; se determinard encontrando el voltaje en los inductores, debido a que
ambos se encuentran conectados en paralelo con este resistor. En el estado estable, los
inductores se comportan como corto circuito, y los elementos de la red eléctrica se pueden
acomodar como se indica en la figura 5.44.

Ry Rg
20 v, 20
Wy My

R3 é IL(U_)¢
40

WO :
0V = 50

Figura 5.44. Circuito en el estado estable.

Obsérvese que el corto circuito anula el efecto de Rg, por lo que la corriente de los
inductores, I, (07) es la misma que circula por R,, siendo ésta

VUx

,(07) = % (5.68)
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Ademas, los resistores R; y R, pueden ser sustituidos por su equivalente en serie
Reyg =R3+R,=40+200=240Q

Aplicando un divisor de voltaje para determinar v,, se tiene

Reql|R2

X 7 Ry+ReqlIRz (5.69)
Sustituyendo 5.69 en 5.68, asi como los valores de los elementos
1,(07) = Req V= 244 10v—24 A
L T T Ri(Reg + Ry) + RegR, 5207 + 4802 ~ 10

Inmediatamente después de que el interruptor se cierra, el circuito queda como se muestra
en la figura 5.45a. Para calcular el voltaje en los inductores es necesario obtener el circuito
RL equivalente, lo que se hace mediante un equivalente de Thévenin. Para ello, el voltaje
de este equivalente se determina por medio del circuito de la figura 5.45b.

R1 R2 R1 2

20 vy 20 2Q Vy Q

Wy Wy MAV— Wy
o+

7 +
ToRETINEE IR FRETO NS BN B
10V NS 40 2 mH 5Q 2 mH 10V No 40 5Q

O_

a) b)

Figura 5.45. a) Circuito en t = 0%, b) Circuito para determinar el voltaje Thévenin.

Haciendo

Ry =R, +Rs=20+50=70Q

eqy

y aplicando divisores de voltaje, se tiene

R3||REQ1
= — 5.70
VY = RitRsllReq, (5.70)
_ _Rs
Vin = o vy (5.71)
Sustituyendo 5.70 en 5.71, asi como los valores de los elementos
R:(Rs||R 50-(4Q||7Q
VTh 5( 3” eql) _ ( ” ) 10V =4V

_ReQ1(R1+R3”Req1) _79'(ZQ+4Q||7Q)
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La resistencia Thévenin se determina a partir de las terminales de los inductores, como se
indica en la figura 5.46.

Ra
20
W C
Ry § R3 Rs R
20 40 50
0

Figura 5.46 Circuito para determinar la resistencia Thévenin.
Rrn = (RilIRs + R)[|Rs = 2 Q|40 +2Q)[|50 =20
Del circuito de la figura 5.45a se tiene que la inductancia equivalente es
Leg = L1|lL, =2H||2H=1H

Por tanto el circuito RL equivalente es

VThC’) /D %Leq
4V N = 1H

Figura 5.47. Circuito RL equivalente.

La ecuacion diferencial del circuito RL es

diy,

Leq —+ RThiL = VTh (572)
dt
gue puede escribirse como

dig + RTh i = Vrh

dt = Legq Leq

Como en el caso de los circuitos RC, esta ecuacién puede ser resuelta por cualquiera de los
tres métodos antes mencionados. Resolviendo primero por factor de integracidn, se
establecen las siguientes equivalencias

p= Rrp _Vrn
Leq Leq
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De manera andloga a la ecuacion 5.51, se tiene

_ RTht

iL(t) =2+ Ke™Pt =0 Ke e (5.73)

Th
Sustituyendo valores

4V 20
i(t) = T Ke TH' = (2+ Ke ?H) A

La constante de integracion K de la ecuacidn anterior se determina en t = 0, y puesto que
la corriente en el inductor no cambia de manera instantanea, I,(07) = I,(07) = i,(0) =

24 .
— A, se tiene
10

24 A=2A+K
T
por tanto
K=-A
Sustituyendo este valor en i, (t)
i,(t) =2+ %e‘Zt) A (5.74)

De esta ultima expresiodn, el voltaje en los inductores es

di, (t 4 4
v, (t) = Leq% =-1H-ze A=—ceV
Finalmente
4 ot
:UL(t):_ge V _ie—ZtA

'Rs = "R, 50 25

Ahora se resolverd la ecuacion diferencial 5.72 por el método de separacién de variables
para determinar i, (t) . En este caso se tiene

JW) di, _ Rp Jt "
I ] _ﬂ Leq 0

0 lL RTh

cuya solucién es
Rrh

— ~Tht
i, (t) = Z_:: + (10 - Z—::) e Teq (5.75)

158



Sustituyendo valores en 5.75, tenemos

AV 24 4V 2
= t) = — _A__) —2t= 2 — 2t A
£,(t) 29+(1o 20/)° 2+ge™)

que corresponde al mismo resultado obtenido en 5.74.

Por el método de condiciones iniciales y finales, primero se determina i; (0), considerando
gue esta corriente es igual a la obtenida en el estado estable antes de la conmutacién, es
decir

24
,(0) =1,(07) = E A

Para calcular ahora i; (o), se sustituye a los inductores por un corto circuito, tal como se
muestra en la figura 5.48.

R, Ra
20 vy 20
W Wy

i|_(°°)
TR {
10V - 4

Figura 5.48. Circuito para determinar i; (o).
Aplicando un divisor de voltaje para determinar vy, y sustituyendo valores

R,||Rs 20/]40

_ - 10V =4V
TR +R|Rs.  2Q+20][4Q

La corriente de los inductores cuando t — oo, es

] v, 4V
i () R, 20

Por otra parte, la constante de tiempo se obtiene a partir de los valores de Ry, y L
indicados en el circuito de la figura 5.47

eqr

Aplicando de forma analoga la ecuacidn 5.56, pero ahora en términos de la corriente para
determinar i, (t)
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i,(t) = i,(o0) + [i,(0) — iL(Oo)]e_Pt (5.76)

Sustituyendo valores en la ecuacién anterior tenemos

24 2
i(H)=2A+ [EA -2 A] e =(2+ge A

gue una vez mas concuerda con el resultado obtenido en la ecuacién 5.74.

Ejemplo 5.9. Después de haber estado abierto por un largo periodo, el interruptor del
circuito mostrado en la figura 5.49, se cierra en el instante t = 0. Determinar el voltaje en
el resistor Rs parat > 0.

Ry 100V R3 1LH Rs
3Q m 122Q 80

I 1‘> R, % ) R
4 v +\ V.
50A< 20 7{”0 40 R, 2

Figura 5.49. Circuito para el ejemplo 5.9.
Solucion.
Antes de la conmutacidn el circuito ha alcanzado el estado estable, por lo que el inductor
almacena energia en forma de corriente, denominada I, (07), y se comporta como corto
circuito. Esto se indica en la figura 5.50 donde, ademas, la red eléctrica a la izquierda del
resistor R, ha sido reducida a un circuito equivalente formado por

Vog =Ryl +V; =20-50A+100V =200V

Reg=Ri+R;+R;=20+30+12Q0=170Q

Req I,(0) BR:')
170 .
Wy

V

a (F Ry < v Va
200V N — 40 R, 2

Figura 5.50. Circuito en el estado estable.
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Aplicando el andlisis de nodos para determinar vg,

Despejando y sustituyendo valores de los elementos

O ORRsRI4V) (40)(BQ)(2Q-50 A+ 100 V)
"Rt = Ro(Ra + Rog) — RogRs  BMAQ+170) — (17 0)(4 Q)

=64V

Aplicando la ley de Ohm para determinar I, (07)

_ UR4—V2 UR4—217R4 64‘V
I = = = — =
L(07) R R 8 A

—8A

Inmediatamente después de la conmutacidn, el circuito eléctrico queda como se muestra
en la figura 5.51.

Rs 1LH Rs
120 802
My 1Lk Ay

—-
Vi + R, < A
100V \_= 40 R, -

Figura 5.51. Circuito después de la conmutacion.

Para simplificar el andlisis de este circuito y determinar i, (t), se requiere reducirlo a un
circuito RL equivalente y para ello es necesario encontrar los valores de Ry, Y Vy.-

La resistencia Thévenin se obtiene a partir de las terminales del inductor, aplicando una
fuente de corriente de prueba I, como se indica en la figura 5.52.

i
h* +
+

R, < R, gv
\ I
120 g 40 Ry T i

Figura 5.52. Circuito para determinar la resistencia Thévenin.
El voltaje V; se obtiene por medio de la ley de voltajes de Kirchhoff

_VT+UR5+VR4_V2=O
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La corriente i, se calcula aplicando un divisor de corriente

R 120 3
e TR +R, T 120+407 " 4

It
Despejando V7 y sustituyendo ig, asi como los valores numéricos, se tiene

3
VT = URS + UR4_ - ZUR4_ ES RSIT - R4_ (ZIT) == (5 Q)IT

donde
Vr
RTh:_:SQ
It

Asimismo, el voltaje a circuito abierto se determina a partir de la figura 5.53.

Ry Rg
12 Q 8 O
WA WA O

iR +
+

Vi £id R, o
100V \ - 40 Ry Voc

Figura 5.53. Circuito para determinar el voltaje a circuito abierto.

Aplicando un divisor de voltaje en R, se tiene

Ry

+ R3+R4V1 1Z0taq 00V=25V

UR

De la figura 5.53 se observa que el voltaje a circuito abierto estd dado como

‘UOC = UR - Vz = UR4 - ZUR4 = _UR4_ = _ZSV = VTh

4

El circuito RL equivalente se muestra en la figura 5.54.

Rm
502
W

VThC’) . % L
t
—25V N LLO# TH

Figura 5.54. Circuito RL equivalente.
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La corriente i; (t) se puede obtener aplicando de manera directa la solucidn de la ecuacién

diferencial obtenida en 5.75.

Vrn ( VTh) —BRrn,
() =24 (I, ——2)e Lea
i, (t) Ren + (1o Ren e

A partir de la corriente I, (07) obtenida en el estado estable antes de la conmutacion, y

considerando que la corriente en el inductor no cambia instantdneamente, se tiene que

,(07) = IL(0+) =1,(0)=1,=-8A

Sustituyendo valores numéricos en i (t)

_ —25V —25W\] _,
W =—75 +[_8A_(5—Q)]e A

i(t) =(=5-3e">)A

Finalmente

Vs = Rsi () =80 (—5—-3e7°" ) A= (—40 — 24e™>) V

La corriente i, (t) también se puede determinar usando el factor de integracion. Aplicando

la ecuacion 5.73

Q Ven | o -1
() ==+ Ke P! =——+4 Ke le
(O = .
Sustituyendo valores
—-25V 50

i,(t) = +Ke TH = (=5+Ke %) A

50Q

La constante de integracidon K de la ecuacidn anterior se determina en t = 0. Puesto que
1,(07) =1,(0") =i, (0) = —8 A, valor que fue obtenido en el estado estable antes de la

conmutacion, se tiene
—8A=-5A+K

por lo que

Sustituyendo este valor, se tiene que

i,(t) = (=5 —3e5) A
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lo que corresponde al resultado obtenido al aplicar la solucién de la ecuacién diferencial.

Finalmente, para obtener i, (t) por medio del método de condiciones iniciales y finales, se
determina primero el valor de i, (0), sabiendo que

1,(07) =i,(0)=-8A

Para calcular ij (o), se considera que el inductor ha alcanzado el estado estable después de
la conmutacién y se comporta como un corto circuito, como se muestra en la figura 5.55.

R , R

3 i (o) 5
120 L e 80
YWy ?

Vy + Ry v v,
100V \_— 40 R, -

Figura 5.55. Circuito para determinar i; (o).

El voltaje en R, se determina por medio del analisis de nodos, teniéndose

(1+1+1) 4 VZ_O
"R \R, " R, ' Rs B

Despejando y sustituyendo valores numéricos en la ecuacidn anterior, se tiene

Vi 100V e
VRe T T 1 1N T 1 1)
R3(R_3+R_4_R_5) 120 (g + 70~ 80)
De la figura 5.55, se observa que
) vg, — Vo vgp, — 2vp VR 40V
W)= T =Tk R sa ot
5 5 5

Por otra parte, la constante de tiempo se obtiene a partir de los valores de Ry, vy L,
indicados en el circuito de la figura 5.54

L
R, 5Q 5
Aplicando la ecuacion 5.76

i, (t) = ip(0) + [i,,(0) — iy (c0)]eF*
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Sustituyendo valores en la expresidon anterior, se tiene
ip(t)=-5A+[-8A+5A]le 5 =(=5-3e ") A

que, una vez mas, concuerda con el resultado para i;(t) obtenido aplicando los otros
métodos de solucién.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

5.1. El interruptor de la figura ha estado cerrado por mucho tiempo y en el instante t = 0,
se abre. Determinar v, (t) parat > 0.

t=0 Rg
6 KGO
: iC AN <
+
C
1000 pF
e — A
18V %1;}?{) Yo
R4 R
3K 4K
O

Respuesta:

t
vo(t) = -5 3V

5.2 El interruptor de la figura ha estado abierto por mucho tiempo y se cierra en el instante
t = 0. Determinar la corriente a través del resistor Rg parat > 0.

> 1

8wk

N I

&

R4 Rj C2

2 nF

2KQ 4KO IJIM

Wy Wy L

b
WO A
14V N —

o 12 KO S i,

Rz Rg

6 KL 2K

Wy Wy

Respuesta:
iRs(t) = _1.53_25t mA

5.3. El interruptor de la figura ha estado abierto por mucho tiempo y se cierra en el instante
t = 0. Determinar la energia total disipada en el resistor R; parat > 0.
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Rz % Cy t_
18 K2 15 pF __— C,
2[}!\! C) 10 uF
0—/\/;/\(—0—1_“_—»
: 82 KO H oo,
2mA ? T 25 pF

Respuesta:
wg, = —39.68 yJ

5.4. El interruptor de la figura ha estado en la posicién ‘a’ por mucho tiempo y en el instante
t = 0, cambia a la posicidn ‘b’. Determinar la potencia disipada en el resistor R, parat > 0.

\£
R 2v, t=0 R3 Rg
5 KO a p 2K 4 KQ
* o= 0 Wy Wy

+
Vi £+ Rz R4§ +N Vy
svi_ 15 KO c 12K0 _J1av

Respuesta:
pr,(t) =150 (5 + e~1006)2 Ly

5.5. El interruptor de la figura ha estado cerrado por mucho tiempo y en el instante t = 0,
se abre. Determinar la potencia en cada uno de los inductores parat > 0.
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36 A

l t=0
1 Rg
10 Q 12 0
My Wy
Rz
10 0
R, R6 % Ly
40 300 PN
oy 4112
R; L
7Q 2H

Respuesta:
pL,(t) = =36e ™ * W
pLZ (t) = _54‘3_4t w

5.6. El interruptor de la figura ha estado cerrado por mucho tiempo y en el instante t = 0,
se abre. Determinar la energia total disipada en el resistor R,,.

R, t=0 Ro
40 >i 80
VW 0 — Wy
R
25% ;WH
Vy 1 —
10\.-"(—) (?)3;\ . [
2
3H%

Respuesta:
sz = 288]

5.7. Elinterruptor de la figura ha estado en la posicidén ‘@’ por mucho tiempo y en el instante
t = 0, cambia a la posicién ‘b’. Determinar el voltaje en el inductor parat > 0.
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11 f R1 % R3 L
20A 30 60 Vx 4H

Ry 1, -

Respuesta:
UL(t) = _486_3t V

5.8. El interruptor de la figura ha estado cerrado por mucho tiempo y en el instante t = 0,
se abre. Determinar el voltaje en el resistor R,.

Ry
40 0
Wy y
1
30R1Q 20R2) Jov
N +\ Vv
Wy MWA—(+ - 2
\_/ l -/ 100v
L R
2 t=0
10H§ 400

Respuesta:
v, (t) = (30 — 20e>H) V

5.9. El interruptor de la figura ha estado en la posicidn ‘@’ por mucho tiempo y en el instante
t = 0, cambia a la posicién ‘b’. Determinar la potencia total de la fuente de voltaje

dependiente, parat > 0.

Ro Ry
. 4 70 00 120
cﬂ( AW AW
R3
Iy f R1§ 60 0 L
27TA 200 V1 10 H
—/ 101y Vy
300V
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Respuesta:
sz(t) = (30 — ZOe‘St) \%
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Capitulo 6. Circuitos con amplificadores operacionales

6.1. Amplificador operacional ideal

Un amplificador operacional es un dispositivo que aumenta el valor de una sefal. El
elemento principal del amplificador es una fuente de voltaje controlada por la sefial de
entrada. Un modelo simplificado del amplificador es el que se muestra en la figura 6.1,
donde R; y R, son las resistencias de entrada y de salida del amplificador, respectivamente.

" R,
B AN o

| | +

| + A |

| Riévd ) Aav, | v,

| _ |

| | -
O o

Figura 6.1. Amplificador de voltaje ideal.

El voltaje de salida del circuito tiene la forma vy, = A,;v;, donde A,; es un factor de
multiplicacién llamado ganancia a lazo abierto, la cual, idealmente, es infinita,y v; = v —
v~, que es el voltaje diferencial en la entrada del circuito. Asimismo, es deseable que R; sea
infinita y R, igual a cero, lo que evita que tanto la sefial de entrada como la de salida se
vean afectadas.

El simbolo del amplificador operacional es el que se muestra en la figura 6.2; tiene dos
terminales de entrada, una inversora (v~) y una no inversora (v*), asi como una de salida
(v,) y dos para polarizacién (+V.c y —V¢). Por lo general, estas dos ultimas se omiten en
el andlisis de los circuitos con amplificadores operacionales.

+Vee Alimentacion positiva

Entrada no inversora v *

Salida
Entrada inversora _V__

-Vece Alimentacion Negativa

Figura 6.2. Simbolo de circuito para el amplificador operacional.
Sus aplicaciones no se limitan a las de amplificacion, pues también se emplean para realizar
operaciones matematicas, ldgicas, de control, filtrado y fuentes de corriente entre otros,

por lo que sus entradas pueden ser tanto constantes como variables en el tiempo.
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Al depender de A,,, el voltaje de salida en teoria seria infinito. La forma de limitarlo es
estableciendo una via de retroalimentaciéon negativa, conectando un elemento entre la
salida y la entrada inversora del amplificador, obteniéndose con ello una ganancia de
circuito, denominada a lazo cerrado, 4.

6.2. Configuraciones basicas

6.2.1. Amplificador inversor

En la figura 6.3 se muestra esta configuracién. Las terminales correspondientes a la
alimentacién se han omitido puesto que no son necesarias para el analisis del circuito. Este
se lleva a cabo considerando que el circuito funciona en la regién lineal, es decir, donde la
salida nunca es mayor que los voltajes de alimentacidon del amplificador operacional.
Asimismo, se indican las corrientes en el nodo v, las cuales van a ser Utiles para obtener
Vy.

ibT

R1
VW
—-

iz

<
=
.|)—|+
t‘\\* <
o 1
+
Mpb—01 =

Figura 6.3. Amplificador Inversor.
Aplicando laLCK en v~
ig=1p+i,

Sustituyendo en esta ecuacidon cada una de las corrientes en términos de voltaje vy
resistencias se tiene
V—v~ v =V,

P + i, (6.1)

donde i, esta dada como

y ya que R; es idealmente infinita, i, es practicamente cero, por lo que v~ = v™. Para fines
practicos se considera que no entran corrientes al amplificador operacional ideal y que los
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voltajes en la terminal inversora y no inversora son iguales, caracteristicas que se aplicaran
a lo largo de este capitulo.

Por lo anterior, v~ = 0, y despejando V, de la ecuacién 6.1 tenemos

Analizando la ecuacidn 6.2, se infiere que la resistencia R, debe ser mayor que R, para que
el circuito pueda amplificar. Por otra parte, si el voltaje de entrada es positivo la salida es
negativa y viceversa.

Finalmente, el cociente 7" es la ganancia del circuito y se denomina ganancia de lazo
cerrado, A, siendo ésta

Ag=2=-2 (63)

La ecuacion 6.2 puede obtenerse de una forma mas directa, haciendo el andlisis de nodos
esenciales, como se vio en el capitulo 3 seccién 3.2, teniéndose en este caso

_<1+1) 4 Vo_0
V' \R, "R, =

Nétese que en esta ecuacidn ya se ha hecho la consideracidon de que no hay corrientes de
entrada al amplificador operacional y, ya que v~ = 0, se obtiene el mismo resultado que
en el analisis anterior

El Unico nodo en el que no puede aplicarse la ley de corrientes de Kirchhoff es el de salida,
ya que la corriente de salida del amplificador operacional ideal siempre es desconocida.

Ejemplo 6.1. Supdngase que el voltaje de entrada al circuito inversor es de 100 mV y se
quiere obtener un voltaje de salida de —3 V. Determinar los valores de los resistores del
circuito.

Solucion.
En general, para que se conserven las caracteristicas ideales de los amplificadores
operacionales, las resistencias se utilizan en el orden de kQ y los valores se escogen en

funcién de la ecuacion de la ganancia de lazo cerrado obtenida. Aplicando 6.3 y omitiendo
por el momento el signo tenemos
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Este resultado nos indica que se requiere una ganancia de 30 para obtener el voltaje
deseado. También, se observa que puede haber diferentes valores de resistencias que
proporcionen esta misma ganancia. En este caso, se selecciona R, = 30 kQ y R; = 1kQ,
pero otros valores también podrian ser R, = 180 kly R; = 6 kQ, etc.

6.2.2. Amplificador no inversor

Esta configuracién se muestra en la figura 6.4 en donde, ademads, se han indicado las
corrientes en el nodo v, para el analisis.

R
Wy
R, ib* _
[
— - le —0
ia - .
vy
v

I

Figura 6.4. Amplificador no inversor.

Aplicando laLCK en v~
ip =14 + i,

Sustituyendo sus expresiones en términos de voltajes y resistencias, y sabiendo que i, = 0
puesto que no hay corrientes de entrada al amplificador operacional ideal, se tiene

Dado que v~ = vt =V, y despejando el voltaje de salida de la ecuacién anterior
— (R
Vo= (Z+1)V (6.4)
Donde la ganancia de lazo cerrado queda de la forma
Vo _ Ry

Acz=7=R—1+1 (6.5)
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Como se puede observar en la ecuacién 6.5, la ganancia del circuito es positiva y esta dada
por el cociente de resistencias, ademas de que siempre es mayor que la unidad.

6.2.3. Amplificador sumador

Este circuito realiza la suma algebraica de dos o mas sefiales de entrada. La figura 6.5
muestra un amplificador que suma tres voltajes de entrada.

R, o
A f
A
R
b M Y-

—0
= ., R, . . +
— Yo

5
P01

Figura 6.5. Amplificador sumador.

La ecuacién de nodo para v~ es
1 1 1 1 v v v v
vttt -2 -2 20
Ry R, R; Ry
Yaque v~ = vt = 0, y despejando v, de la ecuacidn anterior, se obtiene

- (¥ By B
Vo = (R1 vy + 7, V2 + R 173) (6.6)

De la ecuacion 6.6 se observa que el voltaje de salida es la suma de los voltajes de entrada,
cada uno de ellos con una determinada ganancia que, en general, estd expresada por el

. Ry T . .o . . .
cociente — donde el subindice i hace referencia al i-ésimo resistor. El signo negativo que
i

invierte esta suma se debe a la configuracidn inversora en la que se encuentra cada uno de
los voltajes de entrada. Lo anterior puede comprobarse analizando el circuito mediante
superposicién, como se muestra a continuacién.

Para vy, el circuito queda como indica la figura 6.6.
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R1 R
Wy f
W
R
v, 2 -
J_ aTAY -
1 = —0

g
.

Figura 6.6. Circuito para analizar contribucién de v;.

La ecuacién de nodo para v~, en este caso, es
_1+1+1+1 v, U, 0
v F— F— F— [ [ —————
R, R, R; R;

Y puestoque v~ = vt =0,

R R
(;,: R_/;vz y 17(;”— R_];v3
Por lo que
v =v’+v”+v”’=—<&v +&v +&v)
o o 0 0 R1 1 R2 2 R3 3

Finalmente, cabe mencionar que la solucién de circuitos con amplificadores operacionales
puede encontrarse aplicando cualquiera de las herramientas de analisis revisadas en los
capitulos anteriores.

6.2.4. Amplificador de diferencias

Realiza la diferencia de dos voltajes. Su configuracién se muestra en la figura 6.7.
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vy Wiy 1+

=

|
3
N—-01

Figura 6.7. Amplificador de diferencias.
Para calcular el voltaje de salida se hara el andlisis en los nodos vt y v~

Al no haber corrientes de entrada al amplificador operacional, el voltaje en el nodo v est3
dado por un divisor de voltaje de la forma

La ecuacion de nodoen v~ es

Yaque vt = v~, se obtiene

Ry

Vo = Ry (vy —v1) (6.7)

. N~ N e , R . . .
La ecuacion 6.7 indica que el circuito amplifica, arazéon de R—z, la diferencia de los dos voltajes
1
de entrada.

Nétese que el circuito también puede ser resuelto aplicando superposicidn e identificando
configuraciones basicas, como se describe a continuacidn.

Al considerar la contribucién de la fuente v4, el circuito queda como se ve en la figura 6.8.
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= R1IIR2§ i

Figura 6.8. Contribucion de v;.

El circuito de la figura corresponde a un amplificador inversor, por lo que se aplica de forma
directa el resultado de esta configuracidn (ecuacion 6.2)

Nétese que esto es posible debido a que al no haber corriente de entrada en la terminal no
inversora del amplificador operacional, la caida de potencial en el equivalente R;||R; es
cero, por lo que vt = 0.

Por otra parte, el circuito de la figura 6.9 muestra la contribucién de v,.

R
A
Ry
.y Y-
| ;. S
B MA——+ *

Figura 6.9. Contribucién de v,.

Se observa que este circuito corresponde a un amplificador no inversor, en donde el voltaje
de entrada en la terminal no inversora corresponde al divisor de voltaje

Ry

t—_ 2 5
R,+R, ?

v
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Sustituyendo esta expresidn en la ecuacidn 6.4, que corresponde al voltaje de salida de la
configuracion no inversora, se tiene

= ) G ) =7
v, == — v, | ==
° " \R, Ri+R, ) R ?
Finalmente
! n RZ
Vo = Vo + 7, =R_(v2 _vl)
1
gue corresponde a la ecuacidon 6.7 obtenida anteriormente.

6.2.5. Derivador

El circuito obtiene la primera derivada del voltaje de entrada. Su configuracién se muestra
en la figura 6.10.

R
Wy
—
ip

v(t) v + _
| v, (t)

01

Figura 6.10. Derivador.

Dado que las corrientes de entrada al amplificador operacional son cero, i, = i

ia _ C% _ Cd(v(t)—v‘) e ib _ v —v,(t)
dt dt R

lgualando las corrientes, y puesto que v~ = vt = 0, se obtiene

dv(t)

v,(t) = —RC ”

(6.8)

donde la derivada del voltaje de entrada queda multiplicada por la constante de tiempo RC.

Ejemplo 6.2. Determinar el voltaje de salida del circuito derivador de la figura 6.10,
considerando que el capacitor tiene un valor de 0.01 uF, el resistor es de 100 KQ, y el voltaje
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de entrada es una sefial que cambia en el tiempo, como se muestra en la figura 6.11,
definida de la siguiente forma

v(0) :{4000t 0<t<1mS
8—-4000t 1<t<2mS
v(t) [V]
4__
: . : . t [ms]
0 1 2 3 4

Figura 6.11. Voltaje de entrada.
Solucion.

Debido a que la senal de entrada esta definida por segmentos, el voltaje de salida dado por
la ecuacion 6.8 se obtiene por separado en los segmentos indicados en la definicion de v(t).
Asimismo, al ser una funcién periddica, el resultado obtenido a la salida del circuito se repite
con la misma periodicidad que la seial de entrada.

La constante de tiempo obtenida con los valores indicados, es

RC=1ms=1x10">s
En el segmento0a 1l ms

d(40006) V

v,(t) = —(1x10735) pr

-4V

En el segmentode 1a 2 ms

d(8 — 4000¢) V
=4V
dt

v,(t) = —(1x1073 5)

Con base en estos resultados, el voltaje de salida se expresa de la siguiente forma

—4V 0<t<1lms

vO(t)={4V 1<t<2ms

Este resultado se muestra de manera grafica en la figura 6.12, donde se observa que la
derivada de una onda triangular es una onda cuadrada.
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v (1) V]

t [ms]

Figura 6.12. Voltaje de salida.

Ejemplo 6.3. Determinar el voltaje de salida de un circuito derivador, cuando se aplica a la
entrada una sefial como la que se indica en la figura 6.13. Considere R =10kQ y C =
0.1 uF

v, (£ V]

t . . t t [ms]
0 1 2 3 4 5 B

Figura 6.13. Pulso de entrada.
Solucidn.
Esta sefal de entrada se puede expresar usando una combinacidn de funciones escalén
v(t) =5u(t—2)V—-5u(t -5 V=5[ult—2)—u(t—-5)]V

Derivando esta funcidn con respecto al tiempo, se tiene

2O _ 5[5t —2) — 8(t — 5)]

\'4
dt S

(6.9)

gue corresponde a funciones impulso.
Por otra parte, la constante de tiempo es

RC=1ms =1x10"3s
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Sustituyendo la constante de tiempo y la derivada del voltaje de entrada en la ecuacidn
6.8, se obtiene lo siguiente

vo = —(1x10735) 5[6(t — 2) — 8(t — 5)]

\s_/ = —5[86(t—2) — 8(t—5)] mV

Este voltaje se muestra graficamente en la figura 6.14.

Vo (£} [mV]

é t [ms]

n4

0 1 l 3 4
-5+

Figura 6.14. Impulsos de salida.

6.2.6. Integrador

Este circuito obtiene el area bajo la curva de la funciéon que define el voltaje de entrada, y
se muestra en la figura 6.15.

) C
— - |1
1
R h
— |y
W -
—0
v (t) vt + *
| v (1)

"—01

Figura 6.15. Integrador.

Nuevamente, dado que las corrientes de entrada al amplificador operacional son cero, i, =
ip, donde

. i) = % _ U]

dt dt

v(t)-v~
a= R

lgualando las corrientes, y yaque v~ = vt = 0, se tiene
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v(t) dv,(t)
R ¢ dt

Para obtener v, (t), se integra la ecuacién anterior, quedando

1 ,t

vo(t) = == [ v(y)dy + v, (to) (6.9)
Donde v, (t,) es el voltaje inicial a la salida del circuito. Si no hay energia almacenada en el
capacitor antes de aplicar un voltaje a la entrada, la ecuacion se reduce a

1 ,t

v,(t) = —= [, v(y)dy (6.10)

RC Yo

Ejemplo 6.4. Determinar v, (t) en el circuito de la figura 6.15, cuando el voltaje de entrada
es una sefial como la que se muestra en la figura 6.16. Considere R = 5kQQy C = 0.2 uF,y
gue el capacitor se encuentra descargado inicialmente.

v(t)[V]

t [ms]

Figura 6.16. Onda cuadrada de entrada.
Solucion.

De la figura 6.16, se observa que la sefial de entrada es periddica y se repite cada 2 ms,
teniendo un valor de —4 V en la primera mitad del periodo, y 4 V para la segunda. Por lo
anterior, el andlisis se realiza para estos dos intervalos por separado.

Para el intervalo de 0 a 1 ms, t, = 0 y, debido a que el voltaje inicial del capacitor es cero,
se aplica la ecuacién 6.10

1 t 4V
vo(t) = - (100 kQ)(0.01 pF) fO (=4 V)dy = 1_mst (6.11)

Para el intervalo de 1 a 2 ms, se aplica la ecuacidn 6.9, puesto que ahora el capacitor ya
tiene una carga almacenada del intervalo anterior

183



vo(t) = (4 V)dy + v,(to)

t
(100 k) (0.01 puF) fto
donde ahorat, = 1 ms, por lo que
4V
V,(ty) =v,(1ms) =——-1ms =4V
1ms

Sustituyendo

vo(t) = ——— [ (AV)dy +4V = (———t+8)V (6.12)

1ms+“1ms
Las expresiones 6.11y 6.12 definen el voltaje de salida en un periodo de la sefial de entrada

v (t)={4-000t 0<t<1mS
© 8—-4000t 1<t<2mS

Notese que este voltaje de salida es igual al voltaje de entrada del circuito derivador
analizado en el ejemplo 6.2. Esto se debe a que las funciones de integracién y derivacion
son inversas entre si, ademas de que las constantes de tiempo de ambos circuitos son
iguales.

6.2.7. Amplificador de ganancia unitaria o seguidor de voltaje

Tiene una ganancia en voltaje igual a 1, por lo que no genera amplificacidn, sin embargo, su
importancia radica en el hecho de que tiene una resistencia de entrada muy alta, lo que
hace que el voltaje de entrada no se vea afectado. Su configuracidon se muestra en la figura
6.17.

v_ —
—0
vt + +
Vo
+

Figura 6.17. Amplificador de ganancia unitaria.
Puesto que v, = v~ = vt = v, se tiene que

V, =V (6.13)
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Es por esto que se dice que el voltaje de salida sigue al de entrada.

Ejemplo 6.5. Supdngase que a la salida del divisor de voltaje mostrado en la figura 6.18, se
conecta una carga de 1 kQ. Determinar el voltaje suministrado a esta ultima.

Ry
1KQ
Wy O
! +
v R, R_ ? Vo
12V 1KQ 1KQ j-i

Figura 6.18. Divisor de voltaje.
Solucion.

El voltaje de salida antes de conectar la carga es

R I v_ev
Yo TR +R,. T 1kQ+ 1k -
El voltaje de salida con la carga conectada al circuito es
R,||R 1 kQ||1 kQ
2|IRy I 2V 4y

Yo T R+ RyIR, . 1KQ + 1kQ[|1 kO

Nétese que el voltaje de salida del divisor cambia debido a que el resistor de carga modifica
el circuito original y, con ello, la proporcidon en la division de voltaje.

La figura 6.19 muestra la forma de conectar un seguidor de voltaje, para evitar que la
resistencia de carga afecte el voltaje de salida del divisor.

Al tener el circuito seguidor de voltaje una resistencia de entrada muy alta, no hay corriente
de entrada a él, por lo que

R, _ 1KQ
TR +R,. 1kQ+1kQ

+

% 12V =6V

gue corresponde al voltaje de entrada de esta configuraciéon y, de la ecuacién 6.13,

v,=vt=6V
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Notese que de esta forma, el voltaje de salida del circuito divisor no se ve alterado por el
resistor de carga. Es por esto que se dice que el amplificador funciona como un circuito de

acoplamiento.

'V_ —
Ry {
1K +
AMA——+ N
v RL g VY
R o
12V 2 1TKQO
1KGO -

Figura 6.19. Divisor de voltaje con amplificador de ganancia unitaria.

6.2.8. Comparador de voltaje

Como su nombre lo indica, se emplea para comparar dos voltajes de entrada. La figura 6.20
muestra su configuracion.

_VCC

I—0

Figura 6.20. Comparador de voltaje.

El voltaje de salida esta dado como v, = A,,v,, donde v; = v, — v, y A,; es la ganancia
de lazo abierto, mencionada al inicio de este capitulo. Al ser esta ultima tedéricamente
infinita, el voltaje de salida también lo seria, sin embargo, éste se ve limitado por los niveles
de alimentacidon positiva y negativa; a éstos se les denomina voltajes de saturacién y se
representan como V&, y Ve, respectivamente. En la tabla 6.1 se describe su
funcionamiento.

Tabla 6.1. Voltajes de salida del comparador.

Entrada Salida
V1 > Uy —Vee 6 Viar
7.71 = 7.72 0

v <V, +Vee 6 Ve
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Ejemplo 6.6. En el circuito de la figura 6.21, determinar el voltaje de salida de cada uno de
los comparadores, cuando se aplican los voltajes de entrada indicados. Supdngase que los
amplificadores operacionales estan polarizados Unicamente con un voltaje positivo de 12 V
(la terminal de alimentacidn negativa esta conectada a tierra).

R
1KQ v
Wy -
Ad
v . :
4v R Vo,
1K G -
L Vs,
R
1TKG
V3
+
R Vo
1KQ _ _
C’) v(t) i
—* 4 senwt V -

Figura 6.21. Circuito con tres niveles de comparacion.
Solucion.

Los niveles de voltaje V3, V, y V5 se obtienen mediante divisidn de voltaje. Dado que no hay
corrientes de entrada a los amplificadores operacionales, se tiene lo siguiente

3R 2R R

Vi=—-4V =3V Vo, =—-4V =2V Vo=—-4V =1V

4R 4R 4R
Asimismo, los voltajes de salida V, , V,,, y V,, se determinan aplicando la tabla 6.1 a cada
uno de los comparadores del circuito, considerando sus correspondientes entradas. La
figura 6.22 muestra graficamente las salidas de cada uno de los comparadores.
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v(E V] 4 sen wt

[Ty A

\_/ -

v01(fj vl

(g%
T

=T -]
T

Vo, (t) V]

12 L
g 1
4 <4
0

Vo 3(1') V]

12 1
8 4
4 4
0 t [ms]

Figura 6.22. Gréficas de salida de los comparadores de voltaje.
6.3. Aplicaciones diversas

En los siguientes ejemplos ya se han indicado en los circuitos los nodos o corrientes que
seran utilizados para su analisis.

Ejemplo 6.7. Determinar v, en el circuito de la figura 6.23.

R, R;
IKOQ vy 15KO
W \ g W
R
1KQ
-
———O
I T + +
1 mA v +
§ R, Vg
= 2ZKO -

Figura 6.23. Circuito para el ejemplo 6.7.
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Solucion.

Puesto que no es posible establecer una ecuacidon de nodo en la salida del amplificador
operacional, se utiliza el nodo de v, para obtener una ecuacién que relacione a v,,
guedando ésta

vx(i+i)—”—"—1=0 (6.14)

Ry R3 R3

Para determinar v,, se aplica la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo v~, y ya que la
corriente de entrada al amplificador operacional es cero, se tiene

VT — vy, Uy

Despejando v, de la ecuacion anterior
vx = _RII

Sustituyendo v, en 6.14 y despejando v,, se tiene

Rs 1.5 kO
vg:_[(1+R—)R1+R3]I=—[(1+m)-3kﬂ+1.5kﬂ]-1mA=—9V
2

Ndtese que el resultado obtenido no depende del resistor de carga, y que se obtiene un
voltaje a partir de una corriente de entrada, razén por la que el circuito se conoce como

convertidor de corriente a voltaje.

Ejemplo 6.8. Determinar el voltaje de salida del circuito mostrado en la figura 6.24.

R Ry
4KO 2KO
‘WA ‘WA
Ry
1KO
‘WA
Ry
2KQ R,
J_ W\I vV - 1KO
= B W -
+ Va Ve Az 0
+ +
5V A ’
TV

Figura 6.24. Circuito para el ejemplo 6.8.
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Solucion.

Se obtienen las ecuaciones a partir de los nodos esenciales, los cuales ya estan indicados en
el diagrama.

Para el amplificador A4, la ecuacién en el nodo V; es

1 1 1\ V, V
V1<—+—+—>——a——2=0

Ry R, R Ry R
Despejando 1, se tiene
Ry R\ Ry
V, =V (1 — —) —V.

Para el amplificador A, la ecuacién en el nodo V;, es

v (1 N 1 4 1) Vi Vg VW, 0
R "R, R,/ R R, R,
Despejando V, de la ecuacion anterior, se obtiene
R, R\ R; R,
V=V(1 — —>——V ——V
o "2 +R1+ R/ R R “

Sustituyendo V, en V,,, y factorizando, el resultado final es

2kQ  2-2KkQ

: +——1
1kQ ' 4kQ

Ry

V,,=(1+ +%>(VZ—V1)=(1 )-(7V—5V)=8V

Otra forma de resolver el circuito es identificar las configuraciones basicas que lo conforman
y analizar éstas por separado como se hace a continuacion. Es importante hacer notar que
se deben respetar en todo momento los voltajes o corrientes presentes en el circuito
original.

La parte correspondiente al amplificador A,, se indica en la figura 6.25.
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4KQ 2K
Vi o Wy Wy
Ry
1K
Va o Wy -
V2 A 0
. +
\"
Vs ’
TV

i ii

Figura 6.25. Segmento de circuito que contiene al amplificador 4,.

Se puede observar que al aplicar la superposicidn al circuito de la figura 6.25, se identifican
dos configuraciones bdsicas, las que se muestran en la figura 6.26

R Ry R R2
4K 2KO 4K 2KO
Vv, 0 A A T A A
Ry Ry
1K) 1K
Vao Wy - A -
Vs J_ Vy
- Vg vy Ve
j_i h j_i
a) b)

Figura 6.26. Configuraciones basicas identificadas en el amplificador A4,.
El voltaje de salida total del amplificador A,, es
V,=V +V, (6.15)

El circuito de la figura 6.26a corresponde a un amplificador sumador cuyo voltaje de salida
esta dado por

R, R, R, R,
V=—-—=V,——V, =—(—V +—V)
o R 1 R1 a R 1 R1 a

mientras que el circuito de la figura 6.26b es un amplificador no inversor con voltaje de
salida

V' =(1+ R, V.
[0) _( R”Rl)z
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Sustituyendo ambas ecuaciones en 6.15, se tiene que el voltaje de salida total para 4, es

Ry
R||Ry

R R
v, =— (?le +R—jva) + (1 +=2), (6.16)

La Unica incégnita presente en la ecuacion es V. Esta se determina a partir del analisis del
circuito formado con el amplificador A;, el que se muestra en la figura 6.27.

R
4KQO
Wy o Va
Ry
TKQ)
Wy
R»
2KQO
J_ Wiy Y -
= 1 Ay 0 V,
+
Vi
5V

Figura 6.27. Segmento de circuito que contiene al amplificador A4;.

En el circuito de la figura 6.27 se identifican dos configuraciones bdsicas que se muestran
en la figura 6.28. La respuesta total del circuito formado por A; es

! "
V, =V, +V, (6.17)
R R
4KQ 4K
AN o V; W
Ry Ry l
1KQ 1KQ
W Wy
Ry Ra
2K 2KD
l Wy - l Wy v
+ A 0 v, < ! A ——0 v,
J_—+ +
= v
5V
a) b)

Figura 6.28. Configuraciones basicas identificadas en el amplificador A4;.
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Notese que el resistor R, del circuito de la figura 6.28a, no afecta los calculos puesto que
sus dos terminales estan referidas a tierra; por lo anterior, este circuito se comporta como
un amplificador inversor, cuyo voltaje de salida es

y =——ty
a R 2

El circuito de la figura 6.28b corresponde a un amplificador no inversor con voltaje de salida

Ry
R{IR,

'=@1+ 4

Sustituyendo estas dos ultimas expresiones en la ecuacion 6.17, la respuesta total de A, es

R R

Sustituyendo la ecuacidén 6.18 en 6.16 y desarrollando las operaciones algebraicas, se
obtiene el mismo resultado que el encontrado por medio de andlisis de nodos.

+2kﬂ+2-2kﬂ
1kQ 4 kQ

R, 2R,
Voz(r+54"§ﬂog—m)=(1 )-UV—SV)=8V
1

Ejemplo 6.9. Determinar V, a la salida del circuito mostrado en la figura 6.29.

Aq
v -
2V Ry
3K0 N
Wy +
R, - 2KO v,
10KO - W _
v Wy A2
N l
2R ;
5KQ

Figura 6.29. Circuito para el ejemplo 6.9.
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Solucion.

Resolviendo mediante la identificaciéon de configuraciones basicas, se observa que el
circuito formado por A, es un amplificador inversor cuya salida es

v, =—2y (6.19)

(6.20)

Sustituyendo 6.19 en 6.20 y despejando V,, tenemos

Ri(Rs+Ry) ~_ 2kQ-(10kO +5Kk0)

S L V=-4V
0 R2R4_ SkQ'SkQ

En caso de que el circuito propuesto se hubiese resuelto utilizando analisis de nodos las
ecuaciones serian

V(E4l)-tasg y ()t b

R3 R4 R3

Sabiendo que para el amplificador 4,, v~ = v = 0, la solucidn al sistema de ecuaciones
es

Ri(Rs+Ry) ~_  2kQ-(10k0 +5Kk0)

= = -4V
R2R4_ 3kﬂ'5kﬂ

Vo, =

lo que corresponde al resultado obtenido anteriormente.

Ejemplo 6.10. El circuito mostrado en la figura 6.30, se denomina amplificador de
instrumentacién. Determinar su voltaje de salida.
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+ Vo, 3KQ vy BKO
A1 * Wy Wy
v
1 -
2V Ry
2KO
Yy
. >
1KQ Az '}
+ +
Vs Vo

3V

Figura 6.30. Circuito para el ejemplo 6.10.

Solucion.

Resolviendo mediante andlisis de nodos, la ecuacion para el nodo v, es

1 1 Vo1 Uy
)22
vl(R1+R) R, R

y despejando v, 4, se tiene

1701 =7 (1 + %) - %vz (621)

La ecuacidén en el nodo v, es

Y despejando v,,, de esta ecuacidn

Rq

Vor =0, (142) =2y (6.22)

Por otra parte, ya que no hay corrientes de entrada hacia los amplificadores operacionales,
el voltaje de nodo v,, puede ser obtenido aplicando un divisor de voltaje, teniéndose que
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R3
v, =——77V
Y T R, +R; %

Para el nodo v,, la ecuacion esta dada como

y despejando v, de esta ultima ecuacion, se tiene

R R
v (i)
2 2
Asimismo, puesto que
Uy =1y

se obtiene

— (R Rs) _Rs

Vo = (R2+R3 Voz) (1 + Rz) R, L01 (6.23)

Sustituyendo 6.21y 6.22 en la ecuacidén 6.23
R3 3 R\ Ry
eyl (7)ol (R -2l (4 7) -7

Finalmente, factorizando términos de la ecuacién anterior, se llega al siguiente resultado

Raf(, , 2R 6 kQ 2-2kQ
v":R_z[( >(v2—v1)] 3kn'(1+ 1kQ)-(3V—2V)=10v

Este circuito también puede ser resuelto identificando las configuraciones basicas en las
gue se encuentran cada uno de los amplificadores operacionales que lo integran, lo cual se
muestra a continuacion.

Amplificador A4
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Aq —0
v _ +
2V
R, Yoq
= 2KO -
W I
R -
1K
O
Vs
K"

Figura 6.31. Segmento de circuito que contiene al amplificador A4;.

Al aplicar la superposicion, y desactivar v,, el circuito se comporta como un amplificador
no inversor; cuando se desactiva v; lo hace como un amplificador inversor, por lo que

vOl = (1 + %) 171 - %UZ (624)
Amplificador A,
Y4
2V
o]
R
1K Ry
2KQ
VAN
A 0O
. +
Vg

SVT i

Figura 6.32. Segmento de circuito que contiene al amplificador A4,.

Al aplicar la superposicion, y desactivar v, el circuito se comporta como un amplificador
no inversor; cuando se desactiva v, lo hace como un amplificador inversor, por lo que
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vor = (142)V, =21, (6.25)

Amplificador A3

R3
6K
"Wy
Ry
IKO
’VU1C W\, —_
A3 '_O
Yo, O—AM———* '
RE Ya
IO

[w)]

=

o
"H—0

Figura 6.33. Segmento de circuito que contiene al amplificador A;.

Se observa que As se encuentra en configuracidon de amplificador de diferencias, por lo
que

R
Vo = R_z (1702 - vol) (6.26)

Sustituyendo las ecuaciones 6.24 y 6.25 en 6.26, se tiene

R3 Ry Ry R, R,
Vy = R_Z[(l +F>VZ —FVl - (1 +?>V1 +?V2]

Factorizando los coeficientes de esta ecuacidn, se llega, de una manera sencilla y rdpida, al
mismo resultado obtenido por andlisis de nodos.

R 2R
v, ——3<1 !

N )(V V)_6kﬂ (1 2-2KkQ
"R, R/V?* VT

TR 1kQ>-(3V—2V)=10V

Ejemplo 6.11. Considerando que inicialmente los capacitores del circuito mostrado en la
figura 6.34 estan descargados, demostrar que éste resuelve la ecuacion diferencial

y"(t) +4y'(t) + 2y(t) = 2sen3t
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Co
1uF 1 0F
1 "
R, 1l
TMQ Ry
MWy - v, MO
A1 M - v,
vit) C-) J__+ Az
—2sen3t V - R | +
250 KQ =
L W
R
1MQ
Wy
R
R, - 1MQ
500K Q2 v, Wy
A Asj
|

Figura 6.34. Circuito para el ejemplo 6.11.
Solucion.

Para analizar este tipo de circuitos, los términos de la ecuacién original deben ser
reordenados de la siguiente forma

y"(t) = 2sen3t — 4y'(t) — 2y(t)

integrando la ecuacién anterior tenemos

jy” (H)dt = j[ZsenBt —4y'(t) — 2y(t)] dt = y'(t)

por lo que

y'(t) = [[2sen3t — 4y'(t) — 2y(t)] dt (6.27)
Analizando el segmento de circuito de la figura 6.35 se observa que la ecuacidn 6.27 puede
ser implementada por medio del amplificador A; que esta en configuracion de sumador e

integrador, por lo que se conoce como integrador sumador, y donde el voltaje de salida v,
es de la forma
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- (—2sen3t) —

1
V() = —— - d

n=y©=[I-

TMO
Wy - V=Y

v(t) C—) J__ +
—2s5en3t V o -

Figura 6.35. Segmento de circuito que contiene al amplificador A4;.
al sustituir los valores de capacitores y resistores en la ecuacién anterior tenemos
y'(t) = [[2sen3t — 4y’ (t) — 2y(t)] dt

La parte correspondiente a los amplificadores A, y A3 se muestra en la figura 6.36.

Cy
1k
[l R
R, ! 1M
1MQ . Wy
o Wy - 1MQ
R Az YWy -
+ vy ==Y(f) Az —0
J___ J__+ q“3:‘3"(0'

Figura 6.36. Segmento de circuito que contiene al amplificador 4, y As.

El amplificador A, es un circuito integrador cuyo voltaje de salida es

v =~ [y (Ot = —y(©)
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El amplificador A3 es un circuito inversor con ganancia unitaria por lo que

vy = —2v, = —(—y(®) = y(®)

Con esto se comprueba que las entradas propuestas para el circuito de la figura 6.35 son
correctas y por tanto se demuestra que el circuito de la figura 6.34 resuelve la ecuacién
diferencial de segundo orden.

Ejemplo 6.12. Determinar la corriente de carga I; para el circuito que se muestra en la figura
6.37.

R
1KQ R
N W KO
KO . W
W\( - 1KO
A1 Wy -
v + Vi Az bV,
6V | .
R
1 § X
X* 3KQ
R —
1KQ
Wy Az
V3 + Vi
R
I L
L‘éEKQ

Figura 6.37. Circuito para el ejemplo 6.12.
Solucion.

La corriente de carga esta dada como

I, =

Por otra parte, puesto que el amplificador A5 es un seguidor de voltaje, su voltaje de salida
es
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Dado que no hay corrientes de entrada hacia A; debido a su alta resistencia de entrada que
proporciona su configuracion, la corriente Iy es la misma que circula por el resistor de carga
R;, porlo que

Ademas
Iy =——= (6.28)

El voltaje V, se obtiene a partir del andlisis de los amplificadores A; y A,. El primero es un
circuito sumador con voltaje de salida

R R
V1=_EV_EV3=_V_V3

mientras que el segundo es un amplificador inversor de ganancia unitaria cuyo voltaje es

R
Vz == _Evl - _V1

Sustituyendo V; en esta ultima ecuacion se tiene que
Al aplicar las consideraciones previamente comentadas y sustituyendo 6.29 en 6.28, se

obtiene

_V+VL_VL_ V —I

La corriente I; no depende de la resistencia de carga y si del voltaje de entrada al circuito,
por lo que éste circuito se comporta como una fuente de corriente controlada por voltaje.

Finalmente
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Para los circuitos que se muestran en las figuras siguientes determine el voltaje de salida
V.

6.1.
R, Rs
2KQ 2KQ
l Wy W
————0O
+ +
V.
1 é R5 Vo
IKOQ =
R R,
4KQ 4KQ
YW MW =
v
a5V g Ry
4KOQ
Respuesta:
V, =10V
6.2.
R3
6KQ
W
Ry
2KQ
R, MWhe
1KQ
Wy -
————0O
I . +
11 mA R |
§3KQ = R, Vo
§2KQ -
Respuesta:
V, =12V
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6.3.

Vi
5V
Vo
2V
Ry
3IKQ
Respuesta:
V,=3V
6.4.
R1
6KQ
R, YWy
2KQO
Wy -
il A
+
R, +
8KQ R § v
AW 3k <"
Y R3 -
4KQ
500 mV
W -
Az
Respuesta:
V, =3V
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6.5.

Ry
6KQ
R, Wy
3IKO
J_ W -
L Aq b
+
+ § R3
As O+ 2KO
v2 Wy - Vo
v R I—
4
V4 1KQ =
3V
Respuesta:
V, =2V
6.6
R, R
* 1KOQ 2KQ
v A1 Wy Wy
1
av
= Aj —0
+ +
Y/
R, °
B 8KO -
Az —A\W—
+
V2 g R4
10V 4K
Respuesta:
V, =2V
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6.7. Para el circuito que se muestra en la figura determinar la corriente I.

R
3KQ
Wy
R —
4K I
Ry
R, Wy KO
WAV
2KO R, (
W\( - 6 KO
v A1 Wy -
A S
+ 2
6V | . '
: |__ "
Respuesta:
I = —4mA

6.8. Para el circuito que se muestra en la figura determinar la corriente I.

R, Ry
4 KO 15KQ
W Wy
Ro R4
2KQO R 5KO
J_ Wy 9KO - W
- A1 A Az
_-. +
I |
V1 =
4V

Respuesta:
I =2mA

6.9 Determinar la integral de la sefial que se muestra en la siguiente figura. Considere para
ello una constante de tiempo de 1 mS.
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v(t)[V]

2
0 1 2 3 4 t [ms]

- 2__

Respuesta:
v (t) [V]
O 1 1 1 1
1 2 3 4 t [ms]
—24

6.10 determinar la derivada de la sefial obtenida en 6.9.

Respuesta:
v(t)[V]
2 _
0 1 2 3 4 t [ms]
- 2__

6.11. Demostrar que el circuito que se muestra en la figura resuelve la ecuacién diferencial

3y"(t) + 15y'(t) + 6y(t) = 3cos2t
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100K R, c1
R, Wy 500 K2 1wF
100 KO R, Wy Il
AN - 500 K (2 | Ry
y A 874 - TMQ
A
+ 2
cos 2tV + A
Co
1 uF
|1
1 RE
R, | 1MQ
250 KQ - Wy
AW As
+
Rg
100 K2
Wy
Rg
R | 100 KO
100K Q2 - Wy
WA As
+
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