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Introducción

Un día cualquiera usted toma una fotografía con su teléfono celular
y la envía a sus conocidos. Para que esto ocurra, el dispositivo electró-
nico que utilice requiere transformadas rápidas de Fourier, las cuales
solamente cobraron relevancia precisamente con la invención y de-
sarrollo de las computadoras electrónicas, pero surgieron en relación
con un tema totalmente diferente al humano deseo de compartir boni-
tas imágenes. Las trasformadas rápidas de Fourier alcanzaron el auge
después de la segunda guerra mundial con el afán de diferenciar las
ondas sísmicas de las ondas producidas por las pruebas con bombas
nucleares subterráneas las cuales estaban “prohibidas” o, mejor dicho,
eran rigurosamente vigiladas por las potencias atómicas quienes des-
confiadamente se observaban entre sí, ya que mediante la utilización
de dichas transformadas, es posible distinguir un sismo de un ensa-
yo atómico. Para llegar a las transformadas rápidas, más de un siglo
antes, Fourier tuvo que aplicar las series de funciones trigonométricas
para entender el fenómeno de la difusión de calor en la naturaleza.
Newton a su vez y en su tiempo, en alguno de los resultados que le
permitió el Cálculo diferencial, herramienta que él mismo desarrollo,
fue capaz de obtener por primera vez, los valores de las funciones
trigonométricas para cualquier ángulo con la precisión que se desee,
superando los logros de los matemáticos griegos, egipcios y babilo-
nios obtenidos y mantenidos casi sin cambios casi dos mil años antes
y llegados a nosotros a través de la obra de Ptolomeo. Para llegar a
Ptolomeo, debió desarrollarse la geometría Euclidiana y la aritmética,
lo cual inició unos tres mil años antes del astrónomo. Para conocer
las funciones trigonométricas tuvo que obtenerse la medida de la cir-
cunferencia del círculo, es decir, se requirió aproximar al número π,
lo cual fue abordado, entre otros por Arquímedes, y como se verá, en
el siglo XVII por Wallis, hasta el momento culminante que ocurre con
Euler en el texto aquí incluido.

Así, si usted encuentra mi resumen demasiado largo, en mi dispen-
sa piense que han ocurrido cinco mil años entre los primeros balbuceos
trigonométricos conocidos y sus entrañables fotos.

El libro que aquí presento es un acercamiento al complejo y casi aza-



12

roso desarrollo de la trigonometría, de las funciones trigonométricas,
hasta llegar a las series de Fourier e incluye algunas de las ideas de las
mejores mentes que se ocuparon de estos y otros temas relacionados.

Mi libro es y no es, un libro de historia. Es de historia, porque de
eso trata: la historia de algunos descubrimientos matemáticos, pero no
esperé el lector un camino lineal fácil ni ordenado, sino que más bien
se enfrentará con un orden (¿desorden?) parecido al de una novela
policíaca, pero con la inquietante advertencia de que no siempre se
encontrará al verdadero culpable.

Este libro también es y no es un libro de divulgación. Es de divul-
gación porque es mi deseo compartir la alegría de los hallazgos aquí
incluidos y que de alguna forma se encuentran soterrados entre un
enorme cúmulo de textos e información. Pero no es un libro de di-
vulgación para un publico en general, sino que en algunos momentos
requiere al menos del conocimiento del Cálculo Diferencial e Integral
que se imparte a nivel preparatoria, aunque no se exige que el lector
sea un experto.

Presentar el avance de la ciencia como un proceso razonado, lineal y
predecible no tiene ningún sentido, ya que esto no corresponde en ab-
soluto a la realidad. Por otra parte, mostrar la historia de las matemá-
ticas según la cronología, tampoco da una idea correcta de la forma en
la que progresa esta ciencia, dados los largos y fortuitos periodos que
pueden ocurrir entre descubrimientos, por ejemplo, entre el método
de Arquímedes y el método de Wallis para calcular π y, a veces, dada
la simultaneidad con la que se suceden los descubrimientos más no-
tables, como ocurrió durante el periodo que incluye a Wallis, Barrow,
Newton y que se continua hasta el siglo XIX con Gauss, Weierstrass y
Riemann, para completarse en el siglo XX: un descubrimiento disrup-
tivo tras otro se suceden vertiginosamente tras el descubrimiento del
Cálculo Diferencial e Integral con una ola incontable de aplicaciones
en todas las ciencias y la ingeniería, ¡todas!

Por los anteriores motivos, en lugar de los enfoques tradicionales,
en este libro se ha tratado de aproximar a la Historia con un enfoque
parecido al de James Burke, siguiendo el hilo de Ariadna en el labe-
rinto. Pero ¿cómo procede Burke?, he aquí un ejemplo1: “Un mecánico 1 James Burke. Connections. Little, Brown

and Company., 1995autodidacta escocés logra un ajuste menor en una bomba de vapor y
dispara la Revolución Industrial completa. Un meteorólogo del siglo
XIX desarrolla una máquina para hacer nubes la cual revela a un físi-
co, Ernest Rutherford, conocido del mismo meteorólogo, que el átomo
podía ser dividido” y sigue Burke, “no hay gran diseño en la mane-
ra en la que la historia avanza. El proceso no cae cuidadosamente en
las categorías como aquellas que nos han enseñado en la escuela. Por
ejemplo, la mayoría de los componentes que contribuyeron al desarro-
llo histórico del transporte no tienen nada que ver con vehículos”.
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Y si esto sucede con el avance de la tecnología ¿qué ocurre con las
matemáticas? Desafortunadamente, a diferencia del desarrollo de la
tecnología, no es posible dar seguimiento cabal a cada paso del de-
sarrollo, como lo hace genialmente Burke, y seguir las contribuciones
menores de cientos de matemáticos, que no por ser menores dejan de
ser importantes y, a veces, imprescindibles en los más grandes des-
cubrimientos de las matemáticas. Solo ocasionalmente y en tiempos
recientes la abundancia de publicaciones y acceso a las fuentes harán
posible, si alguien alguna vez lo intenta, alcanzar una mejor compren-
sión de la forma como se desarrolla realmente la matemática.

Dice Burke “Las cosas casi nunca ocurren como se espera... el cam-
bio llega como sorpresa porque las cosas no ocurren en líneas rectas.
Las conexiones se realizan por accidente...Un telar de seda y un censo
en 1800, dieron nacimiento a la computadora...Hace algunas décadas
el líder de IBM dijo que Estados Unidos de América nunca necesitaría
más de cuatro o cinco computadoras”...

Del arte de conjeturar

El mismo título de este libro lo lleva pero en latín, el libro póstu-
mo de Jacobo Bernoulli, “Ars Conjectandi”, el cual trata mayormente
temas de combinatoria y probabilidad. Del famoso libro de notable in-
fluencia en los matemáticos posteriores como Pascal, Huygens, debo
decir que mi libro solo tiene en común el tópico de los números lla-
mados precisamente “de Bernoulli” los que, tanto en el texto famoso,
como en el mio solo aparecen someramente, pero a pesar de ello con
cierta relevancia en ambos casos.

La poderosa imaginación de los grandes matemáticos que encon-
trará aquí, se movía con una libertad sin precedentes, sin las ataduras
de los procedimientos formales que colmarían y abrumarían los traba-
jos de los matemáticos del siglo XX, libertad llevada a veces al extre-
mo de aproximarse al absurdo, al sinsentido, lo que no obstó para el
surgimiento de grandes ideas que atraviesan todas las ciencias exac-
tas actualmente. Los grandes descubrimientos de Euler, Newton y un
largo etcétera pueden compararse más con epifanías, iluminaciones y
están más relacionados con la creatividad del arte que con el trabajo
sistemático con el que se estereotipa en el ámbito común a los mate-
máticos, por ello el “Arte de conjeturar” me parece un titulo adecuado
para este texto.

Guía para el lector o cómo seguir el hilo de Ariadna

La transformada rápida de Fourier es un algoritmo computacional
que permite almacenar datos y compactar información de una mane-
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ra mucho más rápida que otros algoritmos conocidos; por ejemplo, la
información de una imagen capturada en un teléfono. Digamos, para
210 datos, la transformada rápida de Fourier podrá almacenar y com-
pactar datos aproximadamente cien veces más rápido que con el uso
de otros algoritmos.

La transformada rápida de Fourier de una fotografía usa informa-
ción en forma de sumas de senos y cosenos de la siguiente forma:

S(n) = ∆t
N−1

∑
k=0

x(k) (cos(2πnk/N)− i sen (2πnk/N)) ,

x(k) = ∆ f
N−1

∑
n=0

S(n) (cos(2πnk/N) + i sen (2πnk/N)) ,

con n = 0, 1, . . . , N − 1 y k = 0, 1, . . . , N − 1. Con lo que en la primera
fórmula, si se conocen los datos x(k), se conocen los S(n) datos y con
la segunda fórmula, si se conocen los S(n) datos se conocen los x(k)
datos, datos que en general son números asociados con los colores
almacenados en cada pixel de una pantalla. Así, con ambas fórmulas
es posible codificar y decodificar información.

Las fórmulas para S(n) y x(k) son una aproximación finita de las se-
ries de Fourier, las cuales se encuentran en el capítulo “Fourier escribe
un poema...usando funciones trigonométricas”. Para evaluar las series
de Fourier es necesario conocer los valores de las funciones trigonomé-
tricas para datos arbitrarios de sus argumentos, lo cual fue alcanzado
solo hasta la época de Newton y se trata en el capítulo “Newton lleva
el infinito a la trigonometría”, tal artículo de Newton es inconcebible
sin los artículos de Wallis y Barrow que se encuentran en los capítu-
los “Wallis decifra π” y “Barrow calcula derivadas”. La forma en la
que Wallis calcula a π lo llevó a establecer firmemente la posibilidad
del cálculo de áreas y por ello poder calcular integrales, antes de que
fueran formuladas. La forma en la que Barrow calcula las derivadas
mediante triángulos semejantes con lados infinitesimales (que no exis-
ten) da fe de las imprevistas consecuencias para sus contemporáneos
de la trigonometría y de la aritmética.

Ciertamente el poder calcular π con la precisión deseada es fun-
damental para el cálculo de las funciones seno y coseno, tal cálculo
llega a niveles de virtuosismo en los textos de Euler incluidos en el
presente libro, pero también la definición de la exponencial para nú-
meros complejos es tratada allí, y el lector interesado podrá encontrar
el tratamiento de Euler para la exponencial, la cual permite escribir en
forma más compacta

S(n) = ∆t
N−1

∑
k=0

x(k)e−(2πnk/N)i, n = 0, 1, . . . , N − 1
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por ejemplo, forma que sobrepasa absolutamente el uso anterior a Eu-
ler de las exponenciales y que tendrá consecuencias insospechadas en
las aplicaciones y en las matemáticas mismas.

Mucho antes de las aplicaciones de la transformada rápida de Fou-
rier, la trigonometría formó parte de un corpus de conocimientos in-
soslayable con aplicaciones en ingeniería, física y astronomía. Un mo-
mento cumbre en la historia de las matemáticas está plasmado en la
obra de Ptolomeo que se estudia en el capítulo “Ptolomeo basamenta
la astronomía con tablas trigonométricas”. Naturalmente los cálculos
de π de Arquímedes son fundamentales en la obra de Ptolomeo, pe-
ro inesperados efectos tendrá en la mente de Torricelli quien ante un
diagrama del texto de Arquímedes encontrará la forma para calcular
el volumen finito de un sólido ¡de área infinita!, ¡aquí aparece una vez
más π!

Finalmente, el cúmulo de conocimientos requerido para llegar a la
obra de Ptolomeo requirió siglos de observación y estudio, el docu-
mento más antiguo conocido con información sobre triángulos seme-
jantes está en la tableta Plimpton 322, cuya antigüedad se remonta a
la antigua Babilonia, cerca de dos mil años antes de Ptolomeo. Una
revisión y ensayo sobre el contenido de la tableta podrá verse en el
capítulo “Los más antiguos antecedentes”.

Advertencia final

Finalmente, este libro es y no es, un libro de investigación histórica.
Es de investigación, porque recurrí directamente a las fuentes e hice
mi propia interpretación, traducción, tanto del latín o inglés o francés,
tanto como del lenguaje de las matemáticas a la notación, contexto y
lenguaje contemporáneos. No es estrictamente de “investigación histó-
rica” porque no pretende la rigidez del método que tal frase envuelve,
sino que más bien, el texto intenta que con un mínimo de conocimien-
tos se logre un acercamiento lúdico al pensamiento de ideas matemá-
ticas admirables las cuales, sin exagerar, se aplican en cada rama de la
ingeniería, en cada computadora, en toda la física contemporánea.

Se han agregado para completar el texto las traducciones integras
de los textos originalmente escritos en latín. Algunos de estos textos
se encuentran traducidos al inglés, al francés o al alemán, pero ca-
si nunca al español. La advertencia que debo hacer, al hablar de la
traducción, es que nunca se siguió el enfoque de algunos eruditos que
prefieren sacrificar la comprensión, antes que abandonar la literalidad.
Por ejemplo, cuando Newton2 escribe: “Multiplicetur omnis aequatio- 2 Isaac Newton. Tratado de la cuadratura de

las curvas, edición facsimilar de 1723. Tra-
ducción de Angelo Altieri Megale. Univer-
sidad Autónoma de Puebla, 1995

nis terminus per indicem dignitatis quantitatis...” algunos historiadores
traducen “indicem dignitatis” literalmente como “índice de la digni-
dad”: “Multiplíquese cada término de la ecuación por el índice de la
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dignidad de la cantidad...” yo traduzco: “Multiplique cada término
de la ecuación por el exponente de la cantidad...” Es decir, Newton se
refiere a lo que en lenguaje moderno de matemáticas se llama “expo-
nente” por lo que siempre se prefiere, en este libro, el uso moderno del
término a la traducción literal, la cual solo puede ser de interés para al-
gunos historiadores, precisamente para quienes estudien la evolución
de las palabras y la terminología en los textos científicos, pero no pa-
ra aquel lector que desee acercarse por primera vez a la obra original
de Newton y otros autores, y comprenderlos desde una perspectiva
actual. A fin de cuentas, es mi deseo y mi única pretensión que el lec-
tor encuentre tanta diversión y esclarecimiento al leer como el que yo
experimente al escribir este libro.



Euler calcula 1 +
1
22 +

1
32 +

1
42 + · · ·

Euler presenta el cálculo que aparece en el título, entre muchos otros
cálculos, en el artículo titulado: Del uso de los factores encontrados al
definir las sumas de series infinitas, el cual corresponde al capítulo X del
libro3 Introducción al análisis del infinito, volumen I, pag. 128. La idea de 3 Leonhard Paul Euler. Introductio in

Analysin Infinitorum. Vol 1. Euler Archive
- All Works. 101., a

Euler para calcular la suma se basa en su suposición de que es posible
escribir el seno hiperbólico, en el plano complejo C, como una suma
infinita y como un producto infinito al mismo tiempo:

senh z = z +
z3

3!
+

z5

5!
+ · · · z2n+1

(2n + 1)!
+ · · · (1)

= z
(

1 +
z2

π2

)(
1 +

z2

22π2

)(
1 +

z2

32π2

)
· · · (2)

La fórmula (1), como se sabe, es la serie de Maclaurin del seno hiper-
bólico y la fórmula (2), donde escribe el seno hiperbólico4 como un 4 El seno hiperbólico es la función

senh x =
ex − e−x

2

la forma en la que Euler la desarrolla
en el campo de los números complejos
puede verse desde el párrafo anterior a
la ecuación (11), hasta el posterior a la
ecuación (15).

producto, no tenía precedentes y muestra la audacia de Euler para ex-
tender sin limitaciones lo que puede hacerse para polinomios finitos
con polinomios ¡que no terminan nunca! Seguidamente Euler factori-
za z en (1) y procede a cancelarla en (1) y (2), para después sustituir
z2 = π2x en la ecuación resultante y así llegar a

1 +
π2

3!
x +

π4

5!
x2 +

π6

7!
x3 + · · · = (1 + x)

(
1 +

1
22 x

)(
1 +

1
32 x

)(
1 +

1
42 x

)
· · · (3)

Al desarrollar el lado derecho de (3) se obtiene una serie de la forma

(1 + x)
(

1 +
1
22 x

)(
1 +

1
32 x

)(
1 +

1
42 x

)
· · · = 1 +

(
1 +

1
22 +

1
32 +

1
42 + · · ·

)
x + · · · . (4)

así concluye que al igualar el lado izquierdo de (3) con el lado derecho
de (4) se llega a

1 +
π2

3!
x + · · · = 1 +

(
1 +

1
22 +

1
32 +

1
42 + · · ·

)
x + · · · , (5)

por lo tanto, concluye Euler, los coeficientes de x en ambos lados de la
ecuación (5) anterior, deben ser iguales y así

π2

3!
= 1 +

1
22 +

1
32 +

1
42 + · · · . (6)

Así... simplemente.
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Validez de la argumentación anterior

La argumentación anterior es totalmente válida desde la perspecti-
va de la matemática actual, y tiene diferencias en los detalles con la
presentada por Euler. La ecuación (1), como ya se dijo, es la serie de
Maclaurin del seno hiperbólico la cual es verdadera ya que ésta fun-
ción es analítica en todo el plano complejo5 (Teorema 3, pag. 179). La 5 Lars V. Ahlfors. Complex analysis : an

introduction to the theory of analytic fun-
ctions of one complex variable. Dover Pu-
blications, Inc. New York, 1966

ecuación (2) es válida por un teorema de Weierstrass (Teoremas 6 y 7,
del capítulo 5, del libro de Ahlfors op. cit.), y un teorema bien estable-
cido de convergencia absoluta para productos infinitos. La ecuación
(3) se cumple trivialmente ya que números iguales a un tercero son
iguales entre sí. La ecuación (4) se cumple ya que el producto y la
serie infinita son absolutamente convergentes y, por lo tanto, es váli-
do expandir y agrupar términos semejantes para estas series infinitas,
como lo es para sumas y productos finitos. Finalmente igualar los co-
eficientes de la ecuación (5) es posible dada la independencia lineal de
los polinomios del conjunto {1, x, x2, x3, . . . } o si se prefiere, derive la
serie en (5) (lo cual es ciertamente permitido para las series involucra-
das) con respecto a x y ponga x = 0, de donde se obtiene la igualdad
(6). □

Por otra parte, Euler además de su audaz argumentación, realizó
la verificación numérica. En el capítulo VIII del Introductio in Analysin
Infinitorum op. cit., habla de π y escribe el desarrollo de 113 cifras exac-
tas (la cifra 114 está equivocada, debe ser 8 en lugar de 7, en realidad
Euler da 128 cifras de π), la cual calculó, según puede deducirse, de la
fórmula mostrada al final del mismo capítulo VIII (se muestra como la
presenta Euler):

π = 4


1

1·2 − 1
3·23 +

1
5·25 − 1

7·27 +
1

9·29 − · · ·

1
1·3 − 1

3·33 +
1

5·35 − 1
7·37 +

1
9·39 − · · ·



la cual obtuvo de la fórmula π/4 = arctan 1 = arctan(1/2)+ arctan(1/3)
(y de la fórmula arctan x = x − 1

3 x3 + 1
5 x5 − 1

7 x7 − · · · ), con la que, en
palabras del mismo Euler: “de este modo, la longitud de la semicir-
cunferencia π puede ser encontrada de una forma muy expedita”, el
lector puede probar por sí mismo, haciendo los cálculos a mano, cuán
expedito puede ser este cálculo para llegar a 113 dígitos exactos de pi,
pero no debe olvidar lo que se tardaría con el método de Arquímedes,
que se verá más adelante, que es con lo que se contaba antes de las
técnicas de Wallis.
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Validez de la argumentación original de Euler

Es importante mencionar que en la época de Euler no existían varios
de los teoremas que hemos mencionado o no existían en la forma como
los hemos utilizado, ya que, por ejemplo, Weierstrass nació mas de
cien años después que Euler. Por tal motivo, resulta muy ilustrativo
constatar cómo fue que el gran matemático obtuvo las ecuaciones (1) a
(5). Procederemos a reconstruir, paso a paso, las ideas de Euler lo más
cercano posible a como están expuestas en el capítulo X, en la página
113 y subsiguientes páginas de la obra citada de Euler.

En la ecuación (1) no aparece6 “senh” para denotar el seno hiper- 6 Actualmente se define sinh x
de f
= ex−e−x

2 ,
pero Euler no usa tal notación en el texto
original.bólico complejo, sino

ex − e−x

2
y Euler no usa series de Maclaurin di-

rectamente, sino un desarrollo binomial infinito que es cuestionable
desde el punto de vista contemporáneo:

ex =
(

1 +
x
i

)i Eu
= 1 + i

x
i
+

i(i − 1)
1 · 2

x2

i2
+ · · · = 1 + x +

x2

2!
+ · · · (7)

la cual sería válida , como pensaba Euler, ¡si ponemos i = ∞! Observe

que usamos el símbolo Eu
= para expresar que se trata de la notación en

el original de Euler7 y donde sucede que i = ∞, es decir, 7 Euler op. cit. pag. 92.

ex Eu
=
(

1 +
x
∞

)∞
.

Para ser más claros, Euler sabía que si n ∈ N, se tiene (es decir, si n es
finito, se puede usar el teorema del binomio de Newton)(

1 +
x
n

)n
= 1 +

n
1

x
n
+

n(n − 1)
1 · 2

( x
n

)2
+

n(n − 1)(n − 2)
1 · 2 · 3

( x
n

)3
+ · · ·+

( x
n

)n
. (8)

Partiendo de la ecuación finita (8) Euler pasa al infinito directamente
y escribe (

1 +
x
∞

)∞ Eu
= 1 + x +

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · xn

n!
+ · · · (9)

Observe que el procedimiento de Euler en (9) está lejos del procedi-
miento reconocido como válido en nuestros días. Si bien la expresión
ex = 1 + x + x2/2! + · · · es considerada correcta y se considera que
lı́mi→∞

(
1 + x

i
)i

= ex es válido, sin embargo, sustituir ∞ en una ecua-
ción, no es aceptable en tiempos modernos por muchas razones. A
pesar de todo, podemos entender la intuición detras del pensamiento
de Euler. Dado que todos los coeficientes de la forma a

im se consideran
iguales a cero8 para i muy grande y para a < i y m ≥ 1, aunque defi- 8 Por ejemplo el segundo coeficiente en

(8), n(n−1)
1·2 = n2

2n2 − 1
2n = 1

2 si n = ∞,
según pensaba Euler.

nitivamente Euler tomaba directamente i = ∞ (algo más que grande)
y por lo tanto, la suma se vuelve infinita, en su pensamiento y en el
pensamiento de sus ilustres contemporáneos y predecesores como lo
fueron Newton, Leibnitz y muchos otros.
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Siguiendo con la notación de Euler y por la ecuación (7) tenemos

ex − e−x =

(
1 + x +

x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·

)
−
(

1 − x +
x2

2!
− x3

3!
+ · · ·

)
= 2

(
x +

x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·

)
, (10)

de donde se llega a la ecuación (1).
Para obtener la ecuación (2), Euler muestra9 que los binomios como 9 Euler pag. 113 párrafo 151 op. cit.. Lo

que hace Euler es escribir an − zn =
(a − ω1z)(a − ω2z) · · · (a − ωnz) donde
ω1, . . . , ωn son las raíces enésimas de la
unidad. Los factores cuadráticos son el
producto de las raíces complejas por sus
conjugados.

an − zn pueden escribirse como productos de factores trinomiales de
la forma

a2 − 2az cos
(

2kπ

n

)
+ z2. (11)

Por ejemplo10,
10 Euler pag. 114 op. cit..

a6 − z6 = (a − z)
(

a2 − 2az cos
(

2
6

π

)
+ z2

)(
a2 − 2az cos

(
4
6

π

)
+ z2

)
(a + z)

Poniendo en (11) a = 1 +
x
i

, z = 1 − x
i

y n = i (piense primero i finito
por favor), se tiene

a2 − 2az cos
(

2kπ

n

)
+ z2 = 2 + 2

x2

i2
− 2

(
1 − x2

i2

)
cos

2kπ

i

= 2 + 2
x2

i2
− 2

(
1 − x2

i2

)(
1 − 2

(
kπ

i

)2
)

=
4x2

i2
+

4k2

i2
π2 − 4k2x2

i4
π2. (12)

Para llegar a la ecuación (12) se ha sustituido cos
2kπ

i
= 1 − 2

(
kπ

i

)2

mediante la fórmula de Maclaurin para el coseno y eliminando los té-
minos que contienen potencias de i mayores de dos ya que serían cero.
En la ecuación (12) se elimina el término dividido por i4 ya que para
i grande, tal término es próximo a cero (siguiendo a Euler: evanescente
termino cujus denominator est i4). Obtenemos así (de acuerdo con Euler),

factores de la forma 1 +
x2

k2π2 los cuales, piensa Euler, deben dividir a

ex − e−x. Ahora, suponiendo que

ex − e−x

2
=

(
x +

x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·

)
(13)

dado que (13) tiene divisores de la forma 1 +
x2

k2π2 (al desaparecer los

términos divididos por i4 en (12)), se debe tener

ex − e−x

2
Eu
= x

(
1 +

x2

π2

)(
1 +

x2

22π2

)(
1 +

x2

32π2

)
· · · (14)
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la última ecuación es precisamente (2). Sin embargo Euler no deja cla-
ros algunos pasos, por ejemplo: puesto que de (12)

4x2

i2
+

4k2

i2
π2 =

(
1 +

x2

k2π2

)
4k2π2

i2

¿no deberíamos poner todos los factores
4k2π2

i2
, k = 1, 2, . . . y escribir

realmente en lugar de (14),

ex − e−x

2
= x

(
1 +

x2

π2

)(
1 +

x2

22π2

)(
1 +

x2

32π2

)
· · ·
(

4 · 12π2

i2

)(
4 · 22π2

i2

)
· · · ? (15)

¿Acaso, además, no se debería tener en (15) cada factor
4k2π2

i2
= 0 , ya

que i = ∞? o acaso ¿supone Euler que
(

4 · 12π2

i2

)(
4 · 22π2

i2

)
· · · = ∞

∞
= 1?

¡Nada de esto discute el gran matemático en su texto! A pesar de todo,
Euler tenía la convicción de que el producto en la ecuación (13) era
válido, aunque su demostración, hasta aquí, sea defectuosa para los
estándares actuales. Enseguida daremos algunos elementos en favor
de esta afirmación.

La fórmula más bella del mundo

Entre los hallazgos de Euler con relación a las funciones exponen-
cial, seno y coseno una de las más espectaculares, además de las que
ya estudiamos, es la que se encuentra en Introductio in Analysin Infini-
torum, op. cit. (volumen I, páginas 98 a 104). Partiendo de la fórmula
de De Moivre,

(cos z +
√
−1 sen z)n = cos nz +

√
−1 sen nz,

Euler deduce que11: 11 La notación de Euler
√

− 1 para nues-
tra

√
−1, es la que se utiliza aquí. No

usamos i dado que Euler, como ya se
mencionó, usa i para el infinito actual,
esta convención la tomamos como una
precaución por si algún lector desea
aproximarse al texto original.

cos nz =
(cos z +

√
−1 sen z)n + (cos z −

√
−1 sen z)n

2

sen nz =
(cos z +

√
−1 sen z)n − (cos z −

√
−1 sen z)n

2
√
−1

o bien, poniendo z = v
n

cos v =
(cos v

n +
√
−1 sen v

n )
n + (cos v

n −
√
−1 sen v

n )
n

2

y, dado que para n suficientemente grande cos v
n = 1 y sen v

n = v
n ,

Euler afirma que

cos v =

(
1 +

√
−1 v

n
)n

+
(
1 −

√
−1 v

n
)n

2

=
ev

√
−1 + e−v

√
−1

2
,
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dado que, como debe recordar el lector, si sustituimos n por ∞, Euler

escribe
(

1 +
u
∞

)∞
= eu. Similarmente, Euler obtiene

sen v =
ev

√
−1 − e−v

√
−1

2
√
−1

,

multiplicando esta ecuación por
√
−1 y sumando el resultado con la

fórmula para el cos v, Euler llega a la famosa fórmula

ev
√
−1 = cos v +

√
−1 sen v (16)

Notable fórmula en si misma que relaciona las funciones seno y coseno
con la exponencial compleja. Además, al sustituir v = π se llega a la
fórmula que, si no es la más bella del mundo (como se dice en el fol-
clor matemático), definitivamente es una de las que mas información
contiene:

eπ
√
−1 = −1,

cerca de cinco mil años de matemáticas contenidas en la famosa fór-
mula (desde los antiguos babilonios hasta Euler), aunque cabe aclarar
que esta fórmula como tal, no aparece en ninguna parte de la obra de
Euler, pero se sigue directamente de (16), como hemos visto.

Crítica a la demostración de Euler

Resulta muy interesante que si x ∈ R, es decir, si x no tiene parte
imaginaria, entonces

senh x =
ex − e−x

2
= 0 ⇐⇒ x = 0.

Figura 1: La gráfica de la función y =
senh x muestra que para x ∈ R, la fun-
ción tiene solo un cero.

Con lo que el seno hiperbólico solo tiene un cero en R, exactamen-
te en x = 0. Entonces, solo se tendría como factor a x ¿cómo puede
factorizar Euler el seno hiperbólico como el producto (14)?¿de dónde
salen los demás factores? Pero el lector no debe alarmarse; si revisa
nuestra ecuación (1) podrá cerciorarse de que cautelosamente se ha
escrito senh z y que se ha mencionado que z ∈ C. Afortunadamente,
existe una relación asombrosa entre senh y la función seno en el plano
complejo que Euler conocía, claramente, como mostraremos. En la pá-
gina 120 de la obra citada de Euler en el párrafo 158, se lee12 “Si x 12 Si x fiat quantitas imaginaria, formulae

hae exponenclales in Sinum et Cosinum
cujuspiam Arcus realis abeunt.

se convierte a cantidad imaginaria, estas fórmulas exponenciales dan
el seno y coseno de cada arco real” y escribe las fórmulas siguientes
poniendo x = z

√
−1 (observe que escribimos como escribió Euler y no

ponemos i =
√
−1 dado que “i” significó más arriba ∞),
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ez
√
−1 − e−z

√
−1

2
√
−1

= sen z (17)

= z − z3

1 · 2 · 3
+

z5

1 · 2 · 3 · 4 · 5
+ · · · (18)

(19)

además

sen z = z
(

1 − z
π

) (
1 +

z
π

) (
1 +

z
2π

) (
1 − z

2π

) (
1 +

z
3π

) (
1 − z

3π

)
· · · . (20)

Esta notable sucesión de ecuaciones contiene una multitud de afirma-
ciones que vale la pena reiterar en nuestro idioma. La ecuación (17)
se calcula partiendo de la ecuación (7), es decir, la serie para sen z se
obtiene desarrollando ez

√
−1 y e−z

√
−1; posteriormente, se suman las

series respectivas y se divide la suma que resulta por 2
√
−1 . Por cier-

to, la serie para seno es la dada en (18) y ya conocida en los círculos
matemáticos. Dado que, además, se conocen los ceros reales de la fun-
ción seno: sen z = 0, si z = ±π,±2π,±3π, . . . , entonces se puede
escribir, siguiendo a Euler, el producto infinito (20), aunque Euler no
lo justifica. ¡Vaya la audacia de Euler expuesta en estas tres líneas! Con
estas ecuaciones es fácil obtener (1), simplemente ponga z = x/

√
−1

en (18):

sen
x√
−1

=
x√
−1

−

(
x√
−1

)3

1 · 2 · 3
+

(
x√
−1

)5

1 · 2 · 3 · 4 · 5
+ · · ·

=
1√
−1

(
x +

x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·

)
(21)

=
1√
−1

senh x, (22)

note que (21) se obtiene porque −1 = (
√
−1)2 y tenemos por lo tanto

senh x =
√
−1 sen

x√
−1

. (23)

La expresión para el producto se obtiene sustituyendo z = x/
√
−1 en

(20), nuevamente, y poniendo(
1 − z

kπ
√
−1

)(
1 +

z
kπ

√
−1

)
=

(
1 +

z2

k2π2

)
, k = 1, 2, 3, . . .

y así, partiendo de (17)

ex − e−x

2
= x

(
1 +

x2

π2

)(
1 +

x2

22π2

)(
1 +

x2

32π2

)
· · · (24)

como afirmaba Euler en (14), pero con una argumentación diferente.
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La mayor crítica, desde mi punto de vista, que se puede hacer al
procedimiento de Euler para obtener la ecuación (14) es el uso indis-
criminado del infinito cuando a veces se cancela y a veces no, agravado
con el uso de reglas para sumas y productos infinitos que se cumplen
para los casos finitos, sin detenerse a examinar si realmente tales reglas
se cumplen o no. Es bien conocido que el procedimiento de sustituir
el infinito directamente se puede reemplazar por medio del cálculo
de límites como se establecieron en el siglo XIX y tal argumentación
puede verse en el artículo de Eberlein13. Citando a Eberlein14 “Euler 13 W. F. Eberlein. On Euler’s Infinite Pro-

duct for the Sine. Journal of Mathema-
tical Analysis and Applications 58, 147-
151 (1977)
14 Euler and his 18th century contempo-
raries never arrived at the 19th century
notion of limit. Instead of writing sin x =
lı́mn→∞ Pn(x), Euler set sin x = P∞(x)
and factored in a formal manner closer
to 20th century nonstandard analysis à la
Luxemburg than to 19th century analy-
sis.

y sus contemporaneos del siglo XVIII nunca llegaron a la noción de lí-
mite del siglo XIX. En lugar de escribir sen x = lı́mn→∞ Pn(x) (es decir
Pn(x) como producto finito de polinomios), Euler pone sen x = P∞(x)
y factoriza de manera formal más cercana al Análisis no estándar à la
Luxemburg que al análisis del siglo XIX.”

Dada la cita anterior, es oportuno decir algunas palabras sobre el
análisis no estándar. En el artículo de Luxemburg15 en la página 62,

15 W. A. Luxemburg. What is Nonstan-
dard Analysis? The American Mathema-
tical Monthly, Jun.-Jul., 1973, vol 80, No.
6, Part 2. Papers on the Foundations of
Mathematics (Jun.-Jul.), 1973, pp.38-67

trata exactamente el problema de la factorización de Euler de la fun-
ción seno que hemos estudiado. Al parecer en el análisis no estándar
es válida la sustitución i = ∞ que hace Euler (vea la página 67, pero
con la diferencia de que aquí usamos nuestra notación), pero en un
Campo que no es el de los números reales, sino una extensión de éste.
Como en toda extensión del campo de los números reales, algo se gana
y algo se pierde. Lo que se pierde en la extensión de Luxemburg es la
propiedad arquimediana16. Desde mi punto de vista el Análisis no es- 16 Propiedad arquimediana: Para todo

a ∈ R tal que 0 < a existen n, m ∈ N

tales que 1/n < a < m.
tándar es interesante como un desarrollo más de la matemática a partir
de las ideas del siglo XVIII, pero al día de hoy, a mi parecer, ha perdido
ímpetu. El lector debe saber que el único campo ordenado completo es
R, salvo isomorfismos, y que en este conjunto no existen las cantidades
infinitamente pequeñas ni las infinitamente grandes, dada la propie-
dad arquimediana, es decir, no existen los infinitesimales y el infinito no
es un número y por lo tanto las sustituciones y operaciones de Euler no son
válidas en R. A pesar de todo, sin los infinitesimales es impensable el
surgimiento y desarrollo del Cálculo diferencial e integral en el siglo
de las luces.

Resumiendo, Euler llegó a resultados correctos con varias ideas que
no se podían justificar plenamente en su época. En su mente las ideas
fluían torrencialmente, como muestra veamos otros resultados de Eu-
ler en el mismo capítulo X del Análisis del infinito (op. cit.), traduzco
(sic):

“Si fuera

1 + Az + Bz2 + Cz3 + Dz4 + etc. = (1 + αz)(1 + βz)(1 + γz)(1 + δz) etc.

aquí los factores, ya sea en número finito o, ya sea en número infinito,
si son multiplicados deben producir la expresión 1+ Az+ Bz2 +Cz3 +
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Dz4 + etc. Entonces el coeficiente A es igual a la suma de todas las
cantidades α + β + γ + δ + ϵ + etc.. También B será igual a la suma de
los productos binarios B = αβ+ αγ+ αδ+ βγ+ βδ+γδ+ etc.. Además
también será C = αβγ + αβδ + βγδ + αγδ + etc.. De esta forma será
D = suma de productos de cuatro, E = suma de productos de cinco,
etc., lo cual consta del álgebra común.”

Aquí una advertencia al lector moderno: no se sigue que las opera-
ciones se cumplan en todos los casos infinitos, sino solo en algunos.
A Euler le interesan particularmente los casos donde los sumandos
son potencias de α, β, . . . , por ejemplo α2 + β2 + . . . y descubre que
siempre es posible obtenerlos ya que por ejemplo:

α1 + β1 + γ1 + . . . = A

α2 + β2 + γ2 + . . . = A2 − 2B

α3 + β3 + γ3 + . . . = A(A2 − 2B)− BA + 3C

α4 + β4 + γ4 + . . . = A(A(A2 − 2B)− BA + 3C)− B(A2 − 2B) + CA − 4D
...

...
...

Regresando a nuestro seno hiperbólico Euler obtiene al aplicar los re-
sultados anteriores, además del resultado que ya conocemos y que
aparece en el título del presente capítulo,

π2

6
=

20

3!
1
1

π2 = 1 +
1
22 +

1
32 +

1
42 +

1
52 +

1
62 + · · ·

π4

90
=

22

5!
1
3

π4 = 1 +
1
24 +

1
34 +

1
44 +

1
54 +

1
64 + · · ·

π6

945
=

24

7!
1
3

π6 = 1 +
1
26 +

1
36 +

1
46 +

1
56 +

1
66 + · · ·

π8

9450
=

26

9!
3
5

π8 = 1 +
1
28 +

1
38 +

1
48 +

1
58 +

1
68 + · · ·

π10

93555
=

28

11!
5
3

π10 = 1 +
1

210 +
1

310 +
1

410 +
1

510 +
1

610 + · · ·

...
...

...
1315862 π24

11094481976030578125
=

224

27!
76977927

1
π24 = 1 +

1
226 +

1
326 +

1
426 +

1
526 +

1
626 + · · ·

Por supuesto, Euler no se detiene aquí sino que continua con el coseno
hiperbólico (página 132 op. cit.),

cosh z =
ez + e−z

2
= 1 +

z2

2!
+

z4

4!
+

z6

6!
+ · · · =

(
1 +

4z2

32π2

)(
1 +

4z2

52π2

)(
1 +

4z2

72π2

)
· · · (25)

Notas sobre la bibliografía referente a la obra de Euler

En ciertos artículos, como el de Ayoub17, hay imprecisiones por 17 Raymond Ayoub. Euler and the Ze-
ta Function. The American Mathemati-
cal Monthly , Dec., 1974, Vol. 81, No. 10

(Dec., 1974), pp. 1067-1086
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ejemplo en la página 1076, lo que hace Euler en De summis serierum
reciprocarum18 pág.125 a 126, no es escribir lo que hace el articulista,

18 Leonhard Paul Euler. De summis serie-
rum reciprocarum. (1740). Euler Archive -
All Works. 41., c

sino

y = s − s3

1 · 2 · 3
+

s5

1 · 2 · 3 · 4 · 5
+ · · ·

1 =
s
y
− s3

y · 1 · 2 · 3
+

s5

y · 1 · 2 · 3 · 4 · 5
+ · · ·

0 = 1 −
(

s
y
− s3

y · 1 · 2 · 3
+

s5

y · 1 · 2 · 3 · 4 · 5
+ · · ·

)
0 =

(
1 − s

A

) (
1 − s

B

)
· · ·

de aquí concluye que

1
y
=

1
A

+
1
B
+

1
C
+ . . .

y además, concluye que la suma de los coeficientes de s2 deben ser
cero. De esta forma lo que escribe Euler es claro, comparado con lo
que hace Ayoub.
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A continuación se presenta la traducción al español de parte del ca-
pítulo del libro de texto de Euler, estudiado en las secciones anteriores.
Se mantiene la numeración del texto original de los párrafos que para
esta capítulo comienza con 165.

Traducción del latín del texto original de Euler19: 19 Leonhard Paul Euler. Introductio in
Analysin Infinitorum. Vol 1. Euler Archive
- All Works. 101., aCapítulo X

Del uso de los factores ya calculados para definir la suma de una
serie infinita

165 . Si se cumple que

1+ Az + Bz2 + Cz3 + Dz4 + · · · = (1+ αz)(1+ βz)(1+ γz)(1+ δz) · · ·

indistintamente que los factores sean finitos o infinitos, si al ser mul-
tiplicados producen la expresión 1 + Az + Bz2 + Cz3 + Dz4 + · · · , en-
tonces de igual manera el coeficiente A debe ser la suma de todas las
cantidades α + β + γ + δ + · · · . Similarmente, el coeficiente B será la
suma de productos de dos cantidades, así

B = αβ + αγ + αδ + βγ + βδ + γδ + · · ·

Similarmente, C será la suma de productos de tres cantidades, por lo
que será

C = αβγ + αβδ + αγδ + βγδ + · · ·

Entonces así continuará, D como la suma de productos de cuatro, E
la suma de productos de cinco, etcétera, lo cual consta a partir del
Álgebra común20. 20 El lector debe recordar que la conver-

gencia de las series no es un asunto tri-
vial, como ya se mencionó, esta frase
de Euler debe leerse agregando siem-
pre: para aquellas series y productos que
convergen. Euler tiene en mente solo
aquellas series para las cuales se cumple
la igualdad sin restricciones de ninguna
especie, lo cual no es tan común como
pareciera afirmar el texto.

166. Dada la suma α+ β+ γ+ δ+ · · · , de la suma de productos de dos
cantidades puede obtenerse la suma de cuadrados α2 + β2 + γ2 + δ2 +

· · · , la cual obviamente21 es igual al cuadrado de una suma quitando

21 “Obviamente”, se recalca nuevamente,
que se cumple solamente bajo condicio-
nes de convegencia de las series.

los dobles productos. De similar manera pueden definirse la suma de
cubos, bicuadrados y otras potencias. Así, si ponemos

P = α2 + β2 + γ2 + δ2 + · · ·
Q = α2 + β2 + γ2 + δ2 + · · ·
R = α3 + β3 + γ3 + δ3 + · · ·
S = α4 + β4 + γ4 + δ4 + · · ·
T = α5 + β5 + γ5 + δ5 + · · ·
V = α6 + β6 + γ6 + δ6 + · · ·

...
...

conociendo A, B, C, D, . . . , los valores de P, Q, RS, T, V, . . . pueden ser
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determinados:

P = A,

Q = AP − 2B,

R = AQ − BP + 3C,

S = AR − BQ + CP − 4D,

T = AS − BR + CQ − DP + 5E,

V = AT − BS + CR − DQ + EP − 6F,
...

...

la veracidad de tales fórmulas se reconoce mediante un examen insti-
tuido, pero también pueden ser demostradas con sumo rigor mediante
el Cálculo diferencial22 22 Así escribe Euler “Calculo differentia-

li” con C mayúscula “Calculo”y escribe
“diferentiali”, no con D mayúscula, por
lo cual se respeta la ortografía del origi-
nal.

167. Como se encontró antes (párrafo 156)

ex − e−x

2
= x

(
1 +

x2

1 · 2 · 3
+

x4

1 · 2 · 3 · 4 · 5
+

x6

1 · 2 · · · 7
+ · · ·

)
= x

(
1 +

x2

π2

)(
1 +

x2

4π2

)(
1 +

x2

9π2

)(
1 +

x2

16π2

)(
1 +

x2

25π2

)
· · ·

se tendrá

1 +
x2

1 · 2 · 3
+

x4

1 · 2 · 3 · 4 · 5
+

x6

1 · 2 · · · 7
+ · · · =

(
1 +

x2

π2

)(
1 +

x2

4π2

)(
1 +

x2

9π2

)(
1 +

x2

16π2

)(
1 +

x2

25π2

)
· · ·

Póngase x2 = π2z (por razones tipográficas y de estilo, solía escribir-
se xx = ππz y no x2 = π2z, no se respeta está convención por ser
irrelevante para la comprensión del texto) y se tendrá

1 +
π2

1 · 2 · 3
z +

π4

1 · 2 · 3 · 4 · 5
z2 +

π6

1 · 2 · · · 7
z3 + · · · = (1 + z)

(
1 +

1
4

z
)(

1 +
1
9

z
)(

1 +
1

16
z
)(

1 +
1

25

)
z · · ·

Entonces aplicando la regla establecida anteriormente en este caso se
tendrá

A =
π2

6
, B =

π4

120
, C =

π6

5040
, D =

π8

362880
, . . .

En consecuencia, si se supone que

P = 1 +
1
4
+

1
9
+

1
16

+
1

25
+

1
36

+ · · · ,

Q = 1 +
1
42 +

1
92 +

1
162 +

1
252 +

1
362 + · · · ,

R = 1 +
1
43 +

1
93 +

1
163 +

1
253 +

1
363 + · · · ,

S = 1 +
1
44 +

1
94 +

1
164 +

1
254 +

1
364 + · · · ,

T = 1 +
1
45 +

1
95 +

1
165 +

1
255 +

1
365 + · · · ,

...
...
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y dados que los valores de A, B, C, D, . . . están determinados, se obtie-
ne:

P =
π2

6
,

Q =
π4

90
,

R =
π6

945
,

S =
π8

9450
,

T =
π10

9355
,

...
...

168. Es evidente entonces que toda serie infinita de la forma general

1 +
1
2n +

1
3n +

1
4n + · · ·

puede ser descrita en términos de la semiperiferia del círculo π, siem-
pre y cuando n sea par; entonces se tendrá que la suma de la serie
tiene a πn como razón racional23. Sin embargo para que sea visto más 23 Se entiende que π sea “rationem ratio-

nalem”, i. e., razón racional, observando
los cocientes del lado derecho mostrados
en las siguientes ecuaciones.

claramente el valor de tales sumas, añado varias series de una manera
más cómoda.

1 +
1
22 +

1
32 +

1
42 +

1
52 +

1
62 + · · · =

20

1 · 2 · 3
· 1

1
π2,

1 +
1
24 +

1
34 +

1
44 +

1
54 +

1
64 + · · · =

22

1 · 2 · 3 · 4 · 5
· 1

3
π4,

1 +
1
26 +

1
36 +

1
46 +

1
56 +

1
66 + · · · =

24

1 · 2 · 3 · · · 7
· 1

3
π6,

1 +
1
28 +

1
38 +

1
48 +

1
58 +

1
68 + · · · =

26

1 · 2 · 3 · · · 9
· 3

5
π8,

1 +
1

210 +
1

310 +
1

410 +
1

510 +
1

610 + · · · =
210

1 · 2 · 3 · · · 11
· 5

3
π10,

1 +
1

212 +
1

312 +
1

412 +
1

512 +
1

612 + · · · =
212

1 · 2 · 3 · · · 13
· 691

105
π12,

1 +
1

214 +
1

314 +
1

414 +
1

514 +
1

614 + · · · =
214

1 · 2 · 3 · · · 15
· 35

1
π14,

1 +
1

216 +
1

316 +
1

416 +
1

516 +
1

616 + · · · =
216

1 · 2 · 3 · · · 17
· 3617

15
π16,

1 +
1

218 +
1

318 +
1

418 +
1

518 +
1

618 + · · · =
218

1 · 2 · 3 · · · 19
· 43861

21
π18,

1 +
1

220 +
1

320 +
1

420 +
1

520 +
1

620 + · · · =
220

1 · 2 · 3 · · · 21
· 1222277

55
π20,

1 +
1

222 +
1

322 +
1

422 +
1

522 +
1

622 + · · · =
222

1 · 2 · 3 · · · 23
· 1181820455

273
π22.
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Conclusión

A lo largo de la historia de las matemáticas son innumerables las
citas de prominentes autores, por ejemplo Gauss, que mencionan a los
textos de Euler como fuente imprescindible para acercarse a las ma-
temáticas, principalmente para los estudiantes; en particular, se cita el
libro de análisis, de cuyo capítulo X se ha traducido aquí una peque-
ña parte. El capítulo X contiene además los párrafos 169 a 183, donde
el lector interesado podrá encontrar caudales de fórmulas fascinantes.
Versiones en inglés del libro pueden encontrarse sin mayor dificultad
en internet; desconozco si existen traducciones al español, además de
mi humilde versión.
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Portada del original de Euler op. cit.. Créditos de la digitalización: University of the Pacific Scholarly Commons
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works
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Wallis decifra a π

A quien desee aproximarse a la historia de las matemáticas sin pro-
fundizar demasiado, quizá le bastará considerar a Newton y Leibniz
solamente como los inventores del Cálculo Diferencial e Integral. Pero
tal simplificación resulta totalmente inútil para entender el entramado
de ideas fundamentales. La obra de Wallis y Barrow, sin cuyas publi-
caciones no podrían haberse dado grandes descubrimientos, es indis-
pensable para la comprensión del desarrollo del cálculo. Además, por
ejemplo, las ideas de Wallis, para calcular áreas tienen gran influencia
de la obra de Cavalieri y muchos otros antecesores, por lo que intentar
rastrear la historia de las ideas en matemáticas resulta extremadamen-
te complejo.

En cuanto al papel jugado por Wallis, se observa en el libro Arith-
metica Infinitorum24, publicado cincuenta años antes del nacimiento de 24 Johan Wallis. Arithmetica Infinitorum si-

ve Nova Methodus Inquirendi in Curvilineo-
rum Quadraturam, aliaq; difficiliora Mathe-
seos Problemata, (1656)

Euler, que no solo aparece una expresión equivalente a la famosa fór-
mula

2
π

de f
= □ =

1 · 3 · 3 · 5 · 5 · 7 · · ·
2 · 2 · 4 · 4 · 6 · 6 · · · , (26)

(Proposición 191, página 179, op. cit., donde el lector encontrará el fa-
moso “□” que puede verse en la ecuación (26)), sino que se revela todo
un método para integrar funciones f (x) = xn, lo cual contribuyó no-
tablemente al desarrollo del cálculo integral. Es decir, Wallis calculaba
integrales aún antes de que fueran inventadas como tales.

Técnica de Wallis para integrar

Wallis observa en la Proposición I (op. cit. página 1) que la razón de
la serie 0 + 1 + 2 + 3 + · · ·+ n con la serie n + n + · · ·+ n de n + 1 su-
mandos da 1/2 independientemente de n y concluye, en la Proposición
III, que el área de cualquier triángulo de base y altura dados dividida
por el área del paralelogramo de altura y base iguales respectivamente
a las del triángulo está dada por 1/2, es decir, dado que

0 + 1 + 2 + 3 + · · ·+ n
n + n + · · ·+ n

=
0 + 1 + 2 + · · ·+ n

n(n + 1)
=

1
2

, (27)
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tal razón se cumplirá para cualesquiera triángulos y paralelogramos
con bases iguales y alturas iguales. El cociente de la ecuación (27) no
debe resultar sorpresivo para el lector ya que 0 + 1 + 2 + · · · + n =

n(n + 1)/2 (como se mencionó en el capítulo Euler calcula ...), es decir

0 + 1 + 2 + 3 + · · ·+ n
n + n + · · ·+ n

=
0 + 1 + 2 + · · ·+ n

n(n + 1)
=

n(n+1)
2

n(n + 1)
=

1
2

.

Lo novedoso para la época de Wallis es que afirma que puede calcular
el área de cualquier triángulo con tales razones aritméticas. Así Wa-
llis lleva el problema geométrico del cálculo de áreas a un problema
puramente aritmético. Lo más relevante para los contemporáneos de
Wallis es que tal método de cálculo de razones lo puede extender al
cálculo de áreas de parábolas, hipérbolas, áreas de curvas f (x) = xn y
otras figuras geométricas, pero además, puede calcular el volumen de
ciertos sólidos a partir estos resultados.

Si bien, para un triángulo, la fórmula (27) puede parecer trivial, para
el cálculo del área bajo la parábola y = x2 ya no lo es tanto. Veamos,
Wallis nota que (Proposición XIX, página 15 op. cit.),

0 + 1 = 1
1 + 1 = 2

=
1
3
+

1
6

0 + 1 + 4 = 5
4 + 4 + 4 = 12

=
1
3
+

1
12

0 + 1 + 4 + 9 = 14
9 + 9 + 9 + 9 = 36

=
1
3
+

1
18

...

y en general, se observa, al evaluar la razón aritmética, que

Figura 2: Wallis construye las series 0 +
12 + 22 + 32 + · · · + n2 y las inscribe en
un rectángulo de altura n2 y base n + 1.
El cociente de las áreas es aproximada-
mente un tercio.

0 + 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n2(n + 1)
≈ 1

3
, (28)
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es decir, la razón de la serie 0 + 1 + 22 + 32 + · · ·+ n2, lo cual da un
área con tendencia a parecerse al área bajo una parábola, dividida por
el área del rectángulo de altura n2 y base n + 1, se aproxima cada vez
más a un tercio.

Demos un salto al futuro (en el futuro con respecto a la época en la
que vivió Wallis), para recordar que Euler encontraría que

1 + 4 + 9 + · · ·+ n2 =
n3

3
+

n2

2
+

n
6
=

n(n + 1)(2n + 1)
6

,

por lo que se tiene al sustituir en el lado izquierdo de la expresión
anterior en (28),

0 + 1 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n2(n + 1)
=

n(n+1)(2n+1)
6

n2(n + 1)

=
2n + 1

6n
=

1
3
+

1
6n

. (29)

¡De donde puede inferirse que el área de una semiparábola inscrita en
un rectángulo25 dividida por el área del rectángulo es 1/3! 25 El lector no debe dejar de ver que∫ 1

0 x2 dx = 1/3.

Reinterpretación contemporánea de la técnica de Wallis

Si reescribimos la fórmula del lado izquierdo de (29) de la forma

0 + 1 + 22 + 33 + · · ·+ n2

n2(n + 1)
=

12

n2(n + 1)
+

22

n2(n + 1)
+ · · ·+ n2

n2(n + 1)

=

(
1
n

)2 1
n + 1

+

(
2
n

)2 1
n + 1

+ · · ·+
(n

n

)2 1
n + 1

=
n

∑
i=0

(
i
n

)2 1
n + 1

, (30)

podemos ver las coincidencias de la suma (30) con la suma de Riemann
de la función f (x) = x2 en el intervalo [0, 1], donde se toma{

x0 = 0, x1 =
1
n

, x2 =
2
n

, . . . , xn =
n
n

}
, (31)

como partición de tal intervalo y obtendríamos así, tomando límites,

∫ 1

0
f (x)dx = lı́m

n→∞

n

∑
i=0

f
(

i
n

)
∆x = lı́m

n→∞

n

∑
i=0

(
i
n

)2 1
n

. (32)

Por lo que

∫ 1

0
f (x)dx =

∫ 1

0
x2dx = lı́m

n→∞

n

∑
i=0

(
i
n

)2 1
n
= lı́m

n→∞

(
1
3
+

1
6n

)
=

1
3

,

lo que es coherente con la notación y la técnica que se utiliza hoy en
día y coincide con el resultado final de Wallis.
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Figura 3: En la figura a) se observa que
la partición de Wallis para una recta da
exactamente el valor del área bajo la rec-
ta, es decir, 1/2 debido claro a que las
áreas de los triángulos sobre la recta se
ajustan exactamente a los triángulos que
faltan bajo la misma. En la figura b) se
obtienen la aproximación del área bajo
la parábola con la misma partición que
en la figura a). En ambas figuras se to-
ma la partición de Wallis con n = 4 para
0 ≤ x ≤ 1.

Wallis realiza sus cálculos sin conocer aparentemente la fórmula
general para las series finitas de potencias (aquí el lector puede ver la
fórmula general (49) que obtuvo Euler casi cien años después26), sino 26 Sin embargo Wallis conoce las fórmu-

las

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n2 + n

2
,

1 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n3 + 3n2 + 2n

6

1 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
n4 + 6n3 + 11n2 + 6n

24
,

las cuales pueden verse, por ejemplo en
la tabla de la página 162, Proposición 184

y cuya fórmula se estudia en el capítulo
siguiente.

que hace cálculos manualmente. Por ejemplo, para los cubos (Proposi-
ción 39, página 31 op. cit.), es decir, para f (x) = x3 hace cálculos para
las particiones (31) con n = 1, 2, . . . , 6. La última razón que escribe en
sus cálculos es (sic)

0 + 1 + 8 + 27 + 64 + 125 + 216 = 441
216 + 216 + 216 + 216 + 216 + 216 + 216 = 1512

=
7
24

=
1
4
+

1
24

.

Dado que en todos sus cálculos aparece 1/4 más una cantidad que
se hace pequeña cuando n crece, Wallis concluye que el área bajo la
gráfica de f (x) = x3, para 0 ≤ x ≤ 1 es 1/4. Wallis incluye entonces
una lista en la proposición 44 (página 35 op. cit.) donde obtiene el
área bajo la curva para f (x) = xm dividida por el área del rectángulo
que inscribe a la curva, con m = 1 hasta m = 6. Equivalentemente,
si denotamos con A(xm) el área bajo la gráfica de f (x) = xm en el
intervalo 0 ≤ x ≤ 1, podemos ver, siguiendo la conjetura de Wallis
que

A(xm) =
1

m + 1
, para m = 1, 2, . . . , 6 (33)

y conjetura que esto es válido para toda m ∈ N, como en efecto lo
es27. Pero no olvidemos que lo que interesa a Wallis es realmente el 27 Dicho esto con notación moderna, Wa-

llis conjetura que,∫ 1

0
xm dx =

1
m + 1

es válida para toda m, Proposición 43,
página 33, op. cit.

área sobre la curva, dentro del rectángulo; pero al haber calculado el
complemento (el área bajo la curva), el área que desea queda determi-
nada. Por ejemplo, el área (sobre la curva) de la semiparábola inscrita
en el rectángulo es 2/3, pues el área bajo la curva es 1/3, dado que
el área total es 3/3. Este razonamiento abre la puerta para el cálcu-
lo de áreas para funciones con exponentes fraccionarios28 puesto que, 28 De hecho Wallis inventa los exponen-

tes fraccionarios para las raíces.por ejemplo, para f (x) =
√

x, se tiene que el área bajo la curva de
y =

√
x inscrita en el cuadrado de lado 1, es 2/3, ya que por simetría

corresponde a la misma área sobre la gráfica de y = x2. Por lo que si
escribimos f (x) =

√
x = x1/2, se tiene también
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A
(

x
1
2

)
=

1
1
2 + 1

=
2
3

,

por lo que se sigue cumpliendo la regla (33), también para n = 1/2.
Sin embargo, al parecer el argumento de Wallis es de naturaleza total-
mente aritmética más que geométrica.

Figura 4: El área bajo la gráfica de y =√
x para 0 ≤ x ≤ 1 es A(1/2) = 2/3.

Wallis toma la media aritmética entre 1 y 2, es decir (1 + 2)/2 =

1 + 1/2, y concluye que es el número que le corresponde a A(x1/2) =
1

1+2
2

= 2
3 , es decir, el recíproco de la media aritmética entre 1 y 2, de

acuerdo con Nunn29, página 352.

29 Percy T. Nunn. The Arithmetic of in-
finities. A School Introduction to the Inte-
gral Calculus. The Mathematical Gazette,
Dec., 1910, Vol. 5, No. 89 (Dec., 1910), pp.
345-356, a

Ahora bien, razonando de manera inductiva30, a partir de conside-

30 Wallis llama inducción, apropiadamen-
te, a las generalizaciones que obtiene de
casos particulares.

raciones meramente aritméticas, Wallis afirma que la ecuación (33) es
válida también para n = p/q con p, q ∈ N, es decir,

A
(

p
q

)
=

1
p
q + 1

, para p, q ∈ N. (34)

lo cual será suficiente para calcular π. Aunque las conjeturas de Wallis
van más allá de los cálculos que hemos realizado, no nos extenderemos
sobre este tema31. 31 Según Nunn (op. cit., página 355), Wa-

llis especula sobre potencias negativas,
pero al obtener cantidades negativas da
una interpretación errónea.

Se requiere una aclaración final antes de pasar al cálculo de π, to-
das las fórmulas para las sumas de las series se cumplen si incluyen
rectángulos de longitud a, ya que, por ejemplo,

0a2 + 1a2 + 22a2 + 32a2 + · · ·+ n2a2

a2n2(n + 1)
=

a2(0 + 1 + 22 + 32 + · · ·+ n2)

a2n2(n + 1)

=
n(n+1)(2n+1)

6
n2(n + 1)

=
2n + 1

6n
=

1
3
+

1
6n

, (35)

dado que la a2 en el numerador y en el denominador se cancelan mu-
tuamente, lo cual evita el uso de infinitesimales asignados al valor a,
aunque Wallis los menciona32 y quizá son el origen de todo lo que 32 Recordamos que los infinitesimales

son cantidades infinitamente pequeñas
las cuales no existen en la axiomática es-
tándar de los números reales. Wallis los
menciona en la página 92 del Arithmetica
Infinitorum, op, cit. como R/∞ = a y los
nombra pars infinite parva, esto es “parte
infinitamente pequeña”.

se hizo respecto a estas cantidades en las obras de Newton, Leibniz,
Euler, hasta nuestro siglo en el análisis no estándar.

Cuadratura del círculo

Para calcular el área de la circunferencia, x2 + y2 = 1, basta calcular,
por simetría, el área bajo la curva y =

√
1 − x2 = (1 − x2)1/2, para

0 ≤ x ≤ 1. Dado que Wallis no cuenta con una serie para evaluar-
la33 utiliza un método de interpolación desarrollado por él mismo que 33 Newton la descubriría años después

inspirado en la obra de Wallis.intentaremos describir enseguida.
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Con la fórmula (34) Wallis se da cuenta que puede evaluar las series
para las funciones de la forma (1− x1/q)p. Por ejemplo, para la función
(1 − x2)2 = 1 − 2x2 + x4, el cálculo de A((1 − x2)2) está dado por

A((1 − x2)2) = A(1 − 2x2 + x4)

= A(1)− 2A(x2) + A(x4)

= 1 − 2
1
3
+

1
5

=
8
15

,

Aunque, obviamente, Wallis hace el cálculo evaluando las series para
cada uno de los sumandos que se obtienen al desarrollar el binomio.
El cálculo directo de algunas de las series para la circunferencia de
radio arbitrario R, dada por x2 + y2 = R2 pueden verse en la segun-
da parte del artículo de Nunn34. Para el lector que identifica A con la 34 Percy T. Nunn. The Arithmetic of in-

finities. A School Introduction to the Inte-
gral Calculus. The Mathematical Gazette,
Jan., 1911, Vol. 94, No. 531 (Nov., 2010),
pp. 430-437, b

integral, las relaciones anteriores son consecuencia de las propiedades
más básicas, pero recuerde que la integral no se había inventado toda-
vía. El método de Wallis consiste en elaborar una tabla donde aparecen
los recíprocos de A((1 − x1/q)p). El uso de recíprocos está motivado
porque de esta forma los números son más fácilmente reconocibles.
De acuerdo con lo expuesto por Osler35 (el lector curioso encontrará 35 Thomas J. Osler. The tables of John Wa-

llis and the discovery of his product for π.
The Mathematical Gazette, Nov., 2010,
Vol. 5, No. 90 (Jan., 1911), pp. 377-386

una detallada descripción de las tablas de Wallis en el mencionado ar-
tículo), resulta que ciertos coeficientes binomiales corresponden a tales
recíprocos (para q ̸= 0 y p > q, enteros), es decir36, 36 Los coeficientes binomiales se definen

mediante la fórmula(
n
k

)
=

n!
(n − k)! k!

=
n · (n − 1) · · · (n − k + 1)

1 · 2 · · · k
.

1
A((1 − x1/q)p)

=

(
p + q

q

)
(36)

Veamos algunos ejemplos,
(

3 + 2
2

)
=

5!
3! 2!

= 10 y, por otra parte,

A((1 − x1/2)3) = A(1 − 3x1/2 + 3x2/2 − x3/2)

= 1 − 3
2
3
+ 3

1
2
− 2

5

=
1
10

.

El objetivo es evaluar por medio de interpolaciones A((1 − x2)1/2), es
decir, A((1 − x1/q)p), para p = q = 1/2, dado que para p = 1/2,
Wallis no cuenta con una forma directa de calcularlo. Como 4/π es
una cantidad desconocida, Wallis emplea una notación especial:

□
de f
=

4
π

=
1

A((1 − x2)1/2)
. (37)

La notación “□” es la originalmente utilizada por Wallis (op. cit. en la
tabla de la página 137, por ejemplo), y la forma en la que ha escri-
to A((1 − x1/q)p), determina que □ quede en la diagonal de la tabla
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infinita, arreglo que, visto como matriz infinita, resulta ser igual a su
propia transpuesta. Dicho de otra manera, si consideramos la matriz
con entradas

ai,j =

(
i + j

j

)
donde i = 1, 2, . . . corresponde al i-ésimo renglón y j = 1, 2, . . . co-
rresponde a la j-ésima columna resulta que ai,j = aj,i, lo cual es claro,
dado que

ai,j =

(
i + j

j

)
=

(i + j)!
(i + j − j)! j!

=
(j + i)!

j! i!
=

(
j + i

i

)
= aj,i. (38)

Se tiene entonces la matriz infinita dada por la tabla del cuadro 1

para p, q enteros. Observe que el renglón q = j es igual a la columna

p = 0 p = 1 p = 2 p = 3 · · ·

q = 0 1 1 1 1 · · ·

q = 1 1 2 3 4 · · ·

q = 2 1 3 6 10 · · ·

q = 3 1 4 10 20 · · ·

...
...

...
...

...
...

Cuadro 1: Matriz para va-
lores enteros p, q donde

ap,q =
1

A((1 − x1/q)p)
=

(
p
q

)
, re-

cordando que 0! = 1 por definición.
Corresponde en el original de Wallis (op.
cit.) a la Proposición 132, p. 105.

p = j, por la propiedad (38), propiedad que es fundamental en la
argumentación de Wallis. El siguiente paso consiste (vea el cuadro 2)
en insertar valores fraccionarios de p y q, en particular interesa el valor
p = q = 1/2, lo que corresponde a crear un nuevo renglón y columna
en la matriz que se muestra en el cuadro 2.

Ahora, procedamos paso a paso, Wallis no puede calcular el valor
de A cuando p = n/2, y q entero, pero puede calcular cuando p es
entero y q de la forma n/2, lo que ayudará, a conjeturar los valores
para la columna p = 1/2, a partir del renglón q = 1/2, suponiendo
que la simetría de la matriz se conserva para los casos fraccionarios.
En efecto, dado que

1

A((1 − x1/ 1
2 )1)

=
1

A((1 − x2)1)
=

1
1 − 1

3
=

3
2

1

A((1 − x1/ 1
2 )2)

=
1

A((1 − x2)2)
=

1
1 − 2

3 + 1
5
=

15
8

=
3 · 5
2 · 4

1

A((1 − x1/ 1
2 )3)

=
1

A((1 − x2)3)
=

1
1 − 3

3 + 3
5 − 1

7
=

35
16

=
3 · 5 · 7
2 · 4 · 6

...
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p = 0 p = 1/2 p = 1 p = 2 p = 3 · · ·

q = 0 1 1 1 1 · · ·

q = 1/2 □ · · ·

q = 1 1 2 3 4 · · ·

q = 2 1 3 6 10 · · ·

q = 3 1 4 10 20 · · ·

...
...

...
...

...
...

Cuadro 2: Se buscan valores fracciona-
rios de p, q. En particular se crea una
nueva columna y un nuevo renglón para
p = q = 1/2. Esta tabla corresponde a la
tabla de Wallis de la página 137, Proposi-
ción 165 (op. cit.). Recuerde que □ = 4/π
es el valor que se desea calcular.

que son los valores del renglón q = 1/2, Wallis concluye que también
los valores de la columna p = 1/2

1
A((1 − x1/1)1/2)

=
3
2

1
A((1 − x1/2)1/2)

=
3 · 5
2 · 4

1
A((1 − x1/3)1/2)

=
3 · 5 · 7
2 · 4 · 6

...

Ahora se puede completar la tabla 2, como se muestra en el cuadro 3,
siguiente

p = 0 p = 1/2 p = 1 p = 2 p = 3 · · ·

q = 0 1 1 1 1 1 · · ·

q = 1/2 1 □ 3
2

3·5
2·4

3·5·7
2·4·6 · · ·

q = 1 1 3
2 2 3 4 · · ·

q = 2 1 3·5
2·4 3 6 10 · · ·

q = 3 1 3·5·7
2·4·6 4 10 20 · · ·

...
...

...
...

...
...

Cuadro 3: Se completa la matriz del cua-
dro anterior, calculando los valores con
p = 1, 2, . . . y q = 1/2, con esta infor-
mación se completa la columna p = 1/2,
q = 1, 2, . . .
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Con esta técnica, ahora Wallis es capaz de intercalar todos los múl-
tiplos impares de 1/2, es decir, para q = 3/2, 5/2, 7/2, . . . y p entero,
para luego intercalarlos en las columnas de p = 3/2, 5/2, 7/2, . . . , res-
pectivamente. Por ejemplo

1

A((1 − x1/ 3
2 )1)

=
1

A((1 − x2/3)1)
=

1
1 − 1

1+ 2
3

=
5
2

1

A((1 − x1/ 3
2 )2)

=
1

A((1 − x2/3)2)
=

1
1 − 6

5 + 3
7
=

35
8

=
5 · 7
2 · 4

1

A((1 − x1/ 3
2 )3)

=
1

A((1 − x2/3)3)
=

1
1 − 9

5 + 9
7 − 3

9
=

105
16

=
5 · 7 · 9
2 · 4 · 6

...

Insertamos estos valores en una nueva matriz para obtener el arreglo
del cuadro 4. Con estos números, procediendo inductivamente, Wallis

p = 0 p = 1/2 p = 1 p = 3/2 p = 2 5/2 p = 3

q = 0 1 1 1 1 1 1 1

q = 1/2 1 □ 3
2 ¿□? 3·5

2·4 ¿□? 3·5·7
2·4·6

q = 1 1 3
2

4
2

5
2

6
2

7
2

8
2

q = 3/2 1 ¿□? 5
2 ¿□? 5·7

2·4 ¿□? 5·7·9
2·4·6

q = 2 1 3·5
2·4

6
2

5·7
2·4

6·8
2·4

7·9
2·4

6·8·10
2·4·6

q = 5/2 1 ¿□? 7
2 ¿□? 7·9

2·4 ¿□? 7·9·11
2·4·6

q = 3 1 3·5·7
2·4·6

8
2

5·7·9
2·4·6

6·8·10
2·4·6

7·9·11
2·4·6

8·10·12
2·4·6

...
...

...
...

...
...

...
...

Cuadro 4: En este arreglo se agregan
las columnas y renglones para p, q =
3/2, 5/2. Los enteros 2, 3, 4, . . . se han es-
crito en una manera que concuerden con
los subsiguientes números en la colum-
na y renglón correspondientes. El símbo-
lo “¿□?” se ha agregado para indicar que
Wallis logra ver que de alguna forma de-
be aparecer 4/π en los espacios donde se
muestra tal símbolo.

encuentra el patrón general. Una clave está en escribir los números en
el renglón q = 1 para p = 1/2, 3/2, 5/2, . . . , de tal forma que queden
productos de números impares en el denominador y también produc-
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tos de impares en el numerador, de la siguiente forma:

q = 1, p = 1/2 7→ 3
2
=

1
2
· 3

1

q = 1, p = 3/2 7→ 5
2
=

1
2
· 3 · 5

1 · 3

q = 1, p = 5/2 7→ 7
2
=

1
2
· 3 · 5 · 7

1 · 3 · 5
...

q = 1, p = (2m + 1)/2 7→ 2m + 3
2

=
1
2
· 3 · 5 · 7 . . . (2m + 3)

1 · 3 · 5 · · · (2m + 1)
.

Lo mismo puede hacerse con el renglón correspondiente a q = 2 y
también con los p múltiplos de 1/2,

q = 2, p = 1/2 7→ 3 · 5
2 · 4

=
3
8
· 5

1

q = 2, p = 3/2 7→ 5 · 7
2 · 4

=
3
8
· 5 · 7

1 · 3

q = 2, p = 5/2 7→ 7 · 9
2 · 4

=
3
8
· 5 · 7 · 9

1 · 3 · 5
...

q = 1, p = (2m + 1)/2 7→ (2m + 3)(2m + 5)
8

=
3
8
· 5 · 7 · 9 . . . (2m + 3)(2m + 5)

1 · 3 · 5 · · · (2m − 1)(2m + 1)
.

Un patrón puede verse entonces para q entero y p múltiplo de 1/2 en
general. La segunda clave será encontrar el patrón para q entero y p
entero, pero esto no es tan difícil de encontrar con la información que
se tiene:

q = 1, p = 1 7→ 4
2
= 1 · 4

2

q = 1, p = 2 7→ 6
2
= 1 · 4 · 6

2 · 4

q = 1, p = 3 7→ 8
2
= 1 · 4 · 6 · 8

2 · 4 · 6
...

q = 1, p = m 7→ 2m + 2
2

= 1 · 4 · 6 · 8 · · · (2m + 2)
2 · 4 · 6 · · · 2m

.

Similarmente para q = 2 y p = 1, 2, 3, . . .

q = 2, p = 1 7→ 6
2
= 1 · 6

2

q = 2, p = 2 7→ 6 · 8
2 · 4

= 1 · 6 · 8
2 · 4

q = 2, p = 3 7→ 6 · 8 · 10
2 · 4 · 6

= 1 · 6 · 8 · 10
2 · 4 · 6

...

q = 2, p = m 7→ 2m + 4
2

= 1 · 4 · 6 · 8 · · · (2n + 2) · (2m + 4)
2 · 4 · 6 · · · (2m) · (2m + 2)

.
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Si actualizamos la información, por ejemplo para el renglón q = 1, 2;
se tiene lo que se muestra en el cuadro 5. Sabiendo lo anterior, Wallis

p = 0 p = 1/2 p = 1 p = 3/2 p = 2 5/2 p = 3

q = 1 1 1
2 · 3

1 1 · 4
2

1
2 · 3·5

1·3 1 · 4·6
2·4

1
2 · 3·5·7

1·3·5 1 · 4·6·8
2·4·6

q = 2 1 3
8 · 5

1 1 · 6
2

3
8 · 5·7

1·3 1 · 6·8
2·4

3
8 · 5·7·9

1·3·5 1 · 6·8·10
2·4· 6

Cuadro 5: Valores actualizados para q =
1, escritos en forma de producto. Obser-
ve que para p de la forma p/2 y el núme-
ro en la entrada correspondiente es co-
ciente de impares multiplicado por 1/2,
mientras que para p entero, es el cociente
de pares. En este caso se escribe 1, como
factor para indicar que en otros renglo-
nes aparecerán otros números multipli-
cando los cocientes respectivos.

conjetura que el patrón de la forma en la que se alternan los produc-
tos de pares y nones de una columna a otra se repite incluso para
q = 1/2, p = 1/2. Se tienen entonces tres patrones x·pares/nones,
x·pares/pares y x·nones/pares, donde x es un número que multiplica
a la fracción y estos patrones se alternan en renglones consecutivos
en la misma columna, y en columnas consecutivas en el mismo ren-
glón, tal y como puede observarse en el cuadro 6. Esta observación es
relevante cuando el número x es igual a □.

Habiendo determinado el patrón general, o mejor dicho, la posi-
bilidad de calcular cualquier entrada de la matriz infinita, se puede
ahora ver la propiedad principal de la tabla y, en particular, del ren-
glón q = 1/2: el cociente de dos entradas consecutivas en un mismo renglón
se aproxima al número uno cuando p se hace grande. Lo cual permite a
Wallis establecer su genial conjetura:

□·4·6·8·10·12···
3·5·7·9·11···
3·5·7·9·11···

2·4·6·8·10·12···
= 1,

de donde se obtiene la famosa fórmula

4
π

= □ =
3 · 3 · 5 · 5 · 7 · 7 · 9 · 9 · · ·
2 · 4 · 4 · 6 · 6 · 8 · 8 · 10 · · · (39)

Crítica al método de Wallis

Desde mi punto de vista, el método de Wallis para deducir induc-
tivamente patrones generales de casos particulares es impecable. La
meticulosidad para sus cálculos y su profunda capacidad para encon-
trar simetrías en lo más recóndito, por decir lo menos, es más que ad-
mirable. Después del formalismo acontecido a comienzo del siglo XX,
el cual permeó todas las áreas de la matemática, tendrían que pasar
muchos años y la invención de la computadora para poner de moda
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p = 0 p = 1/2 p = 1 p = 3/2 p = 2 5/2 p = 3 · · ·

q = 0 1 1 1 1 1 1 1 · · ·

q = 1/2 1 □ 1 · 3
2 □ · 4

3 1 · 3·5
2·4 □ · 4·6

3·5 1 · 3·5·7
2·4·6 · · ·

q = 1 1 1
2 · 3

1 1 · 4
2

1
2 · 3·5

1·3 1 · 4·6
2·4

1
2 · 3·5·7

1·3·5 1 · 4·6·8
2·4·6 · · ·

q = 3/2 1 □ · 4
3 1 · 5

2 □ · 4·6
3·5 1 · 5·7

2·4 □ · 4·6·8
3·5·7 1 · 5·7·9

2·4·6 · · ·

q = 2 1 3
8 · 5

1 1 · 6
2

3
8 · 5·7

1·3 1 · 6·8
2·4

3
8 · 5·7·9

1·3·5 1 · 6·8·10
2·4·6 · · ·

q = 5/2 1 □ · 4·6
3·5 1 · 7

2 □ · 4·6·8
3·5·7 1 · 7·9

2·4 □ · 4·6·8·10
3·5·7·9 1 · 7·9·11

2·4·6 · · ·

q = 3 1 15
48 · 7

1 1 · 8
2

15
48 · 7·9

1·3 1 · 8·10
2·4

15
48 · 7·9·11

1·3·5 1 · 8·10·12
2·4·6 · · ·

...
...

...
...

...
...

...
...

Cuadro 6: Observe los patrones en co-
lumnas consecutivas para el renglón q =
1/2, donde se alternan los números
□·pares/nones y 1·nones/pares, lo cual
es relevante para el cálculo de π/4.

nuevamente la experimentación como fuente válida para realizar des-
cubrimientos en matemáticas, como se argumenta por ejemplo, en el
libro de Borwein y coautores37, con la salvedad de que la computadora 37 Jonathan M. Borwein David H. Bai-

ley y Roland Girgensohn. Mathematics
by Experiment: Plausible Reasoning in the
21st Century and Experiments in Mathe-
matics: Computational Paths to Discovery.
Zentrum Mathematik, Technische Uni-
versit¨at M¨unchen, 2003

de Wallis era su propio brillante cerebro.
Cuentan los biógrafos de Wallis que algún tiempo de su vida lo

dedicó a descifrar códigos secretos de mensajes de sus enemigos po-
líticos, quienes, por lo que hemos visto, seguramente estuvieron en
grandes dificultades al tener como adversario a tan poderoso decodi-
ficador (véase por ejemplo Nunn 1910 op. cit.). Por otra parte, es claro
que el gran decifrador no demostró nada con la rigurosidad que se re-
quiere en la matemática actual. Sin embargo, sus ideas para el cálculo
de áreas y volúmenes influyeron profundamente en el desarrollo del
Cálculo Diferencial e Integral, como queda de manifiesto en la destaca-
da influencia que tuvo la obra de Wallis en el pensamiento de Newton,
como veremos.

Para destacar los alcances de la obra del matemático, debemos dejar
en claro que Wallis, en la Proposición 191, escribe □ entre dos cotas
exactas (página 179, op. cit.),

32 · 52 · · · 112 · 132

2 · 42 · · · 122 · 14

√
1 +

1
14

< □ <
32 · 52 · · · 112 · 132

2 · 42 · · · 122 · 14

√
1 +

1
13

,
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dado que además Wallis observa que estas estimaciones pueden mejo-
rarse a voluntad aumentando el número de factores en el numerador
y el denominador mediante la fórmula,

32 · 52 · · · (z − 1)2

2 · 42 · · · z

√
1 +

1
z
< □ <

32 · 52 · · · (z − 1)2

2 · 42 · · · z

√
1 +

1
z − 1

tenemos entonces que tales estimaciones son totalmente correctas des-
de el punto de vista contemporáneo y que, todavía más, si escribimos
el signo “≤” en lugar de “<”, se puede ver que Wallis se adelantó al
proceso de límite al concluir que se cumple la igualdad (39), argumen-
tando que al tomar z valores arbitrariamente grandes, la diferencia

entre las cantidades
√

1 + 1
z y

√
1 + 1

z−1 resulta arbitrariamente pe-
queña y que, por lo tanto, se puede concluir la igualdad. No obstante,
decir “se adelantó”, no es exacto, ya que de acuerdo con Jacqueline
Stedall38, Wallis menciona como sustento de sus ideas la proposición 38 J. Stedall. The Discovery of Wonders:

Reading Between the Lines of John Wallis’s
Arithmetica infinitorum. Archive for His-
tory of Exact Sciences, November 2001,
Vol. 56, No. 1 (November 2001), pp. 1-28

1 del libro X de Los Elementos Euclides.
Las cotas obtenidas por Wallis, perfectamente verificables con cálcu-

los numéricos, permitirían a los matemáticos de generaciones poste-
riores, como la de Euler, calcular π con la precisión arbitraria que se
requiriera39. 39 Años antes del nacimiento de Wallis,

Ludolph van Ceulen había calculado π
con treinta y cinco cifras decimales, pa-
ra lo cual usó el método de Arquíme-
des duplicando 60 veces los lados de un
cuadrado inscrito en un círculo, vea por
ejemplo, el artículo de Cipra en What’s
Happening in the Mathematical Sciences,
Volumen 6 AMS, 2006.

Demostración moderna de la fórmula de Wallis

Por último, una observación, note que la fórmula (20) de Euler se
puede escribir como

sen z
z

=
(

1 − z
π

) (
1 +

z
π

) (
1 +

z
2π

) (
1 − z

2π

) (
1 +

z
3π

) (
1 − z

3π

)
· · · .

Ahora substituya z = π/2 de donde, dado que sen π/2 = 1, se llega a

2
π

=

(
1 − 1

2

)(
1 +

1
2

)(
1 +

1
2 · 2

)(
1 − 1

2 · 2

)(
1 +

1
3 · 2

)(
1 − 1

3 · 2

)
· · ·

=
1
2
· 3

2
· 5

2 · 2
· 3

2 · 2
· 7

3 · 2
· 5

3 · 2
· · ·

la cual es equivalente a la fórmula de Wallis que bien conocía Euler y
que le daba una evidencia más de que su fórmula (15) era correcta.

Crítica a Wallis de sus contemporáneos

Una presentación amplia de las críticas adversas de los contempo-
ráneos de Wallis se encuentra en el artículo de Jaqueline Stedall, que
ya hemos citado antes (artículo que además contiene una presentación
muy completa de los métodos de Wallis). La intención de esta sec-
ción es tratar de entender cómo la resistencia a lo novedoso es una
fuerza mantenida ciertamente por quienes se instituyen voluntaria o



50

involuntariamente como sensores, dada su fama y prestigio. En el ca-
so de Wallis, fue Fermat, indiscutiblemente, el más acérrimo crítico de
la obra del inglés. La más insistente resistencia de Fermat se expre-
sa cuando afirma que todas las proposiciones de Wallis podrían ser
demostradas via ordinaria, legitima y arquimediana40. Podemos decir en 40 El comentario completo en francés es:

Ce n’est pas que je ne l’approuve, mais tuot
ses propositions pouvant estre demostrées via
ordinaria, legítima et Archimedea en beacoup
moins de parolles, que n’en contient son li-
vre. Je ne sçay pas, porquoy il a preferé cette
maniere par notes algebraiques á la ancienne,
qui est et plus convainquante, et plus elegan-
te, ansi que j’espere luy faire voir á mon pre-
mier loisir. Vea las referencias al interior
del artículo de Stedall op. cit.

defensa de Wallis que si todos los matemáticos hubieran seguido sumi-
samente los métodos del genial Arquímedes, los avances del cálculo,
en aquel momento en ciernes, se hubieran retrasado varios siglos más.
En defensa de Fermat podemos decir que su comentario ...todas sus
proposiciones pueden ser demostradas vía ordinaria, legítima y arquimedia-
na con mucho menos palabras que las contenidas en su libro, es exacto con
respecto al número de palabras, nadie es más prolijo que Wallis. Sin
embargo, el apego de Fermat a los métodos a la antigua (à l’ ancien-
ne, como él dice) son puramente reaccionarios y creo que el primero
en abandonarlos sería el mismo Arquímedes, dada la brillantez del
sabio griego y dada su misma manera desapegada de los que en su
época eran “métodos tradicionales”, por ejemplo con el uso que hace
de herramientas de la física para medir áreas y volúmenes41. Si bien 41 Arquímedes. Geometrical Solutions De-

rived from Mechanics; a Treatise of Archime-
des. Project Gutemberg 2005

los métodos de Wallis podían o no ser demostrados dentro de una
axiomática, digamos partiendo de la geometría de Euclides, bien po-
dían corroborarse directamente mediante cálculos directos que es a lo
que invita su método “inductivo”. Veamos, alrededor del año 1610 (46

años antes de la publicación de la obra de Wallis), Ludolph van Ceu-
len42 duplicando 60 veces el número de lados de un cuadrado inscrito 42 Barry Cipra. Digits of Pi. What’s

happening in the Mathematical Sciences,
vol. 6, AMS

en una circunferencia, mediante el método de Arquímedes, calculó 35

dígitos de π. Conocido este número de cifras, cualquiera podía com-
probar si el método de Wallis daba los mismos resultados; de hecho,
el número de operaciones con el método de Wallis es varios ordenes
menor que el de van Ceulen para un mismo número de dígitos, como
lo puede comprobar por sí mismo el lector con una simple estimación,
por lo que el cálculo de Ceulen puede ser superado con el método de
Wallis con menos operaciones aritméticas, aunque el número de ope-
raciones no deja de ser muy grande y, por lo tanto, una hazaña como
lo fue para 1600.

La disonancia cognitiva en los ámbitos del más alto nivel de la cien-
cia es una fuerza perniciosa que se opone al avance del conocimiento.
En el ejemplo de Wallis, la resistencia a lo novedoso aflora en la crítica
de Fermat, aunque no es demasiado maligna y, afortunadamente, no
tuvo mayores consecuencias, debido, entre otras cosas, a que el área de
influencia de Fermat no abarcaba Inglaterra. Por este motivo, las limi-
taciones y prejuicios de Fermat no se potenciaron y la obra de Wallis
pudo influenciar mentes como la de el entonces joven Newton. Las li-
mitaciones de Wallis no se potenciaron ni obstaculizaron a nadie, sino
motivaron al desarrollo de nuevas ideas. Por ejemplo, la imposibilidad



51

de Wallis de calcular (1 − x2)
1
2 , motivo a Newton a encontrar el de-

sarrollo en serie para (1 − x2)
1
2 , y otras funciones más generales (vea

por ejemplo la fórmula (62) y las fórmulas subsecuentes), y además
despertó la curiosidad de Newton para que lograra generalizar el mé-
todo de Wallis para el cálculo de áreas, lo que llevo al desarrollo sin
precedentes del Cálculo Diferencial e Integral, pero partiendo Newton
siempre de las ideas de Wallis, quien lejos de obstaculizar a Newton se
convirtió en editor de sus obras, nada menos, aunque con cierta dosis
de patrioterismo, cabe mencionar.

Si para algo sirve el estudio de la historia es para evitar que se
repitan errores; en este caso habría que evitar la obstaculización del
progreso por personajes o instituciones con influencia y poder. Si re-
visamos las acciones de los científicos convertidos en censores de la
era soviética, por ejemplo con el sabotaje a Belousov y sus reacciones
periódicas, cuando el bloqueo de la burocracia del régimen soviético
tuvo entre sus consecuencias nefastas llevar a Belousov a abandonar
completamente la ciencia43. La burocracia llegó al extremo de infor- 43 Arthur T. Winfree. The prehistory of the

Belousov-Zhabotinsky oscillator. Journal of
Chemical Education, 61(8), 661

mar a Belousov que publicaría sus investigaciones cuando explicara
por qué no era posible que ocurriera lo que decía que ocurría, ¡pero
las reacciones periódicas ocurren! como cualquiera puede reproducir
con el debido cuidado en un laboratorio44. 44 Irina Barzykina, Chemistry and Mathe-

matics of the Belousov-Zhabotinsky Reaction
in a School Laboratory, Journal of Che-
mical Education, v97 n7 p1895-1902 Jul
2020

Podría llega a pensarse que el nefasto bloqueo de los poderosos y
famosos solo ocurre con gobiernos dictatoriales, pero no es así; este
fenómeno se repite hasta en el presunto mundo libre, como lo prueba
el rechazo por uno de los químicos mas destacados del siglo XX al
descubrimiento de los cristales cuasiperiódicos por Shechtman45. En 45 Daniel Shechtman. Quasi-periodic

crystals-the long road from discovery to ac-
ceptance. Rambam Maimonides Medical
Journal, 30 Jan 2013, 4(1):e0002

esta nuestra época, luminosa y obscura al mismo tiempo, en la que
intereses comerciales de muchos grupos editoriales los lleva a publi-
car artículos con información falsificada46 en lugar de ciencia, como lo 46 El dos veces premio nobel de química

Linus Pauling, llegó a decir “no existen
los cuasi cristales, solo los cuasi científi-
cos”, vea Shechtman op. cit..

ocurrido a Shechtman. Bien harían las universidades de todo el mun-
do en recuperar las publicaciones científicas y abrirlas a toda crítica
académica para evitar que la gente de ciencia tenga que recurrir a edi-
toriales dirigidas por personas sin escrúpulos cuyo único interés es
enriqueserse con el trabajo de otros.
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A continuación se presenta la traducción al español de algunas pá-
ginas del libro de Wallis estudiado en este capítulo.

Traducción del latín del texto original de Wallis47: 47 Johan Wallis. Arithmetica Infinitorum si-
ve Nova Methodus Inquirendi in Curvilineo-
rum Quadraturam, aliaq; difficiliora Mathe-
seos Problemata, (1656)

Aritmética del infinito o nuevo método para investigar la cua-
dratura de las curvas y otros problemas más difíciles

Proposición I. Lema.

Si se proponen series de cantidades aritmético-proporcionales (sic)
(o de acuerdo con la sucesión natural de números), continuamente cre-
cientes (piense en 0, 1, 2, 3, 4, . . . ), comenzando con el punto o 0 (cifra
o cero), el propósito es investigar qué relación guarda el total de todos
ellos con la suma de iguales tomando el mayor de ellos48. 48 Se usa la notación del original así co-

mo el cambio en el tamaño del tipo de le-
tra con el cual Wallis, y los editores origi-
nales, separan los comentarios del texto
principal utilizando tamaño normal que
contrasta con un tipo más pequeño.

Se investiga de manera simplísima en estos y en subsecuentes problemas
semejantes, el asunto mismo a realizar durante algún tiempo, se observa la
razón de los resultados y se comparan entre sí, de modo que por inducción
pueda finalmente conocerse la proposición universal.

Es entonces, a modo de ejemplo,
0 + 1
1 + 1

=
1
2

,
0 + 1 + 2 = 3
2 + 2 + 2 = 6

=
1
2

,
0 + 1 + 2 + 3 = 6

3 + 3 + 3 + 3 = 12
=

1
2

,

0 + 1 + 2 + 3 + 4 = 10
4 + 4 + 4 + 4 + 4 = 20

=
1
2

,
0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15
5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 = 30

=
1
2

,
0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21
6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 = 42

=
1
2

.

Y del mismo modo, cuantos se quiera agregar, se obtendrá siempre como ra-

zón un medio49 y entonces (se obtiene) 49 En el original ratio subdupla, es decir 1
2

Proposición II. Teorema.

Si se suman series de cantidades aritméticamente proporcionales (o
de acuerdo con la sucesión natural de números), que crecen continua-
mente comenzando en el punto o cifra 0 y ya sea en número finito o
infinito (lo que no será causa de discriminación50) será ésta (compara- 50 Es decir, el que se considere una can-

tidad finita o infinita de términos no se-
rá causa para invalidar la afirmación, lo
cual haría levantar la ceja a cualquier
matemático después de Weierstrass.

da) con una serie de iguales, tomando el mayor, como 1 es a 2.

Por supuesto, si el primer término es 0, el segundo es 1 (de lo contrario se

requerirá modificar) y el último fuera l se tendrá la suma
l + 1

2
l (será también,

según el caso, el número de términos l + 1) o (dado el número de términos a,

cualquiera que sea el segundo término), 1
2 al.

Proposición III. Corolario.

Se concluye que51 triángulos con paralelogramos (sobre bases iguales e 51 En el original dice “Triangulum ad Pa-
rallelogrammum est 1 ad 2” se sobreen-
tiende que habla de comparar las áreas.

igual altura) son como 1 a 2.

Entonces los triángulos constan de infinitas rectas paralelas casi arit-
méticamente proporcionales (sic.) que inician en un punto y cuyo má-
ximo es la base, (como se mostró en pr. 1 y 2 en nuestro libro de
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Figura 5: Figura similar al del original
de Wallis: Proposición III. La intrigante
figura curvilínea aparece tal cual en el
original, sugiere o indica que el mismo
argumento para calcular áreas de trián-
gulos se aplica a tal clase de figuras.

secciones cónicas (sic.)), los paralelogramos con bases iguales también
(como es evidente). Por lo tanto, por tal motivo, estos son como 1 a 2
(por la precedente (proposición)). Lo que estaba por demostrarse.

Proposición XIX. Lema.

Si se propone series de cantidades en razón aritmética-proporcional
duplicada (sic) (o de acuerdo con la serie de los cuadrados de los nú-
meros), que crece continuamente que comienza en el punto 0 (pensada
como 1, 4, 9, 16, . . . ) el propósito es investigar ¿cuál es la razón de esta
serie con la de la suma de iguales tomando el mayor de ellos?

Se hace la investigación por medio de inducción (como en la proposición I)

y se tendrá,
0 + 1 = 1
1 + 1 = 2

=
3
6
=

1
3
+

1
6

,
0 + 1 + 4 = 5

4 + 4 + 4 = 12
=

1
3
+

1
12

,
0 + 1 + 4 + 9 = 14
9 + 9 + 9 + 9 = 36

=
7
18

=
1
3
+

1
18

,

0 + 1 + 4 + 9 + 16 = 30
16 + 16 + 16 + 16 + 16 = 80

=
3
8
=

9
24

=
1
3
+

1
24

,
0 + 1 + 4 + 9 + 16 + 25 = 55

25 + 25 + 25 + 25 + 25 + 25 = 150
=

11
30

=
1
3
+

1
30

,

0 + 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 = 91
36 + 36 + 36 + 36 + 36 + 36 + 36 = 252

=
13
36

=
1
3
+

1
36

. Y así se continúa. La

razón que se obtiene es en todas partes mayor que un subtriple (sic), o 1
3 . Sin

embargo, el exceso decrece perpetuamente cuando se aumentan el número de

términos, obtenidos 1
6 , 1

12 , 1
18 , 1

24 , 1
30 , 1

36 , etcétera, dado que aumenta el deno-

minador de la fracción, o el resultado de la razón, agrego que en cada lugar

será el número de seis veces (como es evidente), de modo que el exceso de

la razón original quede por encima de un tercio52, seis veces el número de 52 Se tradujo “subtriple que tiene la uni-
dad”, simplemente como lo que quiere
decir, o sea 1/3.

términos después de 0.
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Texto original de Wallis op. cit. Créditos de la digitalización: Google Books http://books.google.com/
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Euler descubre la suma de series finitas
mediante el término general

En un artículo de 1741, Euler53 se interesa en usar series de Maclau- 53 Leonhard Paul Euler. Inventio sum-
mae cuiusque seriei ex dato termino generali.
(1741). Euler Archive - All Works. 47., b

rin para calcular sumas de series finitas cuyo término general se puede
escribir en términos de una función. En la época de Euler son bien co-
nocidas las sumas de las series geométricas y aritméticas54, pero Euler 54 Una serie a0 + a1 + · · ·+ an es aritmé-

tica si para toda n la diferencia an+1 −
an = d, donde d es una constante y es
geométrica si el cociente an+1 − an = r,
donde r ̸= 1 es una constante. Se cono-
cen las fórmulas para las sumas

n

∑
i=0

ai =
(n + 1)(a0 + an)

2
,

si la serie es aritmética y

n

∑
i=0

ai =
1 − rn+1

1 − r

si la serie es geométrica.

fue mucho más allá de lo conocido, de hecho, encontró una fórmula
general para cualquier suma finita, como veremos. Por ejemplo, en la
serie 12 + 22 + · · · + n2, el término general se puede describir con la
función f (x) = x2, poniendo x = n, la fórmula que da Euler para la
suma S, es

S =
x3

3
+

x2

2
+

x
6

.

Al trabajar ciertas fórmulas en los cursos universitarios, los estu-
diantes aprenden la técnica de inducción matemática, pero no quedan
convencidos, en absoluto de la validez de las fórmulas sólo con el ar-
gumento inductivo. Esto ocurre, dado que en realidad su interés está
mayormente en saber de dónde se obtienen tales fórmulas, más que
en saber cómo demostrarlas. la deducción de fórmulas de sumas de
expresiones algebraicas no es trivial. Si bien, algunas fórmulas pueden
ser deducidas fácilmente sin las técnicas de Euler, veremos algunas
que, sin la técnica que se estudia en este capítulo, están fuera del al-
cance de lo que puede hacerse con operaciones e intuición elementales.

En el párrafo 12 del Inventio sumae (op. cit.) escribe Euler: Sea

S = A + B + C + D · · ·+ X(x). (40)

Claramente S = S(x) y deberíamos escribir realmente, para ser más
claros, la fórmula (40) como

S(x) = X(1) + X(2) + · · ·+ X(x − 1) + X(x), (41)

de donde, siguiendo a Euler, al sustituir en (41), x − 1 en lugar de x,
se tiene

S(x − 1) = X(1) + · · ·+ X(x − 1)

= S(x)− X(x), (42)
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Pero además, el gran matemático dispone de la serie de Taylor para
S(x − 1) (aquí presentada con notación distinta a la del original) dada
por,

S(x − 1) = S(x)− S′(x) +
1
2!

S′′(x)− 1
3!

S′′′(x) + · · · . (43)

Se requiere ahora un breve paréntesis, la fórmula (43), la ha obtenido
previamente (en el párrafo 8 op. cit.) para cualquier expresión de la
forma X(x + a), donde X(x) = xm, recuerde que nos interesan las
potencias de números. Por ejemplo, en el párrafo 6 escribe, para X(x +
a) = (x + a)m

(x + a)m = xm +
maxm−1

1
+

m(m − 1)
2!

a2xm−2 + · · · , (44)

expresión que, como recordará el lector, era conocida por Newton y
Taylor y de particular interés cuando m no es 1, 2, 3, . . . , sino posible-
mente un número negativo o razón de enteros. Ahora regresamos a
nuestra fórmula (43), la cual es obtenida de (44) poniendo a = −1, es
decir, del desarrollo de Taylor

S(x + a) = S(x) +
a
1

S′(x) +
a2

2!
S′′(x) + · · ·

poniendo a = −1, se llega a la fórmula (43) y comparando (42) y (43)
se obtiene

X(x) =
1
1

S′(x)− 1
2!

S′′(x) +
1
3!

S′′′(x) + · · · . (45)

Observe que de alguna manera Euler ha invertido la ecuación que
ponía a S en términos de X (en la ecuación (41)), para tener X en
términos de S y sus derivadas, y pasará, a partir de este momento, de
una expresión a otra hasta obtener el resultado que desea mediante
fórmulas de recurrencia, así en el párrafo 15 escribe: Póngase entonces

S′(x) = αX(x) + βX′(x) + γX′′(x) + · · · , (46)

donde α, β, . . . son constantes por determinar. Entonces integrando la
ecuación anterior

S(x) = α
∫

X dx + βX + γX′ + · · · (47)

Integrando (45) ∫
Xdx = S(x) + . . .

Ahora, derivando (46)

S′′(x) = αX′ + βX′′ + · · ·
S′′′(x) = αX′′ + βX′′′ + · · ·
...

...
...
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Sustituyendo estas series en (45) se tiene

X(x) =
1
1

S′(x)− 1
2!

S′′(x) +
1
3!

S′′′(x) + · · ·

=
1
1
(αX + βX′ + γX′′ + · · · ) +

− 1
2!
(
αX′ + βX′′ + · · ·

)
+

+
1
3!
(
αX′′ + βX′′′ + · · ·

)
+ . . . ,

por lo tanto

0 = (α − 1)X +

(
β − 1

2!
α

)
X′ +

(
γ − 1

2!
β +

1
3!

α

)
+ · · · ,

y aquí aparecen un poco escondidos y salvo factores constantes, los
famosos números de Bernoulli55 55 Los números de Bernoulli Bk se obtie-

nen mediante los polinomios de Bernou-
lli Bk(t) los cuales satisfacen las relacio-
nes de recurrencia siguientes:

B0(t) = 1

B′
k(t) = kBk−1(t) (k ≥ 1)

Bk = Bk(0) (k ̸= 1)

B2m+1 = 0 (m ≥ 1).

α = 1

β =
1
2!

α

γ =
1
2!

β − 1
3!

α (48)

δ =
1
2!

γ − 1
3!

β +
1
4!

α

...
...

para Euler este logro no pasa desapercibido y escribe56: Entonces debe- 56 Pro instituto ergo nostro contenti es-
se debemus seriem coefficientum quous-
que libuerit continuasse, id quod ex lege
progressionis facile perfici potest.

mos estar contentos por nuestro sistema de que la serie de coeficientes continúe
libremente, lo cual se puede obtener fácilmente a partir de la ley de progresión,
donde se refiere, por supuesto, a las fórmulas en (48). Finalmente se
llega a la fórmula para la suma, utilizando los coeficientes de (48) y la
ecuación (47)

S(x) =
∫

X(x)dx +
X(x)

2!
+

X′(x)
3! · 2

− X(3)(x)
6!

+
X(5)(x)

7! · 6
+ · · · (49)

note que no aparecen derivadas pares en la expresión anterior dado
que los números de Bernoulli correspondientes son cero. Establecida
la fórmula (49), Euler aclara, apropiadamente, que al calcular

∫
Xdx se

debe agregar una constante que S(0) = 0 y procede a dar ejemplos.
Ejemplo 1 (párrafo 21 op. cit.). Sea X(x) = x, la serie a sumar es

1+ 2+ · · ·+ x = S(x). Dado que
∫

x dx = x2/2+ c y dado que X′ = 1,

X′′ = 0, se tiene de la fórmula S(x) =
x2

2
+ c +

x
2!

+
1

3!2
. Al poner

S(0) = 0 se tiene que c = −1/12 y, finalmente, se llega a la fórmula57 57 O bien, poniendo x = n,

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.S(x) =

x2 + x
2

.

Ejemplo 2 (párrafo 21 op. cit.). Si más aun, X(x) = x2 la serie co-
rrespondiente será S(x) = 1 + 22 + 32 + · · · + x2, se tiene

∫
x2 dx =
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x3/3 + c, X′ = 2x, X′′ = 2, X′′′ = 0 y así la suma de la serie es58 58 O bien, poniendo x = n,

1+ 22 + 32 + · · ·+n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.S(x) =

x3

3
+

x2

2
+

x
6

.
Con la técnica establecida se puede ir más allá de lo ya conocido,

por ejemplo con X(x) = xn, Euler escribe

1+ 2n + 3n + · · ·+ xn =
xn+1

n + 1
+

xn

2
+

nxn−1

2 · 6
− n(n − 1)(n − 2)xn−3

4! 30
+ · · ·− n(n − 1) · · · (n − 14) · 3617 xn−15

16! 510
+ · · ·

Fórmula que Wallis le hubiera agradecido algunos años antes59. En- 59 Como el lector puede observar la fór-
mula puede usarse para calcular me-
diante particiones la integral de xn por
el método de Wallis.

seguida Euler da una tabla de sumas para 1 + 2n + 3n + · · ·+ xn hasta
n = 16 (párrafo 23 op. cit.). Pero Euler no ha hecho todo este traba-
jo para quedarse con algo tan convencional60 y procede a estudiar la 60 Bernoulli, previamente había calcula-

do una tabla hasta n = 10 que apare-
ce la página 97 en el “Ars coniectan-
di, opus posthumus”, Bernoulli, Jakob,
Basileae, 1713, ETH-Bibliothek Zürich,
Shelf Mark: Rar 4983,Persistent Link:
https://doi.org/10.3931/e-rara-9001.

suma finita de series de racionales (párrafo 25 op. cit.) por ejemplo
X(x) = 1/x. Entonces

∫
Xdx =

∫
1/xdx = log x + C y X′ = −1/x2,

x′′′ = −1 · 2 · 3/x3, etcétera. Así concluye que

S(x) = C + log x +
1

2x
− 1

12x
+

1
120x4 + · · ·

Euler aclara que la constante C no puede eliminarse y decide estimarla
dado que conoce la suma 1+ 1/2+ 1/3+ · · ·+ 1/10, así como también
conoce el log 10 encuentra que

C = 0.5772156649015329

Esta constante C que hemos deliberadamente escrito con mayúscula,
es la famosa constante de Euler-Mascheroni61 y todos los dígitos son 61 Actualmente la constante de Euler-

Mascheroni se denota por γ y se define
como

γ = lı́m
n→∞

(
n

∑
k=1

1
k
− log n

)
.

correctos salvo el último. Debo agregar que esta constante es una de
las más misteriosas actualmente y no se ha determinado aun si es un
número racional o irracional, además de muchos otros misterios. Euler
procede entonces a calcular las sumas finitas de los recíprocos de los
naturales, se sabe que la suma infinita diverge, pero está decidido a
calcular algunos términos y lo hace para x = 10, 100, . . . , 1 000 000, por
ejemplo

1 +
1
2
+

1
3
+ · · ·+ 1

1 000 000
= 14.3927267228657236

con lo cual es claro que si bien la serie diverge, lo hace muy lentamente.
Muchas otras consideraciones interesantes contiene el artículo que

estamos estudiando, pero es de interés para conocer el grado de co-
nocimiento de Euler antes de llegar a la suma del capítulo anterior
de π/6, la estimación de sumas finitas de la serie de los recíprocos
de los cuadrados (párrafo 31 op. cit.). Considerando la serie 1 + 1/4 +
1/9 + · · · 1/x2, se tiene X(x) = 1/x2,

∫
1/x2dx = −1/x, X′ = −1/x3,

X′′′ = −2 · 3 · 4/x5, etcétera. Concluye que

S = C − 1
x
+

1
2x2 − 1

6x3 + · · ·+ 7
6x15 + · · ·
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donde C es una constante que debe determinarse como un caso especial62. 62 Ubi constantis quantitas ex casu spe-
ciali debet determinariProcede el gran matemático a calcular C tomando x = 10 en la fórmula

anterior, de donde determina que

C = 1.64493406684822643647

lo que da el valor exacto de C = π2/6 con veinte cifras decimales, ¡lo
que evidencia que Euler sabía lo que decía cuando calculó la suma in-
finita!, como se vió en el capítulo anterior. Pero más aún, sabía el valor
de π, antes de ser capaz de calcularlo, dado que Wallis (vea la fórmula
(26)), encontró una forma eficiente de calcularlo mucho antes que Eu-
ler. Las citas de Euler a la obra de Wallis, solo en el artículo Inventio
sumae se refieren a los factoriales a los cuales llama “progresión hiper-
geométrica dada por Wallis: 2, 6, 24, 120, 720, 5040” (párrafo 17, página
15 op. cit.), lo cual es una pequeña muestra del conocimiento que tenía
Euler de la Obra de Wallis.

Validez de la argumentación de Euler

En la matemática contemporánea, la fórmula de aproximación de
una suma de una serie finita mediante integrales del término general
está contenida en el siguiente teorema63. 63 Kelly W. G. y Peterson A. C. Difference

Equations. Academic Press 1991Teorema [Fórmula para sumar de Euler-Mascheroni]. Suponga que
la derivada de orden 2m de y(t) es continua en [1, n], para algunos
enteros m ≥ 1 y n ≥ 2, entonces

n

∑
k=1

y(k) =
∫ n

1
y(t) dt +

y(n) + y(1)
2

+
m

∑
i=1

B2i
(2i)!

(y(2i−1)(n)− y(2i−1)(1))

− 1
(2m)!

∫ n

1
y(2m)(t)B2m(t − ⌊t⌋)dt,

donde ⌊t⌋ representa la función “mayor entero menor o igual a t” y
B2m(t) son los polinomios de Bernoulli dados por las fórmulas

B0(t) = 1

B′
k(t) = kBk−1(t) (k ≥ 1)

Bk = Bk(0) (k ̸= 1)

B2m+1 = 0 (m ≥ 1).

La demostración del teorema anterior (vea por ejemplo la página
35 del libro de Kelly y Peterson, op. cit.) requiere solo integración por
partes y las propiedades de los polinomios de Bernoulli enunciadas en
el teorema.
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A continuación presento mi versión de las partes relevantes del ar-
tículo original de Euler64 cuyo título original es “Inventio summae 64 Leonhard Paul Euler. Inventio sum-

mae cuiusque seriei ex dato termino generali.
(1741). Euler Archive - All Works. 47., b

cuiusque seriei ex dato termino generali”, el cual se traduce literalmen-
te como: Invención de cada suma de una serie dado el término gene-
ral. Desafortunadamente, la palabra “inventio”, invención, ha perdido
el sentido en español a lo que, a mi parecer, se aproxima mejor con el
titulo actual. El análisis realizado en las secciones anteriores comienza
en el párrafo 12, sin embargo se incluye la traducción desde el pri-
mer párrafo hasta el tercero, ya que proporcionan el contexto histórico
dentro del cual se inscribe este artículo. Es posible pasar directamente
al párrafo 12 sin mayores contratiempos dado que los párrafos 4 a 11

tratan temas del Cálculo diferencial e integral incluido en los cursos
universitarios estándar.

Traducción del latín del artículo original de Euler:
Fórmula para calcular cada suma de una serie dado el término
general

1. Dado que en la disertación anterior expuse el método geométrico
de la suma de series, donde había considerado diligentemente e inves-
tigado analíticamente el mismo método de suma. Vi que aquello que
expuse geométricamente se puede deducir de un método particular de
suma, que ya mencioné hace tres años en la diferenciación de la suma
de series. Pero después, no pensé más en eso. Por lo tanto, después
de haber investigado a fondo el poder del método analítico, descubrí
que contenía no solo la fórmula geométrica que había sido descubierta,
sino también que, con su ayuda, perfeccioné aún más, mediante la adi-
ción de varios términos, de forma que, al último, se presentó la suma
absoluta y verdadera. Sin embargo parece sumamente difícil encontrar
los mismos términos de forma geométrica.

2. Sin embargo, en esa disertación sobre la suma de series, si había
un término general de alguna serie fuera x y su índice n, presenté la
siguiente forma de forma universal para el término de la suma65 65 La fórmula original de Euler es∫

xdn + x
2 + dx

12dn − d3x
720dn3 , se escribe en

el texto principal en notación moderna
para facilitar la lectura, no olvide el lec-
tor que x = x(n).

∫
xdn +

x
2
+

1
12

dx
dn

− 1
720

d3x
dn3 + · · ·

a partir de lo cual los diferenciales de x, dado que se supone66 que x 66 i.e., se entiende aquí que x es función
de n.está dado por n, serán destruidos por las potencias del diferencial dn,

que se supone constante; de tal manera que se obtenga una suma al-
gebraica, si efectivamente xdn admite integración. En la integración de
xdn, se debe agregar una constante tan grande que toda la expresión
desaparezca cuando n = 0.

3. Por tanto, decidí profundizar en esta fórmula y su uso con mayor
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precisión en este ensayo. En primer lugar explicaré el método median-
te el cual obtuve esa fórmula: porque el análisis que he utilizado en
este asunto es singular y proporciona una serie de puntos de análisis
bastante sobresalientes, en parte nuevos y en parte ya conocidos, pero
que, que yo recuerde, nunca se han demostrado de manera suficiente-
mente clara.

Los párrafos 4 a 11 tratan del cálculo diferencial e integral contenido en los
primeros cursos universitarios, por lo tanto se pueden omitir y pasar directa-
mente al párrafo 12.

4. De la naturaleza del cálculo infinitesimal se sigue que si fuera y,
de alguna manera, dado por x y ciertas constantes, y si en lugar de x
se pone x + dx entonces y se convierte67 en y + dy. Si x aumenta aún 67 En notación moderna, si y = f (x), en-

tonces, bajo las condiciones apropiadas
de diferenciabilidad,

y(x + dx) = f (x) + f ′(x)dx = y + dy.

más con el elemento dx, o x cambia68 en x + 2dx, entonces en lugar

68 La notación x + 2dx, y en general, x +
mdx están completamente en desuso.

de y se tendrá69 y + 2dy + d2y. Si de nuevo x crece en el elemento dx,

69 En este caso, sustituyendo como en la
nota anterior, en el argumento de y: x +
dx,

y(x + dx) + d(y(x + dx)) = y(x) + dy + d(y + dy)

= y + 2dy + d2y.

y se transforma en y + 3dy + 3d2y + d3y, donde los coeficientes son
los mismos que en las potencias del binomio. De aquí se sigue que
si en lugar de x se pone x + mdx, entonces y deberá tener la forma:
y + m

1 dy + m(m−1)
1·2 d2y + m(m−1)(m−2)

1·2·3 d3y + · · · .

5. Ahora sea m un número infinitamente grande para nuestra teoría,
porque mdx puede denotar una cantidad finita, poniendo x + mdx en
lugar de x será el valor que y tendrá el siguiente: y + m

1 dy + m2

1·2 d2y +
m3

1·2·3 d3y + m4

1·2·3·4 d4y + · · · . Si ahora se hace mdx = a o m = a
dx , si por

x se pone x + a, se llega a que y tiene la forma y + a
1

dy
dx + a2

1·2
d2y
dx2 +

a3

1·2·3
d3y
dx3 + · · · , en la cual todos los términos son de magnitud finita70. 70 Aquí Euler con una notación en

desuso llega a la fórmula de Taylor que
presenta y cita en el siguiente párrafo.

6. Ahora la misma serie, cuyo mismo valor y se exhibe transformado,
si en lugar de x se pone x + a, lo que fue primeramente producido por
Cl. Taylor71 en “Methodo Increm. inu.” y que a muchos sobresalientes 71 Brook Taylor. Methodus Incrementorum

Directa et Inversa. Londini : Typis Pear-
sonianis prostant apud Gul. Innys ad In-
signia Principis in Coemeterio Paulino,
1715

usos se aplicará. Primero se sigue, por supuesto, la elevación a cual-
quier potencia de un binomio. Si se quiere el valor de (a + a)m se pone
y = xm y sera (x + a)m el valor de y, si en lugar de x se pone x + a, ya
que se tiene dy = mxm−1dx, d2y = m(m − 1)xm−2dx2 y, por lo tanto, se

tiene (x + a)m = xm + maxm−1

1 + m(m−1)a2xm−2

1·2 + · · · .

7. Taylor continúa con esta serie para encontrar la raíz de cualquier
ecuación, lo que logra de la siguiente manera. Si una ecuación cual-
quiera a saber Z = 0, que envuelve la incógnita z, donde Z depende
de la incógnita z. Luego toma x como un valor casi igual al propio z,
y la cantidad de Z que se produce si x se pone en lugar de z , la pone
igual a y, de modo que y = 0, si x fuera el verdadero valor de z.

8.
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12. Establecido lo anterior, temas menos pertinentes con el asunto que
se persigue, regreso a las series. Sea entonces la serie A + B + C + D +

· · · + X, en la cual A denota al primer término, B al segundo y X a
aquel término cuyo índice es x; de esta forma X será el término general72 72 El “término general” es el que define

la suma.de la serie propuesta. Póngase también la suma de tal desarrollo A +

B + C + D + · · ·+ X = S, donde será S la suma final73, aunque tanto 73 Aquí, “terminus summatorius” se tra-
duce como “suma final”, i. e. la suma de
la serie.

S como X, si la serie fuera determinada, estarán compuestas de x y de
constantes.

13. Ya que S exhibe la suma de todos los términos de la serie, los
cuales dependen de x, si en S en el lugar de x se sustituye x − 1, se
tendrá en la suma, que termina antes del último término X, quitando
la X. Por lo tanto, con tal sustitución se pasará de S a S − X. Si se
compara entonces esta con la suma anterior, se tiene S=y y a = −1,
por lo tanto, el valor de S será transformado en S − X y será igual74 a 74 Esto se obtiene por la fórmula en el pá-

rrafo 5.S − 1
1

dS
dx + 1

1·2
d2S

d x2 − 1
1·2·3

d3S
dx3 + · · ·

14. Entonces, con la ayuda de esta ecuación, el término general de cada
serie se encuentra a partir del término de suma dado. Ahora bien, co-
mo por lo demás es facilísimo, sería superfluo utilizar este método pa-
ra encontrar el término general a partir de la suma. Esto sucede de ma-
nera más conveniente con esta ecuación, de modo que se desarrollan
los términos individuales y, por lo tanto, se puede acomodar a usos
particulares. Conocida la serie X = 1

1
dS
dx − 1

1·2
d2S

d x2 + 1
1·2·3

d3S
dx3 − · · · ,

entonces el método permite invertir y a partir de término general X se
determina la suma S, lo cual es el máximo objetivo de este artículo.

15. Por lo tanto, supongamos dS
dx = αX + β dX

dx + γ d2X
dx2 + δ d3X

dx3 + ϵ d4X
dx4 +

· · · , también sea S = α
∫

Xdx + βX + γ dX
dx + δ d2X

dx2 + · · · . Se tendrá en-

tonces d2S
dx2 = α dX

dx + β d2X
dx2 + γ d3X

dx3 + · · · , y d3S
dx3 = α d2X

dx2 + β d3X
dx3 + γ d4X

dx4 +

· · · , y d4S
dx4 = α d3X

dx3 + β d4X
dx4 + · · · , y además d5S

dx5 = α d4X
dx4 + · · · , etcétera.

16. Luego, se sustituyen estas series en el lugar del término superior
de la serie, y los términos similares se comparan entre sí, y de ninguna
manera se suponen iguales. Hecho esto, se determinarán los coeficien-
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tes α, β, γ etcétera, de tal forma que quede como sigue:

α = 1

β =
α

2

γ =
β

2
− α

6

δ =
γ

2
− β

6
+

α

24

ϵ =
δ

2
− γ

6
+

β

24
− α

120

ζ =
ϵ

2
− δ

6
+

γ

24
− β

120
− α

720

etcétera.

17. Entonces, los coeficientes α, β, γ, δ etcétera, constituyen una serie
de tal índole que cada término está determinado a partir de todos los
anteriores, siendo el primer término igual a 1. Ahora bien, los núme-
ros por los que se debe dividir cada uno de los términos anteriores
constituyen una progresión, llamada por Wallis, progresión hipergeo-
métrica: 2, 6, 24, 120, 720, 5040, etcétera. Sin embargo, si se compara la
misma con la serie de coeficientes α, β, γ, etcétera no creo que se pueda
ofrecer un término general para ella.

18. Para nuestros fines debemos estar contentos con la serie de coefi-
cientes que cualquiera puede continuar, ya que por la ley de la progre-
sión se puede hacer fácilmente. Encontré también la serie que sigue:

+1 +
1

1 · 2
+

1
1 · 2 · 3 · 2

+ 0 − 1
1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6

− 0

+
1

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 6
+ 0 − 3

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10

−0 +
5

1 · · · 11 · 6
+ 0 − 691

1 · · · 13 · 210

−0 +
35

1 · · · 15 · 2
+ 0 − 3617

1 · · · 17 · 30

en la cual es una serie notable75, en la cual todos los términos pares, 75 ¡Los números de Bernoulli aparecen en
esta serie!excepto el segundo, son cero.

19. Si se sustituyen en lugar de α, β, γ, etcétera estos términos, se obtie-
nen los términos de la suma S =

∫
Xdx+ X

1·2 +
1

1·2·3·2
dX
dx − 1

1·2·3·4·5·6
d3X
dx3 +

1
1·2·3·4·5·6·7·6

d5X
dx5 − 3

1·2·3·4·5·6·7·8·9·10
d7X
dx7 + 5

1···11·6
d9X
dx9 + 691

1···13·210
d11X
dx11 + 35

1···15·2
d13X
dx13 −

− 3617
1···17·30

d15X
dx15 + · · · .

20. Tales series tienen un insigne uso para calcular las sumas de las
progresiones aritméticas, en cuyos término general x nunca entra en el
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denominador. Puesto que, por esta razón, x tiene en todas partes ex-
ponentes enteros positivos, sus diferenciales eventualmente se anulan
y la serie terminará, de modo que el número de términos en la suma
en sí, será finito. Al encontrar que todos los términos que no contienen
x pueden eliminarse inmediatamente, porque en

∫
Xdx se debe agre-

gar dicha constante, lo que hace que se convierta en S = 0, poniendo
x = 0.

21. Para que sea más claro el uso de tales fórmulas, conviene dar al-
gunos ejemplos. Sea X = x cuya serie de sumas es 1 + 2 + 3 + · · ·+ x.
Dado que

∫
Xdx = x2

2 , tendrá suma S = x2+x
2 , es por tanto, dX

dx una
constante y, por lo tanto se elimina, y la sucesión de derivadas espontá-
neamente termina. Si se continua con X = x2 su serie correspondiente
es 1 + 4 + 9 + · · ·+ x2. Se tiene

∫
Xdx = x3

3 y dX
dx = 2x y por lo tanto

la suma será, S = x3

3 + x2

2 + x
6 .

22. Si ahora se considera una serie general de potencias de números
naturales 1 + 2n + 3n + 4n + 5n + · · · cuyo termino general es xn. En-
tonces, se tiene X = xn y

∫
Xdx = xn+1

n+1 . Se tienen también las di-

ferenciales como siguen: dX
dx = nxn−1, d3X

dx3 = n(n − 1)(n − 2)xn−3,
d5X
dx5 = n(n − 1)(n − 2)(n − 3)(n − 4)xn−5. Serán entonces propuestos
los siguientes términos para la serie de sumas

S =
xn+1

n + 1
+

xn

2
+

nxn−1

2 · 6
− n(n − 1)(n − 2)xn−3

2 · 3 · 4 · 30
+

n(n − 1)(n − 2)(n − 3)(n − 4)xn−5

2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 42

−n(n − 1) · · · (n − 6)xn−7

2 · 3 · · · 8 · 30
+

n(n − 1) · · · (n − 8) · 5xn−8

2 · 3 · · · 10 · 66
− n(n − 1) · · · (n − 10) · 691xn−11

2 · 3 · · · 13 · 2730

+
n(n − 1) · · · (n − 12) · 7xn−13

2 · 3 · · · 14 · 6
− n(n − 1) · · · (n − 12) · 3617xn−14

2 · 3 · · · 16 · 510
+ · · · .

Para que el cálculo de esta serie se prosiga, conviene que la serie ante-
rior para α, β, γ, etcétera se continúe.

23. A partir de esto, por lo tanto, para la serie cuyo término general
es xn se puede construir la suma especial de potencias de la siguiente
manera76,77: 76 En el original, Euler abusa de la nota-

ción escribiendo
∫

xr por ∑x
n=1 nr . Para

evitar confusiones no se sigue al original
sino que se escribe a tabla en notación
más moderna.
77 En el original Euler escribió la tabla
completa para r = 1, 2, . . . , 16, la cual se
omite para una lectura más breve.
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x

∑
n=1

n1 =
x2

2
+

x
2

x

∑
n=1

n2 =
x3

3
+

x2

2
+

x
6

x

∑
n=1

n3 =
x4

4
+

x3

2
+

x2

4

...
...

x

∑
n=1

n16 =
x17

17
+

x16

2
+

4x15

3
− 14x13

3
+

52
3

x11 − 143x9

3
+

260x7

3
− 1392x5

15
+

140x3

3
− 3617x

510

24. Pero si x no tiene en todas partes exponentes positivos en el tér-
mino general de la serie, la expresión de la suma consta de infinitos
términos, porque series de este tipo no admiten suma general, sino
que involucran cuadraturas desconocidas. Entretanto, sin embargo, he
observado que con la ayuda de este método se puede aproximar fá-
cilmente una serie de este tipo, lo que tiene una marcada ventaja en
series que convergen poco y que, de otro modo, son difíciles de ser
sumadas. Enseñaré con ejemplos que tan eficiente es este método.

25. Primero consideraré la series armónicas y antes que otras esta
1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 + · · · cuyo término general es 1
x . Sea S, la suma bus-

cada. Es entonces78 X = 1
x y
∫

Xdx = Const. + log x. Por lo tanto, 78 Const. es una constante de integración,
por el momento indeterminada, por su-
puesto.

dX
dx = −1

x2 , d3X
dx3 = −1·2·3

x4 , d5X
dx5 = − 1·2·3·4·5

x6 , etcétera. Sustituyendo esto se
obtiene S = Const. + ln x + 1

2x − 1
12x2 +

1
120x4 − 1

252x6 +
1

240x8 − 1
132x10 +

691
32760x12 − 1

12x14 + · · · . Donde la constante (de integración) añadida de-
be ser encontrada suponiendo que x = 0 da S = 0. De hecho, para
todos los términos infinitamente grandes, la constante no se puede
determinar.

26. Para determinar la constante es conveniente otro caso cuya suma
de la serie es conocida y que se obtiene si se agregan cierto número de
términos en la suma. Consecuentemente, si se agregan 10 términos ini-
ciales 1+ 1

2 +
1
3 + · · · 1

10 , se obtiene la suma igual a 2.9289682539682539,
la cual debe ser igual a la suma de aquellos términos de la fórmula
a saber, Const.+ ln 10+ 1

20 −
1

1200 +
1

1 200 000 −
1

252 000 000 +
1

24 000 000 000 −
1

1 320 000 000 000 + · · · . De hecho, dado que ln 10 = 2.30258509292994045684
la constante (de integración)79 añadida es igual a 0.5772156649015329, 79 Esta es la llamada Constante de Euler-

Mascheroni.una vez que se hace esto, se encontrará la suma de cualquier número
de términos de esta serie.

27. Así, investigué80 la suma de 100, 1 000 y 10 000, etcétera términos 80 Observe que la suma de un millón de
términos así como las demás sumas las
hizo Euler manualmente y que, según se
cuenta, tenía gran habilidad para tales
operaciones.

de la serie 1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 + 1

5 + · · · y encontré lo que sigue81:

81 Nuevamente la notación del original
difiere de la que se usa aquí. Euler usa∫

10 para denotar ∑10
n=1

1
n .
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10

∑
n=1

1
n

= 2.9289682539682539

100

∑
n=1

1
n

= 5.1873775176396203

1 000

∑
n=1

1
n

= 7.4854708605503449

10 000

∑
n=1

1
n

= 9.7876060360443823

100 000

∑
n=1

1
n

= 12.0901461298634280

1 000 000

∑
n=1

1
n

= 14.3927267228657236

Los párrafos 28 a 31 tratan de series divergentes que no se estudiaron en el
ensayo previo por no ser de mayor trascendencia y, por lo tanto, no se incluyen
en la presente traducción.

31. Paso a una serie más compleja, y considero así 1+ 1
4 +

1
9 +

1
16 + · · ·

de los recíprocos de los cuadrados, cuyo término general es 1
x2 = X. Se

tendrá entonces
∫

Xdx = Const. − 1
x , además dX

dx = −2
x3 , d3X

dx3 = −2·3·4
x5 ,

d5X
dx5 = −2·3·4·5·6

x7 , etcétera. Su sustitución será 1 + 1
4 + 1

9 + 1
16 + · · · +

1
x2 = S = Const.− 1

x + 1
2x2 − 1

6x3 +
1

30x5 − 1
42x7 +

1
30x9 − 5

96x11 +
691

2730x13 −
7

6x15 + · · · . Donde la cantidad constante debe ser considerada como un
caso especial.

32. Entonces, agregué diez términos iniciales a la serie cuya suma en-
contré 1.549767731166540. Con esto hice el caso x = 10, así se adicio-
nó 1

10 −
1

200 +
1

6000 −
1

3 000 000 +
1

420 000 000 −
1

30 000 000 000 +
1

1 320 000 000 000 −
691

27 300 000 000 000 000 +
7

6 000 000 000 000 000 + · · · . A partir de esto se sigue que
la constante que debe ser añadida es igual82 a 1.64493406684822643647. 82 Obviamente, esta es una excelente

aproximación a π2

6 a lo que la suma de
los recíprocos de los cuadrados es igual,
según el primer ensayo de Euler estudia-
do en este texto.

Por lo tanto, la constante es igual a la serie, si se continúa la suma al
infinito. Puesto así x = ∞, se tiene S = Const. al evanecerse83 todos

83 Se traduce literalmente “euanescenti-
bus omnibus terminis” la que con el pro-
ceso de tomar x = ∞ los términos se eva-
necen, y no se “anulan” como podría ser
tentativo al traducir.

los términos.

33. De manera similar para la serie de recíprocos de cubos 1 + 1
8 +

1
27 + 1

64 + · · · si se agregan diez términos iniciales se tiene la siguiente
suma 1.197531985674193. Donde se encontró la constante, la que en la
suma de cuya serie se debe añadir y es igual a 1.202056903159594. Tal
número es igual a la serie 1 + 1

8 + 1
27 + 1

64 + · · · si se continúa la suma
al infinito. También para la bicuadrática 1 + 1

16 + 1
81 + · · · con suma

igual a 1.0823232337110824.
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Texto original de Euler op. cit.. Créditos de la digitalización: University of the Pacific Scholarly Commons
https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works
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Newton lleva el infinito a la trigonometría

Entre las múltiples contribuciones de Newton a la ciencia, está el
desarrollo en series de las funciones trigonométricas, como veremos
en este capítulo. Además de las trigonométricas, el desarrollo de la
función logaritmo logrado por Newton permitió a Nicholas Mercator
expandir las tablas de logaritmos de Neper que tuvieron tremenda
importancia en las mediciones astronómicas y que, por ende, deriva-
ron en el desarrollo y auge de la navegación comercial y militar. Pero
regresando a las trigonométricas, los descubrimientos de Newton per-
mitieron extender las tablas de Ptolomeo y podemos decir sin exage-
rar que extendió las tablas nada menos que al infinito y con ello, se
expandieron inconmesurablemente las aplicaciones de tales funciones
a todas las ramas de la ciencia y la tecnología.

Seguiremos para esta parte el cápitulo De Analysi Per Aequationes
Numero Terminorum Infinitas, del opúsculo84 publicado, al parecer, no 84 Isaac Newton. Analysis per quantita-

tum series, fluxiones, ac differentias: cum
enumeratione linearum tertii ordinis. ETH-
Bibliothek Zürich, Shelf Mark: Rar 1909

sin ciertas dificultades en 1711. En el citado capítulo, Newton expli-
ca las técnicas para calcular el área delimitada por ciertas curvas para
las cuales descubrió un desarrollo en series infinitas, al parecer, por
primera vez en la historia85. Comienza con ejemplos, lo que transpa- 85 Se menciona que el matemático hin-

dú Sri Nilakantha Somayaji (1444-1545)
como pionero en la serie para la fun-
ción seno, pero en el texto El Tantrasam-
graha se encuentra la fórmula sen x =
x − x3/6, la cual está lejos del desarrollo
infinito de Newton, como puede corro-
borar el lector que así lo desee.

renta la intención didáctica del opúsculo. Son de particular interés el

desarrollo infinito de la hipérbola y =
a2

b + x
y de la raíces cuadradas

y =
√

a2 ± x2, entre otros ejemplos similares y combinaciones de es-
tos, los cuales se encuentran a partir de la página 5. Para la hipérbola
escribe el desarrollo que se logra al usar el algoritmo de división de
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los polinomios:

a2

b
− a2

b2 x + a2

b3 x2 − a2

b4 x3 + · · ·
b + x

)
a2

−a2 − a2

b
x

− a2

b
x

a2

b
x + a2

b2 x2

a2

b2 x2

− a2

b2 x2 − a2

b3 x3

...

es decir,

y =
a2

b + x
=

a2

b
− a2

b2 x +
a2

b3 x2 − a2

b3 x3 + · · · (50)

y procede a calcular el área bajo la hipérbola mediante la fórmula dada
en las regla I (página 1, op. cit. se da la traducción literal):

Figura 6: Figura que corresponde a la re-
gla I de Newton op. cit. para el área ABD.

Regla I. Si y = ax
m
n , será área ABD =

an
m + n

x
m+n

n (véase la Figura 6).

Es de notar que Newton ha adoptado completamente la notación
fraccionaria para las raíces n-ésimas y los exponentes negativos para
las funciones racionales y que la fórmula para hallar el área está basada
en las fórmulas encontradas por Wallis (recuerde la fórmula (34)).

De esta forma, al dividir en el ejemplo

y =
1

1 + x
= 1 − x + x2 − x3 + x4 + · · · (51)

concluye que el área ABDC = x − 1
3 x3 + 1

5 x5 + · · · (vea Figura 7), al
integrar cada sumando mediante la fórmula de la regla I.

Figura 7: Ejemplo de Newton del área
ABCD bajo la hipérbola y = 1

1+x op. cit.
página 5. Observe que A está en el punto
que corresponde a 0.

Para la serie infinita de las raíces cuadradas, Newton utiliza el al-
goritmo, menos conocido actualmente, para obtener la raíz cuadra-
da de polinomios. Como ejemplo Newton86 calcula la serie para y =

86 Para sacar la raíz a a2 + x2 se toma
la raíz al primer sumando, lo cual da a;
posteriormente se busca un número cu-
yo doble producto con a dé x2, lo cual
resulta x2

2a , término que debe ser elevado

al cuadrado, con lo que se obtiene x4

4a2 ;
etcétera.

√
a2 + x2.

a + x2

2a −
x4

8a3 +
x6

16a5 − 5x8

128a7 + · · ·
√

a2 + x2

a2

0 + x2

x2 + x4

4a2

0 − x4

4a2

− x4

4a2 − x6

8a4 +
x8

64a6

...
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Por lo tanto, la serie infinita buscada es

y =
√

a2 + x2 = a +
x2

2a
− x4

8a3 +
x6

16a5 − 5x8

128a7 + · · ·

Newton procede entonces a dar la fórmula de la serie para el área
del círculo de radio a sin exponer los detalles del cálculo (pero que se
siguen del cálculo anterior, evidentemente) y dice: “Del mismo modo,
si fuera y =

√
a2 − x2 su raíz será

y =
√

a2 − x2 = a − x2

2a
− x4

8a3 − x6

16a5 − 5x8

128a7 − · · · (52)

y agrego (i. e. Newton agrega) que el área buscada ABDC (Figura 8)
será igual a ax − x3

6a −
x5

40a3 − · · · ”.

Figura 8: Figura que corresponde al área
ABCD del arco de la circunferencia y =√

a2 − x2.

Para calcular el área completa del círculo Newton usa la serie

y =
√

x − x2 = x
1
2 − 1

2
x

3
2 − 1

8
x

5
2 − 1

16
x

7
2 − 1

72
x

9
2 + · · ·

cuya área ABD (Figura 9) es

Figura 9: Figura que corresponde al área
ABC del arco de la circunferencia y =√

x
√

1 − x .

2
3

x
3
2 − 1

5
x

5
2 − 1

28
x

7
2 − 1

72
x

9
2 + · · · = x

1
2

(
2
3

x − 1
5

x2 − 1
28

x3 − 1
72

x4 + · · ·
)

.

El lector perspicaz podrá ver que el área completa de un círculo, puede
calcularse conociendo el área ABCD de la figura 8 y el área del com-
plemento en la figura 9, por lo que Newton termina esta sección con
la frase87 “Y esta es la cuadratura del área del círculo”, nada menos.

87 Et haec est Areae Circuli Quadratura

Cálculo de la serie del arcoseno o cómo calcular longitudes de
arco, según Newton

No debemos perder de vista que estamos en busca de cómo fue
el descubrimiento de la serie para la función seno. Para llegar a ella,
Newton calcula primero la serie de la función inversa del seno, es decir,
la serie de la función arcoseno. Entonces, dado que Newton inventó
una técnica para calcular la serie infinita de una inversa local, es capaz
de calcular la serie para el seno. Sigámoslo paso a paso.

Figura 10: Una figura similar presenta
Newton para el cálculo de la longitud de
arco de una circunferencia. La diferen-
cia principal con nuestra figura es que
en general H′ ̸= H , pero Newton con-
sidera que para un rectángulo “infinita-
mente pequeño” estos puntos coinciden,
lo cual no tiene sentido en R, desde el
punto de vista actual.

Para calcular la serie del arcoseno, Newton primero calcula la serie
infinita para su derivada siguiendo las técnicas de Barrow y después
integra la serie derivada usando las técnicas de Wallis, las cuales gene-
ralizó el mismo Newton. Procedemos como en la sección Longitudines
Curvarum invenire, op. cit. la cual se encuentra a partir de la página 7

de la obra original de Newton. Considere el semicírculo ADE en la
figura 10. Se desea encontrar la tangente en el punto D localizando el
punto T sobre la recta AE (ésta es la técnica de Barrow que se verá más
adelante). Sea BD perpendicular a AE. Se tiene que el triángulo TCD
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es semejante al triángulo H′GD, pero imaginando que, para triángu-
los con lados infinitamente pequeños, también se cumple la semejanza,
Newton supone que el triángulo TCD es semejante a HDG, aunque de
la figura es claro que H′ ̸= H. Entonces por semejanza de triángulos
también se tiene que el triángulo HDG es semejante al triángulo TDB.
Sea x = m(AB), y = m(BD), donde m denota la medida del segmen-
to respectivo. Si z denota al arco AD, ∆z el arco HD, ∆x = m(HG),
t = m(BT) y r denota al radio del círculo, tenemos

△HDG ∼ △TDB ⇐⇒ ∆x
∆z

=
t

DT
(53)

△DBT ∼ △CDT ⇐⇒ t
DT

=
y
r

, (54)

donde “∼” denota semejanza de triángulos.
En particular. si r = 1, y =

√
1 − x2 se tiene de (53) y (54)

∆z
∆x

=
1
y
=

1√
1 − x2

, (55)

Es decir88, hemos llegado a la derivada para la longitud de arco del 88 Deberíamos de escribir en lenguaje
moderno lı́m∆x→0

∆z
∆x , pero se prefiere

apegarse lo más posible a la notación
del autor quien por supuesto, no usó la
notación de Leibniz dz

dx , como prefieren
usar otros autores. En todo caso, Newton
y, antes Barrow, entendían por ∆z

∆x el co-
ciente de cantidades infinitesimales, las
cuales en la axiomática moderna de los
números reales no existen.

círculo (al tomar ∆x y ∆z infinitamente pequeños), de donde si desa-
rrollamos en serie 1/

√
1 − x2 podremos calcular z con las reglas dadas

por Newton para el cálculo de áreas (es decir, para la integración, re-
glas I y II página 1 op. cit.). Al sacar raíz se tiene mediante la fórmula
dada por (62)

1√
1 − x2

=
1

1 − x2

2 − x4

8 − x6

16 − 5x8

128 − · · ·

= 1 +
1
2

x2 +
3
8

x4 +
5

16
x6 + · · · (56)

para calcular la división por una serie infinita, Newton aclara que se
obtiene dividiendo como si fuera una fracción decimal (página 7 op.
cit.). De (56) “calculando el área” (Newton dixit, es decir, integrando)
se tiene89 89 Efectivamente la serie (57) es la serie

para el arcoseno

arc sen x = x+
1
6

x3 +
3
40

x5 +
5

112
x7 + · · ·

z = x +
1
6

x3 +
3

40
x5 +

5
112

x7 + · · · (57)

Ahora, para encontrar la serie del seno, Newton encuentra la inversa,
es decir, pone a x en términos de una serie infinita en términos de
z; veamos cómo calcular la inversa de log(1 + x). Recordamos que la
serie (51) al ser integrada nos dio el área la cual resulta ser el logaritmo
de 1 + x, es decir

z = log(1 + x) = x − 1
3

x3 +
1
5

x5 − 1
7

x7 + · · · (58)

Newton propone un algoritmo (página 16 op. cit.) para calcular la serie
inversa x = z+ p+ q+ · · · , donde p = p(z), q = q(z), etcétera, Newton
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Término a sustituir dónde se substituye Término resultante

x = z + p + 1
5 x5 1

5 z5 + · · ·+ 1
5 p5

− 1
4 x4 − 1

4 z4 − z3 p + · · ·+ 1
4 p4

+ 1
3 x3 + 1

3 z3 + z2 p + zp2 + 1
3 p3

− 1
2 x2 − 1

2 z2 − zp − 1
2 p2

+x +z + p

−z −z

Cuadro 7: Tabla para invertir la serie de
log(1 + x) similar al cuadro original de
Newton página 16 op. cit.

propone sustituir en el primer paso x = z+ p en la serie (58) y resolver
para p tomando en cuenta solo la menor potencia de z que aparezca.

Lo que aparece en la segunda columna del cuadro 7 es la ecuación
(58) igualada a cero es decir

0 = −z + x − 1
3

x3 +
1
5

x5 − 1
7

x7 + · · ·

En la tercera columna aparecen los términos que se obtienen al desa-
rrollar los binomios al sustituir x = z + p, de donde

0 = p(1 − z + z2 − z3 + z4 + · · · )− 1
2

z2 + · · · ,

de aquí, Newton concluye que la primera aproximación para p, es p =
1
2 z2. Así, x = z+ 1

2 z2 + · · · . La justificación para descartar las potencias
mayores debe ser que Newton consideraba que su procedimiento era
válido para valores pequeños de x, p, z, etcétera.

El segundo paso consiste en escribir p = 1
2 z2 + q, sustituir en los tér-

minos donde aparece p y despejar q, como se muestra en el siguiente
cuadro. Al sumar todos los términos de la última columna del cua-
dro 8 e igualar la suma a cero, se puede despejar q. Note que algunos
términos se cancelan mutuamente:

0 = q(1 − z − z2 + · · · ) +
(

1
3
− 1

2

)
z3 + · · · ,

de donde Newton concluye que q = −
(

1
3 − 1

2

)
z3 = 1

2·3 z3 y, actuali-
zando los valores de la serie,

x = z +
1
2

z2 +
1

2 · 3
z3 + · · ·
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Término a sustituir dónde se substituye Término resultante

p = 1
2 z2 + q +zp2 1

4 z5 + · · ·

− 1
2 p2 − 1

8 z4 − 1
2 z2q + · · ·

−z3 p − 1
2 z5 + · · ·

+z2 p + 1
2 z4 − z2q

−zp − 1
2 z3 − zq

+ p + 1
2 z2 + q

+ 1
5 z5 + 1

5 z5

− 1
4 z4 − 1

4 z4

+ 1
3 z3 + 1

3 z3

− 1
2 z2 − 1

2 z2

Cuadro 8: Segundo paso para invertir la
serie de log(1 + x) similar al cuadro ori-
ginal de Newton página 16 op. cit.

El procedimiento se continúa poniendo q = 1
2·3 z3 + r, sustituyendo en

la serie para q, de donde obtiene que la inversa de z = log(1 + x) es

x = z +
1
2

z2 +
1

2 · 3
z3 +

1
2 · 3 · 4

z4 + · · ·

la cual, como puede notar el lector, es la serie de ez − 1, efectivamente,
es la inversa bajo composición de log(1+ x). No deja de asombrar que
este método para invertir funciones se halle en el olvido completamen-
te.

Habiendo conocido el método de inversión de series de Newton,
procedemos a calcular la serie para el seno a partir de la serie del
arcoseno. Debo mencionar que el cuadro 9 siguiente no aparece en la
publicación de Newton, lo que Newton reporta es la serie de la función
seno hasta el grado siete, en una brevísima sección op. cit. página 17

que traduzco:

Figura 11: Presentamos la figura que usa
Newton para la serie infinita de la fun-
ción seno, salvo que la hemos rotado pa-
ra que coincida con las representaciones
modernas, donde el eje x es horizontal.

Si dado el arco αD se desea el seno AB de la ecuación z = x + 1
6 x3 +

3
40 x5 + 5

112 x7+ etcétera, calculada antes (suponiendo que AB = x, αD = z
y Aα = 1), la raíz extraída90 será x = z − 1

6 z3 + 1
120 z5 − 1

5040 z7 + 1
362880 z9.

90 Es decir, el seno de z, Newton llama
raíz a la cantidad que encuentra con el
cálculo de la inversa, puesto que ha usa-
do con antelación su técnica para encon-
trar raíces de ciertas ecuaciones que no
discutimos en este libro.
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etcétera. Y más aun si el coseno Aβ de este arco dado se desea, haga Aβ(=√
1 − x2) = 1 − 1

2 z2 + 1
24 z4 − 1

720 z6 + 1
40320 z8 − 1

3628800 z10, etcétera.
Newton, de esta forma, presenta la serie para el seno y el coseno,

con lo que las tablas anteriores a él quedaron infinitamente superadas.
Presentamos a continuación, la posible tabla que pudo haber usado
Newton para el cálculo de la serie del seno, pero que no aparece en la
obra original. Para el cálculo de seno, se parte de la serie

z = x +
1
6

x3 +
3

40
x5 +

5
112

x7 + · · ·

Término a sustituir dónde se substituye Término resultante

x = z + p + 5
112 x7 5

112 z7 + · · ·

+ 3
40 x5 − 3

40 z5 + 3·5
40 z4 p + · · ·

+ 1
6 x3 + 1

6 z3 + 3
6 z2 p+

+x +z + p

−z −z

Cuadro 9: Tabla para invertir la serie de
z = arcsen (x) y así encontrar la serie
x = sen z = z − 1

6 z3 + 1
120 z5 − 1

5040 z7 +
1

362880 z9 + · · · . Para esta tabla Newton
no se toma la molestia de presentarla en
su texto, ya que de alguna manera, para
cuando llega a dicha serie, es de alguna
manera trivial.

Del Cuadro 9 puede deducirse que

0 = p(1 +
1
2

z2 +
3
8

z4 + · · · ) + 1
6

z3 +
3

40
z5 + · · · (59)

(60)

Por lo tanto, en una primera aproximación p ≈ − 1
6 z3 = − 1

2·3 z3. Ahora
se busca una segunda aproximación poniendo p = − 1

2·3 z3 + q, donde
q queda por determinar:

Del Cuadro 10 (abajo), puede encontrarse que

0 = q
(

1 +
1
2

z2 +
3
8

z4 + · · ·
)
+

(
1
6
− 1

6

)
z3 +

(
− 1

12
+

3
40

)
z5 + · · ·

q ≈ 1
2 · 3 · 4 · 5

z5, (61)

de donde
sen z = z − 1

2 · 3
z3 +

1
2 · 3 · 4 · 5

z5 + · · ·

Crítica a los cálculos de Newton

Desde la perspectiva actual, las series infinitas para seno y coseno
que presenta Newton en el Analysis, son correctas. Sin embargo los
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Término a sustituir dónde se substituye Término resultante

p = − 1
2·3 z3 + q + 1

2 z2 p − 1
2·3 z5q + · · ·

+p − 1
2·3 z3 + q

+ 3
40 z5 + 3

40 z5

− 1
12 z5 − 1

12 z5

− 1
6 z3 − 1

6 z3 + · · ·

+ 1
6 z3 + 1

6 z3

Cuadro 10: Segunda aproximación para
invertir la serie de z = arcsen (x).

métodos sustentados en operaciones algebraicas han caído en desuso
completamente. El surgimiento de las series de Taylor y Maclaurin,
donde los coeficientes de las potencias en las series son calculados con
las derivadas de la función cuya serie desea calcularse, y donde se es-
tablece un error de truncamiento para los desarrollos finitos. Esto es
lo que prevalece en las implementaciones computacionales de los de-
sarrollos de tales funciones, así como en todos los libros de texto; y
por implementaciones computacionales, me refiero, por supuesto, a que
cuando usted, apreciable lector, usa una calculadora para encontrar el
seno de cualquier ángulo, su calculadora utiliza, de alguna manera,
el desarrollo que encontró Newton. Si hay algo original en la obra de
Newton seguro son sus técnicas y las fórmulas a las que se llegó por
primera vez, lo que, sin duda, contribuyó al enriquecimiento de las ta-
blas de funciones trigonométricas y de las tablas de logaritmos que, a
su vez, fueron empleadas en astronomía, ingeniería y un infinito etcé-
tera. Por cierto, otras fórmulas de extraordinaria relevancia aparecen
en los extractos de epístolas al final de Analisi per Aequationes, op. cit.;
por ejemplo, en el fragmento de una carta a Oldenburg, se muestran
las fórmulas de las series para el desarrollo binomial para (P + PQ)

m
n :

(P + PQ)
m
n = P

m
n +

m
n

AQ +
m − n

2n
BQ + · · · ,

donde, por cierto, la notación91
√

a = a
1
2 ,
√

a3 = a
3
2 ,
√

c, a5 = a
5
3 así 91 Usamos la notación

√
y
√

c, para las
raíces cuadradas y cúbicas, respectiva-
mente, por ser la que aparece en la obra
original de Newton.

como 1
a = a−1, 1

a2 = a−2, 1
a3 = a−3 queda establecida para siempre co-

mo una notación excelente para los fines del cálculo. Entre los célebres
ejemplos, Newton pone√

c2 + x2 = (c2 + x2)
1
2 = c +

x2

2c
− x4

8c3 +
x6

16c5 − 5x8

128c7 +
7x10
256c9 + · · ·
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y explica: “Porque en este caso, es P = c2, Q = x2

c2 , m = 1, n = 2,

A = P
m
n = (c2)

1
2 = c, B = m

n AQ = x2

2c , C = m−n
2n BQ = − x4

8c3 , y así
sucesivamente.” De esta manera, para todos los casos prácticos, Newton
muestra que no requiere de los métodos algebraicos que usó (y que
estudiamos), para el cálculo de las series de raíces cuadradas, siempre
y cuando las series converjan, lo que no es tema menor; pero en la
época de Newton, época de desarrollo, fue tema un tanto soslayado.

Se cuenta que Newton dijo a alguno de sus biógrafos que comenzó
a interesarse en las matemáticas cuando dio con un libro de astrolo-
gía y no pudo comprender los cálculos y figuras que allí aparecían, lo
que lo llevó, al cabo, a estudiar la geometría de Descartes y trigonome-
tría... ¡Algunos libros de astrología de entonces requerían de cálculos
de trigonometría esférica!; ni modo...las cosas ya no son como antes.

La prodigiosa curiosidad de Newton lo llevó al descubrimiento de
fórmulas para el cálculo de los valores de las funciones trigonométricas
que son insuperables, ya que incluyen todos los números posibles,
reales y complejos, con lo que culmina una búsqueda que comenzó
con los sumerios, algunos milenios antes.
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Traducción del latín de textos de Newton:
1. Del análisis para las ecuaciones con infinito número de térmi-
nos

A continuación presento mi versión al español del capítulo de la
obra de Newton92 cuyo título original es “De Analysi Per Aequationes 92 Isaac Newton. Analysis per quantita-

tum series, fluxiones, ac differentias: cum
enumeratione linearum tertii ordinis. ETH-
Bibliothek Zürich, Shelf Mark: Rar 1909

Numero Terminorum Infinitas”, el cual se traduce como se ha nom-
brado al título de esta sección.

Cuadratura de las curvas simples
Regla I.

Si axm/n = y, se tendrá an
m+n x

m+n
n = Area ABD. Con ejemplos el asunto

Figura 12: Figura semejante al del origi-
nal de Newton: Regla I.

será evidente.
1. Si x2(= 1x2/1) = y, esto es a = 1 = n y m = 2, se tendrá 1

3 x3 = ABD.
2. Si 4

√
x(= 4x1/2) = y, se tendrá 8

3 x3/2(= 8
3

√
x3) = ABD.

3. Si 3√x5(= x5/3) = y, se tendrá 3
8 x8/3(= 3

8
3√x8) = ABD.

4. Si 1
x2 (= x−2) = y, esto es, si a = 1 = n y m = −2, se tendrá

( 1
−1 x−1/1 =) − x−1(= −1

x ) = αBD, infinito extendido hacia α que el
cálculo establece negativa93 ya que ésta yace del otro lado de la línea 93 Esta explicación es incorrecta desde el

punto de vista moderno, no sobra seña-
lar.

BD. 5. Si 1√
x3 (= x−3/2) = y, se tendrá ( 2

−1 x−1/2 =) 2
−
√

x = ABα.

6. Si 1
x (= x−1) = y, se tendrá 1

0 x0/1 = 1
0 × 1 = 1

0 =infinito, la cual es
el área de la hipérbola en ambos lados de la línea BD.

Cuadratura de curvas compuestas a partir de más sencillas
1 Regla II

Si el valor mismo y está compuesto de múltiples términos, el área también
estará compuesta de las áreas de los términos individuales.
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Figura 13: Figura semejante al del origi-
nal de Newton: Regla I, 4.

Primer ejemplo.
Si x2 + x3/2 = y, se tendrá 1

3 x3 + 2
5 x5/2 = ABD. En efecto, siempre

que sea x2 = BF y x3/2 = FD se tendrá por la regla precedente 1
3 x3

igual al área AFB descrita por la línea BF y 2
5 x5/2 igual a AFD descrita

por DF de donde 1
3 x3 + 2

5 x5/2 es igual a la totalidad ABD. Así, si

Figura 14: Figura semejante al del origi-
nal de Newton: Regla II, ejemplo prime-
ro.

x − x3/2 = y, se tendrá 1
3 x3 − 2

5 x5/2 = ABD y si 3x − 2x2 + x3 − 5x4 =

y, se tendrá 3
2 x2 − 2

3 x3 + 1
4 x4 − x5 = ABD.

Se traduce a continuación, la sección titulada “Aliarum Omnium Quadra-
tura. Regula III”, es decir, “cuadratura de todas las demás. Regla III”, la cual
se encuentra a partir de la página 5 en el original de Newton, y la cual se
estudia en el ensayo que precede a la traducción del original.
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Cuadratura de todos los otros casos
Regla III.

Si el valor de y, o uno de sus términos es más complejo que los anteriores,
hay que reducirlo a términos más simples, trabajando las letras del mismo
modo que los aritméticos dividen números decimales, se extraen las raíces o
resuelven las ecuaciones involucradas. Siguiendo las reglas anteriores, encon-
trará el área buscada de la curva.

Ejemplo: dividiendo

Sea a2

b+x = y, curva que representa a una hipérbola. Al ser liberada
esta ecuación de su denominador, instituyo así la división94: 94 Se usa ahora la notación de Newton

salvo que aa se sustituye por a2, como
en las traducciones anteriores.

b + x
)

a2 + 0
(

a2

b − a2x
b + a2x2

b3 − a2x3

b4 + · · ·

a2 + a2

b
x

0 − a2

b
x + 0

− a2

b
x − a2

b2 x2

0 + a2

b2 x2 + 0

+ a2

b2 x2 + a2

b3 x3

...

Así de esta y = a2

b+x se produce una nueva y = a2

b − a2x
b2 + a2x2

b3 − a2x3

b4 +

Figura 15: Figura semejante al del origi-
nal de Newton: Regla III, ejemplo divi-
diendo.

· · · la cual es una serie infinita que se continúa así. Y agrego que (por
la regla segunda) el área requerida (sic) ABCD será igual a lo siguiente
y = a2x

b − a2x2

2b2 + a2x3

3b3 − a2x4

4b4 + · · · lo cual es también una serie infinita,
pero cuyos pocos términos iniciales son suficientemente exactos para
el uso de cualquiera, siempre que x sea varias veces menor que b.
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De la misma manera, si se tiene 1
1+x2 = y, dividiendo se llega a

y = 1 − x2 + x4 − x6 + x8 + · · · . De donde (por la regla segunda) se
tendrá ABDC = x − 1

3 x3 + 1
5 x5 − 1

7 x7 + 1
9 x9 + · · · .

O si se pone primero el término x2 como divisor, de este modo
x2 + 1, se tendrá x−2 − x−4 + x−6 − x−8 + · · · para el valor del mismo
y. De donde, (por la regla segunda) se obtendrá BDα = −x−1 + 1

3 x−3 −
1
5 x−5 − 1

7 x−7 + · · · . El primer método procede para x suficientemente
pequeña, el segundo si se supone x suficientemente grande.

Finalmente, si x1/2−x3/2

1+x1/2−3x = y, al dividir da 2x1/2 − 2x + 7x3/2 −
13x2 + 34x5/2 + · · · , de donde, ABCD = 4

3 x3/2 − x2 + 14
5 x5/2 − 13

3 x3 +

· · · .

Ejemplo extrayendo raíces

Sea
√

a2 + x2 = y, así extraigo la raíz95, 95 Se escribe aquí una notación similar a
la del original.

a2 + x2( a + x2

2a −
x4

8a3 +
x6

16a5 − 5x8

128a7 + · · ·
a2

0 + x2

x2 + x4

4a2

0 − x4

4a2

− x4

4a2 − x6

8a4 +
x8

64a6

...

Donde para la ecuación
√

a2 + y2 = y, se produce una nueva, a saber

y = a +
x2

2a
− x4

8a3 +
x6

16a5 − 5x8

128a7 + · · · y (por la regla 2) el área bus-

cada ABCD será igual a ax + x3

6a −
x5

40a3 +
x7

112a5 − 5x9

1152a7 + · · · . Y esta es
la cuadratura de la hipérbola.

Del mismo modo, si fuera
√

a2 − x2 = y su raíz será

y =
√

a2 − x2 = a − x2

2a
− x4

8a3 − x6

16a5 − 5x8

128a7 − · · · . (62)

Agrego que el área buscada ABDC será igual a ax− x3

6a −
x5

40a3 − x7

112a5 −
5x9

1152a7 + · · · . Y esta es la cuadratura del círculo.
Pero si pusiera (n. t. el lector)

√
x − x2 = y será la raíz igual a la

serie infinita x
1
2 − 1

2 x
3
2 − 1

8 x
5
2 − 1

16 x
7
2 − 1

72 x
9
2 + · · · Y el área buscada

ABD será igual a 2
3 x

3
2 − 1

5 x
5
2 − 1

28 x
7
2 − 1

72 x
9
2 − 5

704 x
11
2 + · · · o (n.t. fac-

torizando) x
1
2 en 2

3 x − 1
5 x2 − 1

28 x3 − 1
72 x4 − 5

704 x5 + · · · . Y esta es la
cuadratura del área del círculo.
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Figura 16: Figura semejante al del origi-
nal de Newton: Regla III, ejemplo extra-
yendo raíces.

Cálculo de la base dada la longitud de la curva (p. 17)

Si dado el arco αD se desea el seno AB, se obtiene de la ecuación
z = x + 1

6 x3 + 3
40 x5 + 5

112 x7+ etcétera, calculada antes (suponiendo
que AB = x, αD = z y Aα = 1), la raíz extraída96 será x = z − 1

6 z3 + 96 Es decir, el seno de z, Newton llama
raíz a la cantidad que encuentra con el
cálculo de la inversa, puesto que ha usa-
do con antelación su técnica para encon-
trar raíces de ciertas ecuaciones que no
discutimos en este libro.

1
120 z5 − 1

5040 z7 + 1
362880 z9. etcétera. Y más aun si se desea el coseno

Aβ de este arco dado, haga (sic) Aβ(=
√

1 − x2) = 1 − 1
2 z2 + 1

24 z4 −
1

720 z6 + 1
40320 z8 − 1

3628800 z10, etcétera.

Figura 17: Figura semejante a: Cálculo de
la base dada la longitud de la curva del
original de Newton p. 17.

Nota. En esta mínima sección por primera vez en la historia apare-
cen series infinitas para el seno y el coseno. Con tales series pueden
aproximarse las funciones trigonométricas para cualquier arco con un
error arbitrariamente pequeño, de allí su importancia histórica.



97

Original de Newton op. cit.. Crédito de la digitalización ETH-Bibliothek Zürich
https://doi.org/10.3931/e-rara-8934
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Barrow calcula derivadas por primera vez en la historia

El argumento de Newton para calcular derivadas está basado en las
ideas de su maestro97, basta ver el “Ejemplo II” que presenta Barrow98 97 Newton fue alumno de Barrow en el

Trinity College Cambridge
98 Isaac Barrow. Lectiones opticae et Geo-
metricae in quibus Phaenomenon opticorum
Genuina Rationes investigantur, ac expo-
nuntur: et Generalia Curvarum Linearum
Symptomata declarantur. Internet Archive
2011

en la Lección X, página 82. La idea, con notación moderna, es que
para calcular la tangente a una curva en un punto dado basta conocer
la intersección de la tangente con el eje x. El ejemplo dado por Barrow
consite en encontrar la tangente en un punto cualquiera M = (x, y)
a la curva x3 + y3 = r3 que pasa por E, M, O con 0 < x, y < 1 y
0 < r dadas. Si x corresponde a la medida de AP y y a la medida de
PM, segmento perpendicular a AP, para determinar la tangente basta
localizar T, el punto donde la tangente interseca a la recta AP, para lo
cual basta calcular el número t, el cual es la medida del segmento PT.
Para ello utiliza un argumento metafísico, ya que supone que para PQ
y MR “infinitamente pequeños”, el triángulo △MRN será semejante
al triángulo △MPT.

Figura 18: Se desea encontrar la tangen-
te a la curva x3 + y3 = r3 que pasa por
M para ello basta encontrar el punto T
y calcular la distancia t = PT, lo cual
se logra con la igualdad t = y2/x2, de
acuerdo con Barrow.

Si hacemos ∆x = |RN| (donde |RN| denota la medida del segmento
RN), y hacemos ∆y = |MR|, Barrow calcula que si ∆x, ∆y son infinita-
mente pequeñas entonces el punto (x + ∆x, y − ∆y) también satisface
la ecuación x3 + y3 = r3 y así, determina Barrow que

r3 = (x + ∆x)3 + (y − ∆y)3

r3 = x3 + 3x2∆x + 3x(∆x)2 + (∆x)3 + y3 − 3y2∆y + 3y(∆y)2 − (∆y)3

0 = 3x2∆x − 3y2∆y.

Primero, como x3 + y3 = r3, estas cantidades se anulan entre sí en
la ecuación anterior. En segundo lugar, para obtener la tercera ecua-
ción, se cancelan todas las cantidades (∆x)2, (∆x)3, (∆y)2, (∆y)3. Ya
que, según Barrow son todas cero, dado que al elevar una cantidad
infinitamente pequeña al cuadrado y al cubo, respectivamente, estas
cantidades son comparables con cero (no olvide que ∆x, ∆z son infini-
tesimales para Barrow). Por lo tanto, dado que 0 = 3x2∆x − 3y2∆y,

∆y
∆x

=
x2

y2 =
x2

(r3 − x3)
2
3

.

Observe que Barrow con su técnica99 ha calculado la derivada de 99 El resultado de Barrow, es el que se ob-
tiene en los cursos de Cálculo con la téc-
nica de derivación implícita, con excep-
ción de un signo faltante.
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y = (r3 − x3)1/3, (salvo el signo menos que falta), y por triángulos
semejantes (según Barrow, el teorema de semejanza de triángulos se
debe cumplir para triángulos con lados infinitamente pequeños), el
triángulo △MRN es semejante al triángulo △MPT, con lo cual se tie-
ne que:

△MRN ∼ △MPT ⇐⇒ t
y
=

∆x
∆y

⇐⇒ t =
y3

x2 .

Vale la pena mencionar que el segmento dado por t tiene el nombre de
subtangente y encontrarlo se puso de moda en la época en la que vivió
Barrow, dado que la tangente (y con ella, la derivada) queda totalmen-
te determinada con ese segmento y el punto sobre la curva donde se
quiere trazar la tangente. Es decir, con la subtangente puede construir-
se la tangente con regla y compás. Cabe señalar que, sin embargo, la
fama que gozó la subtangente ha desaparecido actualmente.
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Traducción del original de Barrow100: 100 Isaac Barrow. Lectiones opticae et Geo-
metricae in quibus Phaenomenon opticorum
Genuina Rationes investigantur, ac expo-
nuntur: et Generalia Curvarum Linearum
Symptomata declarantur. Internet Archive
2011

Ejemplo II.

Sean la curva EMO y una recta EA (posición y magnitud dada)
tales que cualquier recta MP construida de tal manera que sea per-
pendicular a EA, tengan la propiedad de que la suma de cubos de AP
y MP sea igual al cubo de la recta AE. Llámese AE = r, AP = f ,

Figura 19: Figura semejante al del origi-
nal de Barrow. En el original la curva es-
tá rotada. Aquí se muestra la gráfica de
x3 + y3 = r3 en los ejes con la orientación
normal que se usa actualmente.

donde AQ = f + e y AQ3 = f 3 + 3 f 2e + 3 f e2 + e3 (o quitados los
terminos superfluos como se ha prescrito101) = f 3 + 3 f 2e. El término 101 Barrow se refiere a que se eliminan las

cantidades pequeñas 3e2 f , e3 al ser e “in-
finitesimalmente” pequeña.

NQ3 = (m − a)3 = m3 − 3m2a + 3ma2 − a3 (esto es102) = m3 − 3m2a.

102 Dado que a es “infinitesimalmente”
pequeña.

Por lo cual se tiene f 3 + 3 f 2e+m3 − 3m2a = (AQ3 + NQ3 = AE3 =)r3

y quitadas las (cantidades) dadas103, se tiene 3 f 2e = 3m2a = 0 o bien
103 i.e. quitadas las cantidades ‘infinitesi-
males”.

f 2e = m2a. Y sustituyendo en lugar de a lo mismo m que t se tiene

f 2t = m3, o t =
m3

f 2 . Por lo tanto PT es la cuarta proporcional104 de la 104 La cuarta proporcional x dadas las
cantidades a, b, c, está dada por la igual-
dad a

b = c
x .razón AP a PM continuada105.

105 Se entiende que “continuada” hasta
llegar a los infinitesimales.

Similarmente, si se tuviera106 AP4 + MP4 = AE4 se tendría PT =

106 Similarmente si se tuviera x4 + y4 =
r4, dice el texto traducido a notación mo-
derna y la exacta forma como lo escribió
Barrow es APqq + MPqq = Aqq.

m4

f 3 , o PM cuarta proporcional en la razón AP a PM y así se continúa.
Desconozco si estas líneas (sic) cicloformes107 son dignas de observa-

107 “Lineas cicloformes” significa “líneas
con forma de ciclo” por su parecido con
la circunferencia, recuerde que al pasar
a coordenadas cartesianas la curva del
ejemplo tiene ecuación x3 + y3 = r3.

ción.

Guía para la traducción

Para comparar la traducción anterior con el texto explicativo previo,
note que en el primer texto x equivale a f en la traducción, y corres-
ponde a m, recuerde que en la gráfica x y y están invertidas respecto
a lo que se usa actualmente. También ∆x ≡ a y ∆y = e, aunque en
realidad Barrow está operando con infinitesimales (i.e. cantidades in-
finitamente pequeñas que no son realmente los incrementos ∆x, ∆y),
tales infinitesimales no existen en R.
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Ejemplo II del original de Barrow op. cit.. Créditos de la digitalización The Internet Archive (2011)
http://www.archive.org/details/lectionesopticOObarr
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Figuras originales del texto de Barrow, la figura con el número 117 corresponde al ejemplo 2 estudiado en
este texto.





Ptolomeo basamenta la astronomía
con tablas trigonométricas

De la colosal obra de Ptolomeo, se estudiará solo la parte con la cual
se construye la trigonometría moderna. Los antecedentes de esta obra,
entre los cuales se menciona la obra de Hiparco, son prácticamente
desconocidos en la actualidad, ya sea porque se perdieron en el tiem-
po, entre guerras y la destrucción que conllevan, o ya sea porque la
obra de Ptolomeo volvió obsoletos los saberes precursores y se fueron
desvaneciendo al ser olvidados.

Si algo caracteriza a la obra de Ptolomeo es su generosidad. En el
Almagesto, es decir, en la Compilación Matemática, como más modesta-
mente realmente tituló a su obra el matemático y astrónomo, el lector
encontrará el catálogo de todas las estrellas visibles a simple vista en
el hemisferio que habitó Ptolomeo; una guía para construir un instru-
mento para medir posiciones de los astros y la inclinación de la eclíp-
tica; la famosa tabla de cuerdas calculadas rigurosamente con varios
sexagesimales exactos y que comprende todos los arcos de una semi-
circunferencia comenzando con 1/2 grado hasta llegar a los 180 gra-
dos, con incrementos de medio grado entre cada uno de ellos; mucho
más se encuentra en la obra de Ptolomeo, entre otras cosas relevantes,
los modelos matemáticos de los movimientos planetarios fundados en
rigurosas observaciones e innumerables tablas de observaciones basa-
das en la trigonometría.

Además, el tratado incluye las técnicas que utilizó Ptolomeo para
sus cálculos y las demostraciones rigurosas de su validez, todas ellas
fundamentadas dentro del contexto de la teoría contenida en los Ele-
mentos de Euclides.

Las argumentaciones que aparecerán junto a las ecuaciones (y que
también se encuentran en el libro de Thomas108) son tomadas de la 108 Ivor Thomas. Greek Mathematical

Works, Aristarchus to Pappus. Harvard
University Press, Cambridge Massachu-
setts, London, England, 2005

edición de Heiberg109 quien editó y tradujo los Elementos de Eucli-

109 Claudii Ptolemaei. Syntaxis Mathema-
tica edidit J. L. Heiberg. Lipsiae in aedibus
B. G. Teubneri, 1898

des110, la edición citada es a la que nos referiremos con la numeración

110 Euclides. Euclid’s Elements of Geometry,
The Greek text of J.L. Heiberg (1883–1885)
from Euclidis Elementa, edidit et Latine in-
terpretatus est I.L. Heiberg, in aedibus B.G.
Teubneri, 1883–1885 edited, and provided
with a modern English translation, by Ri-
chard Fitzpatrick. Open Source, 2007.
ISBN 978-0-6151-7984-1

de las proposiciones allí dada. Tales argumentaciones no aparecen en
el original (del cual se presentará una traducción), dado que se daban
por conocidas, como se dice en la literatura matemática.
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Construción de la Tabla de senos

Lo primero que considera Ptolomeo es asignar medidas a los arcos
de circunferencia dada una escala en el diámetro de la circunferen-
cia. El matemático asigna 120 partes al diámetro, lo cual denotaremos:
120p; esto es conveniente para los cálculos. También divide la circun-
ferencia en 360 partes lo que se denotará como se hace usualmente:
360◦ dividiendo, además, cada grado a la mitad. La división de 360◦

de la circunferencia, como se sabe, tiene origen con los babilonios y
esta basada en un ancestral calendario solar de 360 días.

Observe que la división del diámetro se proyecta de alguna mane-
ra sobre la circunferencia y, por lo tanto, las unidades del diámetro
son diferentes a las unidades sobre la circunferencia, de otra forma,
se tendría π = 360

120 = 3, lo cual, cualquiera que haya leído desde el
principio este libro sabe que no es verdad, como lo sabía Ptolomeo. Esta
diferencia entre unidades, digamos, planas y las unidades, digamos,
circulares, es la principal dificultad para medir cuerdas, dado un arco,
y recíprocamente.

Ahora conocida la cuerda para 60◦, Ptolomeo construye con regla y
compás la cuerda para un arco de 36◦ dado por un decágono y la de
72◦ que corresponde a un pentágono, pero recuerde que debe usar la
cuerda conocida del hexágono. La construcción se sigue de la figura 20

y es como sigue.

Figura 20: La figura corresponde a la
construcción de los lados de un pentá-
gono y un decágono regulares que pue-
den ser inscritos en una circunferencia a
partir de la cuerda de un hexágono re-
gular también inscrito.

Dada una circunferencia que pasa por A, B, G con centro en D y
diámetro AG, se construye la perpendicular al diámetro que pasa por
D, se supone que B es la intersección de tal perpendicular con la cir-
cunferencia. Al ser DB un radio, este corresponde a la cuerda de un
hexágono inscrito en la circunferencia. Sea E el punto medio de DG,
se afirma que EB es el lado del decágono. Ahora construya una cir-
cunferencia con centro en E y radio EB. Sea R la intersección de tal
circunferencia con el diámetro AG. Se afirma que BR es el lado del
pentágono buscado.

Efectivamente,

GR · RD + ED2 = ER2, Euclides, libro 2, prop. 6

= BE2, dado que ER = BE.

Pero, por el teorema de Pitágoras111, 111 El teorema llamado de Pitágoras es la
proposición 47 del libro 1 de los elemen-
tos de Euclides.ED2 + DB2 = EB2,

por lo cual,

GR · RD + ED2 = ED2 + DB2.

Al restar ED2 queda,

GR · RD = DB2 = DG2,
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ya que DB y DG son ambos radios del círculo. O bien

GR
DG

=
DG
RD

.

De donde puede concluirse que RG está dividido en D, en la ra-
zón media y extrema, es decir, en proporción áurea112. Entonces DR 112 Euclides, libro 6, definición 2, pag.

156: Una línea recta se dice que está dividi-
da en razón media y extrema cuando el todo
al segmento mayor es como el mayor al seg-
mento menor .

es el lado de un dacágono (Euclides, libro 13, prop. 9). Además, co-
mo ya se mencionó, GD es el radio del círculo y, por lo tanto, GD es
igual a un lado del hexágono inscrito (Euclides, libro 4, corolario de la
proposición 15).

El que BR sea el lado de un pentágono inscrito en el círculo se
sigue de la proposición 10 del libro 13 de Euclides y del teorema de
Pitágoras, dado el triángulo RDB en la figura 20.

Ahora, Ptolomeo puede dar las medidas de los arcos. Primero cal-
cula EB mediante el teorema de Pitágoras con el triángulo DEB de la
figura 20. Ya que el diámetro tiene 120 partes, el radio 60 partes; en-
tonces, como DE es la mitad de un radio, se sigue que tiene 30 partes
y mediante el teorema de Pitágoras

EB = ER =
√

302 + 602 =
√

900 + 3600 =
√

4500

Por supuesto, Ptolomeo podía obtener aproximaciones a la raíz cua-
drada113 y, además en base 60, de tal manera que escribe 113 El metodo para extraer raíz cuadrada

en base 60, en particular de 4500 puede
encontrarse en un texto de Herón, que
puede consultarse en el libro de Thomas
op. cit. volumen I pag. 57.

ER = 67 +
4

60
+

55
602 = 67p 4′ 55′′

y así el lado del decágono DR es

DR = ER − 30p = 67p 4′ 55′′ − 30p = 37p 4′ 55′′

el cual corresponde al arco de 360◦/10 = 36◦ del decágono. No olvide
el lector la diferencia de unidades ◦ y p las cuales corresponden res-
pectivamente a la división de la circunferencia en 360◦ y la división
del diámetro en 120p. La construcción de un cuadrado es inmediata,
por lo que Ptolomeo puede calcular las cuerdas correspondientes a
90◦, también mediante el teorema de Pitágoras. Efectivamente, el la-
do del cuadrado regular inscrito que forma la cuerda y sustenta por
lo tanto un arco de 90◦ mide dos veces el radio de la circunferencia
al cuadrado, por el teorema de Pitágoras. Por lo tanto, la cuerda mi-
de

√
2 · 602 = 60

√
2 ≈ 84p 51′ 10′′. En la tabla 11 se dan las cuerdas

medidas en partes tomadas de 120 divisiones del diámetro. Las cuer-
das están asociadas con los arcos correspondientes a los polígonos allí
incluidos.
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Polígono cuerda p arco θ◦ cuerda /120p 2 sen θ/2

decágono 37p 4′ 55′′ 36◦ 0.30901620370 0.3090169943

pentágono 70p 32′ 3′′ 72◦ 0.58778472222 0.5877852522

hexágono 60p 60◦ 0.5 0.5

cuadrado 84p 51′10′′ 90◦ 0.70710648148 0.7071067811

triángulo 103p55′ 23′′ 120◦ 0.86599537037 0.8660254037

Cuadro 11: Cuerdas construidas con re-
gla y compás por Ptolomeo en el Alma-
gesto.

Figura 21: Las cuerdas medidas por
Ptolomeo en θ◦ son equivalentes a
2 sen θ◦/2

Observe que las cuerdas, medidas en grados, corresponden a dos
veces el seno de la mitad del ángulo, como se muestra en la figura 21.
Por lo que, para comparar los cálculos de Ptolomeo con los cálculos
modernos, se debe tomar la mitad del arco, tomar el seno y multiplicar
por 2. Recuerde que las funciones trigonométricas están definidas en
un círculo de radio 1. En la tabla 11, para obtener la equivalencia de
las partes de las cuerdas dadas por Ptolomeo, se debe recordar que se
dividió el diámetro en 120 partes, por lo que, para comparar con el
seno, se deben dividir las partes que mide la cuerda (en base 60), entre
120 partes, como se muestra en la tercera columna de la tabla.

El resultado principal de Ptolomeo no es el mostrado en la tabla
11, sino un teorema a partir del cual se obtiene un equivalente a la
identidad sen (θ − ϕ) = sen θ cos ϕ − cos θ sen ϕ, el teorema al que nos
referimos se llama precisamente Teorema de Ptolomeo.

Teorema de Ptolomeo

Dado un cuadrilátero inscrito en una circunferencia, entonces el producto
de las longitudes de las diagonales del cuadrilátero es la suma de los productos
de las longitudes lados opuestos.

Figura 22: En un cuadrilatero ABGD ins-
crito en una circunferencia, como el de la
figura, se cumple AG · BD = BA · DG +
AD · GB.

Ptolomeo demuestra el teorema mediante una construcción inge-
niosa y un uso reiterado de los teoremas de semejanza de triángulos
siguiendo los siguientes pasos:

Figura 23: Se construye el punto E de tal
forma que ∠EBA = ∠GBD.

(i) Construye el punto E sobre una de las diagonales de tal modo que
∠EBA = ∠GBD, como en la figura 23.
(ii) Observa que los triángulos △ADB y △EGB son semejantes figu-
ra 24, para este fin, utiliza la proposición 21 del libro 3 de los elemen-
tos114. En la figura 25 se indica con marcas los ángulos que son con-

114 Euclides, libro 3, prop. 21: En un círcu-
lo ángulos inscritos que subtienden el mismo
arco son iguales entre sí.

gruentes en los triángulos involucrados. Se tiene que ∠ABD ∼= ∠EBG
por construcción y ∠ADB ∼= ∠AGB dado que los ángulos, uno con
vértice en D y otro con vértice en G, subtienden la misma cuerda AB
y, por lo tanto, subtienden el mismo arco.
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Dado que △ADB y △EGB son semejantes se cumplen las siguientes
relaciones115, 115 Euclides, libro 6, prop. 4: En triángu-

los equiangulares los lados de ángulos igua-
les son proporcionales y los lados subtendien-
do ángulos iguales se corresponden.BG

EG
=

BD
AD

,

o bien,

BG · AD = BD · EG,

Figura 24: Los ángulos con vértices en D
y G son congruentes por la proposición
21 del libro 3 de los elementos.

Figura 25: Los triángulos △ADB y
△DGB son semejantes.

(iii) En la figura 26 los triángulos △AEB y △DGB son también se-
mejantes, ya que tienen los ángulos ∠ABE y ∠DBE congruentes, por
construcción, y también tienen congruentes los ángulos ∠EAD y ∠BDG,
dado que al prolongarse AE hasta G se observa que dichos ángulos
subtienden el mismo arco GB. Por lo tanto,

AB
AE

=
BD
DG

o bien,

AB · DG = BD · AE.

Se puede concluir que

AG · BD = (AE + EG) · BD

= AE · BD + EG · BD

= AB · DG + AD · BG.

Lo cual se deseaba demostrar.

Figura 26: Los triángulos △ADB y
△BEG son semejantes.

Diferencia de arcos

Del Teorema de Ptolomeo es inmediata una relación para la dife-
rencia de arcos, si se considera el caso particular en el que una de las
cuerdas del cuadrilátero es un diámetro de la circunferencia, es decir,
si se considera un arco de 180◦. En la figura 27, AD es un diáme-
tro de la circunferencia, si se conocen las cuerdas AB y AG, enton-
ces puede conocerse BG. Por el teorema de Ptolomeo se concluye que
AG · BD = AB · DG + AD · BG,

Figura 27: Si A, B, G, D estan inscritos en
una semicircunferencia y AD es su diá-
metro, si se conocen AB y AG, puede co-
nocerse BG.

AD · BG = AG · BD − AB · DG.

Observe que tanto BD como DG pueden ser calculadas, ya que todo
triángulo inscrito en una circunferencia con base sobre el diámetro y
con vértice opuesto al diámetro sobre la misma circunferencia es ne-
cesariamente rectángulo116, por lo tanto, mediante el teorema de Pitá-

116 Euclides, libro 3, prop. 20: En todo
círculo el ángulo en el centro es el doble de
aquel sobre la circunferencia cuando los án-
gulos subtienden el mismo arco.
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goras pueden ser calculadas BD y GD. Con lo que se pueden conocer
las cuerdas de los arcos complementarios a AB y AG, es decir se pue-
den conocer las cuerdas de los arcos: 180◦ − arcoAB y 180◦ − arcoAG.
Pasando a la notación moderna, si se denota por 2θ el arco subtendi-
do por AG y por 2ϕ el arco subtendido por AB, dado que, según la
ecuación anterior

cuerda(2θ − 2ϕ) · cuerda 180◦ =

= cuerda(2θ) · cuerda(180◦ − 2ϕ)− cuerda(2ϕ) · cuerda(180◦ − 2θ)

y como cuerda 180◦ = 2 sen 90◦ = 2, se tiene

4 sen (θ − ϕ) = 2 sen θ · 2 sen (90◦ − ϕ)− 2 sen ϕ · 2 sen (90◦ − θ)

De la anterior relación se sigue fácilmente la identidad moderna

sen (θ − ϕ) = sen θ cos ϕ − cos θ sen ϕ

de sabida inmensa utilidad. Ptolomeo con su nueva fórmula calcula
inmediatamente la cuerda que subtiende un arco de 12◦, ya que acaba
de calcular la del arco de 60◦ y la de 72◦.

Fórmula para la mitad de un arco

Lo que sigue es calcular la cuerda que corresponde a la mitad de
un arco dado. En la figura 28 la cuerda GB y el arco subtendido por
ella son conocidos, entonces se conoce el arco GD = 1

2 GB. Para ello
recurre Ptolomeo a lo que ahora llamamos el coseno del arco, claro, sin
llamarlo así. De nuevo, mediante teoremas de semejanza de triángulos,
dados en los Elementos encuentra una fórmula que es equivalente a la
identidad moderna

sen
1
2

θ =
1
2
(1 − cos θ),

donde θ corresponde al arco dado en grados, por supuesto.

Figura 28: El arco GB y su cuerda son
conocidos, se desea calcular la cuerda de
la mitad del arco GD.

Con esta fórmula Ptolomeo obtiene la cuerda de 6◦, 3◦, 1 1
2
◦
, 3

4
◦

(dado
que acaba de calcular la de 12◦) y reporta que (siendo el diámetro de
120 partes),

cuerda del arco de 1
1
2

◦
= 1p 34′ 15′′

cuerda del arco de
3
4

◦
= 0p 47′ 8′′

Y sí, estimado lector, ha visto usted bien, aparece el cero en su función
posicional, ¡Ptolomeo usaba el cero! Por lo menos así aparece en la edi-
ción de Heiberg117,118 de 1898 (pág. 41) donde puede verse el número 117 Claudii Ptolemaei. Syntaxis Mathema-

tica edidit J. L. Heiberg. Lipsiae in aedibus
B. G. Teubneri, 1898

118 La edición de Heiberg, según el prefa-
cio del libro, está basada en documentos
escritos en griego a los que el autor tu-
vo acceso, por ejemplo el codex Parisinus
Graecus 2389, el codex Uaticanus Graecus
1594 (accesible en internet), el codex Mar-
tianus Graecus 313, entre varios más.

en griego
⃝ µξ η
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lo cual es equivalente a 0p 47′ 8′′, es decir, el símbolo ⃝ es equivalen-
te al 0, aunque cabe mencionar que en la versión en latín en la parte
correspondiente del texto, la cual se traduce más adelante, no se men-
ciona el cero119 pero el símbolo si aparece en las tablas. 119 La opinión de que los griegos no uti-

lizaban el cero como se usa en el sistema
de notación arábigo fue establecida por
algunos eruditos (vea nota la nota a en el
vol. 1 de Trevor (op. cit) ), al parecer ⃝ es
una abreviación de la frase ninguna parte,
oυδϵµια µoιρα, en todo caso cumple con
la misma función del cero.

El procedimiento para encontrar la fórmula es el siguiente . De nue-
vo se considera la semicircunferencia con diámetro AG. Siempre es
posible construir con regla y compás la mitad de un ángulo y, por lo
tanto, la mitad de un arco. Se desea calcular la cuerda de la mitad del
arco GB del cual es conocida su cuerda. Sea el punto D el cual está en
la mitad de la cuerda GB. Sea E sobre el diámetro tal que AE = AB y
sea R el pie de la perpendicular al diámetro que pasa por el punto D.

Figura 29: En la figura se tiene AE = AB,
DR ⊥ AG y DE = DG.

Los triángulos △ADB y △AED son congruentes dado que, por
construcción, tienen lado común AD, AB = AE y, además, ∠BAD =

∠DAG, por lo tanto120 DB = ED. Además DB = GD, ya que son cuer-

120 Euclides, libro 1, prop 4: Si dos triángu-
los tienen dos lados iguales a dos lados res-
pectivamente y tienen el ángulo formado por
los segmentos dados iguales, entonces tam-
bién tienen la misma base.

das de arcos de la misma medida y, por lo tanto, el triángulo △EGD
es isósceles. Así dado que RD ⊥ EG , se tiene que (de nuevo por
congruencia de triángulos, Euclides, libro 1, prop 26) ER = RG. Pero
EG es la diferencia entre AB y AD y entonces RG es la mitad de tal
diferencia. Dado que la cuerda que subtiende el arco BG es conocida
así como el diámetro AG dado que (como ya se mencionó) el ángu-
lo ∠ABG es recto entonces AB = AE son conocidos inmediatamente
(por el teorema de Pitágoras) y así RG es también conocido. Además121

121 Euclides, libro 6, prop. 8: Si en un
triángulo rectángulo se dibuja una perpen-
dicular de la base al vértice del ángulo recto,
entonces los triángulos adosados a la perpen-
dicular son semejantes entre sí y al triángulo
completo.

△AGD es semejante a △DRG por lo que

AG
GD

=
GD
GR

,

es decir,
AG · GR = GD2.

Como AG y GR están dados, entonces se puede conocer GD2 y, por lo
tanto, GD.

Recapitulando, si BG subtiende un arco de 2θ se ha obtenido que

(cuerda θ)2 = (cuerda 180◦) · 1
2

(
(cuerda 180◦)− cuerda (180◦ − 2θ)

)
lo que se traduce a notación moderna como

sen2(θ/2) = sen 90◦ ·
(

1
2
( sen 90◦ − cos θ)

)
o bien,

sen2(θ/2) =
1
2
(1 − cos θ).

Fórmula para el coseno de suma de arcos

Posteriormente, Ptolomeo encuentra una fórmula equivalente a la
moderna

cos(θ + ϕ) = cos θ cos ϕ − sen θ sen ϕ
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la cual utilizará para calcular cuerdas de múltiplos de los arcos cuyas
cuerdas ya ha calculado.

Figura 30: Dados dos arcos consecutivos
AB y BG cuyas medidas así como las
medidas de las cuerdas que los subtien-
den son conocidas, se puede conocer la
medida de la cuerda AG la cual subtien-
de la suma de arcos AB y BG.

Para obtener la identidad trigonométrica del coseno de una suma,
Ptolomeo construye un círculo que pasa por los puntos ABG inscri-
tos en una semicircunferencia. Se supondrán conocidos los arcos y las
cuerdas AB, BG. Entonces se puede conocer la cuerda AG la cual sub-
tiende el arco que resulta de la suma de arcos AB y BG.

Primero, se agregan sobre la circunferencia los puntos D y E de tal
forma que AD y BE son diámetros, dado que pasan por R, el centro
de la circunferencia (figura 31).

Figura 31: Para la demostración, se agre-
ga a la figura anterior los puntos D y E
los cuales con A y B, respectivamente,
forman diámetros, siendo R el centro del
círculo.

Al ser conocido BG, entonces también GE es conocido (al estar ins-
critos en una semicircunferencia) similarmente BD es conocido (al ser
conocido AB y estar en la misma semicircunferencia ABD) así como
DE (al estar en la misma semicircunferencia BDE). Ahora al estar los
puntos BGDE en un cuadrilátero, con diagonales BD y GE, por el
teorema de Ptolomeo se tiene

BD · GE = BG · ED + GD · BE

O bien

GD · BE = BD · GE − BG · ED

En la igualdad anterior la única cuerda no conocida es GD, pero puede
determinarse si se conocen las demás. Observe además que AB = ED,
dado que los triángulos △ARB y △DRE son congruentes por tener
dos lados congruentes (los lados son radios de la circunferencia) y el
ángulo comprendido entre los lados congruente (son opuestos por el
vértice) con el del otro triángulo. De esta forma se obtiene

GD · BE = BD · GE − BG · AB

En notación moderna si AB subtiende el arco 2θ y si BG subtiende
el arco 2ϕ

cuerda(180◦ − 2θ − 2ϕ) · cuerda 180◦ =

= cuerda(180◦ − 2θ) · cuerda(180◦ − 2ϕ)− cuerda 2ϕ · cuerda 2θ

lo que es equivalente a

cos(θ + ϕ) = cos θ cos ϕ − sen ϕ sen θ

Interpolación

Finalmente, para la elaboración de sus tablas, Ptolomeo requiere
calcular la cuerda de un arco de 1

2
◦
, para lo cual utiliza un método de
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interpolación, con el cual obtiene la aproximación

cuerda del arco de
1
2

◦
≈ 0p 31′ 25′′.

Para realizar la interpolación, Ptolomeo recurre a la figura 32 donde
se ha trazado una circunferencia que pasa por ABG, la cuerda AB es
menor que BG. Ptolomeo afirma que

GB
BA

<
arco GB
arco BA

,

o en notación moderna, si θ = arco GB y ϕ = arco BA con ϕ < θ,

sen θ

sen ϕ
<

θ

ϕ
.

Para obtener una estimación de la cuerda del arco que subtiende 1
2
◦
,

primero el matemático considera que BA subtiende un arco de 3
4
◦

y
la cuerda GB, un arco de 1◦. Mediante la desigualdad GB

BA < arco GB
arco BA ,

se tiene por lo tanto GB
BA < 4

3 . Pero, como ya se mostró, la cuerda
BA = 0p 47′ 8′′, por lo tanto, se tiene para la cuerda de 1◦

cuerda de 1◦ = GB <
4
3
· (0p 47′ 8′′) =

(
1 +

20
60

)
·
(

47
60

+
8

602

)
,

o bien
cuerda de 1◦ < 1 +

2
60

+
50
602 +

40
603 .

Sea ahora el arco de BA = 1◦ y el de GB = 1 1
2
◦
. Con un razonamiento

similar al anterior se tiene que

cuerda de
3
2

◦
= GB <

3
2

cuerda de 1◦

Pero en este caso se sabe que GB = 1p 34′ 15′′ y, por lo tanto,

2
3
· (1p 34′ 15′′) < cuerda de 1◦,

o bien
1 +

2
60

+
50
602 < cuerda de 1◦,

por lo tanto se tiene que

1 +
2
60

+
50
602 < cuerda de 1◦ < 1 +

2
60

+
50
602 +

40
603 ,

por lo que Ptolomeo afirma que

cuerda de 1◦ ≈ 1p 2′ 50′′.

Con esta estimación y el teorema para la cuerda del arco mitad que
ha demostrado, Ptolomeo puede concluir además que

cuerda
1
2

◦
≈ 0p 31′ 25′′,

como se dijo al principio de esta sección.
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Demostración de la desigualdad

Figura 32: Se comparan los arcos AB y
BG con respecto a sus cuerdas.

Para demostrar que la imprescindible desigualdad para sus cálculos
GB
BA < arco GB

arco BA se cumple, Ptolomeo realiza la siguiente construcción
(figura 32):
(i) Bisecta el ángulo ∠ABG con la línea DB y entonces122 DA = DG.

122 Euclides, libro 3, prop. 26: En círcu-
los iguales, ángulos iguales están sobre arcos
iguales sin importar si están con vértice en el
centro ambos o ambos sobre la circunferencia.

Se denota con E la intersección de AG con DB y entonces123 GE > EA.

123 Euclides, libro 6, prop. 3: Si el ángu-
lo de un triángulo se corta a la mitad y el
segmento que corta al ángulo también corta
la base, los segmentos de la base tendrán la
misma proporción que los lados restantes del
triángulo.

(ii) Se construyen DR perpendicular a AEG y el círculo con centro
en D y radio DE el cual corta a AD en H y cae arriba de DR en T.
Entonces AD > ED y ED > ER (por construcción ED es radio del
círculo HET).
(iii) Se considera ahora el arco HET, entonces, por construcción,

sector circular DET > área △DER

área △DEA > sector circular DEH,

De las desigualdades anteriores se sigue que

sector circular DET
sector circular DEH

>
área △DER
área △DEA

.

Pero124 124 Euclides, libro 6, prop. 1: Triángulos y
paralelogramos con la misma altura son en-
tre sí como sus bases.

área △DER
área △DEA

=
ER
EA

y además

sector circular DET
sector circular DEH

=
∠EDT
∠EDH

Por lo tanto
∠EDT
∠EDH

>
ER
EA

y por lo anterior (ya que △DEA y △DRA tienen la misma altura y por
la prop. 1 del libro 6 de Euclides), dado que ∠EDR = ∠EDT, entonces
componiendo125 125 Así está en el original, por el término

componiendo se entiende que si a
b = c

d ,
entonces es válida la siguiente sustitu-
ción:

a + b
b

=
c + d

d
.

∠ADR
∠EDH

>
RA
EA

.

Volviendo a componer,

∠ADG
∠EDA

>
GA
EA

.

Ahora dirimiendo126 se llega a que 126 El término dirimiendo se refiere que si
a
b = c

d , entonces es válida la siguiente
sustitución:

a − b
b

=
c − d

d
,

también se le llama dividiendo.

∠GDA
∠EDA

>
GE
EA

Pero se tiene que
GE
EA

=
GB
BA

(por la citada prop. 3 del libro 6) y ade-

más127 127 Euclides, libro 6, prop. 33: En círculos
iguales, los ángulos tienen las mismas razo-
nes como los arcos que subtienden, ya sea que
ambos tengan vértice en el centro de la cir-
cunferencia o, ambos, sobre la circunferencia.

∠GDB
∠BDA

=
arco GB
arco BA

Con lo que, finalmente, se obtiene lo que se desea demostrar.
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Las tablas trigonométricas

Después de todas las explicaciones de los cálculos que ha provis-
to, Ptolomeo añade a su texto las tablas que ha obtenido, las cuales,
en la versión de la que se ha traducido, ocupan cuatro páginas. Ade-
más de los cálculos que se estudiaron Ptolomeo añade el cálculo de
sesentavos, es decir, divide cada medio grado en 30 partes e incorpora
las aproximaciones en su tabla, de tal manera que los intervalos entre
cada medio grado puedan estimarse con cierta precisión. Se llaman
sesentavos porque dividen un grado en sesenta partes, por supuesto.
Siguiendo la tradición de ilustrar los cálculos de Ptolomeo se agrega
una pequeña muestra de la tabla original en el cuadro 12, solo para
completar este capítulo.

Crítica a la obra de Ptolomeo

Es imposible saber qué tanto del Almagesto es original y qué tanto
es saber acumulado. Sin embargo, al parecer todas las fórmulas que
se traducen a la trigonometría moderna son una contribución de Pto-
lomeo para mejorar las tablas que se conocían en su época.

Muchas otras cosas más, además de las tablas, contiene el Alma-
gesto y entre ellas una leyenda negra: se culpa a Ptolomeo de que la
humanidad creyera por cientos de años que la tierra es el centro del
universo. No creo que deba atribuirse a Ptolomeo tan tremenda culpa,
no más que a cualquier persona que cuando se levanta al amanecer
diga que ya salió el sol. Efectivamente, todo aquel que haya tenido la
fortuna de haber observado el cielo durante una noche estrellada habrá
observado el espectacular movimiento aparente de la bóveda celeste.
Ptolomeo construyó su obra bajo tal perspectiva, la del observador ab-
sorto por el firmamento que desde un punto de vista absolutamente
válido, se mueve relativamente a la tierra. En todo caso fueron quienes
encumbraron la obra de Ptolomeo y la defendieron como la única teo-
ría posible a quienes debe culparse. Las observaciones y mediciones de
Ptolomeo con los instrumentos a su disposición son las mejores posi-
bles y constituyen un ejemplo de rigor científico que fue solo superado
en el renacimiento. Las prediciones que obtuvo con sus modelos son
exactas e incluso los cálculos son más simples, paradójicamente, que
los de Copernico, a decir de Neugebauer128. Es sabido que ya para la 128 O. Neugebauer. The Exact Sciences in

the Antiquity. Dover Publications Inc.
New York

época de Ptolomeo se conocía la posibilidad de que la tierra se movie-
ra al rededor del sol129 y que la tierra misma se movía, contrariamente 129 Según los comentarios de Arquíme-

des y Plutarco, Arístaco de Samos sos-
tuvo que la tierra se movía alrededor del
sol y las estrellas fijas, vea por ejemplo
Thomas (op. cit.) pag. 2-6.

a lo que afirma Ptolomeo. Pero habría que esperar hasta las obser-
vaciones de Tycho Brahe y las ideas de Kepler para obtener mejores
modelos matemáticos de la cinemática celeste que los de Ptolomeo.

No se intenta en este texto reivindicar a Ptolomeo, no lo necesita, el
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objetivo del presente estudio es destacar la intuición y saber de quien
quiera que haya generado los teoremas para generar nuevos a partir de
lo establecido y la dedicada y minuciosa labor para construir las tablas
que sirvieron para matemáticos, astrónomos e ingenieros por más de
mil años, sin cambios, hasta el arribo de Newton y las nuevas técnicas
del Cálculo que extendieron la posibilidad de encontrar el seno de
cualquier arco, no solo de los que calculó Ptolomeo, sin necesidad de
interpolar y con la exactitud que se desee, pero reitero, más de mil
años después.

Finalmente, desde el punto de vista matemático las aproximaciones
del Almagesto son impecables, siempre y cuando la geometría que rija
el universo sea la Euclidiana, geometría sobre la cual están fundamen-
tados todos sus teoremas y cálculos, lo cual, como se sabe, no es el
caso.

A manera de apéndice

Generalmente se encuentra en la Internet la forma de hacer muchas
construcciones de matemáticas, pero dado que no encontré hasta el
momento de escribir este texto la forma práctica y exacta en la que
se divide la circunferencia en 360 partes, enseguida describo como se
hace, dada la importancia que tiene para entender los procedimientos
de Ptolomeo:

(i) Construya una circunferencia con un compás. Tome un punto P
cualquiera sobre la circunferencia. Con la misma medida en el com-
pás con la que se construye la circunferencia a partir del punto P
marque otro punto sobre la circunferencia. Si se continúa este proce-
so se construirá un hexágono regular si se unen los puntos consecu-
tivamente. La demostración de porqué resuta un hexágono regular
inscrito en una circunferencia está en los elementos de Euclides li-
bro 6, prop. 9.

(ii) Es posible mediante triángulos semejantes dividir cualquier seg-
mento en un número arbitrario de partes iguales (Euclides libro 4,
prop. 15). Divida cada lado del hexágono construido en 60 partes
iguales a las que están sobre el diámetro del círculo. Una el centro de
la circunferencia con rayos que pasen por cada uno de los 60 puntos
de cada lado del hexágono. La intersección del rayo con la circun-
ferencia da la división de la misma en 360◦ (por las proposiciones
27 y 28 del libro 3 de los Elementos de Euclides). En particular a un
arco de 60◦ le corresponde una cuerda de 60p en una circunferencia
cuyo diámetro es 120p y que está dividida en 360◦.
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Traducción de partes de los capítulos 9 y 10 del Almagesto

Enseguida se traduce del latín algunas de las partes dedicadas a la
construcción de la tabla de cuerdas del “El Almagesto” en la versión
de Gerardo de Cremona, quien a su vez lo tradujo del árabe al latín
en el siglo XII. Se traduce de un ejemplar de 1515 que se conserva
en el Deutsches Museum130. Existen varias versiones del texto de Pto- 130 Claudius Ptolemaeus. Almages-

tu[m] Cl. Ptolemei Pheludiensis Alexan-
drini Astronomo[rum] principis, Venetiae,
1515. Deutsches Museum, München
Shelf Mark: 3000/1946 B 16 Persistent
Link: http://dx.doi.org/10.5079/dmm-
25, 1515

lomeo accesibles al público, en particular he consultado, además, la de
la editorial Loeb131, donde se presenta el texto en griego y en inglés

131 Ivor Thomas. Greek Mathematical
Works, Aristarchus to Pappus. Harvard
University Press, Cambridge Massachu-
setts, London, England, 2005

(pag. 413). La versión en griego de Heiberg, la cual traduce al inglés
Ivor Thomas en la edición de Loeb, se encuentra disponible en https :
//commons.wikimedia.org/wiki/File : AlmagestComplete, Heiberg.pd f

Una excelente aproximación de la travesía del Almagesto para llegar
hasta nosotros, además de un análisis contemporáneo de las tablas
trigonométricas del original, se encuentra en un artículo de Zieme132. 132 Stefan Zieme. Gerard of Cremona’s La-

tin translation of the Almagest and the revi-
sion of tables. Journal for the History of
Astronomy 2023, Vol. 54(1) 3– 33, 2023

Por último, para enfatizar la rareza de la copia de la cual traduz-
co, pongo enseguida parte de la nota de la Mathematical Association of
America adjunta a una foto del libro:

“En el siglo II, Claudio Ptolomeo, astrónomo y matemático alejan-
drino, escribió Mathematike Syntaxis (en griego) o La compilación mate-
mática, el cual es un tratado sobre los movimientos aparentes de las
estrellas y los planetas. Esta obra pronto pasó a ser conocida como La
Mayor Compilación y estableció el modelo de un universo geocéntri-
co, esquema científico que se seguiría durante los siguientes mil años.
Cuando la obra griega de Ptolomeo fue adoptada en el mundo islámi-
co, su título en árabe se redujo a El más grande, que cuando se transli-
teró al latín se convirtió en Almagesto. (La sintaxis griega Mathematike
se tradujo al latín como Syntaxis mathematica). Los resúmenes y co-
mentarios europeos se basaron en la traducción de la obra del árabe
al latín realizada por Gerardo de Cremona en el siglo XII. La primera
edición latina completa del Almagesto fue publicada en 1515 por Petri
Liechtenstein (fl. 1497-1528), quien era un impresor que residía en la
colonia alemana de Venecia en ese momento. Las copias del Almagesto
de Liechtenstein de 1515 son extremadamente raras.”

Espero que sea de alguna utilidad mi traducción de la pequeña
parte del libro dedicada a la trigonometría de la tan extremadamente
rara copia que he utilizado.

Capítulo noveno sobre la ciencia de la longitud de las cuerdas en
partes de un círculo.

• (...) Para medir las cuerdas, divida la circunferencia del círculo en 360

partes y añada en ellas un medio de cada parte133. También divida el 133 Es decir, aumente la división de 360◦

dividiendo cada grado a la mitad.diámetro del círculo en 120 partes, lo cual es apropiado para aligerar
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los cálculos134. 134 Se traduce levitas in numeris, lo que
quiere decir literalmente “levedad en los
números”, como “aligerar los cálculos”,
se pierde la metáfora pero se gana en cla-
ridad.

(...) El número 60 se asumirá (como base) en todas las operaciones
aritméticas, para simplificar las operaciones con fracciones135 y se uti-

135 La base 60 aligera los cálculos para
Ptolomeo ya que el sistema de numera-
ción griego no es apropiado para efec-
tuar divisiones ni ningunos otros cálcu-
los, además de las consabidas posibilida-
des del número 60 para ser dividido por
otros números y que lo hacen notable-
mente útil.

liza en todas las multiplicaciones y divisiones para estar ciertos que
las cantidades que se buscan estén más cerca del valor verdadero, de
modo que lo que falta (en la aproximación) sea inapreciable136.

136 Sin duda el error de los cálculos de
Ptolomeo son muy pequeños para los
materiales usados en sus instrumentos y
para las escalas requeridas por las exi-
gencias de su tiempo.

Primero, seaABG un semicírculo construido sobre el diámetro ADG
con centro en D. Se proyecta desde D sobre la línea AG ortogonalmen-
te la línea DB. Se divide DG en el punto medio E y se produce la línea
BE. Sea la línea ER igual a la línea EB y produzca la linea BR. Digo
entonces que la línea RD es el lado de un decágono (inscrito) y que la
línea BR de un pentágono. Lo cual se prueba como sigue. Ya que DG
está dividida a la mitad en E y se adjunta a la línea DR, entonces 137

137 En el original no aparecen ecuaciones
ni razones de la argumentación.

GR multiplicado por RD con el cuadrado de ED es igual al cuadrado
de la línea ER que es igual a BE.

Figura 33: Figura semejante al del origi-
nal de Ptolomeo. En el original se usan
letras minúsculas para los puntos, aquí
se utilizan mayúsculas de acuerdo con
las prácticas contemporáneas.

Pero el cuadrado de ED con el cuadrado de DB, los dos al mismo
tiempo, son iguales al cuadrado138 de EB. Por lo cual, multiplicado GR 138 Es decir, ED2 + DB2 = EB2, lo cual

se cumple por el Teorema de Pitágoras,
pero no se dice en el texto.

por RD más el cuadrado de DE son iguales con el cuadrado de DE y
DB los dos al mismo tiempo. Entonces, cuando se resta el cuadrado
de ED queda el producto GR con RD que iguala al cuadrado de DB,
el cual es igual a GD. Y porque con los lados del hexágono y lados
del decágono inscritos en un mismo círculo, al ser puestos en una
línea se dividen en proporción extrema y media139 y siendo DG la 139 Es decir, están en proporción áurea,

aunque el término “áureo” es muy pos-
terior a Ptolomeo, por lo cual se omitió
en la traducción.

mitad del diámetro, es el lado de un hexágono, y será DR el lado
de un decágono. Similarmente, para el lado de un pentágono puede
ponerse el lado de un hexágono con el lado de un decágono en un
mismo círculo siendo recto el ángulo BDR del triángulo BDR, será el
cuadrado de BR igual al cuadrado de BD, el cual es el lado de un
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hexágono y DR el lado de un decágono, simultáneamente será BR el
lado de un pentágono.

Primero, dado que dividimos el diámetro del círculo en 120 partes,
será la línea140 DE de 30 partes, será su cuadrado 900. Y será la línea 140 Ptolomeo se refiere a la figura 33.

BD misma 60 partes dado que es la mitad del diámetro, su cuadrado
3600. Dado el cuadrado de EB que es el cuadrado de ER, que están en
un círculo, de 4500 partes, será ER, 67 partes, 4 minutos, 55 segundos.
Segundo, el restante más cercano DR será 37 partes, 4 minutos, 55, el
cual más cercano es igual al lado de un decágono. Entonces el lado
de un decágono que subtiende un arco de 36 partes de la cantidad
de 360 partes de un círculo, será 37 partes 4 minutos, 55 segundos.
Su cuadrado es 1375 partes 4 minutos, 14 segundos y el cuadrado de
DB es 3600 los cuales sumados los dos serán el cuadrado de BR, 4975
partes, 4 minutos, 14 segundos, entonces, debido a esto la longitud
de la línea BR será 70 partes, 32 minutos, 3 segundos, la misma es la
longitud del lado del pentágono. Por lo tanto el lado del pentágono
cuya cuerda es 72 partes de una circunferencia de 360, será 70 partes,
32 minutos, 3 segundos.

Y es manifiesto, por lo tanto, que el lado de un hexágono que sub-
tiende un arco de 60 partes, es 60 partes: la mitad del diámetro. Simi-
larmente, el lado de un cuadrado que subtiende un arco de 90 partes,
es el doble de un cuadrado de la mitad de un diámetro, y el cuadrado
de un lado del triángulo que subtiende 120 es el triple de la mitad del
diámetro, y el cuadrado de la mitad del diámetro es 3600, entonces ha-
ce el cuadrado del lado del cuadrado (sic) 7200 y el cuadrado del lado
del triángulo 10800. Por lo tanto la longitud del la cuerda de un arco
de 90 partes será 84 partes, 51 minutos 10 segundos. La más cercana
cantidad de la cual el diámetro es 120 tendrá una cuerda que subtiende
un arco de 120, tendrá medida 103 partes, 55 minutos, 23 segundos.

Figura 34: Figura semejante al del origi-
nal de Ptolomeo. Conocida a cuerda de
un arco de 36◦ es posible conocer la cuer-
da del arco complementario de 144◦ si el
diámetro se ha dividido en 120 partes y
la circunferencia en 360 partes.
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• Entonces, ya han sido obtenidas las cantidades de estas cuerdas por
sí mismas. Y debe ser claro para nosotros que debe ser fácil conocer
las cuerdas de los arcos complementarias del semicírculo, dado que
la suma de los cuadrados de tales cuerdas es igual al cuadrado del
diámetro del círculo. Por ejemplo, ya se sabe que la cuerda de un arco
de 36 partes es 37 partes, 4 minutos, 55 segundos y su cuadrado es
1375 partes 4 minutos, 14 segundos además el cuadrado del diáme-
tro es 14400 por lo tanto el cuadrado de la cuerda que subtiende el
arco complementario en el semicírculo de 144 partes es 13124 partes
55 minutos, 46 segundos, entonces la longitud del arco complementa-
rio es 114 partes, 7 minutos, 37 segundos. Similarmente, sabemos (la
medida) para las cuerdas complementarias, conocidas las cuerdas que
completan al semicírculo.
• Será explicado en lo que sigue cuáles de estas cuerdas pueden ser
obtenidas por subdivisión del arco de las cuerdas sabidas y sus diver-
sas partes. Nos permitimos destacar este saber extremadamente útil a
continuación.

Sea ABGD un círculo en el que está descrito un cuadrilátero sobre
los puntos ABGD. Dibuje las líneas AG y BD. Demuestre que el pro-
ducto AG · BD es igual a la suma de los productos AB con DG y AD
con BG. Lo cual se demuestra como sigue. Construya un ángulo ABE

Figura 35: Figura semejante a la del ori-
ginal de Ptolomeo, la cual ilustra el teo-
rema conocido como Teorema de Ptolomeo.

igual al ángulo DBG. Si se suma el ángulo EBD a ambos, el ángulo
ABD es igual al ángulo EBG. Pero el ángulo BDA es igual al ángulo
BGE ya que subtienden una misma cuerda. Entonces el triángulo ABD
es equiángulo con el triángulo BGE. Por lo tanto, la proporción BG a
GE es como la proporción de BD a DA, entonces el producto de BG
con AD es igual al producto de BD con GE. Y también que el ángulo
ABE es igual al ángulo DBG, el ángulo BAE igual al ángulo BDG, da-
rá que el triángulo ABE es equiángulo con el triángulo BGD, entonces
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las proporciones BA con EA es como la proporción de BD con DG.
Entonces el producto BA con GD es igual al producto BD con EA. Ya
se demostró que el producto BG con AD es igual al producto BD con
GE por lo que el producto AG con BD es igual al producto AB con GD
simultáneamente (al producto) AD con BG. Y esto es lo que deseamos
demostrar.

Figura 36: Primera figura de la página 6

en el original.

• Después de lo establecido anteriormente, construya un semicírculo
con diámetro AD en el cual sean A, B, G, D. Construya de desde A
dos cuerdas AB y AG con cantidades que sean conocidas. Produzca la
cuerda BG. Digo que entonces la cuerda BG será conocida.

Lo cual se demuestra así. Las dos cuerdas BD y GD, también son
conocidas ya que son cuerdas en partes complementarias de partes
conocidas del semicírculo. También en el semicírculo está un cuadri-
látero sobre A, B, G, D; por lo tanto, el producto de BA con GD junto
con el producto de AD con BG igualan el producto de AG con BD. Y,
por lo tanto, el producto de AG con BD es sabido; el producto de AB
con GD, es sabido; dado que el diámetro AD es conocido, la cuerda
BG será conocida.

Por lo tanto es claro que si dos arcos fueran conocidos y conocidas
sus cuerdas, la cuerda que resulta al restar los arcos141 que este entre 141 Se llama cuerda superflua a la que re-

sulta al restar arcos.los arcos será conocida. También es manifiesto y posible, por tal resul-
tado, que la diferencia de varias cuerdas será conocida habiendo sido
producidas de otras. De manera similar se encuentra la cuerda del arco
de 12 partes, dado que se conoce la cuerda de 60 y la de 72 partes.
• También, si siendo conocida una cuerda y su arco, se quisiera calcu-
lar la cuerda de la mitad de ellas, entonces se construye un semicírculo
que pase por A, B, G, siendo el diámetro AG, y sea el arco BG teniendo
cuerda conocida, el cual será cortado en el punto medio D. Trace las
cuerdas AB, AD, BD, DG. Produzca la perpendicular RD erigida sobre
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Figura 37: Segunda figura de la página 6

en el original.

el diámetro AG. Digo que entonces RG es la mitad de la diferencia AB
con AG. Lo que se prueba así. Construya la línea AE igual a la línea
AB, y extienda la línea DE de tal forma que AE quede hecha igual
a AB. Con AD común, serán las dos líneas AB, AD iguales a las dos
líneas AE, AD de tal forma que tendrán respectivamente iguales el
ángulo BAD con el ángulo EAD, por lo tanto la base BD igual a DE.
Puesto que BD es igual a DG, será DG igual a DE. Por tal motivo,
entonces el triángulo DEG tendrá dos lados iguales y así la perpendi-
cular divide la base EG en dos mitades. Entonces, ER es igual a RG y
el total de EG es el excedente de AG sobre AB, por lo tanto RG es la
mitad del excedente de AG sobre AB. Y dado que la cuerda del arco
BG es conocida, será también la cuerda que reste del semicírculo que
es AE, ya que es AB conocida. Y como el diámetro AG es conocido se-
rá EG el cual es el resto del diámetro conocido cuya mitad es conocida
ya que es la mitad que resta de AG sobre AB. Por tal razón, dado que
en el triángulo rectángulo ADG se encuentra la perpendicular DR, se-
rá el triángulo ADG rectángulo y equiangular al triángulo DRG. Será
la proporción de AG con DG como la proporción de GD con GR. De
esta forma el producto de AG con GR será igual al cuadrado de GD.
Por lo tanto, la longitud de la cuerda GD la cual subtiende la mitad
del arco BG será conocida.

Por este capítulo se pueden saber muchas cuerdas sabiendo aquellas
de las que se quieren conocer. Entre ellas con la cuerda de un arco de
12 partes, se puede conocer la cuerda del arco de seis partes, la cuerda
del arco de tres partes, la cuerda del arco de una y media partes, la
cuerda del arco de media y un cuarto partes142. 142 Es decir, la cuerda del arco de 1

2
◦
+ 1

4
◦
.

De este modo encontramos que la cuerda del arco de una y media
es cercana a una parte, 34 minutos, 15 segundos, si la cantidad del
diámetro es de 120 partes. Y la cuerda del arco de media y un cuarto
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partes es alrededor de (sic) cifra143, 47 minutos, 8 segundos. 143 Probablemente Gerardo de Cremona
tradujo el “cero” árabe como cifra.

Figura 38: La figura que se muestra es
semejante a la tercera figura de la página
6 del original.

• Trace nuevamente el círculo ABGD sobre el diámetro AD, sea R el
centro del círculo y construya desde A dos arcos que sean conocidos
con sus cuerdas conocidas, uniendo los puntos de cada uno de ellos,
que sean AB y BG las cuerdas. Digo entonces que si se traza la cuerda
AG, ésta será también conocida. Lo cual se demuestra como sigue.
Construya desde B el diámetro del círculo por BRE. Construya las
cuerdas BD, GD, DE, GE. Queda manifiesto que conociendo la línea
BG se conoce la línea GE; sabiendo AB, se conoce BD y de ella DE.

Y por eso, ya hemos supuesto que el cuadrilátero B, G, D, E, está
sobre un círculo, siendo sus diagonales BD, GE, el producto de las
diagonales entre sí, será igual a la suma de los dos productos de lados
opuestos. Como se conoce el producto de BD con GE; será conocida
la suma de los dos productos, BG con DE, GD con BE. El diámetro
BE es conocido, por lo tanto la línea GD queda por conocerse, con
la cual, la cuerda del arco restante del semicírculo, que es AG, queda
determinada. Entonces, ya sabemos que si dos arcos fueran conocidos
con las cuerdas que tienen también conocidas será conocida la cuerda
de la suma de los arcos.

Por ello, también en este capítulo se nos deja claro que con la cuerda
del arco de 1/2 siempre puede ser calculada cualquiera cuerda cono-
cida. Todas ellas tendrán su descripción en las tablas de cuerdas de
nuestro libro. (...)
• Porque si encontramos el arco de la cuerda de 1/2 verdaderamente,
encontraremos con este, por el capítulo de la suma y por los argumen-
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tos del capítulo de la resta, las cantidades de las cuerdas de los arcos
que faltan. (...)

Figura 39: La figura que se muestra es
semejante a la primera figura de la pági-
na 7 del original.

Para este propósito, permita que este capítulo diga: Si son trazadas
en un círculo cuerdas diferentes, será menor la proporción de la cuerda más
larga con la cuerda más corta que la proporción del arco de la cuerda más larga
con el arco de la cuerda más corta.

En efecto, si se traza un círculo sobre los que sean A, B, G, D, en el
cual sean dos cuerdas diferentes, donde AB es la menor y BG la mayor,
digo entonces que la proporción de la cuerda BG a la cuerda BA es
menor que la proporción del arco BG al arco BA. Lo que se demuestra
así. Divida el ángulo ABG por la mitad mediante la línea BD. Trace
las líneas AEG, AD, GD. Y dado que el ángulo ABG esta dividido a la
mitad mediante la línea BED serán iguales las líneas GD y AD. Dado
que también la línea GE es mayor que la línea AE trace en D una línea
DR perpendicular a AEG. Y como la línea AD es más larga que la línea
ED, la línea ED más larga que DR, el círculo con centro en D con radio
DE, tendrá AD como secante y será superior a DR. Entonces afirmo
que el círculo sobre el que estén BET encontrará DR en T. Y porque
el sector DETes mayor que el triángulo DER y el triángulo DEAes
mayor que el sector DEH, será la proporción del triángulo DER con el
triángulo DEA menor que la proporción del sector DET con el sector
DEB. Entonces la proporción del triángulo DER con el triángulo DEA
es como la proporción de la línea ER con la línea EA; la proporción
del sector DET con el sector DEH es como la proporción del ángulo
RDE con el ángulo EDA. Entonces como compondremos144, será la 144 Se refiere a la operación componiendo

la cual ya se explicó en las secciones ini-
ciales de este capítulo. Es decir si a

b = c
d ,

se compone si se escribe a+b
b = c+d

d .
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proporción de la línea RA con la línea EA menor que la proporción
del ángulo GDA que es el doble del ángulo ADR con el ángulo EDA.
Entonces como dividiremos145, será la proporción de la línea GE con 145 Se refiere a la operación dirimiendo la

cual ya se explicó en las secciones inicia-
les de este capítulo. Es decir si a

b = c
d , se

dirime o divide si se escribe a−b
b = c−d

d .

AE menor que la proporción del ángulo GDE con el ángulo EDA,
pero la proporción de la línea GE con EA es como la proporción de
la cuerda GB con la cuerda BA; la proporción del ángulo GDB con el
ángulo BDA es como la proporción del arco GB con el arco BA. Y esto
es lo que queríamos demostrar.
• Posteriormente, dada la figura precedente, afirmaremos que si traza
el círculo ABG en éste las dos cuerdas AB, GA, si se pone primero AB
que subtienda un arco de medio, un cuarto146 partes del círculo; AG 146 Es decir, “medio, un cuarto” es lo mis-

mo que 1
2
◦
+ 1

4
◦
= 3

4
◦
.subtienda un arco de una parte147 (y como la proporción de la cuerda

147 Es decir, “arco de una parte” es lo mis-
mo que 1◦.AG con la cuerda AB es menor que la proporción del arco AG con el

arco AB, el arco AG tanto como AB a su tercera parte), entonces, como
ya se mostró, la cuerda AB es (sic) cifra, 47′, 8′′ (cuando las cantidades
del diámetro son 120), será la cuerda AG menor que una parte, 2′, 50′′

(...)
En este mismo círculo, ponga como cuerda AB que subtienda un

arco de 1◦, el arco AG que subtienda un arco de 1 1
2
◦

como se ha dicho
porque el arco AG es una parte y mitad del arco AB, será la cuerda
GA menor que una parte y mitad de la cuerda. Como ya se mostró,
la cuerda EG es una parte, 34′, 15′′ (si las partes del diámetro son
120)., entonces AB es mayor que una parte 2′, 50′′. Entonces, queda de
manifiesto que nos conviene que aceptemos para una cuerda de una
parte del círculo, una parte, 2′, 50′′ (si las partes del diámetro son 120).
Y como esto ya se mostró, diremos que la cuerda del arco 1

2
◦

será (sic)
cifra, 31′, 25′′. Y con esto se completará el resto de las cuerdas que
quedan que hemos predicho, las que son entre cuerdas conocidas. (...)
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Tabla de cuerdas en un círculo

Arcos ◦ Cuerdas p Sesentavos

1/2◦ 0p 31′ 25′′ 0p 1′ 2′′ 50′′′

1 1p 2′ 50′′ 0p 1′ 2′′ 50′′′

1 1
2 1p 34′ 15′′ 0p 1′ 2′′ 50′′′

2 2p 5′ 40′′ 0p 1′ 2′′ 50′′′

2 1
2 2p 37′ 4′′ 0p 1′ 2′′ 48′′′

3 3p 8′ 28′′ 0p 1′ 2′′ 48′′′

3 1
2 3p 39′ 52′′ 0p 1′ 2′′ 48′′′

4 4p 11′ 16′′ 0p 1′ 2′′ 47′′′

4 1
2 4p 42′ 40′′ 0p 1′ 2′′ 47′′′

60◦ 60p 0′ 0′′ 0p 0′ 54′′ 21′′′

179 119p 59′ 44′′ 0p 0′ 0′′ 25′′′

179 1
2 119p 59′ 56′′ 0p 0′ 0′′ 9′′′

180◦ 120p 0′ 0′′ 0p 0′ 0′′ 0′′′

Cuadro 12: Pequeña muestra de la Tabla
de cuerdas de Ptolomeo.





Arquímedes encuentra la “triangulatura” del círculo

La palabra “triangulatura”, como habrá notado el lector, no existe en
español, se intentó de hacer alusión al viejo problema de la cuadratura
del círculo. Me explico: el problema de cuadrar el círculo consiste en
construir un cuadrado con la misma área de un círculo dado usando
exclusivamente regla sin marcas y compás. Como se debe saber, dado que
π es trascendente, esto es imposible148. Desde el punto de vista teórico, 148 Martín Gardner escribió que una gran

cantidad de aficionados, sedientos de fa-
ma, siguen tratando de cuadrar el círcu-
lo y amablemente les pedía que no le en-
viaran sus trabajos bajo ninguna circuns-
tancia.

conociendo π, es trivial encontrar un cuadrado con la misma área de
un círculo de radio dado r. Simplemente el cuadrado debe tener lados
de longitud

√
πr. Es posible calcular la raíz cuadrada de cualquier

número con regla y compás, lo que no es posible es construir π de tal
forma.

Figura 40: Se muestra un triángulo cu-
ya área es igual a la de un círculo dado,
cuando uno del los lados que forma el
ángulo recto mide lo que mide el radio
del círculo y el otro lado que forma el
ángulo, mide la longitud de la circunfe-
rencia.

Con el mismo espíritu teórico de construcción, Arquímedes encuen-
tra un triángulo rectángulo cuya área es igual a la de un círculo dado
(vea figura 40), de aquí el nombre del presente capítulo. Por supuesto,
se requiere conocer π, ya que el triángulo tiene un cateto de longitud
2πr, la circunferencia completa, y el otro cateto de longitud igual al ra-
dio del círculo r. Así, trivialmente, el área del triángulo es 2πr2

2 = πr2,
es decir, igual al área del círculo, como ahora sabemos. Trivialmente,
se debe insistir, el triángulo es posible si se conoce π, a lo cual Arquí-
medes, dedica el teorema donde obtiene las famosas estimaciones

3
10
71

< π < 3
1
7

,

las cuales no satisfacen la sed de dígitos de ningún connoisseur actual,
ya que solo aproximan a π con dos decimales.

En el presente capítulo se muestran las argumentaciones de Arquí-
medes que fundamentan tales famosos resultados, las cuales nos dan
una pequeña muestra del genio del gran matemático, físico e ingeniero
de Siracusa.

El procedimiento de Arquímedes: proposición I del capítulo
“De las dimensiones del círculo”

Dada una circunferencia C, de radio r, se desea demostrar que el
área del círculo A(C) es igual al área de un triángulo rectángulo T,
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denotada A(T), cuya longitud de la base es igual a la circunferencia
del círculo dado, que se denota P(C), y cuya altura es igual al radio
de C. Es decir, se desea demostrar que

A(C) =
1
2

P(C)r.

La idea de Arquímedes es proceder por reducción al absurdo, supo-
niendo que el área A(T) del triángulo no es igual al área del círculo.

Supone primero que A(T) < A(C). Se construirán sucesivamente
polígonos inscritos que aproximen el área del círculo, duplicando ca-
da vez el número de lados de los polígonos dividiendo en dos partes
iguales los arcos subtendidos por los del polígono inmediato anterior.
Se comienza con un cuadrado A, B, Γ, ∆, el cual está inscrito en la cir-
cunferencia.

Figura 41: Sucesión de polígonos inscri-
tos para aproximar el área de una circun-
ferencia.

Se define Dn como la diferencia entre el área del círculo y el área
de cada polígono la cual denotaremos con Pn, siendo n el número de
lados del polígono. De esta manera, si A(Pn) es el área del polígono

0 < Dn = A(C)− A(Pn).

Arquímedes afirma que existe un polígono149 Pm, para el cual 149 Tal polígono existe por: Euclides, libro
10, prop. 1.

0 < Dm < A(C)− A(T).

Para tal polígono, considere cualquiera de sus lados, por ejemplo el
AZ y construya el segmento perpendicular a AZ que pasa por el centro
del círculo N. Sea Ξ el pie de dicha perpendicular (vea la figura 43).
Construya el triángulo △ZNA, cuya altura es, obviamente NΞ, la cual
es menor que el radio del círculo AN. Se tiene entonces que el área del
polígono A(Pm) es m veces el área del triángulo △ZNA, es decir,

A(Pm) = m
AZ · NΞ

2
.

Pero m · AZ es menor que la circunferencia del círculo P(C) lo cual
mide lo mismo que uno de los catetos de T, entonces se tiene

A(Pm) <
1
2

P(C)NΞ =
1
2

P(C)r = A(T)

De esta forma

Dm = A(C)− A(Pm) > A(C)− A(T) > Dm

lo cual es una contradicción.
Similarmente, suponer que A(T) > A(C) lleva a una contradicción.

Para comprobarlo se construyen polígonos circunscritos a la circunfe-
rencia C. Primeramente, se circunscribe un cuadrado (vea la figura 43),
sean M, Z los puntos de contacto del cuadrado con la circunferencia.
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Divida en dos el arco ZM en el punto A. Construya la tangente al
círculo en A y la perpendicular que pasa por OAN.

Figura 42: Sucesión de polígonos cir-
cunscritos para aproximar el área de una
circunferencia.

Entonces el ángulo ∠OAP es recto150 y a intersección de la tan-

150 Euclides, libro 3, prop. 18.

gente con los lados del cuadrado da los vértices del siguiente polí-
gono circunscrito. Este proceso de construcción se repite cuantas ve-
ces sea necesario hasta obtener un polígono Pm tal A(Pm) − A(C) <

Dm = A(T)− A(C). En este caso nuevamente r = NA y, por lo tanto,
A(Pm) = m · ΠP r

2 , es decir, el área del polígono es m/2 veces la lon-
gitud del lado del polígono por el radio del círculo, o bien, m veces el
área del triángulo △ΠNP. Así, se tiene que si Dm > 0 para algún m,
entonces

A(Pm)− A(C) < A(T)− A(C)

A(Pm) < A(T) = P(C)
r
2

,

por lo tanto m · ΠP r
2 < P(C) r

2 , con lo que

m · ΠP < P(C)

lo que quiere decir que el perímetro del polígono es menor que la cir-
cunferencia del círculo, lo cual es imposible dado que la circunferencia
está circunscrita. Se concluye que no se cumple que A(T) > A(C) ni,
como se vio antes, A(T) < A(C) y, por lo tanto, A(T) = A(C).

Sobre la proposición iii del capítulo “De las dimensiones del
círculo”

Desde un punto de vista moderno, la estimación que hace Arquíme-
des para π es fácil de realizar, ya que con las herramientas modernas,
los cálculos que en época de Arquímedes eran muy difíciles, ahora
son inmediatos. Se describe a continuación lo que se puede hacer con
las herramientas a la mano. La idea de Arquímedes es inscribir y cir-
cunscribir en la circunferencia polígonos de 96 lados. Al calcular el
perímetro de los polígonos, el valor de la longitud de la circunferencia
es mayor que el perímetro de la circunferencia inscrita y menor que
el de la circunferencia circunscrita, argumento que ha usado en las
proposiciones i y ii.

En notación moderna, partiendo del hexágono del que Arquími-
des conoce la longitud de una arista y dado que, como claramente
96 = 6 · 24, el polígono se obtiene dividiendo por la mitad el ángulo
que subtiende el lado de un hexágono 4 veces. La argumentación de
Arquímedes está basada en dar estimaciones para divisiones por la mi-
tad del ángulo de 60◦, mediante el teorema de Pitágoras y la extracción
de raíces cuadradas así como, sorprendentemente, la fórmula para la
tangente del ángulo mitad, pero expresada en una forma sorprendente
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que, en notación moderna, se escribe como:

1
tan θ

2

=
1

sen θ
+

1
tan θ

,

la cual es válida para 0 < θ < 90◦. Sin la notación actual, la fórmu-
la es sorprendente por que permitió a Arquímedes calcular segmen-
tos asociados con la mitad de arcos simplemente sumando cantidades
conocidas. Ptolomeo descubrió las fórmulas para senos y cosenos de
ángulos mitad, ¡pero Ptolomeo es posterior a Arquímedes por varios
siglos!, así que Arquímedes conocía una relación no trivial del ángulo
mitad mucho antes de Ptolomeo.

Sin embargo, en nuestra época podemos obviar todas las etapas su-
cesivas de Arquímedes, así como sus meticulosos cálculos y proceder
sencillamente como sigue:

1. No se pierde generalidad si se considera un círculo de radio r = 1.
En la figura 43, α = 30◦ de tal manera que Z′Γ′ = sen 30◦ y ZΓ =

tan 30◦.

Figura 43: En la figura, ∠ZEH = ∠HEΓ,
de esta forma α = ∠ZEΓ = 2∠HEΓ =
2β. Arquímedes divide el ángulo α hasta
obtener la cuerda de un polígono inscri-
to y uno circunscrito de 96 lados ambos,
con tales figuras obtiene las estimaciones
para π.

2. La longitud del lado del polígono inscrito lins está dado por la
fórmula lins = 2 sen θ, donde θ es la mitad del ángulo subtendido
por tal lado. El lado del polígono circunscrito lcir está dado por la
fórmula lcir = 2 tan θ.

3. Para el polígono regular de 96 lados se tiene que θ =
60◦

25 =
30◦

24 ,

de tal forma que, si denotamos el perímetro con P(lins) y P(lcir)

respectivamente, se obtiene

P(lins) = 2 · 96 sen
30◦

24 ≈ 6.28206

P(lcir) = 2 · 96 tan
30◦

24 ≈ 6.28543.

4. Con las estimaciones anteriores se tiene

6.28206 < 2π < 6.28543

o bien, si lo que se desea es obtener estimaciones para π

3.14103 < π < 3.14271

Por supuesto, dado que Arquímedes desea dar las estimaciones como
cocientes de enteros manejables para él, sus cálculos son menos exactos
(además recordamos que no contaba con tablas trigonométricas ni las
fórmulas trigonométricas para ángulos arbitrarios).

Si como antes, P(C) denota la longitud de la circunferencia de un
círculo dado de radio r, Arquímedes afirma que entonces 3 10

71 · 2r <

P(C) < 3 1
7 · 2r. de donde sus estimaciones nos dan

3.14085 = 3
10
71

< π < 3
1
7
= 3.14286
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las cuales no son mejores que las que se obtienen 2000 años después,
obviamente, con todo el saber acumulado de Euler, Newton, etcétera,
sin olvidar las contribuciones de Ptolomeo las cuales Arquímedes, no
pudo conocer.

Crítica a las contribuciones de Arquímedes

Si bien las contribuciones de Arquímedes presentadas en este libro
pueden no parecer muy impresionantes; no olvide el lector que son
solo una parte muy menor de la obra que se conoce de Arquímedes
y que el matemático usó tales estimaciones en cálculos más especta-
culares como, por ejemplo, el del área de la superficie de una esfera.
Estudio que puede encontrarse en la misma obra de Arquímedes edi-
tada por Heiberg (op. cit.).

Más aún, la aparentemente inocente forma de aproximar el área de
un círculo mediante un triángulo (figura 40) provocó una epifanía en
la mente de Torricelli, ya en el renacimiento, que lo llevó a intuir la
forma de usar “indivisibles” para calcular áreas y volúmenes (como
veremos), lo cual inspiró a Cavalieri, a Wallis, a Newton y ... un largo
etcétera.

Por otra parte, si bien los cálculos aritméticos de Arquímedes en
nuestra época solo tienen relevancia en la historia de la ciencia (ya que
se restringen solamente al cociente de enteros y la extración de raíces
cuadradas, con técnicas conocidas desde los antiguos babilonios), no
hay que soslayar que influyeron grandemente para el desarrollo poste-
rior de los algoritmos, sin los cuales las computadoras modernas son
impensables.

Es de admirar la manera artística con la que Arquímedes escogió
las partes en las que dividió los diámetros para facilitar los cálculos y
para obtener, por ejemplo, la aproximación

780
√

3 ≈ 1 351.000

Ignoro si Arquímedes conocía que 780
√

3 no es racional y, por lo tan-
to, si sabía que su cálculo no es exacto, sino solo una sorprendente
aproximación.

Para finalizar, en la obra de Arquímedes quedó más que establecido
que π es mayor que 3, lo que Ptolomeo sabía y por lo que tomó tan-
to cuidado en las aproximaciones de sus tablas para distinguir entre
“grados”, es decir, divisiones del círculo y “partes”, es decir, las divi-
siones del diámetro de la circunferencia consideradas para realizar sus
famosos cálculos.
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Traducción del original de Arquímedes

Para la traducción se utilizó el extraordinario texto de Heigberg151, 151 Arquímedes. Archimedes opera Omnia
cum commentariis Eutocii, edidit J. L. Hei-
berg. Lipsiae in Aedibus B. G. Teuberni,
1880

aunque existen versiones en inglés del mismo libro, por ejemplo la de
Heath152, la cual se encuentra disponible en internet. La versión que

152 Thomas Heath. The Works of Archime-
des Edited in Modern Notation with Intro-
ductory Chapters. Cambridge University
Press, New York, 2010

se presenta es la traducción de Heiberg, publicada en 1880, del texto
que se encuentra en el códice florentino.

Posterior a la edición aquí estudiada es el hallazgo de Heiberg del
palimpsesto famoso que después se perdió para luego ser recuperado.
Las peripecias del palimpsesto que tuvo Heigberg en sus manos y que
fotografió en 1906 para poder traducirlo, merecen un libro aparte, pero
un acercamiento puede encontrarse en el artículo de Walvoord y Eas-
ton153 que trata de la transcripción digital realizada en años recientes 153 Derek Walvoord y Roger Easton. Di-

gital Transcription of the Archimedes Palim-
psest. IEEE SIGNAL PROCESSING MA-
GAZINE [100] JULY 2008, 2008

del ejemplar que estuvo perdido por decenas de años.

Dimensiones del círculo

I. Un triángulo rectángulo154 es igual a todo el círculo cuyo radio es igual 154 Al decir “un triángulo”, se refiere al
área del triángulo y, similarmente, cuan-
do dice “igual a todo el círculo” se refie-
re al área total del círculo. También, por
“circunferencia” quiere decir la longitud
de la circunferencia del círculo.

a uno del los lados que forman el ángulo recto y con la base del triángulo igual
a la circunferencia.

Téngase de esta manera el círculo ABΓ∆ con el triángulo E como se
ha propuesto (n. t. vea la figura 40, al triángulo lo llamará E y también
al área del triángulo), digo que estos son iguales entre sí.

Ahora, si fuera posible, sea mayor el círculo, e inscriba el cuadrado
AΓ, divida también el arco (subtendido por un lado del cuadrado)
en dos partes iguales y trace las rectas BZ, ZA , AM, M∆ y sea el
área de tales segmentaciones155 menor que lo que excede el círculo 155 Se refiere a la suma de las áreas que

resultan entre el círculo y los lados del
polígono.

al triángulo, y suponga también que el polígono156 sea mayor que

156 Se refiere ahora al área del polígono.
Heiberg traduce “polígono” como “figu-
ra rectilínea”.

el triángulo. Tome el centro N y construya las perpendiculares NΞ,
siendo NΞ menor que el lado del triángulo (se refiere al lado que tiene
por medida el radio del círculo, es decir que NΞ < NZ). Pero también
el perímetro del polígono es menor que el otro lado del triángulo,
porque la circunferencia del círculo también es menor, lo cual no es
posible.

Si, por otra parte, fuera posible que el círculo sea menor que el
triángulo E y se circunscribe un cuadrado, y el arco se corta en dos
partes iguales, pero a través de los puntos de las intersecciones se
trazan las líneas tangentes; así ∠OAP es recto.

Dado que OP > MP, además MP = PA se sigue que el triángulo
POΠ > 1

2OZAM quedando los pedazos del segmento157. Similarmen- 157 Se refiere de nuevo a las áreas, esta
vez, de los segmentos de secciones cir-
culares exteriores al círculo.

te, el espacio ΠZA es menor que lo que el triángulo E excede al círculo
ABΓ∆. De esta forma la figura circunscrita es menor que triángulo E,
lo cual no es posible. Entonces es mayor, porque NA es igual a un
cateto del triángulo, consecuentemente el perímetro es mayor que la
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Figura 44: Sucesión de polígonos ins-
critos y circunscritos para aproximar el
área de una circunferencia.

base del triángulo.
Por lo tanto, el círculo es igual al triángulo E.

Proposición iii

III. El perímetro de un círculo es mayor que el triple del diámetro y la parte
en la que lo excede es menor que un séptimo y también mayor que 10

71 .
Sea un círculo de diámetro AΓ, centro en E con ΓΛZ recta tangente

al círculo y ∠ΓEZ la tercera parte de un recto.
Entonces158 158 Dado que ZΓ = tan 30◦ = 1√

3
, supo-

niendo EΓ = 1, entonces

EZ
ZΓ

=

2√
3

1√
3

= 2 A
=

306
153

donde con A
= se denota la igualdad que

usó Arquímedes en el original.

EZ
ZΓ

=
306
153

.

Además159

159 En notación moderna, dado que

EΓ
ZΓ

=
1

tan 30◦
=

√
3 ≈ 1.7320 A

=
265
153

.

EΓ
ZΓ

=
265
153

.

Ahora se divide el ángulo ∠ZEΓ en dos partes con la recta EH, enton-

ces se cumple160
EZ
EΓ

=
ZH
HΓ

.

160 Euclides, libro 6, prop. 3: Si un ángulo
de un triángulo se divide a la mitad y la línea
que lo divide, también corta la base, entonces
los segmentos de la base tendrán la misma
razón que los lados restantes del triángulo.

Y como161

161 La igualdad EZ
ZΓ + EΓ

ZΓ = EΓ
ΓH es exacta.

En términos modernos se traduce a

1
sen θ

+
1

tan θ
=

1
tan θ

2

,

la cual es válida para 0 < θ < 90◦. Esta
identidad se usará a lo largo de toda la
argumentación.

EZ
ZΓ

+
EΓ
ZΓ

=
EΓ
ΓH

,

dado que162

162 Como EΓ
ΓH = 1

tan 1
2 ·30◦

= 3.73205 . . . se

tiene que EΓ
ΓH > 571

153 = 3.73203, recuerde
que EΓ

ZΓ ≈ 265
153 .

EΓ
ΓH

>
571
153

,

se llega a que163

163 Mediante el teorema de Pitágoras
EH2

ΓH2 = ΓH2+EΓ2

ΓH2 . Debe decir “≈”.

EH2

ΓH2 =
349450
23409
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Figura 45: Figura correspondiente a la
proposición iii.

así
EH
ΓH

=
591 1

8
153

.

De nuevo se divide del mismo modo ∠HEΓ con la recta EΘ, enton-
ces por esto será

EΓ
ΓΘ

>
1162 1

8
153

,

así164 165 164 Arquímedes omite repetir la argu-
mentación, pero similarmente a lo que
se hizo anteriormente, con la identidad

1
sen θ

+
1

tan θ
=

1
tan θ

2

se tiene que

EΓ
ΓH

+
EH
ΓH

=
EΓ
ΓΘ

,

por lo que

571
153

+
591 1

8
153

=
1162 1

8
153

=
EΓ
ΓΘ

.

165 Con 1162 1
8

153 = EΓ
ΓΘ , ahora, mediante el

teorema de Pitágoras

ΘE2

ΓΘ2 =
ΓΘ2 + EΓ2

ΓΘ2

de donde al aproximar la raíz cuadrada
obtiene

ΘE
ΓΘ

>
1172 1

8
153

.

ΘE
ΓΘ

>
1172 1

8
153

.

De nuevo se divide ∠ΘEΓ con la recta EK será166

166 Ya que ahora

EΓ
ΓΘ

+
ΘE
ΓΘ

=
EΓ
ΓK

,

etcétera.

EΓ
ΓK

>
2334 1

4
153

,

así
EK
ΓK

>
2339 1

4
153

.

De nuevo se divide ∠KEΓ con la recta ΛE, entonces será

EΓ
ΛΓ

>
4673 1

2
153

.

Ahora dado que ∠ZEΓ, que es la tercera parte de un recto, se divi-
de en cuatro partes iguales, ∠ΛEΓ será la doceava parte de un recto.
Póngase entonces ∠ΛEM igual a éste, de tal forma que ∠ΛEM es la
vigésimo cuarta parte de un recto; de esta forma ΛM es el lado de un
polígono de 96 lados circunscrito al círculo. Así como se ha demostra-

do que es
EΓ
ΓΛ

>
4673 1

2
153

, y AΓ = 2EΓ, ΛM = 2ΓΛ, también AΓ con el
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perímetro del polígono de 96 lados tiene una razón mayor que 4673 1
2

14688
lo cual es mayor que el triple, y quedan 667 1

2 que son menores que
una séptima parte de 4673 1

2 ; por lo tanto, el polígono circunscrito es
menor que el triple y séptima parte que el diámetro167. Por lo tanto, la 167 Dado que 4673 1

2
14688 = 1

3+
667 1

2
4673 1

2

, además

667 1
2

4673 1
2
≈ 1

7 .

circunferencia del círculo es mucho menor que el triple y un séptimo
del diámetro.

Aproximación para el polígono circunscrito

Figura 46: Segunda figura correspon-
diente a la proposición iii.

Sea el círculo con diámetro AΓ y ∠BAΓ la tercera parte de un rec-
to (figura 46), entonces168 AB

BΓ < 1351
780 . Se divide ∠BAΓ en dos partes 168 Puesto que BΓ es la cuerda que sub-

tiende un arco de 60◦ entonces BΓ = EΓ
siendo EΓ el radio de la circunferencia.
Arquímedes tomará un radio de 780 par-
tes para facilitar los cálculos. En efec-
to dado que el ángulo ∠ABΓ es rec-
to, por el teorema de Pitágoras AB =√

15602 − 7802 ≈ 1351 , de donde 1351
780

es una buena aproximación para AB
BΓ .

iguales mediante la recta AH. Ahora, puesto que ∠BAH = ∠HΓB
de la misma forma son iguales169 a HAΓ, se tendrá ∠HΓB = ∠HAΓ.

169 Euclides, libro 3, prop. 26.

También el ángulo ∠AHΓ es un ángulo recto común170. Dado que

170 Euclides, libro 3, prop. 31.

también171 los ángulos que restan ∠HZΓ = ∠AΓH, entonces los trián-

171 Euclides, libro 1, prop.32.

gulos △AHΓ, △ΓHZ son equiángulos. Por lo que

AH
HΓ

=
ΓH
HZ

=
AΓ
ΓZ

.

Pero172
AΓ
ΓZ

=
ΓA
BΓ

+
AB
BΓ

, por lo que también
ΓA
BΓ

+
AB
BΓ

=
AH
HΓ

. 172 Aquí nuevamente aparece la identi-
dad trigonométrica 1

sen θ + 1
tan θ = 1

tan θ
2

,

dado que AH
HΓ = AΓ

ΓZ .Por ello173,
AH
HΓ

<
2911
780

y
AΓ
ΓH

<
3013 3

4
780

.
173 Dado que el radio EΓ = BΓ mide 780
partes, el diámetro ΓA mide 1560, por lo
que 1351 + 1560 = 2911. Por otra parte
AΓ2

ΓH2 = AH2+HΓ2

HΓ2 , por el teorema de Pitá-
goras, de donde se obtiene la estimación
para AΓ

ΓH .

Divida el ángulo ∠ΓAH en dos partes iguales con la recta AΘ, en-

tonces, por el mismo motivo, será
AΘ
ΘΓ

<
5924 3

4
780

o bien
AΘ
ΘΓ

<
1823
240

,
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puesto que 4
13 está en ambos (n. t. en el numerador y en el denomina-

dor de la primera fracción). Por lo que
AΓ
ΘΓ

<
1838 9

11
240

.

Después se divide ∠ΘAΓ en dos partes iguales con la recta KA, se

tiene así
AK
KΓ

<
1009 1

6
66

, ya que 11
40 está en ambos.

Siguiendo se divide ∠KAΓ en dos partes iguales con la recta ΛA.
Será entonces

AΛ
ΛΓ

<
2016 1

6
66

y
AΓ
ΓΛ

<
2017 1

4
66

y para el recíproco
ΓΛ
AΓ

>
66

2017 1
4

. Pero ΓΛ es el lado

del polígono inscrito de 96 lados, por lo que el perímetro del polígono

con el diámetro tiene una razón mayor que
6336

2017 1
4

, que mayores son

que tres y 10
71 veces el diámetro. Por lo tanto, también mucho mayor es

el círculo que tres y 10
71 veces el diámetro.

Por lo tanto,la circunferencia del círculo es tres veces mayor que el
diámetro y el espacio que excede es menor que 1

7 y mayor que 10
71 .
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Portada de la obra completa de Arquímedes vol. I edición Heiberg 1880 op. cit.. Créditos de la
digitalización: Stanford University
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Las figuras mencionadas etiquetadas con letras griegas aparecen en la traducción del texto.
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Torricelli tiene una epifanía ante diagrama de Arquímedes

Alguna vez Torricelli estudiaba los textos de Arquímedes cuando
repentinamente tuvo una sorprendente idea. Pensó que eran correctos
los argumentos, pero que, de alguna manera, se podían obtener más
fácilmente si se tomaban todos los círculos que podían formar con el
mismo centro de la circunferencia inicial C (figura 47) y que pasaran
por un punto del radio r, distinto de C y de O.

Figura 47: La circunferencia con centro
en C y radio r = CO mide |OP| = 2πr.
Lo mismo ocurre para la circunferencia
con radio CI = r′, mide IL = 2πr′. To-
rricelli concluye que poniendo todas las
rectas paralelas a OP así obtenidas tiene
el área completa del círculo.

De la misma forma que OP mide lo mismo que la circunferencia
del círculo, es decir OP = 2πr, ocurre con la circunferencia de radio
CI = r′ con lo que IL = 2πr′. Es como si las circunferencias estuvieran
hechas de hilo las recortará y las pusiera una encima de otra, con lo que
obtiene el triángulo △COP, ¡salvo que las líneas no tienen anchura!
Hecha esta salvedad, que no pasó inadvertida para Torricelli, concluye
que el área del triángulo es la misma que la del círculo dado que
el círculo está formado por todas las circunferencias interiores y el
triángulo por todas rectas interiores. Así, tomándolas todas de una
vez, simul sumptis. Y ahí está el asunto ¿cómo tomar todas juntas?,
¿cuándo es válida tal descomposición en circunferencias interiores al
círculo y en rectas interiores al triángulo? Pero por el momento el área
del círculo es πr2, ¡sin más problema! ya que, como es sabido el área
del triángulo es base por altura sobre 2 es decir 2πr · r/2 = πr2.

Por supuesto, Torricelli no se quedó con este resultado que era co-
nocido desde Arquímedes, sino que llevó tales descomposiciones al
cálculo de volúmenes.

De los múltiples ejemplos que estudió, seguramente uno de los más
famosos es el del cálculo del volumen bajo una superficie hiperbólica
infinita, con lo que obtuvo un resultado paradójico: el área contenida
por esta superficie infinita ¡es finita!, con lo cual no solo le enmendó
la página a Arquímedes con una “demostración” más clara y simple,
sino que además contradice a Aristóteles; quien, como se sabe, durante
siglos fue la máxima autoridad en cuanto a asuntos del pensamiento
concierne. Efectivamente, Aristóteles dicta174 que “no hay proporción 174 Aristóteles, De Coelo 1.6, 274.

entre finito e infinito”. ¡Qué época más trascendente posterior al re-
nacimiento cuando alguien cuestiona con argumentos resonantes a las
autoridades establecidas!
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Regresando a Torricelli, el matemático considera el sólido que se

obtiene al girar una rama de la hipérbola y =
k
x

al rededor del eje y
el cual es una asíntota de la hipérbola (figura 48). Pero solo entre los
puntos E y D del eje x (figura 49).

Figura 48: La superficie superior se ob-
tiene al rotar una hipérbola alrededor de
una de sus asíntontotas. Debajo hay un
cilindro en color azul más intenso. Se de-
sea calcular el volumen del sólido infini-
to así formado.

Torricelli de la misma manera que calcula las longitudes de las cir-
cunferencias dentro de un círculo, calcula las áreas de los cilindros que
imagina que conforman el volumen del sólido. Al tratarse de una su-
perficie obtenida al rotar la hipérbola, cada punto en ella, en cada corte
horizontal, está sobre una circunferencia. Por ejemplo la circunferencia
que pasa por D y por E con centro en P, y también, la circunferencia
que pasa por L y N con centro también sobre la asíntota. Por otra
parte, el área de la superficie del cilindro es 2πra, siendo r el radio
del cilindro y a la altura. Ahora bien, la altura de cada cilindro en el
sólido hiperbólico está dada por y = k

x de tal manera que el cilindro
que pasa por x = d = |PD| tiene altura k

d y así, para tal cilindro, la
longitud de la circunferencia de la base es 2πd y, por lo tanto, el área

de la superficie del cilindro es 2πd · k
d
= 2πk.

Figura 49: Se rota una hipérbola sobre su
asíntota vertical y se considera el sólido
que se obtiene entre los puntos E y D. La
infinita colección de cilindros como los
dos esbozados en la figura, según Torri-
celli, forma el volumen del sólido.

De esta manera, cada cilindro con radio x que compone el volumen
bajo el sólido (cilindros en la figura 49) ¡tiene superficie con misma
área que cualquier otro para cualquier x!

área de cada cilindro = 2πx · k
x
= π · 2k, 0 < x ≤ d.

Figura 50: La idea de Torricelli consis-
te en encontrar circunferencias con áreas
de la misma magnitud de la superficie
de los cilindros que “conforman” el sóli-
do hiperbólico.

De forma que Torricelli “tomando todos los círculos de una vez”
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puede, por ejemplo, construir un cilindro con área de la base 2π · k y
altura d, de donde se obtiene que

volumen del cilindro construido = π · 2k · d

y este volumen es equivalente al volumen buscado bajo el sólido hi-
perbólico. ¡Un volumen finito contenido en una superficie con área
infinita!

En realidad, en el teorema de Torricelli la argumentación original se
complica un poco, ya que el rol del parámetro k, el cual evidentemente
está relacionado con los vértices y focos de la hipérbola, no es tan claro
en su texto. Pero k aparece de alguna manera en sus ecuaciones dado
que el cilindro que construye debe tener radio

√
2k, y este número es

igual exactamente a la mitad de la distancia entre los focos de la hipér-
bola, como es sabido. Más aún, Torricelli quiere construir un cilindro

Figura 51: El cilindro AHGC tiene el
mismo volumen que el del sólido hiper-
bólico, dado que la circunferencia con
diámetro IM (y de cualquier corte del ci-
lindro) tiene la misma área que la super-
ficie del cilindro que pasa por ILN; tam-
bién la circunferencia con diámetro CG
tiene la misma área que la superficie del
cilindro que pasa por EFCD, y así para
todos los cilindros verticales existe una
circunferencia en el cilindro horizontal
con la misma área de la superficie de tal
cilindro. Nota: en la figura se han man-
tenido las mismas letras del original de
Torricelli, pero las dimensiones y las po-
siciones de los puntos están aproxima-
das con los parámetros de la hipérbola
que se muestra.

bajo el sólido que tenga exactamente el volumen que ya se calculó del
sólido y procede a encontrar un punto sobre la hipérbola el cual tenga
la altura igual al diámetro del cilindro, el cual está dado por una de
las intersecciones del lado recto de la hipérbola con la hipérbola. Al-
gunos cálculos elementales de geometría analítica dan que tal punto
L tiene coordenadas L = (

√
2k −

√
k,
√

2k +
√

2). Y como el vértice de
la hipérbola tiene coordenadas (

√
k,
√

k) es decir, un punto que puede
determinarse conociendo el vértice y el foco, los cuales son conocidos.
En realidad, tal punto corresponde a una de las intersecciones del la-
do recto de la hipérbola con la hipérbola misma. Una vez realizado
esto, el matemático refleja el punto L respecto al eje horizontal y así
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determina el punto M. El diámetro del cilindro horizontal es IM de
esta forma el área de cualquier circunferencia en los cortes verticales
del cilindro es π(IM/2) = π 2k y, por lo tanto, el volumen del cilindro
horizontal, dada la altura |AC| = |PD| = d, es π · 2k · d, como se dijo.

Validez de la argumentación original de Torricelli

Desde el punto de vista contemporáneo el resultado de Torricelli se
considera correcto, pero no así su técnica, la cual no se usa más. Para
obtener el mismo resultado con herramientas modernas primero debe
calcularse la integral V =

∫ ∞
e πx2dy, siendo e = |CD|, pero y = k

x se
tiene x = k

y por lo que

V =
∫ ∞

e
π · k2

y2 dy

= −π
k2

y

∣∣∣∣y=∞

y=e

= π
k2

e
= π

k2

e
= πkd

ya que y = e = k
d . Ahora sumando el volumen del cilindro EFCD, el

cual es πd2e = πd2 k
d = πkd, se llega al resultado esperado:

volumen del sólido hiperbólico = 2πkd.

Crítica a los resultados de Torricelli

Si hay una conjetura genial en la historia de las matemáticas, ésta
corresponde al cálculo del volumen del sólido hiperbólico que reali-
zó Torricelli. Si ahora todavía puede sorprender y parecer paradójico,
puede imaginarse el efecto que causó en su época. Se debe recordar
que Torricelli fue contemporáneo de Cavalieri, así como de Barrow y
Wallis. Un ensayo sobre las discusiones filosóficas centradas en los re-
sultados que presentamos, que incluye a matemáticos y filósofos como
Hobbes se puede encontrar en un artículo de Paolo Manscu y Ezio
Vailati175. 175 Paolo Mancosu y Ezio Vailati. Torrice-

lli’s Infinitely Long Solid and Its Philosophi-
cal Reception in the Seventeenth Century.
Isis, 82(1), 50–70., 1991

Ciertamente, la idea de descomponer una figura en “todas las lí-
neas” (omnes lineas) se debe a Cavalieri, no a Torricelli quien fue su
discípulo. El método de Cavalieri difiere del método de los infinitesi-
males, ya que descompone figuras en líneas y no aproxima con infini-
tesimales. El matemático pensaba que su método era más cercano al
de los antiguos griegos. Regresando a Torricelli, como hemos visto lle-
vó el método de su maestro a terrenos insospechados y sus resultados
son dignos de cualquier antología del arte de conjeturar.
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Traducción de la obra de Torricelli

La traducción se hizo del ejemplar: Opera Geometrica, Torricellii,
Evangelistae, Florentiae, 1644 ETH-Bibliothek Zürich Shelf Mark: Rar
5224 Persistent Link: https://doi.org/10.3931/e-rara-4082 www.

Se traduce parte del capítulo “De solido Acuto Hyperbólico”, es
decir: Acerca del sólido hiperbólico agudo.

Ejemplo primero

Sea un círculo con centro en A, semidiámetro AB, con apropiada tangente
que sea BC, la cual se supone igual a la longitud de la circunferencia BD.
Construya AC. Digo que son iguales el círculo BD con el triángulo ABC.

Figura 52: La misma figura se muestra
en la obra de Arquímedes. Aparece un
triángulo cuya área es igual a la de un
círculo dado. Observe que este teorema
es de Arquímedes como se puede verse
en el capítulo correspondiente, sin em-
bargo la demostración es totalmente di-
ferente y esta tendrá consecuencias es-
pectaculares e insospechadas hasta su
época.

Se supone que el punto cualquiera I sobre el radio AB. Por I haga
la circunferencia IO con centro en el mismo A, con la recta IL paralela
a BC. Será entonces la circunferencia BD a la circunferencia IO como
el radio BA con AI (se demuestra esto, sin suponer con antelación
dimensiones del círculo176), o como BC es a IL. Al mover, será la cir- 176 Es decir, que la demostración no de-

pende de las dimensiones del círculo.cunferencia IO igual a la recta IL, y esto ocurre siempre donde quiera
que se ponga el punto I. Y, consecuentemente, si se toman todas las
circunferencias al mismo tiempo, tomadas todas las rectas al mismo
tiempo iguales serán: por lo tanto, el círculo BD mismo será igual al
triángulo ABC. Lo que se deseaba demostrar.

Lo que concuerda con aquel Teorema de la proposición primera de
Arquímedes, De la dimensión del círculo.
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Figura 53: Se desea calcular el volumen
del sólido de revolución que se obtiene
al girar una hipérbola alrededor de una
de sus asíntotas incluyendo un cilindro
FEDC en la base. Torricelli afirma que el
volumen del sólido completo es igual al
volumen del cilindro con diámetro AH
y altura AC.

Teorema

Un sólido agudo hiperbólico infinitamente largo, cortado en el plano per-
pendicular al eje, unido con un cilindro en su base, es igual al cilindro recto
cuya base sea el lado (sic) verso, o eje de la hipérbola177, y altura que sea 177 Se tradujo latus versu, sive axis hiperbo-

la como “lado inveso o eje de la hipérbo-
la”, se refiere al eje focal de la hipérbola.

exactamente igual al radio de la base del mismo sólido agudo.
Sea una hipérbola cuyas asíntotas AB, AC, forman un ángulo recto.

Suponga que en la hipérbola cualquier punto que se desee D se mueve
DC equidistante del mismo AB y DP equidistante de AC. Gire toda
la figura alredodor del eje AB. De esta forma haga un sólido agudo
hiperbólico EBD junto con el cilindro FEDC en la base. Construya en
H, BA de forma que AH sea idéntico a este eje, pero del lado inverso
de la hipérbola. Además, alrededor del diámetro AH se entiende un
círculo perpendicular a la asíntota AC, y sobre la base AH construya
un cilindro recto178 ACGH, cuya altura sea AC, por lo tanto radio de 178 Se refiere a construir un cilindro sobre

círculo que está ahora sobre AH.la base del sólido agudo. Digo que el sólido completo FEBDC de largo
sin fin, es también igual al cilindro ACGH.

Se toma en la recta AC cualquier punto I y se entiende que por
I se dibuja la superficie cilíndrica ONLI comprendida alrededor del
eje AB y el sólido agudo, también, el círculo IM en el cilindro ACGH
equidista de la base AH.

Entonces será la mencionada superficie del cilindro ONLI al círculo
IM como el rectángulo por el eje OL al cuadrado del radio del círculo
IM; también como el rectángulo OL al cuadrado del semieje de la
hipérbola; y de la misma forma igual al lema179. Y esto será siempre 179 Se refiere al lema V en el original, el

cual puede omitirse para los objetivos de
este libro.
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verdadero para cualquier punto I que se escoja. Por lo tanto todas
las superficies de los cilindros simultáneamente esto es con el mismo
sólido agudo EBD unido al cilindro en la base FEDC, serán iguales a
todos los círculos simultáneamente, esto es, al cilindro ACGH. Lo que
era por demostrar.

Escolio

Puede verse como increíble que este sólido tenga longitud infinita
y que, no obstante, ninguna de las superficies de aquellos cilindros
a los cuales consideramos tenga longitud infinita y, sin embargo, es-
tán determinados conjuntamente. Esto será evidente para quien tenga
modesta familiaridad con la doctrina de las cónicas.
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Fourier escribe un poema...
usando funciones trigonométricas

Si el título del capítulo pudiera parecer cursi, me excuso diciendo
que la idea no me pertenece, sino que se deriva de un pensamiento de
Kelvin, el matemático y físico inglés a quien debe responsabilizarse de
tal exceso, si lo hubiera; sin embargo, algo tiene de verdad:

El teorema de Fourier no solamente es uno de los resultados más bellos
en análisis moderno, sino que se dice que proporciona un instrumento indis-
pensable para el tratamiento de casi cualquier recóndita pregunta en física
moderna...lo de Fourier es un poema matemático.

El antecedente histórico de las series trigonométricas es la expan-
sión en series de polinomios de funciones arbitrarias, la cual multipli-
có infinitamente las posibilidades para utilizar funciones matemáticas
en aplicaciones y, por otra parte, contribuyó notablemente al desarro-
llo del Cálculo diferencial mismo. Ejemplos de desarrollos en series
de polinomios surgen a partir de los notables resultados de Taylor y
MacLaurin, basados en los resultados de Newton, con los cuales que-
daron firmemente establecidas las posibilidades de expandir funciones
en términos polinomiales.

Como se ve en el capítulo dedicado a Newton de este libro, curiosa-
mente, Newton llegó a las famosas series por métodos algebraicos, bá-
sicamente extendiendo los algoritmos para dividir, extraer raíces y, lo
novedoso en su época, inventando un algoritmo para encontrar inver-
sas de funciones, todo ello mediante procedimientos algebraicos. Cu-
riosamente, insisto, porque el primer ejemplo de Fourier de expansión
de una función en términos de funciones trigonométricas, también lo
hace mediante procedimientos del álgebra, como ahora se muestra.

Primer ejemplo de Fourier

El ejemplo se encuentra en el capítulo III, sección II, artículo 171 del
libro Teoría analítica del calor180 y se trata de encontrar los coeficientes 180 Jean Baptiste Joseph Fourier. Théo-

rie analytique de la chaleur. Source ga-
llica.bnf.fr / Bibliothèque nationale de
France » ou « Source gallica.bnf.fr / BnF,
1822
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a, b, c, . . . para que sea verdadera la siguiente expansión

1 = a cos y + b cos 3y + c cos 5y + d cos 7y + · · · (63)

Muchos lectores de la época de Fourier simplemente encontraban difí-
cil de creer que fuera verdadera una expresión tal, dado que las funcio-
nes cos my, con m = 1, 3, 5, 7 . . . oscilan febrilmente y, en contraste, el
lado izquierdo de la ecuación es una rígida constante, y sin embargo...

Figura 54: Se muestran las gráficas de
w = cos my para m = 1, 3, 5, 7, 9, 11 para
ilustrar la forma en que tales funciones
oscilan entre −π/2 y π/.

Procede entonces a derivar ambos miembros de la ecuación (63)
respecto de y, repetidamente, para obtener

1 = a cos y + b cos 3y + c cos 5y + d cos 7y + · · ·
0 = a sen y + 3 b sen 3y + 5 c sen 5y + 7 d sen 7y + · · ·
0 = a cos y + 32b cos 3y + 52c cos 5y + 72d cos 7y + · · ·
0 = a sen y + 33b sen 3y + 53c sen 5y + 73d sen 7y + · · ·
...

...

La convergencia de las series que son derivadas de series, es una cues-
tión delicada, pero suponerlo para realizar conjeturas es siempre vá-
lido, como hizo Fourier, pero quien no tenga mucha experiencia con
series y sus derivadas, debe tomar en cuenta este comentario. Y al
evaluar en y = 0:

1 = a + b + c + d + e + f + g + · · ·
0 = a + 32b + 52c + 72d + 92e + 112 f + 132g + · · ·
0 = a + 34b + 54c + 74d + 94e + 114 f + 134g + · · ·
0 = a + 36b + 56c + 76d + 96e + 116 f + 136g + · · ·
0 = a + 38b + 58c + 78d + 98e + 118 f + 138g + · · ·
...

...

Sistema que, como es claro a la vista, es infinito de arriba hacia aba-
jo y de izquierda a derecha, por lo cual solo será resoluble si Fourier
encuentra un procedimiento algorítmico para resolverlo y, claro, así lo
hizo, resolviendo primero un sistema finito; por ejemplo, el sistema de
siete incógnitas a, b, c, d, e, f , g; el método es el de eliminación. Lo que
hace Fourier es, primero, eliminar g para lo cual multiplica la prime-
ra ecuación por 132 y la resta de la segunda ecuación. Seguidamente
multiplica la primera ecuación por 134 y la resta a la segunda, con lo
que elimina a g de la segunda ecuación, y así procede hasta eliminar
todas las g. Pero, para eliminar la g de la primera ecuación que aho-
ra está multiplicada por 13, basta restarle la segunda ecuación antes
de eliminar a la g. Repitendo el procedimiento de eliminación Fourier
obtiene

a(132 − 1)(112 − 1)(92 − 1)(72 − 1)(52 − 1)(32 − 1) = 132 · 112 · 92 · 72 · 52 · 32 · 12
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Y una vez que ha tomado confianza, regresa al infinito y afirma que

a =
32

32 − 1
· 52

52 − 1
· 72

72 − 1
· 92

92 − 1
· 112

112 − 1
· · ·

=
3 · 3 · 5 · 5 · 7 · 7 · 9 · 9 · 11 · 11 · · ·

2 · 4 · 4 · 6 · 6 · 8 · 8 · 10 · 10 · 12 · 12 · · ·
¡Así es, estimado lector, los viejos cálculos de Wallis reaparecen revita-
lizados!, con lo que Fourier concluye que

a =
4
π

y es capaz de encontrar las demás incógnitas (después de una prolon-
gada argumentación) para obtener,

1 =
4
π

(
cos y − 1

3
cos 3y +

1
5

cos 5y − 1
7

cos 7y +
1
9

cos 9y − 1
11

cos 11y + · · ·
)

Moraleja: si usted, temeroso de lo infinito, al buscar el término gene-
ral de una serie, encuentra el producto de Wallis, respire, revise sus
cuentas y si todo cuadra, ¡felicidades, ha encontrado algo grande! Así
lo supo Fourier.

Figura 55: Se muestra la gráfica de la
aproximación a la constante 1 con la se-
rie de Fourier de solo seis términos. Ob-
serve la manera en la que la serie finita
aproxima a la constante en el intervalo
[−π/2, π/2] .

En seguida (en el artículo 181, pag. 180), Fourier multiplica la serie
por dx e integra término a término181 con lo que obtiene la serie

181 Multiplicar por dx una serie e integrar
término a término es común, aunque tar-
daría decenas de años en ser justificado
rigurosamente, véase por ejemplo como
es usada esta técnica en la obra de Ber-
noulli citada.

πx
4

= sen x − 1
32 sen 3x +

1
52 sen 5x − 1

72 sen 7x + · · · .

Siguiendo con las conjeturas, que es de lo que trata nuestro libro, si se
pone x = π

2 (artículo 181, pag. 180) se obtiene la serie

π2

8
= sen x +

1
32 sen 3x +

1
52 sen 5x + · · ·

serie ya conocida, como lo menciona Fourier. Obviamente, al obtener
series conocidas se reforzó la seguridad de Fourier en lo que estaba
haciendo.

Fourier encuentra otra técnica para calcular las series

La segunda técnica que encontró Fourier, la cual, al igual que la
técnica anterior, no se utiliza más, pero que sin embargo puede ser
de interés para entender más profundamente el arte de conjeturar. En
esta segunda técnica Fourier combina el álgebra con los desarrollos de
MacLaurin. En la sección VI, artículo 207, pag. 211, Fourier se propone
encontrar los coeficientes a, b, c, d, e, f , . . . para la función

ϕ(x) = a sen x + b sen 2x + c sen 3x + d sen 4x + · · ·

partiendo de la serie de MacLaurin

ϕ(x) = ϕ′(0)x + ϕ′′(0)
x2

2
+ ϕ′′′(0)

x3

3!
+ ϕIV(0)

x4

4!
+ · · ·
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la cual se supone conocida. Ahora bien, en caso de que sean válidas
las dos ecuaciones anteriores, se tiene que

ϕ(0) = 0,

ϕ′(0) = a + 2b + 3c + 4d + · · ·
ϕ′′′(0) = a + 23b + 33c + 43d + · · ·
ϕV(0) = a + 25b + 35c + 45d + · · ·

...

Después de varias páginas dedicadas al álgebra, Fourier obtiene que

π

2
ϕ(x) = sen x

(
ϕ′(0) + ϕ′′′(0)

(
π2

3!
− 1

12

)
+ ϕV(0)

(
π4

5!
− π2

3!
+

1
12

)
−+ · · ·

)
− 1

2
sen 2x

(
ϕ′(0) + ϕ′′′(0)

(
π2

3!
− 1

22

)
+ ϕV(0)

(
π4

5!
− 1

22
π2

3!
+

1
22

)
+ · · ·

)
+

+
1
3

sen 3x
(

ϕ′(0) + ϕ′′′(0)
(

π2

3!
− 1

32

)
+ ϕV(0)

(
π4

5!
− 1

32
π2

3!
+

1
32

)
+ · · ·

)
+

+ · · ·

De la anterior fórmula, Fourier obtiene (pag. 230) que

1
2

x = sen x − 1
2

sen 2x +
1
3

sen 3x − 1
4

sen 4x + · · ·

Quizá lo complicado de la fórmula general nos haga fácil compren-
der por qué la fórmula para calcular los coeficientes de la siguiente
sección prevaleció sobre las demás.

La fórmula de Fourier que trascendió

Finalmente, los coeficientes que actualmente se conocen como coefi-
cientes de Fourier son explicados en el artículo 222, pag. 235. Dada la
fórmula

ϕ(x) = a1 sen x + a2 sen 2x + a3 sen 3x + a4 sen 4x + · · ·

se multiplica por sen ix y se integra de x = 0 a x = π, con lo que se
obtiene∫ π

0
ϕ(x) sen ix dx = a1

∫ π

0
sen x sen ix dx + a2

∫ π

0
sen 2x sen ix dx + · · ·

+ aj

∫ π

0
sen jx sen ix dx + · · ·

donde Fourier hace notar que:

1. Todos los términos del segundo miembro son cero excepto el tér-
mino que contiene la integral

∫ π
0 sen jx sen ix dx.
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2. Que el valor de la integral
∫ π

0 sen jx dx sen ix dx = 1
2 π de donde

aj =

∫ π
0 sen jx sen ix dx

1
2

.

Fourier seguramente nunca esperó que su teoría se generalizaría para
toda una familia de polinomios ortogonales, los polinomios de Lague-
rre, Legendre, Tchebychev, etcétera; para una serie de funciones espe-
ciales como las funciones de Bessel y tantas otras funciones que dan
sustento a la teoría general de los espacios de Hilbert. Ni tampoco pu-
do siquiera imaginar que la extensión de sus series, la transformada
que ahora lleva su nombre, la transformada de Fourier, podría tener
tal infinidad de aplicaciones, incluidas algunas que usted, estimado
lector, usa en su teléfono celular.

Crítica a la obra de Fourier

La obra de Fourier constituye un hito en la historia de las matemá-
ticas; pero, como siempre ocurre en estos casos, está basada en saberes
previos que se encuentran en los trabajos de Euler, Leibnitz y un largo
etcétera, por lo que es difícil garantizar qué tanto es absolutamente
original y que tanto se debe a autores anteriores. Al parecer el método
de separación de variables es idea de Fourier. Al separar variables para
resolver la ecuación de calor obtiene que la solución debe quedar en
términos de series infinitas de cosenos, pero que también ha surgido
en el problema de la cuerda, estudiado por D’Alembert, los hermanos
Bernoulli y Euler mismo. Por ejemplo Daniel Bernoulli182 ha encontra- 182 Daniel Bernoulli. De indole singularis

serierum infinitarum quas sinus vel cosinus
angulorum arithmetice progredientium for-
mant, earumque summatione et usu. No-
vi Commentarü Academiae Scientiarum
Imperialis Petropolitanae. Bd. XVII p.5-6
1771 (1773) 11.6* - St.64*, 1773

do que la ecuación de movimiento de la cuerda queda resuelto por la
fórmula

ϕ(x) = α sen x + β sen 2x + γ sen 3x + · · · ,

aunque Bernoulli no da ninguna fórmula para los coeficientes α, β, γ, . . .
como si lo hará Fourier. Es en la determinación de tales coeficientes,
ahora llamados coeficientes de Fourier, mediante el método de inte-
gración lo que le garantizó fama eterna al matemático o, por lo menos,
fama mientras exista la civilización actual.

Para las series, al parecer, la historia comienza con la fórmula co-
nocida183 por Nilakanth, Leibniz, Gregory, para π

4 y mencionada por 183 Para un estudio sobre el descubri-
miento para la fórmula de π/4 en di-
versas épocas y lugares del mundo vea
el artículo de Ranjan Roy (1990). The
Discovery of the Series Formula for π
by Leibniz, Gregory and Nilakantha.
Mathematics Magazine, 63(5), 291–306.
doi: 10.2307/2690896.

Fourier en el artículo 179 de su obra mencionada y dando crédito a
Leibniz por ella:

π

4
= 1 − 1

3
+

1
5
− 1

7
+

1
9
− · · ·

la cual en el contexto de Fourier aparece como un caso particular184 184 Artículo 180, pag. 179 de la obra cita-
da de Fourier.de

π

4
= cos x − 1

3
cos 3x +

1
5

cos 5x + · · · ,
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cuando x = 0.
La necesidad de expresar funciones con series trigonométricas se

le impone a Fourier al separar variables para resolver la ecuación de
calor. A partir de entonces la técnica de separación de variables se
convierte en una herramienta indispensable en la solución analítica de
las ecuaciones diferenciales parciales.

Por otro lado, las objeciones que se presentaron al método de Fou-
rier, son absolutamente válidas desde la perspectiva contemporánea.
¿Para cuáles funciones es válida la expansión en series trigonométri-
cas? ¿Cuándo convergen estas series? Los argumentos de Fourier para
estas cuestiones consisten en mostrar series conocidas que convergen
( como la de π/4) y que tienen además asociada una serie trigonomé-
trica que él ha encontrado, lo cual no puede ser aceptado como una
demostración general actualmente. En su dispensa hay que añadir que
la dificultad intrínseca de éstas y otros espinosos asuntos relacionados
con las series de Fourier tardaron decenas de años en ser resueltas con
la contribución de muchos otros autores de genio.

Finalmente, la resonancia de los descubrimientos de Fourier, como
todos los grandes descubrimientos, desembocó en múltiples ramas del
saber humano, en particular, en el desarrollo de las matemáticas mis-
mas. La teoría de la integración que culmina con la integral de Lebes-
gue es impensable sin los problemas asociados a las series y transfor-
madas de Fourier. También la obra de Fourier influyó profundamente
en el pensamiento de Georg Cantor, lo que culmina en la teoría de
conjuntos y los números transfinitos.
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Traducción de la obra de Fourier

La siguiente traducción del ejemplar Théorie analytique de la chaleur,
par M. Fourier de la edición de 1822, a partir de la digitalización rea-
lizada por Source gallica.bnf.fr / Bibliothèque nationale de France. Se
traducen las páginas 235, 236, 237 y 238 hasta antes del párrafo 223 de
la obra citada.

221

Se puede también verificar la ecuación precedente (D) (art. 220) de-
terminando inmediatamente las cantidades a1, a2, a3, . . . , aj en la ecua-
ción

ϕ(x) = a1 sen x + a2 sen 2x + a3 sen 3x + · · · aj sen jx + · · ·

para ello se multiplicará cada uno de los miembros de la anterior ecua-
ción por sen ix dx siendo i un número entero y se tomará la integral de
x = 0 a x = π con lo se tendrá∫ π

0
ϕ(x) sen ix dx =

∫ π

0
a1 sen x sen ix dx +

∫ π

0
a2 sen 2x sen ix dx

+
∫ π

0
a3 sen 3x sen ix dx + · · ·

∫ π

0
aj sen jx sen ix dx + · · ·

Pero se puede fácilmente demostrar , 1◦ (sic) que todas las integra-
les contenidas en el segundo miembro tienen un valor nulo, excepto el
único término ai

∫ π
0 sen ix sen ix dx; 2◦ que le valor de

∫ π
0 sen ix sen ix dx

es 1
4 π; de donde se concluirá el valor de ai que es

∫ π
0 ϕ(x) sen ix dx

1
2 π

. Todo

se reduce a considerar los valores de las integrales que se encuentran
en el segundo miembro, y a demostrar las dos proposiciones prece-
dentes. La integral 2

∫
sen jx sen ix dx tomada de x = 0 a x = π, y en

la cual i y j son números enteros, es

1
i − j

sen (i − j)x − 1
i + j

sen (i + j)x + C.

La integral debe comenzar cuando x = 0, la constante C es nula,
y los númeors i y j siendo enteros el valor de la integral será nulo
cuando se hará x = π; se sigue que cada uno de los términos como

a1

∫ π

0
sen x sen ix dx, a2

∫ π

0
sen 2, x sen ix dx, a3

∫ π

0
sen 3x sen ix dx, etc.

se hacen cero y que esto tendrá lugar toda vez que los números i
y j sean diferentes. No ocurre lo mismo cuando los números i y j
sean iguales, porque el término 1

i−j sen (i − j)x, al que se reduce la

integral, se convierte en 0
0 , y su valor es π. Se tiene por consecuencia
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2
∫

sen ix sen ixdx = π; se obtiene así de la manera más breve, los
valores a1, a2, a3, . . . , ai etcétera que son:

a1 =

∫
ϕ(x) sen xdx

1
2 π

, a2 =

∫
ϕ(x) sen 2xdx

1
2 π

,

a3 =

∫
ϕ(x) sen 3xdx

1
2 π

, · · · , ai =

∫
ϕ(x) sen ixdx

1
2 π

,

Al sustituirlos se tiene

1
2

πϕ(x) = sen x
∫

ϕ(x) sen xdx + sen 2x
∫

ϕ(x) sen 2xdx

+ sen 3x
∫

ϕ(x) sen 3xdx + · · ·+ sen ix
∫

ϕ(x) sen ixdx + · · ·

222

El caso más simple es aquel donde la función dada tiene un valor
constante para todos los valores de la variable x; en este caso, la inte-
gral

∫
sen ixdx es igual a 2

i si el número i es impar, e igual a 0 si el
número i es par. De done se deduce la ecuación

1
2

π = sen x +
1
3

sen 3x +
1
5

sen 5x +
1
7

sen 7x +
1
9

sen 9x + · · ·

la cual se ha encontrado previamente.
Se debe remarcar que cuando se ha desarrollado una función ϕ(x)

en una serie de senos de arcos múltiplos el valor de la serie a sen x +

b sen 2x + c sen 3x + · · · es el mismo que aquel de la función ϕ(x)en
tanto que la variable x esté comprendida entre 0 y π; pero esta igual-
dad cesa en general de tener lugar cuando el valor de x sobrepasa el
número π.

Supongamos que la función de que se requiere el desarrollo sea x,
se tendrá, después del teorema precedente,

1
2

πx = sen x
∫

x sen xdx + sen 2x
∫

x sen 2xdx

+ sen 3x
∫

x sen 3xdx + sen 4x
∫

x sen 4xdx + · · · .

La integral
∫ π

0 x sen ixdx equivale a ±π
i , los índices 0 y π asociados

al signo
∫

dan a conocer los límites de la integral; el signo + debe
escogerse cuando i es impar, y el signo − cuando i es par. Se tendrá
entonces la ecuación siguiente:

1
2

x = sen x− 1
2

sen 2x+
1
3

sen 3x− 1
4

sen 4x+
1
5

sen 5x− 1
7

sen 7x+ etc.
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Parráfo 221 de la Obra de Fourier op. cit.. Créditos de la digitalización: Source gallica.bnf.fr / Bibliothèque
nationale de France.
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Los más antiguos antecedentes

¿Qué se debe entender por “trigonometría”? y a partir de esto ¿has-
ta dónde llegó el desarrolo de la trigonometría en la antigua babilonia?
Para ello se puede comparar el avance de los babilonios (entre 2000 y
1600 aC) con lo que se alcanzó, por ejemplo 2000 años después, con
Ptolomeo. Pero antes de comenzar, ¿qué es lo que hizo Ptolomeo que
permite clasificar su obra como un hito en la historia de la trigonome-
tría? En las tablas trigonométricas del astrónomo griego se encuentran
triángulos rectángulos con hipotenusa de medida igual para todos, con
longitud igual al radio de una circunferencia cuyo centro coincide con
uno de los vértices de los triángulos. Tales ángulos de los triángulos,
llamados α en la figura 56, están en correspondencia con un semiarco
de la circunferencia, de tal forma que los triángulos pueden ser clasi-
ficados por la medida de este ángulo.

Figura 56: Se pueden conocer muchos
triángulos rectángulos cuyo vértice coin-
cide con el centro de un círculo de radio
dividido en 60 partes, note que el radio
también es la hipotenusa del triángulo,
es decir Ptolomeo pudo conocer las me-
didas de los lados CB y OC para ciertos
triángulos. Para los triángulos que calcu-
ló Ptolomeo es posible poner en corres-
pondencia la medida del arco AB con
el ángulo α y así conocer la medida del
otro ángulo agudo del triángulo ya que
la medida de ∠COB es 90◦ de una cir-
cunferencia dividida en 360◦.

Un triángulo está completamente determinado por las medidas de
sus tres lados y las medidas de sus ángulos internos. Para los trián-
gulos rectángulos, basta conocer la medida de dos de sus lados para
conocer el tercero, por el teorema de Pitágoras, y dado que en geome-
tría euclidiana la suma de los ángulos internos de todo triángulo mide
la suma de dos rectos, basta conocer dos ángulos para conocer el ter-
cero. Ptolomeo parte de los triángulo con α = 45◦ y otro con α = 60◦ y
mediante sus fórmulas fue capaz de conocer todos los triángulos para
α con 0◦ < α < 90◦ que se incrementa en medio grado, para cada
triángulo en sus tablas.

Y ¿cuál es la idea de conocer triángulos? pues entre otras cosas pa-
ra hacer cálculos indirectos de medidas de otros triángulos que sean
semejantes a los conocidos, pero cuyas magnitudes sean difíciles o,
definitivamente, imposibles de medir directamente. Para dar un ejem-
plo espectacular, Eratóstenes fue capaz de calcular aproximadamente
el radio de la tierra utilizando triángulos formados con las sombras
arrojadas por un pequeño poste vertical (véase por ejemplo el libro
editado por Thomas185 pag. 261). 185 Ivor Thomas. Greek Mathematical

Works, Aristarchus to Pappus. Harvard
University Press, Cambridge Massachu-
setts, London, England, 2005

De entre todos los triángulos, los más simples de reconocer cuando
son semejantes entre sí, son los triángulos rectángulos, ya que, al ser
rectángulos, tienen un ángulo de la misma medida, precisamente el
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ángulo recto.
Posteriormente, se le dio el valor 1 al radio del círculo y, con ello, el

cateto opuesto resulta ser el seno del ángulo y el cateto adyacente el
coseno del ángulo en la trigonometría contemporánea que comienza
con Newton, Taylor y MacLaurin para quienes tales valores podrían
ser dados para cualquier ángulo con la aproximación que se deseara,
no solo para las partes conocidas por Ptolomeo en grados, sino para
cualquier arco de circunferencia, no dado en partes de 360◦, sino en
partes de π absolutamente arbitrarias.

Figura 57: En la figura los triángulos
△ABC, △ADC y △DBC son semejantes
al ser equiángulos y por lo tanto tienen
lados proporcionales, lo cual era bien co-
nocido por Euclides, pero dos mil años
antes, al parecer, también era conocido
por los babilonios.

Regresando a Ptolomeo, lo que se requiere para una buena tabla
trigonométrica en sus tiempos es:

1. La posibilidad de medir ángulos es decir poder dividir la circunfe-
rencia en unidades igualmente separadas y segmentos y ser capaces
de poner en correspondencia los ángulos de triángulos con arcos de
circunferencia.

2. Conocer aproximadamente la diferencia entre las unidades sobre
la circunferencia (en total 2π) y el diámetro de la circunferencia
tomada para establecer las medidas (para Ptolomeo el diámetro es
de 120 partes, sabe que el diámetro aproxima la circunferencia en
un número cercano a tres, pero sabe que no es tres, recuerde que
Arquímedes es anterior a Ptolomeo) .

3. Conocer el teorema de Pitágoras y además ser capaces de extraer
raíz cuadrada, es decir, tener un algoritmo para calcularla con tanta
precisión como se desee.

4. Conocer los teoremas que garanticen la semejanza de triángulos, en
particular los que se refieren a triángulos rectángulos.

5. Conocer algoritmos de suma resta, multiplicación y división de nú-
meros con la precisión que se desee.

Regresando a Babilonia, parece ser que el concepto de ángulo, en
general, y de cómo medirlo no eran conocidos en la antigua Babilonia,
en el periodo que nos ocupará (2000 a 1600 a. C.) llamado “periodo
viejo babilonio” (Old Babylonial). A pesar de que conocen como divi-
dir la circunferencia en 360 partes, no hay referencia, hasta la fecha, de
que hayan asignado medidas a los ángulos internos de ningún triángu-
lo186, aunque pueden reconocer los triángulos que son rectángulos. Al 186 Eleanor Robson. Neither Sherlock Hol-

mes nor Babylon: A Reassessment of Plim-
pton 322. Historia Mathematica 28

(2001), 167–206, 2001

parecer saben dividir segmentos en unidades arbitrarias, según puede
deducirse de sus cálculos y dibujos, algunos de los cuales se mostrarán
más adelante (digo “al parecer”, porque para dividir un segmento en
partes arbitrarias se requieren conocimientos de semejanza de triángu-
los). Los antiguos babilonios conocen muchos ejemplos de triángulos
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rectángulos y saben que las medidas de sus lados satisfacen lo que lla-
mamos “teorema de Pitágoras”, más de mil años antes que Pitágoras.
Pueden calcular indirectamente longitudes de triángulos semejantes
a triángulos dados, aunque no se sabe que tengan una definición de
“triángulos semejantes” pueden reconocer varios, por ejemplo, si se
encuentran dentro de un mismo triángulo como los de la figura 57.

Es decir, los babilonios del periodo viejo babilonio no cumplen con
los puntos 1 y 2, para elaborar una tabla trigonométrica como la de
Ptolomeo. Sin embargo conocen instancias del teorema de Pitágoras
y tienen una formidable aritmética en base 60 con la que son capaces
de realizar todas las operaciones básicas y, además, aproximar raíces
cuadradas de números arbitrarios. Además, tienen saberes y ejemplos
de triángulos semejantes y hacen cálculos indirectos de longitudes de
lados de triángulos que son semejantes, en el sentido moderno, a trián-
gulos que conocen.

De esta forma, se cumplen en cierta medida los puntos 3 a 5 de
nuestro resumen. ¿Pero se puede proceder a clasificar triángulos rec-
tángulos de otra manera que no sea midiendo el ángulo de la base del
triángulo con la hipotenusa como hizo Ptolomeo? La respuesta es: sí,
se puede dar el cálculo del cociente del cateto opuesto con el cateto ad-
yacente, es decir, se puede dar la tan α sin conocer α, recuerde, tan α =

cateto opuesto/cateto adyacente, no se requiere medir el ángulo en la
más elemental aproximación.

En el periodo viejo babilonio conocían el teorema de Pitágoras, obtenían
lados proporcionales de triángulos semejantes y poseían métodos para
calcular raíces cuadradas

Figura 58: Se muestra un diagrama de lo
que se representa en la tableta YBC 7289.
Se trata de un cuadrado donde en un la-
do exterior se muestra el número 30. En
la diagonal se muestran dos números el
primero 1; 24 51 10 es la aproximación a√

2 en sexagesimal, el segundo número,
bajo la diagonal representa en sexagesi-
mal 30 · 1; 24 51 10 = 42; 25 35.

La primera prueba que se presenta en este texto de que el teorema
de Pitágoras se conocía entre 1800 y 1600 a. C., es la tableta de la co-
lección de Yale, YBC 7289, de la cual se muestra una representación en
la figura 58. La figura representa un cuadrado con sus dos diagona-
les y en ella parecen tres números en base 60, el primer número que

llamaremos l = 30, el segundo número m = 1 +
24
60

+
51
602 +

10
603 y el

tercer número n = 42 +
25
60

+
35
602 . El segundo número m es aproxi-

madamente m ≈
√

2 como el lector puede comprobar desarrollando
los cálculos, corresponde a la hipotenusa de un triangulo rectángulo
cuyos catetos miden 1 ambos, lo cual se cumple por el teorema de Pi-
tágoras. Claramente el triángulo con catetos de medida 1 es semejante
al triángulo con catetos de medida 30 por lo que sus hipotenusas son
proporcionales, es decir, la diagonal n se obtiene multiplicando por
l = 30, es decir, n = 30 ·m, que, como se ha dicho, es el segundo nú-
mero escrito en la tableta sobre la diagonal. Por cierto, la aproximación
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para
√

2 es la misma que usa Ptolomeo en el Almagesto, insistimos,
más de mil años después.

La fuente básica para las matemáticas babilónicas todavía es el ex-
traordinario libro editado por Neugenbauer y Sachs187, donde entre 187 O. Neugebauer y A. Sachs. Mathema-

tical cuneiform texts. New Haven, Conn.,
Pub. jointly by the American Oriental
Society and the American Schools of
Oriental Research, 1945

muchos materiales se encuentra, dibujada y fotografiada, la tableta
Plimpton 322, de la que se hablará más adelante, y además, una repre-
sentación de la tableta YBC7289 en la página 42.

Tableta IM55357

La segunda prueba de que los babilonios del periodo 2000 a 1600

a. C. conocían y hacían cálculos indirectos mediante triángulos seme-
jantes conocidos y que conocían el teorema de Pitágoras, es la tableta
IM55357 encontrada en Tell Harmal.

Figura 59: Se muestra una representa-
ción de la tableta IM55357. Se trata de un
triángulo rectángulo △ABC donde los
catetos miden 1 =60 1 · 60, 45 =60 45 y
la hipotenusa mide 1 15 =60 75.

Información sobre esta y otras tabletas se encuentra en el libro de
Gonçalves188, donde además de la transliteración del texto de la ta-

188 Carlos Gonçalves. Mathematical Tables
from Tell Harmal. Sources and Studies in
the History of Mathematics and Physi-
cal Sciences, Springer International Pu-
blishing Switzerland, 2015

bleta se encuentra una traducción al inglés así como comentarios que
ayudan a la comprensión del texto (vea el capítulo 4). En la tableta que
se representa en la figura 59 aparece un triángulo rectángulo △ABC
donde los catetos miden 1 =10 1 · 60, 45 =10 45 y la hipotenusa mide
1 15 =10 75, donde con la expresión “=10” se abrevia “igual en base 10
a” y los números a la izquierda de tal expresión están escritos en base
60, donde con el punto y como se separan las fracciones de los enteros
de las fracciones, con tales dimensiones se sabe que el triángulo es rec-
tángulo (por el teorema de Pitágoras). Sobre los triángulos interiores
de la figura, fueron colocados números de la siguiente manera (aun-
que en el original no se separan con punto y coma los enteros de las
fracciones):

△AEF = 5 53; 53 39 50 24 =10 5 · 60 + 53 +
53
60

+
39
602 +

50
603 +

24
604

△FED = 3 19; 3 56 9 36 =10 3 · 60 + 19 +
3

60
+

56
602 +

9
603 +

36
604

△EBD = 5 11; 2 24 =10 5 · 60 + 11 +
2
60

+
24
602

△DBC = 8 6 =10 8 · 60 + 6.

Tales números corresponden a las áreas de los triángulos correspon-
dientes, como se explica en el texto bajo la figura, lo que permite cal-
cular las dimensiones de los lados de los diferentes triángulos supo-
niendo que tienen lados en correspondencia proporcionales, lo que en
términos modernos, se traduce a suponer que los triángulos son seme-
jantes. El problema consiste en encontrar las longitudes de los lados de
los triángulos interiores que aparecen en la figura, es decir, FE, DE y
DB. Por lo tanto, está implícito en el problema y en su solución que los
triángulos interiores son rectángulos, y que el escriba sabe que al estar
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inscritos en un mismo triángulo tienen lados proporcionales, aunque
no se conociera el concepto de “triángulos semejantes”, ni se supiera
cómo medir ángulos. En la tableta se da la solución DB = 36 y se indi-
ca el procedimiento para calcular las otras dimensiones de los demás
triángulos.

Tableta Plimpton 322

Hay que decir que todavía está en discusión el grado en el que el
contenido de la tableta Plimpton 322 se refiere a la trigonometría o no.
En el artículo de Mansfeld y Wilberg titulado Plimton 322 es trigono-
metría sexagesimal exacta189, el cual causó cierto revuelo en los medios 189 Daniel F. Mansfeld y N. J. Wildberg.

Plimpton 322 is Babylonian exact trigono-
metry. Historia Mathematica 44 (2017)
395-419 Sciendirect Elsevier, 2017

masivos de comunicación, se discute este asunto y, el lector interesado
no tendrá dificultad para encontrar el artículo y videos relacionados
con el tema en internet.

Figura 60: Aquí se muestra un dibujo de
la tableta Plimpton 322. Créditos de la
imagen: Rare Book and Manuscript Li-
brary, Columbia University.

El contenido de la tableta Plimpton 322

Para darnos una idea de la antigüedad de la tabla, habían pasado
más de mil años cuando publicó sus cálculos Hiparco, antecesor de
Ptolomeo en la elaboración de tablas trigonométricas. La tableta hecha
en arcilla es una tabla informativa en el sentido más moderno contiene
quince renglones formados con ternas pitagóricas190. Es decir, si por 190 Las ternas pitagóricas son tres núme-

ros enteros x, y, z los cuales satisfacen la
relación x2 + y2 = z2 por lo que si x, y
son lados adyacentes de un triángulo, el
triángulo resulta ser rectángulo con x, y
como catetos y z como hipotenusa del
triángulo.

ejemplo, se llama a al cateto opuesto de un triángulo rectángulo, b al
cateto adyacente y c a la hipotenusa, la tabla contiene en la primera
columna, el número

( c
b
)2 en expansión sexagesimal, en la segunda
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columna al número a y en la tercera columna al número c, tales que los
números a, b, c satisfacen la relación a2 + b2 = c2. En la cuarta columna
se encuentran los lugares que ocupa el cálculo de la primera columna
respecto de los otros triángulos ordenados de mayor a menor.

Además de los cálculos, los encabezados nos muestran que efecti-
vamente se trata de catetos opuestos e hipotenusas en la segunda y
tercera columnas. Aunque lamentablemente no es posible leer parte
del texto de la primera columna por estar parcialmente destruido, los
asiriólogos contemporáneos afirman que podría significar algo así co-
mo “si se quita el número 1 surge el cateto opuesto de un triángulo”,
como efectivamente ocurre en geometría dada la relación:

Figura 61: Para el caso en que b < 1
se muestra un triángulo rectángulo con
a = CB como cateto opuesto, b = OC
como cateto adyacente y c = OB como
hipotenusa. En este caso a/b = tan α, es
el cateto opuesto del triángulo con cateto
adyacente 1 e hipotenusa c/b = sec α.

( c
b

)2
= 1 +

( a
b

)2
. (64)

Es decir, se puede formar un triángulo rectángulo con cateto adyacente
1, cateto opuesto a

b e hipotenusa c
b . Como es sabido, la relación (64) se

obtiene inmediatamente de a2 + b2 = c2 al dividir ambos miembros de
esta igualdad por b2, por lo que desde el punto de vista de la aritmética
tal relación es clara, lo que debió haber llamado la atención en aquellas
lejanas épocas es justamente el carácter geométrico de tal relación. En
términos modernos (64) se lee

sec2 α = 1 + tan2 α

y el nombre de tan α se debe al hecho de que efectivamente tan α es
la tangente al círculo de radio 1, en el punto a partir del cual se mide
α. De esta forma si se quita el 1, como aparentemente indica el enca-
bezado de la tableta, surge la tangente, la cual es el lado opuesto de
un triángulo con cateto adyacente 1 e hipotenusa dada por la secante.
En la tableta Plimpton 322 se encuentran los números asociados a los
segmentos representados en la figura 61, en la primera columna de
la tableta mencionada aparece la longitud del segmento OD = sec α

elevado al cuadrado; el cual, como todo parece indicar, ha sido calcu-
lado. También aparece el segmento CB = a y el segmento OB = c,
los cuales se encentran en la segunda y tercera columnas de la tableta,
respectivamente. No aparece el segmento OC = b, sin embargo todos
los segmentos de la tableta Plimpton 322 pueden ser calculados me-
diante este segmento, que tiene una forma particular de ser escrito, lo
que facilita la aritmética usada por los antiguos babilonios.

En el cuadro 13 se muestra la información incluida en la tableta Plim-
pton 322, salvo la cuarta columna, la cual no está incluida en el origi-
nal, pero se ha conjeturado que a partir de tal columna se generaron
los demás números. Se ha utilizado notación moderna en la primera
columna para resaltar las relaciones que ahora se conocen. En el origi-
nal, solo aparece la expansión sexagesimal del primer número que se
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sec2 α = 1 + tan2 α

(en notación moderna)

cateto opuesto
(frente)

hipotenusa
(diagonal)

cateto adyacente
(base)

lugar

(
169
120

)2
= 1 +

(
119
120

)2
119 = 7 · 17 169 = 132 120 = 23 · 3 · 5 1(

4825
3456

)2
= 1 +

( 3367
3456

)2
3367 = 7 · 13 · 37 4825 = 52 · 193 3456 = 27 · 33

2(
6649
4800

)2
= 1 +

(
4601
4800

)2
4601 = 43 · 107 6649 = 61 · 109 4800 = 26 · 3 · 52

3(
18541
13500

)2
= 1 +

(
12709
13500

)2
12709 = 71 · 179 18541 primo 13500 = 22 · 33 · 53

4

( 97
72
)2

= 1 +
( 65

72
)2

65 = 5 · 13 97 primo 72 = 23 · 32
5(

481
360

)2
= 1 +

(
319
360

)2
319 = 11 · 29 481 = 13 · 37 360 = 23 · 32 · 5 6(

3541
2700

)2
= 1 +

(
2291
2700

)2
2291 = 29 · 79 3541 primo 2700 = 22 · 33 · 52

7(
1249
960

)2
= 1 +

( 799
960
)2

799 = 17 · 47 1249 primo 960 = 26 · 3 · 5 8

( 769
600
)2

= 1 +
(

481
600

)2
481 = 13 · 37 769 primo 600 = 23 · 3 · 52

9(
8161
6480

)2
= 1 +

(
4961
6480

)2
4961 = 112 · 41 8161 primo 6480 = 24 · 34 · 5 10

( 75
60
)2

= 1 +
(

45
60

)2
45 = 32 · 5 75 = 3 · 52 60 = 22 · 3 · 5 11

( 2929
2400

)2
= 1 +

(
1679
2400

)2
1679 = 23 · 73 2929 = 29 · 101 2400 = 25 · 3 · 52

12

( 289
240
)2

= 1 +
(

161
240

)2
161 = 7 · 23 289 = 172 240 = 24 · 3 · 5 13

( 3229
2700

)2
= 1 +

(
1771
2700

)2
1771 = 7 · 11 · 23 3229 primo 2700 = 22 · 33 · 52

14(
106
90

)2
= 1 +

( 56
60
)2

56 = 23 · 7 106 = 2 · 53 90 = 2 · 32 · 5 15

Cuadro 13: Plimton 322. La cuarta colum-
na no está incluida en el original y se mues-
tra en gris.
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muestra, es decir el correspondiente en lenguaje moderno a sec2 α. La
expansión hexagesimal de tales números que fue usada por los anti-
guos babilonios se muestra en el cuadro 15.

Breve explicación de la aritmética de la vieja babilonia.

Muchas fotos de tablas originales de matemáticas en textos cunei-
formes, además de su transliteración e interpretación pueden encon-
trarse el libro de Neugebauer191. Para multiplicar, los babilonios no 191 O. Neugebauer y A. Sachs. Mathema-

tical cuneiform texts. New Haven, Conn.,
Pub. jointly by the American Oriental
Society and the American Schools of
Oriental Research, 1945

usaban tablas de multiplicar que incluyeran todas los productos de los
números de 1 a 60, como hacemos nosotros con los números de 1 a 10,
sino tablas de cuadrados; por ello la relevancia de conocer números
elevados al cuadrado. Se dice que para multiplicar, digamos x · y los
babilonios usaban o bien la fórmula

x · y =
(x + y)2 − x2 − y2

2

o bien

x · y =
(x + y)2 − (x − y)2

4
por lo que, como se ha dicho, necesitaban largas tablas de números
elevados al cuadrado, de las cuales existe evidencia (vea por ejemplo
la tableta Plimpton 318 en el libro de Neugebauer pag. 34).

Para dividir, los babilonios usaban el método de multiplicar por
inversos, por ejemplo, para dividir por 2 multiplicaban por 30/60 =

1/2. Dada la importancia de la división en su desarrollada aritmética,
contaban para el año 2000 a. C. con largas tablas de inversos, (vea
por ejemplo el libro citado de Neugebauer en el capítulo II). En la
aritmética sexagesimal tienen expresión exacta los inversos de aquellos
números que pueden escribirse de la forma 2l · 3m · 5n, aunque los
babilonios al igual que nosotros eran capaces de aproximar inversos
de números que no tuvieran esta forma. Observe el lector que en base
10, siguiendo los mismos principios de los babilonios, los números más
interesantes son aquellos de la forma 2l · 5m, que son los únicos que
tienen expansión decimal finita; por ejemplo, 1/2 = 0,5, 1/10 = 0,1.
Es decir, para dividir, los números que más interesan a los antiguos
babilonios son aquellos que tienen expansión decimal finita, muchos
más que en base 10 por cierto.

Por ello en el cuadro 13 en la cuarta columna se han escrito los nú-
meros en la forma 2l · 3m · 5n. Con tales números pueden construirse
las ternas pitagóricas y con ello la tabla Plimpton 322 completa. La for-
ma más simple de construir las ternas pitagóricas es con dos números
arbitrarios p, q, de preferencia números naturales. Con tales números
se pueden construir los números a = p2 − q2 con p > q, b = 2pq y
c = p2 + q2 satisfacen a2 + b2 = c2, como el lector interesado puede
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verificar, es decir, los números a, b, c forman ternas pitagóricas. En el
cuadro 14 pueden verse los números p, q que generan la tableta Plim-
pton 322, en particular debe observarse el número 2pq el cual es igual
a b del cuadro 13, el cual, debe recordarse que no aparece en la tableta
original.

Es claro que los números de la tableta original no pueden ser ob-
tenidos mediante un simple tanteo, dado el orden de magnitud de
algunos, por lo que el método presentado en el cuadro 14 pudo haber
sido utilizado. Otro método ha sido aplicado por varios asiriólogos,
por ejemplo en un artículo de Friberg192, el cual es tan probable o im- 192 Jöran Friberg. Methods and traditions

of Babylonian mathematics: Plimpton 322,
Pythagorean Triples, and the Babylonian
Triangle Parameter Equations. Historia
Mathematica Volume 8, Issue 3, August
1981, Pages 277-318

probable como el presentado aquí y que ha sido utilizado desde que
se dio a conocer el libro de Neugebauer en 1945. También debe ser
claro que el renglón 11◦ es excepcional en varios sentidos: no solo sus
generadores p, q no son enteros, sino que además no aparece la forma
más simple p = 2, q = 1 con lo que a = 3, b = 4 y c = 5, la más
conocida y simple terna pitagórica.

Tabla original y presuntos errores

A continuación, en el cuadro 15 se presenta con números modernos
el contenido del original de la tableta Plimpton 322. La notación para
la expansión en base 60 escogida en este texto (pensada para facilitar
la lectura, pero que no es la notación estándar de los asiriólogos) es la
siguiente: el número

X = an · 60n + an−1 · 60n−1 + · · ·+ a1 · 60 + a0 +
a−1

60
+

a−2

602 + · · ·+ a−m

60m ,

donde a±n son números enteros entre 0 y 59, se representa como

X = an, an−1, · · · , a1, a0;
a−1

60
a−2

602 · · · a−m

60m ,

aunque en la representación de la tabla original de la figura 60 se
representa los números

1;
a−1

60
a−2

602 · · · a−m

60m ,

sin usar comas, sino simplemente como

1a−1a−2 · · · a−m

y los números

an · 60n + an−1 · 60n−1 + · · ·+ a1 · 60 + a0,

simplemente como
anan−1 · · · a1a0

no se usaban comas para separar en absoluto, lo que a veces conlleva
errores de lectura; pero en la literatura moderna se usan variantes del
sistema con puntos y comas.
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p q b = 2 p · q a = p2 − q2 c = p2 + q2 lugar

22 · 3 5 120 = 23 · 3 · 5 119 169 1

26 33 3456 = 27 · 33 3367 4825 2

3 · 52 25 4800 = 26 · 3 · 52 4601 6649 3

53 2 · 33 13500 = 22 · 33 · 53 12709 18541 4

32 22 72 = 23 · 32 65 97 5

22 · 5 32 360 = 23 · 32 · 5 481 360 6

2 · 33 52 2700 = 22 · 33 · 52 2291 3541 7

25 3 · 5 960 = 26 · 3 · 5 799 1249 8

52 22 · 3 600 = 23 · 3 · 52 481 769 9

34 23 · 5 6480 = 24 · 34 · 5 4961 8161 10

2
√

3 · 5
√

3 · 5 60 = 22 · 3 · 5 45 75 11

24 · 3 52 2400 = 25 · 3 · 52 1679 2929 12

3 · 5 23 240 = 24 · 3 · 5 161 289 13

2 · 52 33 2700 = 22 · 33 · 52 1771 3229 14

32 5 90 = 2 · 32 · 5 56 106 15

Cuadro 14: Con a = p2 − qq, b = 2 p · q,
c = p2 + q2, se cumple a2 + b2 = c2. Re-
cuerde que solamente las columnas cuar-
ta a sexta aparecen en la tableta Plim-
pton 322 original. Observe que las co-
lumnas de a y c son las que aparecen en
el original en la tercera y cuarta colum-
nas.
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La · · · de la diagonal de la que
1 se quita y aparece el frente

El lado del cuadrado de
enfrente

El lado del cuadrado de
la diagonal Nombre

1; 59
60

0
602

15
603 1, 59 2, 49 1◦

1; 56
60

56
602

58
603

14
604

50
605

6
606

15
607 56, 7 1, 20, 25 2◦

1; 55
60

7
602

41
603

15
604

33
605

45
606 1, 16, 41 1, 50, 49 3◦

1; 53
60

10
602

29
603

32
604

52
605

16
606 3, 31, 49 5, 9, 1 4◦

1; 48
60

54
602

1
603

40
604 1, 5 1, 37 5◦

1; 47
60

6
602

41
603

40
604 5, 19 8, 1 6◦

1; 43
60

11
602

56
603

28
604

26
605

40
606 38, 11 59, 1 7◦

1; 41
60

33
602

45
603

14
604

3
605

45
606 13, 19 20, 49 8◦

1; 38
60

33
602

36
603

36
604 8, 1 12, 49 9◦

1; 35
60

10
602

2
603

28
604

27
605

24
606

26
607

40
608 1, 22, 41 2, 16, 1 10◦

1; 33
60

45
602 45 1, 15 11◦

1; 29
60

21
602

54
603

2
604

15
605 27, 59 48, 49 12◦

1; 27
60

0
602

3
603

45
604 2, 41 4, 49 13◦

1; 25
60

48
602

51
603

35
604

6
605

40
606 29, 31 53, 49 14◦

1; 23
60

13
602

46
603

40
604 56 1, 46 15◦

Cuadro 15: Transliteración del contenido
del original Plimpton 322.
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Errores

A continuación se enumeran las discrepancias del patrón general de
algunos elementos de la tableta babilonia.

1. En el segundo renglón, tercera columna, debe ser

1, 20, 25 = 1 · 602 + 20 · 60 + 25 = 4825,

está escrito en el original 3, 12, 1 = 11521, el cual es un número
demasiado grande. Debió ser obvio para un experto en ternas pita-
góricas y aritmética en base 60.

2. En la 1a columna , renglón 9, dice 9, 1 = 9 · 60 + 1 = 541, es primo,
el único en esa columna debe decir 8, 1 = 8 · 60 + 1 = 481 y 481 =

13 · 37. Pudo haber sido un error común.

3. Renglón 13, col 2 dice 7, 12, 1 = 7 · 602 + 12 · 60 + 1 = 25921 =

1612. Sucede que el número correcto es 161 = 2 · 60 + 41, es decir, el
mismo número, pero sin estar elevado al cuadrado. También debió
ser obvio para alguien con experiencia, no parece ser un error de
copia, ni menos de cálculo.

4. Renglón 15, 3a columna escribe 53 en lugar de 1 · 60 + 44 = 106/2,
es decir la mitad del valor correcto. Tampoco parece ser un error de
copia ni de cálculo.

Resumiendo, los presuntos “errores” en la tableta fueron asumidos
como tales desde la publicación 1945 del libro de Neugebauer. Ob-
viamente serían errores si la intención de quien los escribió era solo
escribir datos verdaderos. Pero existe, desde mi punto de vista, la po-
sibilidad de que el texto fuera otra cosa, quizá un examen. Lo que
me lleva a pensar esto es el hecho de que la primera columna, la más
difícil por el número de cifras, no contiene errores, ¡los errores solo
aparecen en columnas de números más simples comparados con las
otras columnas! Análisis de los presuntos errores fueron hechos des-
de Neugebauer (pag. 38 notas al pie de página), más objetivamente,
ya que no se conoce la finalidad de la tabla, debió habérseles llama-
do discrepancias del patrón general, pero hasta tiempos recientes193 sigue 193 John P. Britton Christine Proust Steve

Shnider. Plimpton 322: a review and a dif-
ferent perspective. Arch. Hist. Exact Sci.
(2011) 65:519–566 DOI 10.1007/s00407-
011-0083-4

siendo la moda entre los asiriólogos llamarlos errores.

Completando la tabla

Otro asunto del que los asiriólogos se han dado a la tarea es el
considerar, bajo el supuesto de que la tableta era varias veces mayor,
que puede completarse (por ejemplo Fridberg op. cit., de Sola Price194). 194 Derek J. de Sola Price. The Babylonian

“Pythagorean Triangle” Tablet. Centaurus
1964: vol. 10: pp. 219-231

Desde mi punto de vista el acercamiento de Derek de Sola podría ser
el mejor aproximado, tomando en cuenta que usa la construcción de
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ternas pitagóricas que se ha descrito aquí; el mencionado autor añadió
los lugares 16 a 38 de la tabla que puede consultarse en la página 6 del
citado artículo.

Conclusión

El asunto de que si la tableta Plimpton 322 incluye ángulos, fue pro-
puesto también por Neugebauer op. cit. dado que notó que si buscaba
los grados asociados a los ángulos de las tabletas estos variaban, en
promedio, alrededor de un minuto consecutivamente. Una fuerte opo-
sición de, por ejemplo, Eleanor Robson195 en la actualidad pone en 195 Eleanor Robson. Neither Sher-

lock Holmes nor Babylon: A Reas-
sessment of Plimpton 322. Historia
Mathematica 28 (2001), 167–206

doi:10.1006/hmat.2001.2317

entredicho la posibilidad de que estén implícitos los grados en la anti-
gua tableta. Sin embargo, como se ha mencionado, aún si la tableta no
incluye grados, esto no obsta para que sea una tabla trigonométrica,
en el sentido de incluir triángulos de los cuales al menos son conoci-
dos sus lados, y con ellos la posibilidad de hacer cálculos indirectos de
triángulos semejantes, por ejemplo, en el sentido de la tableta IM55357.
Lo que desde mi punto de vista es claro, es el carácter geométrico de
la tabla y no puramente aritmético, dadas las referencias de los enca-
bezados de la tabla a lados de cuadrados y en la transliteración de los
encabezados si parecen estar de acuerdo todos los estudios.

Figura 62: A partir de la tableta IM55357

y los conocimientos requeridos para re-
solverla se puede demostrar el teorema
de Pitágoras.

Por último, es importante mencionar que a partir de los saberes
involucrados en la tableta IM55357, se puede demostrar el teorema
de Pitágoras. Efectivamente, al observar la figura 62 se sabe, aplicando
los mismos conocimientos para resolver los problemas de la tableta del
antiguo babilonio, que los triángulos △ABC, △ADB y △BDC tienen
lados en correspondencia proporcionales. En la mencionada figura se
tiene AB = a, BC = b, AD = c′ DC = c′′, DB = d y AB = c = c′ + c′′.
Dada la proporcionalidad de los triángulos que conforman se tiene

a
c

=
c′

a
b
c

=
c′′

b

de donde

a2 = cc′

b2 = cc′′

y así
a2 + b2 = cc′ + cc′′ = c(c′ + c′′) = c2.

No se tiene evidencia de que los antiguos babilonios pudieran formu-
lar un enunciado general del tipo “para todo triángulo rectángulo...”,
pero se sabe que el álgebra involucrada en la argumentación anterior
era más que conocida por ellos, así que una demostración general del
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teorema de Pitágoras estaría a su alcance ¿pero a la fecha nadie puede
afirmarlo con la contundencia de la evidencia histórica. Pero, si algún
día se encontrara, tendríamos que cambiar el nombre del teorema a
“teorema babilonio” o quizá “teorema sumerio” y cambiar todos los
libros de texto, para ser más justos y acertados de acuerdo con la his-
toria de la matemática.
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