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Introduccion

Un dia cualquiera usted toma una fotografia con su teléfono celular
y la envia a sus conocidos. Para que esto ocurra, el dispositivo electré-
nico que utilice requiere transformadas rapidas de Fourier, las cuales
solamente cobraron relevancia precisamente con la invencién y de-
sarrollo de las computadoras electrénicas, pero surgieron en relacion
con un tema totalmente diferente al humano deseo de compartir boni-
tas imagenes. Las trasformadas rdpidas de Fourier alcanzaron el auge
después de la segunda guerra mundial con el afan de diferenciar las
ondas sismicas de las ondas producidas por las pruebas con bombas
nucleares subterraneas las cuales estaban “prohibidas” o, mejor dicho,
eran rigurosamente vigiladas por las potencias atémicas quienes des-
confiadamente se observaban entre si, ya que mediante la utilizacién
de dichas transformadas, es posible distinguir un sismo de un ensa-
yo atémico. Para llegar a las transformadas rdpidas, mds de un siglo
antes, Fourier tuvo que aplicar las series de funciones trigonométricas
para entender el fenémeno de la difusién de calor en la naturaleza.
Newton a su vez y en su tiempo, en alguno de los resultados que le
permitié el Célculo diferencial, herramienta que él mismo desarrollo,
fue capaz de obtener por primera vez, los valores de las funciones
trigonométricas para cualquier dngulo con la precisién que se desee,
superando los logros de los mateméticos griegos, egipcios y babilo-
nios obtenidos y mantenidos casi sin cambios casi dos mil afios antes
y llegados a nosotros a través de la obra de Ptolomeo. Para llegar a
Ptolomeo, debié desarrollarse la geometria Euclidiana y la aritmética,
lo cual inici6 unos tres mil afios antes del astrénomo. Para conocer
las funciones trigonométricas tuvo que obtenerse la medida de la cir-
cunferencia del circulo, es decir, se requiri6 aproximar al ntimero 7,
lo cual fue abordado, entre otros por Arquimedes, y como se verd, en
el siglo XVII por Wallis, hasta el momento culminante que ocurre con
Euler en el texto aqui incluido.

Asi, si usted encuentra mi resumen demasiado largo, en mi dispen-
sa piense que han ocurrido cinco mil afios entre los primeros balbuceos
trigonométricos conocidos y sus entrafiables fotos.

El libro que aqui presento es un acercamiento al complejo y casi aza-
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roso desarrollo de la trigonometria, de las funciones trigonométricas,
hasta llegar a las series de Fourier e incluye algunas de las ideas de las
mejores mentes que se ocuparon de estos y otros temas relacionados.

Mi libro es y no es, un libro de historia. Es de historia, porque de
eso trata: la historia de algunos descubrimientos matematicos, pero no
esperé el lector un camino lineal ficil ni ordenado, sino que més bien
se enfrentard con un orden (;desorden?) parecido al de una novela
policiaca, pero con la inquietante advertencia de que no siempre se
encontrard al verdadero culpable.

Este libro también es y no es un libro de divulgacién. Es de divul-
gacién porque es mi deseo compartir la alegria de los hallazgos aqui
incluidos y que de alguna forma se encuentran soterrados entre un
enorme ctmulo de textos e informacién. Pero no es un libro de di-
vulgacién para un publico en general, sino que en algunos momentos
requiere al menos del conocimiento del Célculo Diferencial e Integral
que se imparte a nivel preparatoria, aunque no se exige que el lector
sea un experto.

Presentar el avance de la ciencia como un proceso razonado, lineal y
predecible no tiene ningtin sentido, ya que esto no corresponde en ab-
soluto a la realidad. Por otra parte, mostrar la historia de las matema-
ticas segtin la cronologia, tampoco da una idea correcta de la forma en
la que progresa esta ciencia, dados los largos y fortuitos periodos que
pueden ocurrir entre descubrimientos, por ejemplo, entre el método
de Arquimedes y el método de Wallis para calcular 7 y, a veces, dada
la simultaneidad con la que se suceden los descubrimientos mds no-
tables, como ocurrié durante el periodo que incluye a Wallis, Barrow,
Newton y que se continua hasta el siglo XIX con Gauss, Weierstrass y
Riemann, para completarse en el siglo XX: un descubrimiento disrup-
tivo tras otro se suceden vertiginosamente tras el descubrimiento del
Calculo Diferencial e Integral con una ola incontable de aplicaciones
en todas las ciencias y la ingenieria, jtodas!

Por los anteriores motivos, en lugar de los enfoques tradicionales,
en este libro se ha tratado de aproximar a la Historia con un enfoque
parecido al de James Burke, siguiendo el hilo de Ariadna en el labe-
rinto. Pero ;c6mo procede Burke?, he aqui un ejemplo*: “Un mecanico
autodidacta escocés logra un ajuste menor en una bomba de vapor y
dispara la Revolucién Industrial completa. Un meteorélogo del siglo
XIX desarrolla una maquina para hacer nubes la cual revela a un fisi-
co, Ernest Rutherford, conocido del mismo meteordlogo, que el d&tomo
podia ser dividido” y sigue Burke, “no hay gran disefio en la mane-
ra en la que la historia avanza. El proceso no cae cuidadosamente en
las categorias como aquellas que nos han ensefiado en la escuela. Por
ejemplo, la mayoria de los componentes que contribuyeron al desarro-
llo histérico del transporte no tienen nada que ver con vehiculos”.

! James Burke. Connections. Little, Brown
and Company., 1995



Y si esto sucede con el avance de la tecnologia jqué ocurre con las
matematicas? Desafortunadamente, a diferencia del desarrollo de la
tecnologia, no es posible dar seguimiento cabal a cada paso del de-
sarrollo, como lo hace genialmente Burke, y seguir las contribuciones
menores de cientos de mateméticos, que no por ser menores dejan de
ser importantes y, a veces, imprescindibles en los mas grandes des-
cubrimientos de las matemadticas. Solo ocasionalmente y en tiempos
recientes la abundancia de publicaciones y acceso a las fuentes hardn
posible, si alguien alguna vez lo intenta, alcanzar una mejor compren-
sién de la forma como se desarrolla realmente la matematica.

Dice Burke “Las cosas casi nunca ocurren como se espera... el cam-
bio llega como sorpresa porque las cosas no ocurren en lineas rectas.
Las conexiones se realizan por accidente...Un telar de seda y un censo
en 1800, dieron nacimiento a la computadora...Hace algunas décadas
el lider de IBM dijo que Estados Unidos de América nunca necesitaria
mas de cuatro o cinco computadoras”...

Del arte de conjeturar

El mismo titulo de este libro lo lleva pero en latin, el libro péstu-
mo de Jacobo Bernoulli, “Ars Conjectandi”, el cual trata mayormente
temas de combinatoria y probabilidad. Del famoso libro de notable in-
fluencia en los matematicos posteriores como Pascal, Huygens, debo
decir que mi libro solo tiene en comtn el tépico de los ntimeros lla-
mados precisamente “de Bernoulli” los que, tanto en el texto famoso,
como en el mio solo aparecen someramente, pero a pesar de ello con
cierta relevancia en ambos casos.

La poderosa imaginacién de los grandes matematicos que encon-
trard aqui, se movia con una libertad sin precedentes, sin las ataduras
de los procedimientos formales que colmarian y abrumarian los traba-
jos de los matematicos del siglo XX, libertad llevada a veces al extre-
mo de aproximarse al absurdo, al sinsentido, lo que no obst6 para el
surgimiento de grandes ideas que atraviesan todas las ciencias exac-
tas actualmente. Los grandes descubrimientos de Euler, Newton y un
largo etcétera pueden compararse mds con epifanias, iluminaciones y
estdn mds relacionados con la creatividad del arte que con el trabajo
sistemdtico con el que se estereotipa en el ambito comiin a los mate-
maticos, por ello el “Arte de conjeturar” me parece un titulo adecuado
para este texto.

Guia para el lector o cémo seguir el hilo de Ariadna

La transformada rapida de Fourier es un algoritmo computacional
que permite almacenar datos y compactar informacién de una mane-
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ra mucho mds rapida que otros algoritmos conocidos; por ejemplo, la
informacién de una imagen capturada en un teléfono. Digamos, para
210 datos, la transformada répida de Fourier podrd almacenar y com-
pactar datos aproximadamente cien veces mds rdpido que con el uso
de otros algoritmos.

La transformada rdpida de Fourier de una fotograffa usa informa-
cién en forma de sumas de senos y cosenos de la siguiente forma:

S(n) = At Ni;lx(k) (cos(2rtnk/N) —isen (27tnk/N)),
k=0

x(k) = AfNi:l S(n) (cos(2mnk/N) + isen (2ntnk/N)),
n=0

conn=01,..., N-1yk=0,1,...,N — 1. Con lo que en la primera
féormula, si se conocen los datos x(k), se conocen los S(n) datos y con
la segunda férmula, si se conocen los S(n) datos se conocen los x(k)
datos, datos que en general son ntimeros asociados con los colores
almacenados en cada pixel de una pantalla. Asi, con ambas férmulas
es posible codificar y decodificar informacién.

Las férmulas para S(n) y x(k) son una aproximacion finita de las se-
ries de Fourier, las cuales se encuentran en el capitulo “Fourier escribe
un poema...usando funciones trigonométricas”. Para evaluar las series
de Fourier es necesario conocer los valores de las funciones trigonomé-
tricas para datos arbitrarios de sus argumentos, lo cual fue alcanzado
solo hasta la época de Newton y se trata en el capitulo “Newton lleva
el infinito a la trigonometria”, tal articulo de Newton es inconcebible
sin los articulos de Wallis y Barrow que se encuentran en los capitu-
los “Wallis decifra 7”7 y “Barrow calcula derivadas”. La forma en la
que Wallis calcula a 7r lo llev6 a establecer firmemente la posibilidad
del célculo de dreas y por ello poder calcular integrales, antes de que
fueran formuladas. La forma en la que Barrow calcula las derivadas
mediante tridngulos semejantes con lados infinitesimales (que no exis-
ten) da fe de las imprevistas consecuencias para sus contemporaneos
de la trigonometria y de la aritmética.

Ciertamente el poder calcular 7t con la precisién deseada es fun-
damental para el calculo de las funciones seno y coseno, tal cdlculo
llega a niveles de virtuosismo en los textos de Euler incluidos en el
presente libro, pero también la definicién de la exponencial para ni-
meros complejos es tratada alli, y el lector interesado podra encontrar
el tratamiento de Euler para la exponencial, la cual permite escribir en
forma mds compacta

N-1 .
S(n) = At Y x(k)e”@k/N)i = 0,1,..., N1
k=0



por ejemplo, forma que sobrepasa absolutamente el uso anterior a Eu-
ler de las exponenciales y que tendra consecuencias insospechadas en
las aplicaciones y en las mateméticas mismas.

Mucho antes de las aplicaciones de la transformada rdpida de Fou-
rier, la trigonometria formé parte de un corpus de conocimientos in-
soslayable con aplicaciones en ingenieria, fisica y astronomia. Un mo-
mento cumbre en la historia de las matematicas estd plasmado en la
obra de Ptolomeo que se estudia en el capitulo “Ptolomeo basamenta
la astronomia con tablas trigonométricas”. Naturalmente los célculos
de 7© de Arquimedes son fundamentales en la obra de Ptolomeo, pe-
ro inesperados efectos tendréd en la mente de Torricelli quien ante un
diagrama del texto de Arquimedes encontraré la forma para calcular
el volumen finito de un sélido jde 4rea infinita!, jaqui aparece una vez
maés 7!

Finalmente, el ciimulo de conocimientos requerido para llegar a la
obra de Ptolomeo requiri6 siglos de observacién y estudio, el docu-
mento mds antiguo conocido con informacién sobre tridngulos seme-
jantes estd en la tableta Plimpton 322, cuya antigiiedad se remonta a
la antigua Babilonia, cerca de dos mil afios antes de Ptolomeo. Una
revision y ensayo sobre el contenido de la tableta podra verse en el
capitulo “Los mds antiguos antecedentes”.

Advertencia final

Finalmente, este libro es y no es, un libro de investigacién histoérica.
Es de investigacién, porque recurri directamente a las fuentes e hice
mi propia interpretacion, traduccién, tanto del latin o inglés o francés,
tanto como del lenguaje de las matematicas a la notacién, contexto y
lenguaje contemporaneos. No es estrictamente de “investigacion hist6-
rica” porque no pretende la rigidez del método que tal frase envuelve,
sino que més bien, el texto intenta que con un minimo de conocimien-
tos se logre un acercamiento ladico al pensamiento de ideas matema-
ticas admirables las cuales, sin exagerar, se aplican en cada rama de la
ingenierfa, en cada computadora, en toda la fisica contemporanea.

Se han agregado para completar el texto las traducciones integras
de los textos originalmente escritos en latin. Algunos de estos textos
se encuentran traducidos al inglés, al francés o al alemdn, pero ca-
si nunca al espafol. La advertencia que debo hacer, al hablar de la
traduccidn, es que nunca se sigui6 el enfoque de algunos eruditos que
prefieren sacrificar la comprensién, antes que abandonar la literalidad.
Por ejemplo, cuando Newton® escribe: “Multiplicetur omnis aequatio-
nis terminus per indicem dignitatis quantitatis...” algunos historiadores
traducen “indicem dignitatis” literalmente como “indice de la digni-
dad”: “Multipliquese cada término de la ecuacién por el indice de la

15

2 Isaac Newton. Tratado de la cuadratura de
las curvas, edicion facsimilar de 1723. Tra-
duccion de Angelo Altieri Megale. Univer-
sidad Auténoma de Puebla, 1995
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dignidad de la cantidad...” yo traduzco: “Multiplique cada término
de la ecuacién por el exponente de la cantidad...” Es decir, Newton se
refiere a lo que en lenguaje moderno de matematicas se llama “expo-
nente” por lo que siempre se prefiere, en este libro, el uso moderno del
término a la traduccion literal, la cual solo puede ser de interés para al-
gunos historiadores, precisamente para quienes estudien la evolucién
de las palabras y la terminologia en los textos cientificos, pero no pa-
ra aquel lector que desee acercarse por primera vez a la obra original
de Newton y otros autores, y comprenderlos desde una perspectiva
actual. A fin de cuentas, es mi deseo y mi tinica pretensién que el lec-
tor encuentre tanta diversién y esclarecimiento al leer como el que yo
experimente al escribir este libro.
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Euler calcula 1 + — + — 3

22 *

42_|_

Euler presenta el cdlculo que aparece en el titulo, entre muchos otros
calculos, en el articulo titulado: Del uso de los factores encontrados al
definir las sumas de series infinitas, el cual corresponde al capitulo X del
libro3 Introduccién al andlisis del infinito, volumen I, pag. 128. La idea de
Euler para calcular la suma se basa en su suposicién de que es posible
escribir el seno hiperbélico, en el plano complejo C, como una suma
infinita y como un producto infinito al mismo tiempo:

23 20

senhz = z+4+ —+ —+- S
B 3l 5! (2n+1)!

Z2 Z2 Z2
(D)) () o

La férmula (1), como se sabe, es la serie de Maclaurin del seno hiper-

2n+1

bélico y la férmula (2), donde escribe el seno hiperbélico* como un
producto, no tenia precedentes y muestra la audacia de Euler para ex-
tender sin limitaciones lo que puede hacerse para polinomios finitos
con polinomios jque no terminan nunca! Seguidamente Euler factori-
za z en (1) y procede a cancelarla en (1) y (2), para después sustituir

2 2

z“ = m°x en la ecuacién resultante y asi llegar a

2 4 6

1+ 2 -

Al desarrollar el lado derecho de (3) se obtiene una serie de la forma

1 1 1 1.1 1
(1+x)(1+22>(1+32>(1+42> _1+<1+22+32+42+

asi concluye que al igualar el lado izquierdo de (3) con el lado derecho
de (4) se llega a
? 1 1 1
1+§x+ =14+ |14+ +32 St x4, (5)
por lo tanto, concluye Euler, los coeficientes de x en ambos lados de la
ecuacion (5) anterior, deben ser iguales y asi

2 1 1 1
§:1+2—2+3—2+4—2+~-. (6)

Asi... simplemente.

(1+x) <1+212x> (1+312 )(1+412x)~~~

3Leonhard Paul Euler. Introductio in
Analysin Infinitorum. Vol 1. Euler Archive
- All Works. 101., a

4 El seno hiperbdlico es la funcién

X _ X

2
la forma en la que Euler la desarrolla
en el campo de los nimeros complejos
puede verse desde el parrafo anterior a
la ecuacién (11), hasta el posterior a la
ecuacion (15).

(3)

senh x =

) e @)
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Validez de la arqumentacion anterior

La argumentacién anterior es totalmente vélida desde la perspecti-
va de la matematica actual, y tiene diferencias en los detalles con la
presentada por Euler. La ecuacién (1), como ya se dijo, es la serie de
Maclaurin del seno hiperbdlico la cual es verdadera ya que ésta fun-
cién es analitica en todo el plano complejo> (Teorema 3, pag. 179). La
ecuacion (2) es valida por un teorema de Weierstrass (Teoremas 6 y 7,
del capitulo 5, del libro de Ahlfors op. cit.), y un teorema bien estable-
cido de convergencia absoluta para productos infinitos. La ecuacién
(3) se cumple trivialmente ya que ntimeros iguales a un tercero son
iguales entre si. La ecuacién (4) se cumple ya que el producto y la
serie infinita son absolutamente convergentes y, por lo tanto, es vali-
do expandir y agrupar términos semejantes para estas series infinitas,
como lo es para sumas y productos finitos. Finalmente igualar los co-
eficientes de la ecuacién (5) es posible dada la independencia lineal de
los polinomios del conjunto {1, x, x2,x3, ... } o si se prefiere, derive la
serie en (5) (lo cual es ciertamente permitido para las series involucra-
das) con respecto a x y ponga x = 0, de donde se obtiene la igualdad
(6). O

Por otra parte, Euler ademas de su audaz argumentacion, realizé
la verificaciéon numérica. En el capitulo VIII del Introductio in Analysin
Infinitorum op. cit., habla de 7t y escribe el desarrollo de 113 cifras exac-
tas (la cifra 114 estd equivocada, debe ser 8 en lugar de 7, en realidad
Euler da 128 cifras de 7), la cual calculd, segtin puede deducirse, de la
férmula mostrada al final del mismo capitulo VIII (se muestra como la
presenta Euler):

1 1 1 1 1
T_ﬁ"‘ﬁ_ﬁ‘i'ﬁ_"'

-
-

—L‘F%—L‘F

137 33 753 7.3

W

.39

e

la cual obtuvo de la férmula 77/4 = arctan1 = arctan(1/2) 4 arctan(1/3)

(y de la férmula arctanx = x — %x3 + %x5 - %x7 -

-++), con la que, en
palabras del mismo Euler: “de este modo, la longitud de la semicir-
cunferencia 7t puede ser encontrada de una forma muy expedita”, el
lector puede probar por si mismo, haciendo los célculos a mano, cudn
expedito puede ser este calculo para llegar a 113 digitos exactos de pi,
pero no debe olvidar lo que se tardarfa con el método de Arquimedes,
que se verd mds adelante, que es con lo que se contaba antes de las

técnicas de Wallis.

5Lars V. Ahlfors. Complex analysis : an
introduction to the theory of analytic fun-
ctions of one complex variable. Dover Pu-
blications, Inc. New York, 1966



Validez de la arqumentacion original de Euler

Es importante mencionar que en la época de Euler no existian varios
de los teoremas que hemos mencionado o no existian en la forma como
los hemos utilizado, ya que, por ejemplo, Weierstrass nacié6 mas de
cien afios después que Euler. Por tal motivo, resulta muy ilustrativo
constatar como fue que el gran matematico obtuvo las ecuaciones (1) a
(5). Procederemos a reconstruir, paso a paso, las ideas de Euler lo mds
cercano posible a como estdn expuestas en el capitulo X, en la pagina
113 y subsiguientes paginas de la obra citada de Euler.

En la ecuacién (1) no aparece6 “
X —X
—e

21 . . e . . .
bélico complejo, sino ———— y Euler no usa series de Maclaurin di-

senh” para denotar el seno hiper-

rectamente, sino un desarrollo binomial infinito que es cuestionable
desde el punto de vista contemporaneo:
i(i—1)x2 2

s (14 5) Brg g X X = XL
= (143) Bltic 4T b =Tk o4 )
la cual seria vélida , como pensaba Euler, jsi ponemos i = oo! Observe

. Eu ..
que usamos el simbolo = para expresar que se trata de la notacién en
el original de Euler” y donde sucede que i = oo, es decir,

e"E:u(l—Fé)w.

Para ser mds claros, Euler sabia que si n € IN, se tiene (es decir, si n es
finito, se puede usar el teorema del binomio de Newton)

(1+g)”:1+”x+M(E)2+w(f)3+...+(

1n 1-2 \n 1-2-3 n

Partiendo de la ecuacién finita (8) Euler pasa al infinito directamente
y escribe

2 x3 AT

X\® Ey X
(1+2) it g b 9)

Observe que el procedimiento de Euler en (9) estd lejos del procedi-
miento reconocido como valido en nuestros dias. Si bien la expresion
e =1+4+x+ x%/ 2!+ .- es considerada correcta y se considera que
lim; o (1+ f)l = ¢* es vélido, sin embargo, sustituir co en una ecua-
cién, no es aceptable en tiempos modernos por muchas razones. A
pesar de todo, podemos entender la intuicién detras del pensamiento
de Euler. Dado que todos los coeficientes de la forma 7 se consideran
iguales a cero® para i muy grande y para a < i y m > 1, aunque defi-
nitivamente Euler tomaba directamente i = co (algo mds que grande)
y por lo tanto, la suma se vuelve infinita, en su pensamiento y en el
pensamiento de sus ilustres contemporaneos y predecesores como lo
fueron Newton, Leibnitz y muchos otros.

. . de
¢ Actualmente se define sinh x = >

19

er—e™*

pero Euler no usa tal notacién en el texto

original.

7 Euler op. cit. pag. 92.

8 Por ejemplo el segundo coeficiente en

2 1

8) n(n—1) _ n
, 12
segln pensaba Euler.

2 T

_ 1

2

sin = oo,
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Siguiendo con la notacién de Euler y por la ecuacién (7) tenemos

2 3 2 3
X pmx AR NRT T IO (5 TPV S ST
e —e = (1+X+2'+3'+ ) <1 X+2! 3'+ )
3 5
X X
= 2(x+3!+5!+--'), (10)

de donde se llega a la ecuacién (1).

Para obtener la ecuacién (2), Euler muestra® que los binomios como
a" — z" pueden escribirse como productos de factores trinomiales de
la forma

2k
a® — 2az cos <n71> + 22, (11)

Por ejemplo™®,

9 Euler pag. 113 pérrafo 151 op. cit.. Lo
que hace Euler es escribir a" — z" =
(a — wyz)(a — wyz) - -+ (a — wpz) donde
wy,...,wy son las raices enésimas de la
unidad. Los factores cuadraticos son el
producto de las raices complejas por sus
conjugados.

** Euler pag. 114 op. cit..

a® 2% = (a—2) <a2 — 2azcos (in) +22) <a2 — 2azcos (in) +zz) (a+2z)

. X X N . L
Poniendo en (11) a = 1 + TZ= 1- Jyn=i (piense primero i finito
por favor), se tiene

2k 2 2 2k
512—2azcos<n>—|—z2 = 2+29,CZ—2<1—3,C2>COS.7-[
n i i i

= -+ 57T — p T 12
2 T2 A (12)

2k k)2
Para llegar a la ecuacién (12) se ha sustituido cos Tn =1-2 7)

mediante la férmula de Maclaurin para el coseno y eliminando los té-
minos que contienen potencias de i mayores de dos ya que serian cero.
En la ecuacién (12) se elimina el término dividido por i* ya que para
i grande, tal término es préximo a cero (siguiendo a Euler: evanescente

termino cujus denominator est i*). Obtenemos asi (de acuerdo con Euler),
2

factores de la forma 1 + };7 los cuales, piensa Euler, deben dividir a

e* —e~*. Ahora, suponiendo que

eX — X x3 x5
— = <x+3!+5!+---) (13)
x2
dado que (13) tiene divisores de la forma 1 + 22 (al desaparecer los

términos divididos por i* en (12)), se debe tener

exie—xEu x2 x2 x2
2:x<1+712>(1+22712 Wap)



la dltima ecuacidn es precisamente (2). Sin embargo Euler no deja cla-
ros algunos pasos, por ejemplo: puesto que de (12)
4x> 4k, x% \ 4k?m?
Zz 7" \Mteez) 7
i i k?m i
¢no deberiamos poner todos los factores ——,k = 1,2, ... y escribir

realmente en lugar de (14),

21

ef—e x2 x2 x2 4-1272\ (42272 )
2 Ut Tae) (T2 g )T

4k2 72
¢Acaso, ademads, no se deberia tener en (15) cada factor = 0,ya
. 4.1272 4.2272 00
que i = 0? 0 acaso ;supone Euler que 2 P == 1?

iNada de esto discute el gran matematico en su texto! A pesar de todo,
Euler tenia la conviccién de que el producto en la ecuacién (13) era
valido, aunque su demostracién, hasta aqui, sea defectuosa para los
estdndares actuales. Enseguida daremos algunos elementos en favor
de esta afirmacion.

La férmula mds bella del mundo

Entre los hallazgos de Euler con relacién a las funciones exponen-
cial, seno y coseno una de las mds espectaculares, ademds de las que
ya estudiamos, es la que se encuentra en Introductio in Analysin Infini-
torum, op. cit. (volumen I, paginas 98 a 104). Partiendo de la férmula
de De Moivre,

(cosz+ v —1senz)" = cosnz + v/ —1sennz,
Euler deduce que™:

(cosz++/—1senz)" 4 (cosz — v/—1senz)"
2

(cosz++/—1senz)" — (cosz — v/ —1senz)"
2y -1

cosnz =

sennz =

o bien, poniendo z = 7

(cos & ++/—1sen 2)" 4 (cos & —/—1sen )"
2

. . [/ [J—
y, dado que para n suficientemente grande cos 7 = 1y seny =

COsv =

Euler afirma que

(VT 0T
2
ev\/jl_'_efv\/jl
2 7

COos 0

' La notacién de Euler / — 1 para nues-
tra v/—1, es la que se utiliza aqui. No
usamos i dado que Euler, como ya se
menciond, usa i para el infinito actual,
esta convencion la tomamos como una
precaucién por si algin lector desea
aproximarse al texto original.
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dado que, como debe recordar el lector, si sustituimos n por oo, Euler

. U\ ® .. .
escribe (1 + ;) = ¢". Similarmente, Euler obtiene

ev\/—l _ e—v\/—l
seny = ——,

2y/-1

multiplicando esta ecuacién por v/—1 y sumando el resultado con la
férmula para el cos v, Euler llega a la famosa formula

eVl = cosv++/—1senv (16)

Notable férmula en si misma que relaciona las funciones seno y coseno
con la exponencial compleja. Ademas, al sustituir v = 7 se llega a la
férmula que, si no es la mas bella del mundo (como se dice en el fol-
clor matematico), definitivamente es una de las que mas informacién
contiene:

en\/ -1 — _1,
cerca de cinco mil afios de matematicas contenidas en la famosa for-
mula (desde los antiguos babilonios hasta Euler), aunque cabe aclarar
que esta férmula como tal, no aparece en ninguna parte de la obra de
Euler, pero se sigue directamente de (16), como hemos visto.

Critica a la demostracién de Euler

Resulta muy interesante que si x € RR, es decir, si x no tiene parte
imaginaria, entonces

senhx= ——— =0 < x=0.

Con lo que el seno hiperbdlico solo tiene un cero en RR, exactamen-
te en x = 0. Entonces, solo se tendria como factor a x ;como puede
factorizar Euler el seno hiperbdlico como el producto (14)?;de dénde
salen los demads factores? Pero el lector no debe alarmarse; si revisa
nuestra ecuacién (1) podra cerciorarse de que cautelosamente se ha
escrito senhz y que se ha mencionado que z € C. Afortunadamente,
existe una relacién asombrosa entre senh y la funcién seno en el plano
complejo que Euler conocia, claramente, como mostraremos. En la pa-
gina 120 de la obra citada de Euler en el pérrafo 158, se lee'* “Si x
se convierte a cantidad imaginaria, estas férmulas exponenciales dan
el seno y coseno de cada arco real” y escribe las férmulas siguientes
poniendo x = z1/—1 (observe que escribimos como escribié Euler y no

20y

ponemos i = v/ —1 dado que “i” significé6 més arriba co),

Figura 1: La gréfica de la funcién y =
senh x muestra que para x € R, la fun-
cién tiene solo un cero.

251 x fiat quantitas imaginaria, formulae
hae exponenclales in Sinum et Cosinum
cujuspiam Arcus realis abeunt.



= senz (17)

= z-— + + .. (18)
(19)

ademas

(-2 00D (1) 02 (5 05

Esta notable sucesién de ecuaciones contiene una multitud de afirma-
ciones que vale la pena reiterar en nuestro idioma. La ecuacién (17)
se calcula partiendo de la ecuacién (7), es decir, la serie para senz se
obtiene desarrollando eV ~! y e~V posteriormente, se suman las
series respectivas y se divide la suma que resulta por 2y/—1 . Por cier-
to, la serie para seno es la dada en (18) y ya conocida en los circulos
matemadticos. Dado que, ademds, se conocen los ceros reales de la fun-
cién seno: senz = 0, si z = =+, £27,£37,..., entonces se puede
escribir, siguiendo a Euler, el producto infinito (20), aunque Euler no
lo justifica. jVaya la audacia de Euler expuesta en estas tres lineas! Con
estas ecuaciones es fécil obtener (1), simplemente ponga z = x/+/—1
en (18):

X X
SN T /1 123 1.23.45 "
- L x+xj+xj+ (21)
VA 31 5l
1
= senh x, (22)

note que (21) se obtiene porque —1 = (1/—1)? y tenemos por lo tanto

senhx = v/ —1 sen \/% (23)

La expresién para el producto se obtiene sustituyendo z = x/v/—1 en
(20), nuevamente, y poniendo

z z z2
1—-— 1+ =(14+4—-—=5),k=1,23,...
< km/l)( km/l) < +k27'c2)

y asi, partiendo de (17)

eX — X x2 x2 xZ
z:"<1+nz><1+zznz)(”3znz)“' (24)

como afirmaba Euler en (14), pero con una argumentacién diferente.

<o (20)

23
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La mayor critica, desde mi punto de vista, que se puede hacer al
procedimiento de Euler para obtener la ecuacién (14) es el uso indis-
criminado del infinito cuando a veces se cancela y a veces no, agravado
con el uso de reglas para sumas y productos infinitos que se cumplen
para los casos finitos, sin detenerse a examinar si realmente tales reglas
se cumplen o no. Es bien conocido que el procedimiento de sustituir
el infinito directamente se puede reemplazar por medio del cédlculo
de limites como se establecieron en el siglo XIX y tal argumentacién
puede verse en el articulo de Eberlein®3. Citando a Eberlein'4 “Euler
y sus contemporaneos del siglo XVIII nunca llegaron a la nocién de li-
mite del siglo XIX. En lugar de escribir senx = lim,_, Py (x) (es decir
P,(x) como producto finito de polinomios), Euler pone sen x = Peo(x)
y factoriza de manera formal mads cercana al Anélisis no estdndar a la
Luxemburg que al andlisis del siglo XIX.”

Dada la cita anterior, es oportuno decir algunas palabras sobre el
andlisis no estandar. En el articulo de Luxemburg'> en la pédgina 62,
trata exactamente el problema de la factorizacién de Euler de la fun-
cién seno que hemos estudiado. Al parecer en el andlisis no estdndar
es vélida la sustitucién i = co que hace Euler (vea la pagina 67, pero
con la diferencia de que aqui usamos nuestra notacién), pero en un
Campo que no es el de los ntimeros reales, sino una extension de éste.
Como en toda extensién del campo de los ntiimeros reales, algo se gana
y algo se pierde. Lo que se pierde en la extensién de Luxemburg es la
propiedad arquimediana’®. Desde mi punto de vista el Anélisis no es-
tandar es interesante como un desarrollo mas de la matematica a partir
de las ideas del siglo XVIII, pero al dfa de hoy, a mi parecer, ha perdido
impetu. El lector debe saber que el dnico campo ordenado completo es
R, salvo isomorfismos, y que en este conjunto no existen las cantidades
infinitamente pequefias ni las infinitamente grandes, dada la propie-
dad arquimediana, es decir, no existen los infinitesimales y el infinito no
es un nimero y por lo tanto las sustituciones y operaciones de Euler no son
vdlidas en R. A pesar de todo, sin los infinitesimales es impensable el
surgimiento y desarrollo del Calculo diferencial e integral en el siglo
de las luces.

Resumiendo, Euler lleg6 a resultados correctos con varias ideas que
no se podian justificar plenamente en su época. En su mente las ideas
fluian torrencialmente, como muestra veamos otros resultados de Eu-
ler en el mismo capitulo X del Andlisis del infinito (op. cit.), traduzco
(sic):

“Si fuera

14 Az +Bz2 + C2° + Dz* + ete. = (1 +az) (1 + Bz)(1 +9z) (1 + 6z) etc.

aqui los factores, ya sea en ntimero finito o, ya sea en ntimero infinito,
si son multiplicados deben producir la expresién 1+ Az + Bz? + Cz% +

3W. F. Eberlein. On Euler’s Infinite Pro-
duct for the Sine. Journal of Mathema-
tical Analysis and Applications 58, 147-
151 (1977)

“ Euler and his 18th century contempo-
raries never arrived at the 19th century
notion of limit. Instead of writing sin x =
lim; o0 Py (x), Euler set sinx = Po(x)
and factored in a formal manner closer
to 2oth century nonstandard analysis a la
Luxemburg than to 19th century analy-
sis.

»W. A. Luxemburg. What is Nonstan-
dard Analysis? The American Mathema-
tical Monthly, Jun.-Jul.,, 1973, vol 8o, No.
6, Part 2. Papers on the Foundations of
Mathematics (Jun.-Jul.), 1973, pp.38-67

6 Propiedad arquimediana: Para todo
a € R tal que 0 < a existen n,m € N
tales que 1/n < a < m.



Dz* + etc. Entonces el coeficiente A es igual a la suma de todas las
cantidades & 4 4 v + J + € + etc.. También B serd igual a la suma de
los productos binarios B = a8 + a7y + ad + By + B + vJ + etc.. Ademads
también serd C = afy + aBd + By + ayd + etc.. De esta forma serd
D = suma de productos de cuatro, E = suma de productos de cinco,
etc., lo cual consta del dlgebra comtin.”

Aqui una advertencia al lector moderno: no se sigue que las opera-
ciones se cumplan en todos los casos infinitos, sino solo en algunos.
A Euler le interesan particularmente los casos donde los sumandos
, por ejemplo a? + B2 +

son potencias de «, 8, ... .y descubre que

siempre es posible obtenerlos ya que por ejemplo:

25

d+plyl+.. = A

W+ B+ ... = A?-2B

B+ +93+... = A(A*—2B)-BA+3C

w4+ B+ +... = A(A(A?—2B)—BA+3C)— B(A?—2B)+CA —4D

Regresando a nuestro seno hiperbdlico Euler obtiene al aplicar los re-
sultados anteriores, ademds del resultado que ya conocemos y que
aparece en el titulo del presente capitulo,

= o_ 2] SR ULV VR S S

6 31 ntEtptete

LA R LR A TN I

90 53" 24 134 g4t 56t

o 2] 6—1+l+1+1 R T

945 7!3 36 MR

o 23 8—1+l+1+1+i+l+---

9450 95 38 58 68
93555 13" 210 310 © 410 © 510 610

1315862 724 _ ﬁ76977927n24_1+L+L+L+L+L+...
11094481976030578125 270 1 226 1 326 T 426 | 526 T 626

Por supuesto, Euler no se detiene aqui sino que continua con el coseno
hiperbdlico (pagina 132 op. cit.),
= (1) (1

Notas sobre la bibliografia referente a la obra de Euler

2 6

P+

472
52772

472
32 2

z +z4+
21 6!

e“+ e *

=1
5 + =

coshz =

En ciertos articulos, como el de Ayoub'7, hay imprecisiones por

472
72772

)0 £5) e

7 Raymond Ayoub. Euler and the Ze-
ta Function. The American Mathemati-
cal Monthly , Dec., 1974, Vol. 81, No. 10
(Dec., 1974), pp. 1067-1086
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ejemplo en la pédgina 1076, lo que hace Euler en De summis serierum
reciprocarum™® pég.125 a 126, no es escribir lo que hace el articulista,

sino 8 Leonhard Paul Euler. De summis serie-
rum reciprocarum. (1740). Euler Archive -

= 5— s + s° +.. All Works. 41., ¢
YT ' T12371.2.3.45
(S S +

B y y-1.2.3 y-1.2.3-4.5
0 =

s__& e +
S

-3

o
\
R
|
|
S—

y ademads, concluye que la suma de los coeficientes de s*> deben ser
cero. De esta forma lo que escribe Euler es claro, comparado con lo
que hace Ayoub.



A continuacién se presenta la traduccién al espafiol de parte del ca-
pitulo del libro de texto de Euler, estudiado en las secciones anteriores.
Se mantiene la numeracién del texto original de los parrafos que para
esta capitulo comienza con 165.

Traduccion del latin del texto original de Euler':

Capitulo X

Del uso de los factores ya calculados para definir la suma de una
serie infinita

165 . Si se cumple que
1+Az+ B2 +CP+ D24+ = (1 +az)(1+ Bz)(1+92)(1+0z) - - -

indistintamente que los factores sean finitos o infinitos, si al ser mul-
tiplicados producen la expresion 1+ Az + Bz? + Cz3 + Dz* + - - -, en-
tonces de igual manera el coeficiente A debe ser la suma de todas las
cantidades a 4+ B+ v + J + - - -. Similarmente, el coeficiente B serd la
suma de productos de dos cantidades, asi

B=af+ay+ad+By+po+y0+---

Similarmente, C serd la suma de productos de tres cantidades, por lo
que sera

C=afy+apd+ayd+pyo+---

Entonces asi continuard, D como la suma de productos de cuatro, E
la suma de productos de cinco, etcétera, lo cual consta a partir del
Algebra comtn®°.

166. Dada la suma & + +y + 6 + - - -, de la suma de productos de dos
cantidades puede obtenerse la suma de cuadrados a? + % + 7% + 62 +
-+, la cual obviamente®' es igual al cuadrado de una suma quitando
los dobles productos. De similar manera pueden definirse la suma de
cubos, bicuadrados y otras potencias. Asi, si ponemos

P = &4+ +7V+8+ -

Q W+
R PP+
S at+ Bttt
T P+ +E
Vo= a® B+ 45+

conociendo A, B,C,D, ..., los valores de P,Q,RS,T,V,... pueden ser
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9 Leonhard Paul Euler. Introductio in
Analysin Infinitorum. Vol 1. Euler Archive
- All Works. 101., a

> El lector debe recordar que la conver-
gencia de las series no es un asunto tri-
vial, como ya se menciond, esta frase
de Euler debe leerse agregando siem-
pre: para aquellas series y productos que
convergen. Euler tiene en mente solo
aquellas series para las cuales se cumple
la igualdad sin restricciones de ninguna
especie, lo cual no es tan comtin como
pareciera afirmar el texto.

21 “Obviamente”, se recalca nuevamente,
que se cumple solamente bajo condicio-
nes de convegencia de las series.
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determinados:
P = A,
Q = AP-2B,
R AQ— BP+3C,
S = AR—-BQ+CP-4D,
T AS —BR+CQ—DP +5E,
V. = AT —-BS+CR—-DQ+EP—6F,

la veracidad de tales férmulas se reconoce mediante un examen insti-
tuido, pero también pueden ser demostradas con sumo rigor mediante

el Célculo diferencial®? 22 Asi escribe Euler “Calculo differentia-
li” con C maytscula “Calculo”y escribe

167. Como se encontr6 antes (parrafo 156) “diferentiali”, no con D maydseula, por

X — X 2 x4 x6 lo cual se respeta la ortografia del origi-
= L
2 x(1+1-2 3712345 127" ) "
2 2 2 2 2
x x x x
= 1+ 5 (1+— | (1+-—= | |{1+— — |-
x( +n)< + 712> +97T2)< +16712>< +257‘c2>
se tendra
2 4 6 2 2 2 2 2
x X x x x x x x
123 12345 12777 (HnZ) <1+47r2> <1+9712) (H 167(2> <1+25n2)
Péngase x> = 712z (por razones tipogréficas y de estilo, solia escribir-
se xx = 77z y no x> = 7z, NO se respeta estd convencion por ser

irrelevante para la comprension del texto) y se tendrd

U mt us 1 1 1 1
1 2 34,211 14+ = 1+ = 14+ — 1+ —)z...
‘it T Ta s a5l T A ( +z)( +4z> ( +9z> ( +16z> < +25>z
Entonces aplicando la regla establecida anteriormente en este caso se
tendrd 5 . . g
A= =" c-"_p=-_"__ .
6 120 5040 362880

En consecuencia, si se supone que

P = 1+1+1+i+i+l+...,
4 9 16 25 36

Q = 1+l+l+i+i+i+...
42 ° 92 162 © 252 362 !
1 1 1 1 1

R = 14+ -4+ 4+ 4+ ___ 1 ___ ...
teTe e T e T
S = 1+i+l+i+i+i+
N 44 1 94 16t 1 254 1 364 ’
T — 1+i+i+i+i+i+
o 45 95 165 255 ' 365 ’



y dados que los valores de A, B,C, D, ... estdn determinados, se obtie-

ne:

2

7

'y

0/

\O

T

6
T
T

o)

15
7T
9450°
710
9355’

O
Q1

8

168. Es evidente entonces que toda serie infinita de la forma general

puede ser descrita en términos de la semiperiferia del circulo 7T, siem-

pre y cuando 1 sea par; entonces se tendrd que la suma de la serie

tiene a 77" como razon racional®3. Sin embargo para que sea visto mas

claramente el valor de tales sumas, afiado varias series de una manera

mas comoda.

1 1 1 1 1
2iptetetg
1 1 1 1 1
nitTETE g
1 1 1 1 1
¥ TF T E TR
1 1 1 1 1
FIETF TR
1 1 1 1 1
210 T30 T g0 T 50 T gio
1 1 1 1 1
2 Tt tEn T an
1 1 1 1 1
21 Tau T T Eu T gn
1 1 1 1 1
216 316 T 416 T 5% gl
1 1 1 1 1
2 T3 T T 5m g
1 1 1 1 1

1+

1+

1+

1+

1+

1+

1+

1+

1+

1 1 1 1 1

2 1,

- 123 1"

_ 22 L 4

T 1.2.3.4.5 3"

_ 2t L 6

- 123737

_ 2° 3 8

- 1.2.3..9 5"

- 2 5w
1-2.3.--11 3" 7

B 212 691 1

= 1.2.3.--13 105" '

_ 214 35 14

T 12315 17

_ 216 3617 44

T 12317 15

_ 218 43861 4
1.2.3...19 21 "~

_ 220 1222277 5,

T 1.2.3...21 5

B 222 1181820455 ,,

T 1.2.3...23° 273

29

» Se entiende que 77 sea “rationem ratio-
nalem”, i. e., razon racional, observando
los cocientes del lado derecho mostrados
en las siguientes ecuaciones.
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Conclusion

A lo largo de la historia de las matemadticas son innumerables las
citas de prominentes autores, por ejemplo Gauss, que mencionan a los
textos de Euler como fuente imprescindible para acercarse a las ma-
tematicas, principalmente para los estudiantes; en particular, se cita el
libro de anadlisis, de cuyo capitulo X se ha traducido aqui una peque-
fia parte. El capitulo X contiene ademds los pérrafos 169 a 183, donde
el lector interesado podra encontrar caudales de férmulas fascinantes.
Versiones en inglés del libro pueden encontrarse sin mayor dificultad
en internet; desconozco si existen traducciones al espafiol, ademds de
mi humilde versién.
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Lis. L fin. + (g+»)

138 DE USU FACTORUM INVENTORUXM

Y; === gl —;—w—l—:ar. _;...g.ﬁ#.—;-'uz
in. - g

K U v o
(:+?)(:-——2w_g){x+2m+g)(r-—4 g)&a

Quorum Fadtorum lex progreffionis fatis eft fimplex & uni-
formis ; atque ex his expreflionibus per multiplicationem oriun-
tur ex iple, qua § precedente funt lnventz.

CAPUT X

De ufi Factorum inventortm in dgﬁfzieﬂdzk
[ammis Serierum infinitarum.

165. @I fuerit 1 + Az 4+ Ba* 4+ Cz* +Dz2* + &c. =

(1+az) (1+6z) (1+yz) (1 +J2) &c. ., hi
Factores, five fint numero finiti five infiniti, fi in fe a&u mul-
tiplicentur , illam expreflionem 1 + A4 -+ Bz* 4 Cz’ + Dz* +
&c. , producere debent. Aquabitur ergo coéfficiens A fummae
omnium quantitatume-t € 4~y 4+ 44 &c.. Coefficiens
vero B xqualis eric fumme productorum ex binis , eritque
B—alCHaytadtCy+6d+ 9d4 & .. Tum vero
cotfficiens €' zquabitur fumme produétorum ex ternis, nem-
pe erit O = aCy+abd+Cyd+ayd+ &c.. Atque
ita porro erit D == fumma produ@orum ex quaternis, E —
fumme productorum ex quinis, &c. , id quod ex Algebra
communi conftat,

166. Quia fumma quantitacum « -+ € 4 9 =+ & 4 &,
datur una cum fumma produ&torum ex binis, hinc fumma
Quadratorum & 4~ &* 4+ 9* + J* + &c. , inveniri poterit,
quippe qua aqualis eft Quadrato fumma demtis duplicibus
produdtis ex binis. Simili modo fumma Cuboram , Biquadra-
torum & altiorum Poteftacum definiri poteft : fi enim ponamus

P=
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P—=za"+C+y+d+e+ &

Q= &t G o g I e e

R = 18+ 4+ 4+ &

S = a* 4Gt ot + M+ &,

T = a4+ 4+ & 4+ 4 &c

V= a4+ v+ & ++ &
8ec.

Valotes P, Q, R, §, T, V &c. fequenti modo ex cogni-
tis 4, B, C, D, &c., determinabuntur.

P— 4

Q=—=—AP — B

R=44Q — BP + 3C

§ — AR — BQ+ CP — 4D

T — A§ — BR + CQ — DP 4 5E

V=AT-——BS+CR—-DQ+EP—6F
&c.

quatum formularum veritas examine inftituto facile agnofcie

tur: interim tamen in calculo differentiali fummo cum rigore

demonftrabitur.

167. Cum igitur fupra ( §. 156. ) invenerimus effe :
— x‘

e —e x % x*
————— T ikl S — i &e. )=
. b +l.2.3 - 1.2.3.45 & 1.2.....7+ )

x(:+’§";)(:+4i?;)(x+9%)(:+-”—"—)

1677

»

xx 3 %% «* x*
ik 217,-7;)&6" G X +1.z.3 o 1.2.3.4.5 i 1.2 3 ...7+
x X x X xx xx
e — I — =~ &ec.
B (I+';m')(t+4ww)(1+91r7r)(1+167rw‘)
— ] ik e T at
Ponamr xx ==z, eritque 1+ == 2 + 5o o5 F o
o
i

4 = ! i L
1237 + &= (1+=z)(1F -:z}(:"i‘ > z) (14 ;%)
Euleri Introdué?. in Anal, infin. parv. R (1

Cap. X.
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130 DE USU FACTORUM INFVENTORUM
Lie L ¢y 4 2—2—&) &c.. Fadta ergo applicatione fuperioris regule ad

4 6 ]
b L i o
hunc cafum , erit A— "-:‘-75; B=2Z_;C=~%_,D

120 §o40° T 362880

&c.. Quod fi ergo ponatur

P=ix+ 4 o4t L+t &
Q=1+ 5+ 5+m+mtet+&e
Re=1+4 5+ 5+ 0+ 0450 + &
S=14 5+ S+ gt go et e
y +-;'?+;‘-,~+%,+2% + 56 +&e

&ec.

atque haram litterarum valores ex 4, B, C, D, &c. deter-
minentur, prodibit.

N W =~
[ IIJITII

168. Patet ergo omnium Serierum infinitarum in hac forma

. X 1 ;

generali i e o lﬂ + —; + &c., contentarum, quoties
2 4

» fuerit numerus par, ope Peripheriz Circuli x exhiberi poffe ;

habebic caim femper fumma Seriei ad #” rationem rationa-
: lem,
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lem. Quo autem valor harum fummarum clarius perfpicia- CaR.X.
tur, plures hojufmodi Serierum fummas commodiori modo ™
expreffas hic adjiciam.

X 3 X I — 2. I °y
I 27 -+ gz -+ 4' §‘+&C.— 1.2.3‘ F: =
—[_- I _I_ _[ — 2 I
g Yo T i el 12345 3 "t
1 1 1 I 2 I
I L Pty = —— g€
b ry -+ e e o -si"i‘&c CR T
I 1 1 I 2* 3
i+—=+ =+ —= _t"'*"&c': 5
? 3% 1.2-3---'-9 5
I+'—ﬁ+ I ~lo + ln+&c"_‘_—"“"i—' iw!.
I.ﬂ.;...l.;ll 3
1+ n+ xz+ : + x:+&c-—‘—" 5 2 . o 6_95 e
41 1.2.3....13" 10§
2’ 3
I+ PYL: e sl 35 Bl by T 4‘: 14+&C-— I.z,g_,;:]g. -I—wul
;+7+ ,,+ T &= 2 817,
4 1.2.3...‘..37 Iy
x X 2 43867
1 e e S
+ — u + 413 Tl'+&c 1.2.'3.....19- 21 !
I I e Bl 1222277
l+ 23 + tD + 4_59 + :o+&c'_"‘l.2.3-;;21. 55 7"“
I-I- = + 37 . 4“ 4 “-{—&C.:- x—.z.:...zg' 854;13 ey
& X D _‘ 3
1+314 -+ 3:4 +4_=+ T &e = L oo v 27T
1181820455 .,
273
1k ok ek aet&a = ——2
u 3% “ _Ti' TN Z Beieiinas 27
76977927
I

Hucufque iftos Poteftatum ipfius = Exponentes artificio alibi
exponendo continuare licuit, quod ideo bic adjunxi, quod
2 Seriei
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132 DE USU FACTORUM INVENTORUNM

L18.L Gurei fra®tionum primo intuitu perquam irregularis 1 , 58

I 3 § 691 3% . ) . g o
T e s &c. in plurimis occafionibus eximius
eft ufus. ‘

169. Tra&emus eodem modo zquationem §. 157. inven-

tam, ubi erat e"-—!;e—” —x—i— + :234+s.z.33.:.5.5+
&C.,ﬂ(z-i-%)(l-i- “"i’f)t +;’;j)c +4"’")&c..

, i I—EET-{ i
—”T;,a*-h&c, —-(x+z)(1+-—z)cx+-—z)
(r+ —z.)&c.. Unde, facta applicatione , erit 1 = 4 H
B = —:———,, C= ———3.——,, &c.. Quod fi ers

1.2. 3.4 4 1,2:3:00:6. 4
go ponamus

P=1 + gk~ + + -y + &ec.
Q = I+ + = + z.+ ; -+ &e.
R::I-—l-; + ;+ 81’+&C.
5 = + i o 4+ 4—+ 814 + &c
&c
reperientur fequentes pro P, Q , R, §, &c., valores :
. X ax PR BT
Pemigeis Bgy%
. 1€ 7, 272 E:
R = 2345 a7 § L2307 27



Wallis decifra a 7t

A quien desee aproximarse a la historia de las matematicas sin pro-
fundizar demasiado, quiza le bastard considerar a Newton y Leibniz
solamente como los inventores del Calculo Diferencial e Integral. Pero
tal simplificacién resulta totalmente inttil para entender el entramado
de ideas fundamentales. La obra de Wallis y Barrow, sin cuyas publi-
caciones no podrian haberse dado grandes descubrimientos, es indis-
pensable para la comprension del desarrollo del calculo. Ademas, por
ejemplo, las ideas de Wallis, para calcular areas tienen gran influencia
de la obra de Cavalieri y muchos otros antecesores, por lo que intentar
rastrear la historia de las ideas en matematicas resulta extremadamen-
te complejo.

En cuanto al papel jugado por Wallis, se observa en el libro Arith-
metica Infinitorum®4, publicado cincuenta afios antes del nacimiento de
Euler, que no solo aparece una expresién equivalente a la famosa for-
mula

(26)

(Proposicién 191, pagina 179, op. cit., donde el lector encontrard el fa-
moso “[1” que puede verse en la ecuacién (26)), sino que se revela todo
un método para integrar funciones f(x) = x”", lo cual contribuy6 no-
tablemente al desarrollo del célculo integral. Es decir, Wallis calculaba
integrales atin antes de que fueran inventadas como tales.

Técnica de Wallis para integrar

Wallis observa en la Proposicién I (op. cit. pdgina 1) que la razén de
laserie0+1+2+3+---+nconlaserien+n+---+nden-+1su-
mandos da 1/2 independientemente de 7 y concluye, en la Proposicién
III, que el area de cualquier tridngulo de base y altura dados dividida
por el drea del paralelogramo de altura y base iguales respectivamente
a las del triangulo estd dada por 1/2, es decir, dado que

0+14+243+-4+n 0+142+--+n 1
- — 5 (27)
n+n+---+n n(n+1) 2

2 Johan Wallis. Arithmetica Infinitorum si-
ve Nova Methodus Inquirendi in Curvilineo-
rum Quadraturam, aliaq; difficiliora Mathe-
seos Problemata, (1656)
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tal razén se cumplird para cualesquiera tridngulos y paralelogramos
con bases iguales y alturas iguales. El cociente de la ecuacién (27) no
debe resultar sorpresivo para el lector ya que 0 4+1+424---+n =
n(n+1)/2 (como se menciono en el capitulo Euler calcula ...), es decir

0+1+2+3+---+n O0O+1+2+---+n n(nz—i-l) _1
n+n+---4+n n(n+1) T an+1) 2

Lo novedoso para la época de Wallis es que afirma que puede calcular
el drea de cualquier tridngulo con tales razones aritméticas. Asi Wa-
llis lleva el problema geométrico del calculo de areas a un problema
puramente aritmético. Lo mds relevante para los contempordneos de
Wallis es que tal método de calculo de razones lo puede extender al
célculo de 4reas de parabolas, hipérbolas, areas de curvas f(x) = x" y
otras figuras geométricas, pero ademads, puede calcular el volumen de
ciertos s6lidos a partir estos resultados.

Sibien, para un tridngulo, la férmula (27) puede parecer trivial, para
el calculo del drea bajo la pardbola y = x? ya no lo es tanto. Veamos,
Wallis nota que (Proposicién XIX, pagina 15 op. cit.),

0+1=1 1 1
1r1=2 _ 3%
0+1+4=5 1 1
itdri—12 ~ 31
0+1+4+9=14 1 1
919+9+9-3 _ 3 18

y en general, se observa, al evaluar la razén aritmética, que

0+1+4+9 1 1

9+9+9+9 3 18
O

0+1+4 1 1

4+4+4 3 12

0+12+224+3%+ .- +n?
n2(n+1)

(28)

W~

Figura 2: Wallis construye las series 0 +
124224+ 32+ ... +n? y las inscribe en
un rectdngulo de altura n? y base 1 + 1.
El cociente de las dreas es aproximada-
mente un tercio.



es decir, la razén de la serie 0 + 1 422 +32+ ... 4+ 2, lo cual da un
drea con tendencia a parecerse al drea bajo una parabola, dividida por
el 4rea del rectangulo de altura n? y base 1 + 1, se aproxima cada vez
maés a un tercio.
Demos un salto al futuro (en el futuro con respecto a la época en la
que vivié Wallis), para recordar que Euler encontraria que
n w2 on nn+1)2n+1)

144494 4nl="+="+—-= ,
A9kt = S c

por lo que se tiene al sustituir en el lado izquierdo de la expresién

anterior en (28),

n(n+1)(2n+1)
0+1422438 4. +n>  ——g——
n?(n+1) n?(n+1)
2n+1 1 1
= e 3ten @

iDe donde puede inferirse que el drea de una semipardbola inscrita en
un rectdngulo®> dividida por el 4rea del rectdngulo es 1/3!

Reinterpretacion contempordnea de la técnica de Wallis

Si reescribimos la férmula del lado izquierdo de (29) de la forma

0+1+4+224+334+... 4152 12 22 N n?

n2(n+1) N nz(n+l)+n2(n+l)+“

i) ( i ) 21
= \n) n+1
podemos ver las coincidencias de la suma (30) con la suma de Riemann

de la funcién f(x) = x? en el intervalo [0, 1], donde se toma

1 2 n
{xozolxl:n,xZ:n,...,xn:n}/ (31)

como particién de tal intervalo y obtendriamos asi, tomando limites,

1 (i (i)
I f(")d"—,}%gf(n> Ax—,}gﬂoi_zo(n> " (52)
Por lo que
1 1 n -\ 2
e g (YD g (1 L) 1
/Of(x)dx—/oxdx—nlgr;o;)<n> n_nh—r>rc>lo(3+6n)_3’

lo que es coherente con la notacién y la técnica que se utiliza hoy en
dia y coincide con el resultado final de Wallis.

n2(n+1)

VL 2\ L
n) n+1 n) n+1 n

:

39

» El lector no debe dejar de ver que
fol x2dx =1/3.

1
n+1

(30)
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Wallis realiza sus célculos sin conocer aparentemente la férmula
general para las series finitas de potencias (aqui el lector puede ver la
formula general (49) que obtuvo Euler casi cien afios después?®), sino
que hace célculos manualmente. Por ejemplo, para los cubos (Proposi-
cién 39, pagina 31 op. cit.), es decir, para f(x) = x> hace célculos para
las particiones (31) con n = 1,2,...,6. La tltima razén que escribe en
sus calculos es (sic)

04+1+8+27+64+ 1254216 = 441 7 1 1

216 1216 + 216 1 216 + 216 1 216 1 216 = 1512 24 4 ' 24’

Dado que en todos sus célculos aparece 1/4 mas una cantidad que
se hace pequefia cuando 7 crece, Wallis concluye que el drea bajo la
grafica de f(x) = x%, para 0 < x < 1 es 1/4. Wallis incluye entonces
una lista en la proposiciéon 44 (pdgina 35 op. cit.) donde obtiene el
area bajo la curva para f(x) = x™ dividida por el 4rea del rectangulo
que inscribe a la curva, con m = 1 hasta m = 6. Equivalentemente,
si denotamos con A(x™) el 4rea bajo la grafica de f(x) = x™ en el
intervalo 0 < x < 1, podemos ver, siguiendo la conjetura de Wallis
que

A(x™) param=1,2,...,6 (33)

T mt+1
y conjetura que esto es vélido para toda m € IN, como en efecto lo
es®7. Pero no olvidemos que lo que interesa a Wallis es realmente el
drea sobre la curva, dentro del rectangulo; pero al haber calculado el
complemento (el drea bajo la curva), el drea que desea queda determi-
nada. Por ejemplo, el drea (sobre la curva) de la semiparabola inscrita
en el rectdngulo es 2/3, pues el drea bajo la curva es 1/3, dado que
el 4rea total es 3/3. Este razonamiento abre la puerta para el cédlcu-
lo de é4reas para funciones con exponentes fraccionarios®® puesto que,
por ejemplo, para f(x) = \/x, se tiene que el area bajo la curva de
y = \/x inscrita en el cuadrado de lado 1, es 2/3, ya que por simetria
corresponde a la misma drea sobre la grafica de y = x2. Por lo que si
escribimos f(x) = v/x = x1/2, se tiene también

Figura 3: En la figura a) se observa que
la particién de Wallis para una recta da
exactamente el valor del drea bajo la rec-
ta, es decir, 1/2 debido claro a que las
dreas de los tridngulos sobre la recta se
ajustan exactamente a los tridngulos que
faltan bajo la misma. En la figura b) se
obtienen la aproximacién del 4rea bajo
la parabola con la misma particién que
en la figura a). En ambas figuras se to-
ma la particion de Wallis con n = 4 para
0<x<1.

26 Sin embargo Wallis conoce las formu-
las

2
14243440 = N
142243244092 = W
6

1422435+ +n® =

n* 4+ 6n3 + 11n% + 6n

24

las cuales pueden verse, por ejemplo en
la tabla de la pagina 162, Proposicién 184
y cuya férmula se estudia en el capitulo
siguiente.

27 Dicho esto con notacién moderna, Wa-
llis conjetura que,

-1 1
/x’”dxzi
0 m+1

es vdlida para toda m, Proposicién 43,
pégina 33, op. cit.

3 De hecho Wallis inventa los exponen-
tes fraccionarios para las raices.

’



A(x%): %1125’

por lo que se sigue cumpliendo la regla (33), también para n = 1/2.

Sin embargo, al parecer el argumento de Wallis es de naturaleza total-
mente aritmética mas que geométrica.

Wallis toma la media aritmética entre 1 y 2, es decir (1+2)/2 =
14 1/2, y concluye que es el ntimero que le corresponde a A(x!/?) =

% = % es decir, el reciproco de la media aritmética entre 1 y 2, de

aéuerdo con Nunn??, pégina 352.

Ahora bien, razonando de manera inductiva3®, a partir de conside-
raciones meramente aritméticas, Wallis afirma que la ecuacién (33) es
valida también para n = p/q con p,q € N, es decir,

4 1
Al=) = , para p,g € IN.
<q> 1 para p,q (34)

=<

lo cual serd suficiente para calcular 7. Aunque las conjeturas de Wallis
van mds alla de los célculos que hemos realizado, no nos extenderemos
sobre este tema3’.

Se requiere una aclaracién final antes de pasar al calculo de , to-
das las formulas para las sumas de las series se cumplen si incluyen
rectdngulos de longitud a4, ya que, por ejemplo,

0a% 4 1a% + 22a% + 3%24% + - - - 4+ n24?

a?(04+1+22+3%+ .- +n?)

a?n?(n+1) a?n?(n+1)

n(n+1)(2n+1)
6
n?(n+1)

2n+1 1 1
6n 3

dado que la a? en el numerador y en el denominador se cancelan mu-
tuamente, lo cual evita el uso de infinitesimales asignados al valor a,
aunque Wallis los menciona3* y quizd son el origen de todo lo que
se hizo respecto a estas cantidades en las obras de Newton, Leibniz,
Euler, hasta nuestro siglo en el andlisis no estandar.

Cuadratura del circulo

Para calcular el 4rea de la circunferencia, x% + y2 = 1, basta calcular,

por simetria, el 4rea bajo la curva y = V1 —22 = (1 — x?)1/2

, para
0 < x < 1. Dado que Wallis no cuenta con una serie para evaluar-
la33 utiliza un método de interpolacién desarrollado por él mismo que

intentaremos describir enseguida.
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Y=+

A(zY?) =2/3

Figura 4: El drea bajo la grafica de y =
Vxpara0<x <1les A(1/2) =2/3.

» Percy T. Nunn. The Arithmetic of in-
finities. A School Introduction to the Inte-
gral Calculus. The Mathematical Gazette,
Dec., 1910, Vol. 5, No. 89 (Dec., 1910), pp.
3457356, a

3° Wallis llama induccién, apropiadamen-
te, a las generalizaciones que obtiene de
casos particulares.

3 Segtin Nunn (op. cit., pagina 355), Wa-
llis especula sobre potencias negativas,
pero al obtener cantidades negativas da
una interpretacion erronea.

32 Recordamos que los infinitesimales
son cantidades infinitamente pequefias
las cuales no existen en la axiomatica es-
tandar de los nameros reales. Wallis los
menciona en la pagina 92 del Arithmetica
Infinitorum, op, cit. como R/co = a y los
nombra pars infinite parva, esto es “parte
infinitamente pequefia”.

3 Newton la descubriria anos después
inspirado en la obra de Wallis.
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Con la férmula (34) Wallis se da cuenta que puede evaluar las series
para las funciones de la forma (1 — x!/7). Por ejemplo, para la funcién
(1—x2)2 =1—2x%+ x4, el calculo de A((1 — x?)?) estd dado por

A((1=x)%) = A(l—2"+x%)

= A1) —2A(x%) + A(x%)

1 1

= 1- 25 + 5
8
E/
Aunque, obviamente, Wallis hace el célculo evaluando las series para
cada uno de los sumandos que se obtienen al desarrollar el binomio.
El célculo directo de algunas de las series para la circunferencia de
radio arbitrario R, dada por x> + y?> = R? pueden verse en la segun-
da parte del articulo de Nunn34. Para el lector que identifica A con la
integral, las relaciones anteriores son consecuencia de las propiedades
mas bdésicas, pero recuerde que la integral no se habia inventado toda-
via. El método de Wallis consiste en elaborar una tabla donde aparecen
los reciprocos de A((1 — x1/7)P). El uso de reciprocos estd motivado
porque de esta forma los nimeros son mas facilmente reconocibles.
De acuerdo con lo expuesto por Osler3> (el lector curioso encontrard
una detallada descripcién de las tablas de Wallis en el mencionado ar-
ticulo), resulta que ciertos coeficientes binomiales corresponden a tales
reciprocos (para g # 0y p > g, enteros), es decir3®,

1 _(r+q
amm (e G0

2 !
Veamos algunos ejemplos, (3; ) = % = 10y, por otra parte,
A((l_xl/Z)B) — A(1—3x1/2+3x2/2—x3/2)

2 1 2

= 1-3243--2

33 +32 5
_ L
- 10

El objetivo es evaluar por medio de interpolaciones A((1 — x2)1/2), es
decir, A((1 — x/9)P), para p = q = 1/2, dado que para p = 1/2,
Wallis no cuenta con una forma directa de calcularlo. Como 4/ es
una cantidad desconocida, Wallis emplea una notacién especial:

difé_ 1

0= = Ay (37)

La notacién “[1” es la originalmente utilizada por Wallis (op. cit. en la
tabla de la pagina 137, por ejemplo), y la forma en la que ha escri-
to A((1 — x!/1)P), determina que (J quede en la diagonal de la tabla

#Percy T. Nunn. The Arithmetic of in-
finities. A School Introduction to the Inte-
gral Calculus. The Mathematical Gazette,
Jan., 1911, Vol. 94, No. 531 (Nov., 2010),

PPp- 430-437,b

35 Thomas J. Osler. The tables of John Wa-
llis and the discovery of his product for 7.
The Mathematical Gazette, Nov., 2010,
Vol. 5, No. 9o (Jan., 1911), pp. 377-386

3% Los coeficientes binomiales se definen
mediante la férmula

n\ n! _n-(n=1)---(n—k+1)
<k>’(n—k)!k!’ 1-2---k



infinita, arreglo que, visto como matriz infinita, resulta ser igual a su
propia transpuesta. Dicho de otra manera, si consideramos la matriz

i+j)
ajj = .
! (]

donde i = 1,2,... corresponde al i-ésimo renglény j = 1,2,... co-

con entradas

rresponde a la j-ésima columna resulta que ajj = aj;, lo cual es claro,
dado que

(Y G GED (i
”W‘( j )‘(i+f—j>!f!‘ i _< i >_“”" o

Se tiene entonces la matriz infinita dada por la tabla del cuadro 1

para p,q enteros. Observe que el renglén g = j es igual a la columna

g=0 1 1 1 1
g=1 1 2 3 4
g=2 1 3 6 10
g=3 1 4 10 20

p = j, por la propiedad (38), propiedad que es fundamental en la
argumentacion de Wallis. El siguiente paso consiste (vea el cuadro 2)
en insertar valores fraccionarios de p y g, en particular interesa el valor
p =q =1/2, lo que corresponde a crear un nuevo renglén y columna
en la matriz que se muestra en el cuadro 2.

Ahora, procedamos paso a paso, Wallis no puede calcular el valor
de A cuando p = n/2, y g entero, pero puede calcular cuando p es
entero y q de la forma n/2, lo que ayudard, a conjeturar los valores
para la columna p = 1/2, a partir del renglén g = 1/2, suponiendo
que la simetria de la matriz se conserva para los casos fraccionarios.
En efecto, dado que

1 B 1 13
A(1—x/hyy A=) 1-1 2

1 B 1 1 15 3.5
A((1—xV3p)  A((-x2)2) 1-241 8 24

1 B 1 B 1 35 3.5.7
A((1—x1/3)3) A((T=x23) 1-343-1 16 2-4-6
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Cuadro  1:  Matriz  para  va-
lores enteros p.q donde

_ 1 _ (P
Ay \g)
cordando que 0! = 1 por definicién.
Corresponde en el original de Wallis (op.
cit.) a la Proposicién 132, p. 105.
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qgq=20
g=1/2
g=1
g=2
qg=3

p=1/2 p=
1
O
2
3
4

1 p=2 p=3

10

10

20

que son los valores del rengléon g = 1/2, Wallis concluye que también

los valores de la columna p =1/2

1

A(A=x7T17)

1

AA=x72)177)

1

A({T—x7)177)

I
W N W
&

W DN
SIS
S

N
o~
(@)Y

Ahora se puede completar la tabla 2, como se muestra en el cuadro 3,

siguiente
p=0 p=1/2 p=1 p=2 p=3
g=0 1 1 1 1 1
g=1/2 1 O 3 2 357
g=1 1 3 2 3 4
q="2 1 e 3 6 10
q=3 1 327 4 10 20

Cuadro 2: Se buscan valores fracciona-
rios de p,q. En particular se crea una
nueva columna y un nuevo renglén para
p = q = 1/2. Esta tabla corresponde a la
tabla de Wallis de la pagina 137, Proposi-
cién 165 (op. cit.). Recuerde que (0 = 4 /7
es el valor que se desea calcular.

Cuadro 3: Se completa la matriz del cua-
dro anterior, calculando los valores con
p=12...yq =1/2, con esta infor-
macién se completa la columna p = 1/2,
g=12,...



Con esta técnica, ahora Wallis es capaz de intercalar todos los mul-
tiplos impares de 1/2, es decir, para ¢ = 3/2,5/2,7/2,... y p entero,
para luego intercalarlos en las columnas de p = 3/2,5/2,7/2, ..., res-
pectivamente. Por ejemplo

1 B 1 1 5
A(a-aV3))  A=2P)) 1o 2

1 1 1 35 5.7
A(—xV3p) T AP T1-§+3 8 24

1 1 1 105 5-7-9
A((—x73p)  A(I—22P)P)  1-2+9-3 16 246

Insertamos estos valores en una nueva matriz para obtener el arreglo
del cuadro 4. Con estos nimeros, procediendo inductivamente, Wallis

p=0 p=1/2 p=1 p=3/2 p=2 5/2 p=3

g=20 1 1 1 1 1 1 1
_ 3 . 35 . 357
_ 3 4 5 7 8

g=1 1 2 2 2 2 2 2
_ 5 ) 5.7 . 5.7:9
_ 35 6 5.7 6-8 7:9 6:8-10

q=2 1 24 2 24 24 24 246
_ 7 } 7:9 7.9-11

g=>5/2 1 ¢? 5 ;0? L ¢? 46
_3 1 3.5.7 8 5.7.9 6:810 7911 81012

q= 246 2 246 246 246 246

encuentra el patrén general. Una clave estd en escribir los niimeros en
el renglén g = 1 para p = 1/2,3/2,5/2, ..., de tal forma que queden
productos de ntimeros impares en el denominador y también produc-
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Cuadro 4: En este arreglo se agregan
las columnas y renglones para p,q =
3/2,5/2. Los enteros 2,3,4, ... se han es-
crito en una manera que concuerden con
los subsiguientes ntimeros en la colum-
na y renglén correspondientes. El simbo-
lo “4[1?” se ha agregado para indicar que
Wallis logra ver que de alguna forma de-
be aparecer 4/ 7t en los espacios donde se
muestra tal stmbolo.
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tos de impares en el numerador, de la siguiente forma:

3 13
g=1,p=1/2 — 551
5 135
1=Lp=38/2 = 35513
7 1 3.5.7
1=Lp=5/2 = 5=3"135
B B 2m+3 1 3-5-7...(2m+3)
1=1p=0Cm+1)/2 = == Ty E amt)

Lo mismo puede hacerse con el renglén correspondiente a g = 2 y
también con los p multiplos de 1/2,

3-5 35
1=2p=V2 = 379751

5-7 3 5.7
1=2p=3/2 = 3747813

7-9 3 5-7-9
T=2P=52 7 37478135

(2m+3)(2m+5) 3 5-7-9...(2m+3)(2m +5)
8 T8 1-35---2m—1)2m+1)’

g=1,p=02m+1)/2 —

Un patrén puede verse entonces para g entero y p multiplo de 1/2 en
general. La segunda clave serd encontrar el patrén para g entero y p
entero, pero esto no es tan dificil de encontrar con la informacién que
se tiene:

4 4
q ’P = 2 2
6 . 4.6
8 468
g9=Lp=3 = 5=1"77%
L 2m+2 . 4-6-8---(2m+2)
g=1p=m 2 YV aae am
Similarmente parag =2y p=1,2,3,...
6 . 6
—2 p=1 2-1.2
i=sr=0 "7 574
68 68
:2 :2 7:1.7
1=5P=2 7 747 24
6810 6810
1=2P=% " 946 24 6
o 2m+4 468 (2n+2)- (2m+4)
g=2p=m = —5—=1777% @2m) - (2m +2)°



Si actualizamos la informacién, por ejemplo para el renglén g = 1,2;
se tiene lo que se muestra en el cuadro 5. Sabiendo lo anterior, Wallis

p=0 p=1/2 p=1 p=3/2 p=2 5/2 p=3

_ 1.3 4 1 35 46 1 357 46
=1 1 271 -2 213 123 27135 1246
_ 3.5 6 3 57 68 3 579 68
q=2 1 §°1 1-3 8 13 1-72 5155 121

Sdo

(o) [en]

conjetura que el patrén de la forma en la que se alternan los produc-
tos de pares y nones de una columna a otra se repite incluso para
g = 1/2, p = 1/2. Se tienen entonces tres patrones x-pares/nones,
x-pares/pares y x-nones/pares, donde x es un niimero que multiplica
a la fraccién y estos patrones se alternan en renglones consecutivos
en la misma columna, y en columnas consecutivas en el mismo ren-
glén, tal y como puede observarse en el cuadro 6. Esta observaciéon es
relevante cuando el nimero x es igual a [1.

Habiendo determinado el patrén general, o mejor dicho, la posi-
bilidad de calcular cualquier entrada de la matriz infinita, se puede
ahora ver la propiedad principal de la tabla y, en particular, del ren-
glén g = 1/2: el cociente de dos entradas consecutivas en un mismo renglon
se aproxima al niimero uno cuando p se hace grande. Lo cual permite a
Wallis establecer su genial conjetura:

0-4-6-8-10-12.--
3-5-7-9-11-- -1
3.57911...

2-4-6-8-10-12-

(39)

Critica al método de Wallis

Desde mi punto de vista, el método de Wallis para deducir induc-
tivamente patrones generales de casos particulares es impecable. La
meticulosidad para sus calculos y su profunda capacidad para encon-
trar simetrias en lo mds recéndito, por decir lo menos, es més que ad-
mirable. Después del formalismo acontecido a comienzo del siglo XX,
el cual perme6 todas las dreas de la matematica, tendrian que pasar
muchos afios y la invencién de la computadora para poner de moda
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Cuadro 5: Valores actualizados para g =
1, escritos en forma de producto. Obser-
ve que para p de la forma p/2y el ntime-
ro en la entrada correspondiente es co-
ciente de impares multiplicado por 1/2,
mientras que para p entero, es el cociente
de pares. En este caso se escribe 1, como
factor para indicar que en otros renglo-
nes aparecerdn otros nimeros multipli-
cando los cocientes respectivos.
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p=0 p=1/2 p=1 p=3/2 p=2 5/2 p=3
g=0 1 1 1 1 1 1 1
g=1/2 1 O 1-3 0% 1-33 08 1-337
=1 1 A0 SRS SRS X8 - SRS~ S K v - SR ==
g=3/2 1 04 1-3 0O-3¢ 137 0O-38  1.3%2
q=2 1 s 18 1 iR 1SR
g=5/2 1 O-3% 1.7 0O-38 1.3 03559 1-54
9=3 1 RT 13 o ®. U BT 1%

nuevamente la experimentacién como fuente vélida para realizar des-
cubrimientos en matemadticas, como se argumenta por ejemplo, en el
libro de Borwein y coautores37, con la salvedad de que la computadora
de Wallis era su propio brillante cerebro.

Cuentan los biégrafos de Wallis que algtn tiempo de su vida lo
dedicé a descifrar cédigos secretos de mensajes de sus enemigos po-
liticos, quienes, por lo que hemos visto, seguramente estuvieron en
grandes dificultades al tener como adversario a tan poderoso decodi-
ficador (véase por ejemplo Nunn 1910 op. cit.). Por otra parte, es claro
que el gran decifrador no demostré nada con la rigurosidad que se re-
quiere en la matemadtica actual. Sin embargo, sus ideas para el cdlculo
de dreas y voltimenes influyeron profundamente en el desarrollo del
Calculo Diferencial e Integral, como queda de manifiesto en la destaca-
da influencia que tuvo la obra de Wallis en el pensamiento de Newton,
Ccomo veremos.

Para destacar los alcances de la obra del matematico, debemos dejar
en claro que Wallis, en la Proposicién 191, escribe U] entre dos cotas
exactas (pdgina 179, op. cit.),

[ 1 3%.5%...112.13°

7 R T Y

32.52...11%2.132
2 .42...122.14

1
137

Cuadro 6: Observe los patrones en co-
lumnas consecutivas para el renglén g =
1/2, donde se alternan los ntmeros
[J-pares/nones y 1-nones/pares, lo cual
es relevante para el calculo de 7r/4.

37 Jonathan M. Borwein David H. Bai-
ley y Roland Girgensohn. Mathematics
by Experiment: Plausible Reasoning in the
21st Century and Experiments in Mathe-
matics: Computational Paths to Discovery.
Zentrum Mathematik, Technische Uni-
versit”at M"unchen, 2003



dado que ademds Wallis observa que estas estimaciones pueden mejo-
rarse a voluntad aumentando el ntimero de factores en el numerador
y el denominador mediante la férmula,

1
(/1+=-<0O<
z

tenemos entonces que tales estimaciones son totalmente correctas des-

3?.5
2 -4

3?.5%
2 -4

(z—1)

(z—1)

1+

de el punto de vista contemporaneo y que, todavia més, si escribimos
el signo “<” en lugar de “<”, se puede ver que Wallis se adelant6 al
proceso de limite al concluir que se cumple la igualdad (39), argumen-
tando que al tomar z valores arbitrariamente grandes, la diferencia

entre las cantidades \/ 1+ % y \/ 1+ L
quefia y que, por lo tanto, se puede concluir la igualdad. No obstante,

;-7 resulta arbitrariamente pe-

21

decir “se adelant6”, no es exacto, ya que de acuerdo con Jacqueline

Stedall38, Wallis menciona como sustento de sus ideas la proposicién
1 del libro X de Los Elementos Euclides.

Las cotas obtenidas por Wallis, perfectamente verificables con calcu-
los numéricos, permitirian a los matematicos de generaciones poste-
riores, como la de Euler, calcular 7t con la precisién arbitraria que se
requiriera39.

Demostracién moderna de la formula de Wallis

Por ultimo, una observacién, note que la férmula (20) de Euler se
puede escribir como

(-2 (2 (0 07) (02) ()

Ahora substituya z = /2 de donde, dado que sen7t/2 =1, se llega a
1+ —

(1-2) (2) (r22) (22) (52 (-

13 5 3 7 5
la cual es equivalente a la férmula de Wallis que bien conocia Euler y

senz
z

L2

z
1 I
+ 3

z
1— =2
3

z
1 R
+ 27

z
1—-=
27

7T

2

7T

1
1- =
2

1 1

22

2222223232
que le daba una evidencia mas de que su férmula (15) era correcta.

Critica a Wallis de sus contempordneos

Una presentaciéon amplia de las criticas adversas de los contempo-
réneos de Wallis se encuentra en el articulo de Jaqueline Stedall, que
ya hemos citado antes (articulo que ademds contiene una presentacion
muy completa de los métodos de Wallis). La intencién de esta sec-
cién es tratar de entender cémo la resistencia a lo novedoso es una
fuerza mantenida ciertamente por quienes se instituyen voluntaria o

1
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z—1

1

3.

2

#7]. Stedall. The Discovery of Wonders:
Reading Between the Lines of John Wallis’s
Arithmetica infinitorum. Archive for His-
tory of Exact Sciences, November 2001,
Vol. 56, No. 1 (November 2001), pp. 1-28

3 Anos antes del nacimiento de Wallis,
Ludolph van Ceulen habia calculado 7
con treinta y cinco cifras decimales, pa-
ra lo cual us6é el método de Arquime-
des duplicando 60 veces los lados de un
cuadrado inscrito en un circulo, vea por
ejemplo, el articulo de Cipra en What’s
Happening in the Mathematical Sciences,
Volumen 6 AMS, 2006.
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involuntariamente como sensores, dada su fama y prestigio. En el ca-
so de Wallis, fue Fermat, indiscutiblemente, el més acérrimo critico de
la obra del inglés. La més insistente resistencia de Fermat se expre-
sa cuando afirma que todas las proposiciones de Wallis podrian ser
demostradas via ordinaria, legitima y arquimediana*®. Podemos decir en
defensa de Wallis que si todos los matemaéticos hubieran seguido sumi-
samente los métodos del genial Arquimedes, los avances del calculo,
en aquel momento en ciernes, se hubieran retrasado varios siglos més.
En defensa de Fermat podemos decir que su comentario ...todas sus
proposiciones pueden ser demostradas via ordinaria, legitima y arquimedia-
na con mucho menos palabras que las contenidas en su libro, es exacto con
respecto al ntiimero de palabras, nadie es més prolijo que Wallis. Sin
embargo, el apego de Fermat a los métodos a la antigua (@ [ ancien-
ne, como él dice) son puramente reaccionarios y creo que el primero
en abandonarlos seria el mismo Arquimedes, dada la brillantez del
sabio griego y dada su misma manera desapegada de los que en su
época eran “métodos tradicionales”, por ejemplo con el uso que hace
de herramientas de la fisica para medir 4reas y volumenes#'. Si bien
los métodos de Wallis podian o no ser demostrados dentro de una
axiomdtica, digamos partiendo de la geometria de Euclides, bien po-
dian corroborarse directamente mediante célculos directos que es a lo
que invita su método “inductivo”. Veamos, alrededor del afio 1610 (46
afos antes de la publicacién de la obra de Wallis), Ludolph van Ceu-
len#* duplicando 60 veces el nimero de lados de un cuadrado inscrito
en una circunferencia, mediante el método de Arquimedes, calcul6 35
digitos de 7. Conocido este ntimero de cifras, cualquiera podia com-
probar si el método de Wallis daba los mismos resultados; de hecho,
el nimero de operaciones con el método de Wallis es varios ordenes
menor que el de van Ceulen para un mismo ntmero de digitos, como
lo puede comprobar por si mismo el lector con una simple estimacién,
por lo que el cdlculo de Ceulen puede ser superado con el método de
Wallis con menos operaciones aritméticas, aunque el nimero de ope-
raciones no deja de ser muy grande y, por lo tanto, una hazafa como
lo fue para 1600.

La disonancia cognitiva en los ambitos del mds alto nivel de la cien-
cia es una fuerza perniciosa que se opone al avance del conocimiento.
En el ejemplo de Wallis, la resistencia a lo novedoso aflora en la critica
de Fermat, aunque no es demasiado maligna y, afortunadamente, no
tuvo mayores consecuencias, debido, entre otras cosas, a que el drea de
influencia de Fermat no abarcaba Inglaterra. Por este motivo, las limi-
taciones y prejuicios de Fermat no se potenciaron y la obra de Wallis
pudo influenciar mentes como la de el entonces joven Newton. Las li-
mitaciones de Wallis no se potenciaron ni obstaculizaron a nadie, sino
motivaron al desarrollo de nuevas ideas. Por ejemplo, la imposibilidad

4 El comentario completo en francés es:
Ce n'est pas que je ne I'approuve, mais tuot
ses propositions pouvant estre demostrées via
ordinaria, legitima et Archimedea en beacoup
moins de parolles, que n’en contient son li-
vre. Je ne scay pas, porquoy il a preferé cette
maniere par notes algebraiques d la ancienne,
qui est et plus convainquante, et plus elegan-
te, ansi que j'espere luy faire voir d mon pre-
mier loisir. Vea las referencias al interior
del articulo de Stedall op. cit.

4 Arquimedes. Geometrical Solutions De-
rived from Mechanics; a Treatise of Archime-
des. Project Gutemberg 2005

#Barry Cipra. Digits of Pi. What's
happening in the Mathematical Sciences,
vol. 6, AMS



de Wallis de calcular (1 — x2)%, motivo a Newton a encontrar el de-
sarrollo en serie para (1 — xz)%, y otras funciones mds generales (vea
por ejemplo la férmula (62) y las férmulas subsecuentes), y ademads
despert6 la curiosidad de Newton para que lograra generalizar el mé-
todo de Wallis para el calculo de areas, lo que llevo al desarrollo sin
precedentes del Célculo Diferencial e Integral, pero partiendo Newton
siempre de las ideas de Wallis, quien lejos de obstaculizar a Newton se
convirtié en editor de sus obras, nada menos, aunque con cierta dosis
de patrioterismo, cabe mencionar.

Si para algo sirve el estudio de la historia es para evitar que se
repitan errores; en este caso habria que evitar la obstaculizacién del
progreso por personajes o instituciones con influencia y poder. Si re-
visamos las acciones de los cientificos convertidos en censores de la
era soviética, por ejemplo con el sabotaje a Belousov y sus reacciones
periédicas, cuando el bloqueo de la burocracia del régimen soviético
tuvo entre sus consecuencias nefastas llevar a Belousov a abandonar
completamente la ciencia43. La burocracia lleg6 al extremo de infor-
mar a Belousov que publicarfa sus investigaciones cuando explicara
por qué no era posible que ocurriera lo que decia que ocurria, jpero
las reacciones periddicas ocurren! como cualquiera puede reproducir
con el debido cuidado en un laboratorio#4.

Podria llega a pensarse que el nefasto bloqueo de los poderosos y
famosos solo ocurre con gobiernos dictatoriales, pero no es asi; este
fenémeno se repite hasta en el presunto mundo libre, como lo prueba
el rechazo por uno de los quimicos mas destacados del siglo XX al
descubrimiento de los cristales cuasiperiédicos por Shechtman4>. En
esta nuestra época, luminosa y obscura al mismo tiempo, en la que
intereses comerciales de muchos grupos editoriales los lleva a publi-
car articulos con informacién falsificada4® en lugar de ciencia, como lo
ocurrido a Shechtman. Bien harfan las universidades de todo el mun-
do en recuperar las publicaciones cientificas y abrirlas a toda critica
académica para evitar que la gente de ciencia tenga que recurrir a edi-
toriales dirigidas por personas sin escripulos cuyo tnico interés es
enriqueserse con el trabajo de otros.
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4 Arthur T. Winfree. The prehistory of the
Belousov-Zhabotinsky oscillator. Journal of
Chemical Education, 61(8), 661

#Irina Barzykina, Chemistry and Mathe-
matics of the Belousov-Zhabotinsky Reaction
in a School Laboratory, Journal of Che-
mical Education, v97 ny p1895-1902 Jul
2020

45 Daniel Shechtman. Quasi-periodic
crystals-the long road from discovery to ac-
ceptance. Rambam Maimonides Medical
Journal, 30 Jan 2013, 4(1):e0002

# El dos veces premio nobel de quimica
Linus Pauling, lleg6 a decir “no existen
los cuasi cristales, solo los cuasi cientifi-
cos”, vea Shechtman op. cit..
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A continuacién se presenta la traduccién al espafiol de algunas pa-
ginas del libro de Wallis estudiado en este capitulo.

Traduccion del latin del texto original de Wallis¥7: 47 Johan Wallis. Arithmetica Infinitorum si-

Py g e 4 . . ve Nova Methodus Inquirendi in Curvilineo-
Aritmética del infinito o nuevo método para investigar la cua- yum Quadraturam, aliag; difficiliora Mathe-

dratura de las curvas y otros problemas mds dificiles seos Problemata, (1656)

Proposicion I. Lema.

Si se proponen series de cantidades aritmético-proporcionales (sic)
(o de acuerdo con la sucesién natural de nameros), continuamente cre-
cientes (piense en 0,1,2,3,4,...), comenzando con el punto o 0 (cifra
o cero), el propoésito es investigar qué relacién guarda el total de todos

ellos con la suma de iguales tomando el mayor de ellos#3. 4 Se usa la notacién del original asi co-
mo el cambio en el tamario del tipo de le-
Se investiga de manera simplisima en estos y en subsecuentes problemas tra con el cual Wallis, y los editores origi-

nales, separan los comentarios del texto
principal utilizando tamafio normal que
contrasta con un tipo mas pequefio.

semejantes, el asunto mismo a realizar durante algtin tiempo, se observa la
razén de los resultados y se comparan entre si, de modo que por induccién

pueda finalmente conocerse la proposicién universal.

Es entonces, a modo de ejemplo 0+1 *1 0+1+2:3*1 O+1+2+3=6 *1
' P T T2 21212=6 2/3+313413=12 2
O0+1+2+3+4=10 1 0+1+4+2+3+4+5=15 1 0+1+2+3+4+5+6=21 1

4+4+44+44+4=20 2'5+54+5+5+5+5=30 2'6+6+6+6+6+6+6=42 2
Y del mismo modo, cuantos se quiera agregar, se obtendra siempre como ra-

z6n un medio#® y entonces (se obtiene) 4 En el original ratio subdupla, es decir

Proposicién I1. Teorema.

Si se suman series de cantidades aritméticamente proporcionales (o
de acuerdo con la sucesiéon natural de ntimeros), que crecen continua-
mente comenzando en el punto o cifra 0 y ya sea en nimero finito o

infinito (lo que no serd causa de discriminacién>°) serd ésta (compara- 5 Es decir, el que se considere una can-
tidad finita o infinita de términos no se-
rd causa para invalidar la afirmacién, lo

) ) . . cual harfa levantar la ceja a cualquier
Por supuesto, si el primer término es 0, el segundo es 1 (de lo contrario se matematico después de Weierstrass.

da) con una serie de iguales, tomando el mayor, como 1 es a 2.

. . . I+1 .
requerird modificar) y el altimo fuera I se tendrd la suma + I (sera también,
segtn el caso, el nimero de términos ! + 1) o (dado el ntimero de términos a,

cualquiera que sea el segundo término), %al .

Proposicién 11I. Corolario.

Se concluye qued® tridngulos con paralelogramos (sobre bases iguales e 51 En el original dice “Triangulum ad Pa-

igual altura) son como 1 a2 rallelogrammum est 1 ad 2” se sobreen-
’ tiende que habla de comparar las areas.

Entonces los tridngulos constan de infinitas rectas paralelas casi arit-
méticamente proporcionales (sic.) que inician en un punto y cuyo ma-
ximo es la base, (como se mostré en pr. 1 y 2 en nuestro libro de
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Figura 5: Figura similar al del original
de Wallis: Proposicién III. La intrigante
figura curvilinea aparece tal cual en el
original, sugiere o indica que el mismo
argumento para calcular dreas de tridn-
gulos se aplica a tal clase de figuras.

secciones cénicas (sic.)), los paralelogramos con bases iguales también
(como es evidente). Por lo tanto, por tal motivo, estos son como 1 a 2
(por la precedente (proposicién)). Lo que estaba por demostrarse.

Proposicion XIX. Lema.

Si se propone series de cantidades en razén aritmética-proporcional
duplicada (sic) (o de acuerdo con la serie de los cuadrados de los nt-
meros), que crece continuamente que comienza en el punto 0 (pensada
como 1,4,9,16,...) el prop6sito es investigar ;cudl es la razén de esta
serie con la de la suma de iguales tomando el mayor de ellos?

Se hace la investigaciéon por medio de induccién (como en la proposicion I)
se tendra 0+1=17§71+1 0+1+4=5 71+l 0+1+4+9=147171+i
Y "1+1=2 6 3 6'4+4+4=12 3 12'9+9+9+9=36 18 3 18
0+14+4+9+16=30 3 _ 9 1 1 0+14+449416+25=55 11 1 1
16+16+16+16+16=80 8 24 3  24"25+4+25+25+25+25+25=150 30 3
O+1+249+16+2 +36 =91 —E—1+—Yasisecontin1’1a La
36+36+36+36+36+36+36=252 36 3 36 '
razoén que se obtiene es en todas partes mayor que un subtriple (sic), o % Sin

embargo, el exceso decrece perpetuamente cuando se aumentan el niimero de

términos, obtenidos %, ﬁ, 11—8, i, %, 31—6, etcétera, dado que aumenta el deno-

minador de la fraccién, o el resultado de la razén, agrego que en cada lugar
serd el nimero de seis veces (como es evidente), de modo que el exceso de

la razén original quede por encima de un tercio®?, seis veces el niimero de 52 Se tradujo “subtriple que tiene la uni-
) ple q
dad”, simplemente como lo que quiere

términos después de 0.
P decir, o sea 1/3.
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eArithmetica Infisitornm. .

® S d V E
‘NOVA METHODUS INQUIR ENDI
in Curvilineorum Quadraturam , aliaqs
dfﬁcﬂiam Mathefcos Problemata.

PROP. 1. Lewima.

72 1 proponatur feries Quantitatum Arith-
D7 Metice-propertionalinm ( five juxta natu~
2%) ralé numerorum confecutionem ) conti=
9 Jsis e crefcentium, a pun&o vel o(ciphra,
Gay @ feu nihilo)inchoatarum, ( putaut o, 1,
T 253,4.&c.) propofitum fit -inquirere,
~quam habeat rationem earum omnium aggregatum,
ad aggregatum totidem maximz zqualium.

Y ;

Simplicifimus invefligandi modus, inhoc & fequentibus a-
liquot Problematis, cft, rem ipfam aliquoufq; praftare, &ra-
tiones prodeuntes obfervare atq: invicem comparare; ut in-
-dadtione tandem univerfalis propofitio innocefca.

() ki . + - '-+ T —
Ef igitur, exempli gratia , .'"'----._..'r : o i, AT
. L

AR _q
2tat =45
o‘l‘]+:+3_.6, " o+|+1+3+4___.]o

;+3+3+;=]2=" a?‘_,t'l':'fq_‘faz_g =3
oti1tatat i feg—1¢ T 0+1-|-1+3-I_+i+5+6=21__ 5

2:+T+ S¥sTsTs—=30 =" 676t6tofotb6t6_g2 >

‘Etpari modo, quantumlibet progrediamur, prodibit fcrxper

iratio fubdupla, Adcbq; -.-- :
Cec g PR.OP.
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7 Arivhmetica Infinitornm.  Prop. 2,3.

PROP. 1L  Theoreme,

N

portionalium  five juxta naturalem numero-

rum confecutionem ) continue crefcentium , a
puncto vel o, inchoatarum, & numero quidem xel fi-
pitarum velsinfinitarum (nulla enim difcriminis caufa -
erit,) erit illaad feriem totidem maximaz zqualium,
ut 1 ad 2.

Slfumatur {eries quantitatum Arithmeticé pro-

Nemipe, fi primus terminus fic o, fecandus 1 , (nam fifecus, .
moderatio adhibenda erit,) & ultimus ! erit fummul—*%l- L

(eritenim, co cafu, numerus terminorum [+ 1, ) vel , ( pofito
namero terminorum 4, quantufcung; {it terminus fecundus ) :
p ] I

¢

" PROP. 11L.  Corollarism. -

Rgo, Triangulum ad Parallelogrammmnm ( [uper &--
E qm[z?baﬁ, eque altum,) eftnt 3 ad 2. |

;3;;@3 f ' ; Triangulum:



Prop. 15. Avithwetica Tnfinitorum, s

MT, &c. {int ut 1,2,3,4, &ec.
( per conftruftionem (piralis:)
& propterea curvz MT, MT,

fint in re&arum ratione dupli-

cata (per prop.11:) nempe ut

1,4,9,16,&c, erunt ipfa feg-’
menta continua, MT, TT, &c.
ULy, 4=—1, 944y 36 —~9y°
Quod ¢rat demonftrandum,

SCHOLIUM,

Tota hzcde longitudine linez fpiralis doftrina , continuis

' Tlatuordccim propolitionibus jam tradita, eft apud Archime-

&e. (iftis re&is conterminz)

em in libro de lineis Spiralibus penirus omiffa - Neiclo anab

allo quopiam ex recentioribus tradica fueric.

PROP. XIX. Lenma,

tione Arithmeticeé-proportionalium, (five juxta
: feriem numerorum quadraticorum, ) continug
crefcentium, a puncto vel o inchoatarum, ( puta ut
0, 1,4,9, 16, &c. ) propofitum fit inquirere, quam
habeatilla rationem ad feriem totidem maximz -
qualium ?

S I proponatur feriesQuantitatum in duplicata ra=

Fiat inveftigatio per modum indu&ionls; ( tit in prop. %
ofy —1 , otit =% Lop A
ﬁqi l+l s 18,

e==dawitie 4'1.—4—.}—4';'1—2 = 3
ottt ¥g—14

- n+|+4+9+lﬁ_¢_30

- = L —— L
otototg =136 te=1% Y ST er1eti680 =V =
2 $r.* ot 1 fstotr6tac—ss e $44..

ra=iT3,. a5tagTagTagtaqTig =150 ™ .
i «

57



58

16 Arithmetica Infinitorum, Prop. 20.
obtytratotibtagt s .= o1 . g
.gar.;eﬂof;@-l-sgi-;é t,6 = 253 =3t=131%. Et fic de
inceps:

Ratio proveniens eft ubig; major.quam fubtripla, feu §.
Excelfus aatem perpetud decrelcic prout numeras  termino-
am atlgetur; pllfi' %:%l 3 7:-3 » -:t 3 F:Ln-, "f¢ &C‘; au&n ﬂiﬂ]i‘-
rom fraltionis denominatore,live coniequence rationis, in fine
gulis locis numero femario, ( wt patet,) ut it rationis prove-
nientis exceffus fupra fubtriplum, ca quam habet anitas ad fex- -
tuplum numeri terminorum poft o, adeog; --~-

PROP. XX Theorema,

ratione Arithmetice-proportionalium (five jux-
ta feriem numerorum quadraticorum ) conti-
nue crefcentium, a pun&to vel o inchoatarum ;5 ratio
quam habetilla ad feriem totidem maxime zquali-
um, f{ubtriplam fuperabit; eritqs exceflus, ea ratio

SI proponatur f{eries quantitatum in duplicata

-quam habet unitas ad fextuplum numeri terminorum

poft o5 five,quam habet radix quadratica termini
primi poft o, ad fextuplum radicis quadraticz termini

maximi.

l}u;a( fi t:lr:linus poft o primus ponatur 1,% ultimi lacus )
~ 24 "MI 1% Vel(pofito numero terminorum a , %
" :
1

d=~=0""

nltimilatere !,)-:'l N 6

: Patet ex Prop. przced. '

Chm autem crefcente numero terminorum, exceffus ille {u-
pra racioné {ubcriplum ita continpo minuatur,ut tandem quo= -
libet affignabili minor evadar, ( ut pate;) {1 in infinitum pro-
cedatur, prorfus evaniturus eft. Acog; === '

. PROP.



Euler descubre la suma de series finitas
mediante el término general

En un articulo de 1741, Euler33 se interesa en usar series de Maclau- 53 Leonhard Paul Euler. Inventio sum-
mae cuiusque seriei ex dato termino generali.

rin para calcular sumas de series finitas cuyo término general se puede X
(1741). Euler Archive - All Works. 47., b

escribir en términos de una funcién. En la época de Euler son bien co-

nocidas las sumas de las series geométricas y aritméticas>*, pero Euler 54 Una serie ag + a1 + - - - + a, es aritmé-
tica si para toda n la diferencia a,41 —

. . . a, = d, donde d es una constante y es
general para cualquier suma finita, como veremos. Por ejemplo, en la geométrica si el cociente a,.1 — a, = 7,

serie 12 + 22 + - -+ + 12, el término general se puede describir con la donde r # 1 es una constante. Se cono-
cen las férmulas para las sumas

fue mucho mas alld de lo conocido, de hecho, encontré una férmula

funcién f(x) = x2, poniendo x = 7, la férmula que da Euler para la

suma S, es i’li _ ()@ +a)
¥Ry = 2
5= ? T ? T 8 si la serie es aritmética y
Al trabajar ciertas formulas en los cursos universitarios, los estu- n 1 _ il
diantes aprenden la técnica de induccién matematica, pero no quedan =0T

convencidos, en absoluto de la validez de las férmulas s6lo con el ar- si la serie es geométrica.
gumento inductivo. Esto ocurre, dado que en realidad su interés esta
mayormente en saber de dénde se obtienen tales férmulas, mds que
en saber como demostrarlas. la deduccién de férmulas de sumas de
expresiones algebraicas no es trivial. Si bien, algunas férmulas pueden
ser deducidas facilmente sin las técnicas de Euler, veremos algunas
que, sin la técnica que se estudia en este capitulo, estan fuera del al-
cance de lo que puede hacerse con operaciones e intuicién elementales.

En el pérrafo 12 del Inventio sumae (op. cit.) escribe Euler: Sea
S=A+B+C+D-- -+ X(x). (40)

Claramente S = S(x) y deberfamos escribir realmente, para ser mas
claros, la férmula (40) como

S(x) =X(1)+X(2)+---+X(x—1) + X(x), (41)

de donde, siguiendo a Euler, al sustituir en (41), x — 1 en lugar de x,
se tiene

S(x—1) = X(1)+--+X(x—1)
= 5(x) - X(x), (42)
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Pero ademads, el gran matemético dispone de la serie de Taylor para
S(x —1) (aqui presentada con notacion distinta a la del original) dada
por,
/ 1 " 1 "
S(x—l):S(x)—S(x)—i-ES (x)—ys (x)4+---. (43)
Se requiere ahora un breve paréntesis, la férmula (43), la ha obtenido
previamente (en el parrafo 8 op. cit.) para cualquier expresiéon de la
forma X(x 4 a), donde X(x) = x™, recuerde que nos interesan las
potencias de nameros. Por ejemplo, en el parrafo 6 escribe, para X(x +
a) = (x+a)"
max™ 1 m(m—1)

m __ m
(x+a)" =a"+ Tt

expresion que, como recordara el lector, era conocida por Newton y

x4 (44)

Taylor y de particular interés cuando m no es 1,2,3, ..., sino posible-
mente un nimero negativo o razén de enteros. Ahora regresamos a
nuestra férmula (43), la cual es obtenida de (44) poniendo a = —1, es
decir, del desarrollo de Taylor

S(x+a) = S(x) + 75'(x) + ;—2!5”(9() oo

poniendo a = —1, se llega a la férmula (43) y comparando (42) y (43)
se obtiene

1
58"+ 43)

Observe que de alguna manera Euler ha invertido la ecuacién que

X(x) = 35'(x) ~ 5,"(x) +

ponia a S en términos de X (en la ecuacién (41)), para tener X en
términos de S y sus derivadas, y pasaréd, a partir de este momento, de
una expresion a otra hasta obtener el resultado que desea mediante
férmulas de recurrencia, asi en el parrafo 15 escribe: Péngase entonces

§'(x) = aX(x) + pX'(x) + 4 X"(x) + -, (46)

donde &, 3, ... son constantes por determinar. Entonces integrando la
ecuacion anterior

S(x):ac/de+/5X+'yX’+~~ 47)
Integrando (45)
/de:S(x)+...
Ahora, derivando (46)

S//(x) — 0CX/+ﬁXH+"'
S/"(x) — DCXN +‘BX/" + ..



Sustituyendo estas series en (45) se tiene

o 1/ 1 " 1 "
1
= i{wX+ﬁXﬂ+7X”+'~)+
1
—op (@X X" ) +
+%@XWHMW+~)+“q

por lo tanto
1 1 1
0z(¢x—l)X+<[3—2!a)X’+<7—2![3+3lzx>+~~,

y aqui aparecen un poco escondidos y salvo factores constantes, los
famosos nimeros de Bernoulli>>

a = 1
1
B = n“

1 1
Y = 21 —5“ (48)

1 1 1

para Euler este logro no pasa desapercibido y escribe3®: Entonces debe-
mos estar contentos por nuestro sistema de que la serie de coeficientes continiie
libremente, lo cual se puede obtener ficilmente a partir de la ley de progresion,
donde se refiere, por supuesto, a las férmulas en (48). Finalmente se
llega a la férmula para la suma, utilizando los coeficientes de (48) y la
ecuacioén (47)

X "(x ®) X (5) X
St) = /X(x)dx+ Xz(! Ly }ef!éz) - 6!( = X7! ~(6> o @)

note que no aparecen derivadas pares en la expresién anterior dado
que los nimeros de Bernoulli correspondientes son cero. Establecida
la féormula (49), Euler aclara, apropiadamente, que al calcular [ Xdx se
debe agregar una constante que S(0) = 0 y procede a dar ejemplos.
Ejemplo 1 (pérrafo 21 op. cit.). Sea X(x) = x, la serie a sumar es
1+2+---+x = S(x). Dado que [xdx = x?>/2+cydado que X' =1,

2 1
X" =0, se tiene de la formula S(x) = % +c+ % + 3 Al poner

5(0) = 0 se tiene que ¢ = —1/12 y, finalmente, se llega a la férmula>7
X2+ x
S(x) = T

Ejemplo 2 (pdrrafo 21 op. cit.). Si mas aun, X(x) = x? la serie co-
rrespondiente serd S(x) = 1+22 432+ .. +x2, se tiene [x2dx =

61

55 Los ntimeros de Bernoulli By se obtie-
nen mediante los polinomios de Bernou-
1li Bi(t) los cuales satisfacen las relacio-
nes de recurrencia siguientes:

Bo(t) = 1

B = KBa(t) (k>1)
Be = Bi(0) (k#1)

Bzm+1 = 0 (TVIZl)

% Pro instituto ergo nostro contenti es-
se debemus seriem coefficientum quous-
que libuerit continuasse, id quod ex lege
progressionis facile perfici potest.

570 bien, poniendo x = 1,

n(n+1)

14243+ 4n=——




62

x3/34+c¢, X' =2x, X" =2, X" = 0y asi la suma de la serie es>®

x3 x2 X

Con la técnica establecida se puede ir mads alld de lo ya conocido,
por ejemplo con X (x) = x", Euler escribe

X ™ p(n—1)(n—2)x" 3

142" 43" 4 42" =

n+1 2 2-6 4!30

Férmula que Wallis le hubiera agradecido algunos afios antes>9. En-
seguida Euler da una tabla de sumas para 142" 43" + - . - + x" hasta
n = 16 (parrafo 23 op. cit.). Pero Euler no ha hecho todo este traba-
jo para quedarse con algo tan convencional® y procede a estudiar la
suma finita de series de racionales (parrafo 25 op. cit.) por ejemplo
X(x) = 1/x. Entonces [ Xdx = [1/xdx = logx+Cy X' = —1/x?,

" _

x"'= —1.2-3/x3, etcétera. Asi concluye que
1 1 1
S(x) =Clogx+ o0 — o T g T

Euler aclara que la constante C no puede eliminarse y decide estimarla
dado que conoce lasuma1+41/2+41/3+---+41/10, asf como también
conoce el log 10 encuentra que

C = 0.5772156649015329

Esta constante C que hemos deliberadamente escrito con mayuscula,
es la famosa constante de Euler-Mascheroni®® y todos los digitos son
correctos salvo el tdltimo. Debo agregar que esta constante es una de
las mas misteriosas actualmente y no se ha determinado aun si es un
numero racional o irracional, ademads de muchos otros misterios. Euler
procede entonces a calcular las sumas finitas de los reciprocos de los
naturales, se sabe que la suma infinita diverge, pero estd decidido a
calcular algunos términos y lo hace para x = 10,100, ...,1000 000, por
ejemplo

1 1
1+-+-+---+ = 14.3927267228657236

2 3 1000 000

con lo cual es claro que si bien la serie diverge, lo hace muy lentamente.

Muchas otras consideraciones interesantes contiene el articulo que
estamos estudiando, pero es de interés para conocer el grado de co-
nocimiento de Euler antes de llegar a la suma del capitulo anterior
de /6, la estimacién de sumas finitas de la serie de los reciprocos
de los cuadrados (parrafo 31 op. cit.). Considerando la serie 1 4-1/4 +
1/9+---1/x2, se tiene X(x) = 1/x2, fl/xzdx =—1/x, X' = —-1/x3,

X" = —2.3.4/x5, etcétera. Concluye que

1 1 1 7
S—C—>-4 ~— — ~ 4.4
x+2x2 6x3 +6x15

58O bien, poniendo x = n,

nn+1)2n+1)

1422434+ +n? = 3

+>+ - +oe

nn—1)---(n—14)-3617x"15 N

16!510

% Como el lector puede observar la fér-
mula puede usarse para calcular me-
diante particiones la integral de x" por
el método de Wallis.

% Bernoulli, previamente habia calcula-
do una tabla hasta n = 10 que apare-
ce la pagina 97 en el “Ars coniectan-
di, opus posthumus”, Bernoulli, Jakob,
Basileae, 1713, ETH-Bibliothek Ziirich,
Shelf Mark: Rar 4983 Persistent Link:
https://doi.org/10.3931/e-rara-goo1.

* Actualmente la constante de Euler-
Mascheroni se denota por 7 y se define
como

k=1

. = 1
ry—nlggo(zklogn>.



donde C es una constante que debe determinarse como un caso especial®?.
Procede el gran matemadtico a calcular C tomando x = 10 en la férmula
anterior, de donde determina que

C = 1.64493406684822643647

lo que da el valor exacto de C = 72/6 con veinte cifras decimales, ilo
que evidencia que Euler sabia lo que decia cuando calcul6 la suma in-
finita!, como se vi6 en el capitulo anterior. Pero més atin, sabia el valor
de 7T, antes de ser capaz de calcularlo, dado que Wallis (vea la férmula
(26)), encontré una forma eficiente de calcularlo mucho antes que Eu-
ler. Las citas de Euler a la obra de Wallis, solo en el articulo Inventio
sumae se refieren a los factoriales a los cuales llama “progresiéon hiper-
geométrica dada por Wallis: 2, 6,24,120,720,5040” (parrafo 17, pagina
15 op. cit.), lo cual es una pequefia muestra del conocimiento que tenia
Euler de la Obra de Wallis.

Validez de la arqumentacion de Euler

En la matemadtica contemporanea, la férmula de aproximacién de
una suma de una serie finita mediante integrales del término general
esta contenida en el siguiente teorema®3.

Teorema [Férmula para sumar de Euler-Mascheroni]. Suponga que
la derivada de orden 2m de y(t) es continua en [1,n], para algunos

enteros m > 1y n > 2, entonces

_ " y(n) +y(1) & B
Y ulk) = /1y(t)dt+2+i§(2?)!
1

(2m)! /1ny 1) (1) By (£ — |1])dt,

donde |t| representa la funcién “mayor entero menor o igual a t” y
By (t) son los polinomios de Bernoulli dados por las férmulas

Bo(t) = 1
Bi(t) = kBy(t) (k
By = B(0) (k#1)
> 1),

v

1)

Bowi1 = 0 (T}’l

La demostracion del teorema anterior (vea por ejemplo la pagina
35 del libro de Kelly y Peterson, op. cit.) requiere solo integraciéon por
partes y las propiedades de los polinomios de Bernoulli enunciadas en
el teorema.

(D (n) -y (1))
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2 Ubi constantis quantitas ex casu spe-
ciali debet determinari

% Kelly W. G. y Peterson A. C. Difference
Equations. Academic Press 1991
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A continuacién presento mi versién de las partes relevantes del ar-
ticulo original de Euler® cuyo titulo original es “Inventio summae
cuiusque seriei ex dato termino generali”, el cual se traduce literalmen-
te como: Invencion de cada suma de una serie dado el término gene-
ral. Desafortunadamente, la palabra “inventio”, invencién, ha perdido
el sentido en espanol a lo que, a mi parecer, se aproxima mejor con el
titulo actual. El andlisis realizado en las secciones anteriores comienza
en el parrafo 12, sin embargo se incluye la traduccién desde el pri-
mer parrafo hasta el tercero, ya que proporcionan el contexto histérico
dentro del cual se inscribe este articulo. Es posible pasar directamente
al parrafo 12 sin mayores contratiempos dado que los pérrafos 4 a 11
tratan temas del Calculo diferencial e integral incluido en los cursos
universitarios estandar.

Traduccion del latin del articulo original de Euler:
Foérmula para calcular cada suma de una serie dado el término
general

1. Dado que en la disertacién anterior expuse el método geométrico
de la suma de series, donde habia considerado diligentemente e inves-
tigado analiticamente el mismo método de suma. Vi que aquello que
expuse geométricamente se puede deducir de un método particular de
suma, que ya mencioné hace tres afios en la diferenciaciéon de la suma
de series. Pero después, no pensé mds en eso. Por lo tanto, después
de haber investigado a fondo el poder del método analitico, descubri
que contenia no solo la férmula geométrica que habia sido descubierta,
sino también que, con su ayuda, perfeccioné aiin mas, mediante la adi-
cién de varios términos, de forma que, al ultimo, se presenté la suma
absoluta y verdadera. Sin embargo parece sumamente dificil encontrar
los mismos términos de forma geométrica.

2. Sin embargo, en esa disertacion sobre la suma de series, si habia
un término general de alguna serie fuera x y su indice 1, presenté la

siguiente forma de forma universal para el término de la suma®5

ldx 1 dx
12dn 720 dnd

a partir de lo cual los diferenciales de x, dado que se supone®® que x

X
d ot
/x n+2+

estd dado por #n, seran destruidos por las potencias del diferencial dn,
que se supone constante; de tal manera que se obtenga una suma al-
gebraica, si efectivamente xdn admite integracion. En la integraciéon de
xdn, se debe agregar una constante tan grande que toda la expresién
desaparezca cuando n = 0.

3. Por tanto, decidi profundizar en esta férmula y su uso con mayor

% Leonhard Paul Euler. Inventio sum-
mae cuiusque seriei ex dato termino generali.
(1741). Euler Archive - All Works. 47., b

®La férmula original de Euler es

x dx By :
Jxdn + 3 + Todn ~ 7200m% 5€ escribe en
el texto principal en notacién moderna
para facilitar la lectura, no olvide el lec-
tor que x = x(n).
®j.e., se entiende aqui que x es funcién
de n.



precisién en este ensayo. En primer lugar explicaré el método median-
te el cual obtuve esa férmula: porque el andlisis que he utilizado en
este asunto es singular y proporciona una serie de puntos de andlisis
bastante sobresalientes, en parte nuevos y en parte ya conocidos, pero
que, que yo recuerde, nunca se han demostrado de manera suficiente-
mente clara.

Los pdrrafos 4 a 11 tratan del cdlculo diferencial e integral contenido en los
primeros cursos universitarios, por lo tanto se pueden omitir y pasar directa-
mente al pdrrafo 12.

4. De la naturaleza del cdlculo infinitesimal se sigue que si fuera y,
de alguna manera, dado por x y ciertas constantes, y si en lugar de x
se pone x + dx entonces y se convierte®” en y + dy. Si x aumenta atn
maés con el elemento dx, o x cambia®® en x + 2dx, entonces en lugar
de y se tendra® y + 2dy + d?y. Si de nuevo x crece en el elemento dx,
y se transforma en y + 3dy + 3d%y + d%y, donde los coeficientes son
los mismos que en las potencias del binomio. De aqui se sigue que
si en lugar de x se pone x 4 mdx, entonces y debera tener la forma:
y+ dy + Mty MR Py 4

5. Ahora sea m un ndmero infinitamente grande para nuestra teoria,

porque mdx puede denotar una cantidad finita, poniendo x + mdx en

lugar de x serd el valor que y tendra el siguiente: y + 5 dy + %dzy +

m®_ 13 mt g4 : _ _ o

1534°Y + 15334°y + - - -. Si ahora se hace mdx =aom = f, 512por
. 2

x se pone x + 4, se llega a que y tiene la forma y + %% 1‘%257% +

%% + .-, enla cual todos los términos son de magnitud finita7°.
6. Ahora la misma serie, cuyo mismo valor y se exhibe transformado,
si en lugar de x se pone x + 4, lo que fue primeramente producido por
Cl. Taylor”* en “Methodo Increm. inu.” y que a muchos sobresalientes
usos se aplicard. Primero se sigue, por supuesto, la elevacién a cual-
quier potencia de un binomio. Si se quiere el valor de (a + a)™ se pone
y = x" y sera (x +a)™ el valor de y, si en lugar de x se pone x +4, ya
que se tiene dy = mx™"1dx, d?y = m(m — 1)x™~2dx? y, por lo tanto, se

1 m—1 _ 2.m—2
tiene (x 4 a)™ = x™ 4 M 4 m(m %)g x

7. Taylor contintia con esta serie para encontrar la raiz de cualquier
ecuacioén, lo que logra de la siguiente manera. Si una ecuacién cual-
quiera a saber Z = 0, que envuelve la incégnita z, donde Z depende
de la incégnita z. Luego toma x como un valor casi igual al propio z,
y la cantidad de Z que se produce si x se pone en lugar de z , la pone
igual a y, de modo que y = 0, si x fuera el verdadero valor de z.

8.
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7 En notacién moderna, si y = f(x), en-
tonces, bajo las condiciones apropiadas
de diferenciabilidad,

y(x+dx) = f(x) + f(x)dx = y + dy.

% La notacién x + 2dx, y en general, x +
mdx estdn completamente en desuso.
% En este caso, sustituyendo como en la

nota anterior, en el argumento de y: x +
dx,

y(x +dx) + d(y(x + dx)) = y(x) + dy + d(y + dy)
=y+2dy +d%y.

7 Aqui Euler con una notacién en
desuso llega a la férmula de Taylor que
presenta y cita en el siguiente parrafo.

7t Brook Taylor. Methodus Incrementorum
Directa et Inversa. Londini : Typis Pear-
sonianis prostant apud Gul. Innys ad In-
signia Principis in Coemeterio Paulino,
1715
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12. Establecido lo anterior, temas menos pertinentes con el asunto que
se persigue, regreso a las series. Sea entonces la serie A+ B +C+ D +

-+ X, en la cual A denota al primer término, B al segundo y X a
aquel término cuyo indice es x; de esta forma X serd el término general”>
de la serie propuesta. Péngase también la suma de tal desarrollo A +
B4+C+D+---+X =S, donde sera S la suma final”3, aunque tanto
S como X, si la serie fuera determinada, estardn compuestas de x y de
constantes.

13. Ya que S exhibe la suma de todos los términos de la serie, los
cuales dependen de x, si en S en el lugar de x se sustituye x — 1, se
tendra en la suma, que termina antes del dltimo término X, quitando
la X. Por lo tanto, con tal sustitucién se pasard de S a S — X. Si se
compara entonces esta con la suma anterior, se tiene S=y y a = —1,

por lo tanto, el valor de S serd transformado en S — X y serd igual74 a

3
5_1d5+1d52 1 ds

Tdx T 12343

14. Entonces, con la ayuda de esta ecuacion, el término general de cada
serie se encuentra a partir del término de suma dado. Ahora bien, co-
mo por lo demads es facilisimo, serfa superfluo utilizar este método pa-
ra encontrar el término general a partir de la suma. Esto sucede de ma-
nera mas conveniente con esta ecuaciéon, de modo que se desarrollan
los términos individuales y, por lo tanto, se puede acomodar a usos
particulares. Conocida la serie X = %% - %dis 24 115 3 "d’fﬁ —
entonces el método permite invertir y a partir de término general X se

determina la suma S, lo cual es el maximo objetivo de este articulo.

15. Por lo tanto, supongamos 7 ds =uaX + ﬁ + ’yde + (de3 —i—ed £+
, también sea S = w [ Xdx + BX + 'y + Jd X + . Se tendra en-

d3X
dx2 +ﬁdx3 dx4 +

x
. s _ d4X . s _ ,dtX
'Y aE = dx3 + ﬁdx4 24 ademas dx Ry +-

a2 s _ #2X #BX )
tonces 73 Dédx + B +"rdx3 +- y
, etcétera.
16. Luego, se sustituyen estas series en el lugar del término superior

de la serie, y los términos similares se comparan entre si, y de ninguna
manera se suponen iguales. Hecho esto, se determinaran los coeficien-

72 El “término general” es el que define
la suma.

73 Aqui, “terminus summatorius” se tra-
duce como “suma final”, i. e. la suma de
la serie.

74 Esto se obtiene por la férmula en el pa-
rrafo 5.
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tes w, B, y etcétera, de tal forma que quede como sigue:

o = 1
&
2
_ B
T T 2756
_ Y B, &
0= 76T m
_(57,8 o
€ = 276724 10
e 6 v P o
¢ = 276 24 120 70

etcétera.

17. Entonces, los coeficientes «, 8,, 6 etcétera, constituyen una serie
de tal indole que cada término estd determinado a partir de todos los
anteriores, siendo el primer término igual a 1. Ahora bien, los ntime-
ros por los que se debe dividir cada uno de los términos anteriores
constituyen una progresién, llamada por Wallis, progresiéon hipergeo-
métrica: 2, 6,24,120,720,5040, etcétera. Sin embargo, si se compara la
misma con la serie de coeficientes «, 3, v, etcétera no creo que se pueda
ofrecer un término general para ella.

18. Para nuestros fines debemos estar contentos con la serie de coefi-
cientes que cualquiera puede continuar, ya que por la ley de la progre-
sién se puede hacer facilmente. Encontré también la serie que sigue:

U I Y S S
1-2 1-2:3-2 1-2-3-4-5-6
+ ! +0— 3
1-2-3-4-5-6-7-6 1-2-3-4-5-6-7-8-9-10
-0 + ; + 0— L
1---11-6 1---13-210
o4 35 Lo- 3617
1..-15-2 1---17-30
en la cual es una serie notable?>, en la cual todos los términos pares, 75 {Los ntimeros de Bernoulli aparecen en
excepto el segundo, son cero. esta serie!
19. Si se sustituyen en lugar de «, 3, 7, etcétera estos términos, se obtie-
nen los términos de la suma S = f Xdx+ % + 1,2?3,2 % — 1_2_3?4,5_6 L;%( +
1 &HX 3 d77X+5d97X+ 691 d“X+ 35  dBX
T2345676 dx> 12345678910 dx/ | 1116 dxd | 1--13-210 gxil ' 1152 13
3617 dBX
T---17-30 dx15

20. Tales series tienen un insigne uso para calcular las sumas de las
progresiones aritméticas, en cuyos término general x nunca entra en el
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denominador. Puesto que, por esta razén, x tiene en todas partes ex-
ponentes enteros positivos, sus diferenciales eventualmente se anulan
y la serie terminara, de modo que el nimero de términos en la suma
en si, serd finito. Al encontrar que todos los términos que no contienen
x pueden eliminarse inmediatamente, porque en [ Xdx se debe agre-
gar dicha constante, lo que hace que se convierta en S = 0, poniendo
x=0.

21. Para que sea maés claro el uso de tales férmulas, conviene dar al-

gunos ejemplos. Sea X = x cuya serie de sumases 1 +2+3 +--- + x.

2 2
Dado que [ Xdx = %, tendrd suma S = 3, es por tanto, %X una

constante y, por lo tanto se elimina, y la sucesién de derivadas esponta-

neamente termina. Si se continua con X = x? su serie correspondiente

es1+4+9+ - +x% Se tiene [ Xdx = ’g—sy% = 2x y por lo tanto

3 2
la suma serd, S = % + % + £.

22. Si ahora se considera una serie general de potencias de ntimeros

naturales 1+ 2" + 3" +4" +5" + ... cuyo termino general es x". En-
P
n+13’
ftzrenciales como siguen: ‘% = nx"1, ‘27)3( = n(n—1)(n —2)x"3,
?17)5( = n(n—1)(n —2)(n —3)(n — 4)x" 5. Serén entonces propuestos
los siguientes términos para la serie de sumas

tonces, se tiene X = x" y [Xdx = Se tienen también las di-

n+1 n

X X

S = ++ —~

nx™ 1 n(n—1)(n—2)x"3 n n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)x">
n+1 2 2-6 2-3-4-30 2-3-4-5-6-42
nn—1)---(n—6)x"7 nn—-1)---(n—8)-5x"38 ~n(n—1)---(n—10) - 691x" 1

2-3..-8-30 2-3---10- 66 2-3---13-2730
nn—1)---(n—12)-7x" 13 nn-1)-- (n—12)-3617x" "1

+ —

2-3---14-6 2-3.--16-510

Para que el calculo de esta serie se prosiga, conviene que la serie ante-
rior para «, 3, <y, etcétera se continte.

23. A partir de esto, por lo tanto, para la serie cuyo término general
es x" se puede construir la suma especial de potencias de la siguiente
manera?®77:

76 En el original, Euler abusa de la nota-
ci6n escribiendo [ x" por YX_; n’. Para
evitar confusiones no se sigue al original
sino que se escribe a tabla en notacién
mas moderna.

77En el original Euler escribi6 la tabla
completa parar = 1,2,...,16, la cual se
omite para una lectura mds breve.
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140x3  3617x

inl = x2+x

= 2 12

Y2 = ©o x

o] 3 2 6

T A

—~ 4 2 4

inlé _ L"+Lm+@_14x13+gx11_143x9+260x7_1392x5
= 17 2 3 3 3 3 3

24. Pero si x no tiene en todas partes exponentes positivos en el tér-
mino general de la serie, la expresién de la suma consta de infinitos
términos, porque series de este tipo no admiten suma general, sino
que involucran cuadraturas desconocidas. Entretanto, sin embargo, he
observado que con la ayuda de este método se puede aproximar fa-
cilmente una serie de este tipo, lo que tiene una marcada ventaja en
series que convergen poco y que, de otro modo, son dificiles de ser
sumadas. Ensefiaré con ejemplos que tan eficiente es este método.

25. Primero consideraré la series armoénicas y antes que otras esta

1+ % + % + % + -+ cuyo término general es % Sea S, la suma bus-

cada. Es entonces?”® X = %y J Xdx = Const. + logx. Por lo tanto,

dX _ -1 X _ 123 &PBX 12345

dx = x27 dx3 T xb 7 odx® T x0

obtiene S = Const. +Inx + %
691 1

32760x12  12x14
be ser encontrada suponiendo que x = 0 da S = 0. De hecho, para

, etcétera. Sustituyendo esto se

_ 1 1 1 1 1
22 T 0 ~ 52 T 208 T 1320 T
+ - --. Donde la constante (de integracién) afiadida de-

todos los términos infinitamente grandes, la constante no se puede
determinar.

26. Para determinar la constante es conveniente otro caso cuya suma
de la serie es conocida y que se obtiene si se agregan cierto ntimero de
términos en la suma. Consecuentemente, si se agregan 10 términos ini-
ciales 1+ 1 4+ %+ - {5, se obtiene la suma igual a 2.9289682539682539,
la cual debe ser igual a la suma de aquellos términos de la férmula

1 1 1 1 1
a saber, Const. +1n10 + 57 — 1550 + T200000 — 252000000 T 22000000000 —

15

Tsooaooao + - - - - De hecho, dado que In 10 = 2.30258509292994045684

la constante (de integracién)7® afiadida es igual a 0.5772156649015329,
una vez que se hace esto, se encontrard la suma de cualquier niimero
de términos de esta serie.

27. Asi, investiguéSo la suma de 100, 1000 y 10000, etcétera términos
de la serie 1 + % + % + % + % + -+ y encontré lo que sigue®™:

3 510

7 Const. es una constante de integracion,
por el momento indeterminada, por su-
puesto.

79 Esta es la llamada Constante de Euler-
Mascheroni.

8 Observe que la suma de un millén de
términos asi como las demds sumas las
hizo Euler manualmente y que, segtn se
cuenta, tenfa gran habilidad para tales
operaciones.

8 Nuevamente la notacion del original

difiere de la que se usa aqui. Euler usa
/10 para denotar y° ; 1

n=1n"
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=
(=)

1
Z = 2.9289682539682539
n=1 n
100
). L _ 51873775176396203
n=1 n
1000
) 1 _ 7.4854708605503449
n=1 n
10000
1
Y = = 9.7876060360443823
n=1 n
100 000
) % = 12.0901461298634280
n=1
1000000
% = 14.3927267228657236
n=1

Los pdrrafos 28 a 31 tratan de series divergentes que no se estudiaron en el
ensayo previo por no ser de mayor trascendencia y, por lo tanto, no se incluyen
en la presente traduccion.

31. Paso a una serie mds compleja, y considero asi 1 + % + % + % + e
de los reciprocos de los cuadrados, cuyo término general es xl—z = X.Se

. . 2 B _9.3.
tendra entonces fde = Const. — %, ademas ‘% = =2 4X _ —234

- KBdxd T x5
% = W, etcétera. Su sustituciéon serd 1 + % + % + 11% + -+
1 _cg_ 1,1 _ 1 1 _ 1 1 _ _5 _691
A S=Const.— 3+ 57~ g3 T 305 ~ B T 300 ~ g6t T 30,0
s + ---. Donde la cantidad constante debe ser considerada como un

caso especial.

32. Entonces, agregué diez términos iniciales a la serie cuya suma en-
contré 1.549767731166540. Con esto hice el caso x = 10, asi se adicio-

c1 1 1 1 1 1 1
no 19 " 200 + %00 — 3000 009 + 120000000 ~ 30000000000 T 320000000000
27300000000000000 T 5000000000000000 T * * * - A partir de esto se sigue que
la constante que debe ser afiadida es igual®? a 1.64493406684822643647.

Por lo tanto, la constante es igual a la serie, si se continta la suma al

infinito. Puesto asi x = oo, se tiene S = Const. al evanecerse83 todos
los términos.

33. De manera similar para la serie de reciprocos de cubos 1 + % +
%+ é + - - - si se agregan diez términos iniciales se tiene la siguiente
suma 1.197531985674193. Donde se encontré la constante, la que en la
suma de cuya serie se debe afiadir y es igual a 1.202056903159594. Tal
ntmero es igual a la serie 1 + § + 55 + & + - - - si se contintia la suma
al infinito. También para la bicuadrética 1 + 11—6 + % +--- con suma
igual a 1.0823232337110824.

82 Obviamente, esta es una excelente
aproximacién a %2 a lo que la suma de
los reciprocos de los cuadrados es igual,
segln el primer ensayo de Euler estudia-
do en este texto.

8 Ge traduce literalmente “euanescenti-
bus omnibus terminis” la que con el pro-
ceso de tomar x = co los términos se eva-
necen, y no se “anulan” como podria ser
tentativo al traducir.
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1o INVENTIO SFMMAE CVIV. SQFE SERIEF

fatione de fummationc (eriermm mentionem  feceramn ;
pofimodum vero de ¢a non amplins cogitaneram. Vim
igitur analyticae methodi penitius perferutatns , deprehendi
aon folum formulam geometrice inuentam in ea con-
tineri; fed etimmn eius Ope adhuc pluribus terminis ad-
{iciendis magis perfici poffe, ita vt tandem veram {um-
mam abfolate exhibear. Geometrica autem via eosdem

terminos inuenire fumme difficile—videtus

§. =. In illa autem differtatione de fammatione fe-
- . - =l a i - O T
rierum, fi fuerit terminus peneralis cuinspiam {criei &,

einsque index #, voinerfali modo pro termino fumma-
: ryeo 1
to;szo exhibui fequentemn formam frdn+-F—+ian —
—— T ~ete. ex qua differentialia ipfius &, quia & per
£
[ i

n dari ponitur, 2a differentialis 47, quod conftans @

{umitur, poteftatibus, deftrentur; ira vt fumma alge-

braica obtineatur, fi quidem 47 integrationein admittat.
In integratione vero ipfius xdn tanta adlicl debet con-
frans, vt tota expreiio euanefcat pofito BT 0.

§. 5. Quin igirr haue formulam ciusque vium ac-
coratius in ifta ¢ watione perfequi conflitui ; ante omnia
modum, quo eam fHrmulam {im confecutus exponam:
Singularie caim eft analyfis, qva in hac re fum vius,
et complusa fads praeciara in Analytica {uppeditat,
partim nowi partim jam COZUitd, quac autem nusquam
quantum recordor , fatis cuidenter funt demonfirata.

§. 4. Ex pamra calculi infinitefimalis fequitur, &1
fuerit y quomodocungue per & &t conftantes datum,
atque loco & pomatur x— 42 tum abiturum y in p—-4r.

] ; Si
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; jam porro & clemento da angeator, vel x abeacin
¥ ada; tum locoy habebitur y —- 2 4y~ 4dy- Atque
G x denuo elemento dx crefeat, y transibit in g5 dy
- gddy—+diy, vbi coefficientes funt fidem gui in po-
refintibus binomii. Ex his fequitur 4 toco & ponjtur
&~ 17 dx tam y abire in haoc formam: _j’j—}—?ﬁj’-—-—l—-
mely gy R ERIG y  ote

§. 5. OIE iﬁm_‘ﬁdﬂmﬁrum—iaa&irimm-m_m_“ﬂuin_,ems

infinitc magnus, quo mdx quantitatem finitam fignificare
gueat; erit valor, quem.g, pofito x 4~ mdx 10c0 %, ha-
: . : may mrd3y m¥diy md4y ;
bebit, iftes y -+ 5T-ETET B P e e
i i &g - 5
i none fiat mdr—a fen 1 — 1=, induet y, fi pro & po-
, : ody azdd a3d®
patur #—-a, hanc formam y—a=t e e I
- erc. in qua omnes TELm fant finitac magpitudi-
nis. '

6. 6. Hanc ipfum feriem, quae valorem ipfius y
¢ransmatatum exhibet fi loco x penatur X——4, pri-
mus prodaxit CI. Taylor i Methodo Increm. Inu. ¢amque
ad multos egregios <fis accommmodanit.  Sequitnt feili-
cet primum clenatio hinommil ad quamcungue dignita-
tem. Wt {i-quaeratur vaior ipfius (x—+a)™ pond ¥ o a4
eritque (x——a)™ valori \ius 5 , fi Joco & ponatur x——4-
Cum igitor fit dy—ms™ " dx dey—m(m—1)x" "

dx® et ita pPOIro etit [t ema™et e

I.2

~— €fC.

B e _ §. 4.
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§ ,H'a.ﬁc- porro feriem Taylorus adhibet ad radi-

cem €X quacungue aequatioue proxime inueniendam, id.
quod hoc. pacto. perficit. Sit. aequatio- quaecunque in-

cognifam 2 {Aolmens; empe—Z =05 Vbi—Z—eft—quan--
titas. ex incognita 2. €t cognitis. vtcunque compofita.
Deinde: fumit & pro. valore ipfi. 2 prope aequali, et.
quantitatern ipfies Z, quae prodit fi’ loco & popatur &
ponit =y, ita. vt foret y==0,, i x effec verus. ipfius &

valor.. :

§. 8. At cum x a vero ipfius =2 valore aliquan-
tum discrepet, ponit verum ipfius 3 valorem efle x—-a:
Quare perfpicuum eft i in loco % ponatur & -—i-4

tum euaniturum’ y. At loco x {i pomatur X-j-& tum.
abibit y in y-—k%ﬂ"—l— ?@%{' ' f“;ﬁs-—lf— etc.. Hancob—
rem: exgo erit. a:}—f-—l-z%%’_ _ %%Z;—l—- etc. Ex qua- aequa--
tione valot ipfius. @ erutus. dabit: complementum & ad a

addendum: requifitum-,, quo- obtineatur incognita. Z..

§. 9. Quia autem " ad 2 prope accedzre ponitur,,
erit. # ‘quantitas valde parua, ita vt prae-duobus ter-

minis. initialibus. fequentes omnes euvanefcere queant..

- Y. oritur @ — ~22% g s TR i h el
Hocgue pato. oritur @ =~ atque JI=X—"7, quieft:

walor ipfins 2 multo magis propinquis quam % tantum.

Vt pro hac aeqmtione 3¥— 3 x—20=0 erit y—a*- 34"
y— g A —3, 1 o, &m0, 3% e
—20 ¢t ({}’——~ g% 3: ldEOLlHE B = T xm—s — zxm—s

Sumto nunc primo X" g; erit 8= 3w, hocque valore:

" denuo. pro & pofito proxime z. invenietur..

§.10.5i porro detur conditio quaecunque finctionis y,,

gue certo ipfivs 3 cafu locum habeat,, formula; fuperior

abibit.
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abibit in: aequationem,, in. qua proprietas ipfins y conti~
febitur.. Vt iy huinsmodi fiierit fanétio ipfius & vt eud~
neféat pofito- x==0 3 pong: 4 =—%, fiet enim hoc mo-
Ay Ard (- 4 . xdy . x2dd) x?d8y
do X a= O atq'llﬁ erit O =) —Tdx —lﬂx.z.d:cz_x.s.zd:cr
xdy x4y xFdFy

e R SR S e e e etc. In quaae~

quatione omninm. earum functionum ipfius & natura con-
finetur,, quae. euanefcunt pofitor ¥=0-

§ 11, Si proy ponatur [zdx;. enit dy:za’x;f

dﬁfjié"zdw; d*y —d*zdx etc. quibus valoribus fub-
' xw x¥dzm . x53d%

fitutis habebitur [2dx =7 —izdz T ras.dat etc. in
qua aequatione integrale ipfius- 24 & - per- feriem . infini-
gam exhibetur..  Atque haec eft generalis quadratura cur-
mrum , quam CI. Tob: Bernoulli in A& Lipfl tradidit;
analyfin. autem ,. qua. ad hanc. feriem. peruenit,, non ad--
wnxit. '

§ 12. Miffis autenr his,. quac ad noffrum inflitu=

‘funy Toinus pertinent,. pergo ad feries. Sit igitur fe—

ries quaccunque o 4 X5
in: qua A denotat rerminum primum ;. B fecundum ; et
¥ eum cuivs index- eff a; ita vt X fit terminus ge-
neraliss férief propofitac.. Povatur autem furmma’ huius
progreflionis A B C-p e ==~ X 82 orit K.
rerminus: fummatorius 3 atgue tam S quam X, fi fe~

pies. fuerit determinata ,, ex X et conftantibus erunt com=

pofita.

§. 13. Quia famr S exhibet fampran tot teymino=

mum feriei, quot fint vnitates: in w; fi.ir S loco &
fixibatur x— T

B3 . . ny immi-

habebitar-prior fiimma. termino vitimo X
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Y imminnta. Hac igicur fubfiitutione abibit S in §—3X,
Comparentur €rgo hacc cumn firperiore formulaj erit S

—y e g==—1; quamchwm valor ipfius S transmu-

das d* 5
tatus fon §—X erit = S — 252 -i~—“‘;m — = et

: 5 4ds d? '
Ex quo oritur ifta aequatio X.= R e 1o

Lo T d
1 2.3 dm'ﬂb—l- etc;

§.14.—Ope-huius ergo_acquationis_cx_dato_ter=

mino fummatorio feriel cuiusque inucniowr teyminus ge-
peralis. Quod autem, cum alias fit facilitmum , -
perfluum foret hac methado ad terminum gbmem}em ba
fummatorio inueniendum vti. Id autem maxime com-
modi huic aequationi accidit, vt fingull termini fint

‘euolnti, eaque idcirco ad fingulares vfus poffit ac-

commodari, Methodo enim cognita haec feries X —

as as 4% s A :
a8 A ¢ A~ etc. poteft inverti vt .ex ter-

mino generali X determinetur fummatorius S; quod
ipfum maxime defideratur.

yddX

; o . i - 4
§. 15. Ponamus igitur g5 —aX - eX ix? =T

gdé d4x ;
WE Lo F 4 ete. i vt fit S—afXdv+EXH-

dX Tddx - dds e X GidX
‘Id? e -~ ElL. Erit ergo a'_;a":_'% — i
yaSX | SIE_ d%s __addX | gITX |, Y4*X
Axs T dxs I etc. et Ins — @z2 T dw® ~V det —— efC,

d*s _ odiX X 255 51 “{
ef i T e —+ ,;5';.—1— etc. atque yzs = 35~ etc.

§. 16, Subiliuantur ergo iftze feries Iom cuiusgue
termini fuperivris feriei; er termini fimiles inter fe com~
parentur nihilogue aeq:mizs pomniur.  Quno fafto coff-
ficentes o, B, o ete. 1ta determinabuntur, vt fit, vi
fequitar: - : Hi=x
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2

o —x
— O
: R
s
- et £ £ 03
P, b R -
& -——E"“%}“‘_ﬁ“"i‘gﬁs
4 P iy &
& =i s 5% CtC

"~ §. 19. CoEfficientes ergo et, 5,7, ¢ ctc. {erient
‘conftitnunt huius indolis, vt qmbque terminus ex omini-
bus antecedentibus dete;mmetm, exiftente termino pri-
mo — 1. Numerl autem per quos finguli texminorum
antecedentinm dinidi debent, conflituunt progreﬁ':tonem

a W allifio hvpergeometucam dictam; 2, 6, 24., 120,
M20, 3040, 6tc.  Ipfa antem feries C{}efﬁcmmmm o E’,y- &

etc. ita eft comparata, vt Vix credam pro ca termi-
pum generalem pofle exhiberi. |

§. 18. Pro inflitato ergo noftro contenti efie de-
bemus feriem co€fficientium quousque libverit conti-
nuafie, id cuod ex lege progrefionis facile perfici pot-
eft. Inuem autem hanc feriem, vt fequitur:

I "
—¥”I —¥ﬂ1 3_+— T:—L-c) 1. !J w5 _.Q

i 1.2 .'456?6%_ "'+;-:_'FB_-910
o . ﬁpr iiias
_0+I-—-~——!I.ﬁ+o"r—1 ------ 13. 21D
201

33 ! BRET .
HO+_:»-'- ----- 15.1_:1"0"_—1 ------ 19, 30

in qua ferie notabile eft, quod ommnes termini pares pracs

ter fecundum euantfvanr
: ~
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§. 19. Si ergo loco a, B, vy ctc. ‘hi termini {ub-
gtirantur ; habebitur terminus fummatorins S S Xdx

X dx 3% l d5X . sd'X
™ 1.2 e iapr e L I L R R = —ga10.d%7
52X . Gord! T =5 13X
| TR e 1{.66129 T == w1g.21008808 i SRy L
Sﬁﬂlﬁx - : :

T e w = :f.snd.;ﬂ‘_s + ctc.
§. 20. Series haec infignem habet vfum in fom-

mis progre{fionum Algebraicarum—inueniendis; —quaram—
in terminis generalibus x nusquam in denominatorem
ingreditur.  Quia -enim hac ratione ¥ vhique. habet ex-
ponentes affirmatiuos integros, seiqsdiff’erentialia-..tandem
cuancfcent,, atque feries abrumpetur, wnde- ipfe termiw
nus fummatorius finito terminorum NUMEr0 Yeperictur.
In quo inueniendo ftatim omnes termini, qul x non
continent reiici poffint, guia in /X4 tanta conflans
qddi debet, quae faciat vt fut S=o, pofico x=2.

§. 21. Quo vius hujus formulae clarius percipiatur,
exempla quaedam afferre conuenit,  Sit ergo X = .x feu
feries fummanda lmec x —4-2—+38 - =~~~ —- &', prop-
ter [Xdx="% erit famma S—=Z+ eft enim 5 con-
ftans, et propterea Telicitur, €t fequentia differentialia
{ponte euanescunt, Sit porro X=—wx* feu ifta feries
I A-gt9m—== 2t fommanda, erit . [Xdxy=
oot Gr=2w ideoque fumma feriei S = E s

3

An

§. 22. Sit nunc haec feries generalis poteflatum
numerorum nataralivm propofita 14+ 2"+ 3" 4"

g% €tC. cuius terminus generalis eft "  Habebitur
xﬁ-i—-l

s o ol - — ——.  Differentiali -
ergo X=a" et [Xdr= — Differ a autem
ita
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'mta {_‘,e habebuut vt fit d;“’”?i&:""‘"; ﬁxﬁ;—:ﬂ(ﬂ-—x ) (n-2)-

1 ar;—n(n——:l)(n 2)(#n— 3)(3*4_},1:“‘—5, LI,
._-.;.le,sJ igitur valoribns fubftitutis erit terminus fymmato-
ﬂ""l"'i wu mﬁ'_:

. riei propofifae : —
i el propolie Sy Hip Svorps

.

p—1)(n—2) 5" +ﬂ(ﬂ~1)tﬂ 2)(n- 3)(?:!—-4)-"“‘ |

o G e SO P T

}_-7.:#;-(?;_,1) Lt = )il #A—1)—————(n-8) 5 5"

:.,-_f-i_;,.;_:;_B,_»--—.nHw 8. g0 B § el 10, 66
}3(?;-—1)——-'—(?1—*10)691&%” ..n(n—:r)-—-m—ttz}'ﬂ g

??‘f*"'"-ea. g==~=== ~13.2730 “"R.g--- 14, G .

Caln— 1Y = a -~ Tn—14) 36T A

N 16. 510

_’quam feriem , quousque opus eft continua ndam , dper-

tet, .Vt fupenor 1115. feries 2, B, , €tc, ‘eousque. con~

AIIDHE[HI'. i

§. 23. Ex hac igitur generali fummatione feriei
£nius terminus generalis eft x™ confici poflunt fummae
fpecialium ferierum poteftatumn vi fequitur:

P o

=% 4547 | .
ﬁh-+~+—'

Jo =% Z —1—"“ -as

59-?"'

Jr= 4 | " tm

Tim. VIIL. 'y v £ far=
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7335

f.?.?? "}— _}'“ 24 —“_ iz ;
mp : -a:? ;,vx5 2%
=" —1-— + e ,
6 sc* x?

I i 7:c R SR ;

J-J'g : 10 & 20 ‘-_’,é
I Io .‘h’-‘r & 8

i *'” kel Kl AT o 3
fﬂ: — Tyt ""l"' + & i (13 ir
- - plZ L] '3 4 =
e rt = 11 .':\. ! 1.5 I B 11X X §%E i
f.l‘ e 12 i k 12 8 i & 8 } 12 i
ac“ 1 227 gam¥ 528 .

|2-—-....... I_, .,,_]_., v ._..—-—- _l_... poa S .-l .|_ 603 i
fx A [ A 10, 3~ 273D =
T e -{ e 14*395:'-" 1 14368 y4q6 1 S5t go1x® 3
.f 12 (i) . 2B 20 1z 420 #
Iﬁ zetd it 2 27 xs w3 17

J,-w— Bi— e MR L R W T
st 1-‘ E1- I 18 10 ] oo O

1 5 14 12 s 1.7 > 3 x* | sgn®

& sel* g 143% 420 455500 691 ._}_ﬁim i

1§ mm—— T T e %A l o Ll ey,
j‘l S Jd i _| o 24 12 . aE ‘—]- 1z 24 4.
ls I3 s I e L 7 i ) S | i

x 42X 1+«u Fax 14372 | =ox 1562 P 1SR 36170

..16-—-—._.— ..]._ _+_ _.}_ e P -~ SRTONE O o N g e
f M 3 3 ! 3 15 YU m T vgmons

§. 24. Sin autem x non vbique habucrit expo- -
nentes affisratiuos in termino generall feriei, tum quo~
que expreflio fummae infinitis- confiat terminis; quia
hujusmodi feries generalem fummationem non admit- *
tunt, fed quasque quadraturas inuoluunt. Interim ta-
men obferuani ope huius methodi eiusmodi feries fa-
cite admodum proxime fummari pofle; quod infignem.
habet vtilitatem in feriebus, quae parum conuergunt,,
et alias difficulter fummantur. Quod quomodo. etfici~
endum fit, exemplis docebo.

[ Eeatt

¢ 25. Confiderabo igitur primum féries harmo-
nicas , et prae ceteris quidem hanc 1—+1-4i-+1 ete.
cuins torminus generglis eft L, fummatorius vero, fit
S, quacritur. Eft ergo X = L et fX da= Confl.

ax’__ — s S = (e i d5x:
~—Ix.  Atque porro g = = a';::.- = Tar Y aea
oo~ ete. His  fubftitutis prodit ‘S = Confi,

-t



L X1 2[; — !2;7” ia xz;a:._@ = 2‘;2;5_"- + za,ox' o ':;:x'“
;—;;‘%'xu —ra—— etc. Vbi conftns addenda ita de-
:bﬁt ‘efle comparata vt pofito x=o fatS=o; Ex
hoc' vero ob -omnes terminoes infinite mage; couﬁans
detmmmau non poteﬁ |

" EX DATO TERMINO GENERALL ~ v

6. B6. AT cou{untem *v‘r:.to detmmmandam ahum
fum affumi oportet, quo fumma feriei eft cogmm
qul ergo habebitur, fi certus terminorum numexus in
—remam fammam cuﬂ:gamr Addantur ergo ro fermini

Joa —2,0289682530682539; cui acqualis efle
debet fumma - eorundem - tesminorum - ex - formula -nem-
_I)ﬁ, Conft. 4710 —- &5 — 25—+ raeboss — a5sg600eE— T 27oEOBGoTOE
__: Farewmesoooes 1. Quo facto reperietur propter/z o=
2,302585002004045684 conftans illa - addita
*'“"o, 5792156649015329; hacque femel deter-
minata fumma guotcupque  terminorum huxus feriei re-
perietur. :

r.

§. 27. Hac igitur ratione inveftigaui fammam 100,
'T000,10000 erc. terminorum feriei 1 -1 ~+3 —1—4—1—-5
€LC, 111uemciue vt feqmmr

. hy

,9289582539682539

. Jioo = 5,;1893775176396203
Jrooe = 7,4854708605503449
. {10000 = 9,7876060360443823
J100000 == 12, 0001461208654280
Jrooo000 = 14, 3927267228657236

2 "§; =8,

itiales 1141 -~-%; repericturque -eorum f{im-

81
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i g0 g1, Pergo ad feries magis compoﬁtas, et con-
ﬁﬁero hanc 1 —&—1-+ % -+ etc. reciprocam quadra-
_rorum ,cuius. terminus. generalis eft Z=X. Eritergo-

.f'-.,-,. sl dX__—z, 45X __ w234, dix
.l,‘_:.};;dx Conft.— I, atque 53 7="53) 355" 25— 3 4
__'.‘”—:%f—s‘em'. H1s fubffitutis erit T34} »{-.ﬂ,.—--»_—g-_

sc’“"" S COD& "'—ac + z.‘x"' (.3:2:-‘3 =i soxs ez .'J:? . :x_ﬂ :
";“;;1 T an — e et ¥ brtonﬂa-ntls—qmnmqs"ex-“
caiu fpemah debet determinari,

_ §. 32. Ipf'o ergo adtu addidi decem terminos ini-
Ttiales feriei iftius, quorum {ammam inneni 1,
549767731166540. . Ad hanc elgo cum fit hoc cafu
,'r;:: IO.'::.-“’.ﬁ addatir & — 55 —1— seoo 350505 5""“631&::5? =

o
G I "i" I Gor 1
- B0OO0DGO0000 TTE0005000000 77 56&5550 555000 )

—etc. Ex hoc ergo prodit conftans illa addenda =,
64.4.934.06684_8 2643647, Huicque conftanti aequalis
eft feriei in infinitum continuatae fumma; pofito enim
x=—o fit S—=~Confk eumefccﬂtibus 01n111bus terminis.

7
ECDO0ODoS0D00000

§. g3. Simili modo pro fene remproca cuborum
T 41—t &—+etc. fi addantur decem termini ini-
tiales habebitur eorum fumma haec 1,197531985 674193.
¥nde inuenitnr conftans, quae in 'fammatione huius fe-
riei -addi-debet-==T-202056903359594. Atque huic
AUMEro acquahs et feriel 1 41— In infinitum
cobtinuatae famma. Atque pro biquadratis 1~ ~ §r
~j-etc, et fumma —1,0823232337110824.

Cgz | € 34



Newton lleva el infinito a la trigonometria

Entre las multiples contribuciones de Newton a la ciencia, esté el
desarrollo en series de las funciones trigonométricas, como veremos
en este capitulo. Ademads de las trigonométricas, el desarrollo de la
funcién logaritmo logrado por Newton permitié a Nicholas Mercator
expandir las tablas de logaritmos de Neper que tuvieron tremenda
importancia en las mediciones astronémicas y que, por ende, deriva-
ron en el desarrollo y auge de la navegacién comercial y militar. Pero
regresando a las trigonométricas, los descubrimientos de Newton per-
mitieron extender las tablas de Ptolomeo y podemos decir sin exage-
rar que extendio las tablas nada menos que al infinito y con ello, se
expandieron inconmesurablemente las aplicaciones de tales funciones
a todas las ramas de la ciencia y la tecnologia.

Seguiremos para esta parte el capitulo De Analysi Per Aequationes
Numero Terminorum Infinitas, del optisculo® publicado, al parecer, no
sin ciertas dificultades en 1711. En el citado capitulo, Newton expli-
ca las técnicas para calcular el area delimitada por ciertas curvas para
las cuales descubrié un desarrollo en series infinitas, al parecer, por
primera vez en la historia®5. Comienza con ejemplos, lo que transpa-
renta la intencién didéctica del optsculo. Son de particular interés el

desarrollo infinito de la hipérbola y = a—x y de la raices cuadradas

b+

y = Va? £ x2, entre otros ejemplos similares y combinaciones de es-
tos, los cuales se encuentran a partir de la pagina 5. Para la hipérbola
escribe el desarrollo que se logra al usar el algoritmo de divisién de

8% Isaac Newton. Analysis per quantita-
tum series, fluxiones, ac differentias: cum
enumeratione linearum tertii ordinis. ETH-
Bibliothek Ziirich, Shelf Mark: Rar 1909

% Se menciona que el matemético hin-
da Sri Nilakantha Somayaji (1444-1545)
como pionero en la serie para la fun-
cién seno, pero en el texto El Tantrasam-
graha se encuentra la férmula senx =
x — x3/6, la cual estd lejos del desarrollo
infinito de Newton, como puede corro-
borar el lector que asi lo desee.
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los polinomios:

2 2 2 2
2 3
R L
b + x)
2
—a? —Z—x
2
2 2
x4 G
)
X
a?.2 a* .3
- @Xx — X
es decir,
I Y Y P L
e L L <k (50)

y procede a calcular el drea bajo la hipérbola mediante la férmula dada
en las regla I (pagina 1, op. cit. se da la traduccién literal):

an
m-+n

Es de notar que Newton ha adoptado completamente la notacién

Reglal. Siy = ax , serd area ABD = X (véase la Figura 6).

fraccionaria para las raices n-ésimas y los exponentes negativos para
las funciones racionales y que la férmula para hallar el drea estd basada
en las férmulas encontradas por Wallis (recuerde la férmula (34)).

De esta forma, al dividir en el ejemplo

1 2_ .3 .4
= =1l—-x+x"—x"+x 4 1
V=13 + +at (51)
concluye que el area ABDC = x — %x3 + %x5 + -+ (vea Figura 7), al
integrar cada sumando mediante la férmula de la regla I.
Para la serie infinita de las raices cuadradas, Newton utiliza el al-
goritmo, menos conocido actualmente, para obtener la raiz cuadra-

da de polinomios. Como ejemplo Newton® calcula la serie para y =

Va2 + x2,

2 4 6 8
x2 _ xb x° _ 5x
i+ % " s3 V165 T8 T
v a* + x?
22
0+ x2
2 4 at
x+4a2
_ ot
402

Figura 6: Figura que corresponde a la re-
glaIde Newton op. cit. para el drea ABD.

A B

Figura 7: Ejemplo de Newton del drea
ABCD bajo la hipérbola y = 1_}_—3( op. cit.
pégina 5. Observe que A estd en el punto

que corresponde a 0.
8 Para sacar la raiz a 4% + x2 se toma
la raiz al primer sumando, lo cual da 4;
posteriormente se busca un ndmero cu-
4 42
yo doble producto con a dé x4, lo cual
27
resulta 3, término que debe ser elevado
. 4
al cuadrado, con lo que se obtiene -;
o 4a2
etcétera.



Por lo tanto, la serie infinita buscada es
2 4 6 8
R e, S SR S S - ..
Y=V = At s 83 T e 12847

Newton procede entonces a dar la férmula de la serie para el drea
del circulo de radio a sin exponer los detalles del célculo (pero que se
siguen del cédlculo anterior, evidentemente) y dice: “Del mismo modo,
si fuera y = va?2 — x2 su raiz serd

x X x® 5x8
y:\/az—xzza——a—————i—u- (52)

X X 4

13 15 1 7z 1 9
X — X2 =xT—Zxd _Sx3_ xh 3.
y X—x X 2x 8x 16x 72x +
cuya drea ABD (Figura 9) es
Ex%_lx%_ix%_ix%_F —x% %x_lxz_lx3_ix4+
3 5 28 72 N 3 5 28 72 ’

El lector perspicaz podra ver que el 4&rea completa de un circulo, puede
calcularse conociendo el drea ABCD de la figura 8 y el 4rea del com-
plemento en la figura 9, por lo que Newton termina esta seccién con
la frased” “Y esta es la cuadratura del drea del circulo”, nada menos.

Cdlculo de la serie del arcoseno o cémo calcular longitudes de
arco, segiin Newton

No debemos perder de vista que estamos en busca de cémo fue
el descubrimiento de la serie para la funcién seno. Para llegar a ella,
Newton calcula primero la serie de la funcién inversa del seno, es decir,
la serie de la funcién arcoseno. Entonces, dado que Newton inventd
una técnica para calcular la serie infinita de una inversa local, es capaz
de calcular la serie para el seno. Sigdmoslo paso a paso.

Para calcular la serie del arcoseno, Newton primero calcula la serie
infinita para su derivada siguiendo las técnicas de Barrow y después
integra la serie derivada usando las técnicas de Wallis, las cuales gene-
raliz6 el mismo Newton. Procedemos como en la seccién Longitudines
Curvarum invenire, op. cit. la cual se encuentra a partir de la pagina 7
de la obra original de Newton. Considere el semicirculo ADE en la
figura 10. Se desea encontrar la tangente en el punto D localizando el
punto T sobre la recta AE (ésta es la técnica de Barrow que se verd més
adelante). Sea BD perpendicular a AE. Se tiene que el tridngulo TCD
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Q

Figura 8: Figura que corresponde al drea
ABCD del arco de la circunferencia y =

VaZ — x2.

Figura 9: Figura que corresponde al 4rea
ABC del arco de la circunferencia y =
Vi V1-x.

87 Et haec est Areae Circuli Quadratura

Figura 10: Una figura similar presenta
Newton para el calculo de la longitud de
arco de una circunferencia. La diferen-
cia principal con nuestra figura es que
en general H' # H , pero Newton con-
sidera que para un rectdngulo “infinita-
mente pequefio” estos puntos coinciden,
lo cual no tiene sentido en IR, desde el
punto de vista actual.



86

es semejante al tridngulo H'GD, pero imaginando que, para tridangu-
los con lados infinitamente pequerios, también se cumple la semejanza,
Newton supone que el tridngulo TCD es semejante a HDG, aunque de
la figura es claro que H # H. Entonces por semejanza de triangulos
también se tiene que el tridngulo HDG es semejante al tridngulo TDB.
Sea x = m(AB), y = m(BD), donde m denota la medida del segmen-
to respectivo. Si z denota al arco AD, Az el arco HD, Ax = m(HG),
t = m(BT) y r denota al radio del circulo, tenemos

Ax
E_Y

donde “~” denota semejanza de tridngulos.
En particular. sir =1, y = V1 — x2 se tiene de (53) y (54)

Az 1 1

Ax = ? = 7@/ (55)

Es decir®, hemos llegado a la derivada para la longitud de arco del
circulo (al tomar Ax y Az infinitamente pequefios), de donde si desa-
rrollamos en serie 1/v/1 — x? podremos calcular z con las reglas dadas
por Newton para el cdlculo de dreas (es decir, para la integracién, re-
glas I y Il pagina 1 op. cit.). Al sacar raiz se tiene mediante la férmula
dada por (62)

1 1
V1—x?

Il
—_
_|_
&
[S)
+
&
i
+
!
[e)}
_|_

(56)

para calcular la divisién por una serie infinita, Newton aclara que se
obtiene dividiendo como si fuera una fraccién decimal (pagina 7 op.
cit.). De (56) “calculando el drea” (Newton dixit, es decir, integrando)
se tiene®?

_ 13,35, 5 7
z—x+6x +4Ox +112x + (57)

Ahora, para encontrar la serie del seno, Newton encuentra la inversa,
es decir, pone a x en términos de una serie infinita en términos de
z; veamos como calcular la inversa de log(1 + x). Recordamos que la
serie (51) al ser integrada nos dio el 4rea la cual resulta ser el logaritmo
de 1+ x, es decir

_ ety ls 1
z=1log(1+x) =x 3¢ T e St (58)

Newton propone un algoritmo (pagina 16 op. cit.) para calcular la serie
inversax =z+p+qg+---,donde p = p(z), g = q(z), etcétera, Newton

% Deberfamos de escribir en lenguaje
moderno lima,_o %, pero se prefiere
apegarse lo mds posible a la notacién
del autor quien por supuesto, no usé la
notacién de Leibniz g—i, como prefieren
usar otros autores. En todo caso, Newton
y, antes Barrow, entendian por £Z el co-
ciente de cantidades infinitesimales, las
cuales en la axioméatica moderna de los
numeros reales no existen.

8 Efectivamente la serie (57) es la serie
para el arcoseno

arcseHX*x+1x3+ix5+ix7+
T 6T 40 112



Término a sustituir dénde se substituye Término resultante

X=z+p +ixd 1254 4 1pS
—1xt 14— Bp4. 4 1pt
+%x3 +%z3+zzp+zp2+%p3
—5%? —32 —zp— 3P’
+x +z+p
-z -z

propone sustituir en el primer paso x = z 4 p en la serie (58) y resolver
para p tomando en cuenta solo la menor potencia de z que aparezca.
Lo que aparece en la segunda columna del cuadro 7 es la ecuacién
(58) igualada a cero es decir
L7

0——z+x—1x3+1x5—fx +
B 3 5 7

En la tercera columna aparecen los términos que se obtienen al desa-
rrollar los binomios al sustituir x = z + p, de donde

1
O:p(l—z+zz—z3+z4+...)_522_,_...,

de aqui, Newton concluye que la primera aproximacién para p, es p =
%zz. Asf, x =z + %zz + ---. Lajustificacion para descartar las potencias
mayores debe ser que Newton consideraba que su procedimiento era
valido para valores pequefios de x, p, z, etcétera.

El segundo paso consiste en escribir p = %zz -+ g, sustituir en los tér-
minos donde aparece p y despejar 4, como se muestra en el siguiente
cuadro. Al sumar todos los términos de la dltima columna del cua-
dro 8 e igualar la suma a cero, se puede despejar . Note que algunos
términos se cancelan mutuamente:

0:q(1—z—zz—|—---)+ (;—;)ZS—F-“,
de donde Newton concluye que g = — (% - %) z3 = %23 y, actuali-

zando los valores de la serie,

x—z+lzz+iz3+
T2 2-3
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Cuadro 7: Tabla para invertir la serie de
log(1 + x) similar al cuadro original de
Newton pagina 16 op. cit.
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Término a sustituir dénde se substituye Término resultante

p=1z2+q +zp? 2+
12 LA 12
—z%p —15+
+22p +3zt — 22
e RER.
+p +122 44
+12° +12°
—1z —1z
+312° +128
_%ZZ _%Zz

El procedimiento se contintia poniendo g = %23 + r, sustituyendo en
la serie para g, de donde obtiene que la inversa de z = log(1+ x) es

x:z+lzz+iz3+Lz4+---
2 2-3 2-3-4
la cual, como puede notar el lector, es la serie de e* — 1, efectivamente,
es la inversa bajo composicién de log(1 + x). No deja de asombrar que
este método para invertir funciones se halle en el olvido completamen-
te.

Habiendo conocido el método de inversién de series de Newton,
procedemos a calcular la serie para el seno a partir de la serie del
arcoseno. Debo mencionar que el cuadro g siguiente no aparece en la
publicacién de Newton, lo que Newton reporta es la serie de la funcién
seno hasta el grado siete, en una brevisima seccién op. cit. pagina 17
que traduzco:

Si dado el arco aD se desea el seno AB de la ecuacién z = x + %x3 +

%x5 + %xu— etcétera, calculada antes (suponiendo que AB = x, aD = z

5 9

- ; (1790 copd v — » 1,3, 1 .5 1 7., 1
y Aa = 1), la raiz extraida® serd x = z 527 + 2 som02 T 3608802 -

Cuadro 8: Segundo paso para invertir la
serie de log(1 + x) similar al cuadro ori-
ginal de Newton pdgina 16 op. cit.

Figura 11: Presentamos la figura que usa
Newton para la serie infinita de la fun-
cién seno, salvo que la hemos rotado pa-
ra que coincida con las representaciones
modernas, donde el eje x es horizontal.

% Es decir, el seno de z, Newton llama
raiz a la cantidad que encuentra con el
célculo de la inversa, puesto que ha usa-
do con antelacién su técnica para encon-
trar raices de ciertas ecuaciones que no
discutimos en este libro.



etcétera. Y mds aun si el coseno AP de este arco dado se desea, haga AB(=
T2y —1_ 1.2 _ 1.6 1 .8 _ 1 1
1-22) =1 322 + 52" — o352 + a2’ — seams002
Newton, de esta forma, presenta la serie para el seno y el coseno,

0 etcétera.

con lo que las tablas anteriores a él quedaron infinitamente superadas.
Presentamos a continuacién, la posible tabla que pudo haber usado
Newton para el cdlculo de la serie del seno, pero que no aparece en la
obra original. Para el célculo de seno, se parte de la serie

z—x—i—lx +ix +ix +-
6 40 112

Término a sustituir ~dénde se substituye Término resultante

x=z+p +1%x7 1%274_...
+i5x° R S R
+38 +328 4+ 222p+
+x +z+p
—z —z

Del Cuadro 9 puede deducirse que

1 3 1, 3
_ 14252 24 >
0 p(+22 +gz e )+6z +4Oz+ (59)
(60)
Por lo tanto, en una primera aproximacién p ~ — %23 =— 21—323 Ahora
se busca una segunda aproximacién poniendo p = ——z -+ g, donde

g queda por determinar:

Del Cuadro 10 (abajo), puede encontrarse que

1 3 1 1 1 3
0 = q<1+2z2+8z4+--->+<66>z3+(+4O) D4
1 5
7% 2345 ()
de donde 1 1
senz=z— ——20 4 2 F .-

2-3 2-3-4-5
Critica a los cdlculos de Newton

Desde la perspectiva actual, las series infinitas para seno y coseno
que presenta Newton en el Analysis, son correctas. Sin embargo los
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Cuadro 9: Tabla para invertir la serie de
z = arcsen (x) y asi encontrar la serie
x =senz =z— 12+ {52° — 9p? +
%ngg + ---. Para esta tabla Newton
no se toma la molestia de presentarla en
su texto, ya que de alguna manera, para
cuando llega a dicha serie, es de alguna
manera trivial.
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Cuadro 10: Segunda aproximacién para

Término a sustituir dénde se substituye Término resultante invertir la serie de z = arcsen ().
_ _ 1.3 1.2 1.5
p=—532" 14 +5z°p —532°4+ -
+ — 523+
p 23 q
+32° +32°
1.5 1.5
— 152 — 152
3 3
—zz -2z +
+323 +1i8

métodos sustentados en operaciones algebraicas han caido en desuso
completamente. El surgimiento de las series de Taylor y Maclaurin,
donde los coeficientes de las potencias en las series son calculados con
las derivadas de la funciéon cuya serie desea calcularse, y donde se es-
tablece un error de truncamiento para los desarrollos finitos. Esto es
lo que prevalece en las implementaciones computacionales de los de-
sarrollos de tales funciones, asi como en todos los libros de texto; y
por implementaciones computacionales, me refiero, por supuesto, a que
cuando usted, apreciable lector, usa una calculadora para encontrar el
seno de cualquier dngulo, su calculadora utiliza, de alguna manera,
el desarrollo que encontré Newton. Si hay algo original en la obra de
Newton seguro son sus técnicas y las férmulas a las que se llegé por
primera vez, lo que, sin duda, contribuy6 al enriquecimiento de las ta-
blas de funciones trigonométricas y de las tablas de logaritmos que, a
su vez, fueron empleadas en astronomia, ingenieria y un infinito etcé-
tera. Por cierto, otras férmulas de extraordinaria relevancia aparecen
en los extractos de epistolas al final de Analisi per Aequationes, op. cit.;
por ejemplo, en el fragmento de una carta a Oldenburg, se muestran
las férmulas de las series para el desarrollo binomial para (P + PQ)#:

m-—n

m m m
(P+PQ)n =Pn + —AQ+ BO+---,
n 2n
. . s 1 3 3 . .
donde, por cierto, la notacién9* /a = a2, \/a3 = a2,,/c, a® = a3 asi 9" Usamos la notacién v/ y /¢, para las
como % — 1171, ulz — 72, ;73 — 43 queda establecida para siempre co- raices cuadradas y ctibicas, respectiva-

L . . ; mente, por ser la que aparece en la obra
mo una notacién excelente para los fines del cdlculo. Entre los célebres original de Newton.

ejemplos, Newton pone

Va2 = (2 +x2)2 —c—l—x2 —x—4+ © 5 + 70 +
N 7 2c 83 T 16¢>  128¢7  256¢°




. “” 2
y explica: “Porque en este caso, es P = 2, Q= 2‘—2, m=1n =2,
_ p _ 2zt _ m _ x2 _ m-n _ x4 .
A=Pr = ()2 =¢ B="TAQ = 5, C =" BQ——@,yasz
sucesivamente.” De esta manera, para todos los casos practicos, Newton

muestra que no requiere de los métodos algebraicos que usé (y que
estudiamos), para el clculo de las series de raices cuadradas, siempre
y cuando las series converjan, lo que no es tema menor; pero en la
época de Newton, época de desarrollo, fue tema un tanto soslayado.

Se cuenta que Newton dijo a alguno de sus biégrafos que comenzé
a interesarse en las matematicas cuando dio con un libro de astrolo-
gia y no pudo comprender los calculos y figuras que alli aparecian, lo
que lo llevo, al cabo, a estudiar la geometria de Descartes y trigonome-
tria... jAlgunos libros de astrologia de entonces requerian de célculos
de trigonometria esférica!; ni modo...las cosas ya no son como antes.

La prodigiosa curiosidad de Newton lo llev6 al descubrimiento de
férmulas para el calculo de los valores de las funciones trigonométricas
que son insuperables, ya que incluyen todos los ntimeros posibles,
reales y complejos, con lo que culmina una bisqueda que comenzé
con los sumerios, algunos milenios antes.
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Traduccion del latin de textos de Newton:
1. Del andlisis para las ecuaciones con infinito niimero de térmi-
1nos

A continuacién presento mi versién al espafiol del capitulo de la
obra de Newton9? cuyo titulo original es “De Analysi Per Aequationes
Numero Terminorum Infinitas”, el cual se traduce como se ha nom-
brado al titulo de esta seccién.

Cuadratura de las curvas simples
Regla I.

an m+n

Siax™/" =y, se tendrd X = Area ABD. Con ejemplos el asunto

A B

serd evidente.

1.Six?(= 1x%/1) = y,estoesa = 1 = ny m = 2, se tendré %x3 = ABD.
2. Si 43\/5(: 4x1/2) =y, se tendrd §x3/2(= %3\/3@’) = ABD.

3. Si Vx5(= x%/3) = y, se tendra 3x8/3(= 3V/x8) = ABD.

4. Si ){1—2(: x‘z) =y, estoes, sia =1=mnym= -2, se tendrd
(Lx~/1 =) —x71(= =1) = aBD, infinito extendido hacia a que el
célculo establece negativa?3 ya que ésta yace del otro lado de la linea
BD. 5. Si \/%(: x73/2) =y, se tendré (Zx1/2 :)_%/; = ABu.

6.5i 1(= x71) =y, se tendrd {x%/1 = I x 1 = | =infinito, la cual es

el drea de la hipérbola en ambos lados de la linea BD.

Cuadratura de curvas compuestas a partir de mds sencillas
1 Regla I1

Si el valor mismo y estd compuesto de miiltiples términos, el drea también
estard compuesta de las dreas de los términos individuales.

9 Jsaac Newton. Analysis per quantita-
tum series, fluxiones, ac differentias: cum
enumeratione linearum tertii ordinis. ETH-
Bibliothek Ziirich, Shelf Mark: Rar 1909

Figura 12: Figura semejante al del origi-
nal de Newton: Regla I.

9 Esta explicacién es incorrecta desde el
punto de vista moderno, no sobra sefia-
lar.



Primer ejemplo.

Six2 4 x3/2 = y, se tendra %xg’ + %x5/ 2 — ABD. En efecto, siempre
que sea x> = BF y x3/2 = FD se tendra por la regla precedente %x‘o’
igual al 4rea AFB descrita por la linea BF y 2x%/2 igual a AFD descrita

por DF de donde %xg’ + %x5/ 2 es igual a la totalidad ABD. Asi, si

x—x3/2 =y, setendrd 1x — 2x5/2 = ABD y si 3x — 2x% + x® — 5x* =
Yy, se tendrd %xz - %x3 + %x‘l —x° = ABD.

Se traduce a continuacion, la seccion titulada “Aliarum Omnium Quadra-
tura. Requla II1”, es decir, “cuadratura de todas las demds. Regla 111”7, la cual
se encuentra a partir de la pdgina 5 en el original de Newton, y la cual se
estudia en el ensayo que precede a la traduccion del original.
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Figura 13: Figura semejante al del origi-
nal de Newton: Regla I, 4.

Figura 14: Figura semejante al del origi-
nal de Newton: Regla II, ejemplo prime-
ro.
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Cuadratura de todos los otros casos
Regla I1I.

Si el valor de y, 0 uno de sus términos es mds complejo que los anteriores,
hay que reducirlo a términos mds simples, trabajando las letras del mismo
modo que los aritméticos dividen niimeros decimales, se extraen las raices o
resuelven las ecuaciones involucradas. Siguiendo las reglas anteriores, encon-
trard el drea buscada de la curva.

Ejemplo: dividiendo

2
a _ sz .
Sea ;7 =y, curva que representa a una hipérbola. Al ser liberada
esta ecuacion de su denominador, instituyo asi la divisién94:

94Se usa ahora la notacién de Newton

salvo que aa se sustituye por a%, como

en las traducciones anteriores.

2 2 2.2 2.3
b+ ox ) + 0(F-FE+GE -
a2 4+ Ty
0—Zx+0
_a?,. _ 2,2
X X

0+ 5% +0

2 2
2 3
X"+ X

L 2 2 2 2,2 2.3
Asi de esta y = ;7 se produce una nueva y = G — 5 + 43~ — T +
i
] C
i
| D
i
i
i (8
[ S

-+ la cual es una serie infinita que se contindia asi. Y agrego que (por

la regla segunda) el 4rea requerida (sic) ABCD serd igual a lo siguiente

= 5F — %5 + %5 — ‘e + - lo cual es también una serie infinita,

pero cuyos pocos términos iniciales son suficientemente exactos para
el uso de cualquiera, siempre que x sea varias veces menor que b.

Figura 15: Figura semejante al del origi-
nal de Newton: Regla III, ejemplo divi-
diendo.



De la misma manera, si se tiene = y, dividiendo se llega a

1
1+x2
y=1-—x2+x*—x%+x%+.... De donde (por la regla segunda) se
tendrd ABDC = x — %x3 + %x5 — x4 %xg +

2 como divisor, de este modo

O si se pone primero el término x
x2+1,setendrd x 2 —x %+ x76— x84 ... para el valor del mismo
y. De donde, (por la regla segunda) se obtendrd BDa = —x~1 + %x“% -
%x‘5 — %x‘7 + - - -. El primer método procede para x suficientemente

pequeria, el segundo si se supone x suficientemente grande.

Finalmente, si 11/21# = y, al dividir da 2x'/% — 2x + 7x%/2 —
+x 3x
13x2 +34x>/2 + ..., de donde, ABCD = §x3/2 — x2 4+ Hx5/2 _ 133 4

Ejemplo extrayendo raices

a va? + x> =y, asi extraigo la raiz%,

a% 4+ x%( a+——8?+167—128ﬂ+
2
0+ x2
22+ A
4
A
442 4+64u5

—iZ " s

Donde para la ecuacién \/a? + y?> = y, se produce una nueva, a saber
S S S o

22 843  16a> 12847

cada ABCD serd igual a ax + & — z55 +

y=a+ +---y (por la regla 2) el &rea bus-
7

Tios — 1152“7 +---.Yestaes

la cuadratura de la hipérbola.
Del mismo modo, si fuera va? — x2 = y su raiz serd

2a 843 1645 12847

3 5 7
z £ X X X
Agrego que el drea buscada ABDC serd igual a ax — ¢ — 305 — 1355 —
1152117 + ---.Y esta es la cuadratura del circulo.
Pero si pu51era (n. t. el lector) Vx —x% = y sera la raiz igual a la
9
serie infinita xZ — %xz — % 3 - %xf — %xf + .-+ Y el drea buscada

Lo 3 5 1.2 5 11
ABD serd igual a 5x2 — 5X2 — 5XZ — 5X2 — 73X 2 + -+ 0 (n.t. fac-

by

[6)]
RU_IE
+

izando) xZ Y 1
torizando) x2 en 5x — 5x° — 5Xx” — HX" — 751 .Y esta es la

cuadratura del drea del circulo.
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9 Se escribe aqui una notacién similar a
la del original.
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Cdlculo de la base dada la longitud de la curva (p. 17)

Si dado el arco aD se desea el seno AB, se obtiene de la ecuaciéon
z =x+ %xg + %x5 + %xu— etcétera, calculada antes (suponiendo
que AB =x,aD =zy Ax = 1), laraiz extraida% serd x = z — %z?’ +
ﬁz5 — %27 + ng. etcétera. Y mds aun si se desea el coseno
AB de este arco dado, haga (sic) AB(= vV1—2x2) =1— %zz + ﬁz‘l —

1 .6 1 .8 _ 1 .10 4
7202 T 203202 — 3ezssonZ - etcetera.

«

D
B
A B

Nota. En esta minima seccién por primera vez en la historia apare-
cen series infinitas para el seno y el coseno. Con tales series pueden
aproximarse las funciones trigonométricas para cualquier arco con un
error arbitrariamente pequefio, de alli su importancia histérica.

Figura 16: Figura semejante al del origi-
nal de Newton: Regla III, ejemplo extra-
yendo raices.

9% Es decir, el seno de z, Newton llama
raiz a la cantidad que encuentra con el
célculo de la inversa, puesto que ha usa-
do con antelacién su técnica para encon-
trar raices de ciertas ecuaciones que no
discutimos en este libro.

Figura 17: Figura semejante a: Célculo de
la base dada la longitud de la curva del
original de Newton p. 17.



Original de Newton op. cit.. Crédito de la digitalizacion ETH-Bibliothek Ziirich
https://doi.org/10.3931/e-rara-8934
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Barrow calcula derivadas por primera vez en la historia

El argumento de Newton para calcular derivadas estd basado en las
ideas de su maestro%7, basta ver el “Ejemplo II” que presenta Barrow9
en la Leccién X, pagina 82. La idea, con notacién moderna, es que
para calcular la tangente a una curva en un punto dado basta conocer
la interseccién de la tangente con el eje x. El ejemplo dado por Barrow
consite en encontrar la tangente en un punto cualquiera M = (x,y)
a la curva x*> + 3> = 13 que pasa por E,M,0 con 0 < x,y < 1y
0 < r dadas. Si x corresponde a la medida de AP y y a la medida de
PM, segmento perpendicular a AP, para determinar la tangente basta
localizar T, el punto donde la tangente interseca a la recta AP, para lo
cual basta calcular el niimero £, el cual es la medida del segmento PT.
Para ello utiliza un argumento metafisico, ya que supone que para PQ
y MR “infinitamente pequenos”, el tridngulo AMRN sera semejante
al tridngulo AMPT.

Si hacemos Ax = |RN| (donde |RN| denota la medida del segmento
RN), y hacemos Ay = |MR|, Barrow calcula que si Ax, Ay son infinita-
mente pequefias entonces el punto (x + Ax,y — Ay) también satisface
la ecuacién x® + y® = 13 y asi, determina Barrow que

ro= (x+Ax)°+ (y - Ay)°
P = X34 3x2Ax +3x(Ax)? + (Ax)® 4+ v° — 3y2Ay + 3y(Ay)* — (Ay)®
0 = 3x*Ax —3y’Ay.

Primero, como x° + y3 = 13, estas cantidades se anulan entre si en
la ecuacién anterior. En segundo lugar, para obtener la tercera ecua-
cién, se cancelan todas las cantidades (Ax)?, (Ax)3, (Ay)?, (Ay)3. Ya
que, segin Barrow son todas cero, dado que al elevar una cantidad
infinitamente pequefia al cuadrado y al cubo, respectivamente, estas
cantidades son comparables con cero (no olvide que Ax, Az son infini-
tesimales para Barrow). Por lo tanto, dado que 0 = 3x?Ax — 3y%Ay,

Ay x2 B x?

Ax  y2 (13 _x3)5

Observe que Barrow con su técnica®® ha calculado la derivada de

97 Newton fue alumno de Barrow en el
Trinity College Cambridge

98 Isaac Barrow. Lectiones opticae et Geo-
metricae in quibus Phaenomenon opticorum
Genuina Rationes investigantur, ac expo-
nuntur: et Generalia Curvarum Linearum
Symptomata declarantur. Internet Archive
2011

3,

;r:‘+y3:I.: .
A PQ|E T

Figura 18: Se desea encontrar la tangen-
te a la curva x% + y3 =7 que pasa por
M para ello basta encontrar el punto T
y calcular la distancia t = PT, lo cual
se logra con la igualdad t = y?/x2, de
acuerdo con Barrow.

9 El resultado de Barrow, es el que se ob-
tiene en los cursos de Calculo con la téc-
nica de derivacién implicita, con excep-
ci6én de un signo faltante.
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y = (1 —x3)1/3, (salvo el signo menos que falta), y por tridngulos
semejantes (segin Barrow, el teorema de semejanza de tridngulos se
debe cumplir para tridngulos con lados infinitamente pequefios), el
triangulo AMRN es semejante al tridngulo AMPT, con lo cual se tie-
ne que:

AMRN ~ AMPT <= L = t:y—B.

y o by x?

Vale la pena mencionar que el segmento dado por ¢ tiene el nombre de
subtangente y encontrarlo se puso de moda en la época en la que vivié
Barrow, dado que la tangente (y con ella, la derivada) queda totalmen-
te determinada con ese segmento y el punto sobre la curva donde se
quiere trazar la tangente. Es decir, con la subtangente puede construir-
se la tangente con regla y compads. Cabe sefialar que, sin embargo, la
fama que goz6 la subtangente ha desaparecido actualmente.



Traduccion del original de Barrow:
Ejemplo I1.

Sean la curva EMO y una recta EA (posicién y magnitud dada)
tales que cualquier recta MP construida de tal manera que sea per-
pendicular a EA, tengan la propiedad de que la suma de cubos de AP
y MP sea igual al cubo de la recta AE. Llamese AE = r, AP = f,

donde AQ = f+ey AQ® = f3+3f% +3fe* + ¢ (0 quitados los
terminos superfluos como se ha prescrito'!) = f3 + 3f?e. El término
NQ? = (m —a)® = m® — 3m?a + 3ma® — a> (esto es'?) = m> — 3m?a.
Por lo cual se tiene 3 +3f%e +m3 —3m?a = (AQ* + NQ3 = AE® =)r?
y quitadas las (cantidades) dadas'®3, se tiene 3f2%¢ = 3m?a = 0 o bien
f?e = m?a. Y sustituyendo en lugar de a lo mismo m que t se tiene

m
fot=mdo0t= —5 - Por lo tanto PT es la cuarta proporcional*®+ de la

razén AP a PM continuada®s.

Similarmente, si se tuviera’® AP* + MP* = AE* se tendria PT =
’J’j—;, 0 PM cuarta proporcional en la razén AP a PM y asi se continda.
Desconozco si estas lineas (sic) cicloformes'®7 son dignas de observa-
cion.

Guia para la traduccion

Para comparar la traduccién anterior con el texto explicativo previo,
note que en el primer texto x equivale a f en la traduccién, y corres-
ponde a m, recuerde que en la gréfica x y y estan invertidas respecto
a lo que se usa actualmente. También Ax = a y Ay = ¢, aunque en
realidad Barrow estd operando con infinitesimales (i.e. cantidades in-
finitamente pequefias que no son realmente los incrementos Ax, Ay),
tales infinitesimales no existen en RR.
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1 Jsaac Barrow. Lectiones opticae et Geo-
metricae in quibus Phaenomenon opticorum
Genuina Rationes investigantur, ac expo-
nuntur: et Generalia Curvarum Linearum
Symptomata declarantur. Internet Archive
2011

Figura 19: Figura semejante al del origi-
nal de Barrow. En el original la curva es-
ta rotada. Aqui se muestra la grafica de
x3 +y3 = 13 en los ejes con la orientacién
normal que se usa actualmente.

ot Barrow se refiere a que se eliminan las
cantidades pequenas 3¢ f, 3 al ser e “in-
finitesimalmente” pequefia.

°2Dado que a es “infinitesimalmente”
pequena.

193 i.e. quitadas las cantidades ‘infinitesi-
males”.

¢ La cuarta proporcional x dadas las
cantidades a, b, ¢, estd dada por la igual-
dad § = %.
%5 Se entiende que “continuada” hasta
llegar a los infinitesimales.

1% Gimilarmente si se tuviera x* + y4 =
r*, dice el texto traducido a notacién mo-
derna y la exacta forma como lo escribié
Barrow es APqq + MPgq = Aqq.

97 “Lineas cicloformes” significa “lineas
con forma de ciclo” por su parecido con
la circunferencia, recuerde que al pasar
a coordenadas cartesianas la curva del

ejemplo tiene ecuacién x% + 13 = 3.
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82 Lzgc 71 X,

abjicienda) —2rrma=—4q ¢c—2qqma—2qmme.vel
rrma—qqma=2 Qe-~qmme; vel denuo fubftituendo m
proa, &sproe, eltrrmm —qqmm =29 t—qmme,; vel
rrmﬂimqqmm:t:PT.

2 Q' — Qs

Exemp. 11

Sic re€ta E A ( politione ac magnitudine data ) & curva EM O

Eo 1y proprietate talis, utab ea utcunque dutire@td MP ad E A perpen-
S 117 Niculari Summ.s Cubsrum ex A P, & MP zquetur Cubo reGle AE.
Nominentur AE =r; AP=f, undeAQ—=f-¢; & AQ_

cub. = P 3 ffe-3fe e-= ¢ ; (fenabjectis fuperfluis, ex pra-

feripo ) =f3~|~3ffe. Item N Qeub. = cub. m —z =’ —

smma-l=-3maa—a (hocelt) = m’ — 3mma. Quapropter

eltf’}3ffetm~—3mma—= (AQcub. + N Q_cub: =

AEcb. =) . abjedtifque datis, et 3ffe =3mma—o.

few, ffe = mma, ﬁ:;brogatiﬂque loco 2, &eiplism,& ¢, erit

ffe=nd; fent -_ﬂ%; eft ergo P T quarta proportionalis in ratio-
ne A P ad P M continuata.
Similiter, Si fuerit APqq-{~MPqq—= AEqq; reperictur

mt ; e :
fore PT = 43, vel PM quarta proportionalis in rationc AP ad -

PM; acitaporro; quod de Cycloformibus iftis lineis an obfervata
dignum (it nefcio.

Exemp. 111.

: Pofitione data fitrea AZ, & A X magnitudine ; {it etiam caros

Fig. 1:8. AM Oualis, ut du@4 vicunque re@a M P ad A Z normali, fit AP
Lo Galinde cub. +PMewh. = AXx AP xPM. :

Dicantur AX =4, &AP=Ff; erg0 AQ=f —e¢, & AQ_

ewbo— 3 ffe s SQN csb. = —3mma. & A Qx

QN:z=-fm —fo—me-}-ae—=fm —fa—me, unde AXx

AQxQN =fbfm—bfa—bme, hinc zquatio f° — 3ffe

d-m —3mmwa=bfm —bfa—bme; fen amoliendo reje-

e : ctanea

Ejemplo II del original de Barrow op. cit.. Créditos de la digitalizacion The Internet Archive (2011)
http:/ /www.archive.org/details/lectionesopticOObarr
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Figuras originales del texto de Barrow, la figura con el ntimero 117 corresponde al ejemplo 2 estudiado en
este texto.






Ptolomeo basamenta la astronomia
con tablas trigonométricas

De la colosal obra de Ptolomeo, se estudiara solo la parte con la cual
se construye la trigonometria moderna. Los antecedentes de esta obra,
entre los cuales se menciona la obra de Hiparco, son practicamente
desconocidos en la actualidad, ya sea porque se perdieron en el tiem-
po, entre guerras y la destruccién que conllevan, o ya sea porque la
obra de Ptolomeo volvié obsoletos los saberes precursores y se fueron
desvaneciendo al ser olvidados.

Si algo caracteriza a la obra de Ptolomeo es su generosidad. En el
Almagesto, es decir, en la Compilacién Matemdtica, como mas modesta-
mente realmente titul6 a su obra el matemadtico y astrénomo, el lector
encontrard el catdlogo de todas las estrellas visibles a simple vista en
el hemisferio que habité Ptolomeo; una guia para construir un instru-
mento para medir posiciones de los astros y la inclinacién de la eclip-
tica; la famosa tabla de cuerdas calculadas rigurosamente con varios
sexagesimales exactos y que comprende todos los arcos de una semi-
circunferencia comenzando con 1/2 grado hasta llegar a los 180 gra-
dos, con incrementos de medio grado entre cada uno de ellos; mucho
maés se encuentra en la obra de Ptolomeo, entre otras cosas relevantes,
los modelos mateméticos de los movimientos planetarios fundados en
rigurosas observaciones e innumerables tablas de observaciones basa-
das en la trigonometria.

Ademés, el tratado incluye las técnicas que utiliz6 Ptolomeo para
sus célculos y las demostraciones rigurosas de su validez, todas ellas
fundamentadas dentro del contexto de la teoria contenida en los Ele-
mentos de Euclides.

Las argumentaciones que aparecerdn junto a las ecuaciones (y que
también se encuentran en el libro de Thomas!®®) son tomadas de la
ediciéon de Heiberg'® quien edit6 y tradujo los Elementos de Eucli-
des'?, la edicion citada es a la que nos referiremos con la numeracién
de las proposiciones alli dada. Tales argumentaciones no aparecen en
el original (del cual se presentard una traduccién), dado que se daban
por conocidas, como se dice en la literatura matematica.

“8Ivor Thomas.  Greek Mathematical
Works, Aristarchus to Pappus. Harvard
University Press, Cambridge Massachu-
setts, London, England, 2005

99 Claudii Ptolemaei. Syntaxis Mathema-
tica edidit ]. L. Heiberg. Lipsiae in aedibus
B. G. Teubneri, 1898

° Euclides. Euclid’s Elements of Geometry,
The Greek text of J.L. Heiberg (1883-1885)
from Euclidis Elementa, edidit et Latine in-
terpretatus est I.L. Heiberg, in aedibus B.G.
Teubneri, 1883-1885 edited, and provided
with a modern English translation, by Ri-
chard Fitzpatrick. Open Source, 2007.
ISBN 978-0-6151-7984-1
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Construcion de la Tabla de senos

Lo primero que considera Ptolomeo es asignar medidas a los arcos
de circunferencia dada una escala en el didmetro de la circunferen-
cia. El matemético asigna 120 partes al didmetro, lo cual denotaremos:
1207; esto es conveniente para los calculos. También divide la circun-
ferencia en 360 partes lo que se denotard como se hace usualmente:
360° dividiendo, ademds, cada grado a la mitad. La divisién de 360°
de la circunferencia, como se sabe, tiene origen con los babilonios y
esta basada en un ancestral calendario solar de 360 dias.

Observe que la divisiéon del didmetro se proyecta de alguna mane-
ra sobre la circunferencia y, por lo tanto, las unidades del didmetro
son diferentes a las unidades sobre la circunferencia, de otra forma,
se tendria T = % = 3, lo cual, cualquiera que haya leido desde el
principio este libro sabe que no es verdad, como lo sabia Ptolomeo. Esta
diferencia entre unidades, digamos, planas y las unidades, digamos,
circulares, es la principal dificultad para medir cuerdas, dado un arco,
y reciprocamente.

Ahora conocida la cuerda para 60°, Ptolomeo construye con regla y
compds la cuerda para un arco de 36° dado por un decagono y la de
72° que corresponde a un pentdgono, pero recuerde que debe usar la
cuerda conocida del hexdgono. La construccion se sigue de la figura 20
y es como sigue.

Dada una circunferencia que pasa por A,B,G con centro en D y
didametro AG, se construye la perpendicular al didmetro que pasa por
D, se supone que B es la interseccién de tal perpendicular con la cir-
cunferencia. Al ser DB un radio, este corresponde a la cuerda de un
hexagono inscrito en la circunferencia. Sea E el punto medio de DG,
se afirma que EB es el lado del decdgono. Ahora construya una cir-
cunferencia con centro en E y radio EB. Sea R la interseccién de tal
circunferencia con el didmetro AG. Se afirma que BR es el lado del
pentdgono buscado.

Efectivamente,

GR-RD + ED? ER?, Euclides, libro 2, prop. 6

= BEZ, dado que ER = BE.
Pero, por el teorema de Pitdgoras™",
ED?+ DB* = EB?,
por lo cual,
GR-RD+ED*> = ED?+ DB
Al restar ED? queda,
GR-RD = DB* = DG,

Figura 20: La figura corresponde a la
construccién de los lados de un penta-
gono y un decdgono regulares que pue-
den ser inscritos en una circunferencia a
partir de la cuerda de un hexdgono re-
gular también inscrito.

" E] teorema llamado de Pitdgoras es la
proposicion 47 del libro 1 de los elemen-
tos de Euclides.



ya que DB y DG son ambos radios del circulo. O bien

GR DG
DG~ RD’

De donde puede concluirse que RG estd dividido en D, en la ra-
z6n media y extrema, es decir, en proporcién durea’'?. Entonces DR
es el lado de un dacagono (Euclides, libro 13, prop. 9). Ademés, co-
mo ya se menciond, GD es el radio del circulo y, por lo tanto, GD es
igual a un lado del hexdgono inscrito (Euclides, libro 4, corolario de la
proposicién 15).

El que BR sea el lado de un pentdgono inscrito en el circulo se
sigue de la proposicion 10 del libro 13 de Euclides y del teorema de
Pitagoras, dado el tridngulo RDB en la figura 20.

Ahora, Ptolomeo puede dar las medidas de los arcos. Primero cal-
cula EB mediante el teorema de Pitagoras con el tridngulo DEB de la
figura 20. Ya que el didmetro tiene 120 partes, el radio 60 partes; en-
tonces, como DE es la mitad de un radio, se sigue que tiene 30 partes
y mediante el teorema de Pitdgoras

EB = ER = /302 4 602 = /900 + 3600 = /4500

Por supuesto, Ptolomeo podia obtener aproximaciones a la raiz cua-
drada’3 y, ademds en base 60, de tal manera que escribe
4 55

ER =67+ — + — = 6774’ 55"
+60 * 602

y asi el lado del decdgono DR es
DR = ER — 307 = 677 4’ 55" — 307 = 37F 4’ 55"

el cual corresponde al arco de 360° /10 = 36° del decdgono. No olvide
el lector la diferencia de unidades o y p las cuales corresponden res-
pectivamente a la divisién de la circunferencia en 360° y la divisién
del didmetro en 120”. La construccion de un cuadrado es inmediata,
por lo que Ptolomeo puede calcular las cuerdas correspondientes a
90°, también mediante el teorema de Pitdgoras. Efectivamente, el la-
do del cuadrado regular inscrito que forma la cuerda y sustenta por
lo tanto un arco de 90° mide dos veces el radio de la circunferencia
al cuadrado, por el teorema de Pitdgoras. Por lo tanto, la cuerda mi-
de V2602 = 602 = 84P51’10". En la tabla 11 se dan las cuerdas
medidas en partes tomadas de 120 divisiones del didmetro. Las cuer-
das estdn asociadas con los arcos correspondientes a los poligonos alli
incluidos.

111

"2 Euclides, libro 6, definicién 2, pag.
156: Una linea recta se dice que estd dividi-
da en razon media y extrema cuando el todo
al segmento mayor es como el mayor al seg-
mento menor .

3 El metodo para extraer raiz cuadrada
en base 60, en particular de 4500 puede
encontrarse en un texto de Herén, que
puede consultarse en el libro de Thomas
op. cit. volumen I pag. 57.
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Poligono cuerda p arco 0°  cuerda /1207 2senf/2
decagono 37P 4/ 55" 36° 0.30901620370  0.3090169943
pentdgono 707 32/3" 72° 0.58778472222  0.5877852522
hexdgono 607 60° 0.5 0.5

cuadrado 847 51'10” 90° 0.70710648148  0.7071067811

triangulo 103755 23" 120° 0.86599537037  0.8660254037

Observe que las cuerdas, medidas en grados, corresponden a dos
veces el seno de la mitad del angulo, como se muestra en la figura 21.
Por lo que, para comparar los calculos de Ptolomeo con los célculos
modernos, se debe tomar la mitad del arco, tomar el seno y multiplicar
por 2. Recuerde que las funciones trigonométricas estin definidas en
un circulo de radio 1. En la tabla 11, para obtener la equivalencia de
las partes de las cuerdas dadas por Ptolomeo, se debe recordar que se
dividi6 el didmetro en 120 partes, por lo que, para comparar con el
seno, se deben dividir las partes que mide la cuerda (en base 60), entre
120 partes, como se muestra en la tercera columna de la tabla.

El resultado principal de Ptolomeo no es el mostrado en la tabla
11, sino un teorema a partir del cual se obtiene un equivalente a la
identidad sen (6 — ¢) = sen cos ¢ — cos 0 sen ¢, el teorema al que nos
referimos se llama precisamente Teorema de Ptolomeo.

Teorema de Ptolomeo

Dado un cuadrildtero inscrito en una circunferencia, entonces el producto
de las longitudes de las diagonales del cuadrildtero es la suma de los productos
de las longitudes lados opuestos.

Ptolomeo demuestra el teorema mediante una construccién inge-
niosa y un uso reiterado de los teoremas de semejanza de tridngulos
siguiendo los siguientes pasos:

(i) Construye el punto E sobre una de las diagonales de tal modo que
ZEBA = ZGBD, como en la figura 23.

(ii) Observa que los tridngulos AADB y AEGB son semejantes figu-
ra 24, para este fin, utiliza la proposicién 21 del libro 3 de los elemen-
tos'™4. En la figura 25 se indica con marcas los angulos que son con-
gruentes en los tridngulos involucrados. Se tiene que ZABD = ZEBG
por construccién y ZADB = ZAGB dado que los dngulos, uno con
vértice en D y otro con vértice en G, subtienden la misma cuerda AB
y, por lo tanto, subtienden el mismo arco.

Cuadro 11: Cuerdas construidas con re-
gla y compds por Ptolomeo en el Alma-
gesto.

Figura 21: Las cuerdas medidas por
Ptolomeo en 6° son equivalentes a
2sen°/2

Figura 22: En un cuadrilatero ABGD ins-
crito en una circunferencia, como el de la
figura, se cumple AG - BD = BA- DG +
AD - GB.

Figura 23: Se construye el punto E de tal
forma que ZEBA = ZGBD.

"4 Euclides, libro 3, prop. 21: En un circu-
lo dngulos inscritos que subtienden el mismo
arco son iguales entre si.



Dado que AADB y AEGB son semejantes se cumplen las siguientes

relaciones?5,
BG _ BD
EG  AD’
o bien,
BG-AD = BD:EG,

(iii) En la figura 26 los tridngulos AAEB y ADGB son también se-
mejantes, ya que tienen los angulos ZABE y ZDBE congruentes, por
construccién, y también tienen congruentes los dngulos ZEAD y ZBDG,
dado que al prolongarse AE hasta G se observa que dichos dngulos
subtienden el mismo arco GB. Por lo tanto,

AB _ BD
AE DG
o bien,
AB-DG = BD - AE.
Se puede concluir que
AG-BD = (AE+EG)-BD

= AE-BD+EG-BD
= AB-DG+ AD-BG.

Lo cual se deseaba demostrar.

Diferencia de arcos

Del Teorema de Ptolomeo es inmediata una relacién para la dife-
rencia de arcos, si se considera el caso particular en el que una de las
cuerdas del cuadrildtero es un didmetro de la circunferencia, es decir,
si se considera un arco de 180°. En la figura 27, AD es un didme-
tro de la circunferencia, si se conocen las cuerdas AB y AG, enton-
ces puede conocerse BG. Por el teorema de Ptolomeo se concluye que
AG-BD = AB-DG + AD - BG,

AD-BG = AG-BD — AB-DG.

Observe que tanto BD como DG pueden ser calculadas, ya que todo
tridngulo inscrito en una circunferencia con base sobre el didmetro y
con vértice opuesto al didmetro sobre la misma circunferencia es ne-
cesariamente recténgu10“6, por lo tanto, mediante el teorema de Pité-
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5 Euclides, libro 6, prop. 4: En tridngu-
los equiangulares los lados de dngulos igua-
les son proporcionales y los lados subtendien-
do dngulos iguales se corresponden.

Figura 24: Los angulos con vértices en D
y G son congruentes por la proposiciéon
21 del libro 3 de los elementos.

Figura 25: Los tridngulos AADB y
ADGB son semejantes.

Figura 26: Los tridngulos AADB y
ABEG son semejantes.

G

Figura 27: Si A, B, G, D estan inscritos en
una semicircunferencia y AD es su dié-
metro, si se conocen AB 'y AG, puede co-
nocerse BG.

116 Buclides, libro 3, prop. 20: En todo

circulo el dngulo en el centro es el doble de
aquel sobre la circunferencia cuando los dn-
gulos subtienden el mismo arco.
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goras pueden ser calculadas BD y GD. Con lo que se pueden conocer
las cuerdas de los arcos complementarios a AB y AG, es decir se pue-
den conocer las cuerdas de los arcos: 180° — arcoAB y 180° — arcoAG.
Pasando a la notacién moderna, si se denota por 26 el arco subtendi-
do por AG y por 2¢ el arco subtendido por AB, dado que, segtn la
ecuacion anterior

cuerda(20 — 2¢) - cuerda 180° =
= cuerda(20) - cuerda(180° — 2¢) — cuerda(2¢) - cuerda(180° — 26)

y como cuerda180° = 2sen90° = 2, se tiene
4sen (0 —¢) = 2senf-2sen(90° —¢) —2sen¢ -2sen (90° — 0)
De la anterior relaciéon se sigue facilmente la identidad moderna
sen (6 — ¢) = sen 6 cos ¢ — cos O sen ¢

de sabida inmensa utilidad. Ptolomeo con su nueva férmula calcula
inmediatamente la cuerda que subtiende un arco de 12°, ya que acaba
de calcular la del arco de 60° y la de 72°.

Foérmula para la mitad de un arco

Lo que sigue es calcular la cuerda que corresponde a la mitad de
un arco dado. En la figura 28 la cuerda GB y el arco subtendido por
ella son conocidos, entonces se conoce el arco GD = %GB. Para ello
recurre Ptolomeo a lo que ahora llamamos el coseno del arco, claro, sin
llamarlo asi. De nuevo, mediante teoremas de semejanza de triangulos,
dados en los Elementos encuentra una férmula que es equivalente a la
identidad moderna

sen %9 = %(1 —cosf),

donde 0 corresponde al arco dado en grados, por supuesto.

Con esta féormula Ptolomeo obtiene la cuerda de 6°,3°, 1 %O, %O (dado
que acaba de calcular la de 12°) y reporta que (siendo el diametro de
120 partes),

o

17 34’ 15"

1
cuerda del arco de 15

(o)

3
cuerda del arco de 1 - 0v 47' 8"

Y si, estimado lector, ha visto usted bien, aparece el cero en su funcién
posicional, jPtolomeo usaba el cero! Por lo menos asi aparece en la edi-
cién de Heiberg'17:118 de 1898 (pag. 41) donde puede verse el ntimero
en griego

Oucy

Figura 28: El arco GB y su cuerda son
conocidos, se desea calcular la cuerda de
la mitad del arco GD.

"7 Claudii Ptolemaei. Syntaxis Mathema-
tica edidit ]. L. Heiberg. Lipsiae in aedibus
B. G. Teubneri, 1898

8] a edicion de Heiberg, segun el prefa-
cio del libro, estd basada en documentos
escritos en griego a los que el autor tu-
vo acceso, por ejemplo el codex Parisinus
Graecus 2389, el codex Uaticanus Graecus
1594 (accesible en internet), el codex Mar-
tianus Graecus 313, entre varios mas.



lo cual es equivalente a 07 47’ 8”, es decir, el simbolo () es equivalen-
te al 0, aunque cabe mencionar que en la versién en latin en la parte
correspondiente del texto, la cual se traduce mds adelante, no se men-
ciona el cero™ pero el simbolo si aparece en las tablas.

El procedimiento para encontrar la férmula es el siguiente . De nue-
vo se considera la semicircunferencia con didmetro AG. Siempre es
posible construir con regla y compas la mitad de un angulo y, por lo
tanto, la mitad de un arco. Se desea calcular la cuerda de la mitad del
arco GB del cual es conocida su cuerda. Sea el punto D el cual estd en
la mitad de la cuerda GB. Sea E sobre el didmetro tal que AE = ABy
sea R el pie de la perpendicular al didmetro que pasa por el punto D.

Los tridngulos AADB y AAED son congruentes dado que, por
construccioén, tienen lado comin AD, AB = AE y, ademds, ZBAD =
£ZDAG, por lo tanto™° DB = ED. Ademds DB = GD, ya que son cuer-
das de arcos de la misma medida y, por lo tanto, el tridngulo AEGD
es isosceles. Asi dado que RD 1 EG , se tiene que (de nuevo por
congruencia de triangulos, Euclides, libro 1, prop 26) ER = RG. Pero
EG es la diferencia entre AB y AD y entonces RG es la mitad de tal
diferencia. Dado que la cuerda que subtiende el arco BG es conocida
asi como el didmetro AG dado que (como ya se menciond) el dngu-
lo ZABG es recto entonces AB = AE son conocidos inmediatamente
(por el teorema de Pitdgoras) y asi RG es también conocido. Ademds™*
AAGD es semejante a ADRG por lo que

AG GD
GD ~ GR’
es decir,
AG-GR = GD>.

Como AG y GR estan dados, entonces se puede conocer GD? vy, por lo
tanto, GD.
Recapitulando, si BG subtiende un arco de 26 se ha obtenido que

(cuerda8)? = (cuerda180°) - % ( (cuerda 180°) — cuerda (180° — 29))

lo que se traduce a notacién moderna como

1
sen?(6/2) = sen90° - (z(sen90O — cos 6))

o bien,

sen?(0/2) = %(1 —cos?).

Férmula para el coseno de suma de arcos

Posteriormente, Ptolomeo encuentra una férmula equivalente a la
moderna
cos(0 + ¢) = cos B cos P — sen b sen ¢
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"9 La opinién de que los griegos no uti-
lizaban el cero como se usa en el sistema
de notacién ardbigo fue establecida por
algunos eruditos (vea nota lanotaa enel
vol. 1 de Trevor (op. cit) ), al parecer () es
una abreviacion de la frase ninguna parte,
ovdepr poipx, en todo caso cumple con
la misma funcién del cero.

Figura 29: En la figura se tiene AE = AB,
DR L AGy DE = DG.

20 Buclides, libro 1, prop 4: Si dos tridngu-
los tienen dos lados iguales a dos lados res-
pectivamente y tienen el dngulo formado por
los segmentos dados iguales, entonces tam-
bién tienen la misma base.

2t Euclides, libro 6, prop. 8: Si en un
tridngulo rectdngulo se dibuja una perpen-
dicular de la base al vértice del dngulo recto,
entonces los tridngulos adosados a la perpen-
dicular son semejantes entre sty al tridngulo
completo.
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la cual utilizard para calcular cuerdas de multiplos de los arcos cuyas
cuerdas ya ha calculado.

Para obtener la identidad trigonométrica del coseno de una suma,
Ptolomeo construye un circulo que pasa por los puntos ABG inscri-
tos en una semicircunferencia. Se supondran conocidos los arcos y las
cuerdas AB, BG. Entonces se puede conocer la cuerda AG la cual sub-
tiende el arco que resulta de la suma de arcos AB y BG.

Primero, se agregan sobre la circunferencia los puntos D y E de tal
forma que AD y BE son didmetros, dado que pasan por R, el centro
de la circunferencia (figura 31).

Al ser conocido BG, entonces también GE es conocido (al estar ins-
critos en una semicircunferencia) similarmente BD es conocido (al ser
conocido AB y estar en la misma semicircunferencia ABD) asi como
DE (al estar en la misma semicircunferencia BDE). Ahora al estar los
puntos BGDE en un cuadrildtero, con diagonales BD y GE, por el
teorema de Ptolomeo se tiene

BD-GE = BG-ED+GD-BE
O bien
GD-BE =BD-GE —-BG-ED

En la igualdad anterior la tinica cuerda no conocida es GD, pero puede
determinarse si se conocen las demas. Observe ademds que AB = ED,
dado que los tridngulos AARB y ADRE son congruentes por tener
dos lados congruentes (los lados son radios de la circunferencia) y el
dngulo comprendido entre los lados congruente (son opuestos por el
vértice) con el del otro tridngulo. De esta forma se obtiene

GD-BE =BD-GE—-BG-AB

En notacién moderna si AB subtiende el arco 20 y si BG subtiende
el arco 2¢

cuerda(180° — 20 — 2¢) - cuerda 180° =
= cuerda(180° — 20) - cuerda(180° — 2¢) — cuerda2¢ - cuerda 20

lo que es equivalente a

cos(0 + ¢) = cos b cos P — senpsen b

Interpolacion

Finalmente, para la elaboracién de sus tablas, Ptolomeo requiere
calcular la cuerda de un arco de %O, para lo cual utiliza un método de

Figura 30: Dados dos arcos consecutivos
AB y BG cuyas medidas asi como las
medidas de las cuerdas que los subtien-
den son conocidas, se puede conocer la
medida de la cuerda AG la cual subtien-
de la suma de arcos AB y BG.

Figura 31: Para la demostracion, se agre-
ga a la figura anterior los puntos D y E
los cuales con A y B, respectivamente,
forman didmetros, siendo R el centro del
circulo.



interpolacién, con el cual obtiene la aproximacién

o

1
cuerda del arco de 5 07 31'25".

Para realizar la interpolacién, Ptolomeo recurre a la figura 32 donde
se ha trazado una circunferencia que pasa por ABG, la cuerda AB es
menor que BG. Ptolomeo afirma que

@ < arco GB
BA ~ arcoBA’

0 en notacién moderna, si 8 = arco GB y ¢ = arco BA con ¢ < 0,
senf 0
< —.
seng ¢

. ., . (o]
Para obtener una estimacién de la cuerda del arco que subtiende % ,

. e . . o
primero el matemadtico considera que BA subtiende un arco de % y

la cuerda GB, un arco gg 1°. lz/lediante la desigualdad % < §58 Ig’g,

se tiene por lo tanto pz < 3. Pero, como ya se mostr6, la cuerda

BA = 0P 47'8", por lo tanto, se tiene para la cuerda de 1°

4 20 47 8
1°=GB< =-(0P4778") = [1+ =) - [ 22 + —
cuerda del” =GB < 3- (074787 <+60> (60+602>’
bi
e cuerdade10<1+£+&+ﬂ
60 602  60%°

Sea ahora el arco de BA =1° yelde GB = 1%0. Con un razonamiento
similar al anterior se tiene que

cuerda de % =GB < % cuerda de 1°

Pero en este caso se sabe que GB = 1734/ 15" y, por lo tanto,

2
3 (1734 15") < cuerda de 1°,

o bien s 50
1+ %0 + a2 < cuerda de 1°,
por lo tanto se tiene que
2 50 2 50 40
1+ —=+— dadel®° <1+ —+ —+ —
+60+602 < cuerdadel” < +60+602+603'

por lo que Ptolomeo afirma que
cuerda de 1° ~ 17 2/ 50",

Con esta estimacién y el teorema para la cuerda del arco mitad que
ha demostrado, Ptolomeo puede concluir ademéds que

o

1
cuerda 5 ~ 0P 31’ 25",

como se dijo al principio de esta seccién.
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Demostracion de la desigualdad

Para demostrar que la imprescindible desigualdad para sus calculos

GB arco GB ; S o114 s 4
34 < reopa Se cumple, Ptolomeo realiza la siguiente construccién

(figura 32):

(i) Bisecta el 4ngulo ZABG con la linea DB y entonces’** DA = DG.
Se denota con E la interseccion de AG con DB y entonces'?3 GE > EA.
(ii) Se construyen DR perpendicular a AEG vy el circulo con centro
en D y radio DE el cual corta a AD en H y cae arriba de DR en T.
Entonces AD > ED y ED > ER (por construccién ED es radio del
circulo HET).

(iii) Se considera ahora el arco HET, entonces, por construccién,

sector circular DET > é4rea ADER

area ADEA > sector circular DEH,

De las desigualdades anteriores se sigue que

sector circular DET area ADER
sector circular DEH drea ADEA’
Pero24
darea ADER  ER
drea ADEA  EA
y ademas

sector circular DET _ ZEDT
sector circular DEH =~ /EDH

Por lo tanto

/EDT _ ER

ZEDH ~ EA
y por lo anterior (ya que ADEA y ADRA tienen la misma altura y por
la prop. 1 del libro 6 de Euclides), dado que ZEDR = ZEDT, entonces
componiendo™5

ZADR S RA

ZEDH =~ EA’
Volviendo a componer,

ZADG S GA

ZEDA =~ EA’
Ahora dirimiendo™® se llega a que

ZGDA - GE

ZEDA = EA

Pero se tiene que % (por la citada prop. 3 del libro 6) y ade-

méast?7 EA
ZGDB _ arco GB
/BDA  arco BA

Con lo que, finalmente, se obtiene lo que se desea demostrar.

Figura 32: Se comparan los arcos AB y
BG con respecto a sus cuerdas.

22 Euclides, libro 3, prop. 26: En circu-
los iguales, dngulos iguales estdn sobre arcos
iguales sin importar si estdn con vértice en el
centro ambos o ambos sobre la circunferencia.
23 Euclides, libro 6, prop. 3: Si el dngu-
lo de un tridngulo se corta a la mitad y el
segmento que corta al dngulo también corta
la base, los segmentos de la base tendrdn la
misma proporcion que los lados restantes del
tridngulo.

24 Euclides, libro 6, prop. 1: Tridngulos y
paralelogramos con la misma altura son en-
tre si como sus bases.

125 Asi estd en el original, por el término
componiendo se entiende que si § = §,
entonces es vélida la siguiente sustitu-
cién:
a+b c+d
b d

26 E] término dirimiendo se refiere que si
§ = 4, entonces es vélida la siguiente
sustitucion:

a-b c—d
b~ 4’
también se le llama dividiendo.
27 Euclides, libro 6, prop. 33: En circulos
iguales, los dngulos tienen las mismas razo-
nes como los arcos que subtienden, ya sea que
ambos tengan vértice en el centro de la cir-
cunferencia o, ambos, sobre la circunferencia.




Las tablas trigonométricas

Después de todas las explicaciones de los célculos que ha provis-
to, Ptolomeo afiade a su texto las tablas que ha obtenido, las cuales,
en la versién de la que se ha traducido, ocupan cuatro paginas. Ade-
mas de los calculos que se estudiaron Ptolomeo afiade el célculo de
sesentavos, es decir, divide cada medio grado en 30 partes e incorpora
las aproximaciones en su tabla, de tal manera que los intervalos entre
cada medio grado puedan estimarse con cierta precisiéon. Se llaman
sesentavos porque dividen un grado en sesenta partes, por supuesto.
Siguiendo la tradicién de ilustrar los célculos de Ptolomeo se agrega
una pequeila muestra de la tabla original en el cuadro 12, solo para
completar este capitulo.

Critica a la obra de Ptolomeo

Es imposible saber qué tanto del Almagesto es original y qué tanto
es saber acumulado. Sin embargo, al parecer todas las férmulas que
se traducen a la trigonometria moderna son una contribucién de Pto-
lomeo para mejorar las tablas que se conocfan en su época.

Muchas otras cosas mds, ademads de las tablas, contiene el Alma-
gesto y entre ellas una leyenda negra: se culpa a Ptolomeo de que la
humanidad creyera por cientos de afios que la tierra es el centro del
universo. No creo que deba atribuirse a Ptolomeo tan tremenda culpa,
no mds que a cualquier persona que cuando se levanta al amanecer
diga que ya sali6 el sol. Efectivamente, todo aquel que haya tenido la
fortuna de haber observado el cielo durante una noche estrellada habra
observado el espectacular movimiento aparente de la béveda celeste.
Ptolomeo construy6 su obra bajo tal perspectiva, la del observador ab-
sorto por el firmamento que desde un punto de vista absolutamente
valido, se mueve relativamente a la tierra. En todo caso fueron quienes
encumbraron la obra de Ptolomeo y la defendieron como la tinica teo-
ria posible a quienes debe culparse. Las observaciones y mediciones de
Ptolomeo con los instrumentos a su disposicién son las mejores posi-
bles y constituyen un ejemplo de rigor cientifico que fue solo superado
en el renacimiento. Las prediciones que obtuvo con sus modelos son
exactas e incluso los calculos son mas simples, paradéjicamente, que
los de Copernico, a decir de Neugebauer'8. Es sabido que ya para la
época de Ptolomeo se conocia la posibilidad de que la tierra se movie-
ra al rededor del sol™9 y que la tierra misma se movia, contrariamente
a lo que afirma Ptolomeo. Pero habria que esperar hasta las obser-
vaciones de Tycho Brahe y las ideas de Kepler para obtener mejores
modelos matemaéticos de la cinematica celeste que los de Ptolomeo.

No se intenta en este texto reivindicar a Ptolomeo, no lo necesita, el
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28 0. Neugebauer. The Exact Sciences in
the Antiquity. Dover Publications Inc.
New York

29 Segtin los comentarios de Arquime-
des y Plutarco, Aristaco de Samos sos-
tuvo que la tierra se movia alrededor del
sol y las estrellas fijas, vea por ejemplo
Thomas (op. cit.) pag. 2-6.
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objetivo del presente estudio es destacar la intuicién y saber de quien
quiera que haya generado los teoremas para generar nuevos a partir de
lo establecido y la dedicada y minuciosa labor para construir las tablas
que sirvieron para matematicos, astrénomos e ingenieros por mds de
mil afios, sin cambios, hasta el arribo de Newton y las nuevas técnicas
del Calculo que extendieron la posibilidad de encontrar el seno de
cualquier arco, no solo de los que calculé Ptolomeo, sin necesidad de
interpolar y con la exactitud que se desee, pero reitero, mas de mil
afnos después.

Finalmente, desde el punto de vista matematico las aproximaciones
del Almagesto son impecables, siempre y cuando la geometria que rija
el universo sea la Euclidiana, geometria sobre la cual estdn fundamen-
tados todos sus teoremas y célculos, lo cual, como se sabe, no es el
caso.

A manera de apéndice

Generalmente se encuentra en la Internet la forma de hacer muchas
construcciones de matematicas, pero dado que no encontré hasta el
momento de escribir este texto la forma practica y exacta en la que
se divide la circunferencia en 360 partes, enseguida describo como se
hace, dada la importancia que tiene para entender los procedimientos
de Ptolomeo:

(i) Construya una circunferencia con un compds. Tome un punto P
cualquiera sobre la circunferencia. Con la misma medida en el com-
pés con la que se construye la circunferencia a partir del punto P
marque otro punto sobre la circunferencia. Si se contintia este proce-
so se construird un hexdgono regular si se unen los puntos consecu-
tivamente. La demostracién de porqué resuta un hexagono regular
inscrito en una circunferencia estd en los elementos de Euclides li-
bro 6, prop. 9.

(ii) Es posible mediante tridngulos semejantes dividir cualquier seg-
mento en un nimero arbitrario de partes iguales (Euclides libro 4,
prop. 15). Divida cada lado del hexdgono construido en 60 partes
iguales a las que estan sobre el didmetro del circulo. Una el centro de
la circunferencia con rayos que pasen por cada uno de los 60 puntos
de cada lado del hexdgono. La interseccién del rayo con la circun-
ferencia da la divisién de la misma en 360° (por las proposiciones
27y 28 del libro 3 de los Elementos de Euclides). En particular a un
arco de 60° le corresponde una cuerda de 607 en una circunferencia
cuyo didmetro es 1207 y que esta dividida en 360°.



Traduccion de partes de los capitulos 9 y 10 del Almagesto

Enseguida se traduce del latin algunas de las partes dedicadas a la
construccién de la tabla de cuerdas del “El Almagesto” en la versién
de Gerardo de Cremona, quien a su vez lo tradujo del 4rabe al latin
en el siglo XII. Se traduce de un ejemplar de 1515 que se conserva
en el Deutsches Museum'3°. Existen varias versiones del texto de Pto-
lomeo accesibles al ptblico, en particular he consultado, ademaés, la de
la editorial Loeb™3", donde se presenta el texto en griego y en inglés
(pag. 413). La versién en griego de Heiberg, la cual traduce al inglés
Ivor Thomas en la edicién de Loeb, se encuentra disponible en https :
/ /commons.wikimedia.org /wiki/ File : AlmagestComplete, Heiberg.pd f

Una excelente aproximacién de la travesia del Almagesto para llegar
hasta nosotros, ademds de un andlisis contemporaneo de las tablas
trigonométricas del original, se encuentra en un articulo de Zieme'32.

Por dltimo, para enfatizar la rareza de la copia de la cual traduz-
co, pongo enseguida parte de la nota de la Mathematical Association of
America adjunta a una foto del libro:

“En el siglo II, Claudio Ptolomeo, astrénomo y matemaético alejan-
drino, escribié Mathematike Syntaxis (en griego) o La compilacién mate-
mdtica, el cual es un tratado sobre los movimientos aparentes de las
estrellas y los planetas. Esta obra pronto pasé a ser conocida como La
Mayor Compilacion y establecié el modelo de un universo geocéntri-
co, esquema cientifico que se seguiria durante los siguientes mil afios.
Cuando la obra griega de Ptolomeo fue adoptada en el mundo islami-
co, su titulo en arabe se redujo a El mds grande, que cuando se transli-
ter6 al latin se convirtié en Almagesto. (La sintaxis griega Mathematike
se tradujo al latin como Syntaxis mathematica). Los restimenes y co-
mentarios europeos se basaron en la traduccién de la obra del drabe
al latin realizada por Gerardo de Cremona en el siglo XII. La primera
edicion latina completa del Almagesto fue publicada en 1515 por Petri
Liechtenstein (fl. 1497-1528), quien era un impresor que residfa en la
colonia alemana de Venecia en ese momento. Las copias del Almagesto
de Liechtenstein de 1515 son extremadamente raras.”

Espero que sea de alguna utilidad mi traduccién de la pequefia
parte del libro dedicada a la trigonometria de la tan extremadamente
rara copia que he utilizado.

Capitulo noveno sobre la ciencia de la longitud de las cuerdas en
partes de un circulo.

o (...) Para medir las cuerdas, divida la circunferencia del circulo en 360
partes y afiada en ellas un medio de cada parte’33. También divida el
diametro del circulo en 120 partes, lo cual es apropiado para aligerar

121

%° Claudius Ptolemaeus. Almages-
tu[m] CI. Ptolemei Pheludiensis Alexan-
drini Astronomo[rum] principis, Venetiae,
1515. Deutsches Museum, Miinchen
Shelf Mark: 3000/1946 B 16 Persistent
Link: http://dx.doi.org/10.5079/dmm-
25, 1515

3! Ivor Thomas. Greek Mathematical
Works, Aristarchus to Pappus. Harvard
University Press, Cambridge Massachu-
setts, London, England, 2005

132 Stefan Zieme. Gerard of Cremona’s La-
tin translation of the Almagest and the revi-
sion of tables. Journal for the History of
Astronomy 2023, Vol. 54(1) 3- 33, 2023

133 Es decir, aumente la divisiéon de 360°
dividiendo cada grado a la mitad.
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los célculos'34.

(...) El nimero 60 se asumira (como base) en todas las operaciones
aritméticas, para simplificar las operaciones con fracciones'3> y se uti-
liza en todas las multiplicaciones y divisiones para estar ciertos que
las cantidades que se buscan estén mas cerca del valor verdadero, de
modo que lo que falta (en la aproximacién) sea inapreciable!3°.

Primero, seaABG un semicirculo construido sobre el didmetro ADG
con centro en D. Se proyecta desde D sobre la linea AG ortogonalmen-
te la linea DB. Se divide DG en el punto medio E y se produce la linea
BE. Sea la linea ER igual a la linea EB y produzca la linea BR. Digo
entonces que la linea RD es el lado de un decagono (inscrito) y que la
linea BR de un pentdgono. Lo cual se prueba como sigue. Ya que DG
estd dividida a la mitad en E y se adjunta a la linea DR, entonces 37
GR multiplicado por RD con el cuadrado de ED es igual al cuadrado
de la linea ER que es igual a BE.

Pero el cuadrado de ED con el cuadrado de DB, los dos al mismo
tiempo, son iguales al cuadrado®3® de EB. Por lo cual, multiplicado GR
por RD més el cuadrado de DE son iguales con el cuadrado de DE y
DB los dos al mismo tiempo. Entonces, cuando se resta el cuadrado
de ED queda el producto GR con RD que iguala al cuadrado de DB,
el cual es igual a GD. Y porque con los lados del hexdagono y lados
del decagono inscritos en un mismo circulo, al ser puestos en una
linea se dividen en proporciéon extrema y media®™® y siendo DG la
mitad del didmetro, es el lado de un hexdgono, y serd DR el lado
de un decidgono. Similarmente, para el lado de un pentdgono puede
ponerse el lado de un hexdgono con el lado de un decdgono en un
mismo circulo siendo recto el angulo BDR del tridngulo BDR, seré el
cuadrado de BR igual al cuadrado de BD, el cual es el lado de un

134 Se traduce levitas in numeris, lo que
quiere decir literalmente “levedad en los
nimeros”, como “aligerar los calculos”,
se pierde la metéafora pero se gana en cla-
ridad.

5 La base 60 aligera los célculos para
Ptolomeo ya que el sistema de numera-
cién griego no es apropiado para efec-
tuar divisiones ni ningunos otros calcu-
los, ademas de las consabidas posibilida-
des del namero 60 para ser dividido por
otros nitimeros y que lo hacen notable-
mente util.

36Sin duda el error de los calculos de
Ptolomeo son muy pequefios para los
materiales usados en sus instrumentos y
para las escalas requeridas por las exi-
gencias de su tiempo.

37 En el original no aparecen ecuaciones
ni razones de la argumentacion.

Figura 33: Figura semejante al del origi-
nal de Ptolomeo. En el original se usan
letras mindsculas para los puntos, aqui
se utilizan maytsculas de acuerdo con
las practicas contemporaneas.

138 Es decir, ED? + DB? = EBZ?, lo cual
se cumple por el Teorema de Pitagoras,
pero no se dice en el texto.

39 Es decir, estdn en proporcién durea,
aunque el término “4ureo” es muy pos-
terior a Ptolomeo, por lo cual se omitié
en la traduccién.



hexdgono y DR el lado de un decdgono, simultdneamente serd BR el
lado de un pentdgono.

Primero, dado que dividimos el didmetro del circulo en 120 partes,
serd la linea™° DE de 30 partes, serd su cuadrado 900. Y sera la linea
BD misma 60 partes dado que es la mitad del didmetro, su cuadrado
3600. Dado el cuadrado de EB que es el cuadrado de ER, que estan en
un circulo, de 4500 partes, sera ER, 67 partes, 4 minutos, 55 segundos.
Segundo, el restante mds cercano DR serd 37 partes, 4 minutos, 55, el
cual més cercano es igual al lado de un decagono. Entonces el lado
de un decdgono que subtiende un arco de 36 partes de la cantidad
de 360 partes de un circulo, serd 37 partes 4 minutos, 55 segundos.
Su cuadrado es 1375 partes 4 minutos, 14 segundos y el cuadrado de
DB es 3600 los cuales sumados los dos serdn el cuadrado de BR, 4975
partes, 4 minutos, 14 segundos, entonces, debido a esto la longitud
de la linea BR sera 70 partes, 32 minutos, 3 segundos, la misma es la
longitud del lado del pentdgono. Por lo tanto el lado del pentagono
cuya cuerda es 72 partes de una circunferencia de 360, serd 70 partes,
32 minutos, 3 segundos.

Y es manifiesto, por lo tanto, que el lado de un hexdgono que sub-
tiende un arco de 60 partes, es 60 partes: la mitad del didmetro. Simi-
larmente, el lado de un cuadrado que subtiende un arco de 90 partes,
es el doble de un cuadrado de la mitad de un diametro, y el cuadrado
de un lado del tridngulo que subtiende 120 es el triple de la mitad del
didmetro, y el cuadrado de la mitad del didmetro es 3600, entonces ha-
ce el cuadrado del lado del cuadrado (sic) 7200 y el cuadrado del lado
del tridngulo 10800. Por lo tanto la longitud del la cuerda de un arco
de 90 partes serd 84 partes, 51 minutos 10 segundos. La méds cercana
cantidad de la cual el didmetro es 120 tendra una cuerda que subtiende
un arco de 120, tendrd medida 103 partes, 55 minutos, 23 segundos.
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36//37 4 55
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4 Ptolomeo se refiere a la figura 33.

Figura 34: Figura semejante al del origi-
nal de Ptolomeo. Conocida a cuerda de
un arco de 36° es posible conocer la cuer-
da del arco complementario de 144° si el
diametro se ha dividido en 120 partes y
la circunferencia en 360 partes.



124

e Entonces, ya han sido obtenidas las cantidades de estas cuerdas por
si mismas. Y debe ser claro para nosotros que debe ser facil conocer
las cuerdas de los arcos complementarias del semicirculo, dado que
la suma de los cuadrados de tales cuerdas es igual al cuadrado del
didmetro del circulo. Por ejemplo, ya se sabe que la cuerda de un arco
de 36 partes es 37 partes, 4 minutos, 55 segundos y su cuadrado es
1375 partes 4 minutos, 14 segundos ademads el cuadrado del didme-
tro es 14400 por lo tanto el cuadrado de la cuerda que subtiende el
arco complementario en el semicirculo de 144 partes es 13124 partes
55 minutos, 46 segundos, entonces la longitud del arco complementa-
rio es 114 partes, 7 minutos, 37 segundos. Similarmente, sabemos (la
medida) para las cuerdas complementarias, conocidas las cuerdas que
completan al semicirculo.

e Serd explicado en lo que sigue cudles de estas cuerdas pueden ser
obtenidas por subdivision del arco de las cuerdas sabidas y sus diver-
sas partes. Nos permitimos destacar este saber extremadamente ttil a
continuacion.

Sea ABGD un circulo en el que estd descrito un cuadrilatero sobre
los puntos ABGD. Dibuje las lineas AG y BD. Demuestre que el pro-
ducto AG - BD es igual a la suma de los productos AB con DG y AD
con BG. Lo cual se demuestra como sigue. Construya un dngulo ABE

igual al d&ngulo DBG. Si se suma el angulo EBD a ambos, el angulo
ABD es igual al dngulo EBG. Pero el dngulo BDA es igual al d&ngulo
BGE ya que subtienden una misma cuerda. Entonces el tridngulo ABD
es equidngulo con el tridngulo BGE. Por lo tanto, la proporcién BG a
GE es como la proporcién de BD a DA, entonces el producto de BG
con AD es igual al producto de BD con GE. Y también que el angulo
ABE es igual al angulo DBG, el angulo BAE igual al angulo BDG, da-
ra que el tridangulo ABE es equidngulo con el tridngulo BGD, entonces

Figura 35: Figura semejante a la del ori-
ginal de Ptolomeo, la cual ilustra el teo-
rema conocido como Teorema de Ptoloneo.



las proporciones BA con EA es como la proporcién de BD con DG.
Entonces el producto BA con GD es igual al producto BD con EA. Ya
se demostré que el producto BG con AD es igual al producto BD con
GE por lo que el producto AG con BD es igual al producto AB con GD
simultdneamente (al producto) AD con BG. Y esto es lo que deseamos
demostrar.

e Después de lo establecido anteriormente, construya un semicirculo
con didmetro AD en el cual sean A,B,G,D. Construya de desde A
dos cuerdas AB y AG con cantidades que sean conocidas. Produzca la
cuerda BG. Digo que entonces la cuerda BG serd conocida.

Lo cual se demuestra asi. Las dos cuerdas BD y GD, también son
conocidas ya que son cuerdas en partes complementarias de partes
conocidas del semicirculo. También en el semicirculo estd un cuadri-
latero sobre A, B, G, D; por lo tanto, el producto de BA con GD junto
con el producto de AD con BG igualan el producto de AG con BD. Y,
por lo tanto, el producto de AG con BD es sabido; el producto de AB
con GD, es sabido; dado que el didmetro AD es conocido, la cuerda
BG serda conocida.

Por lo tanto es claro que si dos arcos fueran conocidos y conocidas
sus cuerdas, la cuerda que resulta al restar los arcos™" que este entre
los arcos sera conocida. También es manifiesto y posible, por tal resul-
tado, que la diferencia de varias cuerdas serd conocida habiendo sido
producidas de otras. De manera similar se encuentra la cuerda del arco
de 12 partes, dado que se conoce la cuerda de 60 y la de 72 partes.

e También, si siendo conocida una cuerda y su arco, se quisiera calcu-
lar la cuerda de la mitad de ellas, entonces se construye un semicirculo
que pase por A, B, G, siendo el didmetro AG, y sea el arco BG teniendo
cuerda conocida, el cual serd cortado en el punto medio D. Trace las
cuerdas AB, AD, BD, DG. Produzca la perpendicular RD erigida sobre
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Figura 36: Primera figura de la pagina 6
en el original.

1 Se llama cuerda superflua a la que re-
sulta al restar arcos.
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el didmetro AG. Digo que entonces RG es la mitad de la diferencia AB
con AG. Lo que se prueba asi. Construya la linea AE igual a la linea
AB, y extienda la linea DE de tal forma que AE quede hecha igual
a AB. Con AD comin, serdn las dos lineas AB, AD iguales a las dos
lineas AE, AD de tal forma que tendran respectivamente iguales el
dngulo BAD con el angulo EAD, por lo tanto la base BD igual a DE.
Puesto que BD es igual a DG, serd DG igual a DE. Por tal motivo,
entonces el tridngulo DEG tendré dos lados iguales y asi la perpendi-
cular divide la base EG en dos mitades. Entonces, ER es igual a RG y
el total de EG es el excedente de AG sobre AB, por lo tanto RG es la
mitad del excedente de AG sobre AB. Y dado que la cuerda del arco
BG es conocida, serd también la cuerda que reste del semicirculo que
es AE, ya que es AB conocida. Y como el didmetro AG es conocido se-
rd EG el cual es el resto del didmetro conocido cuya mitad es conocida
ya que es la mitad que resta de AG sobre AB. Por tal razén, dado que
en el tridngulo rectdngulo ADG se encuentra la perpendicular DR, se-
ré el triangulo ADG rectangulo y equiangular al tridngulo DRG. Sera
la proporcién de AG con DG como la proporcién de GD con GR. De
esta forma el producto de AG con GR serd igual al cuadrado de GD.
Por lo tanto, la longitud de la cuerda GD la cual subtiende la mitad
del arco BG serd conocida.

Por este capitulo se pueden saber muchas cuerdas sabiendo aquellas
de las que se quieren conocer. Entre ellas con la cuerda de un arco de
12 partes, se puede conocer la cuerda del arco de seis partes, la cuerda
del arco de tres partes, la cuerda del arco de una y media partes, la
cuerda del arco de media y un cuarto partes™#>.

De este modo encontramos que la cuerda del arco de una y media
es cercana a una parte, 34 minutos, 15 segundos, si la cantidad del
didametro es de 120 partes. Y la cuerda del arco de media y un cuarto

Figura 37: Segunda figura de la pagina 6
en el original.

. o o
142 Eg decir, la cuerda del arco de % + % .



partes es alrededor de (sic) cifra™3, 47 minutos, 8 segundos.

e Trace nuevamente el circulo ABGD sobre el didmetro AD, sea R el
centro del circulo y construya desde A dos arcos que sean conocidos
con sus cuerdas conocidas, uniendo los puntos de cada uno de ellos,
que sean AB y BG las cuerdas. Digo entonces que si se traza la cuerda
AG, ésta serd también conocida. Lo cual se demuestra como sigue.
Construya desde B el didmetro del circulo por BRE. Construya las
cuerdas BD, GD, DE, GE. Queda manifiesto que conociendo la linea
BG se conoce la linea GE; sabiendo AB, se conoce BD y de ella DE.

Y por eso, ya hemos supuesto que el cuadrildtero B,G, D, E, estd
sobre un circulo, siendo sus diagonales BD, GE, el producto de las
diagonales entre si, serd igual a la suma de los dos productos de lados
opuestos. Como se conoce el producto de BD con GE; serd conocida
la suma de los dos productos, BG con DE, GD con BE. El didmetro
BE es conocido, por lo tanto la linea GD queda por conocerse, con
la cual, la cuerda del arco restante del semicirculo, que es AG, queda
determinada. Entonces, ya sabemos que si dos arcos fueran conocidos
con las cuerdas que tienen también conocidas sera conocida la cuerda
de la suma de los arcos.

Por ello, también en este capitulo se nos deja claro que con la cuerda
del arco de 1/2 siempre puede ser calculada cualquiera cuerda cono-
cida. Todas ellas tendrdn su descripcién en las tablas de cuerdas de
nuestro libro. (...)

e Porque si encontramos el arco de la cuerda de 1/2 verdaderamente,
encontraremos con este, por el capitulo de la suma y por los argumen-
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143 Probablemente Gerardo de Cremona
tradujo el “cero” drabe como cifra.

Figura 38: La figura que se muestra es
semejante a la tercera figura de la pagina
6 del original.
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tos del capitulo de la resta, las cantidades de las cuerdas de los arcos
que faltan. (...)

Figura 39: La figura que se muestra es
semejante a la primera figura de la pagi-
na 7 del original.

Para este propdsito, permita que este capitulo diga: Si son trazadas
en un circulo cuerdas diferentes, serd menor la proporcion de la cuerda mds
larga con la cuerda mds corta que la proporcion del arco de la cuerda mds larga
con el arco de la cuerda mds corta.

En efecto, si se traza un circulo sobre los que sean A, B,G, D, en el
cual sean dos cuerdas diferentes, donde AB es la menor y BG la mayor,
digo entonces que la proporcién de la cuerda BG a la cuerda BA es
menor que la proporcién del arco BG al arco BA. Lo que se demuestra
asi. Divida el angulo ABG por la mitad mediante la linea BD. Trace
las lineas AEG, AD, GD. Y dado que el dngulo ABG esta dividido a la
mitad mediante la linea BED seran iguales las lineas GD y AD. Dado
que también la linea GE es mayor que la linea AE trace en D una linea
DR perpendicular a AEG. Y como la linea AD es més larga que la linea
ED, la linea ED maés larga que DR, el circulo con centro en D con radio
DE, tendrd AD como secante y serd superior a DR. Entonces afirmo
que el circulo sobre el que estén BET encontrard DR en T. Y porque
el sector DETes mayor que el tridngulo DER y el tridngulo DEAes
mayor que el sector DEH, serd la proporcién del tridngulo DER con el
tridngulo DEA menor que la proporcién del sector DET con el sector
DEB. Entonces la proporcién del tridngulo DER con el tridngulo DEA
es como la proporcién de la linea ER con la linea EA; la proporcion
del sector DET con el sector DEH es como la proporcién del angulo

RDE con el éngulo EDA. Entonces como Compondremosl44, sera la 44 Se refiere a la operacién componiendo
la cual ya se explico en las secciones ini-
ciales de este capitulo. Es decir si § = §

da’
se compone si se escribe % = %,



proporcién de la linea RA con la linea EA menor que la proporcién
del &ngulo GD A que es el doble del dngulo ADR con el d&ngulo EDA.
Entonces como dividiremos'4>, serd la proporcién de la linea GE con
AE menor que la proporcién del dngulo GDE con el dngulo EDA,
pero la proporcién de la linea GE con EA es como la proporcién de
la cuerda GB con la cuerda BA; la proporcién del &ngulo GDB con el
angulo BDA es como la proporcién del arco GB con el arco BA. Y esto
es lo que queriamos demostrar.

e Posteriormente, dada la figura precedente, afirmaremos que si traza
el circulo ABG en éste las dos cuerdas AB, GA, si se pone primero AB
que subtienda un arco de medio, un cuarto4® partes del circulo; AG
subtienda un arco de una parte’#” (y como la proporcién de la cuerda
AG con la cuerda AB es menor que la proporcién del arco AG con el
arco AB, el arco AG tanto como AB a su tercera parte), entonces, como
ya se mostrd, la cuerda AB es (sic) cifra, 47, 8" (cuando las cantidades
del didametro son 120), serd la cuerda AG menor que una parte, 2, 50"
()

En este mismo circulo, ponga como cuerda AB que subtienda un
arco de 1°, el arco AG que subtienda un arco de 1%0 como se ha dicho
porque el arco AG es una parte y mitad del arco AB, serd la cuerda
GA menor que una parte y mitad de la cuerda. Como ya se mostro,
la cuerda EG es una parte, 34/, 15" (si las partes del didmetro son
120)., entonces AB es mayor que una parte 2’, 50”. Entonces, queda de
manifiesto que nos conviene que aceptemos para una cuerda de una
parte del circulo, una parte, 2/, 50" (si las partes del diametro son 120).
Y como esto ya se mostrd, diremos que la cuerda del arco %O serd (sic)
cifra, 31/, 25”. Y con esto se completara el resto de las cuerdas que
quedan que hemos predicho, las que son entre cuerdas conocidas. (...)
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45 Se refiere a la operacién dirimiendo la

cual ya se explicé en las secciones inicia-

les de este capitulo. Es decir si § = g, se
d

dirime o divide si se escribe % =5

146 Es decir, “medio, un cuarto” es lo mis-
19, 1° _ 3°

moque; +3 =73 -

147 Es decir, “arco de una parte” es lo mis-

mo que 1°.
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linga,ourelt3 7.pArtes .4 minuta. 2.5 5.2, 2¢ius quadratil eft.1 3 7 5 partes..4.minu.
1 4.fcda:zqdrani.o.b.eft.3600.2cll bec buo coiumgent:eritex eis ddrarum.b.r.quodeft
4975.PATIee. T4 minutaT.14:(cda. ergopropter boe eritldgitudo linet.bur.fim illd qud
titatem. 70,partes, 7.3 2.minfa 2.3. 2. vianius, ¥pfa antem eft equalislareri pentagoni.
Quapzopter latus pétagoni:quod eft chozda prifi.7 2.fm quatitate qua cirenlus et 3 60,
erif, 70.partes. 2.3 2 minuta.z. 3. %.6m quditaté quaoiameter et zo.(CJam ergoma
nifeftum eft:q latue bexagoni quod fubtéditur arcui.6 o,partiii: 7 eft medietas viametriz
eft.go.partes. £t fimiliter etiam quialats quadrati quod fubtenditur.go.partibus eflin
tia ouplummedieratis oiametri. Etlatus trianguli quod fubtendif. 120, eftinpo,
tentia triplisn medietatis oianietri. £¢ quadrani medietatis oiametri eft. 600.2rgo fiet
quadratii lateris quadrati 7z 00,2 quadracum fateris triangulis1 0800, Quapzopter eric
15gitudo chozdearcus.go.ptiil. 8 4.partes.7. s 1..minuta, . | 0. icini®Fm qudtitaié gua
oiameter ¢ft.1 20.Exerit [ongitiido cbozdearcue. 1 20.6meandem menfurd.103. partes
.6 §iminuta.2.23.7
{o]

2. 5
Zm ergofacilenouim?ba udtitates i [eipfis.€t veclarabif nobis:qy
n‘nb:agmtdnﬁmiz:fdgf peas qle opatio chozdag que fubtédunfarcub?

refiduis femicirculi. 217 uo gdrara otag chordag fimuledlia fimt Gdrato oia

. metri circuli, Clerbigfa. Yam offumeft g chozda arcus. 3 6.partiiieft.3 7.pies
Z.4.minuta.2.¢ §.7.7 quadratiiei?eft.1 3 7 §.partes.z.4.minna. .1 4.%. 2quadratiioia
metri.1 4400. £t quadrat chorde refidui femicirculi:qdeit.1 44.2 eft refiduns quadrai -
olametrieft. | 3024.partes.z. s §.minura, z.46.%. Longitudoergochozdeefidui femicie
culi et 1 4.partes. 2. 7.minuta.2.3 7. viamiue:Fmilla quantitaté. EcAmiliter fciemus
per chodas reliquas notas cboadas reliquop femicirculic. 5 i
T oeclarabif in fequentibus:qualiter per iftas chozdas feiaf intientio chotdani

arcu oitterfop reliquoz:poftds nos pmiferimus narrationé capli valde putilia

inbac (da.CSititags :jrmlua.a.b,%o;m qtioveferibd qdnlnmifupa qbfint

a.b.g.0.7 prabd ouas lineas.a.g.2.b.0.voftédd g otict®.a.g.in.bio.equaf ouo

bus ouctibuis.a.b.in.0.g.2.3,0.4m.b.g.fimul. Qnod fic oemdfiral. Pond enianguli.a.b.e.
equalem angulo.0.b.g.z quiaangulus.o.b.g.equatur angulo.a.b.e.tuncfiros cSicaveri;
mue angulum.e.b.o.z addiderimueipfis vnicuiqs iplog: eritangulus.a.b.o.equalis ang
loie.b.g Angulusautesb.o.a.¢ft equalisangulo.b.g.c.quonid eop chordaeft arcng vni-
us. Triangulus igitur.a.b.0. et equiangulns triangulo.b.g.c.Quapzopter io.b.g.
ad.g.c.eft ficut propoztio.b.o.ad,.a.ergo ductns.b.g. inn.a.5. equatur ommz DANLGE,
Erétquangulus.a.b.eettedlis angulo.o.b.g.z dgults.ba.c.cquaf angulo.b.d.g. erit trid
guliis.a.b.c.edangulus tridgulo b.g.o.ergo Jppoztio.b.a.ad.c.a.eft ficurpopoatio.b. v.ad
8.6, Qluadratii itaq3.5.a.1.8.9,equatur quadraro.b. .ine.a.Jam vo veclaratii fuit g ou
ciis.b.g.ina.o.citcqualis ductui.b.v.in.g.c.ergotots oucts.a.g.inb,v.ebequalis iy
ctulia.b.ing.0,2a.0.inb.g AlErillud et g5 cemdfirare yoluimus. !



Primg 6

g L pofts peemifimus caplm: oeferiba femicirenlumi : fup2a quiem fint.a.b, g.o.
fuper oiamerriia.0. 2.pzotrabam ab.a. ouas chordas.a. b, 7,0.9.fitqs cuiufgs
earum quantitas nota.z p2oducam cbozdam.b.g.pico ergo g etiam cbozdas
b.g.eritnota, Quod fic pbaf. drotrabam enimouas chozdas.b.o.7.g.0.mani/

Feftum eft igitur oo ipfe etid note funt:quonid quecungs earurm eft chozda refidui femicir

culi.Et quia  femicirculo eft quadrilaterd fiper quod fut.a.b.g.0. ergo ouctus.b.a.in.g.o.

enm ouctt,a.o. in.b.g. fimul equdtar ouctni.a.g.inb.o. £t quoniam vuctrs a,g.in.b.o.
eft fcitus: 2 ouctno.a. b.in.g.o.eft futus : zoiameter.a.0. eft nota: eritchozda.b.g. nota,

AT Yd ergo oftenfium eft:qp cum fuuerint ouo arcus norinotaz chozdarum:choxda fuperflii

quod eft inter cos eritnota.(CZDanifeftiert etid g'; poffibileet:vt per boc caplin chozde

plures fuperflui arcuil:cbozdas §m feipfas notas ba Ppducant, £t fimiliter reperiem®
chorddarcus. | 2.ptil: ppterea g imtte choxdd rm%im:': chodd feptuagintadiari ptiis,
* {1od fi etiamm arcus fueritnotts: 2 chorda eius nota: 2 voluerimus inuenire choz

dam medictatis ews.tanc oeferibemus femicirculum: fuper qué fint.a.b.g. fitgs
oiameter.a.g.zfit arcus.b.g. chordam babene notam.qué in ouo media fupza
0.fecabo.z protrabam chozdas.a.b.z.a.d.2.b.0.2.0.6.2 producd perpédicnlaré

r.0.{uper viametrum.a.g.erecam.Dicoergo gur.g.etmedietas fuperflni. a.g. fuper.a. b.

b

Qiod fic probatur,fdonam enim lineam.a.c.equalern linee.a.b.z producam lineam.o.e.z

quia.a.b.eft equalie.a.c.facta.a.0.comunizerunt oue linee.a.b.7.a.9.equales ouabus lineis
9.¢.%.0.0.queqs v3fiic relatitie equalie, angulus.b.a.0.equalie angulo.c.a.v.ergo < bafis
b.o.equalis bafi.0.¢. T“'a -b.o.equat 0. g.crit. 0.g. equale.o.e. Quia igitur mriangulua
e.e«s,wmg‘lf:l;u ;:F:ﬂ thwu‘;te:.ungéﬁﬂl_culari&n.r.oigidée bcﬂme.s,i:lt oo ?z’d‘i:ﬁ::f
GO.L.1.LQUALLIN I.G.AC 00,2, 8. i.a.6. (uper. a b.ergo.r g.eit medietas fu i
ag.fuper.a.b.£x qril chozda arcus.b.g.cit nota: erit chozda rzﬁdu?fcrmdrcu!i: queeftab.
nota.que eft equalio.a.c. £¢ g2 viameter.a.g.eft nota: erit.e.g. que eft refiduum iame.
tririofa, 2 eiue medietas que eft.r g.nota:que et medietas fuperflui.a g fuper.a.b.Quia igi
tur in ridgulo.a.o.g.0ztogonio egredif ab eo ppédicularis.o.r.erit tridgulus.a.0.g.020g0
nius equiangulus triangulo.o.r.g. 7erit pzopozrio.a.g.ad.o.g.ficur propoitio.g.v.ad.g.r.
w.n.g_.ﬁmququqdmo.s.n. Quapropter [3gitudocboxde.g o.¢ft nota:que
ibtendirur medietati arcus.b.g. (*Per bocergo capttulum feientur choade plares:fime
diaueris ea quozum paeceflit fientia. Qtiari eft ficur chozda arcts. 1 2.partifi:z chozda ar-
«us fey partiti:z chozda arcus trifi partiii:z chozda arcus partie z femis:« choada arcite me
dieratis partisz quarte. (£t boc etid modo inueniemus g choada arcus partis ¢ femis é
PAare 7.3 4.mintta:z. ¢, 2.vicinius:Fm qudtitatem quia oiameter eft. 1 20.partes. £t choz
daarcus medietatio 2 quarte partis fin illam quantitaté eft cifie 7.4.7. minuta: 2.8, % fere.
Eferibarm etiam circulum.a.b.g.d.fip2a oiametrum.a.d. 2 fit centrum circuli.r,

eraccipid aba.ouos arcus notos coiiictos: onas chozdas notas babentes: fupza
quosfint.a.b.2.b.g.2 copulabo ynam cbozdam eowm alteri, Dico igitur: g fi

" pomrayerimus chordam.a.g.eritipfa quoqsnota, Quod fic probatur. fHodms
camenimab.oiametrum circali: quefit.b.r.e. 2 protrabam lineas b.d.2,g.d.r.dez.g.e.
Danifeltum eft iginr o ex fienrialinee.b.g.(cictur linen.g.e. 2 ex noticia.a.b. fcietur.b,d.
Tex ea.d.e; £t propter boc quod iam premifimus: quonid in cireulo eft quadrilateri:up2a
quiod fiit.b.g.d.c.zeins oue diametri funt.b.d.z.g.€.crit olictus vrius diametri et in al
tcrum equalis omnibus ouobue ouctibts omnium ouozum laterii oppofitozns cuiufqs in
alreram.Quin igif ouctue.b.d.in.g.e. eft notus: erunt ouo vuctus.b.g. ind.e.z.gdinbe.
fimulnoti.diameter ¥o.b.e.cftnota.ergo linea.g.o.reli eft nora.quapaoprer choadaarcus
refidui femicirculique eft.a.g.cft nota, Jam ¢rgo noulmue g cus ouo arcus Siuncti firering
noti:cbozdas babentes notas:erit cozum fimul innctomm nota.(C*Per bocantem
capitulium veclaratur nobis:y quotiens compofuerimus choxdam arcus partia 7 femiscll
qualibet choxdarum notartm : 2 totive citis quod erit ex earii compofitione veferipferim?
in tabulis libai noftri chozdam : continget ¥t cum arcus illarum chozdarnm:onplabuntur

\tarcus cuinfqs illarum chodarum tertiam i eterunt chorde eomtim omnes
yeraciternote . zremanebunt interomncs ouas dag earum ouo loca ouarum chozda
rum i quartam perferutabimur feientiam . eo g pofaimus arcus in tabulis libzinoftri
m fuperfioom medictatio partis. . - .

Tied finos reperiremus eboxdd arcus miedietatis partis yercinueniremus cum
ea percapitulum cSpofitionisz capitulii fuperfiui augmentoy quantitates chozs
darreliquoy arcai:que funt inter chozdas notas quas nominanimue:fm veri

tate numerationis lineartm almifaat 7 tegdir.2 per boe copleremus omnes cho 2
dag circuli fm {uperflud medietatis partis emedietatis partis.boc autem né fm veritatem
reperitur.quonid €:fi choidaarcus partis ¢ femis ALNOM:NT eitie tertia noneft reperta fr
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gictio
veritaténuinerationis almifaat 2 tegdir, (C‘Perfcrtabozigittr inuentioné choxdearcus
vniug partie per chozdam arcs partis ¢ femnis:z per chozdam arcus medietatis 2 quarte.
Etponam capitulum e boc, Quamuis enim non contineat vere quantitatem omnifi boz
darum:poffibiletamé eft vt per ipfiam inueniatur quantitas cbozdariim partozii arcuii: ita
vrmibil yeritatis eiuscuius fentif quditas veficiat. (C£t ad boc pmittd boc ;7 0icd
Si peferipte fint in circulo due chode viterfe:erit propoztio chozde longiozisad cboy
dam baeniozem minozpzopoitione arctie chozde longiozis ad arcum chozde beeniozis. £¢
oefcribd paopter boc circuld: fupza quéfint.a.b.g.d.n quo fint oue choade vitterfe: quarll
baentio: fit.a.b.2 earum longioz fit.b.g.Dico ergowy proportio chozde.b.g. adcbordaz.b.a.
eft minoz propoxtione arcus,b.g.ad arcum.b.a.Quod fic pzobat. Dinidam enim angultry
0.b.g,in ouo media linea.b.d.z prorrabi lineas.a.e..7.0.d.2.g.d.£t quonid ﬁuhw.a.b.s
oiuifus eftin ouo medialinea.b.c.d.erit linea.g.d.cqualis linee.a.d. Linea auté.g.e.eft lois
gioz linea.a.c.producd aiita d.adlined.a.c.g.perpendicularé.d.r.£t qilinea.a.d.eft longioz
linea,e.d,zlinea.e.d.eft longioz.d.r.erit circulus vefcriptus fip2a centrum.d.cum [ogirudi-
nie.d.c.fecans.a.d. 7 pertranfiens.d.r. Jgitur fignabo circulii fupza quem fint.b.e.t.zprodu
cam.d.r.ad.t.Ex quia fectoz.d.e.c. et maioztriangulo.d.c.r.z triangulus.d.e.a.eftmaioz fes
ctoze.d.e.b.erit proportio trianguli.d.e.r.ad triangulin.d.c.. minoz pzopoztione fectodis
d.e.L.ad fectozem.d.e.b.fozopozrio autem tridguli.d.c.r.ad trigulus.d.c eft ficut propoz
tiolinee.c.r.ad lineam.e.a.zpiopoutio fectoris.d.e.t.ad fectozem.d.e.b, eft ficut pzopoz-
tioangulir.d.c.ad angulum.a.d.e.ergo proportio linee.r.e.ad lineam.c.q.¢ft minoz pzopoz
tioneangulir.d.c.ad angulunt.e.d.a Lam ergo cspofuerimus: erit propoio linee .r.a.ad
lineam.¢.a.minoz propoztione anguli.r.d.a. ad angulum .a.d.e. zerit pzopoxtio oupliar.
quiod eft.g.a.ad.a.c.aminoz paopoztione mgu;i.ﬁ:;.qui eft ouplusangulia.d.r. ad angus
lum,e.d.a. £t cum oittiferimus : erit propoztio linee. g.e.ad.a.e.minoz paopoztione anguli
d.eadangulus.e.d.a.fed o linee.g.c.ad e.a.eft ficut pzopoztio eborde.g.b.ad choz
b.a.zpropoztioanguli.g.d.b.ad angulum.b.d.a.eft fieut propoztio arcus.g.b.od arctiy
b.a.propoutio igitur chozde.g.b.ad chodd b.a.cit minozpiopozticearcus.g.b.adarci.b.a.
Etboceft quod voluimus oemonttrare.
Ot affirmavimus banc precedentem figuram:oefcribam drculum.a.g. zin
o ouas chozdas.a.b.z.a.g.£r ponam pzimii vt a.b.fubtédat arct medietatio 2
quarte partis circult;2.a.g.fubtédaturarcui partis ynius £t quia popoztio choz
de.a.g.ad chozdas.a.b.eft minoz pzopoztionearciis.a.gad arai.a.b. zaraiea,
eit quantum.a.b.z eits tertia. £rgo quiaiamoftenfum eft g chorda.n.b.elt cifre z.47.m
nuta 2,8, %. fimquantitatem qua diametereft. 1 zo.eritcbozda.a.g.minus parteyna 2 oua
bus minutis 2. o.fectidie:Fm quantitaté illd:tertijs pretermuTia:que non poniitur in tabu
lis:que tarmen funt.40.$m illam quantitatem.boc namaqs vicuniug exiftic tanto zcrtie tan
ti quanti funt.q 7.miunra 2.8.%. ( Inboc quogs circulo ponam vt chozda.ab.fubtenda
tur arcui partis Ynius.z cbozda.a.g. fibrendaturarcui partis 2 femis. Scdm ergo gy narma-
uimug:quonamarcus.a.g.cit quantumarcus.a.b. femis:erit cbozda.g.a. minne §3 quan
tii cbozda.a.b.z fernis. Jatn atit oftenfum fait:gy chozda.a.g.eft pars 7.34.minuta T 157,
Fim quititaté qua oiameter eft, | 20.chozda igif.a.b.eft plue parte zoucb’mintitie 2. 50,
fectiridia:fm quantiratem illam, ars ndqs 7.3 4.minuta 7.1 . .(UNk QLD T meditim
tanti quantii eft pars 2 otio mintta 2.5 0.3, POl ergo chozda vnitts partiscirculi quan
doqzeft minue parte <. 2.minutis 2.5 0.fecidie:2 quandogs maitis parte T otiobue minus
tis 2.5 0.fecundis. Tunc manifeftum eft:qy contrenit nobis: vt accipiamuis chozdam vnitls
partia circuli partem ynam chozde oo minuta: 7.50.%. fmquantitatem qua viameter
¢flt.120.E8 boc quod iam oftenfiim eft per id quod oiximuseritchozda arcus me
dietatis partis ferecifre 2.3 1 minuta 2.2 5. 2.(C £t per boc complebi€ refidui reliquarum
chozdarain quas pzedizimue:que funt inter chotdas notas. Lbozdam enim arcus otiartm
partium feiemus per cornpofi arcus partis ¢ femis ciiarca medietatis partis, Sed
ebozdam arcus ouarum partiim 2 femis fiemtis propter fuperfluum:videlicet per fper,
fluuuni arcus trium partium fisper arcum medietans partis. £t Aimiliter fiemue quantitatd
reliquarum chordarum. £t illad eft quod oemonftrarevoluimus.
(€ Lapirlumoecimum Quomodo tabule chordartm partitm cireuli fiant,

e  aiit fciaf quatitas cbozoay grenil
gy o e i i
: Rt | (abula pumersm partiumarcuum faperfiuentium medictate parns ¢
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.« medietate partis. £t in tabula fectmda mumerum partium cboxdarum = minutom partiam < feeundog earum:que fubtendun
turarcubus ponfeqummerhgerc.uagg queqscbozda fuum conlequatar arcum:Fm oiuifionem oiamerri circuliper.1 20.9nta
bula o tertia partem tricefima fuperflui:quod eft inter oée ouge choxdas:que fubtendunt arcub® fupfnentib” medictate partis
etmedietate partis: Jdeo v il fciterimnumers minutoy poztionis medial minuti vnits nd vierfe a veritate fm fenfum:pofli
mue fcire leui opere poationé minuzozit: J funt ab vno minuto vigsad. 3 o.minutaex eis que facinter omies ouas chozdas.
- (COGbene:gy veclarabif_nobis aioubitauerim® e errozeeriftére in aliquonumero alicuius chordari veferiptart in tabulio
verificatio illiug errozis:qii poterimus per beccapitula rectificareillud: fcire eius veritaté:aut per fcientiam chozde quie fubré
ditur ouplo arcus vatizaut per fcientid fuperflni quod eft inter buos arcus notos ouas notas babentes choxdas:aut per torius ar
eus feientiam:qui it ad complendum femicirculum cum arcu noto chodam babentenotam,  £¢ bec et tabularum oefcriptio,

( Lapitulum Clndecimii e pofitione arcunm 2 chozdaram eozum in tabulis,

@ 1D2ima | @ Secunda

(C Labula p2imachozda- (C'pars rice e (CZabula fectida cpozday (C"Pars trices
arcuum ; medietateet fima fuperflui: rum arcuuni : medierae et fima (uperfiui ;
medictate partis fuperflu - quod eft inter medietate partis fuperfl]| . [lquod eft fnter
~~lentimm. oég Dliag cho? = entitm. ||oés ouas cho:
- ||das.zet poz- £ das.2 eft poz
Areus || Lbode tioarcus ynis * Hrcuis Lboxde ‘u‘o arcus vnis
{us minwri, {ue minuti.
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Tabla de cuerdas en un circulo

Arcos ° Cuerdas Sesentavos

1/2° | o» 31" 25" |0 1 2" 50"
1 v 20 50" |or 1 2" 50"
13 17 34 15" |or 1 2" 50"
2 205 40" |or 11 2" 50"
2; » 37 4o 1 2 4y
3 3» 8 28" |0r 1 20 48"
33 3» 39 527 | o 1 27 48"
4 4r 117 16" | op 17 2" 47"
43 4P 420 407 | OP 1 2" 47"
60° 60P 0 0’ |0 0o 54" 21
179 | 119# 59 44" | or 0o 0’ 25"
1793 [ 1197 59’ 56" | 0P 0O 0" 9"
180° | 1200 0o 0’ |[oP O 0" 0"
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Cuadro 12: Pequefia muestra de la Tabla
de cuerdas de Ptolomeo.






Arquimedes encuentra la “triangulatura” del circulo

La palabra “triangulatura”, como habra notado el lector, no existe en
espafiol, se intenté de hacer alusién al viejo problema de la cuadratura
del circulo. Me explico: el problema de cuadrar el circulo consiste en
construir un cuadrado con la misma drea de un circulo dado usando
exclusivamente regla sin marcas y compds. Como se debe saber, dado que
7 es trascendente, esto es imposible®. Desde el punto de vista teérico,
conociendo 7, es trivial encontrar un cuadrado con la misma &area de
un circulo de radio dado . Simplemente el cuadrado debe tener lados
de longitud \/7tr. Es posible calcular la raiz cuadrada de cualquier
ndmero con regla y compas, lo que no es posible es construir 7r de tal
forma.

Con el mismo espiritu tedrico de construcciéon, Arquimedes encuen-
tra un tridngulo rectdngulo cuya 4rea es igual a la de un circulo dado
(vea figura 40), de aqui el nombre del presente capitulo. Por supuesto,
se requiere conocer 77, ya que el tridngulo tiene un cateto de longitud
27tr, la circunferencia completa, y el otro cateto de longitud igual al ra-
dio del circulo r. Asi, trivialmente, el area del tridngulo es 275—?2 = nr?,
es decir, igual al drea del circulo, como ahora sabemos. Trivialmente,
se debe insistir, el tridngulo es posible si se conoce 7, a lo cual Arqui-
medes, dedica el teorema donde obtiene las famosas estimaciones

3% << 3;,
las cuales no satisfacen la sed de digitos de ningdn connoisseur actual,
ya que solo aproximan a 7 con dos decimales.

En el presente capitulo se muestran las argumentaciones de Arqui-
medes que fundamentan tales famosos resultados, las cuales nos dan
una pequefia muestra del genio del gran matemadtico, fisico e ingeniero
de Siracusa.

El procedimiento de Arquimedes: proposicion I del capitulo
“De las dimensiones del circulo”

Dada una circunferencia C, de radio r, se desea demostrar que el
area del circulo A(C) es igual al drea de un tridngulo rectangulo T,

48 Martin Gardner escribié que una gran
cantidad de aficionados, sedientos de fa-
ma, siguen tratando de cuadrar el circu-
lo y amablemente les pedia que no le en-
viaran sus trabajos bajo ninguna circuns-
tancia.

27r

Figura 4o0: Se muestra un tridngulo cu-
ya érea es igual a la de un circulo dado,
cuando uno del los lados que forma el
angulo recto mide lo que mide el radio
del circulo y el otro lado que forma el
angulo, mide la longitud de la circunfe-
rencia.
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denotada A(T), cuya longitud de la base es igual a la circunferencia
del circulo dado, que se denota P(C), y cuya altura es igual al radio
de C. Es decir, se desea demostrar que

A(C) = %P(C)r.

La idea de Arquimedes es proceder por reduccién al absurdo, supo-
niendo que el drea A(T) del tridangulo no es igual al drea del circulo.

Supone primero que A(T) < A(C). Se construirdn sucesivamente
poligonos inscritos que aproximen el drea del circulo, duplicando ca-
da vez el namero de lados de los poligonos dividiendo en dos partes
iguales los arcos subtendidos por los del poligono inmediato anterior.
Se comienza con un cuadrado A, B,T, A, el cual estd inscrito en la cir-
cunferencia.

Se define D;, como la diferencia entre el 4rea del circulo y el area
de cada poligono la cual denotaremos con Py, siendo #n el niimero de

lados del poligono. De esta manera, si A(P,) es el drea del poligono Figura 41: Sucesién de poligonos inscri-
tos para aproximar el drea de una circun-
0<D,= A(C) _ A(Pn). ferencia.
Arquimedes afirma que existe un poligono'9 P, para el cual 14 Tal poligono existe por: Buclides, libro
10, prop. 1.

0 < Dy < A(C) — A(T).

Para tal poligono, considere cualquiera de sus lados, por ejemplo el
AZ y construya el segmento perpendicular a AZ que pasa por el centro
del circulo N. Sea E el pie de dicha perpendicular (vea la figura 43).
Construya el tridngulo AZNA, cuya altura es, obviamente NE, la cual
es menor que el radio del circulo AN. Se tiene entonces que el drea del
poligono A(Py,) es m veces el drea del tridngulo AZNA, es decir,

AZ-NE

A(Py) =m 5

Pero m - AZ es menor que la circunferencia del circulo P(C) lo cual
mide lo mismo que uno de los catetos de T, entonces se tiene
1 1

A(Pm) < SP(C)NE = 5

De esta forma
D, = A(C) — A(Py) > A(C) — A(T) > Dy,

lo cual es una contradicciéon.

Similarmente, suponer que A(T) > A(C) lleva a una contradiccion.
Para comprobarlo se construyen poligonos circunscritos a la circunfe-
rencia C. Primeramente, se circunscribe un cuadrado (vea la figura 43),
sean M, Z los puntos de contacto del cuadrado con la circunferencia.



Divida en dos el arco ZM en el punto A. Construya la tangente al
circulo en A y la perpendicular que pasa por OAN.

Entonces el angulo ZOAP es recto™ y a interseccién de la tan-
gente con los lados del cuadrado da los vértices del siguiente poli-
gono circunscrito. Este proceso de construccién se repite cuantas ve-
ces sea necesario hasta obtener un poligono Py, tal A(Py,) — A(C) <
D,, = A(T) — A(C). En este caso nuevamente r = NA y, por lo tanto,
A(Py) = m-TIP%, es decir, el area del poligono es m/2 veces la lon-
gitud del lado del poligono por el radio del circulo, o bien, m veces el
drea del tridngulo AIINP. Asi, se tiene que si D;; > 0 para algtn m,
entonces

A(Pn) — A(C) < A(T)— A(C)
A(Py) < A(T)=P(C)=,

por lo tanto m - ITP5 < P(C)%, con lo que
m - TIP < P(C)

lo que quiere decir que el perimetro del poligono es menor que la cir-
cunferencia del circulo, lo cual es imposible dado que la circunferencia
estd circunscrita. Se concluye que no se cumple que A(T) > A(C) ni,
como se vio antes, A(T) < A(C) y, por lo tanto, A(T) = A(C).

Sobre la proposicion iii del capitulo “De las dimensiones del
circulo”

Desde un punto de vista moderno, la estimacion que hace Arquime-
des para 7 es facil de realizar, ya que con las herramientas modernas,
los célculos que en época de Arquimedes eran muy dificiles, ahora
son inmediatos. Se describe a continuacién lo que se puede hacer con
las herramientas a la mano. La idea de Arquimedes es inscribir y cir-
cunscribir en la circunferencia poligonos de 96 lados. Al calcular el
perimetro de los poligonos, el valor de la longitud de la circunferencia
es mayor que el perimetro de la circunferencia inscrita y menor que
el de la circunferencia circunscrita, argumento que ha usado en las
proposiciones iy ii.

En notacién moderna, partiendo del hexdgono del que Arquimi-
des conoce la longitud de una arista y dado que, como claramente
96 = 6 - 2%, el poligono se obtiene dividiendo por la mitad el angulo
que subtiende el lado de un hexdgono 4 veces. La argumentacién de
Arquimedes estd basada en dar estimaciones para divisiones por la mi-
tad del angulo de 60°, mediante el teorema de Pitdgoras y la extraccion
de raices cuadradas asi como, sorprendentemente, la férmula para la
tangente del dangulo mitad, pero expresada en una forma sorprendente

43

Figura 42: Sucesién de poligonos cir-
cunscritos para aproximar el drea de una
circunferencia.

15 Euclides, libro 3, prop. 18.
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que, en notacién moderna, se escribe como:

11 1
tan%_sené tan @’

la cual es valida para 0 < 8 < 90°. Sin la notacién actual, la férmu-
la es sorprendente por que permitié a Arquimedes calcular segmen-
tos asociados con la mitad de arcos simplemente sumando cantidades
conocidas. Ptolomeo descubrié las férmulas para senos y cosenos de
dngulos mitad, jpero Ptolomeo es posterior a Arquimedes por varios
siglos!, asi que Arquimedes conocia una relacién no trivial del d&ngulo
mitad mucho antes de Ptolomeo.

Sin embargo, en nuestra época podemos obviar todas las etapas su-
cesivas de Arquimedes, asi como sus meticulosos célculos y proceder
sencillamente como sigue:

1. No se pierde generalidad si se considera un circulo de radio » = 1.
En la figura 43, « = 30° de tal manera que Z'T" = sen30° y ZT' =
tan 30°.

2. La longitud del lado del poligono inscrito £;,s estd dado por la
férmula ¢, = 2sen6, donde 6 es la mitad del angulo subtendido
por tal lado. El lado del poligono circunscrito #; estd dado por la
féormula Z;, = 2tan6.

. . 60°  30°

3. Para el poligono regular de 96 lados se tiene que 8 = 5 = or
de tal forma que, si denotamos el perimetro con P(¢,s) y P(ir)
respectivamente, se obtiene

30°
P(fins) = 2-96sen Ty ~ 628206

o

30
P(fir) = 2-96tan Ty ~ 628543,

4. Con las estimaciones anteriores se tiene
6.28206 < 27T < 6.28543
o bien, si lo que se desea es obtener estimaciones para 7

3.14103 < 7T < 3.14271

Por supuesto, dado que Arquimedes desea dar las estimaciones como
cocientes de enteros manejables para él, sus calculos son menos exactos
(ademads recordamos que no contaba con tablas trigonométricas ni las
férmulas trigonométricas para dngulos arbitrarios).

Si como antes, P(C) denota la longitud de la circunferencia de un
circulo dado de radio r, Arquimedes afirma que entonces 3% - 2r <
P(C) < 31 -2r. de donde sus estimaciones nos dan

10 1
3.14085 = 3ﬁ << 37 = 3.14286

Figura 43: En la figura, /ZZEH = ZHET,
de esta forma & = ZZET = 2/HET =
2B. Arquimedes divide el 4ngulo & hasta
obtener la cuerda de un poligono inscri-
to y uno circunscrito de 96 lados ambos,
con tales figuras obtiene las estimaciones
para 7.



las cuales no son mejores que las que se obtienen 2000 afios después,
obviamente, con todo el saber acumulado de Euler, Newton, etcétera,
sin olvidar las contribuciones de Ptolomeo las cuales Arquimedes, no
pudo conocer.

Critica a las contribuciones de Arquimedes

Si bien las contribuciones de Arquimedes presentadas en este libro
pueden no parecer muy impresionantes; no olvide el lector que son
solo una parte muy menor de la obra que se conoce de Arquimedes
y que el matemadtico usoé tales estimaciones en calculos més especta-
culares como, por ejemplo, el del 4rea de la superficie de una esfera.
Estudio que puede encontrarse en la misma obra de Arquimedes edi-
tada por Heiberg (op. cit.).

Mas atin, la aparentemente inocente forma de aproximar el drea de
un circulo mediante un tridngulo (figura 40) provocé una epifania en
la mente de Torricelli, ya en el renacimiento, que lo llevé a intuir la
forma de usar “indivisibles” para calcular 4reas y volimenes (como
veremos), lo cual inspir6 a Cavalieri, a Wallis, a Newton y ... un largo
etcétera.

Por otra parte, si bien los cdlculos aritméticos de Arquimedes en
nuestra época solo tienen relevancia en la historia de la ciencia (ya que
se restringen solamente al cociente de enteros y la extracién de raices
cuadradas, con técnicas conocidas desde los antiguos babilonios), no
hay que soslayar que influyeron grandemente para el desarrollo poste-
rior de los algoritmos, sin los cuales las computadoras modernas son
impensables.

Es de admirar la manera artistica con la que Arquimedes escogi6
las partes en las que dividi6 los didmetros para facilitar los célculos y
para obtener, por ejemplo, la aproximacién

780v/3 ~ 1351.000

Ignoro si Arquimedes conocia que 7801/3 no es racional y, por lo tan-
to, si sabfa que su calculo no es exacto, sino solo una sorprendente
aproximacion.

Para finalizar, en la obra de Arquimedes quedé més que establecido
que 7 es mayor que 3, lo que Ptolomeo sabia y por lo que tom¢ tan-
to cuidado en las aproximaciones de sus tablas para distinguir entre
“grados”, es decir, divisiones del circulo y “partes”, es decir, las divi-
siones del didmetro de la circunferencia consideradas para realizar sus
famosos calculos.
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Traduccion del original de Arquimedes

Para la traduccién se utiliz6 el extraordinario texto de Heigberg's®,
aunque existen versiones en inglés del mismo libro, por ejemplo la de
Heath™?, la cual se encuentra disponible en internet. La versién que
se presenta es la traduccién de Heiberg, publicada en 1880, del texto
que se encuentra en el cédice florentino.

Posterior a la edicién aqui estudiada es el hallazgo de Heiberg del
palimpsesto famoso que después se perdié para luego ser recuperado.
Las peripecias del palimpsesto que tuvo Heigberg en sus manos y que
fotografi6 en 1906 para poder traducirlo, merecen un libro aparte, pero
un acercamiento puede encontrarse en el articulo de Walvoord y Eas-
ton'>3 que trata de la transcripcion digital realizada en afios recientes
del ejemplar que estuvo perdido por decenas de afios.

Dimensiones del circulo

L. Un tridngulo rectdngulo™* es igual a todo el circulo cuyo radio es igual
a uno del los lados que forman el dngulo recto y con la base del tridngulo iqual
a la circunferencia.

Téngase de esta manera el circulo ABI'A con el tridngulo E como se
ha propuesto (n. t. vea la figura 40, al tridngulo lo llamara E y también
al area del tridngulo), digo que estos son iguales entre si.

Ahora, si fuera posible, sea mayor el circulo, e inscriba el cuadrado
AT, divida también el arco (subtendido por un lado del cuadrado)
en dos partes iguales y trace las rectas BZ, ZA , AM, MA y sea el
drea de tales segmentaciones’>> menor que lo que excede el circulo
al triangulo, y suponga también que el poligono'>® sea mayor que
el tridngulo. Tome el centro N y construya las perpendiculares NZ,
siendo NE menor que el lado del tridngulo (se refiere al lado que tiene
por medida el radio del circulo, es decir que NE < NZ). Pero también
el perimetro del poligono es menor que el otro lado del tridngulo,
porque la circunferencia del circulo también es menor, lo cual no es
posible.

Si, por otra parte, fuera posible que el circulo sea menor que el
triangulo E y se circunscribe un cuadrado, y el arco se corta en dos
partes iguales, pero a través de los puntos de las intersecciones se
trazan las lineas tangentes; asi ZOAP es recto.

Dado que OP > MP, ademas MP = PA se sigue que el tridangulo
POIT > %OZAM quedando los pedazos del segmento™7. Similarmen-
te, el espacio IIZA es menor que lo que el tridngulo E excede al circulo
ABTI'A. De esta forma la figura circunscrita es menor que tridngulo E,
lo cual no es posible. Entonces es mayor, porque NA es igual a un
cateto del tridngulo, consecuentemente el perimetro es mayor que la

5t Arquimedes. Archimedes opera Omnia
cum commentariis Eutocii, edidit ]. L. Hei-
berg. Lipsiae in Aedibus B. G. Teuberni,
1880

52 Thomas Heath. The Works of Archime-
des Edited in Modern Notation with Intro-
ductory Chapters. Cambridge University
Press, New York, 2010

%3 Derek Walvoord y Roger Easton. Di-
gital Transcription of the Archimedes Palim-
psest. IEEE SIGNAL PROCESSING MA-
GAZINE [100] JULY 2008, 2008

54 Al decir “un tridngulo”, se refiere al
drea del tridangulo y, similarmente, cuan-
do dice “igual a todo el circulo” se refie-
re al 4rea total del circulo. También, por
“circunferencia” quiere decir la longitud
de la circunferencia del circulo.

55 Se refiere a la suma de las dreas que
resultan entre el circulo y los lados del
poligono.

156 Se refiere ahora al 4rea del poligono.
Heiberg traduce “poligono” como “figu-
ra rectilinea”.

157 Se refiere de nuevo a las 4reas, esta
vez, de los segmentos de secciones cir-
culares exteriores al circulo.



base del triangulo.

Por lo tanto, el circulo es igual al tridngulo E.

Proposicion iii

IIL. El perimetro de un circulo es mayor que el triple del didmetro y la parte
en la que lo excede es menor que un séptimo y también mayor que

al circulo y ZT'EZ la tercera parte de un recto.

Entonces?58

Adema4s!59

Ahora se divide el &ngulo ZZET en dos partes con la recta EH, enton-

ces se cumple’®®

Y como6?

dado que'®?

se llega a que'®3

EZ " ZH
ET  HI’
EZ

EZ _ 306
ZI' 153’
EC_ 265
ZI' 153"

ET ET

7zt Y zr Tt

Er 57l
I'H =~ 153’

EH? 349450

TH2

23409

10

ﬁ.
Sea un circulo de didmetro AT, centro en E con 'AZ recta tangente
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Figura 44: Sucesién de poligonos ins-
critos y circunscritos para aproximar el
drea de una circunferencia.

58 Dado que ZI' = tan30° = %, supo-
niendo ET' = 1, entonces

EZ
A

W
[«

0
5

24

Sk

—_
[¢8)

donde con £ se denota la igualdad que
us6é Arquimedes en el original.

159 En notacién moderna, dado que

ET 1 A 265
ZT  tan30° V3~ 17320 2 153"

160 Buclides, libro 6, prop. 3: Si un dngulo
de un tridngulo se divide a la mitad y la linea
que lo divide, también corta la base, entonces
los segmentos de la base tendrdn la misma

razon que los lados restantes del tridngulo.

17 4 i EZ | ET _ ET
La igualdad 7 + 7t = rp es exacta.

En términos modernos se traduce a
1 1 1
senf ' tanf  tan g !

la cual es vélida para 0 < 6 < 90°. Esta
identidad se usard a lo largo de toda la
argumentacion.

2 Como £ = m =3.73205... se
tiene que £ > 321 = 3.73203, recuerde

ET 265
que 7t ~ 153 -

15 Mediante el teorema de Pitdgoras

2 2 2 .
% = rHrngr . Debe decir “~".
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T

=X @

EH 5914
TH 153 °
De nuevo se divide del mismo modo ZHET con la recta E®, enton-

ces por esto serd
ET 1162}
re = 153’

as{164 165

OF 11721
TO ~ 153 °
De nuevo se divide Z@OET con la recta EK ser4®®

ET 23341
TK~ 153 '

EK 23391
TK ~ 153 °
De nuevo se divide ZKET con la recta AE, entonces sera

ET _ 46733

AT 7 153
Ahora dado que ZZET, que es la tercera parte de un recto, se divi-
de en cuatro partes iguales, ZAET sera la doceava parte de un recto.
Péngase entonces ZAEM igual a éste, de tal forma que ZAEM es la
vigésimo cuarta parte de un recto; de esta forma AM es el lado de un

poligono de 96 lados circunscrito al circulo. Asi como se ha demostra-

4 ET _ 46731
OdICES TA 7 153

y Al = 2ET, AM = 2T'A, también AT con el

Figura 45: Figura correspondiente a la
proposicion iii.

%4 Arquimedes omite repetir la argu-
mentacion, pero similarmente a lo que
se hizo anteriormente, con la identidad
1 1 1
senf  tanf tan §

se tiene que
ET | EH _ET
TH TH T’
por lo que

571 5913 11623  ET

153 ' 153 153  TO’

11621 .
165 § _ EL
Con —z* = rg, ahora, mediante el

teorema de Pitdgoras

©F*>  T©?+ EI?

rez  1e?
de donde al aproximar la raiz cuadrada
obtiene

OF _ 1172
Te = 153 °
1% Ya que ahora
ET  ©FE ET

o 'Te K’

etcétera.



46733
perimetro del poligono de 96 lados tiene una razén mayor que zcgs

lo cual es mayor que el triple, y quedan 6673 que son menores que
una séptima parte de 4673% ; por lo tanto, el poligono circunscrito es
menor que el triple y séptima parte que el didmetro'®7. Por lo tanto, la
circunferencia del circulo es mucho menor que el triple y un séptimo
del didmetro.

Aproximacion para el poligono circunscrito

Sea el circulo con didmetro AT y ZBAT la tercera parte de un rec-
to (figura 46), entonces®8 ng 17385(} Se divide ZBAT en dos partes
iguales mediante la recta AH. Ahora, puesto que Z/BAH = ZHI'B
de la misma forma son iguales'® a HAT, se tendrd /HTB = /HAT.
También el angulo ZAHT es un dngulo recto comun'”°. Dado que
también'7" los dngulos que restan ZHZT = ZAT'H, entonces los tridn-
gulos AAHT, ATHZ son equidngulos. Por lo que

AH _TH _ AT
HT HZ TZ

P , AT TA L+ AB ) tambi TA 4+ AB AB AH
ero'” T7 = Br T pp Porloque am31en st T BT - AT
30133
Por ello'73, AH < 2911 A 4,

HT = 780 Y TH = 780
Divida el dngulo ZI’AH en dos partes iguales con la recta A®, en-
A® 59243  A©® 1823

tonces, por el mismo motivo, serd or < 780 o bien or < 240"
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46731 1 .
167 Dado que ﬁ = T%/ ademas
3+ 2
46732
671 1
46735 T 7

Figura 46: Segunda figura correspon-
diente a la proposicién iii.

168 Puesto que BT es la cuerda que sub-
tiende un arco de 60° entonces BI' = ET
siendo ET el radio de la circunferencia.
Arquimedes tomara un radio de 780 par-
tes para facilitar los calculos. En efec-
to dado que el dngulo ZABT es rec-
to, por el teorema de Pitdgoras AB =

V15602 — 7802 ~ 1351 , de donde 221

AB
es una buena aprox1mac1on para BT -

169 Euclides, libro 3, prop. 26.
7% Euclides, libro 3, prop. 31.
7* Euclides, libro 1, prop.32.
7> Aqui nuevamente aparece la identi-

1
dad trigonométrica sene + tan @~

_ AT
dado que 4H = 4T

73 Dado que el radio ET' = BI' mide 780
partes, el didmetro I'A mide 1560, por lo

que 1351 + 1560 = 2911. Por otra parte

2 2
% = 4H *HF , por el teorema de Pita-

goras, de donde se obtiene la estimacion
AT
para {p-




150

puesto que % estd en ambos (n. t. en el numerador y en el denomina-

_ y AT 18383
dor de la primera fraccién). Por lo que or < 20

Después se divide ZOAT en dos partes iguales con la recta KA, se

10095
® ya que % estd en ambos.

tiene asi KT < 6

Siguiendo se divide ZKAI en dos partes iguales con la recta AA.
Sera entonces

AN _ 20161
AT 66
AT 2017% TA 66
Y TA < 6 % y para el reciproco AT > m. Pero T'A es el lado

del poligono inscrito de 96 lados, por lo que el perimetro del poligono

con el didmetro tiene una razén mayor que que mayores son

que tres y % veces el didmetro. Por lo tanto, también mucho mayor es
el circulo que tres y % veces el didmetro.
Por lo tanto,la circunferencia del circulo es tres veces mayor que el

didmetro y el espacio que excede es menor que % y mayor que }—(1).
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L

Omnis circulus aequalis est triangulo rectangulo,
si radius aequalis est alteri laterum rectum angulum
continentium, ambitus autem basi.’)

circulus 4BI'4 ad triangulum E?) ita se habeat,
ut prop?situm est. dico, eum el aequalem esse.

nam si fieri potest, sit maior circulus, et inscri-
batur quadratum AT, et ambitus in duas partes aequa-
les dinidantur [et ducantur lineae BZ, ZA4, AM, M4
cet.]®), et segmenta iam minora sint eo spatio, quo

E

circulus triangulum excedit.*) itaque figura rectilinea
adhuc maior est triangulo. sumatur centrum N, et
perpendicularis [ducatur] N5, itaque N5 minor est

1) Aliam et eam correctiorem huius propositionis formam
significat Eutocius: éxdéuevos yae zelywwov dodoydwidy gn-
o éyétw v play tedv weel Ty dedny lomy zjj £x tod xév-
Tov, v 8% loumiy tjj megupegely; et infra: relywwow 7o de-
doyovioy — loov dotl T nvxle.

2) Archimedes scripserat mgos rolymvoy 1o E, lin. 6.

3) Tale aliquid (uelut: xcl dyyeyodp®m sodvyoauuor Lad-
nmlevgov) Archimedes sine dubio addiderat lin. 9,

4) Hoc fieri potest per Eucl. XII, 2 (II p. 200 ed. August%,
collato X, 1. sed statim uti potuit Archimeges de sph. et cyl.
I, 6 p. 24.

A

Las figuras mencionadas etiquetadas con letras griegas aparecen en la traduccién del texto.
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latere [altero]!) trianguli. sed etiam perimetrus figu-
rae rectilineae minor est altero latere, quia etiam am-
bitu circuli minor est [de sph. et cyl. I p. 10].

itaque figura rectilinea minor est triangulo E
[Zeitschr. f. Math., hist. Abth. XXIV p. 180 nr. 12];
quod fieri nequit.

sit autem circulus, si fieri potest, minor triangulo E.
et circumscribatur quadratum, et ambitus in duas par-
tes aequales secentur, et per puncta [sectionum] lineae
contingentes ducantur. itaque [ O.4P rectus est [Eucl.
III, 18]; quare OP > MP; nam MP = P.A [Zeitschr.
f. Math., hist. Abth. XXIV p. 181 nr. 15]. itaque
POIT > $0ZAM?) relinquantur [igitur] segmenta

segmento®) IIZ 4 similia minora eo spatio, quo E -

triangulum circulum 4BI'4 excedit.t) itaque figura
rectilinea circumseripta adhuc minor est triangulo E;
quod fieri nequit. est enim maior, quia N A aequalis
est altitudini®) trianguli, perimetrus autem maior basi
triangulif) circulus igitur aequalis est triangulo E.)

1) zijg T0¥ Teuywvov whevgds lin. 1 obscurius quam pro

more Archimedis dictum est.
2) Nam OAP > APM (Eucl. VI, 1) et

OAP = 4POII, PAM = AIIZ.

3) zousi lin. 18 Archimedes non scripsit pro zwijuezs.
4) Cum POII > $0Z A M, hoc fieri potest per Eucl. X, 1;
cfr. de sph. et cyl. I, 6.

5) Archimedes scripserat z¢ s lin. 16; Quaest. Arch. -

. 71,
P 6) Quia maior est ambita circuli; de sph, et cyl. I, 1.
7) Hanc propositionem citant: Pappus I p. 258, 17; 812,
20; III p. 1158, 22; demonstrationem xepetit V, 6 p. 312—16
ex Zenodoro apud Theonem: comm. in tolem.Hp. 12—13 ed.
Bagil,; Proclus in Eucl. p. 423, 3; Anonymus Hultechii 42, 3
p. 266. ’

-
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IL

Circulus ad diametrum quadratam eam rationem
habet, quam 11 : 14.

sit circulus, cuius diametrus sit 4B, et circumscri-
batur quadratum I'H, et sit /E=2I'4, et EZ =4I'4.
iam quoniam est AI'E: AT'4 =21:7 [Eucl. VI, 1],
sed AT'd: AEZ = T:1 [Eucl. VI, 1], erit

ATZ: ATA =22: 71

sed I'H = 4 AT'4 [Eucl. 1, 34}, et triangulum 4T'4Z
circulo 4B aequale est [quia altitudo 4TI radio aequa-
lis est, basis autem triplo et praeterea septima parte
maior diametro, hoc est ambitui proxime aequalis, ut
demonstrabitur prop. 3; tum u. prop. 11.%) quare cir-

culus ad quadratum I'H eam rationem habet, quam
11:143)

IIIL

Cuiusuis sphaerae perimetrus diametro triplo maior
est, et praeterea excedit spatio minore, quam septima
pars diametri est, maiore autem quam %{.

1) Nam avomadiy (Eucl. V, 7 nde.) AEZ : Ald = 1:17;
tum addendo sequitur proportio. sed poterat statim concludi
ex Eucl. VI, 1; nam I'Z = (8 4~ 4) I'd = ¥ I'd.

2) Hic locus émwel lin. 18 — Seigfjseron lin, 16 mire cor-
ruptus et confusus transscriptori tribuo, qui eum addidit, post-
quam prop. 2 et 3 permutauit; neque enim Archimedes hanc
propositionem ante prop. 3, quo nititur, posuit.

3) Citatar haec propositio a Pseudoherone Geom. 103 p. 186.

AI'Z ed. Basil,, uulpgo. 16. Post fdeic Wallis addit: =fj zow
xoxlov weoiuérew, fTs. @) scripsi; zov F, uulgo. 17. i
Zyyiore Wallis.
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sit circulus, et diametrus AT, et centrum E, et '4Z
linea circulum contingens, et [ ZET tertia pars recti.
itaque EZ : ZI' = 306 : 153 [u. Eutocius], sed

EI': I'Z = 265 : 153 [u. Eutocius].

iam secetur L ZEI in duas partes aequales linea EH.
est igitur
ZE:EI'=ZH: HT [Eucl. VI, 3].

quare

ZE + EI': ZT' = EI': T'H [u. Eutocius].!)
quare

IE: T'H > 571 : 153 [u. Eutocius].?)

itaque

EH?® : HI'® = 349450 : 23409 [u. Eutocius].
itaque EH : HI' = 5914 : 153. rursus secetur eodem
modo [ HET linea E®. propter eadem igitur erit

Er:I'® > 11624 : 153 [u. Eutocius].

quare @E: OI' > 11724 : 153 [u. Eutocius]. rursus
secetur [ @ET linea EK. erit

EI': 'K > 2334} : 153 [u. Eutocius].

1) Sequentia uerba lin. 6—7: #al dvallaf xol cvvdévn a
transscriptore ex Eutocio huc prauo ordine illata sunt.

2) Quae Archimedes breuissime, omissis computationibus,
proponit, copiose et perspicue explicat Eutocius; quare satis
habui lectorem ad eum reuocare. quo modo Archimedes nu-

meros 153 et 780 inuenerit, aut quibus adiumentis instructus

latera numerorum non quadratorum computauerit, nondum con-
stat (Quaest. Arch. p. 60—66). haec propositio difficillima a
transscriptore et fortasse etiam a librariis pessime habita est.
citatar ab Archimede ipso Arenmar. I, 19; II, 8 et & Simplicio
in Aristot. IV p. 508, b.

7. ovv@évn nal dvallaE Wallis. 10. pelfova Loyoy Wallis.
7 6v Wallis. idem post &ee lin. 11 addit psifove 7.  17.

pelfova] seripsi; peslow F, unlgo; welfove Adyov Eyee Walks.
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DIMENSIO CIRCULIL 267

quare EK :I'K > 23394 :153 [u. Eutocius]. rursus
secetur [ KEI linea AE. erit igitur
EI': AT > 46734 : 153 [u. Eutocius].

iam quoniam [ ZET, qui tertia pars est recti, quater
in partes aequales diuisus est, [ 4 EI" erit pars duo-
dequinquagesima recti. ponatur!) igitur ei aequalis
LT'EM ad punctum E. itaque [ 4EM pars uicesima
quarta est recti. quare linea 4 M latus est polygoni
96 latera habentis circum circulum circumsecripti. et
quoniam demonstratum est EI': I'4 > 46734 : 153, et
AI' =2ET, AM = 2I' 4, AT" etiam ad perimetrum
polygoni 96 latera habentis maiorem habet rationem,
quam 4673%: 14688 [u. Eutocius]. est igitur triplo
maior [perimetrus polygoni], et supersunt 6674, quod
minus est septima parte 4673%. itaque [perimetrus]
polygoni circumscripti minor est quam triplo et sep-
tima parte maior diametro. quare ambitus circuli multo
magis®) minor est quam triplo et septima parte maior
diametro.

sit circulus, et diametrus AT, et [ B AT tertia pars
recti. itaque 4B : BI' < 1351 : 780 [u. Eutocius].

1) Quamquam Eutocius: xelsdo odv, @nor, fon adrf %
vmo I'EM, tamen ex sequentibus adparet, eum suis ipsius uer-
bis uti. quare ne infra quidem (lin. 8: déderxzar, lin, 9: ewy,
nal dote tijg) constat, eum genuinam formam praebere. sed
lin. 19—20 puto eum recte praebere: xvxlog zmsol Siduerooy v
AT nol tolrov 69&fig 7 vmo BAT; lin. 10 om. dimdaclov. de
lin. 10, 11, 15, 21 u. p. 269 not. 1.

2) Perimetrus enim polygoni maior est ambitu circuli; de
sph. et cyl. I, 1.

om, F; corr. Wallis. _16. #lazron] scripsi; slarrov F, uulgo.
19. 4’ addit ¥; corr. Wallis. 20. zoevov F; corr. B* 21,
jwve’] Tve F; corr. B mann 2.*



DIMENSIO CIRCULL 269

secetur') [ B AT in partes aequales linea 4H. iam
quoniam | BAH = HI'B [Eucl. III, 26], sed etiam
= HAI, erit H'B=HAI. et communis est /| AHI"
rectus [Eucl. I1II, 31]). quare etiam HZI = AT'H
[Eucl. I, 32]. quare triangula 4HI, 'HZ angulos
aequales habent. est igitur [Eucl. VI, 4]
AH:HI' =TH:HZ = AI': I'Z.
sed AT':I'Z2=TIA4-+ AB: BI' [Eucl. VI, 3; Euto-
cius]. quare I'4 - AB: BI' = AH : HI. itaque
AH: HI' < 2911 : 180 [u. Eutocius],?) et
AI': T'H < 30134 1 : 7180 [u. Eutocius].
secetur eodem modo [ I'4H linea 4@. propter ea-
dem igitur erit 4@ : @I"' < 5924% % : 780 [u. Eutocius],
hoc est < 1823 :240. altera®) enim alterius #; [u.
Eutocius]. quare est 4I': I'® < 1838+ : 240 [u. Eu-
tocius]. porro secetur [ @ AT linea KA. est igitur
1) Cum p. 266, 20—21; 268, 9—12; 13—16; 268, 17—270, 1
ab Eutocio non ipsis uerbis Archimedis citari uideantur, has
contra scripturas in lemmatis eius seruatas genuinas putauerim
et in uerbis Archimedis a transscriptore mutatas: lin. 1: ze-
rufod o diga; énel ovw; lin. 8: o 773 lin. 4: losmi] et doumfy
pro tolry et tolry; lin. 6: Fotey lon; deo doti; AHI zel-
yovov; lin. 8 el (prius) om.; lin, 16: wpog O I' éldcsove Ldyoy
&yee fimeg; lin. 16: dozl & 1y’’; lin. 17: OAT yovia. simul
alia transscriptionis uestigia colligam: ut lin. 5 om. zelymvor
§rop. 1 p. 260, 14; 2 p. 262, 6; duwli p. 266, 10 (Oemiecoloy
izze; cfr. prop. 2 p. 262, 5); 7ov 4s molvyowov p. 266, 11;
270, 9; 76 wolvydvoy pro 1 meplueTeos Tov wolvydwvov p. 266,
156 (n meoluerpog Tov molvymvov 1ov — tQimlecioy — pslfey

Nizze). praeterea Eutocius uwerba % 8¢ 4I'—ya’ p. 266, 21.

habuisse non uidetur; debebat insuper esse % yag 4TI

2) Hic, ut saepissime in hac propositione, utitur propor-
tione illa, quam exposui Quaest. Arch. p. 48.

3) Genus femininum refertur ad auditam uerbum =wlevec.

811—*__51;1—.49;2;] Euaréemw Wallis. +y"'] ¢’ o F; corr. ed.
Basil. 16. Post I'® additur idcoova Ldyov £7e in ed. Ba-
sil.  :e”] om. F; corr. Wallis,
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DIMENSIO CIRCULL 211

AK : KI' <1007 : 66 [u. Eutocius]. altera enim al-
terius est 3. itaque.

AI': T'K < 10094 : 66 [u. Eutocius].
porro secetur [ K AI'!) linea A4.A. erit igitur

AAd: AT’ < 2016} : 66 [u. Eutocius],
et AT:I'4 < 20174 : 66 [u. Eutocius]. et e contrario
[[4: A'> 66: 20174 (Pappus VII, 49 p. 688); sed
I'4 latus est polygoni 96 latera habentis. quare]?)
perimetrus polygoni ad diametrum maiorem rationem
habet quam 6336 : 20174, quod maius est quam triplo
et 34 maius quam 2017}. itaque perimetrus polygoni
inscripti 96 latera habentis®) maior est quam triplo
et 4§ maior diametro. quare etiam multo magis*)
circulus maior est quam triplo et 4§ maior diametro.
itaque ambitus circuli triplo maior est diametro et
excedit spatio minore quam 4, maiore autem quam 4{.5)

1) KA yowvle lin. 3 Eutocius. ceteras huius paginae
discrepantias, quae apud eum inueniuntur, inde ortas esse puto,
quod Archimedis demonstrationem non ad uerbum citauit, sed
suis uerbis reddidit.

2) Ueri simile est, Archimedem ipsum haec addidisse.

3) z09 (s’ molvydwov transscriptori debetur, sicut etiam
lin. 11: 6 xvxdos pro 7 rod wvnlov meglueroos (meopiosia).

. %) Quippe quae maijor est perimetro polygoni (de sph. et
cyl. I p. 10).
5) Aeyiundovs nvxlov perenes in fine F, Cr.



Torricelli tiene una epifania ante diagrama de Arquimedes

Alguna vez Torricelli estudiaba los textos de Arquimedes cuando
repentinamente tuvo una sorprendente idea. Pensé que eran correctos
los argumentos, pero que, de alguna manera, se podian obtener mds
facilmente si se tomaban todos los circulos que podian formar con el
mismo centro de la circunferencia inicial C (figura 47) y que pasaran
por un punto del radio r, distinto de C y de O.

De la misma forma que OP mide lo mismo que la circunferencia
del circulo, es decir OP = 27y, ocurre con la circunferencia de radio
CI =" conlo que IL = 27tr'. Es como si las circunferencias estuvieran
hechas de hilo las recortara y las pusiera una encima de otra, con lo que
obtiene el tridngulo ACOP, jsalvo que las lineas no tienen anchura!
Hecha esta salvedad, que no pasé inadvertida para Torricelli, concluye
que el drea del tridngulo es la misma que la del circulo dado que
el circulo estd formado por todas las circunferencias interiores y el
tridngulo por todas rectas interiores. Asi, tomédndolas todas de una
vez, simul sumptis. Y ahi estd el asunto jcomo tomar todas juntas?,
(cuando es vélida tal descomposicién en circunferencias interiores al
circulo y en rectas interiores al triangulo? Pero por el momento el érea
del circulo es 7172, jsin mds problema! ya que, como es sabido el 4rea
del tridngulo es base por altura sobre 2 es decir 27tr - /2 = 712

Por supuesto, Torricelli no se quedé con este resultado que era co-
nocido desde Arquimedes, sino que llevd tales descomposiciones al
célculo de voltmenes.

De los muiltiples ejemplos que estudid, seguramente uno de los mas
famosos es el del célculo del volumen bajo una superficie hiperbdlica
infinita, con lo que obtuvo un resultado paraddjico: el drea contenida
por esta superficie infinita jes finita!, con lo cual no solo le enmendé
la pagina a Arquimedes con una “demostracién” mas clara y simple,
sino que ademads contradice a Aristételes; quien, como se sabe, durante
siglos fue la mdxima autoridad en cuanto a asuntos del pensamiento
concierne. Efectivamente, Aristételes dicta’4 que “no hay proporcién
entre finito e infinito”. jQué época mas trascendente posterior al re-
nacimiento cuando alguien cuestiona con argumentos resonantes a las
autoridades establecidas!

loc| =r
|OP| = 277

o P

Figura 47: La circunferencia con centro
en C y radio r = CO mide |OP| = 27r.
Lo mismo ocurre para la circunferencia
con radio CI = v/, mide IL = 27r'. To-
rricelli concluye que poniendo todas las
rectas paralelas a OP asi obtenidas tiene
el drea completa del circulo.

74 Aristoteles, De Coelo 1.6, 274.
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Regresando a Torricelli, el matemadtico considera el sélido que se

obtiene al girar una rama de la hipérbola y = k al rededor del eje y
el cual es una asintota de la hipérbola (figura 48). Pero solo entre los
puntos E y D del eje x (figura 49).

Torricelli de la misma manera que calcula las longitudes de las cir-
cunferencias dentro de un circulo, calcula las areas de los cilindros que
imagina que conforman el volumen del sélido. Al tratarse de una su-
perficie obtenida al rotar la hipérbola, cada punto en ella, en cada corte
horizontal, estd sobre una circunferencia. Por ejemplo la circunferencia
que pasa por D y por E con centro en P, y también, la circunferencia
que pasa por L y N con centro también sobre la asintota. Por otra
parte, el drea de la superficie del cilindro es 27rra, siendo r el radio
del cilindro y a la altura. Ahora bien, la altura de cada cilindro en el
solido hiperbdlico estd dada por y = % de tal manera que el cilindro
que pasa por x = d = |PD]| tiene altura % y asi, para tal cilindro, la
longitud de la circunferencia de la base es 27td y, por lo tanto, el drea

de la superficie del cilindro es 27td - 7= 27tk.

De esta manera, cada cilindro con radio x que compone el volumen
bajo el sélido (cilindros en la figura 49) jtiene superficie con misma
drea que cualquier otro para cualquier x!

drea de cada cilindro = 27rx - g =m-2k, 0<x<d.

&@I |

De forma que Torricelli “tomando todos los circulos de una vez”

™
s

‘ .‘ Y\,‘"lllll

& \‘\\\“

Figura 48: La superficie superior se ob-
tiene al rotar una hipérbola alrededor de
una de sus asintontotas. Debajo hay un
cilindro en color azul més intenso. Se de-
sea calcular el volumen del sélido infini-
to asi formado.

Figura 49: Se rota una hipérbola sobre su
asintota vertical y se considera el sélido
que se obtiene entre los puntos Ey D. La
infinita coleccién de cilindros como los
dos esbozados en la figura, segiin Torri-
celli, forma el volumen del sélido.

Figura 50: La idea de Torricelli consis-
te en encontrar circunferencias con areas
de la misma magnitud de la superficie
de los cilindros que “conforman” el s6li-
do hiperbdlico.



puede, por ejemplo, construir un cilindro con drea de la base 277 -k y
altura d, de donde se obtiene que

volumen del cilindro construido = 7v-2k-d

y este volumen es equivalente al volumen buscado bajo el sélido hi-
perbélico. jUn volumen finito contenido en una superficie con area
infinita!

En realidad, en el teorema de Torricelli la argumentacién original se
complica un poco, ya que el rol del pardmetro k, el cual evidentemente
estd relacionado con los vértices y focos de la hipérbola, no es tan claro
en su texto. Pero k aparece de alguna manera en sus ecuaciones dado
que el cilindro que construye debe tener radio v/2k, y este nimero es
igual exactamente a la mitad de la distancia entre los focos de la hipér-
bola, como es sabido. Mas atin, Torricelli quiere construir un cilindro

bajo el sélido que tenga exactamente el volumen que ya se calculé del
s6lido y procede a encontrar un punto sobre la hipérbola el cual tenga
la altura igual al didmetro del cilindro, el cual estd dado por una de
las intersecciones del lado recto de la hipérbola con la hipérbola. Al-
gunos célculos elementales de geometria analitica dan que tal punto
L tiene coordenadas L = (v/2k — vk, v/2k + v/2). Y como el vértice de
la hipérbola tiene coordenadas (v/k, v'k) es decir, un punto que puede
determinarse conociendo el vértice y el foco, los cuales son conocidos.
En realidad, tal punto corresponde a una de las intersecciones del la-
do recto de la hipérbola con la hipérbola misma. Una vez realizado
esto, el matematico refleja el punto L respecto al eje horizontal y asi
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Figura 51: El cilindro AHGC tiene el
mismo volumen que el del sélido hiper-
bolico, dado que la circunferencia con
didmetro IM (y de cualquier corte del ci-
lindro) tiene la misma 4rea que la super-
ficie del cilindro que pasa por ILN; tam-
bién la circunferencia con didmetro CG
tiene la misma 4rea que la superficie del
cilindro que pasa por EFCD, y asi para
todos los cilindros verticales existe una
circunferencia en el cilindro horizontal
con la misma 4rea de la superficie de tal
cilindro. Nota: en la figura se han man-
tenido las mismas letras del original de
Torricelli, pero las dimensiones y las po-
siciones de los puntos estin aproxima-
das con los pardmetros de la hipérbola
que se muestra.
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determina el punto M. El didmetro del cilindro horizontal es IM de
esta forma el drea de cualquier circunferencia en los cortes verticales
del cilindro es 71(IM/2) = 1t 2k y, por lo tanto, el volumen del cilindro
horizontal, dada la altura |AC| = |PD| =d, es 7 - 2k - d, como se djijo.

Validez de la arqumentacion original de Torricelli

Desde el punto de vista contemporéaneo el resultado de Torricelli se
considera correcto, pero no asf su técnica, la cual no se usa mas. Para
obtener el mismo resultado con herramientas modernas primero debe
calcularse la integral V = [ mx*dy, siendo e = |CD|, peroy = 3 se
tiene x = 5 por lo que

o0 2

vV = / N k—2dy

e Y

K2 y=e

= — 7T —
Yly=e
2 2

nk— = nk— = mtkd
e e

yaquey =e = %. Ahora sumando el volumen del cilindro EFCD, el
cual es 7td%e = ndzg = 7tkd, se llega al resultado esperado:

volumen del sélido hiperbélico = 27kd.

Critica a los resultados de Torricelli

Si hay una conjetura genial en la historia de las matematicas, ésta
corresponde al calculo del volumen del sélido hiperbélico que reali-
z6 Torricelli. Si ahora todavia puede sorprender y parecer paradéjico,
puede imaginarse el efecto que causé en su época. Se debe recordar
que Torricelli fue contempordneo de Cavalieri, asi como de Barrow y
Wallis. Un ensayo sobre las discusiones filoséficas centradas en los re-
sultados que presentamos, que incluye a matemadticos y filésofos como
Hobbes se puede encontrar en un articulo de Paolo Manscu y Ezio
Vailati'7>.

Ciertamente, la idea de descomponer una figura en “todas las li-
neas” (omnes lineas) se debe a Cavalieri, no a Torricelli quien fue su
discipulo. El método de Cavalieri difiere del método de los infinitesi-
males, ya que descompone figuras en lineas y no aproxima con infini-
tesimales. El matemdtico pensaba que su método era mas cercano al
de los antiguos griegos. Regresando a Torricelli, como hemos visto lle-
v6 el método de su maestro a terrenos insospechados y sus resultados
son dignos de cualquier antologia del arte de conjeturar.

75 Paolo Mancosu y Ezio Vailati. Torrice-
lli’s Infinitely Long Solid and Its Philosophi-
cal Reception in the Seventeenth Century.
Isis, 82(1), 50—70., 1991



Traduccién de la obra de Torricelli

La traduccién se hizo del ejemplar: Opera Geometrica, Torricellii,
Evangelistae, Florentiae, 1644 ETH-Bibliothek Ziirich Shelf Mark: Rar
5224 Persistent Link: https://doi.org/10.3931/e-rara-4082 www.

Se traduce parte del capitulo “De solido Acuto Hyperboélico”, es
decir: Acerca del sélido hiperbolico agudo.

Ejemplo primero

Sea un circulo con centro en A, semididmetro AB, con apropiada tangente
que sea BC, la cual se supone igual a la longitud de la circunferencia BD.
Construya AC. Digo que son iguales el circulo BD con el tridngulo ABC.

Se supone que el punto cualquiera I sobre el radio AB. Por I haga
la circunferencia IO con centro en el mismo A, con la recta IL paralela
a BC. Sera entonces la circunferencia BD a la circunferencia /0 como
el radio BA con Al (se demuestra esto, sin suponer con antelacién
dimensiones del circulo'7?), o como BC es a IL. Al mover, ser4 la cir-
cunferencia IO igual a la recta IL, y esto ocurre siempre donde quiera
que se ponga el punto I. Y, consecuentemente, si se toman todas las
circunferencias al mismo tiempo, tomadas todas las rectas al mismo
tiempo iguales seran: por lo tanto, el circulo BD mismo seré igual al
triangulo ABC. Lo que se deseaba demostrar.

Lo que concuerda con aquel Teorema de la proposicién primera de
Arquimedes, De la dimensién del circulo.
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Figura 52: La misma figura se muestra
en la obra de Arquimedes. Aparece un
tridngulo cuya area es igual a la de un
circulo dado. Observe que este teorema
es de Arquimedes como se puede verse
en el capitulo correspondiente, sin em-
bargo la demostracion es totalmente di-
ferente y esta tendrd consecuencias es-
pectaculares e insospechadas hasta su
época.

76 Es decir, que la demostracién no de-
pende de las dimensiones del circulo.
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Teorema

Un solido agudo hiperbélico infinitamente largo, cortado en el plano per-
pendicular al eje, unido con un cilindro en su base, es igual al cilindro recto
cuya base sea el lado (sic) verso, o eje de la hipérbola'’’, y altura que sea
exactamente iqual al radio de la base del mismo sélido agudo.

Sea una hipérbola cuyas asintotas AB, AC, forman un dngulo recto.
Suponga que en la hipérbola cualquier punto que se desee D se mueve
DC equidistante del mismo AB y DP equidistante de AC. Gire toda
la figura alredodor del eje AB. De esta forma haga un sélido agudo
hiperbdlico EBD junto con el cilindro FEDC en la base. Construya en
H, BA de forma que AH sea idéntico a este eje, pero del lado inverso
de la hipérbola. Ademads, alrededor del didmetro AH se entiende un
circulo perpendicular a la asintota AC, y sobre la base AH construya
un cilindro recto!78 ACGH, cuya altura sea AC, por lo tanto radio de
la base del s6lido agudo. Digo que el s6lido completo FEBDC de largo
sin fin, es también igual al cilindro ACGH.

Se toma en la recta AC cualquier punto I y se entiende que por
I se dibuja la superficie cilindrica ONLI comprendida alrededor del
eje AB y el s6lido agudo, también, el circulo IM en el cilindro ACGH
equidista de la base AH.

Entonces serd la mencionada superficie del cilindro ONLI al circulo
IM como el rectdngulo por el eje OL al cuadrado del radio del circulo
IM; también como el rectdngulo OL al cuadrado del semieje de la
hipérbola; y de la misma forma igual al lema'7%. Y esto sera siempre

Figura 53: Se desea calcular el volumen
del sélido de revolucién que se obtiene
al girar una hipérbola alrededor de una
de sus asintotas incluyendo un cilindro
FEDC en la base. Torricelli afirma que el
volumen del sélido completo es igual al
volumen del cilindro con didmetro AH
y altura AC.

77 Se tradujo latus versu, sive axis hiperbo-
la como “lado inveso o eje de la hipérbo-
la”, se refiere al eje focal de la hipérbola.

178 Se refiere a construir un cilindro sobre
circulo que estd ahora sobre AH.

7 Se refiere al lema V en el original, el
cual puede omitirse para los objetivos de
este libro.



verdadero para cualquier punto I que se escoja. Por lo tanto todas
las superficies de los cilindros simultdneamente esto es con el mismo
s6lido agudo EBD unido al cilindro en la base FEDC, seran iguales a
todos los circulos simultdineamente, esto es, al cilindro ACGH. Lo que
era por demostrar.

Escolio

Puede verse como increible que este sélido tenga longitud infinita
y que, no obstante, ninguna de las superficies de aquellos cilindros
a los cuales consideramos tenga longitud infinita y, sin embargo, es-
tdn determinados conjuntamente. Esto serd evidente para quien tenga
modesta familiaridad con la doctrina de las cénicas.
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Fourier escribe un poema...
usando funciones trigonométricas

Si el titulo del capitulo pudiera parecer cursi, me excuso diciendo
que la idea no me pertenece, sino que se deriva de un pensamiento de
Kelvin, el matemaético y fisico inglés a quien debe responsabilizarse de
tal exceso, si lo hubiera; sin embargo, algo tiene de verdad:

El teorema de Fourier no solamente es uno de los resultados mds bellos
en andlisis moderno, sino que se dice que proporciona un instrumento indis-
pensable para el tratamiento de casi cualquier recondita pregunta en fisica
moderna...lo de Fourier es un poema matemdtico.

El antecedente histérico de las series trigonométricas es la expan-
sién en series de polinomios de funciones arbitrarias, la cual multipli-
c6 infinitamente las posibilidades para utilizar funciones matematicas
en aplicaciones y, por otra parte, contribuy6é notablemente al desarro-
llo del Caélculo diferencial mismo. Ejemplos de desarrollos en series
de polinomios surgen a partir de los notables resultados de Taylor y
MacLaurin, basados en los resultados de Newton, con los cuales que-
daron firmemente establecidas las posibilidades de expandir funciones
en términos polinomiales.

Como se ve en el capitulo dedicado a Newton de este libro, curiosa-
mente, Newton lleg6 a las famosas series por métodos algebraicos, ba-
sicamente extendiendo los algoritmos para dividir, extraer raices y, lo
novedoso en su época, inventando un algoritmo para encontrar inver-
sas de funciones, todo ello mediante procedimientos algebraicos. Cu-
riosamente, insisto, porque el primer ejemplo de Fourier de expansién
de una funcién en términos de funciones trigonométricas, también lo
hace mediante procedimientos del dlgebra, como ahora se muestra.

Primer ejemplo de Fourier

El ejemplo se encuentra en el capitulo III, seccién 1I, articulo 1771 del
libro Teoria analitica del calor'® y se trata de encontrar los coeficientes

o Jean Baptiste Joseph Fourier. Théo-
rie analytique de la chaleur. Source ga-
llica.bnf.fr / Bibliotheque nationale de
France » ou « Source gallica.bnf.fr / BnF,
1822
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a,b,c,... para que sea verdadera la siguiente expansion
1=acosy+bcos3y +ccosb5y +dcos7y+--- (63)

Muchos lectores de la época de Fourier simplemente encontraban difi-
cil de creer que fuera verdadera una expresion tal, dado que las funcio-
nes cosmy, con m = 1,3,5,7... oscilan febrilmente y, en contraste, el
lado izquierdo de la ecuacién es una rigida constante, y sin embargo...

Procede entonces a derivar ambos miembros de la ecuacién (63)
respecto de y, repetidamente, para obtener

1 = acosy+bcos3y+ccosby+dcos7y+---

0 = aseny+3 bsen3y+5 csendy+7 dsen7y+ - --
0 = acosy+3°bcos3y + 5%ccos5y +72dcos 7y + - -
0 = aseny+ 33bsen3y +5°csen5y + 72dsen7y 4 - - -

La convergencia de las series que son derivadas de series, es una cues-
tiéon delicada, pero suponerlo para realizar conjeturas es siempre va-
lido, como hizo Fourier, pero quien no tenga mucha experiencia con
series y sus derivadas, debe tomar en cuenta este comentario. Y al
evaluar en y = 0:

= a+bt+c+d+e+f+g+---

= a+3%b+5%+7%d+9e+ 117 f +13%g + - --
a4 3% + 5%+ 74 + 9% + 114 f +13% + - -
= a+3% +5° 4 78d + 9% + 11°f 4+ 138g + - -
= a+3%+5%+ 7% +9Be+118F + 138+ - -

o o o o
I

Sistema que, como es claro a la vista, es infinito de arriba hacia aba-
jo y de izquierda a derecha, por lo cual solo serd resoluble si Fourier
encuentra un procedimiento algoritmico para resolverlo y, claro, asi lo
hizo, resolviendo primero un sistema finito; por ejemplo, el sistema de
siete incégnitas a,b,c,d, e, f, g; el método es el de eliminacién. Lo que
hace Fourier es, primero, eliminar g para lo cual multiplica la prime-
ra ecuacién por 13? y la resta de la segunda ecuacién. Seguidamente
multiplica la primera ecuacién por 13* y la resta a la segunda, con lo
que elimina a g de la segunda ecuacién, y asi procede hasta eliminar
todas las g. Pero, para eliminar la g de la primera ecuacién que aho-
ra estd multiplicada por 13, basta restarle la segunda ecuacién antes
de eliminar a la g. Repitendo el procedimiento de eliminacién Fourier
obtiene

w = cosmy

Figura 54: Se muestran las gréficas de
w = cosmy param = 1,3,5,7,9,11 para
ilustrar la forma en que tales funciones
oscilan entre —7t/2y 7/.

a(132 = 1)(112 = 1)(9* = 1)(72 = 1)(5* = 1)(3* — 1) = 132 - 112 .92 . 72 .52 . 32 . 12



Y una vez que ha tomado confianza, regresa al infinito y afirma que
3 52 7 9 112
3?-15-172-1 92-1 112-1
3-3-5-5-7-7-9-9-11-11---
2:4-4.6-6-8-8-10-10-12-12- - -

jAsi es, estimado lector, los viejos célculos de Wallis reaparecen revita-

lizados!, con lo que Fourier concluye que

a = —
7T

y es capaz de encontrar las demds incégnitas (después de una prolon-
gada argumentacién) para obtener,

3

4 1 1 1 1 1
1= p (Cosy 7c053y+gcos5y7 icos7y+ §cos9yf 11C0511y+--->

Moraleja: si usted, temeroso de lo infinito, al buscar el término gene-
ral de una serie, encuentra el producto de Wallis, respire, revise sus
cuentas y si todo cuadra, jfelicidades, ha encontrado algo grande! Asi
lo supo Fourier.

En seguida (en el articulo 181, pag. 180), Fourier multiplica la serie

181

por dx e integra término a término’®* con lo que obtiene la serie

o senx — lsen3x+ lser15x— lser17x+
4 32 52 72 ’

Siguiendo con las conjeturas, que es de lo que trata nuestro libro, si se
pone x = 7 (articulo 181, pag. 180) se obtiene la serie

2 1 1

i senx -+ 3—zsen3x+ 5—zsen5x+ e
serie ya conocida, como lo menciona Fourier. Obviamente, al obtener
series conocidas se reforzé la seguridad de Fourier en lo que estaba
haciendo.

Fourier encuentra otra técnica para calcular las series

La segunda técnica que encontr6 Fourier, la cual, al igual que la
técnica anterior, no se utiliza més, pero que sin embargo puede ser
de interés para entender mas profundamente el arte de conjeturar. En
esta segunda técnica Fourier combina el dlgebra con los desarrollos de
MacLaurin. En la seccién VI, articulo 207, pag. 211, Fourier se propone
encontrar los coeficientes a,b,c,d,e, f,... para la funcién

¢(x) =asenx +bsen2x +csen3x +dsendx + - - -

partiendo de la serie de MacLaurin

4

x2 x3
P(x) = ¢/(0)x +9"(0) = +9¢"(0)3; + ¢ (0)
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Figura 55: Se muestra la gréfica de la
aproximacion a la constante 1 con la se-
rie de Fourier de solo seis términos. Ob-
serve la manera en la que la serie finita
aproxima a la constante en el intervalo
[=m/2,7t/2].

1 Multiplicar por dx una serie e integrar
término a término es comun, aunque tar-
daria decenas de afios en ser justificado
rigurosamente, véase por ejemplo como
es usada esta técnica en la obra de Ber-
noulli citada.
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la cual se supone conocida. Ahora bien, en caso de que sean vdlidas
las dos ecuaciones anteriores, se tiene que

$(0) = 0,

¢'(0) = a+2b+3c+4d+---
¢ (0) a+2%p+3%c+4%d + - -
¢V(0) = a+2°b+3°c+4d+---

Después de varias paginas dedicadas al dlgebra, Fourier obtiene que

T _ / 1" 4% 1 v ™ ? 1
3o0) = senx (¢0)+97(0) (57— 32 ) + 0O (=G ) -
+

1 / " 2 1 4 1 72 1
“gone (#0490 (5 52) +0'0) (5 - 325 38)
1 / " 2 1 4 1 2 1
#5sen3x (910 +970) (5 - 32) 90 (555 7 3)

De la anterior férmula, Fourier obtiene (pag. 230) que
1 1 1 1
SX = senx—3 sen2x + 3 sen3x — 1 sendx + - -

Quiza lo complicado de la férmula general nos haga facil compren-
der por qué la férmula para calcular los coeficientes de la siguiente
seccién prevalecié sobre las demas.

La formula de Fourier que trascendié

Finalmente, los coeficientes que actualmente se conocen como coefi-
cientes de Fourier son explicados en el articulo 222, pag. 235. Dada la
féormula

¢(x) = apsenx + ay sen2x + agsen3x + ag sendx + - - -

se multiplica por senix y se integra de x = 0 a x = 7, con lo que se
obtiene

7T

T 7T
/ ¢(x)senixdx:a1/ senxsenixdx+a2/ sen2xsenixdx + - -
0 0 0
7T
+aj/ senjxsenixdx + - -
0

donde Fourier hace notar que:

1. Todos los términos del segundo miembro son cero excepto el tér-
. . . 7T . .
mino que contiene la integral [* sen jx senix dx.



2. Que el valor de la integral fon senjxdxsenixdx = %71 de donde

T . .
Jo senjxsenixdx
- 1

2

aj

Fourier seguramente nunca esper6 que su teorfa se generalizarfa para
toda una familia de polinomios ortogonales, los polinomios de Lague-
rre, Legendre, Tchebychev, etcétera; para una serie de funciones espe-
ciales como las funciones de Bessel y tantas otras funciones que dan
sustento a la teorfa general de los espacios de Hilbert. Ni tampoco pu-
do siquiera imaginar que la extensién de sus series, la transformada
que ahora lleva su nombre, la transformada de Fourier, podria tener
tal infinidad de aplicaciones, incluidas algunas que usted, estimado
lector, usa en su teléfono celular.

Critica a la obra de Fourier

La obra de Fourier constituye un hito en la historia de las matema-
ticas; pero, como siempre ocurre en estos casos, estd basada en saberes
previos que se encuentran en los trabajos de Euler, Leibnitz y un largo
etcétera, por lo que es dificil garantizar qué tanto es absolutamente
original y que tanto se debe a autores anteriores. Al parecer el método
de separacién de variables es idea de Fourier. Al separar variables para
resolver la ecuacién de calor obtiene que la solucién debe quedar en
términos de series infinitas de cosenos, pero que también ha surgido
en el problema de la cuerda, estudiado por D’Alembert, los hermanos
Bernoulli y Euler mismo. Por ejemplo Daniel Bernoulli’®? ha encontra-
do que la ecuacién de movimiento de la cuerda queda resuelto por la
férmula

¢$(x) =asenx + Bsen2x + ysen3x + - -,

aunque Bernoulli no da ninguna férmula para los coeficientes «, 8,7, . . .

como si lo hara Fourier. Es en la determinacién de tales coeficientes,
ahora llamados coeficientes de Fourier, mediante el método de inte-
gracion lo que le garantiz6 fama eterna al matematico o, por lo menos,
fama mientras exista la civilizacién actual.

Para las series, al parecer, la historia comienza con la férmula co-
nocida™3 por Nilakanth, Leibniz, Gregory, para ¥ y mencionada por
Fourier en el articulo 179 de su obra mencionada y dando crédito a
Leibniz por ella:

la cual en el contexto de Fourier aparece como un caso particular'84
de

T cosx — 1cosBx—i— 1cosSx—i—
4 3 5 ’
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82 Daniel Bernoulli. De indole singularis
serierum infinitarum quas sinus vel cosinus
angulorum arithmetice progredientium for-
mant, earumque summatione et usu. No-
vi Commentarii Academiae Scientiarum
Imperialis Petropolitanae. Bd. XVII p.5-6
1771 (1773) 11.6* - St.64%, 1773

3 Para un estudio sobre el descubri-
miento para la férmula de 77/4 en di-
versas épocas y lugares del mundo vea
el articulo de Ranjan Roy (1990). The
Discovery of the Series Formula for 7
by Leibniz, Gregory and Nilakantha.
Mathematics Magazine, 63(5), 291-306.

doi: 10.2307/2690896.
84 Articulo 180, pag. 179 de la obra cita-

da de Fourier.
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cuando x = 0.

La necesidad de expresar funciones con series trigonométricas se
le impone a Fourier al separar variables para resolver la ecuaciéon de
calor. A partir de entonces la técnica de separaciéon de variables se
convierte en una herramienta indispensable en la solucién analitica de
las ecuaciones diferenciales parciales.

Por otro lado, las objeciones que se presentaron al método de Fou-
rier, son absolutamente vélidas desde la perspectiva contemporanea.
¢(Para cudles funciones es vdlida la expansién en series trigonométri-
cas? ;Cudndo convergen estas series? Los argumentos de Fourier para
estas cuestiones consisten en mostrar series conocidas que convergen
( como la de 71/4) y que tienen ademads asociada una serie trigonomé-
trica que él ha encontrado, lo cual no puede ser aceptado como una
demostracién general actualmente. En su dispensa hay que afiadir que
la dificultad intrinseca de éstas y otros espinosos asuntos relacionados
con las series de Fourier tardaron decenas de afios en ser resueltas con
la contribucién de muchos otros autores de genio.

Finalmente, la resonancia de los descubrimientos de Fourier, como
todos los grandes descubrimientos, desembocé en miltiples ramas del
saber humano, en particular, en el desarrollo de las mateméticas mis-
mas. La teoria de la integracion que culmina con la integral de Lebes-
gue es impensable sin los problemas asociados a las series y transfor-
madas de Fourier. También la obra de Fourier influy6 profundamente
en el pensamiento de Georg Cantor, lo que culmina en la teoria de
conjuntos y los nimeros transfinitos.



Traduccién de la obra de Fourier

La siguiente traduccién del ejemplar Théorie analytique de la chaleur,
par M. Fourier de la edicién de 1822, a partir de la digitalizacién rea-
lizada por Source gallica.bnf.fr / Bibliotheque nationale de France. Se
traducen las paginas 235, 236, 237 y 238 hasta antes del parrafo 223 de
la obra citada.

221

Se puede también verificar la ecuacién precedente (D) (art. 220) de-
terminando inmediatamente las cantidades a3, 4,43, ..., 4; en la ecua-
cién

¢(x) = arsenx +azsen2x +azsen3x + - --a;jsenjx + - - -

para ello se multiplicard cada uno de los miembros de la anterior ecua-
cién por senix dx siendo i un niimero entero y se tomaré la integral de
x =0ax = 7 con lo se tendrd

s 7T 7T
/ p(x)senixdx = / aisenxsenixdx + / ap sen2xsenix dx
0 Jo Jo

T T
+/ a3sen3xsenixdx—|—---/ ajsenjxsenixdx + - -
0 0

Pero se puede facilmente demostrar , 1° (sic) que todas las integra-
les contenidas en el segundo miembro tienen un valor nulo, excepto el

L. 2 . 7T . . 7T . .
unico término 4; fo senix senix dx; 2° que le valor de fO senix senixdx

Jo" ¢(x) senix dx
Jo PX)SENIA

. Todo
2

se reduce a considerar los valores de las integrales que se encuentran

es %n; de donde se concluiré el valor de a; que es

en el segundo miembro, y a demostrar las dos proposiciones prece-
dentes. La integral 2 [ sen jx senixdx tomadade x =0ax = 71,y en
la cual i y j son niimeros enteros, es

Z,i],sen(i—j)x—l.j_].sen(i—}-]')x—i—C.

La integral debe comenzar cuando x = 0, la constante C es nula,
y los ntimeors i y j siendo enteros el valor de la integral serd nulo
cuando se hard x = 71; se sigue que cada uno de los términos como

T

7T 7T
m / sen xsenixdx, a; / sen2, x senixdx,az / sen 3x sen ix dx, etc.
0 0 0

se hacen cero y que esto tendrd lugar toda vez que los niimeros i

y j sean diferentes. No ocurre lo mismo cuando los ndmeros i y j
. , . 1 . .
sean iguales, porque el término = sen (i — j)x, al que se reduce la

integral, se convierte en %, y su valor es 7. Se tiene por consecuencia

175
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2 f senixsenixdx = 7r; se obtiene asi de la manera mas breve, los
valores a1,a»,as,...,4a; etcétera que son:

J ¢(x) sen xdx J ¢(x) sen2xdx
a = ,0p =

o7 m
e J ¢(x) sen3xdx b [ ¢(x) senixdx
3 - %71’ 4 s %71’ 4
Al sustituirlos se tiene
1
Emp(x) = senx/cp(x)senxdx—f— sean/qb(x) sen 2xdx

+sen3x/4)(x) sen3xdx + - - + senix/¢>(x) senixdx + - - -
222

El caso més simple es aquel donde la funcién dada tiene un valor
constante para todos los valores de la variable x; en este caso, la inte-
gral [ senixdx es igual a Z si el ntimero i es impar, e igual a 0 si el
numero i es par. De done se deduce la ecuacién

17{ = senx + 1sen3x+15en5x—i- 1ser17x—i— lsen9x+
20 3 5 7 9

la cual se ha encontrado previamente.

Se debe remarcar que cuando se ha desarrollado una funcién ¢(x)
en una serie de senos de arcos multiplos el valor de la serie asen x +
bsen2x + csen3x + - - - es el mismo que aquel de la funcién ¢(x)en
tanto que la variable x esté comprendida entre 0 y 7r; pero esta igual-
dad cesa en general de tener lugar cuando el valor de x sobrepasa el
namero 7T.

Supongamos que la funciéon de que se requiere el desarrollo sea x,
se tendrda, después del teorema precedente,

1
Enx = senx/xsenxdx+ sean/xseandx

+sen3x/xsen3xdx+ sen4x/xsen4xdx+--- .

La integral fon xsenixdx equivale a £%, los indices 0 y 7 asociados
al signo [ dan a conocer los limites de la integral; el signo + debe
escogerse cuando i es impar, y el signo — cuando i es par. Se tendra
entonces la ecuacién siguiente:

1 1 1 1 1 1
Ex = senx — 3 sen2x + 3 sen3x — 1 sen4x + 5 sen5x — 7 sen 7x + etc.
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Parrafo 221 de la Obra de Fourier op. cit.. Créditos de la digitalizacién: Source gallica.bnf.fr / Bibliothéque
nationale de France.
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Los mds antiguos antecedentes

(Qué se debe entender por “trigonometria”? y a partir de esto jhas-
ta dénde lleg6 el desarrolo de la trigonometria en la antigua babilonia?
Para ello se puede comparar el avance de los babilonios (entre 2000 y
1600 aC) con lo que se alcanz6, por ejemplo 2000 afios después, con
Ptolomeo. Pero antes de comenzar, ;qué es lo que hizo Ptolomeo que
permite clasificar su obra como un hito en la historia de la trigonome-
tria? En las tablas trigonométricas del astrénomo griego se encuentran
tridngulos rectangulos con hipotenusa de medida igual para todos, con
longitud igual al radio de una circunferencia cuyo centro coincide con
uno de los vértices de los tridngulos. Tales angulos de los triangulos,
llamados « en la figura 56, estdn en correspondencia con un semiarco
de la circunferencia, de tal forma que los tridngulos pueden ser clasi-
ficados por la medida de este angulo.

Un tridngulo estd completamente determinado por las medidas de
sus tres lados y las medidas de sus dngulos internos. Para los tridn-
gulos rectdngulos, basta conocer la medida de dos de sus lados para
conocer el tercero, por el teorema de Pitdgoras, y dado que en geome-
tria euclidiana la suma de los dngulos internos de todo tridngulo mide
la suma de dos rectos, basta conocer dos dngulos para conocer el ter-
cero. Ptolomeo parte de los tridngulo con & = 45° y otro con &« = 60° y
mediante sus férmulas fue capaz de conocer todos los tridngulos para
x con 0° < a < 90° que se incrementa en medio grado, para cada
tridngulo en sus tablas.

Y ¢cuél es la idea de conocer tridngulos? pues entre otras cosas pa-
ra hacer cdlculos indirectos de medidas de otros tridngulos que sean
semejantes a los conocidos, pero cuyas magnitudes sean dificiles o,
definitivamente, imposibles de medir directamente. Para dar un ejem-
plo espectacular, Eratdstenes fue capaz de calcular aproximadamente
el radio de la tierra utilizando tridngulos formados con las sombras
arrojadas por un pequefio poste vertical (véase por ejemplo el libro
editado por Thomas'® pag. 261).

De entre todos los tridngulos, los mas simples de reconocer cuando
son semejantes entre si, son los tridngulos rectdngulos, ya que, al ser
rectdngulos, tienen un dngulo de la misma medida, precisamente el

Figura 56: Se pueden conocer muchos
triangulos rectangulos cuyo vértice coin-
cide con el centro de un circulo de radio
dividido en 60 partes, note que el radio
también es la hipotenusa del tridngulo,
es decir Ptolomeo pudo conocer las me-
didas de los lados CB y OC para ciertos
triangulos. Para los tridngulos que calcu-
16 Ptolomeo es posible poner en corres-
pondencia la medida del arco AB con
el dngulo & y asi conocer la medida del
otro dngulo agudo del tridngulo ya que
la medida de ZCOB es 90° de una cir-
cunferencia dividida en 360°.

#5Tvor Thomas. Greek Mathematical
Works, Aristarchus to Pappus. Harvard
University Press, Cambridge Massachu-
setts, London, England, 2005
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angulo recto.

Posteriormente, se le dio el valor 1 al radio del circulo y, con ello, el
cateto opuesto resulta ser el seno del dngulo y el cateto adyacente el
coseno del dngulo en la trigonometria contempordnea que comienza
con Newton, Taylor y MacLaurin para quienes tales valores podrian
ser dados para cualquier dngulo con la aproximacién que se deseara,
no solo para las partes conocidas por Ptolomeo en grados, sino para
cualquier arco de circunferencia, no dado en partes de 360°, sino en
partes de 7 absolutamente arbitrarias.

Regresando a Ptolomeo, lo que se requiere para una buena tabla
trigonométrica en sus tiempos es:

1. La posibilidad de medir angulos es decir poder dividir la circunfe-
rencia en unidades igualmente separadas y segmentos y ser capaces
de poner en correspondencia los angulos de tridngulos con arcos de
circunferencia.

2. Conocer aproximadamente la diferencia entre las unidades sobre
la circunferencia (en total 27) y el didmetro de la circunferencia
tomada para establecer las medidas (para Ptolomeo el didmetro es
de 120 partes, sabe que el didmetro aproxima la circunferencia en
un niimero cercano a tres, pero sabe que no es tres, recuerde que
Arquimedes es anterior a Ptolomeo) .

3. Conocer el teorema de Pitdgoras y ademds ser capaces de extraer
raiz cuadrada, es decir, tener un algoritmo para calcularla con tanta
precisién como se desee.

4. Conocer los teoremas que garanticen la semejanza de tridngulos, en
particular los que se refieren a tridngulos rectdngulos.

5. Conocer algoritmos de suma resta, multiplicacién y divisién de nu-
meros con la precisiéon que se desee.

Regresando a Babilonia, parece ser que el concepto de dngulo, en
general, y de como medirlo no eran conocidos en la antigua Babilonia,
en el periodo que nos ocupard (2000 a 1600 a. C.) llamado “periodo
viejo babilonio” (Old Babylonial). A pesar de que conocen como divi-
dir la circunferencia en 360 partes, no hay referencia, hasta la fecha, de
que hayan asignado medidas a los dngulos internos de ningtn tridngu-
10"8, aunque pueden reconocer los tridngulos que son rectangulos. Al
parecer saben dividir segmentos en unidades arbitrarias, segtin puede
deducirse de sus célculos y dibujos, algunos de los cuales se mostraran
mads adelante (digo “al parecer”, porque para dividir un segmento en
partes arbitrarias se requieren conocimientos de semejanza de tridngu-
los). Los antiguos babilonios conocen muchos ejemplos de tridngulos

Figura 57: En la figura los tridngulos
AABC, AADC y ADBC son semejantes
al ser equidngulos y por lo tanto tienen
lados proporcionales, lo cual era bien co-
nocido por Euclides, pero dos mil afios
antes, al parecer, también era conocido
por los babilonios.

18 Eleanor Robson. Neither Sherlock Hol-
mes nor Babylon: A Reassessment of Plim-
pton 322.  Historia Mathematica 28
(2001), 167-206, 2001



rectdngulos y saben que las medidas de sus lados satisfacen lo que lla-
mamos “teorema de Pitdgoras”, més de mil afios antes que Pitdgoras.
Pueden calcular indirectamente longitudes de tridngulos semejantes
a tridngulos dados, aunque no se sabe que tengan una definiciéon de
“tridngulos semejantes” pueden reconocer varios, por ejemplo, si se
encuentran dentro de un mismo tridngulo como los de la figura 57.

Es decir, los babilonios del periodo viejo babilonio no cumplen con
los puntos 1 y 2, para elaborar una tabla trigonométrica como la de
Ptolomeo. Sin embargo conocen instancias del teorema de Pitdgoras
y tienen una formidable aritmética en base 60 con la que son capaces
de realizar todas las operaciones bésicas y, ademads, aproximar raices
cuadradas de ntmeros arbitrarios. Ademads, tienen saberes y ejemplos
de tridngulos semejantes y hacen célculos indirectos de longitudes de
lados de tridngulos que son semejantes, en el sentido moderno, a tridn-
gulos que conocen.

De esta forma, se cumplen en cierta medida los puntos 3 a 5 de
nuestro resumen. ;Pero se puede proceder a clasificar tridngulos rec-
tdngulos de otra manera que no sea midiendo el dngulo de la base del
tridngulo con la hipotenusa como hizo Ptolomeo? La respuesta es: si,
se puede dar el calculo del cociente del cateto opuesto con el cateto ad-
yacente, es decir, se puede dar la tan & sin conocer «, recuerde, tana =
cateto opuesto/cateto adyacente, no se requiere medir el 4ngulo en la
mads elemental aproximacién.

En el periodo viejo babilonio conocian el teorema de Pitdgoras, obtenian
lados proporcionales de tridngulos semejantes y poseian métodos para
calcular raices cuadradas

La primera prueba que se presenta en este texto de que el teorema
de Pitdgoras se conocia entre 1800 y 1600 a. C., es la tableta de la co-
leccién de Yale, YBC 7289, de la cual se muestra una representacién en
la figura 58. La figura representa un cuadrado con sus dos diagona-

les y en ella parecen tres niimeros en base 60, el primer niimero que
24 51 10

llamaremos ¢ = 30, el segundo ntmero 2 =1+ a0 + a2 + a3 Y el

25

. 35 . :
tercer ntimero 7 = 42 + 50 + 502" El segundo ntimero 7z es aproxi-

madamente 72 = /2 como el lector puede comprobar desarrollando
los calculos, corresponde a la hipotenusa de un triangulo rectdngulo
cuyos catetos miden 1 ambos, lo cual se cumple por el teorema de Pi-
tdgoras. Claramente el tridngulo con catetos de medida 1 es semejante
al tridngulo con catetos de medida 30 por lo que sus hipotenusas son
proporcionales, es decir, la diagonal 7 se obtiene multiplicando por
¢ = 30, es decir, 72 = 30 - 72, que, como se ha dicho, es el segundo nt-
mero escrito en la tableta sobre la diagonal. Por cierto, la aproximacién
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30

1;24/51 10
42,2535

Figura 58: Se muestra un diagrama de lo
que se representa en la tableta YBC 7289.
Se trata de un cuadrado donde en un la-
do exterior se muestra el nimero 30. En
la diagonal se muestran dos nimeros el
primero 1;245110 es la aproximacién a
V/2 en sexagesimal, el segundo ntimero,
bajo la diagonal representa en sexagesi-
mal 30 - 1;245110 = 42;2535.
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para v/2 es la misma que usa Ptolomeo en el Almagesto, insistimos,
maés de mil afios después.

La fuente bésica para las matemadticas babil6énicas todavia es el ex-
traordinario libro editado por Neugenbauer y Sachs'®7, donde entre
muchos materiales se encuentra, dibujada y fotografiada, la tableta
Plimpton 322, de la que se hablara mas adelante, y ademads, una repre-
sentacién de la tableta YBC7289 en la pagina 42.

Tableta IM55357

La segunda prueba de que los babilonios del periodo 2000 a 1600
a. C. conocian y hacian célculos indirectos mediante tridngulos seme-
jantes conocidos y que conocian el teorema de Pitdgoras, es la tableta
IM55357 encontrada en Tell Harmal.

Informacién sobre esta y otras tabletas se encuentra en el libro de
Gongalves'8, donde ademas de la transliteracién del texto de la ta-
bleta se encuentra una traduccién al inglés asi como comentarios que
ayudan a la comprensién del texto (vea el capitulo 4). En la tableta que
se representa en la figura 59 aparece un tridngulo rectingulo AABC
donde los catetos miden 1 =1 1 - 60, 45 =1y 45 y la hipotenusa mide
115 =19 75, donde con la expresion “=1,” se abrevia “igual en base 10
a” y los ntimeros a la izquierda de tal expresion estdn escritos en base
60, donde con el punto y como se separan las fracciones de los enteros
de las fracciones, con tales dimensiones se sabe que el triangulo es rec-
tdngulo (por el teorema de Pitdgoras). Sobre los tridngulos interiores
de la figura, fueron colocados nimeros de la siguiente manera (aun-
que en el original no se separan con punto y coma los enteros de las
fracciones):

53 39 50 24
AAEF — 553, 53395024 =10 5-60+53 4 2o 4 o2 4 20 2%
10 TPt 0T 62 T e T o

3.5 9 36

AFED = 319;356936 =1 3-60+19+ — + — + —_
10 TP e Tes T a0
2 24
AEBD = 511;224 =1 5- 11+ =+ ==
511; 10 5-60+ +60+602
ADBC = 86=y 8-60+6.

Tales ntimeros corresponden a las dreas de los tridngulos correspon-
dientes, como se explica en el texto bajo la figura, lo que permite cal-
cular las dimensiones de los lados de los diferentes tridngulos supo-
niendo que tienen lados en correspondencia proporcionales, lo que en
términos modernos, se traduce a suponer que los tridngulos son seme-
jantes. El problema consiste en encontrar las longitudes de los lados de
los tridngulos interiores que aparecen en la figura, es decir, FE, DE y
DB. Por lo tanto, estd implicito en el problema y en su solucién que los
tridngulos interiores son rectangulos, y que el escriba sabe que al estar

®7 0. Neugebauer y A. Sachs. Mathema-
tical cuneiform texts. New Haven, Conn.,
Pub. jointly by the American Oriental
Society and the American Schools of
Oriental Research, 1945

C
1-60+15 L

E 45

E B
4 1-60

Figura 59: Se muestra una representa-
cién de la tableta IM55357. Se trata de un
triangulo rectingulo AABC donde los
catetos miden 1 =gy 1-60, 45 =49 45y
la hipotenusa mide 1 15 =4y 75.

88 Carlos Gongalves. Mathematical Tables
from Tell Harmal. Sources and Studies in
the History of Mathematics and Physi-
cal Sciences, Springer International Pu-
blishing Switzerland, 2015



inscritos en un mismo tridngulo tienen lados proporcionales, aunque
no se conociera el concepto de “tridngulos semejantes”, ni se supiera
como medir dngulos. En la tableta se da la solucién DB = 36 y se indi-
ca el procedimiento para calcular las otras dimensiones de los demds
tridngulos.

Tableta Plimpton 322

Hay que decir que todavia estd en discusién el grado en el que el
contenido de la tableta Plimpton 322 se refiere a la trigonometria o no.
En el articulo de Mansfeld y Wilberg titulado Plimton 322 es trigono-
metria sexagesimal exacta®?, el cual causé cierto revuelo en los medios
masivos de comunicacién, se discute este asunto y, el lector interesado
no tendrd dificultad para encontrar el articulo y videos relacionados
con el tema en internet.
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El contenido de la tableta Plimpton 322

Para darnos una idea de la antigiiedad de la tabla, habian pasado
mas de mil afios cuando publicé sus célculos Hiparco, antecesor de
Ptolomeo en la elaboracién de tablas trigonométricas. La tableta hecha
en arcilla es una tabla informativa en el sentido mds moderno contiene
quince renglones formados con ternas pitagéricas'°. Es decir, si por
ejemplo, se llama a al cateto opuesto de un tridngulo rectangulo, b al
cateto adyacente y c a la hipotenusa, la tabla contiene en la primera

. 2 y .
columna, el nimero (£)° en expansion sexagesimal, en la segunda
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9 Daniel F. Mansfeld y N. J. Wildberg.
Plimpton 322 is Babylonian exact trigono-
metry. Historia Mathematica 44 (2017)
395-419 Sciendirect Elsevier, 2017

Figura 60: Aqui se muestra un dibujo de
la tableta Plimpton 322. Créditos de la
imagen: Rare Book and Manuscript Li-
brary, Columbia University.

1 Las ternas pitagoricas son tres ntime-
ros enteros x, Y,z los cuales satisfacen la
relacién x2 +y2 = 22 por lo que si x,y
son lados adyacentes de un tridangulo, el
tridngulo resulta ser rectdngulo con x,y
como catetos y z como hipotenusa del
tridngulo.
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columna al niimero a y en la tercera columna al ntimero c, tales que los
numeros 4, b, ¢ satisfacen la relacién a2 + b% = 2. En la cuarta columna
se encuentran los lugares que ocupa el calculo de la primera columna
respecto de los otros tridngulos ordenados de mayor a menor.

Ademas de los célculos, los encabezados nos muestran que efecti-
vamente se trata de catetos opuestos e hipotenusas en la segunda y
tercera columnas. Aunque lamentablemente no es posible leer parte
del texto de la primera columna por estar parcialmente destruido, los
asiri6logos contemporaneos afirman que podria significar algo asi co-
mo “si se quita el ntimero 1 surge el cateto opuesto de un tridngulo”,
como efectivamente ocurre en geometria dada la relacién:

(5 =1+ ) w

Es decir, se puede formar un tridngulo rectdngulo con cateto adyacente
1, cateto opuesto 7 e hipotenusa ;. Como es sabido, la relacién (64) se
obtiene inmediatamente de % + b? = ¢? al dividir ambos miembros de
esta igualdad por b?, por lo que desde el punto de vista de la aritmética
tal relacién es clara, lo que debi6 haber llamado la atencién en aquellas
lejanas épocas es justamente el cardcter geométrico de tal relaciéon. En
términos modernos (64) se lee

sec?a =1 + tan?

y el nombre de tana se debe al hecho de que efectivamente tan« es
la tangente al circulo de radio 1, en el punto a partir del cual se mide
«. De esta forma si se quita el 1, como aparentemente indica el enca-
bezado de la tableta, surge la tangente, la cual es el lado opuesto de
un tridngulo con cateto adyacente 1 e hipotenusa dada por la secante.
En la tableta Plimpton 322 se encuentran los ntiimeros asociados a los
segmentos representados en la figura 61, en la primera columna de
la tableta mencionada aparece la longitud del segmento OD = seca
elevado al cuadrado; el cual, como todo parece indicar, ha sido calcu-
lado. También aparece el segmento CB = a y el segmento OB = ¢,
los cuales se encentran en la segunda y tercera columnas de la tableta,
respectivamente. No aparece el segmento OC = b, sin embargo todos
los segmentos de la tableta Plimpton 322 pueden ser calculados me-
diante este segmento, que tiene una forma particular de ser escrito, lo
que facilita la aritmética usada por los antiguos babilonios.

En el cuadro 13 se muestra la informacién incluida en la tableta Plim-
pton 322, salvo la cuarta columna, la cual no esta incluida en el origi-
nal, pero se ha conjeturado que a partir de tal columna se generaron
los demas ntmeros. Se ha utilizado notacién moderna en la primera
columna para resaltar las relaciones que ahora se conocen. En el origi-
nal, solo aparece la expansién sexagesimal del primer ndmero que se

Figura 61: Para el caso en que b < 1
se muestra un tridngulo rectdngulo con
a = CB como cateto opuesto, b = OC
como cateto adyacente y ¢ = OB como
hipotenusa. En este caso a/b = tana, es
el cateto opuesto del tridngulo con cateto
adyacente 1 e hipotenusa c¢/b = seca.
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Cuadro 13: Plimton 322. La cuarta colum-
na no estd incluida en el original y se mues-

tra en gris.
sec2nx = 1+ tan®w cateto opuesto hipotenusa cateto adyacente lugar
(en notacién moderna) (frente) (diagonal) (base)
2 2
(1) =1+ (1K) 119=7.17 169 =132 120=2%.3.5 .
2
(%) — 1+ (89)? 3367 = 7-13-37 4825 = 5°.193 3456 = 27 .33 2
6619 )% _ | (4601 4601 = 43 -107 6649 = 61-109 4800 = 2° -3 .52
300 4800 3
1) g4 (12299)° 12700 = 71179 18541 primo 13500 = 2% .33 . 5
13500 13500 P 4
(%)2:1"‘(%)2 65=5-13 97 primo 72 = 23 .32 5
2 2
(£5) =1+ (%) 319 = 11-29 481=13.37 360 =2%.32.5 6
s\ (2911 2291 = 2979 3541 primo = 2700 = 22 .33 . 52
700 700 P 7
2
(89) =1+ ()" 799 =17 -47 1249 primo 960 = 2635 8
2
(28)* =1+ %) 481 =13-37 769 primo 600 = 23 -3 - 52 9
M)2 =1+ (%)2 4961 = 112 - 41 8161 primo 6480 = 2*-3*.5 10
6480 6480 p
2
(7%)2:1+(%) 45=3-5 75=3-5" 60=2%-3-5 11
2
(B2)* =1+ (% 1679 = 2373 2929 =29-101 2400 = 2° -3 - 52 12
(39)* =14 (L ’ 161 =723 289 =172 240=2*.3.5
240 240 13
2
(35)" =1+ (373) 1771 =7-11-23 3229 primo 2700 = 2233 - 52 1
2
(%) =1+ (%) 56 =2°.7 106=2-53 90=2-32-5 15
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muestra, es decir el correspondiente en lenguaje moderno a sec? a. La
expansion hexagesimal de tales nameros que fue usada por los anti-
guos babilonios se muestra en el cuadro 15.

Breve explicacion de la aritmética de la vieja babilonia.

Muchas fotos de tablas originales de matematicas en textos cunei-
formes, ademés de su transliteracién e interpretacién pueden encon-

trarse el libro de Neugebauer™*

. Para multiplicar, los babilonios no
usaban tablas de multiplicar que incluyeran todas los productos de los
numeros de 1 a 60, como hacemos nosotros con los ntmeros de 1 a 10,
sino tablas de cuadrados; por ello la relevancia de conocer niimeros
elevados al cuadrado. Se dice que para multiplicar, digamos x - y los
babilonios usaban o bien la férmula

X+ 273(27 2
x,y:( y)2 y

o bien

oy (x+y)2;(x—y)2

por lo que, como se ha dicho, necesitaban largas tablas de ntiimeros
elevados al cuadrado, de las cuales existe evidencia (vea por ejemplo
la tableta Plimpton 318 en el libro de Neugebauer pag. 34).

Para dividir, los babilonios usaban el método de multiplicar por
inversos, por ejemplo, para dividir por 2 multiplicaban por 30/60 =
1/2. Dada la importancia de la divisién en su desarrollada aritmética,
contaban para el afio 2000 a. C. con largas tablas de inversos, (vea
por ejemplo el libro citado de Neugebauer en el capitulo II). En la
aritmética sexagesimal tienen expresion exacta los inversos de aquellos
ntmeros que pueden escribirse de la forma 2! - 3" - 5", aunque los
babilonios al igual que nosotros eran capaces de aproximar inversos
de ntimeros que no tuvieran esta forma. Observe el lector que en base
10, siguiendo los mismos principios de los babilonios, los niimeros més
interesantes son aquellos de la forma 2/ - 5, que son los tnicos que
tienen expansién decimal finita; por ejemplo, 1/2 = 0,5, 1/10 = 0,1.
Es decir, para dividir, los ndmeros que maés interesan a los antiguos
babilonios son aquellos que tienen expansién decimal finita, muchos
mas que en base 10 por cierto.

Por ello en el cuadro 13 en la cuarta columna se han escrito los nt-
meros en la forma 2! - 3" - 5". Con tales ntimeros pueden construirse
las ternas pitagoricas y con ello la tabla Plimpton 322 completa. La for-
ma mds simple de construir las ternas pitagdricas es con dos nlimeros
arbitrarios p, g, de preferencia nimeros naturales. Con tales niimeros
se pueden construir los ntimeros a = p?> —g?> con p > q, b = 2pq y

2

¢ = p? + g2 satisfacen a? + b?> = ¢, como el lector interesado puede

91 0. Neugebauer y A. Sachs. Mathema-
tical cuneiform texts. New Haven, Conn.,
Pub. jointly by the American Oriental
Society and the American Schools of
Oriental Research, 1945



verificar, es decir, los ntimeros a, b, c forman ternas pitagoéricas. En el
cuadro 14 pueden verse los ntimeros p,q que generan la tableta Plim-
pton 322, en particular debe observarse el nimero 2pg el cual es igual
a b del cuadro 13, el cual, debe recordarse que no aparece en la tableta
original.

Es claro que los ntimeros de la tableta original no pueden ser ob-
tenidos mediante un simple tanteo, dado el orden de magnitud de
algunos, por lo que el método presentado en el cuadro 14 pudo haber
sido utilizado. Otro método ha sido aplicado por varios asiriélogos,
por ejemplo en un articulo de Friberg'?, el cual es tan probable o im-
probable como el presentado aqui y que ha sido utilizado desde que
se dio a conocer el libro de Neugebauer en 1945. También debe ser
claro que el renglén 11° es excepcional en varios sentidos: no solo sus
generadores p, g no son enteros, sino que ademds no aparece la forma
mas simple p =2, =1conloquea =3,b =4yc =25,lamas
conocida y simple terna pitagorica.

Tabla original y presuntos errores

A continuacién, en el cuadro 15 se presenta con niimeros modernos
el contenido del original de la tableta Plimpton 322. La notacién para
la expansién en base 60 escogida en este texto (pensada para facilitar
la lectura, pero que no es la notaciéon estdndar de los asiri6logos) es la
siguiente: el niimero

a_n a_m

X = ay 60"+, 160"+ g 604 ag+ ok

60 ' 602 60’

donde 4., son nameros enteros entre 0 y 59, se representa como
a_1a_p Ay

60 602 60"’

aunque en la representacién de la tabla original de la figura 60 se

X = An,n—1," "+ ,41,40,

representa los nimeros
] a_m

" 60 602 60’
sin usar comas, sino simplemente como

la_qa_p---a_y
y los ntiimeros
Ay - 60" +a,_1-60""1 4+ ... +ay-60+ ag,

simplemente como
Anlp—1 -+ a140

no se usaban comas para separar en absoluto, lo que a veces conlleva
errores de lectura; pero en la literatura moderna se usan variantes del
sistema con puntos y comas.
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p q b=2p-q a=p>—q¢ c=p*+q¢* lugar
22.3 5 120=2%-3.5 119 169 1
26 33 3456 =27 .33 3367 4825 2
3.52 2° 4800 =2°.3-5% 4601 6649 3
53 2.3% 13500 =22-.3%.5% 12709 18541 4
32 22 72 =23.32 65 97 5
22.5 32 360 =2%.3%.5 481 360 6
2.3 52 2700 =22.33.52 2291 3541 7
25 3.5  960=12°.3.5 799 1249 8
52 22.3  600=2%.3.52 481 769 9
34 22.5 6480 =2%.3*.5 4961 8161 10
2v3-5 3.5 60=2%.3-5 45 75 11
2¢.3 52 2400 =2°-3-52 1679 2929 12
3-5 23 240 =2%.3.5 161 289 13
2.52 33 2700 =22-3%.5%2 1771 3229 14
32 5 90=12-3%.5 56 106 15

Cuadro 14: Cona = p?2 —q7, b =2p-q,
¢ = p> + 47, se cumple a2 + b? = 2. Re-
cuerde que solamente las columnas cuar-
ta a sexta aparecen en la tableta Plim-
pton 322 original. Observe que las co-
lumnas de a y ¢ son las que aparecen en
el original en la tercera y cuarta colum-
nas.
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Cuadro 15: Transliteracién del contenido
del original Plimpton 322.

La --- de la diagonal de la que

El lado del cuadrado de

El lado del cuadrado de

1 se quita y aparece el frente enfrente la diagonal Nombre
L3 1,59 2,49 1°
L3 o aF a0 ooF e a7 56,7 1,20,25 2°
L35 & oF o o o5 1,16,41 1,50,49 3°
L35 602 aF ar o a0 3,31,49 59,1 4°
L& an oo 1,5 1,37 5°
LE & o aor 5,19 8,1 6°
Lo oy 2 2 5 38,11 59,1 7°
L& aF o8 a0 a5 of 13,19 20,49 8°
L& ar ar an 8,1 12,49 9°
LSR5 0 1,22,41 2,16,1 10°
L3 o 45 1,15 11°
LB &r of of aF 27,59 48,49 12°
LE o an o 2,41 4,49 13°
L& af aF a5 oF 29,31 53,49 14°
LE o o aor 56 1,46 15°
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Errores

A continuacién se enumeran las discrepancias del patrén general de
algunos elementos de la tableta babilonia.

1. En el segundo renglon, tercera columna, debe ser
1,20,25 = 1- 60> + 20 - 60 + 25 = 4825,

estd escrito en el original 3,12,1 = 11521, el cual es un ndmero
demasiado grande. Debi6 ser obvio para un experto en ternas pita-
goricas y aritmética en base 60.

2. Enla 1a columna, renglén 9, dice 9,1 = 9 - 60 4+ 1 = 541, es primo,
el tnico en esa columna debe decir 8,1 =8-60+1 = 481 y 481 =
13 - 37. Pudo haber sido un error comun.

3. Renglon 13, col 2 dice 7,12,1 = 7- 602 +12-60+1 = 25921 =
1612. Sucede que el ndmero correcto es 161 = 2 - 60 + 41, es decir, el
mismo ndmero, pero sin estar elevado al cuadrado. También debié
ser obvio para alguien con experiencia, no parece ser un error de
copia, ni menos de célculo.

4. Renglén 15, 3a columna escribe 53 en lugar de 1-60 + 44 = 106/2,
es decir la mitad del valor correcto. Tampoco parece ser un error de
copia ni de célculo.

Resumiendo, los presuntos “errores” en la tableta fueron asumidos
como tales desde la publicacién 1945 del libro de Neugebauer. Ob-
viamente serian errores si la intencién de quien los escribi6 era solo
escribir datos verdaderos. Pero existe, desde mi punto de vista, la po-
sibilidad de que el texto fuera otra cosa, quizd un examen. Lo que
me lleva a pensar esto es el hecho de que la primera columna, la mas
dificil por el ntimero de cifras, no contiene errores, jlos errores solo
aparecen en columnas de ntimeros més simples comparados con las
otras columnas! Andlisis de los presuntos errores fueron hechos des-
de Neugebauer (pag. 38 notas al pie de pagina), mds objetivamente,
ya que no se conoce la finalidad de la tabla, debié habérseles llama-
do discrepancias del patrén general, pero hasta tiempos recientes'3 sigue
siendo la moda entre los asiri6logos llamarlos errores.

Completando la tabla

Otro asunto del que los asiri6logos se han dado a la tarea es el
considerar, bajo el supuesto de que la tableta era varias veces mayor,
que puede completarse (por ejemplo Fridberg op. cit., de Sola Price'94).
Desde mi punto de vista el acercamiento de Derek de Sola podria ser
el mejor aproximado, tomando en cuenta que usa la construcciéon de

93 John P. Britton Christine Proust Steve
Shnider. Plimpton 322: a review and a dif-
ferent perspective. Arch. Hist. Exact Sci.
(2011) 65:519-566 DOI 10.1007/500407-
011-0083-4

94 Derek J. de Sola Price. The Babylonian
“Pythagorean Triangle” Tablet. Centaurus
1964: vol. 10: pp. 219-231



ternas pitagoricas que se ha descrito aqui; el mencionado autor anadié
los lugares 16 a 38 de la tabla que puede consultarse en la pagina 6 del
citado articulo.

Conclusién

El asunto de que si la tableta Plimpton 322 incluye angulos, fue pro-
puesto también por Neugebauer op. cit. dado que noté que si buscaba
los grados asociados a los dngulos de las tabletas estos variaban, en
promedio, alrededor de un minuto consecutivamente. Una fuerte opo-
sicién de, por ejemplo, Eleanor Robson'> en la actualidad pone en
entredicho la posibilidad de que estén implicitos los grados en la anti-
gua tableta. Sin embargo, como se ha mencionado, atn si la tableta no
incluye grados, esto no obsta para que sea una tabla trigonométrica,
en el sentido de incluir tridngulos de los cuales al menos son conoci-
dos sus lados, y con ellos la posibilidad de hacer célculos indirectos de
tridangulos semejantes, por ejemplo, en el sentido de la tableta IM55357.
Lo que desde mi punto de vista es claro, es el cardcter geométrico de
la tabla y no puramente aritmético, dadas las referencias de los enca-
bezados de la tabla a lados de cuadrados y en la transliteracion de los
encabezados si parecen estar de acuerdo todos los estudios.

Por ultimo, es importante mencionar que a partir de los saberes
involucrados en la tableta IM55357, se puede demostrar el teorema
de Pitagoras. Efectivamente, al observar la figura 62 se sabe, aplicando
los mismos conocimientos para resolver los problemas de la tableta del
antiguo babilonio, que los tridngulos AABC, AADB y ABDC tienen
lados en correspondencia proporcionales. En la mencionada figura se
tiene AB=4,BC=b,AD=c DC=¢",DB=dyAB=c=c+".
Dada la proporcionalidad de los tridngulos que conforman se tiene

a ¢
c a
b C//
c b
de donde
a2 = o
> = o
y asi

a* +b? =c’ 4o’ =c(d 4 ") =

No se tiene evidencia de que los antiguos babilonios pudieran formu-
lar un enunciado general del tipo “para todo tridangulo rectangulo...”,
pero se sabe que el dlgebra involucrada en la argumentacién anterior
era mds que conocida por ellos, asi que una demostraciéon general del
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Figura 62: A partir de la tableta IM55357
y los conocimientos requeridos para re-
solverla se puede demostrar el teorema
de Pitagoras.
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teorema de Pitdgoras estarfa a su alcance ;pero a la fecha nadie puede
afirmarlo con la contundencia de la evidencia histérica. Pero, si algin
dia se encontrara, tendriamos que cambiar el nombre del teorema a
“teorema babilonio” o quizd “teorema sumerio” y cambiar todos los
libros de texto, para ser mds justos y acertados de acuerdo con la his-
toria de la matematica.
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