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(In’rroduccién

Hoy en dia es indispensable que cualquier adulto tenga un minimo de conocimientos financieros
que le permitan administrar sus ingresos, hacerse de un patrimonio y asegurarse un retiro digno. Para
ello, es importante que se conozcan las ventajas y desventajas que le ofrece el sistema financiero
en su vida diaria. De esta manera, las personas pueden evitar endeudarse con préstamos a tasas
variables, o con la tarjeta de crédito, o invertir en esquemas fraudulentos. México es uno de los
paises con mds baja bancarizacidn, y en parte, esto se debe a la falta de una cultura financiera; por
esa razon, es deseable que cualquier profesionista que egresa de la universidad tenga conocimientos
no solo de cémo manejar sus finanzas personales, sino también de como manejar financieramente
un negocio. De ahi que sea tan importante incluir en la curricula de las licenciaturas que se ofrecen
en la UAM una UEA que sirva para introducir al alumnado a este tema.

Por otro lado, algunos de los instrumentos financieros que ofrecen actualmente la banca
y las casas de bolsa a las empresas y a los particulares son sumamente sofisticados; y en el
disefio, valuacién y estimacion del riesgo de estos instrumentos intervienen cada vez mds métodos
matematicos que involucran conocimientos de procesos estocdsticos, series de tiempo, estadistica
y analisis. Estos temas han revolucionado las finanzas para dar lugar a un nuevo campo llamado
finanzas matematicas. En la actualidad en las empresas, en la banca y el gobierno se contrata
expertos en esta materia, profesionales que sean capaces de respaldar la toma de decisiones
financieras; por lo tanto, la demanda de personal calificado que entienda y maneje este campo
esta creciendo de manera sustancial en el dmbito laboral. Aunado a esto, las crisis financieras
recientes también han obligado a los bancos centrales a dictar politicas y metodologias comunes,
por ejemplo, el caso de los distintos acuerdos de Basilea, para regular la exposicion al riesgo de la
banca, que establecen que todos los bancos y casas de bolsa deben contar de manera obligatoria
con un grupo de expertos que implementen estas metodologias. En consecuencia, se ha ampliado el
campo laboral para los egresados de una licenciatura o posgrado en matematicas, y ahora se les
puede encontrar trabajando en empresas paraestatales, en Banxico, en la Secretaria de Hacienda y
Crédito Publico, o en bancos, en aseguradoras y casas de bolsa, entre otros negocios.

Estos cambios han repercutido en el disefio curricular de las licenciaturas en matematicas
en todo el pais. En la UAM, desde hace veinte afios, se ofrece una orientacién en economia y
finanzas tanto en la Licenciatura en Matemaéticas como en la Maestria en Matematicas Aplicadas
e Industriales en la Division de Ciencias Bésicas e Ingenieria de Iztapalapa. Esta orientacion se
compone de cinco cursos optativos: tres en finanzas y dos en economia. Cualquier integrante del
alumnado de CBI puede acreditar todos estos cursos.

Este texto tiene como objetivo introducir al alumnado a los siguientes temas: la teoria del
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interés, la valuacién de instrumentos de renta fija y renta variable y a la estimacion del riesgo de
mercado. En suma, se cubre la totalidad del contenido sintético de la UEA Métodos Matematicos
en Finanzas I. Cada tema se presenta de forma accesible, pero con rigor; para su comprension
Unicamente se requiere tener conocimientos de calculo de una y de varias variables, de dlgebra
lineal y conocimientos elementales de probabilidad y estadistica.

El libro de Luenberger (1998), nos sirvié como guia para definir el contenido de este texto
aunque la presentacion, el tratamiento y la inclusién de algunos temas difiere en mucho del de
ese autor. En este texto se incluyen algunas secciones marcadas con asterisco que, aunque no son
indispensables para seguir el contenido del curso, nos parecié importante incluirlas para que el
alumnado se percate de que hay otros factores que deben tomarse en cuenta cuando se realiza una
inversion.

Los primeros tres capitulos tratan sobre algunos temas de lo que tradicionalmente se conoce
como matematicas financieras. En el capitulo 4 se introduce la teoria de riesgo-rendimiento de H.
Markowitz aplicada a la optimizacién de portafolios. Aunque este material ya se habia incluido
en un texto escrito por P. Saavedra, ver Delgado y col. (2009), decidimos reescribirlo y presentar
primero la teoria para un portafolio con dos activos y posteriormente, para el caso general. También
se incluyd una seccién sobre la importancia de diversificar las inversiones que es otra de las
aportaciones de H. Markowitz. El modelo CAPM puede incluirse o no en el curso de licenciatura
con el fin de contar con el tiempo suficiente para detenerse en el dltimo capitulo que presenta el VaR
y el VaR condicionado, que son los métodos mas aceptados por el medio financiero para estimar el
riesgo de mercado.

Se recomienda que a lo largo del curso, el alumnado utilice Excel, Python o R para el tratamiento
estadistico y numérico de los datos. Por dltimo, los ejemplos y ejercicios que acompafian este texto
buscan aplicar los conceptos de finanzas a casos concretos y practicos que sirvan al alumnado para
adquirir una cultura financiera que le permita, entre otras cosas, manejar sus finanzas personales.
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(1. Teoria bdasica del interés

Interés
Definicion 1.1.1 Elinterés es el valor del dinero a lo largo del tiempo. En términos del mercado
de dinero, es lo que esta dispuesto a pagar un banco por custodiar o guardar el dinero durante un
periodo.

En general, si se cuenta con un monto A que se invierte en un depdsito bancario que paga
anualmente una tasa de interés r > 0, al final del afio se obtiene

A+Ar=(1+r)A.

m Ejemplo 1.1 Suponga que usted cuenta con 100 pesos que invierte a una tasa anual del 8 %, esto
quiere decir que el banco estd dispuesto a pagarle una cantidad suplementaria por guardar su dinero.
Entonces, al final del afio tendria

100+ (0.08 x 100) = 108.00

Hay dos tipos de interés: interés simple e interés compuesto. Si un banco paga un interés simple
significa que cada aflo que transcurre el inversionista retira el interés devengado y el siguiente afio
s6lo invierte el monto original. De esta forma en » afios se obtienen

A+Ar+Ar+...Ar=A(1+nr).

Por otra parte, si el banco paga interés compuesto, el inversionista no retira el monto ganado a
través del interés y cada afio invierte la cantidad total. En este caso, en dos afios se tiene

A+rA+r(A+rA) = (1+r)A+r(l+r)A=A(1+r)?,

mientras que en »n afios se obtiene
A(l+r)".

Claramente se obtienen mayores beneficios con el interés compuesto; el crecimiento no es lineal sino
exponencial. Actualmente los bancos pagan interés compuesto cuando no se retiran los intereses de
la inversion.
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Inversiones anuales que se componen en distintos periodos

Los bancos guardan el dinero durante periodos distintos a un afio, pueden guardarlo por semana,
por mes e incluso por dia. Pero usualmente los plazos de los depdsitos bancarios son de 28, 90 y
180 dias, y de un afio. En estos casos, si el interés no se retira al término del periodo, se invierten el
capital y el interés por un periodo mds, y si eso sucede a lo largo de un afio, el banco nos paga un
interés compuesto por cada periodo del afio. Si el periodo consta de x dias, se dice que durante el
afio se compone o es convertible cada x dias. Pero hay que tener cuidado porque los bancos siempre
manejan tasas anuales a las que llaman tasas nominales; sin embargo, aplican a las inversiones el
interés por periodo, cuyo monto se denomina como tasa efectiva. Para determinar la tasa efectiva
hay que dividir el interés anual entre el niimero de periodos que hay en todo el afio. Por ejemplo,
hay 13 periodos de 28 dias al afio; 4 periodos de 90 dias y 2 periodos de 180 dias. De esta forma,
si se adquiere un depdsito convertible a 28 dias cuya tasa de interés nominal es r entonces la tasa
efectiva es igual a r/13, para 90 dias la tasa efectiva es de r/4 y para 180 de r/2, con r la tasa
nominal correspondiente a cada instrumento.

m Ejemplo 1.2 Juan invierte 100 pesos en un depdsito bancario convertible a 28 dias, con una tasa
nominal de 7.2 % anual, por 13 periodos; ;cuanto tendrd al final del afio? ; Qué pasaria si la misma
inversion fuera a 90 o a 180 dias con la misma tasa nominal anual?

Las ganancias para cada periodo de conversién son

) 0.072\ " .
28 dias: 100 ( 1+ =25 ) = 100(1+0.00553846)"° = 107.44,

0.072\*
90 dfas: 100 (1 + 4> =100(140.018)* = 107.40,

0.072\2
180 dias: 100 (1 + 2) =100(1+0.036)% = 107.30

Observe que la tasa nominal es la misma para cada una de las inversiones mientras que la tasa
efectiva es distinta: 0.0055 para la de 28 dias, 0.018 para la de 90 dias y 0.036 para la de 180 dias.
Como podemos notar, se obtiene una mayor ganancia cuando se compone en mds periodos.

(Qué sucede si se compone un monto M de forma instantdnea? El monto anual que se obtiene
es:

n—soo n

n
M lim <1 + r> — Me'.
n

m Ejemplo 1.3 Pedro tiene 100 pesos que invierte en un depdsito bancario que es convertible en
forma instantdnea o continua a una tasa nominal del 7.2 %. El dinero que tendra después de un afio
es

100 "2 = 107.47

Observe que éste es el maximo interés que recibe por ese monto.

(Cudnto crece un monto M que se invierte en forma continua a ¢ afios? En este caso, podemos
calcularlo de la siguiente forma:

nat nt
M lim [<1+r> } — M lim <1+r> Y
n—soo n n—soo n

En finanzas se trabaja tanto con tasas discretas como continuas. Observe que la tasa continua
nos da una cota superior de lo que se puede ganar anualmente con el interés compuesto por lo que
es muy util para cierto tipo de célculos.

o) Para fines de célculo, en finanzas se considera que se paga interés en 360 dias al afio. Los
bancos no pagan el mismo interés para distintos periodos. Por ejemplo, el 18 de marzo de
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2025, lo tasa nominal mds alta que se obtenia por un depdsito bancario era de 9.52% a 28
dias, mientras que a 90 dias era de 9.6 % y a 180 dias de 9.72 %. Por lo general, las tasas de
interés se incrementan a medida que el periodo se alarga; sin embargo, hay ocasiones en que
disminuyen, debido a que los inversionistas tienen la expectativa de que las tasas decrezcan
en los siguientes meses.

Para invertir un monto M se tienen varias alternativas. Una cuyo riesgo es minimo, consiste en
invertir en instrumentos gubernamentales a plazo fijo. En México, esa es la inversién con menor
riesgo, dado que el riesgo que alguien no reciba el interés e incluso pierda el monto invertido ocurre
unicamente si el gobierno mexicano se declara en bancarrota, lo cual es poco probable. Cuando se
invierte a un afio en un instrumento gubernamental con una tasa de interés » > 0, al término de ese
periodo se obtiene M(1 + r). Como esta opcidn se encuentra al alcance de cualquiera, se dice que
el tiempo hace crecer el dinero, siempre y cuando se invierta el dinero durante ese tiempo. De esta
forma cobra sentido la frase: el interés es el valor en el tiempo del dinero.

Valor presente y futuro de un monto

En esta seccidn se presenta la forma en que cambia el valor del dinero cuando lo movemos
en el tiempo. En finanzas se supone que el dinero siempre se invierte, nunca se deja ocioso como
cuando lo metemos en un cajén o debajo del colchén. Dado que al invertir un monto My a un
afo, al término de la inversion se tiene My(1+r), con r > 0 la tasa anual asociada a una inversion
gubernamental a un afio, se considera que éste es el valor futuro a un afio de My. Entonces si ahora
cuento con M pesos su valor futuro dentro de un afio es de My (1 +r) y el valor futuro a n afios es
My (1 +r )” .

Un razonamiento similar se puede aplicar para determinar cudnto se debe invertir hoy para tener
un monto M en el futuro. Por ejemplo, si se desea tener 1000 pesos dentro de un afio, ;cudnto se
debe invertir al # = 0 a la tasa anual r > 0? Sea M, el monto a invertir para obtener M; = $1000
dentro de un afio. Entonces

M,
My =My(l+r)= My=
(= Mo(1+7) = My = s
Si deseamos obtener M, en n afios, entonces
M,
M; = My(1 "o My=—"—.
1 =Mo(1+7) = g

Si uno pregunta en los bancos y casas de bolsa cudnto se paga por una inversién anual, nos
daremos cuenta que es muy diferente en cada institucién y que depende del monto que se quiera
invertir. Esto no sucede si uno invierte en los instrumentos gubernamentales. Por ello, para calcular
el valor futuro o el valor presente de un monto a un afio se usa la tasa gubernamental de una
inversion a un afio, y a ésta se le llama la tasa de referencia para inversiones anuales.

Definicion 1.2.1 El valor futuro a n afios de un monto M, es lo que se obtiene al invertir por
n afios dicho monto a una tasa anual de referencia r > 0. El valor futuro de M se denota por
VE(Mp) y es igual a

VF(M()) = Mo(l + r)”.

Definicion 1.2.2 Al proceso de calcular el monto original que se debe invertir para tener en un

afilo un monto M; se le llama traer a valor presente el monto M;. En este caso a (11Tr) se le
llama el factor de descuento, con r la tasa de interés nominal. El valor presente de un monto M

a un factor de descuento que se compone anualmente es

M,
(1+7r)

VP(M,) =

Si desea calcular cudnto debe invertir el dia de hoy para tener dentro de n afios un monto M; lo
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(I4+r)"

(1+47r) (1+47r)

Figura 1.1: Valor futuro de un monto M,

que se hace es traer a valor presente el monto M| que dista n afios del presente lo que es igual a

M
VP(M;) = ——

(14+r)n

Figura 1.2: Valor presente de un monto M

m Ejemplo 1.4 Cuanto debo invertir el dia de hoy para tener 1000 pesos dentro de un aiio con una
tasa de interés anual del 7 %.

m Ejemplo 1.5 Siguiendo con el ejemplo anterior, ;/cudnto debe invertir al tiempo ¢ = 0 para tener
1000 pesos dentro de cinco anos?

Para calcular el valor presente o futuro de un monto My cuando se aplica una tasa de interés
que se compone en periodos menores a un afio, se toma como tasa de referencia la tasa nominal del
instrumento gubernamental correspondiente a ese periodo. Si r > 0 es la tasa nominal convertible
m veces al aio, el valor presente y el valor futuro a un afio son

_ Mo

(1+5)m
r\m

VE(Mo) = Mo (1 n ;) . (12)

VP,,(My) = (1.1)
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También se puede calcular el valor presente y futuro de un monto My cuando se aplica la tasa
de interés continua, los cuales se denotan por VP y VF¢, respectivamente:
VPC(M()) = Mpe ™",
VFC(M()) = Moe’.

m Ejemplo 1.6 El valor presente de 1000 pesos cuando se invierten por un afio si la tasa nominal a
28 dias es del 7% es igual a

1000
Ty oumys = 93257

1

VP;3(1000) =

m Ejemplo 1.7 Si se traen a valor presente los mismos 1000 pesos con una tasa continua del 7 %,
esto corresponderia a
VP¢(1000) = 1000 ¢ "% = 932.39

Como era de esperarse, se requiere de una cantidad menor si se invierte en un instrumento que
se compone durante el afio mds veces que otro.

Banco ideal

Para modelar el mercado de dinero se hace el supuesto de que los bancos trabajan en las
siguientes condiciones ideales:
1. Los bancos dan réditos y préstamos a la misma tasa de interés.
2. No cobran comisién por las transacciones bancarias.
3. La misma tasa de interés se aplica a cualquier monto, siempre y cuando la inversién tenga la
misma duracion.
4. El efecto de cada transaccién es independiente y es aditiva.
Cuando se asume que un banco cumple con las caracteristicas anteriores, se dice que se trabaja
con un banco ideal. Pero en el mundo real no se cumplen estas condiciones. Las tasas asociadas a
los préstamos son superiores a las de los depdsitos bancarios, siempre y cuando la duracién de la
inversion sea la misma.

Valor presente y futuro de un flujo de efectivo

Consideremos que tenemos un flujo de efectivo que consiste de n montos, ingresos menos
gastos, que se hardn en el futuro y nos interesa conocer al t = 0 el balance final. Supongamos que
los montos se efectian anualmente en los siguientes n afios. Denote por

)_52 (xo,xl, e ,xn)

el flujo de efectivo, con x; € R. ;Cudnto se tendria al efectuar el n-ésimo movimiento, si cada uno
de los montos se invierte a través de un banco ideal? Supongamos que la tasa anual que se aplica es
r > 0. Después de n afios cada monto se habra convertido en lo siguiente:

X0 — X()(] —|—r)”,

x; — xp(1 —}—r)”_],

Xn—1 —>xn71(1+7')7

Xn — Xn,

por lo que al tiempo ¢ = O el valor futuro del flujo de efectivo serd igual a
n
VF(SC') = Z)Cl'(l + r)”f’.
i=0

lo que se ilustra en la figura 1.3.
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14

(14"

=l

Figura 1.3: Valor futuro de un flujo de efectivo

= Ejemplo 1.8 Six=(—2,1,1,1)y r =0.07, el valor futuro es
VE(X) = —2(1.07)* + (1.07)% 4 (1.07) + 1 = 0.764814

En este caso, el flujo de efectivo tiene un valor futuro que deja una ganancia positiva. "

También es posible responder a la pregunta: ;cudl es el valor presente de un flujo de efectivo
que efectuaré en el futuro?, es la suma de cada uno de los montos traidos a valor presente:

1/(1+r)"

/(14!

1/(147)?

5 — T
X X0 X1 X2 e Xp—1 Xp
| | |
{ { { {
t 0 1 2 n—1 n

Figura 1.4: Valor presente de un flujo de efectivo

= Ejemplo 1.9 El valor presente del flujo X = (—2,1,1,1) con r = 0.07 es

i i i
VP(F) = —2 — 0.624316
() ==2+ o T o7 T o7

Si en lugar de usar una tasa que se compone anualmente se usa una que se compone m veces al

afio, se tiene
n xl

VP, (%) =§(1+)

n—i

VE,(®) =Y x (1 n i) ,
i=0 m

con X = (xp,x1,...,X,) y donde cada x; se paga en el i-ésimo periodo del afio. También se puede
aplicar la tasa de interés continua en diferentes tiempos de transaccion ¢;, para obtener el valor
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presente y futuro de un flujo de efectivo X
n
VP(¥) =Y xie ™,
i=0
VF¢(X) = Zx,-e""*".
i=0

= Ejemplo 1.10 Suponga que el siguiente flujo tiene periodicidad anual X = (—2,3/2,1) pero es
convertible cada 28 dias a una tasa nominal de r = 0.07. El valor presente del flujo es igual a

) 3/2 1
VPi3(¥) = —2+ YSER 0.07126
(1+5%3) (1+5)
3 % 0.93257
S % +0.86968 = 0.26854

= Ejemplo 1.11 El valor presente de ¥ = (—2,3/2,1) con una tasa continua de 0.07, con #; = i

anos, es
3 670.07

s+ e %14 =0.26795

VPC(F) = —2+

Observe que VP¢(X) < VP, (X) y VF,,(¥) < VF(X).

Flujos de efectivo equivalentes

Un banco ideal se puede usar para modificar un flujo de efectivo. Por ejemplo, si la tasa de
interés anual es r > 0 y se tiene el siguiente flujo de efectivo X = (1,0,0), a los dos afios se tendrd
(14 r)2. Este flujo puede transformarse en el flujo ¥ = (0,0, (1+7r)?) y el valor futuro o presente de
ambos flujos es el mismo. Otra posibilidad es pedir al tiempo t = 0 un peso al banco y compensar
ingresando el doble del valor de la deuda llevado a valor futuro: 7 = (—1,0,2(1 +7)?).

Definicion 1.2.3 Se dice que dos flujos de efectivo X = (xp,x1,...,X:) Y ¥ = (Y0, V15 --,Yn) SON
equivalentes para el banco ideal, con tasa de interés por periodo r > 0, si el valor presente de
ambos flujos es el mismo.

Observe que el valor presente permite comparar dos flujos de efectivo.

Inversiones financieras

Tradicionalmente el concepto de inversién se define como comprometer recursos el dia de
hoy con el fin de obtener ganancias o beneficios en el futuro. Si los recursos y beneficios estin en
términos monetarios, invertir es comprometer el dia de hoy dinero para recibir més tarde un monto
mayor. En algunas ocasiones la cantidad de dinero que se espera recibir es conocida, como sucede
en los depdsitos a plazo fijo, en otras, no se conoce lo que se ganard al realizar la inversién.

Otra forma de entender la inversién en un sentido mas amplio es la siguiente: considere que le
ofrecen invertir en un negocio que implica gastos e ingresos que dan lugar a un flujo de efectivo a
lo largo de varias afios. Desde este enfoque, invertir se entiende como la forma de organizar estos
montos a lo largo del tiempo de tal forma que al final se obtenga el mayor beneficio.

Invertir implica analizar varias alternativas para decidir el monto y el momento en que deben
efectuarse los distintos flujos de efectivo para obtener la mayor ganancia. Estas alternativas deben
analizarse dentro del marco que define el mercado financiero. Este mercado tiene varios principios
que deben tomarse en cuenta.

1. Principio de comparacioén. Entre dos inversiones al mismo plazo, se escoge la que dé

mayores beneficios. Por ejemplo, ;qué me conviene mds, invertir en una cuenta de ahorros o
cambiar el dinero a d6lares?
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2. Arbitraje. Este término se aplica cuando debido a un diferencial de precios se puede obtener
una ganancia sin gastar un centavo. Por ejemplo, el Banco B; presta dinero al 10 % anual
mientras que el banco B> ofrece un depdsito bancario al 10.5 % anual. Puedo pedir prestado
al banco Bj para invertir en el banco B, y al término de un afio me quedaria con el 0.5 %.

3. Proceso dinamico. Los mercados financieros son dindmicos. Los precios, gastos e ingresos
cambian a lo largo del tiempo, no permanecen constantes. Entonces los activos financieros
dependen del tiempo y su desempefio por lo general no es determinista. Por lo tanto el
proceso de inversion es dindmico y aleatorio. Los flujos deben verse como montos aleatorios
cuya incertidumbre depende del tiempo.

4. Aversion al riesgo. Entre dos inversiones que dan el mismo beneficio, se prefiere aquella
que tiene menor riesgo, entendiendo por riesgo la probabilidad de perder el monto invertido.
La aversion al riesgo es personal.

Criterios para decidir entre dos inversiones

Dados dos flujos de efectivo X = (xq,X1,...,X,) Y ¥ = (Y0, ¥1,- - - ,Vu) asociados a dos inversiones
distintas, ;como se decide cudl es la mds conveniente? Para tomar esa decision, se presentan a
continuacién dos procedimientos: la tasa interna de retorno y el valor presente neto. Actualmente,
se manejan otras medidas mds sofisticadas que, en principio, se basan en estas dos; para mayor
informacién al respecto se sugiere la lectura del capitulo 5 de Baca (2013).

Tasa interna de retorno
Definicion 1.3.1 Sea X = (xp,x1,...,X,) un flujo de efectivo a lo largo de n periodos. La tasa
interna de retorno (TIR) de un flujo de efectivo X es el nimero s que hace que el valor presente
del flujo sea igual a cero, es decir, el valor s € R que satisface la siguiente ecuacién

X1 X2 Xn

0=xo+ + o
T 0 T2 (1+5)"

Dado que la incdgnita s se encuentra en el divisor de cada término, para simplificarla se hace el

siguiente cambio de variable
1

(I+s)’

entonces el problema se transforma en tener que encontrar las raices reales positivas del polinomio
de grado n

X" 4 X1 " x4 x0 = 0.

Teorema 1.3.1 Supéngase que X = (xg,X1,X2,...,%,) es un flujo de efectivo a lo largo de n
periodos, con xy < 0y x; >0, parai = 1,...n, con al menos una x; > 0 = el polinomio p(c)
tiene una Unica raiz positiva.

Recuerde que si las condiciones del teorema no se cumplen, se puede transformar el flujo a otro
equivalente que si las cumpla.
Si se cumplen las hipétesis del teorema anterior y ¢ es la raiz positiva, entonces

1
TIR(¥) = — — 1.
C

= Ejemplo 1.12 Sea X = (—2,1,1,1) un flujo de efectivo anual a lo largo de 3 afios. El polinomio
asociado a resolver es:

ple)=+F+c—2=0.

Al graficarlo (Figura 1.5) se observa que tiene una sola raiz real en el intervalo [1/2,1]. Al aplicar
el método de biseccidn se obtiene que ¢ =~ 0.81, lo que implica que TIR(X) ~ 0.23
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Figura 1.5: Gréfica del polinomio p(c)

La tasa interna de retorno no depende de una tasa de referencia sino tnicamente de los montos
que componen el flujo, por eso se llama interna. Es la tasa de interés que deberia pagar un banco
para que el valor presente neto de la inversion sea cero.

Una buena inversion es aquélla que ofrece una tasa de retorno superior a la que ofrece un
depdsito bancario, pero en este caso hay que tomar en cuenta el riesgo que se corre. Entre dos
flujos de efectivo, la inversién que mas conviene es la que tiene la tasa interna de retorno més alta,
siempre que el riesgo sea el mismo.

Valor presente neto

Otro criterio es el valor presente neto que consiste en calcular el valor presente de un flujo
de efectivo considerando tanto los montos positivos como negativos con respecto a una tasa de
referencia. Si el valor presente neto es positivo, se trata de una buena inversion, y para elegir entre
dos flujos de efectivo, conviene invertir en el que tenga el valor presente neto mas grande.

Definicion 1.3.2 Sea X = (xg,x1,X2,...,X,) un flujo de efectivo a lo largo de n periodos y que
r > 0 es la tasa de referencia por periodo entonces el valor presente neto se define como:

X1 X2 Xn

U+r) 02 T

VPN(®) = xo+

» Ejemplo 1.13 Sea X = (—2,1,1,1) un flujo de efectivo anual a lo largo de 3 afios y tomese como
tasa de referencia el 8 % anual:

1 1 1
VPN(X) = —2 = 0.5771
(%) 108 T os) T (108)

m Ejemplo 1.14 Se ofrece una inversién que consiste en lo siguiente: se compra un terreno en
Michoacdn con el objetivo de plantar drboles para después vender la madera. El costo inicial es de
un millén de pesos; los arboles se pueden cortar después de un afio. Con lo anterior se espera ganar
el doble del costo inicial, pero si los drboles se cortan dos afios después, el costo inicial se triplica.
(Conviene el negocio? ;Cudl opcién es mas conveniente? Considere que r = (.08 anual.

El flujo de efectivo asociado a la primera opcién es X; = (—1,2), mientras que para la segunda
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opcidn es X» = (—1,0,3). Asi

2
VPN(#) = 1+ 50 = 0.8519,

3
VPN(%y) = —1 + ——— = 1.5720
(%2) T 03)

Si se calcula la tasa interna de retorno se tiene que para la primera inversion ¢y = 0.5 por lo que
TIR(X;) = 1, mientras que ¢, = 0.5773 por lo que TIR(X;) = .7321, al usar el valor presente neto,
es mejor cortar los drboles al segundo afio, mientras que si se usa la TIR conviene cortar los drboles
al primer afio. Como se ve, estas metodologias no son equivalentes. "

Aplicaciones y extensiones

Para el célculo del valor presente neto conviene usar ingresos menos gastos para cada periodo.

m Ejemplo 1.15 Se ofrece rentar una mina en Hidalgo durante al menos diez afios, que tiene varios
yacimientos de oro para su explotacién por al menos diez afios. Se pueden extraer 10,000 onzas
al aflo por un costo de 900 délares la onza. El precio del oro en los mercados internacionales en
2022 se cotiza a 1852 délares la onza y el pago anual por concepto de renta es de cuatro millones
de ddlares. Si se considera que la renta al igual que los costos de explotacién y la tasa de interés del
8 % anual permaneceran constantes durante los siguientes diez afios, ;conviene invertir?

El monto por periodo es ingresos — gastos en millones de ddlares, el cual es igual a

xx = —4+0.01[1852 — 900] = 5.520

El flujo de efectivo de este negocio es X = (5.520,...,5.520) y al aplicar la siguiente férmula para

una suma geométrica:
+1

P 1=a"
Za  l—a

se obtiene

10

10
1
VPN(¥) =5520) ——— =5.520 ) (0.925926)"
= (1.08) =

1 —(0.925926)!!

=3:320 1 470555026

— 1| =37.040,

por lo que si conviene invertir dado que el valor presente neto del negocio es de treinta y siete
millones de ddlares. ;Si el costo total de la renta se paga al inicio del negocio, conviene in-
vertir? En ese caso, x; = .01[1852 — 900] = 9.520 millones de ddlares y el flujo seria igual a
7= (—40,9.520,9.520,...,9.520)

10
VPN(Z) = —40+9.520 } (0.925926)"
k=1

1—(0.925926)!!
1—0.925926

=—40+9.520 — 1| =23.88

La ganancia seria menor, pero atin seria un buen negocio. "

Depreciacion de un activo fijo, inflacion e impuestos*

En esta seccidn se presentan algunos factores que afectan a los ingresos y ganancias y que
deben tomarse en cuenta cuando se calcula el valor presente neto de un flujo de efectivo: el pago de
impuestos, la depreciacion del activo fijo y la inflacién.
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Depreciacion de un activo fijo

El activo fijo de una empresa consiste en el equipo que requiere la empresa para operar. Cuando
una empresa adquiere un activo fijo, el gasto total no se reporta sino hasta al afio siguiente y no
se hace en una sola exhibicién sino que se va descontando poco a poco a lo largo de la vida util
del equipo. A este proceso se le llama considerar el costo de depreciacién del equipo. Hay varias
formas de calcular este costo, por lo que siempre se deben revisar las disposiciones que emita
al respecto la Secretaria de Hacienda y Crédito Pdblico (SHCP). En 2012 se aprobd la siguiente
disposicién:

Depreciacidn a aplicarse un afio después de la compra y durante toda la vida util del equipo:

costo del activo — valor de desecho

Depreciacion anual = - -
numero de afios de vida util

El valor de desecho de un equipo es su precio de venta cuando deja de ser util.

Inflacién
Definicion 1.4.1 "La inflacién es el aumento generalizado y sostenido de los precios de bienes
y servicios que deteriora el poder adquisitivo del dinero”. La forma cuantitativa de medirla es a

través de una tasa de descuento llamada la tasa de inflacién: (ll 7)» con f>0.Si Py es el precio
al tiempo ¢ = 0 entonces dentro de un afio el precio P; serd:
P
P=—
(1+)

Como la inflacién repercute en el costo del dinero, siempre debe mencionarse si la inflacion se
incluye en los célculos. Si no se toma en cuenta la inflacidn, se dice que una cantidad es a pesos
actuales o nominales; en cambio, si se toma en cuenta, se dice que es a pesos constantes o reales.
Por eso hay que tener cuidado con las tasas de interés, ya que la tasa de interés que nos ofrecen los
bancos es nominal y no toma en cuenta la inflacion. En realidad, la que importa es la tasa real, pues
nos da una mejor idea del valor del dinero.

La tasa real se calcula de la siguiente forma: sea » > 0 la tasa de interés anual y f > 0 la tasa de
inflacién anual. Si ponemos un monto My al t = 0 en el banco, el monto M| que tendremos al afio
serd

1+r

My =My——-.
1 01+f

Entonces la tasa real ' es la siguiente para el caso discreto

1
Mo(l —l—r') =M *

Para el caso continuo:
Mo =Mye' =¥ =r—f.

(Coémo se calcula la tasa de inflacién? Oficialmente el encargado de calcularla es el Banco de
México. Para ello, considera el incremento del costo de la canasta basica que consiste en un nimero
pequeiio de productos de consumo popular. Obviamente este incremento es mucho menor de lo que
han subido en promedio los precios de todos los productos. De hecho el Banco de México reporta
dos tasas de inflacién: la de la canasta bdsica y la subyacente que toma en cuenta la tendencia del
incremento de los precios de un conjunto mas amplio de productos, como los combustibles.

m Ejemplo 1.16 En mayo del 2022 se report6 una tasa de inflacién del 7.58 % mientras que la tasa
anual gubernamental a 28 dias era del 7 % por lo que la tasa de interés no compensaba la pérdida
del poder adquisitivo. jLa tasa real era negativa! Mientras que en agosto de 2025 la tasa anual a 28
dias era de 7.75 % y la tasa de inflacién de 3.45 % lo que daba una tasa real ' = 4.51 %. "
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1.4.3 Impuestos

Otro punto a considerar al calcular las componentes de un flujo son los impuestos, esto es, 1o
que se le paga al gobierno por las ganancias, por los ingresos y por el consumo. Hay que tener
cuidado con el manejo de los impuestos porque los componentes de un flujo pueden tener distintas
cargas impositivas. Y aunque en este curso no tomaremos en cuenta este tema, es importante sefialar
que actualmente los depdsitos bancarios pagan un impuesto del 0.5 %. Este porcentaje puede variar
y siempre hay que consultar la misceldnea fiscal vigente.

1.5 Ejercicios

Ejercicio 1.1 Calcule el monto que se acumula anualmente cuando se invierte un monto de 100
pesos al 8 % anual durante diez afios. Grafique monto contra tiempo. "

I Ejercicio 1.2 ;A qué tasa de interés anual se duplica el dinero a los diez afios? "
I Ejercicio 1.3 Si la tasa de interés es del 10 % anual, ;en cudntos afios se duplica el monto? =

Ejercicio 1.4 ;Qué monto se debe depositar para obtener 10,000 pesos al término de 5 afios
cuando se compone anualmente al 8 %? "

Ejercicio 1.5 ;Cudnto se tendrd en diez afos si 1,000 pesos se invierten a una tasa constante
anual del 10% que se compone anualmente, semestralmente, trimestralmente y finalmente en
forma continua? Grafique monto contra tiempo en las cuatro formas de inversion. "

Ejercicio 1.6 Haga una tabla comparando el crecimiento de un monto de 100 pesos al 8 % anual
que se compone cada 28 dias durante cinco afios. "

Ejercicio 1.7 Encuentre la cantidad que debe invertir, a una tasa de interés simple de 9 % anual,
para acumular $1,000 al final de tres afios. Ahora encuentre la cantidad que debe invertir a una
tasa de interés compuesto de 9 % anual para acumular $1,000 al final de tres afios y compare los
resultados. m

Ejercicio 1.8 Suponga que durante este afio trabaja como ayudante de profesor por un sueldo
mensual de 5,000 pesos y que quiere comprar un auto usado a plazos que le cuesta 80,000
pesos, con un préstamo familiar. Para lograrlo, debe pagar un enganche de 10,000 pesos y 24
mensualidades de 2,916.67 pesos. ;Cuadl es el valor presente de este flujo de efectivo si la tasa
anual de referencia es del 7%? "

Ejercicio 1.9 Se sabe que $600 invertidos por dos afios generardn $264 en interés bajo una
cierta tasa de interés compuesto. Encuentre el valor futuro de $2,000 invertidos a la misma tasa
de interés compuesto durante tres afios. "

Ejercicio 1.10 Encuentre la tasa a la que se debe componer en forma continua un monto para
que sea equivalente a una tasa que se compone anualmente al 12 %. "

Ejercicio 1.11 ;Cudl es la tasa efectiva semanal que paga el mismo rendimiento que una tasa
anual del 8 % de un instrumento convertible cada 28 dias. "



1.5 Ejercicios 21

Ejercicio 1.12 Una familia desea reunir 500,000 para pagar los gastos universitarios de su hijo
que acaba de nacer. Si el fondo debe estar completo dentro de 20 afios y si estdn dispuestos a
ahorrar $10,000 pesos al afio durante los primeros diez afios y $10,000 + x los siguientes diez,
(cudl debe ser el valor de x si la tasa de interés es del 7 % en promedio? "

tre la tasa de retorno de cada uno de ellos y el valor presente neto con tasa de descuento del 5 %.
(Cudl proyecto seria el méas rentable? ;Por qué?

Afo 0 1 2 3 4 5

Proyecto1 -120 30 33 30 35 30
Proyecto2 -150 42 45 30 42 45

Ejercicio 1.14 Le proponen dos inversiones representadas por los siguientes flujos de efec-
tlvo con periodo anual (los montos representan millones de pesos): X = (—5,1,2.5,3) y y =

(—4,1,2,2.5). Calcule la TIR de ambos flujos para decidir cudl inversién conviene mas. ;Qué
hubiera de01d1d0 si usa el valor presente neto con r = 0.07 anual? n

Ejercicio 1.15 ;Cual es la tasa real de un instrumento gubernamental a 91 dias en la tercera
semana de agosto? Averigiie en la padgina de Banxico la tasa de inflacién en esa fecha. "

Ejercicio 1.16 ;Cuanto recibe al invertir $100,000 en un depésito bancario anual, si la tasa

| Ejercicio 1.13 Considere dos proyectos cuyos flujos se presentan en la siguiente tabla. Encuen-
I nominal es de 0.096? Averigiie en internet la tasa de impuesto vigente a depésitos bancarios. s
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(2. Instrumentos de renta fija

Antes de entrar al tema de este capitulo, es importante conocer la estructura del sistema
financiero mexicano, aunque sea a grandes rasgos. En la figura 2.1 se presenta un diagrama al
respecto, en el cual se puede observar que la Secretaria de Hacienda y Crédito Publico (SHCP) que
depende del presidente de México, es la cabeza del sistema. A su lado esta el Banco de México
(Banxico), que es un organismo independiente del gobierno, cuya funcion es definir la politica
monetaria del pais con el fin de mantener la inflacién baja y estable, a través de la emision de
los instrumentos de inversion de la Tesoreria de la Federacidon. Asimismo, Banxico se encarga de
fijar el tipo de cambio peso-ddlar para transacciones oficiales y de publicar la tasa de inflacién
oficial, entre otras cosas. El sistema financiero comprende las actividades del sector bancario y de
valores, del sector de seguros y fianzas y, por dltimo, del ahorro para el retiro. La SHCP tiene tres
organismos que regulan las actividades de cada sector: la Comisién Nacional Bancaria y de Valores
(CNBV), la Comisién Nacional de Seguros y Fianzas (CNSF) y la Comisién Nacional del Ahorro
para el Retiro (CONSAR).

El sector que nos interesa en este curso es el sistema bancario y bursatil. Segin su pagina oficial,
"La CNBYV es un 6rgano desconcentrado de la Secretaria de Hacienda y Crédito Piblico (SHCP),
con facultades en materia de autorizacion, regulacion, supervision y sancion sobre los diversos
sectores y entidades que integran el sistema financiero en México, asi como sobre aquellas personas
fisicas y morales que realicen actividades previstas en las leyes relativas al sistema financiero. La
Comisién se rige por la Ley de la CNBV". Las instituciones que componen el sistema financiero
y bursétil son por ejemplo, los bancos de desarrollo, de crédito, la banca miultiple, las casas de
bolsas y la bolsa de valores; vale la pena aprender cudles son éstas, que atribuciones tienen y a
quién rinden cuentas. Para conocer mds del tema se puede consultar a Casteldn (2013) y Fabozzi
y col. (1996).

Intfroduccién

Segin Banxico, "un mercado financiero es un espacio fisico o sistema virtual en el que con-
vergen vendedores y compradores de instrumentos financieros para su intercambio"”. En este texto
en particular nos interesan los mercados de dinero y de valores securities cuyas actividades estdn
reguladas por la CNBV. El primero es donde se intercambian los instrumentos a corto plazo mientras
que el segundo es en el que se adquieren o venden acciones de empresas que cotizan en bolsa,
fondos de inversién emitidos por bancos y casas de bolsa o la compra y venta de bonos. En ambos
mercados, la tasa de interés juega un papel fundamental y hay que monitorear constantemente su
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Figura 2.1: Estructura del sistema financiero mexicano.
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valor. En ellos se comercian instrumentos financieros o activos como papel gubernamental, deuda
gubernamental, bonos, pagarés bancarios, hipotecas, préstamos al consumo, tarjetas de crédito,
acciones, etcétera. Estos activos no son bienes, sino papel, en el sentido de que no tienen un valor
intrinseco sino que representan un valor.

Estos activos se clasifican en instrumentos de renta fija y de renta variable. Cuando el ren-
dimiento de estos instrumentos se conoce desde el momento en que se adquieren, se les llama
“instrumentos de renta fija” o “valores de renta fija”. Al resto cuyo rendimiento es variable se le
llama “instrumentos de renta variable” .

En este capitulo se presentan los instrumentos de renta fija més utilizados por las empresas y
los particulares. Para analizarlos hay que ampliar el concepto de interés que veniamos manejando
por lo que se propone la siguiente definicion.

Definicion 2.1.1 La tasa de interés es lo que nos cuesta adquirir un préstamo monetario o la
recompensa que recibimos al invertir en un instrumento financiero.

Definicion 2.1.2 Los valores de renta fija son instrumentos financieros que se intercambian en
mercados bien desarrollados que proporcionan rendimientos fijos, conocidos de antemano, por
un periodo. Quien posee este instrumento tendrd un flujo de efectivo positivo (por ejemplo, un
depdsito) o negativo (por ejemplo, un préstamo).

Dado que los valores de renta fija garantizan un rendimiento, se puede decir que son libres
de riesgo, a menos que quiebre la institucién que los respalda. Las instituciones financieras que
pueden emitir dichos valores son:

= Banco de México.

= Bancos.

= [nstituciones financieras reconocidas por la SHCP.

= Instituciones de crédito.

Si alguna de estas instituciones financieras quiebra, los depdsitos bancarios estan protegidos
por el gobierno, a través del IPAB (Instituto para la Proteccion del Ahorro Bancario), hasta por
un monto de 400,000 UDIs (Unidades de Inversién). Las UDIs varian con el tiempo ya que estan
indexados a la inflacion y se actualizan diariamente. Por ejemplo, a inicios del 2026, 400,000 UDIs
eran equivalentes a 3,468,000 pesos. Los instrumentos mds demandados son: pagarés bancarios,
cuentas de ahorro, hipotecas, préstamos para compra de automdviles, préstamos por némina, entre
otros.

Los instrumentos de renta fija se pueden clasificar en instrumentos a corto plazo que tienen una
duracién méxima de un afio; e instrumentos a largo plazo, cuya duracién mdxima excede un afio.
Los de corto plazo tienen asociadas tasas de interés a corto plazo, mientras que los de largo plazo
se llaman bonos, pueden tener un vencimiento a 3, 5, 10, 20 o 30 afios, y el monto que se recibe al
vencimiento se denomina como principal. En principio, debido a que el duefio del bono no puede
acceder a su dinero durante su vigencia, las tasas de interés asociadas deben ser mayores a las de
los instrumentos de corto plazo.

Los valores gubernamentales estan respaldados por Banxico. Los valores de corto plazo son
los certificados de la Tesoreria de la Federacion conocidos como Cetes: los cuales son pagarés
emitidos por el gobierno que sirven para recaudar fondos y se emiten periédicamente a través de
una subasta. En la actualidad cualquier persona puede adquirir Cetes a través de la plataforma de
CetesDirecto, de la SHCP. Hay Cetes a 28, 91, 182, 364 y 728 dias. En cuanto a los valores de largo
plazo, se puede escoger entre los Bondes D (Bonos de desarrrollo del Gobierno federal) que tienen
vencimientos a 1, 2, 3 y 5 afios; los Bondes F que tienen vencimientos a 1 y 10 afios; bonos a 3, 5,
10, 20 y 30 afios y los UDIbonos a 3, 5, 10, 20 y 30 afios. La cotizacion de estos instrumentos se
puede encontrar en la pigina del Banco de México: http://www.banxico.org.mx la cual también
ofrece un servicio de estadisticas muy ttiles para estudiar el comportamiento dindmico de las tasas
de interés asociadas a cada instrumento.

En los Estados Unidos hay instrumentos similares que emite la oficina del Tesoro de EU:
pagarés, notas, bonos con cupon semestral y bonos cup6én cero, entre otros. Estos se ofertan a través
de subastas y para adquirir cada uno es necesario cubrir ciertos requerimientos. Son instrumentos
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muy liquidos, es decir, se pueden comprar y vender facilmente en el mercado antes de la fecha de
vencimiento. Los pagarés del Tesoro tienen una duracién de 3, 6 y 12 meses mientras que las notas
del Tesoro tienen una madurez o vencimiento de 1 a 10 afios. Para mayor informacién consultar la
pagina: https://home.treasury.gov/services/bonds-and-securities .

Las empresas pueden emitir bonos a través de una institucion financiera para allegarse recursos
de los inversionistas. A estos bonos se les llama bonos corporativos y quienes los adquieren se les
denomina como tenedores de bono. El rendimiento de la empresa afecta tanto a los accionistas que
invirtieron capital en la empresa, como a los tenedores de bonos. En caso de quiebra de la empresa,
los primeros que recuperan su dinero son los tenedores de bonos.

Otro instrumento importante, que estd més relacionado con los préstamos, son las hipotecas.
Las hipotecas son préstamos bancarios para la adquisicion de bienes inmobiliarios como terrenos,
departamentos, casas, entre otros. La propiedad que se adquiere con una hipoteca queda como
respaldo o colateral del préstamo. Las hipotecas consisten en que una institucion financiera le otorga
a un comprador un monto para la compra de una propiedad a cambio del pago de un interés mensual
por la duracién de la deuda que puede ser a diez, quince o veinte afios. Por lo general, el comprador
pone una cantidad para la compra de la propiedad, conocido como anticipo o enganche, y el banco
le presta el resto, conocido como principal. El comprador se obliga a pagar mensualmente un monto
al banco, de forma tal que a la fecha de vencimiento se paga la totalidad del préstamo mas los
intereses.

Anualidades

Para poder calcular los valores de los instrumentos mencionados anteriormente se puede utilizar
el concepto de anualidades, el cual se expone a continuacién. En general, las anualidades son mds
utiles cuando se estudian instrumentos a largo plazo como se verd a continuacion.

Una anualidad es una serie de pagos que se hacen a intervalos iguales de tiempo. Esto se
puede ver cuando se pagan rentas, hipotecas, pagos a meses, pagos de un automdvil, etcétera.
Originalmente, una anualidad consideraba solamente pagos por afio, pero el mismo principio
se puede aplicar para considerar otros periodos, por ejemplo, para los pagos a meses, 0 pagos
semanales. El periodo durante el cual se realizan los pagos se llama el término de la anualidad.

El intervalo de tiempo entre pagos de la anualidad se llama el periodo de pago, mientras que el
intervalo de tiempo entre momentos en que se genera el interés se llama el periodo de conversién
de interés.

En nuestro caso solamente consideraremos anualidades en las que el periodo de pago y el
periodo de conversién de interés son el mismo y los pagos son a montos iguales.

Valor presente y futuro de una anualidad

Considere una anualidad cuyos pagos de 1 unidad monetaria se realizan al final de cada periodo
por n periodos.

Suponga que la tasa de interés es r por periodo. El valor presente de la anualidad se denota por
agp, donde n es el nimero de periodos. Por otra parte, el valor futuro de la anualidad se denota por
87

Una expresion para ap se obtiene observando que el valor presente de un pago de 1 unidad
al final del primer periodo es v, donde v = 1/(1+r); el valor presente de un pago de 1 unidad al
final del segundo periodo es v?; y asf sucesivamente, hasta el valor presente de un pago de 1 unidad
al final del n-ésimo periodo que es v". Asi, el flujo de efectivo que se considera es (0,1,1,...,1)
durante n periodos y el valor presente de dicho flujo de efectivo se puede calcular como

g’l—l-r:

lo cual se observa en la figura 2.2.
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Figura 2.2: Valor presente de una anualidad

Haciendo uso de la férmula para calcular el valor de una suma geométrica que se menciond

anteriormente:
1V 1 -V 1-V"
am =V =v = )
g 1—v rv r

Observe que, si ahora los pagos que se realizan al final de cada periodo son de x unidades
monetarias, se tiene el flujo de efectivo (0,x,x,...,x) durante n periodos y el valor presente de

todos esos pagos es
n ) no 1=
va’:va’:xam:x .
i=1 i=1 r
De forma similar se puede encontrar una férmula para el valor futuro s. El valor futuro de un
pago de 1 unidad al final del primer periodo es (1 +7)"~!; el valor futuro de un pago de 1 unidad al

final del segundo periodo es (1 +r)"~2; y asi sucesivamente, hasta el valor futuro de un pago de 1
unidad al final del dltimo periodo es 1. Asi

(= (I+r)"=1  (1+r)"-1

n = 1 = - )
S lg‘)( +7) (I+r)—1 r

como se ve en la figura 2.3, y como se vi6 antes, si la anualidad tiene pagos de x unidades en cada
periodo, entonces el valor futuro de la anualidad es

n—1 ) n—1 ) (1+r)n_1
x(1+r)=x) (1+r) =xsq =x—"—.
X X e
(141
(1472
/\
0 1 1 1 1
~ 7
(1+7)
L L
[ { { { \
t 0 1 2 n—1 n

Figura 2.3: Valor futuro de una anualidad

m Ejemplo 2.1 Encuentre el valor presente de una anualidad que paga $500 al final de cada semestre
durante 20 afios si la tasa de interés es del 9 % convertible semestralmente.

Dado que el interés se obtiene cada medio afo, entonces tenemos 2 x 20 = 40 periodos cuya
tasa de interés es 0.09/2 = 0.045, asi el valor presente es:

500- agg = 9200.79221
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» Ejemplo 2.2 Si una persona invierte $1000 al 8 % anual convertible trimestralmente, ;cudnto se
puede retirar al final de cada trimestre para agotar el fondo al transcurrir exactamente 12 afios?
Sea x la cantidad retirada cada trimestre. Entonces:

X-agg = 1000,
o bien 1000 1000
x= = ~ 32.60183555

N azg ~30.67311957

» Ejemplo 2.3 Compare los intereses que se pagarian por un préstamo de $1000 durante un término
de 10 afios, si la tasa efectiva de interés es del 9 % anual, bajo los siguientes métodos de pago:

1. La cantidad prestada mas el interés acumulado se paga al contado al final de los 10 afios.

2. Elinterés se paga cada afio conforme se acumula y el principal se paga al final de 10 afios.

3. El préstamo se paga mediante pagos iguales durante los 10 afios.

Aunque en todos los casos se paga el préstamo en 10 afios, no se paga la misma cantidad en
cada situacion.

1. El valor futuro al final de los 10 afios es

1000(1.09)'° = 2367.363675,

por lo que el interés es 1367.363675

2. Al final de cada afio, se acumula 1000(0.09) = 90 de interés, por lo que se pagan 900 de
interés.

3. Sea x el pago que se realizard cada afio. Entonces:

X-ag = 1000,
por lo cual

e 1000 1000
- arg ~6.417657701

~ 155.8200899

El pago que se realiza cada afio es 1558.200899 y por lo tanto, el interés es 558.200899

2.2.2 Perpetuidades

Una perpetuidad es una anualidad cuyos pagos se realizan en cada periodo futuro, sin que
terminen en ningin momento.

El valor presente de una perpetuidad con pagos de 1 unidad monetaria al final de cada periodo
se denota por as, y se puede calcular como

Y v 1
%

1— rv or

ag,:v+v2—|—v3+---: Zv":
n=1

yaque v < 1, puesto que r > 0. Esto se ilustra en la figura 2.4.
No es posible calcular valores acumulados para perpetuidades, dado que los pagos no terminan
en ninglin momento.

» Ejemplo 2.4 Una herencia con valor de $1,000,000 se deja a tres beneficiarios. El primer
beneficiario recibe el interés que genera la herencia durante los primeros 10 afios. El segundo
beneficiario recibe el interés que genera la herencia durante los segundos 10 afios. Finalmente, el
tercero recibe el interés que genera la herencia después de los 20 afios en perpetuidad. Si se asume
que la herencia obtendrad 7 % de interés efectivo anual, calcule como se dividirian la herencia el dia
de hoy.
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Figura 2.4: Valor presente de una perpetuidad

El primer beneficiario obtendria
1000000(0.07)51@ = 70000a1q ~ 491650.71
El segundo beneficiario obtendria
100000()(0.07)(am — am) ~ 249930.29
El tercer beneficiario obtendria
1000000(0.07) (s — am) ~ 2584109.

Noétese que la suma de las tres cantidades es $1,000,000. También notemos que el valor presente
de la herencia al final de 20 afios es

1000000(1.07) % ~ 258419,

que es precisamente lo que le corresponde al tercer beneficiario.

Bonos

Un bono es una obligaciéon que adquiere el emisor de pagar un monto llamado principal o
nominal a quien compra el bono, esto de acuerdo con las reglas acordadas al momento de la emision.
El bono paga el monto principal a la fecha de vencimiento o madurez del bono. Como se mencion6
antes, los bonos pueden tener madureces de uno a 30 afios. Para compensar el largo periodo de
vigencia, algunos bonos hacen pagos fijos en ciertos periodos fijos que se llaman cupones, y éstos
se pagan a lo largo de la vigencia del bono. Cuando un bono no tiene cupones se le llama bono
cup6n cero. Los cupones usualmente se pagan semestralmente o anualmente y su monto anual es
un porcentaje del principal.

Rendimiento al vencimiento

El rendimiento al vencimiento de un bono es la tasa de interés implicita en la estructura de
pago del bono. En otras palabras, es la tasa de interés a la cual el valor presente de los flujos del
bono (cupones y principal) es exactamente igual al precio actual. En realidad, es la tasa interna de
retorno del bono, aunque en este caso se llama el rendimiento al vencimiento o yield to maturity, y
que se indica con A.

Suponga que se ofrece un bono a un precio P con principal F y m cupones al afio, con un
monto de % por cupdn, y restan n periodos. Entonces el rendimiento del bono estd dado por A que
satisface la siguiente ecuacién

n C
F +Z m/l

n
Ck
P=Y = 7 7
(1 + 2 (1—1—%) =1 (H_%)k
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en donde utilizamos % como la tasa por periodo y ¢, es el pago del bono correspondiente al k-ésimo

periodo; es necesario recordar que en el ultimo periodo el bono paga también el principal.
Observe que el primer término es el valor presente del principal del bono, mientras que el
k-ésimo término de la suma es el valor presente del k-ésimo cupén que paga % La férmula de
arriba se puede pensar en términos de anualidades. En particular, si a un bono le falta por pagar n
cupones, con un monto C anual de cupones, y m cupones pagados por afio tendrd un valor igual a

F C
P= ot E fan).

(3

A como la tasa de interés.

donde la anualidad considera a #:
» Ejemplo 2.5 ;Cémo varia respecto a A el valor de un bono sin cupones que paga $1000 al venci-
miento? Considere cuatro bonos, cuyas maduraciones son de 5, 10, 20 y 30 afios, respectivamente.

1000
Pi(A) = ——F—, Jj=5,10,20,30.
J( ) (1 + QL)J ) J ) ) )
En la figura 2.5 se muestra la grafica de A vs. P que ilustra el comportamiento para distintas
madureces. El precio del bono decrece cuando A se incrementa y decrece mds rapidamente cuando

la madurez es mds grande.

1000 A
800 1
600 -
1000/(1+ 1)’
400 ~
200 ~
1000/(141)%°
0 % . . | | : 1000/ (1+A)3°

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

Figura 2.5: A vs. precio de un bono para 5, 10, 20 y 30 afos

m Ejemplo 2.6 Considere un bono a 30 afios, cuyo principal es de 1000 pesos y paga cupones
semestrales a una tasa del 10 % anual. Calcule su precio cuando el rendimiento al vencimiento es 0,
0.05,0.10 y 0.20.

En este caso tenemos que F = 1000, m =2, n = 60, C = .10F = 100.

= Si A =0, entonces los valores presentes son iguales a los valores pagados. Asi

P:F—I—gn:4000.
m

0.05
= Si A =0.05 entonces la tasa por periodo es igual a r = - por lo cual

gy = 30.90865649,

y tenemos
1000 100
P=——+ 730.90865649 =1772.716412

60
(1+8%)
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0.1
= Si A =0.1 entonces r = - por lo cual

gy = 18.92928953,

y tenemos

1 1
P= ﬂﬁo + E18.92928953 = 1000.

0.1
(1+%) 2
Observe que cuando A = ¢, el precio es igual al principal y en ese caso, al bono se le llama
bono a la par.

0.2
= Si A =0.2entonces r = — por lo cual

gy = 9.967157297,

y tenemos

1000 100
P=——+ 79.967157297 =501.6421351

60
(1+%)

2.3.2 Empresas calificadoras

(Coémo decide un inversionista qué bono le conviene comprar? Para orientar a los compradores
existen empresas que califican a los bonos a través de una clasificacion. Hay tres empresas califi-
cadoras, todas ellas de origen estadounidense: Fitch Ratings, Moody’s y Standard & Poor’s. En
la siguiente tabla se especifica la clasificacion que manejan Moody’s y Standard & Poor’s. A los
bonos cuyo nivel es especulativo o inferior se les considera bonos chatarra o junk bonds.

Clasificacion Moody’s Standard & Poor’s

. Aaa AAA
Nivel alto Aa AA
. . A A
Nivel medio Baa BBB
. . Ba BB
Nivel especulativo B B
Ca CCC
Peligro de quiebra ¢ CCC
D

Se recomienda comprar bonos de nivel alto. Las calificadoras hacen esta clasificacién tomando
en consideracion los estados financieros de la empresa, sus expectativas futuras de desarrollo y
la situacién del sector mercantil en la que se insertan sus productos. Por ejemplo, la situacion
del sector de construccion afecta la calificacion de CEMEX una de la principales cementeras de
México.

2.3.3 Duracion

Como se vio en la seccién pasada, el precio de un bono a largo plazo es mds sensible a cambios
en el rendimiento. Para medir la sensibilidad a estos cambios, se usa el concepto de duracién.

I Definicion 2.3.1 La duracién de un bono es un promedio ponderado por el tiempo de los
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valores presentes de los flujos recibidos, descontados a una tasa r dada. Es decir

" oti VP(¢;

o VP(t))
Definicion 2.3.2 Si se utiliza el rendimiento de un bono A como la tasa de interés (entonces
cada cupdn rinde y = A) se tiene lo que se conoce como la duraciéon de Macaulay:

n

Ci

Y k

1+ y)k

Dzkzl ( y) .
P

Proposicion 2.3.1 La duracién de Macaulay se puede calcular como

D_1+y_ l+y+n(c—y)
y o c((T+y)r=1)+y

Demostracion Recordando que v = %er hacemos algunas manipulaciones algebraicas como se
observa a continuacion:

i Ck nF u k
k +CYy ———
D_,; (T+y)f (I+y) k; (1+y)
- . _

F +C
Ty

nkF am — m" nkF 1—V'+ay; —m'"
———+ <am+ i > ( +C ul

(14+y)"

F F 1"

nk +C%am—v’l—nv” nF S am — ny

1= n 1—" 7nyvn+l

nkF W
IS N A
11—V Fy+C(1—v")(1+y)"

(1+y)" y y(1+y)"

nF 1=V =™ Fry>v +C(1 =" —nypy" 1) (1 +y)"
e T _ yv(l+y)

Fy+C(1—v)(1+y)" Fy+C(1—v)(1+y)"

y(1+y)" y(I+y)

_ Fny’v—Cnyv+C(1—v")(1+y)"  yv(Fny—Cn)+C(1—V")(1+y)"+Fy—Fy
o w(FEy+C(I—v)(I+y)n) W(Fy+C(1=v)(1+y)")

F
b, PO iy -0 = (14)
wo Fy+C((I+y)'=1) y  c((I+y)"=1)+y
_l+y  l4+y+n(c—y)
y o oc((I+y)=1)+y’

donde se utiliza el ejercicio 2.2 y el hecho de que C = Fc, con c la tasa cupdn anual. |

En caso de que el bono pague cupones m veces al aflo, entonces y = % y la duracién de
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Macaulay se calcula como
"k Ck

SEA(E %)k
D=— "1
P

Proposicion 2.3.2 Si el bono paga cupones m veces al afio, entonces la duracién de Macaulay se
puede calcular como
I+y  lI+y+n(c—y)
my  me((1+y)"—1)+my
m Ejemplo 2.7 Encuentre la duracién de las siguientes inversiones suponiendo una tasa efectiva de
interés del 8 %.

1. Un bono cupdn cero a 10 afios.

2. Un bono con cupones anuales del 8% a 10 afios.

1. Para el primer bono no se recibe ningin pago durante los 10 afios, hasta el décimo afio,

cuando se paga el principal del bono. Suponga que éste es igual a F, entonces para t; =i

VP(i)=0parai=1,...,9y
1 \1°

10F
D(0.08) = 0 (108) =10.

AN T
F ( 1 08)
2. Para el segundo bono, ahora s se reciben cupones cada afio y el principal es F, entonces

VP(i) = 008F<128>i

1 10 1 10
VP(1 F Fl—
(10) = 0.08 (108) - <1.08) ’

0)iVP() _ LI 0.08F (i)' + 10F (i) "
LOVPG) 51 008F (k) +F ()"
F [z}gl 0.08i (45) + 10 (ﬁ)w]

F[Z 008(%)>i + (708 10}

:Z 008[(108)—’_10(%)

Z 008(108) (108)0

de donde se ve que la duracién no depende del valor del principal. Realizando los calculos,
se obtiene que

D=

con lo cual

parai=1,...,9y

con lo cual

D(0.08) =

)

D(0.08) ~ 7.246887911

m Ejemplo 2.8 Calcule la duracién de Macaulay de un bono pagadero semestralmente durante 3
afios con valor nominal de $100, cuyo rendimiento es del 8 % anual y que paga una tasa cupén del
7 % anual.

Enestecaso,m:2,n:3-2:6,y:?—004 ¥—0.035,a5i
1+0.04 1+0.04+6(0.035—0.04)

D= ~2.753717025

2-0.04  2-0.035((140.04)6—1)+2-0.04

Al igual que en el ejemplo anterior, la duracién de Macaulay no depende del valor del principal,
y esto se puede comprobar en los cdlculos "
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Duracion modificada

La duracién es util, ya que mide directamente la sensibilidad del precio a cambios en el
rendimiento. Otra forma de medir esto es la siguiente: considere el valor presente de los flujos

Ck
VP(t) = —-
(1 + %)
La derivada respecto a A es
dVP(t —k¢ L3
P0) Tt s ve,
(1 + i) 1+
m
por lo que para el precio del bono
n
P=Y VP(),
k=1
la derivada es .
dpP L,
—— == VP(#) = — DP = —DyP,

donde se define a Dy = como la duracion modificada, que es esencialmente la duracién

1+4
original, modificada por un factor de descuento. En caso de que m sea muy grande o A sea muy
pequefio, entonces Dy ~ D.

Proposicion 2.3.3 — Férmula de sensibilidad del precio. Dado que

dpP
a = —DuP,
entonces despejando P
1dpP
pdr "
se obtiene una ecuacion diferencial, donde
d
—logP =—-D
y por ende
P= Coe_DM A

A partir de esta férmula, se aproxima el cambio en el precio mediante la serie de Taylor
alrededor de un valor Ay:

P(R) % () + 92 (R0) - (1~ o),
es decir AP
AP = P(2) = P(Ao) = (%) - (A = Ao) = =Dy (o) - P(Ao) - (A = Ao)-

m Ejemplo 2.9 Considere un bono a la par a 30 afios pagadero semestralmente con tasa cupén del
10% y valor nominal de $100. Como se ha calculado anteriormente, la duracién es de D =9.937877,

por lo tanto

937877
Du(0.10) = 22737 — 9 464644

Se sabe que el precio del bono es exactamente el valor del principal cuando el bono es a la par. Asi,

tenemos que

dP
7(0.10) = —DyP = —946.4644

Si cambia el rendimiento al 11 %, entonces

AP =100 — P(0.11) ~ —947-(0.01),
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o bien
P(0.11) ~ 100 —9.464644 = 90.5353552

m Ejemplo 2.10 Considere un bono cupén cero a 30 afios con rendimiento del 10 %. Entonces
D=30y
30

D —_
M=7710

=27.
Ahora suponga que el rendimiento sube al 11 %. Entonces
AP =P(0.11) — P(0.10) =~ —27- P(0.10) - 0.01 = —0.27P(0.10),

es decir, se reduce el valor del bono en 27 %. Lo anterior muestra que los bonos cupén cero con
vigencia a largo plazo son muy sensibles a variaciones en el rendimiento. "

Convexidad

Una mejor aproximacion a la obtenida en la seccion anterior se realiza al incluir el término
de segundo orden en la serie de Taylor. Esta se puede dar en términos de la convexidad, que es la
curvatura relativa en algin punto de la curva (en este caso, de la curva rendimiento-precio).

Definicion 2.3.3 La convexidad se define como
_14d’P
- ﬁ da?
d>VP(t)
Z e
1 “ k + 1 Ck

:(1+ ) k; (1+%)ki

Consideramos la serie de Taylor alrededor de A para P(A)

dP 1 d*p

P(2) ~ P(o) + 52 (A0) - (A = Ao) + 5 J5 (ho) - (A = Ao

por lo cual

P(%0)Q(A0)

AP = P(A) = P(Ao) ~ =D (0)P(A0) - (A = Ao) + ===+ (A = Ao)*.

m Ejemplo 2.11 Calcula la convexidad para el bono del ejemplo 2.8.
Tenemosquey— 2 =0.04,c=0.035,m=2,n=6y F = 100. Entonces

VP(;) = 0.035(100) (1 B4>i

parai=1,...,5y
6

1\° 1
VP(t6) = 0035(100)<104> +100<104> .
Luego

1

=100 [io 035 < >i+ <m>6] = 1001]0.97378932]

v
=

—_
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por lo cual

0

~ 100[0.97378932] 1.042 \ = 22 Lo4 T2 1,048

1 1 <ik(k+1)0.035(100) 67 100)

1 1 5 k(k+1)0.035 21 1
= 100 ( Y (k+1) +=
100[0.97378932] 1.042 = 40 1.04F 0 2 1.04

B 1 1 ik(k+1)0.035+21 1
~0.97378932 1.042 4 1.04k 7 2 1.046

k=1
~ 8.154511119

De manera similar a lo que ocurrié con la duracidn, el valor de la convexidad no depende del
valor del principal, y esto se puede observar ya que en los calculos anteriores el valor del principal,
igual a 100, se cancela. "

2.3.6 Inmunizacién de un portafolio

Es natural que una empresa tenga entradas y salidas de dinero a lo largo de varios periodos. Mds
aun, considere que dichas salidas de dinero son obligaciones que se deben cumplir; por ejemplo, una
aseguradora que estima los pagos que debe hacer por siniestro cada afio. ;Cémo puede esa empresa
garantizar que va a tener ese dinero en los periodos que lo requiere mediante el uso de bonos?: a
través de un procedimiento llamado inmunizacién que consiste en adquirir dos bonos a distintas
madureces cuyo valor presente sea igual al valor presente de las obligaciones, y asegurando que la
duracién del portafolio coincida con la fecha del vencimiento de las obligaciones. A continuacién
se presenta este procedimiento a detalle.

Si se tiene un portafolio formado por dos bonos A y B, entonces su valor presente es

P = P4+ Pg.

donde P4 y P son los precios (valores presentes) de los bonos.
La duracién de cada bono es

n
Z T VPA(lk)
k=0

Dy=%0

A PA )
n
Z lkVPB(lk)
k=0
Dp=————
B PB )

o bien .
PADA+PDp =Y tt(VPa(tx) + VPp(ty)),
k=0
con lo cual podemos definir como la duracién del portafolio a

n
Z tk(VPA (lk) + VPB(Zk))
_ PaDa+PpDp _ i=0

P P

D

En general, para m bonos tenemos
P=Pi+-+Py,

D:iD —i—"'—i—&D
P! pom

Si se quiere invertir para pagar un monto en un afio, la opcién mds sencilla es invertir en un bono
con madurez a un afio, para obtener una cantidad exacta en el momento adecuado. No conviene
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invertir en un bono a mayor plazo porque al venderlo después de un afio, el monto que se reciba va
depender de las tasas vigentes, y si éstas suben, el precio de venta serd menor al precio de compra.

Por otra parte, si se desea invertir a 10 afios, un bono a 10 afios es lo mds conveniente. Tratar de
hacer esta misma inversion mediante bonos a un afio, en la que se reinvierte el dinero obtenido cada
afio es riesgoso, ya que no se conoce la tasa de rendimiento de cada reinversion posterior.

(Qué pasa si no hay un bono al plazo necesario, ya sea porque dicho instrumento no existe, o
porque no hay disponibilidad de esos bonos en el momento de invertir?

Una primera suposicién para poder cubrir las obligaciones a futuro es que se tenga suficiente
dinero para comprar los instrumentos financieros. En otras palabras, que las entradas de dinero
tienen al menos el mismo valor presente que las obligaciones futuras a la tasa de rendimiento de los
bonos a considerar. Una simplificacién adicional es suponer que, en general, los bonos tienen una
tasa de rendimiento similar entre si, por lo que se puede tomar una tasa de rendimiento promedio
como la tasa que gobierna las operaciones.

Observe que también es importante buscar un portafolio de forma tal que, si cambia la tasa
de rendimiento en el mercado (lo cual seguramente sucederd al transcurrir el tiempo), se evite
estar en la situacion de no cubrir las obligaciones. Para ello, dado que la duracién estd relacionada
con la primera derivada del precio del bono, igualar la duracién del portafolio y la duracién de
las obligaciones es equivalente a pedir que la derivada de la diferencia de los precios sea igual a
0. De esta forma se busca obtener un minimo que garantice que se cuenta con los recursos para
cubrir las obligaciones de cambios relativamente pequefos, (para checar esto, habria que calcular
las convexidades del portafolio y de las obligaciones, o bien, modificar ligeramente la tasa de
rendimiento y observar que, efectivamente, estamos en un minimo). En caso de que la tasa de
rendimiento cambie significativamente, lo que se suele hacer es una reinmunizacién, que consiste
en vender el portafolio que se tiene actualmente, y volver a realizar este proceso de inmunizacién a
la nueva tasa de rendimiento vigente en el mercado.

m Ejemplo 2.12 Una empresa debe pagar $1,000,000 en 10 afios. Para ser capaz de satisfacer esta
obligacion, tiene disponibles los siguientes bonos, todos con cupones pagables anualmente:

Tasa cupén Maduracién Tasa de rendimiento

Bono 1 6% 30 afios 9%
Bono 2 11% 10 afios 9%
Bono 3 9% 20 anos 9%

Evidentemente, si se tuviera a la mano un bono cup6n cero a 10 afios, esa seria la opcién méds
sencilla. En este caso hay que encontrar alguna combinacién de dos de estos bonos para cubrir
la deuda. Aunque es posible realizar el andlisis para mds de dos bonos, usualmente esto implica
considerar otras ecuaciones o desigualdades; por ejemplo, en el caso de tres bonos, se podria incluir
a la convexidad, pero esto ya no es tan sencillo de hacer y ya esté fuera del alcance de este texto.

Primero calcule los precios de cada uno de los bonos, suponiendo que cada uno de ellos tiene
valor nominal de $100 (en caso de que sea otro el valor nominal, se puede hacer el mismo anélisis;
de hecho, las cantidades de cada bono obtenidas con otro valor nominal son las que obtendremos
multiplicadas por un factor de escala proporcional):

100 100 1— 1o
Pi = To9% +6430 = T g3 65 o = 69.17903787,
100 100 R
P=—+1law= 11—L09° — 112, 154
2= 910 T A0 = 70910 T 009 8353154,
100 100

1——L
= —— +9g: = 9 L0 _ 40,
31,0020 2930 = 1910 77009

En el caso del tercer bono, al ser iguales la tasa cup6én y la tasa de rendimiento, el precio es igual al
valor nominal.
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También se calcula las duraciones de cada bono:

140.09  140.09+30(0.06 —0.09)
0.09  0.06((140.09)% —1)+0.09

140.09  140.09+10(0.11—0.09)
0.09  0.11((140.09)1° —1)+0.09
~140.09 1+40.09

77009 0.09((1+0.09)20—1)+0.09

Dy = =11.8811038,

)= = 6.745277837,

=9.950114779,

ademds, el valor presente de $1,000,000 a una tasa del 9 % es:
1000000
1.0910

Sean x,y,z la cantidad a comprar de los bonos 1, 2, y 3, respectivamente.
CASO 1: Si se compran los bonos 1 y 2, el sistema a resolver es:

= 422410.8069,

422410.8069 = 69.17903787x + 112.8353154y
69.17903787 112.8353154
10=11.881 IOSSMX + 6'745277837W0.8069y’

o bien

422410.8069 = 69.17903787x 4 112.8353154y
10 =0.001945791x+ 0.001801813y,

el cual tiene solucién x = 3869.585673, y = 1371.171716
CASO 2: Si se adquieren los bonos 1 y 3, el sistema a resolver es:

422410.8069 = 69.17903787x+ 100z
69.17903787 100

o bien

422410.8069 = 69.17903787x+ 112.8353154z
10 =0.001945791x + 0.002355554z,

el cual tiene solucion x = 157.744972, z = 4114.981944
CASO 3: En el caso de usar los bonos 2 y 3, el sistema a resolver es:

422410.8069 = 112.8353154y + 100z
112.8353154 100
10 = 6.745277837my +9.9501 14779mz7

o bien

422410.8069 = 69.17903787x + 100z
10 =0.001945791x + 0.002355554z,

el cual tiene solucién y = —58.27156464, z = 4289.858973

Entre estas opciones, la tercera no es viable dada la cantidad negativa del bono 2; la primera
opcién es mejor que la segunda, ya que incluye al bono 2, el cual no tiene una duracién tan grande
(y por lo tanto, los cambios respecto al rendimiento son menos pronunciados). Es fécil observar,
mediante un pequefio cambio a la tasa de rendimiento, que los portafolios obtenidos son un minimo,
como se deseaba. "

Para profundizar los temas expuestos en este capitulo, se sugieren los libros de Bodie y Merton
(1998), Hull (2021), Kellison (2005) y Luenberger (1998).

Ejercicios
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Ejercicio 2.1 Demuestre la siguiente relacion entre el valor presente y el valor futuro de una
anualidad:
Sm = (1 + r)"am.

(1,2,3,...,n) se puede calcular como

am—m'"

an o
i

Sugerencia: Note que el flujo de efectivo se puede escribir como la suma de dos flujos (1,1,...,1)

y (0,1,2,...,n—1). A partir de esto, si A es el valor presente del flujo original, éste se puede

calcular como la suma de los valores presente de los dos flujos, y también se puede encontrar

Ejercicio 2.2 Muestre que si la tasa de interés es i, el valor presente del flujo de efectivo
(1+1)A. Calcule iA y despeje A para obtener la expresion deseada. "

Ejercicio 2.3 ;Qué monto debe pagar mensualmente para que al término de cinco afios pague
una deuda de 60,000 pesos al 8 % anual? n

Ejercicio 2.4 Le prestan 100,000 pesos para pagar un gasto imprevisto. ;Cudntos meses debe
pagar para reembolsar la totalidad de la deuda si s6lo puede pagar 5,000 pesos mensuales y la
tasa de interés vigente es del 7.5 % anual? "

Ejercicio 2.5 Usted solicita un préstamo bancario para adquirir un auto cuyo costo es de
120,000 pesos pagaderos a tres afios con una tasa de interés anual del 9 %. Si da un enganche
de 15,000 pesos y no considera los gastos administrativos, ;cudnto debe pagar mensualmente?
(Cuadl serd el interés acumulado? "

Ejercicio 2.6 José le presta a Luis un millén de pesos pagaderos a 4 afios con un interés anual
del 10%. ;Cuanto debe pagarle cada afio Luis a José? A los 10 meses Luis se da cuenta de
que no va poder juntar la anualidad cada afio por lo que le propone a José darle 110,000 pesos
durante los siguientes 10 afos. ;Le conviene a José el nuevo acuerdo? "

Ejercicio 2.7 Calcule el valor de un bono con principal F y cupones anuales con valor AF,
durante n afios. m

Ejercicio 2.8 Realice una tabla cuyas filas sean los rendimientos al vencimiento del 3 %, 5 %,
8%, 9%, 10%, 13% y 15 %, y cuyas columnas sean maduraciones de 1, 5, 10, 20 y 30 afios,
para un bono con principal de $1,000 y cupones anuales al 9 %. "

Ejercicio 2.9 Determine cudl es el precio de un bono con cupones anuales al 8 % con principal
de 1,000 pesos, madurez a 18 afios con un rendimiento al vencimiento del 9 %. Encuentre
también su duraciéon modificada. ]

Ejercicio 2.10 Su asesor financiero le sugiere comprar 10 bonos a 3 afos con principal de 1000
pesos que pagan un cupén anual del 10% a un precio de 890 pesos por bono.;Le conviene
adquirirlos cuando la tasa es del 11 %? ;Por qué? n
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Ejercicio 2.11 Si adquiri6 un bono a 5 afios el 20 de octubre del 2022 con A = 8.8 % y principal
1000 pesos, ¢le conviene venderlo tres afios después en el mercado secundario si le ofrecen 990
pesos por el bono? "

Ejercicio 2.12 Calcule la duracién de Macaulay de un bono a la par pagadero semestralmente
durante 30 afios con valor nominal de $100, cuya tasa cupén es del 10 %. Hégalo mediante las
dos férmulas. ]

Ejercicio 2.13 Calcule el precio de un bono con valor principal de $100 con cupones de $5 y
con madurez de 5 afios si se supone que se compone al 8 % anual o al 5 % anual. Grafique el
precio del bono como funcién de r. ;Cudnto vale el bono cuando r = 0? ;Y cuando r — «? =

I Ejercicio 2.14 Un bono con valor principal de $100 y cupones de $8 anuales se intercambia a

la par. ;Cuadl es el rendimiento al vencimiento del bono? "
I Ejercicio 2.15 Calcule la convexidad para el bono del ejercicio 2.12. "
I Ejercicio 2.16 Calcule la convexidad de un bono cupdn cero a n afios. "

Ejercicio 2.17 Encuentre la convexidad de un bono cup6n cero con madurez T que se compone
de forma continua. .

Ejercicio 2.18 Considere cuatro bonos cuyos pagos en cada afio se muestran en la siguiente
tabla y que se negocian para tener un rendimiento al vencimiento del 15 %.

Bono A Bono B BonoC BonoD

Ano 1 100 50 0 041000
Afio 2 100 50 0 0
Afio3 10041000 5041000 0+ 1000 0

1. Determine el precio de cada bono.

2. Determine la duracién de cada bono. ;Cudl bono es mds sensible a los cambios en el
rendimiento?

3. Si se adeudan $20,000 al final de dos afios, construya un portafolio que lo inmunice la
deuda.

4. Si decide usar el bono C, ;cudl otro bono escogeria?
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(3. Curva de estructura de tasas

Intfroduccién

Este capitulo trata sobre el comportamiento de las tasas de interés nominales asociadas a
los instrumentos gubernamentales de renta fija con el fin de tener un procedimiento para valuar
cualquier instrumento de este tipo que tenga una temporalidad o madurez distinta a la usual y que
sea emitido por cualquier institucion financiera o corporativa.

Considere la siguiente tabla con informacién que proviene de la padgina de Banxico del 1 de
julio de 2022 sobre las tasas de interés asociadas a algunos instrumentos gubernamentales cuyas
subastas se llevaron a cabo del 16 de junio al 30 de junio del 2022.

Instrumento Tasa nominal Fecha de emision

Cetes 28 dias 0.0756 30 de junio de 2022
Cetes 90 dias 0.0824 30 de junio de 2022
Cetes 180 dias 0.0897 30 de junio de 2022
Cetes 360 dias 0.0973 30 de junio de 2022
Bono 5 aiios 0.0941 30 de junio de 2022
Bono 10 afios 0.0922 23 de junio de 2022
Bono 30 afios 0.0934 16 de junio de 2022

Si se grafican las tasas contra el vencimiento o la madurez y uniendo los puntos con rectas se
obtiene una curva a la que se le denomina la curva de estructura de tasas del 30 de junio de 2022,
como se aprecia en la figura 3.1.

Se puede observar que esta curva se comporta de forma distinta para las tasas asociadas a los
instrumentos de renta fija a corto plazo que para las tasas asociadas a los instrumentos de mds largo
plazo. De M =0 a M = 1 la curva es creciente, pero a partir de ese momento disminuye y vuelve a
remontar lentamente sin alcanzar a la tasa asociada a M = 1. Por lo general, las tasas a largo plazo
reaccionan mas lentamente a los cambios de los mercados y se espera que sean mas altas que las
de corto plazo, premiando asi a los inversionistas que invierten a mds largo plazo. En condiciones
de estabilidad la curva de estructura de tasas es creciente respecto a la madurez. El 1 de julio de
2022 las tasas a corto plazo reflejaban el incremento de la inflacién a 7.65 % y el incremento de las
tasas a corto plazo en Estados Unidos. Si no se incrementan las tasas a largo plazo, esto se puede
interpretar como que el mercado espera que las tasas a corto plazo disminuyan en el futuro.
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M

5 10 15 20 25 30

Figura 3.1: Curva de estructura de tasas del 30 de junio de 2022

La curva de estructura de tasas presenta un retrato del comportamiento de las tasas en un
momento determinado, pero hay que estar conscientes de que las tasas son dindmicas y dependen
del tiempo.

La utilidad de la curva de estructura de tasas es que sirve de referencia para saber qué rendimien-
to deben tener otros instrumentos que se ofrezcan en el mercado en esa misma fecha. En principio,
otro instrumento no gubernamental deberia ofrecer una tasa superior tomando en consideracion el
riesgo del instrumento, pero para las inversiones a corto plazo los Cetes son los que ofrecen los
mejores rendimientos. En el caso de los bonos corporativos su rendimiento siempre es superior al
que ofrece Banxico para compensar al inversionista por el riesgo que conlleva invertir en ellos.

Otra aplicacién de esta curva es que permite estimar la tasa que deberia tener un instrumento
cuyo vencimiento no sea convencional. Por ejemplo, un pagaré a 4 meses o un bono a 8 afios. Para
determinar la tasa se usan varios procedimientos como el de interpolacién, splines o el método de
la alambrada. A continuacién se presentan algunos de estos procedimientos.

1. Interpolacion: el objetivo es construir un polinomio p(x) de grado n cuya gréfica una a
los puntos (#;,r;), i =0,...,n, es decir que cumpla que p(t;) = r; para cada i. Cuando un
polinomio cumple lo anterior se dice que interpola a los datos y los datos se conocen como
puntos de interpolacién. Una vez construido el polinomio, se evalia para cualquier tiempo
t € [11,1,]. Este método tiene el inconveniente que a medida que se aumentan los puntos de
interpolacion, el polinomio oscila de forma mds pronunciada entre cada uno de ellos. Observe
que construir el polinomio es equivalente a resolver un problema lineal de n+ 1 incégnitas
que son las a;, i = 0,...,n, tal que el polinomio

p(t) Zant”—l—an,lt’l_‘ +-tait+ap
satisfaga
pti)=r, i=1,....n+1

Hay que resolver el siguiente sistema de ecuaciones Vd =7 con V;; = tiﬁl, 1<i,j<
n+1,d= (ap,ay,...,ay) y 7= (r1,...,rp41). La matriz V se conoce como la matriz de
Vandermonde y es invertible siempre y cuando #; # t; para i # j.

= Ejemplo 3.1 Construir el polinomio que interpola los datos de la tabla anterior. Estimar la
tasa para 120 dias y para un bono a 3 afios. Se tienen 7 datos por lo que el polinomio es de
grado 6.
p(t) =—7.69 % 10771% +4.516 x 107 —0.000887¢* + 0.0076886¢>
=0.0719876 +0.0487547t —0.030288:>.
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Para 120 dias, t = 120/360 = 0.3333, p(0.3333) = 0.0851478 y p(3) = 0.09178, ambos
resultados son razonables. Pero la grafica en la Figura 3.2 muestra que los puntos interpolados
no se inscriben en forma suave.

r
95}
9.0+
8.5H

8.0

0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.2: Curva con puntos interpolados

2. Interpolacion lineal: Cuando se trabaja con tasas anuales a largo plazo lo que se usa
es interpolacion lineal para evitar las oscilaciones de los polinomios de alto grado. Este
método consiste en lo siguiente: denote como r y P la tasa anual que se busca y su plazo,
respectivamente. Seleccione los plazos que acotan inferiormente y superiormente a Py que
denotaremos como P, y P, respectivamente, y por r. y 7; las tasas correspondientes, entonces

(P_Pc)

e 3.1
(F—P) G-

r=re+(rp—re)

= Ejemplo 3.2 Use los datos del ejemplo anterior y estime por el método de interpolacion
lineal la tasa asociada a un bono a 3 afios. El plazo de un Cete a un afio y de un bono a 5 afios
acotan al plazo del bono a tres afios:

r=0.0973+ (0.0941 — 0.0973)(2/4) = 0.0957,
esta estimacién es mejor a la obtenida en el ejercicio anterior ya que es consistente con los

datos observados. n

3. Método de la alambrada: este es el procedimiento mds utilizado para estimar las tasas
a corto plazo en la banca y casas de bolsa y, para su aplicacién se requiere usar las tasas
forward que se verdn en la siguiente seccion, por lo que se presentarén al final del capitulo.

3.2 Tasas spot y tasas forward
3.2.1 Tasas spot

Si se trabaja con la curva de estructura de tasas del dia de hoy, que corresponde a t = 0, se dice
que esa es la cotizacién de las tasas spot o tasas al dia.

Definicién 3.2.1 Para definir una tasa spot a partir de la curva de estructura de tasas:
1. La tasa spot s; anual asociada al instrumento j con madurez 7; es aquella que al aplicarse
a un monto M se tendra al vencimiento

M, :Mo(l —l—Sj)t-i.
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2. Sila tasa spot s; se compone al afio m veces con vencimiento 7;, entonces

oy mt;j
M = M, <1+J> .
m

3. Si se utiliza una tasa spot s; que se compone en forma continua, ésta cumple
M1 = Moesjt«f .

Definicion 3.2.2 La curva de estructura de tasas también sirve para definir el factor de des-
cuento v;.
1. El factor de descuento v; anual asociada al instrumento j con madurez ¢; es

1

AT

2. Sila tasa spot s; se compone al afio m veces, entonces el factor de descuento al periodo ;

es
1

Vi=————.
J Sj\mt;
(L45)m

3. Si se utiliza una tasa spot s; que se compone en forma continua, entonces el factor de

descuento es

L — oSt
vi=e .

3.2.2 Tasas forward
I Definicién 3.2.3 Las tasas forward son tasas de interés que se aplican cuando la inversion se

lleva a cabo en el futuro bajo términos acordados en el presente (es decir, en t = 0).

Suponga que deposita en t = 0 un monto a dos afios a una tasa spot bianual con rendimiento anual
ry > 0. Al término de dos afios obtendra

M, = M()(l —|—r2)2.

Otra posibilidad es invertirlo a un afio a una tasa spot anual con rendimiento r; > 0 con lo que
obtendrd M; = My(1+ry) y posteriormente, invertir M a la tasa anual de referencia que se ofrezca
en ese momento. Esta tasa se desconoce al tiempo ¢t = 0 y para distinguirla de la tasa spot ry, se le
denomina la tasa forward f;. Esta tasa debe ser tal que al término del segundo afio el monto M sea
igual al monto M, por lo que

Mz :Mo(l +r2)2,
My =M (1+ fi) = Mo(1+r1)(1+ f1).
Igualando los lados derechos, tenemos que
(T+m) A+ f1) = (1+r)?,

de donde despejando f)
. (1 +r 2)2
h="rny
Algo similar se hace si la tasa anual es convertible a m periodos al afio. Por ejemplo, si se tiene
un monto M que se invierte a una tasa anual r1, convertible cada 90 dias, entonces

ri 4
M1:M0(1—|—4> .

En cambio, si se invierte a la tasa r» anual que se compone cada 180 dias y después se deposita a la
tasa forward que se compone cada 180 dias a partir del dia 180

M1=Mo<1+r22> <1+];1>7
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4
ny\ r h

4
(1+2)
S~ 1
(1+3)

Las tasas forward que se aplican en el mercado son distintas si son para préstamos o para
réditos. La tasa debe estar acorde con la curva de estructura de tasas del dia en que se hace el
célculo. Denote por f;, +, 1a tasa que se inicia al tiempo 71 y que termina al tiempo 7, con f, >t > 0,
que es consistente con una curva de tasas spot y que se calcula de la siguiente forma dependiendo
de cdmo se componga:

1. Cuando se componen en forma anual la tasa forward que se inicia al i-€simo afio y termina

en el j-ésimo afio:

por lo cual

de donde

fi=2

(L4r) = +r) (14 fi)
[+
n=[iay] -

con r; la tasa asociada al instrumento con madurez i.
2. Si todas las tasas se componen m veces al afo

N mj N mi -\ m(j—i)
(48002 ()
m m m
4
()]

pj=m|—— —m.
ri
(1+2)
m Ejemplo 3.3 Se desea invertir 1000 pesos por un afio con el siguiente esquema de inversion: los

primeros 180 dias se invierte en un depdsito a 180 dias con una tasa spot del 8.5 % anual convertible
cada 180 dias y los restantes 180 dias se invierten a la tasa forward correspondiente. ;Cudl es la

tasa forward anual que debe considerarse si la tasa spot por un afio es del 9 % anual? =
(1+0.09) 1.09
=2 | ———1|=2|—-=—-1| =0.0911271.
S (1+ 0089) 1.0425

Método de la alambrada

Este método se utiliza para estimar tasas a corto plazo que se componen en plazos menores
a un afio. Suponga que en t = 0 se desea calcular la tasa que debe ofrecer un bono emitido por
una empresa a una madurez distinta a la que se ofrecen los instrumentos gubernamentales. Ese
dia se construye la curva de estructura de tasas. A partir de estos datos, se calcula la tasa que le
corresponde por medio del método de la alambrada. Este consiste en un algoritmo de tres pasos:
1. De los datos se seleccionan los plazos que acotan inferiormente y superiormente al plazo
que interesa y que se denota por P. El primero se denomina plazo corto P, y el otro como
plazo largo P, y las tasas asociadas r. y ry, respectivamente. Con estas tasas se estima la tasa
forward que se inicia en P. con duracién P, — P, y que se denota por fp,_p.. Esta tasa debe
cumplir la siguiente relacion:

re Te fr—p.
1+360_<1+360> <1+ 360 )?
2 P, P—P.
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despejando fp,_p, se obtiene

. 360 [ (1+rL) 1]
Pé‘fpc = P, - °
Pf - PC (1 + rcm)
2. Calcule ahora la tasa forward que se inicia en P, con vencimiento en P y que se denota por
fr-p.
Py—Pc
fp—p. ) o P —P
1+ — 1t fpp et
360 1—Fe )
< PP 360
al despejar fp_p. se obtiene
P — P\ Tk 360
v — Fe \ et
p=1(1 P ——— -1 .
Jrr. < I 360 ) ]P—PC

3. Por ultimo, la tasa de P. dias y la de P — P, calculadas en el paso anterior se convierten a
tasas anualizadas, obteniéndose asi la tasa anual rp a P dias

"p e Jp-p,
P P, P—P,

Al despejar la tasa r), se obtiene:

360 P. PP,
= ) (14 o 1.
"= p [( +r‘360>< ML) ) ]

m Ejemplo 3.4 A partir de los datos de la Figura 4.1, calcule la tasa a 120 dias con el algoritmo
anterior.

1. Primer paso: 120 € [90, 180] por lo que P, =90 con r, = 0.0824 y P, = 180 con ry = .0897.

360

(1+0.08974%9) .
90

Trr =50 | (140082420

] =0.095042132

2. Calcule ahora fp_p. con P =120 y duracién P— P, =30:

30
90 \ % 360
fr-p. = <1 + fp-p, > — 1] ——— =0.094299163

360 30

3. Por dltimo, calcule la tasa r,, anualizada. Compruebe que r}, € [r¢,r¢].

3.4 Ejercicios

Ejercicio 3.1 Estos son los datos del 4 de septiembre del 2025 de algunos instrumentos
gubernamentales. Grafique la curva de estructura de tasas y dé una explicacién sobre su forma.
Contréstela con la curva del 30 de junio del 2022. Construya el polinomio de interpolacién y
grafiquelo. Si lo usa para estimar la tasa asociada a los 300 dias y a los 7 afios, ;qué tan buena
es la estimacién?
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Instrumento Tasa nominal

Cetes 28 dias 0.0735
Cetes 90 dias 0.0763
Cetes 180 dias 0.0783
Cetes 360 dias 0.0822
Bono a 5 afios 0.0849
Bono a 10 afios 0.0914
Bono a 20 afios 0.0971

I Ejercicio 3.2 Deduzca la expresion (3.1). n

Ejercicio 3.3 Use los datos del ejercicio 3.1 y estime por el método de interpolacién lineal la
tasa para 7 afios. Compare con la que obtuvo por interpolacion. m

Ejercicio 3.4 Calcule la tasa forward a un afio si la tasa spot a uno y dos aifios es 0.0759 y
0.0789, respectivamente. "

Ejercicio 3.5 Si la tasa forward a un afio es 0.0833 y la tasa a dos afios es 0.0855, ;cudl seria la
tasa spot a un afio? "

Ejercicio 3.6 Si la tasa a 91 dias es de 0.0736 y la tasa a 182 dias es de 0.0750, estime la tasa
forward que se inicia en 120 dias y termina en 182 dias. n

Ejercicio 3.7 Use los datos del ejercicio 3.1 y estime por el método de la alambrada la tasa para
300 dias. Compare con la que obtuvo por interpolacion. "

instrumentos gubernamentales (use la informacién que proporciona Banxico). Compare con la
curva de estructura de tasas asociada a la tabla de la seccion 3.1. D€ una explicacion sobre la
forma que tiene la curva.

Instrumento Tasa nominal

Cetes 28 dias

Cetes 90 dias

Cetes 180 dias
Cetes 360 dias
Bono a 5 afios
Bono a 10 afios
Bono a 30 afios

Ejercicio 3.8 Determine la curva de estructura de tasas del dia de hoy asociada a los siguientes
Estime r(7T') para T = 150 dfas y 3 afios por el método mas conveniente. Justifique su eleccion. m






(4. Optimizacion de portafolios

En el segundo capitulo se expusieron los instrumentos de renta fija cuyo rendimiento se conoce
de antemano. Por ejemplo, los bonos emitidos a través de Banxico cuyo rendimiento se conoce
al momento de adquirirlos y estd garantizado si se conservan hasta su vencimiento. Unicamente
cuando se venden anticipadamente en el mercado secundario, se corre el riesgo de no recuperar lo
que se invirtid, debido a las variaciones en la tasa de interés. En cambio, los bonos corporativos,
emitidos por las empresas, aunque su rendimiento es conocido, tienen el riesgo de incumplimiento
en el caso de que la empresa quiebre. De ahi la importancia de adquirir bonos con calificacién alta.

En este capitulo se analizan los instrumentos de inversion de renta variable cuyo rendimiento
no se conoce al momento de invertir y que puede ser distinto a lo esperado. Por ejemplo, la compra
y venta de acciones que cotizan en el mercado accionario, las hipotecas y préstamos con interés
variable y la compra al mayoreo de bienes de consumo con el fin de revenderlos después. Cuando
se invierte en ellos, con la expectativa de que sus precios suban para asi hacer una ganancia al
venderlos, nadie puede asegurar que eso sucederd, ya que éstos pueden subir o bajar dependiendo de
muchos factores. Al invertir en instrumentos de renta variable es posible tanto obtener una ganancia
como perder parte o todo el dinero que se invirtié. Por ello, se conocen también como activos con
riesgo y hay que tener cuidado cuando se invierte en ellos.

En el caso de invertir en acciones, es necesario definir una estrategia para seleccionar aquellas
que minimicen el riesgo y garanticen una ganancia mayor a la que ofrece, por ejemplo, un depésito
bancario o buscar maximizar la ganancia sin rebasar un nivel de riesgo. En ambos casos definir
la estrategia implica resolver un problema de optimizacién que se conoce en la literatura con
el nombre de optimizacién de portafolios. Un portafolio consiste en un conjunto de activos con
o sin riesgo. En nuestro caso nos concentramos en portafolios integrados con acciones que se
adquieren en las dos bolsas que operan en México: la Bolsa Mexicana de Valores (BMV) y la Bolsa
Institucional de Valores (BIVA). Segun cifras de 2024, hay 133 empresas que cotizan en la BMV.
Dado un monto My, ;cémo seleccionar las acciones y cudnto invertir en cada una de ellas?: eso es
lo que se determina al resolver el problema de optimizacion.

El primero en plantear la importancia de seleccionar los activos, tomando en cuenta tanto su
riesgo como su rendimiento, fue Harry Markowitz cuando publicé su teoria de riesgo-rendimiento
en 1952, lo que lo hizo merecedor del Premio Nobel de Economia en 1990, ver Markowitz (1952).

El objetivo de este capitulo es determinar la composicién de un portafolio de inversion bajo los
supuestos de la teoria de riesgo-rendimiento y sefialar la importancia de diversificar la inversion.
Se busca también que el lector se familiarice con la forma en que hoy en dia se proporcionan las
cotizaciones en la BMV y en BIVA como con el tratamiento estadistico de esta informacién.
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Mercado accionario

La BMV y recientemente BIVA son empresas privadas que manejan la compra y venta de las
acciones de aquellas empresas que han decidido vender parte de su capital social a los inversionistas.
Una accidn es un titulo que representa una parte proporcional del capital social de una empresa.
Las acciones pueden ser ordinarias o privilegiadas. Las privilegiadas tienen mas beneficios, ya
que tienen acceso al reparto de utilidades de la empresa. Las que se adquieren en la BMV y en
BIVA son ordinarias. Las empresas cotizan en la bolsa de su preferencia para allegarse recursos a
través de la venta de esas acciones. Esto conlleva obligaciones, ya que las empresas deben informar
periédicamente al mercado sobre sus estados financieros para que los accionistas puedan decidir
si les conviene comprar o vender las acciones de la empresa. El mercado define el precio de una
accion a través del proceso de compra-venta. Ambas bolsas funcionan de las 9:00 a las 14:00
hrs. de lunes a viernes durante 252 dias al afio. Se puede tener acceso a los precios diarios de las
acciones en internet, con solo preguntar en un buscador el precio de la accién que nos interesa.
Tanto Yahoo como Google tienen esa informacién; cuando se solicita, aparece una tabla con el
precio que alcanzé ese dia a las 14:00 hrs., que se denomina como precio de cierre, y la cotizacién
minima y mdxima durante esa jornada. También es posible tener acceso a los precios diarios de
cierre a lo largo de una semana, mes o afio que se denominan como precios diarios histéricos. Los
particulares no invierten directamente, cuando les interesa invertir lo hacen a través de una casa de
bolsa o de un banco. El mercado accionario es regulado y supervisado por la Comision Nacional
Bancaria y de Valores (CNBV), ver Figura 2.1.

El rendimiento de una accion se calcula de una manera muy similar a la de un depésito bancario.
Suponga que deposita My = 100 pesos a un interés anual r > 0. Al término de un afio, el monto
que tendrd es M; = My(1+r). El rendimiento es el cambio relativo del monto y es igual al interés

My —My

> 0.
My

’
Sea Py el precio de una acciéon al momento de la compra y P; el precio un afio después. El
rendimiento R anual de una accién es igual a

P —P

R .
R

Observe que en este caso R toma valores en todo los reales y no solo en los reales positivos ya que R
puede ser negativo lo que implica que hay una pérdida. Hay otra diferencia sustancial entre trabajar
con los rendimientos de un instrumento de renta fija que con los de un instrumento de renta variable.
En el primer caso r es conocida al momento de la inversién mientras que R se desconoce al no tener
certeza del valor que tomar4 P;. Por ello, al modelar el comportamiento de dichos instrumentos se
supone que P; y, en consecuencia, R son variables aleatorias. En finanzas se prefiere trabajar con
los rendimientos logaritmicos que se denotan por 7

|
F—1n <PO> @.1)

Observe que R es la aproximacién lineal de 7. Si P, es una variable aleatoria también lo es 7. De
aqui en adelante, a los rendimientos logaritmicos les llamaremos simplemente rendimientos y se
denotarn por r.

Cuando se desea invertir en una accién de una empresa, lo primero que se debe hacer es
informarse sobre su desempefio en el mercado accionario y son los datos diarios histéricos los
que proporcionan esta informacién. A continuacion se presenta una propuesta para el tratamiento
estadistico de estos datos.

Tratamiento de los datos historicos

Suponga que desea invertir en la accién de Liverpool el 1 de junio 2023 y cuenta con el
precio diario de cierre del 1 de junio del 2022 al 31 de mayo del 2023. Denote por P; la j—ésima
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observacion de los precios con j = 1 hasta 252. Estos datos son un ejemplo de una serie de tiempo
financiera. Se denomina con este término tanto a un conjunto de datos observados periédicamente
a lo largo del tiempo, como a una clase particular de procesos estocdsticos que consisten en una
sucesion discreta de variables aleatorias. Hay una diferencia importante entre una muestra de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas y una serie de tiempo. En una
serie de tiempo las variables pueden estas correlacionadas entre si y su distribucion variar en el
tiempo. En este texto dado que no nos interesa determinar un modelo matemadtico que describa
el comportamiento dindmico de los datos, por simplicidad, se supone que son una muestra de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. A continuacién se presentan las
gréficas de los precios y rendimientos de la accién Liverpool.

Precios Liverpool 0106 22 a 3105 23 Rendimientos Liverpool 01 06 22 a 31 05 23

120

Figura 4.1: Precios y rendimientos de la accién Liverpool

Como se observa en la Figura 4.1, la grafica de los precios tiene una tendencia decreciente
al inicio para posteriormente, remontar hasta alcanzar casi los 120 pesos; después muestra una
tendencia suave a la baja. En cuanto a la gréfica de los rendimientos ya no se observa tendencia
alguna, solo subidas y bajadas alrededor de un valor cercano al cero. Los picos mas pronunciados
corresponden a los rendimientos positivos o negativos que mas se alejan del promedio, por lo que
a mayor nimero de picos, mayor la desviacion estdndar de los datos. En finanzas a la desviacién
estandar se le denomina volatilidad y juega un papel muy importante. Si se supone que los
rendimientos tienen distribucién normal, la volatilidad da una idea muy precisa del riesgo. A mayor
volatilidad, mayor riesgo.

A continuacién se estima la media p y la varianza o> de una muestra, con M observaciones,
a través de la media y la varianza muestral que se definen de la siguiente forma y que se denotan
como 7y 62, respectivamente:

= (Pm) (42)
F= n , .
M—1 & P
1 Ml P; 2
AD j+1 A
= In( =22 ) =7 . 4,
° M—2J-_Z1[n<1’j> r] @)

Al suponer que los rendimientos son normales, si el portafolio consiste de varios activos, en
particular de N acciones, es importante estimar, a través de sus covarianzas, si sus rendimientos
dependen unos de los otros. Para ello, hay que calcular las componentes de la matriz ¥ de varianza-
covarianza de los rendimientos, cuyos elementos son igual a X;; = Cov(r;,r;), para i, j = 1 hasta n.
Como se desconocen estos valores se pueden estimar a través de la covarianza muestral:

7 1 M—1 P~k+1 P]I.C+1
. i =, 7.
COV(r,-,rj) = 7_2 k:E 1 In Pik —ri In Pijk ril, (44)

con P} el k—ésimo precio del activo i.
Para la accién Liverpool M =252, 7 =1.1188 x 107>, 6 = 0.0001652 y la volatilidad muestral
es 6 =0.01285.
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Para estimar a partir de los datos diarios el valor esperado y la varianza de los rendimientos
semanales, mensuales o anuales de una accidn basta con multiplicar la media y la varianza
muestral por el nimero de dias hdbiles en dicho periodo. Sin embargo, para estimar la
volatilidad muestral en cada uno de esos periodos se debe multiplicar por la raiz del nimero
de dias hébiles.

Distribucién de los rendimientos

La pregunta que surge es cdmo se distribuyen los rendimientos de una accién. Dado que
estos pueden ser negativos o positivos y toman valores en los reales, una candidata natural es la
distribucién normal. Para comprobar esta hipétesis se tiene a la mano dos métodos. El primero es
gréfico a través del andlisis del histograma y del QQ-plot de los rendimientos. La grafica QQ-plot es
la comparacién cuantil contra cuantil de la distribucién empirica de los datos contra la distribucién
tedrica. En este caso se contrastd con la distribucién normal. El segundo método es mds preciso y
se basa en pruebas de bondad de ajuste del tipo Kolmogorov-Smirnov o Shapiro-Wilk.

En la Figura 4.2 se presentan el histograma y el QQ-plot de los rendimientos de la accién de
Liverpool. El histograma recuerda a la distribucién normal mientras que el QQ-plot deja algunas
dudas ya que si los datos se distribuyeran como una normal, todas las observaciones deberian
estar alineadas a lo largo de la diagonal. Sin embargo, observe que en ambos extremos los datos
se separan de la diagonal, lo que indica que la distribucién de la que provienen tiene colas més
pesadas que una normal. Al aplicar la prueba de Kolmogorov-Smirnov a los rendimientos de la
accion Liverpool, ver Ross (1997), se rechaza la hipdtesis nula: los datos no se distribuyen como
una normal. Hay que sefialar que en la prueba se usaron la media y la desviacién estdndar muestral
como los pardmetros de la normal.

Histograma rendimientos Liverpool

60} -

0 " " L L
-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.02 0.00 .02 0.04

Figura 4.2: Histograma y QQ-plot de los rendimientos de la accién Liverpool

Este ejemplo muestra que no todos los rendimientos de las acciones se distribuyen normalmente.
Sin embargo, en el resto del capitulo se considera que los rendimientos tienen una distribucién
normal, supuesto que hizo Markowitz en su modelo de riesgo-rendimiento.

Algunos comentarios sobre el tamafio qué debe tener la muestra. El tamafio depende de lo
que se desea hacer con los datos. Si se desea tener informacion que refleje la situacién actual
de los mercados para integrar un portafolio de inversién a corto plazo, entonces los datos
histéricos de un afio o afio y medio atrds es un buen nimero. Si lo que se desea es un portafolio
robusto que responda a distintos escenarios, entonces se requiere de un mayor nimero de
datos. Cabe sefialar que estimar con una buena precision el valor de la media con la media
muestral requiere de un considerable nimero de observaciones, a diferencia de la estimacion
de la varianza con la varianza muestral. Para conocer mds al respecto, ver Luenberger (1998).

Formulacién matemdtica del problema
Marco tedrico

En el mercado accionario hay participantes a quienes se denominan como agentes financieros
que compran y venden acciones. El modelo de mercado con el que se trabaja tiene las siguientes
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reglas:

1. Es un mercado ideal en el que los bancos prestan y dan réditos a la misma tasa de interés.

2. Principio de comparacién: entre dos portafolios al mismo plazo, se prefiere al que tenga los
rendimientos mas altos.

3. Principio de aversién al riesgo: Entre dos portafolios con el mismo rendimiento, se prefiere
al de menor riesgo.

4. Principio de no arbitraje: no se puede tener un portafolio de inversién cuyo precio inicial P°
sea cero, pero cuyo precio P! > 0y su valor esperado sean estrictamente mayor que cero; o
sea que sin invertir un centavo no es posible que se tenga una ganancia positiva.

5. Para simplificar el modelo se supone que se pueden comprar fracciones de acciones.

6. Por realismo se permiten ventas en corto, es decir, que se puede pedir prestado para comprar
ciertas acciones. En este caso, para distinguir el dinero prestado del propio, las cantidades
prestadas que se inviertan se denotan con signo negativo. Cuando se invierte en una accion
un monto positivo, se dice que se toma una posicion larga, mientras que se toma una posicién
corta cuando el monto es negativo.

Planteamiento del problema para dos activos

Primero se trabaja con un portafolio de dos acciones, para entender la estructura del modelo, y
asi poder generalizarlo posteriormente a un portafolio con n acciones.

m Ejemplo 4.1 Suponga que el precio de dos acciones se comporta de la siguiente manera:

Probabilidad r )
Escenario 1 0.5 10% —5%
Escenario 2 0.5 5% 10%

es decir, se sabe que al pasar un periodo de inversion, se cumple el escenario 1 con probabilidad 0.5
o se cumple el escenario 2 con probabilidad 0.5. Evidentemente, no conviene asignar todo nuestro
dinero solamente a una de las dos acciones, puesto que en un escenario hay una ganancia, pero en
el otro hay una pérdida (sin importar cudl accién se elija). Por ello, hay que diversificar e invertir en
ambas acciones.

En este caso, si se divide el dinero en partes iguales, si ocurre el escenario 1, se gana el 10 % de
lo invertido en la accién 1, pero se pierde 5% de lo invertido en la accién 2. Si se invierte M en
total, entonces las ganancias son:

M M
1.15 —1—0.95? =1.025M,

con lo cual se obtiene 2.5 % de ganancia del total. Si ocurre el escenario 2, ocurre algo andlogo, y
en este caso, debido al comportamiento de las acciones, se obtiene también el 2.5 % de ganancia.
Como se puede observar, en este ejemplo siempre se gana, y se reduce el riesgo de pérdida a 0.
Este ejemplo es un caso muy particular en el cual las acciones involucradas estan perfectamente
correlacionadas de forma negativa y por ello es posible garantizar que el riesgo se reduce a 0.

En general, no se puede reducir el riesgo a 0, pero la meta seguird siendo reducirlo tanto como
sea posible.

Dado que la cantidad a invertir en un portafolio cambia en cada situacion, y esto se puede
describir como un porcentaje del total a invertir, lo més conveniente es trabajar con ponderaciones
o porcentajes, para describir la asignacion relativa de fondos en el portafolio. En el caso de dos
acciones dichas ponderaciones se definen como

leIO
M=y

szg
Wy =

Vo
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donde x1 y x> son el nimero de acciones de tipo 1 y 2 que se compran, PlO y P2O son los precios de
las acciones 1y 2 al tiempo 0, y V? es el valor del portafolio al tiempo 0. Dado que se invierte el
total de los fondos a considerar, V° también representa la cantidad de dinero que se invierte en el
portafolio.

El precio del portafolio es exactamente la suma de la cantidad comprada de cada accién por su
precio, entonces
xiP)+xP) VO

Vo Vo

Si se permiten ventas en corto, entonces una de las w; puede ser negativa y la otra puede ser mayor
que 1.

wi+wy = 1.

» Ejemplo 4.2 Suponga que los precios de dos acciones el dia de hoy son Pl0 =30y PY = 40.
Integre un portafolio con valor de V? = 1000 comprando x; = 20 participaciones de la accién 1y
x» = 10 participaciones de la accion 2. Las ponderaciones son:

20-30
w1 = 71000 = 0.6,
1040

2= 000

Si los precios de las acciones al tiempo final cambian a P11 =35y le = 39, entonces el portafolio
valdrd V! = 20-35+ 10-39 = 1090. Dicha cantidad ya no se reparte 60 %/40 %, sino

20-35
= ———=0.6422
W1= oo 7004
10-39

aunque la cantidad de participaciones de cada accién no cambid.

m Ejemplo 4.3 Suponga que se construye otro portafolio con las mismas acciones con valor de
V0 = 1000, pero ahora se toma una posicién larga en la primera accién (es decir, compramos
una cantidad positiva de la primera accién) y una posicion corta en la segunda accioén (es decir,
compramos una cantidad negativa de la segunda accién), por ejemplo, mediante asignaciones

wy = 1.2 y wy = —0.2, esto quiere decir que el portafolio consiste en
Vo 1000
= po 30
Vo 1000
= —_— = —02 — = —5
2T 40

participaciones de cada accién. Si los precios cambian como en el ejemplo anterior, entonces el
portafolio valdra
V! =40-35+(-5)-39 = 1205,

con lo que este portafolio tuvo un mayor rendimiento que el del ejemplo anterior. Sin embargo,
esto no quiere decir que tuviera un menor riesgo, ya que ocurrieron dos efectos que nos ayudaron:
primero, al tomar una posicion larga en la primera accién como el precio de la primera accién
aumentd, se obtuvo una ganancia; segundo, al tomar una posicién corta en la segunda accién como
el precio de la segunda accién disminuyd, también se obtuvo una ganancia (en este segundo caso,
lo que ocurre es que al vender las acciones al tiempo 0 a un precio mayor al que se adquirieron
al tiempo final, = 1, se gano la diferencia). Pero esto fue fortuito, ya que de haber cambiado los
precios al revés, si la primera accion hubiera bajado de precio y la segunda accién hubiera subido
de precio, se hubiera tenido pérdidas en ambas inversiones. "

Miés atn, al permitir ventas en corto, el riesgo que se puede correr es infinito. Esto se debe a
que, aunque es poco probable, una accién puede subir de precio sin limite, por lo cual la pérdida
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serfa la diferencia entre el nuevo precio y el precio original, que también puede crecer sin limite. En
comparacion, al tomar una posicién larga en una accidn, lo peor que puede pasar es que el precio de
una accion disminuya hasta 0, con lo cual perderiamos todo lo invertido en la misma, pero no més.

En la vida real se suelen poner restricciones o candados en las ventas en corto para prevenir
pérdidas infinitas, pero no siempre es el caso. Esto se puede ver con el ejemplo de lo
ocurrido con las acciones de GameStop en Estados Unidos, en julio de 2020; las ventas
en corto que realizaron algunas firmas de inversién las llevaron a la quiebra, debido a las
pérdidas millonarias que sufrieron, como consecuencia de que se haya elevado el precio de
dichas acciones. En este caso, el precio no creci6 sin limite, pero fue suficiente para que, al
combinarse con el hecho de que se vendieron en corto una gran cantidad de acciones, las
firmas de inversion no tuvieran forma de adquirir nuevamente todas las acciones que habian
tomado prestadas. Una version hollywoodense de este hecho, se puede ver en la pelicula
Dumb Money (titulada aqui EI Poder de los Centavos), que se entiende mejor una vez que se
conocen mds a fondo la terminologia financiera y los riesgos que conllevan las inversiones en
acciones.

1 . . . .
Observe que % = 1+r, es el rendimiento relativo del portafolio y depende de los precios de
las acciones mediante los cocientes

P}
—=14+r,
P :
Py
= =14n,
PY 2

y las asignaciones w; y w,. Por ello, el rendimiento del portafolio solamente depende de ry, r>, wy
y wa.

Proposicion 4.3.1 El rendimiento r,, de un portafolio que consiste de dos acciones estd dado por:
rp =wiri +wars.

Demostracion Se sabe que

VO
X1 wi PIO’

VO
X2 = szfzoa

VO =x P+ xo P,
Calcule el valor del portafolio como

V= x P14 7)) +xP)(1412)
= Vo (147r1)+Vowa(141)
=VOwi(1+r)+wa(l+r)
=VO(wi +wiri +wa +wor)
=VO(14+wir +war).

Por lo tanto
yl_y0 . VO(erl +W21’2)

Vo Vo

rp=

= wiry +war.

Dado que r en general serd una variable aleatoria, se calcula el rendimiento esperado como
E(r,) =wi1E(r1) + w2 E(r2).

m Ejemplo 4.4 Considere los siguientes escenarios:
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Probabilidad r r
Escenario 1 0.2 —-10% —-30%
Escenario 2 0.5 0% 20%
Escenario 3 0.3 10% 50 %

Los rendimientos esperados de cada accién son:

E(r() =0.2(~0.1)+0.5(0) +0.3(0.1) = 0.01,
E(r2) = 0.2(—0.3)+0.5(0.2) +0.3(0.5) = 0.19

Suponga que w; = 0.6 y wp = 0.4. El rendimiento esperado del portafolio serd
E(r,) =wiE(r1) +w2E(r2) = 0.6(0.01) 40.4(0.19) = 0.082

Para calcular la varianza de r), se requiere conocer tanto las varianzas de ry y r», asi como la
covarianza entre | y r;.

Proposicion 4.3.2 La varianza del rendimiento r,, de un portafolio estd dada por
Var(r,) = w? Var(ry) +w3 Var(ra) + 2wiwy Cov(ry, r2).
Demostracion

Var(r,) = Var(wiri +wara)
= Var(wyr) 4+ Var(warp) +2Cov(wiry,war)

= w? Var(ry) + w3 Var(r2) + 2wiwa Cov(ry, 7).

La volatilidad de un portafolio va a estar dada por y/Var(r,) (aunque en ocasiones el andlisis
se realizard utilizando directamente Var(r))).
Por lo tanto, un portafolio formado por dos acciones cumple las siguientes dos ecuaciones

Up =willy +wo s,

2 2.2 2
0, = W|0j + w203 +2wiwact 2,

donde p,, i1, Uo son los valores esperados de los rendimientos del portafolio, la accion 1y la accion
2, respectivamente; G[%, 612, 622 son las varianzas de los rendimientos del portafolio, la accién 1 y la
accion 2, respectivamente; y ¢ 2 es la covarianza entre los rendimientos de la accién 1y la accién
2.

Se denota el coeficiente de correlacion de los rendimientos de la accién 1y la accién 2 por pj »

que es igual a

P C12
12=
i 010y’

el cual no estd bien definido si 070, = 0, lo cual s6lo ocurre si alguna de las acciones es libre de
riesgo, que no es el caso.

m Ejemplo 4.5 Considere los siguientes datos:

Probabilidad r )
Escenario 1 0.2 —10% 5%
Escenario 2 04 0% 30%

Escenario 3 0.4 20% —5%
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Se desea comparar el riesgo de un portafolio con w; = 0.4y wy = 0.6 con el riesgo de invertir
en cada accién por separado. Se tiene que

1 = 0.2(—0.1) +0.4(0) +0.4(0.2) = 0.06,

iy = 0.2(0.05) +0.4(0.3) +0.4(—0.05) = 0.11,

67 =0.2(—0.1)> +0.4(0)> +0.4(0.2)*> — 0.06> = 0.0144,

65 = 0.2(0.05)% 4 0.4(0.3)> +0.4(—0.05)% — 0.11% = 0.0254,

¢12=0.2(—0.1—-0.06)(0.05—0.11) +0.4(0 — 0.06)(0.3 — 0.11)
+0.4(0.2—0.06)(—0.05—0.11)
= —0.0116,
00116
P12 = 5 0144+/0.0054

con lo cual se calcula la varianza del rendimiento del portafolio

= —0.6065406116,

o, = 0.42(0.0144) +0.6%(0.0254) +2(0.4)(0.6)(—0.0116) ~ 0.00588

2

y observe que la varianza 6, es menor que 612 y 0'22 y por monotonicidad, el riesgo del portafolio es

menor que el riesgo de cada accién por separado. "
La siguiente proposicién demuestra la ventaja de diversificar el portafolio.

Proposicion 4.3.3 La varianza 613 de un portafolio no excede al médximo de las varianzas 612 y 622
de cada una de las acciones si no se permiten ventas en corto. Es decir

2 ol 2
0, <mix{oj, 03 }.

Demostracion Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 012 < 622. Ya que no se permiten
ventas en corto, wy,wp > 0,y

w101 +w202 < (W) +w2)02 = 0.

Ademds, tenemos que —1 < p; > < 1, por lo cual

2 2 2 2 2
0, =W|0j + w305 +2W1W2p1’20'1 (o))

< W26+ w307 +2wiwy010,

= (W]G] +W262)2 < 622.

m Ejemplo 4.6 Ahora considere un portafolio con w; = —0.5 y wp = 1.5 utilizando los datos del
ejemplo 4.5. La varianza del rendimiento de este portafolio es

o; = (—0.5)%(0.0144) + 1.5*(0.0254) +2(—0.5)(1.5)(—0.0116) ~ 0.2795

la cual es mayor que 612 y 622. Aqui se observa nuevamente que el riesgo de un portafolio con
ventas en corto puede exceder el de las acciones por separado, debido al riesgo mismo de las ventas
en corto. "

Observe que el riesgo o volatilidad del portafolio del ejercicio anterior es alto, pero esto era
de esperarse, ya que en este caso el rendimiento esperado es del 50 %, que es muy alto, y por ello,
se requiere incurrir en un riesgo mayor. De hecho, como se verd a continuacién, si se permiten
ventas en corto, siempre es posible construir un portafolio tal que su rendimiento esperado sea
igual o mayor a cualquier valor que deseemos, pero en general se tendrd que, a mayor rendimiento
esperado, mayor el riesgo.
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4.3.3 Conjunto factible

La coleccién de portafolios que se puede obtener al invertir en dos activos se llama el conjunto
factible. Cada portafolio se puede representar como un punto con coordenadas (o), 11,,) en el plano.
Dicho conjunto factible son los puntos (o), 1t,) tales que

Up =willy +wo s,

2 2 2 2.2
GP = wi0j +W262 +2W1W2C172.

conwi,wp E Ryw;+wy=1.
En este caso, se parametriza mediante s = wy, conlocual wy =1—sy
tp = sp1+ (1 —s)a,
61% = 5?07 + (1 —s)?07 +2s(1 —5)cy 2.

cons € R.
Primero calcule el portafolio con minimo riesgo, es decir, de minima varianza.

Proposicion 4.3.4 Si p;» < 1 0 01 # 03, entonces G[% se minimiza cuando

2
O, —C1.2
612 + 622 — 26172

*

con valores de la media y varianza del rendimiento

= 1163 + 107 — (1 + pa)c1 o
ol +03 -2,

i

2.2 2
2% 0105 — (€1
0" =55 —.
o] +05 — 2C172
Si p12 =1y 01 = 0, entonces todos los portafolios factibles tienen la misma varianza Gﬁ =
o’ =o3.

Demostracion Derive 02

', respecto a s e iguale a cero:

ng = 25(612 + 0'22 — 2C172) — 2((722 — Cl‘z) =0
< :
y despejando s se obtiene que

612 + 622 — 26‘1’27

donde el denominador es diferente de cero si p1, < 1 ya que
612+C722 —26172 > 612+622 —2010p = (61 — 62)2 >0,
0 si 0] # O entonces
612+622 —2c12 > 612+622 —2010p = (01 — 62)2 > 0.
La segunda derivada es

d
%Gj =2(06} + 05 —2¢12) >0

en cualquiera de los casos anteriores.
. * . 2
Sustituyendo s* en las expresiones para UL, y O,

2 2
H <612+622—26172>'u1+< 612—1—622—26172)”2

O3 —ciafh + 0T —Cioly _ O3 + [0} — (Wi + pa)ci 2
612+622—2CL2 6124-622—26172

)
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622—6‘1’2 GQZ_CI,Z
22 W == €12
O + 0, —26‘172 o] +0; —26‘172

2 2.2 2 2.2 2 2
_ (05 —c12)"07 + (0] —c12)705 +2(05 —c12) (0] —c12)c12
(0'12—1—(722 —26‘172)2
2 4 2.2 22 2 4 2.2
070, —2070;5¢12+0j¢],+0;0] —20705¢12
+03¢t, +20705¢12— 207 ¢}, —205¢7 5 +2¢7 5
(of + 05 —2¢12)?

4.2, 2 4 2 2 2 2 3
0105 +070; —20705¢12— 012 —03¢12+2¢7,
(612—1—622 —2C172)2

2.2 2 2, 2
(0705 —ciy)(0f +05 —2c12) olo; —cia

(612+G22—2C172)2 N 012+022—201,2.

La curva descrita por los puntos (0, l,) es una rama de una hipérbola como se ve en el
siguiente resultado.

Proposicion 4.3.5 Suponga que —1 < p;» < 1y 1y # po. Entonces para todo portafolio p en el
conjunto factible, x = 6, y = U, satisfacen la ecuacion de la hipérbola

X — A (y—o)* = o5,
donde po = u*, 07 =02 >0y

2 2
Oi +65 — 201’2

A% = > 0.
(U1 — H2)?
. o 1
Las asintotas de la hipérbola son y = iy £ 2%
: 2 _ _ .up —H2
Demostracion 1, = sy + (1 —s) s, por lo cual s = -
1— M2
Al sustituir en la ecuacién de la hipérbola propuesta, se observa que x = 6, y = [, la satisfacen.
Como —1 < py2 < 1y g # W entonces A2 >0y og > 0. |

Proposicion 4.3.6 Sip;, =1y 0] # 0, entonces 6, = 0 si y s6lo si
(%)
o1 —0y’

01
Wy = 3
o1 — O

wp = —

donde hay ventas en corto, ya que exactamente uno de estos valores es negativo.

Sip12 = —1y 01 # 0, entonces 0, = 0 siy s6lo si
02

W)= ———,

O]+ 02
(9]

Wy = ————,

01+ 0

donde w; y w, son ambos positivos.

Demostracion Sustituya en cada caso 63 y factorice el trinomio cuadrado perfecto. |
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Corolario 4.3.7 Suponga que 07 < 0,. Se tienen cinco casos:

1. Si p;» = 1 entonces existe un portafolio factible V con 0, = 0 si se permiten ventas en
corto, cuando 07 < 0». Si 01 = 0 entonces todos los portafolios en el conjunto factible
tienen la misma 6, = 01 = 0».

. O1 . . . . .
2. Si p < p12 < 1 entonces existe un portafolio factible tal que 0, < 0 si se permiten

2
ventas en corto. Si no se permiten ventas en corto, entonces Op > 0] para todo portafoho

factible.
3. Sipip= ;1 entonces 0, > 0, para todo portafolio factible.
2

. 9 . . . .
4. 81 -1 <pip< ;1 entonces existe un portafolio factible sin ventas en corto tal que
D
op < 0.
5. Sipjp = —1 entonces existe un portafolio factible con 6, = 0 sin ventas en corto.

Se deja la demostracién como ejercicio. Para complementar este enfoque, ver Capifiski y Zastawniak
(2003).

Planteamiento del problema para mds de dos activos

En esta seccién se generaliza el planteamiento del problema de determinar el portafolio éptimo
de N acciones que cotizan en la BMV.

Suponga que decide invertir en N activos de la BMV cuyo rendimiento esperado es E(r;) y su
varianza 67 para i = | hasta N. Estos activos pueden o no estar correlacionados. Sea C la matriz de
N por N con componentes C;; = Cov(r;,r;) que se conoce como la matriz de varianza-covarianza. El
problema del portafolio 6ptimo consiste en determinar la composicién que debe tener un portafolio
para que la varianza del portafolio sea minima y su rendimiento sea igual a un rendimiento dado.
Como en la seccién anterior, las incégnitas del problema son los porcentajes w; de un monto que
se invierten en cada accidn i, para i = 1 hasta N, cuando se permiten las ventas en corto, es decir
cuando las w; € R.

El rendimiento del portafolio r;, y la varianza del portafolio 63 estan dados por

N N N N
=) ) wiw;E[ri—B(r)|E[r; —E(r)] = }_ } wiw;Cov(r,r;).
i=1j=1 i=1j=1
Dado que por lo general se desconoce tanto los valores esperados de los rendimientos como
la matriz de varianza-covarianza se trabajard en esta seccion con las medias muestrales 7; y las
varianzas 67 y covarianzas Cov(r,7 rj) muestrales, dadas - por las expresmnes 4.2),(4.3)y (4.4).
Denote a la matriz de varianza-covarianza muestral como C. Observe que C es una matriz simétrica
y supondremos que es positiva definida.
Si se supone que los rendimientos de los activos tienen distribucidén normal, la varianza del
portafolio G[% es un buena propuesta para estimar el riesgo. Bajo este supuesto, el problema de
optimizacién para N activos es el siguiente: dado rp € R

N N
minimizar — Z Z Cov(ri,rj)w; wj
i=1j=1
N
sujeto a Z 7 wi = ry,
i=1

N
Zwi = 1,
i=1
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el 1/2 se introduce por comodidad.

El problema se resuelve facilmente si se usa notaciéon matricial. Sean W' = (wy,...,wy),
1'=(1,...,1)yr = (f,...,7y) vectores en RV entonces el problema se formula vectorialmente
de la forma siguiente:

S I, 4
minimizar EWt Cw
sujeto a & w = ry,
1w=1.
Observe que este problema tiene como funcién objetivo una funcién cuadrdtica y tiene dos
restricciones lineales. Este problema se resuelve por el método de multiplicadores de Lagrange y

hay que introducir un multiplicador por cada restriccién; denote como p; y p; a los multiplicadores
asociados a cada restriccion, respectivamente. La funcién a minimizar en RV es

1 A A
G(w,p1,p2) = EWI Cw—pi(F'w—ro) —pp(T'w—1).

Al calcular las derivadas parciales de G respecto a w, p1 y p» e igualando a cero se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones lineal:

Cw—pit—pl = 0, 4.5)
f'tW = 1o, (46)
I'w = 1. 4.7)

Al ser la matriz C positiva definida, es invertible y el sistema admite una solucién tnica.
Despejando w de (4.5) se obtiene

w=p Clé+p C11L (4.8)

Para determinar los valores de p; y p», se substituye w en las ecuaciones (4.6) y (4.7) del sistema
para obtener un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incdgnitas

Fpi+Gpa =y,
Gp] +Hp2 == 17

conF =t C ', G=# C"1yH=1'C'1. Al resolver el sistema se obtiene que si D = FH — G>

es distinto de cero,

(Hrp—G) (F —Gryp)

—_— =—". 4.9
D y P2 D (4.9)

Observe que D es distinto de cero cuando no todos los rendimientos muestrales son iguales. Resta

solo por calcular la varianza del portafolio 6ptimo

p1=

65 =w Cw=wC(pC 't +pC711) = pwi+ prw'l
(Hr3 —2Gro+F)
D
Por lo que dado un rendimiento r se puede calcular la varianza del portafolio ptimo si se conocen
F, Gy H. Observe que estas constantes dependen tinicamente de los datos del problema: fy de C.

La pregunta que surge es dados  y C, cual es el rendimiento r del portafolio que tiene varianza
minima. Para ello se deriva G,% respecto a r para obtener

=piro+pal =

2 B
do” _Hr=G_,_.,_G
dr D H

La volatilidad de este portafolio es igual a ﬁ Denote por oyy v ryy la volatilidad y el rendimiento
de este portafolio. Observe que al calcular los multiplicadores de Lagrange asociados a ryy

(Her—G) (F—GI‘M\/) l

:7:0 = = .
P1 D y D2 D H
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La composicion del portafolio de minima varianza wyy se obtiene substituyendo los multiplicadores
de Lagrange correspondientes en la expresion (4.8)

. 1 A . 1
i C'1==-C"1=¢ =—1.
r+p; H Wmy H

Por lo que resolviendo el sistema anterior se obtiene la composicién del portafolio de minima
varianza. Otro portafolio que se puede determinar facilmente es aquel que tiene a p, = 0y que su
rendimiento se denota por .. En este caso

F VF 1

Gv e ’G| Yy D1 G

Foe=

La composicién del portafolio w, se obtiene resolviendo el siguiente sistema lineal de ecuaciones

Interpretacion financiera

Como se ha visto hasta ahora dado los rendimientos muestrales y la matriz de varianza-
covarianza de N activos se puede determinar el rendimiento y la volatilidad de todos los portafolios
factibles o sea aquellos que satisfacen las restricciones del problema de optimizacién. A Markowitz
se le ocurrid visualizar este conjunto en el plano, al que llamé el conjunto de riesgo-rendimiento. A
cada portafolio w le asocié la pareja (O, rw) en el plano donde el eje de las abcisas representa a la
volatilidad del portafolio y el de las ordenadas a su rendimiento. Por otro lado, dado un rendimiento
r* podemos determinar el portafolio 6ptimo que tiene el menor riesgo y de esta manera podemos
hallar la curva en el plano de riesgo-rendimiento que satisfacen las parejas (o*,r*). ;Qué forma
tiene esta curva? Para responder la pregunta, se resuelve para r la expresion

»  (Hr*=2Gr+F)

P D )

lo que es equivalente a resolver la siguiente ecuacién de segundo grado

Hr? —2Gr+ (F — 6*D) =0,

r(c):g Z(az—:]).

La gréfica de esta funcion es una hipérbola en el lado derecho del plano, dado que o > 0, con
vértice en (Oyy, v ). El resto de los portafolios factibles se encuentran en el interior de la curva.
En la Figura 4.3 se presenta la gréfica de un conjunto de riesgo-rendimiento del ejemplo 4.7 que
se analizard mds adelante. Observe que dado un rendimiento, los portafolios sobre la curva tienen
riesgo minimo por lo que reciben el nombre del conjunto de portafolios de varianza minima. Note
también que dada una volatilidad, hay un portafolio sobre la curva que tiene el maximo rendimiento.
Todos los portafolios de varianza minima que estdn en la porcién de la curva que va del vértice a la
parte superior de la curva tienen rendimiento maximo por lo que reciben el nombre de portafolios
eficientes y a esa parte de la curva se le llama la frontera eficiente. Estos son los portafolios en los
que debe de invertir un inversionista, siempre tomando en consideracién su aversion al riesgo.

cuya solucién es:

Teorema de dos fondos

Cualquier w que satisfaga la ecuacion (4.5) se puede escribir en términos del portafolio de
minima varianza wyy y del portafolio w, ya que

w = (p1G) We + (p2H) Wav, (4.10)
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conjuntoriesgo - rendimiento
0.19- 1

0.18 - .

0.17 - 4

0.15+ 4

0.20 0.21 0.22 0.23 0.24

Figura 4.3: Conjunto de riesgo-rendimiento del ejemplo 4.7

con p; y p2 los multiplicadores de Lagrange que corresponden al rendimiento de w. Esto implica que
cualquier portafolio sobre la frontera se puede escribir como combinacién lineal de los portafolios
W, y Wyy. Observe que w satisface también la ecuacion (4.7) ya que (p1G) + (p2H) = 1.

Este resultado no sélo se cumple para los portafolios w, y wysy sino también para cualesquiera
dos portafolios w; y wy, con rendimientos r; y r;, del conjunto de varianza minima. Estos portafo-
lios junto con sus correspondientes multiplicadores de Lagrange satisfacen el sistema de ecuaciones
(4.5), (4.6) y (4.7) por lo que cualquier portafolio w de la forma

w=ow +(l—0)wy, a€R

también lo satisface. En particular, si se aplica esta propiedad a los portafolios en la frontera
eficiente se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.4.1 — Teorema de dos fondos. Dados dos portafolios w; y w; en la frontera
eficiente, cualquier otro portafolio en dicha frontera se puede escribir como combinacion lineal
de estos dos, es decir

w=ow;+ (1—o)ws.

Como consecuencia, para invertir en la BMV basta con seleccionar dos fondos de inversién en el
mercado que estén sobre la frontera eficiente y seleccionar o tomando en consideracion el riesgo
que se esta dispuesto a correr.

m Ejemplo 4.7 Se tienen tres activos para los cuales C/&l(r,-,rj) =0 si i # j, (es decir, son no
correlacionados) y con rendimientos estimados 7#; = 0.18, 7, = 0.20 y 73 = 0.15. Suponga que
6% =0.14, 62 =0.12'y 67 = 0.10. Entonces si se quiere encontrar el portafolio de mfnima varianza,
el problema a resolver es

1
minimizar > [0.14w? +0.12w3 + 0.10w3]

sujeto a 0.18w; 4+ 0.20w, + 0.15w3 = ry,

El portafolio de minima varianza wyy es: w; = 0.28037, w, = 0.32710, w3 = 0.39253, con
rendimiento ryy = 0.17477 y volatilidad o desviacién estandar igual a oy = 0.19812

El portafolio w, tiene componentes wy = 0.28877, wy, = 0.37433 y w3 = 0.33690, con rendi-
miento r, = 0.17738 y volatilidad o, = 0.19959, tiene mayor rendimiento, pero también mayor
volatilidad. En la figura 4.3 se representa el conjunto de riesgo-rendimiento para este ejemplo. =
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Diversificacion

En esta seccidn se ilustra la conveniencia de diversificar la inversion entre varios activos en
lugar de concentrarlo en un tnico activo. Supéngase que se tienen N activos no correlacionados
con el mismo rendimiento esperado E(r) y el mismo riesgo 62 y que se integra un portafolio con la
siguiente posicién w; = 1 /N, parai=1,...,N.

Nri

E(r,)=E( ) = | =E(r).

="

En cambio,
N 2

ri 1 Y o
o, = Var ;Nl = mi;cz: N
Si N — o, 62 — 0. Si no estdn correlacionados conviene, sin lugar a dudas, diversificar. Observe
que en el ejemplo anterior tanto la volatilidad del portafolio wyy como el de w, son menores a las
volatilidades de cada uno de los activos.

(Qué sucede si estdn correlacionados los activos? Suponga ahora que integra un portafolio
similar pero ahora la Cov(r;,rj) = 0.4 entonces en los rendimientos no hay cambio, pero en la
varianza del portafolio si lo hay por lo siguiente:

2 & i 1| 2 y 2
6% = Var == c 0.40
p 1:21 N N2 &~ + Z

i ij=Li ]
1 ) 5 ».  0.60? )

En este caso cuando N — o0, 6 — 0.402. Al diversificar se puede reducir el riesgo hasta un
cierto valor, pero no desaparecerlo. En este caso, todos los activos que se escogieron estaban todos
positivamente correlacionados. Lo que conviene para reducir el riesgo es combinar activos que
estén positivamente y negativamente correlacionados entre si.

Inclusion del activo libre de riesgo

Se va a estudiar como integrar un portafolio con » activos con riesgo y un activo sin riesgo. Sea
ry el rendimiento de un depdsito bancario, su riesgo oy es igual a cero porque su rendimiento esta
asegurado. En este caso la inclusion del activo sin riesgo va a simplificar la frontera eficiente a una
recta que pasa por (0, r¢).

Como motivacion, se considera un portafolio muy sencillo que consiste de dos activos: uno
con riesgo, con rendimiento ry y volatilidad oy, y otro libre de riesgo. Observe que todos los
posibles portafolios en el plano de riesgo-rendimiento estdn dados por la recta que une a los puntos
(0,r7) y (o1,r1). En este caso w; = 1 —wy, con wy < 1, por lo que el rendimiento del portafolio
rp = wyre+ (1 —wg)ry depende linealmente de wy. El riesgo del portafolio es 6, = 61(1 —wy) que
solo depende de wy y del activo con riesgo porque Cov(ry,r;) = 0.

Ahora si considera N activos con riesgo y un activo sin riesgo, todos los posibles portafolios
estarfan definidos por todas las rectas que pasan por (0,r¢) y que conectan a un portafolio en la
regién de portafolios admisibles del problema de optimizacién con ventas en corto. Pero de todos
esos posibles portafolios el que interesa debe estar en la frontera eficiente y de éstos, el que se busca
es el que es tangente a la frontera eficiente porque es el que tiene mds alto rendimiento. A este
portafolio se le 1lama el portafolio tangente y se denota por (o7, rr) su volatilidad y rendimiento,
respectivamente. Entonces, cuando se incluye el activo sin riesgo la frontera eficiente es una recta y
cualquier portafolio se va a determinar mediante el portafolio tangente y el activo sin riesgo.

Teorema 4.5.1 — Teorema de un fondo. La frontera eficiente del problema que incluye
al activo sin riesgo estd dada por la recta que une al portafolio tangente con el punto (0, 7).
Cualquier portafolio sobre la frontera eficiente se escribe como combinacion lineal de este
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portafolio y del activo sin riesgo. ‘

(C6mo se construye el portafolio tangente? Dado el punto (0, r,) trazar la recta que solo toca a
la frontera eficiente en un punto (0,,7,) y trazar otra recta horizontal que pasa por (0, ). El punto
que se busca en la frontera eficiente debe maximizar el 4ngulo entre estas dos rectas. Denote por ¢
al angulo que maximiza a Tang(a). Como el portafolio de interés estd en la frontera eficiente del
problema de optimizacién con ventas en corto, estd integrado inicamente con los activos con riesgo
por lo que wr = (wy,...,wy) con Z?’:I w; = 1. Suponga que C es la matriz de varianza-covarianza
muestral de los activos con riesgo y que t es el vector de las medias muestrales de los rendimientos
yque 1’ =(1,...,1). Entonces

N =
rp—r N Fowi—,
Tang(a) — P )4 — NZI,1 lA 1 )4 1/2
op (Xl =1 Gijwiwj)
Y wilhi—r)  wy(E—rd)
( i:l,j:lcijwiwj)l/z (WITCWT)I/2

En el dltimo paso se usé que Zﬁl w; = 1. Derivando con respecto a cada w;

dTang(a) (WeCwr) V2 (7 —ry) —W’T(f'—rgl)%(WtTCA‘wT)“ﬂZ(CA’WT)i

Iwi (W’TC‘WT)
(WhCwr) V2 (= rg) — w
— _ (Wh.Cwr) / _0
(W.Cwr)
de donde )
0~ WrCwr)(Fi—re) — (Wi (f = r1))(Cwr)i
(WTC'WT)3/2
es decir
(WyCwr) (7 = ri) = (W (B — 1)) (Cwr),
parai=1,...,n. Sea

t A
_ Wr (l‘ — rgl)
(wyCwr)
entonces la expresion anterior se escribe como

ri—ryp—= l(éWT),

Sea wy = Av para una constante A, entonces para encontrar el portafolio tangente se hace lo

siguiente:
1. Resuelva Cv =t —r/1.
2. Sea
v
Wr =
Yivi’

de esta forma ) ;w; = 1.
3. El resto de los portafolios en la frontera eficiente se obtienen como a + (1 —a)wr, con
0 <a < 1. Su rendimiento es ar;+ (1 —a)rr y su volatilidad (1 —a)or.

m Ejemplo 4.8 Considere tres activos con riesgo, no correlacionados, con rendimientos r; = 1,
ry =2,y r3 =3y con lamisma volatilidad 6; = 1 parai =1,...,3. Suponga que r, = 0.5 y aplique
el algoritmo anterior. Al aplicar el algoritmo anterior se tiene que

v=(1-05,2-0.5,3-0.5) = (0.5,1.5,2.5)

por lo cual

Mm

Vi = 4.5
i=1
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woo (92 1525y (115
T=\454545) \9'39

A partir de esto, calcule

de donde se obtiene que

20f
: 1
10F
05f ]
0.0f 1o
~05} ]
~10f

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 4.4: La linea recta es la frontera eficiente del ejemplo 4.8

En la Figura 4.4 se grafica la frontera eficiente cuando se incluye el activo sin riesgo que es
la recta que une al punto (0,0.5) con el punto (@, 2) que esté sobre la frontera eficiente de los
activos con riesgo.

El modelo de riesgo-rendimiento es uno de los modelos més sencillos para integrar un portafolio
de inversidn. Sus principales hipétesis establecen que los rendimientos de los activos con riesgo son
normales y que tanto los rendimientos como la matriz de varianza-covarianza se pueden estimar
con bastante precision. Los rendimientos son dindmicos por lo que se debe tener mucho cuidado
al utilizar este método. Si se integra el portafolio para intervalos cortos, de dos o tres dias, y los
cambios en los rendimientos son pequefios, el modelo dard resultados satisfactorios. De hecho, este
modelo es la base del modelo CAPM que es utilizado por muchas instituciones financieras para
calcular sus posiciones diarias. En el planteamiento del problema para N activos puede incluirse
como restriccién que no haya ventas en corto, lo que implica agregar la restriccién de que los
pesos w; > 0 parai=1,...,N. En este caso se debe aplicar el Teorema de Kuhn y Tucker para
problemas de optimizacién con restricciones de desigualdad. Para mayor informacién, se sugiere el
libro Peressini y col. (1988).

Para un anélisis m4s sofisticado se da por supuesto que los precios siguen un proceso estocdstico
browniano geométrico. El portafolio 6ptimo dindmico se calcula por medio de un problema de
optimizacién estocdstica que da lugar a un problema en ecuaciones en derivadas parciales, ver
Bjork (2004). para mayor informacion.

El modelo de riesgo-rendimiento se puede utilizar para integrar portafolios mas diversos
que no solo contengan acciones; se pueden incluir bienes de consumo como trigo, maiz, un
barril de petréleo u oro. También se pueden incluir tipos de cambio oficiales como es el Fix
o indices de mercados accionarios como el [IPC o NYSE US o Dow Jones, siempre que se
tenga acceso a sus precios histéricos diarios. El procedimiento es el mismo, se calculan los
rendimientos diarios a partir de los precios, ver los ejercicios 4.11 y 4.12.
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Modelo CAPM*

Como se vio en la seccién anterior, cuando se incluye el activo sin riesgo con rendimiento ry, la
frontera eficiente en el plano riesgo-rendimiento es una recta que pasa por (0,r) y por (o7, Ur), que
denota el riesgo y el rendimiento del portafolio tangente que se encuentra en la frontera eficiente del
problema clasico de Markowitz. Esta idea es retomada por el modelo CAPM en el que se propone
que el portafolio de mercado sea el que juegue el papel del portafolio tangente.
El modelo CAPM (Capital Asset Pricing Model) fue propuesto a principios de los afios sesenta
por William Sharpe, Jack Treynor, John Lintner y Jan Mossin, ver Sharpe (1964), y tiene como
fundamento el modelo de Markowitz. Supone que se cumplen las siguientes hipétesis:
1. Los inversionistas miden el riesgo de su portafolio en términos de la volatilidad o), del
mismo.

2. Todos tienen acceso a la misma informacién: ry C.

Los inversionistas solo se distinguen por su aversion al riesgo.

4. Los mercados de capitales son perfectos: los activos son divisibles, no hay costos de transac-
cién ni impuestos, y las tasas para depdsitos o préstamos son las mismas.

5. Todos identifican como portafolio tangente al portafolio de mercado o ideal cuya volatilidad
y rendimiento denotaremos por Oy y Uy, respectivamente.

6. Los precios de los activos A; se determinan por un argumento de equilibrio respecto a la
oferta y la demanda.

El portafolio de mercado estd integrado por todos los activos que hay en el mercado accionario.
El peso w; de un activo A; se calcula a partir del peso que tienen la accién A; en el mercado
accionario y que se denomina como peso de capitalizacién y que se calcula de la siguiente manera:
sea N; el niimero total de acciones A; que se ofertan en la bolsa y sea P; el costo de la accién i,
entonces

»

N;P;

W= —t
Y1 NP

Suponga que el mercado accionario consiste en tres acciones Ay, A» y A3 y se cuenta con la
siguiente informacion:

Activo Num. acciones Peso en acciones Precio  Capital Peso en capital

Ay 10,000 1/8 6 60,000 3/20
Ay 30,000 3/8 4 120,000 3/10
Az 40,000 172 5.5 220,000 11720

Bajo estos supuestos el portafolio de cada inversionista es una combinacidn lineal del portafolio
de mercado y del activo sin riesgo, es decir el rendimiento del portafolio estd dado por:

py = ourg+ (1 — o)ty
Esta recta en el plano riesgo-rendimiento tiene como pendiente

_ My —1y
Om

m

por lo que cualquier otro rendimiento de un activo i que esté sobre esta recta debe satisfacer

u= rg—i-iuM_rZG
Om
con i y o el rendimiento y el riesgo de dicho activo, respectivamente. A m se le llama el precio de
mercado del riesgo.
Como se vi6 en la seccién anterior, (O, tar) es el punto de tangencia del portafolio de mercado
M, cuya composicion estd dada por wy,. Considere cualquier otro portafolio V, en la curva de
riesgo-rendimiento y denote sus coordenadas por (oy, ty ).
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Por el teorema de dos fondos cualquier otro portafolio P se puede escribir como combinacién
lineal de wy; y V:

op= \/xZGV +(1—x)20% +2x(1 —x) Cov(rv,ru),
pp = xpy + (1 —x) tas-
Al derivar respecto a x:

dop  2xoy —2(1—x)0jy +2(1 —x)Cov(ry,ry) — 2xCov(ry,ry)
ox B ZGP '

Al evaluarenx =0

aGp

B —261‘2,1+2C0V(rv,l"M) B —GA2,1+COV(7'V7rM)
ox -

ZGM Oy

x=0
Si se hace lo mismo para {p, se obtiene:

Jup

Ox = Hv — Upm-

x=0

La pendiente de la recta en el punto (O, L) €s

dup
ox x=0 _ Hv — Hm _Hm—Te
aGP —GAZ,[-i-COV(rv,rM) oM ’
ox oM
x=0
de donde 5
—r¢Cov(ry,ry) — O
.uv—ﬂMZuM ! (rv. ) M
OMm OMm
o bien
Cov(ry,r,
Hy = o+ (Uas —7e) <( > u) —1>
Oy
Cov(ry,r,
=y SO .
Oy
Denote por
COV(V\/,I’M)
l}V == GAZ/[

el factor beta del portafolio V y del razonamiento anterior se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.6.1 — CAPM. Suponga que r, es menor que Ly p. Entonces el valor esperado de
cualquier portafolio factible es

My = re+ By (U —re).

El término By (ty — r¢) es la prima de riesgo para cualquier portafolio factible.

Si V estd en la recta entre (0,r¢) y (Oum, i) entonces esta prima y moy deben ser iguales. La
diferencia estd en que la prima de riesgo se aplica a cualquier portafolio factible, y no solamente a
los que estédn sobre la recta.

Cuando se aproxima el rendimiento ry del portafolio factible V mediante una funcién lineal que
dependa del rendimiento del portafolio de mercado M, Bry + ¢, entonces el error de aproximacion
es

E=ry — (ﬁrM—i— OC).
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Para determinar el o y B que mejor aproximan linealmente a ry (i.e. la que minimiza la varianza
de €) se usa regresion lineal, en cuyo caso

B = Bv,
o=y —PBvm =ri(l1—PBy),
esto ya que

£(0t,B) = Var(e) = ¥ (v, — (Bru, + @)y

k=
=E(r2) 4+ B*E(r},) + o> —2BE(ryry) — 20E(ry) + 2B E(ry),

—_

de donde
af(ao(‘xaﬁ) =20 —E(ry) +2BE(ry) =0,
w =2BE(ry;) — 2E(ryra) + 2aE(ry) = 0.

Al resolver este sistema de ecuaciones, se obtiene que

o E(rvrM) —E(rv)E(rM) o COV(rv,I"M)

P= "Rk ey P
_ E(rvry) —E(rv)E(ru)

@ =E(rv) - E(r]%,,) —E(ry)? Elru)
=My — COV(or[%:’ 0 tar = Hy — By M-

Asi, cuando o y fB se calculan de esta forma y dado que py = ry + By (Up — r¢):

€=ry — Uy — Pv(ru — tn)
=ry — (re+ By (s —re)) — By (rm — Um)
=rv —ro—Bvim + Bvre — Bvrm + By pm
=ry—ro—By(ry—ro).

Observe que

E(ev) =E(ry —re—Bv(rm —re))
=E(rv) —E(re) — E(Bv (rv — r¢))
=y —re—BvE(ru) + Bvry
= py — (re+ By (laa — 1¢))
=y —py =0,

Cov(ey,ry) =Cov(ry —re—Bv(rm—re),rm)

= Cov(ry,ry) — Covlrr;may) — Cov(By (ryr — re), rur)
0

= Cov(ry,ru) — Bv Cov(ry,ru) —W

COV(F‘/,I"M) 62

:COV(rv,I"M)— 62 MZO.
M

ry — Uy = &v + By (ryu — Um),



70 Capitulo 4. Optimizacion de portafolios

por lo que
Var(ry — wy) = Var(ey) + Var(By (ryr — ),

o bien
2 2.2
oy = Var(ey) + By oy,

donde 6‘% mide el riesgo del portafolio V, ﬁ‘%oﬁl es el riesgo sistemdtico debido a la relacion
entre el portafolio V' y el mercado, el cual estd medido por By, mientras que Var(gy) es el riesgo
diversificable.

Note que si V = M, entonces Var(&y) = Var(&y) = 0.

La férmula

Wy = re+ Py (Um — re)

muestra el equilibrio del mercado. Si cambiara el rendimiento esperado Ly o el factor By, de forma
que

Wy > re+ By (Uy — re)

entonces los inversores buscardn incrementar su posicion en la accién que modificé los valores,
ya que ofrece mayor rendimiento a la compensacion por riesgo sistémico. Esto llevard a que la
demanda aumente y, por lo tanto, aumente el precio de la accidn y, en consecuencia, se reduzca su
rendimiento esperado. Si en cambio

Uy < rg+ By (Up —10)

los inversores buscardn reducir su posicidn en la accion, lo que reducird su precio ya que hay una
oferta excesiva, y esto aumenta su rendimiento esperado.
De esta forma, tenemos lo siguiente:
1. Si B; =0 entonces y; = E(r;) = ry.
2. Si B; < 0 entonces y; = E(r;) < ry. Este activo reduce el riesgo del portafolio cuando se
combina con otros activos correlacionados con el portafolio de mercado.
3. Si0 < B; < 1 entonces el activo i se moverd como el portafolio del mercado, pero tendra
menores rendimientos.
4. Si B; > 1 se moverd como el portafolio del mercado, pero tendrd mayores rendimientos que
el portafolio de mercado.
En el modelo CAPM la 3 mide el riesgo del activo i. El indice de precios y cotizaciones de la bolsa
mexicana de valores IPC juega el papel del portafolio del mercado y su precio se cotiza diariamente
en la bolsa como cualquier otro activo por lo que la media, su varianza y la covarianza con otros
activos de sus rendimientos se puede estimar a partir de los datos histéricos.

» Ejemplo 4.9 Para cierto activo i tenemos que r;, = 0.075, tyy =0.12'y 6py = 0.15, si Cov(ri, ry) =
0.045, calcule el factor beta y el rendimiento esperado del activo. ;Conviene invertir en dicho
activo?

Se sabe que
Cov(r,r, 0.045
Oi; 0.15

Por otra parte,
wi = E(r;) =re+ Bi(uy —re) = 0.0754+2(0.12 - 0.075) = 0.165,
como se observa, el factor beta es mayor a 1, por lo que el activo tendrd mayores rendimientos

que el portafolio de mercado. Eso también se puede ver ya que r; < ;. Esto quiere decir que si
conviene invertir en dicho activo.

m Ejemplo 4.10 Supongamos que ry = 0.00021 y considere los siguientes datos diarios.
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Fecha Precio Liverpool IPC
1 de diciembre de 2021 85.03 50,752.12
2 de diciembre de 2021 86.43 50,956.15
3 de diciembre de 2021 86.28 51,413.06
6 de diciembre de 2021 88.23 50,842.35
7 de diciembre de 2021 91.04 51,009.75
8 de diciembre de 2021 88.91 51,121.00
9 de diciembre de 2021 87.97 51,305.44
10 de diciembre de 2021 87.50 51,240.19
13 de diciembre de 2021 86.82 51,218.97
14 de diciembre de 2021 88.05 51,481.70
15 de diciembre de 2021 86.98 51,291.03

1. Calcule los rendimientos logaritmicos de Liverpool y el IPC. Calcule la media y la volatilidad
muestral de cada rendimiento y la covarianza de estos rendimientos.
Calcule los rendimientos con la férmula
Pl
In <P0> .

Luego promedie sobre el nimero de rendimientos obtenidos. Para Liverpool el rendimiento
logaritmico promedio es fi; = 0.00226741, mientras que para el IPC el rendimiento lo-
garitmico promedio es fl;pc = 0.00141154, para calcular la covarianza muestral, se tiene
que

i1 (i = X) (i =)

Cov(X,Y) = 1
n_

con lo cual Cov(7, fipc) = —3.64977 x 10-°.
Finalmente, para calcular la volatilidad muestral se tiene que

&2 = Yr (xi—x)?

N n—1

)

con lo cual 67 = 0.000312348, y 87 = 3.46504 x 107>, de donde 67, = 0.017673377 y
61pc = 0.005886457

2. Calcule el factor beta del rendimiento de Liverpool cuando se toma al IPC como el rendi-
miento del mercado. ;Qué observa?
Al calcular la B se obtiene

_ Cov(fL,fipc)  —3.64977x107°

Pr= 62 3.46504x10°5

= —0.105331396

Observe que los rendimientos promedio de Liverpool estan correlacionados negativamente
con el IPC, es decir, son positivos cuando los rendimientos del IPC son negativos y viceversa.
| |

Para profundizar en algunos de los temas tratados en este capitulo se recomienda el texto de
Capinski y Kopp (2014).

4.7 Ejercicios

Ejercicio 4.1 Calcule el valor de un portafolio V! cuyo valor inicial es V° = 1000 que consiste
en dos acciones con asignaciones w; = 0.25 y wp = 0.75, los precios de cada una el dia de hoy
son P{) =45y Pg =33y al tiempo final P} =48y P} = 32. "
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Ejercicio 4.2 Encuentre el rendimiento de un portafolio que consiste en dos acciones con
asignaciones w; = 0.3, wp, = 0.7, para cada uno de los siguientes escenarios:

8 )

Escenariol 10% —5%
Escenario2 —5% 10%

Ejercicio 4.3 Encuentre el rendimiento esperado del portafolio del ejercicio 4.2 suponiendo
que la probabilidad de que ocurra el escenario 1 es 0.2 y de que ocurra el escenario 2 es 0.8
(sugerencia: por la linealidad de la esperanza, no es necesario que haga todos los célculos otra
vez. Utilice los resultados encontrados en el ejercicio 4.2). "

Ejercicio 4.4 Calcule las asignaciones w; y w, de un portafolio formado por dos acciones si el
rendimiento esperado del portafolio es E(r) = 0.1 dada la siguiente informacion:

Probabilidad ri r
Escenario 1 0.1 —10% 10%
Escenario 2 0.3 0% —5%
Escenario 3 0.6 15 % 20 %

Ejercicio 4.5 Use los datos del Ejemplo 4.5 y encuentre los porcentajes w; y w, para que
U, = 0.5, calcule el riesgo o, de este portafolio. "

I Ejercicio 4.6 Demostrar el Corolario 4.3.7. ]

Ejercicio 4.7 Retome el ejemplo 4.7, pero considere que el activo 1 y 2 estdn negativamente
correlacionados con el activo 3 de la siguiente forma:

Cov(ry,r3) = Cov(ra,r3) = —.10

y Cov(ri,r2) = .10, determine Wyyy, ryy y Opy. (Disminuye la volatilidad del portafolio de
minima varianza respecto al que se obtuvo en el ejemplo? "

Ejercicio 4.8 Muestre que para un portafolio V formado de n activos con pesos wiy, ..., w, se
tiene que el factor beta del portafolio cumple

By =wiBi 4 +wuPn
donde Bi,..., B, son los factores betas correspondientes a cada activo. "

Se sugiere que para los siguientes ejercicios se use Excel o Python. Se busca con ellos que el lector
se familiarice con la manipulacién de datos reales.

Ejercicio 4.9 Hay un inversionista con un millén de pesos que el 1 de julio de 2025 quiere
integrar un portafolio con acciones de 4 empresas: Grupo Bimbo, Cemex, El Puerto de Liverpool
y Grupo Financiero Banorte.
1. Baje de internet los datos histéricos diarios de los seis tltimos meses de los precios de las
acciones de cada empresa y grafiquelos.



4.7 Ejercicios

73

2. Calcule los rendimientos logaritmicos y grafiquelos.

3. Calcule la media, la varianza y covarianza muestral de los rendimientos diarios.

4. Grafique un histograma con cada uno de los rendimientos y decida si los rendimientos se
comportan conforme a una distribucién normal.

5. Realice una prueba Kolmogorov-Smirnov para comprobar si la distribucion es normal.

Ejercicio 4.10
1. Use los datos del ejercicio anterior para determinar la composicidn tanto del portafolio de
minima varianza como la de un portafolio sobre la frontera eficiente cuando se permiten
ventas en corto. Grafique el conjunto de riesgo-rendimiento.
2. ;Cual es el portafolio 6ptimo con rendimiento diario »* = 0.001923 que corresponde a un
rendimiento anual del 10 %. Exprese este portafolio como combinacién lineal de los dos
portafolios que determind en el inciso 1.

Ejercicio 4.11 Calcule el portafolio tangente correspondiente a los datos del ejercicio 4.9
cuando r, = 0.001442, que corresponde a un interés del 7.5 % anual, cuando se permiten ventas
en corto. Grafique la frontera eficiente.

Ejercicio 4.12 Busque los datos del IPC del dltimo mes, genere sus rendimientos y estime su
media, varianza y covarianza muestral. Si considera que el IPC es el portafolio de mercado,
determine lo que se le pide en cada inciso con los datos de las acciones del ejercicio 4.9.
1. Calcule las f; de cada accién y dé una interpretacion sobre las mismas. Use las f3; para
decidir cudles activos deberian reducir su participacion en el portafolio.
2. Calcule la B del portafolio de minima varianza y de otro sobre la frontera eficiente.
Compare las betas obtenidas con la varianza del portafolio y proponga una conclusion.

Ejercicio 4.13 Un activo importante es el Fix que es el tipo de cambio oficial peso-ddlar y que
publica diariamente Banxico en los dias habiles. Es un activo con riesgo porque es un promedio
ponderado del tipo de cambio en varias plazas del pais. En la pdgina de Banxico se puede
encontrar los datos histdricos para estimar la media y la varianza muestral. Con esta informacién
determine lo siguiente:

1. Grafique el tipo de cambio Fix con los datos histdricos del afio anterior. Calcule su

rendimiento logaritmico. Calcule la media y la varianza muestral.

2. Grafique su histograma y su QQ plot. ;Se comportan como una distribucién normal?

Aplique una prueba de bondad de ajuste.

Calcule la B usando al IPC como el portafolio de mercado.

4. Considere un portafolio en el que una parte se invierte en el IPC y otra en el FIX el 6
de enero del afio en curso. Calcule la matriz de varianza-covarianza muestral. Con estos
datos, calcule el portafolio de minima varianza y otro en la frontera eficiente. Grafique la
regidn de riesgo-rendimiento.

5. Use la tasa anual de Cetes a 28 dias del 6 de enero como la tasa libre de riesgo y calcule la
tasa efectiva diaria correspondiente. Calcule el portafolio tangente y la frontera eficiente.

s

Ejercicio 4.14 Suponga que hay un fondo de inversioén llamado Inveroro cuyo precio depende
de la cotizacion del oro internacional. Considere los datos del afio pasado y calcule lo siguiente:
1. Los datos en délares transférmelos a pesos, use la cotizacion del Fix del 6 de enero, y
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calcule y grafique los rendimientos logaritmicos. Calcule también la media y la varianza
muestral.

. Grafique su histograma y su QQ plot. Se comportan como una distribucién normal.

Aplique una prueba de bondad de ajuste.

. Calcule la 3 correspondiente.

Considere un portafolio con dos activos: el Fix e Inveroro que se invierte a partir del 6 de
enero del afio en curso. Calcule la matriz de varianza-covarianza muestral.

Calcule el portafolio de minima varianza y otro en la frontera eficiente. Grafique la regién
de riesgo-rendimiento.

Calcule la B del portafolio de minima varianza. ;Cémo es la beta de este portafolio
respecto a la beta de cada uno de los activos que integra el portafolio?
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(5. Riesgo de mercado

Intfroduccién

En 1975 en la ciudad de Basilea, Suiza, los jefes de Estado de los diez paises mas indus-
trializados crearon un comité integrado por los gobernadores de los bancos centrales con el fin
de uniformizar los criterios que se utilizan en la supervision de las instituciones financieras con
carteras internacionales. A este comité se le conoce como el Comité de Basilea. En 1988 emiti6 los
primeros acuerdos de Basilea I que se referian, entre otros puntos, al capital minimo que debe tener
una institucién financiera para cubrirse de su exposicién al riesgo de crédito, riesgo relacionado con
los préstamos que otorga un banco a particulares y empresas. En 1996 se ampliaron los acuerdos
para incluir el riesgo de mercado y se fij6 el afio 2000 como fecha limite para implementar pro-
cedimientos financieros rigurosos para estimar el riesgo que corren estas instituciones al invertir
los fondos de sus clientes, en los préstamos que otorgan y en las operaciones que llevan a cabo
regularmente. En 2004 se presentaron a la opinion publica los Acuerdos de Basilea II que definen
los procedimientos estdndar que deben implementar las instituciones financieras para supervisar su
exposicion a distintos riesgos a los que se enfrentan cotidianamente.

Entre estos riesgos estdn los siguientes:

1. Riesgo de mercado: es el riesgo que conllevan las variaciones de los precios de las acciones
que se cotizan en un mercado de valores y que integran un portafolio. Este riesgo también se
aplica cuando se trabaja con bienes de consumo: petréleo, trigo, oro, etcétera. También se
considera en este rubro a portafolios de bonos, sin riesgo de incumplimiento, con distintas
madureces y tasas de rendimiento.

2. Riesgo de crédito: este es el riesgo que conlleva un portafolio integrado por créditos hi-
potecarios o créditos a empresas, o un portafolio con bonos corporativos con riesgo de
incumplimiento. Este dltimo riesgo consiste en el riesgo que la empresa que emitié el bono
se declare insolvente para pagar a los tenedores de bonos.

3. Riesgo de liquidez: este riesgo sucede cuando un banco o una casa de bolsa tienen todos sus
activos invertidos o comprometidos y no puede pagar los retiros ni las transacciones de sus
clientes.

4. Riesgo operativo: es el riesgo que corre una institucion financiera por errores que cometen
sus empleados o por el incumplimiento de sus procedimientos.

Como respuesta a la crisis de las hipotecas subprime de 2008, el 16 de diciembre del 2010

se firmaron los Acuerdos de Basilea III que consisten en un conjunto de propuestas que deben
implementar las instituciones bancarias con el fin de que éstas incrementen tanto la calidad de
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su capital como su liquidez para evitar el problema del contagio entre las instituciones cuando se
incrementa las tensiones en el sistema financiero. En diciembre 2017 se publicaron los Acuerdos
de Basilea IV que buscan fortalecer la resilencia del sistema financiero a través de estandarizar las
metodologias tanto para la evaluacién de los riesgos de mercado, crédito y operativo como para el
célculo de los requerimientos de capital de las instituciones bancarias.

El encargado de supervisar la implementacion de estos acuerdos en México es la CNBV y
en su pdgina oficial se puede descargar un documento con la metodologia que deben adoptar las
instituciones bancarias que operan en México para cumplir con dichos acuerdos,

Este capitulo trata sobre el riesgo de mercado e introduce las medidas de riesgo VaR y CVaR
que son las medidas recomendadas en los Acuerdos de Basilea Il y IV, respectivamente para medir
dicho riesgo. Estas medidas se presentan en el contexto de un portafolio de acciones.

Sean
C 0
VO = Zmll)z ’
i=1
< 1
Vl = Zmlpl ;
i=1

el valor del portafolio al tiempo inicial y final, respectivamente, con Pl.j el precio de una accién al
tiempo j =0, 1. Vjy es conocido mientras que V; es una variable aleatoria. Hasta ahora se han visto
dos maneras de medir el riesgo de un portafolio: si se supone que los rendimientos son normales
entonces la volatilidad del portafolio o es una buena medida del riesgo, como en el modelo clasico
de Markowitz; por otro lado, las f; nos dan una idea del riesgo que conlleva invertir en el activo i
respecto al portafolio de mercado.

Medidas de riesgo

(Qué propiedades serian deseables que cumpliera una medida de riesgo? Sea (Q,F,P) un
espacio de probabilidad, con Q el conjunto de eventos, F' una sigma-dlgebra y P una medida de
probabilidad. Sea L : Q — (—oo, ) una variable aleatoria y sea X un espacio vectorial integrado
por las variables aleatorias L y .# un cono convexo de X, es decir es un subconjunto de X en el
que se satisface: si L,L, € .#,entonces Ly + 1L, € # ysily €.# y o >0,entonces 6L, € ..

Definicién 5.1.1 Sea p : .# C X — [0,o0) una funcién que satisface:
1. Invarianza bajo traslaciones: si se agrega un monto determinista al portafolio se reduce el
riesgo del portafolio:
p(L+0) <p(L)+¢

para { € R.
2. Homogeneidad:
p(6L) < 6p(L)
para 6 € R™.
3. Subaditividad:
p(Li+L) < p(Ly)+p(L2).
4. Monotonicidad:
p(L1) < p(La)

si L1 S Lz.
Si p cumple lo anterior se dice que es una medida de riesgo coherente.

= Ejemplo 5.1 Observe que 0, no satisface las condiciones 1, 2 y 3. El factor 8 tampoco es una
medida de riesgo coherente, pues la monotonicidad no se cumple. "

Para dar un ejemplo de una medida de riesgo coherente, se introducird primero el Valor en
riesgo, que se denota por VaR, para después definir el Valor en riesgo condicionado (CVaR) o
expected shortfall que cumple con las propiedades de una medida de riesgo coherente.
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Valor en riesgo (VaR)

El VaR es una medida de riesgo para cuantificar la exposicién al riesgo de pérdida en una
inversion. Se utiliza en la banca desde 1993 ante la necesidad de monitorear diariamente su
exposicion al riesgo. En 1996 el Comité de Basilea lo incorporé a los procedimientos que se
deberian utilizar para medir el riesgo de mercado. Consiste en lo siguiente: dado un horizonte de
tiempo 7 y un nivel de confianza «, estima el tamafio de las posibles pérdidas de una inversion.
En particular, se aplica para evaluar el riesgo al integrar un portafolio con acciones que cotizan en
bolsa.

La pérdida L de un portafolio de inversidn es:

n
L=—(Vi—Vo) ==Y (mP —mP)
i=1

n 1 0 n 1
o(P —F) o (B
:—ZmiP-iz—ZmiP-ln —
e ] AR

n mPO n
=W <Z ‘I/Ol ri) = —VOZ{WLT[,
=

i=1

donde Vj es la posicion del portafolio al tiempo t = 0 y r; es el rendimiento logaritmico del activo i
que son los factores de riesgo. Se multiplica por menos para que las pérdidas sean positivas y las
ganancias negativas y que al graficar la distribucidn, las pérdidas aparezcan del lado derecho de la
grifica.

Definicion 5.2.1 Dado un horizonte de tiempo T y un nivel de confianza «, el valor en riesgo
(VaR) se define como

VaR () = inf{k, € R | P(L > k.) < 1 — ).

El VaR (o) nos da el cuantil para el cual la probabilidad de que las pérdidas del portafolio sean
menores o iguales a k. es menor o igual a ¢. El calculo del VaR depende de las hipétesis que
se hagan sobre la distribucidn de los rendimientos del portafolio. Observe que el VaR no es una
medida de riesgo coherente porque no cumple la subaditividad.

En este texto se presentan dos métodos para estimar el VaR y el CVaR: el método de varianza-
covarianza, que supone rendimientos normales, y el método histérico, que trabaja directamente con
las pérdidas del portafolio sin suponer distribucién alguna.

En suma el VaR tiene varias propiedades atractivas: se puede aplicar a cualquier portafolio sin
importar su composicién; toma en cuenta las correlaciones en los cambios de los precios de los
activos del portafolio; el riesgo se representa mediante un solo nimero y es facil de calcular. Sin
embargo, tiene sus inconvenientes, entre los que se encuentra no tener la propiedad de subaditividad,
que viola el principio de diversificacion en finanzas.

VaR paramétrico

Si se supone que los rendimientos son normales, la pérdida del portafolio también es una
variable aleatoria normal cuyos pardmetros se estiman por medio de los datos:

n n
UL = E[L] =—W ZW,’E[I’i] ~ -V Zwifi = ﬁL
i=1 i=1
of =VIW L wr VW Ew,

con 7; la media muestral de los i-ésimos rendimientos, X la matriz de varianza-covarianza de los
rendimientos y X la matriz de varianza-covarianza muestral.
Si los datos histdricos son diarios y Vp = 1, el cdlculo del VaR a un dia se hace de la siguiente

forma: Sea
oL

VA

~N(0,1).
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Por definicién
1 VaR (o) )
PZ < ViR(@) = o = B(VaR(@) = —= [ ¢y
T J—

con @ la normal acumulada que es una funcién invertible. Por lo tanto,
VaR(a) = d ! (a),
con ®~! la inversa de la normal acumulada. Como P(L < 67 VaR(«) + ;) = & entonces
VaR(a) = @ ' (a)op + ur.

Si se utiliza la media {; y la varianza muestral 67 se obtiene una estimacién del VaR que se

denotard por VaR
VaR(at) = @ () 6+ fiz.

En la Figura 5.1 se ilustra el cdlculo del VaR al 95 % y al 99 % cuando las pérdidas se distribuyen
como una Normal con 4 =0y o2 = 1.

f(x)

-4 -2 0 2 4

Figura 5.1: La interseccion de las rectas verticales con el eje de las x nos dan el VaR al 95% y
99 %, respectivamente, cuando las pérdidas tienen una distribuciéon N (0, 1).

Cuando se calcula el VaR de un portafolio para un horizonte de tiempo, se supone que la
composicién del portafolio permanece constante, lo cual es un supuesto dificil de cumplir para
periodos largos. En el caso de portafolios con acciones, el horizonte de tiempo que se toma
usualmente es de un dia o una semana. Pero si el portafolio se compone de créditos, es razonable el
horizonte de un afio.

El cédlculo del VaR para un horizonte de tiempo 7 y con un portafolio con valor inicial Vj es

VaR(a) = Vp (@’l(a) GLﬁ+uLT) .

En ocasiones se mide la diferencia entre el VaR y la media de las pérdidas, lo cual se denomina
como VaR™*"  En el caso del riesgo de mercado, en donde el horizonte de tiempo es pequefio, no
hay mucha diferencia entre una y otra medida, pero en riesgo de crédito es importante hacer la
distincioén.

Definicion 5.2.2

VaR™ (¢r) = VaR () — pp = Vo(®~ () 01)VT.
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m Ejemplo 5.2 Suponga que tiene un portafolio con posicion inicial Vy = 100000 pesos y cuyas
pérdidas semanales se distribuyen como una normal con parametros ¢ = 0.01 y volatilidad ¢ =
0.10, determine el VaR y el VaR™**" a un nivel de confianza del 95% y 99 % a 5 dias.

Dado que ®~1(0.95) = 1.66 y ®~!(0.99) = 2.32, tenemos que

VaR(.95) = 100000(®~'(0.95)0.10v/5 4 0.05) = 42118.73,

VaR(.99) = 100000(®~1(0.99)0.10v/5 + 0.05) = 56876.78,
VaR™ (.95) = 100000($~"(0.95)0.10)v/5 = 37118.73,
VaR™(,99) = 100000(®1(0.99)0.10)v/5 = 51876.78

m Ejemplo 5.3 Considere los rendimientos de las siguientes acciones: A} = Liverpool, Ay =
Walmart, A3 = Chedraui y A4 = Elektra del 1 de diciembre al 15 de diciembre de 2021.

Fecha A1 A2 A3 A4

1 de diciembre de 2021 0.01633 0.00601 0.03883 —0.00108
2 de diciembre de 2021  —0.00174 —0.00257 —0.03510 —0.00061
3 de diciembre de 2021 0.02235 0.00386 0.00319 —0.00085
6 de diciembre de 2021 0.03135 —0.00343 —0.00346 0.00065
7 de diciembre de 2021  —0.02367 0.04599 0.02710 0.00051
8 de diciembre de 2021  —0.01063 —0.00672 0.01622 —0.00221
9 de diciembre de 2021  —0.00524 0.01380 0.00586 0.00051
10 de diciembre de 2021 —0.00791 0.01079 —0.01406 0.00004
13 de diciembre de 2021 0.01407 0.01426 0.05168 —0.00158
14 de diciembre de 2021 —0.01223 —0.00079 0.01432  —0.00159
15 de diciembre de 2021 0.00252 0.01876 —0.02786 —0.00224

Dado el portafolio: w = (1/4,4/10,1/4,1/10) estime la muestra de las pérdidas. Estime la
media y la volatilidad de las pérdidas diarias y calcule el VaR(0.95) y VaR(0.99) para un horizonte
de un dia.

La media y volatilidad muestral de las pérdidas son: i = —0.004396 y 6 = 0.008781,

VaR (0.95) = —0.004396 + (1.66)(0.008781) = 0.01018
VaR (0.99) = —0.004396 + (2.32)(0.008781) = 0.01598

Es de esperarse que siempre sea mds alto el VaR(0.99) que el VaR(0.95). Por tltimo, cabe
sefialar que el supuesto de normalidad no se cumple en general, puesto que las pérdidas exhiben
colas pesadas. De hecho, el procedimiento de varianza-covarianza subestima el VaR y el CVaR (ver
Embrechts y col. (2005)).

VaR histoérico

Esta metodologia es no paramétrica ya que no supone una distribucién de los rendimientos y
trabaja con la distribucién empirica definida por los propios datos.

Dada una muestra de rendimientos de un portafolio {¥;,72,...,7,} y una posicién w, se genera
una muestra de las pérdidas {L,...,L,} asociadas a este portafolio y, a partir de ellas, se construye

la funcién de distribucién empirica de la siguiente forma: primero se ordenan en forma ascendente
las pérdidas observadas y se construye una funcién de frecuencias relativas

Zl[ligx]a

con /j;,<, la funcién indicadora que vale 1 si la observacion /; < x, o 0 en otro caso.
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Definicién 5.2.3 Sea F' una distribucién empirica y sea p € (0,1). El estimador empirico del
cuantil p de F se define por

xp=min{x eR|F(x) > p}.

Observe que xq ~ VaR(a).

= Ejemplo 5.4 Considere los datos del ejemplo 5.3 y el portafolio w = (1/4,4/10,1/4,1/10).
Calcule las pérdidas y ordénelas de menor a mayor. Estime xg g¢.

Las pérdidas ordenadas son —0.01961, —0.01502, —0.012482, —0.00714, —0.00628, —0.00373,
7.10428 x 107>, 0.00083, 0.00220, 0.002785 y 0.01001, a partir de esto, podemos ver que xp.90 =
0.002785

El mayor atractivo de este método es que es completamente no paramétrico, es decir, no se
supone que las pérdidas tengan una distribucién especifica. Sin embargo, la variabilidad de los
estimadores depende de la muestra que se obtenga. Es por ello que una estimacion puntual no es
suficiente. Este procedimiento se puede complementar mediante métodos de remuestreo como los
métodos Bootstrap con los cuales se pueden calcular intervalos de confianza para el VaR a partir
de la muestra de datos. El inconveniente de este método reside en su dependencia muestral. En
particular, requiere de una muestra grande de observaciones para dar una estimacién buena, como
se observa en el ejemplo 5.3. Ademas, genera tinicamente escenarios que ocurrieron en el pasado,
lo que es un problema en el drea de finanzas donde lo importante es prever las expectativas futuras
del mercado, ver Embrechts y col. (2005) y Crouhy y col. (2001).

VaR condicionado (CVaR)

Definicion 5.3.1 El valor en riesgo condicionado CVaR es la pérdida promedio dado que se
rebasé el VaR, es decir
CVaR(a) =E[L| L > VaR(a)].

Se puede checar que el CVaR si es una medida de riesgo coherente. Es por ello que en los
acuerdos de Basilea IV se recomienda utilzarla para la evaluacién del riesgo de cualquier portafolio
de activos. El CVaR también se le denomina como la pérdida esperada o expected shortfall.

Teorema 5.3.1 Si L se distribuye como una normal con media y; y varianza GL2 entonces

CVaR(@t) = py + —=— (@ (@1)).

l-«o

Para calcular el CVaR paramétrico cuando se considera que los rendimientos son normales,
observe que si L se distribuye como una normal con media u; y varianza 6L2 entonces su CVAR(«)
puede calcularse a partir del CVaR de una variable estandarizada de la siguiente forma:

L— L—
CVaR(a) = iy + op E[Z—HE | E2HL S 1),
O] or,
Por lo que basta calcular el CVaR () para cuando las pérdidas se distribuyen como una normal
con media 0 y varianza 1. Sea Z = L;—Z“
EZ ¢ 1(a)
EZ|Z>® ()] = :
1 1 =

_1.2
= ze 2% dZ7
l—o+\271 Jo\(a)

1 _
= mw@ a)).

con ¢(x) = ﬁe 2
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En el caso de trabajar con las estimaciones de [l y 0 muestrales

CVaR () = e + - 0(& (@))61.

CVaR histérico

Para calcular el CVaR histérico usando la distribucién empirica de las pérdidas simplemente se
deben promediar las observaciones ordenadas L; que quedan por encima de x,. Sean m el nimero
de observaciones que quedan por encima de x,,

lm
CVaRy = — Y L.

m Ejemplo 5.5 Considere los datos del ejemplo anterior. Entonces

CVaR(0.95) = 0.01372
CVaR(0.99) = 0.01901

mientras que CVaRg(0.99) = 0.01001 .

Para mayor informacién sobre este tema, puede consultar Embrechts y col. (2005) y Jorion
(2001) y para profundizar en la modelacién del riesgo se sugiere consultar a Mota y Nufiez (2013).

Ejercicios

Ejercicio 5.1 Demuestre que tanto la varianza como la 8 del modelo CAPM no son medidas de
riesgo coherente. u

Ejercicio 5.2 Construya un contragjemplo que muestre que el VaR no es una medida de riesgo
coherente. m

I Ejercicio 5.3 Demuestre que el CVaR es una medida de riesgo coherente. "

Ejercicio 5.4 Suponga que un portafolio tiene pérdidas con distribucién normal con media
diaria del 0.00015 y varianza diaria del 0.0005. Si invierte 10,000 pesos en este portafolio a una
semana,

1. ;jcudl es el VaR y el CVaR a un nivel de confianza ¢ = .95 ?

2. varie la varianza en un £20 % y haga los mismos célculos, ;qué observa?

Ejercicio 5.5 Use los datos del ejemplo 5.3 para calcular las pérdidas del portafolio uniforme.
1. Estime la media y la volatilidad muestral diaria de las pérdidas y calcule el VaR y CVaR
paramétrico a un dia con un nivel de confianza del 95 % cuando se invierten 100,000
pesos.
2. Estime ahora el VaR y el CVaR por el método histérico.

| |
En los siguientes ejercicios se recomienda usar Excel, Python o R para facilitar los cdlculos.

Ejercicio 5.6 Use los datos del ejercicio 4.9 del capitulo 4 para generar una muestra de las
pérdidas de dos portafolios. El primero es el portafolio uniforme en el que las w; son iguales, el
segundo es el portafolio de minima varianza calculado en dicho ejercicio.
1. Estime la media y varianza muestral de las pérdidas de ambos portafolios y calcule
el VaR(a) y CVaR(«), cuando se supone que los rendimientos son normales y o =
0.95,0.99 para uno y cinco dias.
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2. Estime el VaR y CVaR por el método histérico de ambos portafolios. Compare sus
resultados con el inciso anterior cuando invierte 10,000 pesos.

Ejercicio 5.7 Use los datos del ejercicio 4.14 del capitulo 4 para generar una muestra de las
pérdidas de dos portafolios. El primero es el portafolio de minima varianza calculado en dicho
ejercicio y el segundo propdngalo usted para que el CVaR sea mas pequeno. Justifique su
eleccion.

1. Estime la media y varianza muestral de las pérdidas de ambos portafolios y calcule el
VaR(a) y CVaR(a), cuando se considera que los rendimientos son normales y o =
0.95,0.99 para uno y cinco dias.

2. Estime el VaR y CVaR por el método histérico de ambos portafolios. Compare sus
resultados con el inciso anterior cuando invierte 100,000 pesos.



(Solucién de ejercicios

Capitulo 1
1.2 718%
1.4 $6805.83
1.7 Interés simple: $787.40, interés compuesto: $772.18
1.9 VF =3456
1.11 Tasa semanal: 0.001534924

1.13 Proyecto 1: TIR =9.88 %, VPN = 16.72, proyecto 2: TIR = 11.18 %, VPN = 26.54, se elige
el proyecto 2.

1.16 $109,100

Capitulo 2

2.2 $1,216.58
2.4 $3,338.97
26 P=F

2.8 P=912.44
2.10 0.001534924

2.13 A =0.08
nn+1)

215 G577

Capitulo 3
3.1 Tasa a 300 dias: 0.07750; tasa a 7 afos:—0.4157
3.3 Tasa a 7 afios: 0.0875
34 f£=0.0819
3.6 figo—120 =0.011253
3.7 Tasa a 300 dias: 0.07790



84 Solucion de ejercicios

Capitulo 4
4.1 v1=993.93
4.2 Escenario 1: r, = —0.005, escenario 2: r, = 0.055
43 E(r)=0.043

3 4
4.4 wlz?wz:?
43 46
4.5 wp = —?, Wy = ?, Op = 3.745

4.7 wyy = (0.1613,0.3226,0.5161), ryy = .17096, o)y = .056, si disminuye la volatilidad.

Capitulo 5

54 1. VaR =837.5,CVaR = 1013.36
2. Si la varianza se incrementa en 20 %, entonces VaR = 916.72 y CVaR = 1109.37
Si la varianza disminuye en 20 %, entonces VaR = 749.87 y CVaR = 907.17

5.5 1. Paramétrico: VaR = 1018.03 y CVaR = 1326.88
2. Histdrico: VaR = CVaR = 1000.5
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