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Prefacio

De la geometria griega a las computadoras

El presente texto cubre cabalmente el programa de Geometria Analitica de la Licenciatura en
Matematicas de la UAM Iztapalapa y mds. Puede usarse también en los cursos de Calculo de varias
variables para la parametrizacién de superficies, asi como en los cursos de Algebra Lineal como
fuente de ejemplos y como un acercamiento geométrico al teorema de los ejes principales.

La geometria que trataremos requiere de la geometria euclidiana como conocimiento previo. Se
supondrd a lo largo de este libro que el lector conoce los teoremas mds importantes de congruencia
y semejanza de tridngulos, paralelismo y perpendicularidad de rectas, asi como el teorema de
Pitdgoras sin que se exija ser un experto. Para el profesor, se requiere ademds que haya tenido
noticia, de alguna forma, de la axiomatica formal de la geometria y que sea capaz de comprender
el método axiomdtico deductivo de la matemética. Se recomienda por ejemplo la axiomadtica
establecida en el libro de David Hilbert [7], pero enfoques mas elementales son suficientes, por
ejemplo el del libro de René Benitez [2] o bien el del libro de Cérdenas [4]. En el capitulo 1 se
enuncia y se da una demostracién elemental del teorema de Pitdgoras y en el capitulo 2, se da
una demostracién vectorial. Sin el teorema de Pitdgoras no es posible comprender la Geometria
Analitica. Ademads, se requieren una serie de conocimientos bésicos en dlgebra elemental y ciertas
nociones de conjuntos. En el capitulo 1 se enumeran los teoremas del dlgebra y se enuncian las
definiciones de conjuntos que se mencionan y utilizan a lo largo del libro. Dado que se presuponen
conocidos, no se estudian dichos temas a profundidad, pero se muestran algunos hechos bésicos. El
nivel de conocimientos de nuestro enfoque en dlgebra y conjuntos es equivalente al del libro de
Swokowsky [13]. Sin los conocimientos previos de dlgebra, geometria elemental y trigonometria
béasica enumerados en el capitulo 1, serd muy dificil tratar de emprender el estudio de la Geometria
Analitica. Puede ser de utilidad, antes de emprender el estudio de la Geometria Analitica, realizar
la evaluacién diagndstica ubicada al final del capitulo 1, la cual dard al lector una guia del nivel de
conocimientos requeridos para el estudio de este libro. La evaluacién diagndstica debe ser realizada
antes o durante la primera semana de actividades.

En este libro se introducen vectores desde el inicio. Es importante destacar este punto como una
diferencia con enfoques clasicos de la Geometria Analitica, por ejemplo el del libro de Lehmann
[10]. Como se sabe, los vectores son fundamentales en estudio de las ciencias e ingenierfas y un
acercamiento temprano, como se plantea aqui, es de gran utilidad.

Muchas otras diferencias de enfoques respecto a otros textos encontrard el lector en nuestro
libro. Por ejemplo en el capitulo 3 se estudia la circunferencia antes que la recta. Esto es asi, dado
que a partir de la ecuacién de la circunferencia, se fundamenta el estudio de la Trigonometria
Analitica. Como conocimiento previo se requiere de las definiciones bésicas de la trigonometria
como la definicién de seno, coseno y tangente en tridngulos rectdngulos, pero el estudio de la
Trigonometria Analitica permite trabajar con dngulos de medida arbitraria en radianes e introducir
férmulas trigonométricas para suma y diferencia de dngulos de cualquier valor, las cuales son
indispensables para un conocimiento adecuado de la ecuacién de una recta y del 4ngulo entre rectas,
entre otras aplicaciones. Estas formulas trigonométricas se estudian en el capitulo 3.

El estudio del espacio de tres dimensiones es tépico de cursos universitarios, en este libro se
presenta en el capitulo 6. Nuestro enfoque se presenta de manera sencilla como una extension de
las propiedades del espacio R? estudiadas desde el capitulo 1.



El dltimo capitulo es una introduccién al dlgebra lineal desde el punto de vista de la geometria,
se presentan los conceptos de vector propio, valor propio en el contexto de la diagonalizacién de
matrices simétricas, matrices que surgen naturalmente en las cénicas y en las superficies cuadraticas.

Ningtin enfoque contemporaneo puede dejar de lado el uso de computadoras, en este libro
se usan ampliamente las tecnologias de informacién y comunicacién (TIC), en particular se
usa el software de uso libre y gratuito GeoGebra, el cual se puede encontrar en la pagina web,
https://www.geogebra.org/?lang=es. Se han disefiado actividades didécticas a lo largo
del libro que requieren el uso de este programa. De las miiltiples ventajas que se pueden mencionar
de GeoGebra, ademds de que es que es un programa de uso libre y gratuito, las mds bésicas son:
el programa cuenta con abundantes ayudas y comandos en nuestro idioma; el programa puede
instalarse en sistemas linux, mac y windows, pero también puede usarse en linea sin necesidad de
instalarse. A lo largo de nuestro libro se dan instrucciones y ejemplos de como usar GeoGebra.
La maravillosa herramienta que proveen las computadoras no puede sustituir, sin embargo, la
experiencia de escribir y aprender con papel y 1dpiz la Geometria Analitica. No debe dejarse a
lado la experiencia de obtener a mano nuestras propias graficas, de la misma manera de la que
quien desee mantenerse en buena forma fisica no puede evitar ejercitar su cuerpo. No olvide que la
computadora es una herramienta, no un sucedaneo.

Sobre la perspectiva didactica del libro podemos decir que incluye actividades que han sido
pensadas y aplicadas en el aula como generadoras de situaciones de descubrimiento. Estdn dirigidas
a lectores activos e inducen el desarrollo de actitudes auténomas respecto al estudio. La diferencia
con enfoques cldsicos de la geometria es que diversos temas en lugar de ser expuestos en forma
de catedra, son presentados utilizando guias para el descubrimiento y requieren la interaccién
inteligente del lector. Ademads, el libro incluye numerosos problemas que se han distribuido en
tres niveles de dificultad: el nivel basico puede ser pensado para un lector que se aproxima a la
Geometria Analitica por primera vez; los problemas de nivel medio y avanzado, son pensados
para estudiantes de nivel universitario y fomentan el desarrollo de capacidades en la resolucién
y planteamiento de problemas. Muchos problemas son cldsicos y hemos optado por incluir en la
seccion de problemas, versiones que aparecen en el libro de Kletenik [9], el cual ya no se edita.
Los problemas incluidos han sido probados en el aula con estudiantes de nivel universitario. Los
problemas de nivel basico requieren cada uno entre 10 y 15 minutos para un lector novicio. Por
otra parte, los problemas de nivel medio y avanzado requieren entre 20 y 45 minutos cada uno.

Todas las graficas que aparecen en este libro se han generado con GeoGebra y en las secciones
de problemas y ejercicios se incluyen actividades que requieren de este programa o cualquier otro
lo suficientemente poderoso como para generar graficas, con animacion incluida, en dos y tres
dimensiones. Ya que se ha mencionado el software libre, este libro se ha escrito completamente
en lenguaje LaTeX, el cual se usa actualmente en los libros de texto publicados por las mejores
editoriales. jApoyemos el software libre!

¢ Qué es lo recomendable de este libro?

En resumen, enumeramos los siguientes aspectos que hacen de este libro una aproximacion a
la Geometria Analitica con un enfoque diferente, novedoso y aplicable en un amplio ndmero de
Cursos.

e Software. Se introduce desde el primer capitulo el uso del software GeoGebra, el cual es de

uso libre y gratuito.

e Aplicabilidad en diferentes curricula. Se incluyen los temas del programa de la UNAM
para las preparatorias asi como los del Colegio de Bachilleres. Ademds de geometria plana,
también son tratados aqui temas del espacio de tres dimensiones, por lo que el libro puede
emplearse en cursos de ensefianza media superior, pero también puede usarse en cursos
universitarios o como libro de consulta para ingenieros y cientificos. Ademas, el tdltimo
capitulo del libro es una introduccién al dlgebra lineal desde la perspectiva de la Geometria



Analitica con lo cual nuestro libro se puede usar como material de apoyo en un curso de
dlgebra lineal aplicada.

e Vectores. Se introducen tempranamente los vectores en dos y tres dimensiones.

e Didactica. El libro comprende actividades, ejercicios y problemas. Las actividades son
planeadas como situaciones de descubrimiento. Los problemas tienen un rango que va de la
dificultad elemental a la dificultad que requiere de saber experto. Todos los problemas de
nivel bdsico e medio incluyen soluciones.

Indicaciones para profesores. Con el simbolo (N ) se incluyen notas, comentarios y suge-
rencias pensadas primeramente para profesores principiantes o lectores autodidactas. También
pueden ser de utilidad para profesores no especialistas en matemadticas como indicaciones o
guias para una mejor aplicacion del texto en la préctica docente.

Enfoque autocontenido. Todos los temas tratados aparecen desarrollados en el libro sin que
sea necesario recurrir a otros textos, desde el primer capitulo con temas de construcciones
con regla y compds, hasta el dltimo capitulo el cual es una breve introduccién al Algebra
Lineal.

Gabriel Lopez Garza.
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1. Preliminares i dispe

Preliminares de geometria

Sin los conocimientos previos de dlgebra, geometria elemental y trigonometria bdsica serd muy
dificil emprender el estudio de la Geometria Analitica. Al final del capitulo el lector encontrard una
evaluacién diagndstica que le dard una guia del nivel de conocimientos requeridos para el estudio
de este libro.

La evaluacion diagndstica debe realizarse antes de emprender el estudio de la Geometria
Analitica o durante la primera semana de actividades.

Es recomendable comenzar el estudio de la Geometria Analitica con un repaso de los temas
incluidos en este capitulo, sobre todo de aquellos en los que se detectan dificultades en la evaluacion
diagndstica. También en este capitulo se enumeran las nociones de dlgebra y conjuntos indispensa-
bles a lo largo del libro, el lector puede encontrar aqui las férmulas, teoremas y construcciones con
regla y compds, mds importantes que serdn usados y referidos reiteradamente.

Geometria sin coordenadas

No comenzaremos nuestro estudio enumerando los axiomas de la geometria euclidiana. En
lugar de ello partiremos del problema geométrico de construccién de una recta perpendicular a una
recta dada que pasa por un punto cualquiera de la recta. Este resultado nos permite ubicar en el
plano euclidiano un par de ejes rectangulares a partir de los cuales se construye toda la Geometria
Analitica. La introduccién de coordenadas del plano cartesiano la haremos en la seccién 2.2 del
capitulo siguiente, alli el lector entenderd la importancia de utilizar ejes rectangulares como marco
de referencia y podrd apreciar que no es conveniente escoger cualquier tipo de rectas sino aquellas
que sean perpendiculares, es decir, rectas que se corten en un angulo de 90°. A partir de alli surgira
la importancia del teorema de Pitdgoras para medir distancia entre puntos, entre otras cosas, y con
ello quedara firmemente cimentado todo el estudio de la geometria que es objeto de nuestro estudio.

Actividad 1.1 1) Realice una discusién colectiva de como obtener una recta perpendicular a
una recta dada que pase por un punto cualquiera de la recta. Los estudiantes pueden utilizar



2 Preliminares indispensables

papel transparente o acetatos para que realicen experimentos y, a partir de estos, sugieran como
obtener la recta perpendicular. Esta primera actividad debe realizarse sin regla ni compas. 2)
Dada una recta &% y un punto P sobre la recta, use regla y compds para construir una recta
perpendicular a % que pase por P. 3) Dé argumentos geométricos que demuestren que las rectas
que obtuvo son efectivamente perpendiculares. =

Solucion de la actividad 1.1. Los estudiantes deben dibujar una recta sobre papel transparente y
un punto sobre ella. No debe partirse de que es posible construir la perpendicular que pase por el
punto, sino que debe discutirse si es posible tal construccion. Aqui la mejor solucién sobre papel
transparente consiste en doblar la hoja de tal manera que la recta quede sobre si misma exactamente
por el punto que se desea. Pero si los estudiantes no llegan a esta solucién ello no impide que esta
actividad siga desarrolldndose sin mayores dificultades. De hecho, aqui lo que debe quedar claro es
que el problema de construccién que tratamos no es trivial.

2) Para la construccion de la perpendicular, procedemos con una secuencia de pasos ilustrados en
la figura 1.1.

Paso 1: Dibuje una recta Z# cualquiera en el plano y un punto P sobre ella.

Paso 2: Con centro en P trace una circunferencia cualquiera. Denote con A y B las intersecciones
de la circunferencia construida con la recta Z.

Paso 3: Con centro en A construya una circunferencia que pase por B.

Paso 4: Con centro en B construya una circunferencia que pasa por A. Denote con P’ la interseccion
de las dos circunferencias construidas en los pasos 3y 4.

Paso 5: Construya la recta que pasa por Py el punto P’ obtenido en el paso anterior. Denote con
' 1a recta obtenida.

3) Procedemos a demostrar que las rectas Z y %’ obtenidas en el inciso 2), son perpendiculares. Por
construccion el segmento PA es congruente con PB (son radios del mismo circulo). Por construccién
los segmentos AP" y BP' son congruentes (son radios de circunferencias distintas pero congruentes,
Jpor qué son congruentes las circunferencias?). El segmento PP’ es congruente consigo mismo.
Se concluye que los tridngulos PAP’ y BPP' son congruentes entre si (argumente). Por lo tanto el
dngulo APP’ es congruente con el angulo BPP' (;por qué?) y, por lo tanto, estos angulos son rectos
((por qué). Se ha demostrado que las rectas Z y %' son perpendiculares. U

N) Ellaseccion 1.1.2 se introduce una gufa para el programa computacional GeoGebra en el cual

<

el lector puede utilizar las herramientas “compds”, “recta” y “punto”, para obtener las graficas
de la figura 1.1. Sin embargo, la maravillosa herramienta que proveen las computadoras no
puede sustituir la experiencia de escribir y aprender con papel y lapiz la geometria, ni la
Geometria Analitica. No olvide que la computadora es una herramienta mas, no un sustituto
de la ensefianza tradicional.

GeoGebra y construcciones con regla y compas

El programa GeoGebra se encuentra en la pagina web:
https://www.geogebra.org/?lang=es

GeoGebra puede utilizarse en linea o puede descargarse e instalarse en cualquier computadora para
su libre uso. El programa incluye amplias ayudas y manuales escritos en espafiol, ademds incluimos
aqui algunas instrucciones bdsicas para comodidad del lector.

Cuando se accede a la pagina web de GeoGebra se encontrard una pantalla como la de la
figura 1.2. Los recuadros superiores izquierdos de la figura 1.2 se reproducen en la figura 1.3. Estos
recuadros dan opciones para crear figuras geométricas, para moverlas y muchas otras acciones.
Partiendo de izquierda a derecha, el primer recuadro con el icono de una flecha sirve para mover
la gréafica completa, simplemente presionando el ratén con el botén izquierdo y manteniéndolo
presionado hasta que la pantalla ocupe el lugar que se desee. El segundo recuadro, un punto con la
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Figura 1.1: Construccién de una recta perpendicular a una recta cualquiera.

letra A, genera puntos con etiquetas, presionando el recuadro enseguida se puede poner un punto
en la pantalla presionando el botén izquierdo del ratén donde se desee. El tercer recuadro genera
segmentos de recta, rectas y vectores. El cuarto recuadro genera rectas paralelas y perpendiculares.
El cuarto recuadro genera rectas paralelas y perpendiculares. El quinto recuadro genera poligonos. El
sexto genera circunferencias. El séptimo genera cénicas; el octavo genera dngulos; el noveno genera
reflexiones de puntos y otras opciones. El décimo genera textos y opciones para la animacion de
gréficas. El onceavo y dltimo recuadro mueve también la grifica y contiene opciones para aproximar
o alejar la grafica y otras opciones para ocultar o mostrar etiquetas y otros comandos que seran
explicados més adelante a lo largo del libro.

En el programa en linea, en el extremo inferior izquierdo aparece el icono de un teclado. Con
este pueden insertarse comandos de entrada. Aqui se permiten simbolos matematicos, letras griegas
y muchas otras opciones. Es decir, en GeoGebra se generan los objetos geométricos ya sea con los
recuadros superiores o bien, tecleando en el recuadro de entrada o por medio del teclado fisico o
virtual las ecuaciones de los objetos que se deseen graficar. El teclado virtual en la parte inferior de
la figura 1.2 aparece sélo en la opcién en linea de GeoGebra cuando se descarga el programa se
introducen las ecuaciones en el recuadro inferior que dice “Entrada”. Note que el recuadro en la
parte derecha nombrado “Aplicaciones GeoGebra”, tiene aplicaciones de uso de calculadora, hoja
de célculo, etcétera. El “ Graficador 3D” permite obtener gréificas de superficies tanto paramétricas
como por medio de ecuaciones implicitas que se estudiardn en los capitulos dedicados a la geometria
del espacio. Daremos instrucciones apropiadas a cada paso conforme avancemos en este libro. Por
lo pronto exploramos el programa en la siguiente actividad.
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Figura 1.2: Pantalla del programa en linea GeoGebra.
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Figura 1.3: Recuadros superiores izquierdos del programa GeoGebra

Actividad 1.2 — Regla y copas en GeoGebra. En esta actividad haremos las construcciones
mas bdsicas de la geometria antigua, pero utilizando regla y compds computacional uniendo asi
tres mil afios de tradicion geométrica con el siglo XXI. Consideraremos el siguientes problema:
Dado un segmento de longitud arbitraria encuentre su punto medio utilizando solamente compds.
|

Solucion de la actividad 1.2. El segundo recuadro de la barra de herramientas de GeoGebra (ver
figura 1.3) genera puntos. Utilicelo para obtener dos puntos distintos en la ventana “Vista Gréfica”
de GeoGebra, los puntos tendrén las etiquetas A y B generadas autométicamente. Mediante las
herramientas del tercer recuadro, construya un segmento que una los puntos A y B. Ahora siga los
siguientes pasos.

©

v

Figura 1.4: Botén que despliega menu de herramientas para generar circulos en GeoGebra.

Paso 1. Utilice la herramienta “Compds” que se despliega en el sexto recuadro de la barra de
herramientas, el recuadro se muestra en la figura 1.4 y el mend desplegado en la figura 1.5, donde
la herramienta compds aparece tercera en la lista desplegada comenzando de arriba hacia abajo.
Paso 2. Con el compas de GeoGebra con centro en A construya una circunferencia que pase por B.
Paso 3. Construya una segunda circunferencia con centro en B y que pase por A.

Paso 4. Con la herramienta “Punto” fije los puntos de interseccién de las circunferencias obtenidas
en los pasos 2 y 3. Los puntos apareceran etiquetados como C'y D.
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Figura 1.5: Ment de herramientas para generar circulos en GeoGebra.

Paso 5. Construya una recta que pase por C'y D.

Paso 6. Ponga un punto en la interseccion de la recta del paso anterior y el segmento AB. El punto
tendr4 la etiqueta E, tal punto es el punto medio buscado del segmento (;por qué?).

La construccién se muestra en la figura 1.6. U

Ejercicio 1.1 Proporcione argumentos geométricos que validen las construcciones de la
actividad 1.2. 0

Solucién del ejercicio 1.1. Mostraremos que los tridngulos AED y BED son congruentes. Los
segmentos BD y AD son congruentes por ser radios de circunferencias congruentes. El segmento
ED es congruente consigo mismo. El tridngulo ABD es equilatero, ya que AB es congruente con
los radios de ambas circunferencias por construccién y por lo tanto los dngulos ABD Y BAD. Por
lo tanto los tridngulos AED y BED son congruentes por tener dos lados y un dngulo congruentes.
Se concluye que los segmentos AE y EB son congruentes (;por qué?) y por lo tanto el punto E es
el punto medio de AB. O

Ejercicio 1.2 Dada una recta % y un punto P exterior a la recta construya una perpendicular a
Z que pase por P. "

Solucion del ejercicio 1.2. Para resolver este ejercicio se debe utilizar lo aprendido en la actividad
1.1. Con centro en P construya una circunferencia que corte a % en dos puntos A y B. Con centro
en A construya una circunferencia que pase por P. Con centro en B construya otra circunferencia
que pase por P. Sea P’ el punto de interseccién de las circunferencias opuesto a P. La recta que
pasa por Py P’ es perpendicular a %, jdemuéstrelo! U

El estudio de la Geometria Analitica no se puede emprender sin el conocimiento del teorema
de Pitdgoras. En la siguiente seccién lo enunciamos y damos una demostracion elemental del
trascendental teorema.
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(a) Paso 1 (b) Paso 2

(e) Paso 5 (f) Paso 6
AT E
B
(g) Punto medio E

Figura 1.6: Construccion del punto medio de un segmento dado.

1.1.3 El teorema de Pitagoras

Entre los conocimientos previos mds importantes para comprender la Geometria Analitica,
estd el teorema de Pitdgoras. Existen numerosas demostraciones de este importante teorema,
recomendamos que el lector revise alguna, por ejemplo, la que se encuentra en el libro de Serra
[12] o la del libro de Benitez [2]. En nuestro libro, ademds de la siguiente demostracion, se enuncia
y demuestra una version vectorial del teorema de Pitdgoras en el teorema 2.4.

Teorema 1.1 — Teorema de Pitagoras. Sea T un tridngulo rectingulo cuyos lados pasan por
los puntos A, B,C. Sean AB y BC los lados adyacentes al dngulo recto del tridngulo, llamados
catetos y sea AC el lado opuesto al dngulo rectdngulo, llamado hipotenusa. Denotamos con ||AB||,
|BC|| y ||AC]|| 1as longitudes respectivas de los lados del triéngulo. Entonces se cumple

IAB|[> +|BC]|* = |AC]|*.

Reciprocamente, si en un tridngulo T se cumple la relacién anterior, entonces el tridngulo es
rectangulo, siendo en tal caso la hipotenusa de T el segmento AC'y los catetos los lados AB 'y BC.
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C
c= || AC]

b= |BC|

9 O
A a—yap| B

Figura 1.7: Tridngulo ABC.

Presentaremos una demostracion de una parte del teorema la cual puede ser al menos intuitiva-
mente aceptable por los lectores a los que estd dirigido este libro.
Demostracion. En la figura 1.8 hay dos cuadrados, formados en parte por los tridngulos que tienen
catetos con longitud a = ||AB||, b = ||BC|| y longitud de la hipotenusa ¢ = ||AC||. Ambos cuadrados
tienen drea (a+ b)? ya que ambos tienen lados con longitud a + b, mientras que cada tridngulo
ABC tiene drea ab/2. Notamos que el cuadrado de la izquierda estd formado por el cuadrado c?
y cuatro tridngulos ABC de drea ab/2, es decir, (a+b)? = ¢> +4(ab/2). Para el cuadrado de la
derecha se tiene (a+b)? = a*> +b*> +4(ab/2).

b2

Figura 1.8: Demostracion del teorema de Pitdgoras

Por lo tanto

(a+b)? = *+4(ab/2)
= d*+b*+4(ab)2).

de donde se concluye (;por qué?) que a” + b = c. O
La aplicacion tipica del teorema de Pitdgoras consiste en encontrar las dimensiones de un lado
de un tridngulo rectdngulo dadas las otras dos. Como ilustracién presentamos el siguiente ejemplo.

m Ejemplo 1.1 Se sabe que un tridngulo rectdngulo la hipotenusa mide 5 unidades de longitud y
uno de los catetos mide 3 unidades. ;Cudnto mide el otro cateto?

Solucion. Sea ¢ la medida de la hipotenusa del tridngulo dado, b la longitud del cateto conocido y
¢ la longitud del cateto desconocido. Utilizando el teorema de Pitdgoras podemos encontrar el valor
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de a de la siguiente forma.

ad+p: =
2 o= A_p?
a = £\c*-b?,

dado que a es una medida de longitud, no puede ser negativa por lo que al sustituir los valores ¢ =5
y b = 3 en la ecuacién anterior se tiene que a = v/c2 —b? = /52 —32 = /16 = 4. .

Un dltimo tema de geometria basica que como minimo debe conocer el lector antes de estudiar
la Geometria Analitica es el de la trigonometria. Si bien la relevancia de los tridngulos rectangulos
quedaria establecida solo con el teorema de Pitdgoras, ademas los tridngulos rectdngulos se utilizan
para definir las funciones trigonométricas las cuales son indispensables en muchas areas de la
ciencia y en particular en la Geometria Analitica. Por lo que se requiere presentar cuidadosamente
los tridngulos rectangulos y todos sus componentes, para enseguida, recordar las definiciones de las
funciones seno, coseno y tangente mds elementales.

Definicion 1.1  Sea T un tridngulo rectangulo con lados de longitudes a, b, ¢ como el de la
figura 1.7. Supongamos que los lados a y b forman el dngulo recto de T, en este casoa 'y b
se llaman catetos y el lado c, opuesto al angulo recto, se llama hipotenusa. Sea 6, el angulo
formado por a y c, se definen la siguientes relaciones:

b
e senf — —.
Lcl
e cosO = —.
end b
otan(-):sen = -
cos@ a

i i unciones trigonométricas definidas sobre tridngulos rectdn-
Las relaciones anteriores se llaman t t definid bre t l 1
gulos, las cuales sélo estdn definidas para dngulos 6 mayores estrictamente que cero y menores
que 90°.

El hecho de que 0 < 8 < 90° para los dngulos interiores de tridngulos rectdngulos, como debe
saber el lector, es en parte consecuencia de que los dngulos internos de todo tridngulo en geometria
euclidiana suman 180°. En matemadticas superiores sin embargo, las funciones seno y coseno estin
definidas en todos los nimeros reales. En el capitulo 3 introducimos las funciones trigonométricas
definidas sobre el circulo unitario y de esta manera quedan extendidas a todo R.

Las aplicaciones mas elementales de trigonometria estan dedicadas a “resolver tridngulos”.
Como una ilustracion presentamos el siguiente ejemplo.
m Ejemplo 1.2 Encuentre el valor de y, en el tridngulo
de la figura mostrada.
Solucién. Notamos que y es la longitud del cateto
opuesto del tridngulo de la figura y que 75 es la longi-
tud del cateto adyacente. Por lo tanto, de la definicién

1.1, se tiene que tan(30°) = %, de donde despejando,

3 o
y =75tan(30°) = 75‘? =25V/3. 30

Por lo tanto el valor aproximado de la solucién es y ~
43.3. n

En este momento, una vez que hemos enumerado los resultados y definiciones de geometria sin
los cuales no puede estudiarse la Geometria Analitica, es pertinente que el lector se pregunte
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cuales axiomas y teoremas de geometria bdsica se requieren para llegar a ellos y cudl es acaso
el camino mds corto. El camino mds corto al teorema de Pitdgoras, hasta donde conozco, es el
emprendido por Birkhoff en [3]. Por otra parte, el teorema de construccién de perpendiculares
requiere, como una simple revisiéon de la demostracién de la actividad 1.1 puede revelar,
la definicién de dngulo recto, la definicidn de par lineal, los axiomas y teoremas basicos
de congruencia de tridngulos. Aproximaciones elementales a estas definiciones axiomas y
teoremas se encuentran en [12], [2], [4], los cuales suelen ser econdmicos para llegar al
teorema de existencia de la perpendicularidad. Por dltimo, las funciones trigonométricas
requieren algo mas que sélo la definicién 1.1, por supuesto, pero dado que en nuestro
enfoque las férmulas mas usadas de trigonometria y muchas propiedades de las funciones
trigonométricas son demostradas en la seccion 3.2 no comentamos nada mds sobre ellas en
este capitulo.

Saberes indispensables de la circunferencia

Una primera actividad de descubrimiento de la circunferencia debe incluir dos cosas. Una
es, como construir una circunferencia y la otra, la relacién entre el didmetro y longitud de la
circunferencia. Para este fin se sugiere la siguiente actividad.

Actividad 1.3 Esta actividad puede realizarse en equipos de dos personas. Se requiere del
siguiente material: 50 cm de cuerda delgada, pero resistente o un compds; hoja de cartulina o
rotafolio; pegamento; tres bolas del mismo tamafio, por ejemplo, tres bolas de pingpong o tres
bolas de tenis.

1. Con la cuerda o el compas deben trazarse circunferencias de varios tamafios. Se llamara
centro de la circunferencia al extremo de la cuerda que queda fijo. Se llama circunferencia
al conjunto de puntos dibujado al mover la cuerda alrededor del centro. ;La distancia
entre el centro y la circunferencia permanece constante o varia?

2. Construya un cilindro que contenga verticalmente a tres bolas de un tamafio dado. La
altura del cilindro debe ser exactamente la altura de las tres bolas. Enrolle la cuerda
alrededor del cilindro, con ello obtendréd la medida de la circunferencia. Compare la
circunferencia medida por la cuerda con la altura del cilindro. ;Cudl es mayor? ;La
relacién de tres didmetros con la medida de la circunferencia podria conservarse sin
importar el tamafio de las bolas? Comparen los resultados con las medidas de otros
equipos.

Los equipos deben escribir sus observaciones. "

Solucion de la actividad 1.3. Con las observaciones de los estudiantes, se puede llegar a conclu-
siones grupales. Escriba sus propias conclusiones y después de hacerlo, diga si estd de acuerdo
con las siguientes afirmaciones: a) Una circunferencia es el conjunto de puntos que estd a una
distancia constante de un punto fijo. b) Al dividir la medida de la circunferencia y el didmetro
de la circunferencia se obtiene una constante un poco mayor que tres sin importar el tamafio de
la circunferencia (ver figura 1.9). Efectivamente, el valor exacto de la constante es el nimero
7 =3.14159. .. el cual es un nimero trascendente, en la seccién 3.2.1 se da mdas informacion sobre
esta importante constante. U

Vocabulario 1.1 Defina las palabras siguientes: circunferencia, centro de una circunferencia,
radio, didmetro. Investigue el significado de nimero trascendente.

Propiedades importantes de la circunferencia

Una vez que el lector sabe construir un circulo y sabe de la relacién del didmetro con la
circunferencia o por lo menos a tenido un acercamiento como el inducido en la actividad 1.3. Se
debe emprender el estudio de dos propiedades basicas al menos:
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circunferencia = 7 x didmetro
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tres didmetros del circulo < 7 x didmetro

Figura 1.9: Relacion entre el diametro y la circunferencia del circulo

1. la propiedad geométrica de que el radio de una circulo es perpendicular a la tangente al
circulo que pasa por el punto de interseccion del radio y la circunferencia,

2. la propiedad de que todo dngulo inscrito en una circunferencia mide la mitad del arco
subtendido por el mismo 4dngulo.

Las demostraciones formales de estos hechos en un curso de geometria euclidiana no deben
soslayarse y el lector puede encontrarlas en cualquier libro decente de geometria, por ejemplo en
[2] o en [12]. Actividades de descubrimiento pueden hacerse facilmente utilizando Geogebra y es
altamente recomendable que antes del curso de Geometria Analitica, el lector haya por lo menos
tenido un primer acercamiento a las propiedades mencionadas.

Lo més elemental que debe saberse antes del estudio de la Geometria Analitica es como
dibujarla presentamos un ejercicio que debe realizarse antes de emprender el estudio analitico de la
elipse.

Ejercicio 1.3 Una elipse puede generase con una cuerda anudada en sus extremos y dos barras
de metal, o palos. Se fijan las barras separadas donde va a ser trazada la elipse de manera que
queden perpendiculares a la superficie, los puntos donde estdn colocadas las barras se llaman
focos de la elipse. Se debe cuidar que la longitud de la cuerda sea mayor que dos veces la
distancia entre las barras. La cuerda se coloca con las barras en su interior y se tensa formado
un tridngulo. El punto que queda en el vértice que no toca las barras es un punto sobre la elipse.
Puede trazarse una curva continua manteniendo la cuerda tensa. {Hdgalo! Se deben dibujar
elipses mediante este método antes de proseguir con el estudio de este capitulo. ;Qué propiedad
tienen los puntos de la elipse trazada respecto a la suma de sus distancias a los focos, varia o
permanece constante? "

Para construir una pardbola debemos recordar lo aprendido en las actividades 1.1, 1.2 y en el
ejercicio 1.2. Es decir, se debe saber como construir una perpendicular a una recta que pasa por
un punto sobre la misma recta, también cémo construir con regla y compas el punto medio de un
segmento dado y finalmente debe saberse como construir una perpendicular a una recta que pasa
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por un punto exterior a una recta. Con estos conocimientos podemos obtener algunos puntos sobre
una pardbola (no asf la curva continua) utilizando regla y compds solamente, lo cual se muestra en
la siguiente actividad.

Actividad 1.4 — Parabolas con regla y compas. Dada una recta & llamada directriz de la
parabola y un punto F, llamado foco, que no se encuentra sobre la directriz, construya puntos
sobre una pardbola utilizando solamente regla y compas. "

Solucién de la actividad 1.4. La construccion se muestra en la figura 1.10, en la cual se siguieron
los pasos que a continuacién se describen.

Pasol. Construya una recta cualquiera & y un punto F fuera de la recta.

Paso 2. Construya la perpendicular a & que pasa por F (vea el ejercicio 1.2). Sea X; el punto de
interseccion de la recta 2 y la perpendicular. Encuentre el punto medio V del segmento que X; F
(vea la actividad 1.2) . El punto V se llama vértice de la pardbola. Es muy importante observar que
V equidista de foco y de la directriz.

Paso 3. Tome un punto Xy, distinto de X;, sobre la directriz y construya una perpendicular que pase
por X, perpendicular a & (vea la actividad 1.1).

Paso 4. Encuentre el punto medio del segmento X, F.

Paso 5. Por el punto medio del segmento X, F construya una perpendicular X, F L La perpendicular
a 9 que pasa por X, y la recta X, F L, se intersecan en un punto P, el cual es otro punto de la
pardbola.

Paso 6. Repitiendo los pasos 2 a 5 con diferentes puntos X;, i = 3,4,... puede construirse una
pardbola uniendo tales puntos. Observe que la distancia de P a X, debe ser igual a la distancia de P
a F (;por qué?). Esta es una caracteristica de todos los puntos sobre una pardbola. 0

Preliminares de Conjuntos

Los conjuntos con que trabajaremos en este libro son conjuntos formados con nimeros reales.
Los niimeros reales serdn denotados por R. En este libro dedicado a la ensefianza media superior y
superior, supondremos que el lector conoce muchas propiedades de R. Los conjuntos y subconjuntos
de nimeros reales suelen especificarse enunciando una propiedad la cual satisfacen todos los
elementos del conjunto. Por ejemplo, los nimeros pares son todos los nimeros naturales los
cuales satisfacen la propiedad de ser divisibles por el niimero dos. Otra forma de determinar un
conjunto de nimeros, es enumerar todos sus elementos, por ejemplo el conjunto formado por 0,
1, y 2. Utilizaremos la notacién estdndar para conjuntos. Por ejemplo, para un conjunto A, cuyos
elementos x satisfacen la propiedad p(x), escribimos

A={xeR: px)}.
Lo cual se lee “A es el conjunto de x en los nimeros reales tales que x satisface (la propiedad)
p(x).”
Notacion 1.1. Si x es elemento de un conjunto A decimos que x estd en A o bien que x pertenece a
A, o bien que x es elemento de A lo cual se denota

xcA.
Si X no estd en el conjunto A, decimos que x no pertenece al conjunto, lo cual se denota
x¢A.

m Ejemplo 1.3 Sea P el conjunto de todos los nimeros pares, entonces 2 € Py 8 € P, pero el
nimero cinco no es par, lo cual se denota, 5 ¢ Py se lee, “cinco no estd en P”. n
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(a) Paso 1 (b) Paso 2

(e) Paso 5 (f) Paso 6

Figura 1.10: Construccién de puntos sobre una pardbola.

Definicion 1.2 Se dice que un conjunto A estd contenido en un conjunto B, lo cual se denota
A C B, siy sélo si todo elemento x tal que x € A, cumple que x € B. Si para algun x se tiene
X € A pero x ¢ B, entonces A ¢ B, lo cual se lee, “A no estd contenido en B”.

Notacion 1.2. El conjunto de los niimeros reales se denotard por R. El conjunto de todos los
niimeros naturales se denota N.

m Ejemplo 1.4 El conjunto N de todos los niimeros naturales esta contenido en R, efectivamente,
todo numero natural es un ndmero real. Por lo tanto N C R. m

Suele haber una confusién entre los estudiantes novicios entre la nocién de subconjunto y
la de pertenencia. Claramente N C R, pero nunca N € R. Es importante que los estudiantes
que hayan llegado a un curso de nivel medio superior de Geometria Analitica no cometan
ninguna confusion entre las relaciones € y C.

En los estudiantes ocurre un primer encuentro del problema de la técnica contra la intuicién
matemadtica cuando se tiene que demostrar que dos conjuntos son iguales. Generalmente, un
lector novato imagina que es suficiente mostrar la lista de los elementos (a veces de s6lo algunos
elementos) de dos conjuntos para probar que son iguales. La dificultad de este acercamiento ocurre
con los conjuntos infinitos los cuales por supuesto no pueden ser descritos con una lista finita. Para
demostrar la igualdad de conjuntos se requiere el siguiente axioma.

Axioma 1.1 — Axioma de extension. Dos conjuntos A y B son iguales si y s6losi, AC By
B CA.
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= Ejemplo 1.5 Sea P el conjunto de todos los nimeros naturales pares y sea P’ = {n e N: n=
2m,‘;m € N}. Muestre que P = P'.

Solucidén. Sea n € P entonces n es divisible por 2, por lo cual, por definicién de divisibilidad, existe
un m € N tal que n = 2m por lo tanto n € P' y asi, P C P’. Por otra parte si n € P’ entonces n es de
la forma n = 2m. Por lo tanto, al dividir por 2 se tiene n/2 = m € N, es decir, n es divisible por 2,
lo que quiere decir que n € P. Se concluye que P' C P. Como P C P’y P/ C Py por lo tanto, por el
axioma de extensién P = P'. .

Una vez que se ha establecido el axioma de extension, toda vez que se requiera una demos-
tracién formal de la igualdad de dos conjuntos, digamos A y B deberd demostrarse la doble
contensiéon: A C By B C A.

Un problema fundamental del dlgebra lineal es la existencia de soluciones de sistemas de
ecuaciones lineales, lo cual desde el punto de vista geométrico es equivalente a la interseccion de
rectas o planos. Dado que las rectas y planos son conjuntos de puntos, requerimos la definicién
formal de interseccion de conjuntos. Utilizaremos también de otras operaciones basicas de conjuntos,
las cuales se definen a continuacion.

Definicion 1.3 Dados dos conjuntos A y B se define la interseccién A N B como el conjunto
ANB={x:x€AyxeB},

la unién A U B se define como el conjunto
AUB={x:x€Aox€B},

la diferencia de conjuntos A \ B se define como el conjunto
A\B={x:x€Ayx¢B}.

m Ejemplo 1.6 Sea P el conjunto de los ntimeros pares y sea /I el conjunto de los nimeros impares,
encuentre los conjuntos PN 1, PUI, N\ Py N\1.
Solucidon. Se concluye directamente de la definicion 1.3 que

N=PuUI,
N\P=1,
N\/=P

No existe ninglin nimero natural que sea a la vez par e impar, lo cual se denota como
PNI=0,

El conjunto @ se denomina conjunto vacio y en términos de propiedades suele describirse con una
propiedad universalmente falsa, por ejemplo @ = {x € R: x # x}. "

Producto cartesiano

En Geometria Analitica plana todos los objetos de estudio son puntos o bien conjuntos de
puntos, los cuales se toman del conjunto R?. Los elementos de R? son pares ordenados de niimeros
reales los cuales se denotan como (x,y). En realidad R? es parte de una familia de conjuntos que
puede ser definida de manera abstracta para conjuntos arbitrarios como en la siguiente definicién.
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Definicion 1.4 Dados dos conjuntos A, B, se define el producto cartesiano A X B como el
conjunto
AxB={(x,y):x€Ay yeB}.

Sean a = (aj,a2) y b = (b1,b,) elementos de A x B se tiene que a =b si y solo sia; = b; y
ar = bs.

m Ejemplo 1.7 En particular, el producto cartesiano de R consigo mismo es el conjunto denotado
como R? = R x R. Es posible extender el producto cartesiano para mas de dos conjuntos, por
ejemplo R? = R x R x R, en este caso R? esta formado de ternas de niimeros reales, es decir

R3 = {(xvyaz) DX,z € R}

El conjunto R est4 asociado con el espacio de tres dimensiones cuyo estudio se inicia en el capitulo
6. m

@ Se debe mencionar que el simbolo R? se debe leer “erre dos” y el simbolo R? se debe leer
“erre tres”. No es apropiado confundir el producto cartesiano con operaciones de niimeros,
por lo que se debe evitar referirse a “erre dos”, por ejemplo, como “erre al cuadrado”.

Para construir los espacios que utiliza la Geometrfa Analitica se provee a R? y R3 (en general a
RY, pero esto no se hace en este libro) de una estructura algebraica y de una métrica, lo cual se
hard en los capitulos posteriores. Sin embargo, desde el punto de vista de la teorfa de conjuntos, lo
que la Geometria Analitica estudia son relaciones entre puntos las cuales se definen formalmente a
continuacion.

Definicion 1.5 — Relacion. Sean A, B conjuntos arbitrarios. Una relacion R en A X B es un
subconjunto cualquiera del producto cartesiano A x B.

Como hemos mencionado, el producto cartesiano que nos importa en Geometria Analitica es
el producto de R consigo mismo. Asi que siendo consecuente, las relaciones que nos interesan
son subconjuntos de R2. Sin embargo, es tradicién en muchos libros tratar el producto cartesiano
en abstracto. No seguiremos aqui esa tradicion, dejaremos el estudio del producto cartesiano
en abstracto para otro tipo de cursos mds interesados en el dlgebra que en la geometria. Por lo
tanto, apegados a este objetivo nuestros ejemplos seran tomados de la geometria, como es el caso
siguiente.

u Ejemplo 1.8 Sea E = {(x,y) € R?: x =y}, ;es E es una relacién en R>?

Solucién. Efectivamente todo elemento de E es de la forma (x,x) el cual estd en R, Por lo tanto
todo elemento de E es elemento de R? y por la definicién 1.2 se tiene que E C R2. Por la definicién
1.5, E es una relacién en R2. n

Definicion 1.6 — Funcion. Una funcién f: A — B (se lee, “f de A en B”) es una relacién en
A X B, tal que si los pares (a,b;) y (a,b;) pertenecen a f entonces by = b;. El conjunto A se
denomina domino de f. El conjunto de todos los elementos de B para los cuales existe un a € A
tal que (a,b) € f se denomina imagen de f y se denota im (f). Si im (f) = B se dice que f es
sobreyectiva. Una funcion para la cual se cumple que si los pares (a1,b) y (a2,b) estan en f,
entonces a; = ap, se llama inyectiva. Una funcién f : A — B se dice biyectiva si es sobreyectiva
e inyectiva.

Se dice que existe una correspondencia biunivoca de un conjunto A con un conjunto B, si
existe una funcién biyectiva f : A — B.
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u Ejemplo 1.9 Determine si las siguientes relaciones son funciones: a) F; = {(x,y) € R?: x =y},
b) B = {(x,y) e R?: x> =y}.

Solucién. a) Tenemos que, como ejemplo, los pares (1,—1) y (1,1) estdnen F; y —1 # 1 por lo
tanto la relacion F} no es relacion porque no satisface el criterio de la definicién 1.6. b) Supongamos
que los pares (a,b1) y (a,b,) estdn en F» entonces se debe cumplird que a®> = by y a*> = b, por lo
tanto b; = b, y por definicién F; es funcion. n

El lector interesado en estudiar geometria para tener buenas bases para el estudio del Célculo
Diferencial puede encontrar la definicion 1.6 un poco confusa ya que en Calculo, suele
llamarse funcién sélo a la regla de correspondencia que la define. En el ejemplo anterior
dado que F, es funcién, en Célculo se dice que y es funcién de x y que F estd definida por
y = F>(x) = x%. Este enfoque se estudia en el capitulo 9. Si el estudio de funciones como
conjuntos resulta confuso es mejor omitirlo y quedarse sélo con el del capitulo 9.

Preliminares de Numeros Reales

Los temas de dlgebra incluidos en este capitulo son esenciales para el estudio de la Geometria
Analitica, sin embargo no deben ser estudiados en el curso de Geometria Analitica, sino en
varios cursos anteriores. Se enumeran en esta seccion los temas mas importantes como referencia y
para que el lector pueda realizar un repaso de los saberes que se requerirdn.

Propiedades de Campo

Para todo a,b,c € R se cumplen las siguientes propiedades

i) a+b=b+a.

1) ab = ba.
iii) a+ (b+c¢) = (a+b)+c.
iv) a(bc) = (ab)c.

v) a(b+c)=ab+ac.
vi) Existe un elemento de R denotado O tal que @ +0 = 0+ a = a y un elemento de R denotado

1 tal que al = la = a para todo a en R.

vii) Para todo a € R, existe un elemento denotado por —a tal que a + (—a) = 0. Para todo a # 0

. 1 1
en R, existe un elemento denotado por —, tal que a < =1.
a a

Consecuencia inmediata de estas propiedades son las reglas dadas para los llamados productos
notables los cuales llenan paginas y paginas de los llamados libros de dlgebra elemental. Para este
libro se requerirdn tnicamente, al menos que otra cosa sea especificada, los productos contenidos
en el siguiente teorema.

Teorema 1.2 Para todo x,y,a,b € R se cumple
L (x+y)(x—y) =2 =y

2. (ax+b)(cx+d) = acx® + (ad + bc)x+bd.
3. (xxy)? =x>£2xy+)>%

4. (x+y)? = x> £3x%y +3x° £,

5. (x+y) (2 —xy+y?) =3 +y3

6. (x=y) (P +xy+y?) =2 -y

Al procedimiento mediante el cual partiendo del lado derecho de las expresiones en el Teorema
1.2 se llega a las expresiones de lado izquierdo, se le llama factorizar. Al procedimiento
que comienza en la izquierda, (es decir, en sentido el inverso al anterior mencionado),
se le llama desarrollar factores. Se recomienda que el lector tenga memorizados ambos
procedimientos para seguir sin ningtin contratiempo cualquier curso de Geometria Analitica.



16 Preliminares indispensables

La memorizacion de algunos resultados simples no es de ninguna manera desdefiable en
una etapa del aprendizaje de las matemadticas, sino al contrario, es un prerrequisito para un
aprendizaje superior. Sin embargo tendencias seudopedagégicas evitan a toda costa la
memorizacion, lo cual es tan absurdo, como la memorizacion por repeticion sin sentido
y sin justificacion, de las antiguas escuelas.

El procedimiento de completar cuadrados se usa extensivamente en la Geometria Analitica,
particularmente en el estudio de las cénicas. Se requiere que el lector sea capaz de completar
cuadrados con fluidez.

Lema 1.1 — Completar cuadrados. La expresién ax> + bx + ¢ puede escribirse como
2
) B b b?
ax“+bx+c=alx+— ) +|lc—(—]|.
2a 4a

Demostracion. Desarrolle el lado derecho de la igualdad del lema de acuerdo al teorema 1.2 en el
punto 3 y simplifique. |

I Ejercicio 1.4 Complete todos los pasos de la demostracion anterior. "

= Ejemplo 1.10 Complete cuadrados en la expresién 2x? + 7x — 1.

Solucion. En lugar de utilizar la férmula del lema 1.1, conviene realizar el procedimiento siguiente
paso a paso:
1) Se agrupan los términos que incluyen a x:

233+ Tx—1= (28 +7x)— 1.

2) Se factoriza el coeficiente de x> de la expresién entre paréntesis:

7
(2x2+7x)1:2(x2+2x>1.
7\ 2
3) Se sumayserestaelnlimer02<4>,
7 7 (7T\} 7\
2+ sx)—1=2(F+sx+ () |-1-2(~) .
<x —|—2x> (x +2x+<4>) <4>

2
7 .
4) Notamos que ahora el término | x>+ §x+ (4> es un binomio cuadrado perfecto que

corresponde al nimero 3, del teorema 1.2. Factorizamos y simplificamos para obtener el resultado:

7 7\ 2 7\ ? 7\?> 114
2 — — — ] — — = — _—
2<x+2x+<4>) 1 2<4> 2<x+4) 6
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Recapitulamos todos los pasos anteriores en una sola ecuacién:

7
:2<x2+2x>—1
7 7\ 7\ 2
=22+ = = —1-2(=
<x . (4) ) <4)

2 +7x—1= (28 +7x)—1

oy > 114
") e
Se concluye con una expresion idéntica a la de la férmula del lema 1.1 (jverifiquelo!). "

Debemos insistir que el procedimiento de completar cuadrados es indispensable para resolver
problemas referentes a cénicas y por lo que los estudiantes deben ser capaces de completar
cuadrados fluidamente para lograr un desempefio apropiado al estudiar Geometria Analitica.

Ejercicio 1.5 Utilice la formula del lema 1.1 para comprobar que la solucién obtenida en el
ejemplo 1.10 es correcta. "

1.4.2 Orden en los numeros reales

Es muy importante poder comparar nimeros reales y diferenciarlos como positivos o negativos,
por lo que el siguiente axioma es fundamental.

Axioma 1.2 El conjunto de ndmeros reales R contiene un subconjunto P llamado conjunto de
niimeros positivos con las siguientes propiedades:
i) Siay b eP,entoncesa+b cPyabeP.
ii) Si a € R, entonces una y sélo una de las siguientes proposiciones es cierta: a € P, o bien
—acPobiena=0.

Se puede ahora proceder a definir los signos >, <, <, etcétera.

Definicion 1.7 Si a,b € R, entonces a > b significa que a — b € P; a < b significa que b > q;
a > b significa que a > b o bien que a = b.

Las propiedades del ordenamiento en R quedan resumidas en el siguiente teorema.

Teorema 1.3 Supongamos que a,b,c € R.
i) Sia>byb>c,entonces a > c.
i) Sia > b, entoncesa—+c > b+c.
iii) Sia > by ¢ > 0 entonces ac > bc.
iv) Sia > by ¢ < 0 entonces ac < bc.

Con las propiedades de orden podemos definir los intervalos de nimeros reales como sigue.

Definiciéon 1.8 Se definen los siguientes conjuntos de nimeros, llamados intervalos de la
manera siguiente:
a) el intervalo abierto (a,b) = {x € R:a <x < b},
b) el intervalo cerrado [a,b] = {x € R:a <x < b},
¢) los intervalos semiabiertos (a,b] = {x e R:a<x<b}yla,b) ={xeR:a<x<b},
d) los intervalos semiinfinitos (a,0) = {x € R:a < x}, [a,00) = {x € R:a < x}, (—o0,b) =
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{xeR:x<b}y (—oo,b)={xeR:x<b}.
A veces suele denotarse el conjunto de todos los nimeros reales como un intervalo infinito
R = (—00700),

sEjemplo1.11 Seanl; =(—1,1),, =[-2,3], 3= (0,5) intervalos de nimeros reales. Encuentre
los conjuntos I} N L, [ UL, L\ 5.

Solucién. Tenemos que I; N = (—1,1)N[-2,3] = (—1,1). Por otra parte [;y UL = (—1,1)U
[—2,3] = [-2,3] (¢por qué?). Finalmente I, \ 5 = [-2,3]\ (0,5) = [—2,0], compruébelo. n

Los intervalos se usan numerosamente en Calculo Diferencial. En nuestro libro se usan
principalmente en los ejemplos de funciones del capitulo 9.

Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real sera utilizado extensamente en el siguiente capitulo
podemos con lo visto hasta ahora definirlo formalmente.

Definicion 1.9  El valor absoluto |a| de un nimero real a se define mediante

a, sia>0
lal =9 (1.1)

a, sia<0

I Lema 1.2 Para todo nimero real a se cumple que |a| = Va?.

Demostracion. Sea a un nimero real cualquiera entonces a® >0, asi Va2 > 0. Asi, si a > 0,
la| =a=+va*>0. Sia <0, entonces como vV a? > 0 se tiene Va®> = —a = |a|. [ ]

Dados dos nimeros reales x, y se define la distancia entre ellos d(x,y) > 0, mediante la férmula,
d(x,y) = [x—y|=|y—x].
m Ejemplo 1.12 Encuentre la distancia entre —2 y 2.
Solucién. Se tiene que d(—2,2) = [2—(=2)| = |4| = 4. "

Formula cuadratica

Con el procedimiento del lema 1.1 para completar cuadrados, es posible resolver la ecuacién de
segundo grado.

Teorema 1.4 — Férmula cuadratica. La ecuacién ax? +bx+c =0, a,b,c € R tiene:
i) dos soluciones reales, llamadas raices de la ecuacién, si b* — 4ac > 0 dadas por

—b+Vb*—4ac

X = (1.2)
2a
—b—+/b*—4ac
Xy = 5 , (1.3)
a

ii) una solucién real si b* — 4ac = 0 dada por xg = 22"
a

iii) ninguna raiz real si b*> —4ac < 0.
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Demostracion. Por el lema 1.1 podemos escribir

2a 4a?
—b b? —4ac
= x=—=
2a 4aq?
—b++b?—4ac
x= . (14
2a
La férmula (1.4) da dos soluciones si b*> — 4ac > 0 ya que en tal caso Vb2 —4dac € R. |
—b+ivViac —b2?
Sib? —4ac < 0 en el teorema 1.4 se obtienen dos raices complejas dadas por x = w ,
a
donde i = +/—1 € C, el campo de los nimeros complejos.
= Ejemplo 1.13 Resuelva la ecuacién x*> +x—1 = 0.
Solucion. Utilizamos la férmula cuadratica para obtener:
—1£/12-@))(-1)
X =
2
I EVA]
= 5 .
—1 5 —1-v5
Por lo tanto, la ecuacidn tiene dos raices distintas, x| = i yxX, = J n

2 2

Sistemas de ecuaciones

Los sistemas de ecuaciones son muy importantes en Geometria Analitica, presentamos aqui
sistemas de dos variables los cuales son estudiados en la ensefianza secundaria o mds tardar en el
primer curso dlgebra de bachillerato. Un sistema de ecuaciones en las variables x,y es un sistema
de la forma

{011x+a12)’=b1 (15)

a»1x+axy = b,

donde ay1, ajz, az1, ar, b1 y by son constantes dadas y en este libro son siempre nimeros reales.
Si by = by =0 el sistema (1.5) se llama sistema homogéneo. Un par (x,y) se dice solucién del
sistema (1.5) si el par satisface ambas ecuaciones del sistema. Si un sistema homogéneo (1.5) tiene
como solucién el par (0,0) se dice que tiene solucion trivial.

Métodos de solucion de sistemas

Como se ha mencionado, en este capitulo s6lo se enumeran los temas que se requieren para
comenzar a estudiar la Geometria Analitica. Sobre la solucién de sistemas solo mencionamos dos
métodos, el método de sustitucién y la regla de Cramer. Sin embargo, se requiere que el lector
conozca todos los métodos posibles.
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Método de sustitucion. Si a;; # 0, se resuelve la primera ecuacién del sistema (1.5) para la
variable x:

by —any
X= —
an

(1.6)
y se sustituye el valor de x en (1.6) en la segunda ecuacion de (1.5) para obtener el valor de y:

by —any
arj—————
an

+axny=b;

apaxn — 61126121y _ byayy —bay
ar ari
byay —biaz
=—= (1.7)
apiaz; —apas)
si ajjazy —ajpaz; # 0. Con el valor de y obtenido en (1.7) se obtiene el valor de x sustituyendo esta
solucion en (1.6).
Regla de Cramer. La cantidad a;1a2; — ajpaz; se llama determinante del sistema y se denota por

ai  ap
aiax —appdy] = . (1.8)
a ay
Si se sustituye (1.7) en (1.6) se obtiene
_ byay1—bas
= b1 —any _ by 25 ay—anan
an an
_ bi(anaxn —apax) —an(bay —biay)
ari(aiiaxn —apnas)
biay —brain
= (1.9)

aprazz —apazl

La regla de Cramer se puede enunciar en términos de determinantes como: Si el determinante del
sistema (1.8) es diferente de cero, entonces (1.5) tiene solucion tinica dada por (1.7) y (1.9), lo cual
puede escribirse como

by an an by
by ax ay b
x=12 2l 1T 7l (1.10)
ay  an ap an
ax ax ax; an

m Ejemplo 1.14 Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones, mediante la regla de Cramer.

a){x+y:0 b){Zx—l—y:l

x—y=0 x—5y=0

Solucién. a) La féormula de la regla de Cramer da

'0 1’ '1 o’
0 —1 0 10 0
f— :7_0’ = :7—0
Thno T =2 VT =2
1 -1 1 —1
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Para b) se tiene

I 1 2 1
10 =5) 5 L op 1
S TER TR A R TR TR
1 =5 1 -5
La solucién (0,0) del sistema a) suele llamarse, solucién trivial como ya se menciond. "

Ejercicio 1.6 Realice los cédlculos del ejemplo anterior, compruebe que las soluciones obteni-
das en realidad son soluciones de los sistemas respectivos. "

Evaluacion diagnéstica

La evaluacién diagnéstica es muy importante para conocer el nivel de conocimientos previos
que son prerrequisitos para el estudio de ciertos temas. La siguiente evaluacion incluye los temas
de geometria, trigonometria y dlgebra necesarios para el estudio de la Geometria Analitica. Al
final se da una guia de respuestas para que el lector autodidacta o bien el profesor que use nuestro
libro como texto tenga un muestra de la calidad y nivel de los conocimientos que se requieren
minimamente.

Como tnica ocasién en este capitulo no se incluyen problemas ni ejercicios, de manera
diferente a como se realiza en el resto del libro. Es importante remarcar que el presente
capitulo es meramente introductorio y, salvo la introduccién al programa GeoGebra de la
seccion 1.1.2, consiste en una enumeracion de los conocimientos previos que cualquier lector
debe tener antes de avocarse al estudio de la Geometria Analitica. En lugar de ejercicios, se
ha disefiado un ejemplo de evaluacion diagndstica, la cual debe ser modificada y adaptada a
la situacién real que cada profesor enfrente en el aula.

Evaluacion diagnéstica
Responda detalladamente, incluya dibujos y diagramas que ilustren sus respuestas cuando es
pertinente.
1. Enuncie el teorema de Pitdgoras y responda los siguientes reactivos.
a) Un tridngulo rectdngulo tiene hipotenusa con longitud 5, y un cateto mide 3, ;cudnto
mide el otro cateto?
b) Un tridngulo tiene por medidas de sus lados 1,1 ,2 ;este triangulo es rectdngulo?
2. Considere el tridangulo T cuyos lados miden 3,4,5. Designamos con 6 el dngulo formado con
la hipotenusa y el cateo que mide 3. Determine, tan 0, cos 6.
3. Desarrolle los siguientes productos, sin realizar las operaciones.
a) (x—1)(x+1).
b) (3x—2)(=5x+1).

c) (x—2)2
4. Factorice las siguientes expresiones
a) x*—2.

b) X +v2x+1/2

¢) X2 —2x-3
5. Complete cuadrados en las siguientes expresiones

a) x> +x+5.

b) y* — 5xy.
6. Determine | — 8|. Calcule la distancia de —2 a 4 en la recta real, use el valor absoluto.
7. Utilice la férmula cuadratica para resolver las siguientes ecuaciones.

a) 4x*+3x—1=0.
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b) xX*+x+1=0.
¢) x> —5x+25/4=0.
d) 3x*—3x—-2=0.
8. Resuelva los siguientes sistemas

3x+2y=0

6x+4y=1.

3x+2y=0

—2x+4y=1.

3x+2y=0
c)

—6x—4y=0.

Guia de respuestas para la evaluacién diagndstica

1. No basta que el enunciado del teorema de Pitdgoras incluya la férmula a® + b* = 2, si no
se explica en una figura que a,b y c¢ son respectivamente los catetos e hipotenusa de un
tridngulo rectdngulo. Normalmente los estudiantes creen que el teorema de Pitdgoras es solo
una férmula y no mencionan que el tridngulo debe ser rectangulo ni utilizan las palabras
“hipotenusa, cateto opuesto, cateto adyacente”. Sin estas palabras el enunciado no puede
ser considerado correcto. Ningtin lector podra comprender la formula de distancia entre
puntos en dos y tres dimensiones, si no conoce cabalmente el teorema de Pitagoras.

2. Sin el conocimiento de la tangente de un dngulo no se podrd comprender la idea de la
pendiente de una recta, sin el coseno no se podra comprender el dngulo entre vectores. Se
tiene tan 6 = 3 /4, cos 0 = 4 /5. Respuestas incorrectas pueden significar desconocimiento.
Sin embargo, el desconocimiento de estos temas no es tan grave como el desconocimiento
del teorema de Pitdgoras, dado que en el capitulo 3, se establecen definiciones més generales
de las funciones trigonométricas sobre la circunferencia unitaria.

3.a) (x—1)(x+1)=x*—1.b) Bx—2)(=5x+1) = —15x> + 13x—2.¢) (x—2)> =x> —2x+ 1.
Errores de signos en estos productos pueden implicar desconocimiento de los estudiantes
se recomienda un mayor analisis en caso de respuestas erréneas. No podra comprenderse
como se obtienen las ecuaciones de las conicas si el lector no domina estos productos.

4.a) x> —2=(x—vV2)(x+Vv2).b) > +V2x+1/2 = (x—2/2)%. c) x> —2x—3 = (x +
1)(x—3). Si el lector no es capaz de encontrar factorizaciones que incluyan raices, probable-
mente no comprende en realidad el proceso de factorizacién, o probablemente desconoce
el uso de raices o ambas cosas. En todo caso le serd dificil el estudio de las ecuaciones
de curvas y superficies en Geometria Analitica. Si el lector no es capaz de realizar los
procesos de factorizacion y desarrollo de productos notables con fluidez le sera casi
imposible alcanzar el ritmo que requiere el estudio de la Geometria Analitica en un
curso universitario.

5.a) x> +x+5=(x+1/2)2+19/4. b) y* —5xy = (y — 5/2x)> — 25 /4x%. Si el lector no es
capaz de completar cuadrados no podrd identificar las ecuaciones de cénicas ni de superficies
cuadrdticas.

6. | —8| =8, ladistancia de —2 a 8 es | —2 — 8| = 10. Sin el conocimiento de el valor absoluto,
ni la idea del valor absoluto como medida de distancias en la recta, el lector no podré
generalizar ni comprender el concepto de distancia entre puntos en el plano ni en el espacio.

7. a) x = —1,1/4. b) No tiene soluciones en R, x = (—14+/-3)/2. ¢) x = —5/2. d) x =
(34/33)/6. Sin la férmula cuadrética no podrén resolverse una multitud de problemas del

2

libro.
8. Hay las tres posibilidades: a) no tiene solucién, b) x = —1/8, y = 3/16 c) infinitas soluciones
x=t,y=—3/2t,t € R. Si el lector no es capaz de resolver al menos a) y b) tendrd serias

dificultades para entender la interseccion de rectas, planos y otros temas.
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2. Plano cartesiano

Coordenadas en una linea

Antes de pasar a estudiar el plano cartesiano estudiaremos un objeto mds simple, la linea recta.
En una recta los tinicos objetos de estudio son la recta misma, puntos aislados y segmentos de recta.
La esencia de la Geometria Analitica consiste en establecer una correspondencia entre nimeros y
objetos geométricos. Tal correspondencia en la recta, requiere del siguiente postulado.

Postulado 2.1 — Birkhoff. Para cualesquiera puntos A, B en una linea recta / existe una co-
rrespondencia biyectiva! entre los nimeros reales y la recta, tal que al punto A le corresponde el
nimero x4 y al punto B le corresponde el punto xp, de tal manera que el valor absoluto? |x4 — x|,
corresponde a la distancia entre A y B en la recta /.

El lector, ya conoce esta correspondencia de manera intuitiva, a cada punto sobre la recta le
corresponde un y sélo un nimero real y, reciprocamente, a cada nimero real le corresponde
un Unico punto sobre la recta. Sin embargo, si se desea estudiar la Geometria Analitica de
manera formal, este hecho debe ser establecido como un postulado como lo hace Birkhoff en
[3]. Observe que dicho Postulado fundamenta la Geometria Analitica y constituye su esencia.

Dada una recta [ podemos localizar el punto correspondiente al ndmero cero sobre la recta.
Convenimos en asignar los nimeros negativos a los puntos localizados a la izquierda del 0 y en
asignar los ndmeros positivos los localizados a la derecha del 0 de tal forma que x < y, si 'y solo
six estd a la izquierda de y. Dados dos puntos en la recta [ se define la distancia entre ellos de la
manera siguiente.

Definicion 2.1 — Distancia entre dos puntos en una recta. Sea/ unarectay sean x,y € R
puntos sobre la recta. Se define la distancia d(x,y) entre ellos, lo cual se lee, distancia de x a y,

"En la definicién 1.6 se introduce el concepto de correspondencia biyectiva o biunivoca.
ZPara una definicién del valor absoluto |a| de un nimero real a, consulte el capitulo 1.
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como
d(x,y) = [x—y[ =/ (x—y)*
= Ejemplo 2.1  Por ejemplo, six=—2,y = -3 tenemos d(—2,—-3) =|—2—(=-3)|=|—-2+3| =
|[1]=1.Six=—-8,y=1enestecasod(—8,1)=|—8—1|=|—9]=09. .

Ejercicio 2.1 En equipos pequeiios, los estudiantes deben inventar ejemplos con niimeros
reales que ilustren las siguientes preguntas:

1. Si se conoce d(x,y) (qué puede decirse de d(y,x)?

2. (Qué nimero corresponde a d(x,x)?

3. (Puede ocurrir que d(x,y) < 0?
Escriba sus conclusiones en forma de una proposicion matemdtica. m

El plano cartesiano

Dadas dos rectas [,/ que se intersecan en un punto, (podemos suponer que el punto de
interseccion corresponde al nimero cero de cada una de ellas) formamos el producto cartesiano
[ X I como se defini6 en el capitulo anterior. Dado que cada recta tiene una correspondencia
biunivoca con R se tiene que

Lhxh~=RxR={(x,y):xeR, yeR}.

Notacién 2.1. Se denota R> = R x R, el simbolo R? se lee “erre dos”. A los pares (x,y) les
llamaremos puntos del plano cartesiano.

Coordenadas

Dado cualquier punto (x,y) # (0,0) del plano cartesiano formado con /; x I, podemos trazar
una recta [5 que pase por x en [; paralela a [, y una recta /| que pase por y en [, paralela a/;. La
interseccion de /{ y I5 corresponde a la localizacién geométrica del punto P = (x,y) en el sistema
de coordenadas dado por /1 y b,.

Figura 2.1: Ejes coordenados /;,l, correspondientes a la actividad 2.1.

Actividad 2.1 Dividase el grupo en equipos. Cada equipo debe establecer un sistema de
coordenadas con un par de rectas /1,l, que se intersecten. Para la realizacion del taller deben
tomarse en cuenta las siguientes consideraciones: 1) Como un primer paso, las rectas que
consideren los equipos no deben ser perpendiculares. Posteriormente, en el pizarrén debe
dibujarse un sistema de coordenadas rectangulares, es decir, un sistema formado por un par de
rectas que se cortan en un adngulo recto. 2) Realice una discusién grupal para determinar si los
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sistemas son mejores unos que otros. ;Cudles serian los criterios para determinar cudl es mejor?
3) Una vez terminada la actividad anterior, la siguiente actividad consiste en medir distancias
entre puntos. ;Como debe hacerse? No debe llegarse en este momento a ninguna férmula.
Se trata solamente de un primer acercamiento. "

Solucion de la actividad 2.1. Los ejes que se obtengan en los diferentes equipos pueden ser como
los mostrados en la figura 2.1. Note que no son son perpendiculares. El objetivo de este taller
es que se concluya que los mejores ejes para medir distancias son los perpendiculares debido al
teorema de Pitdgoras. Observe que en ejes no perpendiculares para medir distancia entre puntos se
requiere la ley de los cosenos, pero no se necesita obtener ninguna férmula por el momento.  [J

,ll

Figura 2.2: Segmento orientado en un plano cartesiano sin coordenadas rectangulares.

Segmentos orientados

Olvidemos por un momento el plano y preguntémonos cudl seria la geometria sobre un objeto
mds simple, la linea recta. Dada una recta [ y dados dos puntos sobre ella x,y € R podemos construir
dos segmentos con diferente orientacion: el segmento que va de x a y y el segmento que vade y a
x. Utilizaremos una punta de flecha para distinguir entre ellos de la manera siguiente: si el punto
inicial del segmento es x y el final y pondremos una punta de flecha que termine en y.

Notacion 2.2. Denotaremos con Xy el segmento que comienza en x y termina en y. Reciprocamente,
denotaremos con yx el segmento que comienza en y y termina en x.

Ty _—
Y
- x *‘y—aj/.’/ R
P Y
— x

Figura 2.3: Segmentos orientados sobre rectas.

Similarmente, regresando al plano, dados dos puntos P; = (x1,y1) y P» = (x2,y2) en R? denota-
mos el segmento que comienza en P y termina en P, por P; P, y lo representamos con una flecha que
inicia en P; y termina en P, (véase la figura 2.2). Cada punto P = (x,y) en R? tendr4 asignado un
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segmento orientado construido a partir de (0,0) y que termina en (x,y). A este segmento orientado
se le llamard vector de posicion del punto P = (x,y). En general, a los segmentos orientados les
llamaremos flechas o vectores.

N) Las flechas, es decir, los segmentos orientados son vectores en el sentido de elementos de un
espacio vectorial. Desde un punto de vista técnico, lo que se tiene es una correspondencia
biunivoca entre R? y el plano afin. A cada punto del plano cartesiano se le pone en correspon-
dencia con el segmento orientado construido a partir del origen de coordenadas y el punto en
cuestion y, reciprocamente, a cada flecha del plano afin se le pone en correspondencia con el
segmento que se construye partiendo del origen y terminando en el punto de coordenadas
correspondientes a las componentes del vector. Esta correspondencia a causado innumera-
bles confusiones entre los estudiantes novicios. Estas confusiones se podrian evitar usando
notaciones diferentes para flechas y puntos. En GeoGebra las flechas se denotan con letras
minusculas y el programa los escribe algebraicamente en forma de columna, a los puntos se
les denota con letras mayusculas y los escribe en forma de renglén. Los libros soviéticos,
algunos, denotan las flechas con paréntesis rectangulares y los puntos con paréntesis redondos.
Sin embargo la larga lista de textos que no introduce ningtin cambio de notacién entre flechas
y puntos es avasalladora. Dada la fuerza del isomorfismo entre el plano afin y el producto
cartesiano, tradicionalmente se omiten diferentes notaciones. Aqui seguiremos la tradicion de
no usar notaciones diferentes entre flechas y puntos. A pesar de todo, muchos principiantes
se confunden dado que las flechas del plano afin “son libres” y pueden moverse por todo el
plano mientra que los puntos son fijos.

2.3.1 Suma de vectores

Dado un segmento orientado o vector cualquiera con punto inicial P, = (x,y;) y punto final
P, = (x2,y2), podemos construir un segmento orientado cuyo punto inicial sea (0,0), que tenga
la misma longitud y que apunte en la misma direccién del vector P P,. Para ello, simplemente
construimos el vector de posicién del punto (xo —x1,y2 — y1). De esta manera a cada flecha de R?
le corresponde un punto, obtenido por el vector de posicién del vector cuyo punto inicial ha sido
trasladado al origen de coordenadas (0,0). Reciprocamente, como hemos mencionado ya, a cada
punto le corresponde un vector de posicion. Por lo tanto, no distinguiremos con una notacién
diferente para flechas y puntos en este libro. Por ejemplo, cuando se diga dibuje el vector (2,1),
entenderemos que se dibujard el vector de posicion del punto correspondiente (2, 1). Establecido
lo anterior podemos definir la suma de vectores y el producto de un niimero por un vector.

Definicion 2.2  Sean (x1,y;), (x2,y2) vectores en R2. Se define la suma de vectores como

(x1,51) + (x2,¥2) = (x1 +x2,y1 +2).

Si r es un nimero real y (x,y) un vector, se define el producto de un escalar por un vector como
r(x,y) = (rx,ry). El vector cero se define como 0 = (0,0).

= Ejemplo 2.2 Dados los vectores a = (1,2) y b = (—1,3) encuentre su suma y encuentre el
vector 3(—1,3).
Solucidén. La suma se calcula simplemente sumando componente a componente

(1,2)+(-1,3)=(1+(-1),243) =(0,5)
Para el producto 3(—1,3) se tiene 3(—1,3) = (3-(—1),3-3) = (-3,9). .

Actividad 2.2 1) ;Puede decirse que la suma de vectores es conmutativa? ;es asociativa? 2) Si
r,s € R (cémo calcularia r(s(x,y))? 3) Si v es cualquier vector, ;qué resulta de las operaciones
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|v+6,6+vyv+(—1)v? .

Solucion de la actividad 2.2. 1) Pueden hacerse varios ejercicios, por ejemplo los vectores del
ejemplo anterior tenemos a+ b = (0,5) (Qué resulta de sumar b+ a? ;Qué resulta en general para
cualesquiera vectores a,b?

2) En el ejemplo 2.2 podemos ver que 3b = (—3,9), calcule —2(3b). ;Podemos concluir que dados
dos nimeros reales r,s y cualquier vector a se cumple que r(sa) = (rs)a?

3) El vector 0 = (0,0) es neutro, es decir, para cualquier vector v se cumple que

v+6:6+v:v,

Compruebe lo anterior con el vector v = (-5, 3). O

Actividad 2.3 1) Dibuje el vector con punto inicial Py = (1,2) y punto final P, = (4,3).
Calcule el vector —PyP; dibuje este vector y diga que relacion tiene con Py Py. 2) ;La operacién
diferencia o resta de vectores puede ser definida a partir de la suma y del producto de un vector
por un nimero real? ;Cémo puede definirse? 3) Calcule la diferencia del vector con punto inicial
P; y punto final Py. ;Qué relacion tiene con el vector PyP;? Haga los dibujos correspondientes. m

Solucién de la actividad 2.3. 1) El vector PyP; se muestra en la figura 2.4. El vector —PyP; es
paralelo y tiene direccién opuesta al vector PyP;.

4

Py

Figura 2.4: Vectores de la actividad 2.3.

2) Dados dos vectores a y b, la diferencia o resta de vectores se puede definir a partir de la
suma y el producto por un escalar como

a—b=a+(-Db).

3) El vector P, P, satisface PPy = —PyP;. O

Suma de vectores y flechas

Un buen ejercicio geométrico consiste en encontrar la relacion entre la suma y diferencia de
vectores con la construccién de un tridngulo cuyos lados son los vectores involucrados. Por ejemplo,
si se desea encontrar de manera geométrica la suma del vector a = (ay,a;) con el vector b = (by,b;)
, consideramos cualquier punto P del plano, sobre P nos movemos en direccion paralela al eje x,
a; unidades a la derecha si a; > 0y a la izquierda si a; < 0, a partir de este punto nos movemos
ap unidades verticalmente, hacia arriba si a; > 0 y hacia abajo si a, < 0. Queda asi construido el
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segmento PQ cuyo punto inicial es P y cuyo punto final es P+ a = Q. Sobre le punto Q se construye
el vector Q4+ b = R y el segmento dirigido OR. La suma a + b queda entonces representada por el
vector PR, ver la figura 2.5.

Figura 2.5: Suma de vectores

Para representar la resta de vectores se procede como en el parrafo anterior, es decir, a partir de
cualquier punto P construimos el segmento PQ con Q = P+ a. A partir de Q se construye ahora el
punto R’ con poniendo R’ = Q — b. Entonces el vector a — b esta dado por el segmento orientado
PR’ como se muestra en la figura 2.6.

R

Figura 2.6: Resta de vectores

2.4 Distancia entre puntos en R? y longitud de vectores

La distancia entre dos puntos puede definirse con referencia a cualesquiera ejes coordenados
sin importar que sean no rectangulares, de acuerdo a la siguiente

Definicion 2.3 Dados dos puntos cualesquiera P, P> del plano, se define la distancia entre
ellos d(Py,P») como la longitud del segmento rectilineo que los une.

De aqui en adelante usaremos sélo coordenadas rectangulares, lo cual significa que las rectas
que determinan los ejes de coordenadas se cortan en un angulo recto, es decir, se cortan en un
angulo de 7 /2 radianes, o bien 90°. A la recta horizontal le llamaremos eje de las x y a la vertical
eje de las y. Al eje de las x se le llama también eje de las abscisas y al eje de las y se les llama eje
de las ordenadas.

Una vez que se tienen ejes coordenados rectangulares la distancia entre dos puntos cualesquiera
del plano se puede medir por medio del teorema de Pitdgoras, teorema 1.1, en el capitulo 1.
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Actividad 2.4 La distancia entre puntos que si se unen forman segmentos paralelos a los
ejes, puede calcularse facilmente. Una vez que se comprende como calcular estas distancias
puede conocerse la distancia entre dos puntos que no forman segmentos paralelos a los ejes. Las
siguientes actividades facilitardn al lector el entendimiento de la férmula general. 1) Encuentre
una manera simple de calcular la distancia entre los puntos (3,1) y (3,—2). Encuentre también
la distancia entre (—2,—1) y (—4,—1). Dibuje planos cartesianos rectangulares y localice los
puntos en ellos, proceda sélo después de haber hecho las grdficas a calcular la distancia. 2) Se
desea calcular la distancia entre los puntos A = (—2,1) y C = (3,4) por medio del teorema de
Pitdgoras. Para ello construimos un tridngulo rectdngulo como el que se muestra en la figura 2.8.
Se desea entonces calcular la longitud de la hipotenusa AC. ;Cémo puede calcularse la longitud
de los catetos? ;Cudl es la longitud de los catetos AB y BC? No olvide hacer un dibujo que
corresponda a esta actividad.

El taller deberd tener una duraciéon médxima de 20 minutos. "

Solucion de la actividad 2.4. 1) Para calcular distancias entre puntos que forman segmentos
paralelos a los ejes de coordenadas se proyecta el segmento en el eje paralelo correspondiente y sobre
el eje, se miden las distancias. Por ejemplo, la distancia entre (3,1) y (3,—2) es |1 — (=2)| =3,
como se muestra en la figura 2.7.

Figura 2.7: El segmento formado por (3,1) y (3,—2) se proyecta sobre el eje y.

2) Para calcular la longitud del cateto AB, se hace como en el inciso anterior, se proyecta dicho
segmento sobre el eje de las x. Entonces se procede a calcular la longitud entre los puntos —2 y 3,
sobre dicha linea tal distancia es | —2 — 3| = 5. La longitud del cateto BC es la longitud entre los
puntos 1 y 4 sobre el eje y, la cual estd dada por |1 —4| = | — 3| = 3. Por el teorema de Pitdgotas
1.1, se tiene

|AC|1> = [ABIP + |BCIP

De donde se llega al resultado ||[AC|| = 4/ ||AB||> +||BC||> = v/5% + 32 = /34. O

Una vez que se han concluido las actividades del taller procedemos a presentar la férmula de la
distancia entre dos puntos en el siguiente teorema.
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Figura 2.8: Distancia entre los puntos A y C

Teorema 2.1 — Distancia entre dos puntos. Dados dos puntos cualquiera P, = (x1,y;)
y P, = (x2,y2) del plano R? con un sistema coordenadas rectangular, la distancia entre ellos
d(Py,P,) estd dada por la formula

d(PL,Ps) = (x1 —x2)? + (1 —32)? @1

Demostracion. Supongamos primero que los puntos se encuentran sobre una recta paralela al
eje x, por ejemplo, P, = (x1,y1), P = (x2,y1), es decir, y; = y,. Entonces la distancia entre
los puntos se obtiene proyectando el segmento P;P, sobre el eje x por lo que su distancia es
d(Pi,P) = |x; —x2| = \/(x1 — x2)? como se desea. Por un argumento similar si los puntos Py, P,
estdn sobre una recta paralela al eje y se tiene d(Py, P») = [y1 —y2| = v/(y1 —y2)?. Si los puntos
P;, P, no estdn sobre una recta paralela a ninguno de los ejes, podemos construir un tridngulo
rectangulo con el segmento paralelo al eje y que pasa por P, = (x1,y1) y el punto P, = (x1,y2) y
con el segmento paralelo al eje x que pasa por P, = (x2,y2) ¥ P, = (x1,y2). Se mostré en la primera
parte de esta prueba que d(P>,P,) = |x; —x2| y d(Ps, P,) = |y1 — y2|- Se concluye por medio del
teorema de Pitdgoras que

d(P,P,) = \/(xl —x2)?+ (y1 —y2)?,

como se queria demostrar. |

I Ejercicio 2.2 Proceda a hacer un dibujo que ilustre la demostracién del teorema 2.1. "

Si se tiene un vector con punto inicial Py y punto final P, la longitud del vector es la distancia
entre Py y P;, de acuerdo a la siguiente definicién.

Definicion 2.4 La norma o longitud del vector v = PyP;, denotada por ||v|| es la longitud del
segmento que une Py y P;. Es decir,

VIl = 1P| = d(Fo, Pr)-

Ejercicio 2.3 Ilustre con un dibujo el vector R que resulta de la resta de los vectores de
posicion de dos puntos Py, P>, {Cuando se cumple que ||R|| = d (P, P>)? .
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Actividad 2.5 Dados los puntos Py = (—4,—5) y P, = (2,1) construya los vectores ByP; y
PiRy. 1) ;Qué se puede decir de ||PyP;|| con respecto de ||PiRyl. 2) Si r € R que se puede
decir de ||rPyP;||. Realice los cdlculos con r = 2,3, —5. 3) ;Cuél es la norma del vector 0? La
actividad de este taller no debe exceder 15 minutos. "

Solucion de la actividad 2.5. 1) La norma debe se la misma independientemente de la direccién de
los vectores jcompruébelo! 2) Por ejemplo |2PyP || = [|(12,12)]| = 2v/72 = 2||RyPy||- 3) Se tiene
que [[(0,0)|| = v0?+0? =0. O

Terminado el taller, es pertinente presentar los resultados en la siguiente forma:

Teorema 2.2 — Propiedades de la norma. Sean r € R cualquier nimero real y v € R?
cualquier vector, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

L. |lv]| = 0. B

2. ||[v|| =0, siy solo siv=0.

3. (Il = |l

Demostracion. Las propiedades de la norma de un vector son consecuencia directa de propiedades
similares para la distancia entre puntos. Por ejemplo, si v = PyP; con Py = (x0,y0) y Pi = (x1,)1),
entonces

vl = lIrRoPi|| = d(rPr,rP2) = \/rz((m —x1)>+ (o —y1)?) = [rl[Iv]|-
las demads partes de la demostracién se dejan como ejercicio. |

Interpretacion geométrica de la multiplicacién por un escalar

El teorema anterior implica que al multiplicar un vector por un nimero real (escalar) r aumenta
el tamaiio del vector si |r| > 1 o disminuye el tamafio del vector si |r| < 1. Pero si recordamos que
un vector puede representarse por una flecha, no debemos olvidar que al multiplicar por un escalar,
ademas se invierte la direccion del vector si r < 0, vea la figura 2.9.

ra, r>1

Figura 2.9: Multiplicacién de un vector por un escalar.
Considerado lo anterior se tiene la siguiente definicion.

I Definicion 2.5 El vector a es paralelo a b si y s6lo si, existe un nimero real r, tal que a = rb.
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Actividad 2.6 De acuerdo con la definicién 2.5 ;qué ocurre con el vector 0 = (0,0)?;Qué se
puede decir de este vector con respecto a todos los demds con respecto al paralelismo? Si un
vector a es paralelo a un vector b ;es b paralelo a a? Argumente sus respuestas. "

Solucion de la actividad 2.6. El vector cero es paralelo a todos los vectores de acuerdo a la
definicién anterior. Efectivamente, si a es cualquier vector, entonces 0 = ra con r = 0, es decir,
0= 0a.

Supongamos que a y b no son el vector cero. Si a es paralelo a b entonces existe r tal que
a=rbcomo 0# ay 0 # b entonces r # 0. Asi podemos multiplicar por el inverso de r, es decir,
podemos multiplicar por 1/r € R para obtener b = 1/ra. Por lo tanto b es paralelo a a. (Il

Después de haber trabajado con ejemplos concretos dando valores al nimero r los estudiantes
deben poder dar argumentos para justificar cada una de las respuestas anteriores.

El espacio vectorial R?

No debe ser dificil para el lector verificar que R? con la operacién suma y la operacién producto
por un escalar satisface las siguientes propiedades
i) Sia,b e R?entonces a+b=>b+a.
ii) Sia,b,c € R?entonces a+ (b+c)=(a+b)+c.
iii) Existe 0 € R? tal que para todo a € R?, se tiene a +0 = a.
iv) Para todo a € R?, existe un elemento denotado —a € R? tal que a+ (—a) =0.
v) Sir,s € RyacR?, entonces s(ra) = (sr)ay (s+r)a = sa+ ra.
vi) Sir,€ Rya,b € R?, entonces r(a+b) = ra+rb.
vii) Sia € R?, entonces la = a.
Claramente 0 = (0,0) € R? y si a = (a1, ay), se tiene —a = (—aj, —az) = (—1)a.

Ejercicio 2.4 Dados a = (—1,3),b = (—4,8),c = (5,2) y r = —2,5 = 3 verifique que se
cumplen las propiedades 1) a vii). "

El concepto de espacio vectorial es muy importante en las matematicas universitarias. En
general dado un conjunto V y R donde se han definido la operacién suma en V x V' y producto
por un escalar en R x V, se dice que el par {V,R}, junto con las dos operaciones suma y
producto por un escalar, es un espacio vectorial sobre R si se cumplen las propiedades i) a
vii) para cualesquiera a,b,c € Vyr,s € R.

En un primer curso no se recomienda introducir el concepto de espacio vectorial en general.
Sin embargo es pertinente aclarar que la definicién precisa de vector, debe darse simplemente
en la forma: un vector es un elemento de un espacio vectorial {V,R}. La nocién de flecha
ayuda a comprender los aspectos geométricos relacionados con los vectores y es amplia-
mente usada en ciencias e ingenieria, pero el aspecto abstracto y algebraico de los espacios
vectoriales es el que realmente es de primordial importancia en matematicas avanzadas. Es
decir, el hecho de que las flechas sean vectores es importante desde el punto de vista de
aplicaciones, pero en general los vectores no son flechas, el concepto de vector es mucho mds
general e incluso, cabe mencionar, hay vectores de dimensidn infinita los cuales no pueden
representarse geométricamente de ninguna manera.

2.4.2 \Vectores perpendiculares

El concepto de ortogonalidad (o perpendicularidad) de vectores es fundamental en geome-
tria. Para desarrollar cierta intuicion sobre este concepto se sugiere trabajar en las actividades
siguientes.
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Actividad 2.7 1) ;Puede ocurrir que dados dos vectores a = (ai,a2), b = (b1,b,) se tenga
que ||a+b|| = ||a — b||? Construya ejemplos si su respuesta es afirmativa o contraejemplos si su
respuesta es negativa. 2) Si ocurre que ||a+ b|| = ||a — b|| se tiene

\/(al +b1)%+ (ay+by)? = \/(al —b1)2+ (aa —b)?
eleve al cuadrado, desarrolle los binomios y simplifique para llegar a
aby +axby = 0.
No olvide hacer dibujos que ilustren sus ejemplos. "

Solucién de la actividad 2.7. 1) La figura 2.10 corresponde a esta actividad. Por ejemplo, los
vectores i = (1,0) y j = (0,1) cumplen que i+ j = (1,1) yi— j= (1,—1) por lo que ||i + j|| =
li = jll = V2.

2) Si suponemos que ||a + b|| = ||a — b|| entonces

Vi@ +b2 (@022 = /@ —b1)2+ (a2~ ba)?
(a1+b1)2+(a2+b2)2 = (al—b1)2+(a2—b2)2
@ +2a1by + b+ a3+ 2a:by + b5 = a} —2aiby + b+ a5 —2ayby + b3
4(arby +aby) = 0.

lo cual implica lo que se quiere demostrar. U
a
{ a—>
a

Figura 2.10: Figura correspondiente a la actividad 2.7.

Una vez realizada la actividad anterior se puede proceder a enunciar la definicion siguien-
te.

I Definicion 2.6 Dos vectores a y b son ortogonales si y s6lo si |la+b|| = |la —b||.

» Ejemplo 2.3  Verifique que los vectores a = (2,3) y b = (—3,2) son ortogonales.
Solucién. Calculamos directamente ||a + b|| = ||(2,3) + (=3,2)|| = ||[(—1,5)|| = v/26. Por otra
parte |la—b| = ||(2,3) — (=3,2)|| = ||(5,1)|| = v/26. Por lo tanto los vectores son ortogonales. m
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Definicion 2.7 Dados dos vectores a = (aj,az) y b = (b1,b2) se define el producto interior (o
producto punto) de a y b como
a-b=a by +axb,.

Con las definiciones anteriores se tiene el siguiente teorema

Teorema 2.3 Dos vectores a y b son ortogonales si y solo sia-b = 0.

Demostracion. Si ||la+ b|| = |la — b|| entonces, como se hizo en la actividad 2.7, se llega a que
a-b=ab;+ayb, = 0. El reciproco se sigue de

atby+aby; = 0
4(arby +axby) = 0
2(a1by +aby) = —2(a1b1 +axby)
@A+ a3+ b7+ b3+ 2(aby +arhy) = @ +a3+b7+b3—2(aby +arhs)

\/(al +b1)2+(ar+b)? = \/(al —b1)?+ (az — by)?.

Se concluye que ||a+b|| = |la—b||. [ ]

Actividad 2.8 EIl producto interior tiene las siguientes propiedades:
l.a-b=b-a.
2. Parar e R, (ra)-b=r(a-b).
3. a-(b+c)=a-b+a-c.
4. a-a>0; a-a=0implicaa =0.
Verifique que se cumplen las propiedades 1 a 4. "

Solucion de la actividad 2.8. Sean a = (a;,a2), b = (b1,b2) y ¢ = (c1,¢2). Las propiedades son
un cédlculo directo a partir de las expresiones para a, b, c y la definicién de producto interno. Por
ejemplo la propiedad 4, sia-a =0

0=a-a=(a,a)-(ay,a) = a3 + a3,

pero esto sélo es posible si a% =0y a% =0, es decir a = (0,0). Claramente a-a > 0.
Se recomienda ampliamente que el lector verifique las propiedades 1 a 3. O

El teorema de Pitagoras en forma vectorial

Con las herramientas matematicas desarrolladas hasta ahora podemos dar una demostracion
vectorial del teorema de Pitdgoras.

Teorema 2.4 — Teorema de Pitagoras. Los vectores a y b son ortogonales si y solo si

lla+b][* = [lal® + |15]>

Demostracion. Notamos que para cualquier vector v = (v1,v;) se tiene v-v = v% + v% = ||v||*. Para
el caso v=a-+b se tiene ||a+b||> = (a+b) - (a+b). Aplicamos ahora las propiedades del producto
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interior vistas en la actividad 2.8 para obtener

la+b|* = (a+b)-(a+b)
= a-(a+b)+b-(a+b)
= a-at+a-b+b-a+b-b
= |la||*+2a-b+|b|

De esta manera |la + b||> = ||a||? + ||b||? si y solo sia-b = 0, es decir si y sélo si los vectores a y b
son ortogonales. |

N) Observe que a diferencia del teorema de Pitagoras presentado en el capitulo 1, el teorema 2.4
es bicondicional.

Ejercicio 2.5 Los ejercicios siguientes son muy importantes para consolidar los conocimientos
adquiridos hasta ahora. Se recomienda que se realicen como actividad extraescolar, pero también
pueden realizarse en un taller grupal de ejercicios. 1) Use las propiedades del producto interior
de vectores para demostrar que (a+b) - (a—b) = ||a||* — ||b]|*. 2) ;Qué puede decirse de un
vector cuando se sabe que es ortogonal a si mismo? "

Solucién de ejercicio 2.5. 1) Notamos que

(a+b)-(a—b)=a-(a+b)—b-(a+Db)
=a-a—a-b+b-a—b-b
= lall* —[1b]I*.

2) Si a es ortogonal a sf mismo entonces a-a = ||a||*> = 0. Por lo tanto a = 0 por la propiedad 4 de
la actividad 2.8.

2.4.3 Planteamiento de problemas

Los problemas de esta seccién serdn en general, de mayor dificultad que otros ejemplos de este
capitulo, se recomienda para el mejor aprovechamiento de los estudiantes que realicen la actividad
sugerida antes de que revisen la solucién de los problemas.

Actividad 2.9 — Division de un segmento en una razon dada. Consideramos un segmento
PQ con puntos extremos P = (x1,y1) y @ = (x2,y2). Se desea encontrar las coordenadas del
IPM|
1MQ]

El lector debe utilizar diagramas y dibujos para lograr un buen desempefio. Se pueden
seguir las siguientes sugerencias, pero esta actividad puede dejarse enteramente al criterio de los
estudiantes.

1. Utilice tridngulos semejantes para determinar » con las coordenadas de P, O, M. Dibuje

los tridngulos.
2. (Puede despejarse la coordenada x en alguna de estas razones? ;Y la coordenada y?
3. (Coémo se encuentran las coordenadas del punto medio, es decir, que niimero debe ser
para que M divida al segmento a la mitad?
El taller no debe exceder media hora y pueden participar tres o mds estudiantes por equipo. =

punto M = (x,y) dada la razén r =

Solucién de la actividad 2.9. Formamos los tridngulos MRQ y PRy/M, donde R = (x2,y) y Ry =
(x,¥1), los cuales son semejantes (el lector debe ser capaz de argumentar esta afirmacién). Como
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Y
M= (z,y)
Ry = (z,31)
P=(z1,41)
xr
Figura 2.11: Diagrama del ejemplo 2.9.

PM
tridngulos semejantes tiene lados proporcionales y las hipotenusas satisfacen r = ]|\|MQ|||]’ por lo
tanto

X—X|
ry =
X)—X
y
_y=—n
r= .
Y2—y
Es posible despejar x de la relacién r = ;;_x)‘c, siempre y cuando r # —1, de la siguiente forma:

r(x;—x)=x—x;
X+rx=rx+x1
(1+r)x=x+rxy
X1 +rxo
Ty

2.2)

similarmente se obtiene

_ntry

o d4r
Por ejemplo, para dividir un segmento a la mitad se pone r = 1 (;por qué?) y asi las coordenadas
del punto medio del segmento PQ son

(2.3)

X1+ x ity

2 YT
Debe notarse que razones negativas, salvo r = —1, proporcionan puntos que quedan fuera del
segmento. O

Ejercicio 2.6 1) Dados los puntos P = (3,—2),0Q = (—5,5) en el segmento PQ encuentre las
coordenadas de los puntos que lo dividen: a) a la mitad; b) en un tercio. 2) Encuentre el nimero
r que divide cualquier segmento de tal manera que

M|l [|PM]|

1PM|| (POl
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Encuentre las coordenadas de M si P, Q son los puntos del inciso anterior. 3) ;Qué pasa si » < 0

y distinto de —1 experimente con r = —1/2 con los puntos del inciso 1.
Este ejercicio se resuelve usando GeoGebra en la actividad 2.11, pero primeramente debe
intentar resolverse sin el uso de computadoras. "

Proyeccion ortogonal, componentes, desigualdades importantes

La siguiente actividad requiere de una mayor madurez matemaética del lector que el resto de
las actividades de este capitulo y puede ser omitida en un primer curso de Geometria Analiti-
ca.

Actividad 2.10 — Proyeccion ortogonal, desigualdad del triangulo. Dados dos vectores
ay b, distintos de cero, no ortogonales ni paralelos, es posible construir un tridngulo rectdngulo
con hipotenusa a y base paralela a b, es decir, base sb, donde s € R es un nimero por determinar.
Se desea de esta manera construir un tridngulo con catetos b y ¢ = a — sb tal que ¢ sea ortogonal
ab.

1. Exprese en forma vectorial por medio del producto punto la condicién b ortogonal a

c=a—sb.
2. De la relacion anterior despeje s, observe que dado que a y b no son ortogonales a - b # 0.
-b b
3. Compruebe que el tridngulo buscado con hipotenusa a tiene lados |Tb||2 bya-— ||ab||2 b.

Realice un dibujo del tridngulo correspondiente con a = (—3,2) y b= (1,—1).

4. Compruebe que el vector W tiene norma uno.

a- . 5 2
5. El nimero m se llama componente del vector a en la direccion de b y se denota por

comppa. Se tiene entonces
a-b=|b||comppa.

Si O es el angulo formado por los vectores a y b jcudl es el valor de comppa en términos
de [|a]| y cos6?
6. Compruebe que
a-b=|al||||b||cos 6.

7. Desigualdad de Schwarz. Hemos construido un tridngulo rectdngulo con hipotenusa a y
a-b

TR

a) Utilice el teorema de Pitdgoras y las propiedades de la norma de vectores para
mostrar que

cateto adyacente b, dados, y con cateto opuesto ¢ = a

2 2

a-b
= [lall® = llell*.

[IBll

a-b
1112

b) Muestre que ||al|? —||c||> < ||a||* y concluya que

a-b
— | <||a| y de aqui
1] '

ja-b| < [lall[|]]-
¢) Compruebe que si a y b son paralelos entonces se cumple que
|a-b| = [|all]|]].

d) El siguiente teorema esta incompleto, utilice la informacién obtenida en este proyec-
to para escribirlo correctamente.
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Teorema 2.5 — Desigualdad de Schwarz. Para cualesquiera vectores a, b
en R? se cumple la desigualdad

donde la igualdad se verifica si y s6lo si.......

8. Ladesigualdad del tridngulo. Muestre que a-b < |a-b| y utilice la desigualdad de Schwarz
para demostrar la llamada desigualdad del triangulo

la+b[| < lall + [[2]],

para este fin, escriba |la+b||> = (a+b) - (a +b) y desarrolle el lado derecho de esta
igualdad.

Recuerde que el proyecto anterior puede ser dificil para los estudiantes que por primera
vez cursan Geometria Analitica y puede omitirse sin detrimento alguno en los cursos de
preparatoria.

Solucién de la actividad 2.10. 1) El vector b es ortogonal a ¢ = a — sb si y solo si
b-(a—sb) = 0

a-b—sb-b
a-b—s|p|*> = o.

I
o

b
2) De la igualdad anterior se tiene que s = HabT.
3) Se deja como ejercicio.

4) Tomamos el producto interior de b/||b|| consigo mismo

b b bbb 61 B

[T T e T/

por lo tanto b/||b|| es un vector unitario.
a-b _ comppa
l2lF = ol | o
6) Puede verse geométricamente que comppa = ||a||cos @ de donde con la igualdad del inciso
anterior se llega a

5) Sabemos que asi a-b = ||b||comppa.

a-b=||al|||b]|cosB.
Los puntos 7 y 8 se dejan como ejercicio. U

Dados los vectores i = (1,0) y j = (0, 1), las componentes sobre estos vectores de cualquier
vector a = (aj,ay) estdn dadas por

compia=a-i=ai, compja=a-j=a,

dado que los vectores i, j tienen norma uno. Estas componentes respecto a los vectores i, j
se denominan simplemente componentes del vector a, en mucho libros de texto. Al vector
a- b ., . « 29

Wb’ se le llama proyeccion ortogonal (o simplemente “proyeccion’ ) de a sobre b y se
denota proyj a (ver figura 2.12).
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proy;,a

Figura 2.12: Tlustracién de un vector proyeccion de a sobre b.

GeoGebra Yy vectores

Como hemos sefialado en la seccién 1.1.2 del capitulo 1, el programa GeoGebra se encuentra
en la pagina web:

https://www.geogebra.org/?lang=es

en dicha seccién el lector podrd revisar las instrucciones bdsicas de instalacion del programa
GeoGebra, asi como varias indicaciones para generar puntos, rectas y muchos objetos geométricos
mads. En el siguiente taller estudiaremos las instrucciones para generar vectores y operaciones con
vectores vistas en el presente capitulo utilizando GeoGebra.

Actividad 2.11 Los puntos en GeoGebra se etiquetan con letras latinas mayusculas, las flechas
con letras minudsculas.

1. Utilice el teclado de Geogebra para general los puntos P = (1,1), QO = (v/2,—/3),

R=(0,7).
. Genere los vectores de posicidn (flechas) correspondientes a los puntos P, Q, R.
. Con los vectores a = (1,1), b = (—2,1) genere el vector ¢ = a + b. Dicho vector aparece
como vector de posicién del punto P = (—1,2) ;Cémo podria generar un vector paralelo
a b tal que comience en el punto final de a y termine en el punto final de c.
4. Multiplique el vector @ = (1,1) por un ndmero positivo mayor que uno y por un ndimero
positivo menor que uno ;qué sucede? ;Qué sucede si se multiplica a por un nimero
negativo?
Realice el ejercicio 1.4 utilizando las herramientas de GeoGebra.
Verifique con GeoGebra que los vectores a = (2,3) y b = (—3,2) son ortogonales me-
diante la herramienta de trazo de dngulos de GeoGebra.

7. Realice el ejercicio 2.6 con las herramientas de geogebra. Verifique que sus respuestas
sean correctas con la herramienta “Distancia o longitud” que se encuentra en el recuadro
“angulo”.

No olvide que el uso de computadoras en esta etapa del aprendizaje es sélo una herra-
mienta mas y no sustituye al aprendizaje que se logra con el trabajo directo con papel y
lapiz, sino que lo complementa. "

W N

o

Solucidon de la actividad 2.11. 1) Con el teclado, los puntos en GeoGebra se producen con letras
mayusculas. El teclado virtual posee las teclas para raiz cuadrada y 7 con el teclado fisico se
puede generar la raiz escribiendo sqrt seguida de un paréntesis. Por ejemplo /2 se genera con el
teclado fisico escribiendo sqrt(2). La constante 7 = 3.14159. .. se genera con el teclado fisico
escribiendo simplemente p1i.
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2) Los flechas (vectores de posicién) correspondientes a los puntos del inciso 1), se logran es-
cribiendo con el teclado los mismos puntos requeridos pero con letras mintsculas o bien con el
tercer recuadro “dos puntos y linea que los une” posicionando el ratén en el punto inicial del vector
oprimiendo el botén izquierdo y luego repitiendo esta operacion con el punto final del vector, ver
figura 2.13.

€ GeoGebra (2) - o x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion.

D REENCERNE

» Vista Grafica X

1
$

L 2
X

Entrada a

Figura 2.13: Solucién de la actividad 2.11 ejercicio 2).

3) Escriba en el recuadro “Entrada”, a = (1, 1) y presione la tecla de retorno se generard la flecha
que va de (0,0) al punto (1, 1) con la etiqueta “a”. Haga lo mismo para b una vez que se genera esta
flecha, escriba en el recuadro “Entrada”, c = a+ b y presione la tecla de retorno, aparecera la flecha
¢ con punto inicial el punto (0,0) y punto final (—1,2). Para generar un vector con punto inicial
el punto A = (1,1) y punto final (—1,2) use la herramienta “vector” que se despliega oprimiendo
el botén izquierdo del ratén sobre el recuadro “dos puntos y linea que los une” se generardn los
puntos con etiquetas A y B y un vector llamado u paralelo a b como en la figura 2.14.

7 GeoGebra (3) - o x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion.

G Ol€l~=2l <

» Vista Grafica X

X

8

Figura 2.14: Solucién de la actividad 2.11 ejercicio 3).

4) Multiplicar un vector por un ndmero positivo mayor que uno aumenta su longitud, por un nimero
positivo menor que uno contrae su longitud, jcompruébelo! Multiplicar por nimeros negativos
invierte la direccion del vector (es decir gira el vector 180 grados).

5) Escriba en el recuadro “Entrada” a = (—1,3) , presione la tecla retorno del tablero, repita lo
anterior con b = (—4,8) y ¢ = (5,2). La propiedad i) de espacio vectorial se verifica por ejemplo
escribiendo en el recuadro “Entrada” a + b y oprimiendo la tecla retorno aparecerd el vector
etiquetado u el cual, como el lector puede verificar, es a + by después repitiendo lo anterior con
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b+ a apareceri el vector etiquetado v sobre u. En el panel izquierdo, se veran los vectores escritos
como vectores columna. En la figura 2.15 se presentan las graficas correspondientes a este ejercicio
las cuales se han movido y achicado, para obtener una grafica similar use la rueda del ratén
jexperimente! Las propiedades ii) a vii) se pueden verificar abriendo nuevas ventanas para cada
propiedad jhagalo!

€ GeoGebra (5) - o x

Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda Abrir sesion.

b3 [ e 2NN =

X [» vista Grafica X

Figura 2.15: Solucién de la actividad 2.11 ejercicio 5).

6) Genere los vectores a = (2,3) y b = (—3,2) como se ha hecho en los puntos anteriores. Vaya
al recuadro “dngulo” y presione el botén izquierdo del ratén. Posicione el ratén sobre el vector a
vera que cuando esté correctamente posicionado cambia el tono del vector, entonces presione el
botdn izquierdo; repita lo anterior con el vector b, aparecerd en verde un cuadrado con la etiqueta
correspondiente a la medida 90° como en la figura 2.16.

€ GeoGebra (6) - o x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion.

s A LA eloEN] =]+

» Vista Algebraica 3 [ b Vista Grafica X
Vector
®a=

=)

Figura 2.16: Solucién de la actividad 2.11 ejercicio 6).

7) Genere los puntos P = (3,—2) y Q = (—5,5) con el teclado en GeoGebra. las ecuaciones (2.2) y

(2.3) pueden usarse para este ejercicio, pruebe por ejemplo con r = —1/2. Es decir, escriba el punto
34+(—=1/2)(=5) =24+ (—-1/2)(5
w (B ) (3125 24 6N g
l+r 1+r 1-1/2 1-1/2

Use la herramienta en el recuadro “dngulo” correspondiente “Medida o longitud” y obtenga la
medida del segmento QP y del segmento QM ;Cuél es la razén de estas medidas? ;Qué puede
concluirse de lo que pasa si r = —1/2. La grafica 2.17 corresponde a este punto. No olvide usar la
rueda del raton para obtener las escalas de la figura mostrada. ]
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€ GeoGebra () o x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion.

BZEANEE

Ao
TextoQM ="QM =21.26" Q
TextoQP ="QP = 10.63" L)

QP=1063

o
© Ps

°
am=21.28

W
L]

Figura 2.17: Solucién de la actividad 2.11 ejercicio 7).

2.6 Problemas y ejercicios del capitulo

Es importante que el lector realice una autoevaluacién de los conocimientos logrados en el
proceso de estudio de este capitulo. Por otra parte, los problemas incluidos en la seccién de
“problemas y ejercicios” debe realizarse al concluir cada subtema del capitulo.

2.6.1 Autoevaluacion

El ejercicio de autoevaluacién requiere de una seria autocritica por parte del lector. Después
de haber respondido los siguientes reactivos el lector debe buscar por si mismo las respuestas y
evaluarlas. Aquellos reactivos incorrectos requieren de un mayor estudio individualizado.

Autoevaluacion

Responda de manera detallada cada reactivo, utilice diagramas y dibujos para ilustrar concep-
tos y ejemplos.

1.

SANNANE el

o o~

10.

Enuncie el teorema de Pitdgoras en la forma vectorial. ;Puede demostrarlo?

Se puede decir que dos vectores a, b son ortogonales si y sOlo si................

(Como puede comprobar que dos vectores dados son paralelos?

( Cémo puede saberse analiticamente si dos vectores son 0 no ortogonales?
Sia=(aj,az)y b= (b1,by) calcule la distancia de a a b, d(a,b).

Siempre es importante mantener una bitdcora, parte de esta debe ser un vocabulario que
incluya las palabras que el lector considere nuevas para él mismo. Se sugiere que comience
con el siguiente:

Vocabulario 2.1  Antes de leer este capitulo ;conocia el lector las palabras abscisa, ordena-
da, ortogonal.? Escriba estas palabras y sus definiciones. Haga los dibujos que ilustren los
conceptos definidos.

Describa lo que significa la proyeccidn de un vector geométricamente.

La suma de vectores es conmutativa ;explique?

(Qué significa desde el punto de vista geométrico multiplicar un vector por —17?
(,Qué es la componente de un vector?

2.6.2 Problemas y ejercicios

Para una cabal comprensién de la matemadtica se debe alcanzar ciertas etapas del conocimiento.
En esta seccidn se proponen tres niveles o etapas:
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a) La primera etapa o nivel basico requiere del lector que sea capaz de comprender y de aplicar
férmulas bdsicas, en este capitulo: suma de vectores, producto por un escalar, producto punto,
etcétera.

b) La segunda etapa o nivel medio en la que el lector, una vez que la primera etapa ha sido
asimilada, es capaz de plantear y resolver problemas empleando directamente las definiciones,
teoremas y férmulas de este capitulo.

¢) La tercera etapa o nivel avanzado o nivel de dominio, en la que el lector es capaz de plantear
y resolver problemas de substancial grado de dificultad y cuya relacién con los temas del
capitulo muchas veces no es inmediata, ni obvia.

De acuerdo con la anterior subdivisién se proponen los siguientes problemas.

Nivel basico
Seccion 2.1
1. Resuelva el ejercicio 2.1.
2. Considere la recta numérica para resolver los siguientes problemas. Posteriormente comprue-
be sus respuestas utilizando las herramientas de GeoGebra.
a) Localice los puntos P = —2, 0 = —/2, S = .
b) Calcule la distancia de P a Q
3. Determine la distancia entre los puntos a y b si
a)a=—-1yb=3.
b) a=—-4yb=-2.
) a=+\V2yb=3.
Soluciones.
= (VN S=|P)—C—|=(C—p v dr=|I-)—&=(ET)b(s
o —e=[S ¢
Seccion 2.2

1. En papel cuadriculado localice los puntos P = (—3,2), P, = (1,4), s = (=2,-5)y P, =
(1,—6). Después dibuje los vectores de posicion que corresponden a tales puntos. Posterior-
mente compruebe con GeoGebra.

Seccion 2.3
1. Considere los vectores a = (1,—3),b = (2,5),c = (=2 —7). Calcule
a) a+b
b) 3a—c+5b
¢) 3(b—2a)+6a
Verifique que sus soluciones sean correctas utilizando las herramientas de GeoGebra.
2. Sean a,b vectores en R%. Resuelva las siguientes ecuaciones
a) 5(3,—1)+7a=(-3,4)
b) —5b=(-2,6)
¢) 2[(5,—1)—a] =2a+(1,0)
Soluciones. A8\ I=p\0) =n.(2\o—.2\Q) =d.(T\e,.T\8I—-) =»n
3. Considere los vectores a = (1,—3),b = (2,1/2),c = (—1,7). Calcule
a) a—b+c
b) 3a—c—+5b
¢) 3(b—2a)+6a
d) a-(a+D)
e) [|b—cll
Verifique que sus soluciones sean correctas utilizando las herramientas de GeoGebra.
Seccion 2.4

1. Divida el segmento formado por (—1,2) y (3,—2) ala mitad y en un tercio de su longitud.

Realice una gréfica a mano que ilustre sus resultados compruebe graficando con GeoGebra.
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2. Determine cuéles pares de vectores son paralelos, cudles perpendiculares o ninguna de las
dos cosas.

a) (2,4)y (~1/5,-2/5)
b) (—18,12)y (2,3)
c) (07 1)y (_170)
Soluciones. .29l811030310 (o< .2slsnogoi10 noz (d< .2olsls1sq nod (88
3. Calcule la suma y la resta de los vectores (5,2) y (—4,3)de manera geométrica y algebrdica-
mente, por medio de cdlculos. Compruebe con las herramientas de GeoGebra.
4. Sia=(—1,1),b=(3,2) y c = (4,6) calcule
a) a-b.
b) (a—c)-b.
o) (a+b)-c— |l
d) [|b—cl|
Soluciones. STV (bh AC (ob .28- (b .I- (b
5. Sia=(1,4) y b= (-2,3) calcule la longitud de
a) —3(a—D>)
b) b/b]
Soluciones. I (d2 .0IVE (s

6. Compruebe grafica y analiticamente si es que los vectores son ortogonales. Use las herra-
mientas de GeoGebra.

a) (1,5),(—4,1)
b) (2,3),(9,-6)

Nivel medio
Seccion 2.1

1. Sobre la recta numérica localice los puntos que satisfacen las siguientes relaciones

a) |x| =3.
b) [x—1]=2.
¢) |x—=1|>0
d) x+2<2.
Soluciones. > - P! (e )U(I= ) Sl I-=xyE=x@l E-=x¢E [T)to(f;
2. Calcule la coordenada del punto A sobre la recta numérica si se conoce que B=0y |[AB| = 2.
Soluciones. L—=Ay¢&=A(

Seccion 2.2
1. Halle las coordenadas del punto P, simétrico respecto al eje y del punto P = (—1,-3).
Compruebe usando la herramienta simetria axial de GeoGebra.
Soluciones. (=)=
2. Halle las coordenadas del punto P’ simétrico respecto al eje x del punto P = (2,3). Compruebe
usando la herramienta simetria axial de GeoGebra.

Solucién. (=9 =1
3. Determine en cudles cuadrantes puede estar situado el punto P = (x,y) si
a) xy <0.
b) x—y=0.
Soluciones. .201081bsuo 19€ y ol (dE€ .2s1n81bsuo ob v of (8€

Seccion 2.3

1. Trace el segmento orientado que parte del origen si se sabe que la proyeccidn sobre el eje x,
es x =2 y la proyeccién sobre el eje y, es y = —5. Verifique su respuesta con GeoGebra.

2. La proyeccién sobre el eje x de un segmento es —12. Si el segmento tiene 13 unidades de
longitud y tiene su origen en el punto P = (3,—2), halle las coordenadas del extremo Q del
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segmento si forma con el eje y un dngulo agudo.
Solucién. (E0—-)=0Q(

Seccion 2.4

1.

bt

El centro de gravedad de una varilla rectilinea homogénea estd situado en el punto M = (1,4).
Uno de los extremos de la varilla estd en el punto P = (—2,2). Determine las coordenadas
del otro extremo Q de la varilla.

Soluciones. (o) =QU

. Determine las coordenadas de los extremos de un segmento que estd dividido en tres partes

iguales por los puntos (2,—1) y (3,1).
Solucién. (€M) ¢ (E=.D) (C
Muestre que el tridngulo con vértices (1,1),(2,3) y (5,—1) es rectdangulo.
Determine analiticamente si los siguientes pares de vectores son paralelos o no
a) (1,1),(2v2,2v/2)
b) a=(4,7),b=(12,-20)
Soluciones. &% = n oup IsI ¥ 912ix9 oM (db S\ =n eolslsisq (sb

. Suponga que a,d’,b, b’ son distintos de cero. Si a es paralelo a @', b paralelo a b’ y a paralelo

a b entonces @’ es paralelo a b'. Tlustre este resultado geométricamente.
Muestre que si d = b+ c y b es paralelo a a, entonces d es paralelo a a, si y solo sic es
paralelo a a. Ilustre este hecho con una grafica.

Nivel avanzado

1.

4.

Por el punto (4,2) se ha trazado una circunferencia tangente a los dos ejes de coordenadas.
Determine las coordenadas del centro de la circunferencia y el radio. (Sugerencia: Observe
que no se requiere la ecuacion de la circunferencia.)

Soluciones. ) ) )
29 siongtstnuotio sl sup obsd .sionsstnuotio sl ob onnso Is (1) =D 892 (I

190191 2009dab sidno1otauotio sl ob oibst I 29 v i2 ¢ 9{9 I8 v % 9{9 I 9192181
92 ( =il (£ =xT1es ¢ (D) 8D ob sionsteib sl 29 v m3idmsT .|| = [x| =
ofl (— = % sup 9219V shoud .2snoiouloe noz (£.8) =D v (01,01) =D sup snsiy

A s esnoiouloa sb

. Dados los puntos M = (2,2) y N = (5,—2) halle en el eje y un punto P tal que el dngulo

MPN sea recto. L L
= (S+«.8)- (S—.L) egonoins AV s [sr10g0710 s92 AN 90p I3 (¢ ,0) =4 892 (L

Solucion. ..
o029 8l svlsuest 0

. Los vértices de un cuadrildtero son A = (—3,12), B= (3,—4),C = (5,—4) y D = (5,8).

Calcule la razén en la que la diagonal AC divide la diagonal BD.
Solucion. N (€
Resuelva los puntos 7 y 8 de la actividad 2.10.
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3. La circunferencia

La mayoria de los libros de Geometria Analitica posponen el estudio de la circunferencia hasta
que se haya visto la linea recta. En este libro estudiaremos primero la circunferencia dado que es
mucho mas simple en varios aspectos que la linea recta y dado que utilizaremos su ecuacion para
estudiar la trigonometria analitica y algunas relaciones trigonométricas que serdn imprescindibles,
por ejemplo, para calcular el d&ngulo entre rectas.

El lector debe asegurarse de que conoce las propiedades bdsicas de la circunferencia presentadas
en el capitulo 1 y entonces podra estudiarla en el contexto de la geometria analitica de acuerdo a la
siguiente definicidn.

Definicién 3.1  Se llama circunferencia al conjunto de puntos de R? que se encuentra a una
distancia constante » > 0 de un punto fijo C. Al punto C se le llama centro de la circunferencia y
a la distancia r se le llama radio de la circunferencia.

@ El hecho de los puntos de una circunferencia estén a una distancia constante del centro puede
expresarse como “los puntos de la circunferencia equidistan del centro”. Equidistar proviene
de las palabras latinas equi = igual y distare = estar a una distancia dada. Equidistar significa
entonces, estar a una distancia igual.

Ecuacion de la circunferencia

Consideramos ahora una circunferencia con centro en el punto O = (0,0) y radio r. Sea
P = (x,y) un punto cualquiera sobre la circunferencia. De acuerdo a la férmula de distancia entre
dos puntos (2.1) y la definicién 3.1 se debe tener

d(0.P) = \/(x— 02 +(y—0)2 =~ 3.1)

Al desarrollar y elevar al cuadrado se obtiene la ecuacién

Xyt =r (3.2)
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De esta manera un punto esté sobre la circunferencia de radio r si las coordenadas x y y del punto
satisfacen la ecuacidn y reciprocamente, si un par de nimeros x;, y; satisfacen la ecuacién (3.2)
entonces el punto (x;,y;) estd sobre la circunferencia.

= Ejemplo 3.1 Determine si los puntos (1,0), (%, %) y (3,1) estdn sobre la circunferencia
2.2
x“+y =1

Solucién. Como 12 + 0% = 1, el punto (1,0) estd sobre la circunferencia. Por otra parte, como

va\' v\ 1
<2> + <2> =5 + 5= 1, el punto (@, ?) estd sobre la circunferencia. Finalmente,

como 3% +12 =10 # 1 el punto (3,1) no est4 sobre la circunferencia. "

Es muy importante que el lector obtenga por si mismo las ecuaciones de las curvas estudiadas,
para el caso de la circunferencia, la ecuacion con el centro en un punto cualquiera. La siguientes
actividades guiardn al lector para que logre este objetivo.

Ejercicio 3.1 Se recomienda que esta actividad se desarrolle de manera individual y que los
resultados se expongan de manera grupal.
1. Sea Py = (x0,y0) el centro de una circunferencia de radio r y sea P = (x,y) un punto
cualquiera sobre la circunferencia. Use la definicién 3.1 y la férmula de distancia entre
dos puntos (2.1) para obtener una relacién semejante a (3.1).
2. Desarrolle los binomios y eleve al cuadrado la raiz en la relacion obtenida en el inciso
anterior para obtener la ecuacién

(x—x0)>+ (y—yo)> =1 (3.3)

La ecuacion (3.3) se conoce como ecuacion candnica de la circunferencia con centro en (xo,yo)
y radio . "

Solucién del ejercicio 3.1. 1) Tenemos que d(Py, P) = \/(x — x0)2 + (y — yo)2 = r, por la definicién
3.1 y la férmula para la distancia entre dos puntos. 2) Elevando al cuadrado la ecuacién anterior se
tiene la ecuacion (3.3). O

= Ejemplo 3.2 Determine si la ecuacién x> 4 y*> — 2x+y — 1 = 0 corresponde a una circunferencia.

Solucién. Dado que la ecuacién x> +y?> —2x +y — 1 = 0 contiene los términos 2x, —y, si se trata
de una circunferencia debera corresponder a una circunferencia de la forma (3.3). Al completar
cuadrados! se obtiene

1 1
4y —24y—1 = (x2—2x+1)+(y2—|—y+1)—1—1—1
2
1 9
= —1)2 2] -2
(x—1) +<y+2> 1
=0

De donde se llega a (x — 1)2 + (y+ 1/2)? = 9/4, lo que corresponde a una circunferencia con
centroen (1,—1/2) y radio r = +/9/4 =3/2. .

» Ejemplo 3.3 ;La ecuacién x> +y? —2x+y+5/4 = 0, corresponde a algitin lugar geométrico?

"Para el tema de completar cuadrados vea el capitulo 1.
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Solucién. Al completar cuadrados la ecuacién x* +y? — 2x+y+5/4 = 0, se puede escribir como

5 1, 5 1
2 2 s 2 2 - O T
Xy =2yt (=20 D)+ (7 Hy+ )+ - 1=
1 2
= (X—1)2—|—<y+>
2
= 0

Por lo tanto (x — 1)? 4 (y+1/2)? = 0, lo que corresponde al punto (1,—1/2), es decir, la ecuacién
es satisfecha solamente por un punto y no corresponde a una circunferencia. "

= Ejemplo 3.4 Determine el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacién x* +y? —2x+y-+6/4 =
0?
Solucién. Al completar cuadrados en la ecuacién x> +y? — 2x+y+6/4 = 0, se tiene

6 1. 6 1
2,2 2 2
-2 - = —2x+1 —)+-—-—1—-
Xy =2yt (x*=2x+1)+(y —i—y—|—4)+4 y
I
= (x=1)? - -
(x—1)"+ (y—i— 2) +7
=0
Por lo tanto (x — 1)+ (y+1/2)?> = —1/4, lo que no puede ocurrir en los niimeros reales ya que
la suma de dos cantidades mayores o iguales a cero no puede ser negativa. Por lo tanto el
conjunto que corresponde a la ecuacién es el conjunto vacio, 0. "
Ejercicio 3.2 1. Determine si las siguientes ecuaciones definen una circunferencia

a) ¥ +y*—3/2x+5/4y—21=0.
b) x> 4+y* +4x+6y+20=0.
¢) (x—124(y—1/6)2+7=0.
2. Encuentre la ecuacién de la circunferencia con centro en (1,—1) y radio r = 1.
3. Dibuje la circunferencia que pasa por (—3,2) y con centro en (6,3). ;Cudl es su ecuacién

correspondiente?
ndicaciones sobre las soluciones de este ejercicio se encuentran en la seccion “problemas
Ind bre 1 1 de est t 1 “probl
ejercicios del capitulo”. "

La actividad del comienzo del capitulo junto con los ejemplos y ejercicio anteriores ayudan a ver
que el siguiente teorema resulta justificado.

Teorema 3.1 La ecuacién x> 4 y> 4+ Dx+ Ey + F = 0 representa una circunferencia si y solo
siD*+E? —4F > 0.

Demostracion. Una circunferencia con centro en (xo,yo) y radio r > 0 tiene por ecuacién

(x—x0)*+(y—yo)> =r".

Al elevar al cuadrado se tiene
x> +y2 — 2x0x — 2y0y — ” —i—xé —l—y% =0.
Poniendo D = —2xp, E = —2yoy F = —1? —i—x(z) + y% se tiene que

D? 4+ E*—4F =43 +4y5 —4(—r* +x3+y3) = 4r* > 0.
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Reciprocamente de la ecuacién x> +y? + Dx + Ey+ F = 0 se obtiene al completar cuadrados que

X>4+y? +Dx+Ey+F = (> +Dx+(D/2)?)+ (> + Ey+ (E/2)?)
+F—(D/2)*—(E/2)* =0,

de donde

(x> 4+Dx+ (D/2)}) + (Y} + Ey+ (E/2)?) —F+(D/2)*+(E/2)?

1
(x+D/2?+(y+E/2)> = J(D*+E*~4F).
Por lo tanto la ecuacién x> +y? 4+ Dx+ Ey+ F = 0 representa una circunferencia con centro
en (—D/2,—E/2) y radio r = 1/2/D?+ E2 — 4F, si D> + E? — 4F > 0; representa un punto, si
D? 4+ E? — 4F = 0; finalmente, representa al conjunto vacio, si D*> + E> —4F < 0. [ |

Ejercicio 3.3 Lea con cuidado la demostracion anterior. Verifique que los célculos son correc-
tos rehaciéndolos incluyendo todos los detalles. "

Trigonometria Analitica

En esta seccién utilizaremos la ecuacion de la circunferencia para introducir la medida en radia-
nes para las funciones trigonométricas y para deducir algunas de las identidades trigonométricas
mds utilizadas en Geometria Analitica, las cuales se requieren extensamente al tratar la ecuacion de
la recta, por ejemplo.

Queremos advertir que esta seccién no pretende ser un curso completo sobre trigonometria,
sino que soélo trata de cubrir algunos aspectos indispensables para la Geometria Analitica.
Dado que para las demostraciones de las identidades trigonométricas se utiliza la ecuacion
de la circunferencia se debe estudiar esta seccion antes que el estudio de la ecuacién de una
recta. Si el lector estd familiarizado con la trigonometria basica y con los dngulos medidos en
radianes puede omitir esta seccion.

La circunferencia unitaria

A la circunferencia de radio r = 1, la cual tiene por ecuacién x> +y*> = 1 se le llama circun-
ferencia unitaria. En la actividad 1.3 se encontré cierta evidencia de que al dividir la longitud
de la circunferencia entre el diametro de la misma, se obtiene una constante. Puede demostrarse,
por ejemplo por medio de las herramientas del calculo diferencial, que efectivamente tal razén
es una constante universal denotada por 7 (se lee “pi”). El nimero 7 es un nimero irracional,
es decir, no es cociente de nimeros enteros”. Como consecuencia de no ser racional el desarrollo
decimal de 7£=3.1415926..., no termina nunca, ni es periédico’. Si / denota la longitud total de
una circunferencia dada y si el didmetro de la misma se denota por 2r donde r es radio de la
circunferencia, el que 7 sea constante implica que

T=—
2r

para cualquier circunferencia dada, o bien

[ =2nxr.

2El niimero 7 es todavia mas complicado, ya que es trascendente y el patrén de sus digitos no se repite.
3De hecho, actualmente se conocen millones de digitos de la expansién de 7.
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Asi para la circunferencia unitaria, » = 1 y entonces / = 27 es la longitud de su circunferencia.

Abhora estableceremos una correspondencia entre puntos de la circunferencia unitaria y la
longitud correspondiente a partir del punto (1,0) desde el cual comenzamos a medir. Denotamos
por 0 las longitudes de arco de circunferencia. Se establece que las longitudes positivas 8 > 0
se miden a partir de (1,0) en sentido contrario de las manecillas del reloj y que las longitudes
negativas se miden a partir de (1,0) al moverse en el sentido de las manecillas del reloj.

m9>0

0<0

Figura 3.1: Descripcion de los radianes positivos y negativos.

Al partir del punto I = (1,0), cuando se llega al punto J = (0, 1) se habra recorrido un cuarto de
circunferencia con lo que a J le corresponde la longitud 7 /2. Al llegar al punto (—1,0) habremos
recorrido media circunferencia, por lo que a este punto le corresponde la longitud 7 (véase la
figura 3.1). De esta misma manera al llegar al punto (0, —1) habremos recorrido una circunferencia
de 3/2m. Al llegar al punto (1,0) otra vez habremos recorrido una circunferencia completa de
longitud 27. A las unidades de longitud de arco se les llama radianes, por lo que al recorrer la
circunferencia completa se habran recorrido 27 radianes.

Si a partir de (1,0) nos movemos en el sentido de las manecillas del reloj al llegar a (—1,0)
habremos recorrido una distancia de —x. De esta manera moviéndonos en el sentido de las
manecillas del reloj al punto (—1,0) le corresponde —, etcétera. En general para cualquier nimero
real 0, positivo, negativo o cero le corresponde un punto sobre la circunferencia unitaria. Si se
piensa la longitud 8 como un segmento o una cuerda, debe pensarse que al enrollar la cuerda sobre
el circulo unitario se encuentra el punto de coordenadas (x,y) al cual le corresponde a 6.

En la ensefianza elemental se miden dngulos con grados, lo cual corresponde a la division de la
circunferencia en 360°. Sin embargo, esta medida no es conveniente en matematicas superiores por
varias razones. En el siguiente taller se mencionan algunas de ellas.
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Ejercicio 3.4 Al estudiar dngulos es decir, un par de segmentos de recta unidos en uno de sus
extremos, la abertura entre ellos se puede medir en grados, por medio de un transportador o en
radianes usando el circulo unitario. Algunas comparaciones son importantes.
1. ;Conoce medidas negativas en grados? ;Conoce medidas en grados mayores de 360°?
(Conoce medidas en valores irracionales de grados, por ejemplo V2, es esto posible?
2. (Cudl es la relacién entre grados y los radianes, es decir, las unidades en términos de la
longitud de arco de la circunferencia unitaria? Es decir, ;Cudntos radianes corresponden a
360°?
3. Las funciones seno, coseno, etcétera se definen sobre tridngulos, ;tiene sentido hablar del
sen(500°)? Argumente por qué para triangulos rectangulos los valores que pueden tomar
los dngulos para las funciones seno y coseno se encuentran restringidos a 0 < 6 < /2.
La discusién de esta actividad puede incluir al grupo completo. "

Solucion del ejercicio 3.4. El inciso 1) debe discutirse grupalmente. 2) A la medida de 27 radianes
le corresponden 360°.

3) La suma de los dngulos internos de un tridngulo es 180° por lo que no tiene sentido hablar de
funciones trigonométricas para angulos mayores de este valor para ningunos triangulos. []

Las funciones trigonométricas

Definiremos ahora las funciones trigonométricas sobre el circulo unitario. De esta forma,
podremos definirlas para todos los valores reales 6 € R, mientras que, como se discutié en la
actividad 3.4, cuando se definen sélo para tridngulos rectdngulos, los valores que pueden tomar los
angulos se encuentran restringidos a 0 < 6 < /2.

Definicion 3.2 Sea 6 € R un ndmero real cualquiera, sea (x,y) el punto sobre el circulo x* +
y? = 1 al que le corresponde el arco de circunferencia 6. Se definen las funciones trigonométricas
por medio de la férmulas

senf = y (3.4)
cos® = x (3.5)
anf — i x£0. (3.6)

= Ejemplo 3.5 Al arco 6 = 57/4 le corresponde el punto (x,y) = (—v/2/2,—+/2/2) sobre la
circunferencia. Encuentre sen57/4, cos5m /4 y tan5m /4.
Solucién. De acuerdo con la definicién 3.2, se tiene cos57m/4 = x = —/2/2, sen5n/4 =y =

—\/2/2, finalmente, tan57 /4 = y/x = —/2/2/(—/2/2) = 1. .

Periodicidad de las funciones trigonométricas

En la forma en que hemos construido las funciones trigonométricas, puede verse que después
de recorrer una vuelta completa sobre la circunferencia, las funciones vuelven a tomar los mismos
valores. De esta forma, para todo 8 € R:

cos(0+2m) = cosO (3.7
sen(6+2m) = senf. (3.3)

Debido a esta propiedad se dice que las funciones trigonométricas son periddicas de periodo
27x. Al niimero 27 se le conoce como periodo de las funciones seno y coseno.

» Ejemplo 3.6 Evalide cos(97/2) utilizando la periodicidad de la funcién coseno.
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Solucién. Dado que 97/2 = 47w+ 17 /2 se tiene
cos(9m/2) = cos(4w+m/2) = cos(mw/2) = 0.
Claramente, en general se tiene que cos(60 + 2mm) = cos O para cualquier entero m. "

Funciones impares y pares
Podemos ver mediante un argumento geométrico simple sobre la circunferencia unitaria que
para las funciones seno y coseno se cumple que

sen(—6) = —sen0 3.9
cos(—0) =cosH. (3.10)

Efectivamente en la siguiente figura puede observarse que sen (—6) estd por debajo del eje x y
por lo tanto es negativo y de magnitud igual al sen6. Por otra parte se tiene que cos 0 y cos(—0)
estan del mismo lado del eje y y por lo tanto son ambos positivos y de la misma longitud. Como

senf = —sen(—6) | cosf = cos(—0)

Figura 3.2: Identidades de paridad de las funciones seno y coseno.

sen (—0) = —sen 0 se dice que la funcion seno es impar, y como cos(—6) = cos 0 se dice que la
funcion coseno es par. Las identidades (3.9) y (3.10) se conocen como identidades de paridad de
las funciones seno y coseno respectivamente y estas implican que

tan(—0) = —tan0,
como puede facilmente verificar el lector, lo cual quiere decir que la funcién tangente es impar.

Reciprocas de las funciones trigonométricas
Ahora definimos las funciones trigonométricas reciprocas.

Definicion 3.3 Los inversos multiplicativos de las funciones trigonométricas definen las
funciones, cosecante, secante y cotangente, respectivamente:

1
6 p—
ese sen @
1
6 =
see cos 0
cos O
t0 = .
0 sen 0

Para que el lector se familiarice con las funciones trigonométricas y sus reciprocas se recomienda
el siguiente ejercicio.
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Ejercicio 3.5 Al pardmetro 6 = 0 le corresponde el punto (x,y) = (1,0), a 6 = 7/6, le
corresponde el punto (x,y) = (v/3/2,1/2) encuentre los valores de las funciones seno , coseno
y tangente de estos angulos, por medio de las definiciones 3.2 y 3.3.

Compruebe que la funcién cosecante es impar, la funcién secante par y la funcién cotangente
impar, mediante las identidades de paridad (3.9) y (3.10). n

Identidades trigonométricas
Al definir las funciones trigonométricas sobre la circunferencia unitaria x> +y*> = 1 se tiene
que para cualquier 0 € R, x =cos 0 y y = sen 0, de donde es inmediato que

cos’0+sen’0 =1, paratodo 6 € R. (3.11)

N) La notacién cos? 6, recordamos, quiere decir que se eleva al cuadrado el coseno, es decir,
cos? 0 = (cos 0)>.

La notacién cos 62 quiere decir que 6 se eleva al cuadrado y después se toma el coseno. Estas
notaciones no deben confundirse.

El siguiente lema se deduce facilmente de la identidad (3.11).

Lema 3.1 Para los valores de 6 donde estan definidas las funciones tangente y cotangente
respectivamente, se cumplen las identidades

l1+tan’0 = sec’6 (3.12)
l1+cot’0 = csc?6. (3.13)

Demostracion. Para 6 # +(2n+ 1)m/2 se sabe que cos 0 # 0 se puede entonces dividir ambos
lados de la identidad (3.11) por cos 6 para obtener

cos20 sen?@ B 1
cos20 cos2O  cos26
l+tan’0 = sec’0,

donde la segunda identidad se obtiene de la definicién 3.3. La segunda parte se deja como ejercicio.
|

Ejercicio 3.6 El siguiente ejercicio ayudara a memorizar las identidades de esta seccion.
1. Demuestre la identidad (3.13).
2. Si se sabe que cos 8 = 0.8 encuentre los valores de todas las demds funciones trigonomé-
tricas en 6 por medio de identidades.
3. Si se sabe que 0 es un angulo agudo tal que tan @ = 4 calcule el valor de todas las demas
funciones trigonométricas en ese dngulo.
Verifique los resultados de los problemas 2 y 3 por medio de una calculadora, no olvide usar el
modo radianes. m

3.2.3 Foérmulas de suma y diferencia de angulos
La férmula de distancia entre puntos es suficiente para demostrar las identidades trigonométricas
para suma y diferencia de dngulos, las cuales aparecerdn con frecuencia a lo largo de este libro.
Primero demostramos la identidad para el coseno de una diferencia de dngulos.
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Lema 3.2 Para cualquier u#,v € R se cumple la identidad

‘ cos(u —v) = cosucosv -+ senuseny. ‘ (3.14)

/ P1 = (551,?/1) P = ($27y2) 4

:\4\\ v i=(1,0)

Figura 3.3: Diferencia de angulos y arcos de circunferencia.

La siguiente demostracién fue tomada del libro de Cynthia Young [15].

Demostracion. Para comenzar consideramos el caso 0 < v < u < 2. Denotamos con i = (1,0),
el punto sobre la circunferencia x*> +y*> = 1, el cual se encuentra en la interseccién con el semieje
positivo x. Sean P; = (x,y;) el punto correspondiente al arco v, sea P3 = (x3,y3) el punto corres-
pondiente al arco u y sea P, = (x2,y2) el arco correspondiente a u — v. Por construccion, el arco iP,
es igual al arco P, P;, por lo tanto también se tiene que los segmentos iP> y P P; tienen la misma
longitud, lo cual implica que

V@24 02-02 = 3 —x)?+ (05—
Al elevar al cuadrado y simplificar se tiene

B—20+14+y5 = X3-2xx3+x7+y3 =213 +)7

(B+y3)+1-2x = (5+y3)+ (] +y7) —2x1x3 — 2y1y3
1+1-2x = 141-—2x3x1—2y3y;
X2 = Xx3x1+y3yi-

Dado que estamos sobre la circunferencia unitaria x, = cos(u — v), X3 = cosu, x| = COsV, y3 = senu
y y1 = senv, de donde se obtiene la identidad que se desea demostrar. |

Ejercicio 3.7 La férmula para cos(u+v) puede derivarse de la férmula (3.14) si escribimos
u+v=u—(—v)y se utilizan las férmulas de paridad de las funciones trigonométricas (3.9) y
(3.10):

cos(u+v)=cos(u—(—v)) =?

Obtenga la férmula

cos(u+v) = cosucosv—senusenv (3.15)
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I la cual es bdsica en trigonometria. "

Solucién. Como se indica en el ejercicio tenemos dada la féormula (3.14) y dado que la funcién
seno es impar

cos(u+v) = cos(u—(—v))
= cosucos(—v)+senusen(—v)

= COSuUCOSv—senusenv.
Con lo cual hemos obtenido la férmula (3.15).

Cofunciones

La identidad cos(v — m/2) = senv implica que las graficas de las funciones coseno y seno son
idénticas si desplazamos el coseno, 7/2 unidades a la derecha. La funcién obtenida desplazando
a una funcién conocida cierto nimero de unidades se le llama co-funcion, de donde proviene la
palabra “coseno”.

m Ejemplo 3.7 — Férmulas para co-funciones. Muestre que la férmula
cos(v—m/2) =cos(mw/2—v) =senv,

es correcta. {Qué pasa si se desplaza la funcién seno /2 unidades a la derecha?, jes razonable la
férmula sen (/2 —v) = cosv?
Solucion. Aplicamos la férmula (3.14) para obtener

cos (g — v) = cos <g) cosv+sen (g) senv.

Ahora, dado que cos (5) =0y sen (5) = 1 se obtiene

cos(m/2—v) =senv. (3.16)
Finalmente, dado que la funcién coseno es par se tiene

cos(m/2—v) =cos(—(v—m/2)) =cos(v—m/2).
Por otra parte, para la funcién seno tenemos
sen(m/2—v) =sen(—(v—m/2)) = —sen(v—m/2) = cosv

por lo cual, se cumple la férmula en cuestién. "

El lector puede verificar graficando con GeoGebra que las identidades anteriores son verdaderas.

Actividad 3.1 El objetivo de este ejercicio es obtener la férmula para suma y diferencia de
angulos de las funciones seno y tangente. Procederemos paso a paso.
1. De la férmula (3.16) del ejemplo 3.7, se tiene

sen (u+v) = cos (g—(uﬂLV)),

expanda la férmula del lado derecho de la identidad anterior de una forma apropiada para
obtener la férmula
sen (1 +v) = senucosy -+ senvcosu. (3.17)

2. Encuentre una férmula para sen (u —v), similar a la anterior.
3. Obtenga las férmulas correspondientes para tan(u 4 v) dividiendo la funcién seno apro-
piada por la funcién coseno correspondiente.
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Es muy importante que el lector llegue por si mismo a la férmula

tanu — tanv
tan(uy —v) = —, (3.18)
1 +tanu tanv
la cual es fundamental en estudio del dngulo entre rectas. "
Solucién de la actividad 3.1. 1) De la férmula (3.16) se sigue facilmente que
T T
sen(u+v) = cos (5 - (u+v)) = cos ((5 —u) —v)
b T
= cos (— — u) cosv+sen (— — u) senv
2 2
= senucosv-+cosuseny.
Para la formula de sin(# — v) usamos la férmula (3.17) como sigue
sen(u—v) = sen(u+(—v))
= senucos(—v)+cosusen(—v)
= SEnucosv—cosusenv,
dado que cos(—v) =cosvy sen(—v) = —senw.
Para la férmula de la tangente (3.18) tenemos
sen(u—v
tan(u—v) = SE V)
cos(u—v)
_ Senucosv — cosuseny
~ cosucosv+senusenv
senucosv—cosuseny
— Cosucosv
T cosucosv+tsenusenv
cosucosv
_ tanu —tanv
1 +tanutany’
Verifique los detalles de esta deduccidn. U

Férmulas del angulo doble

Finalmente, requeriremos también las férmulas del 4ngulo doble para simplificar los calculos
para la rotacién de ejes coordenados.

Lema 3.3 Paratoda u € R se cumplen las identidades:

sen2u = 2senucosu, (3.19)
cos2u = cos’u—sen’u. (3.20)
= 2cos’u—1 (3.21)
= 1—2sen’u. (3.22)
Demostracion. Se llega a la demostracién por medio de la actividad 3.2. |

m Ejemplo 3.8 Escriba sen3x en términos de senx.
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Solucién. Tenemos que

sen3x = sen(2x+x)

sen2xcosx + cos2xsenx

2senxcos®x + (1 —2sen’x)senx

2senx(1 — sen’x) + (1 — 2sen’x)senx

= 3senx— 4sen3x,

donde la ultima linea de las igualdades anteriores se obtiene después de simplificar y cancelar
términos. "

Actividad 3.2 1) Escriba 2u = u+ u en las férmulas para coseno y seno de suma de dngulos y
obtenga las identidades (3.19) y (3.20) del lema 3.3.

2) Compruebe las identidades (3.21) y (3.22) mediante la identidad pitagérica.

3) Del sistema

)

1 = sen® (g) + cos? (g
-t (3]
cosu cos (2 sen 5

Obtenga las férmulas del dngulo mitad:

u 1—cosu
= = I —— 3.23
sen2 > ( )
u 14 cosu
— = 4 — 3.24
cos 5 \/ > (3.24)

Observe que los signos delante de las raices cuadradas dependen del cuadrante en el que se
encuentre u/2. .

Solucion de la actividad 3.2. 1) Con la férmula (3.15) obtenemos la férmula (3.20) de la siguiente
manera,

cos2u = cos(u-+u)

= CoSucosu—senusenu

= 0082 u— senzu.

La férmula (3.19) se deja como ejercicio.
2) Dado que u = u/2+ u/2 la férmula (3.25) implica

cos?2 (g) = cos? (g) —sen® (g)

Tenemos asi el sistema de identidades

1 = cos” (%) +sen® (%)
cosu = cos® (4) —sen* (%)

sumamos las dos identidades del sistema para obtener

1+ cosu = 2cos? (g) ,
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de donde resolvemos para el coseno al cuadrado para tener

u 14cosu
— ) =4/ —.
s (3) =4/

La férmula (3.23) se deja como ejercicio.

Planteamiento de problemas

En esta seccién incluimos ejemplos mds elaborados que los hechos hasta ahora a lo largo
del capitulo. Se requiere un mayor esfuerzo de parte de los estudiantes para resolverlos. Estos
problemas no serdn de ninguna utilidad si el lector no trata de resolverlos por si mismo antes de
ver la solucion.

Actividad 3.3 Determine la longitud de la cuerda comun a las circunferencias

¥ +y2—10x—10y=0
X2 +y* +6x+2y—40=0.

Antes de ver la solucién del ejercicio el lector debe hacer dibujos correspondientes, encontrar
los centros de las circunferencias involucradas, dar argumentos analiticos del por qué se cortan
las circunferencias. Posteriormente proceda como se indica:

1. {Qué se desea calcular? ;Como puede hacerse?

2. Discuta como se puede saber si dos circunferencias se cortan sin hacer referencia a los
dibujos, sino a los sistemas de ecuaciones.
3. Resuelva el sistema por suma y resta y encuentre las coordenadas de los puntos de
interseccion.
4. Encuentre la distancia entre los puntos, encontrado en el inciso anterior.
5. Finalmente compare sus procedimientos y resultados con los que se dan a continuacién.
Haga un autoevaluacién de su solucién. Si sus resultados son incorrectos ;qué fallo? ;Se trata
de errores graves o simples equivocaciones? Reflexione. "

Solucién de la actividad 3.3. Para resolver esta problema debemos encontrar los puntos de in-
terseccion de las circunferencias. Al completar cuadrados en la primera ecuacion se obtiene
x* +y* —10x — 10y = 0 si y solo si(x — 5)> + (y — 5)* = 50, por lo que la circunferencia tie-
ne centro en (5,5) y radio r = v/50. Al completar cuadrados en la segunda ecuacion se tiene
x* +y*+6x+2y—40 =0 si y solo si(x+3)? + (y+ 1)*> = 50, de esta forma la circunferen-
cia tiene centro en (—3,—1) y radio » = v/50. Notamos que la distancia entre los radios es
V(5—(=3)2+(5—(=1))2 =100 = 10 < 2r = 21/50, por lo que efectivamente las circunfe-
rencias se intersecan. La gréfica de las circunferencias puede verse en la figura 3.4. Se desea calcular
la distancia entre los puntos P; y P de interseccidn de las dos circunferencias dadas para ello se
debe resolver el sistema:

X 4+y>—10x—10y=0
x> 4y>+6x+2y—40=0.

Restamos la segunda ecuacién de la primera para obtener
16x+ 12y =40

de donde y = (40 — 16x)/12 = —4x/3 4+ 10/3, ya que los puntos de interseccion pertenecen
obviamente a ambas circunferencias se debe tener que al sustituir y = —4x/3 + 10/3, en cualquiera
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de ellas se debe mantener la igualdad, por ejemplo, al sustituirla en la segunda ecuacién x> + y* +
6x + 2y —40 = 0 se tiene

x4 (—4x/3410/3)% +6x+2(—4x/3+10/3) =40 =0
x> 4256x% — 1280x 4 1600 + 6x —80 —32x —40 =0
25x% — 50x — 200 = 0.

De donde se obtienen dos soluciones x = —2,4 y de aqui las respectivas y = 6, —2. Por lo tanto
debemos encontrar la distancia entre los puntos P = (—2,6) y P, = (4,—2). Porlo tanto d(P,, P,) =

VE=(=2))7+(=2-6)? = /100 = 10. 0

y |

Figura 3.4: Gréfica del ejemplo 3.3.

Autoevaluacion

El ejercicio de autoevaluacion requiere de una seria autocritica por parte del lector. Después
de haber respondido los siguientes reactivos el lector debe buscar por si mismo las respuestas
vy evaluarlas. Aquellos reactivos incorrectos requieren de un mayor estudio, individualizado. EIl
lector debe ser capaz de buscar otros enfoques y mds ejercicios por si solo los cuales puedan paliar
las dificultades encontradas.

1. (Qué puede decirse de la razén de la longitud de una circunferencia dividida por su radio?

2. Defina circunferencia.
3. ¢(Por qué puede afirmarse que cos(—u) = cosu? (Y que relacion se tiene de sen(—0) en
términos de sen 6?
4. Complete las siguientes identidades trigonométricas:
a) sen’0 +cos’ 0 =---
b) cos20 =---
c) sen20 = ---
5. Explique cudles diferencias hay entre medir los 4ngulos en radianes y medirlos en grados
(puede convertir radianes a grados?

3.4 Problemas y ejercicios del capitulo

Nivel basico
1. Resuelva el ejercicio 3.2. Utilice GeoGebra®* para verificar sus respuestas, es muy impor-
tante que primero encuentre las ecuaciones a mano y sélo después use la computadora

“4Para una introduccion a GeoGebra vea la seccién 2.5 del capitulo 2.
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para verificar sus respuestas. Para encontrar una circunferencia que pasa por dos puntos
posicione el ratén sobre el recuadro circulo (ver figura 3.5). Utilice la opcién “Circunferencia
(centro, punto)” las ecuaciones de las figuras producidas aparecerdn en el recuadro izquierdo
nombrado “Vista algebraica”. Para generar una circunferencia dado el centro y radio use la
opcion “Circunferencia (centro, radio)” que se encuentra presionando el botén izquierdo del
raton en el icono de la figura 3.5. Para comprobar si una ecuacién determina una circunferen-
cia, escriba la ecuacién en el campo “Entrada” y después presione la tecla de “entrada”, la
ecuacion con los cuadrados completados aparecerd en el recuadro “Vista algebraica”.

Figura 3.5: Icono de GeoGebra para producir circunferencias.

2. Determine la ecuacién de la circunferencia en cada uno de los siguientes casos
a) el centro de la circunferencia estd en el origen de coordenadas y tiene radio 2,
b) la circunferencia pasa por P = (2,6) y tiene centro en C = (—1,2),
¢) el centro de la circunferencia es el punto C = (2,—3) y tiene radio r = 3.
Soluciones. . Q= (€+1)+ (€ —x) (o€ .28 = (=) + (I +x) (dS b = S+ “x (8C
3. Determine la regién del plano de todos los puntos que satisfacen la desigualdad x> + y* +
3x — 3y < 0. Para comprobar su respuesta puede usar Geogebra escribiendo la desigualdad
en el recuadro entrada y después presione la tecla de “entrada”. Vera la regiéon sombreada.
(Por qué aparece el circulo con una linea punteada?
4. ;Cémo estd situado el punto P = (—2,3) con respecto a las siguientes circunferencias

a) ¥*+y>=1.
b) x*+y* =13
c) x2+y*=16.
Soluciones .siona1stnuotio sl sb s1dod (db .sionsisinuotio sl sb s1ouH (8b

.sions1otnuotio sl ab onnsd (ob
5. Utilizando la identidad pitagdrica y otras identidades, calcule los valores que faltan en la

siguiente tabla

Funcién | 6 =7n/4 | 06=n/6 | 6=7/6 | 0=—7/4 | 6=—71/3 | 06 =—71/6

sen@ V2/2

cos0 \@/2
tan@ V3

secO

csch

cotf

6. Utilice la tabla anterior y la férmula para suma de dngulos para encontrar
a) El valor de cos(75°) = cos(30° 4 45°).
b) Elvalorde senw/12si /12 =m/3 — 7 /4.
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7. Compruebe que
sen(x+h)—senx o senh sena. 1 —cosh
h h h
Esta ultima féormula es muy importante en los cursos de Célculo Diferencial.
8. a) Deduzca las férmulas del ejercicio 3.6. b) Deduzca la férmula (3.19). ¢) Obtenga la férmula
(3.23).
9. Muestre que las siguientes identidades son correctas
a) ey + cotx = cscx.
1+cosx
b) senxcos®x —senx = —senx.
C) senx -4 cotxcosx = CSCX.
10. Utilice las férmulas del dngulo doble para resolver las ecuaciones.
a) 2cosx—+ sen2x = 0.
b) sen3x = 3senx —4sen°x.
Nivel Medio
1. Determine cudles de las ecuaciones siguientes determinan una circunferencia, y encuentre el
radio y las coordenadas del centro, cuando estos existan.
a) x> 4y* —2x+4y—20=0.
b) x> +y* —2x+4y+14=0.
¢) X2+ +4x—2y+5=0.
Soluciones. .otnuq oo (o1 .otosv (dI .sionsrotauotio (s1
2. Halle la distancia minima del punto (6, —8) a la circunferencia x*> +y*> = 9.
Soluciones. T=%
3. Cudles lineas determinan las ecuaciones siguientes:
a) y=+v5—x>
b) y=—V4—x2.
¢) x=—5++/40—6y—y2.
Soluciones.
-ime2 (d€ .2\ oibs1 y nagito Is n9 omn9o 109 10i8qUE KidaIStIUIIdIMSE (K€
-otawotioimad (o€ .C =~ oibs1 y 092110 I9 19 01199 100 10i19tMI KION919 MUTIO
.\ =+ oibs1 y (€—.2—) 09 0199 009 sdoo1sb sidnst
4. Encuentre una formula para tan(u + v) procediendo como en la actividad 3.1.
5. Determine la ecuacién del conjunto de puntos P = (x,y) cuya razén de distancias a los puntos
fijos Py = (x0,y0) y Pi = (x1,y1) es a/b. Estudie los casos a = by a # b.
6. Halle la ecuacion que satisfacen todos los puntos P = (x,y) tales que la suma de los cuadrados
de sus distancias a los puntos (1,1) y (—1,—1) sea igual a 6.
Solucién. 8 = S+ *x sionsstnuoid
7. Dada una circunferencia, por ejemplo x> 4+ y? = 1, el conjunto de todos los puntos contenidos
en su interior, se llama circulo o disco. Determine con argumentos matemaéticos cudl de
los siguientes conjuntos corresponde a un circulo: a) € = {(x,y) € R? : x> +y? < 1}, b)
€ ={(x,y) eR?: x> +y> > 1},¢) € = {(x,y) € R? : x> +y* < 1}. Utilice GeoGebra para
verificar sus argumentos.
8. Utilice los resultados del ejercicio anterior para resolver las desigualdades siguientes. Realice

un dibujo que represente los conjuntos solucién de las desigualdades, compruebe que sus
resultados son correctos con GeoGebra.

a) x> +y> —4x+6y<0.

b) x*4y*—6x> 0.

c) X4y —x+2y<0.
iz sionootauotio ob 10i191x9 (d slobadyuloni sionststnuotio sl sb 1oisixs (8

Solucién. . e . ) ) )
shiuloni nie siong1stnuotio ab 1oiteinl (2 .shiuloni
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9. Resuelva las siguientes ecuaciones trigonométricas para x € [0,27).
a) 2senx—1=0.
b) cosx —+/2 = —cosx.
¢) 3tan®x—1=0.
d) 2sen’x —senx— 1 =0.
Solucién.
O\RILO\RV, S\ =x(b.o\nRe.,0\R =% (0 .M\REt =% (d.0\RC.O\R=x(8

Nivel Avanzado

En los siguientes problemas use GeoGebra para obtener las gréficas de sus resultados.

1. Determine el angulo formado por la interseccién de las dos circunferencias (x —3)? + (y —
1)2 =8y (x—2)>+ (y+2)?> = 2. Indicacién. No se requiere las ecuaciones de las rectas
tangentes, use vectores solamente.

Solucién. A\w .1

2. Determine la ecuacidn de la circunferencia que pasa por el origen de coordenadas y por los

puntos de interseccion de las circunferencias

(x4+3)2+0+1)2=25 (x—2)2+(+4)>=9

Soluciones. 0= IV 28+ S+ &l
3. Encuentre la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A = (1,1), B=(1,—1) y

C = (2,0).

Soluciones. d=%+(I—x)

4. Muestre que las formulas siguientes son correctas.
=y

7 )

b) senx —seny = 2cos <y> <x—2y>
J -y

> )

d) cosx—cosy=2sen <2y> sen <xzy>

Sugerencia. Ponga x = u+v, y = u—v, use las férmulas de cos y sen, para suma y diferencia
de 4ngulos y, finalmente escriba u# y v en términos de x, y.

a) senx—+seny = 2sen

¢) cosx+cosy =2cos
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4. La linea recta

Con buenos fundamentos de trigonometria el lector no debe tener problemas para comprender
la ecuacidn de la recta. Ademas de la trigonometria, para un desempefio 6ptimo en los contenidos
de este capitulo, el lector debe poseer algunos conocimientos basicos de geometria elemental, tales
como:

Las definiciones de rectas paralelas y perpendiculares.

Angulos opuestos por el vértice son iguales.

Igualdad entre si de: dngulos alternos internos, dngulos correspondientes, etcétera.
Por dos puntos cualquiera del plano pasa una y sélo una recta.

Por un punto exterior a una recta pasa una y sélo una paralela.

La suma de los angulos internos de un tridngulo es igual a dos angulos rectos.

e Definicién de dngulos suplementarios y complementarios.

El profesor debe asegurarse mediante una evaluacidn diagndstica cudl es el nivel de conocimientos
de los estudiantes de los temas anteriores y actuar en consecuencia. Un conocimiento nulo de los
temas enumerados se verd reflejado en un minimo rendimiento de los estudiantes en muchos de los
temas de esta capitulo.

Pendiente de un segmento

Consideramos P; = (x1,y1) y P» = (x2,y2) dos puntos del plano R? tales que x| # x. Si el
segmento Py P, corta al eje x, el segmento forma un dngulo agudo 6 con el eje x en el semiplano
donde y > 0. Tal dngulo agudo es el que se considera que forma el segmento con el eje x para
medir. Si, partiendo del punto de interseccidn, el dngulo agudo estd del lado derecho del eje x
entonces el dngulo se considera positivo, ya que se mide hacia arriba en el sentido contrario de las
manecillas del reloj como en la figura 4.1. Si el d4ngulo agudo esté del lado izquierdo del eje x a
partir del punto de interseccién, entonces se considera negativo ya que se mide a partir del eje x
hacia arriba en el sentido de las manecillas del reloj como en la figura 4.2. Como x| # x; se tiene
que —7/2 < 6 < /2. Siy; = y,, entonces el segmento es paralelo al eje x y el dngulo que forman
el segmento y el eje, es cero. Si el segmento no interseca al eje x, el angulo se mide prolongando
el segmento de tal manera que la prolongacion intersecte el eje x, se procede entonces a medir el
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dngulo de la prolongacién con el eje x como se indicé arriba en este parrafo.

0/

6>0

Figura 4.1: Caso 1. Medicién de dngulos de segmentos de recta con el eje x. Por definicidn, se
considera que el dngulo formado con el eje x es 6, no 6’.

0/

9<0 ’\

Figura 4.2: Caso 2. Medicién de dngulos de segmentos de recta con el eje x. Por definicidn, se
considera que el dngulo formado con el eje x es el dngulo agudo 6, no 6'.

Consideremos el caso en el que el segmento no corta al eje x y es tal que x| # x2 Y y1 # 2,
es decir el caso en el que el segmento que une P y P, no es paralelo a ninguno de los ejes. Si
prolongamos el segmento lo suficiente para que corte el eje x, tendremos por geometria elemental
que la prolongacién del segmento forma dos dngulos suplementarios' con el eje en el semiplano
positivo, uno mayor que 7 /2 y otro menor que 7/2 al cual, como se sabe, es un dngulo agudo. Este
dngulo es el que se considera para definir la pendiente.

Definicién 4.1  Sean P; = (x1,y1) y P» = (x2,y2) dos puntos del plano R? tales que x| # x».
Se define la pendiente m del segmento que une P, y P> como la tangente del angulo agudo 6
formado por el segmento con el eje x :

\ m = tan6. | (4.1)

Lema 4.1 Si P, = (x1,y1) y P = (x2,)2) son dos puntos del plano R? tales que x; # x2,
entonces la pendiente m de la definicién 4.1 esta dada por

Y2—y1
m = .
X2 — X1

4.2)

Demostracion. Se tiene de la definicién 4.1 y de las propiedades del valor absoluto que

|m| = |tan 6.

! Angulos suplementarios suman 180°.
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Figura 4.3: Caso y, > y; y x» > x1, célculo de la pendiente para un segmento con 6 > 0.

Dado que |tan 0| puede obtenerse con los catetos del tridngulo rectdngulo formado por los
segmentos PQ y Qp, donde Q = (x3,y1). Tenemos dada la definicién de la funcién tangente:

d(Py, Q) _ |y2—yi
d(Q,P) |x—xi|

|tan 6| =

Ahora resta solamente analizar los diferentes casos, para quitar los signos de valor absoluto.
Tenemos cuatro posibilidades:
i) Caso y, > y; y x2 > x. Este caso corresponde a la figura 4.3 y se tiene 6 > O, por lo que tan 6 > 0

y por lo tanto m = 27N , como afirma el lema.
X2 — X1
ii) Caso y; > y; y x2 < x1. Este caso corresponde la figura 4.4 y se tiene 6 < 0, por lo que tan 6 < 0,
1o cual también se obtiene con el cociente m = 222! , ya que en este caso x; —x; < 0.
X2 — X1
P 2 — (.’L’Q, y?) Y

Figura 4.4: Caso y> > y; y x < x1, célculo de la pendiente para un segmento con 6 < 0.

iii) Caso y, < y1 y x2 > x1. Este caso se tiene 8 < 0, pero y; —y; < 0y x; —x; > 0. Por lo tanto
2=y

nuevamente m = .
X2 —X1
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iv) Caso y, < y; y x» < x1. En este caso nuevamente 8 > 0, tan8 > 0 lo cual nuevamente da

Y2 —yi1 . . , .

m= ,yaquesiy, —y; <0y x;—x; <0,y el cociente de dos nimeros negativos es un
X2 — X

ndmero positivo, o bien, si y, = y; entonces m = 0, como corresponde. |

Ejercicio 4.1 Calcule la pendiente de los segmentos PQ, QP, OR, donde P = (1,2); 0 = (9,3)
y R =(—2,5). Haga una gréfica que corresponda a este ejercicio. "

Ejercicio 4.2 Para este ejercicio el grupo debe dividirse en cuatro tipos de equipos, los equipos
no deben tener mds de cuatro estudiantes. Esta actividad tiene por objetivo que los estudiantes
comprendan los detalles de la demostracion del lema 4.1.
1. A cada equipo debe asignarse uno de los casos del lema 4.1. Los estudiantes deben dar
ejemplos de coordenadas que ilustren cada caso, por ejemplo para el caso i) P, = (1,1) y
P, = (3,3). Los estudiantes deben hacer dibujos con sus ejemplos y calcular m.
2. Los estudiantes deben mostrar grupalmente sus ejemplos.
3. Debe realizarse la siguiente discusion: ;Qué pasa si definimos m = %?
(Se altera el resultado o da lo mismo que calcularla con la férmula (4.1)?
Para este taller es muy importante que se dé una discusién donde se confronten puntos de
vista diferentes, si desde el principio hay algiin consenso en los estudiantes el profesor puede
participar disintiendo del consenso de manera deliberada, con la intencién de obtener del taller
los resultados mds generales posibles. "

N) Es muy importante para el proceso de aprendizaje de la definicion de pendiente, que el lector
se dé cuenta que no importa que punto se llame P; y cudl P», el resultado sera correcto,
siempre y cuando una vez establecido cudl es cudl, se tome

Y2—y
m =
X2 — X1

en ese orden, tomando primero y; en el numerador y x, en el denominador y no de ninguna
otra forma. Este hecho no es facil de asimilar y algunos estudiantes tendran una resistencia
natural para aprenderlo. Se debe ser paciente cuando se detecten errores y procurar actividades
de descubrimiento individualizadas, con ejemplos concretos. Debe tenerse en cuenta que sélo
cuando exista disposicién por parte del lector para detectar y corregir sus propios errores
podra lograrse algtin avance.

Después de un andlisis y discusion del lema 4.1 se puede proceder a definir la linea recta como
lo haremos en la siguiente seccién.

Ecuacion de la linea recta

La esencia de la Geometria Analitica es, como ya hemos mencionado, asociar con una linea
dada una ecuacion y reciprocamente. Para encontrar la ecuacién de una recta dada se parte de la
siguiente definicidn.

Definicién 4.2 — Linea recta en R2. Una linea recta en R? es el conjunto de puntos del plano
tales que la pendiente m de cualesquiera dos puntos diferentes en tal conjunto es constante.

Para determinar la ecuacién de una linea recta tenemos que distinguir el caso en el que el
angulo formado con el eje x es 0 = /2 del caso en el que 6 # /2. En el dltimo caso el dngulo 6
considerado, naturalmente, es el dngulo agudo formado por la recta con el eje x.
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Caso 0 = /2. Observe que si 0 = /2 entonces tan /2 no esta definida, por este motivo no es
posible asignarle a las rectas verticales pendiente alguna. Sin embargo, en este caso la recta es
paralela al eje y y la coordenada x de todo punto sobre la recta permanece constante, digamos, x = ¢
donde ¢ € R es un nimero fijo. Tiene sentido entonces establecer la ecuacion cartesiana de las
rectas verticales como

X=C.

= Ejemplo 4.1 Larecta x = —3, es la recta paralela al eje y que pasa por el punto (—3,0). La
recta con ecuacion x = 0 corresponde al eje y. "

Caso —7/2 < 6 < /2. En esta caso existen varias posibilidades, a saber: i) Se conoce el dngulo
0 formado por la recta y el eje x, o bien la pendiente m, y se conoce un punto P, = (x,,y,) sobre la

recta. ii) Se conoce un vector paralelo a la recta y un punto P, = (x,,y,) sobre la recta.
i) Sea 0 € (—n/2,7m/2) el angulo agudo que forma la recta con el eje x, entonces m = tan 0.
Sea P, = (x,,y,) un punto dado sobre la recta. Si P = (x,y) es un punto cualquiera sobre la

recta se debe tener
_ Y=o

X —Xo

m

por el lema 4.1. Tenemos entonces la ecuacién

y=Yo=m(x—x,). | 43)

La ecuacion (4.3) se conoce como ecuacion de la recta en la forma punto pendiente. Por
otra parte, si (x2,y2) es un punto que satisface la ecuacion (4.3) entonces se tiene que

Y2 =1
m =
X2 — X1

y, por la definicién 4.2 el punto pertenece a la recta.
ii) Sea P, = (x,,y,) un punto sobre la recta y a = (@, 3) un vector paralelo a la recta. Si
P = (x,y) es un punto cualquiera sobre la recta debemos tener que existe un nimero ¢ tal que

P—Py=ta,

debido a la definicion de vectores paralelos. De esta manera

‘ (x>y) = (x()ay0)+t(avﬁ)7 ‘ 4.4

la ecuacion (4.4) se conoce como ecuacion vectorial de la recta. Al variar ¢ sobre todo el
conjunto R se obtiene la recta completa, es decir, la recta puede describirse como el conjunto

{(xy) €R?: (x,) = (x0,50) +1(at,B), 1 €R}.

Igualando componente a componente se tienen las llamadas ecuaciones paramétricas de la
recta

= ta,
X=%ot (4.5)
y=Yo+1B, teR.

m Ejemplo 4.2 Supongamos que una recta forma un dngulo de —45° con el eje x y que la recta
pasa por (—2,1). Encuentre la ecuacién de la recta.
Solucién. Tenemos m = tan(—45°) = —1. Entonces podemos usar la ecuacién (4.3) para obtener

y—l=mx—(=-2))=(-1)(x+2)
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r+y+1=0

o bien simplificando
x+y+1=0.

Generalmente es deseable escribir la ecuacién de la recta como lo hemos hecho, es decir con todos
los miembros de la ecuacién del lado izquierdo y cero del lado derecho. Esta forma se conoce como
forma general de la ecuacion de la recta, como veremos mads adelante en la seccién 4.2.1. "

» Ejemplo 4.3 Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta paralela al vector (1,1) y que
pasa por el punto (—1,2). Encuentre también la ecuacion cartesiana de la recta en la forma general.
Solucién. Utilizamos la ecuacién vectorial de la recta (4.4) para obtener

(x,y) = (=1,2) +1(1,1) = (=1 41,2 +1)
de donde las ecuaciones paramétricas de la recta son

x=—1+4t¢
y=2+t, teR.

Para obtener la ecuacién cartesiana se despeja t de las dos ecuaciones

t=x+1
t=y-—2,
Como ¢t = se tiene
x+1=y-2
O bien la ecuacién en la forma general x —y+3 = 0. "

Después de las consideraciones anteriores aparecen varias combinaciones posibles para calcular
la ecuacién de una recta. También los resultados cldsicos de la geometria euclidiana pueden
formularse en el lenguaje de la Geometria Analitica. Por ejemplo, el postulado de la geometria
eucludiana, por dos puntos cualesquiera pasa una y sélo una recta, puede formularse como un
teorema en el contexto de la Geometria Analitica.

Teorema 4.1 Sean P, = (x1,y1) y P» = (x2,y2) dos puntos cualquiera del plano, entonces existe
una recta dada por la definicién 4.2 y s6lo una, que pasa por ellos.

Partiendo de este teorema se encuentra la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos da-
dos.



4.2 Ecuacion de la linea recta 71

T—y+3=0
a=(11)
5 -4 1 2 3 4 5 6

Figura 4.5: Gréfica del ejemplo 4.3

Corolario 4.1 Sean P; = (x1,y1) y P> = (x2,y2) dos puntos cualquiera del plano R?. La
ecuacion cartesiana de la recta que pasa por P, y P, es

Y2 — )1 .
—y1 =" (x—x1), six|;#x,
y—i x2—x1( 1) 1 # X2 “6)

X=Xy, six] = xp.

Demostracion del Corolario 4.1. Por el teorema 4.1 existe una y s6lo una recta que pasa por P y

. Su zar que x| % xp. m=22=1 u i
P,. Supongamos para comenzar que Sea )yé )ycl entonces de acuerdo al caso 1) de la

discusién anterior, se tiene que el conjunto de puntos (x,y) que satisfacen y — y; = m(x — x;) estdn
en la recta que pasa por P; y P». Los demds detalles de la demostracion se dejan como ejercicio. W

Es claro que para la construccién del plano cartesiano se parte de una axiomdtica donde estén
dados la existencia y unicidad de rectas que pasen por dos puntos distintos dados, en tales
axiomadticas las rectas no se definen (por ejemplo, ni en la de Euclides ni en la de Birkhoff
ni en un largo etcétera). Lo que estamos haciendo con el teorema 4.1, es definir recta en el
contexto de la geometria cartesiana por lo cual se debe demostrar que tal objeto coincide
con las rectas euclidianas, es decir, los objetos de la definicién 4.2 los cuales satisfacen la
ecuacion (4.6), deben satisfacer los axiomas que fundamentan la geometria. De esta forma,
el teorema 4.1 dice que el objeto que satisface la definicion 4.2, es el mismo objeto llamado
“recta” de la axiomatica sin coordenadas.

Lo mismo debe decirse del teorema de Pitdgoras. Es claro que para construir el plano
cartesiano se parte de que se cumple el teorema de Pitdgoras, por ejemplo, para calcular la
distancia entre dos puntos, el teorema 2.4 es una reformulacién vectorial del famoso teorema,
por lo cual debe demostrarse dentro del contexto de la geometria analitica.

Una vez aclarado lo anterior, el lector avezado debe notar que no se ha incurrido en ninguna
peticién de principio en el enfoque del presente libro.

Ejercicio 4.3 Demuestre el teorema 4.1. Sugerencia. ;Qué deberia ocurrir para que no fuera
cierto? Obtenga una contradiccién con la definicién de pendiente. "

= Ejemplo 4.4 Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (1,—2) y (3,2).
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[UV)) S

Figura 4.6: Gréfica de la recta del ejemplo 4.4

Solucion. Recuerde de la discusion del tema la pendiente entre dos puntos que no importa cudl
punto se etiquete como P; y cudl como P,. Por ejemplo, sean P; = (3,2) y P, = (1,—2). Entonces

e2-n_-2-2_,
Xy — X1 1-3 '

Por lo tanto la ecuacion de la recta dada por (4.6) es
y—2=2(x—-3).

Al simplificar se tiene 2x —y —4 = 0. "

Ejercicio 4.4 Repita el ejemplo anterior poniendo P, = (3,2) y P, = (1,—2) (es decir, al revés
del ejercicio anterior). Compruebe que se llega a la misma ecuacién: 2x —y —4 = 0. n

Actividad 4.1 — Otras formas de la ecuacion de la recta. En esta actividad exploraremos
otras maneras de expresar la ecuacién de la recta, las cuales pueden obtenerse facilmente
partiendo de las ya conocidas. También, utilizaremos herramientas de Geogebra para comprobar
los resultados.

1) Forma pendiente, ordenada al origen. Si se conoce la pendiente m de una recta y se sabe
que la recta pasa por el punto (0,b), encuentre la ecuacién de la recta por medio de la férmula
(4.3). Compruebe que la férmula es

y=mx—+b

llamada ecuacion de la recta en la forma pendiente, ordenada al origen. Grafique la recta
considerando un nimero b # 0, en abstracto. El niimero b se conoce como ordenada al origen

de la recta. Encuentre la ecuacion de la recta con pendiente m = —2 y ordenada al origen
b= —3,0,3, Dibuje la grafica de la recta que obtuvo. ;Qué sucede si mantiene por ejemplo,
b=0yvarfam= —1,0,1,2? Realice una animacién con GeoGebra que ejemplifique que sucede

si se mueven los pardmetros m y b, manteniendo uno de ellos fijo. Escriba sus conclusiones.
2) Ecuacién simétrica de la recta. Si una recta pasa por los puntos (a,0) y (0,b) con a 'y
b distintos de cero, use la férmula (4.6) para obtener la ecuacién de la recta ay = —bx + ab.
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Multiplique por términos adecuados para obtener la ecuacién

X 0y
242
a+b

%a ecuacion anterior se llama de la ecuacion simétrica de la recta. Por medio de la ecuacion

3~ )é = 1, grafique la recta correspondiente encontrando las intersecciones de la recta con los

ejes coordenados. "

Es importante que el profesor tome ciertas precauciones para que la proliferacién de formas
diferentes de la ecuacién de la recta no abrume al lector. Lo esencial aqui es que las diversas
formas pueden aplicarse dependiendo las hipétesis del problema que se considere, pero a
fin de cuentas todas pueden llevarse a la forma general. Si se desea que el lector pase de
una a otra forma con fluidez deberd entonces dedicarse un tiempo considerablemente largo a
actividades que lo propicien, en nuestro enfoque, esto no es uno de nuestros objetivos.

Seguin mi experiencia personal, se debe hacer énfasis en la ecuacién vectorial de la recta, ya
que esta se generaliza a dimensiones superiores, (en particular se generaliza a R?) mientras
que la ecuacion cartesiana no se generaliza a dimensiones superiores, lo cual suele confundir al
lector (por ejemplo, algunos estudiantes pueden creer que en R la ecuacién y = x representa
una recta, mientras que, como es sabido, representa un plano). En los cursos de Geometria
Analitica, previos al curso de célculo, se debe dar prioridad a la ecuacién de la recta en
la forma general ya que no da prioridad a ninguna variable sobre la otra, lo que se hace
también con las cénicas, este enfoque es preferible en un curso elemental, pero no en un curso
avanzado.

Solucién de la actividad 4.1. 1) De la férmula (4.3) si ponemos (xo,yo) = (0,b) la ecuacion de la
recta que pasa por (0,b) y de pendiente m es
y=b = m(x—0)
y=mx+Db,
como se deseaba comprobar.

Para realizar una grafica en GeoGebra en la que se puedan mover los pardmetros utilice el
botdn “deslizador” cuyo icono se muestra en la figura 4.7. Después de oprimir el botén izquierdo

a==2
—

Figura 4.7: Icono “deslizador” de GeoGebra.

del ratén sobre el botén “deslizador’” presione el botén izquierdo doblemente sobre la pantalla,
aparecera el recuadro mostrado en la figura 4.8 Escriba la letra “m” en el recuadro “Nombre” y
enseguida oprima “OK” se generard un deslizador en la pantalla con la letra “m”. Genere de la
misma manera un deslizador con la letra ““ b”. Finalmente escriba en el recuadro “Entrada” la
ecuaciéon y = mx + b y presione la tecla “entrada” del tablero. Moviendo el deslizador al valor
m = —2y b =73 se generard una grafica como la de la figura 4.9 Ahora mueva los deslizadores y
registre sus observaciones.

2) Con la férmula (4.6), poniendo P, = (a,0) y P = (0,b) obtenemos

_0-b

0=
4 a—0

(x—a)

= ay = —bx+ab
= bx+ay = ab.
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Deslizador ot
. Mombre
(® Mimero
. m o
) Angulo 3
(O Entera [] Aleatorio

Intervalo  Deslizador Animacion

Min: -5 Max |5 Incremento:

0] Cancela

Figura 4.8: Pantalla para deslizadores de GeoGebra.

Al dividir ambos miembros de la dltima ecuacién por ab se obtiene la ecuacién simétrica de la
recta. U

Ecuacion de la recta en la forma general

En esta parte estableceremos la correspondencia entre rectas y una ecuacion lineal llamada
ecuacion de la recta en la forma general.

Teorema 4.2 Laecuacion
Dx+Ey+F =0 4.7

corresponde a una recta en el plano R si: o bien D # 0, o bien E # 0, o bien ambos coeficientes
Dy E son distintos de cero. Reciprocamente, una recta en el plano R? tiene una ecuacién de la
forma (4.7) donde al menos uno de los coeficientes D o E es distinto de cero.

Demostracion. Si E = 0, entonces D # 0 y podemos dividir ambos miembros de la ecuacién
Dx = —F por D, para obtener x = —F /D, pero —F /D = ¢ es una constante y por lo tanto la
ecuacidn corresponde a una recta vertical de acuerdo la definicién 4.2 ya que cualesquiera dos
puntos sobre ella forman un dngulo de 90° con el eje x. Reciprocamente una recta vertical tiene por
ecuacién x = ¢, lo cual corresponde a la ecuaciéon (4.7) conD=1,E =0y F = —c.

Si E # 0, pero D = 0 un anélisis similar al del péarrafo anterior indica que y = —F /E = ¢, lo
cual corresponde a una recta horizontal ya que cualesquiera dos puntos sobre ella forman un dngulo
de cero grados con el eje x. Reciprocamente, una recta horizontal tiene por ecuacién y = ¢, lo cual
se sigue inmediatamente de la ecuacién (4.3). La ecuacién y = c es de la forma (4.7), claramente,
conD=0,E=1yF =—c.

Finalmente, si D # 0y E # 0 se tiene y = —E /Dx — F /D, 1o cual corresponde a una recta con
pendiente m = —E /Dy ordenada al origen b = —F /D, de acuerdo a la actividad 4.1. Reciprocamen-
te, al tomar dos puntos P = (x1,y1) ¥y P» = (x2,y2) sobre una recta que no sea vertical ni horizontal
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Figura 4.9: Pantalla con deslizadores y recta de la actividad 4.1.

se tiene que cualquier punto (x,y) sobre la recta, satisface la ecuacién y —y; = m(x —x;) donde
m= ii%}yci de donde mx —y+ (y; —mx;) = 0 es de la forma de la ecuacién (4.7) con D = m # 0,
E=—-1yF =y —mx. |

m Ejemplo 4.5 Dibuje la gréfica de la linea correspondiente a la ecuacion
3x+2y—1=0.

Solucién. De acuerdo al teorema 4.2 la ecuacién 3x + 2y — 1 = 0 corresponde a una linea recta en
el plano R2. Para graficarla basta encontrar dos puntos sobre la recta, ya que dos puntos determinan
de manera tnica una recta. Si hacemos x = 0 en la ecuacién 3x+ 2y — 1 = 0 se tiene

2y = 1
1
y - 27

por lo tanto el punto (0,1/2) estd sobre la recta. Si ahora hacemos y = 0 y despejamos x en la
ecuacion 3x+ 2y — 1 = 0 se tiene

3x = 1
1
x = =
3 )
por lo tanto el punto (1/3,0) estd sobre la recta. La gréfica se muestra en la figura 4.10. "

Posiciones relativas entre rectas

En esta seccion estudiaremos el paralelismo y ortogonalidad entre rectas. Serdn importantes
tanto la ecuacién general como la ecuacién vectorial de la recta. comenzamos con una defini-
cién.

Definicion 4.3 Para rectas no paralelas al eje y, se entiende por el dngulo que forman con
el eje x, el dngulo dgulo agudo que forman con este eje que queda del lado derecho del punto
de interseccién de la recta con el eje. El dngulo se considera positivo si estd en el semiplano
cony > 0y se considera negativo en caso contrario. Los dngulos positivos se miden en sentido
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3r+2y—1=0

(0,1/2)

(1/3,0)

Figura 4.10: Figura correspondiente al ejemplo 4.5.

contrareloj y los negativos en sentido contrario. Rectas paralelas al eje x, por definicién forman
un dngulo de cero radianes. Las rectas paralelas al eje y, forman un dngulo de 7 /2 radianes. Los
angulos siempre se miden a partir del eje x en sentido positivo o negativo que les corresponda.
De esta forma, si 0 es el dngulo de una recta con el eje x, entonces —7/2 < 6 < /2.

Dos rectas son paralelas si y sélo si forman el mismo dngulo con el eje x.

Angulos opuestos por el vertice por supuesto tienen la misma medida y se les asigna el mismo
sentido extendiendo la definicién 4.3 en caso necesario.

I Lema 4.2 Dos rectas no verticales son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente.

Demostracion. Dos rectas diferentes son paralelas si y s6lo si forman el mismo angulo 0 con el eje
x, lo cual ocurre si y s6lo si tienen la misma pendiente m = tan 8, dado que definimos la pendiente
de las rectas para —m/2 < 6 < m/2 y en este intervalo la funcion tangente es inyectiva. |

En varios enfoques a las rectas paralelas al eje y se les asigna la pendiente m = oo. Esto
tiene sentido si se asigna a la tangente el valor tan(7/2) = . Una vez establecido esto, se
puede formular el lema 4.2 de la forma “Dos rectas son paralelas si y sélo si tienen la misma
pendiente”. Sin embargo la discusién del porqué se escoge tal valor de la tangente y no
tan(7r/2) = —eo requiere cierto cuidado, por lo que preferimos mantener el enfoque elemental,
es decir, mantenemos un enfoque sin tratar el simbolo +oo como si fuera un niimero real.

I Lema 4.3 Dos rectas son paralelas si y sélo si, sus vectores de direccién son paralelos.

Demostracion. Dadas dos rectas Z) = {(x,y) : (x,y) = Pi +ta1,t € R} y % = {(x,y) : (x,y) =

P>+ say, s € R} las rectas son paralelas si y s6lo si forman el mismo dngulo 6 con el eje x. El dngulo

. . . ap-i . o
de # con el eje x esta dado por la férmula cos 6 = h donde i = (1,0) es el vector unitario
aj

en la direccion del eje x. Por otra parte si a; y ay son paralelos, existe f € R tal que a; = Ba;.
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Supongamos primero que 3 > 0. Se tiene entonces que

1 .
i zaj -1 i

bt _ B _a l:cose.

l|az|| H%al lla1]]

Por lo tanto las rectas forman el mismo dngulo con el eje x. La parte que falta de este lema: § <Oy
B = 0 se deja como ejercicio. |

Recordamos que el dngulo 6 entre dos vectores a, b estd dado por la férmula a - b = ||a||||b||cos 0 y
asf dos vectores son perpendiculares si & = 7/2 y en tal caso a-b = 0 (ver también teorema 2.3).
Para la perpendicularidad u ortogonalidad de dos rectas se tiene de manera natural la siguiente
definicién.

Definicion 4.4 Dos rectas Z) = {(x,y) : (x,y) = P +ta1,t € R} y % = {(x,y) : (x,y) =
P>+ say,s € R} son ortogonales o perpendiculares si y solo sia; -a; = 0.

Observe que dos rectas son perpendiculares si el &ngulo formado por sus vectores de direccién
arya,es /2.

= Ejemplo 4.6 Determine si las rectas #) = {(x,y) : (x,y) = (3,—1)+¢t(1,1),s e R} y %> =
{(x,y) : (x,y) =s(—1,1),s € R} son perpendiculares.
Solucién. Los vectores de direccion de %) y %> sona; = (1,1) y ax = (—1,1) respectivamente.
Se cumple entonces que

ajray=(1,1)-(=1,1)=—=1+1=0.

Por lo tanto las rectas son perpendiculares. "

Cuando esta definida la pendiente de las rectas (es decir, cuando ninguna de las rectas es vertical)
la ortogonalidad queda caracterizada por el siguiente lema.

Lema 4.4 Dos rectas son perpendiculares si y sélo si el producto de sus pendientes es igual a
menos uno.

Demostracion. Seany =mx+ by y = mox+ by dos rectas. Estas rectas tienen ecuaciones vecto-
riales (x,y) = (0,b1) +t(my,1),t € Ry (x,y) = (0,b2) +s(m2, 1), s € R, como puede comprobar
el lector. El dngulo entre las rectas estd dado por el producto punto:

(my,1)-(mp, 1) =mmy+ 1

por lo tanto las rectas son perpendiculares si y solo si(mj, 1) - (mp,1) = 0 lo cual ocurre si y sélo si,
mymy = —1, que es lo que se queria demostrar. |

m Ejemplo 4.7 Muestre que las rectas 3x —2y+5 = 0y 2x+ 3y — 1 = 0 son perpendiculares.

Solucion. Ponemos las ecuaciones de las rectas en la forma pendiente, ordenada al origen, de
donde se obtienen las ecuaciones y = 3/2x+5/2y y = —2/3x+ 1/3, respectivamente. De aqui, el
producto de las pandientes de las rectas es (3/2)(—2/3) = —1. Por lo tanto, por el lema 4.4, las
rectas son perpendiculares. "

Algunos detalles de la demostracién asi como la deduccién trigonométrica del lema 4.4 se
trabajan en el siguiente taller.
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Actividad 4.2 Algunos detalles de la demostracién asi como la demostracién trigonométrica
del lema 4.4 se trabajan en el siguiente taller.
1. Argumente porqué una ecuacién vectorial de la recta y = mx+ b, es

(x,y) = (0,b) +t(m,1), teR.

2. De la férmula
tanu —tanvy
tan(u —v) = —,
1 4 tanu tanv
encuentre la identidad trigonométrica para cot(u —v).
3. Compruebe por medio de la identidad que obtenida en el ejercicio anterior que dos rectas
son ortogonales si y sélo si mjm, = —1.

La discusion de lo obtenido en estas actividades debe incluir a todo el grupo. "

Solucion de la actividad 4.2. 1) Dada la ecuacién y = mx + b, tomamos x =0, locual day = b
asf, un punto sobre la recta es (0,b). Necesitamos un vector de direccion de la recta, para este
fin encontramos otro punto sobre la recta, por ejemplo con x = 1, y = m+ b de esta manera
P; = (1,m+b) es otro punto sobre la recta. Entonces un vector de direccién de la recta es

a=P —Py=(1,m+b)—(0,b)=(1,m).
Por lo tanto una ecuacién vectorial de larectay = mx—+b es
(x,y) =Py+ta=(0,b) +t(m,1), teR
como se deseaba mostrar.

2) Por definicion
1 _ l+tanutanv

t — = = .
cotan (u —v) tan(u—v)  tanu—tanv

3) Por la identidad anterior si u — v = /2 entonces cotan (u — v) = 0 lo cual ocurre si y sélo si
1+ tanutanv = 0, pero tanu = m; y tanv = my de donde dos rectas son ortogonales si y solo
sim1m2 =—1. ]

Normal a una recta en R? y angulo entre rectas

Consideramos una recta Dx+ Ey+ F = 0 y un punto Py = (xp,yo) sobre ella, entonces las
coordenadas de Py satisfacen la ecuacion Dxy + Eyg+ F = 0, al restar las ecuaciones obtenemos

D(x—x0)+E(y—y0)=0.

Notamos primero que la ecuacién anterior implica que el vector (x —xp,y — yo) es ortogonal al
vector (D, E). Si ademds recordamos que el vector (x — xp,y — yo) es paralelo a la recta resulta que
el vector (D, E) es ortogonal a todo vector paralelo a la recta, por lo que se le llama vector normal a
la recta. Tiene entonces sentido la siguiente definicion.

Definicion 4.5 Sean Dx+Ey+F =0y D'x+E’'y+ F’ = 0 las ecuaciones de dos rectas en
R2. Se define el dngulo 0 entre las rectas, como el dngulo entre sus normales, es decir,

(D>E) ) (DlvEl)

cos 6 = \/D2+E2\/(D’)2+(E’)2'

(4.8)
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Recordamos que las ecuaciones Dx+Ey+F =0y D'x+ E’'y+ F' = 0 corresponden a dos
rectas si y solo siD> + E2 # 0y (D) + (E")? #0.

m Ejemplo 4.8 Calcule el angulo entre las rectas 4x —9y+11 =0y 3x+2y—7=0.
Solucién. La recta 4x — 9y + 11 = 0 tiene normal (4, —9) y la recta 3x+ 2y — 7 = 0 tiene normal
(3,2), por lo tanto el dngulo entre las rectas es

(4,-9)-(3,2) 12—-18 —6
cosf = = =
VA4 (-9)2V/32422 \/(97)(13) V1261
al tomar coseno inverso se tiene 8 = —99.7275° véase la figura 4.11. "

Az —9y+11=0
3z+2y7—o\< R

Figura 4.11: Figura correspondiente al ejemplo 4.8.

Actividad 4.3 — Formula clasica del angulo entre rectas. Ultilice la férmula para la tangen-
te de una diferencia de dngulos para determinar el 4ngulo entre rectas conocidas sus pendientes.

Solucion de la actividad 4.3. Sean % y %> dos rectas dadas por las ecuaciones y = mx+b; y
y = mpx + by, respectivamente. Sean v, u los dngulos que forman las rectas % y %, con el eje x
respectivamente. Entonces el 4ngulo entre las rectas es 8 = u — v. Por la férmula para la tangente
de una diferencia de angulos se tiene

tan( ) tanu —tanv
an(y —v) = ——8
1+tanu tanv’

Pero tanu = m y tanv = my de esta forma se tiene

tanu —tanv
tan 6 = tan(u —v) = 1+ tanu tanv

ny —mj
1+mymy

<~ 6 = arctan <mZml> . 49

14+mimy
La férmula 4.9 es la férmula cldsica para el dngulo entre rectas

my —m
0 = arctan <21> .

14+mimy

Sin embargo se requiere cuidado para determinar si el dangulo 0 asi definido es el mismo de la
definicién 4.5, o su suplementario. U
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Teoremas geométricos

Algunos teoremas puramente geométricos pueden demostrarse facilmente por medio de la
Geometria Analitica, por ejemplo:

Teorema 4.3 Dos rectas no paralelas en el plano R? se intersecan en un y solamente en un
punto.

Demostracion. La demostracion de este teorema dentro del contexto de la Geometria Analitica,
es decir, utilizando la definicién 4.2 y mediante las herramientas de la teoria de conjuntos, puede
resultar excesiva para estudiantes novicios y queda como un ejercicio para quienes pudieran estar
interesados. (Véase la seccion de ejercicios si requiere indicaciones para la demostracion). |

Este teorema es equivalente a la parte a) del siguiente teorema, lo cual da uno de los resultados
fuertes de la relacion entre el dlgebra y la Geometria Analitica, nos referimos a la interpretacion
geométrica de la solucién de sistemas de ecuaciones lineales en R?.

Teorema 4.4 El sistema

ajx-+apy =ci (4.10)

a1 x+axy = c,

a) no tiene solucioén si y sélo si, ajjarxn —apaz; = 0y no existe k € R tal que ¢; = kep =
k(azix +axy),
b) tiene infinitas soluciones si y sélo si, ajjax —apaz; =0y existe k € R tal que ¢; = kcy =
k(CZz]X + 6122)’) .
¢) tiene solucién unica si y solo si ajjazy — ajpaz; # 0, en esta caso la solucion estd dada por

Clazz — C2daz]

x = — 4.11)
ajlax —apazl
ajicy —azicy

= — = (4.12)
apyazy —appas)

Demostracion. a) Supongamos que ajp Y a son distintas de cero (el caso igual a cero se estudia
en la actividad 4.4) . Podemos escribir entonces

y=—ypp S (4.13)
apn apn
y a C
y=—Hyp 2 (4.14)
ann ann

entonces las rectas son paralelas si y solo si, tienen pendientes iguales, es decir, las rectas son

paralelas si y sélo si
ai _ as

ap  ax
es decir, son paralelas si y solo si ajjaz —appaz; = 0. Claramente, si las rectas son paralelas
y no existe k € R tal que ¢; = kcp no existe ninglin punto (x,y) € R que pertenezca al mismo
tiempo a ambas rectas, por definicion de rectas paralelas, y por lo tanto el sistema (4.10) no tiene
solucioén. b) Si ajjax —ajpaz; = 0y existe k € R tal que ¢; = kc;, entonces las dos rectas son una
sola recta ya que una ecuacidén es multiplo de la otra, en este caso todos los puntos sobre la recta
son solucién del sistema (4.10) y reciprocamente. c) Por otra parte, si las rectas no son paralelas
entonces aj1ax — ajpdz; # 0y entonces el sistema (4.10) tiene solucién tinica, como veremos. Si
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restamos (4.14) de (4.13) y despejamos x (lo cual puede hacerse ya que estamos suponiendo que
aiar — aipasy 75 0) se tiene

(Cm _ am) Lo
aiz  dax arp  dax

ajldaz —apasg Cidzy — 2412
— X =

apda ada
po GO 0an s
ajlaxn —apas

Si sustituimos el valor obtenido de x en (4.13) o en (4.14) se obtiene

_anc—acg (4.16)
arazy —appdzl

De esta manera como las rectas no son paralelas se obtiene una solucién tnica dada por las férmulas
(4.15) y (4.16) y reciprocamente. |

La solucién anterior se puede poner en términos de determinantes para los estudiantes que
los conocen y constituye lo que se denomina la regla de Cramer (ver el capitulo 1). Los
determinantes se introducen en este libro enseguida.

Notacion 4.1. A un arreglo rectangular de niimeros

A= < an an ) (4.17)

az; ax

se le llama matriz, el tamaiio de la matriz es el niimero de renglones por el niimero de columnas,
en este ejemplo se trata de una matriz de 2% 2. El niimero

a ap

ajjaz —ana = (4.18)

azr ax

se conoce como determinante de la matriz A y se denota por det A o bien |A|. El sistema (4.10) tiene
asociada una matriz A, en tal caso el determinante (4.18) se llama determinante del sistema.

Con la notacién anterior, la solucién del sistema (4.10) estd dada por la llamada regla de
Cramer.

Teorema 4.5 — Regla de Cramer. Si el determinante (4.18) es diferente de cero, entonces el
sistema (4.10) tiene solucién tnica dada por (4.15) y (4.16), lo cual puede escribirse como

(&} ann ail C1
(&) anp asl (&)
= (4.19)
ayil apn ajpl  apn
az) a2 azr ax

m Ejemplo 4.9 Encuentre la interseccion de las rectas

Sx—=2y+3=0,
—Tx+5y—1=0.
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Solucion. Escribimos las ecuaciones en la forma
S5x—2y= -3,
—Tx+5y=1

y procedemos a utilizar la regla de Cramer (4.5) para obtener

-3 =2 5 =3
1 5 13 =7 1 16
X=—"—/=— — -, y == —
5 =2 11 5 =2 11
-7 5 —7 5
lo cual da las coordenadas del punto de interseccion de las rectas (ver figura 4.12). n
8
S O — _
oxr — 2y + 3 06 —Tx+5y—1=0

-12 -10 -8

Figura 4.12: Figura correspondiente al ejemplo 4.9.

Actividad 4.4 Estudie el teorema 4.4 en los casos a) ajp =0y axp =0,b) ajp =0y axp #0.
(Cudles serian las férmulas a las que se llega para x y y? Esta actividad puede realizarse con
equipos de dos personas. "

Solucion de la actividad 4.4. a) Si a; = 0 y ay = 0 entonces se tienen las rectas ajjx =c; y
ap1x = ¢; las cuales son ambas paralelas al eje y y, por lo tanto, paralelas entre si. Las rectas son
una misma recta si ¢; = kcy = ka1 x en este caso todos los puntos sobre la recta son soluciones del
sistema. Si las rectas son distintas como son paralelas, el sistema no tiene solucién. Claramente si
app =0y ax =0, entonces ajjax —apar; =0

b) Supongamos que aj2 = 0y az; # 0 en el teorema 4.4. Se tiene entonces el sistema

{anx = (] (4 20)

a1x+axy = c,

Si 0 =aj1a2 —ajpaz = ajjay entonces, a;; = 0 lo cual por congruencia lleva a que necesaria-
mente c; = 0. Por lo tanto se tiene s6lo la recta ax1x +axy = c2 y con k = 0 se tiene ¢; = kcp. Si

0 # aj1ax — apaz; = ajjay; entonces por la regla de Cramer el sistema tiene solucion tnica y en

. 1 apcy — @iy .
elcasoa;p =0yay #0setienex=—yy=————— con lo cual quedan determinadas
an apaxn

las formulas buscadas. O



4.3 Planteamiento de problemas 83

Ejercicio 4.5 Determine si las siguientes rectas se intersecan. De ser asi, encuentre las
coordenadas del punto de interseccidn.

1. Lasrectasy —2x+ 1 =0, y larecta (x,y) = (3,2) +s(1,1), s€ R.

2. 4x—3y=5Sylarectax=2.

3. (x,y) =(3,2)+1(0,1)t € Rylarecta (x,y) = (1,1)+s(0,1) s € R.
Note que la regla de Cramer no siempre es el método mas sencillo para determinar la intersec-
cién entre rectas. "

4.3 Planteamiento de problemas

En esta seccidn plantearemos y resolveremos problemas de mayor dificultad a los que aparecen
como ejemplos a lo largo del capitulo. Recordamos que estos problemas sélo seran de utilidad si
los estudiantes intentan resolverlos por si mismos antes de consultar la solucién que se da después
de las actividades grupales correspondientes a cada problema.

Distancia de un punto a una recta

Sea Py = (x9,y0) un punto fuera de la recta Dx+ Ey+ F = 0. Se desea encontrar una férmula
para la longitud del segmento formado por Py y el punto de interseccién P, de la perpendicular
bajada desde F, a la recta considerada.

Actividad 4.5 Deben plantearse al lector las siguientes preguntas: ;Cémo se puede construir
una perpendicular a una recta dada que pase por un punto dado? ;Tiene sentido llamar a la
distancia entre Py y P, distancia entre la recta Dx+Ey+F =0y Py? ;Por qué?
Para calcular la férmula que se desea, pueden realizarse las siguientes actividades:
1. Encuentre la pendiente de una recta perpendicular a Dx+ Ey+ F = 0.
2. Encuentre la ecuacidn de la recta que pasa por Py y tiene por pendiente la calculada en el
problema anterior.
3. Encuentre la interseccion de la recta del inciso anterior y la recta Dx+Ey+F =0
denotemos este punto por Fj.
4. Calcule la distancia entre Py y F;. Esta distancia es la férmula buscada.
En la solucién del problema se da un método diferente al empleado en esta actividad, pero debe
llegarse a la misma férmula. "

Existen mucha formas de resolver este problema. Daremos una solucién vectorial que es diferente
a la dada por la actividad 4.5, pero ademas el problema puede resolverse utilizando la proyeccién
ortogonal vista en la actividad 2.10, pero no es necesario que el lector recuerde a cabalidad lo alli
realizado.

Solucién de la actividad 4.5. Sabemos que un vector perpendicular a la recta Dx+ Ey+F =0 es
(D, E). Por lo que la ecuacién vectorial de la recta que pasa por Py = (xg,0) es

(x,y) = (x0,y0) +t(D,E), teR

Para encontrar la interseccién de esta recta con la recta Dx + Ey+ F = 0 basta encontrar 7y que
satisfaga (;por qué?) la ecuacion

D(xo+1toD)+E(yo+1HE)+F =0
de donde se obtiene fy:

o —Dxg—Eyg—F
0= D2+E2
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El punto P, sobre la recta Dx+ Ey+ F = 0 que estd en la interseccién con la perpendicular que pasa
por Py tiene coordenadas P, = (xo,y0) +1o(D, E) por lo que la distancia entre Py y P, es simplemente

—on—Eyo—F
) = 1D.B) = | 2B =E o.1)|
| —Dxo—Eyo—F|
— D21 E2
D2 +E? -
Dxo+Eyo+F
_ IPxotEyotFl 0y
D?+ E?

La férmula (4.21) se conoce como férmula de la distancia de un punto Py = (xo,yo) a la recta
Dx+Ey+F =0. O

N) Paralos lectores que no tengan buenos fundamentos de geometria euclidiana es imprescindible
que se convenzan de que siempre puede construirse una perpendicular a una recta dada. Una
actividad que propicia que se asimile este saber, consiste en dibujar en papel transparente
una recta y un punto, y por medio de un doblez del papel construir la perpendicular. Realice
dicha actividad si trabaja con estudiantes sin fundamentos s6lidos en geometria . Proponga
que los estudiantes enuncien como un teorema la existencia de una perpendicular a una recta
que pasa por un punto dado. Realice una actividad don los estudiantes comparen entre ellos
mismos los diversos métodos y resultados que hayan obtenido.

Ejercicio 4.6 Compruebe que la férmula (4.21) es realmente la distancia mds corta de Fy a
cualquier otro punto de la recta dada. Note que se requieren solamente argumentos que utilicen
teoremas de tridngulos. "

» Ejemplo 4.10 Calcule la distancia del punto (—1,2) alarecta 3x+2y ="7.
Solucién. Mediante la férmula (4.21) se tiene que la distancia del punto a la recta estd dada por

13(=1)+2(2)-7 6

V3r+22 V13
Se debe tener cuidado en que la ecuacién de la recta esté escrita en la forma Dx+Ey+ F =0, es
decir se debe escribir la ecuacién de la recta igualada a cero. En este ejemplo debemos escribir
3x+2y—7 =0, de otra manera, no se obtendran respuestas correctas al utilizar la férmula. m

Rectas y circunferencias

Dada una circunferencia y una recta ocurre una de las siguientes cosas:

e Larectay la circunferencia no se intersecan.

e Larectay la circunferencia se cortan en dos puntos.

e Larectay la circunferencia se tocan en un punto, llamado punto de tangencia.
Exploramos la posibilidad de tangencia en el siguiente ejemplo.

Intersecciones de rectas y circunferencias
Problema: Determine la pendiente m de la recta que pasa por (0,3) para que sea tangente a la
circunferencia x> +y* — 10x +2y+ 18 = 0.

Actividad 4.6 Los estudiantes deben responder las siguientes preguntas individualmente:
1. ¢(Cudl forma de la ecuacion de la recta es la mas conveniente para resolver este problema?
2. (Qué debe ocurrir para que se intersecten la recta y la circunferencia?
3. Sea P = (x,y) el punto de interseccion de la recta y la circunferencia. Plantee una ecuacion
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para la variable x que determine la coordenada de la interseccion. Resuelva la ecuacion,
calcule la coordenada y determine la interseccion.
La siguiente actividad puede incluir a todo el grupo: Encuentre las condiciones para que la recta
y = mx + 3 sea tangente a la circunferencia x*> +y? — 10x 42y + 18 = 0. Calcule el valor de m
para tener tangencia. "

Solucién de la actividad 4.6. La recta buscada tiene una ecuacién de la forma y = mx+ 3 ya que
el punto (0,3) es la ordenada al origen de la recta y donde m es un pardmetro por determinar.
Sustituimos y = mx -+ 3 en la ecuacién de la circunferencia para obtener

x>+ (mx+3)? —10x+2(mx+3) +18 =0

Simplificando se obtiene
(14m?)x* + (8m — 10)x+33 = 0.

la cual es una ecuacién cuadritica en la variable x por medio de la férmula cuadrética se obtiene

(8m —10) & /(8m — 10)2 — 4(1 +m?2)(33)
2(8m—10)

Para que la recta y = mx + 3 corte a la circunferencia x> 4+ y? — 10x +2y + 18 = 0 en dos puntos
se debe tener que 0 < (8m — 10)? — 4(1+m?)(33) y para que la recta sea tangente (;por qué?) se
debe tener

0= (8m—10)? —4(1 +m?)(33).
Se desarrolla la ecuacién anterior para obtener ahora una cuadratica en la variable m, la cual,
después de simplificar (compare con sus propios resultados) se reduce a

17m? +40m+8 = 0.

Se tiene entonces que
~ —20+2v66
B 17

m

Es decir, hay dos rectas tangentes

—2042 —20-2
y= ((Hl—7\/676>x+3 y la recta y= <017\@>x+3.

Con lo cual queda completa la actividad. O
El siguiente ejercicio es un teorema cldsico de la geometria euclidiana. La demostracién
analitica es interesante y utiliza conceptos vistos en este capitulo.

Angulo inscrito en una semicircunferencia
En esta parte demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 4.6 — Thales. Todo dngulo inscrito en una semicircunferencia es recto.

Actividad 4.7 1) ;Qué significa que un dngulo sea inscrito? 2) Haga un dibujo que ilustre
la afirmacién del teorema 4.6. 3) Se afirma que la demostracion del teorema 4.6 no pierde
generalidad si la circunferencia tiene centro en el origen ;por qué esto es verdadero? Construya
una semicircunferencia de radio r e inscriba un dngulo dentro de ella y denote por P el vértice
del dngulo. 4) Muestre que los segmentos que forman el dngulo son perpendiculares calculando
las pendientes de las rectas que lo forman y use la férmula m;m, = —1 para comprobar la
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Figura 4.13: Grafica que corresponde al ejemplo 4.4.

I perpendicularidad. "

Solucién de la actividad 4.7. Consideramos la semicircunferencia x> +y* = r? con y > 0. Sea

P = (x,,y,) un punto cualquiera sobre la semicircunferencia. Los segmentos AP y PB, donde
A = (—r,0) y B=(0,r) forman un dngulo inscrito en la semicircunferencia. El Teorema afirma que
la medida del dangulo APB es 7 /2. El teorema queda demostrado si la recta que pasa por Ay P es
perpendicular a la recta que pasa por Py B. La recta que pasa por A = (—r,0) y P = (x,,y,) tiene
pendiente

Yo
my = ;
Xo+r
la recta que pasa por Py B = (r,0) tiene pendiente
Yo
my = .
Xo—F
tenemos asi que
2
Yo Yo Yo
mpmyp = =3 5
Xo+rXo—r X;—7r
pero como P pertenece a la circunferencia se tiene que x2 +y2 = r? o bien x2 — > = —y2. Por lo
tanto
2
_ yO — 1
mimy = 2T T b
—Yo
con lo cual queda demostrado el teorema. O

Ejercicio 4.7 Con la notacién de la solucién de actividad 4.7 muestre que los vectores APy
PB son ortogonales. .

Solucidn del ejercicio 4.7. Efectivamente AP = P—A = (x,+1,y,) Y PB=B—P = (r —xo,—o),
entonces calculando el producto interior

(x()+r7y())'(r_x<)7_y()) = r _xg_yo
= 0’

la dltima igualdad se cumple dado que P = (x,,Y,) esta sobre la circunferencia x> 4+ y> = r2. Al ser
ortogonales AP y PB se cumple el teorema 4.6. O
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Figura 4.14: Figura correspondiente al teorema de Thales.

@ Observe que la demostracion del teorema 4.6 mediante el uso de vectores en la solucién del

ejercicio 4.7 es mucho mds simple que aquella en la que se usan pendientes de rectas, como
en la solucién de la actividad 4.7 . Este hecho ocurre en general, por lo cual se prefiere el uso
vectores sobre otras técnicas.

4.5 Problemas y ejercicios del capitulo

Autoevaluacion

1.

Ll o

5.

(Qué es la pendiente de un segmento?

Defina linea recta, dé la ecuacién general de la recta.

(Coémo se calculan las coordenadas del punto de interseccién de dos rectas?

(Cémo define el dngulo entre rectas? ;Qué deben cumplir las pendientes de dos rectas
perpendiculares?

Coémo defines una linea tangente a una circunferencia.

Problemas
Nivel basico

1.

2.

Realice los célculos del ejercicio 4.1. Utilice GeoGebra para verificar sus resultados. Localice
los puntos en el plano ya sea mediante el recuadro entrada poniendo las coordenadas de
los puntos o ya sea usando la herramienta ‘“Punto”. Posteriormente utilice la herramienta
“pendiente” para calcular la pendiente entre puntos la cual se despliega posicionando el
ratén en el cuadro dngulo que se muestra en la figura 4.15 y presionando el botén izquierdo.
Compare con los resultados que obtuvo previamente al realizar los célculos.

Figura 4.15: icono “4ngulo” de GeoGebra.

Compruebe lo indicado en el ejercicio 4.4. Utilice GeoGebra para realizar sus grificas.
Para encontrar la ecuacién de una recta que pasa por dos puntos con las herramientas de
GeoGebra, despliegue el menu que se encuentra posicionando el ratén en el icono “recta”
que se muestra en la figura 4.16 y presionando el botén izquierdo localice en el plano los dos
puntos dados y se trazard la recta. La ecuacion de la recta aparecera en el recuadro “Vista
algebraica”.
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,',/
Figura 4.16: fcono “recta” de GeoGebra.
3. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P, = (—12,—13) y P, = (—2,-5)
Encuentre en esta recta el punto M cuya ordenada es igual a —1.
Solucién. (I=8) =W
4. Dada la recta x +y = 0 determine cudles de los siguientes puntos pertenecen a ella: P, =
(2,-2),,=(1,2), ;= (—1,1).
Solucion. .81091 8l 91doz niles &, A
5. Determine la interseccién de las siguientes rectas con los ejes de coordenadas, dibuje su
gréfica y cercidrese de que su gréifica es correcta utilizando las herramientas de GeoGebra.
a) x—y=0.
b) x=3.
c) 3x+2y—5=0.
d) —Tx+5y=3.
Soluciones. :(0,.E\2) x99 (92 . 99 [s 1109 1010091931} SM19i o ¢(0<€)' %99 (d2 .(0,0) (B.E
.(e\&.0) ¢ 9(9 :(0,.V\&—) xoio (b2 .(S\2.0) : o9
6. Encuentre la ecuacién general, pendiente ordenada al origen y vectorial de las siguientes
rectas, y dibuje las graficas correspondientes.
a) Pasa por (—1,3) y es paralela al vector (—2,5).
b) Pasa por los dos puntos (—4,3) y (5,1).
¢) Paralela al eje x y pasa por (3,1).
d) Paralela aleje y y pasa por (3,1)
. bA>y (0 IN+(I.E)=(¢x) @.0=0—@®+xC(d.0=1—-¢C+xe (s
Soluctones. A3 (100 (1.F) = (1.1
7. Encuentre la ecuacion de las rectas conocida su pendiente m y su ordenada al origen b, dibuje
las graficas y corrobore sus respuestas con GeoGebra:
a) m=2/3,b=5.
by m=2,b=0.
c)m=-—1,b=-2.
d m=0,b=-2.
Soluciones. L—=qb.C—x—=qOarl=qd.e+xE\C=(s
8. Encuentre la distancia d del punto (—5,—4) a la recta y = 3x — 2. Utilice las herramientas de
GeoGebra para verificar sus resultados.
Solucién. dlbhswh
9. Dada la ecuacion de la recta 5x 4 3y — 3 = 0 determine la pendiente de una recta para que
a) sea paralela a la recta dada,
b) sea perpendicular a la recta dada.
Solucién. L\E=m(d.E\e— =m (s
10. Halle el punto P de interseccion de las rectas
3x—4y—29=0, 2x+5y+19=0.
Solucién. (e—.8&) =14
11. Determine el dngulo entre las rectas siguientes:

a) Sx—y+7=0,3x4+2y=0
b) x—2y—4=0,5x—2y+3=0.
Solucién. .28lols18q noa es1os1 28l 0 =0 (d M\ =190 (s
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12. Determine si la recta es tangente, corta o pasa fuera de la circunferencia en los siguientes
casos:
a) y=1/2x—1/2,x>+y*> —8x+2y+12=0;
b) y=x+10,x>4+y>*—1=0.
Solucion. .sionoatauotio sl 8 81100 on (d s1n9ns) (8
13. Muestre que
a) x = —1+2t, y =3+ 5t determinan una recta que pasa por Py = (—1,3) y P, =(1,8),
b) (cudles valores de ¢ corresponden a Pyy a P, ?
c) encuentre la ecuacién de la recta que pasa por Fy y Pj, a partir de las ecuaciones

paramétricas.
(d .81091 801 9b 2805 ILIE( 290110108099 28l 8 M9obr029T1109 29010108029 28l (8

LN+ (ET-)=(¢x) @ I=1¢0=1

14. Utilice GeoGebra para obtener la gréfica de la recta del problema anterior. Para ello escriba
“curva” en el recuadro “Entrada” para que aparezca el comando mostrado en la figura 4.17.
En cada campo <Expresion>, escriba las ecuaciones paramétricas de x y y respectivamente,
en el campo <Pardmetro>, escriba “t”, y en los campos <Valor inicial>, <Valor final>, escriba
0,1, respectivamente, por ejemplo, explore otras opciones para los valores de los pardmetros.

Solucion.

Entrada: Curva[ <Expresion=, <Expresion=, <Parametro=, <Valor inicial=, <Valor final> ]

Figura 4.17: Comando de GeoGebra para graficar curvas dadas sus ecuaciones paramétricas en
R2.

15. Determine cudles rectas son perpendiculares
a) 5x—y+5=0,x+5y—-1=0.
b) 6x—2y=0,6x+y=1.
c) Tx—2y4+4=0,2x+7y+2=0
Soluciones. .(9 v (8 2918luoibniaqiaq ol
16. Los lados de un tridngulo se encuentran sobre las rectas 4x4+3y—5=0,x—3y+10=0y
x —2 = 0 determine las coordenadas de sus vértices.
Solucion. (O (EI-) (I-.9)
17. Sin calcular las pendientes, determine el angulo 6 entre las rectas
a) 3x—y+5=0,2x+y—-7=0.
b) V2x—3y—5=0,(3+V2)x+ (V6 —V3)y+7=0.
Soluciones. EAR=0{d.MNr=0(s

Nivel medio

1. Resuelva el ejercicio 4.3.
2. Resuelva el ejercicio 4.6.
3. Considere la recta 2x+ 3y +4 = 0. Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por (2,1) tal
que:
a) larecta es paralela a la recta dada;
b) larecta es perpendicular a la recta dada.
Solucion. O=;r—C—3EM.0=V—E+x8 (s
4. Encuentre las coordenadas de los vértices del rectdngulo dadas las ecuaciones de las rectas
que contienen dos de sus lados x —2y =0, x — 2y + 15 = 0 y la ecuacién de la recta que
contiene a una de las diagonales 7x+y—15=0
Solucién. (8.1) (T I=) (Sh) (1,9
5. Muestre que el dngulo formado por las rectas ajx+ b1y +c; =0y axx+ bry+ co = 0 puede
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calcularse mediante la férmula
aiby —asxby
0 = arctan <a1a2 —|—b1b2>
6. Halle la distancia minima d del punto(6, —8) a la circunferencia x> 4+ y> = 9. Utilice GeoGe-
bra para verificar su solucion, use la herramienta “distancia” que se encuentra presionando
el botén izquierdo del ratén en el icono “Angulo”.
Solucién. =%
7. Determine para que valores de la pendiente m la recta y = mx es:
a) secante a la circunferencia x> +y> — 10x+16 =0
b) es tangente a la circunferencia del inciso a)
¢) pasa fuera de la circunferencia.
Soluciones. ME < | (0 MNEE =mi(d P\E> || (8
8. Calcule la distancia d, del centro de la circunferencia x> + y* — 2x = 0 a la recta que pasa por
los puntos de interseccién de las circunferencias x*> +y> +5x — 8y +1 =0y x*> +y> — 3x+
Ty—25=0.
Soluciones. L=%
9. Muestre que la ecuacién de una recta paralela a ax + by + ¢ = 0 que pasa por P; = (x1,y1)
puede escribirse en la forma a(x —x;) +b(y —y;) = 0.
10. Dada la recta 2x+ 3y +4 = 0, encuentre la ecuacion de la recta que pasa por P = (2,1) y que

11.

forma un dngulo de 7 /4 con la recta dada.

Solucion. O=II—-y+x00=E4+vC—x
Determine la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas x — 5y —
7=0y 2x+y—3=0la cual tiene pendiente m = 1/3.

Solucion. O=¢ce—E&—xll

Nivel superior

1.

Demuestre el teorema 4.3. Indicacion. Sean %, y %> dos rectas dadas no paralelas. Se desea
demostrar que se intersecan en un solo punto. Suponga que se intersecan en dos puntos.
Demuestre que Z) C %, y %> C %1 y por lo tanto % = %> 1o cual es una contradiccion.
El punto C = (1,—1) es el centro de un cuadrado. Uno de sus lados se encuentra sobre la
recta x — 2y + 12 = 0. Determine las ecuaciones de las otras rectas que contienen los demds
lados del cuadrado.

Solucién. O0=8l—C—x0=rM+(+x8 0=0 —+x£

. El centro de una circunferencia estd en la recta x +y = 0. Halle la ecuacién de esta

circunferencia, si se sabe que pasa por un punto de interseccién de las circunferencias
(x—1)2+(+5)?=50, (x+1)>+ (y+1)> = 10.
Solucién. Ol =€) +(E+%)

. Muestre que las circunferencias x> 4 y> — 2mx — 2ny — m?> +n*> = 0, x> + y* — 2nx 4 2my +

m? —n? = 0, se cortan y forman un 4ngulo recto. Indicacién: El dngulo formado por dos

circunferencias es el dangulo formado por sus tangentes en el punto de interseccién.

. Encuentre la ecuacién de la circunferencia tangente a las rectas 3x —4y+1 =0y 4x+3y—7=

0 que pasa por el punto P, = (6,5).
Solucién. 28=B—)+(C—%)



5.1

5.1.1

5. EIip, parabolas e

Estudiaremos ahora otras curvas que aparecen al seccionar un cono circular recto ademads de la
circunferencia. Comenzaremos con la elipse cuya ecuacién en cierto sentido es una extension de la
ecuacion del circulo.

La elipse

Presentamos a continuacién la definicién analitica de la elipse la cual esta basada en el ejercicio
1.3.

Definicion 5.1 — Elipse. Una elipse es un conjunto de puntos de un plano tales que la suma
de las distancias a dos puntos fijos llamados focos es una constante mayor que la distancia entre
ambos puntos fijos.

Ecuacion de la elipse

Sea P un punto cualquiera sobre la elipse. Supongamos para simplificar que los focos tienen
coordenadas F; = (—c,0), F» = (c,0), con ¢ > 0, entonces la distancia entre los focos es 2¢. Por la
definicién de elipse, la suma de las distancias

|PF ||+ [|PF2 |,

debe ser un niimero fijo. Dado que como se describi6 en el la actividad 1.3, la distancia entre los
focos debe ser menor que la longitud de la cuerda usada para construirla (;por qué?), a tal nimero
fijo lo denotaremos por 2a donde a > c. Se tiene asi que los puntos P sobre la elipse deben satisfacer
la ecuacién

|PF1|| + || PF|| = 2a. 5.1)
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Actividad 5.1 Suponga que (x,y) es un punto sobre la elipse con focos en los puntos F; =
(—¢,0), F, = (c,0). Calcule la ecuacién de la elipse mediante la relacién dada en (5.1). Para
este fin siga los siguientes pasos
a) Use la féormula de distancia entre dos puntos para calcular ||PFy||, ||PFz].
b) Sustituya en (5.1) las expresiones anteriores.
c) Piense un poco antes de desarrollar. Si eleva al cuadrado la suma de raices el doble
producto es una raiz cuadrada: (/& ++/B)? = & + B2 +2v/a+/B (Cémo puede evitar
tener el término /o \/B en el desarrollo de lo obtenido en el inciso anterior?

Solucién de la actividad 5.1. a) Se tiene que

IPFill = \/(r— (—0) + (1= 0) =/ (x + € 42 (5.2)
[PRal| = \/(r =)+ (02 = \/(x — ) +32. (53)

b) De esta manera de la ecuacién (5.1) se llega a

\/(x—l—c)2—|—y2—|—\/(x—c)2+y2:2a. (5.4)

¢) Para evitar tener el doble producto de raices cuadradas se pasa uno de los sumandos del lado
derecho de la igualdad (5.4), pero el profesor que conduzca la actividad no debe evitar que los
estudiantes tomen el camino equivocado, sino mds bien, confrontar las diferentes acciones de
los estudiantes, para llegar al mejor procedimiento:

\/ (x+¢)2+y*=2a—/(x—c)>+y. (5.5)

Ahora puede procederse a elevar al cuadrado ambos miembros de (5.5) para obtener

(x+¢)>+y? =4a®> —4ar/ (x— )2+ 2+ (x—c)> +y°. (5.6)

Se desarrollan los binomios y se cancelan términos para obtener (verifique)

der = 40 —day(x— 0 1y 6)
—dex+4a> = day/(x—c)2+)? (5.8)
ay/(x—c)2+y? = —cx+d’ (5.9)

Elevando al cuadrado la ecuacién anterior y después de desarrollar los binomios y simplificar
se obtiene

22 —2d%cx+d*. (5.10)

a*(x* —2cx+ct 4y =c
De donde

(@ — A)x? +a*y* = a*(a®> — ). (5.11)
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2 _ ¢ > (), entonces la ecuacién (5.11) se puede escribir como

b>x% +a*y* = d®b°. (5.12)

Ahora, sea b* = a

Al dividir ambos miembros de la ecuacién por a’b? se llega a la ecuacion canénica de la elipse
con eje focal sobre el eje x y centro en el origen de coordenadas:

2 2

=L (5.13)

Note que en la ecuacién (5.13) si se pone y = 0 se obtiene la interseccién de la elipse con el

eje x la cual ocurre en los puntos (—a,0), (a,0), a los cuales se les llama vértices de la elipse.
Similarmente, si x = 0 en la ecuacién (5.13) se obtiene y = £b, es decir la interseccion de la elipse
con el eje y esta en los puntos (0,—b), (0,b). Observe también que a > b por la definicién de la
elipse y dado que b> = a® — ¢?. Por esta razén al segmento que une los puntos (—a,0), (a,0) de
la elipse se le llama eje mayor de la elipse y al segmento que une los puntos (0,—b), (0,b) se le
llama eje menor de la elipse. Claramente sobre el eje mayor de la elipse se encuentran los focos.
El punto medio del eje mayor se llama centro de la elipse y en el caso que estamos estudiando
corresponde al punto de coordenadas (0,0). O
Se recomienda ahora complementar la actividad de la actividad anterior derivando la ecuacién

de la elipse con focos sobre el eje y.

Ejercicio 5.1 Compruebe que la ecuacién de una elipse con focos F1 = (0,—c), F2 = (0,c¢),
es

S+ =1, (5.14)

donde b* + ¢* = a*. Haga un dibujo donde aparezca esta elipse con los ejes mayor y menor
claramente especificados. ;Cudl es la diferencia de la ecuacién (5.14) con la ecuacién (5.13). m

Resumimos los resultados de la actividad 5.1 en el siguiente teorema.

Teorema 5.1 Toda elipse con focos en F1 = (—c,0) y F2 = (c,0), tiene por ecuacion

donde b? +c? = a*. Reciprocamente, a toda ecuacién de la forma (5.13) le corresponde una elipse
con eje mayor de longitud 2a y eje menor de longitud 2b y focos en los puntos F1 = (—¢,0) y
F2 = (c,0).

Note que el teorema anterior estd incompleto (;por qué?). Para completarlo debe realizarse el
siguiente ejercicio
I Ejercicio 5.2 Complete el teorema anterior con los resultados que obtuvo en el ejercicio 5.1. m

» Ejemplo 5.1 Determine la ecuacion de la elipse con focos en (0,—2) y (0,2) y con vértice en
(0,3). Dibuje la elipse. .

Solucién. Dado que tiene focos en el eje y el eje focal es dicho eje. Asi a =3 (;por qué?) y ¢ =2.

Por lo tanto b*> = a> — ¢> =9 —4 = 5, la ecuacién de la elipse es
22
aINPARES
59
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Figura 5.1: Gréfica que corresponde al ejemplo 5.1.

Actividad 5.2 Lado recto de la elipse. Considere la elipse con eje focal en el eje x. 1)
Compruebe que una recta perpendicular Z al eje focal que pasa por un foco corta a la elipse
en dos puntos. 2) Compruebe que la longitud del segmento de la recta Z entre sus puntos de
interseccion con la elipse, llamado lado recto de la elipse es 2b* /a. "

Solucion de la actividad 5.2. 1) Dada la ecuacion de la elipse con eje focal sobre el eje x y centro
en el origen de coordenadas ;‘—i + Z—z = 1, la cual tiene focos en los puntos (c,0) y (—c,0), donde
¢ = va* — b%. Entonces las rectas perpendiculares al eje focal que pasan por los focos tienen
ecuaciones x = ¢ y x = —c. Se desea encontrar los puntos de interseccion de estas rectas con la
elipse y la distancia entre estos puntos llamada longitud del lado recto de la elipse. Procedemos
con la recta x = ¢, el cédlculo con la otra recta se deja como ejercicio. Si x = ¢ al sustituir en la
ecuacién de la elipse se obtiene

2 2
y
2 =l
y2 C2
o2
2 2
2 2 a-—c¢
2 b4
b2
— y=+—.
a

Concluimos que los puntos (c,b%/a) y (c,—b?/a) son las intersecciones del lado recto con la elipse.
2) La longitud del lado recto de la elipse es ||(c,b%/a) — (c,—b*/a)|| = ||(0,2b*/a)||, es decir

2

2
longitud del lado recto = —,
a

como se queria demostrar. g

No es necesario que el lector memorice la longitud del lado recto. En todo caso es mejor
enfatizar y recordar cudl es el método para calcularla en caso de que se requiera.
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Ejercicio 5.3 Resuelva los siguientes problemas.
1. Halle la ecuacién de la elipse cuyos vértices son los puntos (4,0), (—4,0), con focos en
(370)’ (_370)
2. Una elipse tiene focos en los puntos (3,0), (—3,0). La longitud de su lado recto es 9.
Encuentre la ecuacion de la elipse.
3. Una elipse con centro en el origen de coordenadas y eje focal sobre el eje x pasa por los

puntos (v/6,—1) y (2,v2).

Simetria de la elipse

Una elipse con centro en el origen de coordenadas es simétrica respecto al eje x y respecto al
eje y. Para comprobar la simetria respecto al eje x, basta ver que para cada punto (x,,y,) sobre la
elipse, también el punto (x,, —y, ), estd sobre la elipse. Para la simetria respecto al eje y, basta ver
que el punto (—x,,y,) estd sobre la elipse también. Asi vemos que si (x,,y,) estd sobre la elipse

2 2
;% + %2 =1, se debe cumplir
é + ﬁ — 1
a? b
Abhora verificamos que (x,, —,), esté sobre la elipse
2L (w2 _ 83
a? b? a2
= 1

)

como (x,,—Y,) satisface la ecuacién de la elipse, estd sobre la elipse como se queria mostrar. La
comprobacion de que (—x,,y,) también estd sobre la elipse se deja como ejercicio.

= Ejemplo 5.2 Compruebe que la elipse x> +4y? = 1 es simétrica respecto al eje x y respecto al
eje y. "

Solucién. El punto (0,1/2) esta sobre la elipse, y el punto (0,—1/2) también lo estd, pero para
comprobar que toda la elipse es simétrica se requiere mostrar que todos los puntos sobre la elipse
tienen un punto simétrico, también sobre la elipse. Es decir no basta un ejemplo, para ver que
cada punto sobre la elipse tiene un simétrico se debe sustituir el punto en la ecuacién. asi, para
comprobar la simetria respecto al eje y se debe tener que si (x,,y,) estd sobre la elipse, también
esté (—x,,Y,). Efectivamente, si (x,,,) estd sobre la elipse, se cumple que

xg—|—4y§ =1

y para (—x,,y,) se tiene

(—x)2 +4y2 =x2 +4y2 = 1.
Por lo tanto (—x,,y,) estd sobre la elipse también. La comprobacién de que (x,,—y,) estd sobre la
elipse se deja como ejercicio.

Elipses con ejes paralelos a los ejes coordenados

Si una elipse tiene centro en un punto de coordenadas (&, k) y ejes focales paralelos a los ejes de
coordenadas se puede establecer un nuevo sistema de coordenadas cartesianas cuyo origen coincida
con el punto (h,k). Denotemos con (x',y’) las coordenadas de cualquier punto en el nuevo sistema.
En términos matemdticos se puede pasar de un sistema a otro mediante la transformacién

/
—X+h
{;_;ik’ (5.15)
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o bien

X =x—h,
(5.16)
y =y—k.

De esta forma en el sistema de referencia con ejes x’,y’ la ecuacion de la elipse con eje paralelo al
eje X' es

— +i5 =1 (5.17)

lo cual es equivalente en el sistema de coordenadas x,y a la ecuacién

x—h)? —k)?
( az) +(yb2) _

1, (5.18)

utilizando la transformacién (5.16) en la ecuacién (5.17).
De manera similar, una elipse con eje focal paralelo al eje y con centro en el punto (h,k) tiene
por ecuacion:

(x=h)?  (G=k)?
St =1 (5.19)

Ejercicio 5.4 Calcule la ecuacion de la elipse con vértices en (—2,1) y (—2,7) y longitud del
lado recto igual a 1. Determine las coordenadas del centro, focos y longitudes de los ejes menor
y focal. "

Forma general de la ecuacion de la elipse

Hasta ahora hemos encontrado la forma general de la ecuacién de unarectadx+ey+ f =0y la
forma general de la ecuacién de una circunferencia x> + y> + Dx + Ey+ F = 0. Ahora es momento
de encontrar la ecuacién general de la elipse. Procedemos como ya es costumbre en este libro con
una actividad.

Actividad 5.3 1) Desarrolle la ecuacion (5.18) y observe que se puede escribir de la forma
AxX*>+Cy*+Dx+Ey+F =0, escogiendo los coeficientes A,C, D, E, F de manera apropiada.
2) Reciprocamente, dada una ecuacién de la forma Ax*> + Cy? +Dx+ Ey+ F = 0, complete
cuadrados para llegar a una ecuacién de la elipse de la forma (5.18) o bien de la forma (5.19).
Determine las condiciones para que la ecuaciéon que obtenga represente una elipse. "

Solucién de la actividad 5.3. 1) Multiplicamos ambos lados de la ecuacién (5.18) por a?b? y
desarrollamos
x—h)? —k)?
azbz( > ) 4 a2b? (y - ) — 22
— b*(x—h)? +a*(y —k)* = a®b?
= b?x* + a*y? — 2b%hx — 2d°ky — a’k* — b*h* — a*b* = 0.

ConA =b?,C=a* D= —2b*h, E = —2a*k, F = —a*k* — b*h*> — a®b?, se llega a 1a forma general
de la ecuacién de una elipse.
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2) Completamos cuadrados! de una manera apropiada en la ecuacién Ax> +Cy* +Dx+Ey+F =0

AxX> +Cy* +Dx+Ey+F =0

AxX> +Dx+Cy* +Ey+F =0

D E
A (x2+Ax> +C(y2+y> = —F

D\? E\?

D> E?

=-F+—+—

4A " 4C

D)2 E\2 D* | E?
(t2n)” Otae)  —Fragtic
C A AC
D\2 E\2
(x+5%) n O+5)" _ L
Y
Note que la ecuacién
D2 E\2
G+B)° | 0+E)
TP E e
A
2 2
corresponde a una elipse si —F + A + ac > 0, dado que A,C > 0. O

Reforzamos lo que hemos aprendido en la actividad anterior mediante el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 5.3 Transforme la ecuacién x> +4y? — 6x+ 16y +21 = 0 en la ecuacién candnica de
una elipse. Determine las coordenadas del centro, focos y longitudes de los ejes mayor y menor de

la elipse.

Solucion. Se completan cuadrados para obtener la ecuacion de la elipse en la forma candnica, de la

manera siguiente.

x> +4y? —6x+16y+21
(x—3)*+4(y+2)?
(x—3)2+4(y+2)*

(x—3)

22
1 +(y+2)

0
—21+9+16
4

1.

Es una elipse con centro en (3, —2), ejes paralelos a los ejes xy, eje mayor con longitud 2a =2-2 =4
paralelo al eje x, eje menor con longitud 2b = 2 - 1 = 2. Para localizar los focos se debe calcular la
longitud del semieje focal ¢ dado por ¢ = a? — b? = 2> — 12 = 3, es decir ¢ = /3. Para localizar las
coordenadas de los focos debemos sumar y restar a la componente x del centro la constante ¢ = /3.
De esta forma se tienen las coordenadas de los focos F1 = (34++/3,-2), F2=(3—+/3,-2). =

Ejercicio 5.5 [Aplicaciones de la elipse]. La mas importante aparicion de la elipse en las
ciencias es sin duda, el descubrimiento de Kepler de que los planetas se mueven alrededor
del sol describiendo 6rbitas elipticas. Una demostracion elemental de este hecho requiere del
célculo diferencial, recomendamos el libro de Nikerson et al. [11] para consulta. Para un taller
elemental se recomienda una actividad de bisqueda de las leyes de Kepler, que incluya videos.
Se debe complementar la bisqueda con una discusién grupal. "

"Para completar cuadrados revise el capitulo 1.
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1
@? +4y* — 63} 16y + 21 = 0

Figura 5.2: Grafica que corresponde al ejemplo 5.3.

5.2 La parabola

El lector quien nunca antes haya estudiado la pardbola le recomendamos que revise la actividad
1.4, en a cual se trabaja la forma de trazar una parabola en la geometria sin coordenadas. Para
quienes ya tengan alguna informacién sobre esta curva se recomienda pasar directamente a la
siguiente definicion.

Definicion 5.2 Una pardbola es un conjunto de puntos de un plano tales que su distancia a
una recta dada, llamada directriz, es igual a su distancia a un punto dado que no esté en la
recta, llamado foco. La recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco se llama eje de la
pardbola. Se llama vértice de la pardbola al punto de interseccién de la pardbola con su eje.

@ Recuerde el lector que la distancia de un punto P a una recta % se calcula con el segmento
perpendicular a % que pasa por P.

5.2.1 Ecuacion de la parabola
Para obtener la ecuacién de la pardbola procedemos con una actividad.

Actividad 5.4 Suponga que el foco de una pardbola tiene coordenadas F = (p,0) y la ecuacién
de su directriz es x = —p. Sea P = (x,y) un punto cualquiera sobre la parabola. Encuentre la
ecuacion de la parabola, siguiendo los siguientes pasos. 1) Encuentre la férmula para d(P, F).
2) Encuentre la férmula para d(P,%). 3) Use la definicién 5.2 para calcular la ecuacion. 4)
Intente dibujar la pardbola siguiendo a la letra, la definicién, usando una escuadra y compas. 5)
Encuentre la ecuacién de una pardbola con foco F = (0, p) y directriz y = —p. 6) Considere la
recta Z que pasa por el foco y que es perpendicular al eje focal. El lado recto de una parabola
es el segmento de Z que se encuentra entre los puntos de interseccion de la pardbola y dicha
recta. Determine la longitud del lado recto. "

Solucidn al de la actividad 5.4. 1) La distancia de P a F estd dada por d(P,F) = \/(x— p)? + 2.

2) La distancia de P a la recta x = —p estd dada por d(P,Z) = |x— (—p)| = |x+ p|.
3) De la definicién 5.2 de la pardbola tenemos

(x—p)2+y> = |x+pl, (5.20)
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Elevando al cuadrado ambos miembros de (5.20) y simplificando se tiene

(x—p)*+y" = (x+p)
x2—2px+p2—|-y2 = x2—|-2px+p2,
y2 = 4px.
La ecuacién
y* =4px, (5.21)

se llama ecuacién canodnica de la parabola con eje focal el eje x.
5) Por un procedimiento similar, si la pardbola tiene foco F = (0, p) y directriz y = — p, se obtiene
la ecuacién candnica de la pardbola con eje focal el eje y.

x> = 4py. (5.22)

6) La longitud del lado recto de la parabola y*> = 4px se calcula determinando primero la
interseccién de la recta x = p (;por qué?) con la pardbola, es decir

De donde los puntos (p,—2p), (p,2p) determinan las intersecciones de & con la pardbola en
cuestion. La longitud del lado recto es asi ||(p,2p) — (p, —2p)|| = 4|p|- O

m Ejemplo 5.4 Utilice la definicién para encontrar la ecuacién de la pardbola con foco en
F =(0,—2) y directriz y = 2. .

Solucién. de la definicion de la parabola se tiene que

VRO (22 = -2 (5.23)

Py Hay+4 = Y —dy+4 (5.24)

¥ = —4y (5.25)

Se tiene una parédbola con vértice en (0,0) eje focal sobre el eje y. Observe que p = —1 < 0 lo cual

indica que la pardbola abre hacia abajo.

Figura 5.3: Grafica que corresponde al ejemplo 5.4.
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N) Observe que en las ecuaciones (5.21) y (5.22) se tiene en ambos casos que el vértice de las
pardbolas se encuentra en (0,0).

Debe tener en cuenta que si p > 0 en la ecuacién (5.21), la pardbola abre hacia la derecha y si
p < 0 la pardbola abre hacia la izquierda. En el caso de la pardbola (5.22), la pardbola abre
hacia arriba si p > 0 y abre hacia abajo si p < 0.

Parabola con eje paralelo a uno de los ejes coordenados

Similarmente a como se hizo con la elipse, la ecuacién de una pardbola con vértice en el
punto (h,k) y eje focal paralelo a uno de los ejes de coordenadas puede escribirse en forma simple
trasladando el origen de coordenadas al punto (%, k) y utilizando las ecuaciones de transformacién
(5.15) o bien (5.16). De esta forma, por ejemplo, la ecuacién

Y2 = 4px,
X = x—h
y = y—k,

representa una parabola con eje focal paralelo al eje x y la ecuacion

2

X = 4py,
X = x—h
y = y—k,

representa una pardbola con eje focal paralelo al eje y.

= Ejemplo 5.5 Verifique que la ecuacion y = 1/4x? +x+ 2 corresponde a una parabola.
Solucién. Completamos cuadrados en la variable x de la forma siguiente

1
y = Zx2+x+2

1
= Z(x2+4x+4)+2—1

1
= Z(X+2)2+1

1

Por lo tanto la ecuacién corresponde a una pardbola con vértice en (—2, 1) y eje focal paralelo al
eje y, la cual se muestra en la figura 5.4. Si ponemos X’ =x+2y )y = y— 1 se obtiene la ecuacion
en forma canénica y' = 1/4x'2, 1a cual claramente corresponde a la ecuacién de una pardbola. m

Ejercicio 5.6 [Aplicaciones de la parabola]. Los estudiantes deben buscar por si mismos
ejemplos de aplicacion en ciencias y tecnologia de la pardbola. En seguida se debe proceder a un
discusidn grupal donde se trate de responder a las preguntas: 1) ;Por que se utiliza la pardbola en
la construccion de antenas parabdlicas y en la fabricacion de faros de automéviles? 2) ;Conocen
alguna aplicacion de la pardbola en la arquitectura? ;Por qué se utiliza en la construccién de
arcos? ]

5.3 La hipérbola

La dltima cénica en tratar en este capitulo serd la hipérbola. Pasamos directamente a su
definicién.
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Figura 5.4: Gréfica que corresponde al ejemplo 5.5.

Definiciéon 5.3 Una hipérbola es un conjunto de puntos de un plano tales que el valor absoluto
de la diferencia de su distancia a dos puntos dados llamados focos de la hipérbola, es una
constante menor que la distancia entre los focos, pero distinta de cero.

5.3.1 Ecuacion de la hipérbola

La ecuacion de la hipérbola la obtendremos mediante la siguiente actividad.

Actividad 5.5 Suponga que los focos de una hipérbola tienen coordenadas F1 = (¢,0) y
F2 = (—c,0), con ¢ > 0. Sea P = (x,y) un punto cualquiera sobre la hipérbola. Encuentre la
ecuacion de la hipérbola, siguiendo los siguientes pasos.

1) Encuentre la férmula para d(P,F1) y d(P,F2).

2) Dado que la distancia entre los focos es 2¢ suponemos que 0 < a < cy que | d(P,F1) —
d(P,F2) | =2a.

3) A partir de la relacién en 2) desarrolle para obtener la ecuacion de la hipérbola en forma
semejante a como se hizo con la elipse. Defina una nueva constante b> = ¢> — a? y simplifique

x2 y2

la ecuacion de la hipérbola para obtener la forma canénica — — =k 1. "
a

Solucién de la actividad 5.5. Los puntos 1) y 2) se resuelven de manera estdndar y ya se ha hecho

en el caso de la elipse y la pardbola. Se deja su realizacion como ejercicio.

3) Quitando el valor absoluto del inciso 2) se tiene:

d(P,F1)—d(P,F2) = 2a, sid(P,F1)—d(P,F2) >0 (5.26)
d(P,F1)—d(P,F2) = —2a,sid(P,F1)—d(P,F2)<0. (5.27)

De (5.26) sustituyendo d(P,F1) = \/(x—¢)>+y?> y d(P,F2) = \/(x+¢)?> +y* se llega a

Y

(x—c)2+y2 = 2a+4/(x+c)2+)?



102 Elipses, parabolas e hipérbolas

Elevando al cuadrado ambos miembros de la tltima ecuacién y simplificando se tiene

=2+ +y = 4d® +da/(x )2+ Y2+ X7+ 2xe+ 4 y?
—a*—xc = ay/(x+c)2+)y?

at F2a’ex+ P = (P 2+ P +y?)

(c2_a2)x2_a2y2 — aZ(CZ_aZ)_

Se define ahora b*> = ¢> — a? y se sustituye en la tltima ecuacién con lo cual
P22 — a2y = d*b?

al dividir ambos miembros de la ecuacién por a®h? se obtiene la ecuacién canénica de la hipérbola
con eje focal sobre el eje x y centro en (0,0)

)C2 y2

La misma ecuacidn se obtiene a partir de la ecuacién (5.27), lo cual debe verificar el lector como
ejercicio. Con un procedimiento semejante al anterior se llega a que la hipérbola con focos en
F1=(0,c)y F2=(0,—c) tiene por ecuacion

2 2
yoox
Las ecuaciones (5.28) y (5.29), se llaman ecuaciones candnicas de la hipérbola. ]

N) De manera similar a la elipse, la recta % que pasa por F'1 y 2 se llama eje focal. Los puntos
V, V' donde la hipérbola corta €l eje focal se llaman vértices de la hipérbola. El segmento
que une V con V' se llama eje transverso de la hipérbola. El punto medio entre los focos
se llama centro de la hipérbola. La recta £’ que pasa por el centro de la hipérbola y es
perpendicular al eje transverso se llama eje normal o eje conjugado de la hipérbola. Observe
que las constantes a, b, ¢ estdn definidas en forma diferente de la elipse aunque en la ecuacién
canénica parezcan tener el mismo rol. Esto no es asi, note que la hipérbola no corta el eje
conjugado. Sin embargo ¢ nuevamente da la distancia del centro a cualquiera de los focos, a
es la distancia del centro a cualquiera de de los vértices.

Ejercicio 5.7 A partir de lo obtenido en la actividad 5.5 realice las siguientes actividades. 1)
Observe que la hipérbola tiene dos ramas, cudl de ellas estd determinada por cada ecuacién que
surge al quitar el valor absoluto en el punto 2) de la actividad 5.5. 2) Despeje y de la ecuacion
canénica obtenida en 3) de la actividad 5.5 que pasa para valores grandes de x. ;Puede obtener
ecuaciones de rectas de estas ecuaciones?, ;como? Las rectas obtenidas mediante un proceso
de limite, se llaman asintotas de la hipérbola. ; Cémo definiria con palabras una asintota? 3)
Grafique la hipérbola con sus asintotas. 4) Obtenga la ecuacién de la hipérbola con eje focal en
el eje y. "

m Ejemplo 5.6 Halle la ecuacién de la hipérbola cuyos focos estan sobre el eje de las abscisas
y son simétricos respecto al origen de coordenadas, si sus semiejes sona =6y b = 18, donde b
corresponde al semieje situado en el eje de las ordenadas.

Solucion. Dado que la hipérbola tiene focos sobre el eje de las abscisas y son simétricos respecto
al origen, la hipérbola tiene centro en (0,0) y no corta el eje de las ordenadas. Por lo tanto tiene
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2 2

ecuacion ;C—z — % = 1. Al sustituira =6 y b = 18 se tiene
P _1
36 324
la cual es la ecuacion de la hipérbola en la forma candnica. "

40

20
2 2

36 324

-20

-40

Figura 5.5: Gréfica que corresponde al ejemplo 5.6.

Hipérbola con ejes paralelos a los ejes coordenados

Para una hipérbola tiene centro en un punto de coordenadas (h,k) y ejes focales paralelos a los
ejes de coordenadas. como se hizo con la elipse y la pardbola, se puede establecer un nuevo sistema
de coordenadas cartesianas cuyo origen coincida con el punto (%,k). Denotemos con (x¥',y’) las
coordenadas de cualquier punto en el nuevo sistema. Pasamos de un sistema a otro (al igual que
con la elipse) mediante las transformaciones (5.15) o bien (5.16)

De esta forma en el sistema de referencia con ejes x’,y’ la ecuacién de la hipérbola con eje
paralelo al eje x es

2 y/2

lo cual es equivalente en el sistema de coordenadas x,y a la ecuacién

—h)? —k)?
(x a2> e bz) . 531)

utilizando la transformacion (5.16) en la ecuacién (5.30).
De manera similar, una hipérbola con eje focal paralelo al eje y con centro en el punto (A, k)
tiene por ecuacion:

(y—k)?* (x=h?* _
a? »

1, (5.32)

Ejercicio 5.8 Calcule la ecuacién de la hipérbola con vértices en (—2,1) y (—2,7) y longitud
del lado recto igual a 1. Determine las coordenadas del centro, focos y longitudes de los ejes.
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I Dibuje la grafica de la hipérbola. "

Solucién del ejercicio 5.8. El centro de la hipérbola (A, k), estd en el punto medio entre (—2,1) y
(—2,7) es decir
—24(-2) 1+7
o= (LT ) =2,

Sabemos que a = |7 — 1|/2 = 3. Falta determinar b, para lo cual usamos el dato de que la longitud
del lado recto es 1. Puede demostrarse que la longitud del lado recto es 2b? /a (;por qué?). Asi

_
3

1
y por lo tanto b = /3 /2. Se concluye que la ecuacién de la hipérbola es

=1.

(r—4)? (x+2)°
T3
9 2
Finalmente, para determinar las coordenadas de los focos se tiene la ecuacién c? = a?+b?, de donde
¢=+/9+3/2=/21/2. Por lo tanto las coordenadas de los focos F1,F2 son F1 = (—2,k+c),
F2=(-2k—c). AsiF1=(-2,7++/21/2), F2=(-2,7—+/21/2). La grifica correspondiente

esta actividad puede verse en la figura 5.6 .

Figura 5.6: Grafica que corresponde al ejercicio 5.8.

Forma general para Hipérbolas con centro fuera del origen
Determinaremos ahora la forma general de la ecuacion de las hipérbolas con ejes paralelos a
los ejes de coordenadas de manera similar a como se hizo con las otras cénicas.

Actividad 5.6 1) Desarrolle la ecuacién (5.31) y observe que se puede escribir de la forma
Ax?> +Cy* +Dx+Ey+F = 0, escogiendo los coeficientes A,C,D, E, F de manera apropiada.

2) Reciprocamente, dada una ecuacién de la forma Ax*> +Cy? +Dx+ Ey + F = 0, complete
cuadrados para llegar a una ecuacion de la hipérbola de la forma (5.31) o bien de la forma (5.32).
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I Determine las condiciones para que la ecuaciéon que obtenga represente una hipérbola. "

Solucién de la actividad 5.6. 1) Multiplicamos ambos lados de la ecuacién (5.31) por a’b* y
desarrollamos

2 (=R =k 5,
ab T —ab T =a’b
P (x—h)? —d*(y—k)? = d®b?
b>x* — a*y* — 20 hx + 2d%ky + a’k> — b*h? — a®’b* = 0.
ConA =b* C = —a®, D= —2b%h, E =2d*k, F = a*k* — b*h*> — a’b?, se llega a la forma general
de la ecuacién de una hipérbola.
2) Completamos cuadrados de una manera apropiada en la ecuacién Ax*> +Cy>+Dx+Ey+F =0:

AX>+Cy* +Dx+Ey+F =0

D E
Al2+=)+C(y*+=)=-F
<x +A>+ <y +C)
D\’ E\? D> E?
A _ _ :—F _ _
(x+2A> +C<y+2c) +atic

2 2
(+B) 0tE) _ FrB+E

C A AC
D2 E \?2
(x+ ) n (O +3¢) _ L
e
A C

Note que la ecuacién anterior corresponde a una hipérbolasiA >0y C < 0,0bien A <0y C > 0.
g
Reforzamos lo que hemos aprendido en la actividad con el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 5.7 Transforme la ecuacién 9x> — 16y? — 54x — 64y — 127 = 0 en la ecuacién canénica
de una hipérbola. Determine las coordenadas del centro, focos y longitudes de los ejes.

Solucién. Se completan cuadrados para obtener la ecuacién de la hipérbola en la forma canénica,
de la manera siguiente.

9x% — 16y* — 54x — 64y — 127 = 9(x> — 6x) — 16(y* +4y) — 127
=9(x—3)* —16(y+2)* — 127 — 81 +64 = 0.

De donde
(-3 (42
6 9

es la ecuacion de una hipérbola con centro en (h,k) = (3,—2). Las longitudes de los semiejes son
a = 4, semieje conjugado b = 3. Asi ¢ = a®> 4+ b*> = 25 de donde ¢ = 5. Por lo tanto dado que la
hipérbola tiene eje focal paralelo al eje x, las coordenadas de los focos F1,F2 son F1 = (h+c,k) =
(8,—-2)y F2 = (h—c,k) = (—2,—2). La gréfica correspondiente a este ejercicio puede verse en la
figura 5.7. "

Asintotas de la hipérbola

La hipérbola tiene en comin con otras cénicas la existencia de focos, vértices y lados rectos.
Pero un rasgo distintivo de la hipérbola es que posee asintotas. Las asintotas son rectas a las que se
aproxima la hipérbola en puntos alejados de su centro. Para tener una idea de como se aproximan,
se puede realizar el siguiente taller.
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92 — 169> — 54z — 64y — 127 = 0

Figura 5.7: Grafica que corresponde al ejercicio 5.7.

2 2
Actividad 5.7 Dada la hipérbola con ecuacién — — Z—z =1 divida por x*y? y estime las
a
ecuaciones que se obtienen para valores grandes de x, y. "
2 2

Solucion de la actividad 5.7. Consideramos la hipérbola = 1. Si dividimos ambos miem-

a2
bros de la ecuacién por x’y? se tiene
1 1
a2y? P22 T x2y2

Ahora, si x,y estdn alejados del centro de la hipérbola, es decir del origen de coordenadas, x,y
toman valores grandes, y por lo tanto x?y? serd mucho més grande todavia. Por lo que

1 1

———~0.
a2y b2
Siigualamos a cero y analizamos la ecuacién restante por medio de la factorizacién se tiene

1 1
azyz T p2x2

INEAYARREN
ay bx)\ay bx)

De donde se obtienen las ecuaciones

=0

1 1
— - — =0,
ay bx
1 1
=0
ay * bx
o bien
b
y = -X (5.33)
a
b
y o= by (5.34)
a

Las ecuaciones (5.33) y (5.34) se llaman ecuaciones de las asintotas de la hipérbola con ecuacion
2 2

Lo O

a’? b2
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Ejercicio 5.9 Realice un andlisis semejante al de la actividad 5.7 para determinar que la
2 2 22
X

hipérbola y—z — — =1, tiene las mismas asintotas que — — d
a

a2 ﬁzl | |

b*
= Ejemplo 5.8 Encuentre las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola x> —y? = 1. m

Solucion. Las ecuaciones de la hipérbola en cuestién se encuentran factorizando la ecuacién
x?> —y> =0 de donde (x —y)(x+y) = 0. Asi y = x, y = —x son las ecuaciones de las asintotas
buscadas.

Figura 5.8: Hipérbola con sus asintotas del ejemplo 5.8.

Ejercicio 5.10 [Aplicaciones de la hipérbola]. Para un taller elemental se recomienda una
actividad de busqueda del tema: la geometria hiperbdlica. Una presentacion meramente intro-
ductoria es suficiente. m

5.4 Planteamiento de problemas

Los problemas de esta seccién serdn en general, de mayor dificultad que otros ejemplos de este
capitulo, se recomienda para el mejor aprovechamiento de los estudiantes que realicen la actividad
sugerida antes de que revisen la solucién de la actividad.

Actividad 5.8 — Tangentes sin calculo diferencial. 1) Se define la tangente a una conica
en un punto P, = (x,,y,) como la recta que toca a la cénica en tal punto solamente. Dada una
c6nica con ecuacién general de la forma Ax?> +Cy? + Dx+ Ey+F = 0 y una recta que corta a
la cénica con ecuacién y —y, = m(x — x, ) encuentre una condicién en m para que la recta sea
tangente.

2) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva 2x> +3y?> = 5, en (1,1). n

Solucién de la actividad 5.8. 1) Sustituya la ecuacién y = m(x — x,) +y, en la ecuacién de la
cénica Ax> +Cy? + Dx+Ey+F =0 (condicién de interseccion de la recta y la cénica) para obtener

A +C(m(x—x,) +y,)> +Dx+E(m(x—x,)+y,)+F = 0
(A+Cm?*)x* + (D + Em —2Cm*x, 4 2Cmy,)x + F +
+Cm?x2 — 2Cmxyy, +Cy2 — Emx, +Ey, = 0
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Note que la ecuacién anterior es una cuadrdtica en x de la forma ax? 4 Bx + 7y = 0, la cual tiene
una y solo una solucidn, es decir, la recta dada realmente interseca la conica en un solo punto, si
y solo si B2 —4ay = 0. La dltima ecuacién da una condicién sobre m para la tangencia ;Puede
encontrarla? Inténtelo.

2) Para encontrar la tangente a 2x> +3y?> = 5, en el punto (1,1), lo mejor es repetir todo el
procedimiento de 1). La familia de rectas que pasa por (1,1) tiene por ecuaciéon y = m(x— 1)+ 1.
Para que la recta corte a la curva sustituimos su ecuacidn en la ecuacién de la curva.

23 +3(m(x—1)+1)> = 5
(2+3m*)x* + (6m — 6m*)x+ (3m* —6m—2) = 0

Tenemos una cuadratica en x la cual tiene una sola raiz (es decir, se obtiene tangencia) si

(6m —6m?)? —4(2+3m*)(3m* —6m —2) =0

Simplificando da

36m> +48m+16 = 0,
de donde m = —2/3. Por lo tanto la ecuacién de la recta tangente es y = —2/3(x— 1) 4+ 1 o bien
y=—2/3x+5/3. O

Figura 5.9: Tangente a una curva de la actividad 5.8.

Conicas y excentricidad

Puede hacerse un estudio alternativo de las cénicas a partir del concepto de excentricidad. Este
tema puede tratarse como una actividad complementaria en un primer estudio de las cénicas o puede
omitirse. Sin embargo la definicién de las cénicas por medio de la excentricidad es importante si se
desea comenzar el estudio de la ecuacién general de segundo grado en dos variables o si se desea
obtener las cénicas como intersecciones de un cono con diferentes planos, es decir, si se desea
estudiar propia y profundamente las secciones cénicas. Comenzamos con una definicién.

Definicion 5.4 — Definicion general de conica. Sean F = (xo,yo) un punto y & una recta
por la que no pasa el punto F, sean d(P, Z) la distancia de punto P = (x,y) a larecta 2 y
d(P,F), la distancia de P a F. Se llama cénica %, al conjunto de puntos del plano tales que

d(P,F)
d(P,7)

:e7
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donde e es una constante positiva fija, llamada excentricidad de la cénica. La recta fija &,
se llama directriz de la cénica y el punto fijo F' se llama foco de la cénica. En notacioén de
conjuntos:

%”:{P:(x,y):

Actividad 5.9 Supongamos que la directriz de una cénica Z es el eje y y que el foco tiene
coordenadas F = (p,0), p#0.

1) Utilice la definicién general de cénica para obtener una ecuacién en términos de la excentrici-
dad e.

2) En la ecuacién que se obtenga en el punto 1) anterior estudie los casosa)e =1,b) 0 <e < 1
yc) e > 1. ;A cudl tipo de cénica corresponde cada caso? m

Solucion de la actividad 5.9. 1) Si suponemos que la directriz es el eje y y el foco tiene coordenadas
F = (p,0) debemos tener por la definicién 5.4

dPF) Pty

d(P,2) |x|

= e.

De donde elevando al cuadrado, agrupando términos semejantes y simplificando se obtiene
(1—€*)x® —2px+y> + p*> =0. (5.35)

2a) Si e = 1 en la ecuacién (5.35) se tiene —2px +y? + p* = 0 la cual puede escribirse como

2 p
:2 (_7>7
y p\x 5

ecuacion que representa una parabola con eje dado por el eje x y vértice en el punto (p/2,0)).
2b) Si e < 1 completamos cuadrados en (5.35) y posteriormente podemos dividir ambos miembros
de la ecuacién por 1 — e? > 0, con lo que completando cuadrados se obtiene (jhaga los cdlculos!)

» 2
(xi 1—62) y2
22 + 2 =1, (5.36)
(1—e2)2 1—e2

dado que 1 —e? > 0 la ecuacion anterior representa una elipse.
2¢) Si e > 1, entonces —(e*> — 1) > 0 por lo se tiene, procediendo como en 2b)

2
P
(-i)  »
D2 T Re T 1, (5.37)
(1—e2)? e2—1
la cual corresponde a una hipérbola. U

@ En realidad no se ha perdido generalidad al afirmar que la cénica tiene por directriz el eje y y
foco sobre el eje x por lo que podemos concluir de la definicién general de cénica 5.4 que si
e =1 la conica es una pardbola, si e < 1 la conica es una elipse y si e > 1 la conica es una
hipérbola, en general.

El siguiente ejercicio muestra que el valor de la excentricidad estd dado por e = ¢/a para la
elipse, se deja como ejercicio mostrar lo mismo para la hipérbola, pero no olvide que c se define de
manera diferente para esta curva.
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Ejercicio 5.11 Para la elipse (5.36) muestre que ¢ = ¢/a donde como en la definicién cldsica
2.2 2,2
pe y b= pe
(1—e?)? 1—e2’

R=g?—p2, g =

Solucion. Tenemos

=g _p? P2€2 _ Pze2
(I1—e2)2 1-—¢2
pzez p262(1 —82)
(1—e2)? (1—e2)?
_pet
(1—e2)2
Entonces
2 p284 (1 —82)2 5

@2 (-2 e ¢

Por lo tanto e = ¢/a.

» Ejemplo 5.9 Determine la ecuacion de la cénica que tiene por foco el punto (0,0) por directriz
larecta 2 : x—y+ 1 =0 considerando los casos e = 1, e =1/2, e = V2.
Solucién. La distancia de un punto P = (x,y) a larectax—y-+ 1 = 0 estd dada por la férmula (4.21)
d(P,2) = w’
V2
asi la férmula para una cénica con excentricidad e con foco en F = (0,0) y directriz Z es

VIR

x—y+1 é,
V2

dado que d(P,F) = /x> + 2.

Para el caso e = 1 se tiene
x—y+1
1/)62-}- 2 - -7 -
g V2
22 +)%) = (r—y+1)?
X4 2xy4+y*—2x+2y—1 = 0.
Para el caso e = 1/2 se tiene
1 (x—y+1
w7 - ()
y 5 V2
8(x*+)) = (x—y+1)
T+ 2xy+7y —2x+2y—1 = 0.
Finalmente para el caso e = v/2

w7 - A

Ay = (r-y+1)?
2xy—2x+2y—1 = 0.
De esta forma la ecuacién x> +2xy 4+ y> — 2x + 2y — 1 = 0 corresponde a una paribola, la ecuacién
7x? +2xy +7y?> —2x+2y — 1 = 0 corresponde a una elipse y la ecuacién 2xy —2x+2y—1=0
corresponde a una hipérbola. "
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-3 -2 -1 O\) 1 2

Figura 5.10: Parédbola, elipse e hipérbola correspondientes al ejemplo 5.9.

5.6 Ecuacion general de las cénicas

Con la definicién de conicas a partir de la excentricidad podemos encontrar la ecuacién general
de una cénica con directriz ax+ by +c¢ =0, a,b # 0, foco en F = (xp,yo) tal que axo+byo+c # 0
(el foco no estd sobre la directriz) y excentricidad e. Para este caso se tiene que cualquier punto
P = (x,y) sobre la conica satisface

d(P,F)  \/(x—x0)*+(y—»0)?
dP9) lax+by+e|
= e

Elevando al cuadrado, agrupando términos semejantes y simplificando obtenemos

(a2x2 + b*y* + 2abxy + 2acx + 2bcy + cz)

2 2,2 2 €
-2 -2 =
X7 — 2XX0 + X + Y7 — 2yY0 + Yo 2112

de donde

e*a® ,  2abe? e*b? 2
a2+b2_1 Yrare T a2+b2_1 Y
2ace? 2bce® s, e
Tarm 20 @ 20y rotnt s
=0. (5.38)

Claramente en la ecuacion (5.38) el coeficiente del término xy es distinto de cero ya que a,b,e # 0.
Se tiene entonces la ecuacion general de las conicas:

AxX* 4+ Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0, (5.39)

2.2
donde B # 0 si los ejes de la conica no son paralelos a los ejes x 0y, y A = ( cd 1),

@2+bp
2abe? B ( e2b?

B= — -
a?+b?’ a+b?

1) , etcétera.
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Estudiamos ahora el signo del indicador /, definido como I = B> —4AC, en términos de los
valores de la excentricidad e. Tenemos que

a’b*e* —[(e* — 1)a® — b?][(e* — 1)b* — a?]

B*—4AC=4 (@1 0)
_4 [e* — (&2 — 1)? — 1]a®b? + (e* — 1)(a* +b*)
(a*>+b2)?
_(E=1)(a*+b*)?
(a*>+b?)?

=4(—1). (5.40)

Con la ecuacién (5.40) observamos que ¢ = 1, si y solo si/ = B> —4AC =0, es decir / =0si y
s6lo si la cénica es una pardbola. Ademds e > 1, si y solo sil = B> —4AC > 0, y la cénica es una
hipérbola. Finalmente, ¢ < 1 si y solo sil = B> —4AC < 0, en este caso la c6nica es una elipse.
Puede verse facilmente que cuando los ejes de la cénica son paralelos a los ejes x o y, es decir, los
casos cuando B = 0, claramente —4AC > 0 en el caso de la hipérbola y —4AC < 0 para la elipse.
Se resumen estos resultados en la siguiente tabla.

Ax* 4+ Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0

Excentricidad Indicador I = B> —4AC tipo de c6nica

e=1 I1=0 parabola
e<1 1<0 elipse
e>1 1>0 hipérbola

Se tiene de esta manera un teorema que afirma que toda cénica tiene una ecuacién de la forma
(5.39) y se puede considerar que se ha demostrado esta parte. Sin embargo no se ha escrito
aqui como teorema ya que se tiene también un reciproco sin el cual estd incompleto, a saber
“toda ecuacion de la forma (5.39) corresponde a una cénica”. Para una demostracion de este
hecho el lector puede pasar al capitulo 10 de este libro.

Por otra parte, también suele llamarse discriminante al indicador /.

5.7 Cénicas y GeoGebra

En la seccidn de problemas 5.8, se requiere que el lector verifique sus gréficas con GeoGebra,
por lo que dedicaremos esta parte a las instrucciones bdsicas para generar graficas con dicho
programa.

Como sabemos, en GeoGebra se obtiene una grafica escribiendo una ecuacién (en una o en las
dos variables x, y) en el recuadro “Entrada” y presionando posteriormente la tecla “entrada” del
teclado. Ademas de esta opcidn para generar elipses, pardbolas e hipérbolas se puede desplegar un
mend poniendo el ratén sobre el recuadro “elipse” y presionando el botén izquierdo. El icono de la
herramienta elipse se muestra en la figura 5.11 y el menud se muestra en la figura 5.12.

Para generar una elipse o una hipérbola se coloca el ratén en el mend sobre el recuadro “Elipse”
o “Hipérbola” y se presiona el boton izquierdo. Seguidamente en el recuadro “Vista grafica” se
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o
o/

Figura 5.11: fcono que corresponde a la herramienta “elipse” de GeoGebra.

@ Elipse

e .
--'-\i— Hiperbola

Figura 5.12: Mend que se despliega en la herramienta “elipse” de GeoGebra.

coloca el ratén y se presiona el botén izquierdo en tres puntos distintos. Asi se generan las cénicas
que tiene por focos los dos primeros puntos y que pasa por el tercer punto generados.

Para la pardbola se genera un punto como se hizo con la elipse o hipérbola y se selecciona
una recta, por ejemplo uno de los ejes. Se obtiene asi una pardbola con foco el punto generado y
directriz la recta seleccionada. Si se necesita otra directriz que no sea uno de los ejes, entonces se
debe graficar previamente la recta requerida.

La dltima opcién del mend “Cdnica por cinco puntos” al generar cinco puntos no colineales en
el recuadro “Vista grafica” se genera una cénica que pasa por los puntos generados.

» Ejemplo 5.10 Utilice GeoGebra para obtener la gréfica de una pardbola con foco F = (1,1) y
directrizx+y+1=0

Solucién. Graficamos la directriz x4y + 1 = 0 escribiendo directamente la ecuacion en el recuadro
“Entrada” de GeoGebra y presionando la tecla “Entrada”. Colocamos el ratén en el icono “Elipse’
desplegamos el menu y presionamos el botdn izquierdo del ratén sobre la opcién “Pardbola”.
Seguidamente, en el recuadro “Vista grafica” colocamos el punto F = (1,1) y luego seleccionamos
la directriz poniendo el ratén sobre la recta y presionando el botén izquierdo. De esta forma, se
genera la pardbola buscada. La pantalla generada por GeoGebra se puede ver en la figura 5.13 =

bl

Problemas y ejercicios del capitulo

Autoevaluacion

Las ecuaciones de la pardbola, la elipse y la hipérbola son fundamentales para el estudio de
ciencias e ingenieria. El lector debe ser capaz de diferenciar entre las diferentes ecuaciones y de
poder dibujar a mano las gréaficas de las ecuaciones que les corresponden. Sin estos conocimientos
y capacidades no se puede considerar que alguien conozca la Geometria Analitica.

1. D€ un ejemplo de una ecuacién de una pardbola, de una elipse y de una hipérbola. Grafiquelas.
Determine si el punto (\@ /2,1) esté sobre la parabola y = x*. Explique
(Qué diferencia a una elipse de una circunferencia?

(,Qué es una asintota?
Complete la siguiente tabla con las ecuaciones correspondientes

A
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7 GeoGehra (3) — O x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn...

¥ Vista Algebraica X | = Vista Grafica X
- Cdnica O ——~ anv |

@ ext-2xy+y-6x-By=-3
- Punto

“*

Entrada:

Figura 5.13: Solucién del ejemplo 5.10.

Descripcién de la cénica parabola | elipse | hipérbola

eje focal eje x, centro (0,0)

eje focal eje y, centro (0,0)

eje focal || eje x, centro (h,k)

eje focal || eje y, centro (h,k)

ecuacion general

asintotas (especifique)

Problemas y ejercicios
Nivel basico
En todos los siguientes problemas se deben realizar las graficas a mano y posteriormente
corroborar los resultados con GeoGebra.
1. Determine cudles de los siguientes puntos se encuentran sobre la elipse 8x> 4 5y* = 77,
P =(-2,3),P=(2,—-4),P5=(—1,3).
Solucién.  .seqilo sl b onnab f12s A 9eqils sl ab s1901 2o A (92qils sl 91doe K129 A
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2.

Calcule la ecuacién de la elipse cuyos focos estan sobre el eje x, con centro en el origen de

coordenadas y cuyos semiejes son iguales a Sy a 2.
g, ¢

Solucién. q=_t4*
NN
. Dada la elipse 9x% 4+ 25y* = 225 encuentre: a) sus semiejes, b) sus focos, ¢) su ecuacién
canonica.
Solucion. Lye

Halle la ecuacion de la hipérbola cuyos focos estdn sobre el eje x, centro en el origen cuyos

ejes son 2a =10y 2b = 8.
< <

Solucién. = _t_*
ol e¢&

. Determine cudl linea corresponde a la ecuacién y = —3v/x> + 1.
Solucion. A 919 Is olsls1sq 9{9 oo slod1dqid snu ob 1oi15tni smssl

Halle la ecuacion de la pardbola cuyo vértice estd en el origen de coordenadas, si la pardbola
es simétrica respecto al eje x y pasa por (9,6).
Solucion. abh =S¢

. Halle las coordenadas del foco y la ecuacién de la directriz de la pardbola y* = 24x.

Solucién. 0=0+%.(0,0)

. Verifique que cada una de las siguientes ecuaciones determina una pardbola, halle las coorde-

nadas del vértice y del foco. a) y = 1/4x> +x+2,b) y =4x*> —8x+7,¢c) y = — 1 /6x* +-2x — 7.
Solucion. A\E—=q . ([-0) .0\l =q (& )d.C=q . ([.C8—)s
Determine a que conica corresponden las ecuaciones siguientes. Encuentre el centro vértices,
focos y dibuje las gréficas.

a) 4x*+9y* —40x+ 36y + 100 = 0.

b) 9x* —16y* — 54x — 64y — 127 = 0.

c) 9% +4y>+18x—8y+49 =0.

d) 4x*> —y*+8x—2y+3=0.

e) 2x* +3y* +8x—6y+11=0.
Solucion. .oitq oloa 1w (9 283991 20b (b 018V olnwinos (o slodidqid (d s2qils (s

Nivel medio

1.
2.

Resuelva los ejercicios 5.1, 5.2, 5.3,5.4,5.5,5.6,5.7,5.9y 5.10.
Determine los puntos sobre la hipérbola

x2 y2

=1
64 36 ’

cuyas distancias al foco derecho son igualesa 4y 5.
Solucién. .(S\e—.0I) .(g\e.0I)

. Encuentre la ecuacién de la hipérbola cuyos focos estdn sobre el eje x, con centro en el origen

y cuyas asintotas tienen ecuacién y = :I:%x.

g S
Solucion. = _t_*
Q I
Halle la ecuacién de la pardbola con foco en (7,2) y directrizx —5 = 0.
Solucién. S — S\ =x

. Determine la posicién relativa entre la recta x —y +2 = 0 y la pardbola y* = 8x.

Solucion. .slodiisq sl s sinsgnsi o4
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10.

11.

12.

Halle en la elipse

22
Ly,
25 4
los puntos cuyas abscisas son iguales a 3.
Solucién. (e\8.8—) (2\8—.8-)

. Halle la ecuacion de la elipse cuyo eje menor es 2 y con focosen (—1,—1) y (1,1).

Solucién. 0==E8—%C 4+l — %L

. Determine la ecuacién de la hipérbola cuya directriz es la recta x4+ y = 0 tiene foco en el

punto F = (v/2/2,1/2/2) y excentricidad e = v/2.

Solucion. O0=1—(¢+x)SV +8
Halle la ecuacion de la conica cuyo foco estd en F = (3,3) directriz 4x+ 3y = 0 y excentrici-
dad e =>5.

Solucién. 0=281 — 0410+ 8+ xbQ + xel
Encuentre la ecuacién de la cénica cuyos focos estan sobre el eje de las abscisas y es simétrica

respecto al origen de coordenadas su eje mayor es igual a 20 y su excentricidad e = 3/5.
< <

Solucion. 1= IS + _*
do 001
Encuentre la ecuacion de la cénica que tiene como directriz la recta x = —a/e, foco en

el punto (—ae,0) y excentricidad e < 1. Indicacién. Repita todo el procedimiento de la
actividad 5.9.

Solucién. .oeqild

2 2
Determine los puntos de interseccién de la elipse 1)6% + 2))75 = 1 con la paribola y> = 24x.
Solucion. (8I—.0) ¢ (81.9) (0

Nivel superior

1.

4.

Halle las ecuaciones de las tangentes a la elipse
x* +4y? =20,

que son perpendiculares a la recta 2x —2y — 13 = 0.
Solucion. O=c+y+xO0=2Cc—+x(l

Halle en la elipse

202
L + yf =1
18 8
las coordenadas del punto mds préximo a la recta 2x — 3y 425 = 0.
Solucién. LIV =0 (8.8-) (¢

. Halle las ecuaciones de la elipse que es tangente a las dos rectas 3x —2y —20 =0, x+ 6y —

20 =0, si sus ejes coinciden con los ejes coordenados.

< <
Solucién. P,
of "o ¢
Determine los valores de b para que la recta
5
y= §x~|—b :
2y
Corte a la hipérbola — — == = 1;
a) Corte a la hipérbola 9 36

b) sea tangente a la hipérbola;
c) pase fuera de la hipérbola.
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LSS
5. Larecta 2x —y —4 = 0 es tangente a una hipérbola cuyos focos estan en los puntos (—3,0) y

(3,0). Halle la ecuacion de esta hipérbola.

Solucion.

e, ¢
Solucion. d= % _ 2 (e

6. Muestre que dos pardbolas con eje comtn y un foco comtn situado entre sus vértices se
cortan formando un angulo recto.
Solucién. (Ss=D% =5 n+%(S5—1) (¢






6.1

6.1.1

Introduccion

Este capitulo estd pensado para los primeros trimestres de un curso universitario. La geometria
de R3 casi nunca se trata en cursos preuniversitarios por multiples razones. En este libro, la parte
de el dlgebra de R? se estudia suponiendo que el lector conoce el 4lgebra de R? como se estudié en
el capitulo 2, de tal manera que no se dedica mucho espacio a este tema. Lo novedoso respecto
al dlgebra en el plano, es el producto vectorial o producto exterior y su aplicacion para definir la
normal y con ello obtener la ecuacidn cartesiana del plano. Comenzamos de esta manera con la
parte que corresponde al dlgebra de R3.

R* como espacio vectorial

El espacio R? (se lee: “erre tres””) como conjunto, es el triple producto cartesiano de R consigo
mismo, es decir
RP*=RxRxR={(x,92): x,y,z €R}.

Asi, como conjunto R? est4 compuesto de ternas ordenadas (x,y,z). En este espacio, al igual que
en R?, se puede definir la suma y el producto por un niimero real tal y como se hizo en el plano.

Definicion 6.1 Sean u = (uy,up,u3) y v = (v1,v2,v3) vectores en R se define
a) la suma de vectores u + v como

u+v = (ur,uz,u3) + (vi,v2,v3) = (1 +vi,u2 +vo,u3 +v3),
b) si r € R, el producto ru mediante
ru=r(uy,up,u3) = (ruy,rug,ruz).

Propiedades de espacio vectorial. El conjunto R? junto con la suma y el producto por un nimero
real satisface las propiedades siguientes:
Sean u,v,w € R3 yrseR.
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) u+v=v+u.
i) u+v+w)=u+v)+w.
iii) Existe un elemento denotado por 0 tal que para todo u € R3 se tiene u+0 = 0+ u.
iv) Para todo u € R? existe un elemento denotado por —u tal que u + (—u) = 0.
V) (r+s)u=ru+su.
vi) r(u+v)=ru+rv.
vil) (rs)u=r(su).
viil) lu = u.
Espacios vectoriales generales. Dado un conjunto V arbitrario y un campo K donde se han
definido las operaciones +:V XV — V y-: KxV — V las cuales satisfacen las propiedades
i) a viii) anteriores para todo u,v,w € V y todo r,s € KK, la cuarteta (V,K,+,-) se denomina

espacio vectorial V sobre el campo K. Sin embargo, para un primer acercamiento no se
requiere llegar al concepto mds abstracto de espacio vectorial

En aplicaciones en fisica e ingenieria ademds de la estructura algebraica de los espacios
vectoriales mencionada, se requiere asociar a cada punto P = (x,y,z) un segmento rectilineo
orientado que va del punto O = (0,0,0) al punto P, el cual se denomina vector de posicion del
punto P. Como se dijo en el capitulo correspondiente a R? no se hard ninguna distincién entre la
notacién para puntos y segmentos rectilineos orientados a lo largo de este libro.

Los conceptos de norma, producto interior y dngulo entre vectores se extienden facilmente de
las definiciones de los conceptos correspondientes en el plano R?. Las ideas intuitivas subyacentes
a tales conceptos y definiciones pueden revisarse en el capitulo correspondiente. Se ha considerado
para el disefio de este libro que las propiedades de vectores en R? ya han sido estudiadas antes de
emprender la lectura de este capitulo.

Norma de un vector, distancia entre puntos
Dado un vector u = (uy,uz,us3) se define su norma o longitud de manera similar a lo que se

hizo en R?,
ll = \fut + 13 +u3

La distancia entre dos puntos P; = (x1,y1,21), P> = (x2,y2,22) € R3, estd dada por la férmula

d(P,P) =|P—P|=|Ph—-Pl = \/(Xl —x2)2 4+ (1 =)+ (21 —22)%

Es decir, la distancia entre dos puntos es la norma del vector que resulta de la diferencia de los
vectores de posicion de los puntos.

Producto interior
El producto interior de dos vectores u,v en R3, u = (u1,us,u3) y v= (vi,v2,v3) se define como

U-v=ujvi + uxvy + uzvs.
De esta manera
lull* =u-u=ut+u3+u3.
Dos vectores u, v son ortogonales si y s6lo si
u-v=_0.
Mas generalmente, se define el 4ngulo 8 entre vectores mediante la relacion
u-v=|ull[|v||cos6.
Finalmente, se dice que dos vectores u,v son paralelos si existe ¢ € R tal que

u=tv.
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Actividad 6.1 Longitud en R*. Sea P, = (x,,y,,2,) un punto cualquiera distinto de O =
(0,0,0) determine la longitud del segmento OP,, mediante el teorema de Pitdgoras en el plano. m

Solucion de la actividad 6.1. Construya tridngulos rectdngulos apropiados y use el teorma de
Pitdgoras con proyecciones en el plano xy. g

Rectas en R?

En esta seccion trataremos los diferentes tipos de ecuaciones para rectas y planos en R*. La
ecuacioén vectorial de la recta es una simple extension de la definicion de la ecuacién vectorial en
R?, como veremos. La ecuacién cartesiana de la recta no se generaliza a R3, sino que se da como
un sistema de ecuaciones lineales no reducible. Una ecuacion lineal en una, dos o tres variables,
representa siempre un plano en R.

Definicion 6.2 Una recta % C R? se define como un conjunto
R ={(x,y,z) €R®: (x,y,2) =P, +1ta, t € R},

donde P, = (x,,Y0,20) s un punto dado en la recta y a = (aj,az,a3) es un vector paralelo a la
recta, llamado vector de direccion de la recta. La ecuacion

(-x7yaz) = (-x()ayoazo) +t(a17a27a3)7 re Rv (61)

se conoce como ecuacion vectorial de la recta en R3.

Ecuaciones paramétricas de la recta

Dada la ecuacién vectorial (6.1), esta puede ser escrita como un sistema de ecuaciones llamado
ecuaciones paramétricas de una recta:

X =Xx,+taq
Y =Yo+taz (6.2)
Z:Z()+ta3, IER

En el sistema (6.2) al niimero ¢ se conoce como pardmetro del sistema.

6.2.2 Ecuaciones simétricas de la recta

Si en cada una de las ecuaciones paramétricas (6.2) despejamos el pardmetro ¢ se obtiene

X — X
=

ai

f=2 (6.3)
ap

;= Z Zo7
az

(en los casos en los que a; # 0,i = 1,2,3) si igualamos estas ecuaciones (ya que todas son iguales a
t se obtiene el sistema

X—=Xo Y= Yo 27 Z0

aj a as

llamado ecuaciones simétricas de la recta o ecuaciones cartesianas de la recta en R3.
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Es muy importante al considerar las ecuaciones cartesianas de la recta no olvidar que se
deben tomar siempre las tres ecuaciones juntas ya que si se consideran s6lo dos de ellas, se
obtiene la ecuacién de un plano en R? como veremos en las siguientes secciones.

m Ejemplo 6.1 Determine las ecuaciones paramétricas y simétricas de una recta que pasa por
P, = (1,—1,2) y que es paralela al vector a = (1,2,3).
Solucién. La ecuacion vectorial de la recta esta dada por (x,y,z) = P, +ta, t € R o bien

(x,y,z) = (17_1,2)+t(17273)7

de donde obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta simplemente escribiendo componente
a componente

x=1+4t¢
y=—1+2¢ 6.4
z=2+43t, teR.

Si despejamos ¢ en cada una de las ecuaciones anteriores se tiene t =x— 1,7 = (y+1)/2y
t = (z—2)/3. Si igualamos las ecuaciones anteriores obtenemos las ecuaciones simétricas de la
recta:

1 —
. 2

que es lo que se deseaba encontrar. "

_y+1 _z—2
- 3

Actividad 6.2 Compruebe que las ecuaciones paramétricas del eje x son x =¢,y =0,z = 0.
(Cuadles son las ecuaciones paramétricas de los ejes y, z? "

Solucién de la actividad 6.2. Claramente el vector de direccion del eje x es i = (1,0,0) y el eje
como recta pasa por Py = (0,0,0), de donde se sigue la ecuacion propuesta. Las ecuaciones del eje
y son (jargumente!) x =0,y = ¢,z = 0, etcétera. ]

Cosenos directores

Dada una recta (x,y,z) = P, +ta, t € R con vector de direccién a siempre podemos encontrar
un vector unitario «, ||u|| = 1, en la misma direccién que a, simplemente dividiendo por su norma,
es decir u = ﬁa. Obtenemos de esta manera una nueva ecuacion vectorial equivalente para la recta
(x,v,z) = P, +tu, t € R. Es fécil calcular ahora el dngulo que forma la recta con cada uno de los
ejes coordenados. Sean o, B, ¥ los dngulos que forma la recta con los ejes x, y, z respectivamente.
Sabemos que se cumple la relacién

u-i = |ull|li]cosa=cosa
w-j = |ulllljlicosp =cosp
u-k = |lull||kl[cosy = cosy,

donde, i=(1,0,0), j=(0,1,0), k= (0,0,1) y claramente 1 = ||u|| = ||i|| = ||j|| = || k]|, dado que
son vectores unitarios. Notamos asi que u = (cos &, cos 3, cos ¥) dado que u -i es la componente del
vector u a lo largo del eje x, etcétera. Los cosenos cos &, cos B, cos ¥ se llaman cosenos directores
de la recta y si estos son conocidos de antemano, la ecuacion vectorial de la recta puede escribirse
como

(x,y,2) = B, +t(cosa,cos 3,cos 7).



6.2.4

6.3

6.3 Planos 123

= Ejemplo 6.2 Calcule la ecuacién de la recta que pasa por P, = (1,5,3) y P, = (—1,2,7).
Encuentre los dngulos que la recta forma con los ejes coordenados.

Solucién. Un vector de direccion a de la recta queda determinado por la diferencia de los vec-
tores de posicion de los puntos, es decir a = P, — P = (1,5,3) — (—1,2,7) = (2,3,—4) (tam-

bién es vélido tomar a = P, — P,). Un vector unitario u en la direccién de a estd dado por

1 1 . .
= ——(2,3,—4). Entonces una ecuacién vectorial de la recta que pasa por Py, P; es

u——-——a=
lall ™ V29

(X,y,Z) :P1+t(P0_P1)7 teR

y otra ecuacidn vectorial es

2 3 -4
(xyz):(—127)+s< ) seR
’ = \/@7 \/@? \/@ 9y Y
claramente las ecuaciones son diferentes, pero definen el mismo objeto. Es decir, existen infinitas
representaciones vectoriales de una recta misma. Si o, 3,y son los dngulos de la recta con los
ejes x,y, z respectivamente, se conocen los cosenos directores de la recta (dado que u es unitario):

cost = ——, cosf = ——, cosY = ——. Tomando cosenos inversos se calculan los angulos
2 P = 5 = g s
o =1.1903, B = 0.9799 y y = 2.4080 radianes. .

Planteamiento de problemas

Actividad 6.3 Halle las ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por P = (2,0,—3) y que
x—1 y+2 z+1

lelaal t .
es paralela a la recta 5 > 1

Solucion de la actividad 6.3. Las ecuaciones paramétricas de la recta dada en ecuaciones cartesia-
nases (x,y,z) = (1,—-2,—1)+¢(5,2,—1), t € R (;por qué?). De esta forma, un vector paralelo a la
recta buscada es el vector a = (5,2, —1). Por lo tanto, la ecuacién vectorial de la recta buscada es
(x,v,z) = P+ta, es decir

(x,y,z) = (2707_3) +t(5727_1)a reR.
Si despejamos ¢ obtenemos las ecuaciones

x—2 'y z+3

5 2 -1

las cuales son las ecuaciones simétricas o cartesianas de la recta buscada. O

Planos

La recta para quedar bien definida requiri6 un vector de direccién y un punto. El plano requerira
un punto y dos vectores de direccién que no sean paralelos entre si, aunque paralelos al plano.
También, el plano requerird dos pardmetros cuando la recta, como sabe el lector, solo requiere uno.

Definicion 6.3 Dado un punto Py = (xo,y0,20) y dos vectores no paralelos entre si, a =
(a1,a2,a3) y b = (b1,b2,b3), se define el plano &7 que pasa por Py paralelo a a y b como el
conjunto,

P ={(x,y,2) ER*: (x,y,2) = Py +sa+tb, s,t€R}.

De esta forma una ecuacion vectorial del plano esta dada por
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(x,,2) = Py+sa+th, s,tER,
los nimeros s, que toman todos los valores reales posibles para generar al plano, se llaman

parametros del plano &7.

Se dice que un vector n = (A, B,C) es normal a un plano & si n es ortogonal a todo vector
paralelo al plano. Dado un punto cualquiera P = (x,y,z) y un punto dado Py = (xo,y0,20) ambos en
P, el vector P — Py es paralelo al plano (;por qué?). Asi si n es un vector normal a & tenemos

n(P_PO) - (A7B7C)'(~x_x07y_y07z—z0)
= Ax+By+Cz— (Axo+Byo+Cz)
= 0.
Si ponemos D = —(Axy + Byp + Czp) se obtiene la ecuacion cartesiana del plano

|Ax+By+Cz+D=0|

Ecuaciones paramétricas del plano

Sean Py = (x9,Y0,20), a = (a1,a2,a3) y b = (b1,b2,b3), como en la definicién 6.3. Las ecua-
ciones

X =Xx9+sa; +tby,

y = yo-+sax+tbs,
7=12z0+saz+1bs,

se llaman ecuaciones paramétricas del plano &, los vectores no paralelos a, b se dice que generan
al plano 'y se denominan vectores generadores del plano .
Dado un plano con ecuacidn cartesiana Ax + By + Cz+ D = 0 la parametrizacién

x=s,

y=t,
z==L(As+Bt+D), s,t €R,

se llama parametrizacion trivial de la ecuacion cartesiana del plano.

= Ejemplo 6.3 Encuentre la ecuacion vectorial, paramétrica y cartesiana del plano que pasa por
Py = (1,0,0), P = (0, 1,0) sz = (0,0, 1)

Solucién. Podemos escoger cualquiera de los tres puntos Py, P;,P» como punto de definicién
del plano, digamos Py = (1,0,0). Para encontrar dos vectores paralelos al plano restamos los
vectores de posicién de los puntos, también puede escogerse cualquier combinacién, digamos
a=P —Py=(—1,1,0)yb=P,—Py=(—1,0,1). De esta manera la ecuacién vectorial del plano
es:

(x,y,2) = By +sa+tb = (1,0,0) +s(—1,1,0) +1(—1,0,1).

Las ecuaciones paramétricas del plano son
x=1—s—t
y=s
z=t1.

Si sustituimos y =5,z =t enx = 1 —s —¢, obtenemos x = 1 —y — z, o bien la ecuacién cartesiana
del planox+y+z—1=0. "
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Figura 6.1: Plano del ejemplo 6.3 .

m Ejemplo 6.4 Determine y grafique los planosx =0, x+y=0,x+y+z=0,x+y+z—1=0
encontrando su ecuacién vectorial correspondiente.

Solucidon. Si x = 0 se estd sobre el plano yz. Efectivamente, el plano yz estd determinado por el
punto Py = (0,0,0) y los vectores j = (0,1,0), k= (0,0, 1), de tal forma que todo punto P = (x,y,z)
sobre el plano yz satisface la ecuacién vectorial

(x,y,z2) = (0,0,0)+s(0,1,0)41¢(0,0,1),z,s € R
= (0,s,1).

Por lo tanto las ecuaciones paramétricas del plano yz son

x=0
y=s,seR
z=t,tE€R.

Las ecuaciones y =, s € R, z =1, t € R indican que las variables y, z son libres mientras que x = 0
basta para determinar el plano completo.

La ecuacién x+y = 0 corresponde a un plano perpendicular al plano z = 0. Efectivamente,
poniendo x =1,y = —x = —t,z =y, 5, € R se obtiene la ecuacion vectorial del plano

(x,y,2) = (¢t,—t,s) = (0,0,0) +¢(1,—1,0) +5(0,0,1)

la cual corresponde a un plano que pasa por el origen de coordenadas (0,0,0) y paralelo a los
vectores (1,—1,0) y k= (0,0,1).

La ecuacién x +y+ z = 0 corresponde a un plano oblicuo al los planos xy, xz, yz. Efectivamente,
con la parametrizacion trivial x = s, y =t z = —s — se tiene la ecuacion vectorial

(x,y,z) = (0,0,0) +s(1,0,—1) +17(0,1,—1),

de esta forma los vectores (1,0,—1) y (0,1, —1) generan al plano.

El hecho de que el plano x+y+z = 1 es paralelo al plano x+y+z = 0 ya que ambos son
perpendiculares a la normal n = (1,1, 1) y no son el mismo plano. Esto también puede comprobarse
observando que la ecuacion vectorial de x +y 4z = 1 tiene ecuacidén vectorial

(x,y,Z) = (0,0,1)+S(1,0,—1)+t(0,1,—1)

es decir tiene vectores generadores paralelos a los del plano x4y +z = 0. Se define el angulo entre
planos, como el dngulo entre sus normales. "
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Figura 6.2: Plano x+y = 0 del ejemplo 6.4.

@ El lector debe recordar que en R?, la ecuacién x = 0 corresponde al eje y solamente. Debe
tenerse cuidado en observar que en R3 toda ecuacién cartesiana lineal corresponde a un plano
y nunca a una recta en R3 ya sea que tenga una, dos o tres variables, por lo que en R> la
ecuacion x = 0 corresponde a un plano, en efecto, corresponde al plano yz perpendicular al

eje x.

6.3.2 El producto vectorial
Definiremos ahora un producto entre vectores que da un vector, comenzamos definiendo este
producto para los vectores i = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0, 1), llamados base canénica de R3.
Se define el producto cruz, también llamado producto vectorial o producto exterior entre los
vectores i, j, k mediante las relaciones:

ixj=Kk,
jxk=i,
kK xi=j;
T (6.5)
jxi=—ixj,
ixk=-kxj,

kxi=—-ixKk;

ademds de las relaciones de vectores paralelos
ixi=jxj=kxk=(0,0,0). (6.6)
También se tiene la propiedad distributiva del producto vectorial, es decir
oax(B+y)=axB+oxy.

Dado que cualquier vector a = (ay,az,a3) € R? se puede escribir como combinacion lineal de los
vectores i, j, K, es decir, a = aji+ ayj + ask podemos calcular el producto vectorial de dos vectores
a, b cualesquiera.

Actividad 6.4 Sean a = (aj,az,a3) y b = (b1,b2,b3) use las relaciones (6.5) y (6.6) para
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I calcular a x b en términos de los vectores i, j , k. n

Solucién de la actividad 6.4. Se pone a = aji+azj+ a3k 'y b = bii+ byj+ bsk. En seguida usamos
la propiedad distributiva del producto vectorial y las férmulas en (6.5) y al desarrollar se llega a la
férmula

|ax b= (ashs — ash)i+ (ashs —a1hs)j + (a1br — azb) k. | (6.7)
La férmula (6.7), puede usarse para calcular el producto cruz de vectores, o bien puede utilizarse
un determinante como se indica en la siguiente nota. g

@ Con la regla para los determinantes! de matrices de 3 x 3 dada por

ap ap aps
_ an a ary a azy an
as] an ax3| =ai —ap +ap3 )
as ass asi ass asj as
asi as ass
puede verse que
i j k
axb=a ar as (6.8)
by by b3

Ejercicio 6.1 Compruebe que a x b esta dado por (6.8). Tenga cuidado con el signo del vector
J. .

Actividad 6.5 Interpretacion geométrica del producto vectorial. La norma del producto
vectorial de dos vectores es el drea del paralelogramo formado por los vectores ( si no son
paralelos). Ahora deduciremos este hecho en forma de taller o actividad.

1) Muestre por medio de un cilculo directo que

la > 51> = llall*[|6]]* ~ (a-5)>. (6.9)

Tenga cuidado en sumar y restar cantidades adecuadas para llegar al resultado.
2) Dado que a-b = ||al||||| cos 0, donde O es el dngulo entre a y b, muestre que

la > b||* = ||a]|*[&]*sen’6.

3) Construya un paralelogramo con lados a y b muestre que ||a||||5|| | sen6|, determina su area.
4) Muestre que dos vectores son paralelos si y solo sia x b = (0,0,0).
Muestre que a x b es ortogonal tanto a a como a b mediante un cdlculo directo. "

Solucién de la actividad 6.5. 1) Se tiene que

laxbl®> = (axbs—azby)*+ (azhy —a1b3)* + (a1by — azb;)?
= (a2b3)2 —2arb3a3by + (a3b2)2 +
+(ashy)? —2a3biarbs + (arbs)? +
+(arba)* —2a1brazb; + (azhy)?

Aqui el lector debe sumar y restar cantidades adecuadas para obtener

la x b||* = (ai +a3 +a3) (bt + b5 + b3) — (a1b1 + axby + azb3)?

Los determinantes se definen en el capitulo 1.
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de donde ||a x b||> = ||a||?||b||*> — (a- b)>.
2) Como a-b = ||a||||b||cos 8, y ||a x b||> = ||a||?||b||* — (a-b)?, se tiene que

laxb|> = lal?b]? — (a-b)?
llal*16]1> — llal®[1b]|* cos® 6
= lall|IB]>(1 - cos?6).

(Puede concluir de aqui lo que se desea demostrar? ;Como se eliminan los cuadrados? (no olvide
que si se toma raiz cuadrada en ambos miembros de la igualdad se obtiene valor absoluto y con ello
aparece =+.);Por qué sen 6 > 0?
3) Se puede ver que ||b||sen B es la altura del paralelogramo. jHaga el dibujo!
4) Siay b son paralelos, sen 8 = 0 (;por qué?), asi ||a x b|| = 0y por las propiedades de la longitud
de vectores a x b = (0,0,0). Sia x b= (0,0,0) se tiene para a,b # 0 que send =0y asi 6 =00
0 = 1 (;por qué?) ;de aqui puede el lector ver que los vectores son paralelos? ;Qué pasa si alguno
de los vectores es el vector cero?.

La propiedad de que a x b es ortogonal tanto a a como a b es muy importante y hacer la
comprobacion ayudard al lector a recordarla. Podemos verificar, por ejemplo (a x b)-a =0:

(a X b) -a = [(azb3 — a3b2)i + (a3b1 — a1b3)j + (a1b2 — azbl)k] . (ali + asj +a3k)
= (a2b3 —a3b2)a1 +(a3b1 —albg)a2+(a1b2—a2b1)a3
=0
Verifique el tltimo paso. Repita el cdlculo para (a X b) - b, si no tiene claro lo que se hizo. ([l

Ejercicio 6.2 1) Calcule el area del paralelogramo con lados (1,2,3) y (—1,2,0).
2) Calcule el drea del triangulo con vértices (5,0,1), (3,1,1),(2,1,0).
3) Dadosa=(1,—-1-2),b=(0,-2,5) y ¢ = (-3,1,2) calcule:
a)axb
b)bxa
¢) (axb)xc
d) |la xcl|. .

Producto cruz y la ecuacion cartesiana

Dados dos vectores a, b que generan al plano
P = {(x7y,z) = P0+sa+tb}

una normal n = (A, B,C) a & estd dada por n = a x b. De esta manera podemos pasar de la ecuacién
vectorial a una ecuacion de la forma Ax + By + Cz = D, llamada ecuacién cartesiana del plano,
como ya hemos dicho. Procedemos para comenzar con un ejemplo.

= Ejemplo 6.5 Determine la ecuacion cartesiana del plano cuya ecuacién vectorial es (x,y,z) =
(3—t,5+1,2—s5—4r1). .

Solucién. Primero, observamos que la ecuacioén (x,y,z) = (3 —t,s+1,2 — s —4t), puede escribirse
como
(x,v,2) = (3,0,2) +s(0,1,—1)+7(—1,1,—4), (6.10)

por lo que dos vectores generadores del plano sona = (0,1,—1) y b= (—1,1,—4). Procedemos
ahora a calcular la normal al plano n mediante el producto vectorial n = a x b,

n=[0 1 —1|=-3i+j+k
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De esta forman = (A,B,C) = (—3,1,1). El coeficiente D en la ecuacién del plano puede calcularse
con el producto punto entre n y cualquier punto Fy sobre el plano, es decir D = n - Fy. En particular,
de la ecuacién vectorial (6.10) se tiene que el punto (3,0,2) es un punto sobre el plano, de esta

manera
D=(-3,1,1)-(3,0,2) = —9+2=—7.

Por lo tanto la ecuacién
—3x+y+z=-7

es la ecuacion cartesiana del plano (6.10).

Posicion relativa entre planos
De manera semejante a como se hizo en R? con las rectas, ahora en R> se puede definir el
dngulo entre planos, a partir de sus normales.

Definicion 6.4 Se define el 4ngulo entre dos planos como el dngulo entre cualquiera de sus
respectivas normales.
Dos planos son paralelos si y s6lo si tienen normales paralelas.

@ Con la ecuacion cartesiana del plano, podemos representar una recta un R® como un sistema
de ecuaciones

Aix+B1y+Ciz+D; =0
Axx+Boy+Crz+Dy =0,

con la condicién de que las normales a los planos no sean paralelas, es decir, no sea una
ecuacién un multiplo de la otra.

m Ejemplo 6.6 Losplanosx+y+z=0y —x—y+2z=1 son ortogonales ya que tienen normales
respectivas ortogonales. Efectivamente, si denotamos n; = (1,1,1) y np = (—1,—1,2) tenemos asi,
n-np=-—-1-142=0.

Los planos z = 0 (el plano xy) y x+y+ z = 0 forman un dngulo de 60 grados. Claramente, el
vector (0,0, 1) es normal al plano xy y el vector (1,1,1) es normal al plano x+y-+z = 0. Por lo
tanto el dngulo O entre los planos estd dado por

036 — (0,0,1)-(1,1,1) _ L

10,0, DL, L, DI v/3
Se tiene asf que @ = arccos(v/3/3). .

Con la definicién 6.4 pueden establecerse ciertos resultados que son intuitivamente claros, pero
que demostrarlos desde el punto de vista de la Geometria Analitica, pueden no ser tan simple, desde
el punto de vista did4ctico, ya que se requiere el dominio de las técnicas de demostracion de la
igualdad de conjuntos.

Teorema 6.1 Dados dos planos paralelos o bien son un solo plano o bien su interseccién es
vacia. Dos planos no paralelos en R se intersecan en una linea recta.

@ Lo interesante y novedoso para el lector del teorema 6.1 podria ser como llevar las proposicio-
nes geométricas a un contexto puramente algebraico de la solucién de sistemas de ecuaciones
con mds incognitas que ecuaciones. El teorema mencionado tiene el siguiente equivalente
algebraico.
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Teorema 6.2 El sistema

{A1x+B1y+C1Z =D, an

Axx+Byy+Cz =Dy,

o bien no tiene solucién (planos paralelos distintos), o bien tiene infinitas soluciones de la
forma (x,y,z) = Py + sa+tb donde Py es un punto cualquiera en cualquiera de los planos
y a,b son vectores no paralelos entre si que generan a cualquiera de los planos (planos
paralelos que coinciden), o bien todas las soluciones son de la forma (x,y,z) = Py +ta,
t € R donde Py es un punto situado en ambos planos y a un vector paralelo a ambos planos
(planos no paralelos se intersecan en una recta).

Es muy importante tener bien establecidas estas versiones equivalentes del teorema 6.1 para
futuras generalizaciones de sistemas de N ecuaciones con M incégnitas, donde M > N.

Ahora, en vez de demostrar el teorema se mostrard como encontrar las soluciones de dichos
sistemas, con dos métodos, un método es importante por su generalizacién a dimensiones mayores
que tres, y el segundo método sélo se aplica en R?, pero ayuda a profundizar las ideas de planos
rectas y las relaciones entre ellos.

m Ejemplo 6.7 Determine si los siguientes pares de planos se intersecan o no, si se intersecan
determine todas las soluciones:
1. Los planos

3x+2y—z =1
rhey—z (6.12)
x+y+z =-2
2. Los planos
=1
x+y+z 6.13)
x+y+z =-2
3. Los planos
2x+2y+2z =—4
X+ 2y+2z (6.14)
x+y+z =-2

Solucién. 1) Para resolver (6.12), primero usamos un método puramente algebraico que puede
extenderse a dimensiones mayores que tres. Se tiene que

3x+2y—z=1
x+y+z=-2,

despejamos z en la primera ecuacién y sustituimos en la segunda

7=3x+2y—-1
x+y+Bx+2y—1)=-2,

simplificando y despejando y en la segunda ecuacién

1

z=3x+2y—1
y:_%x_§7
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sustituimos y de la segunda ecuacién en la primera y simplificamos

Si ponemos x = ¢, t € R se tiene que los planos se intersecan en una recta con ecuaciones paramé-
tricas

I
-~

IFS
-
|

(6.15)

N %
I
|
W=

Il
w—
-
|
Wl

cont € R.

El segundo método para encontrar la recta de interseccion de los planos, sélo funciona en
R3. Cada recta en un plano debe ser perpendicular a la normal del plano, de esta forma el vector
de direccion a de la recta en la interseccion de los planos debe ser ortogonal a las normales de
ambos planos. Por lo tanto en si n; = (3,2,—1) y np = (1,1, 1) son las normales a los planos en
(6.12), el vector a queda determinado por a = n; x np = (3,—4, 1). Basta encontrar un punto en la
interseccidn de los planos para encontrar la ecuacién vectorial de la recta. Por ejemplo si tomamos
t =0en (6.15), se tiene (0,—1/3,—5/3) es un punto en la interseccién (verifiquelo). Por lo tanto
la recta tiene ecuacién vectorial (x,y,z) = (0,—1/3,-5/3) +1(3,—4,1), t € R. .

N) Recuerde que las ecuaciones paramétricas no son tnicas, por lo que se pueden tener infinitas
diferentes representaciones para un mismo objeto.

Sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas.

Con la informacién que tenemos de las posiciones relativas entre dos planos podemos pasar a
preguntarnos ;cudles son todas las posibles posiciones entre tres planos? Sin embargo, esta pregunta
es mejor plantearla desde el punto de vista del 4dlgebra. Es decir, dado un sistema de tres ecuaciones
con tres incOgnitas, ;cuando el sistema tiene solucién tnica?, ;cudndo no tiene solucién? Estas
preguntas son relevantes dado el gran nimero de aplicaciones que tienen en las ciencias y las
ingenierias. Mds concretamente, consideremos el siguiente sistema

anx—+apy+apz=b
a1 X+ axny+axz=b; (6.16)
az1x+azpy +assz = bz,

donde a;;, b; son niimeros reales dados y x,y, z son cantidades por determinar llamadas incdgnitas
del sistema. Las preguntas serian ;existen condiciones sobre los nimeros dados a;; para que el
sistema (6.16) tenga solucién tnica?

Ahora con la formulacién matemadtica precisa podemos usar la intuicion geométrica para
responderlas. Efectivamente, cada ecuacién del sistema (6.16) representa un plano en R? y asi,
resolver el sistema es equivalente a encontrar si los planos se intersecan o no y las circunstancias
bajo las cuales esto ocurre. Enlistamos enseguida, las situaciones posibles.

a) Si las normales a los tres planos no son coplanares el sistema (6.16) tiene solucién tnica,
dada por el punto de interseccién de los tres planos.

b) El sistema no tiene solucién en cualquiera de los siguientes casos: si los tres planos son
distintos y paralelos; si dos planos se intersecan en una recta paralela al tercer plano; Si dos
planos son paralelos y un tercer plano los interseca a cada uno separadamente.
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¢) Los tres planos se intersecan en una recta, es decir, el sistema tiene infinitas soluciones, dadas
por la recta de interseccion.
d) Los casos en los que dos planos coinciden se reducen al caso de dos planos estudiado en la
seccidn anterior.
La condicién geométrica de que los planos tengan normales paralelas es facil de verificar dado que
dos vectores son paralelos si uno es multiplo del otro. La condicién que estudiaremos con detalle
es la de cuando los tres vectores normales no son coplanares. Desde el punto de vista del dlgebra
lineal, tres vectores en R3 no son coplanares si y sélo si son linealmente independientes. Daremos
primero una definicién.

Definicién 6.5 Dados dos vectores no paralelos a, b en R? | el conjunto de todas las combi-
naciones lineales de a y b, & = {sa+1tb, s,t € R} se llama plano generado por a y b. Dado
un vector c, si no existen s, t € R tales que ¢ = ra+tb se dice que los vectores a, b, ¢ no son
coplanares o bien que son linealmente independientes.

Nos restringimos al estudio de R? y desde el punto de vista de la geometria, si tres vectores no
son coplanares podemos generar con ellos un paralelepipedo con volumen distinto de cero.

Actividad 6.6 Volumen de un paralelepipedo. Dados tres vectores no coplanares a, b, ¢
encuentre el volumen del paralelepipedo generado por ellos. Demuestre que tal volumen esta
dado por |(a x b) - c|. Demuestre que el llamado triple producto escalar (a x b) - ¢ puede calcularse
usando el determinante

a ap as
(a X b) C= b] bz b3 (6.17)
Ci c) c3

Solucién del taller 6.6. Dados tres vectores no coplanares a, b, ¢ podemos encontrar el volumen
del paralelepipedo generado por ellos de la siguiente forma. Tomamos a y b en la base, asi el drea
de la base estd dada por ||a x b|| como se mostré en la actividad 6.5. Ahora para calcular el volumen
necesitamos la altura del paralelepipedo. Claramente ¢ no estd en el plano generado por a y b, asi
la altura estard dada por la proyeccién del vector ¢ sobre la normal al plano generado por a 'y b.
Pero, la normal a dicho plano estd dada por a x b. Asi, la altura del paralelogramo esta dada por
|lc|| cos 6, donde O es el dngulo entre a x b y c. Por lo tanto, el volumen del paralelepipedo esta
dado por el drea de la base por la altura, es decir por

llaxDb||||c|]|cos® = |(a x b)-c|
Finalmente no es dificil calcular el triple producto escalar por medio de determinantes sobre

todo si vemos que
(axb)-c=c-(axb)

y como
C1 (&) C3
c-(axb)=ci(arbs —azby) + ca(azby — a1bz) + c3(a1by — axby) = |ay a a3
by b b3

El lector no debe tener dificultad en demostrar que
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Figura 6.3: Altura del paralelepipedo generado por a, b, c.

C1 (5] Cc3 aj az as
ai a>  az| = |b by b3
bl bz b3 C1 (&) C3

Dado lo anterior podemos afirmar que tres vectores no son coplanares si y solo si(a x b) - ¢ # 0.
Este hecho lo podemos escribir en forma de lema.

I Lema 6.1 Tres vectores a, b, ¢ son linealmente independientes si y solo si(a x b) - ¢ # 0.

El triple producto escalar (a x b) - ¢ suele denotarse de la forma abc. Se puede demostrar
que |abc| = |cab| = |cba| = |bac| = |bca| sin mayor dificultad, se propone como ejercicio al
lector.

Con este lema podemos enunciar el siguiente teorema para la solucién de sistemas de tres ecuaciones
con tres incognitas.

Teorema 6.3 El sistema

anx—+apy+aizz=>b
ar1x+axpy+axz=b
az1x+azy+aszzz = bs,

tiene solucién tnica si y sélo si

ail ap  aps
D=lay  axn an|#0
asy asp ass

En este caso la solucion estd dada por la regla de Cramer

by a a3 an by aiz ar an b

by an a3 as| by a ar| axn by

b3 asp asz as b3 asz asy as b3
X = S y = 9 Z =

D D




134 Rectas y planos en R?

El determinante D se llama determinante del sistema. Si D = 0 bien puede ocurrir que el sistema
no tenga solucién como en el caso de tres planos distintos y paralelos entre si, o bien el sistema
tiene infinitas soluciones, como en el caso de tres planos distintos que se intersecan en una recta.

Demostracion. La demostracién de la existencia de soluciones es consecuencia de que los vectores
normales a los planos del sistema (6.16) no son coplanares, si D # 0 por el lema 6.1. Por lo tanto
los tres planos se intersecan en un solo punto bajo esta condicion. Los cdlculos para encontrar las
soluciones son semejantes a los dados para la regla de Cramer para la recta en R? y se dejan como
ejercicio para el lector. |

Hay muchas técnicas para resolver sistemas de ecuaciones, en particular la regla de Cramer no
es eficiente para sistemas mayores que de tres ecuaciones con tres incognitas. Aqui se da sélo
este método solo de manera introductoria. Para otros métodos mas eficientes se recomiendan
los libros de Algebra Lineal Aplicada o de métodos numéricos. A veces es mejor usar el
método de sustitucién cuando las ecuaciones son muy sencillas como algunas ecuaciones en
el ejercicio 6.3.

m Ejemplo 6.8 Determine si los planos 2x+3y—z=0,x+y =1y y+3z =2 se intersecan en
un solo punto, si es asi determine las coordenadas del punto de interseccion.
Solucién. Consideramos el sistema formado por los tres planos

2x+3y—z=0
x+y=1 (6.18)
y+3z=2.

El determinante del sistema 6.18 esa dado por:

0 3 0 1

>
Il
S = N
p—
Il
NS

: %—1r %:6—9—1:—4

Como el determinante del sistema D = —4, es decir D # 0, los planos se intersecan en un punto.
Con la regla de Cramer calculamos las coordenadas del punto de interseccion.

3 —1
1 1 0
1 3 -8
= :7:2
* D 4
0 —1
1 1 0
B 2 3_4_ ]
= D T4
2 3 0
1 1 1
0 1 2 —4 .
= D —?4—
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Por lo tanto el punto de interseccion de los planos es P, = (2, —1, 1). Comprobamos sustituyendo
las coordenadas de P, en cada una de las ecuaciones de los planos: 2(2) +3(—1) — (1) =0,
24 (—=1)=1y —1+3(1) =2. Por lo tanto las coordenadas de P, satisfacen las ecuaciones de
cada uno de los planos y asf esta en cada uno de ellos, por lo que concluimos que P, esta en la
interseccién de los tres planos y por lo tanto es solucién del sistema (6.18). "

‘~\x‘_‘-‘j_—‘/

Figura 6.4: Interseccion de los tres planos del ejemplo 6.8 .

@ Es muy importante recalcar que si un punto estd en la interseccién de tres planos, sus
coordenadas debe forzosamente satisfacer las ecuaciones de cada uno de los planos. Es de
vital importancia verificar que esto suceda dado que es fécil que el lector principiante suela
equivocarse con los cdlculos.

m Ejemplo 6.9 Dados los planos x = —3, x = 3 y x =9 compruebe que el determinante del sistema
es cero.
Solucién. Consideramos el sistema

x=-3
x=3
x=09.

Claramente el determinante del sistema estd dado por

1 0 0 ‘ 0 0

0 0:1-0 0

1
1 0 0

No es dificil demostrar que en general planos paralelos tienen determinante del sistema cero. =

= Ejemplo 6.10 Dados los planos z =0, y = 0, y+ z = 0 compruebe que el determinante del
sistema es cero. Compruebe que los planos se intersecan en una recta. Encuentre la ecuacién
vectorial de tal recta.

Solucién. El plano z = 0 corresponde al plano xy el plano y = 0 corresponde a xz los cuales se
intersecan en el eje x. Claramente el eje x estd contenido en el plano y+ z = 0 ya que la normal al
plano n = (0,1, 1) es ortogonal al vector i = (1,0,0) el cual es paralelo al eje x. Para calcular el
determinante del sistema
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simplemente escribimos

1
1 0:1-‘
1 1

o
I
S oS o

0 1
0 1

La recta de interseccion de los planos, como dijimos es el eje x cuya ecuacion vectorial es (x,y,z) =
t(1,0,0), r € R. .

Figura 6.5: Interseccion en una recta de los tres planos del ejemplo 6.10.

Ejercicio 6.3 Resuelva los siguientes sistemas cuando sea posible, pero primero dé argumentos
que determinen si los problemas tienen o no solucién. Compruebe que la solucién encontrada
sea correcta sustituyendo en cada ecuacién de los sistemas correspondientes.

1.
x+y+z=1
3x—2y+z=0
x—y+4z=2
2.
x+y+z=1
—3x—3y—3z=2
x+y+z=35,
3.
x+y=1
z=3
y+z=-3
4.
x+y+z=1
—3x—3y—3z=2

x—y+z=5,
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5.
2x+3y—2z=0
x+y=1
y—z=2.

Independencia lineal en general

Hemos dado una definicién de independencia lineal de vectores que sélo puede usarse en R3,
a saber, que tres vectores a, b, ¢ son linealmente independientes si y solo si el triple producto
escalar a x b - ¢ es distinto de cero. Esta definicién es equivalente a la siguiente propiedad, la
cual puede extenderse a espacios vectoriales de dimension arbitraria, sin hacer uso del producto
vectorial.

Teorema 6.4 Los vectores a, b, ¢ € R3 son linealmente independientes si y solo si cualquier
combinacion lineal tja+tb+t3c =0conty, 1,3 € Rimplicat; =1, =13 =0.

Demostracion. Si a, b, ¢ son linealmente independientes entonces (a x b) - ¢ # 0. Supongamos
que tya+ tpb +t3c = 0. Entonces multiplicando con el producto vectorial ambos miembros de la
ecuacion por a se tiene

= ax0=0

0, yaqueaxa=0,

ax (tia+nb+t3c
hlaxb)+ni(axc

)
)

haxb)-c+r3(axc)-c = 0-¢c=0, multiplicando con producto punto por c,

t(axDb)-c

0, yaquea X cesortogonal ac.

Tenemos asi que t;(a x b) - ¢ = 0, pero por hipétesis (a x b) - ¢ # 0, asi que , = 0. De manera similar
se puede demostrar que 1 = 0 y que #3 = 0. La implicacién reciproca se deja como ejercicio. W

N) Ellector con conocimientos de dlgebra lineal recordard que independencia lineal de vectores
para espacios vectoriales en general se define a partir de la propiedad enunciada en el teorema
6.4 y no al revés, como hemos hecho aqui, sin embargo dado que son conceptos equivalentes
he preferido el acercamiento geométrico e intuitivo que seguimos. En general por definicién,
un conjunto ai, az, ..., a, de vectores en un espacio vectorial cualquiera, se dice linealmente
independiente si y sélo si cualquier combinacioén lineal tya; + tyap * - - - + tya, = 0 implica
ty =t =---=1t, =0, donde 7,...,t, son elementos del campo de definicién del espacio
vectorial considerado.

Planteamiento de problemas
En esta seccion se realiza una actividad mediante la cual se obtiene la formula de la distancia
de un punto dado a un plano.

Actividad 6.7 Dado un punto P, = (x,,y,,2,) se desea calcular la distancia de tal punto a
un plano & con ecuacion cartesiana Ax + By + Cz = D. ;Cémo puede calcularse la distancia
mads corta de un punto fuera de un plano, al plano? 1) Encuentre la ecuacién de la recta 6ptima
Z, sobre la cual se obtiene la distancia del punto P al plano &. 2) Encuentre el punto de
interseccion P; de la recta Z al plano £2. 3) Calcule la distancia de P, a P;. 4) Determine una
férmula general para calcular la distancia de un punto a un plano 5) Como un ejemplo de la
aplicacion calcule la distancia de: a) (1,1,1) a el plano x = 0; b) La distancia de (0,0,0) al
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Iplano 3x+2y+57=3. .

Solucion de la actividad 6.7. La distancia de un punto a un plano es la longitud del segmento de
recta perpendicular al plano que pasa por P, e interseca al plano en P;. Asf la distancia de un punto
a un plano puede definirse como d(P,,P;). 1) La recta Gptima para calcular la distancia de un punto
P, al plano Ax+ By + Cz = D, es la recta perpendicular al plano que pasa por el punto. Dado que la
normal al plano tiene vector normal n = (A, B,C), la recta perpendicular al plano que pasa por P,
tiene ecuacion vectorial

X (x,y,z) =P, +1tn, teR.

La ecuacion anterior puede escribirse en forma paramétrica como:

X =X, + At
V=Yo+Bi (6.19)
7=2,+Ct

2) Las ecuaciones en (6.19) se sustituyen en la ecuacion de &2 para obtener la interseccion de la
recta con el plano, es decir para obtener el valor de ¢ con el cual se tiene la intersecciéon. Asi se
obtiene

A(xo+At) 4+ B(y, + Bt) + C(z, + Cr) D
(A2 +B*4+C*)t = D—(Ax,+By,+Cz,)
D — (Ax, + By, + Cz,)
A2+ B>+ C?

r =

De esta manera el punto de interseccién P; con el plano tiene coordenadas

D — (Ax, + By, + Cz,)

A2+ B2+ (C?
D — (Ax, + By, + Cz,)

A%+ B2+ C?
D — (Ax,+ By, +Cz,)

A2+B2+C2

X1 =Xx,+A

(6.20)

Y1 :y0+B

21=2,+C

3) Como sabemos que la distancia de d(P,,P;) = ||P, — Py || se obtiene

D — (Ax,+ By, +Cz)
A2+ B>+ C?

d(P,,P) = H (A,B,C)H

1

= D= (A% +Byo+Co)l |

<A,B,C>H
|D — (Ax, + By, +Cz,)|
VAT+B2+C2

1 1
———— —(A,B,O)|| = ——.
arpre P )‘ A2+B>+C?
4) Se obtiene la siguiente féormula para la distancia de P, a & denotada d(P,, #):

Justifique que

Ax, + By, +Czo — D
d(Po,@):| Yo+ Byo +C20 —D|. 6.21)
VA2 +B?+4(C?

Justifique que |D — (Ax, + By, +Cz,)| = |Ax, + By, +Cz, — D|. O
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N) Se debe tener cuidado al acercarse a otros libros donde la ecuacion del plano en lugar de
Ax+ By+Cz = D se escribe Ax+ By +Cz+ D = 0 (D estd escrita con un signo diferente) en
tal caso obviamente,

_ |Ax, + By, +Cz, + D|

W)= e p e

es la féormula adecuada.

5) Ahora podemos calcular la distancia de (1,1,1), ax = 0, mediante la férmula (6.21) si observa-
mos que A =1,B=C=D =0, por lo que d(P,, ) = 1. Para el segundo ejemplo, es decir, para
3

calcular la distancia de (0,0,0) a 3x+2y+ 5z = 3 se tiene d(P,, &) = =
(0.0.0 Y (o 7) 324224527 /38

Actividad 6.8 a) Halle las ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por el punto P =
(2,3,—5) y es paralela a la recta

3x—y27—T =0
{x y+ez (6.22)

X+3y—27-3=0.

b) Muestre que larectax = —2+ 3¢, y =1 —4¢, z7—5+4¢, es paralela al plano 4x — 3y —6z—5=
0. "

Solucion de la actividad 6.8. a) Necesitamos encontrar un vector de direccién a, de la recta
buscada. Dado que es paralela a la recta que resulta de la interseccidon de dos planos

{3xy+2z7:O

(6.23)
x+3y—2z—-3=0.

El vector de direccion que buscamos a es ortogonal a ambos planos (;por qué?). Asi que puede
calcularse como el producto vectorial de las normales n; = (3,—1,2) y np = (1,3, —2) a los planos
dados, es decir a = ny x np = (—2,4,5) (jhaga el cédlculo!). Concluimos que la ecuacién vectorial
de la recta buscada es

(x,y,2) = P+ta=(2,3,-5)+1(-2,4,5).
De aqui, si despejamos ¢ e igualamos las ecuaciones, obtenemos las ecuaciones cartesianas de la
recta buscada.

x—2 y—3 z+5
-2 4 5

Figura 6.6: Recta paralela a la recta de interseccion de dos planos de la actividad 6.8 .

b) Larectax = —2+ 3¢, y =1 —4t, z = 5+ 4t, tiene vector de direccién a = (3,—4,4). Para ver
que la recta dada es paralela al plano 4x — 3y — 6z — 5 = 0, debemos tener que la normal al plano
n=(4,—3,—6), debe ser perperdicular a toda recta sobre el plano. Por este motivo si a es paralelo
al plano debemos tener a - n = 0. Efectivamente,

a-n=(3,-44)-(4,-3,-6)=12+412-24=0.

Se concluye que la recta y el plano son paralelos. U
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6.5 GeoGebray graficas en R>

Para usar GeoGebra en tres dimensiones se tienen varias opciones:

e Al abrir el programa GeoGebra aparece el recuadro “Aplicaciones GeoGebra” alli debe poner
el ratén sobre la opcién “Graficador 3D” y oprimir el botén izquierdo, deberd aparecer una
nueva pantalla con con los recuadros superiores como en la figura 6.7.

o Si se tiene abierta la pantalla de GeoGebra puede ir a la opcidn vista que se encuentra sobre
los recuadros de herramientas oprimir el botén izquierdo del ratén con lo que se desplegara
un mend donde aparece la opcion “Vista Gréfica 3D”, aparecerd entonces una pantalla como
la de la figura 6.7.

e En el programa de GeoGebra, oprimir al mismo tiempo las teclas Ctrl, Mayus, 3,en
este caso también se despliega la pantalla de la figura 6.7.

¥ GeoGebra (3) — [m] X

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn...

[&] AL BBl sl 4] @) L) N el

P Visia Algebraica X | » Vista Grafica 3D X

Entrada:

Figura 6.7: Pantalla de GeoGebra para generar gréficas en tres dimensiones .

Recomendamos ampliamente que el lector explore los ments y las opciones que se despliegan
en los iconos que aparecen en la parte superior de la pantalla 3D de GeoGebra y que se muestran
en la figura 6.8

& A Bl 4 @) 4] N ec]<)

Figura 6.8: Iconos de GeoGebra para gréficas en tres dimensiones.

Rectas 3D en GeoGebra

Las rectas de R? en GeoGebra tienen muchas opciones para generarse. Por ejemplo con el
tercer icono se despliegan todas las opciones que conocemos en el plano como se hizo en la seccién
4.5. Para generar rectas en R? también se pueden usar las ecuaciones paramétricas de la recta. Para
este fin, en el recuadro “Entrada” se escribe curva con lo cual aparece el texto que se muestra en
la figura 6.9.

Por ejemplo, para generar la recta de la actividad 6.8 inciso b), con ¢ en el intervalo [—10, 10]
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«
e

Entrada: Curva[ <Expresién>, <Expresion>, <Expresion=, <Parametro>, <Valor inicial>, <Valor final> ]

Figura 6.9: Recuadro “Entrada” de GeoGebra para generar curvas 3D.

se deben escribir las ecuaciones paramétricas

x=—-2473¢
y=1—4¢
7= —5+4t,

poniendo cada ecuacién paramétrica en los campos <Expresién>, una variable en cada campo en el
orden x,y,z; en el campo <Pardmetro>se debe escribir ¢, dado que éste es el nombre del pardmetro
correspondiente; finalmente, en los campos <Valor inicial>, <Valor final>debemos poner —10, 10
si se desea que 7 esté en el intervalo [—10, 10]. De esta manera, en el campo “Entrada” debe quedar
como se muestra en la figura 6.10. Se procede entonces a presionar la tecla “entrada” del tablero,
para generar la grafica de la recta.

Entrada:|Curval-2+3(,1-41,-5+41,1,-10,10§ a

ar

Figura 6.10: Recuadro “Entrada” de GeoGebra con las ecuaciones paramétricas de la recta de la
actividad 6.8 inciso b).

Planos con GeoGebra

Para generar planos en GeoGebra se puede escribir la ecuacion del plano en el recuadro
“Entrada”, o bien desplegar el ment del octavo icono contando de izquierda a derecha, donde se
encuentran las herramientas: Plano por tras puntos, Plano, Plano perpendicular y Plano paralelo.
Invitamos al lector a que explore dichas herramientas.

Problemas y ejercicios del capitulo

Nivel basico

Utilice GeoGebra para producir las graficas de todos los objetos geométricos de los siguientes
programas. Por ejemplo, para generar flechas (segmentos orientados) en R? se procede como en R?
es decir se escribe en el recuadro “Entrada” una letra mintscula seguida de las coordenadas del
vector por ejemplo, si escribimos a= (1,1, 1) al oprimir la tecla retorno, se genera el segmento
que va del origen de coordenadas al punto (1,1, 1). También se puede usar el tercer icono (partiendo
de izquierda a derecha) “dos puntos atravesados por una linea”, como se hace también en el plano.
En 3D es muy importante el dltimo icono el cual gira la vista grafica al gusto del usuario.

1. Calcule la norma del vector v = (6,3,2)

Solucién. =l

2. Halle el punto inicial del vector v = (2,—3,—1) si el otro extremo coincide con el punto
P=(1,-1,2).
Solucién. (8.8 01-)

3. Calcule los cosenos directores del vector v = (3/13,4/13,12/13).
Solucién. LI\SI =Ye00 E1\b = Q200.E1\E = 0200

4. Los vectores u,v son ortogonales y ||u|| =5, ||v|| = 12. Calcule ||u+v| y ||u—v]|].
Solucién. L= ||v—v| = |Ju 4w

5. Los vectores u, v forman un dngulo de 7 /6. Si se sabe que ||u| =6y ||v|| =5, calcule
o0 > v].

Solucién. 2l = ||u x|
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6. Encuentre las ecuaciones de la recta que pasa por (1,—1,2) y (9,4,—3)
Solucién. Aoy (e— 23N+ (S I—0)=(sa¥)
7. Halle las ecuaciones simétricas, vectorial y paramétricas de la recta que pasa por P = (2,0,3)
y es paralela al vector a = (2,—3,5).
egoidmiz .09 (38 + £a8—aC + Q) = (sux) sitorosv  .0H
Solucién. E-s_ « _ S—ox
e &= ¢
8. Calcule la ecuacién del plano que pasa por P = (2,1,—1) y cuyo vector normal es n =
(1,-2,3).
Solucion. O=E+3E+C—x
9. Halle la ecuacién del plano que pasa por los puntos P = (3,—1,2), 0 = (4,—1,—1),R=
(2,0,2).
Solucion. O=8—5+sE+xE
10. Determine las coordenadas de un vector normal a los planos siguientes:
a) 2x—y—2z+5=0.
b) 5y—3z=0
c) x+2=0.
Solucién. (00.I) (2.(E—.2.0) (d.(S— . I—.9Q)(s

11. Interseccion de dos planos. Determine cuales de los siguientes planos se intersecan cal-
culando el dngulo entre ellos y encuentre el conjunto en la intersecciéon. Compruebe sus
respuestas sustituyendo en la ecuaciéon de ambos planos. Grafique usando GeoGebra.

a)
3x+5y+2z—-1=0
2x+y—2z—4=0.
b)
3x—y+2z—-7=0
—6x+2y—4z—3=0.

12. Encuentre la ecuacidn cartesiana del plano paralelo a los vectores i y j que pasa por (—1,5,3).
Dibuje la grifica del plano.

13. Calcule una normal al plano (x,y,z) = (3 —5s+7t,s —t,—2+1) y encuentre la ecuacion
cartesiana del plano mediante esta normal. Dibuje las graficas usando GeoGebra y compruebe
su resultado mediante la graficacion de las ecuaciones paramétricas del plano y la graficacién
de la ecuacion cartesiana.

14. Interseccion de tres planos. Resuelva el ejercicio 6.3.

15. Calcule la distancia del punto P = (—2,—4,3) al plano 2x —y+2z+3 =0.

Solucion. £=%
Nivel medio

1. Resuelva los ejercicios 6.1, 6.2.

2. Calcule los angulos internos del tridngulo con vértices en P = (1,2,1), 0 = (3,—1,7) y
R =(7,—4,-2). (Este tridngulo es isdsceles?
Solucion. .29l90202i 29 oVl

3. Dados los tres vectores: u = 2i — j+ 3k, v =1—3j+ 2k y w = 3i+ 2j — 4Kk, halle el vector
a = (aj,ay,a3) el cual satisface que a-u = —5,a-v=—1lya-w=20

Solucién. AS—{€+iC =n w109 0 = w+ v+ w 9b otouboiq Is sluolso :sionotogue
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4.

10.

11.

Si los vectores u, v, w satisfacen u+v+w = 0 muestre que u X v=v X w =w X u.
Solucion.

. Determine el dngulo entre los planos 2x+3y—z—3=0yx—y—z=3.

Solucién. S\w

. Calcule la ecuacién del plano que pasa por 0 y que es paralelo al plano 5x —3y+2z—3 =0.

Solucioén. O=s8+€E—xe

. Calcule la distancia d, entre los planos paralelos: x —2y —2z—12=0yx—2y—2z—6=0.

Solucion. LS=%

Calcule el 4ngulo o formado por las rectas

x—y—4z—5=0 x—6y—6z+2=0
2x+y—2z—4=0, 2x4+2y+9z—1=0.

Solucién. (IS\Pt)200018 =0
Determine las ecuaciones paramétricas de la recta perpendicular a la recta x = —7 4 3¢,
y=4-2t,z=4+3tylarectax=1+¢,y=—-9+2¢,z=—12—¢. que pasa por (—5,1,0).
Solucion. M=z -—I=qal+e—=x

Muestre que larectax = —2+ 3¢,y =1—4t, z = —5+4¢ es paralela al plano 4x —3y — 6z =0.
sl v 83091 8l sb noio291ib 9b 10109V Is o135 olugns Is svnsUIMS “HidNSISYNL

Solucion.
.onslq [s [sorron

Encuentre las coordenadas de los puntos de interseccion de la recta

2x+y—3-3=0
x+y+z—1=0

con los planos coordenados
Solucién. (I—.2.0) (E\I—.0.&\}) (0,1—.9)

Nivel superior

1.

Demuestre que si u +v+w = 0, los vectores u, v, w son coplanares
Indicacion. .2010 20l 109 2olls ab onw 9b xu1 o1oubo1q [9 aninriaiad

Muestre que la recta

5x—=3y+2z—-5=0
2x—y—z—1=0

pertenece al plano 4x —3y+7z—7=0
[s Istrron sl 109 83091 81 9b n0i0091ib 9b 10309V [9b svilslat noioizoq sl 29 [8UD

Indicacion.
Conslq

Halle las ecuaciones de la recta que pasa por P = (—4,—5,3) y corta a las dos rectas

x+1 y+3 z-2
3 =2 -1’

x—2 y+1 z-1
2 3 =5
E—3 e+ h+x

Solucion. )
I— < £




144 Rectas y planos en R?
4. Halle las ecuaciones del plano que pasa por la recta de interseccion de los planos 3x —y +
2749=0,x+z—3 =0y porel punto P = (4,—2,-3).
Solucion. D=8 —sI8+C—xEL
5. Para cudles valores de A y B el plano Ax+ By+ 3z —5 = 0 es perpendicular a la recta
x=34+2t,y=5-3t,z7=-2-72t.
Solucién. L\e=4.&-=A
6. Halle el punto que es simétrico al punto P = (4, 1,6) respecto a la recta
x—y—4z+12=0
2x+y—2z+3=0.
Solucién. (L.£-.9)
7. Demuestre que la ecuacion del plano que pasa por la recta x = xg+1t, y = yo+mt, z = zo +nt
y es perpendicular al plano Ax + By + Cz + D = 0 puede representarse como
X=X0 Y—Yo 2720
[ m n |=0
A B C
. .. noeormslq [sb [soriomn 10109v [9 v 81991 81 9b m1010291ib sb 10109V [9 sup s2suM
Indicacion. .
.2o1sluoibaaqraq
5 5 —1
8. Halle la distancia d, mas corta entre las rectas x—;— = y—; = > yx=9+46t,y=—2t,
z7=2—t.
Solucién. X=h
9. Calcule las ecuaciones paramétricas de la recta que es paralela a los planos 3x+ 12y —3z—5 =
0,3x—4y+9z+7 =0y se corta con las rectas
x+5 y-3 z+1 x-3 y+1 z-2
2 -4 37 =2 3 4
Solucioén. M—C=s¥-I-=(8+E-—=x
10. Calcule el volumen V de la pirdmide limitada por el plano2x — 3y + 6z — 12 = 0 y los planos
coordenados. Use el triple producto V = |a- (b x ¢)| para vectores apropiados a, b, c. Explique
por qué el triple producto da el volumen buscado.
Solucion. 8=V
11. Demuestre que una condicién necesaria y suficiente para que tres vectores a, b, ¢ en R? no

sean coplanares es que si se tiene
oa+PBb+yc=0

entonces necesariamente @ = 3 =y = 0.
Solucién. eslssniloo 02 o1 2910399V 20l iz olde v iz 0 X [>dn] sup 92U



71

g |-

7. Superficies cuadratic: E

La esfera

A partir de la férmula para la distancia entre dos puntos en R la figura geométrica mds facil de
describir es la esfera, como puede verse en la siguiente definicién.

Definicién 7.1 — Esfera. Se denomina esfera al conjunto de puntos P = (x,y,z) de R? que se
encuentran a una distancia fija r, llamada radio de la esfera, de un punto dado C = (xo,y0,20),
llamado centro de la esfera.

Ejercicio 7.1 De acuerdo a la definicién 7.1, una esfera es el conjunto de puntos
S ={P=(x,5,2) €ER*:d(P,C) =r}.
Encuentre la ecuacién que deben satisfacer los puntos sobre la esfera. "
Solucién del ejercicio 7.1. Dado que P = (x,y,z) satisface la identidad d(P,C) = r, se tiene que
[(x,,2) = (x0,50,20)| = r

Va2 302+ G002 = 7

y al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuacién anterior se tiene

(x—x0)>+ (y—0)*+ (z—20)* =17,

la cual es la ecuacion de la esfera con centro en (xo,yo,z0) y radio r. ]

» Ejemplo 7.1  Encuentre la ecuacion de la esfera con centro en (0,0,0) y radio r = 1.
Solucién. La distancia de cualquier punto P = (x,y,z) a (0,0,0) debe ser igual a 1. Por lo tanto

Py =1

es la ecuacion de la esfera. n
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N) En cursos avanzados de geometria suele llamarse esfera unitaria a la esfera con centro en €l
origen y radio 1, y es comin denotarla por S* = {(x,y,z) € R® : x® +y> + 7> = 1}.

Ejercicio 7.2 Determine si las siguientes ecuaciones corresponden a esferas.

a) XX +y?+722—-3x+5y—Tz—14=0.

b) ¥ +y*+22+2x+4y—6z+14=0.

c) 2+y+2—x—y—z+50=0.
Encuentre los centros y los radios cuando sea posible, cuando no sea posible, diga a que conjunto
de puntos corresponde la ecuacidn. "

Ecuacion general de la esfera

Una vez realizados los ejemplos del ejercicio 7.2 y siguiendo la misma linea de lo que se hizo
con las cénicas en R? damos la forma general de la ecuacién general de la esfera.

Teorema 7.1 La ecuacién x> +y? +z2 4+ Dx + Ey+ Fz+ G = 0 corresponde a una esfera en R3
con centroen (—D/2,—E/2,—F /2) yradio r =/1,si [ = (%2 + ETZ + %) —G > 0. Laecuacion
corresponde a un punto si / = 0 y corresponde al conjunto vacio si I < 0. Reciprocamente, toda
esfera en R? tiene una ecuacién de la forma x? +y? +z> +Dx+ Ey + Fz+ G = 0, llamada forma
general de la ecuacion de la esfera.

Demostracion. Efectivamente, desarrollando la ecuacién (x — x(,)2 +(y— y0)2 +(z— Z0)2 = 2

se llega a la forma x?> +y? + 72> + Dx + Ey + Fz+ G = 0 (jhdgalo!). Partiendo de la ecuacién
x> +y>+ 22 +Dx+Ey+ Fz+ G = 0, se completan cuadrados para llegar a la ecuacién

2 2 2
s 2 D E F
P4+ +Dx+Ey+Fz+G= <x+> +<y+> +<z+) +

2 2 2
D> E* F?
G—|=—+=—+— )=
+ ( 4 + 4 + 4 >
D> E* F?
Asi la ecuacion corresponde a una esfera si [ = <4 + T + 4> — G > 0. La ecuacion corres-
D E F\ . . . L

ponde al punto | — PR si I =0y la ecuacion corresponde al conjunto vaciosi/ < 0. H

Planteamiento de problemas

Los problemas de esta seccién pueden ser mds dificiles que los de otras secciones. Comenzamos
determinando las posibilidades de interseccion de un plano y una esfera dados.

Actividad 7.1 — Intersecciones de planos y esferas. Dados un plano y una esfera existen
tres posibilidades: a) el plano y la esfera no se intersecan, b) el plano y la esfera se intersecan en
un punto, en tal caso se dice que el plano es tangente a la esfera, c) El plano y la esfera se cortan
en una circunferencia. 1) Compruebe que esto ocurre. 2) Determine las condiciones para que un
plano dado sea tangente a una esfera dada. "

Solucién de la actividad 7.1. No se pierde generalidad si se considera la esfera x> + y* + 72 = r2.

Si se considera el plano z = 0 se tiene la ecuacién x> +y? = r? la cual en el plano z = 0 corresponde
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a una circunferencia con centro en (0,0,0) y radio r. Consideramos ahora planos paralelos al plano
7 =0, digamos z = k. al sustituir en la ecuacién de la esfera se tiene

Py =2

La cual corresponde a una circunferencia en el plano z = k con centro en (0,0,k) y radio
r=+/r>—k%si —r < k < r; corresponde al conjunto vacio si k > r 0 k < —r; finalmente, corresponde
a un punto de tangencia si k = +£r, es decir los planos z = r y z = —r son tangentes a la esfera
unitaria.

Para las condiciones de tangencia de planos no paralelos a los planos coordenados, se desea
encontrar los pardmetros s,¢ para que el plano de ecuaciones paramétricas

X =x0+sa; +1b
y=Yyo-+say+tb, (7.1)
Z=2z0+saz+1tb3

El plano en (7.1) tiene vectores de direccion a = (ay,az,a3) y b = (b1, b2,b3) no se pierde generali-
dad en suponer que tienen norma uno y que son ortogonales entre si. Supondremos también que
(x0,¥0,20) es un punto sobre la esfera, es decir x% + y% +z% = 2. Sustituimos las ecuaciones (7.1)
en la ecuacioén de la esfera para obtener

(x0+say +1tb1)* + (yo+ saz +thy)* + (20 + saz + tb3)* = r?

Al desarrollar se tiene

Xo+Yo+20+ 57 (a1 + a3 +a3) + 17 (b + b3+ b3)+
+2s(xoay +yoaz +z0a3) + 2t (xob1 + yobz +z0b3 )+
+2st(a1b1 +ayby+azby) = =

Dado que x3+y3+z2 =12, a-b=01y |la|| = ||b|]| = 1 se simplifica (jhdgalo!) la ecuacién anterior
para obtener
s>+ 1% 4 25(x0, 0, 20) - @ + 2t (x0,Y0,20) - b = 0.

Completamos cuadrados para obtener

(s4 (x0,50,20) - @)* + (¢ + (x0,30,20) - b)* = ((x0,¥0,20) - @)* + ((x0,¥0,20) - b)*.
Se obtiene asi una solucién unica s = ¢ = 0 si y solo si(xo, yo,z0) - a@ = (x0,Y0,20) - b = 0. Es decir
si el vector de posicién del punto (xo,yo,z0) es ortogonal a los vectores a,b que generan al plano,
es decir, el vector (xg,y0,z0) es normal al plano tangente en el punto de la esfera (xo,y0,20). De
esta forma la ecuacién de cualquier plano tangente en el punto (xo, Yo, 20) en la esfera con centro en
(0,0,0) y radio r es (jverifiquelo!):

Xox + Yoy +202 =17 (7.2)

Como un ejercicio adicional, encuentre las condiciones de tangencia de un plano a una esfera con
centro arbitrario y radio r. g

Con la ecuacién (7.2) del plano tangente a la esfera podemos demostrar un teorema que serd
relevante en el estudio de las secciones cOnicas.
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Teorema 7.2 Sea P, = (x,,Y,,2,) un punto fuera de una esfera dada. Dadas las rectas tangentes
a la esfera que pasan por P,, sean P; y P, los puntos de tangencia sobre la esfera. Entonces la
distancia de P, a los puntos de tangencia es constante. Es decir, d(P,,P;) = d(P,,P;).

Demostracion. No se pierde generalidad si suponemos que la esfera, tiene centro en el punto
(0,0,0). Sean P; = (x1,y1,21) ¥y P» = (x2,y2,22). Por la ecuacién (7.2) dado que P, se encuentra en
los planos tangentes que contienen a P; y a P> se cumplen las ecuaciones

X1Xo+ViVo+2120 = 1 (7.3)

X2Xo +Y2Yo + 2220 = r2' (7.4)

Por otra parte,con la férmula de la distancia d(F,, P;) se obtiene

d(POyPl)Z = (xo_xl)2+(YO_yl)2+(Zo_Zl)2
= w4y L)+
—2(xoX1 + Yoy1 +2021)

2 2 2 2
= x{,+y0+z,,—r )

dada la ecuacién (7.3) y que x% + y% +z% = 2 puesto que P est4 sobre la esfera. Observe que
x24y2 472 > r? ya que P, estd fuera de la esfera. Similarmente, dada la ecuacién (7.4), tenemos
para

d(POaPZ)2 = (%o _x2)2 + (Vo —)’2)2 + (20— 22)2 = x% +y§ "‘Zg —r.

Por lo tanto se cumple que d(P,,P;) = d(P,, P). [

P

2
IU

Py
Figura 7.1: Tangentes a la esfera del teorema 7.2.

Ahora planteamos un problema que solo pueden abordar aquellos estudiantes que tienen
cierta soltura resolviendo sistemas de ecuaciones lineales. Tendremos dos sistemas, uno no lineal
(interseccidn de las esferas) y otro lineal con cinco ecuaciones, pero muy simple.

Actividad 7.2 Halle la ecuacidon de la esfera que pasa por la circunferencia

242422 —2x+3y—62—5=0
{x +y +z X+ 3y — 0z (71.5)

5x+2y—2z—-3=0
y por el punto (2,—1,1) .

Solucién de la actividad 7.2. El problema de esta actividad requiere que el lector comprenda
primero que el sistema (7.5) representa efectivamente un circulo en R3. Note que la primera
ecuacion en (7.5) corresponde a una esfera y la segunda a un plano. El sistema implica que la
circunferencia esta dada por la interseccién de una esfera y un plano. ;Cémo puede saberse si la
interseccion es realmente una circunferencia y no un punto o el conjunto vacio? Dé argumentos.
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Complete cuadrados para encontrar el centro y radio de la esfera y con estos datos diga si es
posible que el plano corte la esfera dada o no. La ecuacién de la esfera buscada debe tener la forma
x> +y*+ 72> +Dx+Ey+ Fz+ G = 0 (forma general de la ecuacién de la esfera), donde D, E,F,G
son constantes por determinar. Sustituyendo las coordenadas del punto (2,—1,1) en la ecuacién
general, se obtiene

2D-E+F+G=—6. (7.6)

Resolviendo el sistema

242422 2x+3y—62—5=0
{x +y +z X+ 3y — 0z a7

¥+ +22+Dx+Ey+Fz+G=0,

se obtiene la ecuacién del plano de interseccion de las esferas. Se resuelve simplemente restando
una ecuacion de otra, para obtener

(=2=D)x+(3—E)y+(—6—F)z—5—-G =0.

Como el plano anterior y el plano en (7.5): 5x+ 2y —z— 3 = 0 deben ser un mismo plano, las
normales deben ser paralelas (dé razones), es decir, una ecuacioén debe ser un miltiplo & de la otra.
Usamos la ecuacion (7.6) e igualamos los coeficientes de los planos para obtener el sistema

(—2-D =5k
3—E =2k
—6—F =—k (7.8)
-5-G =3k
(2D-E+F+G =—6.

Tenemos ahora un sistema lineal de cinco ecuaciones con cinco incdgnitas, el cual puede resolverse
sin gran dificultad. Por ejemplo si notamos que de la tercera ecuacidon k = 6 + F. Resuelva es
sistema y compruebe que D =13, E =9, F = —9 y G = —14. Obtenemos asi la ecuacién de la
esfera buscada

X +y? +22+13x+9y—9z— 14 =0.

Compruebe que el punto (2,—1,1) esté en la esfera anterior. O

Figura 7.2: Esferas y plano de la actividad 7.2.

7.3 Otras superficies cuadraticas

Con las cénicas se construyen las llamadas superficies cuadraticas. Para estudiarlas se requieren
cortes en planos paralelos a los planos xy, xz, yz, llamados trazas de la superficie o curvas de
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nivel. Por ejemplo la esfera es una superficie cuadratica la cual al cortarla con planos da circulos
o puntos o el conjunto vacio, es decir, las curvas de nivel de la esfera son circulos o puntos o el
conjunto vacio, dependiendo si los planos cortan, son tangentes a la esfera o no la tocan en absoluto.
La superficie cuadritica més simple después de la esfera es el elipsoide, el cual estudiaremos a
continuacion.

Actividad 7.3 — Elipsoides. Se llama elipsoide a una superficie que en R? tiene ecuacién

2 2 2
Xy oz
a2+7b2+§:1’ (7.9)
llamada ecuacion candnica del elipsoide. Determine las trazas de esta superficie. "

Solucion de la actividad 7.3. Las trazas o curvas de nivel del elipsoide son las siguientes:

a) Planos paralelos al plano xy. Si z = 0 se tiene la ecuacién ;‘—2 + Z—i =1 la cual corresponde a
una elipse, si a # by a una circunferencia, si a = b. Asi, la traza del elipsoide en el plano xy es una
elipse o bien una circunferencia. En planos paralelos z = k # 0 se tiene

T =1-—. (7.10)

. . . 2 <
Supongamos que a # b. En este caso, las curvas de nivel son elipses si 1 — ';—2 > 0 (;por qué?), un

punto si 1 — ﬁ—j = 0y ninguin lugar geométrico si 1 — IC‘—i < 0. Observe que se obtiene la misma traza
en el plano z = k que en el plano z = —k, por lo que la superficie es simétrica respecto al plano xy.

b) Para las trazas en planos paralelos a xz y yz se tiene algo semejante a lo encontrado en el
inciso anterior. Efectivamente, para x = k

2 2 2
y z k
por lo tanto las trazas son elipses, puntos o ningtin lugar geométrico. Para y = k se tiene
2 2 2
X Z k

y también se obtienen elipses o puntos o ningin lugar geométrico dependiendo del valor de k. [

m Ejemplo 7.2 Mediante una traslacién de ejes, identifique la superficie a la que representa la
ecuacion x? +4y? +2z% — 2x+ 32y +8z—27=0.
Soluciéon. Completamos cuadrados para obtener

XAy 427 -2+ 32y +82-27 = (x—1)24+4(y+2)2+2(z+2)* -
—27—1-64—38
= (x—1)24+4(y+4)*+2(z+2)*—100
= 0.

De la ecuacién anterior obtenemos
x—1)> 4)? 2)?
(1P (44 (2P
100 25 50
ecuacion que corresponde a un elipsoide con centro en (1,—4,—2),cona=10,b =5y c = V/50.

Con las transformaciones X' = x— 1,y = y+4, 7/ = z+2 obtenemos la ecuacién canénica del
elipsoide

1,

le y/2 Z/Z
RASEESES AN E A |
100 + 25 + 50

El lector debe ser capaz de determinar las trazas del elipsoide en los ejes X', ', 7. "
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Figura 7.3: Elipsoide del ejemplo 7.2.

Actividad 7.4 — Cilindros. A continuacién se presentan ejemplos de las ecuaciones de las
formas cuadréticas fundamentales con ejes sobre alguno de los ejes coordenados. Haga las trazas
de cada una de ellas y esboce la grafica de la superficie.

La ecuacién x> +y?> = 72, r > 0 no corresponde a una circunferencia en R>, dado que se
sobreentiende que la variable z toma todos los valores en R. Por ejemplo para z = 0 se tiene la
circunferencia situada en el plano z = 0, con centro en (0,0,0) y radio r. ;Cuél es la traza para
7=k >0,y para z =k < 0? Dibuje la superficie.

a) Dibuje la superficie z = x?, ;Cudles planos son pertinentes para hacer las trazas?

b) Dibuje la superficie z> — y*> = 1.
Haga una discusion general de las ecuaciones de cilindros. ;Puede dar una definicién general de
cilindros? "

Solucion de la actividad 7.4. Esta actividad es muy importante y la hemos dividido en secciones.
La ecuacién x* +y*> = r? estd asociada con un cilindro circular recto con eje el eje z. Las trazas
para cada plano z = k con k > 0 0 k < 0 corresponden a circunferencias de radio .

Figura 7.4: Grifica del cilindro circular x> +y? = 1.

a) La ecuacién z = x> estd asociada con un cilindro tal que las trazas en cada plano y = k son
pardbolas.
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Figura 7.5: Grifica del cilindro z = x%.

b) La superficie cuya ecuacion es z> — y> = 1 corresponde a un cilindro cuyas trazas en los planos
x = k son hipérbolas.

Figura 7.6: Grifica correspondiente al cilindro z> —y* = 1.

Observe que en R3 una ecuacién cuadritica en dos variables estd asociada con un cilindro con
eje paralelo a la variable omitida en la ecuacion cuadrética. |

Es muy importante que la discusion para todas las formas cuadraticas se haga por medio
de trabajo individual y en equipos. La exposicion de las superficies cuadraticas en forma de
catedra, en general no deja ninguna huella en la mente de los estudiantes, si no va acompafiada
del descubrimiento de como obtener las graficas de las superficies a partir de las trazas. Se
requiere que los lectores reconozcan y puedan dibujar las graficas de todas las cénicas con
fluidez.

Como una introduccioén, se recomienda ampliamente que se sigan cuidadosamente las activi-
dades del siguiente taller.

Actividad 7.5 — Hiperboloides. Se llaman hiperboloides a las superficies descritas por
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ecuaciones de la forma

2 . 2 2 .
az b 2
2 2 2

La primera superficie se llama hiperbolide de una hoja y la segunda hiperboloide de dos hojas.
(Considera los nombres apropiados? Argumente. Haga las trazas de cada una de las superficies

y dibujelas. "
Solucion de la actividad 7.5. La ecuacion
2 2 2
x_2 + y_ _ Z_ =1
az b2 2

corresponde a un hiperboloide de una hoja. Las trazas x = k con 1 — k?/a® > 0 corresponden a
hipérbolas en planos paralelos al yz

o2 B K2

2
Las trazas y = k corresponden a hipérbolas (dibtjelas)

2 2 B K2

i

si 1 —k?/b* > 0. Finalmente, las trazas correspondientes a z = k son las elipses (dibdjelas)

x2 N 2 k2
a2

y

Figura 7.7: Hiperboloide de una hoja con ecuacién x> +y> — 7> = 1.

La ecuacion

estd asociada con un hiperboloide de dos hojas. Note que en este caso las trazas z =k, y = k son
hipérbolas en los panos correspondientes, mientras que las trazas x = k son elipses si 1 —k?/a*> < 0
(dibtjelas). U
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Figura 7.8: Griéfica del hiperboloide de dos hojas x> —y? —z2 = 1.

Actividad 7.6 — Paraboloides. Las superficies correspondientes a las ecuaciones

2 2
X y
2Tp = W
2 2
X y
2 7 T

se llaman paraboloides, la primera superficie se llama paraboloide eliptico, la segunda parabo-
loide hiperbdlico. Dibuje trazas de ambas superficies en planos paralelos a los planos xy, xz,yz
sin excluir ningln caso, proceda entonces a graficar la superficie correspondiente. "

Solucion de la actividad 7.6.
La superficie cuya ecuacion es
2y
; + ﬁ = 4pz,
corresponde a un paraboloide eliptico. El nombre de esta superficie es congruente con el hecho de
que las trazas x = k, y = k corresponden a pardbolas mientras que las trazas z = k > 0, corresponden
a elipses (dibujelas).
La superficie cuya ecuacion es
2y
2
esta asociada con un paraboloide hiperbdlico. El nombre de esta superficie se debe al hecho de que
las trazas x = k, y = k son parabolas mientras que las trazas z =k > 0y z = k < 0, son hipérbolas

(dibtjelas). [l

Actividad 7.7 — Conos. La superficie correspondiente a la ecuacion
Cay=2
se llama cono, haga las trazas y la grafica correspondiente. "

Solucion de la actividad 7.7. Para la superficie

24y =2
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Figura 7.10: Grifica correspondiente al paraboloide hiperbélico x> —2y* = z.

Los valores z = k > 0y z = k < 0 dan circunferencias. Para z = k = 0 se tiene el punto (0,0,0).
Las trazas de planos paralelos al plano xz y yz son hipérbolas o un par de lineas (dibdjelas). Por
ejemplo si x =k se tiene

la cual es una hipérbolasik >0ysik=0

2=y =(@=y(+y)=0

corresponde a las rectas z =y y z = —y. Dado que las trazas en planos paralelos al xy son circunfe-
rencias, el cono x? +y? = 72, se llama cono circular recto. Los conos pueden ser oblicuos si sus
ejes no son paralelos a alguno de los ejes. Los conos también pueden ser elipticos. O

® Es muy importante recordar que una ecuacion cartesiana en R3 en la que se omite una variable
no corresponde nunca a una curva.

m Ejemplo 7.3 Verifique que la linea de interseccién del plano y = 2 con el paraboloide hiperbdlico

x2

2
o
5 3%
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Figura 7.11: Grifica del cono circular x> 4 y? = 72.

es una pardbola, halle el vértice y el foco. Compruebe que la interseccidn con z = 1 es una hipérbola.

Solucién. Sustituimos y = 2 en la ecuacién del paraboloide y obtenemos x> = 30(z+ 1/6) la cual
es la ecuacién de una pardbola con vértice en (0,2,—1/6) y p = 15/2, eje focal paralelo al eje z y
con coordenadas del foco (0,2,22/3). .

Ecuacion general de las superficies cuadraticas

Desarrollando y agrupando términos semejantes en las ecuaciones de las superficies con centro
fuera del origen de coordenadas en las actividades de la seccion anterior, se llega a ecuaciones de la
forma

AX>+ By +CZ+Dx+Ey+Fz+G=0.

La ecuacioén anterior se llama ecuacion general de las superficies cuadrdticas con ejes paralelos a
los ejes coordenados. Reciprocamente, completando cuadrados en la ecuacién Ax> + By? + Cz> +
Dx+Ey+ Fz+ G =0, donde se supone que A2+ B>+ C? # 0 puede comprobarse que dicha
ecuacion corresponde a alguna de las superficies descritas en la actividad anterior o a una forma
degenerada, por ejemplo un punto. La ecuacién general de las formas cuadraticas, sin embargo,
incluye términos xy, xz y yz cuya reduccion a las ecuaciones candnicas requiere de una rotacion de
ejes, lo cual se verd mas adelante en este libro.

Secciones conicas

El lector que ha llegado hasta aqui encontrara uno de los resultados basicos y fundamentales
de la geometria analitica. Me refiero a que las curvas de interseccion de un cono circular recto
con planos son o bien una pardbola o bien una elipse o bien una hipérbola o casos degenerados de
estas. Por esta razén a tales curvas se les llama secciones conicas. Presentaremos la demostracién
analitica de este resultado debida a Dandelin ya que es uno de los resultados mas bellos de toda la
Geometria Analitica. Al parecer, este resultado se conoce desde la época cldsica de los matematicos
griegos. De hecho, se menciona que Arquimedes se referia a este resultado como algo conocido de
tiempo atrds, pero también se menciona a Apolonio de Perga como autor de este teorema o una
variante de éste [14].

Antes de enunciar formalmente el teorema que nos concierne requerimos algunas definiciones
y propiedades bésicas de los conos circulares rectos lo cual veremos enseguida.
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7.4.1 Construcciones y definiciones basicas

Antes de demostrar el lema 7.1 y el Teorema de Apolonio, comenzamos con algunas definiciones
elementales y la construccién de las esferas de Dandelin.

Definicion 7.2 — Cono. Un cono con eje paralelo al eje z es el conjunto de todos los puntos
en R3 que satisfacen la ecuacién

(x—x0)* | (y—y0)*

s + b2 —(z— Z())2 =0.

El cono se llama circular si'y solo sia = b. Si a # b, el cono se llama eliptico. El punto (xo, yo,z0)
se llama vértice del cono. Las lineas rectas en el cono que pasan a través del vértice se llaman
rectas generadoras o generatrices del cono. Se llama eje del cono con eje paralelo al eje z a la
recta que pasa por el centro de todas las secciones z = ¢, donde ¢ es una constante arbitraria. El
cono se llama cono recto, si el eje del cono es perpendicular a las secciones z = c.

De ahora en adelante, consideramos sin pérdida de generalidad un cono circularcona=5b =1
que tiene vértice en (0,0,0), de esta manera, el cono que estudiaremos tiene la ecuacion,

P4y - =0. (7.13)

Para simplificar, supusimos que el eje del cono es el eje z ya que se pueden dar pruebas idénticas
con los conos x> + 72 —y?* =0y y* + 7> — x> = 0.

Definicion 7.3 — Seccion cénica. Una seccidn conica es el conjunto de todos los puntos en
la interseccién de un cono con un plano que no contiene el vértice del cono.

Ahora recordamos las definiciones métricas de elipse, hipérbola y pardbola.

Definicion 7.4 — Elipse, hipérbola parabola. Dado un plano &2, una elipse es el conjunto
de todos los puntos P € &7 tales que que la suma de distancias a dos puntos fijos Fj, F> llamados
focos de la elipse es una constante. Hipérbola es el conjunto de todos los puntos P € &2, tales
que que la diferencia de las distancias desde dos puntos fijos Fj, F>» (llamados focos de la
hipérbola) es constante. Pardbola es el conjunto de todos los puntos P € &2 tales que que la
distancia de P a un punto F (llamado foco de pardbola) y la distancia de P a una recta la linea
£ C & son iguales.

7.4.2 Construccion de las esferas de Dandelin

La existencia de esferas inscritas en un cono y tangente a un plano de corte es una consecuencia
de la existencia de soluciones de un polinomio de segundo grado. En el siguiente taller se demuestra
la existencia de tales esferas.

Actividad 7.8 — Esferas de Dandelin. Considere el cono %, dado por la ecuacién (7.13),
y & un plano de interseccion que no pasa por el vértice del cono. Denote con P cualquier
interseccion de puntos entre ¢y &?. Consideramos planos con ecuacion de la forma

ax—z+d=0, a,d#0. (7.14)

Demuestre que existen esferas inscritas en el cono tangentes al plano dado. "
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Solucion de la actividad 7.8 Hay una o dos esferas incrustadas en ¢ tangente a & dependiendo
de a. Efectivamente, las esferas tienen ecuaciones de la forma

4y 4+ (2= 8 =p?, (7.15)

donde { y p son pardmetros a determinar, ya que, por simetria, las esferas deben tener su centro en
el eje del cono. Sea C = (0,0, {) el centro de dicha esfera, entonces la distancia de C a &2 viene
dada por

g —d| _

dist(C, ) =
a’+1

p. (7.16)

Por otro lado, considere el plano % tangente al cono que tiene la ecuacién x — z = 0, luego

dist(C, 2,) = \% =p. (7.17)

Al igualar (7.16) y (7.17) obtenemos

(1—a*)&*—4¢d+2d*> =0
{d(ziﬂ‘ 49 §ia #+1

(1-a?) (7.18)

“\e=df2 sia—l.

Por lo tanto, { y p estdn completamente determinados. En el caso de la pardbola, a = £1, solo
hay una esfera. En el caso de la elipse, |a| < 1, las dos esferas estdn en la misma rama del cono, y
en el caso de hipérbola, |a| > 1, hay una esfera en cada rama del cono. U

Circulos de tangencia

Podemos encontrar los circulos de tangencia de las esferas de Dandelin con el cono. Procedemos
a encontrar las ecuaciones de dichos circulos en la siguiente actividad.

Actividad 7.9 Encuentre las ecuaciones de las circunferencias de interseccion de las esferas
de Dandelin con el cono. ]

Solucién de la actividad 7.9. Igualando las ecuaciones (7.13) y (7.15), tenemos

2+(z-0)7 =
22278+ —p? =

= )

[

0

§+v2p2 -0
¢

2

ya que por (7.17), 2p? — £ = 0. Ahora de (7.18) { depende de los valores a y d para que podamos
parametrizar dichos circulos en consecuencia,

d
i) Pardbola, § = E,entonces la circunferencia de tangencia de la esfera de Dandelin con el cono
estd dado por

d
5cos6,

X
y=%sin@, (7.19)
z=4, 00,27



7.5 Teorema principal 159
d(2£V2V1+a?)

(1-a?)

dos en una rama del cono y la hipérbola en cada rama.

ii) Elipse e hipérbola, { = {, =

, para que tengamos dos circulos. Para la elipse

x={,cos0,
y="C,sind, (7.20)
z=¢,, 6¢€][0,27]

Hemos encontrado asi las ecuaciones paramétricas de las curvas buscadas. (|

7.5 Teorema principal

Ahora podemos dar los enunciados formales del teorema mds importante de este capitulo y
del lema 7.1 requerido para demostrarlo. La demostracion cldsica y bella debida a Dandelin [5]
en el siglo xix no utiliza la definicién analitica de un cono ni sus propiedades desde un punto
de vista analitico. Ademas, la demostracion tipica de geometria analitica no utiliza la ecuacién
de un cono ni las propiedades analiticas, sino un enfoque sintético (véase, por ejemplo, [10]).
Ademas, la demostracion de los libros de texto requiere definir la excentricidad de una cénica, no
se usa la distancia entre dos puntos en absoluto. Como se sabe, la mds bésica definicion de cénica
requiere la formula de distancia entre dos puntos. Aqui presentamos dentro del marco analitico una
demostracion simple basada en el lema siguiente.

Lema 7.1 La distancia entre los puntos de interseccion de una generatriz de un cono circular
con dos circulos situados en planos paralelos ortogonales al eje del cono es constante.

Demostracion del lema 7.1. Sea N un punto en el circulo de la ecuacién (7.20) con 0 fijo y

d2—V2V1+a?)
C(J:CN: (1—612)

Una generatriz L que pasa por N tiene una ecuacion
L(t) =1t({ycosB,CysinO,Cy), 1€ [—oo,00, (7.21)

ahora, dejemos que M sea el punto de interseccién de L(¢) con el circulo
x={ycosB,

y=Cysiné, (7.22)
Z:CMa 96[07271-]7

d(24+V2V1+ad?)

donde §y, = (1—a) . Por tanto, la distancia entre M y N es
—a
) dv'1+a?
que es una constante dependiendo de a y d como se desea demostrar. g

Las definiciones bésicas de cono, seccidn conica, elipse, hipérbola y pardbola se encuentran en
la seccidn 7.4.1. Conociendo las definiciones basicas, el famoso Teorema de Apolonio de Perga
puede expresarse de la siguiente manera.
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P

Figura 7.12: Elipse: por el teorema 7.2, las distancias de P a F\ y de P a N son las mismas. Del
mismo modo, las distancias de P a F, y P a M son las mismas. Segtin el lema 7.1, la distancia de
M a N es constante para P en la curva. Por lo tanto, la curva es una elipse.

Teorema 7.3 Una seccién cénica es una elipse o una hipérbola o una parabola.

La demostracion del teorema de Apolonio se basa en la construccién de las esferas de Dandelin.
Considere un cono circular & y un plano % de modo que el vértice del cono no esté en el plano.
La esfera de Dandelin es una esfera inscrita en el cono %, tangente al plano . La existencia
de las esferas de Dandelin se demuestra facilmente en la seccién 7.4.1 dentro del contexto de la
geometria analitica. Demostraremos que se obtiene una pardbola con un plano paralelo a una linea
generadora que no estd en el plano y que se obtienen elipses e hipérbolas con planos no paralelos a
ninguna linea generadora. Veremos en la seccién 7.4.1 que dentro del contexto de la Geometria
Analitica, no hay pérdida de generalidad al considerar el cono x> +y? —z2 = 0y los planos de la
forma ax —z+d =0, a,d # 0. Con esta configuracién tenemos los siguientes casos: i) |a| < 1,
elipse; ii) |a| > 1, hipérbola; iii) a = +1, pardbola.

Demostracion del teorema 7.3. Vamos a denotar por P a cualquier punto en la curva de interseccién
del cono €y el plano Z.

i) Demostracion de la elipse. Para la elipse, se muestra facilmente en la seccién 7.4.1 que hay
dos esferas de Dandelin. Denotemos por F'1 y F2 los puntos de tangencia entre las esferas y el
plano & (vea las Figuras 7.13 (b), (c). Ahora considere la linea recta (generatriz) que pasa por
Py el vértice del cono. Deje M y N los puntos de interseccion de la generatriz con las esferas de
Dandelin (Figura 7.13 (d)). Por el teorema 7.2, |PF;| = |PM| y |PF| = |PN]|. Por otro lado, segiin
el lema 7.1 para cualquier punto P en la curva de interseccidn, la distancia |MN| es constante. Pero
|PF||+|PF,| = [MN| por lo tanto, por definicion (ver seccion 7.4.1) la curva es una elipse. En la
figura 7.13, se muestran los pasos de las construcciones usadas en esta parte de la demostracion.

itii) Demostracién de la hipérbola. Esta demostracion es similar a la demostracion de elipse. Sea
P, Fi, F,, M y N como en las Figuras 7.15 y 7.14. Nuevamente por el el teorema 7.2, |PF,| = |PM|
y |PFi| = |PN|. Por el lema 7.1, [MN| es constante y |PF;| — |PF>| = |MN]|. Por lo tanto, la curva
es una hipérbola. En la figura 7.15, se muestran algunos pasos de las construcciones usadas en esta
parte de la demostracidn.

iii) Demostracion de la pardbola. Para la pardbola (ver Figuras 7.17 y 7.16), solo hay una esfera
de Dandelin y, por lo tanto, solo un foco F. En este caso especial, & es paralelo a una generatriz del
cono. Aqui, por el teorema 7.2, |PF| = |PM|. Sea &, el plano que contiene el circulo de tangencia
de la esfera de Dandelin y el cono, y sea .Z la interseccién de los planos & y &2,. Desde P, trace
un segmento ortogonal hasta .’ y deje que N sea el punto de interseccion del segmento con .Z.
Ahora, el segmento PM estd en el cono y PN estd en &2. Por tanto, el dngulo entre PM y el plano &2
es el mismo que el dngulo entre PN y &2. Los dngulos son iguales porque & es por construccion
paralelo a una generatriz del cono, y PM estd en el cono. Por lo tanto, el tridngulo MPN es isdsceles
y, en consecuencia, |PM| = |PN| para cualquier punto de la curva. De esta manera, la curva es una
pardbola por definicién (ver seccién 7.4.1). En la figura 7.17, se muestran algunos pasos de las
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Figura 7.13: (a) El cono € se cruza con el plano &. (b) Las esferas con cono inscrito son
tangentes al plano . (c) Los puntos de tangencia de las esferas con el plano & son los focos de
la elipse. P es cualquier punto de la elipse. (d) Por el el teorema 7.2, las distancias de P a F\ y de
P a N son las mismas. Del mismo modo, las distancias de P a F, y P a M son las mismas. Segiin
el lema 7.1, la distancia de M a N es constante para P en la curva. Por lo tanto, la curva es una
elipse.
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Figura 7.14: Hipérbola: segiin el teorema 7.2, las distancias de P a Fy y de P a N son las mismas.
Del mismo modo, las distancias de P a F, y de P a M son las mismas. Dado el Teorema 2, la
distancia de M a N es constante para cada punto P en la curva. Esta distancia es la diferencia
entre la distancia de P a F\ y la distancia de P a F,. Por lo tanto, la curva es una hipérbola.

construcciones usadas en esta parte de la demostracion. O

Planteamiento de problemas

En los cursos de Calculo Integral de varias variables suele aparecer como un ejercicio el
célculo volumen de un sélido que resulta de la interseccién de una esfera y un cono. El cono puede
construirse a partir del circulo que resulta de la interseccién de una esfera con un plano. Claramente
la interseccién de un plano con una esfera es siempre un circunferencia o un punto. Sin embargo la
proyeccion de esta circunferencia en el plano xy puede ser una elipse si el plano de interseccién
no es paralelo al plano xy. Tal elipse resulta ser el limite del drea de integracién para calcular el
volumen requerido. En la siguiente actividad resolvemos como encontrar la férmula de la elipse
que resulta de la proyeccidn en el plano xy de una circunferencia que se encuentra en un plano no
paralelo al xy.

Actividad 7.10 Muestre que la interseccion de un plano con una esfera es una circunferencia
o un punto. Muestre que si el plano de interseccién con una esfera no es paralelo al plano xy la
proyeccion en este plano de la circunferencia es una elipse si la interseccion no es un punto. m

Solucion de la actividad 7.10. No se pierde generalidad si suponemos que la esfera tiene centro
en (0,0,0). Dada la simetria de la esfera basta ver que la interseccion con planos paralelos al plano
z =0 son o bien una circunferencia o bien un punto. Efectivamente, la curva dada por

T S
7=k,

es simplemente una circunferencia como observamos al sustituir z = k en la ecuacién de la esfera:

Ry =r i

7.23
z=k. ( )

Notamos ahora que la ecuacién x? +y? = r?> — k? en (7.23) es una circunferencia en el plano z = k si

> —k? > 0; es un punto si 7> — k? = 0; es el conjunto vacio si 7> — k> < 0 (;por qué?). Se concluye
que si un plano interseca a una esfera la interseccién es un punto o una circunferencia. Note que para
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(b)

(0) (@)

Figura 7.15: (a) El cono € se cruza con el plano & para formar una hipérbola. (b) Esferas
inscritas en cono tangentes al plano £P. (c) Los puntos de tangencia de las esferas con el plano &
son los focos Fi, F> de la hipérbola. P es cualquier punto de la curva. (d) Por el teorema 7.2 las
distancias de P a F1 y de P a N son las mismas. Del mismo modo, las distancias de P a F, y de P a
M son las mismas. Dado el lema 7.1, la distancia de M a N es constante para cada punto P en la
curva. Esta distancia es la diferencia entre la distancia de P a F\ y la distancia de P a F,. Por lo
tanto, la curva es una hipérbola.
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Figura 7.16: Dos vistas diferentes del caso de la pardbola. Segiin el teorema 7.2, las distancias de
PaF ydeP aM son las mismas. El tridngulo MPN es isésceles. Por lo tanto, la distancia de P a
F es la misma que la distancia de P a N. Por lo tanto, la curva es una pardbola.

un plano cualquiera ax + by 4 cz+d = 0 basta colocar uno de los ejes coordenados en la direccion
de la normal del plano (a,b,c), para obtener el mismo resultado que con un plano perpendicular a
uno de los ejes en coordenadas xyz.

Para ver que la proyeccion en el plano xy de una circunferencia colocada en un plano no paralelo
al plano xy es una elipse basta usar un plano oblicuo a uno de los ejes (;qué pasa si el plano no es
oblicuo?, argumente), por ejemplo, el plano ax+ cz+d = 0; a,c # 0. En este caso si despejamos z
se tiene z = —(ax+d)/c y al sustituir en la ecuacién de la esfera tenemos

X4y + (—_(w?d))z =7
ax+cz+d=0.

(7.24)

Lo cual al desarrollar y simplificar en la primera ecuacién nos da
2 2
a 2ad d

El lector debe comprobar (jhdgalo!) que la ecuacién (7.25) corresponde a una elipse de la forma

G-
A2 ’

B2
d2 A2d2
en el plano ax+cz+d =0, si ¥ — — +

—————>~ > 0 (calcule a,A, B). Claramente la ecuacion
2 (2 +d?) (caleu ) "

2 2
—-a
Q + y_2 = 1, define un cilindro eliptico en R? (;por qué?). Finalmente la inteseccién del

cilindro eliptico con eje paralelo al eje z con el plano xy es la elipse que genera al cilindro. Se
concluye que la proyeccion de la circunferencia (7.24) en el plano xy es una elipse. U

La demostracion general de que la proyeccion de una circunferencia en un plano no paralelo
al plano xy es una elipse requiere rotacion de coordenadas en el plano la cual se vera en un
capitulo préximo.

m Ejemplo 7.4 Determine la proyeccion de la circunferencia

4yt +2=1
x+z—1=0,
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(c) (d@)

Figura 7.17: (a) El cono € se cruza con el plano & paralelo a una de las generatrices de cono.
(b) Esfera inscrita en el cono, tangente al plano 2. El punto de tangencia de la esfera con el plano
P es el foco de la pardbola F. (c) &, es el plano donde se encuentra el circulo de tangencia de la
esfera con el cono. La interseccion de P y P, es la linea £, la directriz de la pardbola. (d) Segiin
el teorema 7.2, las distancias desde P a F y P a M son las mismas. Del mismo modo, las distancias
de Pa F,yde PaM son las mismas. El tridngulo MPN es isosceles. Por lo tanto, la distancia de
P aF es la misma que la distancia de P a N. Se concluye que la curva es una pardbola.
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en el plano xy.
Solucién. Si sustituimos z = 1 —x en la ecuacién de la esfera x> +y? + 7> = 1 se tiene

Py (1-x)? = 1
262 —2x+y* = 0
1\* 1
2(x—= 2 = 2
(x 2) Y 2
_ 12 2
(x—3) X — 1

m\»—‘\<

=

La elipse en la dltima ecuacién es la proyeccion de la circunferencia sobre la esfera en el plano xy. m

Superficies cuadraticas y GeoGebra

En la seccién 6.5 vimos como graficar planos y rectas en R? utilizando las herramientas de
Geogebra, una opcion para graficar superficies cuadréticas es escribir directamente la ecuacién en
el recuadro “Entrada”. Una segunda opcidn consiste en escribir las ecuaciones paramétricas de la
superficie, pero esta opcion la trataremos en el proximo capitulo.

Problemas y ejercicios del capitulo

Utilice Geogebra para corroborar sus grificas en cada uno de los ejercicios siguientes.

Nivel basico
1. Resuelva el ejercicio 7.2.
Solucion. .otosv onwno) (9 .ofnuq nu olod (d .s19ted (s
2. Dibuje la superficie
, 2
—+—=1.
X"+ 1 + 9
Dibuje en los planos xy, xz y yz las trazas correspondientes a z = +1,£2, y = +1,+£2,
x=0,£1.
Solucion. .0108V 01109 [s 0 201nuq o0 292qils noa 2sss1 28l sbioaqild (I

3. Dibuje las superficies x*> +z> = y y y* — z> = x. Haga un andlisis completo de las trazas z = k,
y = k, x = k, para todos los valores posibles de k.
Solucidn.x {9 [9 9{9 0o ooilodiaqid shiolodsisq v « 9i9 o sjo moo ooiiqils shilods1sq (S

4. Dibuje los conos x> 4 z% = y2, y> +z> = x%. ;Cudl es su principal diferencia?

Solucion. .29(9 29ing1stib monsii 20000 200 (€
5. Dibuje los cilindros x = 72, 22 —3y?> = 1, y> +- 7> = 4.
Solucion. .01091 18lo1io o1bailio .0oilodisqid otbailio (02ilodsisq otbailiD (B

6. Identifique y dibuje las superficies

2 2 2 2 2 2
“wtate 3 i et
Solucion. .2sjofl 20b ab sbiolod1aqid .sjod snw b shiolodiaqid (¢
7. Encuentre la ecuacién de la esfera con centro en (1,1, 1) y radio » = /2. Dibtjela.
Solucién. S=I—5)+ U= +(1—%)©
8. Encuentre la ecuacién de la esfera que pasa por (2,—1,—3) y tiene como centro el punto
(3,-2,1).

Solucién. B =51 —3)+5(C+)+(E—x) (¥
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9. Encuentre el centro y el radio de la esfera x* 4 (y —2)? + (z+1)> = 2.
Solucién. S\ =+ oibst . (I—,£,0) :0mn9D (8
10. El didmetro de una esfera tiene extremos en los puntos (2,—3,5) y (4,1, —3). Encuentre la
ecuacion de la esfera.
Solucién. de=(I—3)+ I+ +(E+x%) (@
11. Encuentre el radio de la esfera que es tangente a los planos 3x+2y — 6z — 15 =0, 3x 42y —
6z+55=0.
Solucion. .2 =1(0I
Nivel medio
1. Verifique que la linea de interseccion del plano z+ 1 = 0 y la superficie
2 2 2
SR A S
32 18 2
es una hipérbola. Encuentre sus semiejes y sus vértices.
2. Halle los valores de m para los cuales la interseccion del plano
x+mz—1=0
con el hiperboloide de dos hojas
2oy =1
sea: a) una elipse, b) una hipérbola.
Solucién. A > | (d€ .8V > [w| > I (8€
3. Halle la ecuacién de la esfera cuyo centro estd en el origen de coordenadas y la cual es
tangente al plano 16x — 15y — 12z +75=0.
Solucion. Q=545+ (¢
4. Encuentre la ecuacién del plano que pasa por la linea de interseccién de las esferas 2x* +
202 422 +3x—2y+2—-5=0,x>+y* +22 —x+3y—2z+1=0.
Solucién. O=V—3C+8—xc (b
5. Halle la ecuacioén del plano tangente a la esfera (x —3)2+ (y—1)> 4+ (z +2)> =24 en el
punto (—1,3,0).
Solucién. O=2C+s—y—x8(c
6. Encuentre las ecuaciones de los planos tangentes a la esfera x> 4y +z> = 9 que son paralelos
al plano x4 2y —2z+ 15 =0.
Solucion. 0=0—50—C+x 0=0—38—«C+x (0
7. ¢(Cudl es la ecuacidn de la esfera que tiene centro en el plano 2x+y —z+43 = 0 y que pasa
por los puntos (—2,4,1) (—5,0,0)y (3,1,—3)?
Solucién. Or=5(E—3)+ S+ + (I —%)(F
8. Muestre que el hiperboloide de dos hojas

tiene un punto en comun con el plano 5x+2z+5 =0.
Solucién. (0I—-.0.&) (8
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9. Encuentre, si existen, los puntos de interseccion de la superficie y la recta dados

2

X x+1 y—2 z+3
5 = = .

+ % 2 1T 2

Y
3

Solucion. 18292191111 92 oV (@
10. Encuentre el valor de m para que el plano x — 2y — 2z +m = 0 sea tangente al elipsoide

2 2 2
B !
144736 9

Solucion. Bl+ =w (01

Nivel superior
1. Halle la ecuacién de la esfera que pasa por las dos circunferencias

{x2+y2 =25 {x2+z2 =16

y=2; y=3.
Solucién. Ih=S4+5(C+H)+ 5
2. Calcule la ecuacion de la esfera que pasa por los puntos (1,—2,—1), (=5,10,—1), (4,1,11)
y (—8,-2,2).
Solucién. 8= —3)+*r—0)+(C+x) (€

3. Halle la ecuacién de la esfera que es tangente a los planos paralelos 6x —3y —2z—2 =0,
6x — 3y —2z+63 =0, si se sabe que el punto (5,—1,—1) es el punto de contacto con uno de

los planos.
Solucién. Qb =T —5)+5(C—)+(I+x%) (€

4. Dada la esfera (x +2)? + (y — 1)? + (z+5)? = 49, halle los puntos de interseccién con la
rectax = —5+3t, y= —11+45¢, z=9 — 4. Encuentre las ecuaciones de los planos tangentes
a la esfera en tales puntos.
Solucion. 0=0E -84+« E€+x00=1II—-30+«C—x& (b

5. Deduzca una condicién mediante la cual el plano Ax + By +Cz+ D = 0 sea tangente a la
esfera x? +y? + 72 = r2.
Solucién. JQA— =S+ +h) @
6. Cual linea se forma en la interseccion del elipsoide

2 2 2
x* ¥y oz
_— _— —:1
12+ 1 + 3
con el plano

2x—3y+4z—11=0,
halle su centro.
Solucion. (€.1.1—) oo onnsd 009 seqild (0
7. Halle las ecuaciones de las proyecciones sobre los planos coordenados de la interseccién del
paraboloide eliptico
y2 +22=x
y el plano
x+2y—z=0.

Solucion. 0=13,0=x— %2+ P+ % xx onslq Is s1do2 (T
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8. Halle la ecuacién de la superficie que se genera cuando la elipse

2 \2
S +=1
a’ b2
rota al rededor del eje x.
Soluci Soo% %
olucion. '[:Q+§+§(8
9. Halle la ecuacién del cono generado por la rotacién de la recta y = mx, z = 0 alrededor del
eje x.
Solucion. Sfme= S+ S (e

10. Muestre que no existe plano tangente a la esfera x> +y> +z%> —4x+2y —4z+4 = 0 que
contenga a la recta
x+6

2

=y+3=z+1.






8.1

8.2

Introduccion

En este capitulo estudiamos coordenadas alternativas a las coordenadas cartesianas: las coorde-
nadas polares, cilindricas y esféricas. Se recomienda emprender el estudio de estas coordenadas
cuando el lector tenga cierto dominio de las coordenadas cartesianas y no antes.

Coordenadas polares

En coordenadas cartesianas en el plano un punto queda especificado por las proyecciones
ortogonales de un punto a los ejes x, y. En coordenadas polares un punto queda especificado por su
distancia r al origen, al cual ahora llamaremos polo, y por el angulo 6 que forma con el semieje
positivo x, al cual llamaremos, eje polar. Un punto P queda asi especificado como P = (r,0), como
en la figura 8.1.

(_Tv 9)

Figura 8.1: Coordenadas polares.

Mediremos el 4ngulo polar como lo hicimos en coordenadas cartesianas, es decir, se parte del
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eje polar en direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj, los dngulos negativos se
miden partiendo del eje polar en la direccion en las que se mueven las manecillas del reloj. Los
dngulos los mediremos en radianes (ver capitulo 3).

8.2.1 Conversion de coordenadas polares a cartesianas

Dado un punto en coordenadas polares P = (r,0) sabemos que r representa la distancia del
origen al punto, por lo que si se conocen las coordenadas cartesianas del punto, es decir, si P = (x,y)
en coordenadas cartesianas, debemos tener

r=+/x2+y? (8.1

0 = arctan 4 (8.2)
X
Sabemos por trigonometria elemental que

x = vrcosf (8.3)
y = rsenf. (8.4)

Es muy importante para el lector principiante recordar que debe comprobar que al convertir
coordenadas el punto quede en el cuadrante correcto y medir los dngulos con el signo
adecuado, con el fin de obtener correspondencias apropiadas.

m Ejemplo 8.1 Encuentre las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas polares son
P=(1,2m/3).
Solucion. Usamos las férmulas (8.3), (8.4) con lo cual obtenemos

27 1
X r cOS cos — 5
0_1 21 V3
= rsenf=1sen— = —.
Y 3 2
La solucidn estd ilustrada en la figura 8.3 "

Figura 8.2: Coordenadas cartesianas de P(1,27/3).

m Ejemplo 8.2 Encuentre las coordenadas polares del punto cuyas coordenadas cartesianas son
P=(1,1)
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Solucién. Dado que las coordenadas cartesianas de P son x = 1, y = 1 tenemos

ro= V12412=42,
0 ¢ 1 =
= arctan— = —.
1 4
Por lo que las coordenadas polares del punto son P = (ﬂ, m/4). "

Figura 8.3: Coordenadas polares de P = (1,1).

Curvas en coordenadas polares

Una vez que se ha comprendido como transformar coordenadas de puntos en coordenadas pola-
res a coordenadas cartesianas y viceversa podemos emprender el estudio de curvas en coordenadas
polares. Se recomienda que los principiantes comiencen a trabajar sobre papel con coordena-
das polares impresas. Posteriormente procederemos a trabajar con las computadoras, pero
si el lector no ha hecho el trabajo manual de poco provecho le sera el uso de sofisticados
programas graficadores.

Las curvas mds simples en coordenadas polares se obtienen poniendo una de las coordenadas
ya sea r o 6 constantes. Al igual que en coordenadas cartesianas si una variable no aparece en la
ecuacion se sobreentiende que tal variable toma todos los valores posibles sobre R.

Como ejemplo tomamos una circunferencia en coordenadas cartesianas con centro en el origen
de coordenadas y radio ry. En este caso la ecuacion cartesiana es 2+ y2 = rp. Con las ecuaciones
de transformacion (8.3) y (8.4), tenemos:

ro=x>+y* = (rcos0)* + (rsen0)? = r*(cos> 6 +sen’6),
o simplemente
r=rp

es decir, r igual a constante, es la ecuaciéon de una circunferencia con centro en el origen y
radio r( en coordenadas polares. Remarcamos aqui que dado que la variable 6 no aparece en la
ecuacion r = ry se considera que 6 toma todos los valores posibles. Es decir cada circunferencia ¢
con centro en el polo (0,0) y radio ro en coordenadas polares es el conjunto

C ={(r,0):r=ry, —0< 0 <oo}.
Observe que en realidad para describir la circunferencia basta tomar 6 € [0,27), y asi simplemente

¢ ={(r,0):r=ry, 6 €[0,27)}.
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De manera similar, si escribimos 6 igual a constante, digamos
6=c

se obtiene la ecuacion de una recta que pasa por el polo y que forma un angulo ¢ con el eje
polar. es decir, toda recta Z que pasa por el polo (0,0) formando un dngulo constante c, es el
conjunto

X ={(r,0):0 =c,—o0 <r<oo}.

Aqui observamos que dado que se define r como una distancia, » > 0 necesariamente, asi que lo
que se entiende por —eo < r < o0 es que los puntos con —r, r > 0 corresponden a puntos (—r, 0)
como en la figura 8.1.

Obviamente por medio de las ecuaciones (8.3) y (8.4) toda ecuacidn cartesiana tiene una
ecuacion polar equivalente en la cual a veces es posible resolver la ecuacion para alguna de las
variables, como en el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 8.3 Encuentre la ecuacién polar de la parabola y = x2.

Solucién. Por medio de las ecuaciones (8.3) y (8.4) obtenemos al sustituir x = rcos 6,y = r sen 0
en la ecuacién de la pardbola y simplificando:

2

y = X,
rsen® = r’cos’ 0,

sen 6 T
it 0.0 4=
cosZ 0 " r70.67# 2

. sen 0 1

o bien dado que tan 6 = y sec = ——, obtenemos que
cos 6O cos O
r=tanfsecO
es la ecuacién en coordenadas polares de la pardbola y = x. =

Las curvas mds interesantes en coordenadas polares no son las cénicas, sino los ejemplos que
veremos a continuacion.

Ejercicio 8.1 Dibuje la grafica de la curva con ecuacién polar r = 1 —cos 0 la cual corresponde
a una curva llamada cardioide. m

Solucion. Podemos calcular algunos puntos y a partir de ellos trataremos de obtener la gréfica.
Algunos valores de r se han calculado para los d&ngulos mostrados en la tabla 8.1.

Tabla 8.1: Tabla correspondiente al ejercicio 8.1

0 cos® 1—cosH r

0 1 0 0
t/6  .086 0.134 0.134
/3 5 .5 S
m/2 0 1 1
2n/3 -5 1.5 1.5
57/6 -.866 1.866 1.866

T -1 2 2

Dado que el coseno es una funcién par, es decir, cos(—0) = cos 6, (ver capitulo RR), se obtienen
los mismos valores de r para dngulos negativos. Esto quiere decir que la grafica de r es simétrica
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05 1

Figura 8.4: Grafica de r = 1 — cos 0 que corresponde a la cardioide del ejercicio 8.1.

respecto al eje polar, como se muestra en la figura 8.4. También debemos notar que la curva es una
figura cerrada dado que r = 1 — cos 6 es periddica de periodo 27. Es decir r(0) = r(27) = 0. Toda
curva en coordenadas polares donde r es funcidn de 6 es cerrada si y solo si, es periddica.

Actividad 8.1 Estudiaremos ahora algunas de las curvas cldsicas en coordenadas polares cuyas
gréficas en coordenadas cartesianas sin ayuda de una computadora, son dificiles de visualizar.
Sin embargo, como se verd, en coordenadas polares no resultan tan complicadas.
1. Dibuje las graficas en coordenadas polares de las siguientes curvas
a) Espiral, r = 0.
b) Lemniscata, > = sen26.
¢) Rosa de cuatro hojas, r = sen26.
2. Conocida la grifica de 7> = sen26 ;cémo es la grifica de 2 = sen30, y la grifica de
r=sen30?
3. (Qué puede decirse de r*> = sen (n0) y r = sen (n6)?
4. A partir de la grafica de la lemniscata, ;qué puede afirmarse de la grafica de > = a’sen20
dando diferentes valores de a? Obtenga las gréficas paraa =2,—1/2,3.
5. (Como es la grifica de r> = cos (20)? Antes de dibujarla intente enumerar las diferencias
de la curva con sen28 y la curva con cos260, después proceda a dibujar la gréafica.

Solucién de la actividad 8.1. 1) Debemos insistir que las unidades de los dngulos aqui empleadas
son radianes y que el uso de grados no tiene sentido, ya que la ecuacién r = 6 requiere unidades de
longitud en ambos lados de la igualdad para ser coherente. La grafica simplemente representa el
hecho de que r crece sin limite conforme la variable angular 6 lo hace también. Se recomienda al
lector principiante que realice una tabla para esta gréfica de r versus 6 y que la trace sobre papel
polar antes de utilizar computadoras. La grafica correspondiente a esta espiral se encuentra en la
figura 8.5.

Observamos que dado que sen(260) es negativo si 0 € (r/2,w) y 6 € (3/2x,2x) y dado
que 7> > 0, no puede haber gréfica en tales intervalos. Es decir s6lo puede haber gréfica para
0 €[0,m/2]U[r,3/2m].

Una tabla con algunos valores pertinentes se muestra en 8.2. Para la grdfica de r*> = sen (20)
se puede ver la figura 8.7. Note que la grafica para 6 € [r,3/27] es el reflejo de la grafica para
0 € [0,7/2] (;por qué?) por lo que no es necesario hacer una nueva tabla.

Finalmente, para la rosa de cuatro pétalos se puede usar la misma tabla 8.2 salvo que ahora r
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Figura 8.5: Gréfica de la espiral r = 6.

Y
y = sen y = sen 20

054

il

Figura 8.6: Grifica de y = sen (260) comparada con y = sen 6.

puede ser negativo (a diferencia de ) Intente algunos trazos sobre papel polar.

2) Haga una tabla en la que aparezcan valores de r que se encuentran en la grafica 8.9. Con la misma

tabla encuentre los valores pertinentes para > = sen (36) y dibuje la grifica correspondiente.

3) Con las gréficas de r = sen(20) y r = sen(30) que puede inferirse para r = sen (40) y r =

sen (560)? ;Puede hacer una generalizacion para r = sen (n6)?

4) Dibuje las graficas para diferentes valores de a y proceda a hacer inferencias para valores de a en

general. Después compruebe si sus inferencias son validas realizando las graficas que ejemplifiquen

sus inferencias.

5) Las gréficas intercambiando las funciones seno y coseno no pueden ser tan diferentes (;por qué?)

Dibuje varias de ellas, dé razones. U
Una vez que el lector ha realizado algunas gréficas en coordenadas polares es pertinente que

trate de generalizar las nociones de simetria de las curvas en general, a partir de sus experiencias

particulares.

Actividad 8.2 — Simetria de curvas en coordenadas polares. La siguiente actividad es
una guia para deducir patrones de simetria para curvas en coordenadas polares.

1. ¢La gréfica que se obtiene para r = cos 6 es la misma que para r = cos(—6) ;Por qué?

Dibuje la grafica. Qué puede decirse de cualquier curva la cual se obtiene la misma gréfica
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Tabla 8.2: Tabla correspondiente a la lemniscata > = sen (20).

6 sen(20) 2

0 0 0
m/6 860 0.5
/4 1 1
m/3 860 .75
/2 0 0

Figura 8.7: Grifica de > = sen (20).

para 6 que para —07? ;Qué sucede si se cambia r por —r y al mismo tiempo se sustituye
6 por T — 6 en la curva r> = cos (26)?

2. (Qué sucede en la curva r = sen 6 si se sustituye 6 por & — 0? ;Qué sucede en la misma
curva si se sustituye 8 por —6 y al mimo tiempo r por —r? Argumente sus afirmaciones.
Dibuje las gréficas correspondientes.

3. (Qué sucede en la curva > = sen (20) si se sustituye r por —r? ;Qué sucede si se sustituye
6 por T+ 0?

4. Generalice los resultados de los puntos anteriores a curvas en general. Escriba sus conje-
turas.

Solucion de la actividad 8.2. 1) Dado que la funcién coseno es una funcién par se tiene cos@ =
cos(—0) por lo que la grafica de r = cos 6 es simétrica respecto al eje polar como se muestra en la
gréfica 8.10.
2) Dado que

sen(w—0)=senmcosO —senOcosm =senb,

la gréifica de r = sen 6 es simétrica respecto al eje & = 7r/2. Dado que la funcién seno es impar se
tiene sen & = —sen (—6) por lo r = sen 6 no cambia si se sustituye 6 por —6 y al mimo tiempo r
por —r. Por lo tanto la grafica es simétrica respecto al eje 6 = 7 /2. {Dibuje la grifica!

3) La curva r> = sen(26) no cambia si se sustituye r por —r. Tampoco cambia si se sustituye 6 por
7+ 6 (argumente como en el punto 2) anterior). La curva es en este caso simétrica respecto al polo
(0,0).

4) Escriba de la manera més clara posible en forma general las afirmaciones de simetria de curvas
en coordenadas polares obtenidas a partir de los puntos anteriores y haga un resumen en forma de
tabla. U
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Figura 8.8: Grafica de r = sen26.

Figura 8.9: Grifica de r = sen386.

8.3 Coordenadas polares y GeoGebra

Una vez que el lector comprende y es capaz de realizar graficas elementales en coordenadas
polares, se puede proceder a trabajar con computadoras. El programa GeoGebra tiene la opcion de
utilizar coordenadas polares o cartesianas. Para cambiar de coordenadas cartesianas a polares en la
pantalla de inicio de GeoGebra se presiona el boton derecho del ratén con lo cual se despliega el
mend “Vista Gréfica” de la figura 8.11. Con el ratén sobre la opcién “Vista Gréfica ...” del tltimo
renglén se presiona el botén derecho con lo cual se despliega el recuadro “Preferencias” mostrado
en la figura 8.12. Presionando el bot6n izquierdo del ratén sobre la tiltima pestafia en este recuadro
“Cuadricula”, se obtiene la opcién para coordenadas polares que se muestra en la figura 8.13 bajo la
leyenda “Tipo de cuadricula” y poniendo lo opcién “Polar” con la ayuda del ratén.

El lector puede explorar las posibilidades de diferentes cuadriculas polares dentro de esta
opcién, por ejemplo diferentes medidas angulares. Se debe cerrar la pantalla para acceder a la vista
gréfica en coordenadas polares. Una vez que se tienen las coordenadas polares, en la barra “Entrada”
se puede escribir cualquier ecuacién en forma polar. Por ejemplo, se puede escribir r = 1 — cos(0)
(con paréntesis después de “coseno”) para generar una cardioide. Las letras griegas se despliegan
poniendo el cursor en el recuadro “Entrada” alli se verd un pequeiio cuadro en la extrema derecha
con la letra griega “a”, al presionar el botén izquierdo del ratén sobre esta letra se despliega el
alfabeto griego y otros simbolos.
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Figura 8.10: Grafica de r = cos 6.

Vista Grafica

L Ejes
{2 Cuadricula

Barra de Navegacion

&, Zoom >
EjeX: EjeY
Vertodos los objetos

Vista estdndar Ctri+M

¢ Vista Grafica ...

Figura 8.11: Menud de GeoGebra para cambio de coordenadas a polares.

8.4 Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas son una extensién del plano al espacio tridimensional de las
coordenadas polares. De la misma manera en la que a cada punto en el plano se le pueden asignar
coordenadas rectangulares (x,y) o bien coordenadas polares (r,0), a cada punto en el espacio
tridimensional se le pueden asignar coordenadas cartesianas (x,y,z) o bien coordenadas cilindricas
(r,0,z). Ambos sistemas son equivalentes en el sentido de que existen ecuaciones que permiten
transformar coordenadas de un sistema entre si. Efectivamente, si P = (x,y,z) en coordenadas
cartesianas, tenemos que en coordenadas cilindricas P = (r,0,z), donde

ro= \/x*+y? (8.5)

6 = arctanX (8.6)
X

z = Z (8.7)

El lector habrd notado que las ecuaciones de transformacién de coordenadas cartesianas a
cilindricas son las mismas que las ecuaciones polares a las que se les ha agregado la variable z. Por
esta misma razén las transformaciones reciprocas se obtienen ficilmente de las polares:

x = rcosH (8.8)
y = rsenf (8.9)
= z (8.10)
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o
THIREES @

Basico EjeX EjeY Cuadricula

Dimensiones
X Min:|-4.3 X Max|11.16
yMin:|-2.88 ¥ Max: 6.3
EjeX: EjeY
1 1 &

Ejes
[ Wostrar ejes [ Negrita
Color W Estilo de trazo: —> ~
Estilo de etiqueta [] Serif [ ] Megrita [] italica
Barra de mavegacién por pasos de construccidn
[ Wuestra
Botén de reproduccién
Botdn que abre el Pratocolo

Miscelaneas

Color de fondo:

Figura 8.12: Recuadro “Preferencias” para cambio de coordenadas a polares.
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Figura 8.13: Pestafia “Cuadricula” donde se selecciona el tipo de cuadricula polar.

De la misma forma en que las circunferencias con centro en el origen y las rectas que pasan por el
origen tienen ecuaciones simples en coordenadas polares, (es decir, r = constante, 8 = constante
respectivamente), los objetos mas simples en coordenadas cilindricas son las superficies

r = rp>0 (8.11)
06 = 6 (8.12)
Z = 20, (8.13)

donde ry, 8y,z09 son constantes, representan: un cilindro, un plano perpendicular al plano xy que
pasa por el origen de coordenadas y un plano paralelo al xy.

= Ejemplo 8.4 Escriba la ecuacién z = x> — y en coordenadas cilindricas.
Solucién. Por medio de las ecuaciones x = rcos 8, y = rsen 8 se tiene que

22

Z = x =Yy
= r?cos’0—r’sen’0
= r*(cos’ @ —sen’ )

= 7r?c0s26.
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Por lo tanto la ecuacién z = r2cos 26 es la ecuacién buscada en coordenadas cilindricas. "

Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas son la generalizacién de las coordenadas polares a espacios de
dimensién mayor o igual a tres. Como en coordenadas polares, a cada punto se le asigna la distancia
del punto al origen de coordenadas, como un primer pardmetro. Ademas, dado que el espacio es
tridimensional, se requieren dos dngulos para ubicar cualquier punto: el dngulo azimutal que forma
el vector de posicién del punto con el eje positivo z y el dngulo polar que forma la proyeccion del
vector de posicién con el eje positivo x. Las ecuaciones de transformacién son las siguientes.

p = Vy 422 (8.14)

6 = arctan% (8.15)

z
¢ = arccos (\/}W) (8.16)

Las trasformaciones inversas estan dadas por

X = pcosBsend (8.17)
y = psenBsen¢ (8.18)
z = pcoso, (8.19)

donde p >0, 6 € [0,27),y ¢ € [0,7].
Las superficies mds simples en coordenadas esféricas, como debe verificar el lector, son descritas
por las ecuaciones

P = Po (8.20)
0 = 6 (8.21)
o = ¢, (8.22)

donde po, By y ¢ son constantes dadas. Las superficies corresponden respectivamente a: una esfera
de radio pg, un plano perpendicular al plano xy y un cono circular recto con generatriz la recta
que pasa por el origen de coordenadas y paralela al vector (0,0,cos ). Recuerde el lector que
los pardmetros omitidos en una ecuacién, por ejemplo 8 y ¢ en la ecuacién (8.20) se suponen
implicitos y que varian sobre todos los valores posibles, en este ejemplo 6 € [0,27),y ¢ € [0, 7],
por lo que se genera una esfera completa precisamente porque p es constante en este caso.

Ejercicio 8.2 En esta actividad deduciremos las ecuaciones (8.17), (8.18) y (8.19) a partir de
diagramas apropiados. 1) La figura 8.14 corresponde al corte del plano que pasa por P = (x,y,z)
y el origen de coordenadas. Dé razones por las que r = psen¢ y z = p cos ¢. Note que el plano
xy estéd representado por sélo una linea. 2) A partir de la figura 8.15 proporcione argumentos
que muestren que x = rcos 6 y y = rsen 8. Sustituya el valor de r del punto anterior y concluya
(8.17), (8.18) y (8.19). "

Solucién del ejercicio 8.2. Note que los tridngulos formados por los segmentos r, p, y z en la
figura 8.14 y r, x, y en la figura 8.15 son necesariamente rectdngulos. Por lo tanto los argumentos
requeridos son de trigonometria basica. Haga diagramas en el plano xy que hagan evidente este
hecho.
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Plano zy

Figura 8.14: Diagrama correspondiente a la actividad 8.2 problema 1).

Z r
P = (x,y, 2)
P
¢
9 T
4
Plano zy

Figura 8.15: Diagrama correspondiente a la actividad 8.2 problema 2).

m Ejemplo 8.5 Encuentre las coordenadas rectangulares de la superficie cuya ecuacién en coorde-
nadas esféricas es p = 5cos ¢, ;a cudl superficie corresponde?

Solucién. Dado que p = \/x?> +y?>+ 272 y z = p cos ¢ tenemos
p = 5cos¢
R
P
p? = 5z
K+ y2 +72 = 5z
5\* 25
2, .2 _2) 2
X"y + <Z 2) 1
Por lo tanto la superficie corresponde a una esfera con centro en (0,0,5/2) y radio 5/2. .

8.6 Curvas y superficies paramétricas

Hasta el momento solo hemos visto como ejemplos de parametrizaciones las rectas en R? y
rectas y planos en R>. Recordamos que una recta en R? que pasa por P, = (x0,¥0) y es paralela al
vector a = (ay,ay) tiene ecuacién vectorial P = (x,y) = P, +ta, t € R. De donde la ecuaciones
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paramétricas de la recta en el plano estdn dadas por x = xo+taj, y = yo+taz, t € R. Las relaciones
anteriores pueden ser sintetizadas por las expresiones x = x(¢), y = y(¢) donde queda explicita la
dependencia del pardmetro 7. En general las curvas parametrizadas en R? tienen la forma x = x(¢),
y=y(t), z=2z(t). Las tnicas superficies parametrizadas hasta ahora son los planos que pasan por un
punto P, = (x,,¥,,2,) paralelos a los vectores a = (ay,az,a3) y b = (by,by,b3) recordamos que tales
planos tienen ecuaciones paramétricas x = x, +ua; +vb,y =y, +uar +vby y 7 =z, + uaz + vbs,
u,v € R. Las superficies parametrizadas son representadas por ecuaciones de la forma x = x(u,v)
y = y(u,v), z = z(u,v) donde queda explicita la dependencia de los pardmetros u,v, pero mas
atin, las superficies quedan simbolizadas como transformaciones T del plano R? a R3, es decir,
T : (u,v) € R — (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) € R?. En esta seccién daremos més ejemplos de curvas y
superficies parametrizadas que las vistas hasta ahora.

Curvas en el plano y el espacio

Nuestro primer ejemplo de parametrizacion de curvas, es la del segmento que une los puntos
Py = (x0,¥0,20) Y Pr = (x1,y1,21). Claramente el segmento buscado debe estar sobre la recta que
une los puntos la cual tiene ecuacidn

(x,y,2) = Py —t(P1 — Py) = (xo —t(x1 —x0),y0 +1(y1 —¥0),20 —t(21 —20)), tE€R.

Pero no se desea generar la recta completa sino solo un segmento, lo cual se logra si ¢ € [0, 1] (;por
qué?) y de esta manera

X =xp+1t(x] —xp)
y=yo+t(y1—yo) (8.23)
z2=2z20+1(z1 — 20), t€10,1],
es la representacion paramétrica del segmento que va de Py a Pj.
m Ejemplo 8.6 Determine las ecuaciones paramétricas del segmento que vade Py = (—1,3,2) a
Py = (1,2,3) y dibuje la gréfica del segmento.
Solucién. Tenemos de las ecuaciones (8.23) que
X =X +t(x1 —XQ) =—1+2¢
y=yo+t(y1—yo) =31
z=z0+1(z1 —20) =2+1, t €10,1],
son las ecuaciones paramétricas buscadas. "

Es probable que algunos lectores no comprendan realmente como actia el pardmetro ¢ hasta que
se muestran ejemplos como este, donde el parametro varia s6lo en un intervalo finito. El siguiente
ejemplo requiere de las coordenadas de transformacién de coordenadas polares a cartesianas donde
se fija como ¢, el pardmetro angular, pero note que la grafica del ejemplo estd en coordenadas
cartesianas, no en polares.

= Ejemplo 8.7 Parametrice el segmento de la circunferencia de radio r = 3 que vade —m/4 a
7/4 en R2.

Solucidn. La circunferencia completa esta parametrizada por las ecuaciones (8.3), (8.4) con r = 3,
0 =1t € [0,27), para obtener las ecuaciones del arco de circunferencia buscado, debemos tener

t € [—n/4,m/4], es decir
x = 3cost
y = 3sent, te [— , ]

la cual es la parametrizacién buscada. "

&_
&8
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Figura 8.16: Arco de circunferencia de radio r = 3 en el intervalo [—7 /4, /4] del ejemplo 8.7.

Con los ejemplos vistos es fécil prever que si los pardmetros de un plano estdn en un intervalo
finito se obtiene un mosaico como el del siguiente ejemplo.

m Ejemplo 8.8 A cudl superficie corresponde la siguiente parametrizacién, dibuje la gréafica
correspondiente

X=u
y=v
z=u+v, u,v € [0,2]

Solucién. La superficie en cuestién es un paralelogramo dentro del plano (x,y,z) = u(1,0,1) +
v(0,1,1), u,v € [0,2], el cual es un plano que pasa por los puntos (0,0,0), (1,0,1) y (0,1, 1). Tales
puntos deben aparecer en el paralelogramo dado por los pardmetros u,v que varian solo en el
intervalo finito [0, 2]. .

Figura 8.17: Mosaico del ejemplo 8.8.
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Planteamiento de problemas

Una clase de problemas dificiles para los principiantes consiste en encontrar las ecuaciones
paramétricas de una curva a partir de una definicién que incluye movimiento de un objeto. Entre
estos, el mds simple de los dificiles es el problema de la cicloide que presentamos en forma de taller
o actividad.

Actividad 8.3 Un circulo de radio r rueda sin resbalar sobre el eje x en la direccion positiva.
La trayectoria descrita al moverse por un punto P sobre el circulo se llama cicloide. Si se toma
como pardmetro ¢ el dngulo que gira el circulo alrededor de su centro, calcule las ecuaciones pa-
ramétricas x = x(¢), y = y(t) de la cicloide si el punto P se encuentra en el origen de coordenadas
cuando ¢ = 0. "

Solucion de la actividad 8.3. En la figura 8.18 identifique el segmento OA el cual mide rsent y
el segmento OB el cual mide r¢, sobre el eje x. De esta forma, la coordenada x de P corresponde
a x =rt—rsent (;por qué?). Sobre le eje y identifique el segmento r y el segmento rcost, la
coordenada y de P es y = r — rcost (;por qué?).

o

Figura 8.18: Cicloide de la actividad 8.3.

Por lo tanto la cardioide tiene ecuaciones paramétricas

x = r(t—sent)

y = r(l—cost).

Actividad 8.4 Un circulo de radio b rueda exteriormente sin resbalar, sobre la circunferencia
x*>+y? = a®. El conjunto de los puntos P sobre la trayectoria descrita por un punto sobre la
circunferencia rodante se llama epicloide. Determine las ecuaciones paramétricas de la epicloide
sia<b. "

Solucién de la actividad 8.4. Sea P = (x,y) un punto sobre la epicloide (ver figura 8.19). Sea ¢
el dngulo medido en radianes que forma el segmento OC que va del origen de coordenadas al
centro de la circunferencia mévil, sea s el d&ngulo que forman OC con el segmento CP. Dado que la

circunferencia mévil no resbala necesariamente se cumple que at = bs. Asi s = %t. Dado que le
tridngulo OCA es rectdngulo, si denotamos por r el dngulo OCA, tenemos r+t + g = 7, es decir,
r= g —1. De esta forma por trigonometria elemental OA = (a+ b)cost y

Ax = bsen(s—r)

T
= bsen <s+t+§>

a+b
= —b —t .
cos< 5 >
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Por lo tanto para la coordenada x tenemos
x=0A+Ax = (a+Db)cost —bcos <a+bbt> .
Por otra parte, dado que y = (a+ b) sent — bcos(s — r) tenemos
y = (a+b)sent — bsen (a—;;bt> .

Justifique los célculos de la ecuacion anterior. O

\ 0 /Ax

Figura 8.19: Epicloide de la actividad 8.4.

Curvas en el espacio

Después de las rectas y conicas inscritas en planos del espacio tridimensional, la siguiente linea
mds simple en R es la llamada hélice. Esta curva se genera con un punto que se mueve dentro de
un cilindro. Las ecuaciones paramétricas de una hélice se dan en el siguiente ejemplo.

m Ejemplo 8.9 Determine las ecuaciones paramétricas de un puntoP que se mueve en una hélice
inscrita en el cilindro x> 4y = r?, si z =t es el pardmetro de movimiento del punto.

Solucién. Dado que las coordenadas x y y del punto se mueven sobre un circulo debemos tener que
las ecuaciones paramétricas estan dadas por

X = rcost

y

rsent

Efectivamente, se cumple

2 2

x? +y* =r?cos’t +r’sen’t = r*(cos’t +sen’t) = r

la cual es la ecuacién cartesiana del cilindro circular recto con eje dado por el eje z. "

Parametrizacion trivial

Las funciones de dos variables z = f(x,y) tienen por grfica una superficie .’ dada por el
conjunto

S ={(x,y,2) eR*: 2= f(x,y)}.
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Figura 8.20: Hélice dentro del cilindro x> 4y = 1.

Tales superficies admiten la llamada parametrizacion trivial dada por

X = u
y
z = f(u,v), (u,v)€domf,

1%

donde domf es el conjunto de puntos donde esta definida f, llamado dominio de la funcion.

m Ejemplo 8.10 Utilice un programa computacional para obtener la grafica de la funcién z =
sen (xy). Dé la parametrizacion trivial de dicha superficie con u,v en el intervalo [—7, 7] .
Solucidon. La solucién de este ejercicio se presenta en la figura 8.21. En la seccién 8.12 daremos las
instrucciones de como generar esta superficie con GeoGebra. La parametrizacion de dicha figura
esta dada por las ecuaciones

X = u
= v
= sen(wv), (u,v)€|[—m x| x[—m, x|

Note que en este caso el dominio de definicién de la funcién es [—m, 7] X [—7, 7). .

= Ejemplo 8.11 Proporcione la parametrizacién trivial de la superficie dada por z = x> — y?.
Solucién. La parametrizacion de la grafica de la superficie es

X = u
y = v
= =V, (uv)eRL

Observe que en este caso tanto # como v varian sobre todo R al no imponerse ninguna restriccion
en el dominio de la funcién. La gréfica de esta funcion corresponde a la silla de montar mostrada
en la figura 8.22. "

La esfera como superficie paramétrica

Dadas las ecuaciones (8.17), (8.18) y (8.19), podemos definir la esfera en términos de los
pardmetros u,v. Por ejemplo, la esfera de radio r con centro en el origen de coordenadas estd dada
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Figura 8.21: Grifica de la funcién z = sen (xy).

Figura 8.22: Grifica de la funcién z = x> — y? que corresponde al ejemplo 8.11.

por

X = rcosusenv
y = rsenusenv
Z = Frcosw

El lector debe comprobar que con las ecuaciones paramétricas anteriores efectivamente se cumple

que x> +y> 4+ 72 =12

Un ejemplo tipico de aplicacioén de la parametrizaciéon de superficies ocurre en el cilculo
avanzado cuando se requiere, por ejemplo, el volumen contenido dentro de un cilindro que interseca
a una esfera. Desarrollamos este tema en el siguiente taller.

Actividad 8.5 Parametrice la superficie de la esfera x> +y* + z> = 9 que se encuentra dentro
de la parte superior del cilindro x> +y? = 5. "
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Solucién de la actividad 8.5. Si sustituimos x> +y*> = 5 en la ecuacién de la esfera obtenemos

542 = 9
Z =4
z = =£2. (8.24)

Dado que se requiere la superficie en la parte superior del cilindro nos quedamos con z = +2 de
(8.24) 1a cual es la ecuacién del plano donde se encuentra la interseccion de la esfera y el cilindro
dados. Observamos que el pardmetro u varia entre 0 y 27 ya que se genera todo un casquete de la
esfera. Asi que el pardmetro por definir es v . Si hacemos un corte en el plano xz podemos definir v
como se muestra en la figura 8.24. El tridngulo con hipotenusa dada por el radio de la esfera r = 3,

z

il
Figura 8.23: Corte de la esfera x> +y> + z2> = 9 que se interseca con el cilindro x> +y? = 5.
tiene cateto adyacente al dngulo v dado por z = 2. De esta forma
cosv = =,
3

2 2
Por lo tanto v = arccos <3> . Asi el parametro satisface v € [O, arccos (3)} .

Figura 8.24: Parte de la esfera x> 4+ y? + z2 = 9 dentro del cilindro x> 4 y* = 5 de la actividad 8.5.
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Por lo tanto, se tiene la paremetrizacién del casquete dada por

x = 3cosusenv
y = 3senusenv

2
z = 3cosv, u€c|0,2n), vE[O,arccos<3>}

es decir, la parametrizacion del casquete de la esfera dentro del cilindro es la misma que la de

la esfera, pero los pardmetros u,v varian solamente dentro de los valores dados, u € [0,27) y

v € [0,arccos(2/3)]. O
Terminamos esta seccidn con la parametrizacién no trivial del toro de revolucidn.

Actividad 8.6 El centro de un circulo de radio a en el plano xz se mueve sobre una circunfe-
rencia de radio b > a en el plano xy. 1) Determine las ecuaciones paramétricas de la superficie
7, llamada toro de revolucion que contiene todos los puntos sobre la circunferencia mévil. 2)
Dibuje la gréfica del torocona =1, b = 3. "

Solucion de la actividad 8.6. 1) Dado un punto P = (x,y,z) € 7. Sea C el centro de la circunfe-
rencia movil que se encuentra en la circunferencia

5:4:7°
1. X +y? = b2

Sea u el 4ngulo que forma el segmento OC con el eje x, donde O es el origen de coordenadas y sea
v el dngulo que forma el segmento CP con el plano xy. Entonces tenemos

x = (b—acosv)cosu
y = (b—acosv)senu
z = asenv, u€[0,2x),ve(0,2x).
2) El toro correspondiente se encuentra en la figura 8.25. g

Figura 8.25: Toro de revolucién correspondiente a la actividad 8.6 .
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Curvas, superficies y GeoGebra

Ya sea en R? o en R3 las instrucciones para generar curvas y superficies paramétricas en
GeoGebra tiene la misma sintaxis. En la barra “Entrada” de GeoGebra si se quiere generar una curva
se debe escribir Curva [ ], si se quiere generar una superficie, se debe escribir Superficie[].
Dentro de los brackets [] se deben escribir las ecuaciones paramétricas para x, y, etcétera, luego
los pardmetros y, finalmente, el valor inicial y el final de cada uno de los pardmetros.

m Ejemplo 8.12 Utilice GeoGebra para generar: 1) la hélice del ejemplo 8.9 y 2) la superficie
del ejemplo 8.10.

Solucién. Tanto la hélice como la superficie se encuentran en R? por lo que debemos usar las
herramientas 3D de GeoGebra.

1) La hélice se genera escribiendo en el campo “Entrada’:

Curval[cos(t),sen(t),t,t,0, 2xpi]

dado que las ecuaciones paramétricas de la hélice son x = cost, y = sent, z =, en este caso f es
el pardmetro y toma el valor minimo de 0 y el maximo de 27 no olvide que en GeoGebra puede
escribir “pi” para la constante 7.

2) La superficie del ejemplo 8.10 se genera con GeoGebra escribiendo

Superficiel u,v,sen(ux*v),u,v,-pi, pi,-pi,pil]

dado que la parametrizacion (ver el ejemplo 8.10)de la superficie es x = u, y = v, z = sen (uv) con
u€|[—mn,n],ve[—n, x| veala figura 8.26. .

€ senxy.ggb - [m] *

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn. ..

R [ AL L2 DA <D e A @<l N 2ec]| <)

» Vista Algebraica X! | » Vista Grafica 3D X
Superficie

I u A
@ a(u.v) = | v l

\ sen(uv) /

< >

Entrada|Superficie[u, v, sen{u*), 1, -pi, pi, v, -pi, pi] o

Figura 8.26: Ventana de GeoGebra con la superficie del ejemplo 8.12.

Recuerde que basta escribir las palabras “Curva” o “Superficie” en el recuadro “Entrada” de
GeoGebra para que el programa genere las instrucciones para generara la curva o superficie
deseadas. Por ejemplo, al escribir “Superficie” aparece la barra que se muestra en la figura 8.27.

Aqui, por ejemplo, poniendo el cursor sobre la primera entrada <Expresidn> puede escribir
u que corresponde a la ecuacién paramétrica x = u.
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Entrada: Superficie[[TSIl a1 <Expresion>, <Expresion>, < 1>, <Valor inicial>, <Valor final>, < 2 @

Figura 8.27: Barra de GeoGebra con los comandos preestablecidos para generar una superficie .

Problemas y ejercicios del capitulo

Nivel basico

1.

10.

Se dan los puntos P;, P, en coordenadas cartesianas, calcule sus coordenadas polares: P, =
(_370)7 P, = (_\/E)v _\/§>

Solucién. (M- 9 =a.(».&) =1
Dadas las coordenadas polares de los siguientes puntos encuentre las coordenadas cartesianas.
Grafique los puntos con las herramientas para coordenadas polares de GeoGebra: a) (7,7/2),
b) (6,0),¢) (2,7/4)

Solucién. SV .8V) (9.(0,0) (d (V.0) (s

. Halle las coordenadas cilindricas de los puntos a) (0,1,1), b) (6,3,2)

Solucién. (S.(S\Dastots V&) (d . (I.8\x.I) (s

. Halle las coordenadas cartesianas del punto (8,7/4,7/6), dado en coordenadas esféricas.

Solucién. NGV QIS

. Dé la parametrizacién trivial de la curva que corresponde a la gréfica de y = x°. Utilice la

herramienta de GeoGebra para curvas parametrizadas y haga la grafica correspondiente.
Solucién. HAH=ca=x
Utilice GeoGebra para obtener las gréficas de la actividad 8.1.

. Dadas las ecuaciones siguientes que estan en coordenadas cilindricas determine a que tipo de

superficies corresponden y expréselas en coordenadas rectangulares.
a) r=3.
b) 6 =m/4.
Solucién. ¢ = onsld (d .€ = ¢+ *x o1bniliD (s

. Utilice GeoGebra para obtener la grafica de las siguientes curvas dadas en forma paramétrica.

212 213

o R e LU

b) x=3cos’t,y=3sen’t,t € [0,27].
Utilice las herramientas de GeoGebra para generar la superficie cuyas ecuaciones paramé-
tricas son x = usen,v, y = ucosv, z=v, u € [—1,1], v € [0,4]. ;Qué partes de la superficie
determinan los pardmetros u,v?
Indique por qué la siguiente curva estd sobre un toro de revolucién x = (2 + cos(12¢)) cost,
y=(2+-cos(12¢))sent, z = sen(12¢) t € [0,2x]. Utilice Geogebra para graficar la curva, no
olvide usar la opcién para curvas en 3D.

a) x=

Nivel medio

1.

. Encuentre las ecuaciones paramétricas de la elipse

Determine las coordenadas polares de los puntos simétricos respecto al polo a los puntos
dados en coordenadas polares a) (3,74), b) (2,7), ¢) (1,2)
Solucién. (84 0) (2.(0.9) (d . (A\RE-E) (8

. Dados los puntos (8, —2/37) y (6,7/3) en coordenadas polares, encuentre las coordenadas

polares del punto medio.
Solucién. (E\mC—I)

2 yZ

Solucion. O need = B200n=1x
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4. Dadas las ecuaciones (8.17), (8.18) y (8.19) verifique que se cumple la ecuacion p2 =
2 +y*+ 22
5. Exprese en coordenadas cartesianas la ecuacién p + 8sen ¢ cos 8 +4sen @ send —6cos ¢ =0
la cual estd dada en coordenadas esféricas ja cudl superficie corresponde?
Solucién. 0 =30 — b +x8+ S5+ S+ “x s1sted
6. Dadas las ecuaciones siguientes que estdn en coordenadas cilindricas determine a que tipo de
superficies corresponden y expréselas en coordenadas rectangulares.
a) r*+5z2 =25.
b) r=2senb.
c) - =1.
Soluci(')n.'\(h = S+ S otos1 18luotio otbnilio (d .1 = &\ s + 28\ S 4 2Q\ *x sbioaqild (s
I =% — S+ “x sjod 8w sb sbiolod1aqiH (2
7. Exprese las ecuaciones siguientes, las cuales estdn dadas en coordenadas esféricas, en
coordenadas cartesianas y determine a cudl tipo de superficies corresponden.

a) p="7Tcos¢.
b) 6 =m/3.
c) pseng =1.
Solucién. d =S+ %% o1bailiD (0 xE\ = onsld (d 52 = s+ S+ “x s15ted (8
8. Parametrice el cilindro x> 4 7> = 4.
Solucion. Onosen=3 (=1 .0200v=x
. VI S Lo
9. Parametrice el elipsoide 7 + 2 + 2= 1.
Sugerencia. .2s8oi15tes esbssbiooo 2sl sinarisbsiqoiqgs supitiboM

10. Utilice GeoGebra para obtener la grafica de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son
x=t+1,y=1t(t+2). Determine a cudl curva representa.
Solucién. I — % = ¢ slodisd

Nivel superior
1. Un circulo de radio a, rueda exteriormente sin resbalar, sobre la circunferencia x> + y> = a?.
Muestre que el conjunto de los puntos sobre la trayectoria descrita por un punto sobre
la circunferencia rodante es una cardioide. Determine las ecuaciones paramétricas de la
cardioide.
Solucién. g2 n —1n9enl = ¢ AC2000H — 120008 =%

2. Un circulo de radio a rueda interiormente sin resbalar, sobre la circunferencia x> 4+ y> = b El
conjunto de los puntos sobre la trayectoria descrita por un punto sobre la circunferencia
rodante se llama hipocloide. Determine las ecuaciones paramétricas de la hipocloide si a < b.
Solucién. 2= 19z n — 192 (v — &) = 424 200w 41200 (n—d) =<

3. Laposicién P(t) = (x(¢),y(t)) de un proyectil en cada instante ¢ estd dada por x = (v, cos )z,
y= (vosen8)t —1/2gt>, donde v, es la velocidad inicial del proyectil, g es la aceleracién de
la gravedad, igual a 9.8 m/s?. Utilice GeoGebra para realizar las siguientes actividades:

a) Genere dos deslizadores con el peniltimo icono de la barra de herramientas de GeoGe-
bra. Etiquete uno como 6 que tome valores entre 0 y 7r/2 y el otro deslizador como vo
que tome valores entre 0 'y 100.

b) Genere las ecuaciones paramétricas x = (vocos8)t, y = (vosen8)t — 1/2gt%, donde
v, = vo. Obtenga grificas para 0 = n/3, /4, 6, con v, = 40 m/s. Para 6 fijo varie v,
con el deslizador y viceversa.

¢) (Qué obtiene para 6 = 7/2? Dé razones de lo que obtiene.

d) Realice una animacién que muestre la trayectoria de un proyectil donde pueda variar vy
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y 6.

e) Ponga y en funcién de x a cual curva corresponde.

f) Determine a cudl dngulo corresponde el maximo alcance del proyectil para cada v,.
Solucioén. L\R{ .slodiisg (9
Obtenga la ecuacion cartesiana de las siguientes curvas dadas en forma paramétrica. Suge-
rencia: elimine el pardmetro despejando o utilizando identidades trigonométricas apropiadas.

a) x= gcost, y = cos2t.
b) x =asect,y = btant.
5t 5
[EEIR G pre)
Soluciones. 0= —f+5 0.0 ="\ —D\%d.Il -8l =« (8

c) x=

. Un hilo enrollado en la circunferencia x> 4 y> = a® se desenrolla de manera que se mantiene

tangente a la circunferencia en el punto B, donde el hilo se separa de ella. Halle las ecuaciones
paramétricas de la linea que describe el extremo del hilo. Considere que la posicién inicial
de este punto es P = (a,0), con a > 0. La linea asi generada se llama evolvente de la
circunferencia.

Soluciones. (Y2001 —1092)n = ( A01921+ 1200)n =%,

. Muestre que la ecuacién de un cono circular con vértice en el origen y eje en la direccién del

vector unitario u = (uy,up,u3) es
(w1 x+uzy+ M3Z)2 = cos? 9()62 +y? +Z2),

donde 0 es el dngulo entre el eje y y una generatriz del cono. Use coordenadas esféricas
para dar una parametrizacién de este cono. Obtenga una gréfica de la superficie mediante
GeoGebra.
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En este capitulo estudiamos las gréficas de funciones con un enfoque introductorio pensado
para ser aplicado en un curso de célculo diferencial y partiendo de la Geometria Analitica. Algunas
funciones ya han sido tratadas de una manera bésica, como es el caso de las funciones trigonométri-
cas elementales, pero en este capitulo profundizaremos e introduciremos nuevas funciones y las
muy importantes funciones inversas.

Funciones y las ciencias e ingenierias

Las relaciones més simples que ocurren en las ciencias e ingenieria son relaciones de depen-
dencia entre dos variables. Por ejemplo la ley de Boyle establece que a temperatura constante la
presién P de un gas contenido es inversamente proporcional al volumen V' del mismo gas. Si se
denota por k la constante de proporcionalidad se tiene entonces la relacién

P=—.
1%

En este caso se dice que P depende de V. A la variable V se le llama variable independiente y a
la variable P se le llama variable dependiente. Se dice también que P estd en funcion de V. Es
claro que V no puede ser negativa ya que no hay volimenes negativos y la variable V, tomara
valores mayores que 0 y menores V,, donde V, es el volumen méaximo de los recipientes de un
laboratorio dado. O bien, si se desea especular y no se ponen limites superiores al volumen, los
valores permitidos para V, estdn en el intervalo (0,0), a este intervalo en este caso particular se
le llama dominio de la funcién P. Muy relacionado con las funciones es la interpretacion de las
grificas correspondientes. La grifica de funcién P = k/V, con V > 0 corresponde, como sabemos,
a la grafica de la rama positiva de una hipérbola equildtera, la cual tiene por asintotas los semiejes
positivos x, y. La interpretacion de la grafica es muy simple: a temperatura fija si el volumen de un
gas disminuye la presién aumenta (figura 9.1) y si el volumen aumenta la presiéon disminuye.

Como otro ejemplo, mencionamos la ley de caida libre de Galileo la cual establece que la
distancia x medida en metros, recorrida por un cuerpo en caida libre (es decir, sin friccion del aire)
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Figura 9.1: Ley de Boyle .

es proporcional al tiempo transcurrido elevado al cuadrado y estd dada por la relacién

8.2
x= =t
2

donde g =9.8 m/s? es la aceleracién debida a la gravedad de la tierra y 7 es el tiempo medido en
segundos que transcurre desde el instante en el que un cuerpo se deja caer. En este caso la variable ¢
es la variable independiente, x la variable dependiente, y se dice que x depende de ¢, lo cual también
se escribe como x = x(¢), lo cual se lee como “x es funcién de t”. El dominio de la funcién es
el intervalo [0,7,] dado que r = 0 es el instante en el que comienza la caida y 7, corresponde al
tiempo en el que el cuerpo alcanza el suelo. La gréfica de la funcién en este caso corresponde a una
parabola y se muestra en la figura 9.2.

Figura 9.2: Ley de Galileo .

Funciones en general

En general, la Geometria Analitica estudia funciones definidas de manera implicita, por ejemplo
en la relacién x*> +y? = 1. Aquf un primer conflicto de un lector que por primera vez estudia cilculo
diferencial es que esta relacion implicita define dos funciones

y=+V1—-x2
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y

y=—V1-x2

Esta aparente complicacién esconde en realidad una simplificacion. Se desea estudiar en el
Célculo Diferencial correspondencias tales que a un nimero x de un conjunto A, le corresponda
un y sélo un nimero y, de otro conjunto B. Esta simplificacion tiene sustento en el principio
de causalidad de la filosofia heredado a la fisica: a cada causa le corresponde un y sélo un
efecto; o en términos de variables: a cada variable independiente, le corresponde una y sélo una
variable dependiente. Se debe a estas consideraciones el extendido uso de funciones, ademads de la
profunda interrelacién del modelado matemético con las ciencias. Durante largo tiempo se entendid
por funcién solamente la regla de correspondencia entre los elementos x y y, por ejemplo a la
correspondencia y = —+/1 — x2, se le llama funcién. Sin embargo, el concepto abstracto de funcién
del cual se da una definicién formal en el capitulo 1 es hoy dia el més utilizado.

Partiendo de la idea de funciéon como regla de correspondencia entre variables, y que una
variable depende de otra, se pueden definir los conceptos de dominio e imagen de la manera
siguiente.

Definicion 9.1 Sea f una funcién definida por la regla y = f(x), la cual pone en corresponden-
cia a un nimero x € R un dnico y € R. El conjunto A C R, de todas las x para las cuales tiene
sentido la expresion y = f(x), se llama dominio de f y se denota por A = domf. El conjunto
B C R, el cual para cada y € B existe una tnica x € dom f tal que y = f(x), se llama imagen
(o rango) de f'y se denota por B = imf (o rangof). El conjunto de puntos (x, f(x)) € R?, con
x € dom f se denomina grdfica de la funcion.

m Ejemplo 9.1 Determine el dominio, la imagen y la grafica de las funciones definidas por
f(x) = ax, para los casos a > 0,a <0y a=0.

Solucion. Para toda a, se tiene domf = R (;por qué?). Por otra parte, para a # 0, imf = R y si
a =0, imf = {0}, es decir, la imagen de f consta s6lo del punto y = 0. Las grificas de estas
funciones se muestran en la figura 9.3. "

a<0 a>0

-2

Figura 9.3: Funciones f(x) = ax del ejemplo 9.1 .

I Definiciéon 9.2 Supongamos que el nimero x € R, es tal que existe un nimero y € R el cual
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satisface x = y-y = y2. Se define la raiz de x como el niimero y dado, denotado y = /x, es decir,

y = /x siy solo siy? = x.

Observe que por definicion se debe tener x > 0, ya que x =y -y y todo niimero real multiplicado
por si mismo es mayor o igual a cero.

m Ejemplo 9.2 Encuentre el dominio, la imagen y la gréfica de la funcién f definida por la regla
de correspondencia y = —/x.

Solucién. En R las sélo a los nimeros mayores o iguales a cero se les puede extraer raiz cuadrada,
por la definicién 9.2, por lo tanto se debe tener x > 0 y asi, domf = [0, ). Sabemos que la ecuacién
y? = x, representa una pardbola con eje focal el eje x y de esta forma, extrayendo raices, (ver el
capitulo 1) y = ++/x. Por lo tanto y = —,/x representa la rama inferior de esta pardbola. De la
gréfica de f (figura 9.4) podemos concluir que imf = (—eo,0]. .

Figura 9.4: Pardbola del ejemplo9.2 .

m Ejemplo 9.3 Encuentre el dominio, la imagen y la grafica de la funcién f, definida por la regla
de correspondencia f(x) = —v/1 —x2.

Solucién. En R, sélo a los nimeros mayores o iguales a cero se les puede extraer raiz cuadrada por
la definicién 9.2, por lo tanto se debe tener 1 —x? > 0 es decir (1 —x)(1+x) > 0, lo que ocurre

siy solo si—1 <x < 1. Por lo tanto domf = [—1, 1]. Por otra parte sabemos que x*> +y* = 1 es la
ecuacion de una circunferencia por lo que si ponemos y = f(x), entonces y = —v/1 — x?, representa

la semicircunferencia inferior, ya que si x toma valores entre —1 y 1 (—1 < x < 1), entonces
y = —V/1 —x? toma valores entre —1 y 0, (es decir, —1 <y <0). Por lo tanto imf = [—1,0]. La
grafica de la funcion definida por y = —+/1 — x? se muestra en la figura 9.5. "

Funciones potencia

Sabemos ya que la ecuacién y = ax?, representa una pardbola con eje focal el semieje positivo

y >0, si a >0y con eje focal el semieje y < 0, si a < 0. Interpretando la informacién de las
grificas de las funciones f definidas por f(x) = ax?, en términos de dominios e imédgenes, se
tiene que si ponemos y = f(x) entonces f estd definida para toda x en R, de donde para cualquier
a # 0, domf = R. De la grifica de la pardbola sabemos que si a > 0 la pardbola abre hacia arriba
y si a < 0, la pardbola abre hacia abajo, por lo que imf = [0,0), si a > 0 y imf = (—oo,0], si
a < 0. Resumimos esta informacién en el cuadro 9.1. Las graficas de algunas de estas funciones se
muestran en la figura 9.6. El lector debe observar que multiplicar por —1 a una funcién, implica
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Figura 9.5: Semicircunferencia del ejemplo9.3 .

reflejar su gréfica con respecto al eje x.

Tabla 9.1: Dominio e imagen de f(x) = ax?

a dom f im f

a>0 R [0,0)
a<0 R (—o0,0]

Figura 9.6: Grificas de funciones f(x) = ax?.

El siguiente paso para las funciones potencia es explorar que pasa para f(x) = ax>. Claramente,
la operacién de elevar un ndmero x al cubo esta definida para todo nimero real. Por lo tanto,
domjf = R. La principal diferencia con elevar al cuadrado, es que todo niimero negativo elevado al
cubo es negativo (;por qué?). De esta forma imf = R.

En general, paran € N={0,1,2,3,...} se tiene que para f(x) = x", domf = R, pero la imagen
de este tipo de funciones es imf = [0, ), si n es par y imf = R, si n es impar. Una vez que se
ha comprendido cudl es el dominio e imagen de las funciones f(x) = x”", el lector no debe tener
dificultad para obtener el dominio y la imagen de las funciones f(x) = ax", para los casos a > 0y
a < 0. Se deja esta actividad como ejercicio.
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Figura 9.7: Grificas de funciones f(x) = ax’.

Ejercicio 9.1 Dibuje las graficas de f(x) =x° y f(x) =x%. 1) Determine las grificas f(x) = ax’

y g(x) = ax®, paraa=1/2,-1/2,2, 2,3, -3 2) ;Cudl es el dominio e imagen de estas familias
de funciones? 3) Utilice GeoGebra para verificar que sus graficas sean correctas. "

Solucién del ejercicio 9.1. Las graficas de las familias de funciones deben ser parecidas a las
gréficas de la figura 9.7 para x° y a las gréificas de la figura 9.6, para x®. El dominio de estas familias
siempre es R. La imagen de las familias cambia dependiendo si n = 5,8 es par o impar y si a es
positivo o negativo. ([l

Suma de funciones

Una vez que el lector estd familiarizado con las funciones potencia se pueden introducir los
polinomios, para este fin introducimos primero la suma de funciones en general.

Definicion 9.3 Sean f, g funciones. Se define la funciéon suma f + g como la funcién cuyo
dominio es
dom(f+g) =dom fNdomg

y cuya regla de correspondencia estd dada por (f +g)(x) = f(x) + g(x).

Recordamos que la definicién 1.3 corresponde la interseccién de conjuntos “N”, utilizada en la
definicion anterior. Para este y otros temas relacionados con conjuntos remitimos al lector al
capitulo 1.

» Ejemplo 9.4 Determine el dominio, imagen y gréfica de las funciones f+ g, si a) f(x) =

x27 g(x) =2 y b) f(x) = \/;Cv g(x) =-2.
Solucién. a) En este caso dom f = domg = R, por lo tanto

dom(f+g) =domfNdomg=RNR=R.

La imagen de f es imf = [0, o0), pero la imagen de g es solo el conjunto que tiene por elemento
unicamente al ndmero 2. La gréifica de f + g consiste en la grifica de f movida dos unidades por
encima del eje x.

b) En este caso domf = [0,00) y domg = R, por lo tanto

dom(f+g) =dom fNdomg = [0,00) "R = [0, 00).
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En este caso la gréfica de f + g consite en bajar la grafica de f en dos unidades a partir del eje x.
Las gréficas de las funciones de este ejercicio se muestran en las figura 9.8. "

y::c2—|—2

Figura 9.8: Funciones f + g del ejemplo 9.4.

Producto y resta de funciones

Dada la funcién f(x) = x hemos definido la funcién potencia P,(x) = x" la cual en realidad, es
el producto de la funcién f consigo misma n veces. Por otra parte la diferencia o resta de funciones
se define de manera formal a partir de la suma de funciones. El producto y diferencia de funciones
en general, se define a continuacién.

Definicion 9.4 Dadas dos funciones f y g se define la funcién producto f- g = fg mediante
la férmula

(F+8)(x) = f(2) - g()
La funcién resta f — g se define simplemente como
(f—8)(x) = () +(=1) - g(x) = f(x) —g(x).
El dominio del producto y diferencia de funciones es la intersecciéon de dominios, es decir,

dom(f-g) =dom fNdomg =dom(f—g).

m Ejemplo 9.5 Sean f y g definidas por f(x) = /2 —x, g(x) = v/2+x encuentre f - g, f — g, con
sus respectivos dominios y gréficas.

Solucién. Tenemos primero que encontrar los dominios de f y g. Para f, el dominio estd dado
por los x € R tales que 2 —x > 0, es decir, tales que 2 > x, por lo que dom f = (—eo,2]. Para g,
(complete los detalles) dom g = [—2,0). Por lo tanto

domf-g=dom(f—g)=domfNdomg=(—o0,2]N[-2,00) =[-2,2].
Las reglas de correspondencia correspondientes son

(f-8)(x) = VI—x-VIFr= Va—7

(f—g)x)=v2—x—+v2+x.
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Las gréficas correspondientes se muestran en la figura 9.10. El lector debe notar que con los
conocimientos disponibles de Geometria Analitica hasta el momento, para realizar la gréfica exacta
de f — g se requiere de un programa computacional. Por otra parte, el hecho de que la gréfica de
f - g sea una semicircunferencia no le debe ser dificil de comprobar al lector. m

Figura 9.9: Gréficas de las funciones f, g, f-gy f — g del ejemplo 9.4.

Polinomios

La suma y producto de funciones puede extenderse a mas de dos funciones como es el caso de
los polinomios de grado n los cuales pueden estar formados de una suma de » funciones.

Definicion 9.5 Se define una funcién polinomial o simplemente polinomio (o funcién racional
entera) como una funcién de la forma

f(x) =ax" +ap X" aix+ao,

donde ag,ay,...,a,—1,a,, llamados coeficientes polinomiales, son nimeros reales constantes.
La maxima potencia del polinomio 7 se llama grado del polinomio. La gréifica de una funcién
polinomio se llama curva poliniomial o curva polinomia. Claramente, el dominio de toda funcién
polinomial es R.

= Ejemplo 9.6 Determine la grifica de f(x) = (x—2)(x—1)(x+1)(x+2)(x+ 3). Compruebe
que f es un polinomio.

Solucién. Desarrollamos el producto (jhdgalo!) f(x) = (x—2)(x—1)(x+1)(x+2)(x+3) con lo
que se obtiene

flx) =2 43x* =553 — 15x% + dx + 12.
La gréfica del polinomio se muestra en la figura 9.10. "
Ejercicio 9.2 Determine las graficas de las curvas polinomiales de y = ag, y =ajx+ap y
y:a2x2+a1x+ao, donde ag,a;,ar € R n

Funciones racionales

Las funciones definidas por cocientes de polinomios tienen el nombre de funciones racionales.
A continuacion se da la definicién formal.
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h

Figura 9.10: Grifica del polinomio f(x) = x° + 3x* — 5x% — 15x? + 4x + 12 del ejemplo 9.6.

Definicién 9.6 Sean P;(x) = a,x" +a, (X" '+ +aix+ag y Pa(x) = bpxX™ + by 1 X"+
.-+ 4+ b1x+ by polinomios. Una funcién R de la forma

R( ) P](X) a,,x”—i—an_lx”’l—i--“—i-alx%-ao
X)) = = s
Pz(x) bmx’"—i—bm,lxm‘l —|—---+b1x+b0

se llama funcion racional.

@ Observe que el dominio de una funcién racional es el conjunto

domR={xeR:Py(x) #0} =R\ {x: R(x) =0}

Actividad 9.1 Determine el domino, la imagen y la gréfica de las funciones racionales a)

2 3x—1
Bl =5 DR =

Solucién de la actividad 9.1. a) La funcién R; tiene dominio todos los nimeros reales excepto
aquellos para los cuales 3x — 1 = 0, es decir, domR; =R\ {1/3} = (—o0,1/3) U (1/3,0) (;por
qué?). Es claro que R;(x) # 0 para toda x (;por qué?) y por lo tanto imR; = R\ {0} = (—e0,0) U
(0,00). La grafica de la funcién racional se muestra en la figura 9.11.
b) Aqui el dominio de R; no incluye los puntos tales que x+2 = 0, es decir, domR; =R\ {2} =
(—o0,—2) U (—2,00). La figura de la grafica de R, se muestra en la figura 9.12.

No es obvio que imR, = R\ {3} = (—o0,3) U (3,00). En la seccién 10.2 se demuestra que

funciones racionales de la forma R(x) = ax+

. a
, son hipérbolas y que la recta y = — corresponde a
c

una asintota horizontal y por lo tanto imR =R\ {a/c}. O

9.2.3 Cociente de funciones

Conocidas las funciones racionales es conveniente introducir el cociente de dos funciones en
general, el cual se define de la manera siguiente.
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-10 -5 0 5 10 15 20 25

3x—1

Figura 9.12: Funcién Ry(x) = 2 de la actividad 9.1.
x

Definicion 9.7 Dadas dos funciones f y g se define la funcién cociente ! la funcién cuyo
8

dominio es
domg = (dom fNdomg) \ {x: g(x) =0}
y cuya regla de correspondencia estd dada por (f) (x) = fEx;
8 140

= Ejemplo 9.7 Determine el dominio de la funcién h = f/g, si f(x) =3 —xy g(x) =v1—x2.
Utilice un programa computacional para obtener la grafica de g. ;Puede decirse que las rectas
x = =+1, son asintotas de g?

Solucién. En este caso dom f =R y domg = [—1, 1] (el dominio de g es el mismo que el de la
funcion del ejemplo 9.3 diga por qué). Tenemos solo que excluir los puntos donde g(x) = 0, es
decir, debemos quitar x = +1. Por lo tanto

domh = (dom fNdomg)\ {x:g(x) =0} =(—1,1).

Argumente paso a paso por qué domh = (—1,1). La grafica de g se puede observar en la figura
9.13. De la gréfica puede intuirse que las rectas x = 1, x = —1 son asintotas verticales de g. El
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lector puede comprobar (ejercicio 9.3) que si x toma valores cercanos a +1, entonces g(x) toma
valores positivos grandes. Este comportamiento es el tipico del de curvas con asintotas verticales.
Un estudio més profundo de las asintotas requiere del concepto de limite infinito del Célculo
Diferencial el cual no se trata en este libro. "

Figura 9.13: Funcién h(x) = del ejercicio 9.7.

3—x
V1—x2

Ejercicio 9.3 Para la funcién A(x) = del ejercicio 9.7 complete una tabla de valores

3—x
V1—x2
de h(x) para x = + .9, + .99, £+ .999, + .99999, por medio de una calculadora. Dado el
comportamiento de h(x) para estos valores de x, ;puede concluirse que las rectas x = 1 son

asintotas verticales de 7?7 Argumente sus afirmaciones. "

Igualdad de funciones

Para calcular el dominio de operaciones con funciones procedimos primero calculando el
dominio individual de cada una de ellas para proceder después a calcular la interseccién de
dominios y finalmente encontrar la regla de correspondencia de la operacién. El lector podria
preguntarse si no es mas conveniente encontrar primero la regla de correspondencia y proceder
después a calcular el dominio de la operacién a partir de la regla obtenida. Esta prictica no es
recomendable debido a que la cancelacion de factores lleva a cédlculos erréneos. La siguiente
definicién y ejemplos debe dejar claro este hecho.

Definicion 9.8 Dos funciones f y g son iguales si y s6lo si, dom f = domg y f(x) = g(x)
para toda x en el dominio de ambas funciones.

Aqui se debe enfatizar que para que dos funciones sean iguales no basta que tengan la
misma regla de correspondencia, sino que deben tener los mismos dominios. Esta dltima
consideracidn tiende a ser olvidada por los estudiantes primerizos.

m Ejemplo 9.8 Determine si las funciones f y g son iguales para

X 2 X
= e =

x2—1

Solucién. Observamos que x> — 1 = (x— 1)(x+ 1), por lo que dom f = R\ {1, 1}, mientras que
domg =R\ {1}. Es decir, el dominio de f son todos los reales excepto los puntos x = 1 y x = —1,
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pero el dominio de g son todos los reales excepto el punto x = 1. Por lo tanto por la definicién 9.8,
f # g. Por otra parte, después de simplificar las funciones tienen la misma regla de correspondencia.
Efectivamente

(x+1)?
x2—1
(x+1)(x+1)
(x—1)(x+1)
x+1

x—1

= g(x).

fx) =

De esta manera las funciones tienen la misma regla de correspondencia, pero no son iguales. Por
este motivo, como se ha dicho, el dominio de las funciones debe determinarse antes de realizarse
cualquier operacion o simplificacién algebraica. "

N) Aqui el profesor debe tener cuidado y no utilizar programas computacionales para tratar de
validar con graficas el ejemplo 9.8, ya que atn programas tan sofisticados como GeoGebra,
por ejemplo, no distinguen entre las graficas de f y g. Estd es una cuestion sutil, pero sin
embargo relevante en el estudio del Calculo Diferencial, por ejemplo para el calculo de limites
de funciones.

Intersecciones con los ejes y simetria de funciones

Trataremos ahora algunos elementos basicos para dibujar las gréficas de funciones en general.

Intersecciones con los ejes

Dada una funcién y = f(x), la interseccion de la grifica de f con el eje y, se encuentra
sustituyendo x = 0, directamente en la regla de correspondencia. Es decir, la interseccion de la
gréifica de f con el eje y, estd dada por y = f(0). La interseccion de la grafica de f con el eje x
se encuentra sustituyendo y = 0, es decir, se encuentra resolviendo la ecuacién 0 = f(x), lo cual
quiere decir que se deben encontrar los valores de x para los cuales f(x) = 0.

Los casos en los que f(0) no tiene sentido, por ejemplo si 0 no estd en el dominio de f, implica
que la grifica no interseca el eje y. Por otra parte, si la ecuacién f(x) = 0 no tiene solucién,
significa que la grafica de f no corta al eje x. Considerando lo anterior podemos afirmar que dada
una funcién f existen cuatro posibilidades, a) la grafica corta los dos ejes, la grafica corta s6lo el
eje x o solo el eje y, y la grafica no corta ninguno de los ejes. Estas cuatro posibilidades se exploran
en los siguientes ejemplos.

» Ejemplo 9.9 Determine las intersecciones con los ejes de las funciones, a) f(x) = (x —2)(x —
2
Dx+1)(x+2)(x+3),b) g(x) = 1) c) h(x)=+vx—1.

Solucién. a) Tenemos que f(0) = (—2)(—1)(1)(2)(3) = 12, por lo tanto la interseccién de f con
el eje y es y = f(0) = 12. Para encontrar la interseccién de f con el eje x, ponemos 0 = f(x), o sea

(x=2)x—1)(x+1)(x+2)(x+3) =0,
lo cual ocurre si y solo six toma los valores x =2,1,—1, -2, —3.
b) En este caso g(0) =2/(—1) = —2 es la interseccion con el eje y. La interseccion con el eje x
estd dada por la ecuacién g(x) = —— =0, la cual no tiene solucion dado que el numerador de g

3x—1
nunca es cero, ya que es constante e igual a 2. Se concluye que la grafica de g no corta el eje x.
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¢) Para h tenemos h(0) = \/—1, pero —1 no est4 en el dominio de & (;por qué?). Por lo tanto la
grifica de h no corta al eje y. Para calcular la interseccion con el eje x, ponemos A(x) = /x—1=0.
Elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuacion y obtenemos x — 1 = 0, es decir x = 1. Por
lo tanto la grafica de i corta al eje x en x = 1.

Las graficas de estas funciones ya se estudiaron antes, invitamos al lector a que verifique por si
mismo que estas intersecciones son correctas utilizando las herramientas de GeoGebra. "

= Ejemplo 9.10 Determine si la grafica de f(x) = v/ —x* +4x — 3 + 2 interseca los ejes o no.

Solucién. Claramente 0 no pertenece al dominio de f, (compruébelo resolviendo la desigualdad
—x% +4x—3 > 0) por lo que la funcién no corta al eje y. Por otra parte 0 = f(x), no tiene sentido
dado que si lo tuviera, tendriamos v/ —x2 +4x —3 = —2 lo cual no puede ocurrir para ningin
numero real (;por qué?). Por lo tanto, la grafica de f tampoco corta al eje x. Otra manera de
comprobar que la grifica no corta ninguno de los ejes consiste en verificar completando cuadrados
que la grifica de f corresponde a la semicircunferencia superior dada por (x —2)> + (y —2)? = 1,
es decir, la circunferencia de radio » = 1 y centro en (2,2) la cual por supuesto no corta ninguno de
los ejes. La grafica correspondiente a este ejercicio se muestra en la figura 9.14. "

1 y=v-a2+4r-3+2

Figura 9.14: Funcién f(x) = v —x? +4x — 3 +2 del ejercicio 9.10.

Simetrias de funciones

Para funciones con dominios contenidos en R, a cada x en el dominio le corresponde por
definicién, un y sélo un valor de y, por lo que no tiene sentido preguntarse si la grafica de la funcién
es simétrica respecto al eje x. De hecho un criterio necesario y suficiente para que la grafica de una
relacidn sea funcidn, es que toda recta vertical, corte la gréfica de la funcién en a lo més un punto.
Las dos simetrias fundamentales para funciones se estudian en la siguiente actividad.

Actividad 9.2 a) Dadas las funciones f(x) = x* y g(x) = x°. Estudie el comportamiento de
[y gen —x. ;A que tipo de simetria corresponde este comportamiento? b) Ya se conoce un
comportamiento similar para las funciones seno y coseno, dé una definicion general que abarque
los casos de esta actividad y las funciones seno y coseno. c) D€ un ejemplo de una funcién que
no se comporte ni como f ni como g respecto a la simetria, es decir, que no sea par ni impar. s

Solucién de la actividad 9.2. a) Claramente f(—x) = (—x)? = x> = f(x), asf cada punto (x, f(x))
con x € domf tiene un punto simétrico respecto al eje y dado por (—x, f(x)). Por lo tanto la funcion
f(x) = x* es simétrica respecto al eje y. Para la funcion g(x) = x> se tiene g(—x) = (—x)3 = —x* =

—g(x), en este caso se tiene simetria por rotacion respecto al origen, o bien simétrica respecto a
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una reflexion respecto al eje y, seguida de una reflexion respecto al eje x (jcompruébelo!).

b) La funcién seno se comporta como g y la funcién coseno como f, es decir cos(—x) = cosx y
sen (—x) = —senx, por lo que las simetrias de las funciones seno y coseno son las mismas que las
de sus funciones correspondientes g, f. Dado que el exponente de f es par y el exponente de g es
impar a la funcién f se le llama par y a la funcién g se le llama impar. La definicién general se
puede escribir como sigue.

Definicion 9.9 Una funcién f, es par si y solo si satisface f(—x) = f(x) para toda x en el
dominio de f. La funcién f es impar si y sélo si, f(—x) = —f(x) para toda x € dom f.

¢) Un ejemplo de una funcién que no es par ni impar es f(x) = (x — 1)2. Claramente

fx) = (—x =17 = (D) + 1) = (x+1)° # f(x).

Por otra parte, —f(x) = —(x— 1) # f(—x). Por lo tanto, f no es par ni impar. Note sin embargo
que como la grifica de f es una pardbola, la grafica es simétrica respecto a su eje focal (;por qué?),
pero no respecto a ninguno de los ejes x, y. La grafica de f se muestra en la figura 9.15. ([l

Figura 9.15: Gréfica de una funcién que no es par ni impar correspondiente al inciso c¢) de la
actividad 9.2.

Funciones trigonométricas

Conocemos algunas propiedades bésicas de las funciones seno y coseno. Por ejemplo, sabemos
que dichas funciones trigonométricas son periddicas. Por como las construimos en el capitulo 3
sabemos que

dom(cos) = dom (sen) = R,

ademas dado que se cumple la identidad trigonométrica cos?x + sen’x = 1, para todo x € R tenemos
que la imagen de la funcién seno y coseno son iguales, es decir,

im(cos) = im(sen) = [—1,1].

Conocemos ademds del capitulo 3, algunos de los valores que toman estas funciones en varios
puntos de R. Finalmente ademds de muchas identidades trigonométricas, conocemos de la seccién
3.2.2 que la funcién seno es impar y la funcién coseno es par. Con esta informacién podemos ahora
trazar la gréfica de todas las funciones trigonométricas ademads de las del seno y coseno.
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Graficas de las funciones trigonométricas

Para dibujar las graficas de las funciones seno y coseno debemos recordar, como se indicé en
el capitulo 3, que los valores de la variable x corresponden en realidad a arcos de circunferencia.
Podemos imaginar entonces que para cada valor de arco x, se recorta la circunferencia a partir del
punto (1,0) y se desdobla sobre el eje correspondiente. Por ejemplo, 27 sobre el eje x, corresponde
a una circunferencia completa recorrida en sentido contrario a las manecillas del reloj. Mientras
que —2, corresponde a una circunferencia recorrida en el sentido de las manecillas del reloj. En
la figura 9.16 se muestran las graficas de las funciones seno y coseno. Las intersecciones de las
graficas con el eje x, se obtienen de la definicion 3.2 de las funciones trigonométricas sobre el
circulo unitario. Por ejemplo, la funcién seno es cero si x es multiplo de 7. No es dificil visualizar
sobre el circulo unitario que la funcién coseno es cero para miltiplos impares de 7 /2 (jverifiquelo!).

Yy =cosw y=senx

L 12 a Lt r\

Figura 9.16: Gréfica de las funciones seno y coseno.

Ejercicio 9.4 Verifique que los valores que obtuvo en el ejercicio 5 nivel basico del capitulo 3,
se localizan sobre las graficas de las funciones seno y coseno, siguientes los siguientes pasos:
a) Obtenga con las herramientas de GeoGebra las graficas de las funciones seno y coseno, b)
mediante alguna de las herramienta para obtener puntos de GeoGebra localice los puntos de
la tabla del ejercicio 5 mencionado y verifique que se encuentran sobre las graficas, c) en cada
gréfica en los puntos del inciso anterior que no estdn sobre el eje x, trace una perpendicular que
baje del punto al eje x y use la herramienta para medir longitudes para verificar que sobre el eje
x se tiene la longitud de la circunferencia correspondiente como se defini6 en el capitulo 3. =

Para la gréfica de la tangente, recordamos que la funcidn esta definida en términos de las
) ) senx ) . .
funciones seno y coseno, es decir, tanx = —— vy al estar definida como un cociente de funciones, la

funcion tangente no esta definida en los puntos x donde el coseno es cero. Por lo tanto el dominio de
la funcién tangente es el conjunto de todos los reales menos los puntos +7/2,4+3/2x,+5/2x, ...,
es decir

2n+1
dom(tan)—R\{xeR:x—i n2+ T, n—1,2,3,...}.

) 2n+1 .
De hecho las rectas verticales x = + T, n=1,2,3,... son asintotas verticales de la

grifica de la tangente, como se muestra en la figura 9.17 y dado este comportamiento no es
dificil argumentar (jhagalo!) que la imagen de la funcién tangente son todos los reales, es decir,
im(tan) = R.
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Las gréficas de las funciones cotangente secante y cosecante se trabajan en la siguiente activi-
dad.

Actividad 9.3 Para comprender las gréficas de las funciones cotangente cosecante y secante
se pueden seguir los siguientes pasos: a) determine el dominio y la imagen de las funciones
cot, cosec, sec, utilizando el hecho de que estdn definidas como cocientes de senos y, o cosenos,
b) localice las asintotas verticales de cada funcidn, c) obtenga valores de cada funcién para
puntos cercanos a los puntos donde se localizan las asintotas, se requieren puntos que se
aproximen por la derecha y por la izquierda a las asintotas sobre el eje x, d) con la informacién
recabada en los incisos anteriores esboce la grafica de las funciones tratadas en esta actividad. =

Yy =tanzw

=3m/2 — -2 0 w2
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Figura 9.17: Gréfica de la funcién tangente.

Solucion de la actividad 9.3. a) Recordamos que la funcién secante esta definida por la férmula

1 .. .
secx = ——. Asi, el dominio de la secante no incluye los puntos donde cosx = 0, es decir, no

cosx
(2n+ 1w

incluye los puntos x = + ,n=1,2,..., (es decir, los miltiplos impares de 7 /2), llamados

puntos de discontinuidad de la funcién. Se puede concluir que

dom(sec)—R\{xeR:x—i(zn—;l)ﬂ, n—1,2,...}

Para determinar la imagen de la secante observamos que cuando el coseno es positivo, su maximo

valor es uno, por lo que el valor de 1/cos es minimo, por ser el valor reciproco. No es dificil
concluir que cuando el coseno es negativo el maximo valor de la secante es menos uno. Se puede
concluir que la secante no toma valores entre menos uno y uno, es decir,

im(sec) = (—eo, —1]U[1,00).

. . 2n+1)w
b) La secante tiene como asintotas verticales las rectas x = i!

,n=20,1,2,..., las cuales
se encuentran en los puntos en los que la secante no estd definida.

¢) Como ejemplo se muestra una tabla donde se dan los valores de la secante para valores cercanos
a 1/2. Se denota con x™ los puntos cercanos y mayores a x, llamados puntos cercanos a x por la
derecha; se denota con x™ los puntos cercanos y menores a x, llamados puntos cercanos a x por la
izquierda. En el cuadro 9.2 se observa que para valores cercanos, pero menores que /2 la secante

toma valores cada vez mds grandes, para valores cercanos, pero mayores a 7/2 la secante toma
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Yy =secx

w

Figura 9.18: Grafica de la funcién secante.

|
amy 2
i

Tabla 9.2: Valores de la secante para x cercano a los puntos de discontinuidad.

xt sec(x™) X~ sec(x™)
m/2+.01 -100.0017 =m/2—.01 100.0017
r/2+.02 -50.0033 x&/2—.02 50.0033
w/2+.03 -33.3383 m/2—.03 33.3383
w/2+.04 -25.0067 m/2—.01 25.0067

valores cada vez mds grandes en valor absoluto, pero negativos. El comportamiento anterior suele
denotarse como secx — oo six — /27 y secx — —oo si x — /27,

d) La gréfica de la funcion secante se muestra en la figura 9.18. Para determinar las graficas de la
funciones cosecante y cotangente se procede de manera similar a como se hizo con la secante y
la tangente, se recomienda que el lector lo haga por si mismo. Las graficas de la cosecante y la
cotangente se muestran en la figura 9.19.

'
i y=cscx ’
‘

(a)

y=cotx

O
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Figura 9.19: Gréficas de las funciones cotangente y cosecante. En (a) se muestra la cosecante, en
la figura (b) se muestra la cotangente.

Ejercicio 9.5 Haga tablas como la del cuadro 9.2 con los puntos de discontinuidad de las
funciones cosecante y cotangente. Obtenga a mano las graficas de estas funciones a partir de los
datos de las tablas que obtenga.
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Transformaciones basicas de funciones

Hasta el momento sabemos que sumar una constante a una funcién, su grafica sube o baja
respecto al eje x dependiendo si la constante es positiva o negativa. Por otra parte sabemos que
multiplicar por -1, invierte la grafica de una funcién respecto al eje x. Estudiaremos el efecto de
estas transformaciones y otras mas sobre las funciones trigonométricas.

Suma de constantes: f+
Dada la grafica de una funcién f, la grafica de f + b, donde b es una constante dada, es la
misma que la de f trasladada b unidades, hacia arriba si » > 0 y hacia abajo si b < 0.

= Ejemplo 9.11 Obtenga la gréfica de f(x) = cosx+ 3 a partir de la grafica del coseno.

Solucién. Se dibuja la grafica del coseno y cada punto de esta se desplaza 3 unidades hacia arriba.
Note que en este caso imf = [2,4] (;por qué?). La gréfica de este ejemplo se encuentra en la figura
9.20. "

f(z) = cosx + 3

Figura 9.20: Grafica de la funcién del ejemplo 9.11. La linea punteada representa la grafica de la
funcién cosx, a partir de la cual se construye f.

Multiplicacién por constantes: Af
Al multiplicar por una constante, la grafica de una funcion f se contrae o expande dependiendo
si |A| es mayor o menor que uno; ademds, si A < 0, la gréfica se invierte respecto al eje x.

» Ejemplo 9.12 Encuentre la grafica de g(x) = —3cosux.

Solucién. Dado que —3 es negativo, la gréfica del coseno se invierte, dado que | —3| =3 > 11a
grafica del coseno se amplia en tres unidades, es decir img = [—3,3]. La grafica de g se muestra en
la figura 9.21. "

N) Dada una funcién de la forma f(x) = Acosu. a la constante A que multiplica a la funcién
coseno se le suele llamar amplitud de la funcién.

Las operaciones producto y suma se pueden combinar como en el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 9.13 Determine la gréfica de h(x) = —3cosx+ 3.

Solucién. En este caso como conocemos los ejemplos 9.11 y 9.12, es facil determinar que imh =
[0,6] (;como se hace?). Se recomienda al lector hacer una transformacién a la vez, comenzando
por la multiplicacién de las constantes y proceder a sumar la constante. La grafica de este ejemplo
se muestra en la figura 9.22. "
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g(x) = —3cosz

Figura 9.21: Grafica de la funcidn del ejemplo 9.12. La linea punteada representa la grafica de la
funcién cosx.

- -m/2 0 w2 m 3m/2 2m

. h(x) =—-3cosz+3

Figura 9.22: Grafica de la funcién del ejemplo 9.13.

Trasformaciones en el argumento de funciones: f(ax+b)

Supongamos que una funcién u es de la forma u(x) = ax+ b y que se desea conocer la gréfica
de la funcién f(x) = cos(u(x)) = cos(ax+b). En este caso, a la funcién u se le llama argumento
de la funcion coseno y la gréfica puede obtenerse facilmente a partir de la grafica de la funcién
original. Sea f una funcién cualquiera. Para simplificar la exposicion supondremos primero que
a = 1, entonces la constante b desplaza la grafica de f, a la derecha si b < 0 y a la izquierda si
b > 0, exactamente b unidades.

» Ejemplo 9.14 A partir de la grafica de cosx obtenga la grafica de f(x) = cos(x — 7).

Solucién. En este caso, como b = —x la gréfica del coseno debe desplazarse pi unidades a la
derecha, respecto a la grafica de la funcién coseno, como se muestra en la figura 9.23. "

Abhora, continuando con la transformacién f(ax + b) supongamos que b =0y que a # 1. En
este caso podemos saber lo que esta transformacién hace a las intersecciones con el eje x de la
grafica de f, es decir podemos saber que los ceros de la funcidn se alejan o acercan dependiendo de
si |a| es mayor o menor que uno. Aclaramos esta situacion con los siguientes ejemplos presentados
en forma de actividad.
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Figura 9.23: Grafica de la funcion del ejemplo 9.14. La linea punteada representa la grafica de la
funcién cosx.

Actividad 9.4 a) Dibuje la gréfica de las funciones f(x) = cos2xy g(x) = cos(x/2), a partir de
las graficas de cosx. Para este fin, encuentre las intersecciones de f y g con el eje x. Determine
los periodos de las funciones f y g. b) A partir de lo encontrado en el inciso anterior ;qué se
puede afirmar en general para la gréfica de f(ax) y f(ax+b)? n

Solucién de la actividad 9.4. a) En general, para una funcion de la forma cos(u(x)), debemos
escribir, recordando que el coseno interseca el eje x en los puntos x = iw, n=12,...

u(x) = :EW y se procede a despejar x. Por ejemplo, si u = 2x, ponemos

y — i(2n—|—1)7‘l,'
2
. - 1 i(2n+1)n’
2 2
. - i(Zn—Zl)TEj

con lo cual, los ceros de la funcién f(x) = cos(2x) estdn mds cerca entre si, que los de la funcién
cosx. En efecto, los ceros de la funcién f(x) = cos(2x) estdn en x = +7/4,£37/4,..., la grifica
de f se muestra en la figura 9.24.

Para g(x) = cos(x/2) no es dificil deducir conocido lo que ocurre con f(x) = cos(2x), en el
caso de g los ceros de la funcién se alejan, como se deduce de la ecuacién

X 2n+ 1)
A I Lt
2 2
‘= 2 (i (2n+ 1)717>
2
x = £(2n+1)m,
es decir las intersecciones de g con el eje x estdn en los puntos x = 7,437, £57, ..., la grafica

de g se muestra en la figura 9.25.

En la seccién 3.2.2, se defini6 el periodo de las funciones f(x) = senx y g(x) = cosx, para
funciones en general se dice que una funcién f es periddica si existe un nimero minimo p > 0
para el cual, f(x) = f(x+ p) para todo x € R, al niimero p se le llama periodo de la funcién. Si
f es periddica de periodo p entonces la funcién transformada f(u(x)) también es periddica, ya
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Figura 9.24: Grifica de la funcién f(x) = cos(2x) de la actividad 9.4. La linea punteada representa
la grafica de la funcién cos.x.

que se debe tener f(u(x)+ p) = f(u(x)), pero el menor nimero p’ para el cual esto ocurre no es
en general p, es decir los periodos de una funcidén y su funcién transformada, no necesariamente
coinciden. Para las funciones de la forma /(x) = cos(ax) basta encontrar la distancia entre dos ceros
consecutivos de la funcién multiplicado por dos para determinar el periodo (dos ceros consecutivos
no son un periodo completo de las funciones trigonométricas, diga por qué), por ejemplo para
f(x) = cos(2x) se tienen dos ceros consecutivos en los puntos 7 /4 y 5/4x por lo que el periodo es
p=2-|3/4n — n/4| = m. Para la funcién g(x) = cos(x/2) se tiene p=2- |37 — | =4n

Figura 9.25: Gréfica de la funcion g(x) = cos(x/2) de la actividad 9.4. La linea punteada representa
la gréfica de la funcién cosx.

b) Para una funcién f en general ocurre lo mismo que para la funcién coseno, es decir, si la
funcién f cumple que f(xp) = 0, es decir f(x) interseca el eje x en el punto x = xo, se tiene que la
funcién f(ax) interseca el eje x en el punto x = xp/a. O

Ejercicio 9.6 Determine la grafica de f(x) = —5sen(3x+ ) + 5, a partir de la gréfica de
senx, para ello, dibuje las graficas de a) sen(3x), b) sen(3x+ 7), ¢c) —5sen(3x) y d) f(x) =
—5sen(3x+ 1)+ 5, es este orden. .
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Funciones inversas

El lector ha hecho uso de las funciones trigonométricas inversas, por ejemplo para determinar
un dngulo 6 € [—7m/2,7/2] tal que tan® = 1. El lector pudo haber simplemente utilizado su
calculadora en el modo “radianes” y oprimir la tecla “arctan” (o bien “tan~!” de acuerdo al modelo
de calculadora o programa matematico empleado). La funcién “f(x) = arctanx”, (o bien tan—!)
llamada “arcotangente”, es la inversa de la funcién tangente y tiene la propiedad bdsica de que si
Yo = tanx, entonces x = arctanyy, es decir, en términos de aplicaciones la funcién arcotangente,
sirve para resolver la ecuacién yy = tanx, para yg dado, en términos de la variable x.

m Ejemplo 9.15 Calcule el arco x de la circunferencia unitaria para el cual tanx = 1.

Solucién. Sabemos que, por ejemplo, en el primer cuadrante sen (7/4) = cos(n/4) = v/2/2 y por
lo tanto tan(7/4) = 1, es decir, el arco cuya tangente es uno, es x = /4. Se puede concluir que
arctan(1) = /4. .

La notacién “arctan” se prefiere en este libro sobre la notacién “tan~!”. Como debe quedar
claro del ejemplo anterior, la funcién arcotangente determina el arco de la circunferencia
unitaria en radianes a la cual le corresponde un niimero real dado, por lo cual el nombre de
la funcién es pertinente. Algunos estudiantes suelen confundir la notacién “tan~'” con el
inverso multiplicativo de la tangente, es decir, con la cotangente, lo cual debe evitarse a toda
costa.

Una vez comprendido el aspecto practico de la funcién arcotangente, se puede proceder operacio-
nalmente con funciones en general.

Definicion 9.10 Sea f una funcién dada, si existe una funcién g tal que para toda x € domf
se cumple

8(f(x)) =x

se dice que g es inversa de f. De esta manera, la ecuacién y = f(x) puede resolverse para
x, mediante la férmula x = g(y), para toda x en el domino de f, por lo cual debe cumplirse
necesariamente que domg = im f y dom f =img.

No toda funcién f, tiene funcién inversa, para la existencia de inversas se requiere que cada
v, en la imagen de f, exista solo una preimagen x en el dominio de la funcién con el fin de que
la inversa sea efectivamente una funcidn. Este criterio no se satisface, si una recta horizontal
(al menos una) corta la grafica de f en mas de un punto. Por ejemplo, a funcién tangente toda
recta horizontal corta su gréfica en infinitos puntos, por lo que la inversa de la tangente no puede
definirse en todo el dominio de la tangente. Para definir apropiadamente la funcién inversa de la
tangente debe restringirse el dominio al intervalo (—m/2,7/2). Con estd observacién puede darse
la siguiente definicién formal.

Definiciéon 9.11 — Funcion arcotangente. La funcion tangente restringida al intervalo
(=m/2,7m/2) como dominio e imagen, el conjunto R se llama rama principal de la tangente y
tiene una funcién inversa g con dominio R e imagen el intervalo (—x/2,7/2), con la propiedad
g(tanx) = x. La funcién g se llama funcion arcotangente y se denota como g(x) = arctanx, para
toda x € (—m/2,7/2). La funcién arcotangente satisface ademds

y = tan(arctany),

para cada y € R = dom (arctan), es decir, la rama principal de la funcién tangente es a su vez
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I inversa de la funcion arcotangente. La grafica de la funcién arcotangente se muestra en la figura
9.26.

y = arctanz

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-m/2

Figura 9.26: Gréfica de la funcién arcotangente

El ejemplo de la funcién arcotangente sirve para darnos cuenta que restringiendo apropiadamen-
te los dominios de todas las funciones trigonométricas estas restricciones nos sirven para definir
funciones inversas. Esto ocurre en general con todas las funciones. Como ejemplo proponemos el
siguiente ejercicio.

= Ejemplo 9.16 Determine un intervalo apropiado de la funcién f(x) = x en la cual f tenga
inversa, asegurese de que el intervalo sea el mayor posible.

Solucién. La funcién f(x) = x?, definida en todo R, puede restringirse al dominio [0, ) para que
tenga una funcién inversa. Efectivamente, la funcién g(x) = \/x con dominio domg = [0, o) es
inversa de f ya que si y = x2, x > 0, tenemos Vy=2x. "

Aqui aparece uno de los inevitables obstiaculos de los estudiantes de matematicas quienes
determinan por ejemplo, que la ecuacién x> = 1 tiene solo por solucién x = 1, al tomar raiz
cuadrada. Al resolver de esta manera han usado la restriccién de la funcién f(x) = x? en el
intervalo [0,00), esto es sélo parcialmente correcto debido a que, como se sabe, podemos
factorizar 0 = x> — 1 = (x — 1)(x+ 1) por lo que la solucién completa de la ecuacién es
en realidad x = £1. Es mejor insistir en resolver ecuaciones mediante la factorizacién que
mediante el uso de inversas, a menos que el lector tenga bastante madurez como para asimilar
el concepto de dominios restringidos de funciones. Para principiantes, el uso de inversas para
resolver ecuaciones debe limitarse a los casos en los que su uso es inevitable, como en el caso
de la arcotangente.

La funcién inversa del coseno se llama “arcocoseno” y se denota “arccos”, la funcién inversa del
seno se llama “arcoseno” y se denota “arc sen”, para definirlas se requiere restringir el dominio de
las funciones coseno y seno a intervalos donde las relaciones inversas sean efectivamente funciones,
como se hizo en el caso de la funcién tangente, para ello se requiere la siguiente definicion.

Definicion 9.12 — Funcion inyectiva. Una funcién f se llama inyectiva si elementos dis-
tintos de su dominio tienen imagenes distintas, es decir, si a;,ay € dom f'y a; # a, entonces
necesariamente f(a;) # f(az).

Por la proposicion contrapositiva, la definicién anterior es equivalente a que f es inyectiva
si: f(a1) = f(az), implica a; = a,. En nuestro enfoque para los estudiantes novicios no
se requerird que demuestren que una funcién dada arbitraria sea inyectiva o no. Se da la
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definicidn, solo para clarificar el concepto de funcién inversa y establecer condiciones para
su existencia. En una primera aproximacion basta que el lector comprenda que la definicién
formal 9.12, coincide con el criterio de que toda recta horizontal interseca la grafica de la
funcién en sélo un punto.

Podemos verificar que la funcién tangente en el intervalo (—x/2,/2) es inyectiva y que la
funcion f(x) = x? es inyectiva en el intervalo [0, ), en los intervalos donde una funcién arbitraria
es inyectiva se puede definir una inversa, lo cual se realiza en la siguiente actividad para la funcién
seno.

Actividad 9.5 a) Por medio del criterio de la recta horizontal, verifique que la funcién seno no
es inyectiva en R. b) compruebe que la funcién seno restringida al intervalo [—m/2,7/2]
tiene imagen [—1,1] y es inyectiva en dicho intervalo, c) defina la inversa de la funcién
seno, llamada “arcoseno” como la funcién con dominio dom (arcsen) = [—1,1] e imagen
im (arcsen) = [—7/2, /2] como sigue: si y = senx entonces x = arcseny. d) utilice la defi-
nicion anterior para calcular el arcoseno de 0, 1, \@/ 2, e) obtenga la grafica de el arcoseno,

Solucion de la actividad 9.5. a) Observamos la grifica de la funcién seno y que cualquier recta
horizontal que pase por el intervalo [—1, 1] corta la grafica en infinitos puntos.

b) En la gréfica puede verse que toda recta horizontal interseca a la grafica de la funcién seno
restringida al intervalo [—7/2,7/2] en a lo més un punto.

y=senz

o w2 ™ an/2 o w2 o 2 o m2

(@) (b)

Figura 9.27: Grificas de la funcién seno . En (a) se muestra que toda recta horizontal cony € [—1, 1]
corta la gréifica de la funcidn seno en multiples puntos. En la figura (b) se muestra que si restringimos
la funcion seno al intervalo [—7m/2, /2], 1a funcién es inyectiva en este intervalo.

¢) Una definicién de la funcién arcoseno puede ser como la siguiente

Definicion 9.13 — Funcién arcoseno. La funcién seno restringida al intervalo [—7/2, /2]
como dominio e imagen el intervalo [—1, 1] tiene una funcién inversa g con dominio [—1,1] e
imagen, el intervalo [—7/2, /2], con la propiedad g(senx) = x. La funcién g se llama funcién
arcoseno y se denota como g(x) = arcsenx, para toda x € [—m/2,/2]. La funcién arcoseno
satisface ademads

y = sen (arcseny),

paracaday € [—1, 1] = dom (arcsen), es decir, la funcién seno restringida al intervalo [—7 /2, 7 /2]
es a su vez inversa de la funcidn arcoseno.

d) Tenemos que sen (0) = 0, por lo tanto arcsen (0) = 0; sen(7/2) = 1, por lo tanto arcsen (1) =
7/2; sen(7m/4) = +/2/2, por lo tanto arcsen (v/2/2) = /4.
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Yy = arcsenx

Figura 9.28: Grafica de la funcién arcoseno. La linea punteada representa la gréafica de la funcién
seno restringida al intervalo [—7/2,7/2].

e) La gréfica de la funcién arcoseno se muestra en la figura 9.28. O

I Ejercicio 9.7 Repita los incisos a) hasta e) de la actividad 9.5 para la funcion coseno. "

Funciones exponencial y logaritmo

Antes de comenzar el estudio de las funciones que dan nombre a esta seccién, debemos recordar
algunas propiedades de los exponentes. Dado un nimero fijo a € R, se define ¢" como el producto
del niimero a consigo mismo n veces, es decir,

d'=a-a---a,
——

nveces

para a # 0 se define

Si ademds a > 0, se puede definir el exponente 1/n como la raiz n-ésima de a (sin importar que n
sea par o impar) mediante
a'" =/a

Parar,s€Z =1...,—-3,-2,—1,0,1,2,3,...} las leyes de los exponentes son parte de la curricula
de la ensefianza elemental:

y

. - - .
Con la primera de estas leyes y las definiciones de exponentes podemos definir a¢ para cualquier

numero racional p ceQ= {p 1 p,q € Z ¢, efectivamente, se define
q q

at = (a'/9)?.

Una vez que se ha dado significado a la expresion a¢ se desea extender la definicién de a* para
cualquier x € R lo que da pie a una funcién

f=a
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Hasta este momento f esta perfectamente definida para toda x € Q, la pregunta que debe hacerse
el lector es ;como estd definida f para x irracional?, por ejemplo, ;qué quiere decir a¥2? Para
tranquilizar al lector podemos decir que f estd definida para todo niimero real, pero para comprender
cabalmente expresiones como av? se requiere del axioma del supremo, lo cual estd fuera del alcance
de los objetivos de este libro. Nos enfocaremos sin embargo a estudiar las gréficas de estas funciones
y algunas de sus propiedades bdsicas ya que la funcién f es muy importante en matemadticas y

aplicaciones. En la siguiente definicion la funcién f recibe un nombre especial.

Definicion 9.14 Seaa > 0y a # 1. Se define la funcion exponencial de base a denotada exp,
como
exp, (1) = @

para la cual se tiene, dom (exp,) = R, im (exp,) = (0,0).

Propiedades de la funcion exponencial
La funcién exponencial tiene las siguientes propiedades:
i) exp,(0) = 1.
ii) Paratodo x,y € R, exp,(x+y) =exp,(x) -exp,(y) y exp(x-y) = (exp(x))”.
iii) Six <y, entonces exp,(x) < exp,(y), es decir, la funcién exponencial es creciente y por lo
tanto es inyectiva.
iv) Como la funcién exp, es inyectiva tiene, por lo tanto, inversa llamada logaritmo base a,
denotada, log,. La funcién log, tiene, por lo tanto, dom(log,) = (0,0) e imagen im(log,) =
R y se cumple
log,(exp,(x)) = x, paratodax € R

exp,(log,(x)) = x, para toda x € (0,00).

Ademis log,(a) =1y log,(1) =0.
v) Paratoda x,y € (0,0) se cumple que log,(x-y) = log,(x) +log, ().
vi) Paratodo x € (0,%0) y r € R, se cumple que log,(x") = rlog,(x).

= Ejemplo 9.17 Determine el logaritmo: a) base 3 de 81, b) base 5 de 1/25, ¢) base 10 de 1 000
000.

Solucién. a) Dado que 3* = 81 se tiene por definicién que log;(81) = 4. b) Como 572 = 1/25 se
tiene logs(1/25) = —2. ¢) Como 1 000 000= 109, se tiene log,,(1000000) = 6. .

» Ejemplo 9.18 Resuelva la ecuacién 4* = 1/16. Use las propiedades de la funcién log,.
Solucion. Tomamos logaritmos base 4 en ambos lados de la ecuacidn, para obtener por medio de
las propiedades iv), v), vi) lo siguiente

1 1
4x = — = —
16 42
1
< 10g4(4x) = 10g4 (42>
xlogy(4) = log,(1) +logy(4~?)
x-1=0-2log,(4),
Por lo tanto x = —2. Indique que propiedades se utilizaron en cada paso para llegar al resultado
anterior. "

m Ejemplo 9.19 Obtenga las graficas de las funciones 3,4, 5%, por medio de un programa de
computo.
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Solucion. Para usar GeoGebra se escribe simplemente y = 3 A x en el campo “entrada” y se
presiona la tecla retorno para obtener la grafica correspondiente a dicha funcién. Se debe repetir el
mismo procedimiento con cada funcién. La grafica correspondiente a este ejemplo se encuentra en
la figura 9.29. "

y:5.’l
e y=w
........... y:31

Figura 9.29: Grafica de las funciones 3*,4*, 5.

Base ¢

La base mds importante para las funciones exponenciales y logaritmos, histéricamente y por
sus aplicaciones, es el nimero de Euler ¢ =2.71828. .. el cual es un nimero trascendente como lo
es 7. El nimero e es fundamental en matematicas y es una de las constantes universales de mayor
prominencia en todas las ciencias. Las funciones exp, y log, se denotan simplemente como

X

exp, (x) = exp(x) = ¢, log,(x) = log(x).

También suele llamarse al logaritmo base e logaritmo natural y denotarse log(x) = In(x). Las
gréficas de las funciones exponencial y logaritmo base e¢ se muestran en la figura 9.30. El lector
debe observar que el eje x es asintota horizontal de la funcién exponencial y el eje y es asintota
vertical de la funcién logaritmo natural.

-2 -1 0 1 2 3 4 5

y=logx

Figura 9.30: Gréficas de las funciones exponencial y logaritmo naturales.
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m Ejemplo 9.20 La corriente i en un determinado circuito eléctrico estd dada en funcién del

tiempo ¢ por la ecuacién
. E Rt
i=—(l—exp|—+] ],
R L

donde R, E, L son constantes. Despeje la variable ¢ de esta ecuacidn.
Solucién. Primero despejamos la funcién exponencial, para tener

Tomamos logaritmo natural en ambos lados de la ecuacién y utilizamos las leyes de los logaritmos

con lo cual se llega a
Rt Ri
—— = log (1 — l)
L E

Rt Ri
— = —log -
L E

(D)

Recordamos que como el dominio de la funcién logaritmo es dom(log) = (0,0), por lo que la
expresion para t que obtuvimos sélo tiene sentido si 1 — Ri/E > 0. "

= Ejemplo 9.21 El niimero de bacterias en cierto cultivo estd dado por Q = 100¢’, donde 7 esté
medido en horas. a) Determine el nimero inicial de bacterias, b) ;Cudl es el nimero de bacterias
después de una hora y después de un dia?

Solucién. a) El nimero inicial de bacterias se calcula poniendo # = 0 en la ecuacién para Q, asi
Q(0) = 100¢° = 100 bacterias. b) Para conocer la poblacién en una hora se pone ¢ = 1 (dado
que ¢ estd en horas), Q(1) = 100e! =271.828 bacterias, para la poblacién en un dia tenemos
0(24) = 100**=2.6489x 10'2. El lector debe notar el enorme crecimiento de la poblacién en un
dia comparado con la poblacién inicial, esto es una expresién de lo que se conoce como crecimiento
exponencial de una poblacion. "

Actividad 9.6 — Eadem mutata resurgo. La curva en coordenadas polares r = ab? se
conoce como espiral logaritmica. a) Haga una bisqueda de esta curva en internet, investigue la
relacion de esta curva con las espirales en la naturaleza, por ejemplo. la espiral de la concha
del caracol Nautilus, o la disposicién de las semillas en un girasol, o las galaxias en forma
espiral. Investigue acerca de la relacion de la constante durea y la espiral logaritmica. b) Ponga
0 en funcién de r mediante el uso de logaritmos de base b (de aqui viene el nombre de “espiral
logaritmica”). c¢) Dibuje varias gréficas tomando diferentes valores de a y b jqué ocurre para
a = b =17 ;Qué determinan estos pardmetros en el aspecto de la curva? d) Obtenga ecuaciones
paramétricas de esta curva en funcién de 6. "

Solucion de la actividad 9.6. a) Cualquiera de los temas de investigacién sugeridos abre las
puertas de un universo fascinante jbusque y encontrara!
b) Utilizando el logaritmo base b se llega a (jhdgalo!)

0 = log, <2) .

¢) Con las herramientas de GeoGebra produzca dos deslizadores con las etiquetas a y b, los valores
de b deben ser mayores que cero, como sabemos, se recomienda tomar 0.1< b < 5, la constante a
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puede tomar valores positivos o negativos, por ejemplo —2 < a < 2. Escriba en el campo “entrada”,
después de producir los deslizadores, la ecuacion r= abA0 y presione la tecla retorno. Para
a = b =1 debe obtener un circulo (;por qué?). Mueva los deslizadores, experimente y escriba sus
conclusiones. La gréfica de una espiral se presenta en la figura 9.31.

Figura 9.31: Grafica de una espiral logaritmica.

d) Dado que r = ab® podemos poner x = rcos @ = ab® cos 6. Encuentre la ecuacién para y. ([l

Composicion de funciones

Con la expresion g(f(x)) que hemos utilizado para definir funciones inversas, se entiende que
primero se obtiene el valor de f evaluado en x, digamos, y = f(x) y posteriormente se evalda g en
y es decir g(f(x)) = g(y). Este procedimiento es en realidad una operacién de funciones, de hecho
la més importante operacién de funciones, llamada composicion de funciones, denotada por go f'y
definida mediante la férmula

(g0 f)(x) = g(f(x)),
con dominio dom (go f) =dom fN{x: f(x) € domg}.

» Ejemplo 9.22 Dadas las funciones f(x) =3x+ 1y g(x) = /x, encuentre fogy go f, asi como
los dominios de las composiciones.
Solucion. Tenemos que por definicion

(fog)x) = flgx)=f(vx)=3vx+1,
con dom (f og) = [0,e0). Por otra parte,
(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(3x+1) = V3x+1,
con dom (go f) = [~1/3,c0). .

Como muestra el ejemplo anterior en general fog # go f, con lo que se tiene un ilustre
ejemplo de una operacién no conmutativa entre funciones.

Se define la funcion identidad Iy con dominio A mediante la regla I4 (x) = x para toda x € A.
Con la notacién o se tiene que la funcién inversa g de f satisface

gof = Idom(f)'

En este contexto se introduce la notacién g = f~!, lo cual tiene sentido ya que g es un elemento
inverso respecto la operacién composicién de funciones, es decir £~ o f = Ijom 7> de la misma
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manera que Ijomy €s un elemento neutro respecto a la misma operacién, dado que f o ljoms = f. Un
buen ejemplo de lo apropiado de la notacién f~! se presenta enseguida.

3x—2
» Ejemplo 9.23 Encuentre la funcién f de la cual es inversa la funcién f~!(x) = al n-

ox+1
cuentre el dominio y la imagen de f y f~'. Compruebe que las funciones son efectivamente
inversas.

Solucién. Se debe cumplir f~!(f(x)) = x por lo que

_ 3f(x)—2
1
X)) =—F77— =2x.
UCIE
Despejamos f(x) de la ecuacion anterior mediante el siguiente procedimiento
3f(x)—2
fo+1

Tenemos que dom f = R\ {3}, mientras que dom f~! =R\ {—1}. Como sabemos que dom f~! =

x=2
x=3"
efectivamente se tiene f~! o f = x, esta tltima actividad se deja como ejercicio. "

im f~!, el ejercicio queda terminado si comprobamos que al sustituir la expresién para f, f(x) =

Ejercicio 9.8 Dadas las funciones £y f~! del ejemplo 9.23, verifique que se cumple fo f~! =
Iclomf*1 yque f_l of = Idomf . u

Problemas y ejercicios del capitulo

Nivel basico

1. Resuelva los ejercicios 9.2,9.3,9.4 y 9.5.

2. Dibuje la gréfica de f(x) = |x|, corrobore su respuesta con GeoGebra.

3. Con las herramientas de GeoGebra obtenga la grifica de la curva Gausiana dada por
flx)= ¢~ Estudie las simetrfas de la curva, encuentre si existen las asfntotas. Argumente
matemadticamente, realice tablas para valores grandes de |x|.

4. Determine la grafica de la funcién

V—=x, six<O0
fx)=<3, sio<x<1
2x, sil<x<?2

(cudl es el dominio de la funcién?
Solucién. .[£.0) ="\ mob

5. Alas funciones f(x) = x, g(x) = cosx, h(x) = x> y w(x) = v/ se les han aplicado transfor-
maciones elementales, denote con f,g1,h;,w; las correspondientes funciones transformadas
y escriba sus respectivas reglas de correspondencia.
Solucién. S—a\—= (1) S+ 5(C+x%) = (1) 1\ xeoo— = (1) 13 .£+x= (%) |
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10.

11.

12.

13.

y = fi(z)

Determine las intersecciones con los ejes de la funcién F(x) = (2x—1)(x+3)(x—5). Obtenga
la grafica de la funcién manualmente y después verifique con GeoGebra.

Solucién. .(0.2) .(0.£—).(0.8\I) .(2I.0)
Genere cuatro deslizadores en Geogebra con las etiquetas a, b, c,d que varien todos en el
intervalo (—5,5). Escriba en la barra “Entrada” y=axcos (bxx+c) +d y presione la tecla
de retorno. Manipule los deslizadores para obtener diferentes graficas. Describa lo que pasa.
D¢ otros ejemplos de funciones f y genere deslizadores para obtener graficas de funciones
af(bx+c)+d. Escriba sus conclusiones para funciones en general.

. Dadas las funciones f(x) = cosx, g(x) = v/x, determine las funciones f +g, fg, f/g. fog,

go fy sus respectivos dominios.

Solucion.
og)mob .(e0.0) = (2\)mob (e 0] = (303 )mob = (g} )mob = (3 + )rmob
JEO\RE 4 00) S\R(I 4 09)] U= (\

. Sean f(x) =3x—2y h(x) = 6x—5, encuentre una funcién g tal que fog = h.

Solucién. J—x8=(x)g
Encuentre dos funciones f, g tales que la funcién 4 quede expresada como la composicion
h=fog.

a) h(x) = cos(cosx).

b) h(x) = /tanx.

C) h(x) — _cosecx

cosecx+2"°
Solucion.
— (1)3.(S+3)\x = (O (01081 = (x)3 2 = () (d 7200 = ()3 = (I (s
.%.08202
Mediante las inversas trigonométricas encuentre los valores de 6 para los cuales:
a) senf =1/2.
b) cosO =2 /2.
¢) tan® = /3.
Solucién. E\R=00O.MNR=0(d.0\R=0(s

Encuentre una férmula que exprese el volumen V de un cubo como funcién del 4rea A de su
superficie.

Solucién. SEQ\A) =V

Se desea construir una caja sin tapa con una pieza rectangular de cartén que mide 18 por 24
centimetros, quitando en cada esquina cuadrados idénticos de drea x>. Exprese el volumen V
de la caja como funcién de x.

Solucién. A—=8)(x—H) =V
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Nivel intermedio

1.
2.

5. Encuentre la funcién f de la cual f’l(x) =

10.

. Use la funcién arctan para resolver la ecuacién sec

Resuelva los ejercicios 9.6 'y 9.8.
Obtenga el dominio de las funciones siguientes

1
a) f(X):W

Solucidn. Asxd.(EI-)>*%(s

. Determine el periodo de las funciones

f(x)=Acos(ax+b)+B 'y g(x)=Asen(ax+b)+B.

Resuelva el ejercicio 9.7.
x—2

-3

, es inversa, compare con el ejemplo

=

9.23.;Puede generalizar este ejemplo?

. Demuestre que las siguientes funciones son inversas una de la otra.

a) fx)=x3—1,g(x)=Vx+1.

1—x
b = =, e
) 9= s =y
) fx)=v2x—1,g(x)= §x2+§.
Sea f(x) =1—1/(1 —x), calcule f(1/x). Muestre que f es su propia inversa.
2x—2tanx = 4.

Solucién. R+ PMR— =% ¢ "+ EasIos =%
Use logaritmos para resolver la ecuacién para x en términos de y. en los siguientes problemas.
er+e™
a) y= 2
et —e”
b) y= .
)y=2 e
Solucién. (= DO\ («+1))gol =% (d (I + S\, £)gol = % (s

Dibuje las graficas de las funciones siguientes y determine la curva a que les corresponde
cada una. Verifique sus respuestas utilizando GeoGebra.

a) y=-3—v21—4x—x2,

b) y=—7+3%V16+6x—x2.

¢) y=7-3Vxr—6x+13.

Solucién. ) o o
bsiiM (d .2 =+ oibs1 ¢ (€— .C—) 09 o1n9o noo 10i15tNi SivngIstNUTdIMSe (8

slod1dqid snw sb 1onistai smssl (0 .(V— &) 19 o199 109 9eqils s 9b 1oitaque
(V&) no onnso noo

Nivel superior

1.

. . . : - ax+b -
Determine la funcién £ la cual tiene como inversa f ! (x) = T d (qué condiciones deben
cx

satisfacer a, b, c,d para la existencia de la inversa?
Solucién. 0xo53—hn
Demuestre usando la definicién de funcién inyectiva que F(x) = x> es inyectiva.

. Muestre que si una funcién f tiene una inversa f~!, entonces la inversa es tnica.

Xy

Sea f(x,y,z) = PO Determine el dom f.
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10. Céas algebra I

Este capitulo requiere de parte del lector una madurez matemadtica mayor que el resto del
libro. Ha sido pensado como una introduccidn a ciertos temas del dlgebra lineal como lo son
multiplicacién de matrices, transformaciones lineales y el teorema de los ejes principales. Se
recomienda el estudio de los temas aqui incluidos para un primer curso universitario de Algebra
Lineal Aplicada o para un segundo curso de Geometria Analitica. Un enfoque similar que parte de
la geometria al dlgebra puede encontrarse en [1], pero nuestro punto de partida es a partir de los
ejemplos de cénicas. Los teoremas del dlgebra lineal de los cuales se muestran casos particulares
aqui, pueden consultarse en una forma mas general por ejemplo en [8] y en [6].

Multiplicacion de matrices

Como veremos al introducir la multiplicacién de matrices obtendremos simplificacién de
muchas operaciones asi como un marco adecuado para generalizar las rotaciones de R en R?
y obtener los ejes principales de una cénica. Primero, introducimos en R? los vectores columna
o matrices de 2 x 1, es decir, matrices de dos renglones y una columna. Dada la matriz renglén
v=(v; w)de Il x2,lamatriz transpuesta de v, llamada matriz columna y denotada v' es la

matriz
y
yI ="
V2

En general, dada una matriz renglén de 1 x n,
w=(w w2 ... W)
T . .,
se denota con w' , la matriz columna de n x 1 representada por la ecuacién

w1
w2

Wn
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Definicion 10.1  El producto de una matriz renglén v de 1 X n por una matriz columna w’ de
n x 1 esta dada por

wi
w2

w =WV v .. V) [ =viwiFvawa - vaw
Wn
= Ejemplo 10.1 Multiplique las matricesv= (1 2 -4 —1)ywl,siw=(2 7 0 1).

Solucion. Tenemos

wl=(1 2 -4 -1 =1-242-74+(-4)-04+(-1)-1=15.

—_ O 3N

Asi el resultado buscado es vw! = 15. n

Observe que el producto de matrices vw’ es el producto escalar v-w de los vectores

v=(vi,v2,...,vu) y W= (wi,wa,...,w,), los cuales pertenecen a R”, tal producto es una
generalizacién del producto escalar en R? y R3.

Una vez que se comprende la definicién de la multiplicacién de matrices renglén por matrices
columna se puede dar la definicién general para multiplicacién de matrices.

Definicion 10.2 — Producto de matrices. Sean A una matriz de m X s y B una matriz de
s x n. El producto C = AB es la matriz de m x n cuya componente ¢;; es el producto del renglén
i-ésimo de A por el j-ésimo de B. En otras palabras, si A; = (a;1 aip---ajs) es el renglén i-ésimo
deAy

byj
b
Bj= :ZJ ,
by
es el j-ésimo renglén de B, entonces
i1 Ci2 '+ Cin
21 o Con
C—=AB=| cj |,
Cm1 ot Cmn
donde
by;

J
cij=ABj=(an ap--—-ay)| . | =anbij+ - +aibs;.
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m Ejemplo 10.2 Calcule el producto AB para las siguientes matrices
2 -2
06 —1
AB=(1 3 ( )
s 4 2 7 11
Solucioén. Sea C = AB,dadoque Aes 3 x2y Bes2x3tenemosque Ces3x3y
0
C11:A131:(2 —2) 2 :2-0+(—2)-2:—4

C12:A182:(2 —2) <g>:26—|—(—2)7:—2

c3=AB3=(2 -2) (If) =2-(=1)+(=2)-11=-24

=)

C21:A281=(1 3)<>:10+32:6

2

6

22 :Asz = (1 3) <7

>:1-6+3-7:27

c3=AB3=(1 3) (IE) =1-(-1)+3-11=32

o
w
w

|
b
w
ool
w
I
—
9]
|
—_
N—
7 N
-
e
I
9]
~—~
|
—_
SN—
+
—
|
—_
SN—
—_
—_
|
|
—_
o

Podemos concluir que

—4 -2 24
c= 6 27 32
—2 23 -16

es el producto AB.

10.1.1 Formas cuadraticas

Una vez que se ha definido el producto de matrices podemos escribir la ecuacion general de
segundo grado en dos, tres o n variables como producto de matrices.
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Definicion 10.3 Dada la ecuacion general de segundo grado en las variables x,y
Ax*> +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0, (10.1)

donde al menos una de las constantes A o B o C es distinta de cero, se llama forma cuadratica
asociada a la ecuacién (10.1) a la expresién

Q(x,y) = Ax* 4+ Bxy + Cy”. (10.2)
Dada la equacion general de segundo grado en tres variables x,y, z
Ax> +By? +Cz* + Dxy+ Exz+ Fyz+Gx+Hy+1z+K =0, (10.3)
se llama forma cuadratica asociada a la ecuacién (10.3) a la expresion
Q(x,y,z) = Ax> + By* + Cz> + Dxy + Exz + Fyz. (10.4)

Con la notacién de matrices podemos escribir en forma simple las formas cuadréticas.

Lema 10.1 Dadas las formas cuadréticas (10.2) y (10.4) podemos escribir

A B
Qxy) = (x ) <12; g) @) (10.5)
y
A2 2\ /x
Oxyz)=(x y 2|5 B 5||» (10.6)
5 7 C)\z

Ejercicio 10.1 Demuestre el lema 10.1. Observe que la demostracién es s6lo una aplicacién
de la multiplicacién de matrices. "

» Ejemplo 10.3 Escriba la forma cuadrética Q(x,y,z) = x% +y% 4+ 27% 4 2xy como producto de

matrices.
Solucién. Los coeficientes de la forma matricial sonA=1,B=1,C=2,D=2y E =F =0 por
lo tanto
1 1 0\ /x
Ox,yz)=x y z)(1 1 0]y
0 0 2 Z

El lector debe comprobar multiplicando las matrices que efectivamente la forma cuadratica corres-
ponde al producto dado en este ejercicio. "

10.2 Rotacion de ejes

La rotacion de ejes es fundamental para comprender los temas principales de este capitulo. El
resultado clasico lo presentamos en forma de lema a continuacion.
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Lema 10.2 Supongamos que los ejes de coordenadas se rotan un dngulo 6 alrededor del origen
de coordenadas. Sea P = (x,y) las coordenadas del punto en el sistema de coordenadas x, y. Sea
P = (x',)") las coordenadas del punto en el sistema rotado. El cambio de coordenadas estd dado

por el producto
X cos® —senB) (X
(y) a <sen9 cos 6> (y’) (10.7)

A= cos6 —senb
~ \sen®  cosH

en la ecuacién (10.7) se llama matriz de cambio de coordenadas.

La matriz

Demostracion. Sean los ejes x, y, X',y como en el la figura 10.1. Sea ¢ el dngulo que forma el
vector de posicion del punto P respecto a los ejes X'y’ y sea r = ||P||. Por trigonometria elemental
tenemos

x=rcos(60+¢) (10.8)
y=rsen(6+¢) (10.9)
X = rcos @ (10.10)
y =rseng. (10.11)

Sabemos de la seccién 3.2.3 la férmula del seno y coseno para suma de dngulos, de donde al

L Yy
N
\
\
\
X o P
\
\
\ HE v
\ S PR
\\ r v z
\ s
\ P
\ d) PR
\ -7 :
\ :
\ 9 H
= ©
-7 N
-7 \ z
~
// \
// \
-7 \
-7 \

Figura 10.1: Figura correspondiente al lema 10.2.

desarrollar dichas formulas se obtiene

x=rcos(6+¢)=rcosOcosp —rsenOsenq (10.12)
y=rsen(0+¢)=rsenOcos¢ +rsen¢cosb. (10.13)

Sustituimos (10.10) y (10.11), en las ecuaciones (10.12) y (10.13) para obtener

x = x'cosf—y'send (10.14)
y = x'sen@+y cos. (10.15)



10.3

232 Conicas y algebra lineal

El lector puede verificar que las ecuaciones (10.14) y (10.15) se obtienen al multiplicar las matrices
en (10.7). |

m Ejemplo 10.4 Por medio de una rotacién de ejes reduzca la ecuacién xy = 1 a la forma canénica
de la ecuacion de una hipérbola.
Solucién. Sustituimos en la ecuacién xy = 1 las ecuaciones (10.14) y (10.15) con lo cual obtenemos

1= (x"cos®—y'senB)(x'send +y cos )
= (x> —y*)cos B sen @ +x'y'(cos® @ —sen?).  (10.16)
Si queremos eliminar el término con x'y’ en la ecuacion (10.16) debemos tener
cos® 0 —sen’6 = cos(20) =0

o bien, cos(26) = 0, lo cual ocurre en el intervalo [0, 7], si 26 = 7 /2, es decir, si 6 = /4. Dado
que cos(7t/4) = sen (7/4) = 1/2/2, tenemos la ecuacién transformada
X Y
A
2 2 ’
la cual corresponde a la hipérbola en los ejes x’, y' los cuales forman un dngulo de 7t /4 con los ejes
X, y, como en la figura 10.2. "

Figura 10.2: Figura correspondiente al ejemplo 10.4.

Ejercicio 10.2 Muestre mediante una rotacién de ejes adecuada que la funcién racional

b
(x) = ax::_—d, corresponde a una hipérbola para valores apropiados a, b, c,d. Muestre también
cx

que las rectas x = —d/c 'y y = a/c corresponden a las asintotas de la hipérbola. "

En la siguiente seccidn introduciremos el contexto general de matrices ortogonales para enunciar
el teorema de los ejes principales para conicas, superficies cuadréticas y formas cuadréticas en
general.

Matrices ortogonales

Requerimos una serie de conceptos bdsicos relativos a matrices enunciados en la siguiente
definicion.
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Definicion 10.4 Se define la matriz identidad I,, como la matriz de tamafio n X n cuya
diagonal principal tiene s6lo unos y en todas las otras componentes sélo ceros.

Dada una matriz A de n X n su matriz inversa denotada A~! es una matriz tal que AA~! =
ATTA =Ty

La matriz transpuesta de A denotada A7 es la matriz cuyos renglones son las columnas de A.

Una matriz A de n X n es ortogonal si sus renglones son vectores ortogonales y de norma
uno.

Para matrices ortogonales se tienen las siguientes equivalencias.

Teorema 10.1 Para una matriz A de n X n, los siguientes enunciados son equivalentes.
i) A es ortogonal.
i) A7 =AT.
iii) AT es ortogonal.

m Ejemplo 10.5 Muestre que la matriz A de cambio de coordenadas en (10.7) es ortogonal.
Compruebe las equivalencias del teorema 10.1.
Solucién. En efecto, los renglones de la matriz son equivalentes a los vectores (cos 6, —sen ) y
(senB,cos 0) los cuales claramente son ortogonales (muestre).

Mostraremos ahora que ATA=1,,.

ATA — cos@ senf cos® —sen6
o —sen 0 cosO/ \sen0 cos 0
_ cos? 0 +sen’ 0 —cosBsen O +cosBsen O
- —cosOsen O + cos Osen O cos”? 0 +sen’ 0
_ 1 0
o 0 1
= by

Con lo cual quedan demostrados 1) y ii) del teorema 10.1. "

Una vez que se conoce que A es la inversa de A podemos encontrar la trasformacién de cambio
de coordenadas inversa del lema 10.2, simplemente

AT <x> B < cos 6 sen9> (cose —sen6> (x’)
y) —sen® cosB /) \senB cos6 ) \y
x/
- (y>

es decir la transformacién inversa es simplemente

X\ [ cosB senB) [x
y')  \—sen® cos6/) \y
Matrices y transformaciones

Dada la matriz A de cambio de coordenadas se puede definir una transformacién Ry, tal que al
aplicarla a un vector dado v = (x,y) rote el vector un angulo 6. La transformacién se define como

Rov] = AT — (cos@ —senG) (x) (10.17)

sen 6 cosB /) \y

Observamos que también Rg puede ser definida como

Rolv] = vAl =(x y)< (10.18)

cosO senO
—sen@ cosO )’
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= Ejemplo 10.6 Rote el vector (1, 1) un dngulo de /2.
Solucién. Dado que cos(7/2) =0y sen(7m/2) = 1, tenemos

0 -1\ /1
(-1
N 1
Asi el vector rotado debe ser (—1,1) como era de esperarse. "

Ahora podemos enunciar el resultado principal de este capitulo.

Teorema 10.2 — Teorema de los ejes principales. Dada la forma cuadrética (10.5) existe
un sistema de coordenadas x’, y’ en R? tal que

Q(-x7y) = Q(-xlvyl) = Aflxl2 oy 2r2y/2

para ciertos nimeros reales A;,A,. Similarmente para la forma (10.6) existe un sistema de
coordenadas x’, y/, 7/ en R? tal que

Q(Xaya Z) = Q(xlvylazl) = A'1xl2 +)LZy,2 +A'3Z,27

para ciertos nimeros reales A1, A5, A3.

N) Este capitulo es meramente introductorio, como se sabe los nimeros Ai(i=120i=1,2,3)
son los llamados valores propios de las matrices asociadas a las formas cuadréticas dadas y
los vectores propios correspondientes proporcionan el sistema de coordenadas sugeridos en
el teorema 10.2. Esto es desde el punto de vista del dlgebra lineal. Desde el punto de vista
de la geometria lo relevante es que existe una rotacion de ejes tal que la ecuacion general de
una cénica o de superficie cuadratica con términos mixtos xy, etcétera, puede verse como una
ecuacion general canonica sin tales términos. En este libro se parte de la intuiciéon geométrica
y desde esta perspectiva se introducen las nociones del dlgebra lineal de vectores y valores
propios y no al revés, como suele hacerse en los libros de dlgebra lineal. Al final de esta
seccidn se demuestra el teorema de los ejes principales para R", n > 2.

Con lo que sabemos ahora de las matrices de cambio de coordenadas, podemos demostrar el
teorema 10.2 llamado de los ejes principales, para formas cuadréticas de dos variables.

Actividad 10.1 1) En la ecuacién (10.5) introduzca una rotacidn apropiada con un dngulo 0
por determinar. 2) Realice las operaciones y calcule 6 tal que la matriz que resulte para Q(x',y')
sea diagonal. "

Solucién de la actividad 10.1. 1) Dada la ecuacién

own -6 (3 3)(3):

sustituimos (x y)y (x y)? por rotaciones apropiadas para obtener Q(x’,y’),

N, cosO senB)\ [A g cos® —senB) [«
QW,y) = (x y)<—sen9 0059) (g B)\sen® cos®)\y )’

2) Desarrollamos el producto de matrices de 2 x 2 en la expresién para Q(x',y)
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cosO senB)\ (A % cos® —senf)
—sen6 cos®)\5 B)\sen® cos6)
B [Acos? 6 4+ Csen?6 — Bcos Osen 0] [(A—C)cosBsen6 + & (cos? 6 —sen?6)]

N ([(A —C)cos Osen 6 + 5 (cos? 6 —sen?6)] [Ccos? O +Asen?0 + Bcos Osen 0] ) ’
(10.19)

asf la matriz (10.19) es diagonal si y sélo si
B
(A—C)cosBsen + E(cos2 6 —sen’6) = 0.

Si A = C, como basta considerar 6 € [0,7/2) y como B # 0, tenemos cos = sen 6, es decir,
0 = /4 o bien, si C # A, tenemos

B _ 2cos Osen O
C—A cos20 —sen26’

Dadas las identidades trigonométricas sen (20) = 2cos @sen 6 y cos(20) = cos> 6 — sen?8, obte-
nemos que

es decir, la matriz Q(x',y’) es diagonal si

1 B
0 = —arctan| —— | .
2 <C—A>

Se concluye el teorema de los ejes principales para Q(x,y) si ponemos

A1 =Acos®> 0 +Csen’6 — Bcos Osen 0 (10.21)
Ay = Ccos® 0 +Asen’6 + Bcos Osen 6. (10.22)

Observe que dado que B # 0, A; en (10.21) y A, en (10.22), son nimeros reales positivos, diferentes
entre si. g

Una vez comprendida la parte geométrica del teorema de los ejes principales se puede proceder
a generalizar lo realizado, pero desde una perspectiva meramente algebraica. Procedamos primero
resumiendo lo visto hasta ahora, pero antes veamos un ejemplo.

= Ejemplo 10.7 Describa la cénica cuya ecuacién es 2x* + 6xy + 10y> = 11.
Solucién. Dado que A =2, B =6y C = 10 tenemos que el indicador I = B> — 4AC = 36 —
4(2)(10) < 0 corresponde a una elipse. Dada la ecuacién (10.20) tenemos que

B 3
@an20 = — =2
an C—A 4

De donde podemos construir un tridngulo rectdngulo con catetos de longitud 3 y 4 y por el teorema
de Pitdgoras tendria hipotenusa de longitud v/32 442 = /25 = 5. Podemos concluir que

4
20 =-
COS 3

y de las férmulas de dngulo mitad de la actividad 3.2

Sene_\/l—cos29_\/1—4/5_ 1
B 2 B 2 V10
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\/1+cos29 \/1+4/5 3
cosO = = = .
2 2 V10

De las férmulas (10.21) y (10.22) se concluye que

236

9 1 1 3 184+10—18
A=2-—+10-——6 = =1
! 1070 /o vio 10
L, 1.3 1o _

9
A=10-—+42- —4+6——=— =
? 10710 °Viovio 10
2
Por lo tanto la ecuacion de la elipse en los ejes X'y’ es 1 +y"2 =1 1a cual es ilustrada en la figura
|

10.3.

Figura 10.3: Elipse correspondiente al ejemplo 10.7.

Demostracion general del teorema de los ejes principales
Hemos visto que la matriz asociada a una forma cuadrética Q(x,y) puede escribirse como una

forma cuadratica Q(x’,y") donde la matriz correspondiente es una matriz diagonal, esto ocurre si
cosO® senb) (A g cos® —senf) (A O
—sen@ cos0O % B/ \sen@ cos@) \0 A

O bien al multiplicar por la inversa del lado izquierdo

5 B sen 0 cos O
_ (Mcos@® —Aysen
~ \Assen@®  AycosB )’

A g cos® —senB ~ [cos® —senB) (A O
B ~ \sen®  cos6 0 A

de donde obtenemos las relaciones

A B cos 6 cos 0
2 _
(g B) (sen9> =M (sen@) ’ (10.23)
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B
3 —sen6@) —sen 0
( B) ( cos 6> =4 ( cos 6> ' (1024

Las relaciones (10.23) y (10.24) dan pie a la siguiente definicién.

SN

Definicion 10.5 Dada una matriz M de n X n un vector v # 0 se dice vector propio de M si'y
solo si existe un nimero A tal que
My = Av, (10.25)

en tal caso, al nimero A se le conoce como valor propio de M correspondiente a v. El determi-
nante det(Al,x, — M) se llama polinomio caracteristico de M.

Vemos asi que A1, A son valores propios de la matriz asociada a la forma cuadratica Q con
vectores propios (cosf,senB) y (—sen8, cos ), respectivamente. En este caso el polinomio
caracteristico de la matriz asociada es

2

=17~ (A+C)A +AC— B

r-A 8
= 4

B

2 A C‘
La existencia de vectores propios v # (), para una matriz dada M, depende de soluciones no triviales
de la ecuacién

(Alyxn —M)v =0

lo cual ocurre si y s6lo si det(Al,x, — M) = 0. De esta forma los valores propios de una matriz son
las raices del polinomio caracteristico.

m Ejemplo 10.8 Encuentre los valores propios de la matriz simétrica asociada a la forma cuadratica
QO(x,y) de la ecuacion (10.5).

Soluciéon. Debemos encontrar las raices del polinomio caracteristico de la matriz asociada a la
forma cuadratica, es decir, debemos encontrar las raices de

B2
A7 —(A+C)A +AC — 7 =0
Por la férmula cuadritica sabemos que

L_AtCE VA+C)?—(4AC—-B?) A+C+.\/(A-C)*+B?
N 2 N 2 '

Dado que (A —C)%+B? > 0, si B # 0, el polinomio caracteristico en cuestién tiene siempre raices
en R. Lo cual garantiza la existencia de ejes principales para la matriz asociada a la forma cuadrética

O(x,). .

La existencia de raices reales para polinomios caracteristicos de matrices simétricas queda
garantizada en el siguiente teorema.

Teorema 10.3 Toda matriz simétrica A, es decir, toda matriz tal que A = AT tiene polinomio
caracteristico con raices exclusivamente dadas por nimeros reales.

Demostracion del teorema 10.3. Sea A una matriz simétrica. Dado que 1, es simétrica, se tiene

(Apsn —A) = (ALyn)T — AT = A — A
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Suponga que el polinomio caracteristico de A tiene una raiz compleja A = a + bi entonces también
A = a— bi también es raiz del polinomio caracteristico. Entonces det((a+bi)I —A) =0y det((a —
bi)[—A) =0y asi

0 =det((a+bi)l —A)det((a— bi)] — A) = det([(a + bi)] — A][(a — bi)] — A])
= det([a* 4 b*|I — 2aA + A?) = det([al — A]* + b*I).
Entonces existe un vector no nulo v tal que
0 =T ([al — A)? +DbI)v,
de donde
0 =T ([al — A][al —A] +b*I)v =T [al — A][al — A]lv + v b*Iv

=l [al — A" [al — Ay + b |v]|> = (v[al — A])T [al — A]v + b*|]v|?
a2 —AJv]> + 6% [[v]*.

Como v # 0 se tiene b> =0y asi L € R. |

El teorema anterior suele complementarse con el teorema siguiente.

Teorema 10.4 Si A;, A, son valores propios distintos de una matriz simétrica A, los vectores
propios correspondientes son ortogonales.

Demostracion del teorema 10.4. Sean vy, v, vectores propios con valores propios correspondientes
A1, Ay respectivamente, tenemos

AM(viva) = (Avy)-va =Av; -
= (Avy) vy = (WTAT vy =T (AT1,)
=vi-Avy =vi-Ava = (v -v2), (10.26)
donde (Av1)” v, denota el producto de matrices y Av; - v, denota el producto interior de vectores.

De (10.26) concluimos (A; —Ay)(vy - v2) = 0y por lo tanto v; y v, son ortogonales, como se queria
demostrar. [

= Ejemplo 10.9 Transforme la ecuacién 2x> 4+ v/3xy +y? = 4 en una ecuacién canénica mediante
el uso de valores propios.
Solucién. La forma cuadratica asociada a la ecuacion puede escribirse como

(3 7)0)

Calculamos los valores propios

y asi
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de donde
2 L <x> 3 0\ (X
X 2 — X/ / 2 — 4_7
( y)<\§ 1))} ( )’)O% y
es decir,
x/2 y/2
—_—t == 1
8 Y
5 8
es la ecuacidn candnica, la cual corresponde a una elipse. "

Con los teoremas 10.3 y 10.4 podemos dar una demostracién del teorema de los ejes principales
para formas cuadréticas en R".

Teorema 10.5 Dada una forma cuadratica
x'Ax = alﬁlx% + az,zx% +- 4+ annx,zl + a1 2x1%2 + - - - + Gn—1 pXn—1%n, (10.27)

donde la matriz x” = (x; --- x,) tiene asociado el vector (x1,...,x,) € R" y dada P la matriz
formada por los vectores propios de A (normalizados), entonces la forma cuadrética (10.27) es
equivalente a la forma cuadrética

XTPTAPY = AxP 4+ 4 A2,

donde A1,...,A, son los valores propios de A.

Demostracion. Demostraremos el caso mds simple en el que todos los valores propios son distintos
entre si. Dada la forma cuadrética (10.27), como la matriz A es simétrica, por el teorema 10.4 tiene
n vectores propios ortogonales y por el teorema 10.3, sus valores propios A;, i = i,...,n son reales.
Por la definicion de valores y vectores propios

Av = )L,'Vi.

la matriz P formada por los vectores propios de A normalizados (i. e. divididos por su norma)
escritos como matrices columna, es ortogonal de tal manera que

A0 0
- 0 A O
P AP =
0 0
0 0 A,
De esta forma con el cambio de variable

X x|

X X2

y = :2 = PT :

X, Xn

obtenemos que x” Ax = (Py)TA(Py) = yT PTAPy = L1x} + - - - + 4,2 como se queria demostrar.
|
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A pesar de que la demostracién anterior incluye un gran niimero de casos, el caso mdas general es
aquel en que no todos los valores propios son distintos entre si, como lo demuestra el siguiente
ejemplo.

= Ejemplo 10.10 Describa la superficie cuadrética dada por x 4 y* + 2% 4 2xy = 2.
Solucién. Sea Q(x,y,z) = x> +y? + 27> 4 2xy la forma cuadrética correspondiente a la superficie.
La matriz asociada a la forma cuadrética es

N O O

11
A=11 1
0 0

Buscamos los valores propios de A mediante el polinomio caracteristico det(Al3x3 —A) = 0, dado
por (compruébelo)

A-1 -1 0
det(Aly3—A)=| -1 A—1 0 |=1(A-2)2=0,
0 0 A-2

El polinomio caracteristico tiene valores propios A = 0y como raiz doble A =2, por lo que Q es
equivalente a

xl

20 0
0(x,y,2)=0(,y.Z)=@x" y Z)[0 2 of [V ]|=2%+20"~
00 0/ \7

Concluimos que la superficie es un cilindro circular recto (compruébelo graficando la superficie
original) x> +y? = 1. .

Conocido el ejemplo anterior es evidente que la discusién sobre diagonalizacién de matrices
simétricas no estd completa si no se incluye un algoritmo para determinar los vectores propios
correspondientes a valores propios dados, es decir, si no se presenta un procedimiento por medio
del cual se puedan determinar los ejes principales de una superficie cuadratica cualquiera. Este es
el propésito de la dltima seccidn de este capitulo.

Calculo de vectores propios.

Hemos definido los vectores propios v € R", como vectores v # 0 de una matriz A de n X n
los cuales satisfacen la ecuacién (Al <, —A)v =0, donde 0 = (0,0,...,0) € R". El cdlculo de los
vectores propios en R?, para matrices simétricas se reducfa a calcular el dngulo 6 para una rotacién
apropiada de ejes y en tal caso los vectores propios correspondientes a los valores propios A;, y
A> dados por (10.21) y (10.22), estdn dados por (cos 0, —sen0) y (sen8,cos ), respectivamente.
En R no es tan evidente la forma en general de una matriz de rotacién y por ello describiremos
el proceso de como determinar los vectores propios una vez que se conocen los valores propios
de una matriz arbitraria. Recordamos que en R?, un vector v = (x,y,z) es un vector propio de una
matriz A de 3 X 3, si

A—ay  —an —ai3 X 0
—ay A—axn —ax y|=1(0], (10.28)
—asi —axn A-—ax3) \z 0

donde la matriz A cualquiera, estd dada por

ay ap aiz
A= |axy ax ax
az| azy ass
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Entonces el cdlculo de las coordenadas (x,y,z) de v, requiere resolver el sistema homogéneo
(10.28). De esta forma, es claro el porqué se requiere para el cdlculo del polinomio caracteristico
que det(Al3x3 —A) = 0, ya que de otra manera el sistema (10.28), s6lo tiene solucién trivial
v=(0,0,0), por la regla de Cramer, lo cual no es interesante y no es permitido por la definicién
de vector propio de una matriz. Conocidas las raices del polinomio caracteristico de una matriz,
entonces el célculo de las componentes de cada vector propio requiere de cualquiera de los
métodos para resolver sistemas homogéneos de ecuaciones: sustitucion, suma y resta, el método de
eliminacién de Gauss, etcétera. Mostramos como proceder con algunos ejemplos en R? y R3.

m Ejemplo 10.11 Determine un par vectores propios unitarios de la matriz A, resolviendo el
sistema homogéneo asociado, si
2 -3
A= .
—1 0

Solucién. Primero calculamos los valores propios de A.

A—=2 3

det(?Lszz —A) = det < 1 2

>:(A—2)A—3:7Lz—2l—3:0.

El polinomio caracteristico tiene raices A =3 y A, = —1. Debemos resolver el sistema (10.28)
sustituyendo el valor de cada valor propio. Para A; =3

(3h— A= (i 3) @ B (8>

el sistema anterior se reduce a la ecuacion x + 3y = 0, la cual tiene infinitas soluciones no triviales,
por ejemplo v; = (—3, 1), es decir v; es un vector propio de A.
Para A, = —1 tenemos

(~1p—A) = (_? j) (;C) B (8) |

Resolvemos la ecuacion x —y = 0 (o la ecuacién equivalente —3x + 3y = 0), por ejemplo con
vy = (1,1). Requerimos que los vectores propios tengan norma uno, asi que si dividimos vy, v, por
sus respectivas normas obtenemos vectores propios unitarios

Vi ( -3 1 ) V2 < 1 1 >
w1 = = ’ ) Wr=—"7"=\ "= 7= />
il \v10" V10 vl \v2'Vv2
asi wi, wy, son vectores propios unitarios buscados. "

Hay dos casos genéricos mas que aparecen en el calculo de vectores propios: raices iguales y
raices complejas. Las raices complejas no aparecen cuando se trata de matrices simétricas como se
menciond en el teorema 10.3, el lector interesado en matrices con valores propios complejos puede
consultar [8]. Para el caso de raices repetidas estudiamos el siguiente ejemplo.

m Ejemplo 10.12 Determine todos los vectores propios unitarios de la matriz

()

Solucién. Calculamos los valores propios de A,

A=2 -1

det(llgxg —A) = det < 1 2

):(A—2)A+1:/12—2/1+1=(7L—1)2=0.
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El polinomio caracteristico tiene raices repetidas A; = A, = 1. Debemos resolver el sistema
(10.28) sustituyendo el valor A = 1

aa-aw=("1 1) (5)= (o)

Obtenemos asf un vector propio unitario v; = (1/v/2,—1/+/2). No existe un segundo vector propio
unitario no paralelo a vy. "

Estudiamos ahora algunos ejemplos en R3.
= Ejemplo 10.13 Encuentre la ecuacién candnica y los ejes principales de la superficie
20 +3y* + 27 —dxy —dxz =4

Solucién. La forma cuadritica asociada a la superficie es Q(x,y,z) = 2x% +3y* + 2> — dxy — 4xz = 4
la cual tiene asociada la matriz

2 =2 =2
A=|-2 3 0
-2 0 1

El polinomio caracteristico de A es

A=2 2 2
det(Alzx3 —A) = 2 A-3 0 |=A%-6A%+31+10=0.
2 0 A-1

Buscamos raices enteras entre los divisores de 10, los cuales son +1,+2, +5, +10 encontramos que
—1 es raiz del polinomio. Efectivamente (—1)* —6(—1)?+3(—1)+10=—-1-6—-3+10=0.
Dividimos el polinomio A3 —6A2+31 + 10 entre A + 1 con lo que se obtiene 1> —64% +34 +10 =
(A +1)(A% — 71 +10). Podemos factorizar el polinomio caracteristico como (A +1)(A —2)(A —
5) =0 con lo que los valores propios de A son A; = —1, 4, =2y A3 = 5. De esta forma la ecuacion
canodnica de la superficie es

la cual corresponde a un hiperboloide de una hoja.
Procedemos a calcular las direcciones de los ejes principales, es decir, los vectores propios

unitarios correspondientes a cada valor propio. Para A; = —1 tenemos
-3 2 2 X 0
2 -4 0 yl=1{0
2 0 -2 z 0

La ecuacion anterior es equivalente al sistema

—3x+2y+2z =0
2x — 4y =0
2x -2z =0,
De la tercera ecuacién tenemos x = z, de la segunda ecuacién y = 1/2x Por lo tanto los planos se

intersecan en larectaz(1,1/2,1), t € R. Si normalizamos el vector (1,1/2,1) obtenemos el vector
wr=(2/3,1/3,2/3).
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Para A, = 2 tenemos

0 2 2 X 0
2 —1 0 yl=1(0],
2 0 1 z 0
de donde obtenemos el sistema
2y+2z =0
2x—y =0

2x +z =0,

con lo que, de la segunt;da y tercera ecuaciones se obtiene la recta de interseccion#(1,2,—-2), t € R,
normalizando el vector (1,2, —2) obtenemos wy = (1/3,2/3,—2/3), como segundo eje principal.
Finalmente para A3 = 5 tenemos

3 2 2 X 0
2 2 0 y|l=10],
2 0 4 z 0

lo cual da el sistema

3x+2y+2z =0
2x+2y =0
2x +4z =0,
de la segunda y tercera ecuaciones se tiene y = —x, z = —1/2x por lo que el vector (1,—1,—1/2)

dividido por su norma 3/2 da el tercer eje principal w3 = (2/3,—2/3,1/3). Obtenemos la matriz P
de cambio de coordenadas

2 1 2
i3 2
P=1{z 5 T/
2 =2 1
3 3 3
Tomando como renglones los vectores wy, wa, ws. n

Figura 10.4: Hiperboloide de una hoja correspondiente al ejemplo 10.13.
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10.5 Problemas y ejercicios del capitulo

Nivel basico

1. Realice el producto AB
a)A=(1 -2 3 6),B'=(5 -3 6 9).
by A=(1 10 0 -3 2),Bf=(-7 8 1 -2 0).
2 1 -1 6
oa= (i) (6 )
. LN B
Soluciones. ( [c t© [> =AA OOV =AA(dE8=AA(s
2. Obtenga las formas cuadriticas y las matrices asociadas a las ecuaciones mediante el indicador
I determine de cudl tipo de cénica se trata.
a) 32x% +52xy —7y*+180=0.
b) 5x* —6xy+5y> —32=0.
c) 17x% — 12xy+8y* = 0.
d) 5x* 4 24xy —5y> =0.
3. Obtenga las formas cuadraticas y las matrices correspondientes de las superficies
a) x> —8y? + 1272 +xy — 4xz+10yz = 6.
b) x* —2y*+5z> —8xy+xz+ 12yz=1.
4. Determine la forma cuadrética definida por la matriz

2 1
o (7 )

~1 6
0 (o 5)

21 3

c (1 3 4
3 4 -5
4 1 2

d |l =35
2 5 9

Soluciones. .sbs1an1535b slod1dqid (b .sbs1ansgsb saqils (o s2qils (d .slod1dqiH (s
Nivel medio

1. Resuelva el ejercicio 10.2.

2. Encuentre la forma candnica de la cénica correspondiente a cada ecuacién mediante una
rotacion adecuada, grafique la curva obtenida, indique claramente los ejes xy y X'y’ en sus
gréficas:

a) 32x% +52xy —7y* +180 = 0.

b) 5x* —6xy+5y> —32=0.

c) 17x* — 12xy+8y> = 0.

d) 5x*424xy—5y>=0.

e) 14x? 4+ 24xy+21y> —4x+ 18y — 139 = 0.
f) 11x% —20xy —4y*> —20x — 8y +1=0.

g) 4x> +24xy+ 11y* + 64x +42y+51 = 0.

Soluciones. o o o o
0="5_% I .0=Shts _[:7\( _* .[:l_j

(9.0 =% — % (bl .0 =% —1;\ % (9 3 + aé\(d b QS\(ﬁ

=g T o= tag 2%

LTIy e "o

3. En las siguientes ecuaciones determine la superficie de la cual se trata, mediante una transfor-
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macién de ejes adecuada encuentre la ecuacion candnica y calcule los vectores unitarios que
determinan los ejes principales.
a) xy+xz+yz=1.
b) 10x% 4 11y? 4+ 62> — 12xy — 8xz + 4yz = 35.
c) —3x2+4y* —372 —2xz = 16.
Soluciones.
v (118NN = cw (I I DEV\I = jw 0\I-0 = K (s
= ([.&8)E\I = jw €08l =K (d .(IJ—J—)&\[ = W
= S—prb— =K (0 (S&T9EI = g v (8= I-)E\I
(1.0, 1)\ = g ¢ (0,1,0) = cwr (1,0 1)\,\[

Nivel superior
1. Muestre que si los valores propios de una matriz simétrica Ay, es cero y el otro positivo
entonces la ecuacion ax? + bxy + cy? = d, d > 0 representa a dos rectas paralelas.
2. Muestre que si los valores propios de una matriz simétrica A3x3 es cero, entonces la ecuacion
O(x,y,z) = g, g > 0 donde Q es la forma cuadrética asociada, representa o bien un cilindro
eliptico, o bien un cilindro hiperbdlico, o bien una superficie degenerada.
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