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El propésito de este texto es aportar un material de apoyo en la imparticién de cursos relaciona-
dos con fendmenos de transporte tanto de nivel licenciatura como de posgrado. En especifico, el
texto estd dirigido a servir de apoyo en los cursos optativos de fendmenos de transporte compu-
tacionales de la licenciatura de ingenieria en energia de la Universidad Auténoma Metropolitana-
Iztapalapa. Este curso optativo se toma después de haber aprobado los cursos de mecénica de fluidos,
transferencia de calor y de masa. Por ello, el material fundamental de este texto se presenta en forma
breve. Sin embargo, esto no limita de ninguna manera a que el material que se presenta en este texto
sea usado sélo en dicho curso. De hecho, se recomienda su uso para ilustrar simulaciones numéricas
en cursos tedricos y pricticos de mecénica de fluidos, transferencia de calor y transferencia de
masa. Esto con la intencién de promover una formacion integral en fenémenos de transporte que
conjunte conceptos tedricos, soluciones analiticas cldsicas, simulaciones numéricas y experimentos
de laboratorio.

El texto estd dividido en tres capitulos: en el capitulo 1 se hace un repaso de las ecuaciones
fundamentales de fendmenos de transporte. En el capitulo 2 se presentan fundamentos y aplicaciones
del método numérico de diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales. Por dltimo, en el capitulo 3 se presentan varios problemas de aplicacién que ilustran el
uso del método de elemento finito mediante el software comercial Comsol Multiphysics. Pensando
en un curso de 12 semanas dedicado exclusivamente a los temas de este texto, se sugiere la siguiente
distribucién: dos semanas para el capitulo 1, 4 semanas y media para el capitulo 2 y el mismo
tiempo para el capitulo 3. Cabe agregar que este curso es meramente introductorio y se recomienda
consultar textos especializados para profundizar varios de los temas discutidos aqui. La eleccién
de los ejercicios y casos de estudios presentados aqui obedece tanto a inquietudes que me han
compartido estudiantes como al intercambio de opiniones con otros docentes y a los intereses de
investigacién en fendmenos de transporte en sistemas de escalas multiples, la cual es la linea de
investigacion que sigo. Agradezco profundamente a las personas que, de una u otra forma, han
contribuido en la realizacién de este texto.

Francisco J. Valdés Parada
Ciudad de México
Marzo, 2022






1.1

1.2

1. Repaso ¢

Introduccién

El propésito de este capitulo es hacer un repaso de los conceptos clave en fendmenos de
transporte que son esenciales para abordar la solucién numérica de los diversos problemas que se
presentan en el resto del texto. Para cumplir este objetivo, en la seccién 1.2 se presentan primera-
mente algunas generalidades sobre el modelado, donde se ubican a los modelos matemaéticos en
fenémenos de transporte como modelos matemaéticos deterministas basados en principios funda-
mentales. Posteriormente, en la seccién 1.3 se definen los principales operadores de diferenciacién
espacial y temporal, asi como los teoremas general del transporte y de la divergencia. Con estas
herramientas, se deducen las ecuaciones que gobiernan la conservacion de masa total (seccién 1.4)
y la conservacién de cantidad de movimiento lineal (seccién 1.5), que rigen la mecénica de fluidos.
Mas adelante, se presentan las dos componentes de la primera ley de la termodindmica que son la
ecuacion de la energia mecénica (seccién 1.6) y de la energia térmica (seccién 1.7). Finalmente,
se deducen las ecuaciones de conservacién de especies quimicas en la seccién 1.8. Mds adelante
se analizan todas las ecuaciones de conservacién en forma conjunta y se consigue sintetizarlas en
un solo modelo generalizado en la seccién 1.9. El dltimo elemento que se presenta son los tres
tipos generales de condiciones de frontera que pueden usarse para completar el planteamiento de
problemas de valor a la frontera como se reporta en la seccién 1.10. Vale la pena insistir que el
material presentado aqui es un repaso de fendmenos de transporte, si el lector requiere de una
exposicién més a fondo se le recomienda revisar por ejemplo los textos de Whitaker (1983); Deen
(1998); Slattery (1999); Batchelor (2000); Bird y col. (2014); Mauri (2015); Gray y Gray (2017),
entre muchos otros més.

Generalidades sobre el modelado

Los fenémenos de transporte tratan sobre la descripcién de los cambios espacio-temporales de
la masa, cantidad de movimiento y calor en diferentes niveles de escala de interés practico. Para
llevar a cabo esta descripcidn, es conveniente comenzar por la definicién de un modelo como se
muestra a continuacion:
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I Definicidon 1.2.1 — Modelo. Representacién de la realidad

Clasificacion de modelos matematicos

De acuerdo a Aris (1994), los modelos matematicos pueden definirse como una representacion
matemadtica de aspectos no matemadticos. En otras palabras, en un modelo matematico se utiliza el
lenguaje de las matematicas para representar algtin aspecto de la realidad, ya sea fisico, quimico,
bioldgico, social, etc. Existen en la literatura muchas maneras de clasificar modelos mateméticos
(lineales, no-lineales, estacionarios, transitorios, etc.). De acuerdo a la relacién que guardan entre la
informacidn de entrada y salida, se pueden distinguir dos tipos de modelos matematicos (Himmel-
blau y Bischoff, 1968): los deterministas, en los cuales las mismas entradas producen siempre las
mismas salidas y los estocdsticos donde lo anterior no siempre se cumple y mds bien existe una
cierta probabilidad de que se obtenga un tipo de resultado de salida ante un tipo de entrada. Los
modelos estocdsticos cobran especial importancia para estudiar situaciones con altos grados de
incertidumbre (por ejemplo, el movimiento aleatorio del polvo en el aire, o el mercado cambiario),
mientras que los modelos deterministas son mds apropiados en sistemas donde se puede tener
certidumbre que un cierto proceso ocurra (por ejemplo, el vaciado de un tanque, el calentamiento
de una barra, etc.). Sin embargo, hay casos que pueden estudiarse mediante ambos enfoques, un
ejemplo de ello es la difusién molecular. En este texto, se utilizardn primordialmente los modelos
matematicos deterministas porque son apropiados para los casos de estudio que que se tratan
aqui. Sin embargo, lo anterior no sugiere que los modelos estocdsticos sean menos importantes o
practicos.

Los modelos deterministas pueden formularse de varias formas, las cuales pueden agruparse
en dos categorias: los modelos basados en la observacién y los modelos basados en principios
fundamentales. Los primeros necesitan de modelos fisicos (es decir, experimentos) que aporten
datos confiables para posteriormente encontrar expresiones matematicas que los representen. Este
enfoque requiere que los experimentos sean reproducibles y no necesariamente enriquecen el
entendimiento del proceso mds alld de las observaciones experimentales (Gershenfeld, 1998).
En este caso, un modelo serd mas aceptable que otro en funcién de qué tan cerca se ajusten
las predicciones tedricas a los datos experimentales. Si un modelo determinado no es capaz de
reproducir un cierto conjunto de datos experimentales puede ser simplemente reemplazado por otro,
tal vez con mds pardmetros de ajuste, que logre una mejor concordancia.

Los modelos basados en principios fundamentales tienen su origen a menudo también en
la observacién experimental y en la necesidad de mejorar la comprensién de lo que ocurre en
el sistema. Como su nombre lo indica, su formulacién involucra principios conservativos que
tienen su origen en la termodindmica (Callen, 1985). Tras ser resueltos, estos modelos deben
validarse al comparar las predicciones del modelo con datos obtenidos experimentalmente. En
este caso un modelo serd mejor que otro no solo en la medida en que pueda reproducir los
resultados experimentales sino en cuanto a los fundamentos tedricos propuestos que expliquen
satisfactoriamente los experimentos. Si esta concordancia no se alcanza a menudo se debe a las
suposiciones impuestas en la simplificacion de los modelos, las cuales pueden revisarse y corregirse
para asegurarse que la realidad sea representada de manera adecuada. En sintesis, los modelos
basados en la observacion, son modelos a posteriori (ya que requieren de la experimentacién
para formularse) y los modelos basados en principios fundamentales son modelos a priori de la
experiencia, sin embargo, esto no implica que no requieran de experimentos para su validacion.

Herramental matemdtico
Definicion 1.3.1 — Operadores de diferenciacion espacial. Sea a una funcién vectorial
continua, entonces se pueden definir los siguientes operadores:
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1. Gradiente: Va, el cual indica la direcciéon donde ocurren los cambios espaciales de la
funcién a. Este operador estd definido para escalares, vectores y tensores.

2. Divergencia: V -a, indica si un campo vectorial o tensorial se expande (divergencia
positiva), se contrae (divergencia negativa) o permanece inalterado (divergencia cero).

3. Rotacional: V X a, indica la rotacién de un campo vectorial. Tanto la divergencia como
el rotacional sélo estdn definidos para vectores y tensores.

Definicién 1.3.2 — Derivadas temporales. Sea f una funcién (escalar, vectorial o tensorial)
continua en el espacio y en el tiempo, de acuerdo al marco de referencia pueden definirse las
siguientes tres derivadas:
1. Derivada parcial: Describe los cambios de f de acuerdo a un observador que se encuentra
fijo en el espacio y se representa matematicamente como d f /9r.
2. Derivada total: Describe los cambios de f de acuerdo a un observador que se mueve a
una velocidad arbitraria w y se representa matemdticamente como:

ar _or

=5 WV, (1.3.1)

3. Derivada material: Describe los cambios de f de acuerdo a un observador que se mueve
a la velocidad del fluido v y se representa mateméticamente como:

Df_of

5 = 37 TV, (1.3.2)

Con las definiciones anteriores se pueden describir varios procesos de interés a un nivel de
escala local e instantaneo, es decir a un nivel de escala microscépico. Sin embargo, a menudo el
interés estd en describir procesos que ocurren a niveles de escala mayores que el continuo. Para
llevar a cabo estas descripciones macroscopicas, existen tres tipos de regiones que estan disponibles
para el andlisis de problemas de fendmenos de transporte:

Definicién 1.3.3 — Regiones espaciales.
1. Regi6n arbitraria: su forma, movimiento y tamafio no tienen restricciéon alguna.
2. Region material: su forma y tamafio deben asegurar que siempre se conserve la misma
cantidad de materia y su velocidad es la del fluido.
3. Region fija: su forma y tamafio no pueden cambiar y esta fijo en el espacio.

Como puede notarse, una regién arbitraria estd asociada a una derivada total, mientras que una
region material estd asociada a una derivada material y una region fija a una derivada parcial debido
a los sistemas de referencia utilizados. De esta forma, la derivada total de una propiedad f definida
en una regién arbitraria define el reorema general del transporte:

Teorema 1.3.1 — Teorema general del fransporte. Sea f una propiedad definida en una
region arbitraria ¥4 (¢), entonces la derivada total de la integral volumétrica de f satisface la
siguiente igualdad

- /de: / a—f /n-wfdA, (1.3.3)
al0) Y1) (1)

donde w representa la velocidad con la que se desplazan las superficies de <74 (). Ademads, n es
el vector unitario normal a dicha superficie.

Para el caso en que el dominio siempre tenga la misma cantidad de materia (es decir, es un
dominio material, #37) y se mueva a la velocidad del fluido v, el teorema general del transporte se
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transforma en el Teorema del transporte de Reynolds:

D 0A
D / AdV = / ng—l— / Av-ndA. (1.3.4)
Tu(t) Tu(t) (1)

Por ultimo, para el caso en que el dominio de integracion estd fijo en el espacio (y es por tanto
independiente del tiempo), el teorema general del transporte se reduce a:

d A
E/Adv:/ydv. (13.5)
7 7

Como puede notarse, la utilidad que tienen los teoremas anteriores es para intercambiar las opera-
ciones de diferenciacion temporal e integracidn espacial, lo cual es de especial importancia en la
deduccién de modelos de transporte como se muestra mds adelante. Aunado a estos teoremas, se
cuenta con el teorema de la divergencia:

/V-adV:/n-adA. (1.3.6)
v o

El cual es aplicable a cualquiera de las tres regiones definidas arriba y permite transformar integrales
tridimensionales a integrales de superficie.

En los parrafos siguientes se revisa el uso del herramental matemadtico presentado arriba
a la deduccién de las ecuaciones de conservacion de masa, de cantidad de movimiento y de
energia mecdnica en una fase. Estas deducciones se hacen ya que el planteamiento de los modelos
matematicos del resto del texto se hace a partir de estos principios. De esta forma, para cada
aplicacion que se considera aqui se hacen simplificaciones a estas ecuaciones generales. Lo anterior
difiere del uso de técnicas como los balance de coraza (Bird y col., 2014) en donde se deduce el
modelo particular a emplear para cada aplicacidn.

Ejercicio 1.1 Demuestre que el teorema del transporte de Reynolds puede expresarse como:

D DA
Dr /AdV: / <—|—AV~V> dv. (1.3.7)

Dt
“//M (l ) "f/M (l )

Conservacion de masa

El principio de conservacién de masa es bien conocido y puede enunciarse en cualquiera de
las tres regiones mencionadas arriba. Como la region arbitraria es la mas general, es conveniente
expresar en palabras este principio de conservacidén como sigue

Ecuacion de continuidad (forma macroscépica con palabras)

de la masa en la regién

La razén de cambio en el tiempo
por las fronteras de la regién

Flujo neto de entrada de masa
. (1.4.1)

Antes de continuar, es pertinente aclarar que en el interior de la regién solo esta comprendida una
fase. El lado izquierdo de esta ecuacion puede expresarse en lenguaje matematico como sigue

La razén de cambio en el tiempo d
. = —/p dv. (1.4.2)
de la masa en la regién dt J
A
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Note que la masa de la region se calculé sumando los productos de la densidad por el diferencial de
volumen a lo largo de #4. Por su parte, el flujo neto de entrada de masa por las fronteras se traduce
en lenguaje matemdtico mediante la siguiente integral de superficie

{Flujo neto de entrada de masa}

o :—/n-p(v—w) dA, (1.4.3)
por las fronteras de la regién

A

donde el signo negativo se debe a que el vector unitario apunta hacia afuera de la superficie <74.
Sustituyendo las ecuaciones (1.4.2) y (1.4.3) en la ecuacién (1.4.1) da como resultado

Ecuacion de continuidad (forma macroscopica)

:llt/pdV—F/n'p(v—w)dA:O. (1.4.4)
% P

Esta forma del principio de conservacién de masa es especialmente ttil para estudiar problemas
macroscopicos. Con esta ecuacion se pueden describir los cambios temporales, pero no espaciales
de la masa en regiones arbitrarias. Sin embargo, por el momento el interés estd en deducir su forma
local e instantdnea, es decir una ecuacion que sea valida en cada punto de una fase a cada instante
de tiempo. La aplicacién del teorema general del transporte (ecuacion 1.3.3) al primer término de
la ecuacion anterior lleva a la siguiente expresion

/aalt) dV—i—/n-pvdA:O. (1.4.5)
YA 7

O bien, usando el teorema de la divergencia en el segundo término y agrupando los dos términos
resultantes en una sola integral

/ B’: +V. (pv)} dv = 0. (1.4.6)
4

A partir de esta integral se deduce la ecuacion de continuidad

Ecuacion de continuidad (forma microscopica)

ap

o +V-(pv) =0. (1.4.7)

Esta ecuacién es vélida en cada punto de una fase y requiere ademads de una ecuacion de estado
que relacione a la densidad con la presion y temperatura. Para casos en los que la densidad sea
constante en el espacio y en el tiempo, la ecuacién anterior se deduce a

V.-v=0, (1.4.8)
la cual expresa la condicién de flujo incompresible.

Ejercicio 1.2 Muestre que si se comienza por el principio de conservacion de masa en una
region material o arbitraria, se puede llegar a la ecuacién (1.4.5). "
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Ejercicio 1.3 — Formulacion alternativa de la ecuacion de continuidad. Utilice la
definicion de derivada material y lleve a cabo las operaciones algebraicas necesarias para
demostrar que la ecuacion de continuidad dada en la ecuacién (1.4.7) puede expresarse como

Dp _
E+p(V-v)_0. (1.4.9)

Ejercicio 1.4 — Teorema modificado de Reynolds. Utilice la ecuacion de continuidad para
deducir el teorema modificado de Reynolds

D _ Dy
E/pl//dV_/pE dv, (1.4.10)
Vi Vi

donde v es una funcién continua en el espacio y en el tiempo.

1.5 Conservacion de cantidad de movimiento lineal

El principio de conservacién de cantidad de movimiento lineal engloba a las tres leyes de
Newton y corresponde a la primera ley de Euler como lo explica (Whitaker, 2009). Para un dominio
arbitrario, este principio se puede expresar en palabras como (Gray y Gray, 2017)

Ecuacion de movimiento lineal (forma macroscépica en palabras)

La razén de cambio en el tiempo de Flujo neto de entrada de
la cantidad de movimiento en = ( cantidad de movimiento por
un dominio arbitrario las fronteras del dominio

N Fuerzas que actiian N Fuerzas que actiian en (15.1)
dentro del dominio las fronteras del dominio [ - o

Traduciendo al lenguaje matemético cada término de esta ecuacién se obtiene
Ecuacion de movimiento lineal (forma macroscépica)
d
E/pvdV—F/n-p(v—w)vdA:/pde+/tndA, (1.5.2)
YA Ay Ta Ay

donde b representa las fuerzas volumétricas por unidad de masa, mientras que t,, es el vector de
fuerzas superficiales. De acuerdo al teorema fundamental de Cauchy, dicho vector se relaciona con
el tensor de esfuerzos totales como (Whitaker, 1992):

th=n-T. (1.5.3)

Sustituyendo esta definicién en la ecuacion (1.5.2) y usando el teorema general del transporte en el
primer término del lado izquierdo se obtiene que

dp

/a—tvdV+/n-pvvdA:/pbdv+/n.TdA. (1.5.4)
% ) Y4 &
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O bien, tras aplicar el teorema de la divergencia y agrupar todos los términos dentro de una sola
integral volumétrica:

/[%ptv—FV-(pvv)—pb—V-T dv = 0. (15.5)

YA

De donde se extrae la primera ecuacion de Cauchy

Primera ecuacion de Cauchy
Dv
— =pb+V.T. 1.5.6
Py = PP+ (1.5.6)

Para obtener este resultado se utiliz6 la forma microscépica de la ecuacidn de continuidad (ecuacién
1.4.7) asi como la definicién de la derivada material (ecuacién 1.3.2). El tensor de esfuerzos
totales puede descomponerse en los esfuerzos perpendiculares (debidos a la presion) y tangenciales
(debidos a los esfuerzos viscosos) al fluido como se muestra a continuacién

T=—pl+r7, (1.5.7)

donde el signo de menos en el primer término se debe a que la presion se aplica hacia el fluido y el
sentido del esfuerzo es hacia afuera del fluido. El tensor de esfuerzos cortantes en el segundo término
de la ecuaci6n anterior se puede relacionar con el tensor de deformacién D = % [VV + (VV)T] de
manera lineal de acuerdo a la ley de Newton de la viscosidad (Batchelor, 2000)

r=2u0+|<x—§u> (V-v), (1.5.8)

donde u es el coeficiente de viscosidad dindmica, k es la viscosidad de dilatacion (o viscosidad
de volumétrica). Los coeficientes u y K pueden cambiar con la presién y la temperatura y para
el caso de un flujo Newtoniano se consideran independientes de D. Se sabe que k¥ = 0 para gases
monoatémicos y es generalmente aceptado que K < u para otros fluidos. Una excepcién de esta
suposicién es un liquido que contenga burbujas, como un refresco. Para casos en los que el flujo se
incompresible, la ecuacién de continuidad adquiere la forma dada en la ecuacién (1.4.8) y el tensor
de esfuerzos cortantes se reduce a

T=p[Vv+(Vv)]. (1.5.9)

Sustituyendo esta expresion en la primera ecuacién de Cauchy (ecuacién 1.5.6) da lugar a la
conocida ecuacién de Navier (1822)-Stokes (1880) (ver ejercicio 1.6):

Ecuacion de Navier-Stokes

av
po,  t vV =—  Vp 4+ pg + uviv , (1.5.10)
1 —— ~—~ ~—~ N——"
v esfuerzos inerciales esfuerzos superficiales esfuerzos esfuerzos superficiales
acumulacién de normales volumétricos tangenciales

cantidad de movimiento

donde el vector de fuerza volumétrica fue reemplazado por el vector de gravedad. Note que se
incluy6 el significado fisico de cada término. Esta ecuacién, junto con la ecuacién de continuidad
dada en la ecuacion (1.4.8) forman un sistema cerrado de ecuaciones diferenciales, cuyas incognitas
son la presién y la velocidad y con las cuales se puede estudiar una amplia variedad de problemas
como se muestra en los textos de mecanica de fluidos (Whitaker, 1992; Batchelor, 2000).
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Ejercicio 1.5 Utilice la ecuacioén de continuidad y la definicién de derivada material para
deducir la ecuacién (1.5.6) a partir de la ecuacién (1.5.5). n

Ejercicio 1.6 Tome la divergencia de ambos lados de la ecuacién (1.5.9) y tome en cuenta la
condicién de flujo incompresible, para demostrar que V - T = pV>v para casos en los que el
coeficiente de viscosidad sea constante. "

Ecuacion de energia mecdnica

Para los desarrollos que siguen es necesario deducir la ecuacién de energia mecédnica en una
fase. Esta ecuacion puede deducirse a partir de las ecuaciones de movimiento. Para ilustrar lo
anterior se toma el producto interno de la primera ecuacion de Cauchy con el vector de velocidad
del fluido v,

Dv
—-v=pb- V-T)-v. 1.6.1
Py Y=PbVH(V-T)-v (1.6.1)
Para avanzar, se toman en cuenta las siguientes identidades
Dv 1 Dv?
Zy=—_= 1.6.2
DY 2D ( 2)
(V-T):v=V-(T-v)-T: Vv. (1.6.2b)
De esta forma, la ecuacién (1.6.1) toma la siguiente forma
D 2
gﬁ‘;:pbw—l—v-(T-v)—T:Vv. (1.6.3)

Esta forma en particular de la ecuacién de energia mecénica se usard mas adelante para la deduccion
de la ecuacidn de energia térmica. Si se sustituye ahora la descomposicion del tensor de esfuerzos
totales dada en la ecuacion (1.5.7), el resultado es

p Dv?

2 Dr
Mas atin, para un flujo newtoniano e incompresible se satisface la ecuacién (1.5.9). Por lo tanto, el
penultimo término del lado derecho de la ecuacién (1.6.4) toma la siguiente forma

V.(t-v) = %v2v2+uv- (V)7 ). (1.6.5)

=-V-(pv)+pb-v+p(V-v)+V-(T-v)—7T:VV. (1.6.4)

En donde se tom6 en cuenta la identidad
1
Vv.v= Esz, (1.6.6)
Note que el dltimo término de la ecuacién eql3 puede modificarse al notar que

V- (V)" v) =V (v-Vv) =Vv:Vv+v-V(V.v) = Vv: Vv. (1.6.7)
En la dltima igualdad se tom6 en cuenta la suposicion de flujo incompresible. De esta forma, la
ecuacion (1.6.4) toma la siguiente forma:

p Dv?

2 Dt

Dirigiendo la atencién al dltimo término de la ecuacion anterior, el resultado de sustituir la ley de
Newton de la viscosidad es:

T:Vv=uVv:Vv+u(vv)' : Vv. (1.6.9)

1
:—V-(pv)—i—pb'v—kiuvzvz%—qu:VV—T:VV. (1.6.8)

Por lo que la forma final de la ecuacién de energia mecénica es:
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Ecuacion de energia mecanica

p (9V 2 1 w22 T
5 W—}-V‘VV :—V-(pv)+pb-v+§,qu —uVv' : Vv, (1.6.10)

Los términos del lado izquierdo de la ecuacién anterior representan la acumulacién y el transporte
convectivo de energia cinética, respectivamente. Por su parte, los términos del lado derecho
representan: —V - (pv) : la tasa de trabajo de presion ejercida por los alrededores hacia el fluido;
pb - v la tasa de trabajo debida a fuerzas volumétricas; % uV?2y? transporte difusivo de energia
cinética; —u Vv’ : Vv la tasa de conversion irreversible de energia mecanica a energia interna o
disipacion viscosa.

Ejercicio 1.7 Utilice notacién indicial para demostrar las identidades dadas en las ecuaciones
(1.6.2), (1.6.6) y (1.6.7). "

Ejercicio 1.8 Deduzca el resultado dado en la ecuacién (1.6.10) a partir de tomar el producto
punto de la ecuacién de Navier-Stokes con el vector de velocidad. "

Ecuacion de la energia térmica

El principio fundamental de conservacion de energia es la primera ley de la termodindmica y
puede enunciarse como sigue

Primera ley de la termodinamica (expresada en palabras)

El cambio de energia interna Suma del calor y trabajo que actian
cinética y potencial de un sistema [ sobre la superficie del sistema '

(1.7.1)

En lenguaje matemético, la ecuacion anterior toma la siguiente forma algebraica:
AU +AE.+AE, =Q+W. (1.7.2)

Donde los cambios de energia interna, cinética y potencial se refieren a la diferencia entre los
estados final e inicial de dichas propiedades. Estos estados inicial y final, pueden asociarse a
instantes de tiempo especificos, los cuales se denotan como ¢; y t,, respectivamente. De esta forma,
se tiene que
t:fz
Ay =y(nh)—y(n) = / Dy; y=U,E.E,. (1.7.3)
t=t
Por su parte Q y W pueden expresarse también como integrales temporales de las tasas a las cuales
se suministra calor y trabajo al sistema en cada instante, esto es,
t=t t=tp
0= /QDt; W= /WDI. (1.7.4)
t=t] t=t
Por lo tanto, la primera ley de la termodindmica también puede escribirse como una sola integral
temporal:
t=tp
/ [DU +DE. +DE, — (Q+W)Dt| =0. (1.7.5)

1=t
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De donde se puede extraer la siguiente ecuacioén diferencial ordinaria:

DU DE. DE, . .
— =P —Q+W. 1.7.6
or "o T o 9T (1.7.6)

Esta expresion es la forma instantdnea de la primera ley de la termodindmica. Debe quedar claro
que todas las cantidades involucradas en la ecuacién anterior son macroscépicas pues se refieren
al sistema, que en este contexto se refiere a un cuerpo o bien a una regién material. Por ello, las
derivadas que aparecen en la ecuacién anterior son derivada materiales.

Ya que U, E. y E, son cantidades macroscOpicas, pueden expresarse en términos de sus
contrapartes microscopicas (y por unidad de masa) mediante las siguientes integrales volumétricas

2
U:/pédV; Ecz/p% dv; E :/pqS av, (1.7.7)
Y Ym Y
donde é y qis denotan la energia interna por unidad de masa y la energia potencial por unidad de
masa, respectivamente.
Dirigiendo la atencién al primer término en el lado derecho de la ecuacidon (1.7.6), se sabe que
la energia suministrada en forma de calor o por medio de radiacién es recibida por la superficie del

cuerpo. Por lo que si se denota por q y qr a la densidad de flujo (o flux) de calor (es decir, el calor
por unidad de 4rea y de tiempo) y de radiacion hacia el cuerpo, se tiene entonces que

Q:—/n-(q+qR) dA, (1.7.8)
Ay

donde el signo negativo se debe a que el vector unitario, n, estd dirigido hacia afuera del cuerpo,
mientras que los flujos de calor van dirigidos hacia dentro del cuerpo.

Por tdltimo, la tasa a la cual se suministra trabajo (es decir, la potencia) en las superficies del
sistema puede expresarse en términos del producto interno del vector de esfuerzos y la velocidad
del fluido, o bien usando el teorema fundamental de Cauchy (ecuacién 1.5.3) como sigue:

W:/tn~vdA:/n-T-vdA. (1.7.9)

Usando estas definiciones en la ecuacién (1.7.6), la forma instantdnea de la primera ley de la
termodindmica es ahora:

Primera ley de la termodinamica (forma macroscopica e instantanea)

D 1 A
E/ <pé+2pv2+p¢> dv = /n'(—(I—(IIH—T-V) dA. (1.7.10)
"VM JZ{M

Dirigiendo la atencidn al dltimo término del lado izquierdo de la ecuacién anterior se tiene, con la
ayuda del teorema modificado de Reynolds (ver ecuacién 1.4.10), que:

D . D¢ eI .
— dV = —dV = —+v-Vo¢ | dV. 1.7.11
Dt/pd) /th /p<8t+v ¢> ( )
’VM V/M 7/M
Dado que la energia potencial no cambia con el tiempo, la ecuacion anterior se reduce a:

D N A
Ht/p¢>dvz/pv-v¢dvz—/plo-vdv. (1.7.12)
Ym Yu Yu
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En la dltima igualdad se utiliz6 la definicién del vector de fuerzas volumétricas por unidad de masa:

b=V, (1.7.13)

De esta forma, la ecuacién (1.7.10) puede escribirse como:

;/(pe—i- pv> dvz/n-(—q—qR+T-v) dA—i—/pb-vdV. (1.7.14)
Y4

I Ay

Este resultado es consistente con la siguiente ecuacién con palabras que puede encontrarse en textos
de fendmenos de transporte (Bird y col., 2006; Whitaker, 1983). Como es evidente, la ecuacién
(1.7.14) es vélida para una regién material. Gray y Gray (2017) proporcionan una versién mas
general de esta ecuacion, la cual es aplicable a una regién arbitraria.

Ejercicio 1.9 Utilice la descomposicion del tensor de esfuerzos totales dada en la ecuacion
(1.5.7) para expresar a la ecuacion (1.7.14) en términos de la presion y el tensor de esfuerzos
Viscosos. "

Para deducir la forma local e instantdnea de la ecuacion de conservacién de energia, es con-
veniente expresar la ecuacién (1.7.14) como una sola integral de volumen igualada a cero tal y
como se hizo en el caso de la ecuacién de continuidad (seccién 1.4) y de cantidad de movimiento
(seccidn 1.5). Como primer paso, se utiliza el teorema modificado de Reynolds (ecuacién 1.4.10)
en el término del lado izquierdo de la ecuacién (1.7.14), lo que da como resultado

D 1 1
Dt/(pe+ pv)dV /p— <e+2v)dV /p[ < +2v2)+V-V<é+2v2)] dv,
(1.7.15a)

donde en la dltima igualdad se utilizé la definicién de la derivada material. Con este paso ya no
se tiene una derivada de una integral, sino una integral volumétrica de términos con derivadas.
El siguiente paso es entonces aplicar el teorema de la divergencia en el primer término del lado
derecho de la ecuacién (1.7.14), para transformar dicha integral de superficie a la siguiente integral
volumétrica

[ (ca-an+Tov) da= [V-(~q-qe+T-v) av. (1.7.15b)
y

El resultado de sustituir las ecuaciones (1.7.15) en la ecuacidn (1.7.14) es la siguiente expresion,

D 1
/ [th <é+ 2v2) +V~(q+qR—Tov)—pb-v} dv =0. (1.7.16)
Y

De donde se extrae la ecuacion de energia total (Bird y col., 2006)

Ecuacion de energia total (version microscopica)

D 1
P (é+2v2> =-V-(q+qr)+V-(T-v)+pb-v. (1.7.17)

La ecuacion anterior combina tanto las contribuciones térmicas como mecénicas de transporte
de energia que actian en cada punto de una fase. En la seccion 1.6, se present6 la deduccién de la
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ecuacion de energia mecdnica. Para aislar las contribuciones exclusivas por transporte de energia
térmica de la ecuacién de energia total, se substrae la ecuacion (1.6.3) a la ecuacién (1.7.17) para
obtener la siguiente expresion

Dé

pp, =V (@tar) +T:Vv, (1.7.18)

la cual es una primera forma microscopica de la ecuacion de energia térmica. A diferencia de
la ecuacién de energia mecénica, la cual requiere conocimiento de la velocidad y el tensor de
esfuerzos totales, los cuales provienen de resolver las ecuaciones de continuidad y de cantidad de
movimiento; la ecuacién anterior tiene como incdgnitas a la energia interna por unidad de masa,
asi como las densidades de flujo por conduccién y radiacidn. Estas variables no estan disponibles
en este punto del andlisis, por lo que el modelo no estéd cerrado. Para atender esta situacién, se
comienza por sustituir la descomposicion del tensor de esfuerzos totales dada en la ecuacién (1.5.7)
en el dltimo término de la ecuacidn anterior para obtener

Dé
pl:—V-q—V-qR—pV-v+T:VV. (1.7.19)

Con el fin de expresar al lado izquierdo de la ecuacién (1.7.19) en funcién de la temperatura
del cuerpo, se recurre a la definicion de entalpia por unidad de masa (Callen, 1985):
ﬁ:é+§. (1.7.20)

Aplicando el operador de derivada material en ambos lados de la ecuacién anterior da como
resultado

Dh Dé 1D D
7:l+7l_%i‘ (1.7.21)
Di Dt pDt p?Dt

Despejando de la ecuacidn anterior el término % y, tomando en cuenta la forma de la ecuacién de

continuidad dada en la ecuacién (1.4.9) se obtiene el siguiente resultado

Dé Dh 1D
et PP Py (17.22)
Dt Dt pDt p
Sustituyendo la expresién anterior en el término del lado izquierdo de la ecuacién (1.7.19), da lugar
a
Dh Dp
—=-V.q—V- T:Vv4 —. 1.7.23
Py q qr + vt o, ( )
Para avanzar es conveniente recordar que la entalpia es funcion de la temperatura y la presion (ver,
por ejemplo Callen, 1985) , y dicha dependencia puede expresarse como sigue

DT  Dh

EDp
p

Dh _ Dh

Dp DT 1 Dp
Dt DT

=C,—+—-(1-aT 1.7.24
+ Dt Dt p( D ( )

donde C,, y o son la capacidad calorifica a presion constante y el coeficiente de expansion térmica,
respectivamente (ver ejercicio 1.10). Este ultimo coeficiente se define como

1D
OCT:—*ip

S DT (1.7.25)

p
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Sustituyendo la ecuacion (1.7.24) en la ecuacién (1.7.23) y usando la definicién de la derivada
material permite llegar a la siguiente expresion

aT
pC, (8t +V-VT) =-V.q+o. (1.7.26)
Para hacer mas breve esta expresion se utilizo la siguiente definicién
D
<I>:1::VV+TaTFf—V-qR. (1.7.27)

Note que si @ > 0, existe generacion de calor en el sistema y si @ < 0 el sistema tiene pérdidas de
calor. Aunque se conservard esta forma compacta, no debe olvidarse que ® contiene contribuciones
debidas a la disipacion viscosa, los cambios materiales de la presién y la radiacion.

Ejercicio 1.10 — Entalpia y expansion térmica. Partiendo de la siguiente relacion entre
la entalpia por unidad de masa, la entropia por unidad de masa (s) y la presion para sistemas
cerrados (es decir, regiones materiales),

Dh=TDs+ Izp, (1.7.28)

y tomando en cuenta que

D Dp~!
2P (1.7.29)
DP|, DT |,

demuestre que
Dh 1
—| =—=(1—-aTl). (1.7.30)
Dp|r p

Ejercicio 1.11 — Disipacion viscosa. En el caso en el que exista flujo de un fluido, ;qué signo
debe tener T : Vv? "

Ejercicio 1.12 — Forma macroscépica de la ecuacion de energia térmica. Integre la
ecuacion (1.7.26) en una region arbitraria y explique, bajo qué condiciones, puede obtenerse la
siguiente forma macroscépica de la ecuacion de energia térmica

;lt/pCpT dV+/n'[pCpT(v—w)+q] dA:/cb dv. (1.7.31)
% o A

Explique el significado fisico de cada término para asi poder expresar este resultado en forma
de ecuacién con palabras. "

Por dltimo, el flux conductivo de calor estd relacionado con el gradiente de temperatura mediante
la ley de Fourier (1878):

q=—K-VT, (1.7.32)

donde K es el tensor de conductividad térmica. Para materiales de conductividad isotropa, se tiene
que K = kl. En estos casos, la ecuacién de energia térmica se expresa como:
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Ecuacion de energia térmica (forma local e instantanea)

pC, (‘Z —I—V-VT> =V (kVT)+®. (1.7.33)

La ecuacidn anterior es la forma cerrada de la ecuacién de la energia térmica en su version local e
instantinea.

Transferencia de masa de una especie

Existen dos axiomas fundamentales que rigen el transporte de masa en mezclas multicompo-
nentes. El primer axioma puede expresarse con palabras como sigue:

Principio de conservacion de masa (expresada en palabras)

de la masa de una especie

La razén de cambio en el tiempo
especie por las fronteras

{La tasa de entrada de masa de la }

La tasa de generacion o
T . . (1.8.1)
consumo de la especie

Traduciendo al lenguaje matematico la ecuacion anterior se obtiene la siguiente expresion

Forma macroscépica del principio de conservacion de masa

d
E/pA dV+/n-pA(VA—w) dA:/rA dv. (1.8.2)
% P A

donde py, v4 y r4 representan la densidad, velocidad y tasa de generacion de la especie A, respecti-
vamente. Como se indica en la ecuacion de arriba, esta forma corresponde a la versién macroscépica
de la conservacién de masa, por lo que se dedican los siguientes parrafos a la deduccién de su
versién microscépica.

Utilizando el teorema general del transporte en el lado izquierdo de la ecuacién (1.8.2) resulta:

/agptAdV—I—/nwApAdA—/rA av. (1.8.3)
7 o i

Usando ahora el teorema de la divergencia en el segundo término del lado izquierdo, se obtiene

/ <8aptA+V'(VApA)—FA> av =0. (1.8.4)

Ya
A partir de este resultado se puede extraer la ecuacion de continuidad de una especie:

0
%Jrv-nf,:m, A=1,....N. (1.8.5)

En donde ademas se utilizé la definicion del flux mdsico de una especie:
Ny = PAVA. (1.8.6)

La ecuacién (1.8.5) no estd cerrada pues no se ha especificado la relacién entre nyg y r4 con la
concentracion masica p4. La forma especifica de r4 estd determinada por la aplicacién particular
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que se esté estudiando y puede ser un término lineal o no lineal. Para atender la cerradura del
flux masico ny4, puede tomarse en cuenta el hecho de que la velocidad de una especie, v4, puede
descomponerse en términos de la velocidad convectiva v y de la velocidad difusiva u,:

VA =V+uy. (1.8.7)
O bien, en términos del flux
Ny = Pav+jy- (1.8.8)

donde p,v es el flux convectivo y j4 es el flux difusivo. Este tlltimo se relaciona con el gradiente de
pa mediante la ley de Fick (1855)

Ja = —ZaVpa, (1.8.9)

donde %4 es el coeficiente de difusion de la especie A. Es importante mencionar que la relacién de
cerradura dada en la ecuacién anterior sélo es valida para condiciones de solucién diluida, esto es,
cuando pg < p.
Entonces, la forma cerrada de la ecuacion de continuidad en base madsica es:

9Pa |y —V - (I4V -

?‘F (pav) =V - (D4Vpa)+ra, A=1,...,N. (1.8.10)
A menudo, se utiliza la forma molar de la ecuacion anterior. Para obtenerla simplemente se dividen
ambos lados de la ecuacién entre el peso molecular de la especie A, My, para obtener

Forma microscopica de la conservacion de una especie (base molar)

d
§+V-(cAv):V-(.@AVcA)+RA, A=1,...,N, (1.8.11)

donde c4 = pa/My y Ry = ra/My. A pesar de las suposiciones que implican estas ecuaciones,
pueden usarse para resolver una amplia variedad de problemas de interés en ingenieria.

Sintesis

Las ecuaciones de conservacion que se dedujeron en los parrafos anteriores pueden resumirse
como sigue:
= Transferencia total de masa

0

l+v-(pv)=0. (1.9.1)

Jt
= Transferencia de una especie (base masica)

d

%Jrv-(pAv):v.(@AVpA)jurA. (1.9.2)
= Transferencia de una especie (base molar)

aCA

W+V-(cAV) =V (Z4Vca)+Ry. (1.9.3)

= Transferencia de cantidad de movimiento

d
pa—:—i—V-(pvv):—Vp+pg+V-(uVV). (1.9.4)
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1.10

» Transferencia de calor

aT P
—+V.-(Tv)=V-(aVT)+ —. 1.9.5
o HY Y =YD+ (195)
Las ecuaciones deducidas en los parrafos anteriores pueden resumirse en la siguiente forma
general:

I

StV (evie) =¥, (1.9.6)

donde el primer término del lado izquierdo se refiere a la acumulacion, el segundo término al
transporte por conveccion y difusion, mientras que el término del lado derecho es una fuente
(o sumidero). Las formas particulares de las variables involucradas en la ecuacién anterior se
muestran a continuacion:

Resumen de fenémenos de transporte

Transporte [0} o b4
Masa total p 0 0
Masa de una especie (base mdsica) | pa —ZaVpa TA
Masa de una especie (base molar) ca —9aVey Ry
Cantidad de movimiento pv  —uvVv pg—Vp
Transferencia de calor T —avVT  ®/pc,

Condiciones de frontera

Aunque las condiciones de frontera tienen una formulacion mds amplia, para los propdsitos
de muchas de las aplicaciones que se abordan en este texto, es conveniente clasificarlas en
las siguientes tres categorias:
1. Condiciones tipo Dirichlet: se especifica el valor de la variable dependiente en una
frontera:

o=¢, end. (1.10.1)

Este es el caso cuando se conoce por ejemplo el valor de la temperatura en una superficie
o bien cuando se especifica la presion de un fluido en una cara del sistema.

2. Condiciones tipo Neuman: Se especifica el valor del flux en una frontera. A menudo,
se conoce la componente normal a la superficie del flux, esto es:

n-(pv+0)=¢&, end. (1.10.2)

En este texto, el vector normal siempre apunta de la fase que se estd considerando hacia
el exterior. Este es el caso cuando se conoce el valor de una fuente o sumidero de calor
0 masa en alguna superficie o bien cuando se conoce el valor del esfuerzo cortante en
alguna superficie.

3. Condiciones tipo Robin: Se especifica una combinacion lineal de la variable depen-
diente y el flux:

op+Pn-(pv+0)=7y, end. (1.10.3)
Un ejemplo de esta condicidn es la ley de enfriamiento de Newton:
n-q=nT-T.), en, (1.10.4)

donde 4 es el coeficiente interfacial de transferencia de calor, el cual colapsa el transporte
por conveccidn y conduccién que tiene lugar en la capa limite. Esta misma estructura
matemadtica puede encontrarse en problemas de transferencia de masa y de cantidad de
movimiento.
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Introduccién

Los modelos matematicos desarrollados en el capitulo anterior pueden usarse para describir
el transporte de masa, cantidad de movimiento y calor en una amplia variedad de sistemas de
interés. Sin embargo, la solucién de las ecuaciones de transporte s6lo puede llevarse a cabo de
manera analitica en ciertas geometrias, como son cartesianas, cilindricas y esféricas. Para estudiar
la solucién en dominios mds complicados es necesario recurrir a los métodos numéricos. A pesar
del progreso en el poder computacional que se tiene para resolver numéricamente las ecuaciones
de transporte, no debe olvidarse que este tipo de soluciones son aproximadas pues las ecuaciones
se resuelven de manera discreta y no continua como en las soluciones analiticas. Actualmente,
existen muchas alternativas interesantes de soluciones numéricas como son el elemento a la frontera
(Katsikadelis, 2016), el método de diferencias finitas (Smith, 1985), el método de elemento finito
(Solin, 2005) y de volumen finito (Versteeg y Malalasekera, 2007). EI método de elemento a la
frontera incorpora de manera exacta las condiciones de frontera mediante la formula de Green y
posteriormente interpola la informacion para determinar la solucién en el dominio. Los métodos
de diferencias finitas y elemento finito resuelven las formas microscépicas de las ecuaciones de
conservacion en nodos y elementos discretos y son el método numérico a utilizar en este texto. Por
ultimo, el método de volumen finito discretiza y resuelve las ecuaciones de transporte en su forma
macroscopica. De hecho, este dltimo método, asi como el método del elemento finito, se utilizan
mucho para la solucién numérica de las ecuaciones de flujo de fluidos y es un campo activo de
investigacion que se conoce como dindmica de fluidos computacional o bien computational fluid
dynamics (CFD) (Hinch, 2020).

El objetivo de este capitulo es presentar fundamentos y algunas aplicaciones del método de
diferencias finitas en problemas de interés en ingenieria. Para cumplir este objetivo, el capitulo
estd organizado como sigue: en la seccién 2.2 se presenta una breve discusidn acerca de las mallas
computacionales, lo que da pie a que se presenten los fundamentos del método de diferencias finitas
junto con el algoritmo de Thomas en las secciones 2.3 y 2.4, respectivamente. Estos conceptos
se utilizan primeramente para predecir el perfil de temperatura en una barra que separa dos
placas paralelas como se ilustra en la seccion 2.5. Esta primera ilustracién es unidimensional en
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coordenadas cartesianas, por lo que en la seccién 2.6 se estudia un problema de transporte reactivo
de un soluto en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas y se hacen las predicciones del
factor de efectividad en estos y otros sistemas coordenados. Ademads, en esta misma seccién se
incluye un apartado donde se explica la solucidn de problemas no lineales mediante funciones de
Green. Posteriormente, se estudia un problema en el que hay transporte en dos dominios y se elige
al transporte entre un medio poroso y un fluido para ilustrar esta situacién en la seccién 2.7. Las
ultimas dos secciones del capitulo estdn dedicadas a los fundamentos y aplicaciones de problemas
de transporte transitorios. En especifico, en la seccion 2.9 se estudia la dindmica de la transferencia
de masa y reaccion en un tanque agitado heterogéneo. En todos los casos presentados aqui se
presentan los programas en Matlab correspondientes para obtener los resultados reportados.

Mallas computacionales

Para llevar a cabo la solucién numérica de problemas de valor a la frontera, es necesario dividir
al dominio de la ecuacion diferencial en numerosos subdominios que se conocen como celdas o
elementos. Los vértices de los elementos se llaman nodos y pueden ubicarse tanto en el dominio
como en sus fronteras. Ya que un nimero infinito de subdominios lleva a un continuo, puede
razonarse que en cuanto mas fina sea la malla mejor sera la solucién numérica. Sin embargo, esta
idea intuitiva no siempre estd justificada. De hecho, el éxito de una solucién numérica depende més
bien de su convergencia y estabilidad, mientras que su exactitud y precisién pueden mejorarse a
través de la malla computacional.

Existen tres tipos de mallas computacionales: estructuradas, no estructuradas e hibridas. Las
mallas estructuradas consisten en nodos indizados en un cierto orden, de tal forma que la malla es
cuadrilateral en 2D y hexagonal en 3D. Las mallas no estructuradas consisten en nodos colocados
aleatoriamente, que al unirse forman por lo regular elementos triangulares (2D) o tetraédricos (3D).
Por tltimo, las mallas hibridas son una combinacién de las mallas estructuradas y no estructuradas.
En la figura 2.1 se muestra un ejemplo de las mallas estructuradas y no estructuradas para un
dominio bidimensional, destacando los nodos de dominio y de frontera. Como puede notarse, en
una malla estructurada los elementos son regulares, mientras que en una malla no estructurada los
tridngulos son de tamaio variable. De hecho, las mallas estructuradas son mds eficientes desde el
punto de vista computacional pues requieren menos memoria respecto a las mallas no estructuradas.
Sin embargo, las mallas estructuradas no son féciles de construir para geometrias complicadas como
la de la figura 2.1. Para combinar las bondades de ambos tipos de mallas es que se propusieron las
mallas hibridas.

Cabe agregar que en aplicaciones més sofisticadas de problemas de ingenieria, no sélo es
necesario contar con mallas hibridas o de tamaifio variable, sino que ademés es necesario permitir
que las mallas se deformen, se refinen o incluso se muevan en una direccion determinada (Farmer
y col., 2009). El procedimiento de refinado de malla consiste en los siguientes pasos: 1) resolver
el problema con una determinada malla, 2) Identificar las mallas que deben hacerse més gruesas
o mas finas, 3) Dividir los elementos para el refinado y 4) refinar elementos adicionales para
mantener un cambio suave en la densidad de la malla, lo cual es necesario para no perder la
estabilidad de la solucién. En aplicaciones mas avanzadas se ilustra el uso de mallas méviles en
Comsol Multiphysics. Por el momento, las aplicaciones se centrardn en el uso de mallas fijas y
estructuradas.

El método de diferencias finitas en 1D

Los métodos de diferencias finitas se basan en el uso de series de Taylor para aproximar las
derivadas en las ecuaciones diferenciales. De una manera sencilla, una serie de Taylor se define
como sigue
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@ Nodos de dominio ® Nodos de dominio
@ Nodos de frontera ® Nodos de frontera

211 -

<=

3 i Elemento finito
triangular

a) b)

Figura 2.1: Ejemplos de nodos y elementos para a) una malla estructurada y b) una malla no
estructurada en un dominio bidimensional.
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Figura 2.2: Esquema de la relacién de una funcién unidimensional y sus nodos computacionales.

Definicion 2.3.1 — Serie de Taylor. Una funcién f(x), la cual es infinitamente diferenciable,
puede expandirse alrededor de un punto xy de acuerdo a la siguiente expresion

(x—x0)" I"f

! n
= n ox" | ._,

2.3.1)

Para el caso particular en el que xo = 0, la serie se conoce como serie de Maclaurin.

En la figura 2.2 se muestra un ejemplo de una funcién unidimensional y su relacién con N
nodos computacionales. De esta forma, el nodo x; corresponde a la posicién x = a que es el inicio
del dominio, mientras que el nodo xy representa a la posicién x = b que marca el final del dominio.
El espaciamiento, Ax, de los nodos computacionales puede calcularse como sigue

XN — X1 b—a

= = . 2.3.2
Ax N-1 N-1 2.3.2)
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Como dicho espaciamiento es constante, se tiene que

Ax=T70 (23.3)
i—1
de donde puede despejarse a x; como sigue:
xi=a+(i—1)Ax, para i=1,...,N. (2.3.4)

De esta forma, una funcion y definida en el nodo i+ 1 puede expandirse en series de Taylor alrededor
del nodo i como sigue

0
Yit1 =Yyi+Ax 78)1
X

Ax? 9%y
+ - 7
2 oJx?

AP 3yl Ax* 9%y
—_— —_— 2.3.5
TR T i (2.3.52)

i i i i

De la misma forma, una funcién definida en el nodo i — 1 puede expandirse alrededor del nodo i
como sigue

@ Ax? 9%y

N Ax3 a3y
dx|, 2 Jx?

31 9x3

Ax* 9%y

A 2.3.5b
+ T + ( )

Yi-1 =yi—Ax

i i i

Sumando estas ecuaciones se obtiene la siguiente férmula para la segunda derivada:

Definicién 2.3.2 — Aproximacion de la segunda derivada.

9%y

9y| _Yie1=2yityin
dx?

e +0(AY?), (2.3.6)

i
donde O(Ax?) denota que la férmula tiene un orden de aproximacién de Ax?.

Ademds, utilizando las ecuaciones (2.3.5) se obtienen las siguientes tres formulas para la primera
derivada

Definicién 2.3.3 — Aproximaciones de la primera derivada.
= Derivada hacia adelante

9y
ox

Yit+1 — )i
=—— +0(Ax). 2.3.7
Ax +O(Ax) ( )

i
= Derivada hacia atras

dy

oy _Yi—Yi-1
dx

L4 0(AY). (23.8)

i
= Derivada centrada

dy

oy _ Y+l T Vi1
dx

2
a0l (2.3.9)

i

Como puede notarse, las formulas de derivada hacia adelante y atrds tienen mayor error que la
féormula de derivada centrada, lo cual sugeriria que s6lo debiera usarse este dltima férmula; sin
embargo, esto no siempre es posible. Por ejemplo, si una condicién en la frontera x = a es de tipo
Neumann, entonces s6lo puede usarse la férmula de derivada hacia atrés.

De esta forma, lo que se genera al discretizar la ecuacidn diferenicial y condiciones de frontera
es un sistema de ecuaciones algebraicas que debe resolverse de una forma eficiente. En princi-
pio, pueden usarse diferentes técnicas para resolver sistemas de ecuaciones como el método de
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eliminacion gaussiana. Sin embargo, como se mostrard en los ejemplos mds adelante, el sistema de
ecuaciones que se genera con esta técnica es de tipo tridiagonal. Se le conoce asi ya que la matriz
de coeficientes del sistema de ecuaciones contiene ceros excepto en la diagonal principal y en las
diagonales arriba y abajo de ésta. Para resolver este tipo de sistemas de ecuaciones se utiliza el
algoritmo de Thomas, el cual se explica en los siguientes parrafos.

El algoritmo de Thomas

Considere la siguiente ecuacion vectorial
M-u=d (24.1)

En donde M es la matriz de coeficientes y tiene N filas por N columnas, u es el vector de incGgnitas
(de N filas y una columna) y d es un vector de la misma dimensién que u pero que no contiene
incégnitas. La ecuacién anterior puede expresarse en forma matricial como sigue

By C; 0 0 O 0 O O 7 [ u ] [ di
A B C; 0 0 O O 0 1753 d>
0 A3 B3 ¢G3 00 0 O u3 d
o o0 . 0O 0 O .
0o 0 0 . 0 O - . ' (2.4.2)
0 0 0 O 0
o 0 o o o . . . . .
L 0 0 0 0 0 O AN BN 4 L un | L dN |
M u d

Como puede notarse, este es un sistema que acopla N-ecuaciones linealmente independientes. La
primera ecuacidn es

Biu; +Ciupy = d,. (2.4.3)
Despejando a la incdgnita u; se obtiene la siguiente expresion

uy =g —bus. (2.4.4)
Por conveniencia, se usaron las siguientes definiciones en la ecuacién anterior

01=B" hh=0,Ci g =0:d. (2.4.5)

Como puede notarse, la ecuacion (2.4.4) no es una solucidén explicita de u#; pues ain depende de la
incégnita up. Continuando con la segunda ecuacién a resolver, ésta puede escribirse como

Az (81— b1uz) + Bouy + Couz = dy, (2.4.6)

donde ya se sustituyé el resultado de la ecuacion (2.4.4). Despejando u; de la ecuacién anterior se
obtiene una expresidn con estructura similar a la mostrada en la ecuacién (2.4.4):

uy = g» — bous, (2.4.7)
donde ahora se usaron las siguientes definiciones

@ =(Ba—Ash)) 'y by=wCo, gy = (dy—Asg)). (2.4.8)
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A partir del resultado anterior se puede deducir la siguiente férmula de recurrencia
uj=g;—bjuiyy, para i=2,....N—1, (2.4.9)
donde los coeficientes son:
0;=B,—Abi_1)" bi=w;C g=w;(d—Ag_) paa i=2,....N—1. (2.4.10)

Es claro que la ecuacién (2.4.9) no puede usarse para i = N ya que quedaria expresada en términos
de la incognita uy 1, la cual no existe. Por ello, vale la pena dirigir la atencién a la dltima ecuacién
del sistema de ecuaciones, la cual puede escribirse como sigue

AN”N—] +BNMN == dN. (2411)

O bien, sustituyendo a la ecuacién (2.4.9) para i = N — 1, esto es: uy_; = gn—1 — by_1uUn ¥
despejando a uy, se obtiene la siguiente expresion cerrada

_ dy —ANgN-1

= gN. 2.4.12
By —An byt 8N ( )

un
En este momento es importante notar que los vectores de coeficientes @, b y g pueden calcularse
tan solo con el conocimientos de los componentes de la matriz M y el vector d. De esta forma, al
tener todos los componentes de los vectores @, b y g se puede proceder a determinar uy, el cual
puede usarse para calcular uy_; y asi sucesivamente hasta llegar a u;. A continuacién se presenta
la programacién en Matlab de una funcién llamada Thomas que sigue este algoritmo

Algoritmo de Thomas como funcién en Matlab

function u=Thomas(A,B,C,D,N)

w=zeros(N,1);

b=zeros(N,1);

g=zeros(N,1);

w(1)=1/B(1);

b(1)=w(1)*C(1);

g()=w(1)*D(1);

for i=2:N-1
w(i)=1/(B(1)-A(1)*b(i-1));
b(i)=w(i)*C(i);
g(D)=w(i)*(D(1)-A(i)*g(i-1));

end

w(N)=1/(B(N)-A(N)*b(N-1));

g(M)=w(M)* (D) -A(N)*xg(N-1));

u(N)=g(N);

for i=N-1:-1:1
u(i)=g(i)-b(i)*u(i+1);

end

A continuacién se ilustra el uso de este método en un problema que tiene solucién analitica.

2.5 Solucién de un problema de transferencia de calor unidimensional

Considere el sistema mostrado en la figura 2.3, el cual consiste en dos placas paralelas separadas
entre si a una distancia L por una barra cilindrica de radio R. Esta barra cumple la funcién de
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Figura 2.3: Esquema de un sistema que consiste en dos placas paralelas a diferentes temperaturas
separadas a una distancia L por un cilindro de radio R.

transferir el calor de la placa izquierda (la cual se supone se encuentra a la temperatura mayor 7p)
hacia la placa de la derecha, la cual se encuentra a una temperatura 7;. Ademds, la superficie lateral
de la barra estd expuesta a la temperatura ambiente (7;,) y presenta resistencias a la transferencia
de calor. Se busca predecir los cambios espaciales de la temperatura promedio (en la seccién
transversal) a lo largo de la barra.

Bajo condiciones de estado estacionario y ya que no hay conveccién ni fuente interna en la
barra, la ecuacion de energia térmica se reduce, para esta situacion fisica, a:

0=V-(kVT). 2.5.1)

O bien, en coordenadas cilindricas y tomando en cuenta que la conductividad térmica es una
constante distinta de cero:
1a<aT) 1 9*T 9°T

== (5 + 22 (2.5.2a)

0 et oz

Suponiendo condiciones de simetria angular y radial, la ecuacion anterior esta sujeta a las siguientes
condiciones de frontera:

enr =0, 8—T =0, (2.5.2b)
or
oT
enr =R, _kﬁ =n(T-T,), (2.5.2¢)
T(r,0,z) =T(r2m,z), (2.5.2d)
T T
i = i . (2.5.2¢)
90 lg_ 90 |g_o;
enz=0, T=Ty, (2.5.2f)
enz=L, T=T;. (2.5.2g)

En la ecuacion (2.5.2¢), h es el coeficiente interfacial de transferencia de calor y se supone constante.
En este primero problema, el interés no estd en resolver las ecuaciones anteriores, sino en describir
la transferencia de calor en términos de la siguiente temperatura promedio:

0=2mr=R
/ T rdrd®. (2.5.3)
0=0 r=0

_ 1
- 7R?

{T)
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Note que la temperatura promedio s6lo depende de z. Aplicando este operador de promediado a la
ecuacion diferencial (2.5.2a) resulta la siguiente expresion:

19 [ dT 19T\ d*(T)
<rar <r8r>>+<r2892>+dz2 . (2.5.4)

Abhora bien, con base en las condiciones de frontera se deducen los siguientes resultados:

19 [ aT 1 T s ar 9
<rar< a>> = /a< ar> ard = o / 16
0=0 r=0
0=2x
- / (T|_p—T,) db, (2.5.52)
1 92T 10°T 1 1 07|%=*"
<r2 aez> nRz/Oe/ rae2 19 = 1 / ol =0 @

En la ecuacién (2.5.5a) a menudo suele suponerse que la temperatura en la superficie de la barra es
igual a la temperatura promedio, lo cual es razonable siempre y cuando r < L. Bajo esta suposicion,
la ecuacion (2.5.4) se reduce a

d*(T) _2h
dz> kR

Para deducir las condiciones de frontera correspondientes, se promedian las ecuaciones (2.5.2f) y
(2.5.2g) suponiendo que 7y y 77, son constantes para obtener:

0=

(T)—T,). (2.5.6a)

enz=0, (T)="Tp, (2.5.6b)
enz=L, (T)=T;. (2.5.6¢)

Note que la formulacion del modelo partié del principio de conservacion, el cual se simplificé
mediante la aplicacién de un operador de promediado y de suposiciones razonables. Esto difiere
del uso de balances de coraza (Bird y col., 2014) en donde se deduce el modelo particular a cada
aplicacion a partir de considerar las contribuciones de entrada y salida en cada cara de una regién
de integracién definida ad hoc.

Antes de resolver el problema es conveniente reformularlo de manera adimensional. Para ello,
se definen las siguientes variables y pardmetros adimensionales

&= T*:M «_ - Ta i:%
La TO_Ta, L TO_Ta7 kR,

(2.5.7)

donde Bi es el nimero de Biot y relaciona las resistencias internas a la transferencia de calor
respecto a las resistencias externas. De esta forma, el problema adimensional puede escribirse como

ars
0= W —BiT s (2583)
=0, Tr=1, (2.5.8b)
=1, T =T;. (2.5.8¢)

Este problema tiene solucion analitica y estd dada por la siguiente expresion (ver ejercicio 2.2)

T;senh(v/Biz") + senh[v/Bi(1 — z*)]
senh(v/Bi) '

T = (2.5.9)
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En forma discreta, el problema dado en las ecuaciones (2.5.8) puede escribirse como el siguiente
conjunto de ecuaciones algebraicas

I'=1, eni=1, (2.5.10a)
T +eT7 +T1,=0, 2<i<N-1, (2.5.10b)
Ty=1T;, eni=N. (2.5.10c)
En la ecuacion (2.5.10b) se us6
¢ =—(2+AZBi). (2.5.11)
El sistema de ecuaciones (2.5.10) puede expresarse en forma matricial como sigue
1 0 0 0 O .. .. .. .. O T T M1
1 ¢ 1 0 O 0 Ty 0
0 1 ¢ 1 0 0 Iy 0
0 0 1 o 1 0 Ty 0
=1 1. (2.5.12)
0O .. .. .. .. .. 1 o 1 0 Ty_» 0
0 ... .. o o .o 0 1 ¢ 1 Ty, 0
L0 .. .. . .. .. 00 0 1 JL 1Ty L T |

Como puede notarse la matriz de coeficientes es tridiagonal y puede usarse el algoritmo de Thomas
descrito arriba para resolver este sistema de ecuaciones algebraicas. Bajo este esquema, se encuentra
que, en este caso, los vectores A, B, C y d son:

A =0, Bi=1, C =0, d =1, (2.5.13a)
Ai=1, Bi=¢, C=1, di=0; i=2,....N—1, (2.5.13b)
Ay=0, By=1, Cy=0, dy=Tj. (2.5.13¢)

Como puede notarse, la evaluacién de la solucidn analitica solo requiere de especificar los valores
de los pardmetros Bi y T;", mientras que para evaluar la solucién numérica se requiere ademds
especificar el nimero N de nodos computacionales. A continuacién se presenta el programa de
Matlab para resolver y comparar ambas soluciones

Programa para la comparacion de las soluciones analitica y numérica

clear; close all; clc;
format long

% Parametros

Bi = 1000;
TL= 0;
N=100;

z=linspace(0,1,N);
dz= z(2)-z(1);

%Solucidén analitica
Ta= (TL*sinh(sqrt(Bi)*z)+sinh(sqrt(Bi)*(1-z)))/sinh(sqrt(Bi));
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Figura 2.4: Comparacién entre las soluciones analitica y numérica para los perfiles de la temperatura
promedio en una barra que separa a dos placas paralelas para diferentes valores del nimero de
Biot; fijando a) 7, =0 y b) 7; = 0.5. La solucién numérica se presenta usando 100 nodos
computacionales.

% Solucién numérica
= zeros(N,1);

B= zeros(N,1);

C= zeros(N,1);

d= zeros(N,1);

% Primera condicidén de frontera
B(1)=1;
d(1)=1;

%Ecuacién diferencial

for i=2:N-1
A(l)= 1;
B(i)= -(2+dz"2%*Bi);
C(i)= 1;
d(i)= 0;
end

% Segunda condicidén de frontera
B(N)=1;
d(N)= TL;

T=Thomas (A,B,C,d,N);
plot(z,Ta, z, T, ’0’)

En la figura 2.4 se muestra la evaluacion de la solucién analitica y su comparacién con la
solucién numérica tomando 100 nodos para diferentes valores del nimero de Biot y tomando
dos valores de T;*. Se hicieron pruebas con otros nimeros de nodos y se encontré que al fijar
N = 100 era suficiente para obtener la excelente concordancia entre ambas soluciones que se
aprecia en las graficas del a figura 2.4. Cuando no se cuente con una solucién analitica, se deben
hacer pruebas de convergencia de malla en donde se va incrementando sistematicamente el nimero
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de nodos computacionales hasta que se obtienen resultados que sean practicamente invariantes a un

incremento de N.

De acuerdo a la figura 2.4a), cuando la temperatura de la placa derecha es igual a la temperatura
ambiental, la temperatura mds baja se encuentra en z* = 1 y, conforme se incrementa el nimero de
Biot, mas porciones de la barra alcanzan esta temperatura minima. Esto tiene sentido ya que un
aumento en Bi se traduce en una mejor transferencia de calor con el ambiente. Por su parte, los
resultados reportados en la figura 2.4b) corresponden al caso en el que la temperatura mas baja es
la ambiental y por ello la temperatura minima se encuentra dentro de la barra y no en z* = 1 para
BI > 10. Por supuesto el andlisis presentado aqui puede extenderse a situaciones mas complicadas

como se explora en el ejercicio 2.1.

Ejercicio 2.1 — Situaciones fisicas alternas. Deduzca el modelo promedio y escriba la forma

discretizada del problema para los siguientes casos:

1. El transporte de calor se da por conduccién en la barra pero existen resistencias interfacia-

les a la transferencia de caloren z=0y z = L.

2. El transporte de calor se da por conduccién y conveccidn en la barra. Esto es posible si

pasa un fluido por dentro de la barra.

En ambos casos presente la discretizacion de los problemas adimensionales.

Ejercicio 2.2 — Solucién analitica. Resuelva analiticamente el problema dado en las ecuacio-
nes (2.5.8). Para ello, tome en cuenta que la solucién general de la siguiente ecuacion diferencial

ordinaria de segundo orden

dzy

2y, _
2 9r=0
estd dada por
y = cysenh(@x) + cacosh(@x).

Ademés, utilice la siguiente identidad

senh(x+y) = senh(x)cosh(y) =+ cosh(x)senh(y).

2.6 Difusion y reaccion en diferentes geometrias
2.6.1 Cinética de primer orden

Considere el siguiente problema de valor a la frontera

d d
0= Ia d (xch> —kca,

X" dx dx
dCA
=0, —=0
x b d_x b
dc
x=1L, —@Ad—; = h(cA — Cw)-

(2.5.14)

(2.5.15)

(2.5.16)

(2.6.1a)

(2.6.1b)

(2.6.1c)

Este problema representa el transporte de masa (en base molar) en estado estacionario por difusién
sujeto a una reaccién de consumo de primer orden en una sola direccién. Su deduccién se discute
con mas detalle en el ejercicio 2.3. En la ecuacion (2.6.1a) el coeficiente m se usa para representar
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la geometria, de tal manera que m = 0,1 y 2 corresponde a coordenadas cartesianas, cilindricas y
esféricas (Aris, 1957); aunque también es posible considerar valores fraccionales para representar
otro tipo de geometrias como lo sugirieron Burghardt y Kubaczka (1996). La condicién de frontera
dada en la ecuacién (2.6.1b) es una condicion de simetria y quiere decir que lo que ocurre en la
mitad del sistema es igual a lo que ocurre en la otra mitad y por ello el problema solo se resuelve
en una mitad. Por dltimo, la condicién de frontera dada en la ecuacién (2.6.1c) es una ley de
enfriamiento de Newton y representa que la frontera en x = L ofrece resistencias a la transferencia
de masa. En esta ecuacion £ representa el coeficiente interfacial de transferencia de masa y c. es la
concentracion suficientemente lejos del sistema. En este problema se busca determinar el perfil de
concentracién interno en el dominio para posteriormente calcular el factor de efectividad definido
como

x=

L

—keax™ dx

o (m+1)
n=-= =

x=L
m
. = D er(x = 1) / cax™ dx. (2.6.2)

7 —kca(x = L)x™ dx x=0

x=0

Para resolver el problema se definen las siguientes variables y pardmetros adimensionales

. CA . X 5 kL? . hL
¢ Coo * L (P -@A ! -@A ( )
De esta forma, el problema adimensional es
d * dC* 2 xm _x
=T <x " dx*) — 9 (2.6.42)
. dc*
x'=0, — =0, (2.6.4b)
dx*
d %
=1, — d; = Bi(c* — 1). (2.6.4¢)
Y el factor de efectividad se escribe ahora como
41 x*=1
n= w / X dx”. (2.6.5)
c*(x*=1)

x*=0

Para escribir el problema en forma discreta es necesario contar con las siguientes férmulas de
discretizacion centradas (Smith, 1985)

(x*mﬁ) _ (x*mﬁ>
d ndch ) it1)2 )i
* = 2.6.6
dx’ <x dx' > Ax* ’ (2.6.62)
dc, ch o —cf
*m A *m i+1 i
= LA S 2.6.6b
(x dx*>i+l/2 Xit1/2 < Ax* > ) ( )
dc}, cf—cf
wm A __ . km i i—1
(x I > s =X_1 (Ax* > , (2.6.6¢)
donde x;, ; , = (i—1/2)Ax" y x] | = (i —3/2)Ax*. De esta forma, sustituyendo las ecuaciones
(2.6.6b) y (2.6.6¢) en la ecuacion (2.6.6a) se obtiene que
d [ pdci\ X aCien — <xm/2 +xﬁn1/2> i X7 aci 2.67)
- " ax ) T Ax*2 ’ A
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Con esta férmula a la mano se obtiene la siguiente forma discretizada del problema de valor a la

frontera
—cj+¢ =0, (2.6.8a)
X:‘Tll/2cz-il — <X;:'Ln1/2 +X;‘kf11/2 + ¢2M*2X*m> C;'k +X?1n1/2cz-k+1 = 0, 1= 2, e ,N — 1,
(2.6.8b)
—cy_1 + (BiAx™ + 1) cy = BiAx". (2.6.8¢)

Para calcular el factor de efectividad se necesita llevar a cabo la integral numérica de la concentra-
cién, para lo cual se puede recurrir a la regla del trapecio, la cual se define a continuacién:

Definicion 2.6.1 — Regla del trapecio. Para una funcién f(x) continua por tramos y definida
en el intervalo x = a y x = b en N nodos computacionales, su integral definida en estos limites
puede aproximarse como sigue

i=N—1

b-a fl@+2 Y fea)+f0b)]. (2.6.9)
i=2

x=b
_/f(x) T

Esta férmula de integracién puede programarse como funcién en Matlab como sigue

Funcién trapecio en Matlab

function I = trapecio(f,a,b,N)

suma=0;
for i=2:N-1

suma= suma+f (i) ;
end

I= (b-a)/ (2% (N-1))* (£ (1) +2*suma+f (N)) ;

De esta forma, para el problema que se desea resolver, el factor de efectividad puede calcularse
como sigue

i=N—1

m—+1
+ 2 Y X"ty
i=2

AN 1) . (2.6.10)

n:

A continuacién se muestra el programa para la evaluacién de la solucién sin incluir el cdlculo
del factor de efectividad:

Programa de difusion y reaccion (version 1)

clear; close all; clc;
format long
% Parametros

Nfi= 10;

fi = 100; %logspace(-1,1,Nfi);
Bi =10;

N= 1000;

dx= 1/(N-1);

m=2;

% Vectores
A=zeros(N,1);
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B=zeros(N,1);
C=zeros(N,1);
D=zeros(N,1);
x=zeros(N,1);
xp=zeros (N, 1) ;
xn=zeros(N,1);

%Vectores de posicidn
for i=1:N
x(i)= (i-1)*dx;
xp(1)= (i-1/2)*dx;
xn(i)= (i-3/2)*dx;
end

hi=1

B(1) = -1;

C()=1;

% i=2,...,N-1

for i=2:N-1
A(i)=xn(i) "m;
B(i)= -(xn(i) m+xp(i) "m+fi~2%dx~2*x (i) m);
C(i)= xp(i) "m;

end

% 1=N

A= -1;

B(N)= (Bi*dx+1);
D(N)= Bix*dx;

c=Thomas (A,B,C,D,N);
plot(x,c)

En la figura 2.5 se presentan ejemplos de los perfiles de concentracion para una placa (m =0) y
una esfera (m = 2) variando el médulo de Thiele en cuatro érdenes de magnitud y para dos valores
del nimero de Biot. Los resultados muestran que un aumento en el médulo de Thiele hace que la
concentracion dentro de la particula disminuya, lo cual tiene sentido ya que se incrementa la tasa
de reaccién respecto a la velocidad de difusiéon. Ademds, los perfiles de concentracién también
aumentan con el nimero de Biot, ya que se disminuyen las resistencias externas a la transferencia
de masa. Ademds, al comparar los resultados de una placa con los de una esfera, se observa que los
perfiles de concentracion se incrementan en la esfera ya que contiene mayor superficie de contacto.

El programa que se mostré arriba se modificé para poder calcular el factor de efectividad y se
lista a continuacién

Programa de difusion y reaccion (version 2)

clear; close all; clc;
format long

% Parametros

Nfi= 1000;

til = logspace(-1,2,Nfi);
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Figura 2.5: Perfiles de concentracién paraa) Bi=1,m=0;b) Bi=10,m=0;c) Bi=1,m = 2;
d) Bi = 10, m = 2 para cuatro valores de ¢.

Bi =10;

N= 1000;

dx= 1/(N-1);
m=2;

% Vectores
A=zeros(N,1);
B=zeros(N,1);
C=zeros(N,1);
D=zeros (N, 1) ;
x=zeros(N,1);
xp=zeros (N, 1) ;
xn=zeros(N,1);
f=zeros(N,1);
eta = zeros(Nfi,1);

%Vectores de posicidn
for i=1:N
x(i)= (i-1)*dx;
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Figura 2.6: Prediccion del factor de efectividad como funcién del médulo de Thiele para diferentes
geometrias.

xp(i)= (i-1/2)*dx;
xn(i)= (i-3/2)*dx;
end

% i =1
B(1) = -1;
c()=1;

% 1=N

A(N)= -1;

B(N)= (Bi*dx+1);
D(N)= Bi*dx;

for j=1:Nfi
fi=til(j);
% i=2,...,N-1
for i=2:N-1
A(i)=xn(i) "m;
B(i)= -(xn(i) m+xp(i) m+fi~2+dx~2*x(i)"m);
C(i)= xp(i)~m;
end
c=Thomas (A,B,C,D,N) ;
for i=1:N
f(i)= c(i)*x(i) "m;
end
eta(j)= (m+1)*trapecio(f,0,1,N)/c(N);
end
semilogx(til,eta)

En la figura 2.6 se presentan predicciones del factor de efectividad para un amplio rango de
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valores del médulo de Thiele para diferentes geometrias, incluyendo factores de forma fraccionales.
Como es de esperarse, el factor de efectividad disminuye cuando se incrementa el médulo de Thiele.
Ademéds, al incrementar la superficie de contacto, es decir al aumentar el valor del factor de forma
m, se incrementa el factor de efectividad. Estos resultados son consistentes con los mostrados en la
figura 2.5 para los perfiles de concentracion.

Hasta este momento el andlisis se ha llevado a cabo para una cinética de primer orden. Para
concluir esta seccidn se presenta un esquema iterativo para analizar casos con cinéticas no lineales.

Ejercicio 2.3 — Deduccion del problema de valor a la frontera. En este problema se
busca que deduzca las ecuaciones (2.6.1) para coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.
Explique qué suposiciones deben satisfacerse para que estas ecuaciones sean aplicables.

Ejercicio 2.4 — Soluciones andliticas de los factores de efectividad. Demuestre que
las expresiones analiticas del factor de efectividad en coordenadas cartesianas, cilindricas y
esféricas son

m=0 1= tan};@) , (2.6.11a)
_ _24L(9)
m=1, S 2.6.11b)
301 i
T T [tanhw) B ¢] | oo

2.6.2 Cinética no lineal: Uso de funciones de Green

Reconsidere el problema adimensional para condiciones en las cuales no hay resistencias a la
transferencia de masa:

d dc*
e <x*md;*> = ¢*x"R(c*), (2.6.122)
. dc*
=0 < _o (2.6.12b)
dx*
=1, c¢*=1. (2.6.12¢)

En este caso se busca encontrar la solucion de este problema para el caso en el que R (c*) sea una
funcién no lineal. Valdés-Parada y col. (2007) sugirieron considerar el lado derecho de la ecuacién
(2.6.12a) como un término no homogéneo. Como lo explica Haberman (2012), a cada problema
de valor a la frontera se le puede definir un problema asociado de una funcién de Green en donde
el término no homogéneo en la ecuacién diferencial se reemplaza por una delta de Dirac y las
condiciones de frontera se reemplazan por sus versiones homogéneas, esto es,

I (x dx*) =6(x" —xp), (2.6.13a)
dG

=0, —— =0, (2.6.13b)
dx*

=1, G=0, (2.6.13¢)

donde x;; € [0, 1] es la variable que indica el punto donde se estd aplicando la discontinuidad. Dado
que la delta de Dirac es simétrica, se sigue que G(x*,xp) = G(x9,x"). Esto es, la funcién de Green
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es la respuesta del sistema en x* ante una fuente concentrada en x;; y viceversa. La variable c* y la
funcién de Green G pueden relacionarse mediante la férmula de Green

Formula de Green
“lra dc* d dG dc* | dG
+m @€ *m * * *m c *
/ [dx* <x dx> dx* (x dx> ¢ } e (dx* € )
x*=0
Sustituyendo las ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera para c* y G se obtiene

x*=1

dG

/ O(x" —xp)c" dx* = T +¢* | X™R(c*)G dx*. (2.6.15)
X |

x*=0 =l x*=0

x*=1

x*=0

(2.6.14)

Usando la propiedad de filtracion de la delta de Dirac
x*=l
/ O(x" —xp)c" dx* = c*(x), (2.6.16)
x*=0

y reemplazando x; — x* se obtiene

x5=1
+ ¢? / R(c*)Gxy™ dxjy . (2.6.17)

*__
x5=0

dG
dx;

c(x") =

*__
x5=1

fuljrégltlee 's‘ﬁ;ﬂfcﬁl Influencia de la reaccion quimica
Esta forma de la solucion permite ademds identificar la contribucidn de las fuentes. Evidentemente,
la anterior es una solucién implicita pues la concentracién ¢* depende de si misma en el término
asociado con la contribucién de la reaccién, por lo que se requerird de un esquema iterativo para
encontrar la solucién. Mds audn, para poder avanzar es necesario resolver el problema lineal dado en
las ecuaciones (2.6.13) para asi obtener a la funcién de Green. Con este fin se resuelve la ecuacién
(2.6.13a) para x* # x;), la solucién general se puede expresar como

o, X< X

m#1, G(x,xo):{ (1-m)x IH x*>x§f , (2.6.182)
(l_m)x*mfl 4, 0

m=1, Grx)=4 1IN Te2 X <x (2.6.18b)
c3lnx*+c4, X" > X

Usando las condiciones de frontera dadas en las ecuaciones (2.6.13b) y (2.6.13c) se obtiene que

cr, X' <X
m # 1; G(X,XO) = { ( 1 1) 063 x* >x(>§ y (26193)
X

m—1 —m)’

—
—

m=1, G(x,xo):{ €2, X <X (2.6.19b)

* *
c3lnx®,  Xx*>x;

Para determinar las dos constantes faltantes se impone la condicién de continuidad de la funcién de
Green alrededor de x* = x{:

X=x5, G(xy,x) =G (x5T,x0), (2.6.20)
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la cual tiene sentido fisico ya que la concentracion es continua en todo el dominio. La segunda
condicién de frontera resulta de integrar a la ecuacion (2.6.13a) alrededor de x;; y puede escribirse
como sigue

dG
dx*

dG

B *
X*:X8+ dx

1
=—. (2.6.21)
x*=x;~ Xo

X =Xp,

Usando estas dos condiciones de frontera se obtienen las siguientes expresiones finales para la
funcién de Green

m#1, G(x,x) = m %o , (2.6.22a)

1 *nlz—l - 17 x* < xé
-1, x*>x;

=T

k k *
Inxg, x* <x;
Inx*, x*>xj

m=1, G(x,x)= { (2.6.22b)

Como puede notarse estos resultados cumplen con la condicién de simetria de la funcién de Green.
De acuerdo a las expresiones anteriores se puede deducir que

dG

*

dx;

=1. (2.6.23)

x5=1
Por lo tanto, la solucién del problema se puede escribir como
xp=1
(x*) =1+¢? / R(c*) Gxi™ duxjy. (2.6.24)
x5=0
Como se menciond, para obtener la solucidn es necesario llevar a cabo un proceso iterativo, para
ello se propondra una solucidn, cj, y si no se satisface una cierta tolerancia, esta propuesta debe

actualizarse. Una opcidn para llevar a cabo la actualizacion de la solucién propuesta es la siguiente
férmula

c; =we, +(1—w)c". (2.6.25)

Cabe mencionar que las funciones de Green no estan definidas en x* = 0, por lo que es recomendable
usar la férmula de derivada hacia adelante para calcular el primer valor de la concentracién, lo
cual es consistente con la condicién de frontera dada en la ecuacion (2.6.12b). A continuacién
se presenta el programa que se escribié para obtener la solucién del problema, en este caso se
considerd

R(c") = , (2.6.26)

Programa para evaluar la solucién obtenida mediante funciones de Green

clear; close all; clc;
format long

fi = 1;

N= 1000;

Na= 50;

m= 0;

dx = 1/(N-1);
tol= 1le-3;

niter= 4000;
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W= 0.9999; 7 para fi>5
W= 0.99;

%Vectores

x= zeros(N,1);

x0= zeros(N,1);

c= zeros(N,1);

f= zeros(N,1);

R= zeros(N,1);

cs= zeros(N,1);

ca= zeros(Na,1);
difs= zeros(niter,1);

% Para fi>5

% for i=1:N

% cs(i)= 1.1*cosh(fi*(i-1)*dx)/cosh(fi);
% end

for k=2:niter
for i=1:N
R(i)= cs(i)/(1+cs(i));
end

for i=2:N
x(i)= (i-1)*dx;
x0(1)= (i-1)=*dx;

for j=2:N
if x(1) < x0(j)
if m ==
G=1log(x0(j));
else
G = (1/(x0(j)"(m-1))-1)/(1-m);
end
else
if m ==
G=log(x(i));
else
G = (1/(x(1)"(m-1))-1)/(1-m);
end
end

£(j)= R(§)*x0(j) "m*G;
end
intl= trapecio(f,dx,1,N-1);
c(i)= 1+fi~2x(int1);
end
c(1) = c(2);

flag=0;

for i=1:N
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dif= abs(c(i)-cs(i));
if dif >tol
flag=1;
disp(dif)
break
end
end

if flag ==
break
end

for i=1:N
cs(i)=abs( Wxcs(i)+(1-W)*c(i));
end
difs(k)= dif;
% Para fi>5

yA if abs(difs(k)-difs(k-1)) <2e-6 && difs(k)< 1.1xtol
A break

% end

end

if k==niter
disp(’no hubo sol’)
end

xa= linspace(0,1,Na);
for i=1:Na

ca(i)= cosh(fi*xa(i))/cosh(fi);
end

plot(x,c,xa,ca,’0’)

En la figura 2.7 se muestran los resultados del programa para diferentes valores del médulo
de Thiele. Ademas, se incluyen los perfiles de concentracién correspondientes a una cinética de
primer orden. Como puede apreciarse, ambos tipos de soluciones comienzan a acercarse a medida
que se incrementa ¢. Por supuesto, este cédigo puede complementarse para permitir el clculo del
factor de efectividad para diferentes geometrias y cinéticas. Como lo mencionan Valdés-Parada
y col. (2007) este tipo de cdlculos se llevan a cabo usando menos iteraciones que con el método de
diferencias finitas. Ademas, estos autores incluyen una discusion sobre el uso de esta técnica para
abordar problemas con conveccidn, transporte en estado no estacionario e incluso para sistemas
multicomponentes.

Ejercicio 2.5 — Funciones de Green cuando hay resistencias externas a la transferencia
de masa. Demuestre que cuando se consideran resistencias a la transferencia de masa en la
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Figura 2.7: Perfiles de concentracion para una cinética no lineal en una placa para diferentes valores

del médulo de Thiele. Para propésitos de comparacién, se incluyen los perfiles correspondientes
para una cinética de primer orden como curvas en gris.

frontera x* = 1, las funciones de Green son

1 1 —1
W(xsmﬁ—l)—Bl s x*<x8

m#1, G(x,x)= | X , (2.6.27a)
-—1] * %
R
Inx; —Bi~', x*<xt
m=1, G(x,x)= { lnxg Bt >xg (2.6.27b)

Ejercicio 2.6 Utilice la férmula de Green y los resultados del ejercicio anterior para demostrar
que la solucién del problema en este caso es

xo=x" x5=1
c*(x*) = 92 / R(c*) G xy™ dxjy+ ¢* / R(c*)G xy" dxy— BiG(x",1),  (2.6.28)

K ___ * ok
x5=0 X5=x

donde G™ es la seccion de la funcién de Green aplicable cuando x* > x;j, mientras que G~ es la
seccién de la funcion de Green correspondiente a x* < x;. "

Ejercicio 2.7 Una barra cilindrica de combustible nuclear genera calor de acuerdo a la ecuacién
® = T3, donde « es una constante conocida. La barra tiene un radio r; y una conductividad
térmica k; y estd recubierta por un material aislante de radio r, y conductividad térmica k.
Puede suponer que las conductividades térmicas son constantes y que la barra y el aislante
tienen una longitud L que es mucho mayor que cualquiera de los radios. Considerando que el
aislante ofrece resistencias a la transferencia de calor hacia un medio que se encuentra a una
temperatura 7, determine el perfil de temperatura en la barra y el aislante bajo condiciones de
estado estacionario. "
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Transporte entre un medio poroso y un fluido

Ley de Darcy

El transporte en medios porosos es un tema que actualmente tiene una gran variedad de
aplicaciones que van desde la biologia celular y la nanotecnologia hasta la contaminacién ambiental
en zonas urbanas. Dentro del medio poroso es normalmente aceptado que aplique la ley de Darcy
(1856), 1a cual en su versién unidimensional es,

K dp
=———=. 2.7.1
VD W ox (2.7.1)
Esta ecuacion fue propuesta de manera empirica y ha sido deducida de manera teérica en muchos
trabajos como el de Whitaker (1986). En la ecuacién anterior, K es el coeficinte de permeabilidad,

el cual puede predecirse usando la ecuacién de Kozeny (1927)-Carman (1956)

K &3

K _ 7 (2.7.2)
2~ 180(1—¢)?

donde d,, es el didmetro de particula efectivo y € es la porosidad. Al concebir al medio poroso como
un arreglo periddico de esferas en cubos, d,, se relaciona con ¢ mediante la siguiente expresion

dy, =1y 6(17;8), (2.7.3)

donde ¢ es el largo de la celda periddica ctibica y puede tomarse como ¢ = O (10_3 — 10_6)m.

Modelo de Beavers y Joseph

Aunque la ley de Darcy puede aplicarse dentro del medio poroso, ocurren cambios rdpidos de
la velocidad cerca de la frontera de un medio poroso y un fluido. De hecho, en el fluido libre aplica
la ecuacién de Stokes (1842) bajo condiciones de flujo reptante

dp d?v,
ax TH dz? -
Beavers y Joseph (1967) propusieron la siguiente expresion para acoplar la ecuacion de Stokes con
la ley de Darcy en la superficie medio poroso-fluido

0= _ (2.7.4)

dvy o

— = —(vy—Vp), 2.7.5
donde o es un coeficiente adimensional que puede variar ente O(0.1) y O(10). En la superficie
superior, z = L se impone la condicién de no deslizamiento

z=0,

= L’ vx = 0 (276)

Escogiendo a la velocidad de Darcy como la velocidad de referencia, se definen las siguientes
variables y pardmetros adimensionales

_ Yx « < . L
_ =2 == 2.7.7
14 - =1 7 ( )

De esta forma, el modelo adimensional es
dav: o
=0, L= vi—1), 2.7.8a
¢ dz*  K* 0:=1) ( )
1 d*v*

0=—+—, 0<F<1 2.7.8b
K* + dZ*Z’ z ) ( )

=1, v'=0, (2.7.8¢)



48 Capitulo 2. El método de diferencias finitas

donde K* se define como

K e 6(1—¢)]*?
o = ( ) 2. (2.7.9)
L[>  180(1—¢)? T
La forma discretizada de las ecuaciones (2.7.8) es
aAZ* oAz
——= 1 Vi =—, 2.7.10a
* * * AZ*Z
vi71—2vi—|—vi+1:—?, 1_2,...,N—1, (27.10b)
vy =0. (2.7.10c)

La solucién analitica del problema puede encontrarse simplemente integrando dos veces la ecuacion
diferencial y usando las condiciones de frontera. El resultado final es

_ 1 *
V* 1 l_Z*2+a(2 K*)\/lT

w (1+%)

El programa para la evaluacién de la solucién numérica y su comparacién con la solucién
analitica se muestra a continuacion

(1—-2]. (2.7.11)

Programa de Beavers y Joseph en Matlab

clear; close all; clc;

format long

% Parametros

e= 0.2; % Porosidad = 0.2, 0.4, 0.6 y 0.8

1= le-4/1e-2; %1%

a = 0.10; % \alpha 0.1, 1 y 10

N= 500; %Nimero de nodos para la solucién numérica
Na= 50; Y%Namero de nodos para la solucidén analitica
dz = 1/(N-1); % \Delta z numérica

dza = 1/(Na-1); % \Delta z analitica

K= e73/(180%(1-e)~2)*(6%(1-e)/pi)~(2/3)*1°2; %K*

%Definicidén de los vectores
A= zeros(N,1);

B= zeros(N,1);

C= zeros(N,1);

D= zeros(N,1);

z= zeros(N,1);

va= zeros(Na,1);

za= zeros(Na,1);

% Definicidn de z
for i=1:N

z(1) = (i-1)x*dz;
end

% Solucién analitica
for i=1:Na
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za(i) = (i-1)*dza;
va(i)= (1-za(i)~2+a*x(2-1/K)*sqrt(K)/(1+a/sqrt (X)) *(1-za(i)) )/(2*K);
end

% Definicidén de los componentes no nulos de los vectores A, B, C y D

% i=1
B(1)= a*dz/sqrt(K)+1;
C(1)= -1;

D(1)= axdz/sqrt(K);

% i=2,...,N-1

for i=2:N-1
A(i)= 1;
B(i)= -2;
C(i)= 1;
D(i)= -dz"2/K;

end

% i=N

B(N)=1;

v=Thomas(A,B,C,D,N) ;
plot(v,z,va,za,’0’)

En la figura 2.8 se presenta la evaluacion de los perfiles de velocidad resultantes de la solucién
numérica para diferentes valores de la porosidad y del coeficiente de salto &c. Como puede notarse,
al incrementar la porosidad se disminuye la diferencia entre la velocidad del medio poroso y la del
fluido y el mismo efecto tiene el aumentar el valor de or. Ademads, los cambios en & son al parecer
més apreciables conforme aumenta la porosidad. Sin embargo para o > 1 los resultados ya son
insensibles a cambios en «, lo cual sugiere que en este caso la condicién de Beavers y Joseph se
reduce a la continuidad de la velocidad.

2.7.3 Modelo de Neadle y Nader

Neale y Nader (1974) propusieron no considerar un salto en la velocidad y en su lugar utilizar la
ecuacion de Darcy-Brinkman en el medio poroso. De acuerdo a estos autores el modelo matemdtico
es el siguiente

z=—L,, v,=vp, (2.7.12a)
~L,<z<0, oz—gﬂé‘i;f—l‘;vm (2.7.12b)
2=0, v,=v, if‘?zp - 881/;7 (2.7.12¢)
0<z<lL, 0——%” u‘f;;, (2.7.12d)
—L, v,=0, (2.7.12¢)

donde v, es la velocidad promedio en el medio poroso y L, es la longitud del medio poroso. Las



50 Capitulo 2. El método de diferencias finitas

17 USRI B 17 L rrrrrrrrprrrr i
0.8 1 08 1
0.6 7 1 0.6 7 1

f| =——a=0.1 b f| =——a=0.1 b
z* laoae a=1 ] z* loae a=1 ]
0.4 1 a=10 N 0.4 a=10 N
0.2F . 0.2 F .
07 Tl b b b b 07 I AT I BN AT AT R A AT
0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 06 0.8 1 1.2

a) b)

17 T T T T T ] 17 T T T T
0.8 . 0.8 .
0.6 7 N 0.6 7 N\

f|=———a=0.1 ‘| 7] —_—a=0.1 s 7]
z* laee a=1 I z* --- a=1 3]
0.4: ...... a=10 y N 0.4l a=10 ’,’ N
02 ] 0.2 = .
0: T S T I S RN I S T R R 1 0:—‘-‘\ \"\ | L L .

0 0.5 1 1.5 2 0 1 2 3
v* -10° v* 101

c) d)

Figura 2.8: Efecto del coeficiente de salto o sobre los perfiles de velocidad para a) € = 0.2, b)
€=04,c)e=0.6yd) €=0.8. Se fij6 £* =0.01 en todas las simulaciones.

ecuaciones anteriores pueden escribirse en forma adimensional como sigue

=L, vi=1, (2.7.13a)
—L, <7 <0, 0= % i‘ivg’ - %v;, (2.7.13b)
=0, v =", iézp — 3? (2.7.13¢)
0<z* <1, 0= Ki iiz (2.7.13d)
F=1, vi=0, (2.7.13¢)

donde L, = Lp /Ly v, ="Vp /vp. Este problema problema puede expresarse en forma discreta como
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sigue
up =1, (2.7.14a)
qu—<z+?§%)m+MH1:—?§fa i=2,.. NO—1, (2.7.14b)
vNo—1— (14+€)vyo + €vnor1 =0, (2.7.14¢)
m1—2m+uﬁp=—1;a i=NO+1,....N—1, (2.7.144)
uy = 0. (2.7.14e)

Note que en esta forma discreta no se distingue entre v,, y vy de manera que con una sola aplicacién
del algoritmo de Thomas se obtiene la solucién u en todo el dominio. Ademaés el valor del nodo NO

puede determinarse mediante la siguiente ecuacién

NO—l—i—L;
= A

El programa para la evaluacién de la solucién numérica es el siguiente:

Programa de Neale y Nader en Matlab

clear; close all; clc;

format long

% Parametros

e= 0.2; % porosidad = 0.2, 0.4, 0.6 y 0.8

1= le-4/1e-2; %1%

N= 2000; %Numero de nodos para la solucidén numérica
Lp= 1; %Lp*

dz = (1+Lp)/(N-1); %\Delta z numérica

NO = 1+round(Lp/dz);

K= e73/(180*(1-e)"2)*(6x(1-e)/pi)~(2/3)*1°2; ¥Kx

%Definicidén de los vectores
A= zeros(N,1);
B= zeros(N,1);
C= zeros(N,1);
D= zeros(N,1);
z= zeros(N,1);

% Definicidén de z
for i=1:N

z(i) = (i-1)*dz-Lp;
end

(2.7.15)

% Definicidn de los componentes no nulos de los vectores A, B, C y D

% i=1
B(1)=1;
D(1)= 1;

JMedio poroso
for i=2:NO-1
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A(i)=1;
B(i)= -(2+e*dz"2/K);
C(i)=1;
D(i)= -exdz"2/K;
end

%Superficie divisoria
A(NO)= 1;

B(NO)= -(1+e);

C(NO)= e;

D(NO)= 0;

% Fluido
for i=NO+1:N-1
A(i)= 1;
B(i)= -2;
C@i)=1;
D(i)= -dz"2/K;
end

% Frontera superior
B(N)=1;

u=Thomas (A,B,C,D,N);
plot(u,z)

En la figura 2.9 se muestra la evaluacién de la soluciéon numérica del problema de Neale y
Nader y se comparan las predicciones con las que aporta la solucion del problema de Beavers
y Joseph (1967) para cuatro valores de la porosidad. Como puede notarse ambas soluciones son
equivalentes cuando & > 1, lo cual es de esperarse pues hay condiciones de continuidad de la
velocidad. En todos los casos se observa una transicion suave de la velocidad cerca de la frontera
la cual tiene lugar en una zona relativamente pequefia (ver el trabajo de Ochoa-Tapia y col., 2017,
para una discusion acerca del espesor de esta capa) y se aprecia ahora con mds claridad el salto en
la velocidad sugerido por Beavers y Joseph (1967). Durante los dltimos cincuenta afios han habido
una cantidad considerable de trabajos respecto a la derivacién y andlisis de la condicion de frontera
entre un medio poroso y un fluido y actualmente es un tema de investigacidn activo.

I Ejercicio 2.8 Obtenga la solucién analitica dada en la ecuacién (2.7.11). m
I Ejercicio 2.9 Explore el efecto que tiene el pardmetro £* sobre las soluciones. =

Ejercicio 2.10 Valdés-Parada y col. (2013) propusieron que debe haber un salto tanto en la
velocidad como en el esfuerzo para acoplar las ecuaciones de Darcy-Brinkman y de Stokes. Bajo
esta propuesta las condiciones de continuidad del problema de Neale y Nader se reemplazan por
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Figura 2.9: Comparacion de las predicciones de los perfiles de velocidad resultantes del problema
de Neale y Nader (1974) comparados con los de Beavers y Joseph (1967) para a) € = 0.2, b)
€=0.4,c) e=0.6yd) € =0.8. En todas las simulaciones se tomé ¢* = 0.01.

las siguientes ecuaciones

B v, @ dv, «

=0 S VR oy - VK rT %), @710
_ 1dv, dv, B

S S N 4 ST

donde «, o4, oy y B son coeficientes de salto que pueden determinarse de manera tedrica.
Resuelva este nuevo problema y compare los resultados con los de Neale y Nader (1974) y de
Beavers y Joseph (1967). m

Ejercicio 2.11 Considere un sistema formado por un medio poroso y un fluido cuya frontera
es plana y el sistema coordenado se fija en dicha posicién para un sistema unidimensional. El
medio poroso tiene una longitud L, y el fluido L;. Para describir la transferencia difusiva de
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masa entre los dos sistemas se utiliza la siguiente ecuacion diferencial de coeficientes variables:

deap)? 2 a<cAﬁ>ﬁ]

2e, dr  ox

€(x)D,y(x) . (2.7.17)

donde € = €y y D,y = Do =2%3 /(3 — €p) en el seno del medio poroso (en x = —rp), mientras
que € =1y D,r = g en el seno del fluido (en r = rp). Puede suponer que tanto los cambios
de la porosidad, como del producto €D, , son lineales en la zona comprendida entre —rg y ro
(Valdés-Parada y col., 2007). Puede suponer que L, = L. Ademads, considere las siguientes
condiciones de frontera e iniciales:

9(cap)”

x=—Lg, =0 x=ILy, (cap)? =cmaxs =0, (cap)f=co (27.18)

Haga un programa en Matlab que resuelva numéricamente a la versién adimensional de este
problema con el método de diferencias finitas considerando &, = 0.2,0.4,0.6 y 0.8. Describa la
dindmica de la concentracién entre el medio poroso y el fluido. "

Ejercicio 2.12 Resuelva el problema anterior considerando que sélo en la zona que va de —rg a
rp ocurre una reaccién quimica de primer orden. "

2.8 Andlisis de problemas transitorios
2.8.1 Planteamiento del problema

Considere la conduccién de calor en una placa de largo L que en un inicio tenia la siguiente
distribucién lineal por secciones

2x < <
Osxs (2.8.1)
2

T(x,9,2,0) =T +Th3 L/

2 0) 2(1-).
donde Ty y T son valores constantes y 77 < Tp. En un tiempo posterior, los extremos de la placa se
mantienen a la temperatura constante 77 y la placa no tiene fuentes ni sumideros de calor y estd
aislada en las otras superficies (dQ).

Para las condiciones de transporte descritas arriba, el problema de valor a la frontera es

L
2
<x<L’

aT d°T 9*T 9*T
pCPW =k ( o dy? * 922 ) ’ (282
enx=0,L, T=T, (2.8.2b)
EndQ, —n-kVT =0, (2.8.2¢)

donde p, C, y k representan la densidad, capacidad calorifica a presién constante y conductividad
térmica de la placa, respectivamente. Ademds, la condicién inicial estd dada en la ecuacién (2.8.1).
Para reducir la dimensién del problema se define el operador de promediado

y=Wz=H

1
Ty = o / / T dzdy, (2.8.3)
y=0 z=0

donde W y H es el ancho y alto de la placa. Aplicando este operador de promediado a la ecuacién
diferencial y tomando en cuenta las condiciones de frontera en dQ lleva a
AT _ T

S =T (2.8.4)




2.8 Andlisis de problemas transitorios 55

Aqui se utiliz6 la definicién de la difusividad térmica o = k/pC,. Usando el operador de promedia-
do en las condiciones de frontera dadas en la ecuacion (2.8.2b) da como resultado

enx=0,L, (T)*=T. (2.8.5)

Por dltimo, la condicién inicial de este problema resulta de aplicar el operador de promediado a
ambos lados de la ecuacion (2.8.1):

2x <x<
Osxs (2.8.6)
3

(TY*(x,0) =Ty +Tp3 L/ °,

2(1-17),
Antes de proceder con la solucién del problema es conveniente expresarlo en términos de las
siguientes variables adimensionales

<T>yz —T X to
T"=—"——; X'==, "'=—. 2.8.7
Ty UL 2 (28.7)
De esta forma, el problema adimensional se escribe como
oT*  9°T*
_— == 2.8.8
Frl R (2.8.82)
enx*=0,1, T"=0, (2.8.8b)
2%, 0<x* <4
* * ) X X 2
cuandot* =0, T = { 2(1—x°), % <x <1 (2.8.8¢c)

La forma discretizada de la ecuacion diferencial puede llevarse a cabo de tres maneras, las cuales
se describen a continuacidn.

2.8.2 Método explicito
Asignando los nodos i al espacio y k para el tiempo, la forma discreta de la ecuacién diferencial
puede escribirse como

oT* k

ot*

k _ 82T*

Ry (2.8.9)

i
Para la derivada espacial se utiliza la férmula de la segunda derivada deducida antes (ecuacién

2.3.6), mientras que para la derivada temporal s6lo puede usarse la férmula de derivada hacia
adelante (ecuacion 2.3.7). Esto es:

aT* k T*k+1 o T*k
= - L (2.8.10a)
ar* |, At
a2T* k T-*k _ ZT*k 4 T.*k
=l i Bl (2.8.10b)
dx*2 ; Ax*2
Sustituyendo estas aproximaciones en la ecuacion (2.8.9) resulta que
T =y (T;fl —27}*"—1—7}”‘_"1) C i=2,... Nx—Tlik=1,... Nt—1, (2.8.11)

donde r = At* /Ax*?; mientras que Nx y Nt representan el nimero de nodos espaciales en la
direccién x y en el tiempo, respectivamente. Ademads, la forma discretizada de las condiciones de
frontera es

eni=1, T*'=0, k=1,.. Nt—1, (2.8.12)
eni=Nx, T*=0, k=1,...,Nt—1. (2.8.13)
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Por ultimo, la condicién inicial discretizada es:

k=1, T*=2, i=1,...,Nx/2, (2.8.14)
k=1, T*=2(1-x}), i=Nx/2,...,Nx. (2.8.15)

1

Como puede notarse, este esquema no requiere del algoritmo de Thomas; sin embargo, requiere
una cantidad considerable de nodos computacionales para obtener soluciones estables. De hecho,
Smith (1985) explica que este esquema sélo es estable para 0 < r < 0.5.

Método implicito

En este esquema, se conserva el uso de la ecuacion (2.8.10a) pero se evalda la derivada espacial
en el instante k+ 1, esto es,

azT* k+1 7—;*+k1+1 _ 27}*/(4»1 + 7’;*7/{14’1

- . 2.8.16
Ix*? |, Ax*2 ( )
Bajo estas condiciones, la forma discretizada de la ecuacién (2.8.9) es
T*k+1 . T_*k T*k-‘rl o 2T*k+1 + T_*k—H
’ L= . (2.8.17)

At* Ax*2

O bien, en forma tridiagonal,

PR — Qr+ )T 4T = - =2, Nx—Lik=1,...,Nt—1. (2.8.18)
El resto de la discretizacién no cambia respecto al método explicito. Esta opcion es més estable y
requiere menos nodos computacionales que el método explicito aunque en este caso si se requiere
de la inversion de matrices tridiagonales en cada instante del tiempo mediante el algoritmo de
Thomas.

Método de Crank-Nicholson

En este esquema, la forma discretizada de la ecuacién diferencial es un promedio ponderado de
los dos esquemas anteriores, esto es

k k+1

1 9%1*
2 OJx*?

“ 19T
.2 ox2

oT*
ot*

(2.8.19)

i i

Sustituyendo en esta ecuacion las expresiones dadas en las ecuaciones (2.8.10) y (2.8.16) se obtiene

xk+1 *k wk _ ok «k sk+1 _ Agxk+1 xk+1
R T e T RS RURN O RS

2.8.20
Ar* 2Ax*2 2Ax*2 ( )
Esta ecuacion puede escribirse en forma tridiagonal como sigue:

P = 2(r D T = 2 (T;;"1 -1 + T;:"l) : (2.8.21)

De nuevo, el resto de la formulacion discreta no se ve alterada.
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Método general

Los esquemas descritos arriba pueden resumirse en el siguiente esquema de discretizacion

k 2y (K1
a2 (2.8.22)

oT | _ |, 9T
ax*l

ar |, ="M 5

ax*Z

1

i
En donde, A = 0 lleva al método explicito, A = 1 corresponde al método implicito y A = 1/2
conduce al método de Crank-Nicholson. Utilizando las férmulas de discretizacidon, se obtiene la
siguiente ecuacion
xk *k *k *k *k+1 *k—+1 sk+1
U SR RN e S D T s
At* Ax*2 Ax*2 '

Esta ecuacién puede expresarse en forma tridiagonal como sigue

(2.8.23)

AFTRE — QAr+ DT L ATk =~ — (11— 2) (Tl.*fl 2T T[i’a) . (2.824)

A continuacion se presenta el programa en Matlab para la evaluacién de la solucion usando los tres
esquemas en términos de la temperatura puntual y de su valor promedio definido como

x*=1
(T*) = / T* dx', (2.8.25)

x*=0

Programa para resolver la ecuaciéon de calor

clear; close all; clc;
format long

J%Parametros
lam= 1/2;
Nx= 1000;
Nt = 10000;
tmax =b5e-2;

dt = tmax/(Nt-1);
dx= 1/(Nx-1);
r= dt/dx"2;

A= zeros(Nx,1);
B= zeros(Nx,1);
C= zeros(Nx,1);
D= zeros(Nx,1);
T= zeros(Nx,1);
x= zeros(Nx,1);
t= zeros(Nt,1);
Tprom= zeros(Nt,1);

for i=1:Nx
x(i)= (i-1)*dx;
end
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for k=1:Nt
t(k)= (k-1)*dt;
end

% Condicién inicial
for i=1:Nx
if x(i)<= 1/2
T(i)= 2*x(i);
else
T(i)= 2x(1-x(i));
end
end

Tprom(1)= trapecio(T,0,1,Nx);

HCF 1
B(1)=1;

%CF 2
B(Nx)=1;

for k=1:Nt-1
for i=2:Nx-1
A(i)= lam*r;
B(i)= -(2*lam*r+1);
C(i)= lam*r;
D(i)= -T(i)-r*(1-lam)*(T(i+1)-2+T(i)+T(i-1));
end
T= Thomas(A,B,C,D,Nx);
Tprom(k+1)= trapecio(T,0,1,Nx);
end

figure
plot(x,T)

%Para guardar la solucién con menos puntos
NN= 100;

tt= logspace(-4,log(tmax),NN);

TT= zeros(NN,1);

tol= 1le-4;

for k=1:NN
for j=1:Nt
if abs(t(j)-tt(k))< tol
TT(k)= Tprom(j);
break
end
end
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Figura 2.10: Dinamica de a) los perfiles de temperatura y b) la temperatura promedio usando el
método de Crank-Nicholson tomando Nx = 1000 y Nt = 10000.

end

figure
semilogx (tt,TT, 0-)

En la figura 2.10 se presenta la dindmica de los perfiles de la temperatura 7* y de la temperatura
promedio usando el método de Crank-Nicholson. Los resultados corresponden a r = 99 ya que
se verifico que para valores menores de este parametro computacional los resultados ya no sufren
mayores cambios. Como es de esperarse, los valores mdximos de la temperatura se encuentran a
tiempos cortos y decaen hasta volverse nulos en estado estacionario. Esto quiere decir que en estado
estacionario, la temperatura de la placa es uniforme y vale 77, el cual es el resultado esperado.

Ejercicio 2.13 — Convergencia. Lleve a cabo andlisis de convergencia para diferentes valores
de r usando los esquemas implicito y explicito. "

Ejercicio 2.14 Reconsidere el problema de Neale y Nader, s6lo que ahora el gradiente de
presion es transitorio y obedece a la siguiente expresion:

dp _ _po—pL

i = (1 —ysen(wt)) (2.8.26)

donde py, pr, L y @ son constantes conocidas. Utilice las versiones transitorias de las ecuaciones
de Stokes y de Darcy-Brinkman para determinar la dindmica de los perfiles de velocidad entre
un medio poroso y un fluido. "

2.9 Dindmica de un reactor tipo tanque agitado con cinética no lineal

Considere un tanque agitado continuo el cual contiene particulas esféricas con enzimas inmovi-
lizadas, las cuales funcionan como catalizador biolégico para degradar un sustrato (especie A), el
cual se alimenta de manera transitoria al sistema. Suponiendo que no hay distribucién de tamafios
de particula y que éstas oponen resistencias a la transferencia de masa, el modelo que describe la
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transferencia de masa y reaccién del sustrato en el fluido del tanque y las particulas es el siguiente

dc 1
= ol e tan (e, ~e). (2.9.12)
dcp

enr:r[’? _Defy :h(cp|r:rp_cf> ? (291b)

9¢p _Dey 9 (29¢p)\  kicp 2.9.1¢c)

ot rz dr ar ko +cp
0

enr=0, 22—y, (2.9.1d)
or

cuandor =0, ¢, =cpo, cr=cyo. (2.9.1e)

Para resolver este problema es conveniente reformularlo en términos de las siguientes variables y
nimeros adimensionales

2
. Cp . Cf . Cen . T . 1Dy , kir, . hry,
P YTk TR T Ty 2 DS ' Des
trD,
=" @ =ra,. (2.9.2)
I
P
De esta forma, la versién adimensional del problema es
dc’ 1
f * [k * * s * *
= g (coa(t") — ;) +d}Bi (cp — —cf> , (2.9.3a)
* aC; . * *
enr' =1, —5L=Bi (cp . —cf>, (2.9.3b)
ac* 1 9 act 20
P—_— [ ¢ , (2.9.3¢)
ars  r2orx ar* 14c;
dcy,
enr* =0, -0, (2.9.3d)
ar*
cuandot* =0, ¢, =cu, C§=Cp. (2.9.3e)

El interés de este problema es el estudiar la influencia del ndmero de Biot y el médulo de Thiele
sobre la dindmica de la concentracién del sustrato. En especifico, el interés esta en predecir, c},

c, .« Y la concentracion promedio en la particula, definida como
r*=1
(¢)=3 / chrtdrt. (2.9.4)
=0

Para la aplicacién numérica que se muestra en los siguientes parrafos, se considera el caso en el
que inicialmente la concentracion del sustrato tanto en las particulas como en el fluido es cero. De
esta forma, la Unica fuente del problema es la concentracién a la entrada del reactor, la cual se
representa como la siguiente funcién oscilatoria:

¢ (1) = % [1 + ;sen(a)*t*)] . (2.9.5)

A continuacién se describe la discretizacion del problema en términos de una sola variable c.
Comenzando por la condicién de frontera en »* = 0, usando la férmula de derivada hacia adelante
se obtiene:

i=1, c1—c2=0. (2.9.6)



2.9 Dindmica de un reactor tipo tanque agitado con cinética no lineal 61

Utilizando el esquema de Crank-Nicholson, la ecuacién de conservacién de masa molar de especies
quimicas en las particulas se escribe como sigue

1 *2 k+1 k1Y ox2 k+1 _ k+1
: hth—ck ri+1/2(ci+1 ¢ ) rifl/z(ci ¢i’1)
i=2,...,Nr—1, 2 = o
Ar* rifAr*
2k ky _ %2 k_ Kk
ritipleinn —a) =iz ple —ciy)

—RT_RE (297
I’;FZAI‘*Z i i ( )

donde R representa al término de reaccién. Debido a la presencia del término Rf“, la ecuacién
anterior no puede expresarse en una forma tridiagonal. Para atender este problema se propone usar
la siguiente linealizacion:

OR |F

or*

R ~ R 4 Ar*. (2.9.8)

i
Usando la regla de la cadena en el dltimo término resulta que

dR dc |*

R~ R4 ==

oo | A (2.9.9)

i

O bien, discretizando la derivada temporal hacia adelante:

dR[*
R~ RE 4 dc‘ (= b). (2.9.10)
i
En donde,
dR | >
i I 29.11
de|, ~ (1+dp @510

Sustituyendo el resultado dado en la ecuacién (2.9.10) en la ecuacién (2.9.7) permite obtener lo
siguiente

1k 7*2 (Ck+1 _ cl_chl) — 2 (Ck+l k+l)

: ¢ C; i+1/2\Cir1 — 6 i—12\¢  TC
=2,...,Nr—1, 2- L=
l , AV ’ AL V;FZAI”*Z
¥k ky _ %2 k_ k
+r,~+1/2(c,.+1—c,.)—rl._l/z(ci—c,._l)_ ¢ (k+1_c’.<)_2R’.< (2.9.12)
A (go\a —a) -2k Qo

La cual puede escribirse en forma tridiagonal como sigue

_ kil P>Ar k+1 k+1
i=2,...,Nr=1, —ryc 5y + | 24rmpitrmi+——= | ¢ —miciy

2 1
(14
k k k kK k PN * pk
= 2Cl- + I’p,‘(CHl - Cl') - l”m‘(cl- _Cl'fl) + 7](26‘1' - ZAI Rl . (2913)
(I+¢7)
En donde se definieron los siguientes coeficientes
Arri? Arri?
L (2.9.14)

Ar2ps?”’ Ar<2ry?
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Dirigiendo la atencién a la condicién de frontera interfacial, se usa la férmula de derivada hacia
atrds para obtener

i=Nr, —citl +(1+Biar) yi — Bidrchil | =0. (2.9.15)

Aqui se consider6 a la concentracién en la fase fluida como una linea més en la matriz tridiagonal,
la cual en este caso tendrd Nr+1 filas. Para la fase fluida (que constituye la fila N+ 1) se usa
también el esquema de Crank-Nicholson. De esta forma, la ecuacién en el fluido discretizada es

*

Ar*
— a}BiAt* i + (2—|— —|—a$BiAt*) clfvﬂr] =

IR
Ar* Ar* )
gc’;,fl ek, + = (c’;,, - cfwﬂ) +a*BiAr* (d‘w - cfwﬂ) . (2.9.16)

Con base en esta discretizacion se presenta el siguiente programa en Matlab:
Programa de la dinamica de la concentraciéon en un tanque agitado

clear; close all; clc;
format long
% Parametros

Bi= 1;
til= 1;
av= 1/2;
tR= 1/2;
w= 10;
tmax= 10;
Nt= 10000;
Nr= 1000;

dt = tmax/(Nt-1);
dr = 1/(Nr-1);

r=zeros(Nr,1);
rp=zeros (Nr, 1) ;
rn=zeros(Nr,1);
A=zeros(Nr+1,1);
B=zeros(Nr+1,1);
C=zeros(Nr+1,1);
D=zeros(Nr+1,1);
f=zeros(Nr,1);
c=zeros(Nr+1,1); % C.I. ¢ =0
t=zeros(Nt,1);
cs=zeros(Nt,1);
cen=zeros(Nt,1);
cf=zeros(Nt,1);
cprom=zeros (Nt,1) ;

for i=1:Nr
r(i)= (i-1)*dr;
rp(i)= dt*((i-0.5)/r(i))"2;
rn(i)= dt*((i-1.5)/r(i))"2;
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end

B(1)=1;
c(1)= -1;

for k=1:Nt
t(k)= (k-1)*dt;
cen(k)= 2/3%(1+0.5*sin(wxt(k)));

end
h = waitbar(0,’Ya vamos...’);
for k=1:Nt-1
for i=2:Nr-1
A(i)= -rn(i);
B(i)= 2+rp(i)+rn(i)+til*dt/(1+c(i))~2;
C(i)= -rp(i);
D(i)= 2*c(i)+rp(i)*(c(i+1)-c(i))-rn(i)*(c(i)-c(i-1))...
+til*dt/(1+c (1)) ~2xc (i) -2*dt*til*c(i)/(1+c(i));
end
A(Nr)= -1;

B(Nr)= 1+Bix*dr;
C(Nr)= -Bixdr;

A(Nr+1)= -av*Bix*dt;

B(Nr+1)= 2+dt/tR+av*Bixdt;

D(Nr+1)= dt*cen(k+1) /tR+2*c(Nr+1)+dt*(cen(k)-c(Nr+1))/tR....
+av*Bixdt* (c (Nr)-c(Nr+1));

c= Thomas(A,B,C,D,Nr+1);
cs(k+1)= c(Nr);
cf(k+1)= c(Nr+1);

for i=1:Nr
f(i)= r(i)~2%c(i);
end
cprom(k+1)= 3*trapecio(f,0,1,Nr);
waitbar(k / Nt)
end
close(h)

semilogx(t,cprom, t,cs, t,cf)
legend (’promedio’, ’superficial’, ’fluido’)

En la figura 2.11 se presenta un ejemplo de la dindmica de la concentracién promedio en las par-
ticula, en la interfase sélido fluido y en la fase fluida. Note que, debido a la funcionalidad oscilatoria
de la concentracién de entrada, los resultados adquieren, después de un tiempo suficientemente
mayor al tiempo caracteristico de la difusion en las particulas (esto es, para t* > 1) un régimen
permanente de oscilatorios. En otras palabras, las predicciones de la concentracién adquieren un
comportamiento estable pero no estacionario. Como puede notarse, al incrementar el nimero de
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Figura 2.11: Ejemplos de la dindmica de la concentracién del substrato para a) Bi = 1, ¢> = 1; b)
Bi=10,¢>=1;c)Bi=1,¢>=0.1yd) Bi= 1, > = 10. En todos los casos a} = 0.5, =0.5y

o* = 10.

Biot se reducen las resistencias interfaciales a la transferencia de masa y por ello la concentracién
en la particula se aproxima a la del fluido. Un efecto similar se produce al disminuir el médulo de
Thiele. Por tltimo, los valores mas bajos se encuentran para condiciones en las que ¢2 es maximo.
Por supuesto, el modelo tiene mas grados de libertad que pueden explorarse y eso se busca en
el ejercicio 2.15. Ademads, en el ejercicio 2.16 se exploran otras funciones de entrada. Como un
comentario final vale la pena agregar que Valdes-Parada y col. (2005) desarrollaron una solucién
analitica aproximada para este problema basada en el uso de aproximaciones en series de Taylor

para linealizar a la reaccidn.

Ejercicio 2.15 — Andlisis paramétrico. En la figura 2.11 se explora el efecto del nimero
de Biot y del médulo de Thiele sobre la dindmica de la concentracién de 1 sustrato. En este
ejercicio debe explorar la influencia de los pardmetros aj, tz y @0*.
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Ejercicio 2.16 — Diferentes funciones de entrada. Los resultados presentados en esta
seccion corresponden a una alimentacion oscilatoria. En este ejercicio debe considerar la
respuesta del sistema ante las siguientes funciones de entrada:

c,t)=1; (2.9.17a)
0, 0<r*<05

=41, 05<r <075 . (2.9.17b)
0, t>0.75

El primer caso corresponde a un escalén unitario ya que inicialmente la concentracion del soluto
era nula en el tanque. Mientras que el segundo caso corresponde a un pulso finito.
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: -3. Uso de Coms sol mul

Introduccién

El propésito de este capitulo es abordar la solucién de problemas de transporte mas complejos
que los abordados en el capitulo anterior mediante el uso del método de elemento finito. Esta
técnica numérica es mucho mds versatil que el método de diferencias finitas ya que permite resolver
los problemas de transporte en geometrias mas realistas. Aunque ciertamente pueden desarrollarse
codigos para programar este método numérico como se hizo en el capitulo anterior, esto trasciende
los alcances de este texto. Al lector interesado se le recomienda consultar referencias como el trabajo
de Solin (2005) o bien el de Pepper y Heinrich (2017) que contienen fundamentos y aplicaciones
que pueden programarse en Matlab. El enfoque que se adopta aqui es mas bien en ilustrar el uso
del resolvedor comercial Comsol Multiphysics en la resolucién numérica de diversos problemas
relacionados con fendmenos de transporte.

Para cumplir el objetivo plateado arriba, el capitulo se organiza de la siguiente manera: Pri-
meramente, en la seccién 3.2 se abordan problemas transitorios en un reactor tipo tanque agitado
homogéneo en donde la concentracidon promedio solo cambia con el tiempo y posteriormente se
estudia la transferencia de calor en una aleta de enfriamiento de tipo anular mediante una formula-
cién axisimétrica. M4s adelante, en la seccién 3.3 se estudia el flujo laminar y turbulento de un
fluido incompresible alrededor de un perfil NACA. Las aplicaciones anteriores s6lo involucran
un tipo de transporte, por lo que en la seccién 3.4 se combinan las ecuaciones de conservacion
de cantidad de movimiento y de transporte de especies quimicas para estudiar la transferencia de
masa ocasionada por fuentes moéviles. Posteriormente, se estudia el transporte inercial (seccién
3.6) y la transferencia de masa y reaccion (seccién 3.7) en medios porosos usando el método del
promedio volumétrico. Este andlisis implica la solucién de los problemas de cerradurta asociados
para predecir los coeficientes de medio efectivo asociados. Mas adelante, en la seccién 3.8 se
ejemplifica el estudio de maquinarias rotatorias mediante el estudio del transporte de cantidad de
movimiento y de calor en un tanque agitado. Por dltimo, en la seccién 3.9 se presentan tres técnicas
numéricas para estudiar el flujo multifasico que son: el método de conjunto de nivel, el método
de campo de fase y el método de malla mévil. En cada caso se aplican a problemas especificos
ilustrativos.
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Tabla 3.1: Descomposicion de la componente normal del flux de masa en las superficies del sistema.

o | A A

n-cyvqg | 0 0  —ceve cyvg
n-pv 0 0 —pve pvs

Modelos transitorios
Reactor continuo tipo tanque agitado homogéneo

Un reactor tipo tanque agitado es un recipiente que tiene un agitador en donde ingresa una una
fase fluida que contiene una (o varias) especie(s) quimica(s) la cual reacciona en el interior del
sistema. Para desarrollar la ecuacion que gobierna el transporte de masa en este sistema se parte del
principio de conservacién de masa:

d/pA dV—f—/IPpA (VA—W) dA:/I’A dav. (3.2.1)
Vi 7 Ya

La cual, al dividirla en ambos lados entre el peso molecular de la especie A, My, da lugar a su forma
en base molar

d
E/CA dV+/H-CA (VA*W) dA:/RA dv. 3.2.2)
i 7] i

En donde c4 = pa/Ms y Ry = ra/M,. Suponiendo que el tanque se encuentra lleno del fluido,
entonces puede usarse una region fija y la ecuacidn anterior se escribe como

d
E/CA dV—l-/n'CAVA dA = /RA dav. (3.2.3)
v o v

En este punto es conveniente definir a la concentracién promedio en el tanque como

1
(ea) =5 / ca dV, (3.2.4)
V4

donde V es el volumen del fluido en el tanque y se considera constante en el tiempo. Dividiendo
ambos lados de la ecuacion (3.2.3) entre V, se obtiene

d{ca)
dt

1
+ V/n CAVA dA = <RA>. (3.2.5)
4

La superficie del fluido en el tanque <7 puede descomponerse como la suma de la superficie en
contacto con las paredes, 27, la superficie en contacto con el agitador, .<7,, la superficie de entrada,
4, y la superficie de salida, .7:

A = Gyt Ayt Ayt . (3.2.6)

Con base en esta descomposicidn, se obtienen los resultados que se muestran en la tabla 3.1, en
donde se muestra que no hay transferencia de masa hacia las paredes o hacia el agitador y que las
velocidades de entrada y salida estan alineadas con las normales. Usando esta informacién en la
ecuacion (3.2.5) se obtiene el siguiente resultado

d{ca)
dt

1 1
— V/ceve dA + v /csvs dA = (Ry). (3.2.7)
o P
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Para simplificar esta ecuacién se supone que la concentracion del reactivo a la entrada es constante.
Ademads, si el reactor tiene una agitacién perfecta puede suponerse que la concentracién en la
corriente de salida es igual a la concentracién promedio dentro del tanque, esto es,

cs = {(ca). (3.2.8)
Bajo estas condiciones, la ecuacién (3.2.7) toma la siguiente forma

d{ca) ce (ca) _
S V!ve aa+ 2 [ vy aa = (Ra). (3.29)

Ay

Para poder avanzar es conveniente recordar la forma macroscépica de la ecuacion de conservacion
de la masa total para una region fija:

Z/pdV+/n-pvdA:0. (3.2.10)
v o

La cual, para un flujo incompresible se reduce a

/n-pvdAzo. (3.2.11)
of

Tomando en cuenta la descomposicion mostrada en la tabla 3.1, esta ecuacidn se expresa como

—/pve dA+/pvs dA =0. (3.2.12)
7 P

e

Como el flujo es incompresible, la densidad es constante y la ecuacion anterior lleva a

0= /Ve dA = /vs dA. (3.2.13)
o, o
Sustituyendo este resultado en la ecuacion (3.2.9) se obtiene que
dfc 1
<th> = (ce = (ca)) + (Ra)- (3.2.14)

En donde el tiempo de residencia se define como g = V /Q. Para cerrar esta ecuacion es necesario
especificar la tasa de reaccidn y la concentracién de entrada. En este caso de estudio, el interés esta
en explorar la influencia del orden de reaccién en la dindmica de la concentracién, para ello, se
expresa a la tasa de reaccién como

(Ra) = —ka(ca)?. (3.2.15)

En los desarrollos que siguen se consideran las siguientes dos funciones de entrada

0, t<0

ce_{ ci, t>0" (3.2.16a)
0, +<0

Ce_{ Sl +ysen(wt)], t>0 " (3.2.16b)

Por ultimo, el modelo se completa con la condicién inicial

cuandor =0, (ca) = cp. (3.2.17)
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Antes de resolver el problema es conveniente reformularlo en términos de las siguientes variables y
parametros adimensionales

CA t _ C
C*:u' t*=—; Da=kqct ltref, k==, ¢g=—; 0" =Ro, (3.2.18)

¢ IR S C1

donde Da es el nimero de Damkohler y relaciona la velocidad de reaccion con la velocidad de

transporte de masa en el reactor. De esta forma, la version adimensional del modelo macroscépico
es

d *
d; = ¢* —¢* — Dac*®, (3.2.192)
* <L
c;f:{ (1)’ i ;8 , (3.2.19b)
0, <0
oy b= 2.1
Ce { 1+ ysen(@*t)], >0’ (3.2.19¢)
cuando t* =0, ¢* =cy. (3.2.19d)

Como puede notarse, los pardmetros del problema son Da, o, ¥, @* y ¢ asi como el tipo de funcién
de entrada. Para resolver este problema con el software Comsol multiphysics se siguen estos pasos:

Pasos a seguir para la solucion numérica del problema

1. Presione Model wizard y escoja 0D del menu que aparece.

2. Desarrolle el arbol de Mathematics y desarrolle la rama de ODE and DAE interfaces, elija
Global ODEs and DAEs (ge) y presione el botén Add.

3. Presione el botén Study y elija Time dependent del ment que aparece y presione el botén
que dice Done.

4. En la pestafia de Parameters ingrese los siguientes pardmetros y valores: Da=1,a =1,
g=0.5,w=10,c0=0.

5. En la rama de Component 1, haga click derecho en Definitions/variables en la primera
fila y en la primera columna escriba: cenl. Esta funcidn representa a la funcién de entrada
dada en la ecuacidn (3.2.19b), asi que en la segunda columna escriba 1.

6. En la segunda fila y primera columna, escriba cen2. Esta funcién representard a la funcién
de entrada dada en la ecuacién (3.2.19¢). Para ello, escriba en la segunda columna de esta
fila debe escribir lo siguiente: 0.5*(1+g*sin(w*t))

7. En la rama de Global ODEs and DAEs (ge) seleccione Global Equations 1.

En la primera fila de la columna Name escriba c.
9. En la primera fila de la segunda columna debe escribir la ecuacién diferencial:

g2

ct+c-cenl+Daxc~a

Como puede notar ¢t = dc*/dt* y la ecuacion se escribe en el lado izquierdo igualada a
cero.

10. En la rama de Study 1, haga click en Step 1: Time Dependent, localice la casilla que dice
Times y presione el botén de rangos. En Entry method escoja Logarithmic, en Start escriba
le-4, en Stop escriba 10 y especifique 100 pasos por década; por dltimo presione Replace.

11. Si desea tener el control del espaciamiento en el tiempo que toma el haga click derecho en
Study 1y elija Show default solver desarrolle la rama Solution 1, ubique Time-Dependent
Solver 1y desarrolle la ventana llamada Time Stepping. En Steps taken by solver elija
Manual y en la casilla de Time step escriba por ejemplo 0.001.

12. Presione el botén llamado compute.

13. Una vez obtenido el resultado, seleccione x-Axis logscale y en 1D Plot Group 1 seleccione
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Figura 3.1: Dindmica de la concentracién adimensional de la especie A en un reactor continuo tipo
tanque agitado para diversos érdenes de reaccion usando: a) una funcién de entrada tipo escalén
unitario y b) una funcién de entrada oscilatoria.

que la leyenda aparezca en la esquina superior izquierda.
14. Para llevar a cabo un barrido paramétrico haga click derecho en Study I y seleccione
Parametric Sweep. En Parameter name elija a y en Parameter value list escoja un rango
que comience en 1, tenga un espaciamiento de 0.5 y termine en 3.
15. Repita el proceso para cen?2.

En la figura 3.1 se muestra la dindmica de la concentracién obtenida con la secuencia de pasos
descrita arriba. Como puede notarse, la concentracién experimenta los cambios mas importantes
para t* € (1072,1). Ademds, se aprecia que conforme se incrementa el orden de la reaccién, la
concentracion se vuelve cada vez menos sensible a cambios en Q.

Ejercicio 3.1 — Validacién con la soluciéon andlitica. Resuelva el problema para una
cinética de primer orden de manera analitica y evalde el desempeio de la solucién numérica
para diferentes pasos de tiempo.

Ejercicio 3.2 — Andlisis paramétrico. Evalie la influencia del nimero de Damkdohler, vy @*
en las predicciones de la dindmica de la concentracién promedio.

3.2.2 Dindmica de la temperatura promedio en una aleta de enfriamiento anular

Considere la aleta de enfriamiento anular mostrada en la figura 3.2, la cual se utiliza para
disipar radialmente el calor de una tuberia. En este problema se desea estudiar la dindmica de la
temperatura promedio (en las direcciones axial y angular) en la aleta de enfriamiento. Bajo estas
condiciones, la forma microscdpica de la ecuacion de energia térmica es

T
812 )

o 92T

ot  ror

o _ a9 < (3.2.20a)

oT
or
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Figura 3.2: Esquema de una aleta de enfriamiento anular de radio | y ancho b alrededor de una
barra de radio ry.

Donde a = k/(pc)) es la difusividad térmica. La cual estd sujeta a las siguientes condiciones de
frontera:

enr=ry, T =T, (3.2.20b)
T
enr=ri, —k% =h(T -Ta), (3.2.20c)
r
oT
enz==+b/2, ¢ka— =h(T-T,). (3.2.20d)
b4

Donde T, es la temperatura en la pared del tubo y 7, es la temperatura ambiente. Ademds, aplican
condiciones de periodicidad (de la temperatura y el flux de calor) en la direccién angular. Por
ultimo, el problema se completa con la condicién inicial

cuandot =0, T =Ty. (3.2.20e)
Para reducir la dimensién espacial del problema se define el siguiente operador de promediado
0=21 z=b/2
T)% = — Tdzd®. 3.2.21
0™ =5 z (3221
6=0 z=—b/2

Aplicando este operador a la ecuacién (3.2.20a) se obtiene que

AT aad [ T 2h 0
~22 - T)%-1,). 3222
ot ror\' or bpc, << ) “ ( )
Para obtener este resultado se adopt6 la siguiente suposicion
T|z:b/2 = T|z:—b/2 ~ <T>ez- (3.2.23)
La ecuacién (3.2.22) estd sujeta a las siguientes condiciones de frontera e inicial
enr=ry, (T)%=T, (3.2.24)
9(T)%
enr=r, —k <a> :h(<T)92—T>, (3.2.25)
r

cuandor =0, (T)% =Tj. (3.2.26)
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Como en los casos anteriores, antes de resolver el problema es conveniente reformularlo en

términos de las siguientes variables adimensionales

T)% —T, To—T, ot
T*:7< > a’ TO*: 0 a, }/'*:L7 rgzrj7 [*:—2’
T, - T, 1,-1, 7 r i
. hr1 2 ZBil’l
Bi=— = . 3.2.27
t=— m b ( )
De esta forma, la versién adimensional del problema es
aT* 1 aT* 2
=—|r -—mT" 3.2.28
ars  r* <r Br*> " ( Y
enr*=ry;, T"=1, (3.2.28b)
aT*
enr" =1, ——=—=BiT", (3.2.28¢)
ar*
cuandot* =0, T*=Tj. (3.2.28d)

Los parametros de este modelo son ry, rq /b, Biy Ty . Para resolver el problema en Comsol
Multiphysics, se siguen los pasos que se listan a continuacién.

Pasos a seguir para resolver el problema del calculo de la temperatura promedio en la
aleta anular

1.
2.

&2

Presione Model wizard y escoja 1D axisymmetric del mend que aparece.

Desarrolle el drbol de Heat transfer y seleccione Heat Transfer in Solids (ht) y presione
el botén Add y posteriormente el botén Study.

En el siguiente menu seleccione Time dependent study y presione el botén Done.

En la seccién de Parameters especifique: r0= 0.25, rlb= 10, Bi = 1, m2 = 2*Bi*rlb, TO =
0.1.

Haga click derecho en la rama Geometry/Interval en coordenadas remplace 0 por rO
y presione el boton Build all objects. Este es el dominio espacial para llevar a cabo la
solucién del problema.

En la rama de Heat Transfer in Solids (ht)/Solid 1 especifique que la conductividad
térmica, la densidad y la capacidad calorifica sean la unidad.

Haga click derecho en Heat Transfer in Solids (ht) y seleccione Heat source y seleccione
el dominio 1. En la casilla de Heat source escriba —m2*T.

Haga click derecho en Heat Transfer in Solids (ht) y seleccione Temperature, seleccione
el nodo 1y escriba en la temperatura el valor de 1.

. Haga click derecho en Heat Transfer in Solids (ht) y seleccione Heat Flux, seleccione el

nodo 2 y escriba en general inward flux el valor de —Bi*T. La raz6n del cambio de signo
se debe a que Comsol utiliza —n - q.
En Initial values escriba TO.

. Haga click derecho en Mesh y seleccione Edge, posteriormente haga click derecho en

Edge y seleccione size. En el ment que aparece seleccione Custom y habilite la casilla de
Maximum element size y escriba 0.001.

. En la rama de Study I, haga click en Step 1: Time Dependent, localice la casilla que dice

Times y presione el botén de rangos. En Entry method escoja Logarithmic, en Start escriba
le-4, en Stop escriba 10 y especifique 100 pasos por década; por dltimo presione Replace.

. Si desea tener el control del espaciamiento en el tiempo que toma el resolvedor haga

click derecho en Study 1 y elija Show default solver desarrolle la rama Solution 1, ubique
Time-Dependent Solver 1y desarrolle la ventana llamada Time Stepping. En Steps taken
by solver elija Manual y en la casilla de Time step escriba por ejemplo 0.0001.
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Figura 3.3: Dindmica de a) la temperatura promedio en toda la aleta y b) la temperatura en r* = 1

para diferentes valores del nimero de Biot

10 y 100.

17.
average.

. Presione el botén llamado compute.
. Repita el proceso para un andlisis paramétrico en el nimero de Biot para valores de 0.1, 1,

. Presente los resultados en términos de las dindmicas de la temperatura promedio en toda
la aleta y la temperatura en r* = 1.
Para calcular la temperatura promedio haga click derecho en Derived values/Averagel/Line

En la figura 3.3 se muestra la dindmica de la temperatura promedio y la temperatura en r* = 1
para diferentes valores del nimero de Biot. Como puede notarse, cuando el nimero de Biot es
suficientemente pequeiio, la aleta incrementa su temperatura con el tiempo, llegando a a alcanzar
temperaturas de aproximadamente la mitad de la temperatura del tubo. Por el contrario, conforme se
incrementa el nimero de Biot, la temperatura en la aleta rdpidamente se aproxima a la temperatura
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ambiente. Es importante notar que el tiempo de respuesta al ambiente aumenta con el niimero de
Biot. De hecho, para Bi = 1 la temperatura promedio casi no cambia respecto a su valor inicial. El
archivo de comsol que lleva a cabo la solucién numérica del problema se llama Aleta_Anular.mph
y estd disponible con el autor.

Ejercicio 3.3 — Andlisis paramétrico. Evalie los efectos que tienen los pardmetros rjj y r /b
sobre las soluciones. "

Ejercicio 3.4 — Dindmica de la eficiencia de la aleta. La eficiencia de la aleta se define
como la razén de la tasa de transferencia de calor promedio que recibe la aleta

27robk dT*
= T,—T,) — . 3.2.29
(=T o (32:29)

(0%, =

Entre la tasa maxima de calor que puede disipar la aleta

(0)8 =Ash(T,—T,), (3.2.30)

max
donde el drea de la aleta, Ay se define como
Ay =27 (1} —r5) +27r1b + 27rob. (3.2.31)

Evalde la dindmica de la eficiencia de la aleta y discuta los resultados obtenidos. "

Ejercicio 3.5 Comparar los perfiles de temperatura con los resultantes de un analisis en una
geometria 2D-axisimétrica. "

Ejercicio 3.6 Resuelva el problema visto en esta seccién usando el método de Crank-Nicholson
y compare las predicciones de su programa con las que ofrece Comsol. Haga una discusion
en cuanto a la convergencia de las soluciones en términos de los nodos computacionales en el
espacio y en el tiempo.

3.3 Flujo alrededor de tres perfiles NACA

3.3.1 Flujo laminar

En esta seccidn se desea estudiar el flujo de un fluido alrededor de tres perfiles NACA. En
especifico, se consideran los perfiles NACA-0008, NACA-6409 y NACA-6412, cada uno del mismo
largo £. Se supondra que cada perfil alar esta suspendido en la misma cdmara de viento (de largo
Ly altura H) y que estdn suficientemente separados entre si para no influenciar los respectivos
perfiles de velocidad. Puede despreciar las fuerzas volumétricas debidas a la fuerza de gravedad.
Suponiendo flujo newtoniano, incompresible y en estado estacionario, las ecuaciones que gobiernan
el transporte de cantidad de movimiento son

V.v=0, (3.3.1a)
pv-Vv=—Vp+uviv. (3.3.1b)

Fijando el eje coordenado a la entrada del flujo de aire y suponiendo que el flujo es paralelo a la
horizontal, entonces la condicion de frontera en la superficie de entrada es

enx=0, v=-—v.n. (3.3.1¢)
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Si la cdmara de viento tiene una longitud L y estd abierta al ambiente, entonces la condicién de
frontera en la superficie de salida es

enx=L, n-[—pl+u(Vv+(Vv)")] =—p.mn. (3.3.1d)

Cabe aclarar que Comsol Multiphysics maneja presiones relativas, por lo que la programacion de la
ecuacion anterior debe llevar a una condicién de frontera homogénea. En el resto de las superficies
del sistema (dQ) se impone la condicién de no deslizamiento

endQ, v=0. (3.3.1¢e)

Antes de proceder a la solucién numérica, es conveniente definir las siguientes variables y pardme-
tros adimensionales

pl pvel

V*:v—e; r*:z; p= ,uve; Re = : L*:% (3.3.2)
De esta forma, el problema adimensional es

V*.v' =0, (3.3.3a)

Rev* - V'V = —V*p* 4 V*2y*, (3.3.3b)

enx*=0, v'=-—n, (3.3.3¢)

enx* =L", n-[-pl+ (VV'+(VVv))] =0, (3.3.3d)

endQ, v'=0. (3.3.3e)

La altura adimensional del sistema se denota como H* = H /{. Se desea calcular en cada caso cudl
es la componente x de la fuerza que ejerce el fluido sobre cada perfil alar. Ya que el sistema se
estudia en 2D, dicha componente del vector de fuerza se calcula como sigue

W(,j[ —pl+u (Vv+(Vv)")] e, do. (3.34)
Donde W, es el espesor del obstaculo. O bien, en forma adimensional
fx 7{ T
* = = A=p*l 4+ (VIV + (VIV* e, do”. 3.3.5
I Wollve " [ P +( v V))] e ( )

Para resolver este problema en Comsol Multiphysics se siguen estos pasos:

Programa para estudiar la fuerza sobre perfiles alares
1. En Model Wizard elija 2D.
2. En la fisica elija: Fluid flow/Single-Phase Flow/Laminar Flow (spf). Haga click en Add y
posteriormente en Study.
Seleccione Stationary en el menu de estudios y posteriormente el botén de Done.
En Parameters 1 ingrese los siguientes parametros: L = 10, H=10, Re = 1.
En Geometry seleccione Parametric curve, en expresiones para x escriba s y para y escriba

o g~ @9

0.595%(0.298*sqrt (s)-0.127*s-0.358*s~2+0.292%s"3-0.105*s"4)

&N

En Relative tolerance fije 1e-5.

Seleccione Geometry/Transforms/Mirror y seleccione a pcl. Habilite la casilla que dice
Keep input objects y en Normal Vector to Line of Reflection fijex =0y y=1.
Seleccione Geometry/Conversions/Convert to Solid y seleccione a pcl y mirl.
Seleccione Geometryl/Transforms/Move y seleccione a csoll. En x fije -0.5 y en y escriba
2.5. Por ultimo, en label escriba NACA-0008.

10. Los otros dos perfiles NACA se tienen tabulados, para acceder al primero de ellos

ol

52 €2
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seleccione Geometry/Interpolation Curve y cargue los datos para el perfil NACA-6409.
En Object Type seleccione Solid.

11. Seleccione Geometry/Transforms/Move y seleccione a icl. En x fije -0.5 y en y escriba
-2.5. Por tltimo, en label escriba NACA-6409.

12. Seleccione Geometry/Interpolation Curve y cargue los datos para el perfil NACA-6412.
En Object Type seleccione Solid.

13. Seleccione Geometry/Transforms/Move y seleccione a ic2. En x fije -0.5 y en y escriba
0. Por ultimo, en label escriba NACA-6412. Hasta este punto se han dibujado los tres
perfiles alares y sélo falta dibujar la camara de viento.

14. Seleccione Geometry/Rectangle y escriba en Width L'y en Height H. En Position escoja
en Base la opcion de Center.

15. Seleccione Geometry/Booleans and Partitions/Difference y seleccione en Objects to add
al rectangulo r1. En Objects to subtract seleccione a los tres perfiles alares: mov1, mov2
y mov3.

16. Presione el botén Buid all objects.

17. Laminar Flow/Fluid Properties 1 fije a la densidad como Re y a la viscosidad como 1.

18. En Laminar Flowl/Inlet, seleccione la frontera 1 y en la casilla de Uy escriba 1.

19. En Laminar Flow/Outlet, seleccione la frontera 4 y en la casilla de pg escriba 0.

20. Comsol por default fija a todas las condiciones de frontera como velocidad igual a cero,
por lo que no es necesario especificar mas condiciones de frontera.

21. En Mesh elija Extremely fine.

22. En Study elija Parametric Sweep, elija Re y escriba 1 10 100 1000 1e4.

23. En Study presione Compute.

En la figura 3.4 se reportan las lineas de corriente de la velocidad del fluido alrededor de los tres
perfiles alares para los valores del nimero de Reynolds considerados aqui. Como puede notarse, el
flujo cada vez es méds dominado por la inercia, lo cual se traduce en que disminuye el espesor de la
capa limite de transferencia de cantidad de movimiento. Para calcular la fuerza sobre cada perfil
alar siguiendo a la ecuacién (3.3.4) siga estos pasos:

Calculo de la fuerza sobre los dlabes
1. Repita el anélisis paramétrico pero ahora escoja un rango logaritmico para el nimero de
Reynolds que vaya de 1 a 10* con 10 pasos por década.
2. En Results/Derived values, escoja Line integration, seleccione las fronteras Sy 6 y en
expresion escriba

-NXAPHAX KUK ANYRUYHAXFUX+ANY*VX

Y presione Evaluate.
3. Repita lo anterior para las fronteras 7 y 8, asi como para las fronteras 9 y 10.

Las predicciones de la fuerza que el viento le cede a cada perfil alar se muestran en la figura 3.5.
Como puede notarse, el nimero de Reynolds comienza a ejercer una influencia considerable sobre le
fuerza para valores superiores a 100, mientras que la influencia de la geometria comienza a hacerse
notar a partir de Re > 10°. De estas simulaciones se puede concluir que el perfil NACA-6412 es el
que recibe la mayor fuerza.

Ejercicio 3.7 — Componente y de la fuerza. Los calculos realizados en esta seccion se
centraron en la componente x de la fuerza del fluido sobre los perfiles alares. Calcule la
componente y y compare sus resultados con los de la componente x.
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NACA-0008 NACA-6412 NACA-6409

Re=1
Re=10

Re =100
Re =1000
Re = 10000

Figura 3.4: Lineas de corriente alrededor de los tres perfiles alares para diferentes valores del
nimero de Reynolds.
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Figura 3.5: Predicciones de la componente x de la fuerza adimensional que ejerce el fluido sobre
cada uno de los perfiles NACA.

Ejercicio 3.8 — Acoplamiento con fransferencia de masa. Agregue al problema la fisica
de transferencia de masa y suponga que en las fronteras entre el fluido y los perfiles alares se
lleva a cabo una reaccién quimica heterogénea. Considere Pe = 0.1Re y ¢ = 10. Analice el
problema y explique para qué condiciones se favorece el consumo del reactivo.

Ejercicio 3.9 — Resultados en 3D. Repita tanto el problema visto en la seccién como el
acoplado con transferencia de masa en 3D. Para ello, suponga que W* =10y W, = 1. "

3.3.2 Flujo turbulento

Los resultados obtenidos hasta el momento estdn limitados a condiciones de flujo laminar.
De hecho, el resolvedor mostré algunos problemas de convergencia para obtener la solucién para
Re = 10*. Por ello, es recomendable explorar las predicciones que aporta un resolvedor para flujo
turbulento. Entre las diferentes opciones que aporta Comsol Multiphysics para llevar a cabo estudios
en flujo turbulento, es recomendable usar el modelo SST, el cual combina tanto a los modelos de
Kk-€ como de K-@. A continuacion se presentan los pasos a seguir para hacer un programa que
funcione bajo condiciones de flujo turbulento.

Programa para estudiar la fuerza sobre perfiles alares en flujo turbulento
1. En Model Wizard elija 2D.
2. En la fisica elija: Fluid flow/Single-Phase Flow/Turbulent Flow, SST (spf). Haga click en
Add y posteriormente en Study.
. Seleccione Stationary with initialization en el menu de estudios y posteriormente el botén
de Done.
. Seleccione Geometryllnser Sequence y localice el programa anterior.
. Agregue Re = 1 en Parameters
. Repita las mismas caracteristicas para la fisica y la malla.
. En el rango de valores del nimero de Reynolds en el barrido paramétrico fije: 1e3 le4
le5 1e6 y oprima Compute.

(O]

e WO N

Usando estos pasos, se hizo un programa que dio como resultados las predicciones que se
presentan en la figura 3.6. Como puede notarse, en este caso es mas evidente la ventaja que ofrece
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Figura 3.6: Predicciones de la componente x de la fuerza adimensional que ejerce el fluido sobre
cada uno de los perfiles NACA tanto para régimen laminar como turbulento.

la geometria del perfil NACA-6409. No debe perderse de vista que estos resultados se obtuvieron
en geometrias bidimensionales bajo condiciones de estado estacionario. Un andlisis mds realista
deberia relajar estas condiciones simplificadas.

Flujo de fluidos y transferencia de masa por un automoévil

Considere un automévil que se encuentra dentro de un embotellamiento. Se desea investigar la
dispersién de los contaminantes emitidos por el auto a diferentes valores del nimero de Reynolds.
Estos contaminantes se denotan como la especie A. Las ecuaciones diferenciales que gobiernan el
transporte de cantidad de movimiento y de masa son

V.v=0, (3.4.1a)
pv-Vv=—Vp+uv, (3.4.1b)
v-Vea = DuV2cy, (3.4.1¢)

Las cuales se resuelven en una celda que tiene una longitud L, profundidad W y altura H. En
referencia a esta celda, las ecuaciones anteriores estdn sujetas a las siguientes condiciones de
frontera

enx=—L/2, v=—v.n, cy=c,, (3.4.1d)
enx=L/2, n-[—pl+pu(Vv+(Vv)")] =—pn; n-Z4Vey =0, (3.4.1e)
enz=0, v=0; n-Z4Vcy =0, (3.4.11)
enz=H, n-p(Vv+(Vv)")=0; n-Z,4Vey =0, (3.4.1g)
eny=—-W/2W/2 v(=W/2)=v(W/2); ca(—W/2)=ca(W/2). (3.4.1h)
Como puede notarse, el flujo del viento va en la direccién x, en la entrada de la celda (en x = —L/2),

se supone conocida la velocidad del viento y la concentracion del contaminante, mientras que en el
extremo opuesto (en x = L/2) se supone que la componente normal del tensor total de esfuerzos es
igual a la presion atmosférica y que el flux difusivo es nulo. En la base de la celda (en z = 0), se
impone la condicién de no deslizamiento y se especifica que no hay transporte de masa, mientras
que en z = 0, se supone que el esfuerzo cortante y que el flux difusivo son nulos. Por dltimo,
se imponen condiciones de periodicidad en las superficies laterales de la celda. Ademas, en la
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superficie del auto, sin incluir el escape, dQ aplican las siguientes condiciones de no deslizamiento
y de nulidad del flux difusivo:

endQ, v=0; n-Z,Vcy=0. (3.4.11)

Mientras que en la superficie de salida del escape, dQ;, se suponen conocidas la velocidad del
fluido y la concentracién del contaminante

en dQ;, V=—vn;, c4=cs. (3.4.1j)

Con esta condicion de frontera, se completa el planteamiento del problema. Antes de proceder
a resolverlo, es conveniente replantearlo en términos de las siguientes variables y pardmetros
adimensionales

e .V , T . Dl Vel pvel

c = A4 :v—e; r :Z; p :Hve; Pe:z; Re = 0 (3.4.2)
En donde / es la longitud del auto. De esta forma, el problema adimensional es
V*v' =0, (3.4.3a)
Rev' - V*'v* = —V*p* + V*2y*, (3.4.3b)
Pev*-V*cy = Vi, (3.4.3¢)
enx"=—L"/2, vi=-n, c,=c,, (3.4.3d)
enx* =L*/2, n-[-p*l+ (VV'+(V'v)")]=0; n-V'c;=0, (3.4.3¢)
enz"=0, v'=0; n-Vc, =0, (3.4.30)
enz'=H*, n- (Vv +(V'v)")=0; n-Vic;=0, (3.4.3g)
eny = —-W*/2,W*/2, v (=W /2)=v"(W/2); ci(—W/2)=c1(W/2), (3.4.3h)
endQ, v '=0; n-V'c;=0, (3.4.31)
endQ,, Vv =-vin; c=1. (3.4.3)

Para resolver este problema en Comsol se siguen estos pasos:

Programa en Comsol para la solucion del problema
1. En Model Wizard elija 3D.

2. En la fisica elija: Fluid flow/Single-Phase Flow/Laminar Flow (spf). Haga click en Add y
posteriormente en Chemical Species Transport elija Transport of Diluted Species y haga
click en Add. Por ultimo haga click en Study.

. Seleccione Stationary en el menu de estudios y posteriormente el botén de Done.

. En Parameters I ingrese los siguientes pardmetros: L=2, H=2, W =2 Re =1y Pe=

0.1*Re.

5. Haga click derecho en Geometry y seleccione Import. En Import 1 seleccione el archivo
car.mphbin (disponible con el autor) y presione el botoén Import.

6. Haga click derecho en Geometry y seleccione Transforms/Scale. Seleccione impl y en
Factor escriba 1/4.

7. Para dibujar el escape del auto haga click derecho en Geometry y seleccione Cylinder.
Escriba en Radius 0.01, en Height 0.2; en position escriba en x 0.45 y en z 0.075. Por
ultimo en Axis elija x-axis.

8. Haga click derecho en Geometry y seleccione Block. Escriba L, W y H para Width, Depth
y Height, respectivamente. En la posicion especifique que la esquina se encuentra en X =
-LR2yy=-WJ/2.

9. Haga click derecho en Geometry y seleccione Booleans and Partitions/Difference. En

AW
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Figura 3.7: Dependencia de la concentracién promedio del contaminante con el nimero de Reynolds.
El promedio fue tomado en las superficies de salida, arriba y lateral.

Objects to add seleccione blk1 y en Objects to Subtract seleccione scal y cyll y deshabilite
la casilla que dice Keep interior Boundaries.

10. En Laminar flow/Fluid properties escriba en la densidad Re y para la viscosidad 1.

11. En Laminar flow/Inlet, seleccione la frontera 1 y escriba en Normal inflow velocity 1.

12. En Laminar flow/Outlet y seleccione la frontera 158.

13. En Laminar flow/Periodic Flow Condition y seleccione las fronteras 2 y 5.

14. En Laminar flow/Open Boundary, seleccione la frontera 4 y seleccione No viscous stress
en Boundary condition.

15. En Laminar flow/Inlet, seleccione la frontera 157 y escriba en Normal inflow velocity 0.5.

16. En Transport of Diluted Species/Transport Properties 1 escriba para las componentes del
vector de velocidad Pe*u, Pe*v y Pe*w. Por ultimo fije que el coeficiente de difusién sea
1.

17. En Transport of Diluted Species/Inflow, seleccione la frontera 1 y escriba en Concentration
0.1.

18. En Transport of Diluted Species/Outflow, seleccione la frontera 158.

19. En Transport of Diluted Species/Periodic Condition, seleccione las fronteras 2 y 5.

20. En Transport of Diluted Species/Concentration, seleccione la frontera 157; habilite la
casilla de Species c y escriba 1.

21. En Mesh seleccione Coarse.

22. En Study seleccione Compute.

23. Lleve a cabo un barrido paramétrico en el nimero de Reynolds de forma logaritmica que
vaya de 1 a 500 con 10 elementos por década.

En la figura 3.7 se muestra la prediccion de la concentracién promedio en las superficies de sali-
da, arriba y lateral como funcién del nimero de Reynolds. Como puede notarse, las concentraciones
en todas las superficies tienden a disminuir con el aumento del nimero de Reynolds. Para tener
una idea més clara de lo anterior, en la figura 3.8 se muestran las predicciones para las lineas de
corriente del flux total de masa en la superficie del escape del auto. Como puede notarse, la pluma
de contaminante estd cada vez menos dispersa conforme se incrementa el nimero de Reynolds.

Ejercicio 3.10 El andlisis presentado en esta seccion supone que el auto esta estacionado, por
lo que en este ejercicio se busca examinar el efecto que tiene considerar el desplazamiento del
auto. Para ello, considere diferentes velocidades adimensionales del auto y mantenga el resto de
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Figura 3.8: Lineas de corriente del flux total de masa resultante del escape del auto para a) Re =1,
b) Re =10, c) Re =50y d) Re = 100

I las condiciones de frontera en las superficies de la celda. "

Ejercicio 3.11 Extienda ahora el andlisis considerando mas de un automévil (de preferencia
de diferentes geometrias) en la celda. Analice la influencia que tiene la separacion entre autos
sobre el transporte de masa y cantidad de movimiento. "

Flujo y transporte de masa desde la chimenea de una industria

En este problema se busca acoplar de nuevo la transferencia de masa y el transporte de
cantidad de movimiento en un sistema que tiene fronteras internas. Para ello, considere el flujo
de un contaminante (especie A) desde la chimenea de una industria hacia el aire para diferentes
condiciones de flujo. Se busca conocer la dependencia de la concentracién del contaminante en la
atmdsfera como funcién del nimero de Reynolds. Se puede suponer que el flujo es newtoniano,
incompresible y en estado estacionario y que el contaminante se encuentra formando una solucién
diluida en cada punto del sistema y que no hay cambios relevantes de temperatura. Con base en
estas suposiciones, las ecuaciones que gobiernan el transporte de cantidad de movimiento y masa
(total y de la especie A) en la fase gaseosa (fase-f3) dentro y fuera de la chimenea son

V.-v=0, enlafase-f3, (3.5.1a)
pv-Vv=—Vp+uV?, enlafase-f, (3.5.1b)
v-Vea = 94V?cs, enla fase-f3. (3.5.1¢)
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Note que no se considerd la contribucién por la gravedad. En las interfases entre las fases fluida y
s6lida (4/5) se impone la condicién de no deslizamiento y se supone que no hay transferencia de
masa. Esto se expresa como sigue

en Ags, V=0, —n-Z4Vcy =0. (3.5.1d)

Ademds, el sistema tiene dos superficies de entrada: la superficie donde comienza la chimenea (<7,)
y la superficie que va en la direccion del viento (<7,). En ambas superficies se supone conocida la
velocidad del fluido y la concentracién de la especie de acuerdo a las siguientes expresiones

en ., V=Vp€; CA= Ceh, (3.5.1e)
en A, V=V Ca=Ce. (3.5.11)

En el resto de las fronteras (dQ2) se supone que el esfuerzo cortante es despreciable respecto a la
presion atmosférica (p,) y que ademads la concentracion de la especie A es constante, por lo que

endQ, n-(—pl+7)=-np,;; —n-Z4Vcsa =0. (3.5.1g)
Antes de resolver el problema, es conveniente reformularlo en términos de las siguientes definiciones
adimensionales:
A A P — Pa _ PVrefL _ VrefL

r* = —; C* — ; V* = 5 p* = ) Re N Pe = . (352)
L Cch Vref Pref u Da

En donde L es el alto de la chimenea y vier = Ve Y Pref = Venld /L. De esta forma, el modelo
adimensional es

V*.v* =0, enlafase-f3, (3.5.3a)
Rev* -V*v* = —V*p* +V*2v* en la fase-f, (3.5.3b)
Pev*-V*c* =V*2¢*,  enla fase-, (3.5.3¢)
en @5, V =0, —n-Vc" =0, (3.5.3d)
eny,, Vi=e; =1, (3.5.3e)
eng,, V' =v,e; ¢ =c,, (3.5.3f)
endQ, n-(—pl+7)=0; —n V¢ =0. (3.5.3g)

Para resolver el problema usando Comsol Multiphysics pueden seguirse estos pasos:

Solucién del problema de flujo y transporte de masa en una chimenea

1. Haga click en Model Wizard y seleccione 3D, agregue un médulo de flujo laminar y otro
de transporte de especies diluidas en estado estacionario.

2. Defina como pardmetros al nimero de Reynolds (asigne un valor de 1 por ahora) y defina
al nimero de Péclet como 10*Re.

3. Haga click derecho en Geometry 1y elija a un bloque cuyo ancho y profundidad sean 2 y
su altura sea 1. Ademads, especifique su centro en (0,0,0.5).

4. Haga click derecho en Geometry I y elija a un cono cuyo radio inferior sea 0.1, su altura
sea 1 y su radio superior sea 0.075. Fije la posicién de su base en (0,0,1).

5. Dibuje un nuevo bloque, cuyas dimensiones sean ancho = 10, profundidad = 8, altura = 3
y cuyo centro se localiza en (0, 0, 1.5).

6. Lleve a cabo la operacion booleana de diferencia en donde sustraiga al cono y bloque 2 el
bloque 1.

7. Haga click derecho en Materials/Blank Material y especifique que la densidad es Re y la
viscosidad es 1.

8. Haga click derecho en Laminar Flow/Inlet, seleccione a la frontera 12 y especifique que
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Figura 3.9: Dependencia de la concentracién promedio adimensional del contaminante en el aire
con el nimero de Reynolds.

la velocidad de entrada es 1. Repita esta operacion para la frontera 1 y fije el valor de la
velocidad en 0.1.
Haga click derecho en Laminar Flow/Outlet y seleccione a las fronteras 2,4, 5y 17.

. Haga click derecho en Laminar Flow/Interior wall y seleccione a las fronteras 10, 11, 14

y 15.

. En Transport of diluted species/Transport properties I especifique que las componentes

de la velocidad sean Pe*u, Pe*v y Pe*w y ademds fije el valor del coeficiente de difusién
en 1.

. Haga click derecho en Transport of diluted species/Inflow, seleccione a la frontera 12 y

especifique el valor de la concentracién en 1.

. Repita la operacién anterior, seleccione a la frontera 1 y fije el valor de la concentracién

en 0.

. Haga click derecho en Transport of diluted species/Outflow y elija a las fronteras 2, 4, 5y

17.

. Haga click derecho en Transport of diluted species/Interior surfaces/Thin impermeable

barrier, seleccione a las fronteras 10, 11, 14 y 15.

. En Mesh seleccione una malla normal.
. Haga click derecho en Study I/Parametric sweep y defina un barrido en el nimero de

Reynolds en forma logaritmica que vaya desde le-3 hasta 1e3 con 10 pasos por década.

. En Study 1/Step 1 stationary deshabilite el transporte de especies diluidas.
. Haga click derecho en Study 1/Study steps/Stationary/Stationary y deshabilite el flujo

laminar y asegurese que se tome la dltima solucién del estudio 1. Por dltimo presione el
botén de compute.

En la figura 3.9 se muestra la prediccién de la concentracién promedio en el aire con el nimero
de Reynolds. Como puede notarse, para Re < 0.1, la concentracién promedio no se altera por un
incremento en el nimero de Reynolds. Mientras que el valor mdximo de la concentracidn se alcanza
para para Re = O(1), ya que en este caso, la conveccién y la difusién de masa se ven favorecidas.
En contraste, cuando Re > 10, la conveccion en el aire externo a la chimenea ayuda a disipar la
concentracion del contaminante hasta llevarla a un valor minimo.

Ejercicio 3.12 Resuelva de nuevo el problema para condiciones en las que la velocidad del aire
sea la misma en ambas superficies de entrada. Discuta sus resultados. "
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Ejercicio 3.13 Reconsidere el problema pero ahora suponga que la superficie interna de la
chimenea esté recubierta de una sustancia que ayuda a consumir a la especie A antes de que sea
emitida a la atmésfera. Haga los célculos correspondientes y discuta sus resultados. "

Transporte en medios porosos

Andllisis en el seno del medio poroso

El flujo en medios porosos es uno de los grandes problemas de ingenieria actualmente. Considere
por ahora el flujo newtoniano, incompresible y estacionario de una sola fase fluida (fase-f) a través
de una matriz sélida (fase-o) que es rigida (es decir no se deforma) y homogénea (es decir, la
porosidad no cambia con la posicién). Bajo estas condiciones, las ecuaciones de conservacién de
masa total y de cantidad de movimiento son

V-v=0, enlafase-f3, (3.6.1a)
pv-Vv=—Vp+pg+uV?v, enlafase-B. (3.6.1b)

En donde la velocidad satisface la condicién de no deslizamiento en la interfase sdlido-fluido, @5,
en g5, V=0, (3.6.1¢)

El planteamiento del problema se completa con condiciones de frontera en las superficies macros-
copicas del sistema. Sin embargo, como se mostrard mds adelante, dichas condiciones de frontera
no son necesarias para el andlisis que se busca en este texto.

Con el fin realizar una descripcién macroscépica de esta situacion fisica, se define una regién
de promediado, 7, la cual contiene tanto a porciones de la fase fluida como de los sélidos. Esto es,
V' =¥+ V5. El objetivo es utilizar esta region de promediado como soporte para generar u nuevo
medio continuo en donde ya no se distingan a las dos fases que componen al medio poroso. Con
este fin, la longitud caracteristica, rg, de la region de promediado debe ser mucho mayor que la
maxima longitud caracteristica en la escala de poro, ¢, y, al mismo tiempo, mucho menor que la
minima longitud caracteristica, L, asociada con el medio poroso en su conjunto. Esto es,

(<L ry< L. (3.6.2)

En términos de esta regién de promediado, se pueden definir los operadores de promediado
superficial

1
(y) = V/l//dV, (3.6.3a)
B

e intrinseco

1
W)= [wav. (3.6.3b)
ﬁ“V
B

para una propiedad y que estd definida por tramos en la fase-f8 como la velocidad o la presién en
la fase fluida. Los operadores de promediado definidos arriba estdn acomplados por medio de la
relacién de Dupuit-Forchheimer

(¥) =e(w)P. (3.6.3¢)

En donde € = Vj /V representa la porosidad del medio. De acuerdo a las suposiciones adoptadas
arriba, este pardimetro permanece constante para el analisis que se desarrolla aqui.
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Al igual que en el andlisis estadistico, las propiedades definidas en la escala de poro pueden des-
componerse en términos de su promedio intrinseco y sus correspondientes desviaciones espaciales
como sigue (Gray, 1975)

v =(y)P + . (3.6.4)

De hecho, en varios métodos de escalamiento como el promedio volumétrico (Whitaker, 1999) o
el método de homogenizacién (Auriault y col., 2009), se suele adoptar la suposicién de que las
desviaciones son campos periddicos en el medio poroso. Més atin, para intercambiar diferenciacion
e integracion espaciales se utiliza el teorema del promediado espacial (Howes y Whitaker, 1985):

1
<V-a>:V~<a>—|—V/n-adA. (3.6.5)
o
Aplicando el operador de promediado intrinseco a la ecuacién de conservacion de masa se obtiene
(V-v) =0. (3.6.6)

O bien, usando el teorema del promediado espacial, considerando la condicién de frontera interfacial,
resulta que

V-(v)=0. (3.6.7)

La cual es la forma final de esta ecuacion macroscépica.

Dirigiendo la atencién a la ecuacién de conservacion de cantidad de movimiento, si se representa
la geometria del medio poroso como un arreglo periddico, entonces el problema en la escala de
poro puede formularse en una sola celda periddica como sigue

V.v=0, en7j, (3.6.8a)
pv-Vv=—Vp+pg+uVv?v, en%j, (3.6.8b)
en g5, V=0. (3.6.8¢)

En este dominio simplificado de solucién la velocidad es periddica y obedece entonces a la siguiente
condicién de frontera en las entradas y salidas de la celda unitaria:

y(r)=y(r+l), i=1.2.3 y=v. (3.6.8d)

En donde I; son vectores que representan el largo de la celda unitaria en cada direccién. Sin embargo,
la presion no puede ser periddica en la celda unitaria ya que esto implicaria que no hubiera flujo.
Para atender esta situacion, se utiliza la descomposicién espacial dada en la ecuacién (3.6.4) para
obtener el siguiente problema en la escala de poro dentro de una celda unitaria:

V.v=0, en7j, (3.6.9a)
pv-Vv=—Vp+uVv—V(p)f +pg, en 7, (3.6.9b)
en g5, V=0, (3.6.9¢)
y(r)=vy(r+l), i=1,23; y=v,p. (3.6.9d)

Mas atin, aplicando el operador de promediado intrinseco a la ecuacion (3.6.4), se deduce que las
desviaciones de la presidn estdn acotadas de acuerdo a la siguiente expresion:

(p)P =o0. (3.6.9¢)
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A pesar de las suposiciones hechas hasta el momento, el problema es no lineal debido al término
inercial en la ecuacion (3.6.9b) y por lo tanto no es posible deducir la solucién formal. Para atender
esta situacidn se supone que existe una solucién del problema, v, la cual se puede utilizar en esta
ecuacién para obtener:

P 1 - 2 1 B
V.- Vv=—-Vp+Vv—— (V + , en Y. (3.6.10)
r VP ﬂ< (p) Pg) B

fuente

De esta forma, el problema es lineal y su solucién puede expresarse en términos de la fuente como
sigue

v:—Z- (v<p)ﬁ +pg), (3.6.11a)
F=—d- (V<p)ﬁ +pg). (3.6.11b)
En donde las variables D y d satisfacen el siguiente problema de valor a la frontera
V-D=0, en7p, (3.6.12a)
%VC-VD:—VdJrVZDJrI, en 7, (3.6.12b)
en o35, D=0, (3.6.12¢)
y(r)=y(r+l), i=1,23; y=D.d, (3.6.124d)
(@Ff =o. (3.6.12¢)

Ya que se cuenta con la solucion del problema en la celda unitaria, se puede deducir el modelo
macroscopico al simplemente aplicar el operador de promediado superficial a la ecuacién (3.6.11a)
para obtener

H
(v) = o (V<p>’3 +pg) : (3.6.13)

En donde H es el coeficiente de permeabilidad aparente y se define en términos de la variable de
cerradura D como sigue

H= (D). (3.6.14)

Para condiciones en las cuales el flujo es reptante en el medio poroso, el término inercial desaparece
en la ecuacion (3.6.12b) y el tensor H — K, siendo K el tensor intrinseco de permeabilidad del
medio poroso.

El problema de las variables de cerradura (o bien, el problema de cerradura) dado en las
ecuaciones (3.6.12), corresponde al deducido por Whitaker (1996) usando el método del promedio
volumétrico. Al examinar este problema, es evidente que es necesario contar con la solucién de
la velocidad antes de resolverlo. Para evitar esto, se puede sustituir la ecuacién (3.6.11a) en la
ecuacioén (3.6.12b) para obtener

P Lli (V<p>ﬁ —i—pg)] .D"-VD=-Vd+V?D+l, en?. (3.6.15)

u
Antes de resolver el problema de cerradura es conveniente reformularlo en términos de las siguientes
variables y pardmetros adimensionales
D d r 52 PVre ff

d=—; r=-; A <V<p>ﬁ+pg>; Re

D = —; _
2% 0 I Wes

(3.6.16)
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En donde / es el largo de uno de los lados de la celda unitaria y la velocidad de referencia se define
como

52
ey = || V()P + g (3.6.17)
Con esta definicion, es claro que A representa un vector unitario en la direccién del gradiente de

presién macroscépico tomando en cuenta los efectos de la gravedad. De esta forma, el problema de
cerradura adimensional se escribe como

V*.D*=0, en7}, (3.6.18a)
—ReA -D*T.V*'D* = —V*d* +V*D*+1, en 75, (3.6.18b)
en g5, D" =0, (3.6.18¢)
v(r) = y(r* +15), i=1,23; y=D"d", (3.6.18d)
(@)P =o. (3.6.18¢)

Esta formulacién fue propuesta recientemente por Valdés-Parada y col. (2016) en donde se exploré
la influencia de la orientacién del gradiente de presion sobre las predicciones del tensor de dispersion
para la transferencia de masa. En esta seccién el interés estd en predecir las componentes del tensor
de permeabilidad aparente, el cual en forma adimensional se escribe como

H

H =5 = (D). (3.6.19)

En la ecuacion (3.6.18b), el producto A - D' .V* se puede desarrollar como

0 0
A DT V= 7L,-el- -Djkekej =€ = A,,'Djii. (3620)
8x, ox j
Note que no se usé el superindice * para denotar a las componentes de los vectores y tensores con
el fin de facilitar la notacion. En un sistema coordenado cartesiano en 2D, el resultado anterior se

expresa como

d d d d d d d
llD]laixj - AxDjxai_xj + AryDjyaixj — A)C <Dxxax +Dyxay> + A/y (nyax +Dyyay> .
(3.6.21)

Mientras que para un sistema en 3D se obtiene que

d d d d d d d
A,[DJLTXJ - AXDJXTXJ +A’yDjy87xj +2’sz287)(] — )vx <Dxxax +Dyx87y +DZX8Z)

d d d d d d

+A, <ny8x —i—Dyya—y +Dzy<9z> + A, <szax +DyZ87y +DZZ8Z> . (3.6.22)

En adelante se presentan los desarrollos para sistemas en 2D aunque la extension a 3D es directa.
De esta forma, la ecuacién de conservacion de masa lleva a las siguientes dos expresiones
Componente-x

dDy 9Dy
=0 3.6.23
o Iy ; ( a)
Componente-y
dD,, 9Dy
v I . (3.6.23b)

ox dy
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Con estos resultados a la mano, es posible expresar las tres componentes de la ecuacion de
cantidad de movimiento como:
Componente xx

ad oD oD oD oD
0=——"+V2Dy+1+Rek | Dy—— + Dy | +Redy | Dyy—— + Dy == | .
8x+ ++e< 8x+y8y>+e%<)8x+”8y>
(3.6.24a)

Componente yx

9,
dy

dD, dD, dD, aD
0= +V*2Dy + Rely (Dxx” +Dy ”) + Re, (D —+D y") :
X

dx X dy 7 dy
(3.6.24b)

Componente xy

ad oD oD oD oD
0=——2+V2Dyy+Rek ( Dey—5> + Dy | +Redy | Dyy—5—> + Dy =2 ).
o y T Rke < o D Jy +Rely | Dyy 9 T Pw Jy
(3.6.24¢)
Componente yy
dd oD, oD,, oD oD
0: 7 V*ZD 1 R A{x Dxx Yy Dx )y R Dx yy D.. Yy .
8y+ vy + 1+ Re ( 3 +Dy Iy +ReA, | Dy, P + Dy, Iy
(3.6.244d)

Como puede notarse, las componentes xx y yx estdn acopladas mediante la ecuacién (3.6.23a);
mientras que las componentes xy y yy se acoplan mediante la ecuacion (3.6.23b). De esta forma,
los pardmetros de entrada al programa son: la porosidad, la geometria, las componentes del vector
Ay Re.

Para resolver este problema se considerard que la fase s6lida es un cuadrado. De esta forma,
para resolver el problema en Comsol siga estos pasos:

Programa para predecir las componentes del tensor de permeabilidad aparente
1. En Model Wizard seleccione 2D.
2. Seleccione Fluid Flow/Single-Phase Flow/Creeping Flow y presione Add dos veces. En
adelante, se hacen las siguientes equivalencias:

Dy —u; Dyy—v, dx—p (3.6.25a)
Dy, —u2; Dy, —v2; dy— p2 (3.6.25b)
3. Presione Study y seleccione Stationary en el ment siguiente.
4. En Parameters escriba alfa (el angulo de flujo) = 0 [deg]. Posteriormente defina Ix =

cos(alfa), ly = sin(alfa), Re = 1000, eg = 0.4, a = sqrt(1-eg).
5. Haga click derecho en Geometry y seleccione Square. En Side length escriba a 'y en la
posicion elija Base: Center.
Haga click derecho en Square 1y elija Duplicate. En Side length escriba 1.
Haga click derecho en Geometry/Booleans and Partitions/Difference. En Objects to add
seleccione a sq2 y en Objects to subtract seleccione a sql.
8. En Definitions/Component Couplings/Average fije en Operator name av 'y seleccione al
dominio 1.
9. En Creeping Flow/Fluid Properties 1 asigne a la densidad y a la viscosidad los valores de
1.
10. En Creeping Flow/Volume Force seleccione al dominio 1. En la componente x escriba

)
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Figura 3.10: Predicciones de las componentes xx y yy del tensor H como funciones del nimero de
Reynolds para diversos valores del dngulo de flujo para € = 0.4.

1+ Rex1lx* (wkux+v*uy)+Rexly* (u2*ux+v2*uy)
En la componente y escriba
Rex1x* (uxvx+vkvy) +Rexly* (u2*vx+v2*vy)

11. En Creeping Flow/Periodic Flow Condition y seleccione las fronteras 1 y 8.

12. Haga click derecho en Periodic Flow Condition I y seleccione Duplicate, borre las
fronteras 1 y 8 y seleccione a las fronteras 2 y 3.

13. En Creeping Flow/Global/Global constraint. En Apply reaction terms on seleccione User
defined. En Constraint expression escriba av(p) y en Constraint force expression escriba
test(av(p)).

14. En Creeping Flow 2/Fluid Properties 2 asigne a la densidad y a la viscosidad los valores
de 1.

15. En Creeping Flow 2/Volume Force seleccione al dominio 1. En la componente x escriba

Rex1x* (uku2x+v*uy) +Re*xly* (u2*xu2x+v2*uy)
En la componente y escriba
1+ Rexlx* (ukv2x+v*v2y)+Re*xly* (u2*xv2x+v2*v2y)

16. En Creeping Flow 2/Periodic Flow Condition y seleccione las fronteras 1 y 8.

17. Haga click derecho en Periodic Flow Condition 1 y seleccione Duplicate, borre las
fronteras 1 y 8 y seleccione a las fronteras 2 y 3.

18. En Creeping Flow/Global/Global constraint. En Apply reaction terms on seleccione User
defined. En Constraint expression escriba av(p2) y en Constraint force expression escriba
test(av(p2)).

19. Escoja en Mesh el valor Extremely Fine.

20. En Study presione Compute.

Usando este programa se hizo un barrido paramétrico en el nimero de Reynolds para 4 valores
del dngulo de flujo o y una porosidad de 0.4. Los resultados se presentan en la figura 3.10 para las
componentes xx y yy del tensor de permeabilidad aparente. Las componentes fuera de la diagonal se
encontraron que presentan valores despreciables respecto a los valores en la diagonal. Como puede
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notarse, las predicciones de las componentes diagonales del tensor disminuyen conforme aumenta

el nimero de Reynolds. Ademads, al incrementar el dngulo de flujo disminuyen las predicciones de
* %

H{, y lo opuesto sucede para la componente Hy,.

Ejercicio 3.14 — Influencia de la porosidad. Resuelva de nuevo el problema para una
porosidad de 0.8 y compare sus predicciones con las obtenidas para una porosidad de 0.4. Se
recomienda mejorar la malla respecto a la extremely fine.

Ejercicio 3.15 — Geometria aleatoria. Resuelva el problema para las dos geometrias aleato-
rias mostradas en la figura siguiente

En la geometria del a) la porosidad es 0.4 y en la del b) la porosidad es 0.8; ambas geometrias
estan disponibles con el autor. Compare sus predicciones con las resultantes de la geometria
sencilla discutida arriba.

3.7 Transferencia de masa y reaccion heterogénea en medios porosos
3.7.1 desarrollo del modelo

Considere la transferencia difusiva de masa de una especie quimica A, que se encuentra diluida
en la fase fluida (fase-f3) que satura los poros de un medio poroso rigido y homogéneo. En partes
de la superficie de la fase s6lida se lleva a cabo una reaccién heterogénea y se denotan como
superficies activas (475 ), mientras que a aquellas porciones donde no ocurre reaccion se les denota
como superficies pasivas (%7 ). Bajo estas circunstancias, la ecuacion diferencial que describe el
transporte de la especie A al nivel de escala de poro es

dea _
or

La cual estd sujeta a las siguientes condiciones de frontera interfaciales

V-(94Vcy), enlafase-f. (3.7.1a)

—n-.@AVC‘A :kCA, en 52{[30’3 (371b)
—n-Z4Veca =0, en o, (3.7.1¢)

Aplicando el operador de promedio superficial a la ecuacién (3.7.1a), tomando en cuenta que el
medio poroso es rigido y homogéneo y aplicando el teorema del promediado espacial, da como
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resultado
d{ca) 1 1
ALV (Dp(Ven)) + 3 / n-pVen dA+ / n- Z4Vey dA. (3.7.2)
MBG %ﬁx

Note que se despreciaron los cambios espaciales del coeficiente de difusiéon molecular, Z4, en la
region de promediado. Sustituyendo las condiciones de frontera interfaciales y despreciando los
cambios espaciales de la constante de reaccion k en <3, da lugar a

9ea)

k
ALV (Dp(Ven)) - / ca dA. (3.7.3)

S
Aplicando de nuevo el teorema del promediado espacial al término difusivo, resulta la siguiente

expresion:

d{ca)
ot

1 1 k
=V. .@A V<CA> + V / Nncy dA + V / ncy dA — V / CA dA. (3.7.4)
:!Z%ﬁo- ﬁfﬁK &%ﬁo-

Mis atin, utilizando la relacién (c4) = €(c4)P, donde & = Vg /V se supone constante tanto en la
posicién como en el tiempo, la ecuacion anterior puede escribirse como

B 1 1
d{ca) =V |9, V(cA>ﬁ + — / ncy dA + — / ncy dA L / cadA. (3.77.5)
ot Vﬁ Vﬁ Vﬁ
Tyo Ty Fso

Para eliminar a las concentraciones en los términos integrales, se sustituye la descomposicién
espacial

ca = (ca)P + ¢, (3.7.6)

y se toma en cuenta la suposicioén de que <cA>ﬁ puede considerarse como una constante en las
regiones de integracién para obtener

B
dHea' _y. D V<cA>ﬁ+i ndA(cA>ﬁ+i néy dA
ot Vﬁ V
I Tpx
— kaye N ca)P — L3 / a dA. (3.7.7)
Ve
Do

En donde a, = Ags/V es el drea interfacial de la superficie activa por unidad de volumen. Ademds,
g = g5+ g Mds ain, a partir del teorema del promediado espacial, se deduce que

]
— /n dA = —Vine =0. (3.7.8)
Vs

g

Por lo tanto, la ecuacion (3.7.7) se reduce a

B 1 1
ACTLEE N ) V<CA>’3+—/n6AdA — kaye™! <CA>B+7/5AdA
ot Vﬁ A
%ﬁ %/30'
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Para cerrar esta ecuacion, es necesario determinar a las desviaciones espaciales de la concentracién.
Para ello, es necesario deducir, simplificar y formalmente resolver las ecuaciones gobernantes de
las desviaciones espaciales de la concentracién. Para deducir la ecuacién diferencial, se resta la
ecuacion anterior a la ecuacion (3.7.1a) para obtener

a¢ 1 1
Al =V |Gy | Viy — — /IIEA dA —‘rkClVEil <CA>ﬁ +— / cadA . (3.7.10)
ot Vﬁ . Aﬁo
o Ay
Con la intencién de simplificar a la ecuacién anterior, se proponen los siguientes estimados de

orden de magnitud

YA &
9 _o( 711
= o(t*>, (3.7.11a)
DuV3es =0 (922“‘) : (3.7.11b)
V. '@A/nEAdA :0(9‘“). (3.7.11¢)
V'B;y /L
ap

Entonces, para condiciones en las cuales se satisfagan las siguientes restricciones de escala temporal
y espacial:
2
— L1t UKL, (3.7.12)
Da

la ecuacion (3.7.10) se reduce a

1
0= DuV3es+kaye " | (ca)P + — / GrdA | . (3.7.13a)
Ago
Do
La cual estd sujeta a las siguientes condiciones de frontera interfaciales
0 DuVés =n- DuV (ca)P +kea+k(ca)P,  en oz, (3.7.13b)
—n-uVés =n-ZuV{(ca)P,  en oz, (3.7.13¢)
Estas condiciones resultan de sustituir la descomposicidén espacial de la concentracién en las
ecuaciones (3.7.1b) y (3.7.1c). Mads ain, ya que este problema se resolverd en una celda unitaria

periddica y representativa de la geometria en la escala de poro, es razonable imponer las siguientes
condiciones de frontera

Ealr+1) =4(r), i=1,2,3. (3.7.13d)

Por tltimo, los campos de las desviaciones estan acotados de acuerdo a la siguiente restriccién
promedio

(&P =o. (3.7.13¢)

Dada la linealidad del problema, puede proponerse su solucién formal en términos de las fuentes
como sigue

Ea=b-V{ca)P +slca). (3.7.14)
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En donde b y s son variables de cerradura, las cuales resuelven los siguientes problemas de valor a
la frontera que resultan de sustituir a la ecuacién anterior en las ecuaciones (3.7.13)
Problema-I (fuente V(c4)P)

oz%vzbJrvﬁ / b dA, (3.7.15a)
B

—n-Z4Vb=nZ, +kb, en o, (3.7.15b)

—n-Vb=n, endp, (3.7.15¢)

b(r+1,)=b(r), i=1,23, (3.7.15d)

(b)? = 0. (3.7.15¢)

Problema-1I (fuente <cA>/3)

1
0= Vis+kae ' | 14+ -— / sdA |, (3.7.16a)
Ags
Ao
—n-Z4Vs=ks+k, endpg, (3.7.16b)
—n-Z4Vs=0, en g, (3.7.16¢)
s(e+1) =s(r), i=1,23, (3.7.16d)
()P =o0. (3.7.16¢)

Este ultimo problema puede reformularse en términos de la siguiente variable
f=s+1, (3.7.17)

para dar lugar a

0:%V2f+i /fdA, (3.7.18a)
Vs
Ay
—n-ZVf=kf, en, (3.7.18b)
—n-Z4Vf=0, enp,, (3.7.18¢)
flr+L) = f(r), i=1,2,3, (3.7.18d)
()P =1. (3.7.18e)

Ahora que se cuenta con la solucién formal dada en la ecuacién (3.7.14), puede sustituirse en
la ecuacién (3.7.9) para obtener

d(ca)P 1
{ea) =V |9, |—|——/nbdA Viea)P + @A/nsdA (ca)P
ot Vﬁ Vﬁ
wp p
. 1 gk 8
— kay€ l—i—A— /sdA (ca) A b dA-V{ca)P. (3.7.19)
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O bien, en términos de la variable de cerradura f:

B
dHeal _ . D |+1/nbdA Viea)P + @A/nfdA (ca)P
ot Vﬁ Vﬁ
g p
_k /fdA<cA>ﬁ—k /bdA-V<cA>ﬁ. (3.7.20)
V Vg
Bo “Bo

Esta expresion puede recuperarse a partir de un método mas corto como se muestra en el ejercicio
3.16. Note que en la obtencién de la ecuacion anterior se tomé en cuenta el resultado dado en la
ecuacion (3.7.8). Ya que las variables de cerradurab y f se resuelven en una celda unitaria periddica,
sus integrales son independientes de la posicién. Lo anterior permite expresar a la ecuacion (3.7.20)
como sigue:

9(ea) — 9 I+—/nbdA VV(ca) _ k/bdA/nfdA -V{ca)P
ot B Vﬁ Da
.Q/ﬁ JZ{/30' Q{B
kav&‘*l B
_ /fdA<cA> ' (3.7.21)
Ao

Para simplificar esta ecuacion se definen los siguientes coeficientes de medio efectivo:

1
D.; = 7 I—i—V—/nbdA , (3.7.22a)
&
k
v =20 & /bdA—/nfdA : (3.7.22b)
Vs | 7
o T
k
kep = — /fdA. (3.7.22c)
Ags
Ty

De esta forma, la ecuacion (3.7.21) puede escribirse como

d{ea)?
ot
Note que el proceso de promediado dio lugar a un término convectivo. Para estimar la relevancia de

dicho término es necesario resolver los problemas de cerradura y calcular los coeficientes de medio
efectivo. Esto se lleva a cabo en los siguientes parrafos.

=D,;: VV{ca)P —vor-Viea)P —kopae ™ ea)P. (3.7.23)

Ejercicio 3.16 — Forma alternativa de obtener el modelo cerrado. Tomando en cuenta el
cambio de variable dado en la ecuacidn (3.7.17), la solucién formal puede escribirse como

ca=b-Vica)P + flca). (3.7.24)

Sustituya este resultado en la ecuacion (3.7.5) para recuperar la expresion dada en la ecuacion
(3.7.20).
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Solucion de los problemas de cerradura y prediccion de los coeficientes de medio
efectivo

Antes de proceder a la solucién de los problemas de cerradura, es conveniente reformularlos en
términos de las siguientes definiciones adimensionales:

r k¢ Verl k
b*:*; *:7; 2:7; * :76"}[ ; * :Lf. 3.7.25

¢ Te Y Egp YaT g kT (G.7:23)
Aqui / es el largo de la cerda unitaria periddica. De esta forma, las ecuaciones (3.7.15) y (3.7.18)
pueden escribirse como

Problema-I*
2 .
0=V*7p* + % / b* dA*, (3.7.262)
Do

—n-V'b* =n+¢’b*, en F,, (3.7.26b)

—n-V'b"=n, enop,, (3.7.26¢)

b*(r* +1I7) =b*(r"), i=1,2,3, (3.7.264)

(b*)F =o. (3.7.26e)
Problema-IT*

2
0=V2f4+ % / f dA*, (3.7.27a)
Dy

—n-V'f=9>f, en s, (3.7.27b)

—n-V'f=0, en.p, (3.7.27¢)

fOrr+1I) = f(r"), i=1,2,3, (3.7.27d)

()P =1. (3.7.27¢)
Mientras que las versiones adimensionales de los coeficientes de medio efectivo son

D.r 1

Pef gl / b* dA® 3728

T + c n , ( a)

7
1
vjf = s qb2 / b* dA* — /nf dA* |, (3.7.28b)
Do oy
1
Zf = / fdA*. (3.7.28¢)
ﬁa%ﬁo

A continuacion se listan los pasos a seguir para resolver estos dos problemas de cerradura en
Comsol Multiphysics, junto con la prediccion de los coeficientes de medio efectivo.

Solucién numérica de los problemas 7* y IT*

1. Haga click en Model Wizard y seleccione 2D. Posteriormente, agregue tres médulos
de Transport of diluted species. Un médulo es para bx, otro para by y el final para f.
Posteriormente, haga click en Study y seleccione Stationary. Por dltimo presione el botén
Done.

2. La geometria de la fase sélida consiste en un circulo, el cual estd centrado en una celda
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10.

11.

12.

13.

14.

unitaria cuadrada. Para ello, vaya en Parameters 1 fije el valor de la porosidad € como
ey asigne el valor de 0.8. Posteriormente defina al radio del circulo como a y defina su
valor como sqrt((1-e)/pi). Por tltimo, defina el valor del médulo de Thiele ((})2) como til y
asigne el valor de 1.

. Haga click derecho en Geometry I y seleccione Square. Repita esta operacion y elija

Circle, asigne al radio el valor de a y especifique que su centro se encuentra en (0.5, 0.5).
Por ultimo, haga click derecho en Geometry 1/Booleans and partitions/Difference. En
Objects to add seleccione al cuadrado y en Objects to subtract seleccione al circulo.

. Haga click derecho en Definitions/Nonlocal couplings/Average, seleccione el dominio 1y

en Operator name escriba av.

. Para definir las superficies reactivas, haga click derecho en Definitions/Selections/Explicit.

En Geometric entity level seleccione Boundary y elija a las fronteras 6 y 7. Por tltimo,
en label escriba Abs. Repita esta operacion y defina a la superficie Ab como aquella que
contenga a las fronteras 5-8. Es decir, Ab denota a todas las superficies s6lido-fluido.

. Haga click derecho en Definitions/Nonlocal couplings/Integration. En Geometric entity

level seleccione Boundary y elija Abs. Por tltimo en Operator name escriba iABs. Repita
la operacién para Ab y nombre al operador iAb.

. Para definir a los coeficientes de medio efectivo haga click derecho en Definitions/Variables

e introduzca las siguientes definiciones:

Dxx | 1+iAb(nx*bx)/e

Dyx | iAb(ny*bx)/e

Dxy | iAb(nx*by)/e

Dyy | 1+iAb(ny*by)/e

vex | (til*iAbs(bx)- iAb(nx*f))/e
vey | (til*iAbs(by)- iAb(ny*f))/e
kef | iAbs(f)/iAbs(1)

. Elimine al mecanismo de transporte por conveccién de todos los médulos de Transport

of diluted species. Ademas, fije el valor del coeficiente de difusién en 1 para todos los
modulos.

. Haga click derecho en Transport of Diluted Species (tds)/Reactions/Reactions, seleccione

el dominio 1y en la reaccidn escriba til*iAbs(bx)/e.

Haga click derecho en Transport of Diluted Species (tds)/Flux y seleccione Abs, habilite
la casilla para bx y escriba -nx-til*bx. Repita la operacion para las fronteras Sy 8 y en
este caso solo escriba -nx.

Haga click derecho en Transport of Diluted Species (tds)/Periodic condition y seleccione
a las fronteras 1 y 4. Repita la operacién para las fronteras 2 y 3.

Haga click derecho en Transport of Diluted Species (tds)/Global/Global constraint. En
Apply reaction terms on seleccione User defined, en Constraint expression escriba av(bx)
y en Constraint force expression escriba test(av(bx)).

Repita los pasos usados en este problema en el médulo de Transport of Diluted Species 2
(tds2), s6lo considere los siguientes cambios: 1) En Reactions escriba til*iAbs(by)/e; 2)
En el flux para la frontera Abs escriba -ny-til*by; 3) En el flux que aplica a las fronteras 5
y 8 escriba -ny; 4) En Global constraint escriba av(by) y test(av(by)).

Los pasos anteriores son similares para el tercer mddulo. Los cambios a realizar son: 1)
En Reactions escriba til*iAbs(f)/e; 2) En el flux para la frontera Abs escriba -til*f; 3) En
el flux que aplica a las fronteras 5 y 8 escriba 0; 4) En Global constraint escriba av(f)-1y
test(av(f)-1).
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Figura 3.11: Ejemplos de los campos de las variables de cerradura by, by y f para diferentes valores
de la porosidad tomando ¢ = 1.

15. En mesh elija extremely fine.

16. En Study 1 presione el botén Compute.

17. Una vez resueltos los problemas puede recuperar los valores de los coeficientes de medio
efectivo en Derived values/Global evaluation.

En la figura 3.11 se presentan ejemplos de los campos de las variables de cerradura by, by y f
para diferentes valores de la porosidad fijando ¢> = 1. Las componentes del vector b* presentan
valores extremos alrededor del obsticulo, lo cual es de esperarse ya que los términos fuente en
el Problema-I* son las componentes del vector unitario dirigido del fluido a la fase sélida. Por su
parte, los campos de la variable de cerradura f oscilan a lo largo de toda la celda unitaria y sus
valores maximos se encuentran en las esquinas de la celda. Ademads, las oscilaciones que presentan
los campos de ambas variables de cerradura se atentian conforme aumenta la porosidad.

Como puede notarse, los campos de by, al ser rotados 90° corresponden a los de by. Esto es de
esperarse debido a la geometria considerada y a la distribucién de las superficies activas. Lo anterior
tiene repercusiones en los valores de las componentes del tensor de difusion efectiva. Ya que en
este caso, los valores de Dxx son iguales a los de Dyy y las componentes fuera de la diagonal son,
a lo mas, un orden de magnitud inferiores a las componentes diagonales. Bajo estas condiciones,
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Figura 3.12: Predicciones de la dependencia de a) Dy,/Z4 y b) k, f /k con la porosidad y el médulo
de Thiele ¢2.

sOlo es necesario reportar los valores de Dxx. Mds atn, las componentes del vector de velocidad
resultan ser practicamente cero, por lo que el modelo macroscépico se reduce a

d(ca)P
ot

De lo anterior es claro que solo es necesario calcular los valores de Dy, y k. del programa de
Comsol elaborado arriba. En la figura 3.12 se presentan las predicciones de las formas adimensio-
nales de ambos coeficientes de medio efectivo como funciones de la porosidad y del médulo de
Thiele. Como puede notarse, la difusion efectiva aumenta con la porosidad y con el mdédulo de
Thiele. El que Dy, aumente con la porosidad es 16gico por la geometria considerada, pues cada vez
hay menor cantidad de fase s6lida en el medio poroso, lo cual favorece la difusién. El hecho de que
la difusién efectiva aumente con la tasa de reaccion, solo se aprecia sensiblemente para valores
de ¢ > 1. Mis atin, la dependencia del coeficiente de reaccién con la porosidad es oscilatoria
con la porosidad y este efecto es mas pronunciado conforme se incrementa el médulo de Thiele.
Valdés-Parada y col. (2020) mostraron que si se ignora la dependencia de la reaccién en el término
difusivo y k. s se aproxima por k, no se incurre en un error significativo en las predicciones de la
concentracién promedio. Sin embargo, para valores de ¢ mayores a la unidad, esta dependencia no
puede ignorarse. Al lector interesado en este tema se le recomiendan los trabajos de Valdes-Parada y
Alvarez-Ramirez (2010); Valdés-Parada y col. (2011); Aguilar-Madera y col. (2015); Valdés-Parada
y col. (2017); Ray y col. (2018); Bourbatache y col. (2020).

£ —=&D,s: VV(ca)P —kepay(ca)P. (3.7.29)

Ejercicio 3.17 Para modelar la transferencia de masa involucrando conveccion y difusion se
utiliza el siguiente modelo macroscépico (Whitaker, 1999):

9(cap)”

— (vg)P - V(cap)? =Djj : VV(cup)P. (3.7.30)

En donde D;; es el coeficiente de dispersion total, el cual se calcula de acuerdo a la siguiente
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expresion
D; 1 1
B —/ b dA — — (Vghg)P 3.7.31
.@ﬁ +VB% nﬁc B @ﬁ <V[3 B> . ( . )

En la ecuacién anterior &g es el coeficiente de difusién molecular de la especie A en la fase
fluida. Ademids, la variable by resuelve el siguiente problema de valor a la frontera

V5 +vg Vb = Z5V?bs, enlafase-B, (3.7.32a)
—ngs-Vbg =ngs, enlainterfase sélido-fluido, (3.7.32b)
bg(r+1)=bg(r), i=1,2.3, (3.7.32¢)
(bg)f =0. (3.7.32d)

En donde vg es la velocidad del fluido a escala de poro. En este problema se deben predecir
a las componentes xx y yy del tensor de dispersion de masa para &g = 0.4 y Re = 1000 como
funcién del nimero de Péclet de particula, el cual se define como

H<Vﬁ>ﬁHdp< £p >
Pe, = . (3.7.32¢)
2 .@ﬁ l—Eﬁ

En donde, d, = 6V,,/A, es el didmetro promedio de la particula sélida en la celda unitaria;
mientras que V), y A, representan el volumen y drea de las particulas. Puede considerar un valor
maximo de Pep = 1000. n

3.8 Maquinaria rotatoria

Normalmente cuando se trabaja en problemas de flujo de fluidos se utiliza un sistema de
referencia inercial en donde el observador estd fijo. Sin embargo, en problemas que involucran
maquinaria rotatoria es conveniente utilizar un sistema coordenado mévil. Para comprender las
implicaciones que tiene lidiar con un sistema coordenado rotatorio en las ecuaciones de transporte,
considere la siguiente relacion entre la derivada temporal de una propiedad vectorial o tensorial
continua @ en un sistema coordenado inercial con un sistema coordenado rotatorio (Batchelor,
2000)

A _ (99
<at>inercial a (at>mtut()riu o ¢ (3.8.1)

En donde Q es el vector de velocidad angular y es, en general, una funcién del tiempo. Aplicando
la transformacidn anterior al vector de posicién r, se obtiene

or or
(81‘) inercial N <at> rotatorio +@xr. (3.8.2)

O bien, aplicando las siguientes definiciones:

d
Vinercial =V = <8:> — ) (3.8.3a)
or
Vrotatorio = U = ((91‘) - ) (3.8.3b)

la ecuacidn (3.8.2) puede escribirse como

v=u+Qxr. (3.8.4)
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Derivando ambos lados de la ecuacién anterior respecto al tiempo en un sistema inercial, el término
de aceleracién temporal en la ecuacién de Navier-Stokes puede expresarse como

ov Jdu 0Q
E B <at> inercial " <8t> inercial ) r+g v (385)

Note que en el dltimo término se utilizo la definicién dada en la ecuacién (3.8.3a). El objetivo es
expresar a todos los términos del lado derecho en funcién de derivadas y velocidades asociadas
al dominio rotatorio. Con este fin, se utiliza el resultado dado en la ecuacién (3.8.4) en el dltimo
término de la ecuacidn anterior para obtener

ov Jdu 0Q
E B <at>inercial " <at> inercial - r+g ) u+g * (Q . r)' (386)

Usando ahora la descomposicion dada en la ecuacion (3.8.1) en el primer término del lado

derecho de la ecuacién (3.8.6) resulta que

av Ju aQ
Fri (ar>mmﬁ (ar),-m, Xr 2t @ (@xr). G5

Por dltimo, ya que el producto cruz de un vector por si mismo es cero, se deduce de la ecuacion
(3.8.1) que

Q 0Q
<at> inercial - <at> rotatorio . (3.8.8)

Entonces, la ecuacion (3.8.7) puede expresarse finalmente en términos de variables y derivadas en
el dominio rotatorio como sigue

d d Q
v _ (u) +<> Xr+2Qxu+Qx (Qxr). (3.8.9)
ot ot rotatorio ot rotatorio
De esta forma, la ecuacién de Navier-Stokes toma la siguiente forma (Keke Zhang, 2017)
du JQ )
P +p§ Xr+2pQ xu+pQx (Qxr)+pu-Vu=-Vp+pg+uV-ou. (3.8.10)

Evidentemente, en zonas donde no haya rotacién = 0 y u = v. De esta forma, para un sistema
en estado estacionario, las ecuaciones de conservacion de masa y cantidad de movimiento en un
dominio rotatorio son

Vou=0, (3.8.11a)
PaxurPax@xr+Puvas—tvpiPeiviu (3.8.11b)
u u u TR

Cuando Comsol Multiphysics lleva a cabo una solucién de tipo rotor congelado (o frozen rotor)
lo que hace es resolver la version de las ecuaciones de masa total y cantidad de movimiento dada
en las ecuaciones (3.8.11b). En el sistema de coordenadas rotatorio, la velocidad u es nula en la
interfase sélido rotatorio fluido. Ademds, en el resto de las superficies sélidas no rotatorias, la
velocidad del fluido es cero. Por tanto, puede generalizarse que la siguiente condicién de frontera
aplica en la interfase sélido fluido:

u=0, o, (3.8.12)

En los siguientes parrafos se ilustra el uso de la maquinaria rotatoria en dos sistemas de interés en
ingenieria.
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Tanque agitado

Considere la transferencia de calor y cantidad de movimiento en un tanque agitado que no
tiene entradas y salidas. Se busca analizar la transferencia de calor y cantidad de movimiento en
el sistema bajo diferentes condiciones de flujo y de agitacién. Para ello, el espacio total ocupado
por el fluido en el tanque (2) se descompone en los dominios inercial (£2;) y rotatorio (€2,) en los
cuales, bajo condiciones de flujo incompresible y newtoniano en estado estacionario, las ecuaciones
que gobiernan la transferencia total de masa y de cantidad de movimiento lineal del fluido en el
tanque pueden expresarse como sigue

V.v=0, enQ; (3.8.13a)
pv-Vv=—Vp+uViv, enQ, (3.8.13b)
V.-u=0, enQ,, (3.8.13¢)
20Q xu+pQx (Qxr)+pu-Va=—-Vp+uviu, enQ,. (3.8.13d)

Note que no se incluyeron las contribuciones debidas a la gravedad ya que pueden suponerse
despreciables respecto a los esfuerzos inerciales en el tanque agitado. Como se explicé arriba, en
las paredes rotatorias (27.), la velocidad del fluido relativa al movimiento del dominio (u) es nula,
esto es

u=0, end<. (3.8.13e)
Ademds, en las paredes fijas del tanque (%7r) la velocidad del fluido es cero
v=0, en.. (3.8.131)

En las superficies superiores del fluido en el tanque (tanto en la superficie rotatoria, .27.;, como en

la inercial, .o;), se supone que la presion del fluido es la atmosférica y que ésta es mucho mayor

que los esfuerzos viscosos. Con base en esto se proponen las siguientes condiciones de frontera
n- [—pl—l—u(Vu—l—VuT)] =-np,, eny, (3.8.13g)
n-[—pl+u(Vv+Vv')] = —np,, en . (3.8.13h)

Para resolver este problema es conveniente reformularlo en términos de las siguientes definicio-
nes adimensionales

Vit v, v we b o Ry e popdby g PVl
Vref Vref Vref WUVpef u
(3.8.14)

En donde ¢, se toma como la altura del agitador. De esta forma, la versién adimensional del
problema es

V*v" =0, enf;, (3.8.15a)
Rev' - V'V = —V*p* + V*2v* | enQ, (3.8.15b)
V¥u*=0, enQ,, (3.8.15¢)
2ReQ* X u* + ReQ* x (QF x r*) +Reu* - V*u* = —V*p* +V*2u*, enQ,, (3.8.15d)
u' =0, end, (3.8.15¢)
vi=0, en., (3.8.15%)
n- [—p'l+ Vi + V'] =0, en ., (3.8.15g)
n-[—p 1+ ViV +VVT] =0, en . (3.8.15h)
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Dirigiendo ahora la atencién al problema de transferencia de calor, la ecuacién de energia
térmica es en este caso

v-VT =aV?T, enQ, (3.8.16a)

donde o = k/pC, es la difusividad térmica. En las paredes laterales del tanque (.%7,,) se supone
que se tiene una fuente conocida y constante de calor, por lo que

n-kVT =qo, Sy (3.8.16b)
Ademds, las paredes inferiores (7, ) del tanque y el agitador se suponen aislados

n-kVT =0, s+ . (3.8.16¢)
Por tltimo, en la superficie del liquido se utiliza la ley de enfriamiento de Newton

—n-kVT =T —T,), A5+ . (3.8.16d)

Al igual que en el caso de transferencia de cantidad de movimiento, el problema se reformula
en forma adimensional usando las siguientes definiciones

=L TaT“, Pe= vf(ff Bi= M:f, g = ‘”’Ifo (3.8.17)
Entonces, el problema adimensional de transferencia de calor es

Pev* -V*T* =V*T*, enQ, (3.8.18a)

n-V'T*"=q5, A, (3.8.18b)

n-V'T* =0, s+, (3.8.18¢)

—n-V*T* =BiT*, s+ . (3.8.18d)

Como puede notarse, los grados de libertad del problema son Re, Pe, Bi y la velocidad de
rotacion. Este dltimo pardmetro adimensional se especificard como rpm. En los siguientes parrafos
se describe la programacién de estos problemas en Comsol Multiphysics.

Programa tanque agitado

1. En Model Wizard elija una geometria tridimensional.

2. En Fluid flow/Single-Phase Flow/Rotating Machinery, Fluid Flow elija Rotating Machi-
nery, Laminar Flow y presione Add.

3. En Heat Transfer seleccione Heat Transfer in Fluids y presione Add. Posteriormente,
presione el boton Study.

4. En Preset Studies for Selected Physics Interfaces seleccione Frozen Rotor y presione

Done.

. Fije los siguientes pardmetros: Re = 100, Pe = 10« Re, Bi = 1, rpm =1, go = 100.

. Dibuje un cilindro de radio 0.5 y altura 1.5. Este primer cilindro representa el dominio
de fluido rotatorio, mds adelante se construird el cilindro que representa las paredes del
tanque. Por el momento se procede a construir el agitador.

. Dibuje un cilindro de radio 0.05 y altura 1, cuya posicién es (0,0,0.5).

. Construya un bloque de ancho 0.05, profundidad 0.5 y altura 0.1, cuya posicién es (-0.025,
-0.25,0.5).

9. Dibuje un cilindro de radio 0.6 y altura 1.5. Este cilindro representa las paredes del tanque.

10. Haga una diferencia entre la suma de los dos cilindros mas grandes y el agitador. Esto es,

haga click derecho en Geometry y en Booleans and partitions seleccione Difference. En
Objects to add seleccione acyll y cyl3; mientras que en Objects to subtract seleccione a
cyl2 y blkl.

AN W

oo
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11. Establezca que el dominio rotatorio es el dominio 2 y establezca que la velocidad de
rotacion es rpm. Para ello, vaya a Moving Mesh/Rotating Domain 1 y asegurese de que
sOlo esté seleccionado el dominio 2. Y en Revolutions per time escriba rpm en la variable
f

12. Haga click derecho en Laminar Floy/Wall y seleccione a la frontera 7, y desarrolle la
pestaiia de wall movement y seleccione que la velocidad de traslacion sea cero. Ademas
habilite la casilla de Sliding wall para asegurar que la velocidad sea cero.

13. En Laminar Flow/Fluid properties fije a la densidad como el nimero de Reynolds y a la
viscosidad como 1.

14. Haga click derecho en Laminar Flow y seleccione Open Boundary y establezca que la
superficie del fluido (fronteras 8 y 4) es una frontera abierta. Con este paso se ha terminado
la programacion del flujo de fluidos y se procede ahora con la transferencia de calor.

15. En Heat Transfer in Fluids/Fluid I especifique que las componentes de la velocidad del
fluido son Pe xu, Pexv'y Pexw; ademds establezca que los valores de la conductividad
térmica, densidad, capacidad calorifica y razén de calores especificos corresponden a 1.

16. Haga click derecho en Heat Transfer in Fluids/Heat flux y seleccione a las paredes
externas del tanque (fronteras 1, 2, 21 y 26) y especifique el valor del flux entrante de
calor como q0.

17. Haga click derecho en Heat Transfer in Fluids/Heat flux y seleccione a las fronteras 4
y 8. Ademas elija la casilla correspondiente al flux convectivo de calor, donde h = Bi y
T = 0.

18. Haga una malleo con coarser.

19. En Study 1/Frozen Rotor presione el botén de compute.

20. Para ver por dentro del dominio en Data Sets/Study 1/Solution I haga click derecho y
elija selection y elija a los dominios 2 y 4.

21. Si se desea se puede llevar a cabo un barrido paramétrico de 1 hasta 100 rpm. Ademads, es
recomendable que el estudio se haga en dos pasos, el primero para el flujo de fluidos y el
segundo para la transferencia de calor.

En las figuras 3.13 y 3.14 se muestran las lineas de corriente de velocidad y del flux total de
calor para tres velocidades de agitacién adimensionales y para tres valores del niimero de Reynolds,
respectivamente. Como puede notarse, para velocidades arriba de 10 rpm, el mezclado es bastante
eficiente y la temperatura puede considerarse uniforme. Como es de esperarse, a mayor agitacion,
mayor es la velocidad del fluido en el tanque, sin embargo, es interesante notar que llega un
momento en que a mayor agitacién se empeora la transferencia de calor desde las paredes hacia
dentro del tanque. Estas observaciones se corroboran al modificar el nimero de Reynolds, de hecho,
para Re = 10 y rpm = 10 la temperatura en el tanque es practicamente uniforme (los cambios mas
apreciables de temperatura se aprecian cerca del rotor), aunque disminuyé en un orden de magnitud
en comparacién con el caso en el que Re = 1. Esto quiere decir que en el uso de tanques agitados
se debe hacer un balance entre la eficiencia de agitacion y la temperatura que se busca en el fluido
en el tanque.

Ejercicio 3.18 — Geometria del agitador. Evalie la influencia de la geometria y altura del
agitador en los perfiles de temperatura y las lineas de corriente. Puede cambiar la posicién del
agitador o bien agregar mas agitadores. "

Ejercicio 3.19 — Influencia de nimeros adimensionales. En los parrafos anteriores se
examind la influencia de la velocidad de agitacion. En este problema debe examinar la influencia
de los nimeros de Péclet y Biot en el desempefio del tanque. "
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Figura 3.13: Lineas de corriente de la velocidad (a-c) y del flux total de calor (d-f) para rpm =
1 (a, d), 10 (b, e) y 100 (c y f). En todos los casos se tom6 Re = 100, Bi = 1y g; = 100. En las
figuras a-c la barra de color indica la magnitud de la velocidad adimensional y en las figuras d-f la
temperatura adimensional.

Ejercicio 3.20 — Resistencia eléctrica. Suponga que dentro del tanque se introduce una
resistencia eléctrica con un flux de calor constante. Evalde el desempefio del sistema para este
caso.

Ejercicio 3.21 — Transferencia de masa. Combine este problema con el médulo de transfe-
rencia de masa para estudiar la influencia de la agitacion en la conveccién de masa, suponga que
las paredes del tanque estdn cubiertas de catalizador y se lleva a cabo una reaccion irreversible
de primer orden. "

Ejercicio 3.22 — Flujo continuo. El tanque agitado estudiado en esta seccién opera de manera
discontinua, ya que no tiene flujos de entrada y de salida; el propdsito de este ejercicio es que
analice una operacién continua. Para ello, dibuje tubos horizontales para las corrientes de entrada
(por el lado superior izquierdo del tanque) y salida (por el lado inferior derecho) que lleven el
mismo flujo volumétrico. Suponga que el fluido de entrada tiene una temperatura conocida y
que la temperatura es constante en el efluente. Evalie las condiciones de operacién que permitan
suponer condiciones de mezclado perfecto, esto es, que la corriente de salida tiene la misma
temperatura que la temperatura promedio en el tanque. "
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e) f)

Figura 3.14: Lineas de corriente de la velocidad (a-c) y del flux total de calor (d-f) para Re = 1
(a, d), 10 (b, e) y 200 (c y f). En todos los casos se tomé rpm = 10, Bi = 1y g; = 100. En las
figuras a-c la barra de color indica la magnitud de la velocidad adimensional y en las figuras d-f la
temperatura adimensional.

Flujo alrededor de turbinas edlicas de eje horizontal

Las turbinas edlicas son el segundo tipo de tecnologias de energéticas alternativas que se utilizan
actualmente, solo por debajo de la energia solar (ver, por ejemplo, Hand y Cashman, 2020). La
tecnologia y el modelado matemaético de las turbinas edlicas es un campo aun abierto a investigacion
(Schaffarczyk, 2014; Nelson, 2020). Por ello, en esta seccién se estudia el flujo de aire alrededor
de turbinas edlicas de eje horizontal. En especifico, se busca analizar si la estela de una turbina
perturba o no la corriente de aire que llega a otra para diferentes condiciones de flujo y de rotacién.

Para cumplir el objetivo del problema se consideran dos turbinas edlicas de eje horizontal
separadas entre si a una distancia conocida y se define a un dominio inercial (£2;) y a dos dominios
rotatorios idénticos alrededor de cada turbina (£2,). Suponiendo que el flujo de aire se mantiene
subsonico, es razonable analizar el problema bajo condiciones de flujo incompresible, newtoniano
y en estado estacionario. Por tanto, las ecuaciones de conservacién de masa total y de cantidad de
movimiento son las mismas que en la seccién anterior y estdn dadas por

V.v=0, enQ; (3.8.19a)
pv-Vv=—Vp+uVv?, enQ; (3.8.19b)
V.-u=0, enQ,, (3.8.19¢)
20Q xu+pQx (Qxr)+pu-Vu=—-Vp+uViu, enQ,. (3.8.19d)

Ahora bien, en el piso (<7) es razonable imponer la condicion de no deslizamiento

v=0, en.. (3.8.19¢)
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Ademads en la interfase entre el viento y las palas 7., la velocidad relativa del viento respecto al
movimiento de las palas es cero:

u=0, end,. (3.8.19f)

En la superficie de entrada al sistema (<7,) la velocidad se supone alineada con el eje x y
constante:

V=1v.e,, en,. (3.8.19¢)

Por dltimo, en el resto de las fronteras del dominio inercial (d;) se supone que la presion
atmosférica es mucho mayor que los esfuerzos cortantes y por tanto:

n-[—pl+pu(Vv+Vv')| = —p.n, enaQ;. (3.8.19h)

Antes de continuar vale la pena mencionar que en este estudio se prescribe la velocidad de rotacién
de las turbinas. Esto es, se considera conocida la velocidad de desplazamiento de las palas en
funcién de la capacidad del viento, la resistencia del material y el disefio de la turbina. Esta
suposicion es conveniente pues hace innecesario acoplar las ecuaciones de mecanica de fluidos
con las de mecdnica de sélidos. Aunque ciertamente, un estudio mas completo debe acoplar el
transporte de cantidad de movimiento en ambas fases.

Al igual que en otros problemas, antes de proceder con la solucién del problem, es conveniente
reformularlo en forma adimensional. Para ello se recurre a las definiciones dadas en la ecuacién
(3.8.14) del problema pasado. En este caso se toma como £, al largo de las palas de la turbina y
como v, r = V.. Con base en estas definiciones, el problema adimensional se escribe como sigue

V*.v*=0, enQ,, (3.8.20a)
Rev* - V'V = —V*p* + V*2v* en Q;, (3.8.20b)
V¥u*=0, enQ,, (3.8.20¢)
2ReQ x u* + ReQ* x (Q x1r*) +Reu* - V'u* = —V*p* + V2u*, enQ,, (3.8.20d)
vi=0, en., (3.8.20e)
u" =0, en, (3.8.201)
vi=e,, en.,, (3.8.20g)
n-[—p'l+ Vv +VvT)] =0, endQ. (3.8.20h)

A continuacién se listan los pasos a seguir para resolver este problema en Comsol Multiphysics:

Flujo alrededor de turbinas edlicas de eje horizontal

1. Haga click en Model Wizard y elija una geometria tridimensional. Ademas, en la fisica
elija Fluid Flow/Single Phase Flow/Rotating Machinery, Fluid Flow/Laminar Flow y por
dltimo elija un estudio de rotor congelado.

2. Defina al nimero de Reynolds como un pardmetro y asigne por el momento un valor de
1000. Ademads defina a rpm como 10 por ahora.

3. Descargue la geometria disponible en esta liga:
https://www.dropbox.com/s/11wf7vgkrqbevif /HAWT .mphbin?d1=0

4. Haga click derecho en Geometry 1/Import y localice el archivo que descargé en el punto
anterior y por ultimo presione el boton de Import.

5. Haga click derecho en Geometry 1/Cylinder especifique que el radio sea 2, la altura 0.2 y
que su posicién se ubica en (-0.15, 0, 2.5) y especifique que el eje es el eje x.

6. Haga click derecho en Geometry 1/Transforms/Copy y seleccione a los dos objetos
dibujados antes. Ademads, defina un desplazamiento de 5 unidades en X y —5 unidades en
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Figura 3.15: Vistas vertical y frontal de las lineas de corriente de la velocidad adimensional del aire
para a) Re = 103, b) 10* yc) 10°. En todos los casos se tomé rpm = 10.

y.
Haga click derecho en Geometry 1/Block. Especifique su tamafio como sigue: ancho y
profundidad 20, altura 10. Ademas especifique que su esquina se encuentra en (-5, -13, 0).
Haga click derecho en Geometry I/Booleans and partitions y reste a los tres cilindros los
dos aerogeneradores.

En Definitions/Moving Mesh/Rotating Domain I selecciones s6lo al dominio 2, en revolu-
tions per time escriba rpm. Ademads, en Rotation axis base point escriba (-0.15, 0, 2.5) y
especifique el eje de rotacién en (1,0,0).

. Duplique el dominio rotatorio anterior y modifique el punto de la base del eje de rotacién

para que sea (4.85, -5, 2.5).

. En Laminar Flow/Fluid Properties 1 defina a la densidad como Re y a la viscosidad como

1.

. En Laminar Flow/Inlet seleccione a la frontera 1 y especifique que la velocidad de entrada

sea 1.

. En Laminar Flow/Outlet y seleccione a las fronteras 2, 4, 5y 84.
. En Mesh elija coarser.
. Lleve a cabo barridos paramétricos en el nimero de Reynolds.

En la figura 3.15 se muestran tres ejemplos de lineas de corriente de la velocidad adimensional
resultantes de la solucién numérica del problema para tres valores del nimero de Reynolds. Como
puede apreciarse, para Re = 103 las lineas de corriente de una turbina interfieren con las de la
otra. Afortunadamente, conforme aumenta el nimero de Reynolds el espesor de las capas limite
disminuye y el separar a las turbinas edlicas en 5 didmetros de pala parece ser suficiente para que el
flujo de una turbina no altere a otra. Por supuesto, en la préctica las decisiones sobre la instalacién
de las turbinas e6licas obedece también a otros factores como la topologia del parque edlico, la
rosa de los vientos, entre otros.
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Ejercicio 3.23 — Turbinas de eje vertical. Repita el andlisis llevado a cabo en esta seccién
para turbinas de eje vertical como la turbina de tipo Savonius. "

Ejercicio 3.24 — Transferencia de masa. Un tema de interés en el uso de parques edlicos
es su influencia sobre el transporte de especies quimicas (como el polen de las plantas). Para
analizar la influencia del transporte de cantidad de movimiento sobre la transferencia de masa,
considere el transporte con conveccion y difusién de una especie quimica pasiva para diferentes
condiciones de flujo. Evalie las consecuencias del uso de turbinas edlicas sobre la transferencia
de especies quimicas y, en funcién de sus resultados, haga propuestas razonables para su mejora.

3.9 Flujo multifasico

Para concluir este capitulo sobre el uso del resolvedor de elemento finito Comsol Multiphysics,
se presentan algunos ejemplos de flujo multifdsico. El flujo entre varias fases es un tpico interesante
pues tiene una amplia variedad de aplicaciones practicas que trascienden de hecho el campo de
la ingenierfa. Desde el punto de vista numérico, no es posible actualmente modelar este tipo de
flujos en sistemas macroscépicos (de longitudes caracteristicas del orden de magnitud de metros o
mas) a partir de las ecuaciones gobernantes al nivel del continuo en cada punto del sistema. Para
atender este situacion se utilizan modelos de flujo multifdsico disperso; mientras que para modelar
el flujo a niveles de escala cercanos a los del continuo se utilizan modelos de flujo separado. En
estos dltimos se distingue entre fases e interfases, mientras que en los modelos dispersos, la fase
fluida dispersa se modela como un pseudo-continuo'.

En ambos enfoques de modelado se utiliza una funcién indicadora de fase, ¢, (también conocida
como funcion de campo de fase). De esta forma, por ejemplo en un sistema aire-agua, ¢ puede
utilizarse para localizar al aire y adquiere el valor de O en las posiciones espaciales donde se
encuentre solo el agua y valdrd 1 cuando sélo exista aire. En los modelos de flujo separado la
funcién ¢ cambia abruptamente de 0 a uno en la interfase. De hecho, justo en la interfase ¢ adquiere
el valor de 0.5. Por su parte, en los modelos flujo disperso, la funcién ¢ denota a la fraccién
volumétrica promedio del aire en el agua y sufre cambios suaves entre 0 y 1 a lo largo del dominio
de solucién. De esta forma es posible modelar los cambios espaciales de propiedades como la
densidad y la viscosidad usando la siguiente expresion:

v=vyi+¢(va—vy). (3.9.1)

De esta forma, si ¢ = 0, se recuperan las propiedades del fluido 1 y si ¢ = 1 las del fluido 2. Asi, se
puede obtener una transicion de las propiedades de los fluidos que serd tan suave como la funcién
¢. En los siguientes parrafos se discuten las maneras de resolver numéricamente modelos de flujo
separado.

Para resolver problemas usando el modelo de flujo separado hay tres principales alternativas: el
método de conjunto de nivel (Level set), el método de campo de fase (phase field) y el método de
malla movil. En los primeros dos, la funcién de fase obedece a la siguiente ecuacién diferencial:

9¢

> +v-Vo =F, (3.9.2)

donde F es un término fuente (con unidades de velocidad) y difiere entre un método y otro. Si este
término fuera cero, la solucién numérica de la ecuacién anterior se vuelve altamente inestable y es
poco probable que se obtengan resultados ttiles.

'Un pseudo-continuo puede entenderse como una representacién de un sistema que tiene mas de una fase como si se
tratara de una sola fase.
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Método de conjunto de nivel (Level set)

En este método la fuente estd dada por la siguiente expresion no lineal (Olsson y Kreiss, 2005):

F=vV. <8V¢—¢(1—¢)V¢> . (3.9.3)
Vol
Donde y es un pardmetro de reinicializacién (o estabilidad), mientras que € especifica el espesor
de la capa en donde ¢ cambia de cero a uno, es decir, el espesor de la interfase. Para muchas
aplicaciones, es razonable fijar € = ¢,,/2, siendo /,, el tamafio de malla usado alrededor de la
interfase o bien igual al tamafio del elemento mas grande cerca de la frontera entre los fluidos. El
pardmetro Y se utiliza para asegurar que los gradientes de la funcién ¢ estén orientados hacia la
superficie libre a lo largo del tiempo. En otras palabras, el papel que juega este parametro es el de
asegurarse que las variaciones de la funcién ¢ estén contenidas en el espesor de la interfase. Si se
fijan valores demasiado pequefios de este coeficiente se corre el riesgo de que la funcién ¢ se quede
atrapada en el seno de alguna de las fases y dard lugar a la generacién espontanea de interfases en
la solucién numérica y la vuelve inestable. Mientras que si su valor se fija en valores demasiado
elevados suele traducirse en tiempos de computo excesivamente largos. Por ello, 7 suele tomarse
como el valor de la velocidad maxima del sistema
Por tdltimo, note que el vector unitario perpendicular a la interfase estd dado por la siguiente
expresion:

Vo

n= — . (3.9.4a)
VOl ls—os
Mientras que la curvatura media se calcula mediante
\Y
2H=V". —‘P . (3.9.4b)
VOl ls—os

Método de campo de fase (Cahn-Hilliard)

El método de campo de fase es preferible cuando se estudian flujos multifasicos en donde
la tensién superficial juega un papel importante. Cuando esta contribucién puede ignorarse es
mejor utilizar el método de conjunto de nivel. En este método, ¢ adquiere valores de -1 a 1 (ver
ejercicio 3.25) y el término fuente F juega el papel de un minimizador de la energia libre del
sistema mediante un pardmetro de movilidad que obedece a la ecuacion de Cahn y Hilliard (1958) :

F=V-(yVG), (3.9.5)

donde 7y en este modelo representa la movilidad y G es el potencial quimico. La movilidad
determina la escala temporal del término difusivo de Cahn-Hilliard y debe ser al mismo tiempo lo
suficientemente grande para garantizar que el espesor de la interfase sea constante y suficientemente
pequefio para no sobrecompensar al término convectivo (Yue y col., 2004). En Comsol Multiphysics,
la movilidad se calcula de acuerdo a la siguiente expresion:

y=xe’. (3.9.6)

Aqui, € de nuevo representa el espesor de la interfase el cual se supone, en general, mayor que el
espesor real de la interfase fisica (Jacqmin, 1999). Por su parte, ¥ es un parametro ajustable que
no debe ser suficientemente grande para garantizar la estabilidad de la solucién numérica pero, al
mismo tiempo, suficientemente pequefio para dar como resultado una interfase bien definida. Su
orden de magnitud se propone que sea como sigue:

x=0 (g) . (3.9.7)
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Siendo o, la tensidn superficial. Por su parte, el potencial quimico se define como

G= jz [—&2V29+ ¢ (o7 —1)]. (3.9.8)

En esta expresion, A es la densidad de energia de mezclado y estd relacionada con la tensién
superficial y el espesor de la interfase mediante la siguiente expresioén (Jacqmin, 1999):

4o 3\/586‘

(3.9.9)
Note que al sustituir las ecuaciones (3.9.8) y (3.9.5) en la ecuacién (3.9.2) se obtiene una ecuacién
diferencial de cuarto orden para ¢. Una alternativa es expresar al modelo resultante como un sistema
de dos ecuaciones. Para el caso en el que los fluidos sean incompresibles, la ecuacién de la funcién
de fase satisface la siguiente ecuacién diferencial escrita en forma conservativa:

99 ow) =
W4y, (wp_gzw) —o. (3.9.10)

En donde la variable auxiliar ¥ se define como
v=—eV+o(¢*—1). (3.9.11)

La forma conservativa es deseable ya que da lugar a la conservacion numérica exacta de la integral
de ¢, aunque su tiempo de cémputo suele ser mayor que cuando se usa la forma no conservativa.
En algunos casos, existen fuentes externas de energia libre y la ecuacion anterior se expresa como

= —e’V2p+¢(¢° 1)+8—28—f (3.9.12)
Y= 290" 9.
Aqui, f denota la energfa libre externa. Una vez que se haya resuelto el problema, puede calcularse
la curvatura media de la interfase mediante la siguiente expresion:

G
2H = (1—¢°)—. (3.9.13)
c
Tanto el método de campo de fase como el de conjunto de nivel inducen un término volumétrico en
la ecuacion de Navier-Stokes, de tal manera que, para el método de campo de fase, dicha ecuacién
puede escribirse como sigue:

p(g:—l-wVV) =V (—pl+1)+pg+GV9, (3.9.14a)

mientras que en el método de conjunto de nivel, la ecuacién de Navier-Stokes se expresa de la
siguiente manera (Unverdi y Tryggvason, 1992; Sethian y Smereka, 2003)

p (3: +V-Vv> =V.(=pl+7)+pg+YHS(r—r;)n. (3.9.14b)

En donde el vector de posicion r; localiza cada punto de la interfase. De hecho, en varias aplicaciones
es razonable aproximar a la delta de Dirac como (Barnkob y Andersen, 2007)

n5(r—r1) ~ V¢|¢:0‘5. (3915)
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Método de malla mévil

Por dltimo, el método de malla movible es recomendable en problemas de superficies que no
sufren cambios considerables en su estructura (es decir, no es adecuado para describir olas que
se rompen o la divisién de burbujas). En este método, la interfase se modela como una superficie
geométrica que separa dos dominios y las fuerzas superficiales y de tension superficial se especifican
directamente como condiciones de frontera. De esta forma, la malla adquiere la velocidad del
fluido a cada instante del tiempo. En otras palabras, en este método se resuelven las ecuaciones de
Navier-Stokes en cada nodo computacional de la malla en movimiento.

Para concluir esta exposicion, vale la pena recalcar que, cuando no hay transferencia de masa
entre las fases, la condicion de salto del transporte de cantidad de movimiento se expresa como
sigue (Slattery y col., 2006):

VSG+2H1‘IG:II-(T2*T1). (3.9.16)

En la ecuacién anterior, Vi = (I —nn) - V es el operador gradiente superficial. La componente
normal de la ecuacién anterior es

2Ho =n-(T,—T;) -n. (3.9.17a)
mientras que su componente tangencial es
Vio-t=n-(T,—T)) t. (3.9.17b)

Aqui t es el vector unitario tangencial a la superficie fluido-fluido. La ecuacién (3.9.17a) muestra
que la tensidn superficial es el resultado del balance entre los esfuerzos totales entre las fases. La
ecuacion (3.9.17b) muestra que los gradientes de la tension superficial siempre inducen movimiento,
lo cual se conoce como el efecto Marangoni (1871).

Por dltimo, hay muchos problemas en los cuales el término viscoso del fluido dos es mucho
menor que el del fluido 1 (T2 < T1), como ocurre en la superficie entre el agua y el aire. Estos son
los problemas de superficie libre y permiten reducir a la ecuacién (3.9.16) a la siguiente forma:

V0 +2Hnoc +np, = —n-T;. (3.9.18)

El método de malla mévil es recomendable para estudiar superficies libres, ya que en estos casos se
evita modelar el transporte de cantidad de movimiento en la fase gaseosa, lo cual serfa inevitable
con los dos métodos anteriores. De hecho, en los métodos de conjunto de nivel y de campo de fase
se suele utilizar una malla fija y de hecho suele requerir una malla fina en las interfases, por lo que
la malla debe ser, en general, bastante densa.

Ejercicio 3.25 Demuestre que en el método de campo de fase la ecuacion (3.9.1) se transforma

en.
1— 1
V= <2¢> + (;‘P) (3.9.19)

Método de conjunto de nivel (Level sef)

Considere una columna de agua en donde se liberan burbujas de aire desde la superficie inferior
de una forma pausada que permite evitar que las burbujas se junten entre si. El propésito de este
ejercicio es estudiar la dindmica del flujo de una burbuja de aire en el agua usando el método
de Level set para describir el movimiento de la interfase. Bajo este enfoque numérico, puede
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considerarse un modelo de una sola ecuacidén que describa el transporte de masa y cantidad de
movimiento como sigue:

V.-v=0, (3.9.20a)
pv-Vv=—Vp+pg+uV>v+yHS(r—r;)n. (3.9.20b)

En las ecuaciones anteriores, la densidad, viscosidad, velocidad y presién estan definidas en ambas
fases mediante la ecuacién (3.9.1). Para facilitar el andlisis, se considera una porcién del sistema
suficientemente lejos de la entrada, de tal forma que las burbujas ascienden sé6lo por gravedad
y, dado que se consideran suficientemente lejos unas de otras pueden ignorarse los efectos inter-
burbujas. En el ejercicio 3.29 se examina el caso entre un par de burbujas. Ademads, se supone
que el desplazamiento de la burbuja se da a lo largo del eje de simetria de la columna y que no
hay gradientes de presién aplicados al agua. Por lo que el movimiento de los fluidos se debe al
desplazamiento de la burbuja de aire.

El desplazamiento de la interfase se describe mediante la ecuacion (3.9.2), con el término F
dado en la ecuacién (3.9.3). En esta version del problema se supone que no hay aire acumulado en
la parte superior de la columna, mientras que en el ejercicio 3.28 se examina la solucién cuando
este es el caso.

Para resolver este problema en Comsol Multiphysics, siga estos pasos:

Desplazamiento de una burbuja de aire en agua

1. Haga click en Model Wizard y elija 2D axisymmetric.

2. Elija Fluid Flow/Multiphase Flow/Two-Phase Flow, Level Set/ Laminar Two-Phase Flow,
Level Set. Presione Add y posteriormente el boton Study; posteriormente seleccione Time
Dependent with Phase Initialization. y presione Done.

3. En Geometry asigne como Length unit mm.

4. Haga click derecho en Geometry y elija Rectangle de anchura 5 y altura 80 mm. La
esquina del rectdngulo se localizaen r =0y z = —20 mm.

5. Haga click derecho en Geometry y elija Circle de radio 2 mm. En Sector angle escriba
180 y en Rotation escriba -90.

6. Haga click derecho en Materials y elija Add material from library y busque Air gas 'y
seleccione Add to Component 1.

7. Repita el proceso pra agregar el material Water, liquid y asigne que su dominio de
aplicacion es el dominio 1.

8. En Laminar Flow habilite la casilla Include gravity.

9. En Laminar Flow/Points/Pressure Point Constraint y seleccione el punto 8.

10. Dirijase a Two-phase flow, Level set 1/Fluid I propertites/Fluid 1 y elija al aire; mientras
que para el fluido 2 debe elegir al agua. Por tltimo, en la seccién Surface tension, habilite
la casilla que dice Include surface tension force in momentum equation, elija Library
coefficient, liquid/gas interface y elija Water/Air . En el ejercicio 3.30 se examina el caso
en el que las burbujas son de aceite de oliva.

11. En Wetted wall 1 seleccione las fronteras 9 y 10.

12. En Level Set Model I especifique para 7 el valor de 0.2. En el ejercicio 3.26 se examina la
influencia de este parametro.

13. En Level Set localice Initial Values, Fluid 2, seleccione el dominio 1. Este paso es importan-
te para que se ubique la posicion inicial del agua. Al hacer esta eleccién automaticamente
se define también la posicion inicial del aceite.

14. Haga click derecho en Mesh I elija Free triangular. Posteriormente haga click derecho
en Free triangular y seleccione Size. En el menu de Element size, elija en Calibrate for
la opcion Fluid dynamics y en Predefined elija Finer. En el ejercicio 3.27 se evalia la
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Figura 3.16: Dindmica de una burbuja de aire ascendiendo en una columna de agua. La escala de
colores se refiere a la funcién ¢ y las lineas de corriente corresponden a la velocidad de los fluidos.

influencia de la malla computacional.
15. En Step 2: Time Dependent escriba el siguiente rango: (0,0.5/50,1) y presione el botén de
compute.

En la figura 3.16 se muestra la dindmica de la burbuja de aire en el agua mediante la grafica
de la funcién ¢ incluyendo las lineas de corriente de la velocidad. Como puede apreciarse, a
tiempos cortos las lineas de corriente de la velocidad son simétricas alrededor de la burbuja. Esta
simetria si pierde rdpidamente conforme pasa el tiempo y se va formando una estela detrds de la
burbuja, la cual tiene un efecto sobre las burbujas vecinas como se examina en el ejercicio 3.29.
Evidentemente, para modelar un sistema de burbujeo més complicado, ya no es posible continuar
con la suposicién de flujo axisimétrico y deben realizarse simulaciones tridimensionales, lo cual es
ciertamente posible de hacer en Comsol Multiphysics aunque a un mayor costo computacional.

Ejercicio 3.26 — Influencia del pardmetro y. Resuelva de nuevo el problema para diferentes
valores del parametro y que vayan desde 102 hasta 10. Evaltie la sensibilidad de los resultados
a este pardmetro y decida si el valor elegido arriba fue adecuado o no. "

Ejercicio 3.27 — Influencia de la malla computacional. Evalie la sensibilidad de los
resultados numéricos obtenidos arriba usando mallas finas y extremadamente finas y decida si la
malla utilizada fue adecuada o no en la solucién del problema. "

Ejercicio 3.28 — Encuentro con la fase gaseosa en la parte superior. En el problema
resuelto arriba solo se analizé el viaje de una burbuja de aire suponiendo que en la parte superior
de la columna no habian otras burbujas. El propésito de este ejercicio es modelar una situacion
en la que una burbuja de aire se use a varias otras que ya coalescieron y forman una fase
homogénea en la parte superior de la columna. Suponga que dicha seccién se ubica a partir de la
posicién: 50 mm y compare la dindmica de la burbuja con el caso estudiado arriba. "
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Ejercicio 3.29 — Par de burbujas. En este ejercicio se busca repetir el problema resuelto
arriba pero ahora considerando dos burbujas del mismo radio, cuyos centros estdn inicialmente
separados a una distancia de 10 mm. Compare la dindmica de ambas burbujas con la de la
burbuja estudiada en esta seccion. "

Ejercicio 3.30 — Burbujas de aceite en agua. Repita el problema resuelto en esta seccién
pero sustituya al aire por aceite de oliva a 20 °C y compare la dindmica de las burbujas.

3.9.5 Flujo en una tuberia con vdlvula de compuerta usando campo de fase (phase
field)

Considere una tuberia de seccidn transversal circular que inicialmente contiene agua en reposo
en una seccion y el resto del sistema contiene aire. El agua y el aire estdn separados por dos vélvulas
de compuerta, cuyo espesor es despreciable. Posteriormente, se abre totalmente una compuerta y
solo parcialmente la segunda y se le permite fluir al agua por la tuberia desplazando el aire. Por
simplicidad, se considera que el sistema no tiene entradas ni salidas y se desea evaluar la dindmica
del flujo de agua en el sistema modelando el desplazamiento de la interfase liquido gas usando el
método de campo de fase. En el andlisis puede suponer flujo incompresible y que existe un plano
de simetria en la mitad del tubo. A continuacién, se describen los pasos a seguir para llevar a cabo
la solucién numérica de este problema en Comsol Multiphysics.

Programa para modelar el desborde de un fluido en una tuberia
1. En Model Wizard, seleccione 3D.
2. En Fluid Flow/Multiphase Flow/Two-Phase Flow, Phase Field seleccione Laminar Two-
Phase Flow, Phase Field y presione el botén Add. Haga click en el botén Study.
3. En Preset Studies for Selected Multiphysics seleccione Time Dependent with Phase

Initialization y presione el botén Done.

En Geometry elija mm como unidades de medida.

Haga click derecho en Geometry y seleccione Cylinder. En Radius escriba 5 y en Height

30. Desarrolle la rama de Layers, habilite la casilla de Layers on bottom y haga una capa

de espesor de 10 mm. Ademads, en Axis type elija el eje x.

6. Haga click derecho en Geometry y seleccione Work Plane en Plane, elija yz y en x-
coordinate elija la mitad de la caja, es decir 15 mm.

7. Haga click derecho en Plane geometry y seleccione circle. En Radius, escriba 5 y en
Position en xw escriba 0 y en yw 5.

8. Haga click derecho en Geometry I y seleccione Booleans and partitions/Difference.
Substraiga al cilindro el plano de trabajo. De esta manera habra dibujado a una compuerta
totalmente abierta y a otra parcialmente abierta. Ahora se dividird el sistema a la mitad
aprovechando la simetria del flujo.

9. Haga click derecho en Geometry Iy seleccione Block. En Width escriba 30, en Depth 5 'y
en Height 10. Por dltimo, establezca que la esquina del bloque se ubica en (0, -5, -5).

10. Haga una nueva operacién booleana de diferencia y substraiga al tube el bloque recién
creado para obtener como resultado la mitad del tubo.

11. Haga click derecho en Definitions/Selections/Explicit. En Geometric entity level elija
Boundary y seleccione las fronteras 2 y 6. Este es el plano de simetria por lo que en Label
puede escribir sym.

12. Repita la operacion anterior y ahora seleccione a la pared del tubo (fronteras 3,4, 7y 8) y
en Label escriba wall.

A =
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13. Haga click derecho en Materials y seleccione Add materials from library y seleccione al
Aire y elija Add to component 1. Repita el procedimiento para el Agua liquida. Asigne al
aire al domino 2 y al agua al dominio 1.

14. En Laminar Flow habilite la casilla Include gravity y en el vector de referencia ry.r
especifique (0,0,10 [mm]).

15. En Laminar Flowl/Inital Values escriba lo siguiente para la presion:

spf .rho*g_const* (10 [mm] -z)

y deshabilite la casilla que dice Compensate for hydrostatic pressure.

16. Haga click derecho en Laminar Flow, seleccione Symmetry y elija a sym.

17. Haga click derecho en Laminar Flow, seleccione Interior wall y elija a la frontera 9.

18. Haga click derecho en Laminar Flow/Points y seleccione Pressure Point Constraint, elija
al punto 11 y deshabilite la casilla Compensate for hydrostatic pressure.

19. En Phase Field elija Phase Field Model 1 y en Phase Field Parameters en Mobility tuning
parameter ) escriba 5.

20. En Phase Field/Initial values, Fluid 2 seleccione al dominio 2 que es el que ocupa
inicialmente el aire y elija fluido 2 (¢ = 1).

21. Haga click derecho en Phase Field, seleccione Symmetry y elija sym.

22. Haga click derecho en Phase Field, seleccione Interior Wetted Wall y elija a la frontera 9.

23. En Two-Phase Flow, Phase Field 1 asigne que el Fluido 1 sea el agua y el fluido 2 sea el
aire.

24. En Mesh escoja Coarse.

25. En step 2: Time dependent especifique el siguiente rango: range(0,0.005,0.5).

26. Haga click derecho en Study I y elija Get initial value.

27. Vaya a Volume Fraction of Fluid 1 y deshabilite la casilla Plot data set edges. Desarrolle
el arbol y elimine Slice 1.

28. En Isosurface 1, en Coloring and Style en Color cambie Gray por Custom y escoja los
valores de RGB: 54, 140, 203.

29. Haga click derecho en Volume Fraction of Fluid 1 y elija Surface y en Expression escriba
1 y elija un color uniforme y gris.

30. Haga click derecho en Surface 1y elija Selection y elija a las fronteras de wall (3, 4, 7y
8).

31. Vuelva a crear una superficie y en Expression escriba pf.Vfl. En Manual color range
escribe 0.5 para los valores maximo y minimo. Mientras que en Manual data range
escriba 0.5 y 1 para los valores minimo y mdximo. Ademads, expanda la rama de Quality y
en Smoothing elija None. Mds abajo, en Inherit style elija a Isosurface 1

32. Haga click derecho en Surface 2 y elija Selection y elija a las fronteras de sym (2 y 6).

33. Vuelva a crear una superficie y en Expression escriba 1 y elija un color uniforme y que
sea negro.

34. Haga click derecho en Surface 3 y elija Selection y elija a la frontera 9.

35. Desarrolle Solver configurations/Solution 1/Dependent variables 2 en Pressure (compl.p)
en Scaling cambie el método a manual y en Scale escriba 100. Mds abajo, en Velocity
field haga lo mismo y en Scale escriba 1,

36. En Study I presione Compute.

En la figura 3.17 se presenta un ejemplo de la dindmica de la fase agua en el sistema. Como
puede notarse, los cambios mds significativos tienen lugar a tiempos cortos y en menos de 0.5 s
el agua llega al extremo derecho del tubo. Como el tubo estd cerrado, se genera un oleaje cuando
el fluido llega a esta frontera. En cuanto a la velocidad de los fluidos, se aprecia el flujo de aire
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Figura 3.17: Dindmica de la fase agua paraa)t =0.05s;b)r =0.1s;¢c)t=0.15syd)t=0.5s.
Las lineas de corriente corresponden a la velocidad del agua y del aire.

de derecha a izquierda conforme pasa el tiempo de tal manera que poco a poco se balancean las
fuerzas en ambos compartimentos del tubo. Este comportamiento del fluido se ve alterado si se le
permite la salida al fluido como se discute en el ejercicio 3.31.

Ejercicio 3.31 — Modelado con salida de fluido. En este problema se busca estudiar el
efecto de tener la frontera derecha abierta al flujo. Establezca que a la salida del tubo los fluidos
estan expuestos a la presion atmosférica y analice las diferencias entre los resultados.

Malla mévil

Para ilustrar esta técnica numérica se recurre al problema clésico del vaciado de agua desde
un tanque cilindrico que tiene un tubo vertical colocado en su parte inferior. En el ejercicio 3.33
se examina el caso en el que el tubo de descarga es horizontal. Suponiendo flujo newtoniano e
incompresible, las ecuaciones que rigen la conservacién de masa y de cantidad de movimiento en
cada punto del sistema son

V.vg =0, (3.9.21a)

av
Pp 5 +PpVp - VVg = Vg + ppg+ g V2V, (39.21b)
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En la superficie superior del liquido (<) en el tanque se supone que no hay transferencia de masa,
por lo que la condicién de frontera es

ng,- (Tﬁ -T,)=V,o +2Hng,0, en .. (3.9.21¢)
En la ecuacion anterior, Tg = —pgl+ ug(Vvg + VVE), mientras que en el aire superior pueden
despreciarse los esfuerzos cortantes, por lo que T, = —p,l. Ademds, o representa la tensién

superficial y 2H = V; - ng, es la curvatura media de la interfase. Ademds, dado que el agua estd
deslizando por las paredes del depésito (7p) hacia el fondo, es razonable imponer una condicién
de deslizamiento de Navier (1822) en dichas superficies:

vg=—EA(I—nn)-[n-(Vvg —i—VvE)], en .o7p. (3.9.21d)

Por el contrario, en las paredes internas del tubo de descarga (<7;) se impone la condicién de no
deslizamiento

vg=0, eng. (3.9.21e)
En la superficie de salida del tubo de descarga la presion es la atmosférica por lo que
n-Tg=—pyn. (3.9.219)

Por tltimo, la geometria del sistema permite resolverlo en solo la mitad de €l a partir de una
condicién de simetria radial:

0
Y _0, enr=o. (3.9.21g)
or

Por simplicidad se considera que el sistema se encontraba bajo condiciones hidrostéticas al inicio.
Este problema se resolverd en forma dimensional en los siguientes parrafos considerando el
movimiento de la columna de agua. Para simplificar el andlisis, se utiliza el cambio de variable
P = pp — Py- A continuacion se listan los pasos a seguir para resolver numéricamente este problema
en Comsol Multiphysics.

Programa del vaciado de un tanque

1. Haga click en Model wizard y elija 2D axisymmetric. Posteriormente, en fisica elija Fluid
Flow/Multiphase Flow/Two-phase flow, Moving Mesh/Laminar two-phase flow, moving
mesh. Presione el botén Add y posteriormente el boton Study. En el siguiente menu elija
Time dependent y por ultimo presione el botén Done.

2. Haga click derecho en Geometry/Rectangle y especifique un ancho de 0.5 m y una altura
de 1 m. Repita esta operacién para generar un segundo rectangulo el cual tiene una
anchura de 0.1 m y su esquina estd localizada en (0,-1).

3. Para eliminar las fronteras internas haga click derecho en Geometry/Booleans and Parti-
tions/Union y seleccione a los dos rectangulos dibujados en el paso anterior y deshabilite
la casilla que dice Keep interior boundaries. Por ltimo, presione el botoén Build all
objects.

4. En este caso no es necesario especificar detalles sobre el movimiento de la malla pues
adquirird los valores de la velocidad del fluido, por lo que la atencién se centrard ahora en
el planteamiento del modelo de flujo de fluidos. En Laminar Flow habilite la casilla que
dice Include gravity y en Reference position especifique la componente z del vector de
referencia es 1 (la altura del tanque).

5. En Laminar Flow/Fluid Properties 1 cambie la densidad y viscosidad de From material a
User defined y no cambie los valores que aparecen ya que corresponden a las propiedades
del agua a temperatura ambiente.

6. En Laminar Flow/Initial values I en Pressure escriba:
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11.

spf .rho*g_const*(1-z)

y deshabilite la casilla que dice Compensate for hydrostatic pressure.

Haga click derecho en Laminar Flow/Outlet, seleccione la frontera 2 y deshabilite la
casilla que dice Compensate for hydrostatic pressure. De esta forma se especifica que la
presioén del fluido es la atmosférica, o bien p = 0.

. Haga click derecho en Laminar Flow y elija Wall y seleccione a las fronteras 6 y 7 que

son las fronteras en las que se establece la condicién de deslizamiento de Navier. Para
ello, en Wall condition seleccione Navier slip.

Por dltimo, haga click derecho en Laminar Flow/Fluid interface features/Free surface 'y
seleccione a la frontera 4. No tiene que hacer mas cambios ya que por default Comsol
tiene la tension superficial del agua en la interfase con el aire.

. Haga click derecho en Mesh 1 y elija Free triangular. Posteriormente, haga click derecho

en Free Triangular y seleccione Size en Calibrate for elija Fluid dynamics y presione el
botén Build All.

Haga click derecho en Study 1 y elija Get initial value. Posteriormente, en Study 1/Stepl:
Time Dependent y en Output times escriba range(0,0.1,5.9). Ademas, desarrolle la pestafia
que dice Results while solving y habilite la casilla de Plot y elija Velocity, 3D (spf). Por
ultimo, presione el botén Compute. De esta forma, mientras se resuelve el problema podra
apreciar como se mueve el fluido en el tanque.

En la figura 3.18 se ilustran algunos resultados de la simulacién numérica de la velocidad
en el sistema a diferentes tiempos. Como puede apreciarse, a tiempos cortos, los cambios mds
importantes de la velocidad ocurren cerca de la superficie en contacto con el tubo de descarga. De
hecho, en dicho tubo se establece rdpidamente un perfil en estado cuasiestacionario. Conforme va
aumentando el tiempo, mds y més porciones del fluido ene | tanque se ven afectadas por el proceso
de desagiie hasta llegar a una altura minima. En un sistema experimental se observaria ademas la
presencia de burbujas de aire y la formacidén de torbellinos turbulentos en la superficie de salida del
tanque. Por lo que los resultados presentados aqui deben considerarse como aproximados cuando
esta situacion se presenta. En el ejercicio 3.32 se examina el efecto que tiene considerar diferentes
tubos de salida.

Ejercicio 3.32 — Andlisis con diferentes tubos de salida. Repita el ejercicio visto aqui y
examine el papel que juegan tanto el didmetro del tubo de salida como su longitud. Pruebe al
menos lo que sucede cuando se aumenta al doble el radio y la longitud del tubo de descarga
como cuando se disminuyen a la mitad dichas longitudes.

Ejercicio 3.33 — Descarga mediante un tubo horizontal. Reconsidere el problema visto
aqui pero ahora coloque el tubo de descarga en una posicién horizontal. En esta configura-
cioén ya no es posible seguir utilizando un modelo 2D axisimétrico y debe usarse un modelo
tridimensional.
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Figura 3.18: Dindmica del vaciado de un tanque para: a)t =0.1s,b)t =1s,c)t=2.5s,d)t=3.5
s,e)t =4.5syf)t=15.9s. Laescala de colores y las lineas de corriente se refieren a la magnitud
de la velocidad.






En este texto se presenta un primer acercamiento de la solucién numérica de varios modelos
matematicos encontrados en cursos de fendmenos de transporte. La intencion de este texto es que
pueda usarse como material de consulta en cursos tradicionales (tedricos o experimentales) de
fenémenos de transporte asi como en el curso optativo de fendmenos de transporte computacionales.
En la actualidad, no debe limitarse la ensefianza de fendmenos de transporte a problemas clédsicos
que tienen solucidn analitica como se hacia hace medio siglo. Las simulaciones numéricas han
adquirido un papel cada vez mds importante en los dltimos 20 afios, en especial debido al incremento
en las capacidades de cémputo y en el desarrollo de software especializado.

Motivado por lo anterior es que se prepard el presente texto. Se partié de un repaso de las ecua-
ciones fundamentales de fendmenos de transporte y posteriormente se presentaron los fundamentos
y algunas aplicaciones del método de diferencias finitas. Las aplicaciones son mayoritariamente de
nivel licenciatura aunque se incluyeron algunos temas de posgrado como el uso de funciones de
Green para la solucion de problemas no lineales. Mds aun, la dltima parte del texto que tratd sobre
la aplicacion del software de elemento finito Comsol Multiphysics en algunos problemas particu-
lares de ingenierfa. La eleccién de los problemas responde a inquietudes que me han compartido
varios alumnos y colegas docentes, asi como a intereses de investigacion particulares de la linea
de investigacion que desarrollo que trata sobre fendmenos de transporte en sistemas de escalas
miultiples. Espero sinceramente que el texto haya sido 1til e interesante para docentes y alumnos y
tengan por seguro que he dado lo mejor de mi en la preparacién de este material.

Sinceramente, muchas gracias por acompafiarme en este texto y cualquier comentario o suge-
rencia para mejorar el contenido siempre serd bienvenido.

Francisco J. Valdés Parada
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