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Muchos sistemas de interés practico, tanto en ciencias bésicas e ingenieria como en ciencias
de la salud, son de naturaleza jerarquica. Lo anterior implica que los procesos que ocurren a un
determinado nivel de escala, estdn determinados por lo que ocurre en niveles de escala inferiores.
Actualmente, existen técnicas de escalamiento que permiten deducir las ecuaciones de transporte
(de cantidad de movimiento, calor o masa) a un cierto nivel de escala a partir de sus contrapartes en
otros niveles de escala. A lo largo de este texto se utiliza la palabra escalamiento para referirse al
filtrado sistemdtico de informacién al pasar de un cierto nivel de escala a otro. En este sentido, es
fundamental contar con una descripcién apropiada de los fenémenos de transporte en el nivel de
escala inferior, para posteriormente llevar a cabo el escalamiento de dichas ecuaciones y deducir
las ecuaciones gobernantes en el nivel de escala superior.

El objetivo de este texto es proporcionar elementos fundamentales para formular ecuaciones
de transporte de cantidad de movimiento, calor y masa tanto al nivel de escala del continuo como
para deducir las ecuaciones de transporte en niveles de escala superiores. El material se organiza
de la siguiente manera: Los capitulos 1 y 2 son introductorios. El primero parte del concepto de
modelo e incluye una descripcién de definiciones fundamentales como son las longitudes espaciales
y temporales y las definiciones de algunos niimeros adimensionales. Mientras que en el segundo
capitulo se proporciona el instrumental matematico a utilizar en el resto del texto que va desde el
uso de escalares, vectores y tensores y sus operaciones fundamentales hasta la deduccién de los
teoremas integrales mas relevantes en fendmenos de transporte. Los capitulos 3-5 tratan sobre la
deduccidn de las ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera que aplican en la transferencia
de masa, cantidad de movimiento y calor al nivel de escala del continuo. Posteriormente, en el
capitulo 6 se expone el tema del transporte en medios porosos para ejemplificar el proceso de
escalamiento usando los métodos de homogenizacién y del promedio volumétrico y se aplica a tres
situaciones de transporte representativas del transporte de cantidad de movimiento, calor y masa.
Por tltimo, el capitulo 7 estd dedicado a la solucién analitica de ecuaciones diferenciales parciales
usando el método de expansién en funciones propias junto con la férmula de Green asi como el
método de transformada de Laplace.

El material no es introductorio y no estd dirigido a lectores que sea la primera vez que estudian
fenémenos de transporte. Como puede notarse, el texto es un enfoque integral de los tres tipos de
fendmenos de transporte y se recomienda para alumnos que deseen ver a los fendmenos desde una
perspectiva diferente a la que adquirieron cuando los estudiaron de manera segregada. En otras
palabras, el texto se recomienda para aquellos alumnos de licenciatura que busquen llevar a cabo un
repaso de fendmenos de transporte (o bien, busquen darles un segundo vistazo) y para alumnos de
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posgrado que deseen adquirir un conocimiento més profundo que les sirva para emprender proyectos
de investigacion. El texto no pretende sustituir materiales cldsicos y altamente recomendables de
fenémenos de transporte como son los textos de Bird y col. (2006), Slattery (1999), Whitaker
(1992), Deen (1998), entre otros. Més bien, la aportacion de este texto consiste en presentar una
visién unificada e integral para estudiar los fenémenos de transporte en diferentes niveles de escala.
Ademds, el texto proporciona las herramientas para el planteamiento, escalamiento y solucién
de las ecuaciones de transporte. A pesar de lo anterior, varios de los temas que se tocan en este
texto pueden ser ttiles de manera aislada para alumnos que estan cursando por primera vez alguna
materia asociada con fenémenos de transporte. Por ello, el texto puede servir como material de
apoyo para las siguientes UEA de licenciatura:

1. Mecénica de fluidos.

Transferencia de calor.

Transferencia de masa.

Fenémenos de transporte computacional-I y II.

Hidraulica bésica.

Dindmica del agua subterrdnea.
posgrado:

Modelado matemdtico en ingenieria en energia y medio ambiente.

Escalamiento en fendmenos de transporte.

Transferencia de calor y masa.

Mecénica de fluidos.

Matematicas aplicadas a la ingenieria quimica.

6. Fenémenos de transporte en sistemas multifasicos.

El texto se complementa con el uso del software Comsol Multiphysics para la solucién numérica
de varios de los problemas que se plantean mediante la técnica de elemento finito. Por lo anterior,
este material puede ser de utilidad para alumnos de las licenciaturas de ingenieria en energia,
ingenierfa quimica, ingenieria hidroldgica, ingenieria bioquimica, ingenieria en alimentos, entre
otras. Ademads, puede servir de libro de texto para alumnos del posgrado en energia y medio
ambiente, el posgrado en ingenieria quimica y el posgrado en biotecnologia asi como a programas
de licenciatura y posgrado que sean afines a los mencionados.

Agradezco sinceramente los comentarios y sugerencias hechos por los alumnos con quienes
he compartido versiones preliminares de este texto y que me han ayudado a mejorarlo conside-
rablemente. De la misma forma, agradezco al lector de este texto y lo invito a contactarme para
cualquier pregunta o comentario respecto a este material.

yd

N R N

Francisco J. Valdés-Parada
igfv@xanum.uam.mx
Ciudad de México, 2022



1.1

1.2

1.3

Objetivo y organizacion del capitulo

El propésito de este capitulo es servir de antesala para el resto del material que se presenta
en este texto. Por ello, el tema central es el modelado matematico y se presenta el concepto de
modelo y se discute acerca de la ensefianza del modelado matematico en las primeras secciones.
Posteriormente, se presenta una clasificacién de los modelos matemaéticos con base en diferentes
criterios en la seccién 1.4. Mds adelante, en la seccién 1.5 se presentan algunas definiciones
fundamentales como variables de estado, mecanismos de cambio, entre otros. Posteriormente, se
presenta una descripcion de los niveles de escala espaciales y temporales en la seccién 1.6. Por
ultimo, se reportan algunos nimeros adimensionales y su significado fisico en la seccién 1.7.

Concepto de modelo

De manera algo vaga, puede entenderse a un modelo como una representacion de algtin aspecto
de la realidad. Dicha representacion puede hacerse por diversos medios, como el lenguaje, la
escritura, la musica, asi como las matemadticas. Entonces, bajo este punto de vista, el modelado
matematico es una representacion, en términos matematicos, de algtin aspecto de la realidad que
sea de interés.

Ensenanza del modelado matemdtico

La educacién de las matematicas tradicionalmente consiste en el aprendizaje y uso de conceptos,
teoremas, axiomas, identidades, etc. para resolver problemas meramente matemaéticos sin hacer
mucho hincapié en la relacién con la realidad. De hecho, cuando en los cursos de mateméticas se
hacen conexiones con problemas fisicos, quimicos o bioldgicos, el alumno a menudo experimenta
un grado de dificultad mayor pues sabe que si no tradujo adecuadamente el enunciado del problema
al lenguaje matematico el resultado que obtendra sera equivocado, sin importar si el uso de las
herramientas matemdticas fue correcto. De hecho, este proceso de traduccién al lenguaje matematico
no suele ser sencillo y requiere de practica y experiencia para llevarlo a cabo exitosamente. En
los cursos de matematicas, raras veces se dedica un tiempo justo a aprender a hacer esta actividad
pues el énfasis estd en el uso del herramental matematico. Por su parte, en los algunos cursos de
fisica de bachillerato, e incluso en asignaturas de nivel superior, las clases consisten en presentar
conceptos a los alumnos, seguidos de las ecuaciones matematicas que sirven para describirlos,
junto con problemas de aplicacion, que a menudo consisten en sustituir datos en férmulas y hacer
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operaciones matemadticas para llegar a un resultado. De hecho, las operaciones de sustitucion de
datos y las manipulaciones algebraicas implicitas en varios problemas de fisica de bachillerato no
requieren el nivel de complejidad de las operaciones que se ven en los cursos de cdlculo. Entonces,
se tiene una disparidad en la educacién, por un lado en los cursos de matematicas no se aprende
a formular modelos y, por otro lado, en los cursos de fisica no se dedica el tiempo necesario a la
deduccion de los modelos y los cursos a menudo se reducen al uso de férmulas con suposiciones
implicitas que no siempre se resaltan para obtener resultados.

En las carreras de ingenieria, la falta de uso de las herramientas de cédlculo y ecuaciones
diferenciales se ve compensada en materias de licenciatura relacionadas con fisica, quimica y
biologia, aunque a menudo estas herramientas se usan tiempo después de los cursos formativos y
por tanto el profesor debe: i) dedicar tiempo de la clase para re-explicar el uso de las herramientas
matemadticas ya olvidadas (o incluso no vistas) por los alumnos o bien ii) dejar a los alumnos
a su suerte para que ellos remedien sus carencias por sus propios medio. El caso especifico de
los cursos de fenémenos de transporte, suelen ser clasificados por los alumnos como los cursos
mds complicados de sus carreras. Estos cursos tratan sobre el desarrollo, solucién y andlisis de
modelos matematicos que representen formas de transporte de cantidad de movimiento, calor y
masa principalmente, aunque también se puede incluir el transporte de corriente eléctrica. De
hecho, los cursos de fenémenos de transporte no son mas que ejercicios de aplicacién de la primera
ley de la termodindmica a procesos irreversibles (Swaney y Bird, 2017). La dificultad de estos
cursos recae en varios frentes: por un lado no se abordan temas faciles de mecanizar, por otro
lado, se requiere tener habilidad en la traduccién al lenguaje matematico para el planteamiento de
los modelos, asi como de elementos de cédlculo vectorial y tensorial, ecuaciones diferenciales y
métodos numéricos. Ademds, se requiere la evaluacion de los modelos, su andlisis y comparacién
con experimentos. Actualmente, se pueden identificar al menos dos retos en la ensefianza de los
fenémenos de transporte: 1) hacer un balance entre matematicas y fisica y 2) hacer un balance
entre simulaciones numéricas, experimentos de laboratorio y clases tradicionales (Valdés-Parada,
2019). El primer reto al parecer se ha resuelto usando modelos matemaéticos sencillos (es decir
usando ecuaciones algebraicas o bien ecuaciones diferenciales ordinarias) en cursos de licenciatura
y dejando las ecuaciones diferenciales parciales para los cursos de posgrado. Esto trae consigo una
falsa sensacion de conocimiento y habilidades para el estudiante de licenciatura, siendo que muchos
problemas practicos requieren del uso de ecuaciones diferenciales parciales. Esta dificultad se ha
pretendido superar con el uso de software. Sin embargo, ésta es una espada de doble filo ya que si no
se tiene suficiente conocimiento de la fisica del problema, métodos numéricos y del uso adecuado
del software se corre el riesgo de producir resultados llamativos que sean erréneos. Las simulaciones
numéricas sin duda son valiosas y poderosas pero no son un reemplazo a los experimentos en el
laboratorio. De ahi el segundo reto en la ensefianza de los fenémenos de transporte, el cual no ha
sido cubierto de manera unificada en la actualidad.

Mas que la parte matemadtica, la importancia de estos cursos recae en el ejercicio (y en ocasiones
desarrollo) de habilidades de pensamiento que permitan llevar con éxito el modelado matematico
de los sistemas de interés con un razonable grado de error. En este punto es importante mencionar,
que todo modelo, al ser una abstraccion de la realidad, implica suposiciones. El uso adecuado de
ellas es un elemento crucial y determinante en el éxito o fracaso del modelo. El correcto uso de
suposiciones no es sencillo y requiere de practica, por ello es conveniente incluir varios problemas
de aplicacién que sirvan de ensayo de estos elementos.

Clasificacion de los modelos matematicos

En muchas aplicaciones de interés, el modelado de algiin aspecto de la realidad se lleva a cabo
ya sea por medios fisicos o por medios matemdticos. El primer tipo de modelos consiste en llevar a
cabo experimentos, a menudo en condiciones controladas, para representar el aspecto que se desea
modelar. Los experimentos consisten en aplicar una técnica conocida para poder llevar a cabo el
estudio. Sin embargo, en ocasiones dichas técnicas deben modificarse para cumplir los objetivos
buscados o incluso, de no existir una técnica experimental, es necesario llevar a cabo el disefio
de una nueva técnica, lo cual es lo menos frecuente en la prictica. El trabajo experimental es a
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menudo largo pues los experimentos requieren de tiempo y mediciones continuas para llevarse
a cabo. Ademads, siempre que sea posible, un estudio experimental debe ser reproducible, por lo
que a menudo es necesario llevar a cabo numerosas repeticiones del experimento para obtener
resultados estadisticamente significativos, esto es, resultados cuya desviacién estdndar no se
encuentre demasiado lejos del valor medio y que no se deben a la casualidad. Dicho en forma més
técnica, un resultado es estadisticamente significativo si la hipdtesis nula es cierta y hay una baja
probabilidad de obtener resultados distintos a los obtenidos. Una vez concluidos los experimentos,
los resultados suelen compararse con modelos matemadticos, ya sean ecuaciones de correlacién
estadistica o0 modelos basados en principios de conservacion, entre otros. Frecuentemente, los
estudios que utilizan modelos fisicos se enfocan a la parte experimental y la parte del modelado
matematico queda relegada, en el mejor de los casos, en un segundo plano.

Por su parte el modelado matemadtico puede clasificarse en dos grandes ramas: modelos determi-
nistas y modelos probabilisticos. Estos ultimos se clasifican en modelos estadisticos y en modelos
estocdsticos. Los modelos estadisticos involucran analizar elementos aleatorios para los cuales no
hay teoria que los modele. Por su parte los modelos estocésticos utilizan las probabilidades para
modelar procesos aleatorios. Por ejemplo, si se desea modelar el movimiento de polen en el aire,
entonces un modelo estadistico simplemente tomarfa mediciones de las posiciones y reportaria
resultados en funcién de un error experimental. Se reportarian mediciones como la media, desvia-
cién estandar, curtosis, etc. de la distribucién de datos, las cuales son valiosas y pueden ayudar
a elaborar conjeturas e incluso conclusiones. Por su parte, un modelo estocdstico simularia cada
grano de polen como una particula que tiene probabilidades de moverse en cualquier direccién y
realzaria numerosas repeticiones basadas en la probabilidad de desplazamientos de cada particula
para describir el proceso. De manera simple, la diferencia entre un modelo estadistico y un modelo
estocdstico es que en los estocasticos se hace un esfuerzo por describir los procesos mediante
simulaciones y en los modelos estadisticos no es el caso. En ambos tipos de modelos, se cumple que
a una misma entrada no siempre se produce una misma salida. Actualmente, la mecédnica estadistica
estd basada en ecuaciones estocdsticas para describir lo que ocurre a escala atémica y subatémica.
A un nivel de escala de micrémetros en adelante (es decir, en el nivel de escala del continuo),
es posible usar tanto modelos matemdticos estocdsticos como deterministas. Estos tltimos son
aquellos en los que para una misma entrada siempre se obtiene la misma salida.

m Ejemplo 1.1 Considere un medio de cultivo donde se encuentran bacterias aerobias. Suponga
que al inicio del experimento (esto es, al tiempo ¢ = 0), la concentracién de glucosa en el medio
de cultivo es de 0.5 M y que después de 2 h la concentracion disminuyé a 0.1 M. ;Cual es la
concentracion de glucosaent =1hyat=3h?

Con los datos que aporta el problema, es tentador proponer el siguiente modelo lineal

C=0.5-0.2t,

ya que reproduce los tinicos dos datos con los que se cuenta. De esta forma, podria decirse que en

=1 h la concentracién de glucosa es de 0.3 M; sin embargo, este modelo predice que parat =3 h
la concentracion serd de -0.1 M, lo cual carece de sentido fisico. Este ejercicio ensefia que es mas
facil confiar en un modelo para interpolar que para extrapolar. "

El modelo deducido en este ejemplo es un modelo determinista basado en la experimentacion.
Imagine ahora una situacién distinta como un saco que contiene las bolas de una mesa de billar y se
extrae una bola y sale aquella con el niimero 2 y al extraer la segunda sale aquella con el nimero 9.
Si se hiciera un ajuste lineal con estos datos, seria un golpe de suerte que funcionara bien el modelo.
En este caso, es mejor usar un modelo estocdstico basado en probabilidades.

Frecuentemente, la division entre estas dos ramas del modelado matemaético no es abrupta y
es posible formular modelos hibridos. Dentro de los modelos matematicos deterministas puede
hacerse una clasificacién en modelos basados en la experimentacion (modelos estadisticos de
correlacion) y los modelos basados en principios de conservacion. En otras palabras, hay modelos
deterministas a priori y a posteriori (Valdés-Parada, 2014). Ambos modelos son juzgados como
buenos o malos en funcién de qué tan bien reproduzcan datos experimentales. Sin embargo, los
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modelos a priori son por lo regular mas generalizables que los modelos a posteriori, los cuales
s6lo suelen considerarse vélidos para las condiciones experimentales usadas.

De esta forma, la mayoria de los modelos de los cursos de fendmenos de transporte son modelos
matemadticos deterministas basados en principios de conservacion. Es importante mencionar que
la complejidad de un modelo matemético no debe ir de la mano con su grado de credibilidad.
Por ejemplo, es facil que alguien se convenza por gréficas y animaciones tridimensionales que
sugieren estar representando un determinado proceso; sin embargo, es mds facil llevar a cabo una
simulacién mal hecha que conduzca a resultados visualmente llamativos que un modelado riguroso
que podria, incluso, no necesitar un elevado grado de complejidad. De hecho a menudo cuando se
estd estudiando un proceso para el cual no existe un modelo se comienza por el planteamiento del
modelo mas sencillo y se evalian sus alcances y limitaciones. En funcién de estas dltimas es que se
van proponiendo mejoras que permitan llevar a un modelo mas robusto. Por supuesto, otro punto de
vista es comenzar por el modelo mds complicado posible e ir ponderando acerca de la pertinencia
de simplificaciones. La eleccién final del tipo de modelo a usar también suele obedecer a factores
como el tiempo y los recursos disponibles para el estudio.

m Ejemplo 1.2 Considere el siguiente conjunto de datos:

X1y
1101
21
3110

(Cudl sed el valor de y para x =47
Intuitivamente, la respuesta que se produce es 100 pues al parecer con cada valor de x se
aumenta en un cero el valor de y. El modelo matematico que describe este razonamiento es:

y =102
Sin embargo, si se hace un ajuste polinomial a los datos se encontrara la siguiente expresion
y=4.05x> — 11.25x +7.3.

El cual predice que, para x = 4, y = 27.1. Entonces dado que ambos modelos basados en la
experimentacion representan los datos, ;cudl de ellos es el correcto?

La respuesta a esta tltima pregunta la tiene el proceso bajo estudio. Por ejemplo, si los datos
representan la tasa de crecimiento de una poblacién, entonces es posible que el modelo exponencial
sea adecuado, siempre y cuando las condiciones del medio lo permitan. Sin embargo, si se tratara
de otra situacidon como la tasa de transferencia de calor en una placa contra el tiempo, entonces el
modelo polinomial es el méds adecuado ya que la temperatura no suele crecer exponencialmente.
Este ejemplo sencillo, ayuda a ver la importancia que tiene el conocimiento de la situacién que se
estd estudiando en el tipo de modelo a posteriori a emplear.

Un riesgo que se corre con modelos estadisticos que reproducen datos es el atribuirles un
significado fisico a dichos modelos. Aunque se pueden dar excepciones por supuesto, s una
practica destinada al fracaso el hacer correlaciones entre datos y procesos sin un firme fundamento
fisico o biolégico (y en algunos casos social). Por ejemplo, durante la década de los afios 90 y la
primera década de este siglo yo tenia la firme idea de que cada afio par seria malo y que cada afio
non seria muy bueno, no solo en cuestiones personales sino también en cuanto a la vida académica.
Esta correlacién fue totalmente destruida en la segunda década de este siglo. A pesar de lo mundano
del ejemplo anterior, permite ver que el conocer la respuesta no siempre explica la causa. Y no
solo porque un tipo de correlacion exista, implica que tiene un fundamento fisico aceptable. De
hecho, han habido momentos en la historia de la ciencia que los fundamentos fisicos han tenido
que mejorarse o incluso abandonarse por completo a la luz de experimentos concluyentes que los
desacreditan. Tal es el caso de la teoria del éter (Dirac, 1951), por citar un ejemplo.
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Existe otro tipo de modelos que no corresponden a los modelos fisicos ni a los mateméaticos
que son los modelos conceptuales. Este tipo de modelos consisten en diagramas que muestran
los aspectos relevantes de la realidad que se desea estudiar y a menudo incluyen subsistemas,
interacciones entre corrientes, etc. Ejemplos de este tipo de modelos son los diagramas que se
utilizan en cursos de balances de materia y energia o bien los diagramas de flujo de una planta
0 un proceso, asi como los ciclos bioquimicos, entre muchos otros. Con frecuencia, los modelos
conceptuales son la antesala de los modelos mateméticos, pues proporcionan un panorama claro
del sistema que se desea representar en términos matematicos.

Es importante mencionar que todo modelo matematico debe verficarse y validarse para poderse
tomar como cierto. La verificacion se refiere, en el caso de las soluciones de ecuaciones diferenciales
a que la solucidn satisfaga la formulacién del problema (ecuaciones diferenciales y condiciones
iniciales y a la frontera); o bien que un cédigo esté bien programado. Mientras que la validacion se
refiere a que el modelo debe ser capaz de reproducir datos provenientes de experimentos, siempre
y cuando dichos experimentos se hayan realizado bajo condiciones acordes con las suposiciones
involucradas en los modelos. Note que los modelos conceptuales no requieren este tipo de validacién
pues son simplemente una representacion de ideas. Sin embargo, un modelo matemadtico debe
forzosamente ser validado. Si dicha validacién falla, entonces el modelo debe revisarse, reformularse
0, en el peor de los casos abandonarse, lo cual constituye un proceso iterativo que es parte de la
naturaleza perfectible de la ciencia.

El propdsito de este texto es fortalecer las habilidades de pensamiento del alumno que le permita
formular, resolver y analizar modelos matemadticos de fendmenos de transporte. Es importante
mencionar que este texto no se trata de un entrenamiento en modelado matematico, sino en un
ejercicio de aprendizaje que requiere de procesos de pensamiento por parte de los alumnos y el
profesor que se logra mediante una didlogo fluido y un ambiente favorecedor a la discusién. Las
herramientas matemaéticas que se empleardn serdn de tipo analitico y con poca necesidad de la
programacién computacional. Esto se hace para evitar la distraccion en las herramientas matematicas
y enfocar los esfuerzos en la comprension de lo que se estd haciendo, méds que en producir resultados
Ilamativos en software del que no se comprende completamente su funcionamiento. Sin embargo,
si se contempla el uso de software en algunos problemas especificos. Por ltimo, cabe agregar
que en varios sitios del texto, se sigue el criterio y punto de vista del autor y no se tiene la
menor intencién en promover un adoctrinamiento en el lector, sino en compartir opiniones y los
comentarios constructivos del lector serdn siempre bienvenidos y ampliamente agradecidos.

Algunas definiciones fundamentales

Variables de estado

El estado de un sistema se caracteriza por los valores de ciertas variables que lo determinan.
Estas variables son la presion, la velocidad, la temperatura, la concentracién, la geometria y las fuer-
zas impulsoras. De hecho, las fuerzas impulsoras (cambios de presién, temperatura, concentracion,
etc.) son las que determinan los cambios de estado de un sistema.

Estado estacionario, estado estable y estado de equilibrio

Un sistema esta en estado estacionario cuando su estado (es decir, los valores de las variables
de estado) no cambia con el tiempo. Un proceso puede estar en estado estacionario, mientras que
otro puede estar en estado transitorio al mismo tiempo.

» Ejemplo 1.3 Considere el flujo de agua a través del subsuelo el cual puede deberse a una
combinacién de efectos gravitatorios y de un gradiente de presion. Suponga que el fluido acarrea
un contaminante que podria llegar a un acuifero subterrdneo. En este proceso estdn involucrados
el transporte de cantidad de movimiento y de masa de la especie quimica. ;cudl de los dos estd
en estado estacionario y cudl estd en estado transitorio?, justifique su respuesta. Suponga que el
contaminante es el ion arseniato y que el transporte de masa se da principalmente por difusion,
mientras que el flujo es reptante.
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Respuesta: Para las condiciones descritas arriba, el transporte (de cantidad de movimiento y
de masa) se da por condiciones difusivas. Aunque estos conceptos se revisaran mds adelante, por el
momento basta con recordar que tanto el coeficiente de difusion de cantidad de movimiento como
el de transferencia de masa tienen unidades de m?/s. Con este dato es l6gico inferir que el tiempo
caracteristico de cantidad de movimiento por unidad de superficie es del orden de magnitud del
inverso del coeficiente de difusién de cantidad de movimiento (es decir, la viscosidad cinématica
v = u/p) y para transferencia de masa se cumple una relacién similar. Para el agua a 20 °C
la viscosidad cinemdtica es aproximadamente 10~ m?/s, por lo que el tiempo caracteristico de
cantidad de movimiento por unidad de 4rea es del orden de 10° s/m>. Mientras que para el arseniato
en agua, el valor del coeficiente de difusién es del orden de magnitud de 10~° m?/s (Tanaka y col.,
2013). Con estos datos, se puede deducir que el tiempo para que alcance el estado estacionario
la transferencia de masa del arseniato es 103 veces mayor que el tiempo que toma a la velocidad
alcanzar el estado estacionario. Lo anterior justificaria considerar a las ecuaciones de mecdnica de
fluidos en estado estacionario y a las de transferencia de masa de arseniato en estado transitorio. m

Incluso un mismo tipo de transporte puede estar en estado estacionario o transitorio respecto a
otro dependiendo del nivel de escala en el que se encuentre. Lo anterior se ilustra en el siguiente
ejemplo:

m Ejemplo 1.4 Considere un biorreactor tubular de lecho empacado en el cual hay un soporte sobre
el cual se hace crecer biomasa formando biopeliculas. Suponiendo que el espesor de las biopeliculas
(0) es del orden de magnitud de 1 pum y que el radio del reactor (R) es del orden de magnitud de 1
cm, ;jen donde se alcanza primero el estado estacionario: en las biopeliculas o a lo largo del radio
del reactor?

Respuesta: En este caso, el coeficiente de difusion en las biopeliculas (Dg) es menor que fuera
de ellas (Zp). Sin embargo, dicha reduccién suele ser de solo un orden de magnitud (Wood y
Whitaker, 1998), esto es, Dp = O(0.1%3). De esta forma, el tiempo caracteristico del transporte en
las biopeliculas puede expresarse como

Iz 10~ 11'm?
T01%s g

Mientras que el tiempo caracteristico del transporte en la direccién radial del reactor puede estimarse
como

Ip

_R*10%m?
70

Dividiendo las dos ecuaciones anteriores resulta que

IR

g = 1077l‘R.

Con este resultado se deduce que el transporte de masa dentro de la biopelicula alcanza el estado
estacionario mucho antes que a lo largo del radio del reactor. "

El estado estacionario es distinto del estado estable, entendiendo este iltimo como una respuesta
acotada del sistema ante una entrada acotada. De esta forma un sistema serd inestable cuando
presente una respuesta desbordada ante una determinada entrada. Por ejemplo, en el caso de un
accidente severo en una central nuclear, la temperatura en el reactor puede volverse rdpidamente
inestable si no se insertan las barras de control. Un caso de un sistema no estacionario pero estable
corresponde a una respuesta oscilatoria sostenida, como la que experimenta la estela de agua detras
de una turbina marina.

Por ultimo, vale la pena mencionar que, cuando un proceso se encuentra en equilibrio termodi-
ndmico no ocurre ningin cambio en el espacio ni en el tiempo de alguna variable de estado. En
otras palabras, cuando un sistema estd en equilibrio, no hay transporte ni acumulacién ni reaccién
quimica alguna. El que una variable esté en equilibrio no necesariamente implica que el resto de las
variables también lo estén. Por ejemplo, un sistema puede operar bajo condiciones isotérmicas (es
decir, en equilibrio térmico) y permitir que haya transferencia de masa o de cantidad de movimiento.

Vale la pena resumir lo anterior mediante las siguientes definiciones:
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Definicién 1.5.1 — Estado estacionario. Es cuando una o mds variables de estado no depen-
den del tiempo; sin embargo, podrian depender de la posicién. Si en un mismo proceso una
variable se encuentra en estado estacionario y otra no, la primera se dice que estd en estado
cuasi-estacionario.

Definicion 1.5.2 — Estado estable. Es cuando un sistema ofrece una respuesta acotada a una
entrada acotada. Un sistema puede estar en estado estacionario o transitorio y también en estado
estable. Sin embargo, todo estado inestable es transitorio.

Definicién 1.5.3 — Estado de equilibrio. Es cuando las variables de estado no cambian ni
con la posicién ni con el tiempo. Toda variable en equilibrio estd en estado estacionario pero lo
opuesto no es necesariamente cierto.

Modelos distribuidos y agrupados
Definicion 1.5.4 — Modelo distribuido. Son modelos cuyas variables de estado son funciones
de la posicién y del tiempo (o sélo de la posicién).

Este tipo de modelos involucran la solucién de ecuaciones diferenciales parciales u ordinarias
y son adecuados cuando se requiere suficiente detalle para describir los cambios espaciales o
espacio-temporales en un sistema. Las ecuaciones de este tipo son vélidas al nivel de escala del
continuo o bien son resultado de un proceso de escalamiento en donde no se anulan todas las
dependencias espaciales. En este texto, se comparte el punto de vista de (Wood, 2009) y se hace
una distincion entre promediado y escalamiento mediante las siguientes definiciones:

Definicién 1.5.5 — Promediado. Es el resultado de la aplicacién de un operador de integracién
(o de sumatoria), lo cual implica un reacomodo més que una pérdida de informacién.

Definicién 1.5.6 — Escalamiento. Filtrado sistemdtico de informacién al pasar de un nivel
de escala a otro

Como puede notarse el escalamiento implica promediado pero el promediado no necesariamente
implica un escalamiento. Cuando el promediado se lleva a cabo de tal manera que se elimina la
dependencia espacial de la variable dependiente (o bien, cuando se obtiene a partir de ignorar la
dependencia espacial) el siguiente tipo de modelo:

Definiciéon 1.5.7 — Modelos agrupados. Son aquellos en los que la variable dependiente
s6lo es funcién del tiempo o bien es una constante.

Los modelos agrupados se representan mediante ecuaciones diferenciales ordinarias o algebrai-
cas. Por ejemplo, actualmente un tema de interés de investigacion en turbinas edlicas es la estela
que dejan detras de ellas. Cuando se toma en cuenta cémo cambia la velocidad con la posicién y en
el tiempo o solo con la posicidn, se tiene un modelo distribuido y cuando se integran en el espacio
estos cambios espaciales de la velocidad se tiene un modelo agrupado. Bird y col. (2006) usan los
términos modelo macroscopico y modelo microscopico para referirse a los modelos agrupado y
distribuido, respectivamente. Este enfoque es compartido en este texto como se ilustra en capitulos
posteriores.

Modelos lineales y no lineales

Suponga que tiene un sistema al que ingresa un nimero N de entradas. Cada entrada puede ser
funcién de la posicién y el tiempo y se denota como E;. Entonces, la entrada total del sistema es

i=N
i=1

donde a; son pardmetros adimensionales conocidos. Ahora imagine que se pueden controlar las
entradas una por una de tal forma que se puedan cerrar todas excepto una para estudiar la respuesta
del sistema, las cuales se denotan como ;. Si la salida del sistema es proporcional a las entradas
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mediante una expresién como la siguiente:
i=N
S=Y as;, (1.5.2)
i=1

entonces se dice que el sistema es lineal (Gray y Gray, 2017). Note que cuando las diferentes
entradas de un sistema interactian entre si, no es posible llegar a la conclusién dada por la ecuacién
anterior y en ese caso el sistema es no lineal. Los sistemas lineales tienen la propiedad que pueden
descomponerse en sus componentes individuales y estudiar por separado el efecto en la salida del
sistema para posteriormente sumarse y obtener la salida global.

m Ejemplo 1.5 Considere una viga de las vias del metro. Las superficies superior e inferior estdn
sometidas a fluxes de calor ¢, y g;, respectivamente. Mientras que las superficies laterales estdn
aisladas. Explique qué pruebas haria para deducir si el modelo de transferencia de calor es lineal o
es no lineal.

Respuesta: Se pueden hacer mediciones de la temperatura al estar las superficies a las condi-
ciones indicadas. Posteriormente se pueden hacer pruebas manteniendo solo la superficie inferior al
flux ¢; y manteniendo aislada la superficie superior y repetir el experimento a la inversa y sumar las
temperaturas de ambos experimentos. Si resulta el mismo valor que al estar presentes los dos fluxes
de calor el modelo es lineal. "

Ejercicio 1.1 Considere la extraccion de petrdleo a través de un yacimiento. ;Bajo qué condi-
ciones el transporte de cantidad de movimiento es lineal y cuando es no lineal? "

Mecanismos de cambio

En el andlisis de los diversos tipos de transporte en sistemas de interés, es crucial conocer: 1)
Los mecanismos que operan dentro del sistema que afectan a las propiedades de interés y 2) Los
mecanismos que permiten el transporte de la propiedad en las fronteras del sistema. Desde un punto
de vista matematico, esto equivale a determinar las fuentes volumétricas y superficiales. Ademads de
estas fuentes, se puede identificar a la condicién inicial del sistema.

Las fuentes volumétricas pueden ser intrinsecas o extrinsecas. En el primer caso se generan a
partir de las propiedades y procesos que tienen lugar dentro del sistema y corresponden a términos
homogéneos. Las fuentes extrinsecas se deben a procesos o actividades externas al sistema. A
continuacién se presentan las principales fuentes volumétricas para el transporte total de masa, el
transporte de una especie quimica, la transferencia de cantidad de movimiento y la transferencia de
energia:

Tipo de transporte Fuente volumétrica Tipo de fuente
Masa total No tiene NA

Especies quimicas Reacciones quimicas Intrinseca
Cantidad de movimiento Gravedad, campos electromagnéticos  Extrinsecas
Energia Interna Intrinseca
Cinética Intrinseca
Potencial Extrinseca
Trabajo Extrinseco
Calor por radiacién Extrinseco

En capitulos posteriores se discutird con mayor profundidad acerca de los tipos de fuentes en
cada una de las ecuaciones de fendmenos de transporte. Por el momento, esta breve revision es
suficiente y se continuard en el texto discutiendo algunos conceptos de particular interés en varias
aplicaciones practicas.

Difusion y dispersion
La difusidn (ya sea de masa, calor o cantidad de movimiento) es una interaccidén que ocurre
al nivel de escala molecular. Este tipo de transporte ayuda a que se extienda la distribucion de
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una variable de estado dada. La difusién promueve la mezcla de dicha variable: en el caso de la
transferencia de masa se considera un movimiento aleatorio de moléculas de las especies quimicas,
en el caso de la transferencia de calor corresponde a la conduccién de calor y en el caso del
transporte de cantidad de movimiento se asocia al esfuerzo cortante.

La dispersion se debe a causas mecénicas y lleva a la mezcla de propiedades que mejoran el
transporte por difusion. Tanto la difusién como la dispersion involucran movimientos relativos a
una velocidad promedio. De hecho la dispersion se observa a niveles de escala superiores que la
difusién molecular y es el resultado de interacciones que ocurren a niveles de escala inferiores. A
continuacién se discute sobre la jerarquia de niveles de escala que ayudard a aclarar estos conceptos.

Escalas espaciales y temporales

Una buena parte de los sistemas de interés en ciencias bésicas e ingenieria son de naturaleza
jerarquica. Esto quiere decir que los procesos que ocurren en un cierto nivel de escala estan
determinados por lo que ocurre en niveles de escala inferiores. Ante esta situacién cabe peguntar
(cudl es nivel de escala mas pequefio de donde parten los demas niveles? Para el tipo de modelos
matemadticos que se utilizardn en este texto, se parte de ecuaciones validas en el nivel de escala del
continuo, el cual merece una explicacién detallada y se proporciona a continuacién.

Nivel de escala del continuo y concepto de REV

El nivel de escala del continuo, también conocido como la microescala, se caracteriza porque
las propiedades son funciones continuas que llenan por completo el espacio ocupado por una
fase. Estas propiedades (como la densidad, velocidad, temperatura, entre otras) son en realidad
promedios de propiedades definidas a escala molecular. Dichos promedios se obtuvieron al integrar
las propiedades moleculares en un dominio de promediado que contiene un nimero suficientemente
grande de moléculas que permitan garantizar las propiedades del continuo en una fase. Este tamafio
debe ser tal que las propiedades promedio resultantes sean independientes de este pardmetro.
Cuando esto ocurre, se clasifica a este dominio como un Volumen Elemental Representativo o REV
por sus siglas en inglés.

Para comprender mejor el concepto del REV considere el ejemplo cldsico del célculo de
la densidad de una masa de agua usando un dominio de promediado esférico. La densidad se
obtiene de calcular la masa contenida en un volumen de promediado dado para una posicién y
tiempo especificos del sistema. Si se denota al didmetro de la esfera como d, entonces los valores
de la densidad serdn, en general, funciones de d. De hecho, es posible identificar tres regiones
caracteristicas de valores de la densidad dependiendo del valor de d. En la primera region, que se
caracteriza por una longitud de escala /, el tamaifio de la regién de promediado puede ser compatible
con una molécula (o la distancia entre moléculas) y por lo tanto la densidad solo puede valer cero
si solo se muestre6 espacio vacio o un valor maximo que corresponde al caso en que se muestred
una molécula. En el caso de empezar con vacio, se observard que al incrementar el tamafio de la
region de promediado, los valores oscilardn de manera creciente con oscilaciones cada vez menores
hasta llegar a un estado estable, el cual caracteriza la region II. Es en esta segunda regién donde
es posible definir un REV ya que los valores de la densidad no cambiaran apreciablemente si se
modifica d. Para que se alcance la region II es necesario que se cumpla la siguiente desigualdad:

(<d. (1.6.1)

Cabe mencionar que el concepto del REV no necesariamente funciona en zonas cercanas a una
interfase, ya que el REV no contendra solo porciones de la misma fase. Es por ello, que para
describir el transporte en fases se utilizan ecuaciones diferenciales y para describir el transporte
en interfases se utilizan condiciones de frontera, las cuales pueden indicar la continuidad o no de
una cierta propiedad. En este tltimo caso, se conocen como condiciones de salto. En capitulos
posteriores se ilustra la deduccién de las condiciones de frontera para diversos tipos de transporte.
Por supuesto, el tamafio del REV no puede hacerse infinitamente grande, ya que no es raro que
en un mismo sistema haya heterogeneidades que alteren los célculos si se incrementa demasiado el
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tamaifio del REV. Para evitar esto, se denota a la longitud caracteristica de la fase como L. Entonces,
el tamafio del REV debe ser al menos dos érdenes de magnitud menor que dicha longitud, esto es

d < L. (1.6.2)

Para casos en los que no se presenten dichas heterogeneidades (por ejemplo una botella con agua
destilada), entonces puede obviarse la restriccién anterior. El concepto de REV no solo se utiliza
para describir propiedades al nivel de escala del continuo a partir de propiedades a escala molecular,
sino que ademds puede ayudar a generar nuevos continuos a niveles de escala superiores a la
microescala. Cabe agregar que los conceptos de microescala y macroescala se refieren en este texto
al nivel del continuo y al nivel de un sistema por completo que se desee estudiar. Estos conceptos
suelen tener otro significado en textos de fisica en donde la macroescala se refiere al nivel del
continuo (ver, por ejemplo, Pifia-Garza y de la Selva-Monroy, 2018). Por esta razén, no debe
perderse el significado preciso de estos conceptos en este texto. Mds atin, el establecer restricciones
de escala como ¢ < d < L sélo indica que debe haber una separacion de al menos dos érdenes
de magnitud entre niveles de escala. Para una definicién més precisa de como caracterizar cada
nivel de escala, una practica comiin es definir cada nivel de escala a partir de los valores maximos y
minimos en donde tiene sentido el concepto del REV (ver, por ejemplo, Bear, 2018).

Ejercicio 1.2 A menudo las mediciones de las tasas de reaccion se llevan a cabo en reactores
de tipo tanque agitado a escala laboratorio. Identifique ¢, d y L en este sistema y explique si es
adecuado o no para determinar las tasas de reaccion. "

sepa su operador. En este tanque se llevan a cabo dos experimentos con diferentes especies
quimicas. Después de una hora, se detiene la reaccion y se mide la cantidad total de especies
quimicas que permanecen en el reactor. Suponga que de la literatura se sabe que las cinéticas
para estas reacciones son de primer y segundo orden, es decir, r; = —kix; y r; = —k; (xi)z, donde
r; y x; denotan la tasa de reaccién y la fraccién molar promedio de la especie i en el reactor.
(Debe esperarse que estas expresiones sub-predigan, predigan o sobre-predigan los resultados
experimentales?

Ejercicio 1.4 Si se estudia un sistema en el cual sélo es posible hacer mediciones a escala de
metros, y se lleva a cabo una reaccién, cuya cinética se determina en un tanque agitado a escala
experimental, ;habra problema en usar esta tasa de reaccién en el modelo del sistema? Explique
con cuidado su respuesta. "

Ejercicio 1.5 — Justifique o refute el siguiente argumento. Si se desarrolla una ecuacién
de conservacion de masa para determinar la cantidad de masa total en un sistema, en lugar
de la distribucidén espacial de la masa, no se necesita conocer el campo de velocidad ni en la

| Ejercicio 1.3 Considere un tanque agitado cuya mezclado no es perfecto, aunque ésto no lo
‘ microescala ni en la macroescala. "

Ejercicio 1.6 — Justifique o refute el siguiente argumento. Si se desea estudiar la interac-
cion entre el agua subterrdnea y el agua superficial, el modelo debe tratar a ambos sistemas en
las mismas escalas espaciales y temporales. "

1.6.2 Longitudes de escala
Considere el esquema mostrado en la figura 1.1 que corresponde a un sistema de un medio
poroso desde la escala molecular hasta la escala de campo o mega-escala. De acuerdo con este

esquema, es razonable proponer la siguiente jerarquia de longitudes de escalas caracteristicas (Gray
y Miller, 2014)

Uno K i K U 0™ < 0™ (1.6.3)
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ema

Figura 1.1: Esquema de las longitudes de escala caracteristicas de un medio poroso en el subsuelo.

Aunque los valores especificos de estas longitudes caracteristicas cambian de sistema a sistema, es
conveniente discutir acerca de cada una de ellas para el caso de un medio poroso en el subsuelo.

= Escala molecular, /,,,: Corresponde a la trayectoria libre media entre colisiones de moléculas
dentro de una fase. Para el aire, su valor es aproximadamente de 10~7 m. Para un liquido
como el agua se reduce a 2.75 x 10710 m. Para sélidos se utiliza la trayectoria libre ineldstica,
la cual corresponde a la distancia que recorre un electrén a través del sdlido antes de que
su energia decaiga en exp(—1) su valor inicial. En este nivel de escala, un sistema debe
modelarse de manera discreta en términos de las moléculas, su velocidad y sus colisiones.

= Microescala o escala del continuo, /,,;: Este es el nivel de escala mas pequefio en el cual
aplica la hipétesis del continuo. Es en este nivel de escala donde se pueden plantear las
ecuaciones de conservacion de masa, energia y cantidad de movimiento. Dado que este
nivel de escala estd basado en la existencia de un REV, las mediciones de las propiedades
pueden hacerse sin indicar el tamafio usado para hacerlas. El valor de este nivel de escala
debe ser al menos un orden de magnitud superior al de la escala molecular. En este nivel
de escala es posible identificar fases, interfases, curvas comunes y puntos de contacto. La
temperatura, presion, velocidad, concentracién, entre otras variables de estado surgen a partir
del promediado de ciertas propiedades definidas en la escala molecular.

» Escala de resolucion, ¢/: Este nivel de escala estd relacionado con las longitudes de escala
naturales del sistema como puede ser el tamafio de los sélidos que componen el medio poroso,
el cual corresponde tipicamente a 10~* m. Aunque normalmente se dan distribuciones de
tamafos de s6lidos que oscilan entre 10~' m y 107® m. Este nivel de escala es identificable
en sistemas que tengan estructuras internas o longitudes caracteristicas internas. Por lo tanto,
un sistema que sélo tenga una fase no tendrd escala de resolucién.

= Macroescala, ¢"“: En este nivel de escala, cada entidad (fase, interfase, curva comiin o punto
de contacto) del sistema puede tratarse como un nuevo continuo. Esto es, de ser pertinente
la existencia de un REV, se pueden desarrollar ecuaciones de conservacion de una manera
similar a las ecuaciones de la microescala, es decir, mediante un proceso de escalamiento.
Como resultado del proceso de escalamiento, sélo se conserva, de manera promedio, parte de
la informacidén proveniente de la microescala. Ademds, surgen nuevas propiedades como la
porosidad, el drea interfacial por unidad de volumen, entre otras, como resultado del proceso
de promediado. Dado que las cantidades promedio estdn basadas en la existencia de un REV,
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sus valores son insensibles a cambios en el tamafio de la regién de promediado y no puede
tenerse confianza en las predicciones de estas propiedades promedio cerca de las fronteras de
la macroescala. El tamaio caracteristico del REV de la macroescala debe ser entre 10 y 100
veces mayor que la escala de resoluciéon. Un mismo sistema puede tener mas de una escala
caracteristica para la macroescala, tal es el caso de un medio poroso que tenga fracturas.

= Mega-escala o escala de campo, /" : Es la longitud caracteristica del sistema de interés.
Esta longitud puede tener diferentes valores en distintas direcciones. Por ejemplo, en un
tubo capilar, la direccién radial puede ser macroscopica, mientras que la direccién axial
corresponde a la mega-escala. Si se integran las ecuaciones de la macroescala en todo el
dominio de la mega-escala, entonces el resultado es un modelo de pardmetros agrupados.

Escalas temporales

Para los propésitos de este texto, es conveniente distinguir entre las escalas de equilibrio
termodindmico y las escalas de tiempo de los procesos de transporte del sistema. Para ello, se
definen:

= Escala de tiempo termodinamica, 7,: Es una medida del tiempo necesario para que un

sistema dindmico alcance la configuracién de equilibrio. Esta escala de tiempo estd asociada
con una longitud de escala puesto que es natural pensar que un sistema grande disipe
una perturbacién termodindmica (como un gradiente de temperatura o concentracion) en un
tiempo mayor que en un sistema mas pequefio. Vale la pena recordar que en una configuracion
de equilibrio no hay transporte de ninguna propiedad de estado.

= Escala de tiempo dinamica, 7,: Es la escala de tiempo asociada a una propiedad, la cual es

distinta a la escala de tiempo para que el sistema alcance el equilibrio. Por ejemplo, la escala
de tiempo para que se disipe una perturbacién en el gradiente de presién asociada a un flujo
es mucho menor que el tiempo caracteristico para que se disipe el flux de calor o de masa
asociado.

Algunos nimeros adimensionales

En la solucién y andlisis de varios modelos de este texto se recurre a reformularlos de manera
adimensional. Esta operacion se hace por conveniencia e involucra a menudo definir nimeros
adimensionales cuyo significado fisico es bien conocido. Por ello, en los siguientes parrafos se
definen algunos nimeros adimensionales que seran de interés en este texto.

NUimero de Mach

En problemas de flujo en ingenieria, es necesario definir si el flujo de un fluido es compresible
o incompresible. Para ello, puede usarse el nlimero de Mach, el cual se define como:
Ma=". (1.7.1)
c
donde c es la velocidad del sonido a través del fluido en cuestion. Para valores de Ma < 0.2 —0.3
el flujo es subsoénico e incompresible y para Ma > 1 el flujo es supersénico. Cuando un flujo es
incompresible, puede suponerse que su densidad es constante. Sin embargo, existe una alternativa
entre el flujo compresible e incompresible que es el flujo ligeramente compresible. En este caso la
densidad del fluido se aproxima por su valor promedio en un sistema, el cual puede cambiar con la
posicién (al nivel de escala macroscépico) y el tiempo como lo explican Lasseux y col. (2016).

Numero de Reynolds

Este nimero adimensional define la relacidn entre las fuerzas inerciales y las fuerzas viscosas,
esto es:

_pw_pvt v (1.7.2)

v )

uy oopv

Re
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donde v es la viscosidad cinematica y u es la viscosidad dindmica. El nimero de Reynolds ayuda a
caracterizar los regimenes de flujo, desde flujo reptante (Re = 0), incluyendo el flujo laminar, de
transicidn, turbulento y finalmente potencial (Re — o).

Ejercicio 1.7 ;Cual deberia ser la longitud caracteristica, /, que debe usarse para estudiar el
flujo en medios porosos? "

Ndmero de Prandti

Este ndmero relaciona la habilidad de un fluido para disipar la cantidad de movimiento por
fuerzas viscosas, respecto a su habilidad para difundir energia térmica por conduccién y se expresa
como:

pr— Y _ _M/p (1.7.3)

o k/(pcy)
Note que, a diferencia del nimero de Reynolds que depende del sistema a través de ¢ y v, el niimero
de Prandtl sélo depende de las propiedades del fluido.

Ndmero de Schmidt
Es andlogo al niimero de Prandtl, s6lo que en lugar de relacional la habilidad para difundir
energia térmica, el nimero de Schmidt relaciona la disipacion viscosa respecto a la capacidad del
fluido para difundir a una especie quimica A, es decir,
v
= 7
Tanto el nimero de Prandtl como el nimero de Schmidt se usan para estudiar el transporte en capas
limite.

Sc (1.7.4)

Ejercicio 1.8 El nimero de Schmidt puede interpretarse como la razén entre el tiempo caracte-
ristico de la difusion y el tiempo caracteristico de la disipacion viscosa. Muestre que entonces,
el nimero de Schmidt puede expresarse como

5/
v’

Sc = (1.7.5)
siendo ¢4 y £y las longitudes caracteristicas asociadas a la difusion y a la disipacion viscosa,
respectivamente. "

Ndmero de Péclet

Este niimero se deriva de los niimeros de Reynolds y de Schmidt (para transferencia de masa) o
bien como el producto del Reynolds y el nimero de Prandtl (para transferencia de calor) y relaciona
la transferencia por conveccion, respecto al transporte por difusién (o conduccién):

¢

Pec = RePr — VE (1.7.6a)
0

Peys = ReSc = ——. (1.7.6b)
Da

Este nimero aparece en las ecuaciones de transporte de calor y masa y tiene un sentido similar al
nimero de Reynolds.

Ejercicio 1.9 Una forma alternativa de concebir al nimero de Péclet es como la razén entre
el tiempo caracteristico de la difusion 77, = f%j /94 y el tiempo caracteristico de la conveccién
¥ = ¢, /v. Entonces, el nimero de Péclet para transferencia de masa es:

t*g_vfzg
A

a

Pey = 1.7.7)
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Por tanto, la longitud ¢ = 6_2@ /{4. Considere la transferencia de masa por conveccién y difusion
a través de un tubo capilar de radio R y longitud L. En este caso, ;cudl es el valor de ¢? "

Numeros de Biot, Nusselt y Sherwood

Este nimero se utiliza para estudiar la transferencia de calor o masa en la frontera entre un
s6lido y un fluido. En el caso de la transferencia de calor, se define como
) he
Bic = —, (1.7.8a)
ks
donde 4 es el coeficiente interfacial de transferencia de calor y k; es la conductividad térmica del
s6lido. De esta forma, este nimero puede interpretarse como la razén entre las resistencias internas
(¢/ky) respecto a las resistencias externas a la transferencia de calor:

Uk
1/h’

Bic (1.7.8b)
De esta forma, para Bic >> 1 la frontera no ofrece resistencias externas a la transferencia de calor.
Este nimero debe distinguirse del nimero de Nusselt, el cual se define como
ht
Nu=—, (1.7.8¢c)
ky
donde ks es la conductividad térmica del fluido. El nimero de Nusselt se suele calcular como
funcién de los nimeros de Reynolds y Prandtl mediante la correlacién de Ranz-Marshall:

Nu=2+0.6Re'?Pe'?,  0<Re<200; 0< Pr<250. (1.7.8d)

Para transferencia de masa, el nimero de Biot se define como

ky?
Biy = ——, (1.7.8e)
Das
donde ky; es el coeficiente interfacial de transferencia de masa 'y Z, s es el coeficiente de difusion
en el solido. Cuando el coeficiente de difusion es el del fluido, entonces se utiliza el nimero de
Sherwood:

kol

Sh= 1"
Dy

(1.7.8f)

donde Z4 s es el coeficiente de difusion en el fluido. Este niimero se puede calcular también usando
la correlacion de Ranz-Marshall:

Sh=2+0.6Re'2Sc'?, 0 < Re<200; 0<Sc<250. (1.7.82)

Maédulo de Thiele y nUmero de Damkdhler

Este nimero adimensional es exclusivo de la transferencia de masa de especies quimicas y
relaciona la tasa de reaccion respecto a la tasa de difusion. Para una reaccién homogénea de primer
orden r4 = —kjcy4, este nimero adimensional es:

ki 2
P =——, 1.7.9
1= (1.7.9)
donde k{[=] s~! es el coeficiente de reaccién. Para una reaccién de orden cero 4 = —kg, donde
ko[=] mol/m?s, el médulo de Thiele es:
kol*
Pt = "2 (1.7.10)

B Cref@A '
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De estos casos, se puede deducir que el tiempo caracteristico de una reaccién de orden # es:
~1y-1
Ly = (knc:’ef ). (1.7.11)

Entonces, el médulo de Thiele puede interpretarse como la razén entre el tiempo caracteristico
de la difusidn respecto al tiempo caracteristico de la reaccién.

En ingenieria de reactores, se suele usar una definicién mas general que es el nimero de
Damkohler, el cual se define como la razén entre el tiempo caracteristico del transporte entre el
tiempo caracteristico de la reaccion. Por ejemplo, en un reactor tipo tanque agitado, el tiempo
caracteristico del proceso es el tiempo de residencia, #,, por lo tanto, el nimero de Damkdhler ser4:

Da = kyc}, /'t (1.7.12)

Note que el niimero de Damkohler se reduce al médulo de Thiele cuando el transporte se da por
difusion.

Ejercicio 1.10 Muestre que el médulo de Thiele para una reaccion de segundo orden es

kzcref£2

@3 =
D

(1.7.13)

Ejercicio 1.11 Explique como se modificaria el médulo de Thiele para una reaccién de primer
orden en el caso en que la reaccion sea heterogénea. "

Numeros de Bond, capilar y de Weber

Estos nimeros adimensionales son de especial importancia en flujos multifasicos. El nimero
de Bond se define como la relacién entre las fuerzas gravitacionales comparadas a la tensién
superficial:

2
Bo— P8C (1.7.14)

14
donde y[=] N/m es la tension superficial entre los fluidos. De esta forma, cuando Bo > 1, las
fuerzas gravitacionales dominan sobre las fuerzas de tensién superficial.

El nimero de capilar se define como la relacién entre las fuerzas viscosas y las fuerzas de
tension superficial, esto es,

W
.

Ca (1.7.15)

En flujos en medios porosos, este nimero puede llegar a ser del orden de magnitud de 107>, en
cuyo caso el flujo estd dominado por las fuerzas capilares.

Una variante del nimero capilar es el nimero de Weber, el cual relaciona las fuerzas inerciales
respecto a las fuerzas de tension superficial:

2
We — ReCa — pv/. (17.16)

Comentarios finales

En este capitulo se presentd una introduccion al tipo de modelado matematico que se seguird en
el resto del texto. Resulta pertinente destacar algunos de los conceptos revisados en este capitulo:
un modelo es una representacién de una porcion de la realidad. Cuando esta representacién se hace
de manera experimental se habla de modelos fisicos, mientras que en este texto los modelos se
representan de manera matemadtica. Entre las distintas clasificaciones de los modelos mateméticos
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se distinguieron a los modelos probabilisticos (donde una misma entrada no necesariamente da
lugar al mismo resultado) y a los deterministas (donde a una misma entrada siempre le corresponde
la misma salida). Los modelos deterministas se clasificaron, de acuerdo con su origen, en modelos
a priori (aquellos que estan basados en principios fundamentales) y a posteriori (aquellos que
requieren de datos experimentales para ser formulados). No debe olvidarse que esta clasificacién no
es un indicativo que los distintos tipos de modelos no puedan complementarse entre si. De hecho
en la prictica es comun que, por ejemplo, los modelos a priori utilicen informacién que aportan los
modelos a posteriori. Ademas de estas clasificaciones, con base en los niveles de escala espacial se
pueden identificar a los modelos macroscépicos y a los modelos aplicables a la escala microscépica.
En capitulos posteriores se deducirdn modelos deterministas de conservacién de masa, cantidad de
movimiento y energia térmica en ambos niveles de escala.

Se enfatizé que la mayoria de los sistemas de interés en ciencias e ingenieria son de naturaleza
jerarquica, en donde el transporte de alguna propiedad a un cierto nivel de escala esta regido por lo
que ocurre en un nivel de escala inferior. Para llevar a cabo el proceso de promediado (suavizado
espacial) y escalamiento (filtrado sistematico de informacion al ir de un nivel de escala a otro)
en sistemas jerdrquicos es necesario definir a un dominio de promediado representativo (o REV).
Ademads de la separacion de escalas espaciales, se distingui6 entre la escala temporal termodindmica
(1a cual corresponde al tiempo que se requiere para que ya no ocurra ningin tipo de transporte en un
sistema), y la escala de tiempo dindmica (que es el tiempo para que se alcance un estado estacionario,
mas no para que se termine el transporte de alguna propiedad). Por dltimo, se definieron algunos de
los nimeros adimensionales mds importantes en fendmenos de transporte y el papel que juegan.
Algunos de ellos se retomardn en capitulos posteriores de este texto. Antes de comenzar con el
desarrollo de las ecuaciones gobernantes del transporte de diversas propiedades en los niveles de
escala microscépico y macroscépico, es pertinente completar los conceptos presentados en este
capitulo con el herramental matemético necesario para el resto del texto. Esto se presenta en el
siguiente capitulo.
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Intfroduccion

El propésito de este capitulo es proporcionar los elementos matemdticos mas importantes para
el desarrollo del material que se presenta en el resto del texto. Con este fin, se comienza por hacer
un breve repaso de los conceptos de escalares, vectores y tensores en la seccién 2.2. Posteriormente,
se abordan algunas operaciones fundamentales que involucran a los vectores y tensores como
son el producto diddico (seccion 2.3), el producto punto (seccién 2.4) y el uso de operadores de
diferenciacién espacial (operadores gradiente, divergencia y Laplaciano) y temporal (seccién 2.5).
Mas adelante, en la seccién 2.6 se presentan los teoremas de la divergencia, el teorema general del
transporte y el teorema del promediado espacial. Los teoremas de la divergencia y del transporte son
esenciales para la deduccién de las ecuaciones fundamentales de fendmenos de transporte. Mientras
que los teoremas general del transporte y del promediado espacial son de especial importancia para
el desarrollo de modelos de medio efectivo como se muestra en capitulos posteriores.

Escalares, vectores y tensores

Como se reviso en el capitulo anterior, existen muchas maneras de clasificar a las cantidades
fisicas. Por ejemplo, aquellas como la velocidad, presion, densidad, temperatura, geometria, se
conocen como variables de estado ya que con ellas se pueden describir las condiciones en las que
se encuentra un determinado sistema (Gray y Gray, 2017).

En el estudio de diversos sistemas de interés prictico es comuin encontrar variables de estado,
que con conocer su magnitud es suficiente para comprender su significado. Por ejemplo, la masa, la
temperatura, o la longitud son cantidades que con aportar su valor numérico y conocer las unidades
en que se expresan es suficiente para comprenderlas. Estas propiedades se denominan escalares 'y
pueden definirse como sigue.

Definicién 2.2.1 — Escalar. Es una propiedad que s6lo requiere de su magnitud y unidades
para entender su significado.

Aunque el uso de escalares es de lo mas comin, existen otro tipo de propiedades que ademads
de su magnitud requieren conocer su direccién para entender su significado. Por ejemplo, no es
lo mismo decir que se aplicé una fuerza de 100 N a un fluido en la direccién normal que en la
direccion tangencial a sus superficie. De hecho, cuando dicha fuerza se expresa por unidad de 4rea,
en el primer caso se habla de la presion y en el segundo de la fuerza de corte, y ambas tienen un
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significado fisico distinto debido a la direccién en la que se ejercen a pesar de ser ambas una fuerza.
Este tipo de cantidades se denominan vectores y pueden definirse como sigue

Definicion 2.2.2 — Vector. Es una propiedad que requiere del conocimiento tanto de su
magnitud como de su direccion para entender su significado.

Ya que los vectores requieren del conocimiento de la direccion en la que se aplican, es natural
deducir que es necesario identificar el sistema coordenado al que estdn referidos. Por ejemplo,
la velocidad de un automdvil en movimiento no se percibe de la misma forma si se encuentra el
observador parado en la calle (sistema coordenado fijo) que si se encuentra en otro vehiculo en
movimiento (sistema coordenado movil). Més adelante se discutird mds al respecto de los cambios
que percibe un observador en funcién de su sistema de referencia. Por el momento es suficiente
mencionar que la eleccién del tipo de sistema coordenado a utilizar para describir cantidades
vectoriales es arbitrario y, siempre que sea posible, debe establecerse en la forma mas conveniente
relativa al sistema bajo estudio.

En un sistema coordenado tridimensional, un vector como el de la velocidad (v) tiene tres
componentes (0 proyecciones sobre cada uno de los ejes de un sistema coordenado) y puede
expresarse de la siguiente manera

i=3
V=viel+ ey +vies = ) vie; = viei. (2.2.1)
i1

En esta ecuacidn, e; (i = 1,2, 3) representan los vectores unitarios del sistema coordenado, mientras
que v; denotan las tres componentes del vector v. En la tltima igualdad se muestra la convencion
de la sumatoria de Einstein (1916), la cual aprovecha el hecho de que la suma siempre se da del
uno al tres por lo que puede prescindirse del simbolo de sumatoria para simplificar la notacién. De
hecho, a este tipo de representacion se conoce como notacion indicial.

De acuerdo con la ecuacién (2.2.1) la direccién de un vector estd definida por los valores de sus
componentes en combinacidn con los vectores unitarios. Por ejemplo, si vi = v, = 0, la direccién
del vector serd paralela al eje 3. Las componentes de un vector no solo determinan su direccién,
sino también su magnitud de acuerdo con la siguiente férmula,

[v]| = /v +v3+vi = vivi. (2.2.2)

Mas atn, al dividir un vector entre su magnitud (siempre que esta sea distinta de cero) se obtiene
como resultado un vector unitario en la direccién del vector
v

ey = —. (2.2.3)
vl

Ademais de los escalares y vectores, existen propiedades que requieren de conocer mds de
tres cantidades para comprender su significado, tal es el caso de los tensores. Por ejemplo, un
tensor de segundo orden tiene nueve componentes, mientras que un tensor de tercer orden tiene
27 componentes. De aqui puede deducirse que el nimero de componentes de un tensor estd dado
por 3", siendo n el orden del tensor. De esta forma, un escalar puede concebirse como un tensor de
orden cero (y tiene 3° = 1 componente), un vector puede verse como un tensor de orden uno (con
3! = 3 componentes) y asf sucesivamente. Usando notacién indicial, un tensor de segundo orden se
define en términos de sus componentes A;; y los vectores unitarios como sigue

A= Aijeiej. (224)

Note que las componentes A;; de un tensor de segundo orden pueden representarse como una matriz
de 3 x 3. A pesar de que en este texto se ocupan mayoritariamente escalares, vectores y tensores de
segundo orden, en la préctica no es raro encontrar tensores de tercer orden o incluso de érdenes
superiores.



2.3

2.3 Producto diddico y transpuestas de tensores 29

Producto diadico y transpuestas de tensores

Son muchas las operaciones que se pueden hacer con escalares, vectores y tensores que inclu-
yen tanto simples manipulaciones algebraicas como operaciones de diferenciacién e integracion.
Algunas de estas operaciones se describen en este texto pero para un conocimiento mds profundo
del tema se le recomienda al lector textos como los de Aris (1989) y Simmonds (1994). La primera
operacién que se discute aqui es el producto diddico entre dos vectores. Esta operacién da como
resultado un tensor de segundo orden como se muestra a continuacién:

ab=a®b= (a,-ei)(bjej) = aibjeiej = A,-je,-ej =A. 2.3.1)

De manera similar, el producto diddico entre un vector y un tensor de segundo orden da lugar a un
tensor de tercer orden de acuerdo con la siguiente expresion

aB = (aie,-)(Bjkejek) = al-Bjke,'ejek = Cijkeiejek = C, (2.3.2)

y un resultado equivalente se obtiene al hacer el producto diddico entre tres vectores.

Cabe mencionar que existen algunas operaciones que sélo pueden aplicarse a tensores de
segundo orden en adelante. Por ejemplo, un vector no tiene inversa pero un tensor de segundo
orden si. Ademads, la transpuesta de un tensor de segundo orden consiste en intercambiar las filas
por columnas de la matriz que definen sus componentes. Lo anterior puede expresarse en notacién
indicial como sigue

AT =Ajee; =A;jeje; (2.3.3)
Cuando un tensor es igual a su transpuesta, esto es,

A=AT, (2.3.4)
se dice que es un tensor simétrico. Mientras que cuando se cumple la siguiente relacion:

AT = A, (2.3.5)

se dice que el tensor es antisimétrico. Cualquier tensor de segundo orden puede ser sujeto a la
siguiente descomposicion fundamental en sus partes simétrica y antisimétrica

1 1
A= S(A+AT)+5(A-AT). (2.3.6)
tensor tensor
simétrico antisimétrico

Los tensores de tercer orden también pueden transponerse de las siguientes tres formas

BT1 = Bj,-keiejek = B,jkeje,-ek, (2.3.78.)
BT2 = Bikjeiejek = B,-jkeiekej, (2.3.7b)
BT3 = Bkjieiejek = Bijkekejei, (2.3.70)

donde los superindices T'1, T2 y T3 se usaron para distinguir el intercambio de los primeros dos
indices, los dltimos dos indices y el primer y tercer indice, respectivamente. Como es de esperarse,
en cuanto mayor sea el orden del tensor también lo serd la cantidad de posibilidades de transposicién
(ver ejercicio 2.2).

Un tipo especial de vector es el operador diferencial nabla, el cual se distingue porque sus
componentes son las derivadas respecto a la posicion en cada direccion y estd definido como sigue

d

V:el‘g.
1

(2.3.8)

Cuando este operador diferencial se aplica en producto diddico, se define al operador gradiente
como:
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Definicién 2.3.1 — Operador gradiente. Sea ¢ una funcién escalar, vectorial o tensorial
continua en el espacio, entonces el gradiente de ¢ se define como
¢

Vo =e—. 23.
P=eig (23.9)

Note que si ¢ = a (un escalar), el resultado es el siguiente vector

d
Va—e 2L (2.3.10a)
8xl-
Ahora bien, cuando ¢ = a (un vector), el operador gradiente da como resultado el siguiente
tensor de segundo orden

Va="Tee;. (2.3.10b)

Por dltimo, el gradiente de un tensor de segundo orden (¢ = A) da como resultado un tensor de
tercer orden como se muestra a continuacion

0A;
VA = (e,-;x> (Ajejer) = = eiejey. (2.3.10c)

8xl-
Por supuesto, el operador gradiente puede aplicarse a tensores de orden superior, siempre y
cuando sus componentes sean funciones continuas de la posicion.

Considere por ejemplo a la temperatura de un material, T, la cual es un escalar, segtin la definicién
anterior, el gradiente de la temperatura se define como

_ T
N lax,-'

Para comprender el significado fisico de esta cantidad, es conveniente recordar que los valores de
las componentes de un vector definen su direccidn y que la derivada espacial representa la razén de
cambio de una propiedad respecto a la posicién. Entonces, se puede concluir que el gradiente de
temperatura indica la direccién espacial en donde tienen lugar los cambios mds importantes de la
temperatura de un material.

Mais atin, el vector de posicion relativo a un sistema coordenado arbitrario se define como

VT (2.3.11)

r = Xx;€;; (2.3.12)

entonces el gradiente de este vector define al tensor identidad, I, de la siguiente forma

d ox;
Vr = <eiax,‘> (xjej) = ijeiej = 5ijeiej =1. (2.3.13)

Para obtener este resultado se utilizé a la delta de Kronecker, 1a cual se define como

Definicién 2.3.2 — Delta de Kronecker.

1,sii=j
S = i 2.3.14

Y 0,sii# j ( )
Esta definicion es pertinente ya que x; es independiente de x; cuando i # j y por ello dx;j/dx; =0
en este caso, mientras que cuando i = j, se cumple que dx;/dx; = 1. De esta forma, la delta de
Kronecker hace que los indices i se conviertan en indices j y viceversa. Tomando en cuenta esto
ultimo, el tensor identidad puede escribirse como sigue

1 00
| = €€, =¢€;€; = 01 0]. (2315)
0 01
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Ejercicio 2.1 — Presion. La presién se entiende como la fuerza que se ejerce sobre una
superficie. Ya que la fuerza es un vector, ;es la presién un escalar o un vector? argumente y
justifique suficientemente su respuesta. "

Ejercicio 2.2 — Transpuestas de un tensor de cuarto orden. Un tensor de cuarto orden,
como el tensor de elasticidad involucrado en la ley de Hooke que rige la mecénica de sélidos,
estd definido como

A :A,-jkle,-ejekel. (2.3.16)

Determine cada una de las transpuestas que pueden aplicarse a este tensor.

Ejercicio 2.3 — Tensores de vorticidad y deformacion. Aplique la descomposicién funda-
mental al gradiente de velocidad para recuperar la siguiente expresién

Vv=D+W. (2.3.17)

En donde los tensores de deformacion (D) y de vorticidad (W) se definen como

_ 1 T

D= . [Vv+(Vv)'], (2.3.18a)
_ 1 _ T

W=3 [Vv—(Vv)']. (2.3.18b)

Discuta acerca del significado fisico de estos tensores y su relacion con el flujo de fluidos. =

Ejercicio 2.4 Demuestre las siguientes identidades

V(ab) = bVa+aVb, (2.3.19a)
V(ab) = (Va)b+ (aVb)"!. (2.3.19b)

En las ecuaciones anteriores a y b son funciones escalares, mientras que a y b son funciones
vectoriales.

2.4 Producto punto o interno

Entre las operaciones fundamentales entre vectores y tensores mas relevantes se encuentra el
producto punto o interno y puede llevarse a cabo entre vectores y tensores. El producto punto entre
dos vectores se define como sigue

a-b=|lal/||bl[cos Oy, 0< Oy <, (2.4.1)

donde By, es el dngulo entre los vectores a y b, mientras que ||al| y ||b|| denotan las magnitudes de
los vectores a y b. Ya que cos 05, = cos0 = 1, el producto interno de un vector consigo mismo da
como resultado la magnitud de dicho vector al cuadrado. Esto es:

a-a=|al’ (2.4.2)

De acuerdo con la definicién dada en la ecuacién (2.4.1) y haciendo uso de la notacién indicial
se deduce que

a-b= (a,-e,-) . (bjEj) = a,-bj(e,- . ej) = a,-bj Cos Geiej- (243)
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En la dltima igualdad se tomé en cuenta el hecho de que la magnitud de los vectores unitarios es
uno. Ya que los vectores unitarios son ortogonales, se deduce que si i # j, entonces oS f.e; = 0,
mientras que si i = j, se cumple que cos 6ee; = 1. Estas observaciones motivan a usar de nuevo a la
delta de Kronecker (ver ecuacién 2.3.14) para deducir que

a-b= a,-bj&-j = a,-b,-. (244)

Este resultado da una nueva propiedad a la convencién de la sumatoria pues ahora dos indices
repetidos no solo implican que hay una sumatoria de tres términos, sino que ademds hay un producto
punto. Mds ain, comparando los resultados dados en las ecuaciones (2.4.3) y (2.4.4) se deduce el
siguiente resultado para el producto punto entre vectores unitarios

€€ = 5,‘]'. (2.4.5)

Por supuesto, las aplicacién del producto interno no estd limitada a vectores. El producto punto
de un tensor de segundo orden con un vector puede desarrollarse como se muestra a continuacién

A b= (A,-jeiej) . (bkek) = A,'jbkei ej ‘€ = Aijbjei. (2.4.6)
——
Ok
Note que el resultado es un vector y que para llegar a esta conclusion se utilizé la identidad dada en
la ecuacidn (2.4.5) y que se llevé a cabo el producto punto entre los vectores unitarios mds cercanos,
lo cual se conoce como una convencion de anidamiento.

Mais atin, el producto interno entre dos tensores de segundo orden puede llevarse a cabo como
se muestra a continuacion

A-B= (Aijeiej) . (Bkleke,) = AijBklei (ej . ek) € = Aiij,eiel; (2.4.7)
——
Ojk

y el resultado es claramente otro tensor de segundo orden. Esto sugiere que si se lleva a cabo una
segunda operacién de producto interno el resultado final puede reducirse a un escalar. Esto es:

A:B= (Aijeiej) . (Bklekel) :A,'J'Bkl(ei -el)(ej -ek) :A,‘ij,'. (2.4.8)

Este resultado es de utilidad para definir la magnitud de un tensor de segundo orden como sigue
1 1
||A|| = EVAZA: 5\/AijAji' (249)

Cuando el producto punto se hace entre el operador nabla y un vector o un tensor, se define al
operador de divergencia como se explica a continuacién.

Definicion 2.4.1 — Operador divergencia. Sea ¢ una funcién vectorial o tensorial continua
en el espacio, el operador divergencia se define, cuando @ = a (un vector) como

da; da;

d
V.a= (eigx)-(ajej)—a)qe,’-ej—am. (2.4.10)
5,'.,'

Mientras que para un tensor de segundo orden (esto es ¢ = A), el resultado es

0 JA i dAix
V.A— <eiax[_> (Aeje) = 52 eeje = 5 hey (2.4.11)
8

Al igual que para el operador gradiente, la divergencia puede aplicarse tensores de orden superior,
siempre y cuando sean funciones continuas.
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/T/
a) b)

Figura 2.1: a) Esquema del flujo de un fluido a través de una regién de integracion de forma ciibica.
b) Ubicacion del sistema coordenado en el cubo, incluyendo ejemplos de las direcciones de tres
vectores unitarios.

Para comprender el significado fisico de este operador, considere el esquema mostrado en la
figura 2.1 en donde se muestra el flujo de un fluido a través de una region de integracién que se
eligi, por simplicidad, que tenga forma cubica. El flujo volumétrico (que es un escalar) se define
como el producto de la proyeccion normal de la velocidad por el drea correspondiente a cada cara
del cubo. Esto es,

0= /n-vdA: /nividA- (2.4.12)

Al Al

En la ecuacién anterior n = n;e; representa al vector unitario normal a cada superficie del cubo.
Como se muestra en la figura 2.1b), los vectores normales siempre van dirigidos desde la superficie
hacia afuera del cubo y adquieren signos positivos cuando las direcciones coinciden con las del
sistema coordenado y negativos en caso contrario. Tomando en cuenta estas observaciones, se
deduce lo siguiente

[ mevda= (leac = 0L) Avaz (3]0, = 03], ) AvAZ+ ({02)]ac — (02)1,) Ay,

Aol
(2.4.13)
En la ecuacion anterior se usaron los siguientes operadores de promediado
| y+Ay z+Az
(vy) = A / vy dzdy, (2.4.14a)
y z
x+Axz+Az
<Vy> = FAZ / Vy dZdX, (2414b)
X Z
y+AY x+Ax
(v,) = Air / v, dxdy. (2.4.14¢)
y X

Dividiendo ambos lados de la ecuacién (2.4.13) entre el volumen del cubo AV = AxAyAz y tomando
el limite cuando este volumen tiende a cero se obtiene, al tomar en cuenta la definicion de derivada,
la siguiente expresion
1 dv, dv, dv, v
lim — [nvdA=——+ 4+ "==—=V-vw. 2.4.15
AV S0 AV / v ox + dy + dz  dx; v ( )
Aet

Esta expresién muestra que la divergencia de la velocidad representa el flujo neto de un fluido
por unidad de volumen en cada punto. Entonces, cuando V - v > 0, el flujo se expande y se dice
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que es divergente. En el caso contrario, cuando V - v < 0, el flujo es convergente pues se estd
comprimiendo el fluido. Por tltimo, si V - v = 0 el flujo es incompresible (o subsénico, ver seccién
1.7.1) y el vector de velocidad se dice que es solenoidal.

Para concluir esta seccion se presenta un operador diferencial de especial importancia y que se

utilizard en este texto, el cual es el operador Laplaciano. Este operador diferencial resulta de tomar
la divergencia del gradiente de una funcién y se define como sigue

Definicién 2.4.2 — Operador laplaciano. Sea ¢ una funcién (escalar, vectorial o tensorial)
continua en el espacio, el operador laplaciano se define como

V- (Vo) = V3. (2.4.16)
Mas atn, se dice que una funcidn es potencial cuando satisface la siguiente ecuacidn diferencial
VZip =0, (2.4.17a)

la cual se conoce como ecuacion de Laplace. Note que esta ecuacion es una forma particular de
la siguiente ecuacion diferencial no homogénea

Vip = f(r), (2.4.17b)

la cual se conoce como ecuacion de Poisson. En esta ultima ecuacién f(r) es una funcién
continua de la posicién.

Ejercicio 2.5 Demuestre las siguientes identidades usando notacién indicial

a-b=b-a, (2.4.18a)
a-e =a, (2.4.18b)
A-b=b-AT, (2.4.18¢)
A-B=(B"-AT)". (2.4.18d)

Ejercicio 2.6 Utilice la definici6n del tensor identidad (I = J;;e;e;) para demostrar las siguientes
identidades

a-l=a, (2.4.19a)
A l=A. (2.4.19b)

Ejercicio 2.7 Utilice notacién indicial para determinar si la siguiente igualdad es vélida o no

A:B=B:A.

Ejercicio 2.8 Demuestre las siguientes identidades

V-(pa)=9¢(V-a)+a-Vo, (2.4.20a)
a=V.(ar)—(V-a)r. (2.4.20b)

En la ecuacién (2.4.20a) @ es una funcién escalar y a es una funcién vectorial. Esta misma
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funcién aparece en la ecuacién (2.4.20b), donde ademds r es el vector de posicion definido en la
ecuacion (2.3.12) -

Derivadas temporales

En las secciones anteriores se definieron algunas operaciones fundamentales con vectores y
tensores. Ademas, se definieron los operadores diferenciales gradiente, divergencia y laplaciano,
los cuales sirven para derivar espacialmente funciones continuas. En esta seccidn se presentan las
diferentes formas de derivar funciones respecto al tiempo. Aunque a primera vista esta operacién
pareciera trivial, en realidad la forma de derivar respecto al tiempo una funcién depende del
observador. Esto tltimo no es de sorprender, pues los cambios temporales de una propiedad no se
aprecian de igual forma si el observador est4 fijo, o si se mueve con una velocidad arbitraria. Es
en este sentido que se definen las siguientes tres derivadas temporales (Bird y col., 2006; Slattery,
1999; Gray y Gray, 2017):

Definicién 2.5.1 — Derivadas temporales. Considere una funcién (escalar, vectorial o ten-
sorial) ¢, la cual es continua en el espacio y en el tiempo. Dependiendo del movimiento del
observador, se pueden definir las siguientes derivadas temporales:
1. Derivada parcial: Describe los cambios de una funcién que registra un observador fijo
en el espacio. Esta derivada de hecho estd presente en los otros dos tipos de derivadas. En
forma matematica se representa como

d d

@) _ 99 2.5.1)

dr|. ot

2. Derivada total: Describe los cambios temporales de una propiedad que mide un obser-
vador que se mueve a una velocidad arbitraria w. En forma matematica se expresa esta
derivada como sigue

dp d¢

o= TV, (2.5.2)

Como puede notarse, el primer término corresponde a los cambios de la propiedad
medidos por un observador fijo, por lo que el segundo término puede interpretarse como
una compensacion que considera el movimiento arbitrario del observador.

3. Derivada material: Este tipo de derivada aplica a casos en los que la propiedad que
se desea estudiar estd en un fluido en movimiento. Esta derivada describe los cambios
temporales de una funcién medidos por un observador que se mueve a la velocidad del
fluido v. La forma matematica de esta derivada se deduce a partir de la derivada total al
tomar w = vV y se expresa como

de| _ D¢ _d¢

= = -Vo. 253
dt|,_, Dt ot TVVe (233)

v

Como puede notarse, cuando ¢ se encuentra en estado estacionario (es decir, cuando es
independiente del tiempo), s6lo la derivada parcial se reduce a cero. Mds atn, estas derivadas se
aplicaron a una funcién definida a la escala microscépica. En la siguiente seccidn se aplican a
integrales de funciones definidas en tres tipos de regiones de integracion.

Teoremas integrales
Teorema de la divergencia

Teorema 2.6.1 — Teorema de la divergencia. Sea ¢ una funcién vectorial o tensorial conti-
nua, derivable y que su derivada sea también continua en el espacio, la integral volumétrica de su
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divergencia satisface la siguiente identidad

ZV-q)dV:’!n-tpdA. (2.6.1)

En la ecuacidn anterior, <7 representa a la superficie de 7.

Como puede notarse, este teorema solo puede aplicarse para vectores y tensores pues es para
estas cantidades que puede usarse el operador de divergencia (ver definicion 2.4.1). Sin embargo, a
partir de la ecuacion (2.6.1) puede desarrollarse una forma alternativa que es aplicable al operador
gradiente (ver ejercicio 2.9)

El teorema de la divergencia puede usarse ademdas para deducir la formula de Green, la cual
es de especial importancia en la solucién de problemas de valor a la frontera como se muestra en
capitulos posteriores de este texto. Para ello, considere primeramente a la ecuacién (2.6.1) para
el caso en el que @ = ¢V, en donde ¢ y ¢ son funciones escalares continuas del espacio, el
resultado es

/(¢V2(p+V(])-V(p) dV:/n-q)V(p dA. (2.6.2)
v o

Si ahora se toma @ = @V ¢, se obtiene una expresion equivalente

/((pV2¢ +V@-V§) dV = /n- OV dA. (2.6.3)
v o

De esta forma, al restar la ecuacion anterior a la ecuacion (2.6.2), tomando en cuenta que V@ -V =
Vo -V@, se obtiene

Definicion 2.6.1 — Férmula de Green entre escalares. Sean ¢ y ¢ funciones escalares
espacialmente continuas, entonces se cumple que

/(¢V2(p—(pV2¢) = /n-(¢V<p—<pV¢) dA. (2.6.4)
4 4
Cabe insistir que esta version de la férmula de Green sélo es aplicable a funciones escalares. En el
ejercicio 2.10 se deducen versiones alternativas aplicables a funciones vectoriales y tensoriales.

Ejercicio 2.9 Considere el teorema de la divergencia en la forma dada en la ecuacién (2.6.1) y
suponga que @ = c@, en donde ¢ es un vector constante no nulo y ¢ es una funcién tensorial
continua de exactamente un orden inferior que . Utilice este cambio de variables y lleve a cabo
las operaciones correspondientes para deducir la siguiente expresion

y/ Vo dv = EZ né dA. (2.6.5)

Ejercicio 2.10 — Versiones alternativas de la formula de Green. Considere a las funciones
vectoriales, a y b, y tensoriales A y B, las cuales son espacialmente continuas. Demuestre las
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siguientes identidades, las cuales son versiones alternativas de la férmula de Green

/[a-(V-(Vb+VbT))—b-(V-(Va—i—VaT))] dv

[

R—

n-[a-(Vb+Vb")—b-(Va+Va')] dA, (2.6.62)

a-(V-(VB+VB™))—(V:(Va+Va'))-B| av

N
Q\ =

n. [a- (VB+VB™')— (Va+Va”)) -B] dA, (2.6.6b)

1

AT (v. (VB+VBT1)) - (v. (VA+VA'“)>T.B} v

N

[AT ( -(VB+VBT1>) - (n- (VA+VAT1>)T-B] dA. (2.6.6¢)

a-(da”-VB—Vb+cV- (VB+VB™)) — (~da’-Va—Va+cV- (Va+Va))-B| av

N

Se—0 v—N%\

[(V-a)b—d(V-a")(a-B)— (V-B)a] aV

[a~( (—tb+c(VB+VB'™"))) —n: (~da’a—la+c(Va+Va')))-B| da,

Il
5%\\

(2.6.6d)
T

[A 7va VB — Vb+cV2B> ( P VA—Va+cV2A> B

Ho

:J [AT —tb+c(VB+VB'!))) - <n.<—Z“vaA_|a+c(VA+VA“)>)T.B] dA.

dv

%\

(04
(2.6.6¢e)
(da”-Va—Va+cV-(Va+Va'))-B-a-(~da’-VB—Vb+cV- (VB+VB''))| av

[
a)b+d(V-a")(a-B)—(V-B)d] aV
+/ + a")

/ -(da"a—la+c(Va+Va )))-B—a~(n-(—lb+c(VB+VBT1)>>} dA,
Ay,

(2.6.6f)
a-(da-Vb—Vb+cV-(Vb+Vb"))—b-(—da-Va—Va+cV-(Va+Va'))| av

\

/b da-b)V-a—aV-b] dV
Ya

/ (dab—1b-+¢ (Vb+VbT))) —b- (n- (~la+c(Va+VaT)))] dA.

(2.6.62)
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Teorema general del transporte

En la seccién 2.5 se definieron tres posibilidades en las que un observador puede cuantificar
los cambios temporales de una funcién. Estas posibilidades corresponden a que el observador
pueda quedarse fijo, pueda moverse a una velocidad arbitraria w o bien a que se mueva a la misma
velocidad v del fluido. En una forma similar pueden definirse tres tipos de regiones' de integracién
espacial:

Definicion 2.6.2 — Regiones de integracion.

1. Region fija #}: Su forma y tamafio no cambian con la posicién ni con el tiempo. Permite
el transporte a través de sus fronteras (27f).

2. Region arbitraria #4: Su forma y tamafio pueden cambiar con la posicién y el tiempo
sin restriccion alguna. Al igual que para la regién fija permite que haya transporte a través
de sus fronteras cuya velocidad de desplazamiento es w.

3. Regién material 7};: Su forma y tamafio pueden cambiar con la posicion y el tiempo
pero ¥}y debe contener siempre la misma cantidad de materia. Por tanto, no permiten el
transporte a través de sus fronteras, las cuales se desplazan a la velocidad del fluido, v.

Tanto el teorema de la divergencia, como la férmula de Green pueden aplicarse a estas tres
regiones de integracion. Mas ain, cuando se requiere tomar la derivada temporal de una integral
definida en alguna de las tres regiones definidas arriba resultan diferentes identidades. Como es
16gico suponer, a una region fija le corresponde una derivada parcial, mientras que a una regién
arbitraria le corresponde una derivada total y a una regién material le corresponde una derivada
material. Para una funcién ¢ (escalar, vectorial o tensorial) que es continua en el espacio y en el
tiempo y que estd siendo integrada en una region fija (77), el resultado de tomar su derivada parcial
respecto al tiempo es directo y estd dado por la siguiente identidad

d [ do
= / Qdv = / 5 v (2.6.7)
Vs 14

Como puede observarse, ya que los limites de integracion son independientes del tiempo, en este
caso las operaciones de diferenciacion temporal e integracion especial pueden intercambiarse con
libertad. Sin embargo, cuando se deriva temporalmente a una integral en una region arbitraria (%3 ),
no puede hacerse un intercambio directo de operaciones. En este caso, aplica el siguiente teorema

Teorema 2.6.2 — Teorema general del transporte.
d d
—/(p av = /a—(f dV—l—/n- (We) dA. 2.6.8)

El término del lado izquierdo representa la razén de cambio en el tiempo de la integral de la
funcién ¢, mientras que el primer término en el lado derecho es la integral volumétrica de la
acumulacién de @. El segundo término en el lado derecho representa una contribucién debida al
desplazamiento de la superficie .7j.

Como puede observarse, lo que se consigue con este teorema es intercambiar las operaciones
de diferenciacion temporal e integracion espacial en una regidn arbitraria. Sin embargo, ya que las
fronteras de la regién son, en general, mdviles, es necesario contar con una contribucién adicional
que considere esta situacion. Este es el papel que juega el dltimo término en el lado derecho de la
ecuacion (2.6.8).

Ya que una region arbitraria puede reducirse a una region material (#}) (al no permitir transporte
por sus fronteras y haciendo que se desplacen a la velocidad del fluido v), entonces a partir del
teorema general del transporte puede deducirse el siguiente teorema:

'En este contexto se usan los términos regién o dominio para denotar porciones tridimensionales del espacio donde
se lleva a cabo una operacion de integracion.
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Teorema 2.6.3 — Teorema del transporte de Reynolds.

D/<pdvz/%‘fdv+/n-(v<p) dA. (2.6.9)

Estos teoremas son de especial importancia en la deduccién de las ecuaciones gobernantes del
transporte de cantidad de movimiento, calor y masa como se muestra en capitulos posteriores.

» Ejemplo 2.1 — Crecimiento celular. En su estudio del crecimiento celular (fase-o) en biopeli-
culas, Wood y Whitaker (1999) partieron de la ecuacion de conservacién de masa total en la fase
celular al nivel de escala microscopico (esta ecuacion se deduce en la secciéon 3.4.1)

dps
or
En donde ps y vi representan la densidad y velocidad de las células al nivel de escala microscépico.
En esta ecuacidn, el primer término representa la acumulacién de masa y el segundo término el
transporte de masa en cada punto de las células. El propdsito de este ejemplo es deducir la versién
macroscopica de esta ecuacién usando los teoremas general del transporte y de la divergencia y
explicar el significado fisico de cada término de la ecuacion resultante. Suponga que las células
estdn embebidas en un medio de cultivo (fase-f3), por lo que el sistema consiste de dos fases como
se ilustra en la figura 2.2.
Solucién. Para resolver el problema puede suponerse que el sistema permite definir una region
de promediado representativa (o REV, ver seccidn 1.6.1 asi como el esquema mostrado en la figura
2.2). Esto permite definir el siguiente operador de promediado de una propiedad vy,

+V-(psVs) = 0. (2.6.10)

1
Vo) = [ Vo av, 26.11)

donde V es el volumen de la regién de promediado y se supone constante. Sin embargo, ¥ es una
region arbitraria pues el espacio ocupado por las células puede cambiar con la posicién y el tiempo.
Aplicando este operador a la ecuacion (2.6.10), resulta que

dps

v)] ot
Vs

dV+V/V (poVs) dV =0. (2.6.12)

Usando el teorema de la dlvergen(:la (ecuacion 2.6.1) en el dltimo término, la ecuacién anterior se
expresa como

dps
o[ dV+V / ne - (Pevo) dV = 0. (2.6.13)

Vs A

fase-o

Figura 2.2: Esquema de una regién de promediado aplicada a un sistema compuesto por células
(fase-o) y medio de cultivo (fase-f3)
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Abhora bien, usando el teorema general del transporte (ecuacién 2.6.8) en el primer término, se
deduce la siguiente expresion

1d 1
Ve A

Ya que V es constante, puede insertarse en la derivada total del primer término, por lo que al usar la

definicién dada en la ecuacion (2.6.11), el resultado anterior puede escribirse como

p: ¥ / W) po] dV = 0. (2.6.15)

Dirigiendo la atencién al segundo término, se tiene que la superficie <7 puede descomponerse en
las superficies de entrada y salida de la region de promediado en contacto con las células (<5, )
y las superficies de las células en contacto con el medio de cultivo (/5). Tomando en cuenta lo
anterior, la ecuacién (2.6.15) puede escribirse como sigue

d(ps) | 1 1 =
i v / Noe - [(Vo — W) po] dV + v%/ nop - [(Vo = W) ps] dV = 0. (2.6.16)
a

En donde ng, es el vector unitario dirigido de las células hacia las superficies de entrada y salida de
la region de integracion, mientras que ngg es el vector unitario dirigido desde las células hacia el
medio de cultivo. Como es de esperarse, ambos vectores cambian de signo al invertir su direccidn.
Tomando esto en cuenta, la ecuacién anterior puede expresarse como sigue

(%0'6 %O’

Note que en el primer término del lado derecho se consideré que las superficies de entrada y salida
de la region de integracion estdn fijas. La ecuacién anterior es el modelo buscado y corresponde a
la ecuacién (27) del trabajo de Wood y Whitaker (1999). El término en el lado izquierdo representa
la razén de cambio en el tiempo de la masa celular contenida en la regién de integracién. El primer
término en el lado derecho representa la tasa a la cual entra (cuando n.s - v > 0) o sale (cuando
N - Vo < 0) masa celular de la regién de promediado. Por dltimo, el segundo término en el lado
derecho de la ecuacién anterior representa la tasa a la cual la masa ingresa a por las paredes celulares
dentro de la region de promediado. De hecho, este dltimo término puede tomar en cuenta el proceso
de division celular (o mitosis) dentro de la regién de promediado. Estos mecanismos de entrada
y salida por las fronteras de la regién de promediado, asi como la division celular se ilustran en
la dindmica celular mostrada en la figura 2.3. Note que la forma de las fronteras de la regién no
cambié durante el tiempo pero si la cantidad de células.

Ejercicio 2.11 Muestre que el teorema del transporte de Reynolds puede expresarse como:

D DA

— [ A4V = — +AV. : .6.

Dt/ dv /<Dt +A v> dv. (2.6.18)
Y Vi

Ejercicio 2.12 Utilice el resultado del problema anterior para demostrar que si A = 1, el teorema
del transporte de Reynolds indica que

dVM / V.vdy, (2.6.19)
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a)r==n b)t=t>1 Ot=1B>0hH

Figura 2.3: Esquema de la dindmica celular en una regién de promediado a tres instantes de tiempo
considerando la posibilidad de la ocurrencia de la division celular.

donde V)y = [ dV es el volumen del dominio material. Como puede notarse, si V-v =0, el

u
resultado es que V), es constante y esto es consistente con la caracteristica de flujo incompresible.
Discuta lo que ocurre con Vj; si V-v > 0 o bien cuando V - v < 0. "

Teorema del promediado espacial

En los pérrafos anteriores se revisaron maneras de intercambiar operaciones de diferenciacién
temporal e integracion espacial en tres tipos de regiones de integracién. Sin embargo, a menudo
es necesario también intercambiar las operaciones de diferenciacion e integracion espacial; para
ello, es necesario contar con un teorema adicional que es el teorema del promediado espacial. Este
teorema fue deducido de manera independiente por Marle (1967); Anderson y Jackson (1967);
Slattery (1967); Whitaker (1967) y desde entonces han habido otras deducciones (ver, por ejemplo,
Howes y Whitaker, 1985; Wood, 2013; Gray y Miller, 2013). El teorema del promediado espacial
es de importancia fundamental en la deduccién de modelos promedio por diversas técnicas de
escalamiento (ver, por ejemplo Battiato y col., 2019) y se utilizard en el capitulo 6.

Para comprender este teorema, considere una regién de promediado, la cual puede en principio
ser una region arbitraria; sin embargo, por simplicidad se considera aqui como una regién fija. Esta
region se aplica a un sistema que tiene n-fases. Dicha regién de promediado tiene una longitud
caracteristica, rg, que es mucho mayor que la maxima longitud caracteristica de las fases () y
a la vez es mucho menor que la minima longitud caracteristica de todo el sistema, L y puede
considerarse como una region representativa. Esto es

(<L ry< L. (2.6.20)

De todas las fases involucradas, por el momento el interés se centra en el transporte dentro de una
de ellas (la fase-7y). De esta forma, la region de promediado ¥ puede descomponerse en
i=n—1
V="+ Y Y (2.6.21)
i=1

Note que aunque 7 es una region fija, las subregiones #; que la componen pueden ser arbitrarias, si
fuera necesario. Por el momento considere una funcién (vectorial o tensorial) continua en la fase-7,
@,. El resultado de integrar la divergencia de esta funcion es, de acuerdo con la ecuacién (2.6.1), el
siguiente

/ V@, dv = / n,- @, dA. (2.6.22)

En la ecuacién anterior, ny es un vector unitario que va dirigido hacia afuera de la superficie .27,
Al igual que como se hizo en el ejemplo 2.1, esta superficie puede dividirse en las superficies de
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entrada y salida de la regién de promediado (%%.) y en las superficies en contacto con las otras
fases («7y;). Tomando en cuenta esto tltimo, la ecuacién (2.6.22) puede escribirse como

[v-o,av=[m. goydAJrZ / ny- @, dA. (26.23)
5 S

Como lo demuestran geométricamente Howes y Whitaker (1985), la integral de entradas y salidas
puede expresarse como

/ Ny @,dA=V- / @, av. (2.6.24)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.6.23) y dividiendo ambos lados de la ecuacion entre

V = [ dV se obtiene la siguiente expresion
V4

Teorema 2.6.4 — Teorema del promediado espacial para una divergencia.

V-0, )y=VA@,)y+ Z / ny - @, dA. (2.6.25)
=l

En esta forma del teorema del promediado espacial se utiliz6 la siguiente definicién

Definicién 2.6.3 — Promedio supeirficial o de fase.

(@y)y= v /(p}, dv. (2.6.26)
7
Este operador es el preferido para promediar al vector de velocidad de un fluido. Sin embargo,

cuando se desea promediar a la presidn, la temperatura o a la concentracién de un soluto, se prefiere
usar el siguiente operador de promediado

Definicion 2.6.4 — Promedio intrinseco.

(9,)" = v, / @, dv. (2.6.27)

Note que las integrales de ambas definiciones son las mismas, por lo que el promedio superficial
puede expresarse en funcién del promedio intrinseco mediante la relacion de Dupuit-Forchheimer
(Nield y Bejan, 2017)

(@,)y=¢&/(0,)". (2.6.28)

En esta ecuacion & = Vy/V es la fraccién volumétrica de la fase-y en la region de promediado, la
cual, en general, puede ser funcion de la posicion. Sustituyendo la ecuacién (2.6.28) en el teorema
del promediado espacial da lugar a la siguiente expresion

i=n
(V-9,)"=¢,'V- (81/ fpy Z / ny - @, dA. (2.6.29)
—1
En casos en los que &y sea constante, la ecuacion anterior se reduce a

(V-90,)"=V-(@,)"+ YZ / ny; - @, dA. (2.6.30)
i 1

Esta expresion se conoce como la forma modificada del teorema del promediado espacial (Gray,
1975). Como puede notarse, los desarrollos se han presentado para el operador de divergencia, en
el ejercicio 2.13 se deduce la aplicacién al operador gradiente. Ambas versiones del teorema del
promediado espacial se usardn en el capitulo 6.
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Ejercicio 2.13 — Teorema del promediado espacial para un gradiente. Siguiendo la
forma de trabajo usada en el ejercicio 2.9, sustituya en la ecuacién (2.6.25) @, = c¢y, donde
¢ es un vector constante y ¢y es una funcion tensorial de orden menor al de @,,. Lleve a cabo
las operaciones algebraicas correspondientes y deduzca la siguiente forma del teorema del
promediado espacial

(Voy) =V{py) + = Z / ny; ¢y dA. (2.6.31)

=1,

2.7 Comentarios finales

En este capitulo se presentd el herramental matematico que aporta muchos elementos necesarios
para el desarrollo del resto del material en este texto. Se comenzé distinguiendo propiedades
escalares, vectoriales y tensoriales en funcidn de la cantidad de informacidn que se requiere para
entender su significado. Posteriormente, se presentaron las operaciones bdsicas que pueden llevarse
a cabo con este tipo de propiedades como es el producto diddico y el producto interno. En ambos
casos, se incluyé la aplicacién a operaciones de diferenciacion espacial, lo que llevé a la definicién
de los operadores gradiente y divergencia. Posteriormente, se definieron las derivadas parcial, total
y material de una funcién, en funcién del movimiento de un observador. Por ltimo, se presentaron
los principales teoremas integrales que se usardn en este texto. Los teoremas de la divergencia y
general del transporte se aplicardn en los tres capitulos siguientes, mientras que el teorema del
promediado espacial se utilizard en el capitulo 6. Cabe mencionar que a lo largo del texto se
incluirdn otros elementos mateméaticos conforme vayan siendo necesarios, en especial en el capitulo
7. Esta eleccidn se hace con la intencién de facilitar la lectura del texto. Por dltimo, es importante
mencionar que hay muchas mas operaciones y teoremas importantes asociados a vectores y tensores,
aqui solo se presentaron aquellas que serdn usados directamente en el texto, al lector interesado
en un conocimiento mds profundo se le recomiendan textos como los de Aris (1989) y Simmonds
(1994).






3.1

3.2

Intfroduccioén

En los capitulos anteriores se presentaron algunos conceptos fundamentales, asi como el herra-
mental matematico, que serdn de especial utilidad para los desarrollos del texto y en especial para
este capitulo y los dos siguientes. El interés ahora estd en la deduccion de las formas microscopica
y macroscépica de las ecuaciones de conservacion de masa (total y por especies quimicas), cantidad
de movimiento y de energia. Ademads se deducen las condiciones de frontera correspondientes
y se discuten algunas aplicaciones sencillas de modelado. Como puede notarse, esta filosofia de
modelado matematico corresponde al modelado determinista basado en principios fundamentales de
conservacion (ver seccién 1.4). El capitulo estd organizado como sigue: en la seccién 3.2 se deduce
el modelo macroscdpico de la conservacion de masa total a partir de un principio de conservacién
expresado en palabras. Mds adelante, en la seccién 3.3 se aplica la forma matematica de este
principio en un par de ejemplos especificos. Posteriormente, en la seccién 3.4 se deduce la forma
microscépica del principio de conservacién que lleva a la conocida ecuacién de continuidad y a
la respectiva condicién de salto entre fases. Ademas, en las secciones 3.5 y 3.6 se deducen las
versiones macroscopica y microscépica del principio de conservacién de masa de una especie,
incluyendo la correspondiente condicion de salto entre fases. Por ltimo, en la seccioén 3.7 se
discuten algunos problemas de aplicacion a escala macroscopica para el principio de conservacién
de una especie.

Modelo macroscépico de la conservacion de masa total

Considere una regién arbitraria ¥ la cual contiene a una fase fluida (fase-f). Al nivel de escala
macroscopico, la experiencia y la intuicién indican que la masa total del fluido contenida en esta
regién solo puede cambiar con el tiempo si ingresa o sale masa por sus fronteras. Esto se debe a
que, atin si tuvieran lugar reacciones quimicas dentro de 74, éstas no alterarian la masa total ya que
la suma de la masa de los reactivos debe ser igual a la de los productos. Con base en lo anterior, se
puede escribir la siguiente ecuacién con palabras

Principio de conservacion de masa total (ecuacion con palabras)

La razén de cambio en el tiempo Flujo neto de entrada de masa 32.1)
de la masa en una regi6n arbitraria [ | por las fronteras de la regi6n o
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Ya que esta ecuacion estd referida a una regién de integracion arbitraria, ¥4, se deduce que su
aplicacion corresponde a un nivel de escala macroscépico y se aplica a una fase. Para traducir la
ecuacion (3.2.1) al lenguaje matemético, se recurre al resultado dado en la ecuacién (3.2.11) del
ejercicio 3.1, el cual expresa que la masa, m, contenida en la regién arbitraria se puede definir en
funcién de la densidad p de la fase en cada punto de la escala microscdpica, como sigue

m= / pav. (3.2.2)
Ya

Para poder avanzar en el proceso de traduccién del lenguaje ordinario al matemadtico, es pertinente
recordar que las palabras razon de cambio en el tiempo se refieren a la operacidn de derivacién con
respecto del tiempo. Ya que la ecuacidn (3.2.1) estd referida a una regién arbitraria, la derivada
temporal que corresponde usar es la derivada total. Entonces, el lado izquierdo de la ecuacion
(3.2.1) puede escribirse como sigue,

(3.2.3)

La razén de cambio en el tiempo dm d
= = / pdv.

de la masa en una region arbitraria Cdt t7/

A

Dirigiendo ahora la atencién al lado derecho de la ecuacién (3.2.1), el flujo neto de entrada de

masa por las fronteras de la region se refiere a los kilogramos por segundo que pasan a través de la

superficie de #j; es decir, 7. En consecuencia, se debe considerar una integral de superficie cuyo

integrando debe contener al producto de la densidad del fluido por la velocidad. Aunque esta idea

es dimensionalmente correcta pues lleva a un resultado que tiene las unidades de kg/s, presenta al
menos dos problemas:

1. Las fronteras de ¥4 no estan fijas, sino que se mueven a una velocidad arbitraria w (ver
definicion 2.6.2). Esto quiere decir que si s6lo se considera el producto de la densidad por la
velocidad no se estard cuantificando de manera correcta al flujo neto de entrada.

2. La velocidad es un vector que no necesariamente estd dirigido en direccién perpendicular a
la superficie 274 y por tanto no se puede tener certidumbre de que se trate del flujo de entrada.
Ademds, el producto de la velocidad con la densidad y el diferencial de superficie da como
resultado un vector, mientras que en la ecuacion (3.2.3) se tiene un escalar.

Para atender el primer problema se cuantifica la velocidad relativa a la velocidad de las fronteras,
esto es v — w. Para atender al segundo problema, es necesario proyectar a dicha diferencia de
velocidades en la direccién del vector normal a la superficie de la regién arbitraria; esto es,
n-p(v—w). Sin embargo, el resultado ahora es la proyeccion hacia afuera de la regién debido a
la orientacién que tiene el vector n. Como el interés esté en el flujo neto de entrada de masa, es
necesario hacer un cambio de signo e integrar en la superficie de la region. El resultado es entonces

Flujo neto de entrada de masa

y :—/n-p(v—w) dA. (3.2.4)
por las fronteras de la regién
Ay
Sustituyendo la ecuacidén anterior, asi como la ecuacidn (3.2.3), en la ecuacién (3.2.1), se deduce
que el principio de conservacion de masa en una regién arbitraria puede expresarse en forma
matemadtica como
Forma macroscépica del principio de conservacion de masa total

Z/pdV+/n-p(vw)dA:O. (3.2.5)

Como se mostrd en la seccion 2.6.2, una vez que se tiene un resultado aplicable para una regién
arbitraria, basta con modificar los valores del vector w y el tipo de derivada temporal para deducir
las expresiones correspondientes a las otras regiones de integracion. Este proceso de equivalencia
entre regiones es deseable, ya que la region de integracion corresponde al instrumento de medicion
que se utilice en el laboratorio para medir, en este caso, la masa contenida en una porcién del
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sistema bajo estudio. Para una regién material, la velocidad de desplazamiento de las fronteras de
la regidn de integracion corresponde a la velocidad del fluido (esto es, w = v) y la derivada total se
convierte en una derivada material. Para esta regién de integracidn, el resultado anterior se expresa
como sigue

D
o / pdv =0. (3.2.6)
5

Esta expresion es consistente con la definicidon de derivada material, ya que este tipo de dominio
de integracidn no permite entrada ni salida de materia a través de sus fronteras. M4s aun, en la
literatura (ver, por ejemplo, Aris, 1989; Lai y col., 2010) se suele asociar el concepto de cuerpo
con una region material. Por ello, el principio de conservacion de masa para un cuerpo se suele
expresar como sigue:

La razén de cambio en el tiempo
-0 (3.2.7)

de la masa en un cuerpo

Esta expresion es perfectamente consistente con la ecuacién (3.2.6).

Por 1ltimo, para el caso de una region de integracion fija, la velocidad de desplazamiento de las
fronteras es nula y la derivada temporal corresponde a una derivada parcial. Entonces, la ecuacién
(3.2.5) adquiere la siguiente forma

;t/p dV—i—/n-pvdA:O. (3.2.8)

Las ecuaciones (3.2.5), (3.2.6) y (3.2.8) son equivalentes y representan en forma matemadtica al
principio de conservacion de masa total como se demuestra en la seccion 3.4.1. La eleccién del tipo
de ecuacion a utilizar estd directamente asociada con el tipo de regién de integracién que sea mas
conveniente para estudiar un problema dado.

Ejercicio 3.1 — Definiciéon de la masa en una region arbitraria. Al nivel de escala mole-
cular, la densidad de un conjunto de N particulas, cada una con masam; (j = 1,...,N), se define
como (Pifia-Garza y de la Selva-Monroy, 2018)

j=N j=N
p(r,t) = ;pj(r,t) = ;mja(r—rj(t)). (3.2.9)

En esta expresion, el vector de posicion r; localiza la posicién de la j-ésima particulay o es la
funcién delta de Dirac, la cual se define como

[oe] r:ro

5(r—r0)—{ 0 rer (3.2.10)

Note que §(r —rp)[=]m~3, es una funcién simétrica ya que §(r —ry) = §(ro —r) y tiene la
siguiente propiedad de filtracion:

/f(r)S(r—ro) dV:{ g(“’) :g;?; . (3.2.11)
(1

En donde f(r) es una funcién definida en cada punto de la region de integracién ¥. Cabe

agregar que la delta de Dirac también puede expresarse en funcion del tiempo y la propiedad de

filtracion puede extenderse a este caso como se muestra més adelante(ver ejercicio 7.6).
Aplique estas definiciones para demostrar que la masa de las particulas contenidas en una
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region 7 se define como
=M
m= /pdV: Y, mj, (3.2.12)
7 () a

donde M es, en general, menor que N y sélo es igual a N si todas las particulas estdn dentro de
Y.

Aplicaciones del modelo macroscépico de conservacion de masa
Extraccién de agua de un cilindro

En la figura 3.1 se muestra un dispositivo para extraccién de agua que consiste en introducir un
cilindro de didmetro /s a una velocidad constante v en un cilindro de didmetro £g y largo L que
inicialmente estaba lleno de agua. Este problema lo propuso Whitaker (1992) y se desea deducir
una expresion de la velocidad promedio de salida del fluido.

Para cumplir el objetivo del problema, es conveniente comenzar eligiendo la region de inte-
gracién a usar ya que de esta decisién depende la forma del modelo macroscépico. Considerando
como el sistema al agua contenida en el cilindro (ilustrada con lineas discontinuas en la figura 3.1),
es claro que no puede usarse una region material ya que hay salida de masa y, como la cantidad de
agua es variable, no es conveniente usar una region fija. Por ello, debe usarse la ecuacién (3.2.5), la
cual, bajo la suposicién de flujo incompresible (esto es, densidad constante, ver seccién 1.7.1), se

reduce a
dav,
7:+/n-(v—w) dA =0. (3.3.1)
7

En esta ecuacion, V, es el volumen de agua en cualquier instante en el cilindro, el cual se puede
calcular como la diferencia entre el volumen inicial (es decir, el volumen del cilindro de didmetro
£g) y el volumen del cilindro sdlido, esto es

Va=Vp—Vo =351~ 5 ovor. (33.2)

Derivando ambos lados de esta ecuacidn respecto al tiempo y sustituyendo la ecuacién resultante
en la ecuacién (3.3.1) se obtiene que

—%Eévg—l—/n-(v—w) dA =0, (33.3)
oy

Figura 3.1: Esquema de la extraccion de agua de un cilindro de altura L y didmetro /g mediante la
introduccion de un cilindro de diametro ¢4 a una velocidad vertical v. En la figura se identifica
con lineas discontinuas el dominio ¥4 y ademas se sefiala la superficie de salida, .<7.
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Tabla 3.1: Valores de vy w en las superficies que componen a .74 para la situacion fisica mostrada
en la figura 3.1.

&&2 ‘ &y@ &ybc 4&2
0
0

v Vo v

w Vo 0
L e e Bt B
10* 7
10% - .

{v)s

v, | 10° 7
1072 .
1074 7
T T T T T Y

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
60/65

Figura 3.2: Dependencia del valor absoluto de la razén de la velocidad de salida de agua respecto a
la velocidad de penetracion del cilindro con la razén del didmetro del cilindro respecto al didmetro
del orificio.

En la ecuacion anterior, la superficie <74 puede descomponerse en la superficie en contacto
con las paredes del cilindro externo (.7, ), la interfase con el cilindro interno (%) y la superficie
de salida (<%). Los valores de v y w en cada superficie se presentan en la tabla 3.1. Como puede
notarse, en las superficies con las paredes ambas velocidades son iguales y nulas, mientras que en
la interfase con el cilindro interno las velocidades son iguales y no nulas. Por tltimo, ya que la
superficie de salida no se mueve, se tiene que w = 0, mientras que la velocidad del fluido es v # 0.
Con base en estos valores, la inica contribucion relevante en la integral en el lado derecho de la
ecuacion (3.3.3) corresponde a la superficie de salida y la ecuacion adquiere la siguiente forma

T
—Z@%+/hwdA:0 (3.3.4)
P2
Mas adn, ya que en o7, n = —e;, el resultado anterior puede escribirse como sigue:
T
o = / v, dA. (33.5)
s

Para expresar a esta ecuacién en una forma més compacta, se define a la velocidad promedio de
salida como

1
<%=X/WM, (3.3.6)
*

donde el area de salidaes A; = % (E% — E%,) De esta forma, la ecuacién (3.3.5) puede usarse para

deducir el resultado buscado para la velocidad a la salida del sistema

Pys
= , 33.7
(v); % 7 (3.3.7)

El signo negativo se justifica ya que la velocidad en la superficie de salida estd orientada en
direccion contraria al eje z. Como puede notarse, conforme el diametro del cilindro, /4, tiende
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Figura 3.3: Esquema del vaciado de un tanque de didmetro interno D7 mediante un tubo de seccién
transversal circular de didmetro dr y longitud L. La altura del liquido en el tanque es H y es una
funcién del tiempo.

al diametro del orificio, ¢ - la velocidad de salida aumenta rapidamente. Mds atn, a partir de la
ecuacion anterior se deduce que para valores de /5 /(g > V/2/2, 1a velocidad de salida del fluido
serd mayor que la velocidad de penetracion del cilindro. Estas observaciones se pueden corroborar
con los resultados mostrados en la figura 3.2, los cuales resultan de evaluar a la ecuacioén (3.3.7).
Note que para valores de £ /(g cercanos a uno, la velocidad del fluido crece infinitamente, lo
cual carece de sentido fisico. Por ello, debe tenerse cuidado con el uso de este modelo bajo estas
condiciones.

Vaciado de un tanque

Considere la situacién mostrada en la figura 3.3 en donde se esquematiza un tanque de almace-
namiento de agua de didmetro interno D7, el cual permite su vaciado por medio de un tubo circular
recto de longitud L y didmetro interno dr ubicado en su superficie inferior. Se desea desarrollar
una expresion que prediga el cambio del nivel del liquido en el tanque con el tiempo y el tiempo de
descarga del tanque. El flujo del fluido puede considerarse incompresible (es decir, de densidad
constante, ver seccién 1.7.1) y newtoniano.

Considerando como el sistema a la masa de agua en el tanque de almacenamiento y el tubo de
vaciado, se deduce que no puede usarse una region material (pues hay pérdida de masa) ni una fija
(pues el nivel de agua en el tanque cambia con el tiempo). Ya que el fluido se supone incompresible,
la ecuacion (3.3.1) puede usarse para analizar este problema. El volumen de agua en el sistema (es
decir, el volumen de la regién arbitraria, V4) en cualquier instante puede calcularse mediante la
siguiente expresion

T

Va=7

(D7H(t) +d7L). (3.3.8)

Derivando ambos lados de la ecuacién anterior respecto al tiempo y sustituyendo la expresion
resultante en la ecuacion (3.3.1), se obtiene que

dH
I0pCE = [ne(v-w)aa. (33.9)

oy
Como puede notarse en esta expresiéon no se incluyen los cambios en el tiempo del liquido en

el tubo de descarga pues el interés esta solo en el vaciado del tanque. En otras apalabras, en un
experimento se dejaria de cuantificar el tiempo en el momento en el que se vacia el tanque, no el
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Tabla 3.2: Valores de vy w en las superficies que componen a .74 para la situacion fisica mostrada
en la figura 3.3.

Ay | Sy Ay,
v 0 vy, V
w 0 Vap 0

[

tubo de descarga. Para avanzar en los desarrollos es conveniente notar que, a partir del esquema
mostrado en la figura 3.3, la superficie <74 se compone de: 1) la superficie del liquido en contacto
con las paredes internas del tanque y del tubo (<,) en donde v = w = 0; 2) la superficie superior del
fluido en el tanque (#,,,) en donde la velocidad del fluido es igual a la velocidad de desplazamiento
de la interfase (vg,,) y 3) la superficie de salida (%), la cual es fija (w = 0) y la velocidad del
fluido no es nula. Los valores de v y w en cada superficie se muestran en la tabla 3.2. Como puede
notarse, la dnica contribucién que permanece en la integral del lado derecho de la ecuacién (3.3.9)
corresponde a .<7;. En esta superficie la velocidad y la normal van en la misma direccién, por lo que
la proyeccién normal de v (tomando n = e;) es v,. Entonces, la ecuacion (3.3.9) puede expresarse
como

T _,dH T
ZD%E = —/vZ dA = —Zd%<vz>. (3.3.10)
L4
En la dltima igualdad (v;) es la velocidad promedio del fluido en la superficie de salida del

tubo (cuya drea es 7d>/4), la cual, como primera aproximacién, puede representarse mediante la
ecuacién de Hagen-Poiseuille (ver, por ejemplo la secciéon 2.3 en Bird y col., 2014):

_ L)d2
<Vz> _ (pO pL+pg )dT

L (3.3.11)

En esta expresion, la presion en la superficie de salida es igual a la presién atmosférica (esto es,
pL = pa) y la presion en la superficie del agua en el tanque es pg = ps + pgH. Este resultado es
una aproximacién basada en la ecuacién fundamental de la hidrostatica. En otras palabras, se estd
suponiendo que a cada instante en el tiempo el fluido en el tanque se puede representar como si
estuviera bajo condiciones hidrostaticas. El uso de la ecuacién de Hagen-Poiseuille representa una
aproximacion adicional debido a que sélo puede usarse bajo condiciones de flujo laminar en estado
estacionario suficientemente lejos de las entradas y salidas del tubo (Bird y col., 2014). Esto dltimo
quiere decir que el transporte de cantidad de movimiento en el tubo de descarga se supone que tiene
lugar en estado cuasi-estacionario mientras que el transporte de masa se da en estado transitorio.
En el ejercicio 3.2 se examina la pertinencia de esta suposicién. Los desarrollos se continuaran
bajo estas suposiciones ya que permiten desarrollar el modelo més simple. Sin embargo, no deben
perderse de vista las suposiciones mencionadas arriba pues limitan la aplicabilidad del modelo.

Sustituyendo la ecuacién (3.3.11) en la ecuacién (3.3.10), el modelo macroscépico de conser-
vacion de masa se escribe como:

_ DpdH _ pg(H+L)df (33.12)
di dt  32uL -

Suponiendo conocida la altura inicial del agua en el tanque, Hy, se impone la siguiente condicién
inicial:

cuandor =0, H = H. (3.3.13)

Llevando a cabo los pasos de integracion correspondientes, se deduce el siguiente resultado

H 2 g2
++1 pgds d
In| L = oL 7Ty 3.3.14
n<fzo+1> 32/.LLD% ( )
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Esta expresion puede usarse para predecir la altura del tanque como funcién del tiempo si se despeja
a la variable H como sigue:

H H
" <L°+ 1) exp(~1*) 1. (33.15)

En esta ecuacion se utiliz6 la siguiente definicién del tiempo adimensional

d4
L vy (3.3.16)
32uLD7y
Note que cuando 1* — oo esta expresion predice que H — —L, lo cual no tiene sentido fisico. A
pesar de este inconveniente, la ecuacion (3.3.14) puede usarse para predecir el tiempo de descarga
del tanque al despejar el valor del tiempo correspondiente para H = 0.

H,
t5 =1In <L°+1>. (3.3.17)

Como puede deducirse, esta expresion predice que el tiempo adimensional de descarga se incre-
menta rapidamente cuando Hy > L. No debe perderse de vista que el uso de la expresion dada en la
ecuacion (3.3.17) estd limitado por las suposiciones adoptadas en su deduccién.

Ejercicio 3.2 — Suposicion de estado cuasiestacionario. Para evaluar la pertinencia de
la suposicién de estado cuasiestacionario considere la siguiente expresion para la velocidad
promedio en el tubo, la cual resulta de no suponer condiciones de flujo en estado estacionario:

_(Bo=20)di ||y Lo (g2t
(v,) = L 1 32;Mexp JLHPRZ . (3.3.18)

En donde A, son las raices de Jy(A,) = 0 y pueden aproximarse mediante A, =2.4+3.13(n—1).
Esta expresion se deduce en el ejercicio 7.9. Reformule la expresion anterior de manera adimen-
sional y evalie la dindmica de la velocidad y determine el valor del tiempo adimensional a partir
del cual es razonable suponer que la velocidad promedio se encuentra en estado estacionario.
Posteriormente sustituya los valores de la densidad y viscosidad del agua y considere un dié-
metro de tubo de dos pulgadas y calcule el valor dimensional de dicho tiempo. Compare este
valor con el tiempo de descarga del tanque y evalie si es razonable o no adoptar la suposicién
de estado cuasiestacionario en este problema.

Ejercicio 3.3 — Prediccion de la altura del tanque considerando la dindmica de la
velocidad. En este ejercicio se busca comparar las predicciones de la dindmica de la altura
en el tanque resultantes de usar la ecuacién (3.3.14) con las que se obtienen de resolver la
ecuacion resultante de sustituir la expresion de la velocidad dada en la ecuacidén (3.3.18) en la
ecuacion (3.3.10). Compare las dindmicas de las alturas que predicen ambos modelos y discuta
sus observaciones. "

Ejercicio 3.4 — Tubo de descarga horizontal. Repita el andlisis presentado en esta seccién
pero ahora suponiendo que el tubo de descarga es horizontal. Demuestre que en este caso la
expresion para el nivel de agua en el tanque es

H = Hpexp(—t"). (3.3.19)

Utilice esta expresion para predecir el tiempo de descarga y compare los resultados con los que
se obtienen con la ecuacion (3.3.17). ;En qué configuracion se vacia mas rapido el tanque?
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Modelo de conservacion de masa total a escala microscépica
Ecuacion de continuidad

En la seccion 3.2 se dedujeron las siguientes tres formas del modelo macroscépico de conserva-
cién de masa dependiendo de la regién de integracién que sea pertinente usar:

jt/p dV+/n-p(v—w) dA =0, (3.4.1a)
Vi Ay

g/p dv =0, (3.4.1b)
m

d

E/p dV+/n-pvdA:0. (3.4.1¢)
7y Ay

A primera vista pareciera que estas tres expresiones son diferentes; sin embargo son equivalentes.
Para demostrar lo anterior, puede sustituirse el teorema general del transporte (ver ecuacion 2.6.8)
en el primer término de la ecuacién (3.4.1a) para obtener

/?; dV+/n-deA:O. (3.4.2)
v o

Note que en la ecuacién anterior se prescindié del subindice A para ¥y <7 ya que este mismo
resultado se recupera al aplicar el teorema del transporte de Reynolds (ver ecuacion 2.6.9) a la
ecuacién (3.4.1b) y la relacién dada en la ecuacion (2.6.7) a la ecuacion (3.4.1c¢). Con la intencién
de juntar los dos términos de la ecuacién (3.4.2) dentro de una sola integral de volumen se aplica el
teorema de la divergencia (ver ecuacién2.6.1) en el segundo término para asi obtener

/ [%‘t’ +V. (pv)] av =0. (3.4.3)
v

Al ser los limites de integracién no nulos y arbitrarios, se puede extraer la siguiente ecuacion
diferencial parcial a partir de la ecuacion anterior

Forma microscopica del principio de conservacion de masa (ecuacion de continuidad)
dp

Para casos en los que la densidad sea constante tanto en el tiempo como en la posicién (ver
seccion 1.7.1), la ecuacion (3.4.4) se reduce a

V.v=0, (3.4.5)

a este tipo de flujo se le llama flujo incompresible. Como se explicé al final de la seccién 2.4, la
velocidad en este tipo de flujo se le conoce como velocidad solenoidal.

Ejercicio 3.5 Utilice la definicion de la derivada material (ver ecuacion 2.5.3) para demostrar
que el principio de conservacion de masa a la escala microscépica puede expresarse como sigue:

Dp 3
= p(V-v) =0, (3.4.6)

Ejercicio 3.6 — Teorema modificado de Reynolds. Sustituya A = p¢, donde ¢ es una
funcidén escalar continua, en la ecuacién (2.6.18) y tome en cuenta el resultado del ejercicio
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anterior para obtener la forma especial del teorema del transporte de Reynolds:

—/p(pdV: /p% dv. 3.4.7)

Ejercicio 3.7 Utilice la definicién de la derivada material (ver ecuacién 2.5.3) y a la forma
microscopica del principio de conservacién de masa dada en la ecuacion (3.4.4) para demostrar
que, para una funcién escalar continua @, se satisface la siguiente identidad

Do Jd(py)

Por = o +V-(pov). (3.4.8)

3.4.2 Condicion de salto de masa en una interfase

Los desarrollos presentados hasta el momento han estado limitados al transporte de masa en
una fase. El interés ahora estd en estudiar el transporte cerca de la frontera entre dos fases fluidas 3
y ¥ para desarrollar una condicion de frontera que describa la transferencia de masa. Como es de
esperarse, si hay transporte entre las fases, la densidad cambia cerca de la frontera y no corresponde
exactamente a la densidad de alguna de las dos fases. Para atender esta situacion, se define una
densidad p que sea vdlida tanto en las fases como en la zona fronteriza entre ellas. De hecho, p
debe recuperar los valores de las densidades de las fases (pg) y (py) suficientemente lejos de la
frontera. Para cuantificar la masa contenida en la frontera (y un poco mas lejos de ella), se define
una region de integracion material 3, como la mostrada en la figura 3.4. Esta region de integracion
puede dividirse en las subregiones ¥ y #7. Sin embargo, no debe perderse de vista que la densidad
no corresponde exactamente a pg en todo el espacio comprendido por ¥ y lo mismo ocurre con
pPy- De esta forma, la masa total contenida en Y4 puede cuantificarse como

/p dV:/p dV+/p dv. (3.4.9)
i 7 2

Aunque esta expresion es correcta, resulta util encontrar la manera de escribir su lado derecho en
términos de las densidades de cada fase. Con este fin, se define a la densidad superficial en términos
de la diferencia de las masas predichas con p y con las densidades de cada fase. Esto es,

/psdA:/pdV—/pB dV—/pde:/(p—pB) dV—i—/(p—py) dv. (3.4.10)
Ty Y 7 Yy 7 7

Note que p,[=] kg/m? no tiene las mismas unidades que p y es una propiedad de exceso en el
sentido de Gibbs (1928). A partir de la ecuacion anterior, puede descomponerse la masa total
contenida en #); como sigue

/p dV:/pB dV+/pde+/ps dA. (3.4.11)
i iz 7 Ty

Este resultado puede sustituirse en la forma macroscépica del principio de conservacion de
masa aplicado a esta region de integracion:

D
o /p dv =0, (3.4.12)
i

para obtener

D D D
- il il sdA=0. 4.1
t/pﬁ dV+Dthde+Dt /pA dA =0 (3.4.13)
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fase-y

superficie

divisoria

Jase-3 \
-

g

Figura 3.4: Esquema de un sistema bifdsico identificando a las fases, a la superficie divisoria y los
vectores unitarios correspondientes.

Esta ecuacién no implica suposiciones adicionales y es tan valida como la ecuacién (3.4.12). Con la
intencién de avanzar en los desarrollos se consideran ahora las formas macroscdpicas del principio
de conservacién de masa en las subregiones ¥ y 7y

D
. / pydV =0, (3.4.14)
i
D/ dv =0 (3.4.14b)
Di pB = 0. 4.
75

El uso de estas ecuaciones en porciones cercanas a la frontera es una aproximacién y solo es
adecuado en el caso en el que no hay transferencia de masa entre las fases ya que entonces p = py,
en ¥y (a = B,7). Sumando las ecuaciones (3.4.14) y restando la ecuacion resultante a la ecuacion
(3.4.13) se obtiene que

D

— dA =0. 3.4.15

Dt /ps ( )
"“{BY

Se desea expresar esta ecuacién como una sola integral de superficie, para lo cual se requiere
intercambiar las operaciones de diferenciacion temporal e integracién espacial. Dado que la integral
es superficial en lugar de volumétrica no es posible usar el teorema general del transporte. Para
superar esta dificultad, se recurre al teorema del transporte superficial (ver seccién 1.3.4 en Slattery
y col., 2006):

Teorema 3.4.1 — Teorema del tfransporte superficial. Sea y; una funcién continua y definida
en la superficie divisoria, la derivada material de la integral en dicha superficie obedece la
siguiente expresion

D DS A
E/v/s dA = / [ D‘t” + W Vs v% — [wp(vg — V%) =y (vy —v°)] -mg, | dA, (3.4.16)
Ty Ty

donde v° es la velocidad de la superficie divisoria y el operador gradiente superficial se define
como (Slattery y col., 2006)

V,=V.P. (3.4.17)
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Mientras que P el tensor de proyeccién tangencial a la superficie divisoria y su definicién es
P=1-ng,ng,. (3.4.18)
Ademds, en la ecuacién (3.4.16) se utiliz6 la derivada material superficial, la cual se define como

Dyy,  dy
Dt Ot

+ Vv -y, (3.4.19)

En esta expresion, y es el vector de la velocidad superficial intrinseca de la superficie divisoria.
Comparando este teorema con el teorema general del transporte (ecuacién 2.6.8), puede notarse
que el intercambio de diferenciacion temporal e integracioén espacial ahora incluye dos términos
de correccién. El primer término en el lado derecho de la ecuacion (3.4.16) representa la
acumulacién superficial, mientras que el término V- (y,v,) estd asociado con el transporte
superficial de y; y el dltimo término toma en cuenta las contribuciones por el movimiento y
deformacién de la superficie divisoria.

Utilizando el teorema del transporte superficial, la ecuacién (3.4.15) puede escribirse como
sigue:

DS S
/ { Df +psVs v —ngy- [pp(vg —v°) —Py(Vy—V“)]} dA =0. (3.4.20)
Ty

De donde es posible extraer la siguiente condicién de frontera:

aps

ot
Mais atn, cuando la forma de la superficie divisoria sea tal que permita descomponer a la velocidad
v en sus componentes perpendicular y tangencial a la superficie divisoria

+ ViP5 Y+ PsVs V7 =mgy- [pg(vg — V) — py(vy—v°)], en . (3.4.21)

Ve = W+ v (3.4.22)

perpendicular  tangencial

puede entonces asociarse y = vy = v° - (I —ng,ng,) y w = (v -ng,)ng,. De esta forma, se tiene
que

PsVs-ve = ps(W-ngg)(Vy-ngy) +ps Vs - v (3.4.23)
En esta expresion se tomé en cuenta que v -ng, = W-ng, y que V¥ -ng, = 0. Slattery y col.
(2006), define a la curvatura media de la superficie divisoria como

H= —%vs ‘ng,. (3.4.24)

De esta forma, la condicién de salto de masa puede expresarse como sigue

Condicion de salto del flujo de masa total

ap
S
o5 T V- (PsVs) —2Hpy(W-ng,) =gy [pg(vg — W) —py(vy—W)|, en o,
\W—/ N\
» transporte efectos de cambios en la flujo imerfaci;rdesde las fases
acumulacién superficial superficie divisoria hacia la superficie divisoria

superficial

(3.4.25)

Note que el significado fisico de cada término de la ecuacién anterior ha sido identificado
con claridad. Se dice que la ecuacién anterior es una condicién de salto ya que predice una
discontinuidad del flujo de masa. Para situaciones en las cuales los términos del lado izquierdo de
la ecuacidn anterior sean despreciables, el resultado se reduce a la condicién de continuidad del
flujo de masa a través de una superficie divisoria:

ng, - Py(Vy—W) =ng,-pg(vg —W), en.op,. (3.4.26)
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Ejercicio 3.8 — Observacion experimental de interfases. Un experimento casero y senci-
llo para observar la aparicion y dindmica de interfases es el siguiente: coloque en un recipiente
dos 0 m4s lunetas de dulce de diferentes colores. Posteriormente, agregue suficiente agua que
cubra aproximadamente la mitad del alto de las lunetas. Después de un tiempo se pueden apreciar
tanto las interfases como los puntos de contacto entre varias fases y sus curvaturas.

Ejercicio 3.9 — Caso sin transferencia de masa interfacial. Demuestre que, si no hay
transferencia de masa, la cogdicic"m de salto se reduce a ngy - py(vy — w) =gy pp (vﬁ - W)
y que esta expresion puede simplificarse atin mas para dar lugar a la siguiente condicién de
continuidad de las velocidades de cada fase:

Ngy Vg =gy Vy, €N gy (3.4.27)

Ejercicio 3.10 En muchos casos de estudio es aceptable imponer la condicién de no desliza-
miento, la cual implica que:

tﬁy : Vﬁ = tﬁy *Vy, ¢n JZflgy, (3.4.28)

donde tg, es el vector unitario tangente a la superficie divisoria. Suponiendo que la fase f3 es
un sélido fijo e impermeable a la transferencia de masa, explique bajo qué condiciones puede
deducirse que

vy=0, en.ap,.

Note que la ecuacion anterior aplica al vector velocidad y no sélo a su componente normal o
tangencial. "

Ejercicio 3.11 En algunos casos (por ejemplo en flujos de gases a través de conductos estrechos)
la condicién de no deslizamiento dejar de ser valida y Navier (1822) propuso la siguiente
expresion para calcular la velocidad de deslizamiento:

A
tgy vy = fa:uf:n,gy- T-tgy, en gy, (3.4.29)

donde Ay es la trayectoria libre media, & es un pardmetro relacionado con el coeficiente de
acomodo de transferencia de cantidad de movimiento, l, es la viscosidad del fluido y 7 es el
tensor de esfuerzos viscosos. Suponiendo que la fase sélida es impermeable a la transferencia
de masa, demuestre que las condiciones de frontera para las componentes normal y tangencial
de la velocidad estan contenidas en la siguiente expresion:

A
vy=—& u—ynﬁy- T-(I—ngyng,), en .o, (3.4.30)
Y

donde | es el tensor identidad. Esta misma expresién ha sido propuesta para modelar el flujo
alrededor de superficies rugosas (ver, por ejemplo, Zampogna y col., 2018). m

3.5 Modelo macroscopico de conservacion de masa de una especie

El principio de conservacién de masa en su forma macroscépica es muy similar al de masa total
visto en la seccioén 3.2 con la diferencia de que ahora se debe considerar la posibilidad de consumo
o produccién de masa por reacciones quimicas. La forma en palabras del principio de conservacién
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de masa de una especie quimica en una regién arbitraria es

Principio de conservacion de masa de una especie (ecuacion con palabras)

La razén de cambio en el tiempo . )
. Flujo neto de entrada de masa de la especie
de la masa de una especie = » .
» L por las fronteras de la region arbitraria
en una region arbitraria

Tasa de generacién o consumo de masa de la especie (3.5.0)
por reacciones quimicas en la region arbitraria -

Siguiendo los mismos argumentos usados para la deduccién de la forma macroscépica del
principio de conservacion de masa, se deduce que cada término puede traducirse al lenguaje
matematico como sigue

La razén de cambio en el tiempo J
de la masa de una especie =7 /pA v, (3.5.2a)

en una region arbitraria Y

Flujo neto de entrada de masa de la especie
. o =— /n-pA(VA — W) dA, (3.5.2b)
por las fronteras de la regién arbitraria J
LA
Tasa de generacién o consumo de masa de la especie
. o B o = /rA dv, (3.5.2¢)
por reacciones quimicas en la region arbitraria 5
A

donde py4, v4 y ra representan la densidad de la especie A, su velocidad y su tasa de generacion (si
r4 > 0) o consumo (r4 < 0) por unidad de volumen, respectivamente. Sustituyendo las expresiones
dadas en las ecuaciones (3.5.2) en la ecuacién (3.5.1), dan lugar a la forma macroscépica del
principio de conservacion de masa para una especie quimica en una region arbitraria:

Forma macroscépica del principio de conservacion de masa de una especie
d
E/pA dV—F/n‘pA(VA—W) dA:/I‘A dv. (3.5.3)
Y Ay Ya

A partir de este resultado, pueden deducirse las expresiones correspondientes para las otras dos
regiones de integracién. Para el caso de una regién material, el término del flujo de masa por las
fronteras debe eliminarse, ya que, por definicion esta region de integracién no permite intercambio
de masa con los alrededores. Por esta razon, en las fronteras de esta region se debe cumplir ahora
que w = v4. Ademds, la derivada total debe transformarse en una derivada material relativa al
movimiento de la especie A. Esto es,

D
o [onav=[rav. (35.4)
M Y

donde la derivada material de p4 se define ahora como

Dapa  dpa
= = -.Vou. D.
Dr 5 +Va-Vpa (3.5.5)

Para esta variante de la derivada material aplica la siguiente version del teorema del transporte de
Reynolds

Dy Ipa

m m Dy
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Por dltimo, la forma macroscépica del principio de conservacién de masa de una especie
quimica para una region fija se expresa como

d
E/pA dV+/n-pAVA dA = /rA dv. (3.5.7)
Ty gy Ty
Las ecuaciones anteriores se escribieron en base masica y aplican paraA =1,...,N, siendo N

el nimero de especies quimicas presentes en la fase. De hecho, las tasas de reaccién satisfacen la
siguiente restriccion

A=N
Y, [raav—o. (358)
A:laf/

Esta expresién indica simplemente que la suma de las tasas de generacién y consumo de todas las
especies quimicas en una fase debe dar cero. Note que se prescindié del subindice de la regién
de promediado ya que la ecuacion anterior aplica igualmente para ¥4, ¥y o ¥r. En el ejercicio
3.12 se toma en cuenta la ecuacién anterior para demostrar que es posible recuperar las formas
macroscépicas del principio de conservacion de masa total a partir de sus formas equivalentes para
el transporte de especies.

En este momento es pertinente comentar que algunos autores (por ejemplo Gray y Gray, 2017)
sugieren sumar y restar la velocidad del fluido en el segundo término en el lado izquierdo de la
ecuacién (3.5.3) para obtener la siguiente relacién:

/n«pA(VA—W) dA = /n-pA(V—w) dAJr/n-pA(vA—v) dA. (3.5.9)
Ay ) oy

TV TV
conveccion adveccion dispersion

Como puede notarse, el flujo de masa por las fronteras de la regién arbitraria se asocia con el flux
convectivo, el cual se puede descomponer en sus contribuciones advectiva y dispersiva. El flux
advectivo sélo tiene que ver con la velocidad del fluido relativa a la velocidad de desplazamiento
de la superficie 274, mientras que el flux dispersivo se refiere a la velocidad de la especie quimica
relativa a la velocidad del fluido. Note que estos conceptos son macroscopicos y se retoman mas
adelante en la discusion de la forma microscépica de este principio de conservacion.

Por ultimo, en muchas aplicaciones es deseable contar con la forma molar del principio de
conservacion de masa. Para ello, se definen la concentracién molar y la tasa de reaccién en base
molar como

Pa rA
A= RA:Mi’
A

3.5.10
M, ( )

donde M, es el peso molecular de la especie A y es una constante. Tomando en cuenta estas defini-
ciones, el resultado de dividir las ecuaciones (3.5.3), (3.5.4) y (3.5.7) entre M4 puede expresarse
como

d

E/CA dV—i—/n-cA(vA—w) dAZ/RA dv, (3.5.11a)
Ya Dy Ya

Dy

Dr cadV = /RA dav, (3.5.11b)
T Tas

0

E/CA dV—F/n‘CAVA dA = /RA dav. (3.5.11¢)
¥ % ¥

Las cuales corresponden a las versiones en base molar de la forma macroscépica del principio
de conservacién de masa de una especie. Antes de proceder a examinar algunas aplicaciones
del modelo macroscépico, es conveniente deducir las formas microscépicas de este principio de
conservacion y las condiciones de frontera correspondientes.



60 Capitulo 3. Transporte de masa

Ejercicio 3.12 — Equivalencia con los modelos de masa total. Lleve a cabo las operacio-
nes algebraicas correspondientes y demuestre que al aplicar la sumatoria de A =1,...,N en
las ecuaciones (3.5.3), (3.5.4) y (3.5.7) se recuperan las expresiones dadas en las ecuaciones
(3.4.1a), (3.4.1b) y (3.4.1c¢), respectivamente.

3.6 Forma microscoépica de conservacion de masa de una especie

3.6.1

Ecuacioén diferencial a escala microscépica

Para deducir la versién del principio de conservacién de masa de una especie que aplica al nivel
de escala microscépico se procede de manera andloga a los desarrollos que llevaron a la ecuacién
de continuidad. De esta forma, al aplicar el teorema general del transporte a la ecuacién (3.5.3)
resulta la siguiente expresion

/aap;‘ dV—i—/n‘pAvA dA — /rA av. 3.6.1)
v o Va

Aqui se prescindi6 del subinbdice A en los limites de integracion ya que esta misma expresion
resulta de aplicar la variante del teorema del transporte de Reynolds dada en la ecuacién (3.5.6) a la
ecuacion (3.5.4) y también de aplicar la relacion integral dada en la ecuacién (2.6.7) a la ecuacion
(3.5.7). Para continuar con los desarrollos se aplica el teorema de la divergencia en el término de
transporte a través de las fronteras de las regiones y se agrupan todos los términos dentro de una
sola integral de volumen como sigue:

/[88’?‘+V-(pAVA) —ra| dV =0. (3.6.2)
v

A partir de esta ecuacion se deduce la forma microscépica del principio de conservacién de una
especie en base masica como

9pa
dt

La velocidad de una especie, v4, puede descomponerse en la velocidad convectiva (es decir, la
velocidad v del fluido) y la velocidad difusiva de la especie (uy) como sigue:

+V. (pAVA) =T4. (3.6.3)

Vi=vVtus (3.6.4)

Esta expresion puede interpretarse como una descomposicién de la velocidad de una especie en
términos de la velocidad del fluido y sus fluctuaciones alrededor de ella. En otras palabras, la
velocidad difusiva de una especie se refiere a la velocidad que lleva la especie A relativa a la
velocidad del fluido. Usando esta descomposicion, la ecuacién (3.6.3) toma la siguiente forma

dpa
ot
De esta forma, el producto p4v define al flux convectivo, mientras que pauy = j, es el flux difusivo.

Para comprender mas acerca del flux difusivo, es conveniente multiplicar ambos lados de la ecuacion
(3.6.4) por p4 y llevar a cabo la sumatoria desde A = 1,...,N para obtener la siguiente expresion

A=N A=N A=N
Y pava= pa | v+ Y ia (3.6.6)
A=1 A=1 A=1

Dado que la suma de las densidades de las especies da como resultado la densidad de la mezcla,

+V. (pAV) +V. (pAllA) =7r4. (3.6.5)

A=N
p=Y Pa (3.6.72)
A=1
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y la velocidad del fluido puede calcularse a partir de las velocidades de las especies que lo componen
como

1 A=N
V= ——— PAVA, (3.6.7b)
A=V pa Ag'l

se deduce de la ecuacién (3.6.6) que la suma de los fluxes difusivos de las especies quimicas que
componen a la fase debe ser cero. Eso es,

A=N
Y is=0. (3.6.8)
A=1

Para calcular el flux difusivo de cada especie, se puede utilizar la ecuacién de conservacién de
cantidad de movimiento para cada especie a la escala microscépica, cuya versién simplificada es
la ecuacidén de Stefan-Maxwell (ver, por ejemplo Whitaker, 2009), la cual bajo la suposicién de
solucidn diluida se reduce a la ley de Fick (ver ejercicio 3.13)

Ja = —ZaVpa, (3.6.9)

donde %4 es el coeficiente de difusion de la especie A en la mezcla que compone a la fase donde se
encuentra disuelta. Entonces, la version final de 1a forma microscépica del principio de conservacién
de masa de una especie es, en base mdsica,

Formas microscopicas del principio de conservacion de masa de una especie

d
% V- (pav) = V- (D4Vpa) + 4. (3.6.10a)

La ecuacién anterior puede expresarse en base molar al dividir ambos lados entre el peso
molecular de la especie A, para asi obtener la versién correspondiente en base molar

8 CA
W—FV-(CAV) :V‘(@AVCA)—FRA. (3.6.10b)
En ambas ecuaciones el primer término en el lado izquierdo representa la acumulacién de masa
en cada punto de la fase, mientras que el segundo término representa el transporte de masa por
conveccion. Por su parte, el primer término del lado derecho representa el transporte de masa por
difusién y el dltimo término es la tasa de generacién o consumo de la especie en cada punto de la

fase.

Ejercicio 3.13 — Ley de Fick a partir de la ecuacién de Stefan-Maxwell. Bajo ciertas
condiciones, la ecuacién de Stefan-Maxwell puede escribirse como

B=N
WAWB(VB—VA)
0=-—Vw,+ Yy 228 A4 3.6.11
A B;l s ( )

dondela fraccién mdsica es wy = pa/p y Zas es el coeficiente de difusion de la especie A en
B. Comenzando por la ecuacién anterior, proponga suposiciones y definiciones razonables que
permitan deducir a la ley de Fick dada en la ecuacién (3.6.9).

Ejercicio 3.14 Lleve a cabo la suma desde A = 1,...,N de las ecuaciones (3.6.10b) y recupere
la siguiente expresion

dc A=N
E+V~ (cv) = A; Ry, (3.6.12)



62 Capitulo 3. Transporte de masa

donde
A=N
c= Z CA. (3.6.13)
A=1
Explique bajo qué condiciones el lado derecho de la ecuacién (3.6.12) es cero. "

3.6.2 Version adimensional de la forma microscopica del principio de conservacion
de masa de una especie

En los pérrafos anteriores se dedujo la forma microscépica del principio de conservacién de
masa de una especie en sus bases mésica y molar. En el andlisis y solucién de varios problemas
especificos de fendmenos de transporte es, a menudo, conveniente reformular estas ecuaciones
en términos de variables y nimeros adimensionales. Para ilustrar esto, considere por ahora solo
la version en base molar dada en la ecuacién (3.6.10b), para expresarla en forma adimensional se
proponen las siguientes definiciones

Ral2 7 l
\4 ALy, * % t Vreftr
ngzic.A ’ V*:i; Z: ef’ V :Erefv’ l’ :72A’ Pezief ef.
Cref Vref Da Cref ’ Eref Da
(3.6.14)

En las ecuaciones anteriores, Cy.f, {ref Y Vrey T€presentan la concentracion, longitud y magnitud de
la velocidad de referencia, respectivamente. M4s aun, en la dltima definicién, Pe es el ntimero de
Péclet definido en la seccién 1.7.5 y relaciona la tasa de transferencia de masa por conveccién con
el transporte por difusién dentro de la fase. Llevando a cabo los cambios de variables correspon-
dientes, se deduce la siguiente forma adimensional del principio de conservacién de masa a escala
microscépica y en base molar

*
dc,

ot*

Como puede notarse, para deducir esta ecuacion, se supuso que el coeficiente de difusion es
constante; en el ejercicio 3.15 se explora un caso mas general. Suponiendo que los pardmetros
de referencia se eligen de forma tal que el orden de magnitud de cada término de la ecuacién
anterior es uno, puede deducirse que cuando Pe < 1, el transporte difusivo es mucho mayor que el
convectivo y la ecuacidn anterior se reduce a

+PeV* - (civ') = V¢, + R}, (3.6.15)

dch
ot*

En el extremo opuesto, cuando el transporte por conveccidén es mucho mayor que por difusion
(Pe > 1), el término difusivo podria, en principio, ser descartado en la ecuacién (3.6.15). Sin
embargo, desde el punto de vista de la estabilidad de la solucién de la ecuacion, el contar con un
término difusivo es conveniente. Por ello, es que se recomienda, en la medida de lo posible no
descartar a este término.

Dirigiendo la atencién al término reactivo, cuando la reaccidn es de consumo y de primer orden
(R4 = —kicp), el término adimensional se expresa como

= V2, +R;. (3.6.16)

R, = —®ic;. (3.6.17)
En donde se recuper? la definicién del médulo de Thiele dada en la ecuacién (1.7.9)

ky
@2 = L 3.6.18
1 T ( )

Este nimero adimensional relaciona la tasa de reaccion respecto a la tasa de difusién. De esta
forma, en un sistema en el cual <I>% < 1, es natural pensar que la especie quimica tendrd mayor
oportunidad de transportarse por medio de la difusién que ser consumida (o producida) por una



3.6 Forma microscoépica de conservacion de masa de una especie 63

reaccién quimica. Mientras que cuando CIJ% >> 1 la tasa de consumo (o produccién ) de la especie es
mucho mayor que su tasa de transporte de difusién, por lo que la especie no podrd avanzar mucho
en el sistema sin ser afectada por la reaccién quimica. En el ejercicio 3.16 se exploran alternativas
del médulo de Thiele para otro tipo de cinéticas de reaccion. Cabe mencionar que a lo largo del
texto se suponen conocidas las cinéticas de reaccion involucradas en diversas aplicaciones. El
adquirir esta informacién suele involucrar llevar a cabo experimentos a distintos niveles de escala
(ver, por ejemplo Hill y Root, 2014) y trasciende los alcances de este texto.

Ejercicio 3.15 — Forma adimensional para difusividad variable. Reconsidere los pasos
que llevaron a la adimensionalizacion de la ecuacion (3.6.10b), pero en esta ocasién no suponga
que el coeficiente de difusién es constante. Proponga las modificaciones pertinentes a las
definiciones adimensionales dadas en la ecuacion (4.3.31) y deduzca el modelo adimensional
correspondiente. n

Ejercicio 3.16 Considere el caso en el que la reaccién quimica tenga las siguientes cinéticas:
1. Orden cero Ry = —ky.
2. Michaelis Menten Ry = —vpsxca/(Ky +ca)-

Deduzca en cada caso la expresion resultante para R} y para el médulo de Thiele. "

Ejercicio 3.17 — Uso del nimero de Damkohler. El médulo de Thiele relaciona la tasa de
reaccion con la tasa de difusion, o bien el tiempo caracteristico de la difusion (t = Efe 5 /Da)
con el tiempo caracteristico de la reaccidn. Sin embargo, esta descripcién puede no ser del todo
adecuada cuando hay més de un mecanismo de transporte involucrado. Como se explicé en la
seccion 1.7.7, el nimero de Damkohler se define como la relacion entre el tiempo caracteristico
del transporte y la reaccion. Considere una cinética de primer orden y suponga que el transporte
de masa se da por difusion y conveccidn para deducir la definicién correspondiente del nimero
de Damkohler para esta situacion.

3.6.3 Condicion interfacial para la transferencia de masa de una especie

Las condiciones de frontera para la transferencia de masa entre especies son de dos tipos: una
relativa al flux de las especies y la segunda aplica a la concentracién interfacial. Para deducir la
condicioén de frontera del flux considere de nuevo una regién material que contiene porciones de
dos fases fluidas como la mostrada en la figura 3.4. En esta region de integracion se aplica la forma
macroscépica del principio de conservacién de masa de una especie en la forma molar dada en la
ecuacion (3.5.11b):

Dy
E/CA dV = /RA dv. (3.6.19)
e 7

Al igual que en el caso de la conservacion de masa total, es conveniente expresar la masa molar y la
tasa de reaccion de las especies en términos de sus contrapartes en cada fase. Esto puede hacerse
mediante el uso de funciones de exceso de acuerdo con la siguiente descomposicién

/q/dV:/l//B dV+/I//de+ / Yy dA; W =ca,Ry. (3.6.20)
iz iz 7 Ty
De esta forma, la ecuacién (3.6.19) puede expresarse de la siguiente manera
Dy Dy Dy
E/cAﬁ dV+E/cAde+E / CAs dA:/RAﬁ dV+/RAde+ /RASdA.
vy Y,

7B Y gy 7B Y Ay
(3.6.21)
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Mais atin, extendiendo el uso de las propiedades de cada fase a la zona de frontera que las separa
ambas fases, los modelos macroscépicos de conservacién de la especie A en cada fase pueden
expresarse de la siguiente forma

D

o / cap dV = / Ryp dV, (3.6.22a)
7B s

D

F/; / caydV = / Raydv. (3.6.22b)
& &

Vale la pena insistir en que el uso de las ecuaciones (3.6.22) solo se justifica cuando no hay
transporte de masa entre las fases, por lo que deben entenderse, en general, como una aproximacion.
Restando la suma de las ecuaciones (3.6.22) a la ecuacién (3.6.21) resulta que

D
A cpdA= / Ras dA. (3.6.23)
Dt
Para intercambiar diferenciacion e integracion se recurre, en este caso, a la siguiente forma modifi-
cada del teorema del transporte superficial

D Das s
F? / v dd = / [ ADt + ¥ Vs vy —ngy- [‘I/B(VAB — V) = Yy (vay—vO)] | dA.

Dy Ay
(3.6.24)

En donde, v§ es la velocidad superficial de la especie A. La cual, cuando la topologia de la superficie
divisoria lo permite, puede expresarse en términos de la velocidad normal de desplazamiento de
la superficie divisoria (w) y de la velocidad tangencial de movimiento de la especie A (v45) como
sigue

V] = W Vay. (3.6.25)
Ademas, la derivada material superficial referida a la especie A puede expresarse como sigue
Dy d
DS;”S - a"f VW Va (3.6.26)

De esta forma, aplicando el teorema del transporte superficial a la ecuacién (3.6.23), agrupando
todos los términos dentro de una misma integral de superficie y extrayendo al integrando se obtiene
la siguiente condicién de frontera

8 CAs
ot + Vscas - Vas+cas Vs VX =ngy- [CAﬁ (VAﬁ - Vc) - CAY(VAY - VG)] +RAS7 en dﬁy
3.6.27)
Sustituyendo en el dltimo término en el lado izquierdo de la ecuacién anterior la descomposicién
dada en la ecuacion (3.6.25) y tomando en cuenta que ca,Vy W = —2Hcas(W-ng, ), resulta la
y q By
siguiente forma de la condicidn de salto:
Condiciones de salto del flux de masa
dcas
o + V- (casvas) —2HCAs(W'n/3y) =gy [CAﬁ (VAB —W) — CAy (VAy—W)] + Ras -
A lacis Transporte superficial Efecto (?elrcambio Fluxes interfaciales macciép]
;‘;;‘ﬁﬁ;‘]’" de la superficie desde las fases hacia la interfase superficia
(3.6.28a)

Para obtener la forma masica de esta condicion de frontera, basta con multiplicar ambos lados
de la ecuacion anterior por el peso molecular de la especie A para asi obtener

dPas
gf + Vs (pasVas) — 2Hpas(W-ngy) =ngy - [pap (Vap — Wpy) — Pay (Vay — Wgy) | +7as.

(3.6.28b)
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Esta dltima ecuacién puede usarse para recuperar la condicién de salto de masa total deducida
en la seccién 3.4.2 como se muestra en el ejercicio 3.18. Como puede notarse, las ecuaciones
(3.6.28) son dos versiones de la misma condicién de frontera que relaciona los fluxes interfaciales
con los fenémenos de transporte que ocurren en la interfase. Cuando sélo hay transporte en una fase
y se conoce el valor del flux de masa en las fronteras puede usarse esta ecuacion para completar el
planteamiento del problema. En ocasiones se conoce la concentracion y no el flux de la especie en
alguna frontera, en cuyo caso se puede prescindir de la condicién de frontera anterior. Sin embargo,
cuando hay transporte entre dos fases resulta imprescindible contar con una condicién de frontera
adicional a la anterior. La otra condicién de frontera interfacial tiene que ver con compactar la
informacion contenida en las capas limite de ambas fases y se suele expresar en la forma de la ley
de enfriamiento de Newton

IIB},‘ CABVAB = kM(HﬁyCAB — CAOO), €n 527[37,, (3.6.298.)

donde ky es el coeficiente interfacial de transferencia de masa, Hgy es el coeficiente de particion y
Caw €8 la concentracion lejos de la superficie divisoria como es c4y. La version en base mdsica de
esta ecuacion resulta de multiplicar ambos lados por el peso molecular de la especie y estd dada por
la siguiente expresion:

Ngy - PAgYAp = kM(Hﬁ},pAﬁ — pA(x,), en dﬁy. (3.6.29b)

Con estas dos condiciones de frontera se puede estudiar una buena cantidad de problemas de
transferencia de masa. Més atn, la ley de enfriamiento de Newton (la cual es una condicién de tipo
Robin o Cauchy) permite identificar dos casos limite como se muestra a continuacién. Llevando a
cabo un andlisis de orden de magnitud en ambos lados de la ecuacién (3.6.29a) se obtiene que

CAﬁvAﬁ )
kyy =0 [ CABYB ) (3.6.30)
M <(HﬁyCA[3 — CAoc)

donde v4p = O(v4p). Para el caso en el que el transporte en la frontera sea principalmente difusivo

y pueda aplicarse la ley de Fick (esto es, cuando c4gvag = —Z4pVcap), 1a ecuacion anterior puede
expresarse como
Dagc
ky =0 ( APZAD ) . (3.6.31)
((Hpycap — CAoo)

En esta expresion £ representa la longitud caracteristica del gradiente de concentracién. Suponiendo
que cyp = O(Hgycap — cas), la ecuacién anterior permite concluir que la ley de enfriamiento de
Newton puede expresarse en la forma dada en la ecuacién (3.6.29a) cuando ky = O(Z4p/¢). Sin
embargo, cuando

kmt
Bi= 1" «1, (3.6.32)
Dap
se tiene una situacién en la que el transporte de masa en la frontera es mucho menor que en la
fase-f y la condicion de frontera se reduce a

Il[gy‘ @AﬁVCA = 0, en JZ{[W. (3.6.33)

La cual es una condicién de frontera de tipo Neumann que indica la ausencia de transporte de masa.
Note que en la ecuacién (3.6.32) se recuperd la definicidn del nimero de Biot (ver seccion 1.7.6).
El extremo opuesto, es decir cuando Bi >> 1 corresponde al caso en el que no hay resistencias a
la transferencia de masa en la frontera y por tanto el término en el lado derecho de la ecuacién
(3.6.29a) se puede suponer mucho mayor que el izquierdo y la condicién de frontera se reduce a la
siguiente condicién tipo Dirichlet

HﬁyCAﬁ = CAy, €n ,!Zfﬁy. (3634)

La cual justifica la continuidad de la concentracién cuando Hg, = 1. Como puede notarse, los
casos limite mostrados en las ecuaciones (3.6.33) y (3.6.34) son formas particulares de la ley de
enfriamiento de Newton. En los siguientes parrafos se exploran algunas aplicaciones de las formas
macroscépicas y microscopicas de los modelos de conservacion de masa de una especie.



3.7
3.7.1

66 Capitulo 3. Transporte de masa

Ejercicio 3.18 — Consistencia con la condicién de salto para masa total. Demuestre
que la ecuacion (3.6.28b) puede usarse para recuperar la condicion de salto de masa total dada
en la ecuacion (3.4.25). Para ello, lleve a cabo la sumatoria desde A =1,...,N de cada término
de la ecuacién (3.6.28b) y utilice las siguientes expresiones

A=N | A=N A=N
Ps = Z PAs; Vs = — Z PAsVAs; Z ras =0, (3.6.35)
A=l Ps 4=1 A=l

junto con las definiciones dadas en las ecuaciones (3.6.7) para recuperar el resultado deseado.

Ejercicio 3.19 — Andilisis alternativo no limitado al transporte difusivo. Repita el andlisis
que permitié simplificar la ley de enfriamiento de Newton a condiciones de transporte nulo
(ecuacién 3.6.33) y de continuidad de la concentracién (ecuacion 3.6.34) en la frontera sin
recurrir a suponer que el transporte de masa en la frontera se da predominantemente de manera
difusiva. Proponga los casos limite en funcién de la velocidad de la especie A, la cual es la suma
de las velocidades difusiva y convectiva como se muestra en la ecuacion (3.6.4).

Ejercicio 3.20 Los sistemas celulares consisten en arreglos de células rodeados por un medio
exo-polimérico (la fase-f) (ver figura 2.2). Si se denota al medio intracelular como la fase-c y
se considera a la membrana celular como una superficie. Explique, bajo qué circunstancias la
condicién de frontera interfacial puede escribirse como

— Illgcy : @ABVCAB = —nﬁc : @AGVCAg, en ”Q{BO" (36363)
— no_B . @AGVCAG = k(CAO- — Kechﬁ), en %6, (3.6.36b)

donde k se conoce como la permeabilidad de la membrana celular. Estas condiciones de frontera
son adecuadas para modelar, por ejemplo, el transporte de oxigeno en sistemas celulares. Sin
embargo, parta modelar el transporte de sustrato, se requieren considerar mecanismos de acarreo
por la membrana celular como lo ilustran Wood y Whitaker (1998). "

Aplicaciones del modelo macroscépico de conservacion de masa
Aplicacion del balance macroscépico a un CSTR

Considere un reactor continuo tipo tanque agitado (0 CSTR por sus siglas en inglés) como el

mostrado en la figura 3.5 al cual ingresa una corriente de un fluido incompresible (fase-f), que
acarrea a un reactivo (especie A) en solucién diluida. Dentro del reactor se encuentran particulas

FEntrada

Salida

—

Figura 3.5: Esquema de un reactor continuo tipo tanque agitado que contiene una fase fluida y una
fase dispersa.



3.7 Aplicaciones del modelo macroscdpico de conservacion de masa 67

cataliticas porosas (en donde hay una distribucién de Np tamanos de particulas) en donde se
consume la especie A siguiendo una cinética de primer orden. Se desea desarrollar un modelo
macroscépico para la concentracion de la especie A en el fluido contenido en el tanque.

Como se mostrard en el capitulo 6, el modelo de transporte de una especie en un medio poroso
bajo condiciones de difusion y reaccién posee una estructura similar a la dada en la ecuacioén
(3.6.10b), con la diferencia de que la ecuacién es de medio efectivo, por lo que la concentracién
CAp €s de hecho una concentracion promedio por lo que no se distingue entre las fases fluida y
s6lida en el medio poroso. El modelo de medio efectivo puede escribirse como sigue:

dcan
ot

donde D,y y ks son los coeficientes efectivos de difusién y reaccién y pueden predecirse a partir
de las soluciones de los problemas de cerradura asociados como se ilustra en el capitulo 6. Como
puede notarse, en el modelo anterior se supuso que el transporte de masa dentro de las particulas
cataliticas se da principalmente por difusién. Este es un caso en el que hay transporte entre dos
medios que es el fluido afuera y dentro de las particulas cataliticas. Por ello, se deben aplicar dos
condiciones de frontera en la superficie .73 ,. Despreciando las contribuciones de la acumulacién,
transporte y reaccion superficiales y tomando en cuenta que las particulas no sufren cambios en su
superficie, dan lugar a la siguiente expresion de continuidad de los fluxes:

=V (Daer-Vean) —kefcan, (3.7.1)

nlgw *CAB (VAﬁ — W/}w,i) = nﬁw . CAa)J(VAa),i — Wﬁw,i)a en %a); i= l, . ,Np. (3.7.28.)

Ademds, dado que existen resistencias a la transferencia de masa, la ley de enfriamiento de Newton
puede expresarse ahora como sigue:

nwﬁ . CA(DJ(VA[DJ - W) = kmi(CAw,i — CA[;), en ﬂﬁo); i= 1, e 7IVp. (3.7.2b)

Es necesario reconocer que estas condiciones de frontera son particulares para cada tipo de
particula, por ello el subindice i, el cual va de 1 hasta el nimero de tamafios de particulas que estén
en el sistema. Note que la ecuacién anterior no contiene un coeficiente de particién ya que es el
mismo fluido el que se encuentra dentro y fuera de las particulas cataliticas.

No es necesario llevar a cabo mds desarrollos en esta regién, por lo que el resto del andlisis se
centra en el fluido contenido en el tanque. En dicha zona del sistema, la forma macroscépica y en
base molar del principio de conservacion de masa asociado a una region arbitraria es

d
E/@wdv+/n@www—wym:0. (3.7.3)
s oy

El objetivo ahora es expresar a esta ecuacion en términos de la concentracion promedio en todo el
tanque:

1
ﬁ:vﬂmw, (3.7.4)
By

donde 7p representa el dominio ocupado por el fluido en el tanque y su volumen Vg puede, en
general, ser funcion del tiempo. Sustituyendo esta definicidn en el primer término de la ecuacién
(3.7.3) se obtiene la siguiente expresion

d(cv,
(%ﬁﬂ+/ncw@w—wwm:0 (3.7.5)

d
g

Para determinar la dependencia temporal de Vg se recurre a la forma macroscépica del principio de
conservacién de masa total para una region arbitraria

d
E/pﬁ dV+/n-p,3(vﬁ—w) dA =0. (3.7.6)
[ T
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Bajo la suposicién de flujo incompresible la densidad del fluido puede suponerse constante (ver
seccion 1.7.1) y la ecuacidn anterior se reduce a:
dvﬁ
+ / (vg—w)dA=0. (3.7.7)
p

La superficie del fluido en el tanque puede descomponerse como sigue:
52{/3 = L‘Z{entrada + %alida + dﬁw + %gimdor + %aredes + JZZmperior' (378)
Los valores de vg y w en cada una de estas superficies son:

‘ %ntrada fz‘zjsalida f'(Z{ﬁa) %gitador 'Q{paredes v(Z{superior
vp VB.e VB.s V3 VB.a 0 0
w 0 0 Vg V5. 0 0

De acuerdo con esta tabla, la velocidad del fluido y de las fronteras es la misma tanto en las
particulas como en el agitador. Bajo estas condiciones, la versién macroscopica de la ecuacion de
conservacion de masa total es:

av
Pt [ mgevpeant [ mggvg,aa=o. (37.9)
'Q{ﬁe %BY

Ya que en la superficie de entrada la velocidad del fluido y el vector normal van en sentidos opuestos,
se tiene que ng , - Vg . = —Vvp .; mientras que en la superficie de salida se tiene el caso contrario y
por ellong - vg . = vg ;. Tomando esto en cuenta, la ecuacion anterior toma su forma final:

avg . )
o~ Qe O (3.7.10)
donde Q, y Q, representan los flujos volumétricos de entrada y salida y estan definidos como:
0. = / Vg dA; Qs = / vg s dA. (3.7.11)
Q/B:” % s

Evidentemente, bajo condiciones de estado estacionario, el flujo volumétrico de entrada es igual
al flujo volumétrico de salida. Note que si ese fuera el caso, entonces podria usarse una regiéon de
integracién fija en lugar de una region arbitraria. Con este resultado disponible, se puede regresar la
atencion al primer término de la ecuacién (3.7.5) para obtener:

d(Vgey) dej  ,dVg dc]]
—PA =V
dr b A =V

Para trabajar con el término del transporte interfacial de la ecuacion (3.7.5), es conveniente consi-
derar la siguiente descomposicion:

‘ %ntrada vQ{salida %w %gitador %aredes Jysuperior
Vap | Vee  Vps  Vapp  Vpa 0 0

+c1 (0. —0y). (3.7.12)

Aqui se supuso que en las superficies de entrada, salida y en la superficie con el agitador, la
velocidad de la especie A es predominantemente la velocidad convectiva, es decir, la velocidad del
fluido. Bajo estas condiciones, la ecuacién (3.7.5) toma la siguiente forma:

dc . .
VB dA +CX (Qe - Qs) + / Ng . CaBeVB.e dA+ / Ng s CAB.sYB.s dA

JZVI}L, Mﬁr

+/n5w'cAB(VAﬁ—W) dA=0. (3.7.13)
A
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Para simplificar esta expresion, se supone que a la entrada del sistema la concentracién es constante
y que existen condiciones de mezclado perfecto. Esto dltimo tiene como consecuencia que la
concentracion en la superficie de salida del tanque puede aproximarse como la concentracién
promedio en el mismo. De esta forma, la ecuacidn anterior se reduce a:

dc’l .
Vg T / N Cap(Vap = W) dA = Oclcap.e —cj). (3.7.14)
o

O bien, usando las condiciones de frontera en la superficie entre el medio poroso y el fluido dadas
en las ecuaciones (3.7.2):

dcll . i=Np
VﬁcT? = Qec(cape— )+ Z‘{ / km.i(cAwi—cap) dA. (3.7.15)
= Ay

Para simplificar esta expresion, se aproxima la concentracién interfacial por la concentracién en el
fluido. Si ademds se suponen como constantes el coeficiente interfacial de transferencia de masa
km,; y la concentracion en la superficie de las particulas porosas, se tiene entonces:

dCAn Qe P km,iAﬁwJ
a ‘TB(CAﬁ,e—C/m)‘F ; T(CAwJ—CAn) (3.7.16)

O bien, multiplicando la ecuacién anterior por la fraccién volumétrica del fluido en el tanque
(Sﬁ = Vﬁ / V):

de - i=Np
=tk (eape—can) Y knitgo.(cani — can). (3-7.17)
i=1

En esta ecuacién, se defini6 al tiempo de residencia como tg =V /Q, y al drea interfacial por unidad
de volumen como agg, ; = Agwi /V. La ecuacién anterior debe resolverse de manera acoplada con
las ecuaciones para las particulas (ecuacién 3.7.1). Este es el tipo de modelos de reactores quimicos
heterogéneos continuos de tipo tanque agitado reportados en la literatura (ver, por ejemplo, Hill
y Root, 2014). Una alternativa es el sistema discontinuo o batch, en el cual se elimina el primer
término del lado derecho de la ecuacién anterior ya que no hay un flujo volumétrico de entrada.
En un reactor quimico homogéneo no hay otras fases presentes y la reaccioén quimica se lleva a
cabo en la fase fluida en el tanque. En este caso, no es dificil deducir que el modelo macroscépico
correspondiente es
n )
ddi;‘ = g;(cA57e—c2)—kcg. (3.7.18)

La cual debe resolverse sujeta a la condicion inicial correspondiente.

Ejercicio 3.21 — Formulaciones alternativas.
1. Muestre como se modificaria el resultado si no se despreciara la tasa de reaccion en la
superficie entre el medio poroso y el fluido.
2. Simplifique el modelo para el caso en el que no hay distribucion de tamafio de particulas.
3. Estudie el caso en el que la reaccién quimica se da sélo en la superficie de las particulas.

Ejercicio 3.22 Demuestre que, si la velocidad de la superficie de las particulas es igual a la
velocidad del fluido, la condicién de frontera dada en la ecuacién (3.7.2b) se puede escribir
como *l‘lwﬁ ° DAef,i ° VCAa,,' = kmi(CAw,i = CAﬁ). [ ]
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Ejercicio 3.23 — Coeficiente interfacial de transferencia de masa variable. En los desa-
rrollos presentados arriba se supuso que el coeficiente interfacial de transferencia de masa es
constante en la superficie de cada particula. Sin embargo, esta suposicién puede no ser necesaria.
Para demostrarlo, muestre de qué manera se puede recuperar una expresiéon con la misma
estructura que la de la ecuacién (3.7.16) sélo adoptando la suposicién de mezclado perfecto.

3.7.2 Modelado del transporte de contaminantes en un lago

Considere un lago no eutrofizado el cual tiene varias corrientes de entrada y de salida a través
de sus superficies con el subsuelo. Estas corrientes contienen un contaminante (especie A), el cual
puede ser consumido por seres vivos moviles como peces, anfibios, etc. (regién w,,) o bien pueden
adsorberse por superficies fijas en el lago como piedras o pastos (region @y), los cuales tienen Nm
y N f distribuciones de tamafios, respectivamente. Considere ademds que ingresa agua al lago por
precipitaciones (aunque éstas no contienen al contaminante) y que el agua (y el contaminante) puede
abandonar al lago por evaporacién. Se desea desarrollar un modelo macroscépico que describa la
dindmica de la concentracién promedio del contaminante en el lago.

Para comenzar los desarrollos se considera una region arbitraria ¥ que comprende al agua
contenida en el lago y es funcién del tiempo. Los modelos macroscopicos de masa total y de la
concentracion molar de la especie A en esta regidn, bajo la suposicién de flujo incompresible (es
decir, de densidad constante, ver seccion 1.7.1) se escriben como sigue

dVg
L [n(vp-w)da=o, (3.7.19)
g
d(clVg)
#ﬁjL/n.cAﬁ(vAﬁ_W) dA =0, (3.7.19b)
%

En el primer término de la ecuacion (3.7.19b), cg es la concentracién promedio en el lago y tiene

una definicién idéntica a aquella dada en la ecuacion (3.7.4). En este caso, la superficie /5 se
descompone en las superficies de entrada <7, de salida <7 referentes al subsuelo, la superficie
del lago que recibe precipitacion 7, la superficie en la que hay evaporacion 27, asi como las
superficies fijas en el fondo y alrededor del lago .27 y por tltimo las interfases con seres vivos fijos
(HBws) Yy moviles (g q,). Los valores de vg, v4p y W en estas superficies son:

‘ Ay Gy <Q{pre Lova %‘ 'Q{ﬁ of 'Q{ﬁ om
Vg | Ve Vs Vpre  Vewa 0 0 Vo
w0 0 Wy W, 0 0 Vo
Vag | Ve VBs 0 Vap 0 Uyp VaB

Note que aqui se considerd que la velocidad de desplazamiento de la interfase puede no ser la
misma que la velocidad de cada gota durante los eventos de precipitacion y una situacion similar
se consider6 en los eventos de evaporacion. Ademds, se considerd que en las interfases con seres
vivos fijos, la velocidad de la especie es predominantemente difusiva (uyg). Sustituyendo estos
resultados en las ecuaciones (3.7.19) se obtiene que

dvy

W—I—/n'vﬁedA—i—/n-vﬁsdA—i— / n- (Vpre — Wpre) dA+ /n-(vem—wem) dA =0,
o, o o

Dpre Leva
(3.7.20a)
d(ciVs) [, -
" / “CABVBe dA+/n-cAﬁvﬁsdA—|—/n-cAﬁ(vAﬁ Weya) dA
o, s ova
+ / n-capusp dA+ / n-cagusp dA = 0. (3.7.20b)

os TBom
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Al igual que en el problema anterior n-vg, = —v, y n- Vg, = v, por lo que las ecuaciones anteriores
pueden escribirse como
dVB ) . )
Qe Qs + Qpre - / n- (Veva - Wevu) dA7 (3721&)
Leova
dcl av, ) .
137? +627f —CAeQe—f-Cng—i-Cg / n- (VAﬁ _Weva) dA + / n-capuyp dA
Lova Q{[iwf
+ / n-cypuyp dA =0. (3.7.21b)
°%a)m

En donde se utilizaron las siguientes definiciones de los flujos volumétricos

0. = / Ve dA; Oy = / vy dA; Qe = — / 0~ (Vpre — Wpe) dA. (3.7.22)

A, P Sire

Ademads, note que en la ecuacién (3.7.21b) se supuso que la concentracién de la especie A es
constante en la superficie de entrada y que hay condiciones de mezclado perfecto, por lo que
la concentracion de la especie A en las superficies @ y 7,,, se supuso constante e igual a la
concentracion promedio en el lago. Sustituyendo la ecuacién (3.7.21a) en la ecuacién (3.7.21b),
resulta que

d . .
V,B CA—I—/ILCXIIA[; dA + / n-capuAp dA + / n-capuap dA:Qe(CAe—Cg)—QpreCZ.

Lova JMB of Q{ﬁ wm
(3.7.23)
Para cerrar el modelo se supone conocido el flux difusivo de evaporacidn:
n-clugg =-—n-ZugVeag = jaeva- (3.7.24)
De esta forma, definiendo el flux promedio de evaporacién como
: 1 .
<]Aeva>eva = r / JAeva dA, (3.7.25)
eva o

puede escribirse la ecuacion (3.7.23) ahora como sigue

de)l .
Vﬁ 4 + / n-CpplAB dA+ / n-cppuap dA = Qe (CAe ) QpreCA <]Aeva>evaAeva-
Tpos Tpom
(3.7.26)

Por dltimo, suponiendo conocidas las tasas de consumo de la especie A en las superficies fijas
y moviles de los seres vivos y que obedecen cinéticas de primer orden, se tienen las siguientes
relaciones

€n ,,Q{Bwﬁ', n'CAﬁuABi = —n'.@ABiVCAB :kfiCAﬁa i= 1,...,Nf, (37273)
€n JZ{meia n’CAﬁuABi: _n'gABichﬁ :kmicAﬁa i= 1,...,Nm. (3727]3)

En las dltimas igualdades de las ecuaciones anteriores, ky; y k,; denotan a los coeficientes de
adsorcién y de reaccion superficiales en el i-ésimo tamaio de superficies fijas o0 mdviles. Bajo
la suposicién de mezclado perfecto, los valores de las concentraciones en las superficies @54 y
g om pueden suponerse iguales a la concentracion promedio en el lago y la ecuacion (3.7.26) toma
la siguiente forma:

dc

B dr Qe (CAe - CZ) - Q'preC:;7 - <jAeva>eva eva (kaﬁa)f +k Aﬁa)m) (3.7.28)
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En la ecuacion anterior se usaron las siguientes definiciones

i=Nf

le

k= / ki dAs = / ki dA. (3.7.29)
ﬁwm i=1

ﬁwfl ﬁwml

Aﬁwf i=1

La ecuacion (3.7.28) puede simplificarse mas si se restringe el andlisis a condiciones en las que
sea razonable suponer que V., = Wy, lo que anula el flujo volumétrico de precipitacion. Bajo esta
suposicién y dividiendo ambos lados de la ecuacién anterior entre el volumen del lago resulta la
forma final del modelo:

ch

&— =~ dt = tE1 (CAe - Cg) - <jAeva>evaaeva - (kfaﬁa)f +km6l,8wm)€2, (3.7.30)

donde £g = V3 /V es la fraccién volumétrica ocupada por agua en el lago, mientras que el tiempo
de residenciaes tg =V/ Q.. Por tltimo, las 4reas interfaciales por unidad de volumen son a; =
Aj/V donde j =eva,Bwfy Bwm. Bajo estas condiciones, el primer término toma en cuenta las
contribuciones de entrada y salida de la especie A por el subsuelo, el segundo término cuantifica las
pérdidas por evaporacién y el dltimo término considera el consumo por los seres vivos.

Ejercicio 3.24 — Sobre la suposicion de mezclado perfecto. Reconsidere el modelo desa-
rrollado aqui pero no imponga la suposicién de mezclado perfecto. En su lugar descomponga a
la concentracion en términos de cZ y sus desviaciones espaciales ¢4. Proponga una metodologia
(tedrica o experimental) para cuantificar las desviaciones. "

Ejercicio 3.25 — Tasas de evaporacion y de consumo. Como puede notarse el modelo
dado en la ecuacidn (3.7.30) requiere del conocimiento de las tasas de evaporacién y de consumo
de la especie A. Proponga técnicas para cuantificar estas cantidades ya sea de manera tedrica o
experimental.

Ejercicio 3.26 — Transferencia del virus SARS-CoV-2. Considere un vagén del metro con
Nc pasajeros que son portadores del virus SARS-CoV-2 y N pasajeros sanos. El vagdn tiene
encendidos los ventiladores y las ventanas también estdn abiertas. Suponiendo que el virus forma
una solucién diluida en el aire, desarrolle un modelo macroscépico que describa la transferencia
de masa del virus en el vagén de las personas contagiadas hacia las personas sanas y superficies
inertes. Describa cuidadosamente los pasos de sus desarrollos asi como sus suposiciones.

Comentarios finales

En este capitulo se dedujeron las formas macroscépica y microscépica de los principios de
conservacion de masa total y de una especie quimica. En ambos casos se comenz6 la deduccién con
una ecuacién con palabras que representa a un principio fundamental en una regién de integracién
arbitraria y después se tradujo esta ecuacién al lenguaje matematico. Ciertamente, el principio de
conservacion con palabras se pudo haber formulado para otros tipos de regiones; sin embargo, fue
conveniente hacerlo para una regién arbitraria, ya que a partir de la ecuacién resultante es sencillo
deducir las ecuaciones correspondientes en las otras dos regiones de integracion. De esta manera,
se dedujeron tres versiones del mismo principio de conservacién en forma macroscépica. Esto es
conveniente ya que el tipo de region a utilizar en diversas aplicaciones depende del sistema bajo
estudio, lo cual se ilustré con algunos ejemplos.

Posteriormente, se usaron los teoremas integrales (ver seccion 2.6) para recuperar una version
convergente del principio de conservacién a la escala macroscopica. Es a partir de esta version
convergente que se dedujo la forma miscroscépica de los principios de conservacidon de masa. Tanto
las formas macroscépica como microscépica de los principios de conservacion de masa total y por
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especie tienen un término de acumulacién y un término de transporte. En el caso del principio de
conservacion por especies se incluye el término adicional de generacidon o consumo por reaccién
quimica.

La forma macroscépica del principio de conservacion de masa aplicada a una region material
también se utiliz6 como punto de partida para la deduccién de las condiciones de frontera para
el flux interfacial de masa. En la deduccidn de esta condicion de frontera se utilizaron funciones
de exceso para cuantificar las diferencias entre las propiedades en las fronteras y en las fases
homogéneas. En el caso del transporte de masa por especies se presentd a la ley de enfriamiento de
Newton como una condicién de frontera adicional que es necesaria en muchos casos de aplicacion.
De esta forma, se cuenta con condiciones de frontera tanto para la concentracién como para el
flux de masa entre fases. Estos elementos se aplicaron en el modelado macroscépico de un reactor
continuo tipo tanque agitado y en el transporte de contaminantes en un lago. La forma de trabajo
presentada en este capitulo para la deduccién y anélisis de modelos de transferencia de masa se
utilizard en los dos capitulos siguientes para el estudio del transporte de cantidad de movimiento y
de calor.






4.1

4.2

Intfroduccién

Este capitulo estd dedicado a revisar algunos conceptos fundamentales del transporte de cantidad
de movimiento en fluidos. Para ello, en la seccién 4.2 se presentan las formas general y particulares
del principio de conservacion de cantidad de movimiento. La forma microscdpica y la condicién de
salto entre fases de este principio de conservacion se deducen en la seccién 4.3. Subsecuentemente,
las formas macroscopica y microscopica de la conservacion de cantidad de movimiento se contrastan
mediante el anélisis de la fuerza de un fluido en un codo de seccién transversal circular en la
seccién 4.4, Las dltimas secciones de este capitulo estdn dedicadas a la deduccion de las formas
macroscopica y microscopica de la ecuacién de energia mecdnica, incluyendo un breve apartado
sobre el cédlculo del coeficiente de pérdidas por disipacién viscosa.

Forma macroscépica de conservacion de cantidad de movimiento

La cantidad de movimiento es el producto de la masa por la velocidad y puede ser de dos tipos:
lineal o angular. El principio que rige su conservacion es, en esencia, un balance de fuerzas y se
deduce a partir de las dos leyes de la mecdnica del continuo que se atribuyen a Euler (1750):

1. Larazén de cambio en el tiempo de la cantidad de movimiento lineal de un cuerpo es igual
a la fuerza que actiia sobre el cuerpo.

2. Larazén de cambio en el tiempo de la cantidad de movimiento angular de un cuerpo es
igual al torque que actia sobre el cuerpo.

Dirigiendo por el momento la atencion a la primera ley de Euler, si se entiende por cuerpo a una
regién material, entonces resulta mas conveniente (para ganar generalidad) expresar a la primera
ley de Euler para una regién arbitraria en forma de la siguiente ecuacién con palabras (Gray y Gray,
2017):
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Primera ley de Euler

La razén de cambio en el tiempo de Flujo neto de entrada de
la cantidad de movimiento lineal en p = < cantidad de movimiento por
una region arbitraria las fronteras de la regién
Fuerzas volumétricas que actian Fuerzas superficiales que actian en
dentro de la region arbitraria las fronteras de la regién arbitraria

4.2.1)

Al igual que como se hizo en el capitulo anterior, el siguiente paso es traducir cada término al
lenguaje matemdtico. Siguiendo las mismas ideas usadas en el estudio de la transferencia de masa,
el término de acumulacién de la ecuacion anterior puede escribirse como sigue:

La razén de cambio en el tiempo de J
la cantidad de movimiento lineal en , = o / pvdv. (4.2.2a)
una region arbitraria YA

Por su parte, el flujo neto de entrada de cantidad de movimiento por las fronteras de la region de

integracion estd dado por la siguiente expresion

Flujo neto de entrada de
cantidad de movimiento por p = — / n-(v—w)pvdA. (4.2.2b)

las fronteras de la regién 7

Al comparar las dos ecuaciones anteriores con las ecuaciones (3.2.3) y (3.2.4), puede notarse que
el dnico cambio que se hizo fue reemplazar a p por pv. Para avanzar con el proceso de traducir
cada término de la ecuacién (4.2.1) al lenguaje matemaético, se dirige la atencién ahora al término
de fuerzas volumétricas y se define al vector b para denotar las fuerzas volumétricas por unidad
de masa al nivel de escala microscépica. Este tipo de fuerzas pueden representar por ejemplo
aquellas debidas a la gravedad o a campos electromagnéticos que ejercen una influencia sobre todo
el fluido (y no solo sobre sus fronteras). Con base en esta definicion, se puede proponer la siguiente
expresion

Fuerzas volumétricas que actiian

= /pb dv, (4.2.2¢)

dentro de la regién arbitraria J
A

donde el hecho de que el lado derecho esté en una integral volumétrica tiene sentido debido al
significado fisico de este término. Siguiendo estas mismas ideas, el término de fuerzas superficiales
debe representarse mediante una integral de superficie, cuyo integrando es el vector de esfuerzos t.
Este vector representa las fuerzas superficiales por unidad de area y su direccién esta definida por
el vector unitario normal a la superficie. Para tener mayor claridad respecto a esto dltimo puede
utilizarse el siguiente teorema:

Teorema 4.2.1 — Teorema fundamental de Cauchy. El vector de esfuerzos en cada punto
de la superficie de una regidn de integracién arbitraria que acttia sobre un fluido puede expresarse
en términos del vector unitario normal a la superficie (n) y el tensor total de esfuerzos (T) de
acuerdo con la siguiente identidad:

th=n-T. (4.2.2d)

Tomando en cuenta lo anterior, el término de fuerzas superficiales en la ecuacién (4.2.1) puede
escribirse como sigue

Fuerzas superficiales que actiian en
= /n~T dA. (4.2.2¢)

las fronteras de la region arbitraria J
g7
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Sustituyendo las ecuaciones (4.2.2) en la ecuacion (4.2.1), se obtiene la siguiente primera expresion
para la forma macroscépica del principio de conservacion de cantidad de movimiento:

jt/pvdV—I—/n-(v—w)pvdA:/pde—l—/n-TdA. (4.2.3)
Y 7 i 2

En este punto, es importante mencionar que una consecuencia de la segunda ley de Euler es que
el tensor de esfuerzos es un tensor simétrico (ver, por ejemplo el capitulo 4 de Whitaker, 1992):

T=1. (4.2.4)

La ecuacién anterior se conoce como la segunda ecuacion de Cauchy. Més atn, para un fluido
en movimiento, el tensor total de esfuerzos puede expresarse en términos de sus contribuciones
perpendicular (—pl) y tangencial (7), sobre la superficie de un fluido. Esto es:

T=—pl+r. (4.2.5)

Note que el primer término de la ecuacion anterior es siempre simétrico, mientras que, para que
se satisfaga la segunda ecuacion de Cauchy, es necesario que el tensor de esfuerzos tangenicales
(también conocidos como esfuerzos cortantes o viscosos) también sea simétrico. Sustituyendo las
ecuaciones (4.2.2d) y (4.2.5) en la ecuacién (4.2.3) resulta que

Forma macroscopica del principio de conservacion de cantidad de movimiento

j/pvdV—i—/n- (V—w)pvdA = /pde—/npdA—F/n"L‘dA. (4.2.62)
t’Y/A Ay YA Ay =7
Con esta ecuacion pueden deducirse las expresiones correspondientes a las otras dos regiones
de integracion. En el caso de una region material la derivada temporal debe reemplazarse por una
derivada material y la velocidad de desplazamiento de la superficie de la regién corresponde a
la velocidad del fluido. En consecuencia, el segundo término en el lado izquierdo de la ecuacion
anterior desaparece y la expresion resultante puede escribirse como sigue

D
—/pvdV:/pde—/npdA—F/n"rdA. (4.2.6b)
Y Y oy Dy

Esta expresion tiene sentido fisico pues un cuerpo de fluido, aunque no intercambie masa con los
alrededores, es influenciado por las fuerzas (volumétricas y superficiales) que se ejercen sobre de €l
y que provocan su movimiento. Para el caso de una regidn fija, la derivada temporal en la ecuacién
(4.2.6a) se convierte en una derivada parcial y la velocidad de desplazamiento de sus fronteras es
nula por lo que dicha ecuacién adquiere la forma siguiente

0
E/pvd\ur/n-pvvdA:/pde—/npdA+/n-rdA. (4.2.6¢)
s Ay 7y oy df

Note que estas expresiones no estan limitadas a flujos compresibles o incompresibles y pueden
usarse igualmente para estudiar fluidos newtonianos y no newtonianos. En los siguientes pérrafos
se deducira la forma microscépica de este principio de conservacién a partir de su contraparte
macroscépica asi como la condicién de frontera entre fases.

Ejercicio 4.1 — Gases en glaciares. Muchos gases de efecto invernadero se encuentran
capturados como burbujas en glaciares. Debido al cambio climadtico los glaciares se han ido
derritiendo y liberando estos gases a la atmosfera. Elija la region de integracién mas conveniente
para estudiar este fendmeno y explique las suposiciones que sean pertinentes adoptar. "
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Ejercicio 4.2 — Hidrostatica. Demuestre que, bajo condiciones hidrostéticas, las diferentes
versiones de la forma macroscépica del principio de conservacion de cantidad de movimiento se
reducen a la siguiente expresion

0= / pbdv — / np dA. 4.2.7)
4 o/

Forma microscépica de conservacion de cantidad de movimiento
Ecuacion de Navier-Stokes

El objetivo de esta seccidn es deducir la forma microscdpica del principio de conservacién de
cantidad de movimiento. Para ello, se aplica el teorema general del transporte (ecuacion 2.6.8) a la
ecuacion (4.2.6a) para obtener

/aaptvdV—l—/n-pvvdA:/pde—/npdA—i—/n-'rdA. 4.3.1)
va of v of o

En la ecuacion anterior se prescindié del uso del subindice A, ya que este mismo resultado se

obtiene al aplicar el teorema del transporte de Reynolds (ecuacion 2.6.9) a la ecuacién (4.2.6b).

Ademads, esta misma expresion resulta de aplicar la relacién integral dada en la ecuacion (2.6.7) a

la ecuacion (4.2.6¢). Més atin, con la intencién de agrupar todos los términos de la ecuacién (4.3.1)

en una sola integral volumétrica, se aplica el teorema de la divergencia (ver ecuaciones 2.6.1 y

2.6.5) a los términos que contienen integrales superficiales para obtener la siguiente expresion
dpv

/[ww.(pw)_pbwp_v.r] av =0, (4.32)
v

Note que, al considerar la forma microscépica de la ecuacién de conservacion de masa (ecuacion
3.4.4) los dos primeros términos en el integrando de la ecuacion anterior pueden escribirse como
dpv ap

v
7+V'(pvv) :V<at—|—V-(pv)> +p§ +pv-Vv. (4.3.3)

=0
Tomando en cuenta esta identidad, junto con el hecho de que la integral en la ecuacién (4.3.2) es
cero debido a que el integrando es cero, se deduce la siguiente expresion valida al nivel de escala
microscépico

Ecuacion de movimiento de Cauchy

paa:—i—pv-Vv:—Vp—i—pb—i—V-T. (4.3.4)

Esta expresion, al igual que las ecuaciones (4.2.6) no estd limitada a un tipo particular de
condicién de flujo. Sin embargo, la ecuacién (4.3.4) requiere de dos relaciones de cerradura, la
primera es sobre las fuerzas volumétricas y la segunda es sobre el esfuerzo cortante. Para atender a
la primera, puede restringirse el andlisis a situaciones en las que la tinica fuerza volumétrica sea
la gravedad y por tanto b = g, ya que esta es la fuerza volumétrica mas comtinmente encontrada
en el flujo de fluidos en aplicaciones de ingenieria. Para la segunda, puede tomarse en cuenta que,
cuando el flujo es newtoniano e incompresible, el esfuerzo cortante se relaciona con el gradiente de
velocidad mediante la ley de la viscosidad de Newton:

T=p(Vv+VWv'). (4.3.5)

Ahora bien, aplicando el operador de divergencia en ambos lados de la ecuacion anterior se deduce
que

Vr=p[Vv+V(V-v)]. (4.3.6)
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Ya que se ha supuesto flujo incompresible (es decir, que la densidad del fluido es constante), el
ultimo término de la ecuacién anterior es cero ya que la velocidad es solenoidal. Sustituyendo la
ecuacion anterior en la ecuacion (4.3.4) se obtiene la ecuacion de Navier (1822)-Stokes (1880):

Ecuacion de Navier-Stokes

0
pa—: +pv-Vv=—Vp+pg+uviv. 4.3.7)

El primer término del lado izquierdo de esta ecuacién representa la acumulacién de cantidad de
movimiento, el segundo término representa la contribucién de los esfuerzos inerciales, o bien el
transporte por conveccion. El primer y dltimo término en el lado derecho estdn asociados con los
esfuerzos superficiales perpendiculares y tangenciales, respectivamente, que experimenta el fluido.
Por 1ltimo, el término pg representa la influencia de la fuerza volumétrica de la gravedad sobre el
fluido. Como puede notarse, el significado fisico de estos términos es consistente con los términos
que constituyen la forma macroscépica del principio de conservacién de cantidad de movimiento
dada en la ecuacién (4.2.6a).

Como puede notarse, el uso de la ecuacién de Navier-Stokes estd limitado a flujo incompresible
y newtoniano. En el ejercicio 4.3 se desarrolla una expresion que no tenga la primera limitacion.
Respecto a la segunda limitacidn, la ley de Newton de la viscosidad supone que existe una relacion
lineal e instantdnea entre el esfuerzo cortante y la deformacién del fluido. Aunque muchos fluidos
satisfacen estas condiciones, existen muchos otros que no lo hacen. En este tipo de casos se puede
usar una version mds general de la ley de Newton como la siguiente

T=2u(I'D, (4.3.8)
donde D = %(VV + VvT) es el tensor de deformacién y el escalar I se define como

'=+v2D:D. 4.3.9)

Por ejemplo, un modelo sencillo es la de ley de potencias de Ostwald-de Waele
w() =mr1, (4.3.10a)

donde las constantes m y n determinan la naturaleza no newtoniana del fluido. Otra propuesta es el
modelo de Carreau (1972):

1(I) = too + (Ho — Heo) [1+ (AT)?] =0z, (4.3.10b)

En esta expresion, ll, U, A y N son los coeficientes de viscosidad asociados a tasas de corte cero e
infinito, asi como el tiempo de relajacién del fluido y el grado de adelgazamiento del fluido debido
al esfuerzo cortante.

Un modelo alternativo que no supone una relacion instantanea entre el esfuerzo y la deformacién
lo propuso Maxwell

t <l;f —[z-Vv+ (VW) r]) = (Vv+(Vv)') -1, (4.3.10c)
donde ¢, es el tiempo de relajacion del fluido. Este tipo de modelos se han usado para describir por
ejemplo el flujo sanguineo (Truskey y col., 2004). Note que cuando #,, = 0, se recupera la ley de
Newton de la viscosidad. Este resultado también se recupera, al tomar m = i y n = 1 en la ecuacién
(4.3.10a) y al fijar o =0y N =1 en el modelo de Carreau.

Al lector interesado en la historia detras de la deduccion de esta ecuacién, se le recomienda
revisar el trabajo de Darrigol (2002). De acuerdo con este autor, cuando la ecuacién de Navier-
Stokes se formul6 no fue muy popular en la comunidad cientifica ya que, hasta la fecha, no es
posible resolverla de forma exacta analiticamente. Fue en el siglo XX cuando se propusieron
algunas soluciones aproximadas en capas limite y, mas adelante, con el desarrollo de los métodos
numéricos y capacidades computacionales que fue posible resolver esta ecuaciéon numéricamente.
Sin embargo, a pesar de las capacidades de computo actuales, la solucién de esta ecuacion bajo
condiciones de flujo turbulento no es un tema del todo resuelto.
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Ejercicio 4.3 — Ecuacion de movimiento para flujo compresible. La version de la ley de
Newton de la viscosidad para flujo compresible es la siguiente

r:u(vV+vﬁj+l(K§u>a%v% 4.3.11)

donde u es el coeficiente de viscosidad dindmica, K es la viscosidad de dilatacion (o viscosidad
de volumétrica) y ambos coeficientes son escalares para fluidos de estructura isétropa y son
tensores de cuarto orden cuando este no es el caso (Batchelor, 2000) cuyas unidades son Pa-s.
Sustituya esta expresion en la ecuacién de movimiento de Cauchy y desarrolle la forma cerrada
de la ecuacién de cantidad de movimiento correspondiente. Muestre que dicha expresion se
reduce a la ecuacién de Navier-Stokes para el caso de flujo incompresible.

4.3.2 Versidon adimensional de la ecuacion de Navier-Stokes

Como se explicé en la seccion 3.6.2, el andlisis de los términos presentes en las ecuaciones a
la escala microscopica se facilita al hacer reformulaciones en términos de variables y parametros
adimensionales. En el caso de la ecuacién de Navier-Stokes existen al menos dos maneras de
formular el modelo en forma adimensional. Como primera opcién, se proponen las siguientes

definiciones
t ¥4
v Y oo P V'V = ‘21 . Re— PVrertref (4.3.12)
Vref Pref pgref H

En la dltima igualdad se utiliz6 la definicién del nimero de Reynolds el cual relaciona las fuerzas
inerciales con las viscosas como se explicé en la seccion 1.7.2. Sustituyendo estas definiciones
en la ecuacién (4.3.7) da como resultado la siguiente version adimensional de la ecuacién de
Navier-Stokes

av* LroDr Regl,,
L Revt Vvt = e Pl gy BT oy g2y, (4.3.13)
ot* HVref Vref

donde e, = g/g es un vector unitario en la direccién del vector de gravedad. Para simplificar esta
ecuacion puede definirse a la velocidad de referencia como v,er = preslrer/ 1 y al nimero de Froude
como

>
2 Vref

Fr-= .
ggref

(4.3.14)
Note que este nimero relaciona las fuerzas inerciales con las fuerzas gravitacionales. Con estos
elementos disponibles, la ecuacion (4.3.13) puede escribirse como sigue

v* * * Kk * % Re
al* +R6V -V :—Vp +ﬁ

Antes de discutir las ventajas y casos limite que permite identificar esta formulacidn, es conveniente
deducir la otra forma adimensional de la ecuacion (4.3.7). Para ello, note que en la ecuacién (4.3.15)
el término asociado con los esfuerzos viscosos quedé multiplicado por la unidad. La otra alternativa
consiste en adimensionar la ecuacién generando un uno frente al término de esfuerzos inerciales.
Para conseguir este objetivo, se propone ahora que el tiempo adimensional se defina como sigue

e, + Vv (4.3.15)

« _ ref
gref ’

(4.3.16)

y que la velocidad de referencia sea ahora v, = /pres/p. Tomando esto en cuenta, la otra forma
adimensional de la ecuacion de Navier-Stokes es

av* e 1
. B VAL vA P ST S, vAS A 43.17
ot* Ty v p +Fr2+Re v ( )
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Como puede notarse, mds que una cuestion estética, la diferencia entre las ecuaciones (4.3.15)
y (4.3.17) es la definicién del tiempo adimensional y de la velocidad de referencia. Para llegar
a la ecuacién (4.3.15) se tom6 como tiempo de referencia el tiempo caracteristico del transporte
de esfuerzos viscosos (ﬁre P /). Esto sugiere que la ecuacién (4.3.15) debe usarse para describir
flujos caracterizados por esfuerzos viscosos. Esto es, para condiciones de flujo reptante y laminar.
En contraste, para llegar a la ecuacién (4.3.17), se consideré como tiempo de referencia el tiempo
caracteristico de los esfuerzos inerciales (¢, /vr.s), lo que la hace mas apropiada para estudiar
flujos en transicién y turbulentos.

Ejercicio 4.4 — Ecuaciones gobernantes en diferentes condiciones de flujo . Utilice las
ecuaciones (4.3.15) y (4.3.17) para deducir las ecuaciones adimensionales correspondientes a
condiciones de flujo reptante (Re — 0), laminar, transicion, turbulento y potencial (Re — o).

Condicion de frontera entre fases

Al igual que en el capitulo anterior, es conveniente completar al modelo microscépico con la
deduccidn de la condicion de frontera entre fases. Para ello, reconsidere el sistema de la frontera
entre dos fases ilustrado en la figura 3.4. Se pueden comenzar los desarrollos escribiendo la forma
macroscépica del principio de conservacion de cantidad de movimiento dado en la ecuacién (4.2.6b)
para la regién material de integracién ilustrada en la figura 3.4 como sigue

g/pvdV:/pde—i—/n-TdA, (4.3.18)

donde la regién de integracion contiene porciones de las dos fases fluidas (fases 8 y y). Para
expresar a los términos relacionados con la acumulacién de cantidad de movimiento y las fuerzas
(volumétricas y superficiales) en términos de las propiedades en cada fase, se recurre a las siguientes
descomposiciones que hacen uso de propiedades de exceso

/ pvdv — / ppvp dV + / pyvydV + / v dA, (4.3.192)
T b Yy Ay
/pb av = /pﬁb,; dV+/pybde+/psb dA, (4.3.19b)
7B Yy Ty
/n Tas = [ng Tyda+ [my: TydA+j[ns T, do. (4.3.19¢)
Iy QV;; QV},

En el dltimo término de la ecuacidn (4.3.19c¢), se utiliz6 € para denotar a la curva que rodea a la
interfase <3, y n, representa el vector normal a dicha curva. Para expresar a este t€rmino como
una integral de superficie se utiliza el teorema de la divergencia superficial (ver ecuacién A.6.3.7
en Slattery y col., 2006)

7{ n, T, do — / v, -T, dA. (4.3.20)

De esta forma, la ecuacién (4.3.18) puede escribirse como sigue

/pﬁvﬁ dv 4+ — /pyvy dv 4+ — /ng‘ dA = /p,;bﬁ dV—i—/pyby av

7B Yy Ay 78 %y
+/psb dA+/nﬁ TBdA+/ny T dA+/V T, dA. (4.3.21)
Ty “p Ty

La ecuacién (4.3.21) es exacta ya que no involucra suposiciones o aproximaciones que limiten
su aplicabilidad. Ahora bien, para el desarrollo de la condicidn de salto es necesario considerar las
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siguientes formas macroscépicas del principio de conservacién de cantidad de movimiento que
aplican en cada fase, las cuales son expresiones aproximadas y pueden escribirse como sigue:

D

E/pﬁvﬁ dV:/pﬁbﬁ dV—i—/nﬁ Tﬁ dA + / nﬁy-Tﬁ dA, (4.3.22a)
s 7 T Ty

D

E/pyV}/ dV:/pyby dV—l—/ny-TY dA + / Ny Ty dA. (4.3.22b)
Y Y oy Ty

Sumando las dos ecuaciones anteriores y restando la ecuacién resultante a la ecuacion (4.3.21), se
obtiene la siguiente expresion

D
Dr / psv° dA = / [psbs+ V- T —mg, - (Tg —Ty)] dA. (4.3.23)
Ty Ty

Aplicando ahora el teorema del transporte superficial (ver ecuacion 3.4.16), la ecuacioén anterior
puede expresarse como sigue:

" Dspsvo oy c g o dA
Dr +PpsV V-V — [Pﬁvﬁ(vﬁ — V) = pyvy(vy—v )] ‘Ngy

= [ [psbs+ Vs -Ty—ng,- (Tg—T,)] dA. (4.3.24)

A partir de esta ecuacién y usando la definicién de la derivada material superficial dada en la
ecuacion (3.4.19) se puede deducir la condicidn de salto de cantidad de movimiento entre dos
fluidos como sigue:

Ipsv°
patV + VspsVG Vs + psvcvs Vo = ngy- [pﬁ (VB - VG)Vﬁ - pY(VY - VG)VY}
+psbs+ Vs -Ty—mgy- (Tg—T,), en ., (4.3.25)

Note que se usé la relaciéon dada en la ecuacion (3.4.22) que permite suponer que y = vs. En este
momento es conveniente multiplicar ambos lados de la ecuacién (3.4.21) por v° para obtener

aps
VGW +VOVps -V +VopVy-vo =mg, - [pﬁ (vg —vO)v° —py(v,,—v")vo—] , en.glg,.
(4.3.26)
Restando esta ecuacion a la ecuacién (4.3.25) resulta que
aio- V (o _ . _ vO _ vO) _ _ vO _ vO
Ps—5 TPs VsV Vs = Mgy [Ps (Vg = V) (vg = ¥°) — py(vy = v°) (v — v7)]
+psbs+ V- Ty—mgy- (Tg—T,), en o, (4.3.27)

Por ultimo, el tensor de esfuerzos superficiales puede expresarse, segin el modelo de fluido
superficial de Boussinesq, como sigue (ver seccioén 4.9.5 en Slattery y col., 2006)

Ty = [v+ (ks — i) (Vs - Vo) P+ s (Vv + VvOT). (4.3.28)

En donde P es el tensor de proyeccién tangencial definido en la ecuacién (3.4.18), ¥ es la tensién
superficial, mientras que ks y U son las viscosidades superficiales de dilatacion y de corte, res-
pectivamente. Sustituyendo esta expresion en la ecuacién (4.3.27) resulta la siguiente forma de la
condicién de salto:
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Condicion de salto de cantidad de movimiento

ov°
(o} _ {0} (o} (o} (o}
Ps— - +ps Vv vy =mgy - [pp (Vg — V) (Vg — V) — py(vy — V) (vy — VO]
——
R transporte flujo de momento desde las fases
acumulacién superficial hacia la superficie divisoria
superficial
+ Psby +  Vyy+ 2HynBY+VS Ty — Dgy- (Tﬁ —Ty) , en ﬂ{ﬁy
~— [ —
esfuerzos volumétricos  contribucién por esfuerzos superficiales  esfuerzos superficiales interfaciales
superficiales hacia la superficie divisoria

(4.3.29)

En esta ecuacion, se utilizé la siguiente definicidn de los esfuerzos cortantes superficiales
T, = (16 — ) (Vs - V)P4 g (Vve +VevoT), (4.3.30)

La ecuacidn (4.3.29) puede simplificarse para casos en los que no hay transporte de masa entre
las fases y los esfuerzos cortantes superficiales sean despreciables respecto a las contribuciones por
tension superficial en la siguiente expresion

Viy+2Hymg, =ng,- (Tg—Ty,), en .o, (4.3.31)

Claramente, la ecuacién anterior solo puede reducirse a la continuidad de los esfuerzos superficiales
cuando no hay curvatura de la interfase y cuando las contribuciones por la tensién superficial
son despreciables. Sin embargo, es posible deducir otras expresiones como la ecuacién de Young-
Laplace como se discute en el ejercicio 4.5.

Ejercicio 4.5 — Ecuacion de Young-Laplace. Considere ahora la ecuacién (4.3.31) y ex-
traiga su componente normal al aplicar el producto punto en ambos lados con el vector ng, para
obtener

2HY=py—pp+ngy- (Tp—Ty) ‘np), en . (4.3.32)

Utilice la ley de Newton de la viscosidad y compare el orden de magnitud de la contribucién
viscosa con la del término de curvatura y deduzca una restriccién de escala que permita reducir
a la ecuacion anterior a la ecuacion de Young-Laplace:

2HY=py—pp, en . (4.3.33)

Ejemplo de aplicacién: Fuerza de un fluido en un codo

En las secciones anteriores se dedujeron las versiones microscOpica y macroscopica del prin-
cipio de conservacién de cantidad de movimiento. El modelo macroscépico es una ecuacion
diferencial ordinaria que en estado estacionario se reduce a una expresion algebraica, mientras que
el modelo microscopico es una ecuacién diferencial parcial que solo puede, en general, resolverse
numéricamente. El propdsito de esta seccidn es comparar las predicciones que aportan ambos
enfoques de modelado en el estudio del flujo de un fluido a través de un codo. En principio, tal
comparacion es innecesaria pues ambos modelos contienen la misma cantidad de informacién. Por
ello, se adoptardn algunas suposiciones en el modelo macroscépico que le hagan perder su exactitud
pero que permitan predecir la fuerza que ejerce el fluido sobre las paredes del codo. Posteriormente,
la pertinencia de las suposiciones hechas se ponderara al hacer comparaciones con la solucién
numérica de las ecuaciones gobernantes a escala microscopica.

Considere un codo de seccidn transversal circular como el mostrado en la figura 4.1 por donde
se hace pasar un fluido newtoniano e incompresible en estado estacionario. Suponiendo que el
material que compone al codo es rigido, es razonable utilizar una regién de integracion fija para
llevar a cabo el andlisis al nivel de escala macroscdpico. De acuerdo con la ecuacién (3.2.8), la
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z
Figura 4.1: Esquema de un codo de 180°.

forma macroscépica del principio de conservacién de masa para esta situacion se simplifica a

/n-vdAzo. 4.4.1)
f
En la ecuacién anterior, .27y puede descomponerse en las superficies de entrada (27,), salida (%) y
paredes internas (.7, donde v = 0). A lo largo de estos desarrollos se supone que la velocidad del
fluido va en la misma direccién y en el sentido contrario que el vector normal en la superficie de

entrada y que en la superficie de salida ambos vectores van en la misma direccién y sentido. Bajo
estas suposiciones, es razonable proponer que

en o, N, -V, =N, ey||V.]=—ve, (4.4.2a)
en o, Ng-Vy=Ny-ey ||| =vs. (4.4.2b)

En las ecuaciones anteriores se usé vy = ||Vq|| (& = e,s) para simplificar la notacion.
Tomando en cuenta esta descomposicion, se deduce que

— /ve dA + /vs dA =0. (4.4.3)
S EZ

Ya que la seccidn transversal es constante, es conveniente definir el siguiente operador de promedia-
do

1 1 1
W):A_e/wdA:A_s/wdA:Z/wdA' (4.4.4)
e s o

Usando esta definicion, la ecuacién (4.4.3) puede escribirse como sigue

(ve) = (vs). (4.4.5)

Dirigiendo ahora la atencién a la forma macroscépica del principio de conservacion de cantidad
de movimiento en la forma dada en la ecuacion (4.2.6¢), bajo la suposicién de flujo incompresible
en estado estacionario, se obtiene la siguiente expresion

/n-pvvdA:/png—/npmdA+/n-'rdA. (4.4.6)
oy 7y df df

En la ecuacién anterior p,, = p + pj, siendo p; la presion en la superficie de salida del codo, la cual
se supone constante (ver ejercicio 4.6). Como se muestra en el ejercicio 4.7, para condiciones en
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las que el nimero de Froude es mucho mayor que uno, la contribucidn debida a la gravedad puede
despreciarse respecto a las contribuciones inerciales y la ecuacién anterior se reduce a

/ n- (pul+pvv—1) dA =0, (4.4.7)
Ay

Descomponiendo a .27 en las superficies de entrada, salida y paredes internas, la ecuacioén anterior
puede reescribirse como sigue

/nw-(pwl—'tw) dA—i—/ne-(pel—i—pveve—’L'e) dA—l—/ns-(pvsvs—Ts) dA—=0. (448)
o 5 b

Note que en el primer término del lado izquierdo se tomé en cuenta que la velocidad del fluido
es cero en la superficie interna del tubo y en el dltimo término no aparece la contribucién de la
presion ya que p,, = 0 en 7. Para simplificar el modelo se impone la suposicion de que en las
superficies de entrada y salida el flujo es tal que los esfuerzos inerciales son mucho mayores que
las contribuciones por esfuerzos viscosos. Lo anterior se traduce en suponer que los valores del
nimero de Reynolds en estas superficies son mucho mayores que la unidad. Con base en esto, se
justifican las siguientes suposiciones

T K PVeVes Ty <K PVsVy, (4.4.9)
y la ecuacién (4.4.8) se reduce a

/nw (pul—1T,) dA+ /ne (Pl £ pVev,) dA+ /ns (pvevs) dA = 0. (4.4.10)

iy 2 s

Tomando en cuenta los resultados dados en las ecuaciones (4.4.2) asi como la suposicién de que
los vectores unitarios ey, (¢ = e, s) son constantes, la ecuacion anterior puede escribirse como

/nw (pul—1,) dA=e,, /(pe +pv2) dA — ey, /pvf dA. (4.4.11)
Gy A e

El término del lado izquierdo representa el vector de fuerza que ejerce el fluido sobre las paredes
del codo y se denota como f. Esto es,

f— /nw-(pw|—1'w) dA. 4.4.12)
Ay

Usando el operador de promediado definido en la ecuacién (4.4.4) en la ecuacién (4.4.11) se
obtiene la siguiente expresion

f=Aley, ((pe) +p(2)) —evp ()] (4.4.13)

Este resultado puede simplificarse atin mas con suposiciones adicionales como se explora en el
ejercicio 4.8. Evidentemente este es un modelo aproximado debido a las suposiciones que se
impusieron en su deduccion. Para evaluar su validez, se llevard a cabo la solucién numérica del
problema al nivel de escala microscépico. Bajo la suposicién de flujo newtoniano e incompresible
en estado estacionario, las formas microscépicas de los principios de conservacion de masa y
cantidad de movimiento se escriben como sigue

V.v=0, (4.4.14a)
pv-Vv=—Vp,+uviv. (4.4.14b)

Note que en esta dltima ecuacién, se consider6 la suposicién de que el nimero de Froude debe ser
mucho mayor que la unidad, lo que permite despreciar la contribucién de la fuerza de gravedad
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respecto a las fuerzas inerciales. Mds atin, en la superficie de entrada se supone conocido el flujo
masico, (r1); esto es:

en <7, —/n-pv dA = m. (4.4.14¢)
A,

Por supuesto, el flujo mdsico es constante a lo largo del sistema, lo cual es consistente con la forma
macroscépica del principio de conservacién de masa. Mientras que en la superficie de salida p,, =0
y por tanto

eno, n-T=-np,+u(Vv+vv')=0. (4.4.14d)

Por dltimo, la velocidad del fluido es cero en la superficie interna del codo debido a la condicién de
no deslizamiento:

en .o, v=0. (4.4.14¢)

Con la solucién numérica de este problema se pueden calcular las formas exacta (ecuacién 4.4.12)
y aproximada (ecuacién 4.4.13) del vector de fuerzas. A continuacién se listan los pasos para
llevar a cabo la solucién numérica del problema dado en las ecuaciones (4.4.14) mediante Comsol
Multiphysics.

Soluciéon numérica del problema de flujo en un codo.

1. Haga click en Model Wizard y elija 3D en el mend siguiente.

2. Agregue a la fisica el médulo de Laminar Flow, elija un estudio en estado estacionario y
por ultimo presione el botén Done.

3. En el apartado de Parameters defina al dngulo del codo como alfa y asigne un valor de
180[deg]. Ademads, defina el flujo mésico de entrada como entrada y en Expression escriba
0.1 [kg/min].

4. Haga click derecho en Geometry 1y seleccione More Primitives/Torus. Defina al radio
mayor como 10 cm y al radio menor como 5 cm. Por dltimo, en Revolution angle escriba
alfa.

5. Haga click derecho en Materials y elija Add Material from Library, en el menu que se
despliega elija Built in/Water, liquid. Haga click derecho en este material y elija Add to
Component 1. Con esto, el programa adquiere los valores de la temperatura y densidad
del agua a 20 °C.

6. Haga click derecho en Laminar Flow y seleccione Inlet. En el ment de Boundary condi-
tion, seleccione Mass flow y en el valor de Normal mass flow rate escriba entrada.

7. Haga click derecho en Laminar Flow y seleccione Outlet. No es necesario hacer cambio

alguno ya que el valor por default es que el esfuerzo es cero.

En Mesh 1 seleccione Fine y presione el boton Build All.

Haga click derecho en Study 1 y elija Parametric Sweep. En Parameter Name presione

el signo de + y autométicamente aparecerd alfa. Elija entrada y en la columna siguiente

presiones el botén de Range, en entry method elija Logarithmic y file el inicio en le-3, el

fin en le-1 y asigne diez pasos por década. Asegtrese de que las unidades sean kg/min.

10. Asegirese de usar un resolvedor directo y presione el boton Compute.

11. Una vez que hayan concluido las simulaciones, haga click derecho en Derived values 'y
seleccione Surface Integration y seleccione las fronteras 2-9 y en Expression escriba lo
siguiente para calcular a las tres componentes del vector de fuerza en forma exacta:

e e

nx*p-spf . mux (2*nx*ux+ny* (uy+vx) +nz* (uz+wx) )
ny*p-spf .mu* (nx* (vx+uy) +2*ny*vy+nz* (vz+wy) )
nz*p-spf .mux (nx* (wx+uz) +ny* (wy+vz) +2*nz*wz)

12. Para calcular los valores de las componentes de la expresién aproximada del vector
de fuerza, haga click derecho en Derived values y elija Surface average, seleccione la
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Figura 4.2: Lineas de corriente de la velocidad para codos de a) 180° y b) 90°. En ambos casos el
flujo masico es de 0.1 kg/min

frontera 1 y calcule los valores de:

-nx* (p+spf . rho*xspf .U~2)
-ny* (p+spf . rho*spf.U"2)
-nz* (p+spf . rho*xspf .U~2)

Repita esta operacion en la frontera 10 pero cambie el signo de los integrandos. Posterior-
mente sume los resultados de ambas operaciones.
13. Repita esta operacion para un codo de 90°.

Usando este programa se resolvié el problema de flujo al nivel de escala microscopico para
diferentes flujos mésicos de entrada. En la figura 4.2 se muestran las lineas de corriente de la
velocidad para codos de 180° y 90° para el flujo masico maximo del programa que fue de 0.1
kg/min. Como es de esperarse, la velocidad maxima se encuentra en la superficie de entrada
(superficie izquierda de los codos). Mds atn, es de interés calcular los cambios en el nimero de
Reynolds en cada caso, para ello, se define este nimero adimensional como

re D
Re = PVrer”. (4.4.15)

u
donde p = 1000 kg/m?, D = 0.1 m, u = 1073 Pa-s y la velocidad de referencia se define como

D
Vyep = —L. (4.4.16)

u

Mais atn, el vector de fuerza adimensional se define de la siguiente manera

4f

= — 4.4.17
nD%p, ( )

Como es de esperarse, en el codo de 180°, la tinica componente relevante de este vector es la
componente y, mientras que en el codo de 90° el interés estd en las componentes x y y. Por esta
razén, en la figura 4.3 se reporta la magnitud de la versién adimensional del vector de fuerza para
ambos tipos de codo para diferentes valores del nimero de Reynolds predicha con los modelos
exacto y aproximado. Como puede notarse, la fuerza que ejerce el fluido sobre las paredes del
codo se incrementa con el nimero de Reynolds en ambos casos y las capacidades predictivas del
modelo aproximado disminuyen conforme disminuye el dngulo del codo. De hecho, para el codo
de 180°, el maximo porcentaje de error de la solucién aproximada relativa a la solucién exacta es
de aproximadamente 1%, mientras que cuando el dngulo del codo se reduce a la mitad el error
aumenta en casi un orden de magnitud. Esto puede atribuirse al hecho de que al disminuir el dngulo
del codo también disminuye la distancia entre las superficies de entrada y salida, lo cual hace que
la suposicion de que los esfuerzos viscosos son despreciables en las superficies de entrada y salida
sea cuestionable. Con esta metodologia se pueden estimar las fuerzas que ejercen fluidos sobre
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Figura 4.3: Dependencia de la magnitud adimensional del vector de fuerza que ejerce el agua sobre
las paredes de codos de a) 180° y b) 90° con el nimero de Reynolds predicha por los modelos
exacto y aproximado.

distintos accesorios. De hecho, en el ejercicio 4.10 se explora el uso en una bifurcacién con forma
de y. Esta forma de andlisis proporciona una alternativa al uso de coeficientes heuristicos como
suele hacerse en algunos textos (ver, por ejemplo, Océn y Tojo, 1971).

Ejercicio 4.6 El objetivo de este ejercicio es deducir la ecuacion (4.4.6). Para ello, considere
el principio de conservacién de cantidad de movimiento para una regién arbitraria en la forma
deducida en la seccion 4.2:

/n-pvvdA:/png—/npdA+/n-‘L'dA. (4.4.18)
s 4 f &4

Sustituya la descomposicién p = p,, — ps en el segundo término en el lado derecho. Posterior-
mente use el teorema de la divergencia en el término resultante que contiene a la presién en la
superficie de salida, la cual se supone constante para recuperar el resultado dado en la ecuacién
(4.4.6).

Ejercicio 4.7 — Andlisis del nimero de Froude. Lleve a cabo andlisis de orden de magnitud
en los términos macroscépicos y de fuerza volumétrica y compruebe que son validas las
siguientes expresiones

/ n-pvvdA =0 (p1*A) (4.4.192)
5
/pg dV = O(pgLA). (4.4.19b)
4

En las ecuaciones anteriores, v es el valor maximo de la velocidad en el sistema, A es el area de
la seccién transversal y L es el largo equivalente del codo. Tomando este valor como £,.r y a v
Como V¢, utilice la definicion del nimero de Froude dada en la ecuacién (4.3.14) y demuestre
que cuando Fr? >> 1, es razonable suponer que

/pg dvV <« /n-pvv dA. (4.4.20)
Yy f
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Ejercicio 4.8 — Aproximacion de la velocidad en las superficies de entrada y salida.
Con la intencién de simplificar el lado derecho de la ecuacién (4.4.13), descomponga a la
velocidad en las superficies de entrada y salida en sus valores promedio y desviaciones de
acuerdo con la siguiente expresion

va = (Va)+Va, C=e,s. (4.4.21)

Explique bajo qué condiciones es razonable suponer que 7y < (vg), por lo que vy = (vg)
(o =e,s). Bajo esta suposicion, la ecuacion (4.4.13) puede expresarse en la siguiente forma

f=Aley, ((pe) +P<Ve>2) —ey, ((ps) +P<VS>2)] : (4.4.22)

Compare las predicciones que aporta esta ecuacion con las que resultan de la ecuacion (4.4.13)
para asi decidir acerca de la pertinencia de la aproximacidn propuesta en este problema. "

Ejercicio 4.9 Repita las simulaciones numéricas presentadas en esta seccion para otros fluidos
como aceite comestible, aire o incluso fluidos no newtonianos. Compare y discuta sus resultados
con los presentados en esta seccion. "

Ejercicio 4.10 — Aplicacion a otros accesorios. En hidrdulica de tuberias existe una amplia
variedad de accesorios que van mas alld de los codos considerados en esta seccion. Considere
una unién en la que de una tuberia se bifurcan dos corrientes (unién en forma de y). Suponga que
el didmetro de las bifurcaciones es el mismo y corresponde a la mitad del didmetro de entrada.
Revise los desarrollos de los modelos microscopico y macroscépico y haga las adecuaciones
pertinentes para predecir la fuerza que ejerce el agua sobre las paredes de este accesorio
considerando diferentes dngulos de separacion entre las bifurcaciones que vayan de los 10° a
los 90°.

Ecuaciéon macroscépica de energia mecdnica

Deduccion del modelo

En las secciones anteriores de este capitulo se dedujeron las versiones macroscépica y micros-
copica del principio de conservacion de cantidad de movimiento. Estas ecuaciones se fundamentan
en la conservacion de fuerzas que actian sobre un fluido. Sin embargo, en muchas aplicaciones
de interés prictico no basta con conocer la fuerza sino también la energia que experimenta un
fluido. Por ello, las dltimas secciones de este capitulo estdn dedicadas a la deduccién y andlisis de
las versiones macroscOpica y microscépica de la ecuacion de la energia mecédnica. Esta ecuacion
es de especial importancia para los desarrollos que se presentan en el siguiente capitulo el cual
estd dedicado a la ecuacién de energia térmica. Brevemente, la suma de las ecuaciones de energia
mecdnica y térmica dan como resultado la ecuacidn de energia total. Por ello, es conveniente prestar
especial atencidn en este capitulo a la ecuacion de energia mecdnica.

Para comenzar se centra la atencion en la forma macroscépica del principio de conservaciéon
de energia mecdnica. La ecuacién con palabras que rige a este principio es similar a la usada
en la seccién 4.2 para la conservacion de cantidad de movimiento, con la diferencia de que la
cantidad que se conserva es la energia cinética. Ademads, se deben incluir términos relacionados
con la expansién y compresién del fluido asi como por las pérdidas debidas a la disipacién viscosa.
Tomando en cuenta lo anterior, este principio de conservacidn puede expresarse, para una region de
integracidn arbitraria, como sigue:
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Principio de conservacion de energia mecanica

Razén de cambio en el tiempo Flujo neto de entrada de
la energia cinética en = energia cinética por
una regidn arbitraria las fronteras de la region arbitraria
Potencia debida a Potencia debida a

+ < fuentes volumétricas dentro p + fuentes superficiales en las

de la regién arbitraria fronteras de la region arbitraria
Potencia debida a Pérdidas por
+ < expansion o comprension del fluido p + disipacion viscosa
dentro de la region arbitraria dentro de la regién arbitraria

(4.5.1)

Para traducir al lenguaje matematico cada término de esta ecuacidn, es conveniente notar que la
energfa cinética por unidad de volumen se define como pv?/2, por lo que siguiendo el mismo tipo
de razonamiento hecho en otras ocasiones, los términos asociados a la acumulacién y al transporte
por las fronteras de la regién pueden expresarse como sigue:

Razén de cambio en el tiempo
la energia cinética en = % / %VZ dav, (4.5.2a)
una region arbitraria Y
Flujo neto de entrada de
energia cinética por =— / n- gvz(v —w) dA. (4.5.2b)

las fronteras de la regién arbitraria 7

Dirigiendo la atencién a los términos de potencia por fuentes volumétricas y superficiales, es
conveniente recordar que al llevar a cabo el producto punto de un vector de fuerza con la veloci-
dad, el resultado es la potencia. Tomando en cuenta esto, resulta razonable proponer que pb-vy
n-T-v representen la potencia debida a fuentes volumétricas y superficiales en la escala micros-
copica por unidad de volumen y 4drea, respectivamente. Llevando a cabo los pasos de integracién
correspondientes, se deducen las siguientes expresiones:

Potencia debida a
fuentes volumétricas dentro p = / pb-vdV, (4.5.2ca)
de la region arbitraria YA
Potencia debida a
fuentes superficiales en las = / n-(T-v) dA. (4.5.2cb)

fronteras de la region arbitraria 7

Mis atn, el término asociado a la potencia debida a la expansiéon o compresion del fluido estd
relacionado con la divergencia de la velocidad. Como se revisé en la seccion 2.4, cuando V-v > 0
el fluido se expande y cuando la divergencia es negativa el fluido se comprime. La fuerza asociada a
la expansién y compresion es la presion, por lo que es razonable proponer la siguiente equivalencia:

Potencia debida a
expansion o comprension del fluido ) = / pvV-vdV. (4.5.2d)

dentro de la regién arbitraria YA

Por dltimo, el término de disipacidn viscosa se refiere a las pérdidas irreversibles que experimenta
un fluido al realizar un trabajo en forma de calor. Como se mostrard en el capitulo siguiente, estas
pérdidas son ganadas en la ecuacion de energia térmica, por lo que este término no juega un papel
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en la ecuacidn de energia total. Estas pérdidas pueden darse dentro de toda la region arbitraria y se
calculan mediante la siguiente expresion

Pérdidas por
disipacién viscosa =— / T:VvdV. (4.5.2e)
dentro de la regién arbitraria YA

Con estos elementos disponibles, la ecuacion (4.5.1) puede escribirse en forma matematica como
sigue:

Forma macroscépica del principio de conservacion de energia mecanica

/pZdv_ /ngv(v wdA+/pbvdV+/ v) dA
i o
+/pV'VdV—/TIVV dV. (4.5.4a)
i i

Ya que este resultado se dedujo para una regidn arbitraria, puede usarse para deducir las
expresiones correspondientes a regiones material y fija, las cuales se listan a continuacién

D
E/%vde:/pb-vdV—i—/n-(T-v) dA+/pV-vdV—/1::VvdV, (4.5.4b)

;/gv2dvz_/ pv2vdA+/pb vdV+/ v) dA
v, 1/f Q{f

~|—/pV-VdV—/1: :VvdV. (4.5.4c¢)
7y 75
Con estas ecuaciones se puede analizar una amplia variedad de problemas. En los siguientes

parrafos se detalla su aplicacion al problema del flujo en el codo estudiado en la seccién 4.4.

Ejercicio 4.11 — Forma alternativa de la ecuacién de energia mecdnica. La ecuacién
(4.5.4a) estd expresada en términos de la energia cinética, sin embargo a menudo es conveniente
expresarla en términos de las energias cinética y potencial. Para ello, suponga que la tnica
fuerza volumétrica es la gravedad, la cual puede expresarse en términos de la energia potencial
por unidad de masa a la escala microscépica como sigue:

g=-V¢, (4.5.5)

donde ¢ no depende del tiempo. Utilice la forma microscépica del principio de conservacién de
masa dada en la ecuacion (3.4.4) para demostrar que la potencia debida a fuentes volumétricas
puede escribirse como sigue

/pb-vdV:—/V-(pqﬁv) v — /g¢dv (4.5.6)

Utilice los teoremas general del transporte y de la divergencia para llegar a la siguiente version
alternativa de la ecuacién de energia mecdnica a la escala macroscépica

jt/( pv +p¢>dv+/ [(;PVZJMNIS) (v—w)} dA =

/n-(T~V)dA+/(pV-V—‘L':VV) dv. (4.5.7)
=2 Ya
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I Discuta acerca del significado fisico de los términos del lado izquierdo de la ecuacién anterior.
| |

Ejercicio 4.12 — Ecuacién de Bernoulli. Existen formas simplificades de la ecuacién de la
energia mecédnica que valen la pena considerar. Una de ellas es la ecuacién de Bernoulli, la cual
se estudia en este ejercicio. Con este fin comience con la ecuacion (4.5.7) y defina las energias
cinética y potencial macroscépicas como:

K= / (;pv2> av, (4.5.8a)
Y

¢ = / (p9)dv. (4.5.8b)
%

Ademads, defina las pérdidas macroscépicas por compresion (E.) y por disipacién viscosa (Ey)
como siguen:

E. = —/p(V-v)dV, (4.5.8¢)
N
E, = [ ©7 : Vvav. (4.5.84d)
Ya

Suponga que las superficies de la region arbitraria solo se descomponen en: superficies fijas (.<7;
donde v = w = 0), méviles (7, donde v =w # 0) y de entradas y salidas (7). Estas tltimas
se suponen fijas, por lo que w = 0. Tomando en cuenta lo anterior, muestre que la ecuacién
(4.5.7) puede escribirse como sigue

Z(K+¢)+/n- (;pv2+p¢3> vdA = /n-(T-v)dA+Wm—Ec—Ev, (4.5.9)
e i

donde la tasa a la cual las superficies mdviles ejercen trabajo sobre el fluido se definié como:

W = /n- (T-v)dA. (4.5.10)
Ko/

La ecuacién (4.5.9) puede simplificarse ain mas bajo condiciones de flujo incompresible y
en estado estacionario y suponiendo que en las superficies de entrada y salida los esfuerzos
viscosos son despreciables respecto a los esfuerzos inerciales y que ademas la velocidad del
fluido puede aproximarse por su valor promedio para recuperar la ecuacion de Bernoulli para
ingenieria (Deen, 2016):

1 ) 1 A
<2<v>§+ghs+1;> _ (2(v>§+ghe+’;) — W, —E.—E,, 4.5.11)

donde W,, = W,,/m, E. = E./ri y E, = E, /. Para casos en los que el término en el lado
derecho de la ecuacién anterior puede ser despreciado respecto a los términos del lado izquiero,
la ecuacion anterior se reduce, a la bien conocida ecuacion de Bernoulli:

1 1
P W)+ Pghe +pe = 5 p (V)3 +Pghs + ps. (45.12)
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Ejercicio 4.13 — Aplicacién el flujo turbulento en un tanque agitado. Considere un
tanque agitado con una sola fase fluida. El agitador produce remolinos en el fluido, los cuales
tienen una cascada de tamafios en la cual los remolinos mds grandes (cuya longitud caracteristica
es L) se mueven por inercia y los remolinos mas pequefios (cuya longitud caracteristica es £) se
disipan por inercia.

1. Demuestre que el orden de magnitud de la potencia por unidad de masa de los remolinos
mas grandes es O(u?/L). Donde u representa el orden de magnitud de la velocidad de
dichos remolinos.

2. Demuestre que el orden de magnitud de la potencia por unidad de masa de los remolinos
mas pequefios es O(uv?/(p#?)). Donde v representa el orden de magnitud de la velocidad
de los remolinos mas pequefios.

3. Suponiendo que la energia de los remolinos méas grandes es igual a la que se disipa en
los remolinos mds pequefios y que en éstos el nimero de Reynolds (Re, = pvl/u) es de
orden de magnitud de uno, deduzca los siguientes estimados de orden de magnitud

L

(=0 (W) (4.5.13a)
u

v=0(=7)- (4.5.13b)

En estas ecuaciones Re = puL/u es el nimero de Reynolds de los remolinos més grandes.
4. Muestre que el estimado de orden de magnitud de la tasa de disipacién viscosa por unidad
de masa (€) de los remolinos mas pequefios es

2
£=0 (‘;;) (4.5.13¢)
Utilice este estimado para deducir las siguientes aproximaciones
RN
B:O(8> , (4.5.13d)
v=0(ve)'/4, (4.5.13¢)

donde v = u/p es la viscosidad cinematica del fluido.

Aplicacién al problema de flujo en un codo

En el caso del flujo de agua en un codo estudiado anteriormente, es conveniente usar la ecuacién
(4.5.4¢), la cual corresponde a una region de integracidn fija. Bajo las condiciones fisicas del
problema (flujo incompresible, newtoniano, estado estacionario y Fr > 1), esta ecuacion se reduce
a

o:—/n-(gv%—rv) dA—/r:VvdV. (4.5.14)
) 7

La superficie <7y se descompone en las superficies de entrada (7, ), salida (.2%) y paredes internas
(). Ya que la velocidad del fluido es cero en 47, la ecuacion anterior puede expresarse como

- (P2 _T. _ (P2 _T.. Y
0= /ne <2veve T. ve) dA /ns (2vsvs T, vs) dA /'l:.VvdV. (4.5.15)
2 P 7

Siendo consistentes con el andlisis que se hizo en la seccién 4.4, en las superficies de entrada y
salida se desprecian los esfuerzos viscosos respecto a los esfuerzos inerciales, por lo que T, = —pql
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(x = e,s) y la ecuacién anterior se reduce a

/ (gvz +pe) v, dA — / gvf dA = /c Vv dV, (4.5.16)
o, P 4
donde se tom6 en cuenta que n, - v, = —V, y Ny - Vg = v, y que la presién modificada en la superficie

de salida es nula. De esta forma, la diferencia entre la potencia que lleva el fluido en las superficies de
entrada y salida es igual al término de disipacién viscosa. Sin embargo, para las condiciones de flujo
estudiadas aqui, esta contribucién no es relevante como se examina en el ejercicio 4.14. Lo anterior,
no debe tomarse como una regla general, ya que hay sistemas de flujo (como intercambiadores
de calor) o arreglos de tuberias hidraulicas en donde se incurre en un error significativo si no se
incluyen las pérdidas por disipacién viscosa en accesorios.

Como comentario final, vale la pena mencionar que tradicionalmente se estiman las pérdidas por
disipacion viscosa usando correlaciones y nomogramas de datos experimentales (ver, por ejemplo
Ocon y Tojo, 1971; Crane, 1982). Aunque esta opcién es facil de usar y practica puede llevar a
errores considerables si se utiliza esta informacién mds alld de las condiciones experimentales en
las que se obtuvo. M4s atn, si se desearan estudiar configuraciones que no estdn contenidas en
los datos de la literatura, entonces el llevar simulaciones numéricas como las presentadas aqui
es una opcion atractiva y viable. Por ejemplo, Paéz-Garcia y Valdés-Parada (2019) utilizaron las
formas macroscépicas de los principios de conservacion de masa, cantidad de movimiento y energia
mecdnica para estudiar turbinas edlicas de eje horizontal.

Ejercicio 4.14 — Cadlculo de la pérdida por disipacion viscosa. El propésito de este
ejercicio es analizar las pérdidas por disipacién viscosa usando la solucién numérica en Comsol
desarrollada anteriormente. Para ello siga estos pasos tanto para el codo de 180° como para el
de 90°:
1. Haga click derecho en Derived values y seleccione Integration/Volume integration y en el
integrando escriba

spf.Qvd_tot

Con este comando se calcula la integral en el lado derecho de la ecuacion (4.5.16).

2. Para ponderar si estos valores son relevantes se calcula ahora la potencia de entrada
en el codo. Para ello, haga de nuevo click derecho en Derived values y seleccione
Integration/Sruface integration y en el integrando escriba:

500*spf .U~2+p) *spf .U

3. Calcule la division entre los resultados de los numerales anteriores y decida si el término
de pérdidas por disipacién viscosa es relevante o no en este problema.

4.6 Version microscoépica de la ecuacion de energia mecdnica

Para concluir este capitulo se deduce la version microscOpica de la ecuacioén de energia mecénica.
Para ello, se comienza con su versiéon macroscopica aplicable a una regién arbitraria dada en la
ecuacion (4.5.4a):

d
E/% 2dV—I—/n —vz(v—w)dA:/pb VdV—I—/n (T-v)dA
a =7 YA =7
—I—/pV-vdV—/‘L':VvdV. 4.6.1)
YA Ya

Aplicando los teoremas general del transporte en el primer término y de la divergencia en todos los
términos que involucren integrales superficiales de la ecuacidn anterior se consigue expresar a toda
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la ecuacién como la siguiente integral volumétrica

/[5: (gv2>+V- <%V2V) —pb-v—V-(T-v)=pV-v+7:Vv| dV =0. (4.6.2)
Y

Esta ecuacion se satisface debido a que el integrando es cero, por lo que tomando en cuenta la
identidad dada en la ecuacion (3.4.8), se obtiene la siguiente expresion

D 2

p (L) =pb-v+ V- (T-v)+pV.v—1:Vv. (4.6.3)
Dt \ 2

Este resultado también puede deducirse a partir de la ecuacién de movimiento de Cauchy como se

discute en el ejercicio 4.15. Para expresar a los tltimos dos términos en el lado derecho en funcién

del tensor total de esfuerzos, es conveniente notar que

V-v=1I:Vy, (4.6.4)

por lo que, la ecuacion (4.6.3) se puede escribir en su forma final como

Forma microscopica de la ecuacion de energia mecanica

D [V? .
Dt<2>:pb'v+V‘(T-v)—T.Vv. (4.6.5)
Ejercicio 4.15 — Deduccioén alternativa. En este ejercicio se explora una forma alternativa
de deducir la forma microscépica de la ecuacién de energia mecédnica dada en la ecuacion (4.6.3).
Para ello, comience con la ecuaciéon de movimiento de Cauchy (ecuacién 4.3.4) y lleve a cabo
el producto punto en ambos lados de la ecuacion con el vector de velocidad. Lleve a cabo las
operaciones algebraicas correspondientes para obtener el resultado deseado.

Comentarios finales

En este capitulo se revisaron los principios fundamentales que rigen el transporte de cantidad
de movimiento. Se mostré que éste es un balance de las fuerzas que actian sobre un fluido y se
dedujeron sus formas macroscépica y microscépica, asi como la correspondiente condicién de
frontera entre fases. En el caso de la versién microscépica, se hizo hincapié que la versién mas
general es la ecuacién de movimiento de Cauchy, la cual, para flujo newtoniano e incompresible se
reduce a la bien conocida ecuacion de Navier-Stokes. Cabe destacar que se comentd acerca de las
variantes no newtonianas de la relacion entre el esfuerzo y deformacién del fluido asi como del papel
que juegan algunos nimeros adimensionales en el transporte de cantidad de movimiento. Ademds,
se dedujeron las formas macroscépica y microscépica de la ecuacion de la energia mecdnica, las
cuales son de utilidad para los desarrollos del préximo capitulo. Estos conceptos se aplicaron en el
andlisis del flujo de agua en un codo y se contrastaron las predicciones que ofrecen los modelos
microscopicos y macroscopicos. A lo largo del capitulo se sefialaron con claridad las suposiciones
asociadas a cada tipo de modelo. Es importante no perder de vista estas observaciones ya que
acotan el uso de los modelos presentados aqui.

Por dltimo, vale la pena recordar que los contenidos de este capitulo son meramente una revision
répida de la mecanica de fluidos. Este es un tema realmente amplio y al lector interesado en un
conocimiento mds profundo se le recomiendan textos como los de Whitaker (1992), Batchelor
(2000) y Deen (2016).
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5.2

S. Tranéfg?

Intfroduccién

En este capitulo se presentan los aspectos esenciales del modelado de la transferencia de calor
en las escalas macroscépica y microscopica. Para ello, en la seccidn 5.2 se parte de la forma de la
primera ley de la termodindmica comtinmente encontrada en libros introductorios de termodindmica
y fisicoquimica para después deducir la forma macroscépica de la ecuacién de la energia total.
Esta ecuacién es el resultado de la suma de la ecuacidon de energia mecdnica deducida en el
capitulo anterior y la ecuacién de energia térmica. Por ello, en la seccién 5.3 se deducen las formas
macroscopica y microscépica de la ecuacion de la energia térmica. La relacién de cerradura de
esta ecuacion es la ley de Fourier, la cual se presenta en la seccidn 5.4. Al igual que en capitulos
anteriores, se discuten las condiciones de frontera asociadas a la transferencia de calor en la seccién
5.5. Por dltimo, se presenta un ejemplo sencillo de aplicacién de los conceptos revisados en el
capitulo para modelar macroscépicamente el enfriamiento de una hamburguesa recién servida. Con
este tipo de fendmeno de transporte se concluye la presentacion de las ecuaciones fundamentales,
por lo que en los capitulos siguientes se utilizardn los modelos deducidos aqui para estudiar el
transporte en medios porosos (capitulo 6) y para ilustrar algunos casos de aplicacién que implican
la solucion analitica de ecuaciones diferenciales parciales (capitulo 7).

Primera ley de la termodindmica

El principio fundamental que rige la conservacién de energia es la primera ley de la termo-
dindmica y puede enunciarse para una regién material (es decir, para un sistema aislado) como
sigue

Primera ley de la termodinamica (expresada en palabras)

El cambio de energia interna, Suma del calor y trabajo que actian

cinética y potencial de un sistema sobre las superficies del sistema
(5.2.1)

En lenguaje matematico, la ecuacion anterior toma la siguiente forma algebraica:

AU +AE.+AE, =Q0+W. (5.2.2)
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Esta es una ecuacién macroscépica donde los cambios de energia interna, cinética y potencial se
refieren a la diferencia entre los estados final e inicial de dichas propiedades. Dichos estados pueden
asociarse a instantes de tiempo especificos de un proceso bajo estudio, los cuales se denotan como
t1 y b, respectivamente. De esta forma, se tiene que

1=n
Dy
Ay =vy(t)—y(t) = Dr Dt; y=U,E.E,. (5.2.3a)
1=n
En esta ecuacion se utilizaron las derivadas materiales debido a que la regién de integracién es
material. Por su parte, el calor y trabajo que se aplican en las superficies (esto es, Q y W) pueden
expresarse también como integrales temporales de las tasas a las cuales se suministra calor (por

conduccidn y radiacion) y trabajo al sistema en cada instante, esto es,
t=t)
0= / O Dr, (5.2.3b)

1=
t=t

2
W= [ WDt. (5.2.3c)
1=n

Note que Q y W tienen unidades de J, mientras que en el caso de Q y W las unidades son W. Por lo
tanto, la primera ley de la termodindmica también puede escribirse como una sola integral temporal:

1=t

/ DU +DEC DE,
Dt Dt Dt

(Q + W) Dt =0. (5.2.4)

=t

Ya que los limites de integracion son arbitrarios, se puede extraer la siguiente ecuacién diferencial
ordinaria que es valida a cada instante de tiempo:

DU DE. DE, . .
- —F _ : 2.
or "o o 2tV 6:23)

Esta expresion es la forma instantdnea de la primera ley de la termodindmica. Debe quedar claro
que todas las cantidades involucradas en la ecuacién anterior son macroscopicas pues se refieren al
sistema aislado, que en este contexto se refiere a un cuerpo o bien a una regién material. Por ello,
no debe sorprender que las derivadas que aparecen en la ecuacidn anterior sean derivada materiales.
Ya que U, E. y E, son cantidades macroscOpicas, pueden expresarse en términos de sus
contrapartes microscopicas (y por unidad de masa) mediante las siguientes integrales volumétricas

U= / pédv, (5.2.6a)
aa
V2
E.= / p v, (5.2.6b)
Ym
E,=¢= / po av, (5.2.6¢)
e

donde é y ¢ denotan la energia interna y potencial por unidad de masa, respectivamente.

Dirigiendo la atencién al primer término en el lado derecho de la ecuacidn (5.2.5), se sabe que
la energia suministrada en forma de calor o por medio de radiacién es recibida por la superficie del
cuerpo. Por lo que si se denota por q y qr a la densidad de flujo (o flux) de calor (es decir, el calor
por unidad de drea y de tiempo) por conduccién y radiacion hacia el cuerpo, respectivamente, se
tiene entonces que

La tasa a la cual se suministra energia

0= o —— [ n-(a+an) aa, (5.2.7)
al cuerpo por calor y radiacion 2
M
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donde el signo negativo se debe a que el vector unitario, n, estd dirigido hacia fuera del cuerpo,
mientras que los flujos de calor van dirigidos hacia dentro del cuerpo.

Por dltimo, la tasa a la cual se suministra trabajo (es decir, la potencia) en las superficies del
sistema puede expresarse como la siguiente integral de superficie:

W = /n-T~vdA. (5.2.8)
Sy

Usando estas definiciones en la ecuacién (5.2.5), la forma instantdnea de la primera ley de la
termodindmica es ahora:

D
Dt/(pe+ ~pv +p¢> /n'(—Q—qR+T-v) dA. (5.2.9)
7/}\4 QfM

Dirigiendo la atencién al dltimo término del lado izquierdo de la ecuacién anterior se tiene, con la
ayuda del teorema modificado de Reynolds (ver ejercicio 3.6):

D DA
E/pA dVv = /pﬁ dav, (5.2.10)

la siguiente expresion

D .. [ D§ 99 .
m/pgbdv_/pmdv_/p(atﬂ.w) dv. (5.2.11)
Yu Yu Yu

Dado que la energia potencial no cambia con el tiempo, la ecuacién anterior se reduce a:

D ~ o
E/p(l) dV:/pV-V(P dV:—/pb-VdV. (5.2.12)
m m K47

En la dltima igualdad se utiliz6 la definicion del vector de fuerzas volumétricas por unidad de masa
(ver ejercicio 4.11):

b= V. (5.2.13)

De esta forma, la ecuacién (5.2.9) puede escribirse como:

DDt/(pe—i— pv) dVZ/n'(_q_qR+T'V) dA+/pb~vdV. (5.2.14)
Y4

Y oy

Como es evidente, la ecuacién (5.2.14) es vdlida para una region material. Gray y Gray (2017)
proporcionan una versiéon mds general de esta ecuacion, la cual es aplicable a una regién arbitraria

Ecuacion de energia total (forma macroscopica)

jt/<p"+ Pv>dv+/ <Pe+ PV)<V W) dA = /n'(—Q—qR—l-T-V)dA

A

+ /pb-v dv. (5.2.15)
Y
Como puede notarse, para el caso de una regién material w = v y se recupera la ecuacién
(5.2.14). El segundo término en el lado izquierdo de la ecuacién representa el flujo neto de entrada
de energia interna y cinética por las fronteras de la regién arbitraria. La ecuacién anterior es el
punto de partida para el desarrollo de las formas macroscépica y microscdpica de la ecuacion de
energia térmica.
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Ejercicio 5.1 Reflexione sobre el significado fisico de cada término de la ecuacién (5.2.15) y
exprese esta ecuacion en la forma de ecuacion con palabras. "

Ejercicio 5.2 Partiendo de la ecuacién (5.2.15), deduzca la expresion correspondiente para una
region fija. Exprese el resultado tanto en forma matemética como en forma de ecuacién con
palabras. m

Ejercicio 5.3 — Forma microscépica de la ecuacién de energia total. Utilice los teore-
mas general del transporte y de la divergencia para deducir la siguiente forma microscépica de
la ecuacidn de energia total

0 1 1
by <pé+ 2pv2> +V. Kpé+2pv2) v] =V-(—q—qg+T-v)+pb-v. (5.2.16)

Ecuacion de energia térmica: Formas macroscépica y microscopica

La ecuacion (5.2.15) es una forma instantdnea y macroscépica de expresar la primera ley de la
termodindmica y obviamente puede utilizarse para estudiar una amplia variedad de problemas. Sin
embargo, en este capitulo, la atencidn se centra en los cambios espacio-temporales de la energia
térmica. Para aislar las contribuciones térmicas de la primera ley de la termodindmica es conveniente
retomar la forma macroscépica de la ecuacion de energia mecdnica deducida en el capitulo anterior
y que puede expresarse para una region arbitraria como sigue

Z/gv2dv+/n-’;v2(v—w) dA:/pb-vdv+/n-(T-v) dA—/T:VvdV.
74 Ay 74 ) 4
(5.3.1)

Al restar la ecuacién (5.3.1) a la ecuacién de energia total (ver ecuacion 5.2.15) se deduce la
siguiente expresion

d
E/(pé) dV+/n-(pé) (v—w) dA = —/n- (q+qx) dA+/T: Vv dv. (5.3.2)
Ya oy EA Y
La cual es la primera forma macroscépica de la ecuacién de energia térmica. Esta version de la

ecuacion de energia térmica no es la forma final a usar aqui ya que se busca una expresioén en
términos de la temperatura. Para lograr esto, es conveniente recordar la definicién de entalpia

H=E+pV, (5.3.3)

o bien, dividiendo ambos lados de esta ecuacién entre la masa, resulta la siguiente relacién:

h=e+L. (53.4)
p
Despejando a la energia interna por unidad de masa de esta ecuacion y sustituyendo el resultado en

la ecuacién (5.3.2) se obtiene la siguiente expresion

%/(piz—p) dV+/n-(Pf3—p) (v—w) dA:—/n-(q+qR) dA+/T:Vva’V.

Vi P A Y
(5.3.5)

Para avanzar hacia expresar la ecuacion de la energia térmica en términos de la temperatura, es
conveniente deducir su forma microscépica. Para ello, se usan los teoremas general del transporte y
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de la divergencia para obtener la siguiente expresion

d , - ~
/[at(Ph—PHV-[(Ph—p)V]+V-(q+qR)—T:Vv dv =0. (5.3.6)
Ya

Usando la siguiente identidad (ver ejercicio 3.7)

d(pA) _ DA
5 TV (pAv) =p -, (5.3.7)

y tomando en cuenta que los limites de integracién son arbitrarios, se deduce la siguiente expresion
a la escala microscépica

P

Desarrollando las derivadas temporales en el lado izquierdo resulta que

D /.
pﬁt (h— p> =-V-(q+qg)+T:Vv. (5.3.8)

Dh Dp pDp

P~ Dy EDI_—V-(q—HIR)-i-T:VV. (5.3.9)

Abhora bien, la entalpia es una propiedad que depende de la presién y la temperatura por lo que
usando la regla de la cadena se deduce la siguiente expresion

Dh _ Dh

DT+Diz
Dt DT

Dp _c DT 1 Dp
Dt Dp
p

=Cy—t—(1—al)—=
. D th+p( )Dt’

(5.3.10)

donde C,, y o son la capacidad calorifica a presion constante y el coeficiente de expansion térmica,
respectivamente (ver ejercicio 5.4). Este dltimo coeficiente se define en términos de la densidad
como sigue

1 Dp

== b1 (5.3.11)

P
Sustituyendo la ecuacion (5.3.10) en la ecuacién (5.3.9) resulta la ecuacion de energia térmica
DT Dp pDp
al —+——=-V_. T:Vv. 5.3.12
P Dr Dt pDi (q+QR)+ v ( )

Mas atn, de la ecuacién de continuidad, se tiene que
1 Dp

o Dr ~V-v=-1:Vv. (5.3.13)

De esta forma, la ecuacién (5.3.12) se transforma, con la ayuda de la definicion de la derivada
material (ecuacién 2.5.3), en

aT D
pcp§+pcpv-VT:—v-q—v-qR+r:vV+aTFf. (5.3.14)
Con la intencién de expresar en una forma mas breve esta ecuacién se define al término fuente

como sigue

Dp

b=-V. T:V ol .
qr + v+ Di

(5.3.15)

De esta manera, puede expresarse la forma microscépica de la ecuacién de energia térmica como

Forma microscopica y no cerrada de la ecuacion de energia térmica

pCp <a;; +V-VT> =-V.q+o. (5.3.16)
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Como en el caso de la conservacioén de masa para una especie quimica (ver seccion 3.6.1),
note que si @ > 0, existe generacion de calor en el sistema y si @ < 0 el sistema tiene pérdidas de
calor. Aunque se conservard esta forma compacta, no debe olvidarse que ® contiene contribuciones
debidas a la disipacidn viscosa, los cambios materiales de la presidn y la radiacién. Mds atn, desde
el punto de vista de la ecuacion de energia mecénica la disipacién viscosa es una pérdida en forma
de calor al producir trabajo, mientras que desde el punto de vista de la ecuacién de la energia
térmica, este término es una ganancia en el término fuente.

La ecuacién (5.3.16) significa un considerable progreso hacia un modelo cerrado en el que
la incégnita sea la temperatura, ya que la presion y la velocidad se obtienen de las ecuacién de
conservacion de masa y cantidad de movimiento. Sin embargo, alin permanecen dos incégnitas mas
que deben determinarse, estas son la densidad de flujo de calor por conduccién y radiacién (q y qg,
respectivamente). La segunda puede determinarse a partir del conocimiento de la potencia de la
fuente radiativa. En la siguiente seccién se presenta la relacién de cerradura entre el flux conductivo
y el gradiente de la temperatura mediante la ley de Fourier.

Antes de proceder hacia la forma cerrada de la ecuacion de energia térmica a escala micros-
cOpica, es conveniente deducir una forma macroscépica alternativa a aquella dada en la ecuacién
(5.3.2). Para ello, se integra la ecuacién (5.3.16) en una regién arbitraria para obtener

aT :
/PCPW dV+/pC,,V-VTdV:—/V-qu—i—/(de. (5.3.17)
Vi Vi Vi Vi
Suponiendo que C), es constante, la siguiente identidad es aplicable
pC,v-VT =V - (pC,vT) -V - (pv)C,T. (5.3.18)

O bien, tomando en cuenta la forma microscopica de la ecuacién de continuidad (ecuacién 3.4.4)
en el dltimo término en el lado derecho, resulta la siguiente identidad

d
PCY-VT =V (pC¥T) +CT %5 (5.3.19)
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (5.3.17) se obtiene la siguiente expresion macroscopica
apC,T
/ patp dV+/V~(pCpTV) dv = —/V-qu+/<I> dv. (5.3.20)
Y Ya Ya Vi

Usando los teoremas general del transporte (ecuacion 2.6.8) y de la divergencia (ecuacién
2.6.1), la ecuacion anterior toma la estructura buscada de la forma macroscépica de la ecuacién de
energia térmica

Forma macroscépica y no cerrada de la ecuacion de energia térmica

:llt/pCpT dV+/n' PC,T(V—w)+q] dA = /CID dv. (5.3.21a)
YA Ay i
Las versiones de esta ecuacion correspondientes a las regiones material y fija se deducen al sustituir
w =vyw=0en la ecuacién anterior y pueden expresarse como sigue:

D

E/pcpr dv + /n-qu: /cb dv, (5.3.21b)
7/}\4 QVM 4//}\4

d

E/pCpT dV+/n- (pCpTV+q) dA = /(I) dv. (5.3.21¢)
Ty Ay 7y

Al igual que en los dos capitulos capitulos anteriores, la version a usar de la forma macroscépica de
la energia térmica estd determinada por el sistema bajo estudio. Por esta razén es importante contar
con las tres formas mostradas arriba. En los siguientes parrafos se procede con la deduccién de
la forma cerrada de la ecuacion de energia térmica y més adelante se dirige la atencidn hacia las
condiciones de frontera entre fases.
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Ejercicio 5.4 — Entalpia y expansion térmica. Partiendo de la siguiente relacion entre la
entalpia por unidad de masa, la entropia por unidad de masa (s) y la presiéon para sistemas
cerrados (es decir, regiones materiales),

Dh=TDs+ [;p, (5.3.22)

y tomando en cuenta que

D Dp~!
K __ 2P| (5.3.23)
DP|, DT |,

demuestre que
Dh 1
—| =—(1-aT). (5.3.24)
Dply p

Ejercicio 5.5 — Deduccién alternativa de la forma microscépica de la ecuacién de
energia térmica. El objetivo de este problema es encontrar otra forma de deducir la ecuacion
de energia térmica dada en la ecuacién (5.3.16). Para ello, reste a la forma microscopica de la
ecuacion de energia total deducida en el ejercicio 5.3, su contraparte para la ecuacién de energia
mecdnica (ver ecuacion 4.6.5). Lleve a cabo las manipulaciones algebraicas correspondientes y
justifique cuidadosamente sus desarrollos.

Ley de Fourier

En la seccién anterior se dedujeron las formas macroscépica y microscopica de la ecuaciéon
de energia térmica dadas en las ecuaciones (5.3.21a) y (5.3.16), respectivamente. En ambos casos
es necesario especificar tanto al término fuente @ como al flux conductivo de calor q. El término
fuente se especifica en funcién del problema particular bajo estudio, mientras que la relacién
entre q y T estd dada por la ley de Fourier. Esta ecuacion establece que existe una relacion lineal
entre el flux de calor q y el gradiente de temperatura y puede escribirse en forma vectorial como
sigue

Ley de Fourier (forma vectorial)
q= —kVT. 541

En la ecuacién anterior k es la conductividad térmica de la fase bajo estudio. Para materiales
anisétropos, la conductividad térmica es un tensor de segundo orden y la ley de Fourier se expresa
en una forma mas general como:

q=—K.VT. (5.4.2)

Los valores de la conductividad térmica de los materiales se obtienen de experimentos, correlaciones
o bien a partir de teorfa. Utilizando la forma de la ley de Fourier dada en la ecuacién (5.4.1), las
formas microscépica y macroscopica de la ecuacion de energia térmica se expresan en forma
cerrada como sigue:

Forma microscopica de la ecuacion de energia térmica

pC, (‘Z —i—v-VT) =V (kVT)+®. (5.4.3a)
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Forma macroscopica de la ecuacion de energia térmica

d
E/pcpr dV+/n-[pCpT(v—w)] dA:/n-kVT dA+/CI> dv. (5.4.3b)
% T T i

En ambas ecuaciones el significado fisico de los términos es equivalente, la Unica diferencia es el
nivel de escala al que se refieren. De esta forma, el primer término del lado izquierdo representa
la acumulacién de calor, el segundo término representa el transporte por conveccién de calor.
Mis atn, el primer término del lado derecho representa la conduccién de calor (note que en el
caso macroscépico, los términos de conveccién y conduccion aplican en las fronteras de la region
arbitraria). Por dltimo, el segundo término en el lado derecho se refiere a la fuente o sumidero de
calor en la fase. Siempre que este tltimo término sea conocido, las ecuaciones anteriores estan
cerradas pues la Unica incdgnita es la temperatura. Note que, cuando los cambios de temperatura no
se traducen en cambios en la densidad y viscosidad del fluido, puede resolverse el problema de
flujo para asi determinar la presion y velocidad y sustituir estos resultados en las ecuaciones (5.4.3).
Lo anterior es tipico en la conveccion forzada, en donde se utilizan medios mecdnicos para inducir
el flujo convectivo. Por el contrario, en la conveccion natural la densidad del fluido cambia con
la temperatura y esto se traduce en un movimiento global del fluido (como ocurre en el mar o en
una taza de t€). En ambos casos, las ecuaciones de mecanica de fluidos y de transferencia de calor
deben resolverse de forma acoplada.

La version adimensional de la ecuacion de energia térmica es similar a la analizada en la seccion
3.6.2 para transferencia de masa de una especie. En el ejercicio 5.7 se deduce la forma adimensional
y se examinan los casos limite correspondientes. En la siguiente seccién se deducen las condiciones
de frontera correspondientes a la transferencia de calor.

Ejercicio 5.6 — Difusividad térmica. El coeficiente de difusividad térmica se define como
sigue

k

oy = ——.
pCy

(5.4.4)

Con base en las unidades de k, p y C,, deduzca las unidades de ar y exprese a la ecuacion de
energia térmica en funcién de la difusividad térmica.

Ejercicio 5.7 — Versiéon adimensional de la ecuacion de energia térmica a la escala
microscopica. Para deducir la forma adimensional de la ecuacién (5.4.3a), considere las
siguientes definiciones adimensionales

2
T — Tini v 224 t
Tr= 00 oy L o = Vg, Vit = —. (545)
Tmax — Imin Vref (Tméx - Tml’n)k Tref
La definicién de T* es adecuada cuando se conocen las temperaturas méxima y minima del
sistema. Cuando este no es el caso, puede usarse simplemente 7* = T / T}, r. Muestre que usando
estas definiciones la forma adimensional de la ecuacién de energia térmica es

1 JT*

— Pecv' -V*T* = V2T* + &, 5.4.6
7o o + Pecv + ( )

En esta expresion se uso la definicion del niimero de Péclet dada en la ecuacién (1.7.6a) y del
niimero de Fourier Fo = t,.ra /(% f). Examine los casos limite de la ecuacion anterior cuando
Fo>1,Fo<K1,Pe>1yPek 1. n
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Ejercicio 5.8 — Ecuacion de Cattaneo-Vernotte. La ley de Fourier supone que el gradiente
de temperatura se propaga a una velocidad infinita, de tal manera que instantineamente se produ-
ce un flux conductivo de calor. Para atender esta situacion Maxwell (1867), y mds recientemente
Cattaneo (1958) y Vernotte (1958) propusieron la siguiente modificacion a la ley de Fourier

t,@ +q=—kVT, 5.4.7)
ot
donde ¢, es una constante de tiempo que se conoce como el tiempo de relajacién. Evidentemente,
cuando esta constante es cero, se recupera la ley de Fourier. Demuestre que si se usa la ecuacién
de Cattaneo-Vernotte como ecuacion de cerradura, entonces la forma cerrada de la ecuacion de
energia térmica puede escribirse como sigue

°T  d(v-VT) oT 0P
pCyt; < 5t >+pC,, <at+V'VT> =V-(kVT)+@+1,——.  (548)

Condiciones de frontera

Condicion de salto del flux de calor

Al igual que en los capitulos anteriores, el contar con las ecuaciones diferenciales que gobiernan
el transporte dentro de las fases no es suficiente para describir del todo a un sistema, pues es nece-
sario describir el transporte en las fronteras. Para deducir la condicién de frontera correspondiente
al flux de calor, considere un sistema de dos fases (fases 8 y ¥) como el mostrado en la figura
3.4. Es conveniente comenzar el andlisis considerando una regién de integracién material, #j; que
contenga porciones de ambas fases asi como la zona de cambio entre ellas. En términos de esta
regién de integracion, puede usarse la forma macroscdpica de la ecuacién de energia térmica dada
en la ecuacion (5.3.21b):

D
E/pCpTdV—F/n-qu:/CI)dV. (5.5.1)
Y Iy Y

Note que no se usaron subindices indicativos de las fases para las diferentes propiedades y variables
de la ecuacidn anterior, ya que se suponen dependientes de la posicién, de tal manera que describan
la transferencia de calor en cada punto de #};. Los términos fuente, de conduccién en la frontera y
de acumulacién de energia térmica pueden expresarse en términos de las propiedades en cada fase
mediante las siguientes descomposiciones que hacen uso de las propiedades de exceso:

/pCPT dv = /pBCpﬁTﬁ dV—i—/ppryTy dv + / pstsTs dA, (5.5.2a)
T 7 Y Ay
/n-qu:/nﬁ-qﬁdA—l—/ny-qydA—l—jI{nS-qsdG (5.5.2b)
e P P 3

/dDdV:/‘IDﬁ dV—i—/q)de—F/CDs dA, (5.5.2¢)
i 7 5, oy

donde el subindice s se utiliza para denotar propiedades superficiales. Sustituyendo estas descom-
posiciones en la ecuacion (5.5.1) da lugar a la siguiente expresion

D D D
E/pBCPﬁTﬁ dVJrEt/pyCm,TdeJrBt /pSCPSTS dA+/n,3~q/3 dA
75 Yy gy g

+/ny-qydA+/Vs-qsdA:/cbﬁ dV+/<I>de+/d>sdA. (5.5.3)
szy JZVB}, Vﬁ 41/7 %ﬁy
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Note que se usé el teorema de la divergencia superficial, el cual llevé a la siguiente identidad

]{ns-qs do = /Vs-qs dA (5.5.4)
4 Ty

Con el fin de aislar las contribuciones que aplican en la interfase, se extiende el uso de las
propiedades y variables vélidas en cada fase hasta la zona de cambios, lo cual es una aproximacion.
Teniendo esto en mente, las versiones macroscépicas de la ecuacion de energia térmica en cada
fase pueden expresarse como sigue

D

E/pBCPﬁTﬁ dV+/nﬁ “qp dA + / ngy-qg dA:/CDB dv, (5.5.53)
7B g Ty 7B

D

- / pyCoy Ty dV + / n,-q, dA+ / nyp-q, dA = / @, dV. (5.5.5b)
iz o oy iz

Restando la suma de estas ecuaciones a la ecuacién (5.5.3) da como resultado la siguiente expresion

D
o / PsCpsTy dA = / [~V,-a,+ngy- (a5 — q,) + D, dA. (5.5.6)

Como puede notarse, casi toda la ecuacion puede agruparse dentro de una integral de superficie,
excepto por el término de acumulacidn en el lado izquierdo. Para hacer frente a esta situacion, se
recurre al teorema del transporte superficial (ver ecuacion 3.4.16) para que la ecuacién (5.5.6) tome
la siguiente forma

DispsCpsTs

/ |:l)tp + PstsTst .v° — [pﬁcpﬁ Tﬁ (vﬁ — VG) _ p'J/CPYT}/(Vy o VG)] ‘ng, dA

gy

B / [~Vs-a,+ gy (a5 —qy) + @] dA. (5.5.7)
Ty

Ya que los limites de integracion son arbitrarios, es posible extraer la siguiente condicién de frontera
interfacial
Condicion de salto del flux calor

3 psCsT,
sCpsds
T + V- (pscpsTsVs) + Vs qq - 2HpscpsTs(W : nﬁy)
v transporte por conveccion transporte por conduccién efecto de cambios
acumulacién superficial superficial en la superficie divisoria

superficial

=ngy- [PsCopT (Vg —V°) = PyCpyTy(Vy—v°) — (kgVIg —kyVTy) | + @ .

Fuente
superficial

(5.5.8)

Aqui se us6 la ley de Fourier (ecuacién 5.4.1) en el flux conductivo de calor de cada fase
y la descomposicion dada en la ecuacién (3.4.22). Como puede notarse, la ecuacioén anterior es
una condicién de salto (es decir, de discontinuidad) para el flux de calor y tiene una estructura
similar a la expresion deducida para el transporte de masa de especies quimicas dada en la ecuacién
(3.6.28a).

Fluxes (convectivo y conductivo) desde las fases hacia la superficie

Ejercicio 5.9 — Forma alternativa de la condicién de salto. Suponga que C),, es constante
en la ecuacion (5.5.8) y utilice la férmula de derivada de un producto para deducir que

8pscpsT¥ o aTs aps
o = Chs (PsatJrTs = ) (5.5.9)

Sustituya en esta expresion la condicion de salto de masa total (ecuacién (3.4.25)) y posterior-
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I mente sustituya la expresion resultante en la ecuacién (5.5.8) para obtener una forma alternativa.
| |

Ejercicio 5.10 — Forma simplificada de la condicion de salto. Muestre que, cuando no
hay transferencia de masa entre las fases, la condicion de salto dada en la ecuacién (5.5.8) se
reduce a la siguiente forma

—ng, - (kgVI —k,VTy) = ®;, en op,. (5.5.10)

Esta expresion se reduce a la condicién de continuidad del flux conductivo de calor cuando
no hay una fuente interfacial de transferencia de calor, o bien cuando la contribucién de este
término es despreciable respecto al transporte por conduccidn.

Condicién de salto de la temperatura

El complemento a la condicién de frontera del flux de calor es la ley de enfriamiento de Newton,
la cual establece una discontinuidad entre la temperatura de una superfice y la de una fase fluida
circundante. Al lector interesado en la historia del desarrollo de esta condicién de frontera se le
recomienda revisar el trabajo de Besson (2012). La ley de enfriamiento de Newton puede expresarse
en forma matemdtica como sigue:

Ley de enfriamiento de Newton
ng,-qp = hpy (I —Ty), en gy, (5.5.11)

donde hgy[=] W/m?K es el coeficiente interfacial de transferencia de calor. Esta condicién de
frontera puede deducirse a partir del estudio de las capas limite hidrodindmica y térmica. De hecho,
es posible deducir expresiones para predecir al coeficiente de salto hgy o bien, es posible usar
formulaciones basadas en la observacién (ver Capitulo 14 de Bird y col., 20006). Este coeficiente es
inversamente proporcional a las resistencias interfaciales a la transferencia de calor. De esta forma,
cuando hg, tiende a cero, es porque existen considerables resistencias a la transferencia de calor
y la ecuacidn anterior se reduce a una condicién de aislamiento térmico (esto es, el flux de calor
interfacial es cero). Por el contrario, cuando este coeficiente es suficientemente grande, la ecuacién
anterior se reduce a una condicién de continuidad de la temperatura entre las fases. De acuerdo con
Bergman y col. (2017), es posible combinar la ley de enfriamiento de Newton con la ecuacién de
Stefan-Boltzmann para el caso en que la superficie emita calor, el resultado es

ngy-ag = hpy (Tp —Ty) +€0(T —Ty). (5.5.12)

Ejercicio 5.11 Desarrolle la forma adimensional de la ecuacién (5.5.11) y examine los casos
limite en términos del nimero de Biot para la transferencia de calor (ver seccion 1.7.6).

Aplicacion: Enfriamiento de una hamburguesa

En la figura 5.1 se muestra un dibujo de una hamburguesa sencilla que solo consiste en dos
rebanadas de pan y una pieza de carne. Ya que tanto el pan como la carne son medios porosos,
no se refiere a ellos como fases, sino como regiones pues estin compuestas de mas de una fase.
En el siguiente capitulo se discute acerca de la deduccién de ecuaciones de transporte en sistemas
que tengan mds de una fase. De esta forma, la tapa y base del pan se denotan como las regiones ¢
y b, respectivamente, mientras que la carne es la regién-c. Por el momento, se considera que en
todas las regiones no hay conveccién y que solo en la carne hay una fuente de generacién de calor,
®.. Esta fuente se utiliza para representar la situacion en la que la carne esté recién salida de la
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parrilla. Bajo estas consideraciones, las ecuaciones de transporte de calor en cada region en estado
transitorio son las siguientes

aT,

prpba—tb =V-(Ky-VT,), enlaregion—b, (5.6.1a)
T, »

PcCch =V-(K.-VT,)+®., enlaregion—-c, (5.6.1b)
T, L

Pszz§ =V-(K;-VT;), enlaregién—t. (5.6.1¢)

Note que en las ecuaciones anteriores se utiliz6 la forma de la ley de Fourier dada en la ecuacion
(5.4.2) ya que no se tiene certidumbre acerca de la isotropia de las regiones. Méds atin, suponiendo
que no hay transferencia de masa entre las regiones y que la fuente interfacial de transferencia de
calor es mucho menor que los fluxes normales hacia las fronteras, es razonable reducir la condicién
de frontera dada en la ecuacién (5.5.8) a las siguientes condiciones de continuidad del flux de calor

an-Kb-VTb anc-KC-VTc, en JZ/},C, (561d)
n, -K.-VI.=n,-K,-VT;, en .. (5.6.1¢)
Mas atn, en las mismas fronteras se supone que no existen resistencias a la transferencia de calor,
por lo que es razonable proponer las siguientes condiciones de continuidad de la temperatura
T,=T., en ., (5.6.1f)
T. =T, en . (5.6.1g)
En las superficies laterales (&y,, & = b, c,t) de las regiones (y en el caso de la regiéon-¢ también

en la superficie superior) es razonable considerar resistencias a la transferencia de calor y pueden
imponerse las siguientes condiciones de frontera

=y Ky VT, = hpo(Ty — To),  €n g, (5.6.1h)
—Ngg - KCVTC = hca(Tc - Ta)a cn LQ%cay (5611)
- nm . K[VT; - h[a(E - Ta), en %a. (561])

Ademds, en la base de la regién-b (.o7,,) puede imponerse la siguiente ley de enfriamiento respecto
a la temperatura del plato (7))

—nbp-Kb-VTb :hbp(Tb—Tp), en %p- (5.6.11()
Por ultimo, se imponen las siguientes condiciones iniciales
Tq =Tyo, & =b,c,t; cuandot =0. (5.6.1D)

Ya que se busca un modelo que describa la temperatura de la hamburguesa se puede proceder de
dos maneras:

-
L ] .J\

- 4 -z
2 i region-t

Figura 5.1: Esquema de una hamburguesa que consiste en dos rebanadas de pan (regiones-b y t) y
una pieza de carne (regién-c).
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1. Modelo de tres dominios: Pueden desarrollarse modelos para la temperatura promedio
en cada regién y posteriormente combinarse para producir un modelo para la temperatura
promedio de todo el sistema. Este modelo es deseable cuando se busca ademads contar con
modelos para la temperatura promedio en cada regién.

2. Modelo de un dominio: Considerar temperaturas y propiedades dependientes de la posicién
y desarrollar un modelo promedio valido en las tres regiones directamente.

Ambos enfoques son equivalentes en situaciones como la actual en la que hay condiciones de
continuidad de la temperatura y del flux en las inter-regiones (ver, por ejemplo, d’Hueppe y col.,
2012). Por ello, en los siguientes parrafos se sigue el segundo enfoque por la sencillez que implica.
Con este fin, se propone que la region de integracion sea fija; entonces, se define a una regién ¥
que contenga a las tres regiones (¥ = ¥}, + 7. + #;). En términos de esta region fija se puede definir
al siguiente operador de promediado

I
)= V/ T av. (5.6.2)

En la ecuacién anterior, la temperatura 7' adquiere los siguientes valores

Tb, cn %7
T=<T., en¥. . (5.6.3)
T;, en”;

De esta forma, la ecuacién (5.6.2) puede también expresarse como sigue

1 1 1
<T> = V/Tb dv + V/TC dV‘l‘v/Tt dv = <Tb>b+ <Tc>c+ <Tt>l (5'6‘4)
T Ve 4

En la ultima igualdad se defini6 el siguiente operador de promediado por cada region

.
Ta)a =7 J Ty dV. (5.6.5)

Tomando en cuenta estas definiciones, puede utilizarse la forma macroscépica de la ecuacién de
energia térmica dada en la ecuacién (5.3.21c¢), recordando que no hay conveccién en el sistema
para obtener

aat/pCpT av = /n~K-VT a’A+/<I>c av. (5.6.6)

Note que en el dltimo término del lado derecho se tomé en cuenta el hecho de que sélo en la regién-c
hay una fuente de calor. Mds atn, en la ecuacion anterior, se conocen los cambios espaciales de pC),
y K'en V. De hecho, puede proponerse una transicién suave de las propiedades entre las regiones
o bien cambios en escalén. Ya que en el segundo caso es cuando hay una correspondencia con el
modelo de tres dominios, se propone que

prpba cn 7/b Kb7 cn 7/17
pCp =1 pCpe, en¥ : K=J{K., en?” . (5.6.7)
p:Cpi, en¥ K:, en?¥]

De esta forma, el producto pC, puede descomponerse en su valor promedio y desviaciones
espaciales como sigue

pC, = (pC,)+pCp. (5.6.8)
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Sustituyendo la descomposicién en el término en el lado izquierdo de la ecuacién (5.6.6) y divi-
diendo ambos lados de la ecuacién entre V resulta que

d

10 [— 1
S pC)T)+ Vat%/pc,,r v = V/n K-VT dA+ (®,).. (5.6.9)

o

Ya que las desviaciones espaciales de pC, son solo no nulas en las inter-regiones, resulta razonable
proponer que

10 [— d
Var / pCpT dV < - {pCp)(T), (5.6.10)
v
y entonces la ecuacién (5.6.9) se reduce a
T 1
<PCp>d§h> = V/n~K-VT dA+ (P.).. (5.6.11)
o

Note que en el lado izquierdo de la ecuacién anterior, se tomé en cuenta el hecho de que (pC),) no
dependen del tiempo y que (T') sélo es funcién de 7. Dirigiendo la atencién al primer término en el
lado derecho de la ecuacién anterior, haciendo las descomposiciones geométricas correspondientes,
resulta la siguiente expresion

d{T 1 1 1
<pCP>§1t> :V/nbp'Kb'VdeA'i‘V/nba'Kb'VdeA"i‘V/nca'Kc'VTch
“%p J/ba mﬂ
1
+V/nta‘Kt‘VTt dA+ (P.).. (5.6.12)
ha

Sustituyendo las condiciones de frontera dadas en las ecuaciones (5.6.1h)-(5.6.1k) la ecuacion
anterior adquiere la siguiente forma

d(T 1
0 ™0 @iy L [y (5 1,) @+ [ () das [ ha(1. -T2 an
%p %a m‘a
+/h,a (T, —T,) dA| . (5.6.13)
G

Para avanzar en los desarrollos, se propone ahora la siguiente descomposicion para la temperatura
en cada region

Ty =(T)+Ty; a=bh,c,t. (5.6.14)

Para determinar las desviaciones espaciales de la temperatura es necesario contar con un esquema
de cerradura como el que se detalla en el capitulo siguiente. Como primera aproximacién se propone
que Ty < (T) en cada frontera. Bajo estas condiciones, la ecuacién (5.6.13) adquiere la siguiente
forma

d(T
0 BT~ @), — ayyhy (1) ~1,) ~aveha (T) ~ T,). (5.6.15)
En donde, para simplificar la notacidn, se definieron los siguientes coeficientes
hppA hpaAba + heaAca + higA
anhp — %; ayahy = balba + c; cat Mia m. (5.6.162)

El término en el lado izquierdo de la ecuacién (5.6.15) representa la acumulacion de calor en el
sistema, mientras que el primer término en el lado derecho representa la contribucién por la fuente
de calor. Los dltimos dos términos del lado derecho de esta ecuacién representan las pérdidas por
intercambio con el plato y el ambiente, respectivamente. No debe perderse de vista que para obtener
este modelo se hicieron varias suposiciones, las cuales acotan la validez del modelo.
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Comentarios finales

En este capitulo se revisaron los fundamentos de la transferencia de calor. Para ello se partié de
la primera ley de la termodindmica en la forma tipicamente encontrada en textos introductorios
de ingenieria. Posteriormente, se dedujo la forma macroscépica de la ecuacién de energia total.
Mis adelante, se le substrajo a esta ecuacidn, la forma macroscopica de la ecuacion de la energia
mecdnica deducida en el capitulo anterior para aislar la contribucién debida a la energia térmica. A
partir de esta ecuacion se consiguié obtener una forma cerrada de la ecuacion de energia térmica
que puede usarse en los niveles de escala microscopico y macroscépico. Ademas, se desarrollaron
las condiciones de frontera correspondientes al flux de calor y la temperatura. Las ecuaciones
desarrolladas en este capitulo se utilizaron para deducir un modelo sencillo del enfriamiento de una
hamburguesa recién servida. En el desarrollo de este modelo fue evidente que es necesario contar
con ecuaciones para describir el transporte en medios porosos, asi como tener maneras de predecir
las desviaciones espaciales de la temperatura. Estos temas se abordan en el siguiente capitulo, el
cual estd dedicado al desarrollo de modelos de transporte en medios porosos.






6.1

Intfroduccioén

El estudio del transporte en medios porosos es un tema que ha interesado a un considerable
numero de investigadores ya que se busca describir el transporte de masa, calor y cantidad de
movimiento en un sistema que es, al menos, bifdsico. Actualmente, la deduccién de modelos mate-
maticos en sistemas que involucran transporte con multiplicidad de fases y escalas caracteristicas
puede llevarse a cabo por diferentes alternativas como son el método del promedio volumétrico
(Whitaker, 1999), el método de homogenizacién (Auriault y col., 2009; Mei y Vernescu, 2010),
el método de promediado restringido por la termodindmica (Gray y Miller, 2014), entre muchos
otros (ver, por ejemplo, la revision hecha por Battiato y col., 2019). En este capitulo, se deducen
modelos macroscépicos usando tanto al método del promedio volumétrico como al método de
homogenizacién y se hace hincapié en varios aspectos del método de homogenizacién adjunta
propuesto por Bottaro (2019). Para ello, se adoptan las siguientes suposiciones de entrada:

1. Flujo newtoniano, incompresible y en estado estacionario.

2. Medio poroso rigido y espacialmente homogéneo.

3. Condicién de no deslizamiento en la interfase sélido-fluido.

4. Concentracién de las especies quimicas en solucion diluida para poder usar la ley de Fick.

La suposicion de medio poroso rigido quiere decir que la fase sélida no se deforma ni se desplaza
por el flujo del fluido. Por su parte, la suposicion de medio espacialmente homogéneo significa que
las propiedades geométricas del medio poroso (como la porosidad) son independientes del espacio.

En los siguientes parrafos se detallan los elementos que estdn presentes en los métodos del
promedio volumétrico y de homogenizacién y se discute acerca de las diferencias y similitudes
entre ambas metodologias. Tomando elementos de ambas metodologias y respetando las suposi-
ciones listadas arriba se estudiard el flujo inercial en medios porosos (seccién 6.3), asi como la
transferencia de masa (seccion 6.4) y calor (seccién 6.5) en medios porosos homogéneos. En el caso
de transferencia de masa, ademads de la deduccion del modelo y la prediccidn de los coeficientes
de medio efectivo, se incluye un apartado sobre la validacién del modelo mediante simulaciones
numéricas directas. Ademas, en la seccion 6.5, dedicada a la transferencia de calor en medios
porosos, se exploran tres tipos de modelos que son el de equilibrio y los modelos de no equilibrio
de una y dos ecuaciones.
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Sistema macroscopico

Figura 6.1: Esquema de un medio poroso (sistema macroscépico), incluyendo una muestra del
dominio de promediado, ¥/, que incluye a las fases y longitudes caracteristicas del sistema.

Elementos para llevar a cabo el escalamiento

Definiciones fundamentales

El propésito de esta seccidn es proporcionar el herramental usado en los métodos del promedio
volumétrico y de homogenizacién para posteriormente comparar dichos métodos y usarlos en el
resto del capitulo. Para llevar a cabo el proceso de promediado se define una regién (o dominio)
de promediado, ¥ (de volumen V) como la mostrada en la figura 6.1, la cual, en principio puede
ser arbitraria, material o fija. Para los propdsitos de este texto se considera como una region fija,
aunque hay autores que han propuesto regiones que cambian con la posicién (ver, por ejemplo,
Cushman, 1997). Ya que este dominio de promediado se utilizard para generar nuevos continuos, es
necesario que sea representativo del sistema bajo estudio. De acuerdo con Bear (2018), para el caso
del transporte en medios porosos, la longitud caracteristica ro de 7 debe ser mucho mayor que la
maxima longitud caracteristica del transporte a escala de poro (¢,) y, al mismo tiempo, debe ser
mucho menor que la minima longitud caracteristica (L) del sistema a escala macroscdpica. De esta
forma, un dominio de promediado es representativo cuando su longitud caracteristica satisface la
siguiente separacién de longitudes de escala

0, < rg < L. (6.2.1)

En términos de este dominio de integracion representativo, puede definirse el siguiente operador
de promediado para una propiedad (escalar, vectorial o tensorial) Y, la cual estd definida tanto en la
fase fluida (fase-f3, donde W = yjg) como en la fase sélida (fase-o, donde Yy = y5):

(1//>:—/de=—/1//3 dV+—/y/GdV. (6.2.2)

Note que en la dltima igualdad se tomo en cuenta el hecho que ¥ = ¥ + ¥ y que Yo que es
suave por tramos y que estd definida en cualquier punto de la fase-o (@ = 8, ). Para facilitar la
notacidn, se propone la siguiente definicién
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Definicion 6.2.1 — Promedio superficial.

1
(Voo = V/l//a dv, a=8,o0. (6.2.3)
Ya

De esta forma, la ecuacioén (6.2.2) puede expresarse como sigue

(¥) =(¥p)p +(Vo)o- (6.2.4)

El operador de promedio superficial se usa tradicionalmente para representar a la velocidad
promedio en medios porosos (Whitaker, 1999). Sin embargo, para otras propiedades como la
temperatura, densidad, concentracién molar de una especie o la presidn, se prefiere usar al siguiente
operador

Definicién 6.2.2 — Promedio intrinseco.

1
(Ya)* = V—/Wa dv; a=2p,o. (6.2.5)
o
7

Las definiciones de promedio superficial e intrinseco se propusieron en la seccién 2.6.3 para
una sola fase, por lo que las definiciones de arriba pueden verse como una generalizacion a varias
fases.

Mas atin, la porosidad, €, se define como (Bear, 2018)

| Definicién 6.2.3 — Porosidad. El espacio vacio por unidad de volumen del medio poroso.

Esto es, la porosidad representa la fraccion volumétrica disponible para el flujo en un medio poroso.
Ya que en los casos considerados en este capitulo solo hay una fase fluida, la porosidad corresponde
a la fraccién volumétrica de dicha fase en el dominio de promediado. En forma matematica, lo
anterior se expresa como

&=, (6.2.6)

De la misma forma, puede definirse a la fraccion volumétrica ocupada por la fase s6lida como
€5 = V5 /V. Con base en estas definiciones, se deduce que los operadores de promediado superficial
e intrinseco estdn acoplados mediante la siguiente definicion (Nield y Bejan, 2017)

Definicion 6.2.4 — Relacién de Dupuit-Forchheimer.

(Va)o = €a(Wa)?; a=P,0. 6.2.7)

De esta forma, la ecuacidn (6.2.4) puede escribirse como sigue

(w) = &5 (wp)P + &5 (w5)°. (6.2.8)

Note que cuando sélo hay transporte en una fase, la ecuacién anterior se reduce a la relacion de
Dupuit-Forchheimer. Por ello, en las secciones de este capitulo en las que este sea el caso, se
prescinde del subindice que indica la fase para y y para € con la intencién de relajar la notacion.

Antes de continuar, es pertinente notar que en los casos de estudio de los capitulos anteriores
las propiedades promedio perdian su dependencia espacial ya que se integraba en todo el dominio
espacial de la variable independiente. Como se muestra en la figura 6.1, el dominio de promediado
no cubre todo el dominio espacial del medio poroso, por lo que las variables promedio atin dependen
de la posicién.

Para tener mas claro lo anterior, en la figura 6.2 se muestra que el vector de posicién r localiza
puntos en la fase-f3 respecto a un sistema coordenado fijo. Por lo tanto, es razonable suponer que
v = y(r). Mds aun, en la figura 6.2 se muestra que el vector x localiza el centro geométrico (o
centroide) del dominio de promediado, el cual puede ubicarse en la fase fluida o en la fase sélida.
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Figura 6.2: Vectores de posicion asociados con el operador de promediado.

Por lo tanto, puede definirse al vector y para localizar el mismo punto en la fase fluida que ubica el
vector r respecto al centroide del dominio de promediado. Esto es,

r=x-+y. (6.2.9)

Entonces, cuando se lleva a cabo el paso de integracion en los operadores definidos en las ecuaciones
(6.2.3) y (6.2.5) la dependencia que se elimina de la variable y es y. Por lo tanto, las variables
promedio son, en general, funciones del vector de posicidn X, a menos que se indique explicitamente
lo contrario. De hecho, dado que Vg puede cambiar respecto a x, se deduce que €z también es
funcién de la posicion. Sin embargo, debido a la suposicion de homogeneidad espacial, €5 se
considera independiente de la posicién. En los siguientes parrafos se utilizan también a los vectores
r y y para localizar puntos en la fase s6lida. Mas atin, en el método de homogenizacién se utiliza la
descomposicion dada en la ecuacidn anterior para expresar al operador gradiente como sigue

Vi =Vx+Vy, (6.2.10)

y pueden proponerse expresiones equivalentes para los operadores de divergencia y laplaciano. En
la ecuacién anterior, Vi debe entenderse como una derivada de cambios espaciales lentos, mientras
que Vy captura los cambios rdpidos de las propiedades. En este contexto, las palabras lento y
rdpido se asocian a la macroescala y a la microescala, respectivamente.

Adaptacion de los teoremas integrales

Anteriormente se establecié que 7 es una region de integracion fija y que ¥ es constante,
por lo que ¥ también lo es. Esto permite dividir ambos lados de la relacién integral dada en la
ecuacion (2.6.7) entre V,, para concluir la siguiente relacién para el promedio intrinseco de una
derivada temporal

dva\* _ Hyw)®*
<a;> =55 a=p.o 6.2.11)

Mis auin, cuando se desean intercambiar las operaciones de diferenciacion e integracion espacial,
se utiliza el teorema del promediado espacial deducido en la seccién 2.6.3. Para el sistema bifédsico

bajo estudio en este capitulo, este teorema, aplicado al operador gradiente, puede expresarse para
cada fase como sigue

1
(Vewg)p = Valwplp+ [ mpovp da. (6.2.122)
1
1
(ViVs)o = Vx(Ws)o — v / ngs Yo dA. (6.2.12b)



6.2.3

6.2 Elementos para llevar a cabo el escalamiento 117

En las ecuaciones anteriores se tomo en cuenta el hecho que ng; = —ngp. Para el operador de
divergencia aplicado a una funcion vectorial o tensorial @, (o = 3, 0), el teorema del promediado
espacial se expresa como

1
(Ve @p)p = Vx-(Ppp+5, / ngs - Qg dA, (6.2.13a)
o
1
(Vi @s)o=Vx-(@5)s =1 | Npo- 9o dA. (6.2.13b)
427/30

Note que, a diferencia de las versiones de este teorema deducidas en la seccién (2.6.3), ahora
se hace explicita la naturaleza (lenta o rdpida) del operador V. Més atin, ya que las fracciones
volumétricas de ambas fases se suponen constantes en la regién de promediado, puede usarse la
relacién de Dupuit-Frochheimer en las ecuaciones anteriores para obtener las siguientes formas
modificadas del teorema del promediado espacial

1
(Vewp)P = Vi (yp)P + A / ngsYp dA, (6.2.142)
B
1
(Vivo)® = Vx(¥o)® =~ | mpoVo dA, (6.2.14b)
G»‘Zfﬁo
1
(Ve @5)f =Vy-(@p)P + Vs / ngs - Qg dA, (6.2.14c¢)
42%56
1
(Ve 95)° =Vx (95)° — v / ngs- @, dA. (6.2.14d)
Ao

Descomposicion espacial y expansion en series de Taylor y de potencias

Como puede notarse, el uso del teorema del promediado espacial lleva a la aparicién de
integrales de las propiedades a escala microscopica. Estas integrales juegan el papel de filtros de
informacion desde la microescala hacia la macroescala (Whitaker, 1999). Esto motiva a encontrar
una forma de expresar a las cantidades a escala de poro en términos de sus correspondientes
promedios intrinsecos. Para ello se recurre a la siguiente definicién

Definicion 6.2.5 — Descomposicion espacial de Gray (1975).

Vol = (Vo) “lp + Wal,: a=p,0. (6.2.15)

Note que cada propiedad en la ecuacion anterior estd evaluada en el mismo lugar en el espacio. En
el método del promedio volumétrico se suelen usar expansiones en series de Taylor para expresar
propiedades promedio que originalmente estaban evaluadas en r para que se aproximen en la
posicidén del centroide del dominio de promediado. A continuacidn se explica este procedimiento y

para ello se comienza con la siguiente definicién

Definicién 6.2.6 — Expansion en series de Taylor de una propiedad promedio. Sea ¢
una cantidad (escalar, vectorial o tensorial) promedio evaluada en r (o en y) y continua en la
posicién; esta propiedad puede expresarse evaluada en la posicién x como sigue

1
Ol = @l +Y - Vx Ol +5¥Y: VxVx 9l + . (6.2.16)
En esta expresion se tomd en cuenta que y =r — X.

Mis atn, ya que y = O(r) y la longitud caracteristica de los cambios espaciales de las cantidades
promedio (y de sus subsecuentes derivadas) suele asociarse con L, se pueden proponer los siguientes
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estimados de orden de magnitud

ol, =0(9), (6.2.17a)
—_o(h
y-Vx 0|, =0 (L <p) , (6.2.17b)
! :ViVx 9|, =0 r—‘% (6.2.17¢)
2YY- xVYx @y = LZ(P . 2.17c¢

De esta forma, con base en la restriccion de escala rg < L, es razonable suponer que

1

y por tanto la ecuacién (6.2.16) se reduce a

ol. = o, (6.2.19)

Note que el mismo resultado aplica si r =y. Al sustituir ¢ = (y,)%* en la ecuacion anterior y
sustituyendo la expresion resultante en la ecuacién (6.2.15), se obtiene la siguiente expresion
aproximada

Vol = (W) s+ Wal,s a=p,0. (6.2.20)

Como corolario de este resultado se tiene que las cantidades promedio pueden suponerse constantes
dentro de la regién de promediado. Tomando en cuenta esto puede aplicarse el operador de promedio
intrinseco en ambos lados de la ecuacion anterior para obtener

(Wa)® = ((Wa)*)* +{Wa)* o =B,0, 6.2.21)
(W)

de donde se deduce de inmediato que
(Je)* =0, o=p,0. (6.2.22)

Esta expresién promedio sirve para acotar los valores de las desviaciones espaciales, como se
muestra mds adelante en las aplicaciones.

La expansion en series de Taylor es un paso que solo estd en el método del promedio volumétrico
y lo diferencia del método de homogenizacién, en el cual se utilizan métodos de perturbacidn.
Este tipo de métodos requiere que el problema de transporte se formule primeramente en forma
adimensional, para posteriormente proponer la siguiente expansion en series de potencias

V(%) = W (x,y) + 0 (x,y) + 07 y5 (x,y) + ... (6.2.23)

En la ecuacién anterior y; = O(1) (i=0,1,2,...)y ¢ =¢,/L < 1. Los métodos de perturbacién
pueden clasificarse en perturbaciones regulares y singulares. En las perturbaciones regulares, asi
como en las series de Taylor, el primer término de la series es el término lider y representa una
aproximacion razonable de toda la serie. En contraste, en las perturbaciones singulares se pueden
obtener predicciones confiables al tomar a los primeros términos de la serie y no solo al primero.
Por tanto estos métodos son recomendables cuando ¢ — 0, el cual es el caso de los medios porosos.
Ademés de esta diferencia en el tipo de expansiones, existen otros puntos que permiten diferenciar
los métodos del promedio volumétrico y homogenizacién como se detalla a continuacion.

6.2.4 Métodos del promedio volumétrico y homogenizaciéon

El método del promedio volumétrico consiste en los siguientes pasos:

1. Plantear el problema de transporte a escala de poro en todo el sistema.

2. Aplicar el operador de promediado superficial a las ecuaciones diferenciales gobernantes en
la escala de poro.



6.2 Elementos para llevar a cabo el escalamiento 119

3. Intercambiar las operaciones de diferenciacion (temporal y espacial) con la operacion de
integracion (espacial) mediante los teoremas general del transporte y del promediado espacial.
En ocasiones, en este paso es posible sustituir las condiciones de frontera interfaciales.

4. Utilizar la descomposicion espacial de Gray para conseguir llegar a una ecuacién promedio
en términos de variables promedio y desviaciones espaciales. A este modelo se le conoce
como el modelo no cerrado, ya que contiene mas incgnitas que ecuaciones. Si se utiliza
la descomposicién de Gray en la forma dada en la ecuacion (6.2.15), puede decirse que el
modelo es promedio pero no escalado pues no ha implicado ninguna pérdida de informacién
respecto al modelo a escala de poro. Simplemente la informacién se llevd, en forma integral,
de la escala de poro a la escala macroscépica sin sufrir pérdidas. Si las desviaciones espaciales
se calculan mediante experimentos (de laboratorio o numéricos), puede desarrollarse un
modelo promedio particular de las condiciones experimentales estudiadas. Sin embargo, a
menudo se prefiere contar con un modelo promedio cerrado que no tenga esta especificidad,
aunque implique el costo de usar suposiciones.

5. Para determinar las desviaciones espaciales mediante un esquema de cerradura se siguen
estos pasos:

a) Sededucen las ecuaciones gobernantes de las desviaciones al restarle a las ecuaciones de
transporte a escala de poro el modelo no cerrado. En este caso, se acepta la aproximacién
dada en la ecuacion (6.2.19). Ademads, se suelen imponer suposiciones para simplificar
la ecuacioén resultante por medio de estimados de orden de magnitud y restricciones de
escala.

b) Se sustituye la descomposicién de Gray (en la forma aproximada dada en la ecuacién
(6.2.20) en las condiciones de frontera interfaciales.

c) Se propone que el dominio de solucién sea una celda unitaria periédica y representativa
de la geometria del sistema bajo estudio. De esta forma, el problema de las desviaciones
se completa con la imposicién de condiciones de periodicidad de las variables de
desviacién y con la restriccién promedio dada en la ecuacion (6.2.22).

d) Se identifican a los términos no homogéneos del problema como fuentes y se propone
una solucién formal del problema de las desviaciones. De esta forma se proponen
variables de cerradura que mapean la influencia de cada fuente sobre las variables de
desviacion. Estas variables de hecho pueden expresarse en términos de funciones de
Green como lo propusieron Wood y Valdés-Parada (2013). Los problemas de valor a la
frontera que satisfacen las variables de cerradura pueden usarse para determinar sus
correspondientes estimados de orden de magnitud.

6. Se sustituye la solucién formal del problema de las desviaciones en los filtros integrales del
modelo no cerrado. En ocasiones, la ecuacidn resultante puede simplificarse a partir de los
estimados de orden de magnitud de las variables de cerradura obtenidas en el paso anterior.

7. Se definen coeficientes de medio efectivo que contengan la influencia de las integrales de las
variables de cerradura.

Como puede notarse, en el método del promedio volumétrico la pérdida de informacién tiene
lugar en el paso 5 que corresponde al proceso de cerradura. Esto se hace deliberadamente ya que se
considera aceptable imponer suposiciones en las variables de desviacién pues como se sustituiran
en filtros integrales, éstos se encargardn de suavizar los errores en los que se incurra debido al
uso de aproximaciones. Este método ha sido aplicado para el estudio de una amplia variedad de
problemas que no se limitan a medios porosos e incluyen por ejemplo sistemas biolégicos (Wood
y Ford, 2007), sistemas fisiolégicos (Nicholson, 2001), transporte de contaminantes en zonas
densamente urbanas (Valdés-Parada y col., 2012), entre muchas otras. Este método ha mostrado
que es comparable con el método de promedio de ensamble (Wood y col., 2003) y con el método de
homogenizacion (Davit y col., 2010b). De hecho, Miller y col. (2018) mostraron que el esquema de
cerradura del método del promedio volumétrico puede usarse en la teoria de promediado restringida
termodindmicamente.

El método de homogenizacién consiste en los siguientes pasos

1. Se supone que la geometria del medio poroso puede representarse por un arreglo periddico de
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celdas unitarias y se escribe el problema de transporte directamente en una celda periddica.

2. Se reformula el problema en forma adimensional para poder usar el método de perturbaciones.

3. Se utiliza la descomposicién dada en la ecuacién (6.2.10) en forma adimensional y la
expansion propuesta en la ecuacién (6.2.23) en el problema adimensional.

4. Se agrupan términos en las diferentes potencias de ¢ para producir diferentes problemas de
valor a la frontera. Normalmente solo se requieren de los primeros dos o tres términos de las
expansiones.

5. Usualmente el primer término de la serie estd relacionado con variables macroscépicas ya
que es independiente de y y se convierte en la fuente del problema resultante en el segundo
término de la serie. Este problema es equivalente al problema de las variables de desviacion
en el método del promedio volumétrico.

6. Se propone la solucién formal del problema en el primer término de la serie, la cual puede
promediarse en el caso del transporte de cantidad de movimiento para obtener el modelo
deseado. Para transferencia de calor y masa, se usa el tercer término de la serie para encontrar
una ecuacién que relaciona a las variables microscépicas y macroscépicas, la cual, al ser
promediada lleva al modelo macroscépico cerrado.

El método de homogenizacion fue propuesto bajo un contexto tipico de matematicas aplicadas,
mientras que el método del promedio volumétrico tiene origenes mas bien en el contexto de
la ingenieria. Estos origenes se han traducido en que, tras varias décadas de su uso se formen
dos escuelas que no siempre compaginan en la estructura de los modelos y los problemas de
cerradura a resolver (ver, por ejemplo Bourbatache y col., 2020). De hecho hay una gran comunidad
de investigadores con formacién de ingenieria que prefieren usar el método de homogenizacién
debido a la formalidad y rigor matemadtico que ofrece, en contraste con los argumentos intuitivos,
aunque fisicamente convincentes del método del promedio volumétrico. Por ello, no es dificil
concluir que el método de homogenizacién sea el mas ampliamente usado actualmente. M4s atn,
recientemente Bottaro (2019) contribuy6 notablemente al método de homogenizacion al incorporar
elementos como la férmula de Green para la deduccién de la solucién formal de los problemas
de valor a la frontera resultantes de este método. Por ello, en las secciones que siguen se utilizan
ambas metodologias con el fin de estudiar problemas asociados con el transporte de cantidad de
movimiento, calor y masa en medios porosos.

Flujo inercial en medios porosos

En el siglo XIX Darcy (1856) desarrollé de manera empirica una expresion que relaciona a la
velocidad promedio del fluido en el medio poroso con el gradiente de presiéon promedio a partir
de una constante de proporcionalidad que depende de la permeabilidad y la viscosidad del fluido.
Fue hasta la segunda mitad del siglo XX cuando tanto Whitaker (1966) como Marle (1967) y otros
dedujeron por primera vez la ley de Darcy a partir de los principios fundamentales de conservacion
de masa y cantidad de movimiento. La propuesta de Whitaker fue mejorada posteriormente usando el
método del promedio volumétrico incluyendo un esquema de cerradura (Whitaker, 1986). Mds atn,
la ley de Darcy también se ha deducido usando el método de homogenizacién (Sanchez-Palencia,
1980), el método de promediado restringido por la termodindmica (Gray y Miller, 2014), el reciente
método de homogenizacién adjunta (Bottaro, 2019), entre otros. Al lector interesado en una revisién
histdrica de la ley de Darcy y sus modificaciones se le sugiere revisar el texto de Darrigol (2005),
asi como los trabajos de Rose (2000), Brown (2002), Zerner (2011) y Lasseux y Valdés-Parada
(2017). En los siguientes parrafos se utiliza el método del promedio volumétrico para deducir la
ecuacion macroscopica de conservacion de masa y se utiliza el método de homogenizacién para
deducir la ley de Darcy en el caso de flujo monofdsico en medios porosos.

En la figura 6.1 se presenta un esquema del medio poroso, el cual consiste en una matriz
s6lida (fase-o’) de estructura complicada cuya longitud caracteristica es /. La matriz sélida esta
saturada por una fase fluida (fase-f8) cuya longitud caracteristica se denota como /. Con base en
las suposiciones listadas al inicio del capitulo, las ecuaciones que gobiernan el transporte de masa y
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de cantidad de movimiento al nivel de escala de poro en la fase fluida son

Vi-v=0, enlafase-f3, (6.3.1a)
pv-Viv=—V,.Z+uViv, enlafase-B. (6.3.1b)

En la ecuacién (6.3.1b) el gradiente de la presion dindmica se define como
V& =V,p—pg. (6.3.1¢)

La condicién de frontera en la interfase sélido-fluido es de no deslizamiento y por tanto se tiene
que

v=0, enp,. (6.3.1d)

Estas ecuaciones se complementan con las condiciones de frontera en las entradas y salidas del
sistema macroscépico; sin embargo, esta informacion no es necesaria para el desarrollo del modelo
y por ello no se presenta aqui. En este momento vale la pena remarcar que, debido a la compleja
geometria del medio poroso, no es posible, en general, obtener una solucion analitica de las
ecuaciones de transporte a escala de poro. Actualmente, es una linea de investigacion el desarrollo
de soluciones numéricas a escala de poro usando dindmica de fluidos computacional; sin embargo,
esta opcidn aporta mds informacién que la requerida en aplicaciones industriales a un alto costo
computacional. Por ello, es més conveniente desarrollar las ecuaciones de transporte de masa y
cantidad de movimiento en términos de cantidades promedio.

Promediado de la ecuacion de continuidad

Aplicando el operador de promediado superficial a la ecuacién de continuidad se obtiene la
siguiente expresion

(Vy-v) =0. (6.3.2)

Para intercambiar las operaciones de integracién y diferenciacion espacial se utiliza la forma del
teorema del promediado espacial dada en la ecuacién (6.2.13a) para obtener la siguiente expresién

1
VYM+V/an:0 (6.3.3)
o

Tomando en cuenta la condicién de frontera interfacial dada en la ecuacién (6.3.1d) la ecuacién
anterior se reduce a

Vi (¥) =0. (6.3.4)

Este resultado es la forma final macroscépica de la ecuacién de conservacién de masa ya que
estd expresada en términos del promedio superficial de la velocidad. Este mismo resultado puede
obtenerse a partir de la formulacién macroscépica del principio de conservacién de masa como se
discute en el ejercicio 6.1.

Ejercicio 6.1 — Deduccién alternativa de la forma macroscépica de la ecuacion de
continuidad. El propésito de este ejercicio es deducir a la ecuacién (6.3.4) a partir de la forma
macroscépica del principio de conservacién de masa para una regién de integracidn fija dada en
la ecuacion (3.2.8).

6.3.2 Escalamiento de la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento

El promediado de la ecuacién de cantidad de movimiento puede llevarse a cabo siguiendo
un procedimiento similar al usado arriba para deducir la forma macroscdpica de la ecuacién de
continuidad como lo reporta Whitaker (1996). Sin embargo, es posible llegar al mismo resultado
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Celda unitaria

Figura 6.3: Esquema de una celda unitaria peridédica con una geometria sencilla para representar a
la fase sélida.

usando un método mas corto como se muestra a continuacion, el cual estid basado en el método de
homogenizacion.

Considere la representacion del medio poroso mostrada en la figura 6.3 en la cual la geometria
de la matriz sélida se representa como un conjunto de celdas unitarias periddicas. En estas celdas
es razonable suponer que la velocidad es la misma en las superficies de entrada y salida de la celda
unitaria; esto es, la velocidad se supone periddica; sin embargo, la misma suposicién no puede
aplicarse a la presion. Entonces, el problema de flujo en una celda periddica se escribe como sigue

Ve-v=0, enlafase-f3, (6.3.5a)
pv-Viv=—-V, &P+ [.LV%V, en la fase-f3, (6.3.5b)
v=0, en g, (6.3.5¢)
vir+1) =v(r), i=1,2,3. (6.3.5d)

En donde 1; son los vectores de celda cuya magnitud es la longitud ¢ de la celda unitaria. Para usar
el método de homogenizacion, el primer paso es escribir el problema en forma adimensional, para
ello se proponen las siguientes definiciones
N v ., 2 ) ¢ _ PVrerl

Vi — pi= ¢=-: Re

I AV 6.3.6
Vref P ,uvrefL ( )

La eleccién para la forma adimensional de la presion viene motivada por el gradiente de pre-
sién macroscépico como se discute en el ejercicio 6.2. Con base en estas definiciones, la forma
adimensional de las ecuaciones (6.3.5) es

Vi-vi =0, enlafase-f3, (6.3.7a)
1

Re*v* - Viv' = —$V:p* +Vi2v*,  enla fase-f, (6.3.7b)

vi=0, endpg, (6.3.7¢)

VI 4I) = vi(r), i=1,2,3. (6.3.7d)
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Como puede notarse, en las ecuaciones anteriores se usé la siguiente definicién del operador
gradiente adimensional referido a un sistema coordenado fijo

Ciertamente, se pudo haber usado a L para adimensionar a este operador ya que el vector de posicién
r puede usarse para localizar tanto a variables al nivel de escala microscépico como macroscépico.
En contraste, el operador Vy describe cambios lentos, es decir los cambios de espaciales a la escala
macroscopica, mientras que Vy describe los cambios rdpidos que ocurren a la escala microscopica.
Por ello, es razonable proponer las siguientes definiciones adimensionales

Vi— LV, (6.3.8b)
Vi = v, (6.3.8¢)

De esta forma, la descomposicion dada en la ecuacion (6.2.10) puede expresarse como sigue
Vi=0Vi+Vy. (6.3.9)

A partir de este resultado se deduce que el operador laplaciano adimensional se escribe como
V2=V +9 (Vi V4V Vi) + Vit (6.3.10)

Usando estas descomposiciones en las ecuaciones (6.3.7) se obtiene la siguiente forma del problema
de flujo

PVy V' +Vy-v =0, enlafase-f3, (6.3.11a)
1

ORe*V* - Viv' +Re*V* - Viv' = —Vip* — 6v;p* +¢*VIV

+0 (Vi-Vivi+V;-Viv') + Vi>v¥, enlafase-f8, (6.3.11b)

vi=0, enp,, (6.3.11¢)

Vi) = v (), i=1,2,3. (6.3.11d)

Siguiendo con los pasos del método de homogenizacidn, en este momento es pertinente sustituir
las siguientes expansiones

V=V ovi+..., (6.3.122)
P =po+opi+..., (6.3.12b)

en las ecuaciones (6.3.11) para obtener

1) (V;-V8+V; VT) +Vy-vo+---=0, enlafase-f, (6.3.13a)
ORE” (¥ Va5 +V5-Vyvi +Vi- Vi) + R - Vv = ~Vaps — 0Vini = Vs~ Vi
—OVips+ 0 (Vi - Vive+ Vi -Vive) + Vivg+ 0Vi>vi+..., enlafase-B,  (6.3.13b)
Vo+ovi+---=0, enpg, (6.3.13c)

vo(r* —H*)+¢V1( +I) 4+ =vp(r*)+ovi(r)+..., i=1,2,3. (6.3.13d)

Como puede notarse, en las expresiones anteriores solo se escribieron términos hasta el orden de
magnitud @, los demads términos de la serie estdn contenidos en los puntos suspensivos. A partir de
las ecuaciones anteriores se deducen las siguientes expresiones

Orden (¢~ 1)

V*po =0, enlafase-f3, (6.3.14)
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Orden (1)
Vy-vg=0, enlafase-f3, (6.3.15a)
Re*vy - Vyvy = —Vipo — Vipi + V;2v(’§, en la fase-f3, (6.3.15b)
vo=0; en s, (6.3.15¢)
yr +1) = y(r'), i=1,23y=vip] (6.3.15d)
Orden (¢)
Vi vo+Vy-vi=0, enlafase-f3, (6.3.16a)
Re* (V- Vavo+ Vo - Vevi + V1 - Vovg) = =Vipi = Vyps + Vi Vivg + Vs - Vivg
+V;2VT, en la fase-f3, (6.3.16b)
vi=0; enp,, (6.3.16¢)
wr +1) = y(rY), i=123y=vp} (6.3.16d)

A partir de la ecuacion (6.3.14) se deduce que p(, es una variable macroscdpica pues no depende de
y. Por su parte, vo y p] son variables microscopicas que resuelven el problema de valor a la frontera
dado en las ecuaciones (6.3.15). Note que —Vp; en la ecuacion (6.3.15b) es el término fuente de
este problema. En este momento vale la pena notar que la estructura matemaética de este problema
es practicamente la misma que la del problema original dado en las ecuaciones (6.3.5), excepto por
el término fuente. M4s aun, en el ejercicio 6.3 se demuestran las siguientes equivalencias a partir de

la descomposicién espacial de Gray (1975)

Vo=V, (6.3.17a)

po=(2)*, (6.3.17b)
g —

piy = P. (6.3.17¢)

Con base en la tltima relacién, es razonable imponer la restriccién promedio dada en la ecuacion
(6.2.22), 1a cual, adaptada a p;, se escribe como

(p1)P =o0. (6.3.18)

Con esta condicidn el problema estd bien planteado, sin embargo, debido a su naturaleza no lineal
no es posible usar el principio de superposicion para desarrollar su solucién formal. Para atender
esta situacion, es conveniente seguir las ideas de Wood y Valdés-Parada (2013) y de Bottaro (2019)
y proceder mediante formulaciones integrales basadas en la férmula de Green.

Antes de continuar es pertinente definir a una funcién de Green como una funcién que se
encarga de mapear la influencia de una fuente concentrada en un punto dado y, sobre la variable
dependiente localizada en y (Haberman, 2012). El problema de las funciones de Green se construye
a partir del problema original reemplazando cualquier fuente en las condiciones de frontera por
su version homogénea, mientras que en la ecuacién diferencial se reemplaza la fuente por una
delta de Dirac (ver ejercicio 3.1). En el caso del problema de flujo para la velocidad y la presion,
al tener dos variables y dos ecuaciones diferenciales es natural pensar que existan dos funciones
de Green, sin embargo, la delta de Dirac podria colocarse, en principio en cualquiera de las dos
ecuaciones diferenciales. De acuerdo con Choi y Dong (2021), cuando la delta de Dirac se localiza
en la ecuacién de continuidad, el par de funciones de Green llevan a una solucién para la presion,
mientras que cuando esta funcidn se ubica en la ecuacién de movimiento, el par de funciones de
Green se usan para determinar a la velocidad. Por el momento se centra la atencién en este segundo
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caso y se propone el siguiente problema adjunto de las funciones de Green

V;-Gi =0, enlafase-p, (6.3.19a)
—Re*vy, - V;G’;d =-Vigid+ V;ZGﬁd +6(y—yp)l, enlafase-3, (6.3.19b)
G =0, end,, (6.3.19¢)
y(r) =y(r+l), i=123y=6" g9 (6.3.19d)
g4 =0, enr=r, (6.3.19%)

En las ecuaciones anteriores, G‘v‘d y gf,d son el par de funciones de Green adjuntas asociadas
al problema de la velocidad, ademds r, es un punto arbitrario en la fase fluida. Note que la
ecuacion (6.3.19b) es lineal y que el término inercial tiene el signo contrario al de la ecuacién
(6.3.15b). Este cambio de signo es normal al lidiar con problemas transitorios y con términos
convectivos (Haberman, 2012) y es conveniente para el uso de la férmula de Green como se muestra
a continuacion.

Ya que se desea relacionar a la velocidad (que es un vector) con la funcién de Green adjunta
G"fd (que es un tensor de segundo orden), es conveniente usar la férmula de Green en la forma dada
en la ecuacion (2.6.6d). Tomando en cuenta la naturaleza solenoidal de v y G’;d, esta ecuacion se
expresa como

/ Vi (Re'vi- VG = Vygh! + V281" ) — (<Re™v - Vyvs — Vypi + V;v;) -G | av

= [ [vi- (n- (g + V&L + V3G ) ) — - (—Re"Vivi — Ipi + Vyvs + VywT) -G | aa.

(6.3.20)

Ya que tanto v; como G°? satisfacen condiciones de frontera homo éneas, la ecuacion anterior se
0 v
reduce a

/ Vi (Re'vi- VG — Vgl + V261" ) — (—Re'vy - Vyvs — Vypi +V32v;) -G | av =0,
7
(6.3.21)

Ahora bien, al sustituir las ecuaciones diferenciales correspondientes, resulta la siguiente expresion

vi= — / Vipt-GY qv. (6.3.22)
7B

O bien, ya que p; es una variable macroscépica y puede considerarse constante en el dominio de
integracion, la ecuacidn anterior puede reformularse como sigue

vi=— / G qv -Vips. (6.3.23)
7

Como lo explica Haberman (2012), el problema adjunto de las funciones de Green solo se utiliza
con el fin de construir la solucién, pero no es la versién final del problema que debe resolverse.
Esta version es la siguiente:

Vy- G, =0, enlafase-f, (6.3.24a)
Re*vy- V3G, = —Vig, +Vi?G,+8(y —yp)l, enla fase-B, (6.3.24b)
G, =0, enj, (6.3.24¢)
l[/(l') = l[/(l‘—|—l,‘>, = 172737w:Gv7gp7 (6.3.24d)

g,=0, enr=r,. (6.3.24¢)
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Para encontrar la relacion entre la funciéon de Green adjunta y la nueva funcién de Green, se
recurre a la férmula de Green en la forma dada en la ecuacién (2.6.6e), la cual adaptada a estas
variables se escribe como sigue

/ (Gl (Re'vy Vi@ — Vygs! + VG ) — (—Re'V; - V38, ~ Vyg, + V,26,) - G| av
iz
= [[6l(n (-1gg +vy01 4,8 )

7p

—(n-(—Re'v{G, —lg, +Vi6,+ VG T-G;“’ dA. (6.3.25)
(o evieviel)) et

Sustituyendo las ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera correspondientes, la ecuacién
anterior lleva a la siguiente identidad
T d
G, =G (6.3.26)
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (6.3.23), se obtiene que
vy =—D"-Vip. (6.3.27)

Para simplificar la notacién, en la ecuacion anterior se utiliz6 la siguiente definicién

D* = / G, dv. (6.3.28)
7B

Note que el paso de integracion se hace respecto a y,, para que el tensor D* solo dependa de y.
En el contexto del método del promedio volumétrico a esta variable se le denomina variable de
cerradura. Para deducir el problema que resuelve esta variable solo hace falta aplicar el operador de
integracion de la ecuacién anterior a las ecuaciones (6.3.24). Las ecuaciones resultantes constituyen
el problema de cerradura y se expresan como sigue

Vy-D*=0, enlafase-f3, (6.3.29a)
Re*vy-ViD* = —V;d* +V;’D" +1, enla fase-B, (6.3.29b)
D*=0, en.p,, (6.3.29¢)
y(r)=y(r+l), i=1,23y=D"d (6.3.29d)
@\"P=o. (6.3.29¢)

En las ecuaciones anteriores se utiliz6 la siguiente definicién

d = /gp dv. (6.3.30)
'8

Note que D* = D/¢? y d* = d/{. Antes de continuar, es importante mencionar que la forma dada
en la ecuacidén (6.3.29b) no es la mas conveniente, pues indica que es necesario resolver primero
el problema de flujo y posteriormente sustituirlo en el problema de cerradura. Para resolver esta
situacién se sustituye la ecuacién (6.3.27) en el término inercial de la ecuacién (6.3.29b) para
obtener

— Reey s D7 .ViD*=-V;d* +V;’D*+1, enlafase-p, (6.3.31)

donde Re = Re*||Vipl| = pl||[V(2)B| /u? y ey )p €s el vector unitario dirigido en la direcci6n
del gradiente de presién macroscépico y estd definido como
e _ Vi
N

(6.3.32)
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Tomando en cuenta lo anterior y sustituyendo las definiciones dadas en las ecuaciones (6.3.6) y
(6.3.8b), asi como las identidades listadas en las ecuaciones (6.3.17), en la solucion formal dada en
la ecuacidn (6.3.27), se deduce la siguiente expresion para la velocidad del fluido a escala de poro

v= —2 V(PP (6.3.33)

Para obtener el modelo macroscépico solo es necesario aplicar el operador de promedio superficial
en ambos lados de la ecuacidn anterior. La ecuacion resultante se expresa como sigue

(v) = —: Vi (2)P, (6.3.34)

donde el tensor de permeabilidad aparente H se define como
H= (D). (6.3.35)

El resultado dado en la ecuacién (6.3.34) fue deducido por Whitaker (1996) usando el método
del promedio volumétrico y ha sido deducido también por el método de homogenizacién (ver por
ejemplo, Auriault y col., 2007). M4s atin, Whitaker (1996) propuso hacer el siguiente cambio de
variables:

H!'=K'F+K, (6.3.36)

donde K es el tensor de permeabilidad intrinseca y F es el tensor de correccién de Forchheimer.
Para usar este cambio de variables se hace el producto punto en ambos lados de la ecuacion (6.3.34)
con el tensor H™! para obtener

H' (v) = " Vi (2)P. (6.3.37)
Sustituyendo en la ecuacién anterior la descomposicion dada en la ecuacion (6.3.36) resulta que
K F (v +K - (v) = —ﬁ-vx<<@>ﬁ. (6.3.38)

Por tltimo, se toma ahora el producto punto en ambos lados de esta ecuacién con el tensor de
permeabilidad intrinseca y se obtiene la siguiente expresion

(v) = —5 Ve(P)P —F .- (v). (6.3.39)

Esta es la ecuacion de Darcy-Forchheimer ya que el primer término corresponde a la ley de Darcy
y es independiente de los esfuerzos inerciales en el fluido y el segundo término es la correccion de
Frochheimer, el cual exhibe una dependencia no trivial con la velocidad a escala de poro. Para el
caso de flujo reptante, la correccién de Forchheimer es cero y H — K. De esta forma, se recupera la
ley de Darcy:

(v) = 0 Vi (2)P. (6.3.40)

Para predecir el tensor de permeabilidad intrinseca basta con fijar Re* = 0 en la ecuacién (6.3.29b)
y resolver el problema de valor a la frontera resultante.

De esta forma, el modelo macroscépico se compone de la ecuacién de continuidad dada en a
ecuacion (6.3.4) y por la ecuacién (6.3.34) que representa la forma macroscopica del principio de
conservacién de cantidad de movimiento. Existen varias modificaciones a la ley de Darcy como
su adaptacion al flujo multifasico (Blunt, 2017), a flujos no newtonianos (Airiau y Bottaro, 2020),
flujo en estado transitorio (Lasseux y col., 2019), entre muchas otras. En los siguientes parrafos se
discute acerca de la solucién del problema de cerradura.
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Ejercicio 6.2 — Orden de magnitud del gradiente de presion. Presente argumentos bajo
los cuales se justifican los siguientes estimados de orden de magnitud

B
V.7 =0 (M? ) , (6.3.41a)
Vre
uviv=0 (uﬁ f) . (6.3.41b)

Ya que en el andlisis presentado en esta seccidn, los esfuerzos viscosos son del mismo orden
de magnitud que el gradiente de presion, deduzca el orden de magnitud del cambio de presion
macroscépico (A(Qz)ﬁ) y utilice este valor como presion de referencia para adimensionar a la
presion.

Ejercicio 6.3 — Equivalencia con variables en el promedio volumétrico. El propdsito de
este objetivo es deducir la relacién entre las variables de la expansion en series de potencias
con las que resultan en el contexto del promedio volumétrico. Para ello, utilice las definiciones
dadas en la ecuaciones (6.3.6) y (6.3.8) para expresar a la ecuacién (6.3.15b) como sigue

14
pvo- Vyvo=—Vypo— szpl + V?vo, en la fase-f3. (6.3.42)

Posteriormente, aplique la descomposicién de Gray (1975) dada en la ecuacién (6.2.20) al
gradiente de presion para deducir la siguiente expresion

Ve P =V (PP v, . (6.3.43)

Sustituya este resultado en la ecuacidén (6.3.5b) y a partir de la ecuacion resultante deduzca las
equivalencias dadas en las ecuaciones (6.3.17).

6.3.3 Solucién del problema de cerradura

Solucién numérica del problema de cerradura con inercia

1. Haga click en Model wizard y posteriormente elija 3D en la dimensién espacial.

2. Seleccione Laminar flow en el menu de fisica. Presione el botén Add y posteriormente el
botén Study para posteriormente elegir un estudio en estado estacionario y presione el
botén Dorne.

3. En Parameters escriba: e y de nuevo fije su valor en 0.8; posteriormente, defina a s como

(3%(1-e)/ (4xpi))~(1/3)

Ademads, defina a Re y fije el valor de 1000. En problema se resolverd para el caso en el

que el flujo estd alineado con el eje x.

Haga click derecho en Geometry 1/Block y fije su centro en el origen.

Haga click derecho en Geometry 1/Sphere, e indique que su radio sea Is.

Haga click derecho en Geometry 1/Booleans and partitions/Difference y sustraiga al

bloque la esfera.

7. Haga click en Definitions/Nonlocal couplings/Average y seleccione el dominio 1. Esta-

blezca que el nombre del operador es av.

En Laminar Flow/Fluid Properties 1 y defina que la densidad es Re y la viscosidad es 1.

Haga click derecho en Laminar Flow/Volume force, seleccione al dominio 1 y especifique

que las componentes del vector de fuerza volumétrica son (1,0,0).

10. En laminar Flow/Periodic Flow Condition elija a las fronteras 1 y 14. Repita el paso
anterior para las fronteras 2 y 5 y por tltimo para las fronteras 3 y 4.

oN B g=

o g2
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Figura 6.4: Dependencia de la componente xx del tensor de permeabilidad aparente contra el
nimero de Reynolds para una porosidad de 0.8. Ademads, se muestran las lineas de corriente de la
variable de cerradura para: a) Re = 102, b) Re = 10° yc) Re= 10*. En todos los casos las barras de
color estdn referidas a la magnitud de la variable de cerradura.

11. En laminar Flow/Global/Global Constraint y defina que expresion de la restriccion es
av(p) y en Constraint force expression escriba test(av(p)).

12. Haga una malla normal.

13. Haga click derecho en Study I/Parametric Sweep y elija como pardmetro al nimero de
Reynolds en Range elija como entrada Logarithmic y especifique en Start 1, en Stop led y
en Steps per decade escriba 10. Presione el botén Add. Presione el botén Compute. Nota:
se recomienda usar un resolvedor directo.

Al seguir los pasos anteriores se obtiene que las componentes fuera de la diagonal del tensor
de permeabilidad aparente son mucho menores que sus contrapartes en la diagonal. Por ello, en
la figura 6.4 se presentan tnicamente las predicciones de la dependencia de H, con el nimero
de Reynolds asi como las lineas de corriente de la variable de cerradura. Como puede notarse,
H? disminuye al aumentar el nimero de Reynolds; en otras palabras, el medio poroso es menos
permeable al incrementar el niimero de Reynolds, lo cual es consistente con las observaciones
reportadas por Lasseux y col. (2011). Mas atin, las lineas de corriente se vuelven mas planas al
aumentar el nimero de Reynolds y las zonas de recirculacién son mds evidentes conforme se
incrementan los esfuerzos inerciales. Es debido a estas zonas de recirculacion que disminuye la
permeabilidad aparente.
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Ejercicio 6.4 — Problema de cerradura sin inercia. Vuelva a resolver el problema de
cerradura pero ahora fijando Re = 0 para diferentes valores de la porosidad. Compare sus
resultados con las predicciones de la ecuacion de Chai y col. (2011)

(1-¢)°
2

e Ll fln(lfg)fgﬁ(lfg)f (6.3.44)

8

Ejercicio 6.5 — Influencia de la geometria. El concepto de celda unitaria no restringe a que
dentro de ella los obsticulos deban ser tan sencillos como la esfera considerada en esta seccion.
Para explorar el efecto de la geometria, dibuje una serie de obstdculos en forma aleatoria y
resuelva el problema de cerradura para diferentes nimeros de Reynolds. Compare sus resultados
con los que corresponden a la geometria sencilla usada aqui. ;Bajo qué condiciones tiene mas
relevancia la geometria de los obstaculos usados en la celda unitaria? "

6.4 Conveccion, difusion y reaccion en medios porosos

6.4.1

Promediado

Considere la transferencia de masa de una especie quimica, la cual se encuentra diluida en la
fase fluida (que es newtoniana e incompresible) que satura el espacio hueco de un medio poroso
rigido y homogéneo. En la interfase sélido-fluido suponga que se lleva a cabo una reaccién de
primer orden. Las ecuaciones a escala de poro que gobiernan este proceso son

J
% £ V-Veca = Vi (2Veca), enlafase-p, (6.4.1a)

— - .@VrCA = kCA, cn 527;36, (6.4.1b)

donde v es la velocidad del fluido a escala de poro, & es el coeficiente de difusion molecular y & es
la constante de reaccion de primer orden. Se desea desarrollar un modelo macroscépico de medio
efectivo para esta situacion fisica usando el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999).
Por supuesto, el andlisis también puede llevarse a cabo usando el método de homogenizacién para
distintos regimenes de transporte y reaccién como lo explica con detalle Mauri (1991).

El modelo promedio no cerrado puede obtenerse al menos de dos maneras: una forma es aplican-
do el operador de promediado superficial a la ecuacion de conservacion en la escala microscépica
(ver ejercicio 6.6). Otra forma es partir de la forma integral del principio de conservacion de masa
de una especie, la cual se expresa en forma molar como sigue:

ddt/CA dV-l-/n'CA(VA—WB)dA:/RA dV, (6.4.2)
7 oy 7

donde 73 se refiere al espacio ocupado por la fase fluida dentro de la region de promediado 7. Si
se supone que el medio poroso es rigido y homogéneo, entonces ¥ es una region fija. Ademds,
tomando en cuenta que no hay una reaccién homogénea, la ecuacién anterior se reduce a

d(ca)p 1
N +V/mmmM_Q (6.4.3)
g

donde ademads se dividieron ambos lados de la ecuacién entre V y la definicién del promedio
superficial dada en la ecuacién (6.2.3). La superficie <73 de la regién de promediado se puede
descomponer en la interfase sélido fluido y la superficie de entrada y salida; esto es

8 <CA>13
ot

1 1
+ V / ng .- cAvVA dA + V / Npgs - CAVA dA = 0. (6.4.4)
'Qfﬁeys ’Q{ﬁo'
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El teorema del promediado espacial indica que (ver ecuacién 2.6.24),

1
v [ Mpercavada =i (avalg. (6.4.5)
%Beyx

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (6.4.4), tomando en cuenta la descomposicién de la
velocidad de una especie en su velocidad difusiva (u4) y convectiva (v), da como resultado la
siguiente expresion

d{c 1 1
<£>’3 +Vx- {catia)p + V- {eaV)p+ 5 / Ngo-cats dA+ / ngo-cavdA =0. (6.4.6)
o Do
Sustituyendo a la ley de Fick (caug = —ZVyca) y tomando en cuenta la condicién de no desliza-
miento en @, la ecuacion anterior se reduce a
d{ca) 1
PV feav)p = Vi (PVeea)s + o / Nge - IVeca dA. (6.4.7)
7

Si ahora se sustituye la condicién de frontera interfacial, el resultado es

8 <CA>ﬁ
ot

k
+Vx . (CAV>[3 = VX . <@VCA>[3 — V / CcA dA. (6.4.8)
Ao

Usando la relacién de Dupuit-Forchheimer y aplicando de nuevo el teorema del promediado espacial
en el término difusivo se obtiene la siguiente expresion

d{ca)P
ot

1 k
+VX'<CAV>B =Vs- |2 VX<CA>I3 + — / nggcadA | | — — / cy dA, (6.4.9)
VB,@/ Vl;%
Bo ‘Bo

donde se supuso constante el coeficiente de difusién molecular, &. Para avanzar en los desarrollos
es conveniente sustituir la descomposicion espacial de Gray (1975)

ca = (ca)P + ¢, (6.4.10)

en los términos integrales de la ecuacién (6.4.9) (los cuales sirven como filtros de informacién de
la microescala) para obtener:

{ca)P
ot

1
+VX : (<CA>ﬁ<V>B> +Vx <5AV>B = Vx |2 Vx<CA>B + % / HBGEA dA
Do

k

— kaye ™ (ca)P — v / EydA. (6.4.11)
B e

En donde a, = Ags /V; ademds, para obtener esta tltima ecuacién se tomé en cuenta que

1 B
7/nﬁG<CA>ﬁ dA:<C‘;‘> /nﬁo dA =0. (6.4.12)
B

Vs
Ay Dy

La ultima igualdad se demuestra en el ejercicio 6.7, lo cual se sustenta en la suposicién de un medio
poroso espacialmente homogéneo. En este momento vale la pena reflexionar sobre los modelos
dados en las ecuaciones (6.4.9) y (6.4.11). La primera ecuacién no posee suposiciones adicionales a
las impuestas en el planteamiento del modelo en la escala de poro y cada término integral cumple el
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rol de filtro de informacién proveniente de dicha escala. Asi, pueden identificarse filtros convectivo,
difusivo y reactivo. Como puede notarse, cada uno de estos filtros contiene a la concentracion. Si
dichos valores se obtienen de experimentos de laboratorio o a partir de simulaciones numéricas a
escala de poro (experimentos in silico), se puede tener una version cerrada del modelo promedio. Sin
embargo, esta version serd particular para las condiciones experimentales especificas consideradas.
Bajo este punto de vista, el modelo resultante puede clasificarse como un modelo a posteriori.
Con la intencidn de obtener un modelo predictivo (o a priori) es que se utilizé la descomposicién
de Gray (1975) para asi llegar a la ecuacién (6.4.11), la cual se denota de aqui en adelante como
el modelo promedio no cerrado. Esta ecuacion, de entrada solo parece traspasar el problema de
predecir la concentracidn a predecir sus desviaciones espaciales. Sin embargo, es en la prediccion
de las desviaciones espaciales que es razonable imponer varias suposiciones, las cuales si bien le
pueden restar generalidad al modelo resultante, le permiten alcanzar un caricter predictivo. Este
proceso de cerradura se describe en los parrafos siguientes y ouede resumirse en los siguientes tres
pasos: 1) Deduccién de las ecuaciones gobernantes de las variables de desviacién, 2) Simplificacién
del problema a partir de la imposicién de suposiciones y restricciones espacio-temporales y 3)
Deduccién de su solucién formal. Este proceso de cerradura se muestra con detalle en los siguientes
parrafos.

Ejercicio 6.6 — Deduccioén alternativa del modelo no cerrado. En este ejercicio se busca
deducir en modelo promedio dado en la ecuacion (6.4.9) a partir de las ecuaciones que gobiernan
el transporte en la escala microscépica. Para ello, aplique el operador de promedio superficial
a la ecuacién (6.4.1a), utilice dos veces el teorema del promediado espacial y considere la
condicion de frontera interfacial, asi como la relaciéon de Dupuit-Forchheimer para recuperar el
resultado deseado. "

Ejercicio 6.7 — Demostracion de la ecuacién (6.4.12). Partiendo del teorema del prome-
diado espacial aplicado a la unidad, demuestre que se deduce la siguiente identidad:

1
v [ mpoda=—ve. (6.4.13)
T

Argumente bajo qué condiciones el lado derecho de la ecuacién anterior es nulo.

6.4.2 Cerradura

Como se describid arriba, el primer paso del proceso de cerradura consiste en la deduccion de
la ecuacion diferencial y condiciones de frontera que gobiernan a las desviaciones espaciales de la
concentracién. Con este fin, se utiliza la descomposicién espacial de Gray (1975) en cada término
de la ecuacién (6.4.1a) para obtener

85A 8 <CA>ﬁ

AL VAP
3 +v-Viés+ 3

+V‘VX<CA>B =V, (PV,é4)+ Vx- (.@VX<CA>B) , enlafase-f3.

(6.4.14)
O bien, sustituyendo a la ecuacién (6.4.11)

i,
CA v Vit = V- ()P (0P ) = Vi (@aw)f +v-Valen)® = Ve (99,0)

k
—Vy- Vg /nﬁGEA dA —i—kavs’l(cA)B—i-V—/éA dA, enlafase-f. (6.4.15)

B p
Ao Ao

Ya que el fluido se supuso incompresible y aplica la condicién de no deslizamiento en <73, se
tiene, a partir de los desarrollos presentados en la seccién anterior, que Vy - <V>ﬁ = 0. Por lo tanto,
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aplica la siguiente identidad
Vi ({ea)P )P ) = WP - Vylen)P. (6.4.16)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (6.4.15), tomando en cuenta que V=v — <V>ﬁ, se obtiene
la siguiente ecuacién diferencial

Py
% +v-Viéy +§"Vx<CA>ﬁ — Vx- <5AV>'B = Vi (2Vrla)
@ - 71 B k ~
—Vy- —/nﬁacA dA | +ka,e " (ca) +7/CA dA, enlafase-f. (6.4.17)
Vs s,

Con la intencion de simplificar esta ecuacidn, es conveniente comparar los estimados de 6rdenes
de magnitud de los términos de transporte convectivo y difusivo locales y no locales; estos estimados
son:

V-Viis =0 <CA€V> : (6.4.182)
V- (Gv)f =0 <sz> : (6.4.18b)
Ve (9V:é1) = O <@€§A> , (6.4.18¢)
2 _ P&
Vy- Vﬁd/ ngeéadA | =0 <€LA> : (6.4.18d)
Bo

En las ecuaciones (6.4.18a) y (6.4.18b), v = O(v). De esta forma, con base en la restriccion de
escala ¢ < L, es razonable suponer que

2.

Vi (V)P < v-Vicy: V- V—/nﬁoé‘AdA < Vy - (DVin). (6.4.19)
b
.;Zfﬁg

Entonces, la ecuacién (6.4.17) se reduce a

¢ k
§+V.Vr5A+v.vx<cA>ﬁ:Vr.(@VrgA)+kavg*1<cA>ﬁ+V— /EAdA, en la fase-f3.
B
Do

(6.4.20)

Para determinar las condiciones bajo las cuales es posible suponer un estado cuasi-estacionario
es conveniente comparar los estimados de orden de magnitud de los términos homogéneos' de la
ecuacion diferencial anterior. Los estimados de orden de magnitud de los términos de acumulacién
y reaccién son

N
% _o <t> , (6.4.21a)
* / G dA—0 <’<CA> 7 (6.4.21b)
Vs ‘

Fso

'Un término homogéneo es todo aquel que contiene a la variable dependiente o a sus derivadas.
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los cuales, junto con los estimados dados en las ecuaciones (6.4.18a) y (6.4.18c), llevan a la
siguiente restriccion temporal
2

% <t (6.4.22)
AR
Como puede notarse, esta restriccion es mdas facil de satisfacer bajo condiciones en las que el
transporte convectivo sea mucho mayor que el difusivo (v£ > 2) y cuando la tasa de consumo de
la especie sea mucho mayor que la tasa de difusion (k¢ > 2). Por ello, una forma mas exigente de
la desigualdad anterior corresponde al caso en el que el transporte por difusién sea del mismo orden
de magnitud, o incluso mayor, que el transporte por conveccion y que el consumo por reaccion.
De esta forma, es conveniente considerar a la desigualdad anterior para condiciones en las que
(0] (%) <1lyO (%) < 1, lo cual permite expresarla como

1

62

— L1 (6.4.23)
2

Esta restriccion indica que cuando el tiempo caracteristico del proceso sea mucho mayor que el

tiempo caracteristico de la difusién, es razonable considerar el problema de las desviaciones en

estado cuasiestacionario. Bajo estas condiciones, la ecuacién diferencial (6.4.20) se reduce a

k

V-Viés+v- VX<cA>ﬁ =V, (DV,é4) +ka,e”! <cA)B +— / CadA, enlafase-f. (6.4.24a)
fuente fuente s

La cual esta sujeta a la siguiente condicidn de frontera interfacial, que resulta de usar la descompo-

sicién espacial de Gray (1975) en la ecuacion (6.4.1b)

—n-DVyés =0 DVx(ca)P +kés +k(ca)P,  en . (6.4.24b)
N——— N——
fuente fuente

Por ultimo, el planteamiento del problema se completa con las condiciones de periodicidad, las
cuales se imponen en las fronteras de la celda unitaria

Ca(r+1) =¢éa(r), i=1,2,3, (6.4.24¢)
y con la restriccién para los campos de las desviaciones espaciales de la concentracion
(&P =o. (6.4.24d)

Dada Ia linealidad del problema, es posible expresar su solucién formal como sigue (ver ejercicio
6.8)

Ea=b-Vylca)P +s5(cs)P. (6.4.25)

En donde b y s son variables de cerradura y son, a su vez, integrales de la funcién de Green asociada
a este problema. Note que esta expresion es una muestra de la linealidad del problema dado en
las ecuaciones (6.4.24), ya que exhibe la superposicion resultante por las fuentes del problema. Al
sustituir la ecuacién anterior en las ecuaciones (6.4.24), resultan los siguientes dos problemas de
cerradura:

Problema-1
k
V+v-Vib=V,-(2V;b)+ A / b dA, enlafase-f3, (6.4.26a)
ﬁdﬁa
—n-PVib=nZ+kb, en s, (6.4.26b)
b(r+1)=b(r), i=1,2,3, (6.4.26¢)

b =0. (6.4.26d)
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Problema-I1

V-Vis = V- (2Vys) +kae ' + ‘Z / sdA, enlafase-f3, (6.4.272)
o

—n-PVys=ks+k, endpg, (6.4.27b)

s(r+1) =s(r), i=1,2,3, (6.4.27¢)

(s\P =o. (6.4.27d)

Ejercicio 6.8 — Deduccién de la solucion formal del problema de las desviaciones
espaciales. Para deducir la solucién formal del problema de las desviaciones espaciales de la
concentracion comience por considerar el siguiente problema de la funcién de Green:

—v-ViG=V,-(2V,G) + ‘i; / GdA+6(r—rp), enlafase-f3, (6.4.28a)
Do

—n-9V,G=kG, en,, (6.4.28b)

G(r+1)=G(r), i=1273, (6.4.28¢)

(G)P =o0. (6.4.28d)

Utilice la férmula de Green dada en la siguiente forma:

/ [6AVs - (DV:G) — GVy - (DV4éa)] dV = / n-(ExDV:G— GDViis) dA,  (6.4.29)
b g
y lleve a cabo los pasos algebraicos para demostrar que la solucién formal del problema esta

dada por la ecuacidn (6.4.25), en donde las variables de cerradura b y s son de hecho integrales
de la funcién de Green como lo anticipé Valdés-Parada (2010). n

6.4.3 Modelo cerrado

Sustituyendo la solucién formal dada en la ecuacién (6.4.25) en el modelo no cerrado dado en
la ecuacién (6.4.11) da como resultado la siguiente expresion

#9 (e 007) =93 |2 | Vg [mpobd | = (o0 | e
Ay

+Vy- g/nﬁo_sdA—@V)ﬁ (ca)P —k/bdA-vX(cA>/3—k/(s+1)dA (ca)P.
Vs Vs Ve
A V“{Bo‘ <Q{[30'

(6.4.30)

Para simplificar esta ecuacién, es conveniente considerar los siguientes estimados de érdenes de
magnitud, los cuales resultan de examinar los problemas de cerradura dados en las ecuaciones
(6.4.26) y (6.4.27)

En la interfase solido-fluido

l

T,
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En la fase fluida
14
L
2 9
kl/2
2 9
De esta forma, es posible proponer los siguientes estimados de orden de magnitud
k/bdAV(c $_of Kb (6.4.33)
Vg AR TN (U ke/2)L ) o
Ao
k B k<CA>ﬁ
~ / (s+1)dA (ca)P =0 , (6.4.33b)
Vs 14
Do
klca)B
ve || Z / ngos dA— (sv)P | (cn)f| =0 KAl (6.4.33¢)
Vs y L
Yo

Entonces, con base en la restriccién de escala ¢ < L, se proponen las siguientes simplificaciones

k k
v / bdA-VX(cA)B<<V— /(s+1)dA, (6.4.34a)
B(Qfﬁo_ ﬁ&{ﬁo-
v || Z / nges dA — (sv)P | ()P | < - / (s+1) dA. (6.4.34b)
Ve Ve
da dﬁa

Bajo estas condiciones el modelo cerrado se reduce a

d{ca)PB . k
<aA> + 95 (e 9)P) = Vi (D" Viadea)? ) — - / (s+1)dA ()P, (6435
t Vlg
Do
donde se definié el tensor de dispersion total como
1
D=7 |1+ / ngob dA | — (vb)b. (6.4.36)
B

Do

Notese que este coeficiente depende, en general, de la tasa de reaccién. Sin embargo, para condicio-
nes en las cuales k// % < 1, esta dependencia puede ignorarse y ademads se cumple que s < 1 (ver
detalles en Valdés-Parada y col., 2020). En este caso, la ecuacidn anterior se simplifica a

d(ca)P
ot

1V, (<cA)ﬁ<v>ﬁ) —V,- (D* ~VX<cA>ﬁ> ~ kaye~ (ca)P. (6.4.37)

Como puede notarse, este modelo sélo tiene al tensor de dispersién total como coeficiente a
determinar, lo cual puede hacerse a partir de la solucién del problema de cerradura dado en las
ecuaciones (6.4.26) como se detalla en los siguientes parrafos.
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Solucion del problema de cerradura

El objetivo de esta seccidn es llevar a cabo la soluciéon numérica del problema de cerradura para
asi predecir los valores del coeficiente de dispersion total. Para cumplir este objetivo, es conveniente
retomar la solucién del problema de flujo deducida anteriormente y dada en la ecuacién (6.3.33), la
cual puede expresarse en forma adimensional como sigue

v = -D*. evx<<@>[i . (6438)
En donde D* se obtiene de resolver las ecuaciones (6.3.29), ademds se usaron las siguientes
definiciones

B
V*: \ . D* VX<‘@>

D
Vref 2 T V()8

(6.4.39)

Note que la velocidad de referencia es v,y = %\W(@)ﬁ ||. Aplicando el operador de promedio
intrinseco en ambos lados de la ecuacién (6.4.38) resulta la siguiente expresion

(v)P = —(D")F ey s (6.4.40)

Restando esta ecuacion a la ecuacion (6.4.38), permite obtener el siguiente resultado para las
desviaciones espaciales de la velocidad

V' =-D"eg s (6.4.41)

Dirigiendo ahora la atencién a la ecuacién (6.4.26a), y localizando el sistema coordenado en el
centro geométrico de la celda unitaria, su forma adimensional es

2
PeV* + Pev* - Vib* = V;Zb* + % b* dA*, enlafase-f. (6.4.42)
B
Do

En donde se usaron las siguientes definiciones
b Vrerl

V;:Evy; b*:z; Pe 7

ket
=Re Sc: ¢*==—. (6.4.43)

9
v/9

Sustituyendo en la ecuacion (6.4.42) las expresiones dadas en las ecuaciones (6.4.38) y (6.4.41) se
obtiene la siguiente ecuacion diferencial

—PeD’ ey, ()8 — Peey pp DT.Vib*=V’b*+ — [ b*dA*, enlafase-f.  (6.4.44a)

*

B T

Utilizando las definiciones adimensionales dadas en la ecuacion (6.4.43) en las ecuaciones
(6.4.26b)-(6.4.26d), se deduce el resto del problema de cerradura adimensional

n-Vib* = -—n—9¢’b*, en @, (6.4.44b)
b*(r* +1}) =b*(r*), i=1,2,3, (6.4.44c¢)
(b*\P =0. (6.4.44d)

Esta formulacién del problema de cerradura es conveniente pues solo involucra variables de
cerradura y no campos de velocidad y es equivalente a la propuesta hecha por Valdés-Parada y col.
(2016). Por ultimo, el tensor de dispersion se expresa en términos de las variables adimensionales
como sigue

D* 1 * * T g %
QZHVEQ// ngob* dA* +eg_ s (D7) Pe. (6.4.45)
Bo

A continuacién se listan los pasos a seguir para resolver el problema de flujo y el problema de
cerradura en Comsol Multiphysics partiendo del programa desarrollado en la seccién anterior y asi
predecir la componente xx del tensor de dispersion total.
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Calculo de las componentes del tensor de dispersion

1. Tome el programa escrito previamente para la solucion del problema para D* y elimine el
estudio. Esto se hace ya que se agregard otro mddulo de fisica y se cambiard de estrategia
de solucion.

2. Haga click derecho en Component 1y seleccione Add physics. En el menu que aparece
seleccione Chemical Species Transport/Transport of Diluted Species y elija Add to Com-
ponent 1. Por ultimo, en el médulo de Transport of Diluted Species cambie el nombre de
la variable dependiente a b.

3. En Parameters agregue al médulo de Thiele como til y asignele el valor de 1 por el
momento. Ademds defina al nimero de Péclet (Pe) como 10 veces el nimero de Reynolds.

4. Haga click derecho en Definitions/Selections/Explicit. En Geometric entity level elija
Boundary y seleccione a las fronteras s6lido-fluido, esto es, a las fronteras 6-13. Por
ultimo en label escriba interfase.

5. Haga click derecho en Definitions/Nonlocal couplings/Integration, en Geometric entity
level elija Boundary y en Selection elija interfase. Por dltimo, en Operator name escriba
surf.

6. Haga click derecho en Definitions/Variables y defina a Dxx como 1+surf(nx*b)/e-Pe*av(u*b).

7. En Transport of Diluted Species/Transport Properties 1, en el término convectivo, especi-
fique que las componentes de la velocidad son Pe*u, Pe*v y Pe*w. Ademads, especifique
que el valor del coeficiente de difusién es uno.

8. Haga click derecho en Transport of Diluted Species y elija Reactions/Reactions, seleccione
al dominio 1 y escriba lo siguiente en el término de reaccion: til%/e*surf(b)-Pe*(u-av(u))

9. Haga click derecho en Transport of Diluted Species y elija Flux. En Selection elija
interfase; ademds en Inward Flux habilite la casilla que dice Species b y escriba -nx-til>*b.

10. Haga click derecho en Transport of Diluted Species y elija Periodic Condition y seleccione
a las fronteras 1 y 14. Repita la operacién para las fronteras 2 y 5, asi como para las
fronteras 3 y 4.

11. Haga click derecho en Transport of Diluted Species y elija Global/Global Constraint. En
Apply reaction terms on, elija User defined y en Constraint expression escriba av(b). Por
ultimo, en Constraint force expression escriba test(av(b)).

12. Agregue un nuevo estudio en estado estacionario y deshabilite el médulo de transporte de
especies diluidas. Esto se hace para que se resuelva primeramente el problema de flujo de
fluidos.

13. Haga click derecho en Study I y seleccione un nuevo estudio en estado estacionario y
deshabilite ahora la casilla de Laminar Flow. Ademas, desarrolle la pestafia que dice
Values of Dependent Variables, en Values of variables not solved for elija User controlled,
en Method elija Solution, en Study elija Study 1, Stationary y en Selection elija Last.

Usando esta serie de pasos se obtuvieron los resultados mostrados en la figura 6.5. En esta
figura se reporta la dependencia de la componente xx del tensor de dispersion contra el nimero de
Péclet de particula, el cual se define como

vil¢

7
el cual es cominmente usado en el estudio en medios porosos (ver, por ejemplo el capitulo 3 de
Whitaker, 1999). Como es de esperarse, el coeficiente de dispersién aumenta con el niimero de
Péclet. Note que, para condiciones de transporte difusivo (es decir, para Pe, < 1), los campos de
la variable de cerradura b} tienen la forma de un dipolo (ver figura 6.5a). En estas condiciones,
el incrementar el médulo de Thiele se reduce en un incremento en el coeficiente de dispersion,
mientras que para valores mayores del nimero de Péclet se observa un comportamiento opuesto. En
otras palabras, para condiciones de transferencia de masa plenamente convectivas, un incremento
en la tasa de reaccidn respecto al transporte difusivo se traduce en una disminucién en el coeficiente
de dispersion total de masa. Estas observaciones son consistentes con los resultados reportados
por Valdés-Parada y col. (2011). M4s atin, observando la direccion de las lineas de corriente en el

Pe, = Pe||v"|| = (6.4.46)
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Figura 6.5: Dependencia de la componente xx del tensor de dispersion total como funcién del
nimero de Péclet de particula para una porosidad de 0.8 y dos valores del médulo de Thiele.
Ademads, se muestran las lineas de corriente de la variable de cerradura asociadas al problema de
transporte de masa para a) Re = 1072, b) Re = 10!, ¢) Re = 107, d) Re = 10° ye) Re= 10*. En
todos los casos las barras de color representan la magnitud del flux total de la variable de cerradura.

resto de las graficas reportadas en la figura 6.5, puede notarse el creciente efecto de la conveccién
sobre la difusidn al aumentar el nimero de Reynolds. De hecho, es interesante apreciar las formas
de las lineas de corriente de las figuras 6.5b) y c¢) en donde hay una competencia entre ambos
mecanismos de transporte. Mientras que en las graficas mostradas en las figuras 6.5d) y e), es claro
que el transporte de masa se da predominantemente por conveccion.
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Para finalizar esta seccidn, en los siguientes parrafos se presenta un esquema de validacién
numérica para el caso del transporte plenamente difusivo. Cabe mencionar que esta es una primera
forma de validacién de los resultados que no sustituye a la necesidad de validacién con datos de
laboratorio.

Ejercicio 6.9 En esta seccion se hicieron calculos de solo una de las nueve componentes del
tensor de dispersion total. Lleve a cabo las modificaciones pertinentes al cédigo de Comsol
listado arriba para calcular las otras componetes de este tensor.

Ejercicio 6.10 Compare los resultados obtenidos en esta seccién con los que se obtienen al
tomar una porosidad de 0.5. Explique ademds los cambios en relacién a la dependencia del
tensor de dispersion total con el médulo de Thiele. "

Validacion de modelos macroscopicos de transporte reactivo de una especie
quimica en medios porosos

Bajo condiciones de transporte plenamente difusivo, el problema que describe la transferencia
de masa de una especie en la escala microscépica es

6’524 = 9V?c4, enlafase-f, (6.4.47a)
—n-9Vcy =kcy, en 42/,30. (6.4.47b)

Tanto el modelo microscépico como el macroscépico requieren de condiciones de frontera en las
entradas y salidas del sistema macroscépico y de una condicidn inicial para estar completamente
planteados. Para ello, considere como dominio de solucién a un conjunto horizontal de N celdas
unitarias periddicas. En el extremo izquierdo (x = 0) se impone una condicién de simetria, lo que
implica que la solucidn se esta llevando a cabo solo en la mitad del sistema, mientras que en el
extremo derecho (x = L) se supone conocida y constante la concentracién. Lo anterior se expresa
como:

P)

enx=0, ZA_o (6.4.47¢)
dx

enx=0L, cp=cCe. (6.4.47d)

Ademads, en las fronteras faltantes se imponen condiciones de periodicidad, lo cual justifica resolver
el problema en solo un arreglo horizontal:

ca(x,0,z,1) = ca(x,,z,1);  ca(x,,0,1) = ca(x,y,4,1). (6.4.47¢)
Por dltimo, al inicio se supone conocida y constante la concentracion en el sistema:
cuandor =0, ¢4 = cp. (6.4.471)

El modelo macroscépico deducido usando el método del promedio volumétrico y bajo condiciones
de transporte plenamente difusivas, es

d{cy)P
ot

~V. (DA -V<cA>ﬁ) — e layk{ca)P. (6.4.48)

En donde D4 = limp, ,oD* es el tensor de difusividad efectiva. La ecuacién anterior puede simpli-
ficarse ya que el dominio de solucién del modelo se considera como un arreglo de celdas unitarias
periddicas. Tomando esto en cuenta, el modelo anterior se reduce a una sola dimensién espacial
como sigue

d(ca)P
ot

9% (ca)P

53 — e layk(cq)P. (6.4.492)
x

= Dxx
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La cual estd sujeta a las siguientes condiciones de frontera e inicial:

B
enx—0, 2 _g (6.4.49b)
dx
enx=L, {(cA)?=cen, (6.4.49c¢)
cuandor =0, (ca)? =co. (6.4.49d)

Antes de proceder con la solucién de los modelos, es conveniente reformularlos en términos de las
siguientes variables y parametros adimensionales

* . * . * 19 . 2 *
CA:a, \Y :KV, t :gT’ (P :§’ CIVZEQV. (6450)
Con base en estas definiciones, las ecuaciones (6.4.47) y (6.4.49) pueden reescribirse como sigue:
Modelo adimensional a la escala microscépica

ke

a *
;tA =V*2¢,, enlafase-f, (6.4.51a)
—n-Vici = ¢°ci, en g, (6.4.51b)
a *
enxt =0, 24 _g (6.4.51¢)
dx*
enx*=L" c¢;=1, (6.4.51d)
ca(x%,0,25,17) =i (x",1,25,6%); ey (x*,y",0,67) = i (xF, ", 1,17), (6.4.51e)
cuandot* =0, ¢} =cy. (6.4.511)
Modelo adimensional a la escala macroscopica
8<ci>ﬁ Dy« 82<ng>ﬁ —1 %42
= e CALE (6.4.52a)
d(ct)P
enx =0, 2l _g (6.4.52b)
dx*
enx*=L* (c})P=1, (6.4.52¢)
cuando * =0, (ci)f =}, (6.4.52d)

En las ecuaciones anteriores L* = N y ¢ = co/c.n. La comparacién de los modelos involucra
entonces tres etapas: 1) soluciéon numérica del problema a la escala microscépica, 2) solucién
numérica del problema de cerradura para predecir D,/ % y 3) solucién del modelo macroscépico.
La tercera parte puede llevarse a cabo de manera analitica o numérica. En el siguiente capitulo
se discute acerca de la solucidn analitica de ecuaciones parciales, por lo que por ahora solo se
presentan las soluciones numéricas. A continuacidn se detallan los pasos a seguir para llevar a
cabo cada una de estas etapas usando Comsol Multiphyisics. Para reducir el nimero de grados de
libertad, las simulaciones se llevan a cabo sélo para el caso en el que ¢ = 0.

Etapa 1: solucion numérica del problema a escala microscopica
1. Haga click en Model Wizard y elija 3D. Posteriormente, seleccione como fisica Transport
of diluted species y especifique que se hard un estudio en estado transitorio.
2. Especifique como pardmetros al médulo de Thiele (til) y al nimero de celdas (N) y, por
el momento asigne valores de 0.1 y 10, respectivamente, por ahora. Ademads, defina a la
porosidad (e) como 0.8 y al radio de la esfera (a) como

(3% (1-e)/(4xpi))~(1/3)

3. Haga click derecho en Geometry, elija Block. Posteriormente, dibuje una esfera de radio a
y cuyo centro estd en (0.5, 0.5, 0.5).

4. Haga click derecho en Geometry/Booleans and Partitions/Difference y reste al cubo la
esfera.
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5. En Transport of diluted species, deshabilite la casilla de Convection. Posteriormente en
Transport properties especifique que el coeficiente de difusion es uno.

6. Haga click derecho en Transport of diluted species/Periodic Condition y elija a las
fronteras 3 y 4. repita esta operacion para las fronteras 2 y 5.

7. Haga click derecho en Transport of diluted species/Flux y seleccione a las fronteras 6-13.
En Inward flux, habilite la casilla que dice Species ¢ y escriba -til>*c.

8. Haga click derecho en Geometry/Transforms/Array, seleccione a dif1, especifique que el
tamafio del arreglo es (N,1,1) y que el desplazamiento es (1,0,0). Note que al hacer este
paso, las condiciones de periodicidad y del flux aplican a cada una de las repeticiones.

9. Haga click derecho en Transport of diluted species/Symmetry y seleccione a la frontera 1.

10. Haga click derecho en Transport of diluted species/Concentration y seleccione a la
frontera 131. Habilite la casilla de Species c y especifique su valor en uno.

11. En malla elija Extremely fine y en el estudio especifique un rango de tiempo logaritmico
que vaya de le-4 a 100 con diez pasos por década.

Para la Etapa 2, puede usarse el programa desarrollado en la seccién 6.4.4 para predecir al
tensor de dispersion total. La inica modificacion que debe hacerse es eliminar al término convectivo,
para recuperar entonces al tensor de difusion efectiva. Usando este programa, se obtienen, para la
porosidad de 0.8, los siguientes resultados

0> D/2
0.1 091016
1.0 0.92055

Ademds, con este programa, se obtiene que a;, = 1.6473. Con esta informacién se puede proceder a
la Etapa 3, cuyos pasos se detallan a continuacion.

Etapa 3: Solucién numérica del modelo macroscépico
1. Haga click en Model wizard, seleccione 1D, elija como fisica Transport of diluted species
en un estudio en estado transitorio.
2. En Parameters defina al médulo de Thiele (til) como 0.1, al coeficiente de difusién
efectiva (Def) como 0.91016, al 4rea interfacial por unidad de volumen (av) como 1.6473
y a la porosidad (e) como 0.8.
3. Haga click derecho en Geometry y elija interval y especifique que el intervalo va de 0 a
10.
4. En Transport of diluted species deshabilite la casilla de convecciéon. Ademads, en Transport
properties 1 especifique al coeficiente de difusion efectiva como Def.
Haga click derecho en Transport of diluted species/Symmetry y elija a la frontera 1.
. Haga click derecho en Transport of diluted species/Concentration, elija a la frontera 2 y
asigne el valor de la concentracién en uno.
7. Haga click derecho en Transport of diluted species/Reactions/Reactions, seleccione al
dominio 1 y escriba lo siguiente para el término de reaccién

o »

—avktil~2%c/e

8. Haga click derecho en Mesh y elija Edit Physics-Induced Sequence y en Size, en Maximum
Element Size escriba 0.01.

9. En Study 1/Step 1 Time dependent especifique un rango de tiempo logaritmico que vaya
de le-4 a 100 con diez pasos por década.

En la figura 6.6 se muestra la comparacién de la dindmica de los perfiles de la concentracién
macroscopica obtenidos con el modelo escalado y su comparacién con simulaciones numéricas
tomando un arreglo de 50 celdas periddicas. Como puede notarse, el modelo promedio reproduce
adecuadamente los resultados de las simulaciones numéricas a escala de poro, lo cual sirve como
una primera validacién del modelo para diversos valores del tiempo adimensional. Por supuesto,
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Figura 6.6: Comparacién de la dindmica de los perfiles de la concentracién macroscdpica resultante
de la solucién del modelo escalado y de simulaciones numéricas a escala de poro para € = (.8,
$?>=0.1y N =50.

esto no reemplaza la necesidad de validacion experimental. Sin embargo, si esta primera validacion
fallara, no tendria sentido dar el siguiente paso hacia una comparacién con experimentos.

Ejercicio 6.11 Extienda el andlisis de comparacion entre el modelo promedio y las simulaciones
numéricas para los siguientes casos:

1. Considere N = 10 y N = 100, manteniendo a € = 0.8 y ¢> = 0.1.

2. Considere ¢ = 1y 10 manteniendo N =50y € = 0.8.

3. Considere £ = 0.4 manteniendo N =50y ¢> =0.1.
En cada caso analice y discuta suficientemente sus resultados. "

6.5 Transferencia de calor en medios porosos

6.5.1 Planteamiento del modelo

Como ultimo caso de estudio de este capitulo considere la transferencia de calor en un medio
poroso rigido y homogéneo saturado por una sola fase fluida (fase-f). En dicha fase, el transporte
de calor se da por conduccién y conveccidén, mientras que en la fase sélida (fase-o) el transporte se
da dnicamente por conduccion. De esta forma, las ecuaciones que gobiernan la transferencia de
calor a escala de poro en cada fase son:

oT,
PsCrp <8tﬁ +V,- (VﬁTﬁ)) = V- (kgV,Tp), enlafase-f, (6.5.1a)
0T,
pGCpga—t =V, (k¢ViTs), enlafase-o. (6.5.1b)

En la interfase soélido-fluido se desprecian las resistencias a la transferencia de calor y se supone
continuidad de la temperatura y del flux de calor. Bajo estas condiciones, se pueden imponer las
siguientes condiciones de frontera:

Tg =Ts, en g, (6.5.1¢c)
— IIBG . kﬁVrTﬁ = —nﬁc . kO-VrTg, en .127130. (6.5.1d)
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6.5.2 Promediado

Este es el primer caso abordado en este capitulo en el que hay transporte en mas de una fase,
por lo que hay varias alternativas de escalamiento. El propdsito de esta seccién es deducir tres
modelos de medio efectivo que son: el modelo de no-equilibrio de dos ecuaciones; el modelo de
equilibrio y el modelo de no-equilibrio de una ecuacion. Cada uno de ellos se abordan més adelante
y tienen en comun el uso de la forma macroscépica de la ecuacion de energia térmica:

jt/pCpT dv+/n-[pc,,T(v—w)+q] dA:/<I> dv. (6.5.2)
i I 4

Ya que solo hay una fase fluida y el medio poroso es rigido, puede utilizarse una regién fija para
cada fase. Tomando en cuenta que no hay generacién de calor en ninguna de las fases se tiene, para
la fase fluida, la siguiente expresion:

a .
E/pBCPﬁTﬁ dv + / ng- [pBCPﬁTﬁVﬁ —|—q,3] dA =0. (6.5.3a)
7 7

Por su parte, en la fase sélida no hay movimiento y por tanto v = w = 0 y la ecuacion (6.5.2) se
reduce a:

d
Vs EZ

Suponiendo constantes a las propiedades térmicas de las fases en las regiones de promediado y
dividiendo ambos lados de las ecuaciones anteriores entre V, resulta que

c,, 2Ble | L [PpCopTsvp +a5] dA=0 (6.5.42)
PCpp—, Ty [ M- [PeCppipVe T ap) A=, >
I
T, 1
PsCpo <a‘;>"+V/na-q(y dA =0. (6.5.4b)
A

O bien, separando las superficies en entradas y salidas e interfases y tomando en cuenta a la forma
del teorema del promediado espacial dada en la ecuacidn (6.4.5), resulta que

(Ty) g 1 B
PeCop—,— +PBCos Vs (Tsvp)p +Vx-(ap)s+7; | Mpo-dp dA=0, (6.5.52)
o
(T, 1
pO'CpG<a(;>G + Vi {qs)e + v / nsp -4, dA = 0. (6.5.5b)
Do

En el dltimo término de la ecuacién (6.5.5a) se tomo en cuenta la condicién de no deslizamiento
del fluido en la interfase sélido-fluido. Utilizando la ley de Fourier en los fluxes conductivos de las
ecuaciones (6.5.5), pueden escribirse ahora como

3(Ty)p !
PCop =3+ PpCop Vi (Tpvp)y = Vi (ki (VeTp)g) + 4 [ mpo-kpViTpda, (6560
Do

(T, 1
pccpo<a‘t’>" = Vx-(ko(ViTa)o) + / Nop -koViTs dA. (6.5.6b)

Ay



6.5.3

6.5 Transferencia de calor en medios porosos 145

Usando ahora el teorema del promediado espacial en la forma dada en la ecuacion (6.2.13a) en
los términos conductivos de las ecuaciones anteriores, permite llegar a las siguientes expresiones

(Ty) |
ppC, %erﬁcpﬁVf(Tﬁv@ﬁ = Vix- kﬁ VX<Tﬂ>ﬁ+V / ngs1p dA
Tyo
1
+ V / ngs kBVrTﬁ dA, (6.5.7a)
T
(T, 1 1

pono<a‘;>G=Vx- o | VulTo)o+ 1, /noﬁTo an ||+ / nop koVels dA. (6.5.7b)

%6 y{ﬁﬁ

Este conjunto de ecuaciones son el punto de partida para los tres tipos de modelos macroscépicos
que se consideran en los siguientes parrafos.

Modelo de no equilibrio y dos ecuaciones

Este modelo parte de las ecuaciones (6.5.7) y utiliza la descomposicién espacial de Gray
(1975) aplicada a la temperatura de cada fase en los filtros integrales para obtener las siguientes
expresiones:

3(Tg) g _

PoCop =2+ ppCop V- ((Tp)P(vp) ) +PpCop V- (Tyvp),
1 ) 1 _
=Vyg- kﬁ VX(Tﬁ>‘B+V/nﬁUT.B dA —|—V /nﬁc-kﬁVrTB dA, (6.5.8a)
o o

(T, 1 3 1 _

peCoe N Vb | VulTobot 4y [ mopToda ||+ [ mop-ko¥iTs da
o Dop
(6.5.8b)

Note que se tomo en cuenta la suposicion de homogeneidad espacial y que el tamaiio de la regién
de promediado, rg, debe satisfacer la siguiente restriccion de escala

mix({s,lp) < ro < L, (6.5.9)

lo cual permite suponer que las cantidades promedio son constantes dentro de los filtros integrales.
De esta forma, se justifican las siguientes expresiones

T:\B
v / npo(Tp)” dA = <€> / ngo dA = —(Tg)PVyeep =0, (6.5.10a)

Ty Ty

1 1
V / nﬁc-kﬁVr<Tﬁ>B dA = V / nBG dA | - (kﬁVX<Tﬁ>ﬁ) = _ngﬁ . <kﬁVX<Tﬁ>B) =0.
Ay Ly
(6.5.10b)

Por supuesto, aplican resultados similares para la fase sélida. Utilizando la relacién de Dupuit-
Forchheimer en las ecuaciones (6.5.8) y tomando en cuenta que tanto &g como € se suponen
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constantes, se tiene que

8<T,3>/‘ ~ B
PECop 3o +PpCop V- ((Tp)P(vg)P ) +PpCop V- (Tpvp)

1 ~ 1 -
= V- kB VX<T/3>ﬁ +— / nﬁcTﬁ dA + = / ngs ~kﬁVrT/3 dA, (6.5.11a)
Ve Ve
E{Bo‘ V“{ﬁo’
d(Ts)° 1 . 1 ~
ot Vo Vo
Do Fop
(6.5.11b)

Las cuales son las ecuaciones promedio no cerradas correspondientes a cada fase. Para cerrar estas
ecuaciones se sigue un procedimiento similar al usado en la seccién anterior para transferencia de
masa. Esto es: deben deducirse y simplificarse las ecuaciones diferenciales de las desviaciones de
la temperatura en cada fase, asi como las condiciones de frontera correspondientes. Por dltimo, se
lleva a cabo la solucién formal del problema correspondiente en una celda unitaria periédica. Con
este esquema de cerradura en mente, se restan las ecuaciones (6.5.11) a las ecuaciones (6.5.1a) y
(6.5.1b) para obtener

ITp . - r o \B
PECop 52 +PpCop Ve ({595 ) +PpCop Vi (Tyvp) = PpCop V- (Tyvp)

- 1 - 1 -
= Vr . kﬁ VrTﬁ —_ — / nBGTﬁ dA — — / n,Bcr ‘kBVrTﬁ dA, (6.5.123.)
Ve Ve
Do Ao
0T, ~ 1 - 1 .
PsCro—=> =Vi- ko | ViTo —— [ nopTodA | | — — [ ngp -koViTs dA. (6.5.12b)
at Vs ¥ VG%
“Bo Bo

Con la intencién de simplificar las ecuaciones anteriores, es conveniente considerar los siguientes
estimados de orden de magnitud

- k:T; .
V2T, =0 ( 2 ) , i=p,0, (6.5.13a)

ki [ ~ lel .
o | o / ngoT; dA _0<“>, i—B,o, (6.5.13b)

lrQ{ﬁo‘ i
Ve (Tpvg) =0 < gvﬁ> , (6.5.13¢)
B
-\ Tgvp

Vi (Tyvg)’ =0 [ T2 ). (6.5.13d)

Entonces, con base en la separacién de longitudes caracteristicas dada dada en (6.5.9), los términos
no locales pueden despreciarse respecto a sus contrapartes locales y asi simplificar a las ecuaciones
(6.5.12) como sigue

oT, B N | N
PBCp[; Tf +pBCPﬁVﬁ . Vx<Tﬁ>ﬁ +pBCPﬁVﬁ . VrTﬁ = kﬁV%Tﬁ — 7 / ngg - kﬁVrTB dA,
b,
(6.5.14a)
PoCpo— = =koVilo — 1 / Nop ko Vilo dA. (6.5.14b)

Vo
o
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Note que en el lado izquierdo de la ecuacién (6.5.14a) se tomd en cuenta la naturaleza solenoidal de
v y Vg. Como simplificacion adicional se supone que las ecuaciones anteriores pueden considerarse
en estado cuasiestacionario, lo cual es razonable cuando se cumple la siguiente restriccion de escala
temporal:

& /%

max | —; —
1
B

<t (6.5.15)

En donde o; = k;/piCp; (i = B, 0) representa a la difusividad térmica en cada fase. Ya que el valor

f% /Otﬁ
Lﬁ[ﬁ
e
rio se alcanza cuando el tiempo caracteristico del proceso sea mucho mayor que el maximo tiempo
caracteristico de la difusién en ambas fases. Bajo estas condiciones, las ecuaciones (6.5.14) se

reducen a

maximo de O es O(ﬁf3 /@), la desigualdad anterior indica que el estado cuasiestaciona-

- - 1 -
~ 2
pﬁcpﬁvﬁ : Vx<Tﬁ>ﬁ +p5Cp5v5 : VrTﬁ = kﬁVrTﬁ — V7ﬁ / ngs 'kﬁVrTﬁ dA, enla fase—ﬁ,

fuente Do
(6.5.16a)
- 1 .
0= kGV%TG A / ngg - koVyils dA, enlafase-o. (6.5.16b)
(o2
Aop

Estas ecuaciones estdn sujetas a las siguientes condiciones de frontera, las cuales resultan de
sustituir la descomposicion espacial en las ecuaciones (6.5.1¢) y (6.5.1d):

T + (<T;3>B - <To>") =T5, en .o, (6.5.16¢)
fuente
—npo kgViTs —ngo kg Va(T5)P = —npgs ko ViTs —npgs ko Vx(T5)®, en . (6.5.16d)
fuente fuente

Restringiendo el dominio de solucién del problema de las desviaciones a una celda unitaria
periddica, es razonable imponer la siguiente condicién de frontera en las entradas y salidas de este
dominio de solucién simplificado:

Ti(r)=Ti(r+)), i=12.3;j=8,0. (6.5.16e)

Por dltimo, los campos de las desviaciones de la temperatura estdn acotados como lo indica la
siguiente restriccién promedio

(T)' =0, i=B,0. (6.5.16f)
Como puede notarse, existen tres fuentes en este problema de valor a la frontera, las cuales son

constantes al nivel de escala de una celda unitaria. Ya que el problema es lineal, su solucién formal
puede expresarse como una superposicion de las fuentes como sigue:

Ty = bgg - Vx(Tp)P +bgo - Va(To)? +s5 ((T5)° — (To)7) (6.5.17a)
Ty =bgp - Vs (T3P +boo - Vi(To)® + 5o (<Tﬁ>ﬁ - <TG>6) . (6.5.17b)

En donde las variables de cerradura satisfacen los siguientes tres problemas de valor a la frontera
en donde el eje coordenado se ha localizado en el centro geométrico de la celda unitaria:
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Problema-I (fuente Vy(Tp)P)

1
pBCvaﬁ +p.BCPﬁVB . Vybﬁﬁ = kﬁV?bﬁﬁ — 7 / ngs -kﬁVbeﬁ dA, enla fase—ﬁ, (6.5.18a)
B

JZV[;G
1

0= koV3bos — - [ nopkoVybop da,  enlafase-o,

&fcﬁ
blgﬁ = bGlg, en Mﬁo‘a
—ngg -kgVybgg —ngskg = —ngs -ksVybgpg, en g,
bg(r)=b;g(r+1L), i=1,2,3;j=p,0,
<biﬁ>i:0, l:B,G

Problema-II (fuente Vy(T5))

1
PeCrpVp - Vybpo = kgVybpo - Vs / ngs kgVybpo dA,
D
1
0=ksViboo — v / s ks Vyboo dA, enlafase-o,
G-Qfaﬁ
bﬁd:bO'(ﬂ en dﬁda
— nﬁc : kﬁVybﬁc = —nﬁo -ko-Vybo-g — nﬁcko'7 €n JZZBG,
bjG(r):bjG(r+li)7 i:17273;j:[3767
<bi6>i:07 i:ﬁaca

Problema-1II (fuente (Tﬁ>ﬁ —(T5)%)

en la fase-f3,

1
p,gc,,,gv,g-vysﬁ:k,gv;v,;f‘7 /nﬁc.kﬁvysﬂ dA, enlafase-,
B

Ays

0= kGV§sG - Vlc / N, -ksVyss dA, enlafase-o,
Dsp

sp+1=s5, en g,

—ngs-kgVysg = —ngs-ksVyss, en dpg,

si(r)=s;(r+1), i=1,23;j=p,0,

(s:y'=0, i=p,o.

(6.5.18b)

(6.5.18¢)
(6.5.18d)
(6.5.18¢)
(6.5.18f)

(6.5.19a)

(6.5.19b)

(6.5.19¢)
(6.5.194d)
(6.5.19¢)
(6.5.191)

(6.5.20a)

(6.5.20b)

(6.5.20c)
(6.5.20d)
(6.5.20e)
(6.5.20f)

A partir de estos problemas, se deducen los siguientes estimados de érdenes de magnitud (i = 3, 0)

b; = O(4;),
S; = 0(1)

(6.5.21a)
(6.5.21b)

Con los desarrollos hechos aqui puede regresarse la atencién al modelo promedio no cerrado. El
resultado de sustituir las ecuaciones (6.5.17) en las ecuaciones (6.5.11) son las siguientes ecuaciones
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macroscépicas

9(Tp)” B
PoCop 3 —+PpCopVx- ((T5)P(vg)? ) +ppCrp V- ((vbpp)” - Vx(Tp)?)

+PpCrp V- (<VB bo)" 'Vx<To>“) +PpCopVx- [(Wﬁ)ﬁ ((Tﬁ>ﬁ - <To>°>}

1 1
=V |k VX<Tﬁ)ﬁ+Vﬁ/nﬁc,bﬁﬁ a’A-VX(Tﬁ>ﬁ+V—B /nﬁcbﬁc dA -Vy(T5)°
L Lo

1 1
v, /nﬁcs,} dA (<Tﬁ>ﬁ—<TG>") +Vﬁ/nﬁ(,-k,3vrb,3ﬁ dA - Vy(Tp)P
L7 o

1 I
t /nﬁc-kﬁvrbﬁc dA-VX<TG>G+Vﬁ/nﬁG-k5Vrs[; dA (1) (T6)°),  (65.22a)

Do o
0(T5)° 1
pGCpGi =Vx- |ks VX<TG>G+ 17 / ncﬁbcﬁ dA'VX<TB>B
Jt VG%
o

1 1
o [ Nopbas dA-ulTo) + - [ nogso da ((T5) —(12)°)
(e} (e}
Fyo Fpo

I I
i [ Mo KoVibog dA-Vi(Tp)P + - [ oy -koViboo dA-Va(To)°
% g % g

1
+ o / ngp ko Veso dA ((T,;)ﬁ - (TG)") . (6.5.22b)
0'%
s

Con la intencién de simplificar las ecuaciones anteriores se proponen las siguientes definiciones

o
VPP — (vg)P + (vgsp)P Vg [ mgo- (15 -+ Vibgg) da, (6.5.232)
Do
o
V7 = (vgsp)P — V/‘j / ngo - (Isg — Vibgs) dA, (6.5.23b)
Ay
* 1 —1
Kﬁﬁ = kﬁ I+ % / nﬁobﬁﬁ dA — OtB <Vﬁblgﬁ>ﬁ , (6.5.23¢)
o
* 1 —1
Kho = kg v / ngobpo dA— oy (vgbps)P |, (6.5.23d)
Ay
1 1
h=—— / nﬁG 'kﬁvrslg dA = — / nGﬁ -ko-vrs(; dA, (65236)
Apo Apo
MBO— LQ{ﬁo-
_ Ao

6.5.23
av == ( f)
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Vef = v nop - (Iso + Vibop) dA, (6.5.24a)
Dsp
Veff = % nop - (Iso — 0 Vrboo) dA, (6.5.24b)
DB
ko
Koﬁ = 7 noﬁbaﬁ dA, (6.5.240)
G%ﬁg
1
c
D

Entonces, las ecuaciones (6.5.22) pueden expresarse como sigue:

9(Tp)P \ A
PsCp =+ pCop V- (T VG, — (T)PVEE,) = Vi (K Vil + K V(o))

—ah (<Tﬁ>ﬁ - <Tc>") . (6.5.252)

(T,
oL po <ac> +pO'CpGV (<TG> eff <Tﬁ>ﬁvgﬁf):Vx’(KGG‘VX<TG>G+KG[3‘VX<T[3>B)

+ayh ((TB>B - (TG)") . (6.5.25b)

Esta es la forma final del modelo de no equilibrio. Este resultado es consistente con el modelo
deducido por Quintard y col. (1997). Este modelo es adecuado cuando se tiene interés en conocer
la temperatura promedio de cada fase del sistema. Como puede notarse, en este caso es necesario
resolver dos problemas de cerradura para determinar los valores de los numerosos coeficientes de
medio efectivo definidos en las ecuaciones (6.5.24). Esta cantidad de coeficientes se reduce cuando
el interés no estd en contar con ecuaciones promedio en cada fase, sino en solo una temperatura
promedio para todo el sistema como se muestra a continuacion.

Modelo de equilibrio

Este modelo parte de la siguiente definicion de la temperatura promedio (ver la ecuacién 6.2.2)

/TdV_ /TBdV—i— /TGdV (Tp) g+ (To)o = 5 (T5)P + £ (T5)°. (6.5.26)
7

La suposiciéon de equilibrio local térmico no debe confundirse con la condicién de equilibrio
termodindmico en la cual no ocurre ningtin cambio espacio-temporal de temperatura (ver seccién
1.6.3). La suposicion de equilibrio local térmico consiste en la siguiente aproximacion

(Tp)P =~ (T5)°. (6.5.27)

En otras palabras, en un modelo de equilibrio local térmico si hay transferencia de calor en ambas
fases, pero se hace la suposicién que la temperatura promedio resultante del transporte en cada fase
es aproximadamente la misma. Al sustituir esta aproximacion en la dltima igualdad de la ecuacién
(6.5.26) se deduce que <Tﬁ>ﬁ ~ (T5)° = (T) y una aproximacion andloga se supone para el flux.
Aplicando esta aproximacion a las ecuaciones (6.5.16) se deduce el siguiente problema para las
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desviaciones espaciales de la temperatura.

) i 1 i
pﬁCpﬁvﬁ . VX<T>ﬁ +p,3Cp,3vﬁ . VrTﬁ = kﬁV%Tﬁ — % / ngs -kﬁVrTlg dA, enla fase—ﬁ,

fuente P
(6.5.28a)
S | N
0=koVilo— - / ng-keVeTy dA, enla fase-o, (6.5.28b)
o
Tﬁ = Tg, €n 'Q{ﬁaa (65280)
— nﬁc . kﬁ VrTﬁ — nﬁo . (kﬁ — ko-) Vx<T> = —l’lﬁg . kGVrTO-, en JZ{[)*G, (6528d)
fuente

Ti(r)=Ti(r+1), i=1,2,3;j=po0, (6.5.28¢)
(T)' =0, i=B,0. (6.5.28f)

A diferencia del problema dado en las ecuaciones (6.5.16), el problema anterior solo tiene una
fuente y su solucién formal puede expresarse como sigue:

Ty = bg - Vy(T), (6.5.29a)
Ty =bo - Vy(T). (6.5.29b)

En donde las variables de cerradura bg y b, satisfacen el siguiente problema de valor a la frontera

1
- 2
pBCp,gvﬂ —i—pﬁCp,gv,g : Vrbﬁ = kﬂvrblg — 75 / ngs - kﬁVrbB dA, enla fase—B, (6.5.30a)
Ao
1
0= kGVEbG 7 /n(y -ksVibs dA, enlafase-o, (6.5.30b)
s
bg =bs, enFps, (6.5.30c)
— nBG . kﬁVrbﬁ — nﬁa(kﬁ — k(y) = _nﬁc . kGVrbG, en JZfﬁc, (6530(1)
bj(r)=b;r+1), i=1,23;j=8,0, (6.5.30e)
(b))'=0, i=p,0. (6.5.30f)

En este momento, es conveniente regresar la atencidn a las ecuaciones (6.5.11) y reformularlas
multiplicando ambos lados por la fraccién volumétrica en cada fase para asi obtener las siguientes
expresiones

J(Ty)P )
epPpCop—p, — +EPBCrp V- ((76)P v8)? ) +PpCop V- (Tpv)

1 - 1 .
= V- kﬁ eﬁVX<Tﬁ>B + V / nﬁGTﬁ dA + V / ngs ‘kﬁVrTﬁ dA, (6.5.31a)
iy/30' Q{ﬁo’
0(Ts)° 1 ~ 1 -
go'pGCpg<a(;> — VX . k(; EGVX<T6>G + V / nGBTG dA + V / ncﬁ N kgvrTg dA
Ty Do

(6.5.31b)
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O bien, bajo la suposicion de equilibrio local térmico

(T) )
epPpCrp—3— +PpCopVx- ((T)(vp)p) +PCrpVx- (TpVp)p

1 ~ 1 -
= V- kﬁ SﬁVX<T> + V / nBGTﬁ dA + V / Ngs ~kﬁVrTﬁ dA, (6.5.32a)
o o
(T 1 ~ 1 -
£gp(;Cpo-ét> == VX ° k(; ggVX<T> + V / nGﬁTG dA + V / nGB ° kerTG dA
Ao g
(6.5.32b)

Note que, usando la condicién de frontera dada en la ecuacién (6.5.28d), se deduce que

1 - 1 - 1
V / nﬁc 'kﬁVrT[} dA = _V / ncﬁ -kGVrTG dA — V / nﬁc dA-(klg —kg)VX<T>. (6533)

e e e
N———
7V€B:0

Tomando en cuenta este resultado y sumando las ecuaciones (6.5.32) se obtiene la siguiente
expresion:

(T 3
(€8PBCpp +€oPoCpo) ét> +e3ppCopVx- ((T) (vp)? ) +PpCrp V- (Tyvp)y

= Vx- (gﬁkﬁ + Eckc)vx<T> + / nBGTﬁ dA|. (6.5.34)

Ty

En el dltimo término se utiliz la condicién de frontera dada en la ecuacién (6.5.28c). Sustituyendo
la solucién formal reportada en la ecuacién (6.5.29a) en los filtros integrales de la ecuacién anterior,
se obtiene

(T
(8PpCop + €5PoCro) ;t> +e3ppCopVx- ({7)(v)")

kg —k
= Vs | (egks + £oko) Vy(T) + L2 / npeby dA- V() — psCop (Vbp)s - Va(T)
o
(6.5.35)
Para simplificar esta expresion se define el siguiente tensor de dispersion total de calor
* kﬁ —Ro
Keq = (Eﬁkﬁ + e5ko )+ / ngsbg dA—pgCpp <Vﬁbﬁ>ﬁ . (6.5.36)

Ty

Usando esta definicion, se obtiene la siguiente forma del modelo de equilibrio:

(T .
(£5PpCpp + €5PoCro) ét>+eﬁpgcpﬁvx. (¢T)(vp)P) =V (K- VA1) . (6.537)

Ya que las fracciones volumétricas y las propiedades térmicas de cada fase se supusieron constantes,
la ecuacion anterior puede escribirse en la siguiente forma mads sencilla

a(T)

S+ 0pVxe (1)) ) = Vi (Keg - VA(T)) (6.538)
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En donde, para simplificar la notacidn, se usaron las siguientes definiciones

€ C
0= PPBC b : (6.5.392)
€pPpCpp +€PoCpo
K Keg (6.5.39b)
“ egppCop +€5PsCpo -

El modelo de equilibrio es claramente mds sencillo que el modelo de no equilibrio y dos
ecuaciones dado en las ecuaciones (6.5.25). Sin embargo, el modelo de equilibrio tiene mads
suposiciones que el de no equilibrio y esto limita su aplicacién. De hecho, como lo muestran
Golfier y col. (2009) en su estudio de transporte y reaccién en medios porosos recubiertos de
biopeliculas, el modelo de equilibrio es adecuado cuando los mecanismos de transporte en ambas
fases son practicamente los mismos. Esto quiere decir que cuando el transporte convectivo en la fase
fluida es mucho mayor que el transporte por conduccién, hay razones para pensar que el modelo de
equilibrio no aportara predicciones confiables. Lo anterior sugiere el desarrollo de un modelo de no
equilibrio y de una ecuacién, lo cual se presenta en los siguientes parrafos.

Modelo de no equilibrio y una ecuacion

El planteamiento de este modelo comienza con las ecuaciones (6.5.7), las cuales se reescriben
aqui como sigue

ATy I
PpCop 3, +PpCopVx- (Tgvp)y = V- | kg | VulTp)p t+; / ngoTp dA

ot
Ao
1
+v / ng, kg ViTp dA, (6.5.402)
Do
(T, 1 1
pacpo<a‘t’>"zvx. ko | Vx(To)o+ /nGﬁTG dA +V/n0ﬁ~kGVrTo dA. (6.5.40b)
s Dop

Sumando las ecuaciones anteriores tomando en cuenta las condiciones de continuidad del flux de
calor y de la temperatura interfacial lleva a

d(Tp) 9(Ts)
PECos—3, +PaCro 5% +ppCopVx- (Tpvp)y

ks

kn —
= Vi | kg Va(Tp)p + ko V(T + /nﬁGTBdA . (6.5.41)

Ays

En este modelo, se define una nueva descomposicidn espacial respecto del promedio de la tempera-
tura definido en la ecuacién (6.5.26):

Tg = (T)+ 15, (6.5.42a)
Ty = (T) +Ts. (6.5.42b)

Aplicando los operadores de promedio superficial correspondientes a cada fase en las ecuaciones
anteriores se obtiene que

(Tg)p = €p(T) +(Tp)p: (6.5.43a)
(Ts)o = €5(T) + <T6>O" (6.5.43b)

Sumando las ecuaciones anteriores, se deduce la siguiente restriccién promedio para las nuevas
desviaciones espaciales

A

(T) = (Tp)p + (Ts)s = 0. (6.5.44)
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Sustituyendo las ecuaciones (6.5.42) y (6.5.43) en la ecuacién (6.5.41) se obtiene que

T 9(Tp) (T,
(%Pﬁcpﬁ +SGPGCPG) i“”)"’pﬁcpﬁ 8/; B +p6cp6<5;->6
+pﬁcpl3v"' (<T> <Vﬁ>ﬁ) +pﬁCpﬁVX . <TI3VI3>5
kg —ko

= Vx| (epkp + €cko)Vx(T) +kgVx(Tp) g + ko Vx({To)o +

[ npoTpaa | (6545
Tso

Para abreviar la ecuacién anterior puede usarse el teorema del promediado espacial para obtener:

kgVx(Tp)p + ko Vx(Ts)o + / ngoTs dA = kg (ViTp)p +ko(Vils)s.  (6.5.46)

Tpo

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (6.5.45) se obtiene que

9I{T 9(Tp) (7,
(Eﬁpﬁcpﬁ +86pGC,,G) ét>+pﬁcpﬁ a/; B +p6cpo'<5:>o-

+PsCppVx ((T)(Vp)p) +PpCopVx (Tpvp )
= Vx - [(epkp + €cks)Vx(T) + kg (VeTp) g + ko (ViTs)s] . (6.5.47)
La anterior es la forma no cerrada del modelo de no-equilibrio. Restando la ecuacién anterior a

las ecuaciones diferenciales que gobiernan el transporte de calor en cada fase a la escala de poro
(ecuaciones 6.5.1a 'y 6.5.1b) resultan las siguientes expresiones

(T) &l 9(Tp)p (Ts)
€6 (PpCpp —PoCro) =3 = +PpCop— = —PEChp—3.— — PoCpo— 2=

+pﬁCp[3 |:EO-<VB>B . VX<T> —i—f’ﬁ . VX<T> —I-Vl- . (Tﬁvﬁ) — Vx : <Tﬁvﬁ>l3}
=kgViTs + V- [e(kg —ko)Vx(T) —kg(VeTp)p — ko (VeTs)s], (6.5.48a)

T (1) o, o,
8[3 (ScPono- —pﬁcpﬁ) él> _pﬁcpﬁ alj B +p°'CPGTZG _PGCp6<a(;>o-

= PsCrp(vp)p - Vx(T) = PCrpVx- (TpVp)
= koViTs+Vx- [e5(ke —kg)Vx(T) —kg(VeTp)p — ko (Vils)s]. (6.5.48b)

Las cuales se pueden simplificar bajo condiciones de estado cuasi-estacionario y despreciando
las contribuciones de los términos no locales respecto a sus contrapartes locales como se hizo en
secciones anteriores para dar lugar a las siguientes expresiones

T o(Tg) T

+05Cyp [2(¥p)P - Vu(T) +95 VA(T) + Vi (Tpvp) |

= V- [e6(kg — ko) Vx(T)] +kgViT, (6.5.492)
a(T) 8(77;)3 8<TG>G

& (€aPoCpo = PpCpp) —5 = —PBCrp—3 — —PoCpo—y
—ppCop(vp)p - Vx(T) = Vx- [eg (ks — kp) Vx(T)] + ko ViTs. (6.5.49b)
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Mas atn, para situaciones en las cuales se cumplen las siguientes suposiciones

VX- €5 (kg — ko) V(T)] < kg ViTp, (6.5.50a)

V- (g (ke —kp)V(T)] < ko ViTs, (6.5.50b)
(T (T, (T,

€ (PpCpp —PoCpo) fh> —ppCpp ( a‘; )b _ pc,c,,c,<a"> < kgViT, (6.5.50c)

&g (€5PsCps — PpCop) 5 PG —PoCpo—a = < koVils,  (6.5.50d)

las ecuaciones para las desviaciones se reducen a

PRCop €0 (V)P - V(T) 45 - Vi(T) + V- (Tyvg) | = Ve (kpViTp) (6.5.512)
—ppCrp(vp)p - Vx(T) = Vi - (ko ViTs) . (6.5.51b)

Aplicando las descomposiciones espaciales definidas en las ecuaciones (6.5.42) en las ecuaciones
(6.5.1c) y (6.5.1d), se deducen las siguientes condiciones de frontera:

Tg =15, en g, (6.5.51c)
—ngo kgViTp —mpo - (kg —ko)Vx(T) = —nps - koViTs, en ;. (6.5.51d)

El planteamiento del problema se completa con la condicién de periodicidad
Ti(r+1) =Tj(r), i=1.2,3;j=p,0, (6.5.51¢)

y con la restricciéon promedio dada en la ecuacién (6.5.44). Ya que el problema es lineal y solo se
cuenta con una fuente, se puede proponer la siguiente solucién formal

Tg =5 Vx(T), (6.5.52a)
Ty =fs-Vi(T). (6.5.52b)

Las variables de cerradura satisfacen el siguiente problema de cerradura

PBCop €0 (V)P + 95+ Ve (f3vp)| = Vi- (kgVifg) ,  enla fase-, (6.5.532)
—pgCrp(vp)p = Vr- (koVifs), enlafase-o, (6.5.53b)
fg =15, en s, (6.5.53¢)
— g kgVielg —ngo (ks —ko) = —Mgg ko Viks, en Fpg, (6.5.53d)
f,(r+1)=£(r), i=123j=p,0, (6.5.53¢)
(f3)p + (fo)o = 0. (6.5.53f)

Ya que las desviaciones espaciales se supusieron en estado cuasiestacionario, el modelo no cerrado
dado en la ecuacién (6.5.47) se reduce a

(€8PBCpp +€5PoCpo) (<9 ! ppCop¥ Vi ((T)(vp)p) +pCrp V- (TsVp )
= Vx- [(epkp + ko) Vx(T) + kg (ViTp) g + ko (Vels)o] - (6.5.54)

Sustituyendo en la ecuacién anterior la solucién dada en las ecuaciones (6.5.52), resulta la forma
final de este modelo, la cual se expresa como sigue

(T %
(6305Cyp + €0paCpo) ot +ePpsCpVa- ((T)(vp)P) = Va-(Ki Vo(T). (6555
En donde se defini6 al tensor de dispersion total de calor para el modelo de no equilibrio como

K;;e (Eﬁkﬁ +80k6)|+kﬁ <V fﬁ>ﬁ +kG<V f6> pﬁcpﬁ <Vﬁfﬁ>ﬁ . (6.5.56)
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Al igual que en el modelo de equilibrio, la ecuacién (6.5.55) puede reacomodarse como sigue

aé?‘F(PﬁVx' (<T><Vﬁ>ﬁ> = Vx- (Kne'VX<T>)' (6.5.57)

En la ecuacién anterior, se redefinié al tensor de dispersion de calor como
*
_ Kne
ne — .
egPpCrp + €5PsCpo

(6.5.58)

La estructura matematica de la ecuacidn (6.5.57) es similar a la de la ecuacidn resultante en el
modelo de equilibrio (ecuacién 6.5.38), la principal diferencia estd en el problema de cerradura a
resolver y en la definicién del tensor de dispersion de calor. La deduccién de este modelo de no
equilibrio y de una ecuacién es consistente con la metodologia propuesta por Davit y col. (2010a).
De hecho, estos autores mostraron que el desempefio de este modelo es superior al modelo de
equilibrio bajo condiciones en las que el transporte por conveccidn en la fase fluida es mayor que la
difusion.

6.5.6 Resumen de los modelos de medio efectivo

Para concluir esta seccién se listan a continuacién los tres modelos desarrollados aqui:
» Modelo de no equilibrio y dos ecuaciones

d(Tp)P \ ]
pﬁchT’;wﬁcpﬁvX- (<Tﬁ>ﬂv§ff - <T6>ﬁvf]f}) —V, (Kﬁﬁ Vi(T5)P + K - VX<T(,>G)

—ayh (<T,3>ﬁ - <T6>G) . (6.5.59)

0(T5)°
pa p0'<ac;> +pGCpO'VX‘ <<TG>GVS;-} — <Tﬁ>ﬁvgff) = Vx' (KGG : VX<T0'>6 + K(yﬁ . Vx<Tﬁ>B>

+ayh ((TM - (TG)"> . (6.5.59b)

» Modelo de equilibrio

(T .
(€55C,p +eopacpo)ét>+eﬁpgcpﬁvx. () (vp)P) = Va- (K*-VA(T)).  (65.60)

= Modelo de no equilibrio y una ecuacion

T .
(e3P5Cop + £6PCpo) ét>+eﬁpﬁcp,3vx- (<T><vﬁ>ﬁ) =V, (K5, -Vy(T)). (6.5.61)

Aunque la estructura matemadtica de estos modelos es similar entre si, la cantidad de informacién
que contienen es diferente y por tanto su rango de aplicacién también es distinto. Por ello, la eleccion
del tipo de modelo a utilizar debe estar regida por el proceso de transporte bajo estudio y la cantidad
de informacién que busque que aporte el modelo resultante.

Ejercicio 6.12 Deduzca el modelo de no equilibrio y de una ecuacién a partir del modelo de
dos ecuaciones. Esto incluye no solo la deduccién de la ecuacién macroscdpica, sino también
de los problemas de cerradura correspondientes. "

Ejercicio 6.13 Actualmente una técnica de biorremediacién in situ de suelos contaminados
con hidrocarburos consiste en agregar plantas que liberan especies quimicas (especie-A) que
promueven la remocién de los hidrocarburos. Como se muestra en la figura 6.7, el sistema
consiste en una raiz (fase-60), rodeada por una fase liquida (fase-f3). En ambas fases, el transporte
se da solo por difusién. Ademds, hay difusion y reaccién en la materia orgdnica (regiéon-m).
Bajo estas condiciones, las ecuaciones gobernantes de la transferencia de masa en la escala
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microscopica son

aCAﬁ

3 = V- (Z4pVecap) enlafase-f, (6.5.62a)
8;;‘9 =V-(Z46Vcag) enlafase-0, (6.5.62b)
dcy o @ .
Tl V- (D4g-Vcy) —kawcy enlaregion-m. (6.5.62¢)

Ademads, hay una fase gaseosa (fase-7), pero no hay transporte de masa hacia dicha fase. Por lo
tanto, se tiene la siguiente condicién de frontera

—ngy- Z45Veap =0 enlainterfase By. (6.5.63)

En la interfase entre la raiz y el liquido hay resistencias a la transferencia de masa, cambio de
fase y hay posibilidad de readsorcion, por lo que aplican las siguientes condiciones de frontera:

—Mgp - DagVcag = —Mgp - DagVeap +kicap, enlainterfase 63, (6.5.64a)
—Mgp - DagVcao = knu(cao —keqcap) enlainterfasedf. (6.5.64b)

En la frontera entre la materia orgédnica y el fluido se suponen aplicables condiciones de
continuidad del flux de masa y también hay resistencias a la transferencia de masa, por lo que se
pueden imponer las siguientes condiciones de frontera:

—ngg, - DagVeag = —Npy-Da-Veap, enlainter-region fo, (6.5.65a)
—ngg,-Ds-Veay = k(cap — caw), enlainter-regién . (6.5.65b)

Por dltimo, el suelo también tiene particulas minerales cuya superficie puede o no tener hidrocar-
buro adherido. Las superficies libres de hidrocarburo se denotan como ¢ y las que si contienen
hidrocarburo se denotan como 7). Suponiendo una cinética de consumo de primer orden, se
tienen las siguientes condiciones de frontera:

—ngs - Z4pVeap =0, enlainterfasefo, (6.5.66a)
—ngy, - Z4gVeap = kncap, enlainterfasefin. (6.5.66b)

Desarrolle los modelos de equilibrio y no equilibrio (y de una ecuacién) para esta situacién
fisica. Como en este caso hay zonas en donde no hay transporte de masa, es conveniente usar la
siguiente definicion del promedio ponderado:

1

<CA> = — /CA dv. (6567)

Vi
Vi

En donde ¥, = ¥ + ¥ + ¥4 representa el espacio disponible para la transferencia de masa.

6.6 Comentarios finales

En este capitulo se abord6 el tema del escalamiento de ecuaciones que gobiernan el transporte
de cantidad de movimiento, especies quimicas en medios porosos. Se discutieron y aplicaron los
métodos de homogenizacién y del promedio volumétrico, los cuales comparten varios elementos
en comun. Desde un punto de vista de informacién, el proceso de promediado no implica pérdida
de la informacion proveniente del nivel de escala microscépico, sino un reacomodo en forma de
una ecuacion promediada y no cerrada. Esta ecuacion contiene filtros de informacién (en forma
de integrales superficiales o volumétricas) de la microescala que es aportada por los problemas
de cerradura asociados al proceso de transporte bajo estudio. Por dltimo, se definen coeficientes
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Particulas minerales
Hidrocarburos

Materia organica

Medio liquido

Materia organica

Medio liquido

Microorganismos
Hidrocarburos

Figura 6.7: Esquema de la rizésfera de una planta.

de medio efectivo que contengan la informacién no redundante que aportaron los filtros. Cabe
agregar que los métodos de promediado y escalamiento revisados no son los tnicos que existen en
la literatura y que adn existen puntos de mejora en las técnicas actuales asi como muchos campos

de aplicacion mas alld de los medios porosos donde estas técnicas pueden usarse.
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7. Ecuacio

Intfroduccién

Este dltimo capitulo estd dedicado a ilustrar la solucién de ecuaciones diferenciales parciales
mediante el uso de la férmula de Green y el método de expansiones propias. Aunque a primera vista
pareciera que el material de este capitulo no encaja en contexto que es el modelado en sistemas de
escalas multiples, se mostrard que no es el caso. La razon es la siguiente: en textos dedicados a la
solucidn de ecuaciones diferenciales parciales no se hace hincapié en la deduccién del modelo ni
en el andlisis fisico de la solucion ya que el interés estd en la aplicacion de una técnica matematica.
Ademas, en textos dedicados a fendmenos de transporte, se suelen obviar muchos pasos y conceptos
esenciales de la solucién de ecuaciones diferenciales parciales. Motivado por lo anterior es que en
este capitulo se muestra que la complejidad de la ecuacion diferencial parcial a utilizar depende de
la cantidad de informacién que se necesite conservar para describir cierto fenémeno. Esto implica
un proceso de promediado y escalamiento, al menos en una sola fase, como se ilustra en diversos
ejemplos en este capitulo.

Por lo anterior, el capitulo estd organizado como sigue: en la seccién 7.2 se presentan algunos
aspectos preliminares que tienen que ver con la solucidén de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales
ordinarias asi como el problema de Sturm-Liouville y sus propiedades. Posteriormente, en la
seccion 7.3 se explica el uso de la férmula de Green y la expansién en funciones propias mediante
la solucién de un problema unidimensional en estado estacionario cuya solucién analitica es facil de
deducir. Esta técnica se utiliza en el resto del capitulo incrementando gradualmente la complejidad
de los problemas a tratar. De esta forma, en la seccién 7.5 se aplica esta metodologia para la solucién
de una ecuacioén diferencial parabdlica unidimensional. Ademas, se ilustra el uso del método de
transformada de Laplace. Posteriormente, en la seccién 7.6 se estudia la solucion de una ecuacién
diferencial eliptica bidimensional que incluye un término no homogéneo usando funciones propias
en una y dos direcciones. Todos los problemas anteriores involucran algin tipo de escalamiento
que permite reducir su dimensién espacial. Por lo que el capitulo se concluye en la seccién 7.7 con
la solucién de una ecuacién diferencial parcial transitoria, tridimensional y no homogénea.

Como puede notarse, esta técnica de solucién puede aplicarse tanto a la solucién de problemas
a escala microscépica como a problemas resultantes de un proceso de promediado. A pesar de
que en la actualidad es comiin el uso de software para llevar a cabo la solucién numérica de
ecuaciones diferenciales, siempre que sea posible llevar a cabo soluciones analiticas debe hacerse
ya que aportan resultados exactos a los cuales las soluciones numéricas deben converger. Mds
aun, incluso en casos en los que no sea posible llevar a cabo la solucién analitica (por ejemplo



7.2
7.2.1

160 Capitulo 7. Ecuaciones diferenciales parciales

debido a la complejidad de la geometria), es valioso llevar a cabo soluciones analiticas de versiones
aproximadas del modelo matematico para tener una guia de los resultados cualitativos que debe
seguir una solucién numérica del problema mds completo.

Preliminares
Acerca de la solucién de ecuaciones diferenciales de segundo orden

Considere la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden

dzy

5y =0, (7.2.1)

donde & es una constante positiva conocida. Para resolver esta ecuacion se propone la siguiente
solucién (también conocida como funcién de prueba)

y=eé", (7.2.2)

donde m es una constante que se debe determinar. Sustituyendo esta propuesta en la ecuacién
(7.2.1) resulta que

(m* — a)e™ =0. (7.2.3)
Para satisfacer esta ecuacién debe ser cierto que el término entre paréntesis es cero, ya que de otra

forma la funcidn de prueba seria cero y la solucién del problema seria nula. Entonces, se deduce la
siguiente ecuacion algebraica

m?*—oa=0, (7.2.4)

de donde se deduce que m = £/ ¢t. Dado que hay dos valores de m que satisfacen la ecuacion, la
solucidn se expresa como la siguiente superposicion:

y= cle*/ax + cze_\/ax, (7.2.5)

donde las constantes ¢ y ¢; se determinan a partir de las condiciones de frontera. Esta forma de
expresar la solucién es muy titil cuando se manejan problemas en dominios semi-infinitos. Cuando
el dominio de solucién es finito, es conveniente recordar las definiciones del seno y el coseno
hiperbélicos

& —e X —Xx
senhx = Te; coshx = %. (7.2.6)

Note que al combinar estas definiciones se deducen las siguientes identidades

" = senhx + coshx,

7.2.7
e * = coshx — senhx. ( )
Usando estos resultados en la ecuacién (7.2.5) se obtiene que
y = Asenh+/ox + Bcosh v ax, (7.2.8)

donde A = c; —c2 y B = c1 + ¢ son dos constantes a determinar mediante las condiciones de
frontera.
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Identidades de funciones trigonométricas hiperbdlicas

Cuando la solucién se expresa en términos de funciones hiperbdlicas es conveniente considerar
las siguientes identidades para simplificar los resultados

senh(x £ y) = senhxcoshy £ coshxsenhy, (7.2.92)
cosh(x £ y) = coshxcoshy+senhxsenhy. (7.2.9b)

Ademads, las funciones hiperbdlicas se relacionan con sus contrapartes trigonométricas tradicionales
mediante las siguientes formulas

senh(ix) = isen(x), (7.2.10a)
cosh(ix) = cos(x). (7.2.10b)

De hecho estas dos identidades son especialmente importantes cuando se desean resolver
ecuaciones diferenciales del siguiente tipo

d2
d—x)z)—i—(XyZO. (7.2.11)

De acuerdo con lo expuesto arriba, la solucién en este caso se puede expresar como sigue
y = Asenh(iv/ax) + Beosh(iv/ax). (7.2.12)

O bien, en términos de funciones trigonométricas

y =A"sen(y/ax) + Beos(v/oux), (7.2.13)

donde A* = iA.

Solucioén de ecuaciones no homogéneas

En algunos problemas, es normal encontrar casos como el siguiente:

d2y

-y =f(). (7.2.14)

Para resolver esta ecuacion diferencial no homogénea, la solucién se parte en dos: la solucién del
problema homogéneo (es decir, tomando f(x) = 0) y la solucién del problema particular. Es decir,

Y=Yn+Yp- (7.2.15)

Donde en este caso y, = Asenh(y/0x) 4+ Bcosh(y/0ux), mientras que y, depende de la forma
matemética que tenga f(x). Por ejemplo, si f(x) = ax, en este caso corresponde a un polinomio de
primer orden y se propone

vp = Ko+ Kix. (7.2.16)
Si la funcién hubiera sido una constante entonces se propone simplemente yp = Ky o si hubiera sido
un polinomio de segundo orden, entonces se propone y, = Ko + Kjx + K>x%. Volviendo al ejemplo,
para determinar a Ky y K; se sustituye la solucién particular en la ecuacién diferencial obteniendo

—o Ky — (OCKI +a)x =0, (7.2.17)

de donde se deduce que Ky =0y K; = —a/a. De esta forma, la solucién del problema es

y = Asenh(y/ax) + Bcosh(v/ax) — %x. (7.2.18)
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7.2.4 El problema de Sturm-Liouville

Para los desarrollos que siguen, es de especial importancia el siguiente tipo de ecuacién
diferencial ordinaria

% (p(x)‘;’:> +q(x)¢ +2A*0(x)9 =0, (7.2.19)
donde el dominio es x € (a,b), A es una constante conocida como valor propio, mientras que
p(x), g(x) y o(x) son funciones conocidas de la posicion. Esta ecuacién diferencial estd sujeta a
condiciones de frontera homogéneas y posee las siguientes propiedades (Haberman, 2012):
1. Todos los valores propios son reales.
2. Existe un nimero infinito de valores propios que puede ordenarse a partir del valor mas
pequefio:

11 < lz < 7L3 <... (7.2.20)

Donde A,, — oo cuando n — oo.

3. A cada valor propio A, le corresponde una funcién propia ¢, (x), la cual tiene n — 1 ceros en
el intervalo a <x < b.

4. Las funciones propias forman un conjunto completo que permite expresar a cualquier funcién
suave por tramos, f(x), como una combinacién lineal de ellas:

flx)= i Ann(x). (7.2.21)
n=1

5. Dos funciones propias (que correspondan a diferentes valores propios) son ortogonales
relativas a la funcién peso o(x), esto es

x=b
/ On(X)P(x)o(x)dx =0, Vn#m. (7.2.22)

Como se verd mds adelante, estas propiedades son cruciales en la solucion de ecuaciones diferen-
ciales parciales. Sin embargo, es conveniente comenzar a ilustrar su aplicacién con ecuaciones
diferenciales ordinarias, como se muestra a continuacion.

7.3 Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias usando la féormula de
Green y el problema de Sturm-Liouville

Considere el modelo macroscopico para la transferencia de calor por conduccién en estado
estacionario a lo largo de una placa de longitud L. En ausencia de fuentes internas, la ecuacién
diferencial es

d*(T)
k
dx?

—0. (7.3.1a)

En donde (T') representa el promedio de la temperatura en la seccién transversal de la placa
(ver ejercicio 7.1). Denotando como Ty y 77, los valores de la temperaturaen x =0y en x = L,
respectivamente; se tienen las siguientes condiciones de frontera

enx=0, (T)=Tp, (7.3.1b)
enx=L, (T)=T;. (7.3.1¢c)

Antes de proceder con la solucién del problema, es conveniente replantearlo en términos de las
siguientes variables adimensionales:

<T> —To *

X
7 (7.3.2)
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De esta forma, el problema puede expresarse en su forma adimensional como sigue

d*(T*)
enx*=0, (T*)=0, (7.3.3b)
enx" =1, (T")=1. (7.3.3¢c)

Integrando dos veces la ecuacion diferencial y usando las condiciones de frontera, se deduce que
la solucién del problema es

(T*) = x*. (7.3.4)

A continuacion se ilustra la solucién del problema usando el método de expansiones propias y la
férmula de Green. Para ello, considere el siguiente problema de Sturm-Liouville

d’¢

24
W + A (P = 0, (7.3.521)
Enx* =0, ¢ =0, (7.3.5b)
Enx‘=1, ¢=0. (7.3.5¢)

Note que A no puede valer cero, ya que de serlo, la solucién del problema seria ¢ = 0. La solucién
de la ecuacién diferencial para A # 0 es

¢ = Asen(Ax") + Bcos(Ax"). (7.3.6)

Usando la primera condicién de frontera se deduce rdpidamente que B = 0. Por su parte, la segunda
condicidn de frontera da lugar a la siguiente expresién

0=Asen(A). (7.3.7)

Si se eligiera A = 0, el resultado se reduciria a ¢ = 0. Por tanto, A # 0 y la ecuacion anterior se
simplifica a

0=sen(1). (7.3.8)
De esta expresion se deduce que hay un niimero infinito de valores propios que son A4, = nx, donde
n=1,2,3,.... Por lo tanto, puede proponerse que la solucién del problema sea
(TY(x") =) Angu(x). (7.3.9)
n=1
Para determinar el valor de las constantes A,, se recurre a la féormula de Green en 1D:
o (T dgn _ d(T)|"
75— — dx* = (T*)="" — . 7.3.10
/0 [< ) dx*2? On dx*2 } ¥ =(T") dx* On dx* | ._ ( )
x*=

Sustituyendo las ecuaciones diferenciales (7.3.5a) y (7.3.3a) en el lado izquierdo de la ecuacién

anterior y las condiciones de frontera para (T*) y ¢ en el lado derecho, se llega al siguiente resultado
x*=1

doy,

)2
dx*

2 [ e dx =

x*=0

(7.3.11)

x*=1

Sabiendo que ¢,, = sen(A,,x*) y sustituyendo la solucién propuesta en la ecuacién (7.3.9), se
deduce que

x =1
—An Y An / OO dx* = cos(Ay,). (7.3.12)
n=1 =0
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Ya que las funciones propias satisfacen a un problema de Sturm-Liouville, se cumple la siguiente
condicion de ortogonalidad:

x*=1

[ 9umdx’ =09m £ m. (73.13)

x*=0

Por lo tanto, el dnico término no nulo de la sumatoria dada en la ecuacién (7.3.12) es aquel en el
que n = m, esto es

/ 02 dx* = / sen’(nr) dx* = L (7.3.14)

Tomando en cuenta este resultado, junto con el hecho que cos(nw) = (—1)", se deduce de la
ecuacion (7.3.12), el siguiente resultado

2(—1 n+1
A, = (mz (7.3.15)

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (7.3.9) se deduce que la solucion del problema es

* 2 & (_1 n *
(T*) = - Y Tsen(mrx ), (7.3.16)
n=1

la cual corresponde a la serie de Fourier del seno para x* y converge a la solucién correcta para
x*€10,1). En x* = 1 la expresi6n anterior lleva a (T*) = 0, por lo que en este punto en particular
debe usarse el valor dado en la condicién de frontera. Note que la misma funcién propia se obtendria
aun si la ecuacién diferencial fuera no homogénea como se muestra en el ejercicio 7.2.

Ejercicio 7.1 — Deduccién del modelo macroscépico en una placa. Considere una pla-
ca de seccidn transversal rectangular cuyos extremos (en x = 0, L) se encuentran a temperaturas
constantes conocidas Ty y Ty, respectivamente; mientras que el resto de sus superficies (.277) se
encuentran aisladas. Muestre que las ecuaciones gobernantes de la transferencia de calor en este
sistema en estado estacionario al nivel de escala del continuo son las siguientes:

kV2T =0, (7.3.17a)
enx=0, T="T, (7.3.17b)
enx=L, T=T1p, (7.3.17¢)
en<, —n-kVT =0. (7.3.17d)

Definiendo la temperatura promedio como
1
(T) = —/T dA, (7.3.17e)
AL
o],
deduzca el problema de valor a la frontera dado en las ecuaciones (7.3.1). m

Ejercicio 7.2 — Solucién con una fuente interna de generacioén de calor. Considere el
siguiente problema macroscépico adimensional

d*(T*)
enx* =0, (T*)=0, (7.3.18b)

enx"=1, (T)=1. (7.3.18¢)
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En donde ® = —4x*(x* — 1)/3 es un término fuente. Resuelva el problema por integracion
sencilla y usando funciones propias y muestre que las funciones propias siguen siendo ¢,, =
sen(mmx*).

Transformada de Laplace

Al igual que el método basado en la férmula de Green, el método de transformada de Laplace
consiste en la aplicacién de un operador integral, el cual se aplica en el tiempo en lugar de en el
espacio. Esta transformacidn integral se define para una funcién f que depende de la posicion y del
tiempo como sigue

Definicién 7.4.1 — Transformada de Laplace.

oo

flr,s)=2L{f(r,1)} = / e S f(r,1) dt. (7.4.1)

0

Como puede apreciarse, los limites de integracién comprenden todo el domino del tiempo y por
ello el resultado ya no depende de ¢, sino de la variable de Laplace s, la cual es un niimero complejo
que tiene unidades de s~'. Como lo explica Kreyszig (2011), esta operacién matemdtica lleva a la
funcién f al espacio de Laplace mediante una operacion de integracion con la funcion kernel e,
la cual depende de las variables tanto en el dominio original (el del tiempo) como en el nuevo (el
de Laplace). Note ademds que la dependencia espacial de la funcién no se ve alterada al pasar del
dominio del tiempo al dominio de Laplace. Esto quiere decir que las operaciones de diferenciacién
e integracion espaciales no se ven alteradas por la aplicacién de la transformada de Laplace. Con
base a lo anterior, se pueden escribir las siguientes identidades para funciones escalares (f) o

vectoriales (a) que son funciones continuas de la posicién y el tiempo:

L{Vf}=VL{f}=V], (7.4.22)
Z{V-.a} =V.Z{a} =V-.a, (7.4.2b)
LV} =V2L{f} = V?f. (7.4.2¢)

Sin embargo, la transformada de Laplace de una derivada parcial temporal no es igual de directa
como las expresiones anteriores y estd dada por la siguiente formula (ver ejercicio 7.3)

z{%{} =sf(r,s) — f(r,0). (7.4.3)

En donde f(r,0) corresponde a la condicion inicial. Esta férmula puede utilizarse para deducir la
transformada de Laplace de una segunda derivada temporal como se discute en el ejercicio 7.3.
Estos resultados son de especial importancia en la solucién de ecuaciones diferenciales, pues la
dependencia temporal de una funcién se traduce a términos algebraicos en el dominio de Laplace,
los cuales son m4s sencillos que tratar que las derivadas temporales. Una vez resuelto un problema
en el dominio de Laplace, es necesario regresar al dominio del tiempo. Esto puede hacerse mediante
la siguiente definicién

Definicion 7.4.2 — Transformada inversa de Laplace.

r+ig
A 1 A
flr,t)=2"Hf,s5)} == lim [ e"f(r,s)ds. (7.4.4)
2700 {—voo
r=ig
En la ecuacién anterior, la variable real ¥ se fija con el fin de garantizar la convergencia del
resultado en el tiempo.

Actualmente existe una amplia variedad de valores tabulados de transformadas de Laplace de
funciones de interés en problemas de ciencias e ingenieria (ver, por ejemplo, el capitulo 33 en
Spiegel y col., 2009). Algunos ejemplos se listan en la tabla 7.1.
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Tabla 7.1: Transformadas de Laplace ( f ) de algunas funciones del tiempo (f(¢))

/() f(t)
1) 1 1
i tnfl
2" i (n—1)!
3) m Sen(at)
4) ﬂi—% cos(at)
senh(xy/s) x 2= (= nmx —n’m’t
ssenh((a\%:v)) a —: 71,',?1 n ( sen()a )exp( (a2 -
cosh(x/s 4 = (=1)" 2n—1)mx 2n—1)"mt
2 scosh(ay/s) b E,El 1% ( 2a ) exp <_ 4a? )

* n es un nimero entero positivo.

Al ser el operador de transformada de Laplace un operador integral, estd sujeto a las mismas
propiedades de las integrales. Por ejemplo, la transformada de Laplace de una suma o resta de
funciones del tiempo (f y g) puede expresarse como sigue

L{af(t) £bg(t)} = af(s) £bg(s), (7.4.5)

donde a y b son constantes. En contraste, la transformada de Laplace de una multiplicacién de
funciones no puede separarse en la multiplicacién de funciones en el dominio de Laplace:

L{f(1)g(6)} # f(5)8(s). (7.4.6)

Sin embargo, la transformada inversa del producto de dos funciones si estd definida y constituye el
siguiente teorema

Teorema 7.4.1 — Teorema de la convolucién.

o=t o=t

L7080} = [ fa)st-w) do= [ f-n)s)do=(F+)0). (147

to=0 to=0

Este teorema es muy util en numerosas aplicaciones. Por ejemplo, en el ejercicio 7.4 se utiliza para
deducir la férmula de la transformada de Laplace de una integral temporal.

Regresando la atencién a la transformada de Laplace del producto de dos funciones, si bien el
resultado dado en la ecuacion (7.4.6) es cierto, se cuenta con los siguientes teoremas que pueden
usarse para tratar con casos particulares de productos de funciones en el dominio de Laplace

Teorema 7.4.2 — Teoremas del desplazamiento.
1. Primer teorema del desplazamiento:

ZL{e"f(t)} = f(s—a). (7.4.8)

En donde a es una constante.
2. Segundo teorema del desplazamiento

L{ft—a)u(t—a)} = e “f(s). (7.4.9)
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En donde u(r — a) es la funcién escaldén unitario o de Heaviside, la cual estd definida como sigue

0, <
u(t—a)—{l I>Z . (7.4.10)

En los ejercicios (7.5) y (7.6) se ilustran dos aplicaciones de estos teoremas del desplazamiento.
El método de la transformada de Laplace es muy ttil siempre que puedan encontrarse tanto las
férmulas de transformada como de transformada inversa de las funciones involucradas. En este
sentido, una férmula bastante ttil en la prictica es la siguiente

g{p:(s)}:kilweakt_ (7.4.11)

q(s) k=1 @
ds S=0l;
En donde §(s) es un polinomio de orden n cuyas raices son o, Qp, ..., &4, mientras que p(s) es un

polinomio de orden menor a n.

Ejercicio 7.3 — Transformada de Laplace de una derivada temporal. Utilice la féormula
de integracion por partes para deducir el siguiente resultado

o

z{g{} = e‘”f(r,t)l(of+s/e‘“f(r,t) dt. (74.12)

0

Lleve a cabo las operaciones algebraicas correspondientes para recuperar el resultado dado en
la ecuacion (7.4.3). Ademds, utilice esta formula para deducir la siguiente expresion la cual
corresponde a la transformada de Laplace de una segunda derivada temporal

af

7 PI o 0 7.4.13
{52} =i -sre0) - 5 (7413

r,0

Ejercicio 7.4 — Transformada de Laplace de una integral en el tiempo. Utilice el teore-
ma de la convolucion para demostrar la siguiente identidad

.Z_l{if(s)}— / f(to) dto. (7.4.14a)
to=0

De donde se deduce la siguiente férmula

@ / Flto) dto b =

to=0

% fls). (7.4.14b)

I Ejercicio 7.5 — Aplicacion del primer teorema del desplazamiento. Utilice el primer
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teorema del desplazamiento para demostrar las siguientes identidades

1
at\ __
ZL{e"} = — (7.4.15a)
tn—leat 1
.,2”{(”_ 01 } = Goan (7.4.15b)
e sen(at) 1
g{ a } "~ (s2—2bs+a+b?)’ (7.4.15¢)

En la ecuacién (7.4.15b) n es un nimero entero positivo.

Ejercicio 7.6 — Aplicacién del segundo teorema del desplazamiento: Delta de Dirac.
La funcién delta de Dirac se defini6 en el ejercicio 3.1 en términos de vectores de posicion. Esta
funcién puede también estar definida en términos del tiempo como sigue

o, =1
5(;—:0):{0 I#OO . (7.4.16)

Al igual que en el caso espacial, esta funcién posee la siguiente propiedad de filtracion

[ 108G~ 1) dr = f(w) 74.17)

=t

siempre y cuando 7y € [t1,2]. Ademds, la delta de Dirac estd relacionada con la funcién Heaviside
como se indica a continuacion

d
o0(t—a)= Eu(r—a). (7.4.18)
Utilice esta propiedad y el segundo teorema del desplazamiento para demostrar la siguiente
identidad
ZL{6(t—a)}=e*. (7.4.19)

Note que este mismo resultado se obtiene al usar la propiedad de filtracién de la delta de Dirac
en la definicion de la transformada de Laplace dada en la ecuacién (7.4.1).

7.5 Solucién de ecuaciones diferenciales parciales

Como primer caso de aplicacién de solucién de ecuaciones diferenciales parciales considere
ahora la version transitoria del problema definido en las ecuaciones (7.3.3), la cual puede escribirse

como sigue
o(T*)  9%(T*)
= 7.5.1
o ox? (7.5.12)
enx" =0, (T")=0, (7.5.1b)
enx" =1, (T")=1, (7.5.1¢)
cuandot* =0, (T*)=T,. (7.5.1d)

En las ecuaciones anteriores t* = kt/(pC,L?) y T = (T; — To) /(T — Tp), siendo Tj, el valor
dimensional de la temperatura inicial. Se explorard la solucién del problema utilizando tanto el
método de expansion en funciones propias junto con la férmula de Green y también con el método
de la transformada de Laplace.
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Solucion por el método de expansion en funciones propias y la formula de Green

El problema de Sturm-Liouville sigue siendo el mismo que en el caso estacionario; sin embargo,
la solucién propuesta dada en la ecuacion (7.3.9) ya no es del todo adecuada pues A,, son constantes.
Para permitir que la temperatura dependa de la posicion y del tiempo, se modifica dicha ecuacién
de la siguiente forma

<WWWU=ngMMW (752)

De nuevo, para determinar a las funciones A,(1*) se recurre a la férmula de Green

7 d2¢m AT Ao, T
/ [ dx*? P 856*2@ dx” = (T >d v~ 0n §x>

x*=1

(7.5.3)

x*=0

La cual, tras la sustitucion de las ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera, toma la
siguiente forma

/ [ ") Om + O a;r:q dxt = — 9

e = (=)™, (7.5.4)

x*=1

Sustituyendo en el lado izquierdo de la ecuacién anterior la solucién propuesta dada en la ecuacién
(7.5.2), se deduce lo siguiente:

i <d + A ) / Oum dx™ = (—1)"" Ay, (75.5)

Al igual que en el caso anterior, se utiliza la condicion de ortogonalidad para eliminar la sumatoria
ya que el tnico término no nulo es aquel en el que n = m. Ademds, tomando en cuenta que en este
caso

x*=1

2 * 1
/ 0 dx’ =3, (75.6)

se deduce la siguiente ecuacidn diferencial ordinaria
dA,
dr*

Para resolver esta ecuacion es necesario contar con una condicién inicial para A,. Para deducir
dicha condicién inicial, se sustituye la solucion propuesta dada en la ecuacién (7.5.2) en la ecuacién
(7.5.1d) para obtener:

= Y 4,(0)6,(6"). (7.5.8)
n=1

+A2A, =2(—1)""14,. (7.5.7)

Para despejar a A,(0) de esta ecuacion, se multiplican ambos lados por la funcién propia @, (x*) y
se lleva a cabo la integracion desde x* = 0 hasta x* = 1 para obtener

x*=1 oo x=1

T (x*) dx* =Y A,(0) / P (X7) P (x™) dx™. (7.5.9)

n=1 x*=0

La cual, tras usar la condicién de ortogonalidad, tomando en cuenta el resultado dado en la ecuacién
(7.5.6) da lugar a la siguiente condicién inicial:

0)=2 / T om(x*) dx* = Aro. (7.5.10)
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Regresando la atencién a la ecuacién (7.5.7), utilizando el método del factor integrante se puede
expresar como sigue

2%
deM" A,
darv

Integrando semidefinidamente la ecuacion anterior desde t* = 0 hasta cualquier tiempo da como
resultado:

. 2(—1 n+1 . 2(=1 n+1 2(—1 n+1 .
An(t?) = Ayge 2t +()L) (1 —e Mt ) = ()L,,)+ <An0 - (;L)> e M (7.5.12)

Sustituyendo esta expresion en la solucién propuesta, se deduce la forma final de la solucién:

> 2 > 2(—1)m+1 20
)= Y Ao e 1Y T (1) g 000
n=1 n

n=1

2(—1)" 1 A, (7.5.11)

Contribucion de la condicién inicial Contribucién de la condicién de frontera

< 2(_1 n+1 o 2(—1 n+1 -
I RED) (A"O - (;L)> T R X NE)
n=1 n n=1 n

~
Solucién estacionaria Solucién transitoria

Note que en la primera forma de representar la solucién se ubicaron las contribuciones de las fuentes
que son la condicién inicial y la condicién de frontera. Por su parte, en la segunda expresion se
identificaron las contribuciones estacionaria y transitoria de la solucién. A continuacién se examina
la forma de llevar a cabo la solucién usando el método de transformada de Laplace.

Solucion mediante la transformada de Laplace

Una alternativa atractiva de solucién de este problema consiste en usar el método de la trans-
formada de Laplace pues permite trabajar con una ecuacion diferencial ordinaria en el dominio
de Laplace en lugar de una ecuacién diferencial parcial en el dominio del tiempo. Aplicando el
operador de transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién (7.5.1a), tomando en cuenta la
condicion inicial dada en la ecuacién (7.5.1d) da como resultado la siguiente expresion

d*(T*)
()~ T = S5
Para simplificar el andlisis se considerara tinicamente el caso en el que la temperatura inicial es
constante. Bajo esta suposicion, la solucién general de la ecuacién diferencial (7.5.14) es (ver
seccién 7.2.3)

(7.5.14)

*

N T
(T*) = Asenh(y/sx*) + Bcosh(y/sx*) + —2. (7.5.15)
s

Para determinar las constantes de integracion, es necesario aplicar el operador de transformada de
Laplace a las ecuaciones (7.5.1b) y (7.5.1c¢) para obtener las siguientes condiciones de frontera

enx* =0, (T*)=0, (7.5.16a)
. 1
enx" =1, (T")=-. (7.5.16b)
s
De esta forma, se deduce que B = —%”*1 y
1 T T
n "___cosh(v/s), (7.5.17)

A= ssenh(y/s)  ssenh(y/s) * ssenh(/s)

Entonces la solucién particular del problema es

o (I=Tosenh(y5x')  Tosenh(ys(1—x)) | Ty
(") = ssenh(4/s) B ssenh(4/s) T (7.5.18)
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Para regresar este resultado al dominio del tiempo se aplica el operador de transformada inversa de
Laplace en ambos lados de la ecuacion anterior, tomando en consideracién las formulas 1 y 5 de la
tabla 7.1, para obtener

2 & (=)
(T*y =T+ (1-T,;) x*—i—n’;( n) sen(nn’x*)exp(—nznzt*)]
e P i D" en (nm(1—x*))exp (—n*m*t*) (7.5.19)
mn nn:l n . D

Este resultado puede demostrarse que es equivalente al obtenido previamente (ver ejercicio 7.7).
Aunque el procedimiento fue notablemente mas sencillo que con el método de expansioén en
funciones propias, no debe perderse de vista que se pudo avanzar ya que se contaba con las
férmulas correspondientes a este problema en la tabla 7.1. Cuando este no es el caso, el proceso de
regresar el resultado obtenido en el dominio de Laplace al dominio del tiempo puede ser mucho
mas complicado.

Ejercicio 7.7 — Equivalencia de soluciones. Lleve a cabo los pasos algebraicos correspon-
dientes para verificar que las soluciones obtenidas por el método de transformada de Laplace
y con el método de expansioén en funciones propias son equivalente. Para esto puede utilizar
identidades trignométricas y no perder de vista la suposicién de que la temperatura inicial es
constante. "

Ejercicio 7.8 — Condiciones de simetria. Resuelva de nuevo el problema por el método de
su eleccién modificando la primera condicién de frontera por la siguiente
a(T™)

enx* =0, =0. (7.5.20)
ox*

Esta condicién de frontera indica que x* = 0 es un eje de simetria de la temperatura o bien que
dicha frontera estd aislada a la transferencia de calor. Para evaluar y validar la solucién puede
compararla con la solucién numérica del problema de la Etapa 3 estudiado en la seccién 6.4.5. m

Uso de la formula de Green en problemas no homogéneos

Considere de nuevo la viga de los parrafos anteriores, pero ahora suponga que solo dos de sus
caras laterales estdn aisladas, mientras que la superficie localizada en y = 0 estd expuesta a un flux
constante de calor, mientras que aquella ubicada en y = w presenta resistencias a la transferencia de
calor con el ambiente. Ademads, suponga que la placa contiene una fuente interna y constante de
calor. Bajo condiciones de estado estacionario, el problema de valor a la frontera que describe a
esta situacion fisica es el siguiente

_ 0T 0°T 9T @

0= — 7.6.1
8x2+8y2+(922+k’ ( 2)
enx=0, T=T, (7.6.1b)
enx=L, T=T1;, (7.6.1¢)
oT
eny=0, k— =qo, (7.6.1d)
dy
oT
eny=w, —k—=h(T-T,), (7.6.1e)
dy
T
enz=0,h ka— =0. (7.6.1f)
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Para simplificar el problema es conveniente utilizar el siguiente promedio en la direccion z:
1 z=h
Ty =1 / T dz. (7.6.2)
z=0

Aplicando el operador de promediado a las ecuaciones (7.6.1), el problema se simplifica a la
siguiente forma

_ONT) | T) | (®)

O = axz + 8)}2 + T, (7633)

enx=0, (T)=T, (7.6.3b)

enx=L, (T)=T,, (7.6.3c)
o(T

eny=0, kay> = (q0), (7.6.3d)

eny=w, —ka;? =h((T)-T,). (7.6.3e)

Aqui se supuso que T, es constante. Antes de proceder con la solucion del problema, es conveniente
reformularlo en términos de las siguientes definiciones adimensionales

(T)—T, r (P)L? (qo)L . hL
T — o= P = — . ¢y=-—"——; Bi=—, 7.6.4
-1, ' L KW—T) P~ km-1)y 7' % (7.64)
como sigue
9*T*  9°T*
0=—=—5+—=—5+o" 7.6.5
Ix*2 + ay*Z + ’ ( a)
enx* =0, T"'=Ty, (7.6.5b)
enx'=1, Tr'=1, (7.6.5¢)
aT*
*=0 =g 7.6.5d
eny ) 8)’* 905 ( )
aT*
eny =w", — = BiT™. (7.6.5¢)
ady*

En la ecuacién (7.6.5b), Ty = (To — T,) /(T — T,). Este problema puede resolverse considerando
funciones propias en una o dos direcciones. A continuacidn se explican ambas alternativas.

7.6.1 Solucién con funciones propias en una sola direccién
Este caso no es muy distinto de los estudiados anteriormente. Se comienza proponiendo que la
solucién en términos de las funciones propias en x* sea

oo

T =Y Au(y")gu(x"). (7.6.6)

n=1

En donde ¢, = sen(nmx*) ya que la dependencia en x* en la ecuacién diferencial y las condiciones
de frontera no han cambiado. Utilizando la férmula de Green en la direccién x*:

x*=1
d*o,, 9°T* do, oT*
x*=0

x*=1

dx*z - ¢mw dx* - (bmW (767)

)
x*=0

se obtiene, al sustituir las ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera correspondientes, la
siguiente expresion

=1 2k
/ [—An%ququbmaT} dx* = APm
x*=0

«dPm
ay*Z T odxt I

| 0 dx*

(1" —Tg].  (7.6.8)
x*=0

x*=
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O bien, tras sustituir la solucién propuesta,

= (d’A, i
Z (dy*2 - )'1721An> / (an)m dx* = )Lm [(_1)m — T()*} . (7.6.9)
n=1 x*=0

Como en los casos anteriores, esta ecuacion se simplifica debido a la ortogonalidad de las funciones
propias y da lugar a la siguiente expresion

d*A,

o AA, =20, [(—1)" =Ty . (7.6.10)

Para resolver esta ecuacion diferencial ordinaria se requieren dos condiciones de frontera, las cuales
resultan de sustituir la solucién formal en las ecuaciones (7.6.5d) y (7.6.5¢)

> dA
eny" =0, ) y u 00 = G5, (7.6.11a)
= y*=0
* * - dA .
eny" =w*, —) < dyjj —|—BzAn> ¢ =0. (7.6.11b)
n=1 ye=w*

Multiplicando ambas ecuaciones por ¢,,, llevando a cabo el paso de integracion en la direccion x* y
tomando en cuenta la condicion de ortogonalidad, se deduce que

X =
A
eny* =0, dAn =2 / G50 dx* = qn, (7.6.12a)
dA
eny* =w", —— = BiA,,. (7.6.12b)
dy =

La solucidén general de la ecuacién diferencial (7.6.10) es

2[(-1)" =Ty
A, = Cysenh(A4,y") 4+ D, cosh(A,y*) — W. (7.6.13)
n
Usando la condicién de frontera en y* = 0, se deduce que
qn
C,=—. 7.6.14
"= ( )

Para determinar a la constante faltante se utiliza la condicién de frontera en y* = w*, lo que da lugar
a la siguiente ecuacién

TCOSh(A”W ) + Dy senh(A,w") = _% [l senh(A,w*) + D, cosh(A,w*) — 2[(_1){_7"0]
(7.6.15)

De aqui se puede despejar a D,, como sigue

f’ [,1 senh(A,w*) — 2[(_]}:_%]] 1= cosh(A,w")

D, = . . 7.6.16
" senh(A,w*) 4+ % cosh(A,w*) ( )

Tomando en cuenta este resultado, la solucion del problema se puede expresar como

i Zl [%S‘“’nh“ )4 Dyeosh(y) - 2L =T

. T O (). (7.6.17)

Como puede notarse, el resultado anterior se obtuvo al utilizar las funciones propias correspondien-
tes a la direccion x*. Una alternativa es considerar las funciones propias en y* o bien considerar
funciones propias en ambas direcciones. Esta tltima opcidn se explora a continuacion.
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Solucién utilizando funciones propias en dos direcciones

Una alternativa a la solucién desarrollada arriba es la siguiente
T =YY AW (x",y%). (7.6.18)
n=1m=1

En donde A,,, es una constante y W,,,,,(x*,y*) es una funcion propia en dos direcciones. Esta funcién
satisface el siguiente problema de Sturm-Liouville en dos direcciones:

¥, N PRA
ax*Z 8))*2

+ (A7 +By) Pam =0, (7.6.19a)

que debe ser resuelta sujeta a las condiciones de frontera homogéneas

enx' =0,1; W¥,,=0, (7.6.19b)
a‘Pl’l’n
eny" =0, =0, (7.6.19¢)
ady*
anm .
eny  =w", _9 — = BiPu,. (7.6.19d)
dy

Note que las ecuaciones anteriores son las versiones homogéneas de las ecuaciones (7.6.5). Mds
aun, esta funcidn propia satisface la siguiente condicién de ortogonalidad:

yi=wtxr=1
/ WPy dx*dy" =0, sin#kom#p. (7.6.20)
y*=0 x*=0

Para resolver este problema de Sturm-Liouville, se propone la siguiente separacién de variables

Eon (X7, 57) = Gu(x") P (). (7.6.21)

Sustituyendo esta expresion en el problema definido en las ecuaciones (7.6.19) da lugar a los
siguientes dos problemas de Sturm-Liouville unidimensionales

Problema-1
d2
On 226, =0, (7.6.22a)
dx*Z
enx"=0,1; ¢,=0. (7.6.22b)

e Baon =0, (7.6.23a)
doy
=0 7.6.23b
eny 'y ; ( )
eny =w", — = BiQy,. (7.6.23¢c)
dy*
Las soluciones de estos problemas son
0n(x*) = sen(A,x"), (7.6.24a)
On(y*) = cos(Bny"). (7.6.24b)

En donde A, = nm, mientras que los valores propios f3,, son las raices de la ecuacion:

B sen(Bw*) = Bicos(Bnw"). (7.6.25)
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De lo anterior, se deduce que la funcién propia bidimensional estd dada por
W (", ¥") = sen(A,x") cos(Buy™). (7.6.26)

Para continuar con la solucién del problema se utiliza la férmula de Green en dos dimensiones:

yi=wt =1 =1 ow Py
/ [T*V2¥,, — W, V2T*] dx*dy* = / [T* ay’;” ¥, 5y } 0 dx*
* | * | * y*:
V=00 . 0 (1.6.27)
yi=w *__
PR or ¥ !
* / [T* 8xkp k 8x*} dy"-
=0 tT

En la expresion anterior, el operador laplaciano estd usado en dos dimensiones. Sustituyendo las
ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera para T* y W,,,,,, se obtiene que

yi=w* x*=1 x*=1
— / / [T (A + B}) Wrp — D" W] dx“dy* = g} o dx*
y*=0 x*=0 x*=0
y*: *
0¥y 0¥,
-1y dy”*. 7.6.28
/ [ E o P T N ( :

Sustituyendo la solucién propuesta dada en la ecuacion (7.6.18) en la expresion anterior da lugar a

o e y=wtx*=1 yi=wtxr=1
Z Z wm (AL +B) / /\an\Pkp dx*dy* = / / O* W, dx*dy*
n=lm=1 y*=0 x*=0 y*=0 x*=0
=1 y*:W*
. 0¥y . 0¥y .
—q5 dx* — / { . -T . dy*. (7.6.29)
0 dx x*=1 ox x*=0

Aplicando la condicién de ortogonalidad, dada por la ecuacién (7.6.20), lleva al siguiente
resultado

y=w'xt= x=1 y=w* v ¥
f f P~ Yo dx*dy* _ng f Youm y*=0 dx* — f |: ax’im . _TO* ax’im . ] dy*
y*=0 x*=0 x*=0 y*=0 x*=1 x*=0
Anm = ra——
(A7 +Bi) fo f W5, dx*dy*
xt=
(7.6.30)

Con este resultado se concluye la solucién del problema. A diferencia del resultado que aporta el
considerar funciones propias en una sola direccidn, en este caso la evaluacion es mas demandante
debido a que la solucién implica una doble sumatoria. Sin embargo, hay casos en los que es
inevitable usar funciones propias multidimensionales como se ilustra en el caso de estudio siguiente.

Ejercicio 7.9 — Modelo de Hagen-Poiseuille transitorio. Considere el flujo desarrollado
(es decir, lejos de las superficies de entrada y salida) de un fluido newtoniano e incompresible
en un tubo de seccidn transversal circular de radio R y largo L. Demuestre que en este caso la
ecuacién de conservacion de cantidad de movimiento a escala microscdpica se reduce a

o _ P-4 (av>

ot L rar \' or (7.6.31)

En la ecuacion anterior & (z) = p(z) — pgz es la presion modificada del fluido. Suponiendo
condiciones de simetria en r = 0 y de no deslizamiento en las paredes del tubo, las condiciones
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de frontera son

P)

enr=0 22—y, (7.6.32)
ar

enr=R, v,=0. (7.6.33)

Por tltimo, suponga que el fluido se encontraba inicialmente en reposo. Resuelva analiticamente
este problema usando el método de expansion en funciones propias y deduzca que la solucién es

_ Rz(go—e@L) Jo ),nr/R ) Mt
= 1_7 8): FETACRY ( A pR2> (7.6.34)

En donde 4, son las raices de la ecuacién Jy(4,) = 0. Demuestre que la velocidad promedio
estd dada por la ecuacién (3.3.18). ]

7.7 Solucién de un problema tridimensional y transitorio

Como tdltimo caso de estudio se reconsidera ahora a la placa de los ejemplos anteriores, solo
que ahora la superficie ubicada en z = 0 estd a la temperatura 7y, mientras que la superficie ubicada
en z = h presenta resistencias a la transferencia de calor con el ambiente. Ademas de ello, se supone
que la barra se encontraba inicialmente a una temperatura constante 7;, y se desea deducir una
solucién que describa la dindmica de los perfiles tridimensionales de la temperatura.

Se comienza con el planteamiento del problema dimensional. De acuerdo con la situacién fisica
descrita arriba, se tiene el siguiente problema de valor inicial y a la frontera:

oT 0°T 9T 9°T
— =k <) 7.7.1
PCr Y, <8x2+8y2+8z2>+ ! (7.7.12)
enx=0, T =Ty, (7.7.1b)
enx=L, T=T1;, (7.7.1c)
aT
eny=0, k—— =qo, (7.7.1d)
dy
oT
eny=w, ka—y T —-T1,), (7.7.1e)
enz=0, T=Ty, (7.7.11)
aT
enz=h — k8— T —T,), (7.7.1g)
z
cuandor =0, T =T;,. (7.7.1h)

En este caso, no es necesario llevar a cabo simplificaciones al problema mediante un proceso de
promediado por lo que puede procederse a reformularlo en términos de las siguientes definiciones

adimensionales:
T-T, kt ®L? L hL
T* — a; r*:E; = : oF — : 6]3: q0 : Bl:77
. —1T, L pC L? k(TL—Ta) k(TL—Tu) k
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para obtener asi las siguientes ecuaciones

ar*  9*T*  9°T*  O*T*

= o* 7.7.3

al* ax*Z + ay*Z + aZ*Z + ) ( a)

enx" =0, T"'=Ty, (7.7.3b)

enx' =1, T'=1, (7.7.3¢)

oT*

=0 =q; 7.7.3d

eny ) ay* 905 ( )
oT*

eny  =w", — = BiT*, (7.7.3¢e)
ady*

enz"=0, T*"=Tyj, (7.7.3)
aT*

ens' =h* — 2 — BT, (7.7.3g)
dz*

cuandot* =0, T"=T,. (7.7.3h)

Para resolver este problema, se propone la siguiente expansién en términos de una funcién propia
en tres dimensiones

=Y )
n=1m=1

En donde A, es una funcion del tiempo que debe determinarse, mientras que la funcién propia W
satisface al siguiente problema de Sturm-Liouville:

s

Anmo(t*)\anO(X*7y*7Z*)' (7.7.4)

o=1

aZlPVZH’lO aZanmo aijnmo

PR N O (Ar + B+ 00 ) Wamo = 0, (7.7.52)
enx"=0,1 Wy, =0, (7.7.5b)
eny* =0, a‘;l;j"’ =0, (7.7.5¢)
eny* =w*, — ajy”f" = Bi%¥,0, (7.7.5d)
enz* =0, W¥,., =0, (7.7.5¢)
eng" =h" — aj;”” = Bi¥ o (7.7.5f)

La solucién de este problema puede expresarse como
oo (x",5%,27) = (") o (Y)W (7). (7.7.6)

En donde las funciones propias en cada direccion satisfacen los siguientes problemas de Sturm-
Liouville:

Problema-1
¢y | .o
s F AL =0, (7.7.72)
enx*=0,1; ¢, =0. (7.7.7b)
Problema-I1
dz‘Pm 2
2 + B =0, (7.7.8a)
Aoy,
eny =0, 2P _ (7.7.8b)
dy*
Aoy,
eny =w', 2" _pio.. (7.7.8¢)
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Problema-I11

d21[10 2

42 +a,y, =0, (7.7.9a)

enz =0, y,=0, (7.7.9b)
dvy,

enz =k, —2Y°_ iy, (7.7.9¢)
dz*

Los problemas [ y II son los mismos que se resolvieron en el caso anterior y su solucién estd dada
por

O (x*) = sen(A,x"), (7.7.10a)
O (y*) = cos(Buy”).- (7.7.10b)

Mientras que para el Problema-III la solucion es
Y, (Z") = sen(@,z"). (7.7.10c)

En las ecuaciones anteriores A,, B, y @, son los valores propios que resultan de resolver las
siguientes ecuaciones

sen(A,) =0, (7.7.11a)
B sen(Bw*) = Bicos(B,w"), (7.7.11b)
— o, cos(o,h™) = Bisen(a,h™). (7.7.11¢)

Con base en estas soluciones se deduce que la funcion propia es
Womo (x*,y",2°) = sen(A,x") cos(Bny™) sen(@,z"). (7.7.12)

Para llevar a cabo la solucion del problema se usa la férmula de Green en su version tridimensional
Z=h* Yy =w" x*=1
*v72 2k I I
/ [TV pgr — W V2T dx*dy*dz
=0 y*=0 x*=0

=l yr=w*

0¥ or*1* !
— TPy r] dy*dz*
/ / [ Ix* PI%0x* | o
7*=0 y*=0
Z'=h*x*=1 -
¥ aT* 1> ="
—|—/ /[T* a’f’—‘l’pq,*} dx*dz"
y M | —o
=0 x*=0
Vi=w*x*=1 *__px
OV oT*1* ="
+ / / T 20— —— dx*dy*. (7.7.13)
2z 97" | ..,
y¥*=0 x*=0 z

La cual, al sustituir las ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera para la temperatura y la
funcién propia, toma la siguiente forma

Z*:h* y*:W* x*zl

oT*
[ [/ [‘Pp‘f’at* T (A2 4B+ o) lp,,qr] dx*dy*dz’
7*=0 y*=0 x*=0

Z=h*y'=w* ' =h*x"=1
¥ oY
— pqr _ * pqr * * _ k * k
B |: ox* w1 TO ox* x_() dydz / / lppq, y=0 o dr’dz
=0 y*=0 = = =0 x*=0
Vi=w*x*=1 =h* y*=w* x*=1

0¥,
+ / /TO 8213‘(]

dx"dy* + / / / W, @ dx*dy*dz". (7.7.14)
@=0 20 y*=0 x"=0
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O bien, tras sustituir la solucién propuesta en la ecuacién (7.7.4),

7 =h* y*:w* =1

YY Y {"A""w (A2+ qu+a,2)Anmo} [ ] e axiayaz

n=1m=1o 7¢=0 y*:o x*=0

=kt Y =w Z=h*x*=1

a\P r a\P r * * * * *
y =0 7#=0 x*=0
yr=w* xt= 8‘{1 =h* y*=w*x*=1
/ / e dx*dy* + / / / W, " dx*dy*dz*. (7.7.15)
20 =0 =0 20 =0 x*=0

Usando la condicién de ortogonalidad de las funciones propias se deduce la siguiente ecuacién
diferencial ordinaria

dApumo
dr*

+ ermoAnma = Qumo- (7.7.16)

En donde, para abreviar la notacién, se definié y2,,, = A2 + B2 + &2, asi como

Z* :h* y* — ¥
o a‘ano
-Qnmo - | ax*
7*=0 y* =0

_ * alIj}’lﬂ’l()
O ox*

x*=0

x*=1

Z'=h*x*=1 yi=wtat=1

3‘{’
/Tnsz’y*—OCIOdX*dZ + / /TO —

y*=0 x*=0

dx*dy*
z*=0

=h*y*=w"x*=1 ZF=h*y =w"x*=1 -1

+ / / / W0 ®* dxtdy*dz* / / / W2 dxtdy'dzt| . (7.7.17)
=0 y*=0 x*=0 =0 y*=0 x*=

Para resolver la ecuacion (7.7.16), se necesita una condicion inicial, la cual resulta de sustituir la
solucién formal en la ecuacién (7.7.3h):

Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por ‘'), € integrando volumétricamente da
como resultado:

nmo nmo(X*vy*yz*)' (7.7.18)

an

Z=h* y*=w*x*=1
f f f Tannmo dX*dy*dz*
=0 0 x*=
Ao (0) = 222 . (7.7.19)
I J f Y2, dx*dy*dz*
=0 y*=0 x*

La solucién de la ecuacién (7.7.16) es
* Q *
Ao (%) = Ao (0)eFonol” 2 [1 ool } . (7.7.20)
nmo

De esta forma, la solucién del problema se puede escribir como sigue:

oo oo

= Z i Z |: ”’"0 nm{J(X*vy*vz*)eiyg"mt*+‘an0( 7y < )g;;mo <1—€y’%’""t*):| .

n=1m=1o0=1 nmo
(7.7.21)

En donde el primer término representa la influencia de la condicién inicial y el segundo la de las
condiciones de frontera. Con esta expresion se concluye la solucién del problema.
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Ejercicio 7.10 — Transporte por difusidon y conveccion. En esta seccidn se reviso la solu-
cién de varios problemas en donde el principal mecanismo de transporte era la difusién. En
este problema se aborda el caso del transporte por difusién y conveccién. Para ello, demuestre
primero que la siguiente ecuacion diferencial

aw %w aw

puede transformarse a la siguiente forma difusiva

s(x)aav: = ;x [p(x)aa?:] —q(x)w+s(x)P(x,1), (7.7.23)

al utilizar los siguientes cambios de variable

p(x) =exp [/ ‘;E};)) dx} ;os(x) = ?g;; q(x) = —s(x)h(x). (7.7.24)

Posteriormente, utilice esta informacion para resolver el siguiente problema de transferencia de
calor en estado transitorio:

pC, (3((9? +(v2) a§:>> = ka;i? + D, (7.7.25a)
enz=0, a(g? =0, (7.7.25b)
enz=L, -— a(g? =h(T —T,), (7.7.25¢)
cuandor =0, T =T, (7.7.25d)

En las ecuaciones anteriores (v,) representa el promedio de la componente z de la velocidad y
es constante al igual que la fuente ®. Resuelva analiticamente este problema usando el método
de expansion en funciones propias junto con la férmula de Green. "

7.8 Resumen del capitulo

En este capitulo se presentd una breve discusion acerca de la solucién de ecuaciones diferencia-
les ordinarias y parciales. El énfasis se centré en aquellas ecuaciones que se encuentran tipicamente
en aplicaciones asociadas con fenémenos de transporte y no en hacer una discusién exhaustiva de
la solucién de ecuaciones diferenciales en general. Con esta visién en mente se examind el uso
del método de expansién en funciones propias (el cual aprovecha los fundamentos del método de
separacion de variables y del problema de Sturm-Liouville) junto con la férmula de Green asi como
el método de la transformada de Laplace. Como comentario final, vale la pena recalcar que, a pesar
del extenso uso de las soluciones numéricas en la actualidad, el contar con soluciones analiticas,
cada vez que esto sea posible, es una labor que no debe perderse. Lo anterior se debe a que este
tipo de soluciones no tienen las aproximaciones que involucran las soluciones numéricas y son, por
tanto, mas confiables.
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Comentarios

En este texto se abordaron de manera integral los tres tipos de fendmenos de transporte. El
enfoque que se adopto fue el de enfatizar la relacion que tienen los procesos que ocurren a un nivel
de escala macroscdpico con los que tienen lugar a la escala microscépica. Como pudo notarse, las
ecuaciones gobernantes a la escala macroscopica (y de hecho las condiciones de frontera entre
fases) se deducen a partir de los principios de conservacion a escala macroscOpica. Mds atin, con los
métodos del promedio volumétrico y de homogenizacion se establece, en el proceso de cerradura,
el vinculo que guardan los fenémenos de transporte a escala microscépica con los que ocurren a
escala macroscépica. Por ultimo, el filtrado sistemético de informacion entre escalas determina
la complejidad del modelo matemético a resolver. El cual, en algunos casos es susceptible de ser
resuelto de manera analitica como se ilustré en el dltimo capitulo de este texto.

Espero sinceramente que el material cubierto aqui haya sido de interés para el lector y que
esta vision le sirva para ver desde una perspectiva un poco distinta a la cldsica los fenémenos
de transporte. Un dltimo punto que deseo enfatizar en este parrafo es que los fenémenos de
transporte son un tema de investigacidon boyante que motiva a llevar a cabo actividades de docencia
e investigacion que tienen una amplia variedad de aplicaciones. Es por ello que su estudio hace
practicamente imposible resistirse a desear dar lo mejor de uno mismo y hacer estudios en los que
se trabaja no solo con la razén sino con el corazén. Espero haber contagiado de ese entusiasmo al
lector.

Sinceramente

Francisco J. Valdés-Parada
Ciudad de México, 2022
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