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Prologo

Es tal la influencia de las ecuaciones diferenciales parciales que se puede afirmar que
no hay rama de las ciencias que no las utilice. Una pequefia muestra: las ecuaciones
de Maxwell, piedra angular de la teoria electromagnética; las ecuaciones de Navier-
Stokes, fundamento de la hidrodindmica; la ecuacién de Schrodinger, nada menos que
el sustento de la revolucidn cudntica en la fisica; ademds, y para hablar de algo de moda
por las crisis econdmicas, la ecuacién de Black-Scholes que es una ecuacidon diferencial
parcial estocdstica en la cual se basan los célculos de los derivados financieros cuyo
abuso puso de cabeza la economia de varios paises y al borde del derrumbe a la
economia mundial al final de la primera década de este siglo. El éxito de las ecuaciones
diferenciales parciales radica en su capacidad de modelar una enorme diversidad de
fenémenos fisicos, bioldgicos, quimicos, de la ingenieria, de la economia, etcétera.
Por si fuera poco, las ecuaciones diferenciales parciales tienen aplicacion en diversas
ramas de la Matemdtica Tedrica como en la Geometria Diferencial y por que no
decirlo, fueron fundamentales para la demostracién de un Problema del milenio, la
conjetura de Poincaré. Mds atn, las ecuaciones diferenciales parciales no s6lo son
importantes por sus aplicaciones, sino que tienen importancia en s{ mismas y son
objeto de extensa investigacion cientifica hoy por hoy. En este libro trataremos las
ecuaciones que modelan el problema de calor, de onda y de Laplace, problemas cldsicos
de ecuaciones diferenciales parciales.

El Capitulo 1, trata de una clasificacion elemental de las ecuaciones diferenciales
parciales. El Capitulo 2 trata de las ecuaciones de primer orden. Consideramos reco-
mendable comenzar con las ecuaciones mds simples de resolver, ademas de que no
hay mejor introduccién al estudio de las curvas caracteristicas, las cuales aparecen
naturalmente en la solucién de la ecuacién de onda, por ejemplo. En el Capitulo 3,
se estudian los modelos clasicos de la ecuacién de calor, de onda y de Laplace, sin
embargo los interesados s6lo en los métodos de solucién pueden pasar directamente a
ellos sin necesidad de leer los capitulos mencionados. La solucién y los métodos de
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solucién de las ecuaciones lineales ocupardn la mayor parte de este libro, se estudian
ampliamente el método de separacién de variables, el método de solucién por series y
transformadas de Fourier y transformadas de Laplace (capitulos 6 y 9 respectivamente).
El capitulo 8 estd dedicado a la solucién numérica de las ecuaciones lineales y se da un
ejemplo de solucién de una ecuacién no lineal, la ecuacién de Burgers. En el dltimo
capitulo se da una introduccidn a las funciones de Green. En la seccién 10.3 de este
ultimo capitulo se da una introduccidn a la teoria moderna de ecuaciones diferenciales
parciales definiendo el concepto de distribucién y dando el adecuado marco tedrico
para la delta de Dirac y las funciones de Green en su forma moderna.

Como ya hemos mencionado, los capitulos de este libro pueden leerse de forma
independiente por lo que se facilita que sea usado como libro de texto. Por ejemplo
puede leerse el capitulo 6 sobre el método de separacioén de variables sin haber leido el
capitulo de las ecuaciones de calor, de Laplace y de onda. El libro cumple completa-
mente el programa de varias universidades, entre ellas el de la UAMI, pero contiene
ademds algunos temas complementarios, por ejemplo el capitulo dedicado al problema
de Sturm-Liouville, o bien como ya se dijo, el capitulo de ecuaciones de primer orden.
Creemos que dar la posibilidad de tener un panorama mas completo de las ecuaciones
diferenciales de ninguna manera puede ir en detrimento del estudiante.

La mayor dificultad para lograr un buen desempefio en este tipo de cursos es la
cantidad de conocimientos previos requeridos: calculo de varias variables, ecuaciones
diferenciales ordinarias, dlgebra lineal. Sin estos conocimientos es imposible tener
un minimo avance en el estudio de ecuaciones diferenciales parciales. Al final del
libro se incluyen apéndices con un repaso en algunos temas esenciales de ecuaciones
diferenciales ordinarias y del Célculo.

Este libro no hubiera sido escrito sin la colaboracién y conocimientos de Francisco
Hugo Martinez Ortiz a quien agradezco profundamente su buen dnimo y paciencia.

Gabriel Lépez Garza.

Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz



Introduccion

(Porqué escribir un libro de edp? Cuando este libro comenz6 a ser escrito, no habia un
solo libro de edp en espafiol, excepto los viejos, pero excelentes libros soviéticos de la
editorial MIR, los cuales muchas veces requieren un nivel de matemadticas superior al
que se exige como prerrequisito al curso de la UAMI. Por otra parte, si bien algunos
libros de ecuaciones diferenciales ordinarias como el de Boyce et al., incluyen algunos
de los temas del programa oficial, ninguno de tales libros lo cubre en su totalidad. Al
dia de hoy se han publicado quizd, un par de libros de edp en espafiol, como el libro de
Haberman, el cual esta disefiado para ser cubierto en dos semestres de las universidades
norteamericanas, lo cual, como se sabe, excede en mucho los tiempos de la UAMI.
Existe entonces la necesidad de escribir un libro de ecuaciones diferenciales parciales,
el cual esté a un nivel acorde con la seriacidén de materias de la UAMI, que cubra la
totalidad de los contenidos requeridos y que pueda adaptarse facilmente a un curso de
un trimestre. Este libro constituye una propuesta para cubrir tales requisitos.

El presente texto cubre integramente el programa de Ecuaciones Diferenciales
Parciales a nivel licenciatura para la Divisién de Ciencias Basicas e Ingenieria (CBI),
de las Licenciaturas de Matematicas, Fisica, Licenciatura en Electrénica y varias
licenciaturas mas de CBI, como se muestra a continuacién. El programa sintético de
licenciatura consta de seis temas (y varios subtemas pertinentes que no se muestran
aqui):

i) Concepto de ecuacién diferencial parcial, series de Fourier y problemas de

valores en la frontera.
ii) La ecuacién de Calor y el método de separacién de variables.
iii) La ecuacién de Laplace.
iv) La ecuacién de onda.
v) La transformada de Fourier.
vi) Solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales.
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Pero ademads de cubrir todos estos temas y los subtemas correspondientes del programa
oficial, se han incluido varios mas, tales como

1. Clasificacién de las ecuaciones diferenciales parciales, forma candnica de las
ecuaciones diferenciales parciales.
Ecuaciones de primer orden, la ecuacion de Burgers.
Problema de Sturm-Liouville.
Transformada de Laplace.
5. Introduccién a la teoria de las distribuciones.
Creemos que un libro introductorio de ecuaciones diferenciales parciales no esta
completo si no incluye los temas que agregamos. A pesar de que el material aqui
contenido excede lo que puede estudiarse en un trimestre de once semanas, (como
son los trimestres en la UAMI), los temas afiadidos no estan seriados con los temas
requeridos por la UAMI, de tal manera que el estudiante o el profesor, pueden pasar
directamente a la ecuacién de calor, por ejemplo, sin haber revisado los dos primeros
capitulos en absoluto. En general, se ha tenido cuidado de que todos los capitulos que
incluyen los temas del programa oficial sean independientes unos de otros.
Finalmente, la seccién dedicada a la teorfa de las distribuciones en el dltimo capitulo
es la de mayor exigencia del libro. Ha sido pensada para estudiantes de ciencias que
deseen comenzar un estudio mds profundo de la teoria de las edp, pero puede ser
omitido completamente en un primer curso, sin detrimento alguno para el estudiante.

v
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1 Introduccion

¢Qué es una edp?

Una ecuacion diferencial en derivadas parciales (edp), puede describirse como una
relacién donde aparece una funcién incégnita u junto con al menos una derivada parcial.
Dado que en una edp deben aparecer derivadas parciales se sobreentiende que u
depende de al menos dos variables independientes. En general, una edp es una relacion
de la forma

G(x1,x2,. .., X, U, Uy, ""uxn""’ux’,’”x;"z...x,'f") =0, (1.1)

donde mj +- - - +my < oo, es decir, en la relacién aparecen un nimero finito de derivadas
parciales con respecto a cualquiera de las variables x1, ..., x, de una funcién incégnita
u=u(xy, x2,...,x,). En este libro utilizaremos 7, x,y,z,1, &, x1, x2, . . ., X, para denotar
las variables independientes, la variable ¢ estard asociada con el tiempo, mientras que las

variables, x,y,z,7,& o bien xy, xa, .. ., X, estardn asociadas con dimensiones espaciales.
m

Las derivadas parciales de u se denotan en general como u,» = ——. En este libro
1

oxm’
o . _ d%u 0%
usaremos indistintamente las notaciones i, = FIe) Y lpg = W
Por supuesto, el niimero de variables de una ecuacién diferencial parcial (1.1), se
define como el niimero de variables de la funcién incégnita u.
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= Ejemplo 1.1 A continuacién se presentan una serie de ecuaciones importantes:
i) La ecuacion de calor: u; — uy = 0.

ii) La ecuacioén de la barra: u; + uy = 0.

iii) La ecuacién de las funciones p—arménicas: div(||Vu||P~>Vu) = 0, donde 1 <
p <o, Vu= (uy,uy,u;) y ||Vul| = A/ ”)%""”%"’”%'

iv) La ecuacion de Burgers: u; + uu, = 0.

v) La ecuacion del medio poroso: u; — A(u?) = 0, donde Av = vy + vy, +v,. y Y es
una constante.

Las ecuaciones anteriores, sobra decirlo, tienen un sinnimero de aplicaciones, algunas
de las cuales estudiaremos en capitulos posteriores. .

N) Eneste libro no escribiremos explicitamente las variables independientes y se
denotard a u(t,x1,. .., x,) simplemente por u. Se considerard ademds, que las
variables de las que depende u son solamente aquellas que aparecen en las
derivadas de la ecuacién, por ejemplo, de la ecuacién

ou_ 2
ot Ix?

se deduce que u s6lo depende de ¢ y de x, es decir, u = u(t,x).

Ejercicio 1.1 Compruebe que las ecuaciones u; + tyy = 0y s + Uy, = 0, son
de dos variables independientes; que la ecuacién div(||Vu|[?~2Vu) = 0, donde
Vu = (uy,uy,u;), tiene tres variables; y que la ecuacién u; — A(u”) = 0, donde
Av = v, +Vyy + v, €s de cuatro variables. .

Definicion 1.1 El orden de una ecuacién diferencial parcial, es el orden de la
mayor derivada que aparece en la ecuacion.

s Ejemplo 1.2 Laecuacion u; + u,, = 0, es de tercer orden; la ecuacién u; + uu, = 0,
es de primer orden; la ecuacién u; + u,, = 0, es de segundo orden. .

Se recuerda del curso de ecuaciones diferenciales ordinarias, que dada una ecuacién
diferencial se le puede asociar un operador L, el cual estd definido sobre un espacio de

2 Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz
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funciones, por ejemplo, con la ecuacién:

d’u(t)  du(t) )
bkl WA - 1
i +3 o Su(t) =t"+
se asocia el operador
d’u(t)  du(t)
[M] = dﬂ +37 *Su([),

el cual estd definido sobre el espacio de funciones que tienen segunda derivada.
Una ecuacion diferencial ordinaria se dice lineal si el operador L correspondiente
es lineal, es decir, si se cumple

Llau+v] = aL[u]+ L[|

para toda o € Ry cualesquiera funciones u, v en el dominio! de L. De manera similar
a como se hace en una variable, se puede definir un operador asociado a las ecuaciones
en derivadas parciales y se pueden distinguir los operadores lineales de los no lineales.

d 9?
= Ejemplo 1.3 Con la ecuacion, a—L; — a—,; = cosx, se asocia el operador L[u| =
X
ou d*u
or  ox2 .
9? 92 9?
= Ejemplo 1.4 Con la ecuacién de Laplace, gu + au + g _ 0, se asocia el
oxz  Jy? 972
dor L] %u n %u n 2%u
operador L{u| = — + =—5 + =
P oxz  oy? 97 -
= Ejemplo 1.5 La ecuacion de Burgers u, + uu, = 0 tiene asociado el operador no
lineal L[u] = u; + uu,. .

Es decir, en forma andloga a las ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecuaciones
en derivadas parciales, se dicen lineales, si el operador asociado es lineal.

ou du

IEjercicio 1.2 Verifique que las ecuaciones — ——
ot  oJx?

=cosx, Yy

"Para que un operador sea lineal se requiere que su dominio sea un espacio vectorial.

Capitulo 1 Introduccion 3
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a aF a2u+ Gl 0, son lineale que la ecuaci6 + 0, (como
—+=5+=5 =0, son li s y que la ecuacién u; + uu, = 0,

ox2  dy? 0972

ya se menciond) no es lineal. "

1.2 Clasificacion de las ecuaciones lineales de segundo orden
en dos variables con coeficientes constantes

En general, las ecuaciones lineales de segundo orden en dos variables tienen la forma:

Aty + Buyy + Cuyy + Duy + Euy +Fu+G =0 (1.2)

donde los coeficientes A,B,C, D, E, F, G son funciones reales definidas en una regién
Q C R? y A%+ B>+ C? > 0 (claramente, la condicién anterior garantiza que al menos
uno de los coeficientes A, B, C sea distinto de cero). Si los coeficientes son constantes
reales, con la posible excepcion de G, a la ecuacién (1.2) se le llama ecuacién en
derivadas parciales, lineal, de segundo orden con coeficientes constantes. En esta
seccién nos restringiremos a este caso.

Es necesario hacer notar el parecido de la ecuacion (1.2) con la ecuacién general
de las cénicas en el espacio R? :

Ax* +Bxy+Cy* + Dx+Ey+F =0, (1.3)

conA,B,C,D,E,F € R, y A2+ B> +C? > 0. Como es sabido, (ver por ejemplo [22])
mediante un cambio de coordenadas apropiado el discriminante B> — 4AC permanece
invariante respecto al signo y la ecuacién (1.3) puede simplificarse, es decir, se tiene una
propiedad intrinseca de la ecuacion, la cual permite una clasificacién de las cénicas de
acuerdo al signo de B> — 4AC. Para la ecuacién (1.2) ocurre algo similar a la ecuacién
(1.3) lo que permitira clasificar las ecuaciones en derivadas parciales, lineales, de
segundo orden en dos variables. Pero antes de establecer esta clasificacion se requiere
de la definicién y lema siguientes:

Definicion 1.2  Se define el discriminante (o indicador) I de la ecuacién en deriva-
das parciales (1.2) como

I =B%—4AC.

4 Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz
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Lema 1.1 Considere el cambio de coordenadas dado por

& =anx+any
n = ax1x+axny

ap a2
azy ax

con

£0, (1.4)

conayy,ap,az,ay € R. SiA/u[;;; —|—Bluén —|—C’unn —|—D’u5 —|—E’un +Fu+G = 0,
es la ecuacién transformada bajo el cambio de coordenadas (1.4) entonces sgn (B —
4AC) = sgn (B> —4A'C'), es decir, el signo del discriminante [ es invariante bajo
el cambio de coordenadas.

Demostracion: Dado el cambio de coordenadas (1.4) obtenemos &, = ay1, § = a2, Ny =
as1, My = ax, de donde, mediante la regla de la cadena:

Uy = Ugd] +unazi,
Uy = Ugdy +unas,
uxx:ugga%l+2u§na”a21 +unna%l, (1.5)
Uyy = Uged11a12 + Uy (@11022 + a12a21) + Unnaz @,
Uy = ugéa%z +2ugqainan +unna%2.
Sustituyendo (1.5) en (1.2) obtenemos:
A'uge +Bugy +Clupn +F =0 (1.6)

donde
A ZAa%l + Bajapp +Ca%2,

B =2Aayjaz1 + B(ai1axn + aziain) +2Cainazs, (1.7
o =Aa%1 + Bayiax —i—Ca%z,

y F s6lo depende a lo mds de las primeras derivadas parciales de u. Por medio de un
célculo directo se tiene

B?—4A'C’ = B*((anian+anan)® —4ananana)
—4AC((anaxn)* + (azian)? — 2anaxnazar)
= (32 —4AC) (a11a22 — a21a12)2
de donde se sigue que sgn (B> —4AC) = sgn (B> —4A’C'), dada la hipGtesis

apy a2
azy  a

#0,

como se queria demostrar. ]
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N) Debe subrayarse que si el cambio de coordenadas (1.4) es una rotacién, (en
particular el determinate es igual a uno), entonces no sélo el signo del discrimi-
nante es invariante, sino también la cantidad B2 — 4AC. Asi, para las rotaciones
en particular, tenemos un resultado idéntico al de las cénicas.

Una vez que se tiene la invariabilidad del signo del discriminante / bajo el cambio
de coordenadas, tiene sentido clasificar de acuerdo con tal signo a las ecuaciones en
derivadas parciales lineales de segundo orden con coeficientes constantes. Se tiene la
siguiente definicién:

Definicion 1.3  Se dice que la ecuacién (1.2) es:
(1) Parabdlica, sil =0,
(In) Eliptica, sil < 0;

(111) Hiperbdlica, si I > 0.

= Ejemplo 1.6 Para la ecuacion uy — 7uy, = 0, tenemos A = —7, B =0, C = 0; por
lo tanto, I = B> — 4AC = 0. La ecuacién es parabélica. "

= Ejemplo 1.7 Para la ecuacion uy, +uy, = 0, tenemos A = C =1, B =0 por lo que
I =B?—4AC = —4 < 0. Por lo tanto la ecuacién es eliptica. .

= Ejemplo 1.8 Para la ecuacién u,, = 0, tenemos A = C =0, B = 1, de donde
B?> —4AC =1 > 0. Por lo tanto, la ecuacién es hiperbélica. "

N De hecho, el lema 1.1 puede demostrarse [28, C. I sec. 1], para el caso mas
general en el que los coeficientes dependan de x,y. En tal caso se considera una
transformacion, en general no lineal, § = @(x,y), N = W(x,y) con jacobiano

% distinto de cero. Cabe mencionar que para tal tipo de ecuaciones,
)

dependiendo del dominio, se tienen ecuaciones de uno u otro tipo de acuerdo
al discriminante. Considérese por ejemplo, xuy, + iy, = 0. En este caso I =
B? — 4AC = —4x, tenemos que la ecuacién es parabélica, si x = 0; la ecuacién
es eliptica, si x > 0; y la ecuacién es hiperbdlica, si x < 0. Dado que en este
texto se estudian s6lo ecuaciones con coeficientes constantes no requerimos

mds que el lema demostrado.

6 Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz



Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales Parciales

1.3

1.3.1

Forma canédnica de las ecuaciones lineales de segundo
orden con coeficientes constantes

Al igual que el caso de las cénicas, las edp lineales de segundo orden tienen formas
candnicas, es decir, existe un sistema de coordenadas en el cual la edp adopta una forma
mds simple, llamada forma canénica. De esta manera el estudio de dichas ecuaciones
se reducird al estudio de sus formas candnicas.

Forma canénica de las ecuaciones hiperbdlicas

Se considera primero las ecuaciones de tipo hiperbdlico, es decir, ecuaciones donde
B2 —4AC > 0. Con la finalidad de simplificarlas, se pueden escoger a1, ai2, az1, a»
de tal forma que A’ =C' =0y B’ # 0. Supéngase que A # 0. Si en (1.7) se fuerza
Al :Aa%1 + Bajapz —|—Ca%2 = 0y sucede que aj» = 0 se tiene a;; = 0, pero entonces

. la a
se contradice | 12
ay ax

en (1.7) y axy = 0, se tiene az; = 0. Lo que también contradice que el determinante sea
distinto de cero. Por lo tanto ajp # 0y axp #0. AsiA’ =06 C' =0, en (1.7) se pueden
escribir como

# 0, por lo tanto, aj, # 0. Similarmente si se fuerza C' = 0,

A@> +Bp+C=0,
ar

. a| .
donde 9 = — 6 ¢ = —. Porlo que en cualquiera de los dos casos
ap a

_ —B+VB?4AC

¢ 2A

Puesto que B> — 4AC > 0, el razonamiento anterior nos lleva a definir nuevas
coordenadas (£,1) como:

& = —(B+ vV B* —4AC)x +2Ay

(1.8)
N = —(B— /B2 —4AC)x + 2Ay.
Observe que la condicién Z“ a2 = 0 se cumple, dado que
21 2
all aln 7(B+ VBZ*4AC) 2A
- = —4A\/B% —4AC # 0.
a  axn ‘—(B —VB?—4AC) 2A 7

Capitulo 1 Introduccion 7
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Ademds, sustituyendo en B’ de la ecuacion (1.7) con

ajn = —B— VB2 —4AC, a1 = 2A, ay; = —B+\/B*> —4AC, ay =24,

se tiene
B = —4A(B* —4AC) #0.

En las nuevas coordenadas (£,1) la ecuacién (1.2) adopta la forma
Blug, +F =0. (1.9)

Dado que B’ # 0 dividiendo la ecuacién (1.9) por B’ y definiendo G = F/B’, se obtiene
la forma candnica de la ecuacién hiperbdlica :

’ ugy =G. ‘ (1.10)

Donde, como se ha mencionado, F depende a lo méas de las derivadas parciales de
primer orden de u y de igual forma G. Introduciendo el nuevo cambio de variables:

é,:é+n §—n
2 2
Se obtiene otra forma candnica de las ecuaciones hiperbdlicas:

n' =

u[:/;;/—un/n/ :F/. (111)

Se debe hace notar que la suposicién A # 0 no limita la generalidad de la discusion ya
que si A = 0, pero C # 0 una discusion similar a la del caso A # 0 conduce a la misma
forma canénica (1.10). Finalmente si A = C = 0 entonces la ecuacion (1.2) toma la
forma Buyy + Du, + Euy + Fu+ G = 0 la cual trivialmente puede llevarse a la forma
canonica ya que por hipétesis B # 0.

= Ejemplo 1.9 Muestre que la ecuacion diferencial parcial
Uyx — 3Utyy — 101y, =0

es hiperbdlica y encuentre la forma candnica (1.10) de la ecuacidén.
Solucién: En este caso A = 1, B= —3, C = —10 asi que B> —4AC = 49 > 0, por lo
tanto la ecuacién es hiperbdlica. Por medio de las ecuaciones (1.8) se encuentran las
nuevas coordenadas:

E=—4x+2y

n =10x+2y

8 Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz
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1.3.2

Entonces las ecuaciones dadas por (1.5) son

Uy = 16uge —80ugy + 100uny,
uxy = —8ugg +2ugy +20unny,
Uyy = 4u55 —i—8u‘§,7 +duyy.

Sustituyendo éstas en la ecuacion se obtiene:
7166115,1 =0 o uén :0,

la cual es la forma candnica de la ecuacion. .

Forma canédnica de las ecuaciones parabdlicas

Para las ecuaciones de tipo parabdlico se cumple I = 0. Supéngase que A # 0, la
ecuacion (1.2) puede simplificarse usando (1.8) lo cual lleva al cambio de variables:

= —Bx+2A
s Y (1.12)
n=x
donde 7 se ha elegido de manera que
an app| _|—B 24| _
@ an _‘ 1 0‘_ 2440,
Sustituyendo en (1.7) los valores de a;; = —B, ajp = 24, ay; = 1, ax = 0 se tiene
A'=0,B =0,C =A. (1.13)

De donde al dividir la ecuacién (1.6) por C’, la ecuacién que queda es la forma canénica
de las ecuaciones parabdlicas:

wnn = F', (1.14)

donde F’ contiene a lo mds, derivadas parciales de u de primer orden.
El caso A = 0 implica B = 0, ya que B> —4AC = 0y, por lo tanto, C # 0, dada la
condicién A% 4+ B> 4+ C? > 0. De esta manera, la ecuacién (1.2) tiene la forma

Cuy, =F,

Capitulo 1 Introduccion 9
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1.3.3

donde el término F contiene a lo mas derivadas parciales de orden uno. Se tiene
entonces que (1.2) puede llevarse facilmente a la forma candnica de la ecuacién
parabdlica (1.14), si se divide por C, con lo que la discusion del caso parabdlico queda
concluida.

= Ejemplo 1.10 Reduzca la ecuacion 2uy, + 4y, + 2uy, = 0 a la forma candnica.
Solucion: En este caso A = C =2, B =4, por lo tanto B> —4AC = 0, asi, la ecuacién
es parabdlica. Al usar las ecuaciones (1.12) encontramos las nuevas coordenadas:

E=—dx+4y
n=x.
De esta forma, las ecuaciones dadas por (1.13) dan
2upp =0 6 upy =0,

la cual es la forma candnica de la ecuacion. .

Forma candnica de las ecuaciones elipticas

Para las ecuaciones elipticas se cumple que B> —4AC < 0 por ello, A # 0y C # 0.
Notamos que las ecuaciones (1.8) llevan a las ecuaciones de variable compleja:

& = —(B+iV4AC — B?)x+2Ay

1N = —(B—i\/4AC — B2)x+ 24y,

(1.15)

donde i = v/—1. Una sustitucion directa de tales ecuaciones en (1.2) nos lleva a una
ecuacidn en derivadas parciales con variables complejas. Sin embargo, al introducir las
nuevas variables

5,:?§+n

/I 77—5
3 = - (1.16)

21
se obtienen las variables reales:

&' = —Bx+24y

n' = V4AC— B’ x,

las cuales constituyen un cambio de coordenadas apropiado, como lo muestra el
siguiente cdlculo

(1.17)

-B 24
anan) — —2AV/4AC — B2 #0.
@Al iac—B 0

Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz
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I=B>—4AC Tipo Forma canénica
I1>0 hiperbélica | ugp = F'(ug,un,n,§) 6  uge —uny =F'
I=0 parabdlica uny = G'(ug,un,m,§)
I<0 eliptica uge +uny = H'(ug,un,n,§)

Cuadro 1.1: Formas Candnicas.

Sustituyendo los coeficientes de las ecuaciones (1.17) en la ecuacién (1.7) se tiene que
A'=C' =A(4AC—B?), B =0. (1.18)

de donde al dividir la ecuacién (1.6) por A(4AC — B?) se obtiene la forma canénica de
las ecuaciones elipticas:

Ugrgr + nryy =F', (1.19)

donde F’ contiene a lo mds, derivadas parciales de orden uno.

= Ejemplo 1.11  Clasifique la ecuacion 17wy + tyy + 1y, = 0 y redizcala a la forma
canoénica (1.19).

Solucion. Dado que A = 17, B = C = 1 tenemos B> — 4AC = —67 por lo tanto la
ecuacion es eliptica. Por medio de la transformacién (1.17) se tiene que la forma
canénica es ugg +upy = 0. .

Resumen de las formas candnicas

Dada la ecuacién en derivadas parciales, lineal, de segundo orden, en dos variables,
con coeficientes constantes

Aty + Bty + Cuyy + Duy + Euy + Fu+ G = 0,
se han establecido los resultados del cuadro 1.1:

N) El andlisis en este capitulo es meramente introductorio. Las formas canénicas
de las ecuaciones lineales pueden estudiarse con mayor profundidad mediante
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1.5

el andlisis de las curvas caracteristicas, las cuales se introducen en este texto en
el capitulo dedicado a las ecuaciones de primer orden.

= No se recomienda memorizar las férmulas de este capitulo

Clasificacion de ecuaciones lineales de segundo orden con
mas de dos variables

Una edp lineal de segundo orden en N variables es una ecuacion que se puede expresar
en la forma

N N
Liul =Y ajjuyy;+ Y biug+cu=d, (1.20)
ij=1 i=1
donde a;;,b;,c y d son funciones reales de las variables xp, ..., xy. En esta seccién se

estudia la clasificacién de la ecuacion (1.20) en caso de coeficientes constantes, es
decir, a;;,b; y ¢ nimeros reales.

La propiedad que se usara para clasificar la ecuacién (1.20) es una que se reduce a
la invariabilidad del signo del discriminante / para la ecuacién (1.2). Para motivar esta
propiedad se requiere del concepto de forma cuadratica real

Definicion 1.4 Una forma cuadritica real en N variables, es una funcion

N
H:RN SR, (x1,....08) = Y aijxix; (1.21)
i,j=1

cona;; € R.

A toda matriz simétrica, es decir, toda matriz A que satisface A = A’, donde A’ es la
transpuesta de A, le corresponde una forma cuadrética y reciprocamente, a toda forma
cuadrética se le puede asociar una matriz simétrica. En lo sucesivo supondremos que
este serd el caso. Por ejemplo, a la forma cuadrética H(x,y) = Ax?> + Bxy + Cy? le

corresponde la matriz simétrica
A 1B
M = 1 2 5
3B C

e =) (15 %) (1):

observe que

Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz
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Ahora con la parte principal Auy, + Buy, + Cuy, de la ecuacion (1.2) se le asociard
la forma cuadritica Ax> 4+ Bxy + Cy® y la matriz asociada de esta forma cuadratica
es la correspondiente a la parte principal de la ecuacién (1.2). Asi M es la matriz
simétrica de la parte principal Auy, + By, + Cuyy de la ecuacién (1.2). Sean 41,4,
los valores propios de M, es decir, A1, A, son raices de la ecuacién det(Al — M) =
A2 — (A+C)A — (B? —4AC) /4 = 0. Se deja como ejercicio verificar que A y A, son
nimeros reales y que Aj A, = —(B?> —4AC) /4 = —I/4. De donde,

= />0« A y A, son distintos de cero y tienen signos opuestos.

= /=0 < al menos uno de los A;,i = 1,2, es cero.

= /<0< A y A, son distintos de cero y tienen el mismo signo.
De esta manera el signo de / se puede caracterizar por el signo de los valores propios
de M.

Para las matrices simétricas sobre R se sabe que son similares a una matriz diago-
nal?, [11][Th. 6.20 p. 384], ademas se tiene el siguiente teorema

Teorema 1.1 — Silvester. [11][Th. 6.38 p. 443] Sea M una matriz real simétrica
entonces el nimero de entradas positivas y negativas de cualquier matriz diagonal
similar a M es independiente de la eleccién de la matriz diagonal.

Asf este teorema proporciona una propiedad intrinseca de la ecuacién (1.20) la cual
permite una clasificacién de dicha ecuacion.

Definicion 1.5 Sean A4y, ..., Ay los valores propios de la matriz de la parte princi-
pal de la ecuacién (1.20)
(1) SiAy,...,Ay sondistintos de cero y al menos uno de ellos tiene signo distinto
de los demas la ecuacién se llama hiperbdlica.
(11) Sial menos uno de los Ay,..., Ay es cero la ecuacién se llama parabdlica
(mr) SiAy,...,Ay son distintos de cero y tienen el mismo signo la ecuacién se
llama eliptica.

Una clasificacién en términos de formas cuadréticas se encuentra enseguida

Definicién 1.6 Sea H : RY — R una forma cuadrética con matriz asociada A.
Se dice que H es definida si los valores propios correspondientes al polinomio

2Es decir, si M es una matriz simétrica, existen matrices D, diagonal, y B, no singular, tales que
D=BMB™.
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caracteristico:
det(AT—A)=0 (1.22)

son todos positivos o todos negativos. Se dice que H es indefinida si la ecuacién
(1.22) tiene raices que cambian de signo. Se dice que H es degenerada si la ecuacion
(1.22) tiene como solucién A = 0.

Asf se tiene que la ecuacién es de tipo

= hiperbdlico, si la forma cuadratica (1.21) es indefinida,
= parabdlico si (1.21), es degenerada,

= eliptico si (1.21) es definida.

» Ejemplo 1.12  Se puede observar que a la ecuacién canénica de la ecuacion hiper-
bélica ug, = F'(ug,un,n,§), le corresponde la forma cuadritica H(,n) = &n, de

donde
nem-En () 3)(3)

o 1L
Al = <1 (2) )
2
la matriz correspondiente a la forma canénica de la ecuacién hiperbdlica. De manera

andloga, sea A, la matriz asociada con la forma canénica de la ecuacién parabdlica
uny = F'(ug,un,n,§), es decir,
0 0
Ay = .
0 1

Finalmente, sea A3 la matriz asociada con la forma candnica de las ecuaciones elipticas
/ .
uge +unn = F'(ug,un,m, &), es decir,

1 0
)

Si calculamos los polinomios caracteristicos de las matrices Aj,A2,A3 y los llamamos
P1, P2, p3 de manera correspondiente, obtenemos

Sea

pi(A) = det(Al—A;)=A%*—1/4, (1.23)
p2(A) = det(Al—Ay) =A%*—A, (1.24)
p3(A) = det(Al—Az)= (A —1)> (1.25)
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De esta forma, la ecuacién p;(A) = 0 tiene dos soluciones (valores propios) con signo
distinto A = +1/2, la ecuacién py(1) = 0 tiene las soluciones A = 0,A =1y la
ecuacion p3(A) = 0 tiene una raiz doble A = 1. .

= Ejemplo 1.13 La forma general de la ecuacién en derivadas parciales lineal de
segundo orden en tres variables es

Aty + Buyy + Cuy; + Duy, + Euyy + Fuz, + G(x,y, 2,u, y, tty,uz) = 0

la cual tiene asociada la forma cuadratica:

1 1
X 2 ?C X
H(x,y,2) = (x,y,2) ?B E D] |y
5C D F ) \z

En particular, la ecuacion de Laplace Au = uy + uyy + u,; = 0 tiene asociada la forma

cuadratica:
X

1 00
H(x,y,z) = (x,y,2) {0 1 0] [y
00 1) \z

Asf, el polinomio caracteristico (1.22) correspondiente es (2 — 1)* = 0 por lo que el
operador de Laplace es eliptico.
Para la ecuacién Lu = uy, + uyy — u,; = 0 se tiene la forma cuadritica:

1 0 0 X
H(x,yz)=(xyz) [0 1 0]y,
0 o0 -1/ \z

por lo que la ecuacién (1.22) es (A —1)>(A 41) =0, y por lo tanto L es hiperbdlico.

N) Los coeficientes en las formas cuadrdticas pueden ser variables y los resultados
de esta seccidn se aplican de manera puntual, sin embargo, los valores propios
de la matriz asociada dependen también de las variables independientes por lo
que un operador puede ser eliptico, hiperbdlico o parabdlico en la regiéon donde
se estd considerando la ecuacién.
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1.6 Problemas y ejercicios del Capitulo 1

1. Determine cudles de las siguientes ecuaciones representan ecuaciones diferencia-
les parciales, justifique sus respuestas.
a) cos(uy+uy) — cosuy, Cos iy + senuy senuy, = 0.
b) sen?(uyy + Uyy) + €08 (Uyy + Uyy) —u = 1.
¢) g+ uy, — (e —1yy)* = 0.
2. Cudles de las siguientes ecuaciones son lineales y cudles no lineales. Determinelo
encontrando el operador asociado y en caso que sea lineal demuéstrelo.
a) uxu)zcy + 2xuuyy — 3xyuy —u = 0.
b) a(x,y, uy, Uxy )by +b(X,y, tyy )ity — f(x,y) = 0.
) cos(x+y)ux+cosu, = 0.
3. Encuentre el orden de las siguientes edp.
a) In|ugttyy| —In || —Inuyy| 4w +u, = 0.
b) uxl/t;,y + (U2, — 2u§y +uy)?=0.
¢) cos? Uyy + senzuxy — Zuf =0.
Solucion: 1a, no; 1b, no; lc, si; 2a, 2b, 2¢, no; 3a, primero; 3b, segundo; 3c,
primero.
4. Determine el tipo de las siguientes ecuaciones diferenciales parciales.
a) Uyy +4iyy + tyy + 1y + 1y +2u fxzy =0.
b) 2up +2uyy + 1ty +2uy +uy —u=0
€) Uyx + 2ubyy + Uty + ty + 1y +3u —xy2 =0
d) yz’”“ Uy + Uty — uy = 0 donde m es un entero no negativo.
€) Xy +yuyy —u=0
) F(x,y,u,uuy, by, thxy, Uxy, tyy) = 0 donde F es continuamente diferenciable
con respecto a las tres dltimas variables y al menos una de las derivadas de
F con respecto a una de las tres dltimas variables es diferente de cero.
Solucion: ) hiperbdlica; b) eliptica; c) parabdlica; d)z’ e) dependen del signo de
x, y; f) depende del signo de a—Fa—F ! <8F) .
uye dutyy, 4 \ Jutyy
5. Verifique que si se sustituyen

ajn = —B— VB2 —4AC, a1 = 2A, ay) = —B+\/B*> —4AC, ay =24,
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en las ecuaciones

A = Aa%l + Bajap; +Ca%2,
B =2Aayjaz1 + B(ay1axn + aziain) +2Canaz,
c :Aagl + Baziarx +Ca%2,

se obtiene A’ = C' =0y B' = —4A(B* — 4AC).

. Reduzca las siguientes ecuaciones a la forma candnica (1.10)

@) 3uyy +2Uyy — Sty —uy, = 0.

b) Buyy +2uyy — 3uyy = xy.

€) 2y — 3ty +tyy —tty +1uy —3=0.

. Compruebe que si se substituyen aj; = —B, ajp =2A, a1 = 1,a =0en

Al :Aa%l +Ba11a12+Ca%2,
B' =2Aayjaz1 + B(ajaxn + azarz) +2Caan,
c’ =Aa%1 —|—Ba2]azz—|—Ca%2,

se obtiene A’ =0, B' =0, C' = A.
. Determine la forma canénica de las siguientes ecuaciones:

Q) Uyy — 2Uyy + ttyy + 1y +9uy, — 9u = 0.

b) 2uyy + 3uyy + 1ty + Tuy +4uy — 2u = 0.

€) Uy + Uy — 21ty — 3uy — 15u, +27x = 0.

d) Ouyy — 6uyy + 1y + 10w, — 154y — 50u+x —2y = 0.

e) Uy +4uyy + 10y, — 24u, +42u, —2(x+y) =0.

) e + 4y + 130y + 3u, + 24uy —u+9(x+y) = 0.
Solucién: a), uyy + 18u§ +uy —9u = 0; b), ugy + 3u,§ —un +2u=0; o),
Ugn +ug —2un +8&+n=0; d), 2Tupy — 105ug +30uy — 150u —2& +51 =0;
€), ugg + unny + 15uz —4v/6uy +1/3& +1/V/61 = 0; f ), uge + uny — 2ug +
ug—u—E+n=0;
. Compruebe que si se sustituyen

ai = B7 app = 2147 arx) = 4AC_B27 ax = O)

en
A = Aa%l + Bajap; +Ca%2,
B' =2Aayiaz1 + B(ai1axn + aziai) +2Caran,

Cc = Aa%l + Bayjax + Ca%z,
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se obtiene A’ = C' = A(4AC — B?), B' = 0.
10. Lleve las siguientes ecuaciones a la forma candnica
a) Uyy + 2uyy +u = 0.
b) tx + 21y, + Suyy — 32u = 0.
Nota. Los problemas 1, 2, 3, 4, 8 fueron tomados del libro de problemas de editorial

Mir [4], el cual ya no se edita.
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2 Ecuaciones de primer orden

2.1 Introduccién

Las ecuaciones de primer orden aparecen en diversas aplicaciones, por ejemplo, para
modelar el transito de vehiculos en una avenida muy concurrida; para modelar el
flujo de sangre a través de una arteria o como casos especiales de teorias generales de
dindmica de gases; para modelar la probabilidad de encontrar errores en las pruebas
de un texto después de una revision de rutina [23]. En este capitulo estudiaremos las
ecuaciones de primer orden mds simples y algunos métodos tanto geométricos como
analiticos para resolverlas.

2.2 Esquema general de las leyes de conservacion evolutivas

Consideramos un medio liquido, gas o s6lido que ocupa una regién del espacio o
dominio (abierto y conexo) Q C RV, donde N es la dimensién del espacio, para este
libro N = 1,2 o 3. Denotamos

u=u(x,1),xeQ,t€[0,T)

a una funcién llamada funcién de estado, la cual dependiendo del problema podra
representar la temperatura o bien la concentracion de una sustancia, etcétera. Para
el andlisis de las leyes de conservacidn, se requiere un dominio de balance escogido
arbitrariamente , C Q C RV, y un intervalo de tiempo arbitrario [f,1,] C [0,). El
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caso mas simple ocurre cuando la funcién de estado u, es una funcién escalar, es
decir u : Q — R, pero en general, u puede ser una funcién vectorial: u : @ — RV, El
caso u escalar, incluye también, en general, una funcién fuente escalar f = f(x,t), f:
Q x [0,t) — R y un campo vectorial de flujo, ¢ = ¢(x,t), ¢ : Q x [0,¢) — RY. Por
ejemplo si u representa la temperatura, f podria representar una fuente interna de calor,
por ejemplo, una corriente eléctrica en un alambre y ¢ representa a una ley fisica que
determina la manera como cambia u, por ejemplo, la ley de calor de Fourier. La ley
bdsica de balance [9, ch. 1, sec. 1.2] establece que el cambio del total de la cantidad
u contenida en €, entre los tiempos #; y #, debe igualar el flujo total a través de la
frontera d€;, entre los tiempos ¢ y #» y el incremento o decremento de la cantidad u
producido por la fuente f, dentro de Q; en el mismo intervalo de tiempo. En forma
matematica esto queda expresado como

/ w(x,12)dx — / u(x,1y)dx = :-/tz / (j)(x,t)-ndeH—/tz / Fx,n)dxdi. (2.1

Qp Qp I 9Qy, I Qp

Si se supone que u tiene primera derivada continua respecto de ¢, por medio del teorema
fundamental del cdlculo y del teorema de Fubini se obtiene

/%u(x,t)dx: _ / (%) .nds+/f(x,z)dx. 2.2)
| . /

Qy aQb

Al utilizar el teorema de Gauss, (teo. A.1, p. 232), podemos escribir

/ <§tu(x,t) +divo(x,1) f(x,t)) dx =0, (2.3)

Qp

La cual es la forma global o integral de la ley de conservacién evolutiva. Si se supone
la continuidad del integrando, dado que la regién Q,, es una subregion arbitraria de Q
se tiene la forma local o diferencial de la ley de conservacion evolutiva

%u(x,t) +dive(x,t) — f(x,t) =0. 2.4

= Ejemplo 2.1 El modelo de conveccién describe la dispersion de un contaminante
en un tubo que contiene un liquido que fluye a velocidad constante. Para este modelo u
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es la concentracion del contaminante y la ley constitutiva para ¢ en este modelo es
¢ =cu,c>0,

es decir, el flujo ¢ es proporcional a la cantidad u. Si se sustituye ¢ en la ecuacion (2.4)
se obtiene la ecuacion de transporte.

U +cuy = f, 2.5)

el caso mds simple ocurre cuando f = 0 en este caso, la ecuacién (2.5) se llama
homogénea. "

En la siguiente seccion resolvemos las ecuaciones lineales de primer orden, en dos
variables, homogéneas.

Solucion de las ecuaciones de primer orden con coeficien-
tes constantes

En esta seccion consideramos la ecuacién de primer orden en dos variables, homogénea
con coeficientes constantes de la forma:

auy +buy, =0, a,b € R. (2.6)
Debido a que podemos escribir
Vu-(a,b) = aux+bu, =0,

esto significa que el vector gradiente de u es ortogonal al vector (a,b) en cada punto
(x,y), pero sabemos también que Vu es ortogonal a las curvas de nivel de u, luego esas
curvas de nivel son las rectas

x(t) = xp +ta, 27
y(t) = yo +1b, —o0 <t < oo, '

donde xg, yo son fijos. Aplicando la regla de la cadena para funciones de varias variables
se tiene

0 = auy +buy = x' (t)ux (x(1), y(t)) +' (t)uy (x(1), y(1)) = —u(x(t),¥(1)).

Capitulo 2 Ecuaciones de primer orden 21
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d
Dado que Eu(x(t),y(t)) =0 se sabe del cdlculo diferencial que u(x(t),y(t)) = o,

donde o es una constante. Cabe aclarar que posiblemente se requiera una constante
diferente para diferentes valores xg,yo. Resumiendo, la funcién u es constante sobre
cada recta paralela a (2.7). La ecuacion cartesiana de la recta parametrizada (2.7) es
bx —ay = c, donde ¢ = bxy — ayg por lo que u es constante cuando bx — ay es constante,
es decir,

u(x,y) = f(bx—ay), (2.8)

para alguna funcién diferenciable f. Las rectas (2.7) se conocen como ecuaciones
caracteristicas de la ecuacion homogénea de primer orden con coeficientes constantes
(2.6) y a la funcién f(bx — ay) se le llama solucién general de la ecuacién (2.6). Al
método desarrollado se le llama método de las cardcteristicas.

= Ejemplo 2.2  Encuentre la solucion de la ecuacion 2u, + u, = 0, la cual satisface la
condicién inicial u(0,y) = cosy.

Solucién. Usamos directamente la férmula (2.8) con lo cual tenemos u(x,y) = f(x—2y)
donde f es una funcién por determinar a partir de la condicién inicial u(0,y) = cosy.
Tenemos u(0,y) = f(—2y) = cosy. Si ponemos w = —2y, entonces y = —w/2 y asi
f(w) =cos(—w/2) = cos(w/2), dado que la funcién coseno es funcién par. De donde
se obtiene la solucién

() = 1l -29) =eos (52 )

El lector debe verificar derivando directamente que la u obtenida satisface la ecuacién
2u,+uy, = 0 y también que u satisface la condicién inicial #(0,y) = cosy. .

Ejercicio 2.1 Encuentre la solucién de la edp del ejemplo anterior la cual satisface
la condicidn inicial u(x,0) = e~*. .

Solucién. En este caso la solucién es u(x,y) = e~ *=2),

Ecuaciones con coeficientes no constantes

En esta seccion consideramos las ecuaciones de primer orden homogéneas con coefi-
cientes variables de la forma

a(x,y)ux+b(x,y)uy, = 0. (2.9)
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Figura 2.1: Grdfica de la solucion del ejemplo 2.2

De manera andloga a la seccién anterior, trataremos de usar la regla de la cadena para
obtener una solucién poniendo

X (1) = a(x(1),y(1)),
{y’(t) =b(x(1),y(1)), 1€ fto.t1). (2.10)

Integrando estas ecuaciones, si es posible, se obtienen curvas llamadas caracteristicas
de la ecuacion (2.9). En general, tales curvas no son rectas si al menos uno de los
coeficientes a,b, no es constante. En caso de poder resolver el sistema (2.10) se
obtiene como en el caso de coeficientes constantes %u(x(t), ¥(t)) =0y por lo tanto
u(x(r),y(t)) = o, o € R. De esta forma, nuevamente la funcién u es constante sobre
cada una de las caracteristicas, salvo que esta vez las caracteristicas, como ya hemos
mencionado, no son rectas. Si ademads la curva obtenida de (2.10) satisface una relacién
cartesiana G(x,y) = ¢ tendremos que la solucién de la ecuacién (2.9) es de la forma

u(x,y) = f(G(x,y)),
donde f es una funcién diferenciable cualquiera.

= Ejemplo 2.3 Resuelva el problema

=y =0 o
u(0,y) =y".

Capitulo 2 Ecuaciones de primer orden 23
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Figura 2.2: Grdfica de la solucion del ejemplo 2.3

Solucidon. Las caracteristicas de la ecuacion estdn dadas por el sistema
/
x(t)=1
/( ) ’ (2.12)
V() =—y, —oo <t < oo,
el cual puede ser integrado facilmente para obtener

{x(t) =t+cy, 2.13)

y(t):CZE_ta —oo Jf < oo,

De esta forma puede definirse G(x,y) = ye* = ¢ como las curvas caracteristicas de la
ecuacion (2.11). Por lo tanto,
u(x,y) = f(ye'),

donde f es una funcién por determinar a partir de la condicién u(0,y) = y*, es decir

f(y) = *. Finalmente se llega a la solucién del problema: u(x,y) = (ye*)® = y?¢**.

N) A veces es posible encontrar directamente la relacién G(x,y) = ¢ mediante la
integracién de la ecuacién diferencial ordinaria

dy _ b(xy)

dx a(x,y)
o la integracién de relacion reciproca

dx a(x,y)

dy  blxy)
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2.5

= Ejemplo 2.4 Encuentre las solucién del problema

{yx3“x+uy w7 (2.14)

u(x,0) = cosx.

Solucion. En este caso la ecuacion cartesiana de las caracteristicas puede encontrarse
directamente integrando la ecuacion

dx _ 3
dy_y

Tenemos entonces separando variables e integrando —x~2 = y> 4 ¢ o bien
1 2
—c=Z+y. (2.15)
X
Por lo tanto, las soluciones de la edp en el problema (2.14) son de la forma

u(x,y) = f(x +y%), (2.16)

donde f se debe determinar a partir de la condicién u(x,0) = cosx. Claramente, para
x # 0, la ecuacioén (2.16) y la condicion dada llevan a

cosx = f(x2). (2.17)

Y al definir w = x~2 se concluye que f(w) = cos(1/w'/2) y por lo tanto la solucién

del problema (2.14) es
u(x,y) :cos((xfz—i-yz)*l/z) (2.18)

como puede verificar el lector. .

Ecuacion no homogénea

Ahora estudiaremos la ecuacion lineal de primer orden con coeficientes no constantes
y no homogénea de la forma:

a(x,y)ux—l—b(x,y)uy:c(x,y), (219)

Capitulo 2 Ecuaciones de primer orden 25
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con condicion inicial dada sobre una curva I" definida en el plano x,y. Se define la
condicién tipo Cauchy, como la restriccién de u sobre I'. Escribiremos esta condicién
inicial como una curva parametrizada

x=x0(s), y =yo(s),u=uo(s),  s€][s1,5] (2.20)

La ecuacioén (2.19) puede escribirse como

du du
(a,b,c)- <ax7aya_1) =0.

El lector debe recordar de sus cursos de célculo que para una superficie dada por la

3 du du .
gréfica de z = u(x,y), el vector FR —1 | representa una normal a la superficie.
X oy
De esta manera el vector (a,b,c¢) se encuentra en el plano tangente a una superficie
solucién en cada punto. Por lo tanto se puede construir una curva contenida en la

superficie solucién al resolver el sistema

& = a(ale) 210,
Y~ b)) Qa1
% c(x(1),y(0)

Si ademds pedimos que en ¢ = 0 se tenga x = xo(s), y = yo(s),u = up(s), la curva tam-
bién pasard por la curva inicial (2.20). Las curvas solucién se llaman caracteristicas de
la ecuacién no homogénea. Al variar s la familia de caracteristicas genera la superficie
solucién bajo ciertas condiciones en a,b y ¢, y que la curva inicial no sea caracteristica.
Si por ejemplo que a, b, ¢ son Lipschitz continuas, el teorema de Cauchy-Picard implica
que las ecuaciones (2.21) tienen solucién tnica local. Se concluye que se puede escribir

x=x(s,t),y =y(s,t),u = u(s,t)

y ademads x(s,0) = xo(s), y(s,0) = yo(s), u(s,0) = ug(s). El lector debe recordar que
las relaciones x = x(s,1),y = y(s,t),z = u(s, ) nos dan la representacién paramétrica de
una superficie, en este caso de la superficie solucién al menos localmente. Inversamente,
la superficie solucién de (2.19), se genera a partir de las curvas caracteristicas (2.21).
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= Ejemplo 2.5 (Tomado de [30]) Resuelva el problema

urt+u, = x+y, (2.22)
u(x,0) = %
d d d
Solucién. En este caso, de la edp tenemos que L P 1, aw_ x+yy la condi-

de  dt dt
cién inicial x(s,0) = s,y (s,0) = 0,u(s,0) = s>. Al integrar se obtiene x = +c(s),y =
t 4 c(s). De la condicién inicial f = 0 se llegaa x = s+, y =, u = t> + st +s°. En
este caso es posible escribir # como funcién de x,y para obtener
u(x,y) =2 —xy+y~.
El lector puede comprobar que u satisface la edp y la condicién inicial. .

La existencia y unicidad de soluciones en los ejemplos mostrados hasta aqui es
consecuencia del siguiente teorema el cual incluimos sin demostracion.

Teorema 2.1 Considérese el problema lineal

a(x,y)ux +b(x,y)uy = c(x,y) (2.23)
x=x0(s), ¥y =yo(s),u = uo(x(s),y(s)) = uo(s),  s€[s1,5)]

Supéngase que a(x,y),b(x,y),c(x,y) son de clase €' (Q) con Q C R? el cual con-

tiene el punto (xg,y0) = (x0(50),y0(s0)) para algiin so € [s1,s2] y supéngase que se
cumple la condicién

dxo(so)
ds

) dyo(so)

o £0. (2.24)

a(xo,yo — b(x0,Y0)

Entonces en una vecindad U de (xp,yo) existe una solucién tnica del problema
(2.23).

Una demostraciéon de una versién mds general del teorema 2.1 para ecuaciones
llamadas cuasilineales

a(xvyvu)ux "‘b(xv)’a”)”y = C(X,y, I/t)

puede encontrarse en [30]. Resulta interesante que el problema cuasilineal pueda
resolverse por el método de caracteristicas descrito en este capitulo como se muestra
en el siguiente ejemplo.
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s Ejemplo 2.6 Considere la ecuacion cuasilineal
(v w)ux+yuy =x—y

Sea I' la curva dada por y = 1, —eo < x < oo, u|r = 1 + x. Encuentre la solucién u(x,y)
que satisface la condicién inicial sobre I'.

Solucién. Primero parametrizamos la curva I" para obtener la condicién inicial en una
forma manejable: x(s) = s,y(s) = 1,u(s) = 145, —oo < s < oo. Por otra parte, de la
edp tenemos el sistema

e _ +u

dt - y )

dy

- = 2.25
i ¥ (2.25)
du

a7

La segunda ecuacién en (2.25) se resuelve facilmente para obtener y(s,t) = ¢ (s)e’

lo cual, con la condicién sobre I'": y(s,0) = 1 implica ¢ (s) = 1. Las soluciones para
u 'y x resultan un tanto laboriosas, lo cual es natural a medida que las ecuaciones se
complican. Si se resta la primera ecuacién de la tercera en (2.25) se tiene

du dx
———=—(u—x)—2y=—(u—x)—2¢".
= =) 2y = ~(u—)
La cual es una ecuacién ordinaria lineal de primer orden no homogénea, en la funcién
u — x. Mediante el factor integrante ¢’ se tiene

d
E(e’(u —x)) = —2¢%.
y asi
e (u—x)=—e" +c(s),
u—x=—y+c(s)y .
Con la condicién de frontera x(s) = s, u(s) = L +s, y(s) = 1 tenemos 1 = —1+ ¢ (s),
es decir, ¢p(s) =2 yporlotantou =x—y—+2/y. .
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La ecuacion de Burgers

Una ecuacién cuasilineal de primer orden muy importante es la ecuacién de Burgers
u; +uu, = 0, la cual es una ecuacién en derivadas parciales no lineal. Si sustituimos
en la ley de conservacién evolutiva (2.4) f =0y ¢ = u?/2, se obtiene la ecuacién de
Burgers. Mds generalmente la ecuacion

Mt+g(u)ux =0

se ha usado para modelar el trafico de automéviles en una calle muy transitada, la
dindmica de ciertos gases o bien en el modelado de la esquistosomiasis (ver [30]
y referencias del capitulo III). En el caso del trafico V¢ representa la cantidad de
automoviles que pasan por un punto dado y es funcién de la densidad de automéviles u.
Diferentes funciones g se han encontrado experimentalmente y ejemplos sencillos han
sido extensivamente estudiados, por ejemplo, g(u) = cu(1 —u); el flujo lineal g(u) = cu
y el flujo cuadrético g(u) = u® /2. En general la ecuacién

Uz +g(u)”x =0

puede ser resuelta por el método de las caracteristicas estudiado en este capitulo. Para
esta ecuacion las caracteristicas estan dadas por

dt(s,t) 1

at
dx(s,t)

dt = glu(s, 7)), (2.26)
du(s,7)

w -

Astu(s,t) =cy, t(s,7) =T+ c2yx(s,7) = g(c1) T+ c3. Si se dan las condiciones
iniciales para T = 0 : x(s,0) = xo(s), #(5,0) = to(s), y u(s,0) = uo(s). Se obtiene la
solucién

t(s,7) = T+1n(s),
x(s,7) = gluo(s))t+x0(s) (2.27)
u(s,t) = up(s).

Capitulo 2 Ecuaciones de primer orden 29



Universidad Auténoma Metropolitana/ Unidad Iztapalapa/ Division Ciencias Bésicas e Ingenieria

30

= Ejemplo 2.7 (Tomado de [21]) Resuelva el problema de valor inicial

u+uu, = 0 (2.28)

0, x <0,
u(x,0) = {1 50 (2.29)

Solucién. Para este problema la condicién inicial (2.29) puede ser representada para-
métricamente como

t(s,0) = 0,x(s,0) = s,u(s,0) = u(x(s,0),0).

Para las caracteristicas tenemos el sistema:

dt(s,t) ;
v
d
% = u(s,7), (2.30)
du(s,T)
= 0.
drt
Al integrar se obtiene
t(s,7) = 1,
0 s<0
T _ ,O — ’ ’
u(s,7) u(s,0) {17 $>0.
x(s,7) = s+7 0 <0,
. 1, s>0.

Las caracteristicas pueden construirse ahora partiendo de las condiciones iniciales por
ejemplo la caracteristica que pasa por el punto (—2,0) es x = —2 y la caracteristica
que pasa por (2,0) es x =2 +¢. Entonces tenemos u(—2,¢) =0y u(2+t,t) = 1, para
t > 0. De esta manera se ha obtenido la solucién del problema en forma paramétrica. m

De la figura 2.3 el lector puede darse cuenta que no hay solucién dada por este
método en la cufia 0 < x < ¢. Esta situacién inquietante puede resolverse adentrandose
en el estudio de las ondas de choque (shocks) y puede consultarse por ejemplo en el
articulo clasico de Lax [21]. El siguiente ejemplo tomado del mismo articulo de Lax da
la pauta para el estudio de soluciones generalizadas, las cuales pueden ser discontinuas,
pero cuyo estudio va més alld de los objetivos de este libro.
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Figura 2.3: Grdfica de las caracteristicas del ejemplo 2.7

= Ejemplo 2.8 — Choques en la ecuacion de Burgers . (Ejemplo tomado de
[21].) Estudiamos la misma ecuacién del ejemplo anterior, pero con condicién inicial
diferente

wtuu, = 0 (2.31)
1, x <0,

u(x,0) = 1—x, 0<x<1 (2.32)
0, 1<x

Solucidn. Para este caso denotamos los puntos iniciales con (xg,0) y separamos los
casos en los que xp < 0,0 <xp < 1y 1 < xp. Al integrar el sistema (2.30) y mediante
la condicidn inicial se obtiene

x0<0: x=x9+t
0<xp<l: x=xo+(l—xp)t (2.33)
1<xp: x=xp.

Se tienen tres clases de rectas caracteristicas en el plano (x,#), a saber: 1 = x — xp,

t = (x—x0)/(1—xp) y las rectas verticales x = xq. Sobre estas rectas, la solucién u
estd dada

2 0<xy <1

Isit=x—x,x0<0yr=1=2, (2.34)

u(x,t) =
(e.1) 0six=xp, 1 <xg.
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Figura 2.4: Grdfica de las caracteristicas del ejemplo 2.8

Con lo cual queda terminado el ejemplo. "

En la figura 2.4, notamos que la solucién es univaluada para 0 < ¢ < 1 y bivaluada
parat > 1,y, peor atn, la solucién u es discontinua, es decir, no puede tener derivadas
de orden uno en todo el semiplano (x,¢) € R x R*. Surgen ahora varias preguntas
esenciales:

e ;Si la funcion u no es continua, se puede generalizar el concepto de solucion de
una edp para que tenga sentido la solucién encontrada?

e ;Parat > 1, cudl de las soluciones u =0y u = 1 escoger?

e ;Cudl es la curva apropiada para que ocurra la discontinuidad de la solucién?

e En la solucién del ejemplo 2.7 ;es posible encontrar una solucién para cubrir el
hueco en la cufia (ver figura 2.3) 0 < x < ¢?

La respuesta a la primera pregunta es que efectivamente el concepto de solucién
puede generalizarse para dar sentido a las soluciones encontradas en el segundo ejemplo.
Para ello se introduce el concepto de derivada débil la cual generaliza el concepto
clasico de derivada. Sobre este tema puede consultarse por ejemplo, [25]. Para responder
a las otras preguntas debe hacerse un anélisis heuristico de las leyes de conservacion,
lo que da pauta al concepto de onda de choque y solucion de abanico, una introduccién
a estos conceptos se encuentra en el ya mencionado articulo de Lax [21]. Para finalizar
nuestro andlisis agregamos solamente que puede demostrarse que la solucién del
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ejemplo 2.8, estd dada parat > 1 por

u(x,t){l’ s%x<(l+t)2, (235)
0, si(141)/2 <x.

Para entrever como es que se obtiene esta solucién notamos que la discontinuidad
comienza en el punto (1, 1) y puede demostrarse que se propaga a velocidad 1/2, se
concluye en [21] que la discontinuidad se propaga por la lineat =2x—1, ¢ > 1. Para
el ejemplo 2.7 puede argumentarse que ademads de la solucién encontrada, se tiene
u(x,t) =x/t, para 0 < x < t. El lector puede verificar derivando directamente que para
t > 0 efectivamente u = x/t es solucién de la ecuacién u, + uu, = 0.

= Ejemplo 2.9 Encuentre la solucién del problema

{”f =0 (2.36)

u(x,0) = —x.

Solucién. Al integrar el sistema

U
=
BN
5
Q
2

QU

=
=

al
N

se obtiene
) =u(s,0) = —s, (2.37)

Esta superficie paramétrica puede graficarse con cualesquiera pardmetros s € R, 7=

t € [0,00) y su gréfica se encuentra en la figura 2.5, donde puede observarse que la

funcién u = u(s, T) es multivaluada. En este ejemplo simple puede incluso resolverse en
X

términos de las variables originales x,f yaquet = Ty x = —sT+ s implicaque s = T—;

X . .
y por lo tanto u(x,t) = 1= la cual no est4 definida para t = 1, obviamente, donde

se desarrolla un choque. Por otra parte en cada punto x = x, del eje de las x la solucién
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Figura 2.5: Grdfica de la supeftficie del ejemplo 2.9

u es constante sobre las rectas x 4+ x,t = x, y su valor es u = —x,. De la ecuacion de
las rectas caracteristicas notamos que
Xo— X x
t= =1——
Xo Xo

es decir todas las caracteristicas pasan por el punto (0, 1) en tal punto u es una recta
vertical y por lo tanto no es ni siquiera funcién. .

. . C 2
= Ejemplo 2.10 Resuelva la ecuacién de Burgers con condicidn inicial u(x,0) = e™".
Soluciéon. Como en el ejemplo anterior, al integrar las caracteristicas se obtiene

)=u(s,0)=e ", (2.38)

pero en este caso no es posible encontrar una expresion explicita para s en términos de x
y de ¢. De cualquier manera es posible graficar la superficie definida paramétricamente
por las ecuaciones (2.38), la grafica se muestra en la figura 2.6. Puede observarse que la
solucién parece como el pliegue de una sdbana que se inclina a la derecha, tal pliegue
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Figura 2.6: Grdfica de la superficie del ejemplo 2.10

implica que u es mutivaluada y por lo tanto desarrollard un choque a partir de cierto
tiempo ..

N

Suele pensarse que las ecuaciones diferenciales parciales de primer orden
siempre tienen solucion, esto es cierto para ecuaciones lineales de la forma
L[u] = F(u) donde L es un operador lineal en derivadas parciales con coefi-
cientes en C y F es una funcién analitica en la variable u, este hecho es una
consecuencia del teorema de Cauchy-Kowalevski. Sin embargo, Lewey constru-
y6 un ejemplo de una ecuacién de la forma L[u] = F(x,y,z) con F € C*(R?),
que no tiene solucién en R3. Dicho ejemplo muestra la extrema complejidad
que se puede presentar en las edp, ain en las de primer orden, a diferencia
de la simplicidad de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.
El teorema de Cauchy-Kowalevski, asi como el ejemplo de Lewey, pueden

consultarse en el libro de John [16].
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1. Resuelva los siguientes problemas

a) uy—u, =0, u(x,0) = e
b) ux+uy, =0, u(x,0) = cos3x.

Solucion: a), u(x,y) = e 3t b) u(x,y) = cos3(x— ).

. Resuelva las siguientes ecuaciones de coeficientes no constantes (problemas

tomados de [27]).
a) (1 —l—xz)ux—l—uy =0
b) V1—x?u—x+uy, =0,u(0,y) =y.

Soluciones: a), u(x,y) = f(y —arctanx); b), u(x,y) = y —arcsenx.

. Resuelva los siguientes problemas (tomados de [30]):

a) uy+uy=u,u=cost sobre lacurvax=t,y=0.

b) x*uy +y2uy =u?, u=1 sobre la curva y = 2x.

C) yly —Xiy = 2XyuU, u = > sobrelacurvax=t,y=t, 1> 0.
Soluciones: a), u = ¢’ cos(x —y); b), u = xy/(xy +2x—y); ¢), u = 1/2(x> +
y2)e(x2*y2)/2.

. La ecuacion

up +cuy+Au= f(x,t)

puede resolverse introduciendo las variables & = x — ct, T =t. Use laregla de la
cadena para demostrar que

ur+Au=f(€+ect,7)

la cual es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden en la variable Ty
donde & es un pardmetro.

. (Tomado de [9]). Resuelva la ecuacion u; + u, — u = t utilizando la técnica del

ejercicio anterior.
Solucion. u(x,t) = —(1+1)+g(x—t)¢', donde g es una funcién arbitraria.

. Muestre que la solucion general de la ecuacién de transporte con decaimiento

U +cuy = —Au

es u(x,t) = e M f(x— ct) mediante la introduccién de las coordenadas & = x — ct,
T=1.

. (Tomado de [30]) Encuentre la solucién de la ecuacion u; + uu, = 0 que satisfaga

la condicién inicial u(x,0) = —x.
Solucion. u = —x(1 —1),r < 1, u = —xp.
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8. Resuelva la ecuacién u; +3u, = x*t + 1 con la condicién inicial u(x,0) = x +2.
Solucién. x — 3t +2 +1 + (x?1%) /2 — xt> + 3 /4t*.

9. Laley de conservacién [F (u)]; +u, = 0 se puede expresar como f(u)u; +uy =0
donde f(u) = F'(u). Muestre que el problema

Ffwu+u, =0
u(t,0) = uo(x),
estd definido implicitamente por u = u,(x — f(u)x).

10. Sea u = f(x/t) solucién no constante de u; + g(u)u, = 0. Muestre que la funcién
f debe ser la inversa de g.
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Problemas y ejercicios del Capitulo 3

3 Ecuacion de calor

Deduccion de la ecuacioén de calor

La ecuacién de calor modela una gran variedad de fenémenos. Modela no sélo el
proceso fisico de transmisién de calor por conduccién, sino también el fenémeno
quimico de difusién, por ejemplo, la difusién de un contaminante que reacciona con
un medio liquido en movimiento en el cual se halla inmerso. Ademds, la ecuacién de
calor sirve también para modelar el movimiento browniano [28, Ecuacién de Einsten-
Kolmogorov, p. 296]. Sin embargo, a lo largo de este texto se llamara ecuacion de
calor a la ecuacién asociada con todos los procesos mencionados.

Como se verd, la ecuacion de calor expresa el equilibrio entre ciertas cantidades,
equilibrio sustentado en el principio de conservacién de energia térmica y en la ley de
Fourier.

La temperatura u de un cuerpo Q el cual ocupa una regién de R3 depende de
cada punto x = (x,y,z) € Qy del tiempo 7, es decir, u es una funcién u = u(x,t). La
forma explicita de esta funcién depende entre otras cosas de la forma del cuerpo, las
caracteristicas térmicas del material, la distribucién inicial de la temperatura y las
condiciones de frontera.

Para describir el flujo de calor en Q se requiere de una funcién ¢ : R3 x [0,00)
R? x [0,00), es decir, se requiere de un campo vectorial (funcién de densidad de flujo)
¢ = ¢(x,7). La ley de Fourier de conduccién de calor establece que en un medio
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isotrépico! el calor fluye en la direccién en la cual la temperatura del cuerpo decrece
mads rapidamente y la cantidad de calor que fluye en tal direccién es proporcional al
gradiente de temperatura. En forma matematica, la ley de Fourier se expresa como

¢(X7t) = —K(MX,M),,MZ) = —KVM, (31)

donde K > 0, es llamada conductividad térmica y, con el fin de simplificar, se supondra
constante. Sea dQ la frontera de la regién Q la cual se considera una superficie suave,
orientable con normal exterior n. Se recuerda del curso de célculo que el flujo de ¢ a
través de dQ estd dado por la integral de superficie

//d)(x,t) ‘nds,
0Q

por lo que el total del flujo de ¢ a través de dQ en el intervalo [t;,2,], estd dado por

j//q)(x,t) ‘ndSdt = f// div(9)av,
nh Q

1 9Q

donde la tdltima igualdad se cumple por el teorema de la divergencia de Gauss (teorema
A.1, p. 232). La densidad de energfa por unidad de volumen en el tiempo ¢ en la regién
Q estad dada por cpu donde ¢ denota el calor especifico del cuerpo Q; p, la densidad de
masa (p, ¢ se suponen constantes) y # = u(X,#) es la temperatura en X en el tiempo 7.
Por lo que la energia total en Q en el intervalo [¢],%,] estd dada por

///cPu(x,tz)dV—///cpu(x,tl)dv: .7///61);‘[1‘/‘#
o o 5

Donde para que se cumpla la igualdad se ha supuesto que u tiene derivada parcial
continua con respecto a ¢t en Q y se ha hecho uso del teorema fundamental del cilculo
para escribir

n 9
t ot
y, finalmente, se ha hecho uso del teorema de Fubini para intercambiar el orden de
integracion. Se considera ademds una funcién escalar f = f(x,t) que proporciona la

u(x,n) —u(x,t) = u(x,t)dt

!“Isotropia” significa que ciertas magnitudes al medirse dan resultados idénticos independientemente de
la direccién escogida
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densidad de energia por unidad de volumen producida (o disminuida) por una fuente (o
por un pozo) por lo que el total de energia producida (o reducida) por una fuente en

en el intervalo [t1,,] es
n
////f(x,t)dth.
nh Q

El principio de conservacion de la energia establece que la energia total en Q en
el intervalo [t1,] es igual al flujo de calor a través de dQ, mas el total de energia
producida por una fuente en el mismo intervalo de tiempo, lo cual se traduce en la
ecuacion

f///cpgl:dth:Kf///diV(Vu)dth—i—7///dedt,
n oo 074 I

o bien

[JJf (02~ san—r) ~o @2
noQ

Esta ecuacién se denomina ecuacion de calor en la forma integral o forma global de
la ecuacién de calor. Si suponemos continuidad en el integrando sobre la regién Q
y observamos que la integral se cumple sobre cualquier subregién Qp C Q y sobre
cualquier subintervalo [¢1,1,] contenido en [0, T], obtenemos la ecuacién de calor en su
forma diferencial o local

%u(x,t) = a®div(Vu(x,1)) + F(x,1), (3.3)

K
donde o> = — es llamada difusividad térmica y F = f/(cp). Por tltimo, recordando
c

que el laplaciano de u en coordenadas cartesianas estd dado por:
Au = Uy + ttyy + u; = div(Vu),

se tiene la forma equivalente de la ecuacién de calor:

%u(x,t) = a®Au(x,1) + F(x,1). (3.4)

Capitulo 3 Ecuacion de calor 41



Universidad Auténoma Metropolitana/ Unidad Iztapalapa/ Division Ciencias Bésicas e Ingenieria

3.1.1

3.2

42

Las ecuaciones (3.2) y (3.4) son casos particulares de un esquema general discutido
en el Capitulo 2, el cual abarca una gran cantidad de fenémenos, fisicos, quimicos,
etcétera, los cuales evolucionan con el transcurso del tiempo. En la siguiente seccién
analizaremos cdmo usar los esquemas de conservacion estudiados en las ecuaciones de
primer orden, para modelar fendmenos de difusion.

Fendmenos de difusion

Conocida la ecuacién (2.4) se puede deducir la ecuacién de difusion. La ley constitutiva
que determina el proceso de difusion es la segunda ley de difusién de Fick y es el
equivalente a la ley de Fourier en el proceso de conduccién de calor. Andlogamente a
la ley de Fourier, la ley de difusion de Fick es una ley establecida experimentalmente
y describe el hecho de que las moléculas tienden a moverse de lugares con mayor
concentracion a lugares de menor concentracién. En términos matemaéticos la ley de
Fick establece que el campo vectorial de flujo estd dado por:

¢ = —kVu,

la constante k > 0 es 1lamada coeficiente de difusién. Una vez que se establece que el
proceso de difusion, por ejemplo de un gas, obedece el esquema general de las leyes
de conservacién evolutivas, tendremos que el proceso de difusién es modelado por la
ecuacion:

d .
Eu(x,t) —kdiv(Vu(x,t)) — f(x,t) =0

o bien,

%M(X,t) = kAM(X,[) +f(xa[)

la cual tiene la misma forma que la ecuacién de calor.

Ecuacion de calor en una dimension

Se considera un alambre de longitud / el cual se encuentra aislado lateralmente excepto
en los extremos. Se coloca el origen de coordenadas en el extremo izquierdo del
alambre y el resto del alambre en la direccién positiva del eje x. Para simplificar se
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3.2.1

supone que la temperatura es constante en cada seccion transversal (ver la Figura 3.1)
del alambre, as{ la temperatura s6lo depende de x y no de ninguna otra variable espacial.

Sea u = u(x,t) la temperatura en el punto x al instante ¢. Entonces la ecuacién de
calor (3.4) se escribe simplemente

U = Oty + F (x,1). (3.5)

En este caso, la funcién F se interpreta como una fuente de calor interna, por ejemplo,
una corriente eléctrica (o una reaccién quimica en caso de la ecuacién de difusién). Si
no existen fuentes de calor internas, entonces ' = 0 y tendremos simplemente

U = O Uty (3.6)

Supdngase que en el instante ¢ = 0, se conoce la temperatura en cada punto de la barra,
es decir, u(x,0) = g(x), donde g es una funcién conocida 2, a esta condicién se le
conoce como temperatura inicial y mas generalmente como condicion inicial (ci).

Supéngase ademds que se tiene algin tipo de control de la temperatura en los
extremos de la barra, por ejemplo, supéngase que con un termostato se regula la
temperatura en los puntos x = 0, x =/ y que dichas temperaturas son conocidas,
concretamente u(0,7) = hy (t), u(l,t) = ha(t), t > 0, con hy, hy funciones dadas, a estas
condiciones se les llama condiciones de frontera (cf). Asi para encontrar la temperatura
de un cuerpo hay que determinar la funcién incégnita u(x,z) para t > 0 que satisface la
ecuacion (3.5) (o bien (3.6)) y las condiciones inicial y de frontera. Se desea entonces
resolver el siguiente problema (PC):

= Cuy+F, 0<x<l, 0<t<oo,
(ci) {u(x,0)=g(x), 0<x <1,

u(0,1) = hy (1)
€I ultot) = hae), £ > 0.

(PC)

Condiciones de frontera para la ecuacién de calor

El problema de calor descrito en la seccién anterior contiene algunas condiciones
de frontera (cf) que pueden ocurrir, pero existen otras condiciones que surgen en
diferentes situaciones fisicas las cuales se describen a continuacion.

2Generalmente, por lo menos g es continua a trozos.
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Figura 3.1: Seccion transversal en un alambre aislado.

1. En uno de los extremos se conoce el valor de la temperatura en cada instante ¢,
por ejemplo
u(0,1) = (1),
donde £ es una funcién dada. A este tipo de condicién se le conoce como
condicion de frontera de tipo Dirichlet.

2. En uno de los extremos se da el valor de la derivada normal de u, por ejemplo

2 1.0) = (),

donde &, es una funcién dada. A este tipo de condiciones se les conoce como
condiciones de frontera de tipo Neumann.

3. En uno de los extremos estd dada una relacion entre u y su derivada, por ejemplo,

%(1,1) = —ku(l,t)+ f1(1),

esta situacién corresponde a un intercambio térmico entre un cuerpo y el medio
ambiente cuya temperatura fi(f) es conocida en cada tiempo ¢. La expresion
matemadtica de esta condicion de frontera corresponde a la ley de Newton de
intercambio de temperatura. A este tipo de condiciones se les conoce como
condiciones de frontera de tipo Robin o Newton.
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3.3

Obsérvese que las condiciones de frontera anteriores son un caso particular de las
siguientes condiciones, las cuales llamaremos condiciones de frontera generales

J
anu(0,) +ai2 5= (0.6) = (1)

0
anu(l,t) +a223—i<l,r> = hy(t).

Descripcion intuitiva de la ecuacién de calor en una di-
mension
Para dar una descripcién de la ecuacion de calor en una dimensién en términos intuitivos,
se necesita primero recordar algunos conceptos del cdlculo diferencial. Uno de estos
conceptos importantes es el de convexidad. En el Apéndice A se encuentra la discusién
completa de los siguientes hechos:
= Una funcién dos veces derivable f es céncava hacia arriba en un intervalo
(a,b) si f"(x) > 0 para toda x en (a,b). En este caso se cumple para cualquiera
x,y € (a,b) que

F(52) < F 1),

es decir, si f” > 0 entonces f evaluada en el punto medio de x y y, es menor que
el promedio de f en los puntos x,y.
= Si f <0, entonces f es concava hacia abajo en (a,b) y

r(52) > £,

es decir, f evaluada en el punto medio de x y y, es mayor que el promedio de f

en los puntos x, y.
Otro concepto que necesitamos, es la interpretacion de la derivada como razén de
cambio. En el caso en el que una funcién derivable, f = f(¢), dependa del tiempo, si su

. .. . df(t . .

derivada es positiva, es decir, si J;i ) > 0 en un intervalo, la funcién crece conforme
. . df(t) L y

el tiempo avanza y si 7 < 0, en dicho intervalo la funcién decrece.

Con la interpretacion geométrica de la segunda derivada y la interpretacion de la
primera derivada como razén de cambio se puede dar una idea intuitiva del porqué la
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AxA02)>fx)2+v)/2

R+ 24)2

Figura 3.2: Concavidad

ecuacién u; = o’u,, modela el proceso de conduccién de calor para el caso en que
u = u(x,t) es la temperatura de una barra, por ejemplo. Dada la ecuacién de calor sin
fuentes internas

PR wE 3.7)

estudiemos el cambio de temperatura en un punto fijo x, para una funcién que satisface
d%u(x,,t)
dx?
son continuas. Por una parte, esto quiere decir que en una vecindad de x, el perfil de
temperatura es concavo hacia arriba, es decir, la temperatura en tal punto es menor que
el promedio de la temperatura de sus vecinos. Por otra parte la ecuacion (3.7) indica

du(x,,1)

que —=—= > 0, de esta forma u(x,,¢) es una funcién creciente, lo cual quiere decir

la ecuacién de calor. Supongamos que > 0y que estas segundas derivadas

que la temperatura aumentard en el punto x,, a medida que ¢ crece. Resumiendo, si en
un punto x, la temperatura es menor que el promedio de sus vecinos en una vecindad de

82u(x(, ,1)

ox2

< 0, observamos que la ecuacion de calor

X, entonces la temperatura aumentard mientras > 0. Si hacemos un anlisis

9%u(x,,t)
: L 0x ”
simplemente modela con precision el fendmeno familiar a todos de que el calor fluye
de los lugares mads calientes a lo mas frios.

similar para el caso en el que
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3.3.1

3.3.2

Probabilidad y la ecuacién de difusion

Consideramos la recta real. Supongamos que en el tiempo ¢, algunas particulas ocupan
los puntos x = 0, +k, +-2k, ... para algin k > 0. Se define la concentracién ¢(x,¢) como
el valor esperado de particulas en el sitio x en el tiempo ¢. En otro tiempo digamos 7+ h
una particula puede moverse hacia la derecha o hacia la izquierda con probabilidad
p € (0,1/2] o mantenerse en su posicién con probabilidad 1 —2p. El nuevo valor
esperado en x es

c(x,t+h)=pe(x—k,t)+ (1 —=2p)c(x,t) + pc(x+k,t),
De esta forma

c(x,t+h)—c(x,t) = plc(x —k,t) —2c(x,t) + c(x+ k,1))
asi obtenemos,

c(x,t+h)—c(x,t) c(x—k,t) —2c(x,t) + c(x+k,1)

k2 ’

=D

donde D = k*p/h.

En la seccién 8.1 se muestra que tomando k suficientemente pequefia, el lado
derecho de la férmula anterior nos da una aproximacién de la segunda derivada, por lo
que al tomar el limite cuando (4,k) — 0 se tiene la ecuacién de difusién

dc D 9%
ar - oxE
En [23], capitulo 6, de donde fue tomado el ejemplo anterior puede consultarse
una deduccion de la ecuacion de Black-Scholes para los derivados financieros, la cual
también es una ecuacién de difusién.

El principio del maximo para la ecuaciéon de calor

La descripcién intuitiva de la ecuacién de calor muestra que es imposible que el perfil
de temperatura u pueda alcanzar un valor maximo o un valor minimo en el interior de
su dominio para ¢ > 0. Esto sugiere el siguiente teorema.

Teorema 3.1 — Principio del maximo. Sea u = u(x,t), continua en la regién
0<x<!, 0Kt <T,y soluciéon de la ecuacién

Uur = (X2uxx
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enlaregion 0 < x </, 0 <t < T, entonces la funcién u alcanza sus valores maximo
y minimo ya seaen ¢ =0, o bien en los puntos x =00x=1si 0 <t < T,.

Demostracion: Como u es continua en [0,1] x [0,7,], el cual es un conjunto compacto,
entonces u alcanza su valor mdximo y minimo en tal conjunto. Se quiere demostrar
que u# no alcanza los valores maximo ni minimo en el conjunto 0 <x <[, 0 <t < T,.
Por reduccién al absurdo, supdéngase que u alcanza un valor maximo en un punto
(x1,11) € (0,1) x (0,T,]. Definimos v(x,¢) = u(x,t) +k(t; —t) donde k > 0 es un niimero
cualquiera.

Tenemos, v(x;,t;) = u(x;,#1). Dado que v es continua en [0,/] x [0, 7], la funcién
v alcanza su valor maximo en un punto (xz,#,) el cual suponemos pertenece al conjunto
0<x<I,0<t<T, Tenemos dos casos: a) 0 <xp <1, 0 <1, < T,, es decir, (x3,t)
es un punto interior, 0 b) 0 < xp <[, tr = T,,.
a) Si (x2,%2) es un punto interior se tiene

uxx(x27t2) = Vxx(x27t2) g 03 (38)
ut(XQ,l‘z) =w(x,n)+k>=k>0. (3.9

La desigualdad en (3.8) se cumple dado que v(x7,%,) es un maximo. La desigualdad
(3.9) se cumple dado que en un méximo el gradiente de v se anula si (x,,#,) es un punto
interior de 0 < x < [, 0 <t < T,,, asi por la definicién de v tenemos 0 = i, (x2,5) — k
de donde se sigue (3.9).
b) Parar, = T,,, se tiene v, (x2, T,) > 0 por lo que también se cumple (3.9).

Por lo tanto en cualquiera de los casos a) o b) se cumple que

2 2
u(x2,12) — O U (X2,12) = Vi (X2,12) +k— 0 Vi (X2,12) = k > 0,
es decir, la ecuacién u; = au,, no se cumple en (x2,72), lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto el maximo de u se alcanza en la frontera. |

Unicidad de soluciones de la ecuacién de calor

Establecido el principio del maximo se puede demostrar la unicidad de soluciones para
algunos problemas asociados a la ecuacion de calor como, por ejemplo, en el siguiente
teorema.

Teorema 3.2 — Unicidad de soluciones. Suponga que u y v son soluciones del
problema

u = g+ f(x,1),0<x<1,0<1<T,
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y que u,v son continuas en [0,/] x [0,7,]. Suponga que u,v ademds satisfacen las
condiciones de frontera u(0,7) = v(0,t) = g1 (¢), u(l,r) =v(l,t) = g2(t),0<t < T,
y la condicién inicial u(x,0) = v(x,0) = h(x), 0 < x < [. Entonces u = v.

Demostracion: Sea w = u —v. Entonces w es continua en [0,/] x [0,7,] y es solucién
del problema

W,:(szxx,0<x<l,0<t<T,,

con condiciones de frontera e inicial nulas, es decir, w(0,7) =0,w(l,1) = 0,0 <t < T,
w(x,0) =0, para 0 < x < . Entonces por el principio del méximo w = 0. O

N) El teorema de unicidad no es solamente un resultado tedrico sin mayores
consecuencias, se usa extensamente, por ejemplo, en la aplicacién del principio
de Duhamel (ver el ejemplo 9.7) donde se obtienen, por una parte una solucién
por el método de series de Fourier y otra mds, por el método de la transformada
de Laplace. La igualdad nada obvia de ambas soluciones es consecuencia del
teorema 3.2.
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1. (Tomado de [23]). Muestre que si f(¢) es infinitamente diferenciable,

2n dnf

xt:; 1 di

satisface la ecuacion de calor. Deduzca que existen soluciones no idénticamente
cero de la ecuacion de calor que satisfacen u(x,0) = 0 para toda x.

. Sea f(x1,...,x,) una funcién continua definida en un dominio Q C R" y suponga

que para cada subregion Qp C Q, se tiene

/ / (x1,. - xp)dxy -+~ dx, = 0.
Qp

Demuestre que f debe ser idénticamente cero en Q. Sugerencia: suponga f(x,) >
0 en algtn punto x, € Q y use la continuidad de f.

. Enel tiempo ¢ = 0, la temperatura u(x,0) de un alambre de cobre delgado con

constante o> = 1,14 y de dos unidades de longitud es g(x) = x+x3, 0 < x < 2.
Si los extremos del alambre se mantienen a 0°C. Planteé el problema de calor
asociado con la temperatura de la barra en todo tiempo 7 > 0.

. Para una lamina metalica circular conviene escribir la ecuacién de calor en

coordenadas polares. Mediante el cambio de variables apropiado demuestre que
la ecuacion de calor puede escribirse como

u=a urr+*ur+7u99 .
r r

. Dada la ecuacion diferencial u; = uy, + sen(7mx) para0 <x < 1¢ >0y con

condicién inicial u(x,0) = 0 para 0 < x < 1, describa lo que ocurre en cada
tiempo ¢ > 0 dadas las condiciones de frontera siguientes:

a) u(0,t) =u(l,r)=0

b) u(0,1) =u,(1,6)=0

. Muestre que la ecuacién de calor retrograda

du 2%u

5 ke

con las condiciones de frontera u(0,7) = u(l,t) = 0 y con condicién inicial
u(x,0) = f(x) no estd bien condicionada, es decir, muestre que si se perturban
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10.

11.

las condiciones por una pequefia cantidad, por ejemplo f(x) se reemplaza por
f(x)+1/nsen (nmx/l) para n grande, entonces la solucién u(x,) cambia en una
gran magnitud.

Derive bajo el signo de integral para verificar que

(x ¢ / —(x—y)? /4td
\/4717
satisface la ecuacion u; = uy,.
Seam € Ny sea
Uy = ( ch ”’”senmrx 0<x<1,t>0

muestre que u,, satisface la ecuacién de calorcon a =1, 0 <x < 1,¢ >0,
con condiciones de frontera u(0,7) = u(1,t) =0, t > 0, y para cualesquiera
constantes c¢;.
Considere un alambre metélico delgado cuya temperatura u(x,?) satisface la
ecuacion de calor

U = Sityy

con condiciones de frontera idénticamente cero y u(x,0) = f(x), para0 < x <0,
a) (Cudl es la energia total en la barra como funcién del tiempo?
b) (Cual es el flujo de de energia fuera del alambre en x = 0?

Sea u(x,t) solucion positiva de la ecuacién de calor

U = Uxyx
para ¢t > 0. Compruebe que L = —2u, /u satisface la ecuacién de Burgers

My + My = Uy

(A que se reduce la ecuacién de calor en coordenadas polares si u sélo depende
deryt?
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Problemas y ejercicios del Capitulo 4

4 La ecuacion de Laplace

Descripcion intuitiva del laplaciano

Sea ¢(x), x € R un campo vectorial con primeras derivadas continuas el cual re-
presenta la densidad de flujo por unidad de volimen de cierta sustancia. Sea P, =

(xgo) ,xgo), .. ,x£,0>) un punto en la sustancia y B¢ una bola con centro en P, y radio €.
Dada la continuidad de div ¢, al aplicar el teorema de la divergencia de Gauss' y el

teorema del valor medio para las integrales de volumen se tiene que

. j 1
divo(p,) = ilg(l)Vol(Bs)a/ ¢-dS
Be

donde Vol(B;) es el volumen de la bola con centro en P, y radio €. Supongamos
que div¢(P,) > 0 entonces existe una bola B para € suficientemente pequefio con

J ¢ -dS > 0. Por lo tanto, dado que la integral de superficie representa el flujo de ¢ a
JdBe
través de dBg, €l flujo neto promedio cerca de P, es hacia afuera de la frontera de Be

en tal caso al punto P, se le conoce como fuente, y si div ¢ (P,) < 0, el flujo neto es

hacia adentro de la frontera de B; y en tal caso a P, se le conoce como sumidero.
Considérese el caso en el que ¢ = —Vu entonces div (—Vu) = —Au. Si Au(P,) >0,

entonces div ¢ (P,) < 0, de esta forma, P, es un punto sumidero. De esta manera, la

'Ver Apéndice A: Hechos basicos del Calculo
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Fuente: u(P,) mayor que
el promedio de sus
vecinos

u(P;)

Du(P,)<0 0
o Du(P,)>0

u(Py)

Sumidero: #(P,) menor
que el promedio de sus
vecinos

Figura 4.1: Interpretacion de Au.

temperatura en P, (el cual es el centro de la bola) debe ser menor que el promedio de
sus vecinos. Si Au(P,) < 0, entonces div ¢ (P,) > 0, y el punto P, es una fuente y por
lo tanto u(P,) es mayor que el promedio de sus vecinos. Finalmente, si Au(P,) =0, no
hay flujo y u es igual al promedio de sus vecinos en una vecindad de P,. Resumiendo:

= SiAu(P,) > 0, u(P,) es menor que el promedio de sus vecinos en una bola B

con centro en P, y radio suficientemente pequefio €.

= SiAu(P,) <0, u(P,) es mayor que el promedio de sus vecinos en una bola B

con centro en P, y radio suficientemente pequefio €.

= Si Au(P,) =0, u(P,) es igual al promedio de sus vecinos en una bola B; con

centro en P, y radio suficientemente pequefio €.

Una buena ilustracién de las consideraciones anteriores resulta al tomar el caso de
u = u(x,y) veése la figura 4.1.

La descripcion de esta seccion ilustra la importancia del laplaciano en la modelacién
matemadtica ya que esta asociado con los procesos en los que ocurre una difusidn, es
decir el paso de una mayor concentracién a una menor concentracién de una sustancia
dada, pero eso no es todo, el laplaciano tiene una gran cantidad de aplicaciones en la
matematica tedrica, por ejemplo, en el estudio de funciones armoénicas en la variable
compleja (ver por ejemplo [1] pag. 162).

Podemos ahora dar una descripcién de la ecuaciéon de calor o de difusién en
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4.1.1

RN x [0,e0), la cual generaliza la interpretacién para una sola variable espacial. Sea
u:Qx[0,T] — R, donde Q C R" es un conjunto abierto y acotado. Supongamos que
u tiene segundas derivadas continuas en Q x (0,T] y que satisface la ecuacién

du
o = o’Au. 4.1

) du L
Entonces si Au(P,,t,) > 0, tenemos — (P,,?,) > 0 es decir u tiende a crecer en una

vecindad de P, parat > t,. Por otro lado, si Au(P,,t,) < 0, entonces u tiende a decrecer
en una vecindad de P, para t > f,. Si u representa la concentracion de una sustancia en
el punto P, al tiempo ¢ entonces la ecuacién (4.1) representa la tendencia de la sustancia
a pasar de una concentracién mayor a una menor.

Para la ecuacién de onda, en R?, si U representa la altura de una membrana definida
en Q, se tiene la ecuacion

— =a’Au, 4.2)

. %u . .
si Au(P,,1,) > 0, tenemos 37 (P,,t,) > 0, es decir, la fuerza de tensién en la membrana

tiene componente en el eje z = u(x, ) que apunta en la direccién positiva y su magnitud
es menor en cuanto menor es la curvatura del perfil  en promedio, en una vecindad de

2%u

P,. Si Au(P,,1,) < 0, tenemos 52 (P,,t,) <0, y en este caso, la componente en el eje

z de la tension tiene direccidn negativa en una vecindad de F,.

Principio del maximo para la ecuaciéon de Laplace

Finalmente, para la ecuacion de Laplace Au = 0, la cual puede interpretarse como
una ecuacién de calor estacionaria, la interpretacion intuitiva del laplaciano invita a
formular el criterio del méximo para soluciones de la ecuacién de Laplace, principio
que indica que el perfil de temperatura estacionario u alcanza sus valores maximo y
minimo en d<Q.

Teorema 4.1 — Principio del Maximo para la ecuacion de Laplace.. Sea
Q C R3 un conjunto abierto, conexo y acotado. Sea u = u(x,y,z) una funcién
armonica en Q, es decir, una funcién que satisface Au = 0 en Q , la cual suponemos
que es continua en Q = QU JQ. Entonces los valores maximos y minimos de u se
alcanzan en la frontera dQ.
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Demostracion: Sea x = (x,y,z) y definase v(x) = u(x) + €(x*> +y* +z?), donde € > 0
es un nimero cualquiera. Se tiene

Av(x) = Au(x) +A(e(F* +y* +7%)) =0+ 6€ > 0 (4.3)

en Q. Como v es continua en el compacto  alcanza su valor mdximo. Si v alcanzara
el miximo en & se tendria en dicho punto Av = vy, 4+ v,y + v, < 0, lo cual contradice
la desigualdad (4.3). Asf el mdximo de v debe alcanzarse en la frontera. Sea x, € dQ
un punto donde v alcanza el maximo. La demostracion de que u alcanza su maximo
en dQ, es una consecuencia de las siguientes desigualdades que se cumplen para todo
punto de Q

u(x) < v(x) < v(%0) = u(Xo) +€[[% | < mdx u(x') +e[[x%.
X
Aplicando el limite cuando € tiende a cero en la dltima desigualdad se tiene

u(x) < max u(x'), Vx€Q=QUIQ.

x'€0Q
Para el minimo se toma —u y dado que méx (—u(x’)) = — min (u(x)), al sustituir en
x'€dQ x'€dQ
la desigualdad anterior, la demostracion queda terminada. (]

Una vez que queda establecido el principio del maximo la unicidad de soluciones
para el problema de Dirichlet asociado a la ecuacién de Poisson se sigue facilmente.

Teorema 4.2 — Unicidad para la ecuaciéon de Poisson. Sean u, v soluciones
respectivas en Q de

Au=f enQ Av=f en Q 4.4)
u=nh endQ, v=~h endQ, ’

entonces u =ven Q=QUJIQ.

Demostracion: Sea w = u— v entonces Aw =0 en Q y w = 0 en dQ. El Teorema 4.1
implica que w =0en Q = QU JQ, de donde se sigue la unicidad. (|

Ejercicio 4.1 Una sencilla modificacion de las demostraciones de los teoremas
4.1, 4.2 anteriores las hace validas para R?. ;Son vilidas en RV ? "
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4.2

Ejercicio4.2 Verifique que el principio del maximo no se cumple para la ecuacion
de Poisson, por ejemplo la solucién del problema

—u"(x) =1

parax € (0,1), u(0) =u(1) =0. .

Invariabilidad del operador de Laplace respecto
a rotaciones

El operador de laplace es invariante respecto a las rotaciones tanto en R? como en R3
como se mostrard. Se recuerda que una rotacién en R" estd dada por la férmula de
cambio de coordenadas

x' = Bx,

donde x = (x1,...,xy) y B=(a;j), i,j=1,...,N es una matriz ortogonal, es decir

una matriz tal que BB' = B'B = I, donde I es la matriz identidad de n x n y cuyo
determinante es uno. Concretamente, en R? una matriz ortogonal tiene la forma

B cos® —senB
" \sen@ cos 0

donde 6 es el angulo de rotacion.
Al usar las férmulas (1.5) para un cambio de coordenadas arbitrario se obtiene que

e+ tyy = (a7} +aty)uge +2(ar1a2 +aan)ug, + (a3; +as, uny

al sustituir aj; =cos 0, ajp = —sen 6, a; =sen B, ax; = cos 0, en la ecuacion anterior
se obtiene la invarianza del operador de laplace, i. e.,

Uy + Uyy = uge +uny.

de manera similar se obtiene la invarianza del Laplaciano en R3.
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4.2.1 Ellaplaciano en coordenadas polares y esféricas
Las férmulas para las coordenadas polares estan dadas por

x = rcos0,
y = rsenf;
N
6 = arctan X.
X

Al usar la regla de la cadena se tiene

sen O
Uy = Ury+ugby=nu,cos0 —ug ,
,
cos 6
uy = ury+ugby, =usen0+ug m—

Al usar nuevamente la regla de la cadena (problema 4) se llega a

Au = Uy + ttyy =y + ;u, + r—zugg.

Para las coordenadas esféricas:

x = rcosOsend,
= rsenBsen¢;
z = rcos,
6 = arctanX,
X

¢ = arccos

z
V2422

se puede demostrar (problema 5) que

2 1 cotO 1
Auzurr+;“r+r7”¢¢+ 2 e rzsen2¢u

00-
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4.3 Problemas y ejercicios del Capitulo 4

1.

e

10.

(Tomado de [19]) Demuestre que si «, v son soluciones del problema de Neumann

d
Au= fenQ, —z:genaﬂ,

d
donde Q es una regién abierta conexa y acotada de R3, entonces u = v+ c con
ceR.
Muestre que u(x,y) = e*cosy es arménica en R? ;cudl es el méximo de u en el
disco D = {x* +y> < r*}?
Compruebe que la solucién del problema —u”(x) = 1 para x € (0,1), u(0) =
u(1) = 0, no satisface el principio del méximo.
Demuestre la formula (4.5).
Demuestre la férmula (4.6).
Verifique que la siguientes funciones son arménicas en R?:

a) u(x,y) = e'senx.

b) u(x,y) = x> —y*.

) u(x,y) =2xy.
Use el teorema de la divergencia para encontrar una expresion para [[ uAudxdydz.
Una vez calculada dicha expresién muestre que la solucién de la ecuacién de
Laplace es unica.
Muestre que si u satisface

Uyx + 1ty =0, ¥4yt <1

(u)zc—f—uf)u:O enx’+y* =1

entonces u es constante.

Muestre que para z € C si f(z) = f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) tiene derivadas
continuas entonces u,v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, =
Vy, iy = —V,. Muestre que si u, v tienen segundas derivadas continuas y satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann entonces u, v son armonicas.

Considere el operador de Laplace en coordenadas esféricas en dimension tres
para demostrar que una de las soluciones que dependen sélo de r de la ecuacién

Au+Au=0

tiene la forma u(r) = e *" /r donde A = —u>.
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Infroduccioén.

El prototipo de las ecuaciones hiperbélicas es la ecuacién de onda la cual modela
diversos fendmenos fisicos, ya sea el movimiento de una cuerda o de una membrana
en un instrumento musical, o bien el comportamiento de la luz. Se presentard una
deduccidn de la ecuacion de onda a partir de las ecuaciones de Maxwell y otra a partir
de un modelo simplificado del movimiento de una cuerda. Comenzamos con este
ultimo.

Las vibraciones de una cuerda

Se considera una cuerda de material flexible, por ejemplo la cuerda de un instrumento
musical. Para simplificar, supondremos que la cuerda solamente se mueve en direc-
cién vertical y que no ocurre desplazamiento en la direccion horizontal, lo que en
la practica resulta ser una buena aproximacién. Supondremos para simplificar que el
desplazamiento vertical es pequefio comparado con la longitud total / de la cuerda. El
origen de coordenadas se coloca en un extremo de la cuerda. El desplazamiento en el
punto x y en el tiempo ¢ se denota por u = u(x,t) la cual se supone al menos dos veces
diferenciable. La densidad lineal de la cuerda se denota por p(x) y la tensién interna
por 7 la cual supondremos constante. Supondremos ademads, que la tensién actda en la
direccién tangente al perfil de la cuerda en el punto x. Consideramos por el momento,
un segmento arbitrario de la cuerda entre los puntos x = a y x = b. Se denota por 0 (x,7)
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a b

X

Figura 5.1: Segmento de una cuerda.

el dngulo mostrado en la figura 5.1 en los puntos a y b, respectivamente lo cual implica
que, (si recordamos el significado geométrico de la derivada)

tan (0(x,7)) = ux(x,1). (5.1

La ecuacién que describe el movimiento de la cuerda se deriva a partir del esquema
de conservacién (2.2) en una dimensién, con Q = (a,b), dQ = {a,b}, tomando el
momento my como la cantidad que se conservay [5q ¢ (x,7)dx como la componente
vertical de la fuerza de tension, es decir

/a ¢(x,t)dx:/bq)(x,t)dx:T(sen(@(b,t))—sen(G(a,t))). (5.2)
Q a

No se consideran los efectos de la fuerza de gravedad ni la friccién en este primer
modelo por lo que f(x,7) = 0 en la ecuacién (2.2). Finalmente, el elemento de masa en
una hipotética cuerda unidimensional estd dada por el producto de la densidad p(x)
por el elemento de longitud de arco dado por v/ 1+ (uy(x,?))2dx y sabiendo que la
velocidad es u;(x,1), el esquema de conservacion (2.2) se convierte en

d

b
= / p () / 1+ (ux(x, 1)) (x,1)dx = T(sen (8(b,1)) — sen (8(a,1))). (5.3
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Para simplificar escribimos p, (x) = p(x)+/1 + (ux(x))?, de esta forma (5.3) se convier-
te en

/ab Po(X)us (x,2)dx = t(sen (0(b,1)) —sen (0(a,t))). (5.4)

La hipétesis de que la tensién no produce movimiento horizontal se traduce mate-
maticamente en la igualdad de las componentes de esta fuerza en la direccién del eje x
en los extremos del intervalo [a, b], es decir:

Tcos(0(a,t)) =1cos(0(b,t)). (5.5)

Lo cual implica que T = tcos (0(x,t)) en realidad no depende de x, de tal manera que,
si se consideran las ecuaciones (5.1), (5.5) se obtiene

T[cos(0(b,t))tan (0(b,t)) —cos(O(a,t))tan (0 (a,t))] =
=T (0)(ux(b;1) —u(a,1)) =

b
—T(1) / U, 1)dx. (5.6)

Donde la dltima integral es consecuencia del teorema fundamental del cdlculo. Tomando
en cuenta la ecuacion (5.4) se llega a

b b
/a po (Xt (x,1)dx = T (1) / e (3, 1)l 5.7)

Dado que el intervalo [a, b] es arbitrario, se tiene que:

T()

= 2 ). 5.8
i = o U (X,1) (5.8)

: y T(t)
En el caso especial en que p,(x), 7 (¢) son constantes, suele escribirse o) =c.

o (X

de esta forma se obtiene la ecuacién de onda,

’ Uy = e (x,1). ‘ (5.9)
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N) Laecuacion (5.9) puede modificarse para incluir los efectos de la friccion €uy,
la respuesta eldstica del medio ku asi como la presencia de una fuerza externa
f(x,) con lo cual puede obtenerse el siguiente modelo dado para el movimiento
de una cuerda

Uy — Pty (x,1) + €1y (x,1) + ku(x,1) = f(x,1). (5.10)

Descripcion intuitiva de la ecuacién de onda

Si bien la deduccidn de la ecuacién de onda desde el punto de vista formal es adecuada,
no suele ser lo mas aplicable durante el proceso de modelacién matemaética. Lo que
ocurre con frecuencia es que se utiliza cierta intuicién asociada con los conceptos
bdsicos de derivada, ya sea como razén de cambio o ya sea por medio de las interpre-
taciones geométricas de la primera y segunda derivadas (o bien, del laplaciano). Por
ejemplo, para seguir con el modelo de una cuerda de algiin instrumento musical, con
las mismas condiciones de la seccién anterior, consideramos una cuerda de longitud
I. Llamemos u al desplazamiento de la cuerda en cada punto x, es decir, y = u(x,?).
Supongamos que en el tiempo ¢ = 0 la cuerda adopta la forma de la grafica de una
funcién conocida y = f(x), es decir, y = u(x,0) = f(x). Dado que la cuerda est4 tensa,
al soltarla comenzard a moverse, asi el desplazamiento u(x,¢) variard con el tiempo.

. du(x,t .
Cada punto sobre la cuerda se moverd con una velocidad v = % y una aceleracion
d%u(x,t) .,
a= oz Con esta notacién usamos la segunda ley de Newton F' = ma donde F es

la fuerza que actiia en cada punto x de la cuerda en el instante ¢. por otra parte la fuerza
de tensién en cada punto es proporcional a la curvatura de la cuerda, es decir, entre mas
curvada esté, mayor serd la tensidon. Recordemos que en cada tiempo la curvatura esta
d%u(x,t)
oxz
Se puede intuir que si no se toman en cuenta fuerzas de friccién ni las fuerzas
externas, u satisface la ecuacién

determinada por

d%u(x,t) d%u(x,t)
S = a5 (5.11)

Donde « es una constante que depende del material del cual estd hecha la cuerda.
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5.3

Las ecuaciones de Maxwell y la ecuacién de onda

Los campos electromagnéticos que satisfacen las ecuaciones de Maxwell satisfacen
también la ecuacién de onda como veremos a continuacién. Sea E = (Ey,E,,E;)
un campo eléctrico y B = (B,, By, B;) un campo magnético los cuales satisfacen las
ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial:

divE = 50 . ley de Gauss (5.12)
divB = 0, ley de Gauss para campos magnéticos (5.13)
rotE = — 3—?, ley de Faraday (5.14)
rotB = U, (J +¢, 8;;5) , ley de Ampere-Maxwell, (5.15)

donde U, es la permitividad magnética del vacio, €, es la permitividad eléctrica del
vacio, J la densidad de corriente y p la densidad de carga. Para ver que el campo
magnético B satisface la ecuacion de onda se toma el rotacional en ambos lados de la
ecuacion de Ampere-Maxwell (5.15):

rot(rotB) = y,rot <J+ 608;;) . (5.16)

Ejercicio 5.1 Se deja como ejercicio de célculo comprobar que rot(rotB) =
V(divB) — AB, donde el laplaciano AB del campo vectorial B se define como:

AB = (ABxaAByaABZ)'

Dado que se cumple la ecuacion (5.13) de (5.16) se obtiene,

0
—AB = y,rotJ + u(,e,,a (rotE). 5.17)
Si consideramos la ecuacion (5.14) se tiene que
0 9’B
—(rotE) = — —. 5.18
5; (otE) 52 (5.18)

Capitulo 5 La ecuacion de onda 65



Universidad Auténoma Metropolitana/ Unidad Iztapalapa/ Division Ciencias Bésicas e Ingenieria

Ademads en una region libre de corriente
J=0. (5.19)

Si se sustituyen en la ecuacién (5.17) las ecuaciones (5.18) y (5.19) se llega a la
ecuacion:

J’B
AB = &lp—= .
()ua a [2
Si se define ¢? = 1 /Uo€, se obtiene la ecuacién de onda en forma estdndar
_ 2
o c“AB,

el valor de ¢ se puede calcular a partir de los valores de i, y &, :
c=[(4m x 10" "mkg/C?)(8.8541878 x 10~ "2 C%s* / (kgm®)] 1% ~2.9979 % 108 m/s.

Como puede verse!, el valor de ¢ coincide con la velocidad de propagacién de la
luz en el vacio como era de esperarse.
De manera similar, puede obtenerse la ecuacion de onda para el campo E :

_ 2
W—C AE,

para ello se toma el rotacional en ambos miembros de la ley de Faraday y se considera
una region libre de carga, es decir, una regién con p = 0.

I Ejercicio 5.2 Obtenga la ecuacién de onda para un campo E. .

5.4 Solucion de D’Alembert

Para el problema de movimiento de una cuerda infinita se tiene una solucién especial
obtenida por el método de D’Alembert. Consideramos el problema

Uy = czuxx, —o L x<oo, <t <oo (5.20)

(@) {u(x,()) = f(x), —eo<x<oo
Mt(x70) = g(x),

'La velocidad de la luz ¢ actualmente no es una magnitud medida, sino que se ha establecido un valor
fijo en el Sistema Internacional de Medidas y se define exactamente como ¢ = 299 792.458 Km/s
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donde las funciones f, g se suponen conocidas.
El primer paso en el método de D’ Alembert consiste en escribir la ecuacién (5.20)
en su forma candnica (ver seccién 1.3.1 ) mediante el cambio de variables?:

E = x+ca (5.21)
n = x-—ct.

con lo cual la edp en (5.20) se reduce a

ey =0, (5.22)

Ejercicio 5.3 Verifique que con el cambio de variable dado en (5.21) la ecuacién
de onda se convierte en la ecuacion (5.22). "

Ahora la ecuacion (5.22) puede integrarse por ejemplo con respecto a la variable &:

un(&,m)=9¢(n)

Integrando nuevamente, ahora respecto a la variable 1) se obtiene

u(G,n) = 2(n)+¥(&), (5.23)

donde las funciones ®,¥ con ®' = ¢ deben determinarse a partir de las condiciones
iniciales (ci) en (5.20). Primero, se restituyen las variables originales por medio de las
férmulas (5.21) para obtener

u(x,t) =®(x—ct)+¥(x+ct). (5.24)
Dado que u(x,0) = f(x), u,(x,0) = g(x), tenemos al derivar (5.24) y poniendo ¢ = 0:

Px)+¥(x) = fx) (5.25)
(¥ xX)+¥P(x) = g). (5.26)

Si se integra (5.26) se obtiene el sistema

D) +PR) = fx) (5.27)
_O(x) £ () — % " e(v)dT+K, (5.28)

V)

2Las nuevas coordenadas se conocen también como cono de luz.
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Figura 5.2: Solucion del Ejercicio 5.4

donde las funciones ¥, ® son las incégnitas y xp € R es un punto fijo. Sumando las
ecuaciones (5.27), (5.28) se tiene

Y(x) = 2 / dr—i— — (5.29)
Si ahora restamos las ecuaciones (5.27), (5.28) se llega a
K

D(x)==f(x)—=— | g(r)dr——=. (5.30)

Para encontrar u se sustituyen (5.29), (5.30) en (5.24). De esta manera, (5.24) da la
solucién de D’ Alembert en su forma clasica

1 1 X-+ct
(1) = 5 (fle—en) + flx+en)) + 5 / ¢(1)dr. (5.31)

2¢ Jx—ct

Ejercicio 5.4 Considere las condiciones iniciales u(x,0) = cosx, u;(x,0) = 0.
Verifique que la solucién del problema (5.20) es u(x,t) = 3 (cos(x — ct) +cos(x +

Ct)) [
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= Ejemplo 5.1 Considérese el problema de la cuerda infinita con desplazamiento
inicial cero y velocidad inicial dada por

) I,silx] <a
X)) =

§ 0, si x| > a,
donde a > 0.

Este ejemplo corresponde al comportamiento de una cuerda infinita después de
ser golpeada por un martillo de longitud 2a. Claramente, la velocidad inicial tiene
singularidades en x = +a. Por la férmula de D’ Alembert se tiene la solucion

=5 [ e = S l{Caan -aral

—ct

donde |{(—a,a) N (x—ct,x+ct)}| es la longitud del conjunto resultante. Por ejemplo
sit=a/2c:

sixe (—oo —3a],
L (x+3a), six€(—3a,—1a)
o sixe (- 2a72a) (5.32)
(—x—i—%a) six € (3a,3a)

six € [3a,).

1 x+-ct
— T)dt =
[ e

O I\)‘,_.N‘Q N‘,_ JO

El lector debe ser capaz de encontrar soluciones de esta integral en casos especificos
por si mismo. .

Ejercicio 5.5 Compruebe que la solucién al problema del ejemplo 5.1 esta dada
explicitamente, para t = a/c, por

0

six € [—oo, —24a],
-(x+2a), six € [-2a,0]
-(—x+2a), six € [0,24]

six € (2a,00).

\—"’\~

u(x,a/c) = (5.33)

S )
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La formula de D’Alembert en la semirecta

Las soluciones de la ecuacién de onda en la semirecta x > 0 serdn de gran utilidad para
encontrar soluciones de la ecuacion de onda en dimensiones superiores. El problema
de la ecuacidén de onda en la semirecta

Uy =gy, 0<x, 0<1<oo (5.34)
~ Ju(x,0)=f(x), 0<x

() { (3,0) = g(x)

(¢f) u(0,6)=0, ¢ >0,

también puede ser resuelto por el método de D’ Alembert si se usan las extensiones
impares de las condiciones iniciales. Considere las funciones

flx) = { g?x;f<o. (5.35)
gx) = {gi?x>f<0. (5.36)

Ahora como un paso intermedio el problema extendido

vnzcz\}m7 —co L x<oo, <t <oo (5.37)

(@) {v(x, 0)=f(x), —eo<x<oo
Ve (x,0) = g(x),

tiene la solucién dada por el método de D’ Alembert:

x+ct

v(x,t):%(f( —et)+ Flxtet)) + 210 / 3(1)dr.

—ct
La solucién u del problema en la semirecta se obtendra a partir de la solucién v

restringiéndola a valores x > 0. En la region x — ct > 0 se tiene obviamente x > ¢t > 0
y en esta regién f = f y g = g. Por lo tanto

xX+-ct

u(x,t) = %(f(x—ct) + flx+cr)) —1—2i g(t)dt, six> cr. (5.38)

C Jx—ct
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5.5

5.5.1

Por otra parte si 0 < x < ct se tiene f(x—ct) = —f(ct —x) y asi

(1) = %( Flx+et) — flct—x)) *2% < /0 T e(rydr+ / if g(r)dr)

con el cambio de variable T a —7 en la dltima integral se obtiene

u(x, 1) = %(f(x+ct) )+~ [ e(e)ar, sio<x<a. (539

C Jet—x

La solucién completa del problema (5.34) estd dada por las dos soluciones (5.38),
(5.39) las cuales estan definidas, por supuesto, en regiones disjuntas del plano x,z.

Foérmula de Kirchhoff-Poisson

Consideramos el problema de la ecuacién de onda en tres dimensiones

Uy =c*Au, x=(x,y,z) ER?} 0<t<oo
~ Ju(x,0) = f(x), (5.40)
(e {u,<x,o> — ¢(x),

La solucién del problema (5.40) es el equivalente a la solucién de D’ Alembert para
la ecuacién de onda en una dimensioén. Sin embargo, como veremos mds adelante, esta
generalizacidn se sigue de la férmula de D’ Alembert de una manera no trivial. Ademads
si f € 63(R?) y g € €°(IR?) entonces el problema (5.40) tiene solucién tnica, llamada
férmula de Kirchhoff-Poisson, dada por

0 1 1
u(xort) = 5 <47tc2t / /” - f(x)ds> o / /H oy 80as s

El lector debe observar que las integrales en la férmula (5.41) son integrales de super-
ficie de las funciones escalares f, g, tomadas sobre la esfera con centro en x,, y radio
ct.

Solucién del problema de la ecuacién de onda en R3

Si recordamos que el drea de la esfera ||x —x,|| = r estd dada por 477, el valor
promedio 7(r,z) de la funcién u(x,t) sobre la esfera estd dado por,

1
DN ;
L //H s
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o bien, en coordenadas esféricas

_ 1
u(rt) = W//Hx_xonzru(x,t)dS (5.42)
1 2% W
= 4m2/0 /0 u(r,0,9,t)r’sen dp d, (5.43)
1 2% W
= E/o /0 u(r,0,¢.r)sendp do do. (5.44)

No es dificil verificar por medio de la formula (4.6) que % satisface la ecuacién de onda

en coordenadas esféricas 5
Ty =l + ) (5.45)

si u es solucién de la ecuacion de onda y ademas es uniformemente continua en cada
bola®.
Con la sustitucién
v(nt) = ru(nt)

se llega a la ecuacién de onda del problema (5.20) como se muestra a continuacion.
Dado que vy; = rtyy, v, = rtdy +u 'y vy = rtly, + 21, la ecuacion (5.45) se convierte en

Vg = vy, (5.46)

con 0 <7< oo, 0 <r< oo. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que %(0,7) < oo
y por lo tanto
v(0,¢) = 0. 5.47)

Ademas como u es solucién de problema (5.40), v debe satisfacer las condiciones
v(r,0) = rf(r), vi(r,0) =rg(r). (5.48)

Las ecuaciones (5.46), (5.47) y (5.48) constituyen un problema de onda en una dimen-
sion espacial y puede ser resuelto por el método de D’ Alembert en la semirecta 0 < r,
la solucién dada en la seccion 5.4.1 férmula (5.39) para este problema con 0 < r < ct
da
1 _ _ 1 ct+r
v(nt) = 3 [(ct+r)f(ct+r)—(ct—r)f(ct—r)]+ % / sg(s)ds

C Jet—r

3La continuidad uniforme se requiere para el intercambio de derivadas parciales e integrales.

Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz



Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales Parciales

El primer término del lado derecho puede ser reescrito mediante el teorema fundamental
del cdlculo para obtener

v(rt) = 1 L;)t /Ct+rsf(s)ds+/cr+r sg(s)ds] (5.49)
ClI ct—r

2c t—r

para0 < r<ct.
Claramente u(r, 0, ¢,1) = u(x, +rcos 0 seng,y, + rsend send, z, + cos ¢, ¢) de esta
forma

limu(rt) = u(Xp,?)
r—0

Se deriva (5.49)con respecto a r y posteriormente se pone r = 0 para obtener

dv 10 - L
u(x,,t) = Z(O’t) =223, (2ctf(ct)) + %2ctg(ct)

= % (tf(ct)) +13(ct)

0 1 - 1 _
= = (47rc2t //xxolldf(x)dS) + //”Xixauzag(x)ds

la cual es la formula de Kichhoff-Poisson.

5.5.2 Principio de Huygens

El principio de Huygens puede describirse de manera fantasiosa afirmando que si
existieran seres de una y dos dimensiones tendrian que ser ciegos y sordos. Para
explicar por que esto es asi resolveremos el problema de la ecuacién de onda en una y
tres dimensiones para contrastar las soluciones, es decir, resolveremos cualitativamente
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Figura 5.3: Principio de Huygens, caso N = 1

el problema para RY con N = 1,3.

uy =c2Au, x e RN, 1t >0,
u(x,0) =0,

(5.50)
u (x,0) = y(x) = {

Lxl<a, a0
0, [x| > a.

Para N = 1 claramente ||x|| = |x| y este problema puede pensarse como la perturba-
cioén producida en una cuerda infinita al ser golpeada por un martillo de longitud 2a.
Recordamos que para N = 1 la solucién de D’ Alembert estd dada por

1 Xo+ct
uor) = 5o [ o
Xo—C
= 0,si{x€x,—ct,x,+ct]}N{x:|x

# 0,si{xex,—ct,x,+ct]}N{x:|x

|<a}=0 (5.51)
| <a}#0.

Lo que dice la solucién anterior es que si tomamos un punto x, fijo sobre la recta y
dejamos que ¢ transcurra, tarde o temprano el intervalo [x, — ct,x, + ct] intersecard
el intervalo —a < x < a en cierto t =1, y la solucién serd distinta de cero a partir

de entonces, es decir, para todo ¢ > #,. Un esquema de la solucién se muestra en la
correspondiente figura 5.3.
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area de influencia:

Figura 5.4: Principio de Huygens, caso N =3

Para N = 3 la formula de Kirchhoff-Poisson nos da

1
05 = T, d
u(Xy,1) 1nc / /H x|t y(x)dS

1
= — ds 5.52
4mc’t //l:"(x(,,z) ©-52)

1

= marea(P(xo,t))

Donde P(x,,7) = {X: ||[x — X, || = ct} N {x: ||x|| < a}. Es claro que para ¢ suficiente-
mente grande el conjunto P(x,,?) serd vacio sin importar cual sea x,,, como se muestra
en la figura 5.4. La diferencia entre N = 1 y N = 3 es clara ya que en cualquier punto
fijo x, para el caso N = 1 la perturbacién inicial se sentird por siempre a partir de cierto
tiempo ,, ya que se trata de la interseccién de dos bolas unidimensionales (intervalos),
mientras que para N = 3 la perturbacién dejara de sentirse a partir de cierto #,, dado
que sélo contribuye la superficie de la esfera ||x — X, || = ct que se interseca con la bola
|Ix|| < a. Este hecho harfa imposible la comunicacién en dimensién uno ya que las
perturbaciones se sumarfan y continuarian escuchdndose por siempre, lo que no ocurre
en el espacio de tres dimensiones. Puede demostrarse que para N > 2 y par ocurre 1o
mismo que para N = 1.
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1.

2.

Sea E : R® — R? un campo vectorial clase %> compruebe que rot(rotE) =
V(divE) — AE.

Suponga que el campo vectorial E satisface las ecuaciones (5.12), (5.15), (5.14)
y J = 0 demuestre que E es solucion de la ecuacién de onda

J’E

or?

Compruebe derivando directamente que la solucién del problema con valores
iniciales uy; = c?uuyy, u(x,0) = f(x), u;(x,0) = g(x), estd dada por la férmula

1 1 x+ct
u(wt) = 5 (fx—e)+ fletan)+ oo [ g(@de,

2 2¢ Jx—ct
Una cuerda de una guitarra de longitud 1 m se jala por la mitad una distancia de
5 cm y entonces se suelta. Escriba el problema de onda asociado a esta situacién
sic=1.
Sea u(x,t) una funcién con derivadas parciales de tercer orden continuas la cual
satisface la ecuacion u,, — u,; = 0. Compruebe que la funcién v(x,t) = u, — u;
también satisface la misma ecuacién.
Use la solucién de D’ Alembert para la solucién del problema

utt:czum —co < x < oot >0

{M%®=¢@%

u (x,0) = Y(x), —o0 < x < oo,

para demostrar que si las funciones ¢, ¥ son simultineamente impares entonces
u(0,7) = 0y si son simultdneamente pares u,(0,7) = 0.
Muestre que si la funcién f(x,7) en el problema
Uy = ity + f(x,1), —00 <x < o00,1>0
{M%®=¢®

MI(X,O) = W(x)a =00 Jx < oo,

es impar respecto a la variable x entonces u(0,z) = 0 y si es par entonces
u(0,7) =0.
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8.

11.

Sea r = y/x? +y% + z2. Compruebe que la mds general expresion para las solu-
ciones de
Au= Uy

las cuales dependen sélo de r y ¢ es de la forma

fi(r+1) +fz(r—l)

u(rvt): - , s

r#0,

donde fi, f> son funciones arbitrarias dos veces diferenciables.

. Muestre que la funcién u(x,y,z,t) = x> 4+ y* +z> 4+ a*t describe el proceso de

propagacién de una onda y encuentre la velocidad de la onda.

. (Puede ocurrir que una funcién de la forma u(x,y,z,t) = x> + y* + 2> — xt*

describa el proceso de propagacion de una onda? Explique su respuesta.
Encuentre la solucién del ejemplo 5.1 para t = 2a/c. Haga una grafica de la
solucién.

Nota. Los problemas 5 a 10 fueron tomados de [4].
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6 Separacion de variables

Introduccién
Dada una edp

G, X0, X5+ ooy Xy Uy Uy Uggy ey Uy y ey Uy e ulenlxglzwxzzk) =0, (6.1)

el método de separacién de variables consiste en proponer una solucién u de (6.1)
como producto de tantas funciones de una variable real como niimero de variables
independientes tenga la ecuacion:

u(t,xr, xa, .., %) = T(0) X1 (x1) X2 (x2) -+ X (X)- (6.2)

La idea es que al sustituir (6.2) en (6.1) se obtengan n + 1 ecuaciones diferenciales
ordinarias (una ecuacion por cada variable) que puedan resolverse por métodos estandar.

= Ejemplo 6.1 Encuentre soluciones de la ecuacién en derivadas parciales

du _ du

5 "3y (6.3)

por medio del método de separacién de variables.
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Solucién. Se propone una solucién u de la forma u = T (¢)Y (y). Entonces al sustituir
la expresion anterior en la ecuacién (6.3) se obtiene
dar() . dv(y)
Y =T(t)———.
MG =T
De donde, al separar variables y suponiendo que 7'(¢)Y (y) no es idénticamente cero
se tiene

(6.4)

1 dT(r) 1 dY(y)
T(t) dt  Y(y) dy
Note ahora que el lado izquierdo de la ecuacién anterior es una funcién que sélo
depende de ¢ mientras que el lado derecho sélo depende de y, sean

1 dT(¢)

H(l‘):m dt
Y G(y) — 1 dy(y)
)= @Ty

Recuerde que las variables 7 y y son independientes, por lo que podemos usar el
siguiente lema 6.1 el cual implica que

1 dT(r) 1 dr(y)

TT0) A Y() dy

donde k es un ndmero real. De esta forma se obtienen dos ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden.

dT (1)

—kT(t)=0 6.5
k() ©3)
dy (y)
— —kY(y)=0. 6.6
ay ) (6.6)
Las cuales tienen como soluciones
T(1) =CeM (6.7)
Y(y) =Cre?, (6.8)

respectivamente. Por lo tanto soluciones de la edp (6.3) son
u(t,y) = T(0)Y (y) = €™

donde k, C son constantes arbitrarias. .
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Figura 6.1: Grdfica de la interseccion de dos cilindros parabdlicos.

Claramente para diferentes constantes k;,C;, 1 < i < n se tienen n soluciones
de la ecuacion (6.3) u;(t,y) = Cieki+¥). Mds atin la funcién u(r,y) = Y7 Creit+y)
es solucidén de la ecuacion (6.3), a esta propiedad se le conoce como principio de
superposicion y serd enunciado de una forma mds general en el teorema 6.1. Otra
clase importante de problemas asociados a las edp son aquellos con valores iniciales
donde ademds la solucidn de la edp debe satisfacer condiciones iniciales, por ejemplo,
de la forma u(0,y) = f(y) donde f(y) es una funcién dada.

Presentamos ahora un lema que es fundamental en todo este capitulo.

Lema 6.1 Suponga que se tienen las funciones H: Q CR— R, H=H(y) y
G: Q' C R~ R, G = G(x). Suponga que se tiene la igualdad G(x) = H(y) para
todax € Q' y toda y € Q, entonces G(x) = H(y) =k € R.

Demostracién: Sea 'y, € Q un nimero fijo, entonces k = H(y;) = G(x) para todax € Q'
es decir, G(x) = k y por lo tanto H(y) = k para toda y € Q. O

N) Generalmente los estudiantes tienden a creer que el lema anterior no es del todo
correcto, por ejemplo los cilindros parabélicos z = H(y) = y?, z = G(x) = x>
se intersecan en las curvas x =¢t, y=t,z= 2 yx=t,y=—t,z= 12 (ver figura
6.1). Obviamente G(x) = H(y) # k, sobre las curvas, pero lo que requiere el
lema es que la igualdad H(y) = G(x) se cumpla para toda x, y.
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6.2 Solucion de la ecuacion de calor

Considere el siguiente problema asociado a la ecuacién de calor homogénea (sin
fuentes) con condiciones de frontera u(0,7) = u(l,t) =0, parat > 0, y condicién inicial
u(x,0) = g(x) para 0 < x < /, donde g es una funcién al menos integrable en [0,/] no
idénticamente nula.

(edp) = 0uy, 0<x <1, 0<1<oo,
(ci) {u(x,0) = g(x), 0<x <L,

u(0,1) =0, >0
(/) {u(l,t) —0.

(PC,)

Hemos visto en el capitulo 3 que este problema modela la difusién de calor en una
barra sin fuentes de calor internas, con temperatura inicial u(x,0) = g(x) y temperatura
cero en sus extremos. Para resolver este problema se aplica la técnica de separacion de
variables la cual consiste en buscar soluciones no triviales u de la forma

u(x,t) = X ()T (1),

Es decir, se propone u como un producto de dos funciones incégnitas X, 7', las cuales
solo dependen cada una de las variables x, ¢ respectivamente. De esta manera:

du(x,t dT (¢
1) _ x o T0), (6.9)
d%u(x,t) d*X (x)
? = . .1
32 (t) g (6.10)
Si se sustituyen las ecuaciones (6.9), (6.10) en la edp se obtiene
dT(t) . . d*X(x)
X (x) e o°T(t) 2 6.11)
Si dividimos (6.11) por a?X (x)T (¢) se tiene
2
1 dT(t) _ 1 d X(x) 6.12)

02T (t) dt X(x) dx?
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Observe que la expresion del lado izquierdo de la igualdad sélo depende de ¢, mientras
que el lado derecho sélo depende de x. Esta situacién sélo puede ocurrir cuando ambas
expresiones son iguales a una constante k € R, como se vio en el lema 6.1, es decir:

1 dT(r) 1 d®X(x)

T d X A © 13

De acuerdo a la ecuacion (6.13) se llega al siguiente par de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

ar(o)

2 —
_ = —kaT(1) = 0 (6.14)
d’*X (x)
o —kX(x) =0, (6.15)

Al resolver cada una de las ecuaciones se obtienen soluciones cuyo producto satisface la
edp. Para que el producto de soluciones satisfaga las condiciones de frontera u(0,7) =
u(l,1) = 0 se deben satisfacer las condiciones siguientes

X(0)T(r)=X({)T(r) =0, para toda ¢t > 0. (6.16)
Lo que lleva a los siguientes problemas en ecuaciones diferenciales ordinarias:

dT (1)

2 _
” —ka’T(r)=0 (6.17)
d’X (x)
12 —kX(x) =0, (6.18)
X(0)=Xx()=0.

Asi para encontrar soluciones no triviales de la ecuacién de calor de la forma
producto que satisfagan las condiciones de frontera se tienen que resolver (6.17) y
(6.18). Para resolver (6.18) se consideran los siguientes casos:

1. Caso k = 0. Sustituyendo k = 0 en (6.15) e integrando la ecuacién resultante se

tiene
d*x
®_,
dx?
de donde
dX(x)
=c
dx !
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y asi
X(x) =cix+ca,

donde, ¢, c; son constantes, las cuales se determinan de las condiciones en (6.18).
Entonces X(0) = ¢, =0y X(I) = ¢;1 =0, como [ # 0 tenemos la solucién trivial
X (x) =0 con la cual u(x,7) = X (x)T () es idénticamente cero. Se concluye, por
lo tanto, que no puede ocurrir el caso k = 0, ya que, claramente, la solucién
u(x,t) = 0 no puede satisfacer la condicién inicial u(x,0) = g(x) para una funcién
arbitraria g.

. Caso k > 0. Se tiene el problema:

d*X (x)
dx?
El cual tiene una solucién de la forma X (x) = ¢** sustituyendo en (6.19) se

obtiene la ecuacién caracteristica a> — k = 0, asi a = =/k. Entonces la forma
general de las soluciones de la ecuacién diferencial es

—kX(x) =0, X(0)=X(l)=0. (6.19)

X(x)=c VR 4 e VR
Aplicando las condiciones de frontera X (0) = X (/) = 0 se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones, el cual queremos resolver para cy,c; :
c1+c=0
cle‘/];l +czef‘/]€l =0.

Calculamos el determinante del sistema

1 1

— e VK _ VM — _dgenh (V) # 0
NV e e sen (\[)#

que senh (v/kl) # 0 ocurre dado que senh(x) = 0 sélo si x = 0 y claramente
Vkl > 0. Por lo tanto la tinica solucién posible es la solucion trivial c; = ¢; =
0. Es decir, nuevamente X (x) = 0, por lo cual el caso k > 0 también debe
descartarse.

. Caso k < 0. Ahora las soluciones de la ecuacién caracteristica del problema

(6.19) son complejas, es decir, a = =+/—ki donde i = +/—1. Por lo tanto la
ecuacion diferencial tiene la solucidn real general (ver apéndice B, seccién B.2.1,
ecuacion (B.4))

X (x) = ¢1 cos(v/—kx) + ca sen (v —kx).
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Al sustituir las condiciones de frontera obtenemos el sistema

c1co0s(0)+casen(0) =0
crcos(vV—kl)+cysen(vV—kl) =0

De donde ¢; = 0 y si queremos evitar obtener la solucién trivial X (x) = 0,
podemos suponer ¢; # 0 de donde

sen (v/—kl) = 0.

De esta forma v/ —kl = nw, n € N. Obtenemos asi que

kz—(?)z,neN.

Por lo tanto se tiene una infinidad de soluciones del problema (6.19), las cuales
son multiplos de:
nw
]

) neN. (6.20)

l
Para resolver (6.17) se sustituye k = — ( ) n € N, en la ecuacion (6.14), asi

(-

cuya soluciones estan dadas (ver apéndice B) por:
Tn(t) — A”ef(nnoc/l)zt.

Por lo tanto (escribiendo el producto de constantes como una constante) tenemos una
familia infinita de soluciones de la edp que satisfacen las condiciones de frontera (cf)
las cuales son de la forma:

un(x,1) = X (x) T, (1) :Ane7<””a/[)2t sen (?x) , néeEN. (6.21)

Por el momento, ha quedado parcialmente resuelto el problema (PC,). Cada una de las
funciones (6.21) satisfacen la edp y las condiciones de frontera (cf). Para satisfacer la
condicién inicial (c¢i) con g una funcién arbitraria se requiere del uso de las llamadas
series de Fourier, pero antes enunciamos el siguiente principio basico.
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Teorema 6.1 — Principio de superposicion. Sea L un operador lineal definido
sobre un espacio vectorial W, sobre C. Supéngase que L[u,] =0 paran=1,...,m,
con u, € Wy a, € C para toda n. Entonces

| Yo - 3 atlu] =0

m m
Demostracion: La linealidad de L implica que L Z anity | = Y anLlu,]. Como
n=0 n=0
m
L[u,] =0paran=1,...,m, se tiene por lo tanto L Z anuy, | =0. |
n=0

N El principio de superposicién se cumple incluso para sumas infinitas si se
oo oo

satisface que Y anuy <ooy Y anLluy] < oo. En tal caso si Lu,] = 0 para toda
n=0 n=0

n € N, entonces L |:Z anun] =0.
n=0

Regresando al problema (PC,). Para satisfacer la condicién inicial u(x,0) =
g(x), 0 < x </, se considera la suma infinita de las u,(x,¢) la cual desde un pun-
to de vista formal satisface la edp y las condiciones de frontera. La (ci) se satisface
si

o nw
u(x,0) =gx) = ZA,, sen (Tx) ) (6.22)
n=1
para ciertas constantes A,, por determinar.

Para que la ecuacion (6.22) tenga sentido, deben ocurrir dos cosas:

L nmw .
= Que la serie ZAn sen (Tx) converja.

n=1

= Que la serie converja a g en la norma de algiin espacio de funciones.

T
Obsérvese que dado que )sen (nTx) ’ < 1 la convergencia de la serie depende de

la convergencia de Z Ap.
n=1
Determinar qué clases de funciones g y en cudles espacios ocurre la convergencia,
ha motivado el avance del Andlisis Matemadtico en los tltimos ciento cincuenta afios, por
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lo que, como es de esperarse, se trata de un tema delicado. Por el momento procedemos
de manera heuristica y sin justificar formalmente los pasos siguientes. Supongamos que

> T
glx)= Z Apsen (n—x) . Si se multiplican ambos lados de la igualdad por sen (’”T”x)
n=1

l
para m fijo y se integra de 0 a [, utilizando las condiciones de ortogonalidad,
I 0 ;
/ sen (ﬂx) sen (m—nx) dx=14"_ "% . m7n (6.23)
0 [ l /2, si m=n,

se obtiene, suponiendo que el intercambio de integral y suma es vélido!
! n L = n T
/0 g(x)sen <m7x> dx = /o Z A, sen <n7x> sen (me) dx
Z / sen (Ex) sen(m )dx
= l l
= / sen’ dx

l
De donde:

2 !
A, = 7/ g(x)sen (Ex) dx n>1. (6.24)
1 Jo l

A los coeficientes (6.24) se les llama coeficientes de Fourier de la funcion g,y a la
serie (6.22) con estos coeficientes se le llama serie de Fourier asociada a g. De esta
manera, hemos obtenido una solucién formal al problema (PC,), a saber:

1) = io Ane Rt sen (M), (6.25)

donde las A, estan dadas por (6.24).

!Para poder intercambiar la integral y suma infinita se requiere convergencia uniforme de la serie, en el
apéndice A se da la definicién A.3 de tal convergencia.
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I Ejercicio 6.1 Verifique que se cumple la relacién (6.23). n

N) En 1873 du Bois-Reymond demostraron la existencia de una funcién continua
cuya serie de Fourier diverge en un punto [17, Thm 2.1 p. 51]. Mds adn, a me-
diados del siglo XX, Kahane y Katznelson demostraron que cualquier conjunto
de medida cero puede ser el conjunto de divergencia de la serie de Fourier de
una funcién continua [17, p. 58]. Tales hechos muestran que la convergencia
de las series de Fourier es un asunto delicado y que no estd de mds analizar
con detalle los casos en los que las series convergen. Sin embargo, se puede
afirmar que la gran mayoria de las funciones que surgen en las aplicaciones
caen en alguna de las categorias que se tratan en el apéndice A. En particular, se
puede mostrar sin gran dificultad que la serie de Fourier (6.22) de una funcién
g derivable en (0,/) converge al menos puntualmente 2, a g. De manera més

!

general, si / |g(x)|dx < o se tiene también convergencia puntual, salvo en los

puntos de discontinuidad, con lo cual se incluye una gran coleccién de funciones
continuas a trozos las cuales surgen frecuentemente en las aplicaciones.

= Ejemplo 6.2 Resuelva el problema

U = Uy, 0<x<1, 0<1t <oo,
u(x,0) = sen(37rx) 0<x<1,
u(0,1) =0
u(l,1) =0,

Solucion. El método de separacién de variables indica que la solucién debe ser de la
forma (6.25) con los coeficientes A, dados por (6.24). Si se recuerdan la condiciones
de ortogonalidad (6.23) se tiene A, =0 sin# 3y A3 = 1/5. por lo tanto la solucién
del problema es

1
u(x,r) = 56797:2[ sen (37x).

Obsérvese que en este caso la funcién g(x) = £ sen (37x), ya se encuentra desarro-
llada en series de Fourier lo que facilit la solucién del problema. u

ZPara ver la definicién de convergencia puntual ver la definicién A.2 en el apéndice A “Hechos bsicos
del Célculo™.
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Ejercicio 6.2 Argumente porqué la solucién del ejemplo anterior ya estd desarro-
llada en series de Fourier. .

= Ejemplo 6.3 Como un ejemplo mds, considérese el problema de flujo de calor
en una barra cuya superficie lateral esta aislada y que en el instante ¢ = O tiene una
temperatura dada por u(x,0) = x; ademds supéngase que & = 1, que no hay fuentes de
calor y que mediante algtin dispositivo se consigue poner los extremos de la barra a 0
grados para todo ¢ > 0. Encuentre la temperatura de la barra para todo ¢ > 0.
Solucién. El problema puede escribirse en forma matematica como

U = Uy, 0<x<1, 0<t <oo,
(x,0)=x, O0<x<1
u(0,6)=0, >0
u(l,r)=0.

<

De acuerdo con el método de separacion de variables la solucién formal del proble-
ma de este ejemplo estd dada por,

u(x,t) =3y Ane™ " sen (nrx),

n=1
1 2(—1 n+1
donde A, = 2/ xsen (nmx)dx = i .
Jo nw
I Ejercicio 6.3 Compruebe la férmula para A,, del ejercicio anterior "

Interpretacion de la solucién de la ecuacién de calor
Varias preguntas pueden formularse ahora:
= ;Realmente la solucién se comporta como sucede en la realidad fisica? Por
ejemplo, se espera que la temperatura de la barra sea cero en todo punto para ¢
suficientemente grande ya que no hay fuentes internas de calor y la temperatura
de la barra en los extremos es cero. ;Realmente el modelo matematico predice
tal comportamiento?
= Una pregunta que se hizo desde tiempos de Fourier y que todo estudiante debe
formularse es la siguiente ¢las funciones sen (n7x) son funciones que oscilan,
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Figura 6.2: Solucion de la ecuacion de calor con u(x,0) = x

de verdad una combinacién lineal de ellas puede aproximar una funcién como
g(x) = x en el intervalo [0, 1]?

= Dado que la solucién formal es una serie infinita ;cudntos términos se deben

tomar para tener una buena aproximacion?

Para responder a la primera pregunta obsérvese la figura 6.2 donde se grafic6 una
aproximacion al perfil de u en los tiempos indicados. Obsérvese que u tiende a cero en
todo punto como se esperaba.

50 2(_ 1 )n+1

u= —
=0 nmw

~(m en (nrx) ,

es decir, se aproximo la solucién tomando una suma de sélo 50 términos.

Con respecto a las aproximaciones de las funciones sen (n7x), a la funcién g(x) = x
en el intervalo [0, 1] se debe observar primero que en x = 1 las funciones sen (n7x) son
todas cero, por lo que no puede esperarse que una combinacidn lineal de estas aproxime
uniformemente a la funcién g(x) = x. Combinaciones lineales finitas de las funciones
sen (nmx) oscilan cerca de x = 1. Tal comportamiento se conoce como fenémeno de
Gibbs y estd ilustrado en la figura 6.3 donde en la gréfica de la izquierda se ha tomado

20
. Lo 2(—1)mH! <
una suma de veinte términos x = ), % sen (n7x), y en la grafica de la derecha
n=0
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Figura 6.3: Aproximaciones a g(x) = x (n = 20, n = 50) con series de Fourier.

50
. L . 2(—1 n+1
una suma con cincuenta t€rminos x ~ Z % sen (I’lﬂ'x).

n=0
Problemas con (c¢f) no homogéneas

Para cerrar esta seccidn trataremos problemas en edp con (cf) separadas no homogé-
neas. Este estudio nos llevard a ecuaciones diferenciales parciales no homogéneas, que
serdn resueltas en la seccidn 6.6. Por ejemplo analizamos el problema

U= U, 0<x<I, 0<t< oo,
,0) =
u(x,0) = 9 626)
allu(O,t) —i—alzux(o,t) =M (l)
azlu(l,t) —|—a22ux(l,t) = /’lg(l‘), t>0.
Para simplificar, consideramos primero el caso en el que A, h; son constantes. La

intuicion fisica nos dice que para t muy grande la solucion u del problema (6.26) no
dependerd de ¢, es decir u(x,t) = f(x) por lo que en este caso la edp se reduce a

_dflx)

Upy = 2 =0.

Al integrar dos veces se obtiene u(x,7) = f(x) = ax+ b donde las constantes a,b se
deben determinar de las (cf). Por lo tanto la solucién estacionaria (f — o) es una
recta. Tomando en cuenta que u(0,¢) = f(0) = b, u,(0,1) = u,(I,t) = f'(x) =ay
u(l,t) = f(I) = al + b se tiene el siguiente sistema de ecuaciones cuyas incégnitas son
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ayb.
b =h
ao+ apa 1 (6.27)
a1 b+ (azll +a22)a =hy.
El sistema tiene solucién
hy an
hy axl+a
p — 2 cerman| (6.28)
aii an
a1 axl+axn
an
a h
. = L] (6.29)
aii apn
an  anl+axn
si
ai an
ar  axnl+axn
Si suponemos una solucién del problema (6.26) de la forma
u(x,t) = f(x)+a(x,e),
entonces i(x,?) satisface el problema
@ (x,1) = Qi (x,1), 0<x <1, 0<t< oo,
1(x,0
(,0) = §(x) — () = $() 630,
() { "0 =0
c
i(l,t)=0,t>0,

como el lector puede verificar simplemente sustituyendo la definicién de i(x,¢). Este
problema ya ha sido analizado y, como sabemos, tiene la solucién

Z ~(nmar/1)? 'sen(nmx /1),
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donde
2
a, = 7/ o (x)sen(nmx/1)dx,
0

es decir, lo tinico que cambi6 fue la funcién ¢. De esta manera, u(x,t) = f(x) +i(x,t)
proporcionan la solucién del problema (6.26) en el caso de que h; y hy son constantes.
Para el problema (6.26) con (cf) generales se propone una solucién de la forma

u(x,t) = E(x,t) +u(x,1), (6.31)

En este caso se pone E(x,7) = a(t)x+b(t) con a(t),b(t) de la forma como en (6.28),
(6.29), pero con hy = hy(t), hp = hy(t), es decir, en este caso hj y hp no son constantes
sino dependen de ¢. Obsérvese que E(x,?) satisface las condiciones de frontera de la
ecuacion (6.26), como puede verificarse facilmente. Asi, la funcién i = u — E debe ser
solucién del problema

iy (x,1) = Qi (x,1) — Ey(x,1), 0<x<1, 0<1t< oo,
s 0)=00) - 50:0) =36 65
(/) {ﬁ(m) =0,r>0

En este caso la edp del problema (6.32) es no homogénea dado que aparece la funcién
E,(x,t). Hasta ahora las técnicas estudiadas no nos permiten resolver este tipo de
ecuaciones pero se tratardn en la seccién préxima.

Para finalizar esta seccidn se presenta un ejemplo
= Ejemplo 6.4 Resuelva el problema con (cf) no homogéneas

u,:azum O0<x<1, 0<t <oo,
u(x,0) = sen(27x)

u(0,¢) =3
(/) {u(l,z) +2u,(1,¢) =t, 1> 0.

(6.33)

Solucidn. Se busca una funcién de la forma E(x,7) = a(t)x + b(t), donde a,b, se
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calculan de la siguiente manera

30
P L (6.34)
1ol ’
1 2
13
1 t t—3
— - 6.35
a 1 o 2 (6.35)
12

por lo tanto E(x,t) = (f — 3)x/2 + 3. Facilmente se verifica que E(x,7) satisface las
(cf) de (6.33). Notando que E;(x,7) = x/2, se busca ahora una funcién & que sea
solucién de

i (x,1) = 0Pie(x,1) = %, 0<x <[, 0<1<oo,
i(x,0) _: sen(27mx) — (1 —3)x/2+3 =@ (x) 636)
() {700 =0

ia(l,r)=0,1>0.

La solucién i del problema anterior puede resolverse con el método de la seccién 6.6.
Finalmente, la solucién del problema (6.33) dada por u(x,t) =i+ (r —3)x/2+3. =

Solucion de la ecuacion de onda

En esta seccion se estudia el problema

(edp) sy = 0Py, 0<x<1, 0<1t< oo,
(ci) {u(x,O) =g(x),0<x <,

(PO,) u (x,0) = h(x)

u(0,£) =0

(/) {u(l,t) =0,1>0.

En este caso se buscan soluciones de la forma u(x,t) = X (x)T (¢) que al ser sustituidas
en la edp del problema (PO, ) se obtiene

XT" = o*TX".
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De donde se llega al par de problemas en ecuaciones diferenciales ordinarias:

{dzT(’) k2T (1) =0 (637)

(6.38)

Obsérvese que el problema (6.38) coincide con el problema (6.18) de donde se obtiene

k:—(?)z, neN, (6.39)
’ X, (x) = ¢, sen (?x) ) (6.40)

Donde las ¢, son constantes por determinar. Si se sustituye (6.39) en (6.37) se tiene

d’T (1) (mroc
dr? l

Al resolver (6.41) (ver apéndice B, seccién B.2.1, ecuacion (B.4)) se obtiene la
familia de soluciones:

)ZT(I) —0 (6.41)

T.(t) = a,cos (@t) + b, sen (@t) , neN (6.42)
por lo tanto la familia
up(x,t) = [an cos (@Z) + b, sen (@tﬂ sen (?x) , neN (6.43)

donde, ¢, ha quedado asimilada a las constantes a,, b,,, son soluciones de la ecuacién
edp del problema (PO, ) que satisfacen las (cf). Para encontrar la solucién que satisfaga
las (ci) :

(c) u(x,0) =g(x), 0 <x <,

1
u (x,0) = h(x).

Se aplica el principio de superposicién (Teorema 6.1, p. 86), asi la serie

oo

u(x,t) = Z {an cos (@t) + b, sen <gr)} sen (?x) , (6.44)
n=0
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es solucién formal de la edp del problema (PO, ) que satisface las condiciones (cf).
Poniendo r = 0 en (6.44) se tiene

g(x) =u(x,0)= Zansen(—x)

Las constantes a, pueden obtenerse de la misma forma que en la seccién anterior, es
decir, usando las condiciones de ortogonalidad (6.23) tenemos que

=2 / sen )dx n=102.. (6.45)

Para obtener las constantes b,, suponemos que la serie (6.44) se puede derivar
término a término y si la serie derivada converge a u;(x,1) entonces se llega a 3

h(x) = Z b "% sen (). (6.46)

Multiplicando (6.46) por sen (”’T”x) e integrando de 0 a /, al utilizar las condiciones de
ortogonalidad (6.23) se obtiene

2 nmw
by = —— h ( x)dx, n=1,2.. 6.47
= (x)sen ] X, n (6.47)
Una vez establecidos los coeficientes de Fourier para la ecuacion de onda (6.45) y
(6.47) , 1a serie (6.44) es solucién formal del problema (PO,), si ocurre la convergencia
de las series involucradas.

= Ejemplo 6.5 Una cuerda de longitud / = 1 situada en posicién horizontal, se jala
hacia arriba en su punto medio hasta que alcanza la altura 1/2. Suponiendo que la
posicion inicial de la cuerda estd dada por la funcién

0<x<05
u(x,0) =" * (6.48)
1-x, 05<x<l.

(Coémo es el subsecuente movimiento de la cuerda si esta se libera repentinamente?
Solucion. Observe que la velocidad inicial de la cuerda es u,(x,0) = 0, asi de la
ecuacion (6.47) se tiene b, = 0 para toda n. El problema se reduce entonces a calcular

3La convergencia de la derivada formal de la serie no ocurre siempre, ver Apéndice A.

Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz



Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales Parciales

los coeficientes a, dados por la férmula (6.45). Para finalizar se sustituyen a,, b, en la
férmula (6.44). Con lo que

2 & (=1
u(x,t) = = ngb (2(”+)1)2$en [(2n4 1)7x] cos[(2n + 1) mt], (6.49)
es la solucion del problema. .
I Ejercicio 6.4 Compruebe que se cumple la férmula (6.49). "

Interpretacion de la solucion
Sea

2 (="
72 (2n+1)?

entonces la solucion del ejemplo 6.5 puede escribirse como

up(x,1) = sen [(2n + 1)7x| cos[(2n + 1) ]

u(x,t) = i up(x,1).
n=0

Como hemos explicado, u(x,t) es la superposicién de las funciones u,(x,7) llamadas
armonicos n-€simos o n-ésimos modos de vibracion. Estas vibraciones fundamentales
de una cuerda pueden percibirse con claridad, por ejemplo en una guitarra, poniendo
un dedo a la mitad de una cuerda sin presionar después de hacerla sonar y retirando
el dedo inmediatamente. Este curioso sonido resulta de los n-ésimos armdnicos que
no tienen crestas a la mitad de la cuerda. En este ejemplo se produce un sonido a una
octava mas alta que el de la cuerda sin perturbar, por lo cual se les llama arménicos
octavados. A continuacién mostramos dos maneras de visualizar geométricamente la
solucién de la ecuacién de onda para este problema

En el caso general de la ecuacién (6.44) las ecuaciones de los n-ésimos arménicos

son
nwo

nwo nmw
up(x,1) = [an cos (TI) + b, sen (TI)} sen (Tx)
los cuales, por medio de una identidad trigonométrica bdsica, pueden escribirse como

un(x,t) = Rysen (nmx/l) cos[nma(t — 6,) /]

donde R, y 8, son constantes llamadas amplitud y dngulo de fase respectivamente.
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Figura 6.4: Solucion del ejemplo 6.5.

Ejercicio 6.5 Obtenga las expresiones exactas para R, y &, en términos de a, y
by,. .

L . . nwo .
Por ultimo, una observacién interesante, la cantidad w, = —— llamada frecuencia

del n-ésimo modo tiene que ver con el sonido placentero de las cuerdas de un violin o
guitarra o piano a diferencia del sonido un tanto ruidoso de un instrumento de percusion.
Observe que todas son multiplos enteros de la frecuencia @; llamada frecuencia
fundamental, (algo que de alguna manera sabian los pitagdricos) a diferencia de lo que
ocurre con la membrana de un tambor, como se vera mas adelante.

Solucion de la ecuacién de Laplace

Se considerard la ecuacién de Laplace junto con condiciones de frontera tipo Dirichlet
en coordenadas polares (ver férmula (4.5) capitulo 4), es decir, se analizara el siguiente
problema (PL,):

1 1
(edp) Au:urr—i—;u,—i—r—zugg:O, 0<r<ry,
(cf)  u(ro,0)=g(0),0<6<2m,

(PL,)

eneldiscoD={(r,0):0<r<ry 0<0<2r} con u acotada.
Este problema surge en diversas aplicaciones. Se puede interpretar como la ecuacién
que satisface un potencial electrostatico # dentro de un circulo de radio ¢ cuando se
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conoce el potencial en la frontera, u(rg,0) = g(0), 0 < 6 < 2x. Otra interpretacién
del problema es la de la pelicula de jabdén. Se considera un alambre que forma una
curva cerrada cuya altura estd dada por g(6). Se sumerge el alambre en una solucién
jabonosa para que se forme una pelicula. La altura de cada punto de la pelicula esta
dada por la solucién del problema (PL,).

Para resolver (PL,) se propone una solucién de la forma u(r,0) = R(r)®(0). Al
sustituir esta ecuacién en la edp del problema (PL,) y multiplicando por 72, se tiene

r*R'(r)®(6) + R (r)®(0) + R(r)®"(6) = 0.
Al dividir por R(r)®(6) y separando variables obtenemos

_@//(9)

R'(r)= 0(0)

R() =k

de donde se llega al par de ecuaciones diferenciales ordinarias
d*R(t
(1) , dR()
dr? dr

d’0(0)
de?

r2

—kR(r) =0, (6.50)

+kO(6) = 0. (6.51)

Para que u sea univaluada en 0, las soluciones de la ecuacion (6.51) deben ser periddicas
de periodo 27, es decir, ®(0) = ®(6 +2). En tal caso los valores permisibles de
k son cuando k = n*> > 0. Si k = 0 las tnicas soluciones periédicas son ®(0) = ¢ ya
que los casos k =0, ® # ¢ y k < 0 no llevan a soluciones periddicas, como puede
comprobar el lector (problema 10).

Al resolver la ecuacién

d’e(0)
de?

+n20(68) =0

se llega a
0,(0) =c,cos(nd) +d,sen(nb). (6.52)

Si se sustituye k = n? en la ecuacién (6.50) se tiene

d’R(t) +rdR(r)

C2R(P) —
72 P n“R(r)=0 (6.53)

}”2
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la cual es una ecuacién de Euler. En el apéndice B, ejemplo B.1, pdgina 236, se muestra
que la solucién general estd dada por

Ry(r)=our"+apr™" (6.54)

Note que la solucién anterior puede escribirse en la forma

Ra(r) = A <:O) YR <rr0>_ : (6.55)

donde Ol]rg =X y agrg” =A.
Por lo tanto hemos obtenido soluciones de la ecuacion de Laplace de la forma

un(r,0) = Ry(r)©,(0) (6.56)
n —n
- (xl (’) s (r) ) (cncos(n) +dy sen (n)),
1o )
conn=0,1,2,3,.... Obsérvese que para n = 0 las soluciones acotadas de la ecuacién

de Euler dentro del disco son constantes.

Para el problema (PL,), (r/ro) " no esta acotada en r = 0, lo cual no tiene sentido
fisico, es decir, estamos interesados en soluciones acotadas, por lo tanto escogemos
A» = 0. Asi, se reescriben la soluciones asimilando la constante A; en las constantes
¢n,d, como es costumbre en edo y en edp, es decir, denotamos A ¢, como ¢, y A1d,
como d:

Un(r,0) = Ry (r)©,,(8) = (:0) (cucos(nB) +dysen (n0)), n=0,1,2,3,...

y, por el principio de superposicidn,
u(r,0)=Y (’) (cncos(nB) +dy sen (n0)), (6.57)
n=0 o

serd una soluci6n formal de la (edp). Finalmente, para que (6.57) satisfaga la (cf) en
el problema (PL,), debe tenerse

=

8(8) =u(ro,0) = Y (cpcos(nB) +dysen (nh)). (6.58)
n=0
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Figura 6.5: Superficie minima del ejemplo 6.6.

De esta forma el problema queda resuelto al calcular los coeficientes de Fourier de
g(0), los cuales estdn dados por

Lo 0)do 6.59
o = 57/ (0)do, (6.59)
1 21
o = ;/ 2(8)cos(n6)do, (6.60)
0
1 21
di = — | g(8)sen(n)de, (6.61)
0

los cuales se obtienen usando las relaciones de ortogonalidad de las funciones trigo-
nométricas. Por lo tanto la solucién formal del problema (PLy) estd dada por (6.61),
(6.60), (6.59) y (6.57).

= Ejemplo 6.6 Resuelva el problema

(edp) Au=0, 0<r<l,
(PL1) {(cf) u(1,0) = g(6) = cos(30) —sen(0), 0 < 6 < 27.

Solucion. En este caso g(0) estd ya, desarrollada en series de Fourier con ¢, = 0 para
n#3yd,=0paran# 1, asi, lasolucién es u(r,0) = 3 cos(30) — rsen(0). .
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6.5

Foérmula integral de Poisson

Si en la férmula (6.57) obtenida por el método de separacion de variables, se sustituyen
los coeficientes ¢y, dy, y co de acuerdo con las férmulas (6.59), (6.60), (6.61) obtenemos
una férmula para la solucién que no involucra sumas infinitas sino solamente una
integral, llamada formula integral de Poisson. En efecto, poniendo ro = R en las
férmulas correspondientes

1

u(r,0) = E/(;ZHg(Oc)da

+;ﬁ:j (%) | " g(@)[cos(nax) cos(n6) + sen(na)sen(n6)]da,

usando la identidad trigonométrica para el coseno de una diferencia de 4ngulos se tiene

u(r0) = o /2”<+2Z )cos 9—a))>g(a)da.

Recordamos que el intercambio entre suma infinita e integral de Riemann puede hacerse
s6lo suponiendo la convergencia uniforme de la serie involucrada, es decir, aqui hemos

supuesto que el intercambio de integracién y suma infinita puede aplicarse. Utilizamos
it | it
. . e .
ahora, la férmula de variable compleja cost = — donde i =+/—1,

1 2 - A" in(6— —in(0—
u(r,Q):E/O <1+;(R) (eM(0=0) 4 o=in(® 00)) gla)da.

, cuando |p| < 1y dado que

Se tiene la férmula para la serie geométrica Z pt=

n=0 -
claramente |e™(®~®)| = |¢~#(0=®)| = | si notamos ademds que i i (-)—1se
tiene que ! "
)3 (%)neinw_a) 1 Leli(efa) —1= R_,:j(efa) -1
n=1 R
y

v (L) pin(0-0) _ ! - R
)} (R) ¢ 1 L6 =R eew

Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz



Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales Parciales

6.5.1

Figura 6.6: Niicleo de Poisson

Finalmente, mediante simplificaciones algebraicas se llega a

| R2— 2
= — . . 2
u(r,9) 271:/0 <R2—2chos(9—Ot)+r2)g(a)da (6.62)

La ecuacién (6.62) se conoce como la férmula integral de Poisson.

Observaciones sobre la ecuacion de Poisson

Se puede reescribir la ecuacion (6.62) en coordenadas cartesianas en lugar de polares.
Se denota x = (x,y) a un punto dentro del circulo con coordenadas polares (r,0) y con
x' un punto en la frontera con coordenadas (R, &), de esta forma r = ||x||, R = ||X/||.
Aplicando la ley de los cosenos al tridngulo Oxx’ de la figura 6.6, se tiene la férmula
|[x —x/||> = R? + r* — 2Rrcos(0 — ). Ademds, puesto que el elemento de arco estd
dado por ds = Rdo y que la funcién u evaluada sobre la circunferencia es g, es decir,
u(x') = g(a). Se tiene que la férmula de Poisson puede escribirse como

2 _ 2 !
u(x) = F=IXI° /H ) s (6.63)

27R Jjw=r [lx —x'||?
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Ast, se tiene el siguiente teorema

Teorema 6.2 Sea g(o) una funcién continua en el circulo dD = {x : ||x|| = R}.
La férmula de Poisson (6.63) proporciona una funcién arménica en el disco D =
{x:||x|| < R} con la propiedad

lim u(x) = g(at),

x—x/

donde « es el dngulo correspondiente al punto X' € dD.

6.6 El método de expansion en funciones propias

El non plus ultra de los problemas de separacion de variables son los problemas no
homogéneos. Como una ilustraciéon de como usar el método de separacién de variables
asi como los poderosos resultados de este capitulo a continuacién resolveremos algunos
ejemplos de la ecuacion de calor con fuentes internas dadas por f(x,t).

Considérese el problema

U = Cug + f(x,1),0<x<1,0<t <o

u(0,1) =0,
(Cf){u(l,t)o, 0<t<oo ©.64)

(ci) u(x,0)=¢(x),0<x< 1.

Las condiciones de frontera consideradas, por supuesto, pueden ser modificadas y
se han escogido las mas elementales para simplificar la exposicion.

La idea basica del método de expansion en funciones propias consiste en desarrollar
la funcién f como la superposicién de funciones propias, es decir, se considera que f
puede escribirse como f(x,7) =Y f,(¢)X,(x) donde X, (x) son las funciones propias
del problema homogéneo asociado (f(x,7) = 0):

U = 0Py, 0<x<1,0<t<oo
u(0,1) =0,
6.65
(Cf>{u(l,t)20,0<t<oo (6.69)

(ci) u(x,0) =9 (x), 0<x < 1.
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Al aplicar el método de separacion de variables al problema (6.65), y poniendo
u(x,t) = T(t)X(x) se obtiene el siguiente problema con valores en la frontera en
ecuaciones diferenciales ordinarias que dependen de un parametro (este es un caso
particular de un problema de Sturm-Liouville).

X"(x)+AX(x) =0 (6.66)
X(0)=0
(0) ’ (6.67)
X(1)=0.
El cual tiene por soluciones (A,,X,(x)) = (n*m,sen(nmx)), n=1,2,.... Se propone

entonces el desarrollo de la fuente de calor en la forma
f(x,0) = fi(r) sen(mx) + f>(t) sen(27wx) + - - - + f,(¢) sen(nmx) +. ... (6.68)
donde las funciones f,(¢), n > 1, se determinarén al usar las propiedades de ortogona-

lidad de las funciones propias sennsx. Suponiendo que se cumplen las hipétesis para
el intercambio de suma infinita e integral, se tiene que

/lf(x,t) sen(mmx)dx = i /lfn(t) sen(nmx) sen(mmx)dx (6.69)
0 0

n=0
1
= Efm(t)a (670)
de donde |
Fult) =2 /0 £(x,1) sen(mmx)dx. 6.71)

Se obtienen as{ los coeficientes de Fourier de la funcién f en términos de las funciones
propias del problema (6.65), con la particularidad de que en este caso no son constantes
sino que dependen de la variable 7.

Para encontrar u, suponemos que es de la forma

u(x,t) = i T,(t)Xu(x) = Y T,(t)sen(nmx). (6.72)
n=1

s

Asf, las tnicas incégnitas de este problema son las funciones 7,(¢), n > 1, las cuales
pueden calcularse al sustituir (6.72), (6.68), en la edp del problema (6.64). Note que
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uy =Y T (t)sen(nmx), uyy = — Yoo, (n7)*T,,(¢) sen(n7x), de donde la edp de (6.64)
puede escribirse como

||M8

) sen(nmx) Z )sen(nmx) + Z fu(t)sen(nmx),  (6.73)

o equivalentemente
Y [T(1) + (12T, 1) — fi(1)] sen(nex) = 0. 6.74)

Observe que la ecuacién (6.74) se cumple para toda x € [0, 1] por lo que
T,(t) + (nmo0)* Ty (1) = fu(t) = 0. (6.75)

Ademds, aplicando la (ci) se tiene
Z T,(0)sen(nmx) = ¢ (x), (6.76)

lo cual quiere decir que 7,,(0) son los coeficientes de Fourier de la funcién ¢ (x) es
decir,

0)=2 /0 ' 6(x) sen(nmx)dx. 6.77)

Con la informacion de las ecuaciones (6.77) y (6.75) se obtiene una familia infinita
de problemas de valor inicial en ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de
coeficientes constantes no homogéneas, a saber:

Ty(t) + (1w @) T, (1) = fu0),
{ T,(0) 2]0 o (x) sen(nmx)dx = a, € R. (6.78)

La solucién de esta clase de problemas estd dada por

r
Ty(t) = age” "™ 4 / e (=7 ¢ (1)qr, (6.79)
0

donde se ha usado un factor de integracién®.

“#Para quienes no recuerden el método para la solucién de este tipo de ecuaciones se ha agregado un
resumen en el apéndice B.1.1.
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Por lo tanto, la solucién del problema (6.64) esta dada por

=

t
u(x,t) =Yy [ane<"m>2t—|—/ ef("m)z(tfﬂfn(r)df sen(nmx). (6.80)
0

n=1

debe notarse que la primera suma de (6.80) tiende a cero cuando ¢ — oo y se llama parte
transitoria de la solucion. La segunda suma de la solucién se llama parte estacionaria
y se debe su aparicion a la influencia de la funcién f(x,t). Para finalizar esta parte, se
analiza un ejemplo con una funcién fuente cuya serie de Fourier es simple.

= Ejemplo 6.7 Encuentre la solucién del problema

Uy = Uy +sen(4mx), 0 <x < 1,0<1t < oo
u(0,¢) =0,
c 6.81
(f){u(l,t)0,0<t<°° (051
(ci) u(x,0) =sen(mx), 0 < x < 1.
Solucion. En este caso se tiene f(x,7) = f(x) = sen(4nx) y la condicién de inicial

¢ (x) = sen(mx). Con estos datos se obtiene la siguiente familia de ecuaciones diferen-
ciales correspondientes (6.75):

T, (t)+ (nma)* T (1) = fult) (6.82)
1
= 2/ sen(47mx)sen(nmx)dx (6.83)
0
_ lsin=4, (6.84)
Osin#4,
con las condiciones iniciales
1
1,(0) = 2/ sen(7x)sen(nmx)dx (6.85)
0
lsin=1
- st (6.86)
Osin#1.

Resolviendo estos problemas se obtiene el cuadro 6.1
Ahora obtendremos de manera explicita las soluciones de los casos n =1y n =4.
Observaremos ademads que en los demads casos se obtiene solamente la solucién trivial.
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n edo (ci) solucién

1 T/ (1) + ()2 Ty (1) =0 | T1(0) =1 Ti(t) = e (@)

2 T)(t)+ (2na)’Tr(t) =0 | T»(0) =0 T(t)=0

3 T{(t)+ (37a)’T3(t) =0 | T5(0)=0 T3(t) =0

4| T+ (ra? T =1 | T4(0) =0 | Ta(t) = G (1 - e_(4”°‘)2’>
m=5 | T,(t) + (mmo)*T(t) =0 | Tu(t) =0 Tu(t) =0

Cuadro 6.1: Coleccién de problemas que surgen en el ejemplo 6.7

Cason = 1. Se tiene T (1) = Ce=(9m" y como T (0)=1,C =1, es decir,
Ti(t) = e (@,

Caso n = 4. Note que este caso da la inica ecuacién no homogénea de la familia. El
. 2 .
factor integrante es (1) = e(**®* con lo cual se obtiene

1 2
Tu() = (—4ma)?t (4mar)?t
4 (l‘) e (47[(1)2 e +C

con la (ci) Ty(t) = 0 tenemos C = —1/(3wa)? y por lo tanto

Ty(t) = #)2 (1 —67(471'0{)2[) :

(4ra

Caso n > 5. En este caso las ecuaciones son homogéneas por lo que se tiene T, (¢) =
Ce~ (")’ Pero dado que 7,(0) =0, C = 0. Por lo tanto 7,(¢) = 0. Obviamente el
mismo argumento usado en este caso muestra que en los casos n =2y n = 3 se tiene
s6lo la solucidn trivial. Con las soluciones de esta familia infinita de problemas se tiene
que

u(x,t) = e~ @ sen(mx) + 5 (1 - 67(4”‘1)%) sen(47x),

1
(4na)

la cual es la solucién del problema (6.81). .
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6.7

6.7.1

Series de Fourier

Hemos visto al aplicar el método de separacién de variables que las series de Fourier
trigonométricas aparecen de manera natural al resolver algunos problemas asociados a
las ecuaciones de calor, de onda y de Laplace con condiciones iniciales y/o de frontera.
En el siguiente capitulo estudiaremos variaciones bdsicas de los problemas que hemos
estudiado que incluyen condiciones de frontera y/o iniciales mds generales, asi como
ecuaciones no homogéneas, lo cual dard pie al estudio de series de Fourier en general y
no solamente las que hemos visto. Pero antes estudiaremos con mas detalle las series
de Fourier trigonométricas.

Series de Fourier trigonométricas

Hemos visto en los ejemplos y en los problemas a lo largo de este capitulo que las
series de Fourier trigonométricas en general tienen sentido, de alguna forma, para
funciones polinomiales y trigonométricas las cuales son funciones continuas, con
derivadas continuas definidas en un intervalo dado. Afortunadamente, las series de
Fourier no se limitan a funciones continuas. Fourier anunci6 en la primera década del
siglo XIX el siguiente revolucionario y polémico resultado:

Sea f una “funcion” definida en —1 < x <1 si:

1 )
a, = 7/ f(x)cos n—mdx, n=0,12,... (6.87)
b, l/ f(x) senn—mdx n=1,2,3,...
entonces la serie

%Jralcos ] +blsen7§x+ ':% Z (ancos +b, senmlrx) (6.88)

n=1

“converge” a f(x).

Los términos “funcién” y “converge” eran un tanto ambiguos en tiempos de Fourier
y tuvo que pasar algin tiempo para que fueran establecidos en la manera en que ahora
se conocen y aplican. Por supuesto, en términos modernos lo anunciado por Fourier
expresado lineas arriba, no se cumple para un gran nimero de funciones y para sus
contemporaneos aun era dificil de ver el que se cumpliera para las funciones mas
elementales. No obstante el tiempo le dio la razén en parte a Fourier ya que existe un
resultado que cubre la mayoria de aplicaciones de la Fisica y la Ingenieria:
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Teorema 6.3 Sean fy f’ continuas a trozos en —/ < x < [, es decir, fy f’ tienen
un nimero finito de discontinuidades de salto. La serie (6.88) converge a f donde la
funcién es continua y converge a

% lim f(x) + lim f(x)

x—xt X

donde x;, i = 1,...,n son los puntos interiores de discontinuidad de f. En x = £/ la
1

serie converge a 3 (f(I+0)+ f(I—0)) donde f(I+0) =lim,_,;+ f(x)y f(I—0) =

lim, - £(x).

N) Parauna demostracin de este hecho puede verse [7, sec. 41, pag. 91].

Este tipo de resultados pueden parecer excesivos para los estudiantes quienes
solamente desean aplicar las matemdticas, sin embargo se debe tener cuidado con
la convergencia de las series ya que, por ejemplo, en 1873 Du Bois y Reymond
demostraron que existe una funcién continua cuya serie de Fourier diverge en un punto
(ver por ejemplo [24] p. 73) y aunque el ejemplo no ocurre casi seguramente en la
practica, s6lo la continuidad a trozos de la funcién y de la derivada de la funcién
garantizan la convergencia de la serie.

En este capitulo hemos visto que al resolver ciertos problemas asociados a las
ecuaciones de calor, de onda y de Laplace es fundamental encontrar la serie de Fourier
de una funcién dada ¢ (x). Nos centraremos ahora en el estudio de estas series para
funciones como las enunciadas en el teorema 6.3.

Escribimos lim, _, - f (x) = f(x; £0) = f(x), o cual es notacién estdndar en la
literatura de series de Fourier. En los puntos interiores donde f es continua tenemos

1 lim f(x)+ lim f(x) :1(f(x,-+0)+f(xi70)):f(xi),

2 x%x?' X=X, 2
ya que los limites por la izquierda y por la derecha son iguales en estos puntos. Por
otra parte, hemos estudiado series de Fourier de funciones definidas sélo en el intervalo
[—1,1], pero el estudio més general se desarrolla en funciones periddicas definidas en
todo R. En esta seccion definiremos la extension periddica de funciones definidas en
[—1,1] con lo cual se establecerd el teorema de Fourier en el contexto mds amplio con el
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6.7.2

minimo de formalismos. Podemos ahora formular el teorema principal de este capitulo
en la forma siguiente:

Teorema 6.4 — Fourier. Sea f una funcién continua a trozos en el intervalo [—1, ]
y periddica de periodo 2/. Entonces:
(i) La serie de Fourier (6.88) converge al valor

S (i 0)+ £~ 0)

en cada punto x; € R donde existen ambas derivadas f'(x;+0) y f’(x; — 0).

(ii) Si f es continua en Ry f’ continua a trozos, entonces la serie de Fourier de f
converge a f uniformemente en R. Ademas la serie de Fourier de f” se obtiene
diferenciando la serie de Fourier de f término a término.

El enunciado de la parte (i) de este teorema es exactamente el formulado en [7] y
como hemos dicho, alli puede encontrarse una demostracién; la demostracién de la
parte (ii) puede verse en [13] teorema 5.3.1, debemos recalcar que la funcién debe
ser periddica. La parte (ii) es importante, por ejemplo, si el lector desea confirmar
derivando directamente que la serie de Fourier que ha obtenido de un problema de
separacion de variables, realmente satisface la ecuacion de la cual supuestamente
es solucién, como en el problema 19 de este capitulo. En la siguiente seccién se
discutirdn mds detalladamente algunos ejemplos de esta situacién. Note que en general,
la convergencia de la serie de Fourier no es uniforme en vecindades de los puntos de
discontinuidad de la funcién, este hecho se conoce como fendémeno de Gibbs.

Extensiones periddicas de funciones

Comenzamos el estudio de las series trigonométricas de Fourier dando un recuento de
algunas nociones basicas. Una funcién f : R — R se dice periddica de periodo p, p > 0
si f(x+ p) = f(x) para todo x en R. La funcién se dice par si f(x) = f(—x) e impar
si f(x) = —f(—x) para toda x en el dominio de f. Debe notarse que la clasificacién
par, impar no agota la totalidad de las funciones ya que existen funciones que no son
pares ni impares, por ejemplo la funcién f(x) = x4 x* no es par ni impar, como puede
comprobar el lector. Ejemplos prototipo de funciones impar y par son las funciones
sen(x) la cual es impar, y cos(x) la cual es par. Pueden demostrarse los siguientes
hechos (ver ejercicio 21):
a) El producto de funciones pares es par,
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b) El producto de funciones impares es par,

¢) El producto de funciones par e impar es impar.

d) La integral de una funcién integrable impar en un intervalo [—/,/] es cero.

e) La integral de una funcién integrable par en [—1,] es el doble de la integral de

misma funcién en [0,1].
Una funcién definida s6lo en un intervalo finito [—/,{] no es periddica, sin embargo

puede construirse una funcién que coincide con f en [—/,I] y que es periddica de
periodo 2/ llamada extension periddica de f.

Definicion 6.1 Se define la extensién periédica de una funcién f definida en
[—1,1] como la funcién F con dominio R cuya regla de correspondencia estd dada

por
) flx), —l<x <,

= {%<f(l)+f(—1)), x =+, (6.89)

Flt2)=r). (6.90)

= Ejemplo 6.8 Encuentre la extension periédica de la funcién f(x) = x, x € [-2,2].
Solucién. Usamos la definicion 6.1 para obtener

X, —2<x<2
F(x)=<" ’ 6.91
) {O, x==2 ©51)
F(x+4)=F(x). (6.92)
La gréfica de F se presenta en la figura 6.7. 0

6.7.3 Paridad y series de Fourier

Saber que una funcién es par o impar simplifica los cdlculos de los coeficientes de
Fourier. De hecho, se tienen los siguientes resultados:
a) La serie de Fourier de una funcién integrable impar definida en [—/,/] sélo
contiene términos de la forma sen(nmx/1).
b) La serie de Fourier de una funcién integrable par definida en [—/, ] s6lo contiene
términos de la forma cos(nmx/1).
Con una funcién f definida solamente en el intervalo [0,/] (como las utilizadas en
los problemas de la ecuacién de calor) se puede construir una funcién par P o bien una

112 Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz



Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales Parciales

b
\

VAV

Figura 6.7: Extension periddica de f(x) = x

impar [ en el intervalo [—/,/] por medio de las siguientes reglas

f), 0<x<!I
P(x){f(_x), o< (6.93)

I(x) = {f (%), Osxst (6.94)

—f(—x), —1<x<0.

Se obtiene de las formulas (6.93), (6.94), del ejercicio 21 al final de este capitulo y de
los teoremas de la seccién anterior que una funcién definida s6lo en un intervalo [0, /]
tiene tanto una extensién impar como una par en todo R y por lo tanto tiene una serie

de Fourier de sélo senos
> nwx
Z b, sen (—)
5 l

o de sblo cosenos
) = nwx
—+ a, cos (—)
2 n; " l

respectivamente, con coeficientes de Fourier dados por

a, = l/f cos )dx n=0,1,2,.

by l/f sen )dx n=1,2,.
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= Ejemplo 6.9 Encuentre la serie de Fourier de la extensién impar de la funcién
fx)=1,x€]0,1].

Solucién. Dado el ejercicio 21 el cual se encuentra al final de este capitulo sabemos
que los tinicos coeficientes distintos de cero en la serie de Fourier de la extensién impar
de f estan dados por

by, = %/Olf(x)sen(nlﬂ)dx:%/Olsen(g)dx

- 0 n par
-\ 4/nm n impar
lo cual completa el ejercicio. .

= Ejemplo 6.10 Una barra de metal con conductividad constante k y longitud / se
encuentra a 1 grado centigrado en el instante # = 0. Suponemos que la barra se encuentra
aislada excepto en los extremos y que no hay fuentes de calor. ;Cudl es la temperatura
de la barra para ¢ > 0, si los extremos estan a 0° en todo ¢ > 0.

Solucion. Sea u(x,t) la temperatura de la barra para x € [0,]], t > 0. Entonces u
satisface el problema de calor

u =k, 0<x<I, 0<1t<oo,
u(x,0) =1, 0<x<!

. W01 =0 (6.95)
“ u(l,r) =0, t>0.

Por lo tanto de acuerdo a la discusion en la seccidn 6.2 se tiene

- NTXN (k1)

u(x,t) = ansen (—)e .
~ l
n=1
La condicién inicial u#(x,0) = 1 se cumple si
> nmIx
1= ansen(T) s
n=1

es decir, si los coeficientes b, son los coeficientes encontrados en el ejemplo 6.9. Al
escribir los nimeros impares de la forma 2n+ 1 con n > 0, se obtiene la solucién
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§_> s

X

Figura 6.8: Solucion de 6.10, con t=0,1=0.01,¢=0.1,7=0.2

formal del problema (6.95):

> 1 2n+1)7mx\ _ 2
4 ((2n+ 1)k /1)t
u(x,t) nE:O Gtz sen < ] > e ,

lo cual debe verificar el lector. n

En la figura 6.8 se describe geométricamente de la solucién aproximada con 60
términos en la serie de Fourier del problema (6.95). La grafica superior corresponde a
t = 0, esta aproximacién de la solucién refleja el fenémeno de Gibbs de una manera
clara. Para r > 0 no se presenta el fendmeno de Gibbs en absoluto, obviamente, ya que
entonces la funcién solucién no es discontinua. Por supuesto, este modelo no es exacto
ya que en una vecindad de x = 0 y de x = 1 la temperatura u pasé de uno a cero con
rapidez infinita, lo cual no modela ninguna situacién fisica real. Sin embargo, como
aproximacion a la realidad el modelado con series de Fourier suele ser bastante bueno
para predecir el comportamiento de la solucién para ¢ > 0, atin en este caso.

I Ejercicio 6.6 Describa con sus propias palabras en que consiste el fenémeno de
Gibbs. .

= Ejemplo 6.11 Encuentre la serie de Fourier de la extensién impar de la funcién
fx)=x,x€]0,n].
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Solucién. La extensién impar de f denotada por F(x) tiene serie de Fourier dada por

F(x)= ibn sen(nx).

donde
b, = E/”F()c)sen(mc)dx: %/ﬁxsen(nx)dx: %(—I)HI.
T Jo T Jo n
De esta forma . ()
B g1 S€N (71X
=2 PR
es la serie buscada. .

Ejercicio 6.7 Realice los calculos del ejercicio anterior para comprobar que la
expresion para b, es correcta. "

N) Note que laigualdad de la serie sélo tiene sentido parax € (—x, 7). Parax = £7
la serie converge a cero que es el punto de discontinuidad para la extension
impar F(x) de la funcién f(x) = x. Peor atin, la derivada de la serie no sélo no
converge a la derivada de x que es 1, sino que ni siquiera converge. Claramente,
la derivada de la serie es

2 Y (1) cos(nx)

s

n=1

cuyos términos no tienden a cero conforme n — oo, lo cual implica que la serie
no converge.

La extensi6n par de f(x) = x donde x € [0, 7] se comporta mejor que la extension impar
de la misma funcién respecto a las derivadas como se muestra en el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 6.12 Encuentre la serie de Fourier de la extension par de la funcién
f(x) =x,x € [0,7] y calcule la derivada de la serie
Solucién. La extension par de f que se denota por F tiene la serie de Fourier

F(x) = a—zo + Z ay cos(nx).
n=1
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Figura 6.9: Serie de Fourier con 10 términos de la extension par de f(x) = x, x € [0, 7]

donde ag =2/7 [ F(x)dx =17

2 (" 2 7
a, = f/ F(x)cos(nx)dx = f/ xcos(nx)dx = ——[(=1)"—1], n>0.
T Jo T Jo

De esta forma
= cos((2n+1)x)

T
Uo7 n;) (2n+1)2z ’
para x € [0, 7] .

Observe que si se derivan formalmente ambos miembros de la igualdad anterior se

tiene:
sen((2n+1)x)

1_42 2n+ 1)1

Lo cual coincide con la serie de Fourier de senos de la funcién g(x) = 1 en [0, 7],
g(x) =—1en[—m,0), como era de esperarse debido al teorema 6.4. Debe notarse la
inamovible presencia del fenémeno de Gibbs en los puntos de discontinuidad.
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_34

Figura 6.10: Serie de Fourier con 100 términos de la derivada de la extension par de
Jf(x)=1,x€[0,]

6.8 Problemas y ejercicios del Capitulo 6

Ecuacion de calor:

1. Use el método de separacion de variables para obtener la solucion de los siguien-
tes problemas de valores iniciales.

du Jdu
—— =3¢¥ —56Y
a) a3y u(0,y) =3¢’ —5¢™.
du Jdu .
== R
b) Y 8y+u’ u(0,y) =’ +e 7.

Indicacion. Para resolver estos problemas debera usarse el principio de superpo-
sicion, teorema 6.1.
2. La ecuacién de calor en dos dimensiones puede escribirse como

U = Uxy + uyy.

Suponga que u(x,y,t) = X(x)Y (y)T (¢) y encuentre las ecuaciones diferenciales
ordinarias que deben satisfacer X (x), Y (y), T (z).

3. Verifique que las soluciones u,(x,?) en (6.21) satisfacen la ecuacién u; = 0Pty
y las condiciones u(0,7) = u(l,1) = 0.
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4. Muestre que

['sen (228) sn (") - {g’/jgj #n

Indicacion: Utilice la identidad
1
sen(Ax)sen(Bx) = 3 [cos((A — B)x) — cos((A+ B)x)].

5. Una barra de un metal con o> = 0.75 cm? /s de 10 cm de longitud es calentada
a una temperatura uniforme de 100°C. En ¢ = 0 los extremos de la barra se
sumergen en un bafio helado a 0°C y a partir de ese momento se mantienen
los extremos a esta temperatura. No se permite que escape calor a través de la
superficie lateral de la barra. Encuentre una expresion para la temperatura en
todo punto de la barra en cada instante.

Solucidn. u(x,) 400 i sen((2n+1) %)6—0,75(2n+1)22m/100.
2n+1

6. Plantee los subproblemas no homogéneos que aparecen al usar las técnicas de la
seccion “Problemas con (cf) no homogéneas” en la seccidn de la ecuacién de
calor para resolver los problemas siguientes.

a)
W= 0CUg, 0<x<1, 0<1< 0o,
u(x,0) = sen(27x)
u(0,t) =3
(en) 4" _
u(l,6) +2u,(1,1) =5,1>0.
b)

U= 0CUy, 0<x<1, 0<1< oo,
M(X,O):

u(0,) — 2u,(0,1) =3t
(/) {u(l,t)JrZux(l,t) =52,1>0.
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10.

11.

12.

13.

Resuelva el problema

= Uy, 0<x<1, 0<t <oo,
u(x,0) = sen(27x)

u(0,1) =3
(/) {u(l,t) =5,t>0.

Ecuacién de onda:

Desarrolle la férmula cos[nwa(r — 8,) /1] para obtener R,, §,, en términos de
a, by.

(Cuadl es la solucién del problema (PO,) cuyas (ci) son u(x,0) = 0, u,(x,0) =
sen (57x)?

Foérmula integral de Poisson:

Verifique que si k =0 o0 k < 0 en la ecuacién (6.51) no se obtienen soluciones
periddicas, excepto ® = constante.

Usando las relaciones de ortogonalidad de las funciones trigonométricas demues-
tre las ecuaciones (6.59), (6.60) y (6.61).

Series de Fourier:

Demuestre que los coeficientes de Fourier de una funcién son unicos. Utilice
este hecho para demostrar que los coeficientes de Fourier de la serie de cosenos
de f(x) = cos(2x) es finita. Encuentre los coeficientes sin realizar ninguna
integracion.

Resuelva los siguientes problemas (ky a € R)

a)
=Ky, 0<x<1, 0<t< oo,
u(x,0)=x>, 0<x<I,
u(0,1) =0
(Cf){u(l,t)zo,t>0.
b)

=Ky, 0<x<I, 0<t< oo,
u(x,0) = cos(2x), 0 < x < I,

u(0,1) =0
(/) {u(l,t) —0, 1>0.
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)

u,t:azuxx, O<x<l, 0<t <oo,
(ci) u(x,0) =cosx, 0 <x <,
u;(x,0) = —senx
u(0,1) =0
(/) {u(l,t)o, t>0.

14. Resuelva la ecuacion de Laplace

Uy +uyy =0, 0<x<1, 0<y<1,

u(x,0)=0

ulx,1)=0, 0<x<1,
u(0,y) =0
u(l,y)=y—y*, 0<y<1

Método de expansion en funciones propias:
15. Resuelva el problema

Uy = Oy, +sen(7mx) +sen(27x), 0 < x < 1,0 <t < oo

u(0,1) =0,
(Cf){u(l,t):O,0<t<<>o (6.96)

(ei) u(x,0)=2,0<x< 1.
16. Resuelva por el método de expansién en funciones propias
= U +tsen(mx), 0<x<1,0<t<oo

u(0,1) =0,
(Cf){u(l,t):0,0<t<oo 697

(ci) u(x,0) =x, 0 <x < 1.
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17.

18.

19.

20.

21.

Resuelva por el método de expansion en funciones propias

Uy = 0y +tsen(7x), 0 <x < 1,0 <t < oo
u(0,1) =0,
6.98
(cf){u(l,t)o, 0<t<oo (0.98)
(ci) u(x,0) =sen3zx, 0 < x < 1.

Se ha observado numéricamente que

2
<Ze"2> ~3.142.

Use una solucién periddica de un problema de calor unidimensional para demos-
trar que Y=, e > N

Problema 18 tomado de [23].

Series de Fourier trigonométricas:

Muestre que w; diverge para w definida por la serie

= (_1)n
wix,r)=x+ Y %e*(”ﬂ)zlsen(nnx),
n=1

para algtn ¢.
Explique si la funcién w del ejercicio anterior satisface el siguiente problema

(edp) wr=wy, 0<x<1, 0<t<oo,

w(0,7) =0, 0<t oo,
(/) {w(l,t)—l

(ci) {w(x,O) =X, 0<x<1.

Extensiones periddicas de funciones:
Los siguientes ejercicios generalmente se estudian en un curso de célculo ele-
mental. El lector no debe tener mayores dificultades para resolverlos.

a) Muestre que el producto de funciones pares es par, que el producto de
impares es par y que el producto par impar da funcién impar. Muestre
también que la integral de una funcién impar en un intervalo [—1,[] es cero
y que la integral de una funcién par en [—/,/] es el doble de la integral de
misma funcién en [0,1].
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b) Utilice el inciso anterior para mostrar que si f es par se tiene para los
coeficientes de Fourier

1 !
0:b,,:?/71]‘()c)sen(nlﬂ>a'x7 n=12,....

22. Encuentre la extension periddica y calcule la serie de Fourier de las siguientes
funciones:
a) flx)=1x, -1 <x< 1.
b) f(x)=x% —1<x< 1.
¢) f(x) =cosx, —w <x < 7.
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7 Problema de Sturm-Liouville

Introduccién

En los problemas asociados a la ecuacién de calor y la ecuacion de onda analizados
hasta ahora, cuando se aplica el método de separacion de variables se ha obtenido una
ecuacion diferencial ordinaria de la forma

d2

- 2+7Ly 0. (7.1)

En esta ecuacién se busca encontrar tanto las funciones y como los valores del pardmetro
A, para los cuales las soluciones no triviales de (7.1) satisfacen las condiciones de

frontera
¥(0) =y(l) =0. (72)

En general los problemas asociados a las (edp) de orden dos para las cuales se aplica el
método de separacién de variables con frecuencia dan lugar a encontrar los valores de
A y las funciones y no triviales que satisfacen el problema de valores en la frontera

p)y"(x) +q(x)y (x) +r(x)y(x) + As(x)y(x) =0,  a<x<p,
(PSL) (ef) apy(@)+b1y (@)=0,  a@+b}#0 (7.3)
ay(B)+ b2y (B) =0, a3 +b3 #0,
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donde las funciones reales p, g, r,s satisfacen ciertas condiciones de continuidad y dife-
renciabilidad que estableceremos mds adelante y a,az, b1, b, son constantes reales. Por
ejemplo para el problema (7.1) con condiciones de frontera (7.2) se tiene a; = ap = 1,
by =by =0,y p(x) =s(x) =1, g(x) = r(x) = 0. El problema (7.3) se conoce como
problema de Sturm-Liouville.

= Ejemplo 7.1 Encuentre los valores reales de A para los cuales el problema

y'+Ay=0, 0<x<l,

¥(0)=0 (7.4)
(/) {y(l) =0,

tiene solucidn no trivial, asi como las soluciones correspondientes.

Solucién. Hemos ya resuelto este problema al estudiar la ecuacién de calor y de onda,
sin embargo resumiremos los resultados. Recuérdese que para resolver estos problemas
se deben considerar las opciones A =0, 4 >0y A < 0. Parael caso A = 0 se tiene que

la tnica solucién posible es y = 0. Para A < 0 también se obtienen soluciones triviales.
. . nx .
Solamente el caso A > 0 da soluciones no triviales y, = senT correspondientes a
n’m?

losvaloresln:l—z,nzl,Z,.... .

A los valores de A y a las funciones no triviales que son solucién del problema
(7.3) de valores en la frontera se les conoce como valores propios y funciones propias
respectivamente.

= Ejemplo 7.2 Encuentre los valores propios reales y las funciones propias de valor
real correspondientes al problema
y'+2Ay=0, 0<x<l,
y(0)+y'(0)=0 (7.5)
ep) (O +0)
y(l) =0,

donde [ # 1.
Solucién. Caso A = 0. Al sustituir A = 0 en (7.5) Se tiene la ecuacién y” = 0, la cual
tiene solucion y(x) = cjx+ cp. Aplicando las condiciones (cf) se tiene el sistema

c+c1 =0
c+cil=0.
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el cual tiene la solucién trivial ¢; = ¢, = 0 dado que [ # 1. Es decir, y(x) = 0.

Caso A < 0. La ecuacién tiene solucién y(x) = ¢; eV Ay g cze’ﬂ" de acuerdo con
el método propuesto en la pdgina 236. Dado que las (¢f) en (7.5) se traducen en

y(0) =c1+c2,Y'(0) =v—A(ci —c2) y, por otra parte, 0 = y(I) = creVM 4 cpe=V-H
se obtiene el sistema

ci(l+v-=A)+c(l—vV-1)=0 (76)
creV=* 4 e VA = 0. '
Por la regla de Cramer el sistema (7.6) tiene solucién no trivial si

1+vV=4) (1—-v-2
( VA ) (e_mz) =0, (7.7)

es decir, si senh(v/—21) 4 v/—A cosh(v/—Al) = 0, la cual no tiene solucién si A < 0
yaque [ > 0, de donde ¢; = ¢, = 0, por lo tanto, y(x) = 0.
Caso A > 0. La solucién de y" + Ay =0es

y(x) = ¢1 cos(VAx) + casen(VAx).
Las (cf) dan lugar a

Ccl —I—CQ\/X =0
c1cos(vVAl) +cysen(vV/Al) = 0.

tal sistema tiene solucidn no trivial si
tan(VAl) = VA. (7.9)

La ecuacién anterior puede resolverse por métodos numéricos, por ejemplo con el
método de Newton, pero podemos darnos una idea de las soluciones haciendo la
sustitucion & = v/Al y observando la gréfica de y = tan&, y de larecta y = & /1. Las
intersecciones de las graficas se encuentran en la figura 7.1 en los puntos cuyas abscisas
son &1,&>,&;,. ... Por lo tanto los valores propios estdn dados por A, = (€,/1)? y las
funciones propias correspondientes por multiplos distintos de cero de

yu(x) = —%cos (%"x) +sen (%"x) ,

donden=1,2,.... .

(7.8)
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Figura 7.1: Grdfica de tan&é = & /1, con | = 10.

Aplicando el ejemplo anterior se resuelve el siguiente problema asociado a la
ecuacion de calor con condiciones de frontera tipo Newton.

= Ejemplo 7.3 Resuelva el problema

U = 02Uy 0<x<l,0<t<oo, l#1

ur(0,1) +u(0,1) =0,
(cf){u(l,t) _o, (7.10)
(ci) u(x,0) = f(x).

Solucién. Aplicando el método de separacién de variables con u(x,t) = X (x)T(¢) se
obtienen los siguientes problemas en ecuaciones diferenciales ordinarias

T —ka’T = 0, (7.11)
X'(0)+X(0)=0,

X(1) =0, (7.12)

X"'—kX = 0, {

Observe que el problema (7.12) coincide con el problema (7.5), haciendo A = —k. El
problema se reduce entonces a encontrar los valores propios de la ecuacion (7.12) es
decir, las raices de la ecuacién tan VAl = VA
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Ceros de Valor numérico Columna anterior

tanvA =2 aproximado de VA | elevada al cuadrado

M 1.571 2.468
A 4.493 20.187
A3 7.725 59.675

Cuadro 7.1: Primeros ceros de la ecuacion tan\/I = \/I .

Por lo tanto la solucién del problema (7.10) es de la forma
w(x,1) = ila,,e—(wzf (—\/)Tn cos (\/Tx) +sen (J;Tx)) .
=
Ahora la (ci) en (7.10) queda satisfecha si
u(x,0) = f(x) = ian (—\/Tncos (\/}Tx) +sen (\/;Tx)) .

Usando el hecho de que las funciones propias son ortogonales, un pequefio célculo
demuestra que los coeficientes de Fourier a,, en la ecuacién anterior estan dados por

ay = 71"/01]”@) <f\/7T,,cos (ﬁx) +sen (\/Ex)) dx, (1.13)

2

donde ¥, = /01 (—\/fncos (\/T,,x) +sen ( l”x)) dx. .

Funciones de Bessel

Las funciones de Bessel surgen en una gran variedad de aplicaciones fisicas, una de
ellas es el movimiento de una membrana de un tambor que se estudiard en esta seccidn.
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Empezaremos con el siguiente problema asociado a la ecuacién de Bessel

PR"(r) + R (r) + A%r*R(r) =0, 0<r<l1 (7.14)
R acotada en [0, 1],
o [

donde A > 0. Obsérvese que las (¢f) no son como las definidas antes. Este es un
ejemplo de los llamados problema de Sturm-Liouville singular. Para resolver esta
ecuacion se utiliza el método de Frobenius descrito en el apéndice B.2.4. Recordamos
que el método de Frobenius consiste en proponer una solucién de la forma

R(r)= Z ay”", ag#0
n=0

donde las constantes a,, s, se determinan a partir de la ecuacién (7.14). Sustituyamos

oo

R'(r)= Z:O(n +5)a !

oo

R'(r) = Z (n+s)(n+s— l)anr"“*2
n=0

en la ecuacion de Bessel para obtener:

2

Y (n+s)(n+s—1)ar" 24 r Y (n+ $)a, T 4 A2 Y a=0.

0 n=0 n=0

s

n

Al simplificar la ecuacion anterior se tiene

oo o

Z (n+ s)zanr"“ +A? Z p_or" =0, (7.15)
n=0 n=2

Debe observarse que el limite inferior de la segunda suma en (7.15) es n = 2 el cual se
obtuvo con un cambio de indice. Escribimos la identidad anterior como una sola suma,
para lo cual quitamos los dos primeros términos de la primera suma.

s2aor® + (s+1)%a;* + Z [(n+45)2a, +A%a, o) =0. (7.16)

n=2
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Como la identidad (7.16) se cumple para todo r € (0, 1) se debe tener

sfag = O, (7.17)
(s+1D%a = 0, (7.18)
(n+ s)2a,, +A%a, 5 = 0, n>=2. (7.19)

De la ecuacion (7.17) se tiene s = 0 de donde se obtiene de la ecuacién (7.18) a; = 0.
Finalmente, se tiene de la ecuacién (7.19) al sustituir s = 0, la relacion recursiva

—)yzan,Q

. (7.20)

a, =

n
Dado que a; = 0 se sigue de (7.20) que a3 = 0 e iterando tal férmula se llega a
a; =az =as=--- = ay,+1 = 0 es decir todos los coeficientes impares son cero. Para
los coeficientes pares se tiene

—2A2q
az = 22 )
- —;Lzaz - 14(10
as = 42 T 22427

etcétera. Se llega asi a una solucién de la ecuacion de Bessel de orden cero, denotada
por Jy

< (_1V(Ar 2n
Ri(r) =Jo(Ar) = Z{)( 2121(51%2) :

(7.21)

El método de Frobenius da una segunda segunda solucién linealmente independiente
de la forma
Ra(r) =Ry (r)logr. (7.22)

Por lo tanto la solucién general de la ecuacién de Bessel (7.14) es R(r) = 1R (r) +
caRy(r) pero dada la (cf) que indica que R debe ser acotada en [0, 1], se debe tener
¢2 = 0 ya que logr no es acotada cuando r — 0T. Si ¢; # 0 la condicién R(1) = 0 se
traduce en

Jo(A) = 0.

De esta forma los valores propios positivos de A corresponden a los ceros de la funcién
de Bessel de orden cero, los cuales se pueden calcular numéricamente, de hecho
cualquier programa de matemaéticas tienen comandos especiales para evaluar los ceros
de esta funcion.
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Ceros de Jo(r) | valor numérico aproximado
o 2.404825558
M 5.520078110
A 8.653727913
A 11.79153444
A4 14.93091771
As 18.07106397
As 21.21163663
Ay 2435247153
A8 27.49347913

Cuadro 7.2: Primeros ceros de la funcién Jy de Bessel

132 Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz




Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales Parciales

03
Jy(r)

0.6

0.4+

LAWY,
v VARV

~0.4-

Figura 7.2: Grdfica de y = Jy(r).

En el cuadro 7.2 se han calculado los primeros nueve ceros de la funcién Jy de
Bessel. Finalmente a cada valor propio A, le corresponden funciones propias definidas
en [0, 1] dadas por miltiplos distintos de cero de R,(r) = Jo(A,r) paran =0,1,2....
Las gréficas de tres funciones propias se encuentran en la figura 7.3.

N ) Laforma general de la ecuacion de Bessel es
2R"(r)—0—rR'(r)+(7L2r2 —nz)R(r) =0 (7.23)

las cuales tiene soluciones acotadas en [0,1] y se denotan por J,(r). Estas
funciones se llaman funciones de Bessel de enésimo orden de primer tipo.

Para las funciones de Bessel de orden cero, se conoce la siguiente relacién de ortogona-
lidad, la cual serd clarificada cuando se traten las series de Fourier en general.

! . ' _J0 i#j
/0 rdo(ir)do(Ajr)dr = {5112 a i (7.24)

= Ejemplo 7.4 Como una aplicacién de las funciones de Bessel podemos resolver el
problema de una membrana circular en un tambor, cuando se supone que las vibraciones
de la membrana no dependen del dngulo, sino s6lo del radio y del tiempo. La ecuacién
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0.6
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Figura 7.3: Grdfica de funciones propias para la funciones de Bessel de orden cero.

de movimiento de la membrana circular es semejante a la ecuacién de la cuerda vibrante
y en coordenadas polares tiene la forma.

1 1
P <u,,+ u,+2u99>. (7.25)
r T

Donde u(t,r, 0) es el desplazamiento de la membrana en cada punto (r, 0) en el instante
t. Para simplificar suponemos que la solucién no depende de 8 (lo cual no es demasiado
descabellado si la membrana del tambor es simétrica). En este caso la ecuacion se
reduce a

1
Uy = c* (u + rur> . (7.26)

Se desea entonces resolver el problema siguiente para una membrana circular de radio
uno.

unc2(u,,+iu,), 0<r<l, (7.27)
(cf) u(l,1)=0, 0<t<oo,
(@) { u(n0)=f(r), 0<r<il, (7.28)
u;(r,0) =0.
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Solucién. Se propone u = R(r)T (¢) al sustituir en (7.26) y separar variables se obtiene

T// R// R/
ﬁ:;—i_E:k (7.29)

De donde T" — kc¢>T = 0. Como en el ejemplo de la cuerda vibrante se puede ver que
la solucién que tiene sentido fisico es cuando k < 0, de esta forma escribiendo k = — A2
donde A > 0 se tiene que

T(t) = cj cos(cAt) + casen(cAt) (7.30)

Para R se tiene la ecuacién r2R" + rR' + A2r2R = 0, la cual es la ecuacién de Bessel de
orden cero. De esta manera se tiene que la ecuacion (7.26) tiene soluciones de la forma

u(rt) = i Jo(Aur)(c1cos(cAnt) + casen(cAyt)),
n=0

Donde Jj es la funcién de Bessel de orden cero de primer tipo y 4, son los ceros de
dicha funcion en el intervalo (0,0). De acuerdo a las condiciones de ortogonalidad
(7.24) y las (cf), (ci) (7.28) se llega a la solucién

u(rt) = i ando(Ayr) cos(cAnt), (7.31)
n=1

con
2
a, = ————
" (M)

De esta forma queda resuelto el problema del movimiento de una membrana circular. =

/erf(r)Jo(Anr)dn n=1,2,....

Los polinomios de Legendre

Como un ultimo ejemplo de problemas de valores propios consideramos el problema
donde aparecen los polinomios de Legendre. Tales polinomios surgen de manera natural
al resolver la ecuacién de Legendre,

d’>®(x) dd(x)
(1—x?) 2 —2x T

+AP(x) =0, —l<x<l. (7.32)

La ecuacion de Legendre (7.32) aparece, como veremos, al aplicar el método de sepa-
racion de variables a la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas. Esta ecuacion

Capitulo 7 Problema de Sturm-Liouville 135



Universidad Auténoma Metropolitana/ Unidad Iztapalapa/ Division Ciencias Bésicas e Ingenieria

aparece también en muchas dreas de matematicas y fisica. El método de series de poten-
cias (ver B.2.4) dard como solucidn, los famosos polinomios de Legendre. Supongamos
que P(x) =Y janx", al sustituir esta serie y sus primeras y segundas derivadas en
(7.32) se llega a

=)

Z[an(l —n(mn+1))+ (n+2)(n+ ap2)x" =0. (7.33)
n=0

De donde se obtiene la relacion recursiva, para n > 2

_an(A—n(n+1))

= ) 7.34

An+2 (nt+2)(nt1) (7.34)

Si A en (7.34) es de la forma A = m(m+ 1) con m € N, la serie ®(x) = Y a,x"
se reduce a, ®(x) = Y ja,x" = P,(x), es decir, un polinomio de grado m. A los

polinomios P, (x) normalizados adecuadamente se les conoce como polinomios de
Legendre. En la ecuacién cldsica de Legendre A es de la forma m(m+ 1), conm € N,
una pregunta pertinente para el lector es ;qué pasa si A no es de esta forma?

I Ejercicio 7.1 Realice los calculos necesarios para obtener (7.33) y (7.34). "

Recordamos que el método de series de potencias, permite encontrar soluciones
linealmente independientes cuando se ha llegado a relaciones recursivas de la forma
(7.34) poniendo, por ejemplo ag = 0y a; # 0 para obtener los coeficientes impares,
y, por otra parte, ag # 0 y a; = 0 para los pares. Para resolver este ejercicio, podemos
tomar n =1, a9 #0y a; = c; =0, asi, de la relacién recursiva (7.34) obtenemos
a3=—a;(1-2—1-2)/2=c-0=0.Deestaforma0=a3 =as=---=ag41 =... y
de ap = 0 se tiene ap, = 0 para toda n € N. Por lo tanto P; (x) = cyx.

Tomamos ahoran =2, a9 =c¢, #0y a; =0. Entonces ap = —ap(2-:3—-0-1)/2-1=
—3cy0=a4=a¢="---=ay, =.... De manera similar, de a; = 0 se tiene az,+1 =0
para toda n. Por lo tanto, P;(x) = c3(1 —3x?).

Como tltimo ejemplo, tomamos n =3, ag =0y a; = c3 # 0. Asi ay,, = 0 para toda
nyas=—c3(3-4—1:2)/3-2=—(5/3)c3,0=as=a7;=---=agy+1 =.... Porlo
tanto Ps(x) = c3(x — (5/3)x7). Puede verse (por ejemplo en [28], p. 753-764) que los
polinomios de Legendre satisfacen la condicién de ortogonalidad

/ L Py ()P () = {0’2 n7m, (7.35)
-1

nri =M
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n Polinomio de Legendre

0 Py(x)=1

1 Pi(x)=x

2 Py(x)=1(3x—1)

3 P3(x) = 3 (5x° = 3x)

4 Py(x) = £(35x* —30x% +3)

5 P5(x) = §(63x° —70x* + 15x)

6 | Po(x) = 1¢(231x% —315x* + 105x> — 5)

Cuadro 7.3: Los primeros polinomios de Legendre.

De la relacion (7.35), notamos que los polinomios Py, P>, P; de los ejemplos anteriores
son ortonormales (ortogonales y de norma uno) sic¢; =1, ¢y = —1/2y c¢3 = —3/2. De
hecho existe una féormula recursiva simple para generar los polinomios de Legendre
normalizados, la llamada férmula de Rodrigues para el n-ésimo polinomio

1 4
~ 2np) dxn

En el cuadro 7.3 mostramos los primeros polinomios de Legendre.

P(x) (2 —1)"]. (7.36)

= Ejemplo 7.5 Ahora podemos resolver la ecuacion de Laplace en la esfera cuando
la funcién u, s6lo depende del dngulo acimutal ¢, con condiciones de frontera tipo
Dirichlet. En este caso en coordenadas esféricas el problema puede escribirse como

(rzur)r+ @[senq) ugle =0, 0<r<1 (7.37)
u(l,¢)=g(¢), 0<o<m (7.38)

Aplicando el método de separacién de variables con u(r,¢) = R(r)®(¢), a la
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Figura 7.4: Grdfica de los primeros cuatro polinomios de Legendre.

ecuacion (7.37), se obtienen las edos

’R"+2rR — kR =0, (7.39)
[seng @']' + kseng @ = 0. (7.40)

El lector puede reconocer la ecuacion (7.39) como la ecuacién de Euler. La ecuacion
(7.40) puede transformarse en la ecuacién de Legendre (7.32) via el cambio de variable
x = cos¢ y la sustitucién k = n(n+ 1) como se puede comprobar y se deja como
ejercicio. Con k = n(n+ 1) (ver el apéndice B.2.2) se tiene la solucién de la ecuacién
de Euler de la forma

R(r)=c1r"+ cor ),
Para obtener soluciones acotadas cuando r — O ponemos c¢; = 0. Finalmente con

®(¢) = P,(cos @) donde P, es el n-ésimo polinomio de Legendre evaluado en x = cos ¢
se tiene que

u(r,¢) = i ayr"Py(cos )
n=0

Para calcular las constantes a,, se usa la condicién de frontera (7.38) y las condiciones
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de ortogonalidad de los polinomios de Legendre (7.35). De donde se obtiene que

= 2’"; ! /0 " 2(6)Pn(cos ¢)sendd.

Como ejemplo, supongamos que g(¢) = 1 —cos ¢. Claramente g estéd ya desarrollada
en series de Fourier de polinomios de Legendre con ag = 1, a; = —1 (por supuesto,
debido a la propiedad de unicidad de los coeficientes de Fourier). Se llega por lo tanto
a la solucién del problema (7.37) con (cf), u(l,¢) = 1 —cos ¢, la cual estd dada por
u(r,¢g)=1—rcosg. .

Ejercicio 7.2 Mediante la regla de la cadena para la derivada compruebe que
la ecuacidn (7.40) puede transformarse en la ecuacién de Legendre (7.32) via el
cambio de variable x = cos ¢ y la sustitucion k =n(n+1). .

= Ejemplo 7.6 Resuelva el problema

1
(rzu,),+@[sen¢u¢]¢ =0, 0<r<l1 (7.41)
u(l,9) =cos(2¢), 0<¢<m. (7.42)

Solucién. El problema se reduce a encontrar el desarrollo en series de los polinomios
de Legendre de la funcién cos(2¢). Se tiene que

cos(2¢) =2cos> 9 — 1

con lo que
2 1
2co8’¢p—1 = §(3cos2¢ —-1)— 3
1 4
= —gPo(cosgb) + ng(cos 9).
. iy —1 4r?
Asf la solucién del problema (7.41) es u(r,¢) = TP()(COS(P) + TPZ (cos9). .

Series de Fourier generales

Podemos resumir los resultados de las secciones anteriores en el cuadro 7.4 (las
ecuaciones de Hermite y Tchevycheff se dejan como ejercicios).
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Problema de Sturm-Liouville valores propios | funciones propias

Ecuacién de movimiento arménico:
Y+ Ay =0, Ay =nm/l Jfu(x) = sen(nzmx/I)
y(0) =y(1) =0.
Ecuacién con (cf) tipo Neuman:
Y'+Ay=0, =&, Su(x) = sené,x
¥(0)+'(0) =0, y(1) = 0.
Ecuacién de Bessel:
2y +xy + A%y =0, D = Ao o= Jo(Aonx)
y(0) =1,y(1) =0.
Ecuacioén de Legendre:
(1—=x2)y" —2xy' + Ay =0, I =n(n+1) P, (x)
-l <x<l1.
Ecuacién de Hermite:
Y —xy+Ay=0, An =2n H,(x)
—oo L x < oo,
Ecuacién de Tchevicheff:
(1= —xy' + A%y =0, Av=n T,(x)

—l<x<l.

Cuadro 7.4: Ejemplos de problemas de Sturm-Liouville.
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El lector podra notar que los casos incluidos en el cuadro 7.4 son parte de un patrén
mds general. El patrén detrds de estas estructuras es la teoria de Sturm-Liouville, la
cual a su vez es parte de la teoria espectral de operadores lineales. Consideramos el
espacio vectorial de funciones reales con segundas derivadas continuas definidas en un
intervalo [a, b], espacio denotado por % [a, b]. Requerimos ahora del Algebra Lineal,
para establecer el marco adecuado para la teorfa. El lector debe recordar que en un
espacio vectorial V un producto interior real es una funcién (+,-) : V x V — R la cual
satisface las siguientes propiedades.

i) Paratodo y € V la funcién x — (x,y) es lineal en x.

i) (x,y) = (y,x).

iii) (x,x) 20y (x,x) =0six=0.
Ejemplos de productos interiores son: En V = R" el producto punto de dos vectores y
en V = %¢°[a,b] el definido por (f,g) = [ f(x)g(x)dx.

Definicién 7.1 Sea V un espacio vectorial con producto interior. Se dice que dos
vectores u,v € V son ortogonales si (u,v) = 0.

Otro concepto que se requiere del dlgebra lineal es el de operador lineal, el cual se
introdujo en la pigina 2. Se requiere también la definicién de operador formalmente
autoadjunto, al que llamaremos autoadjunto solamente.

Definicion 7.2 Un operador L : V — V se dice autoadjunto si (Lu,v) = (u,Lv)
para toda u,v € V.

Consideramos ahora el operador lineal asociado a la ecuacién del problema (7.3).
Sea
Ly = p(e)y"(x) + q()y (x) + r(x)y(x), @ <x<p. (7.43)

El problema de Sturm-Liouville (7.3) puede reescribirse en la forma

Ly](x) = —As(x)y(x)
(ef) 4 @)+ () =0, aj+bi £0 (7.44)
ay(B)+b2y'(B)=0,  a5+b5#0.

Se tiene el siguiente Teorema.

Capitulo 7 Problema de Sturm-Liouville 141



Universidad Auténoma Metropolitana/ Unidad Iztapalapa/ Division Ciencias Bésicas e Ingenieria

Teorema7.1 SeaV =%2[a,B]N V(cy), donde V) es el espacio de funciones que

satisfacen las (cf) en (7.44) y sean f,g € V. Se define (f,g) = folf F(x)g(x)s(x)dx.
Entonces L definido en (7.43) es autoadjunto si p’(x) = g(x) para toda x € [a, B].

La demostracién del teorema se deja como ejercicio.

Ejercicio 7.3 Demuestre el teorema 7.1. Se sugiere encontrar expresiones para
(Lu,v) y (u,Lv) mediante integracién por partes. Se debe llegar mediante las (cf) a
una expresion de la forma

B
(Lu,v) — (u,Lv) = / [q(x) — p'(x)][ved' — uv']s(x)dx

o

N) Cuando se demuestra el teorema (7.1) debe notarse que si p' = q el operador L
puede escribirse en forma compacta como

Lyl = (py') +ry

la cual da la formulacién cldsica del problema de Sturm-Liouville.

Antes de establecer el teorema que unifica y generaliza el esquema del cuadro 7.4
requerimos otra definicién.

Definicién 7.3 — S-L regular. Un problema de Sturm-Liouville (7.44) se dice
regular si L es autoadjunto y se cumplen las siguientes condiciones:
i) p(x),s(x) > 0 paratodax € [, B].
i) p(x). p'(x), r(x),5(x) € €°[ar, .
iii) El intervalo [, 3] es finito.

Ahora podemos enunciar el resultado principal de este capitulo.

Teorema 7.2 Las funciones y valores propios de cualquier problema de Sturm-
Liouville regular tienen las siguientes propiedades:
a) Todos los valores propios estdan en R.
b) Las funciones propias correspondientes a diferentes valores propios son orto-
gonales bajo el producto interior (f,g)s = f‘f S(x)g(x)s(x)dx.
¢) Elconjunto de valores propios es infinito numerable y g < A; <... <A, <...
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y limy, e A, = o0,

d) A cada valor propio A, le corresponde una y s6lo una funcién propia lineal-
mente independiente y, (x).

e) Si f € €'[a, B] entonces f puede desarrollarse en una serie convergente de

funciones propias, llamada serie de Fourier, f(x) Z anyn(x) donde

2 @s(dx
JE y2(x)s(x)dx

La existencia de soluciones (A,y) del problema (7.44) asi como el teorema 7.2 son
demostrados en el contexto mas general de operadores autoadjuntos en espacios de
Hilbert por ejemplo en [10]. Una demostracién que sélo requiere de edo se encuentra
en [6]. S6lo para dar una idea de la generalidad de los resultados demostramos la
propiedad b) de ortogonalidad de las funciones propias y en la propiedad e) se muestra
como se determinan los coeficientes.

Demostracion. Propiedad b). Sean y,,y,, funciones propias correspondientes a valores
propios distintos A, A,,,. Entonces

(L[ n]v)’m) = (_)Lnynv))m s = _)L / ym )d (745)

Por otra parte como L es autoadjunto:

(Llyal,ym) = Ons Lym]) = s —AnYm)s = —Am / Y (X)ym(x)s(x)dx. (7.46)

Sustrayendo (7.45) y (7.46) tenemos

B
(A'n - 2vm)/m Yn (x)ym(x)s(x)dx = ()Ln - )“m)(ynaym)s =0. (7.47)

como A, # A, se concluye (v, ym)s = 0.

Propiedad e). La convergencia de las series de Fourier se puede consultar en [6], [7].
Si suponemos que la serie f(x) = Y a,yn(x) es convergente, entonces el producto
interior se distribuye, es decir,

(fou)s = i an(Yn> Yk )s»

n=0
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pero

0 sin#k,

(y 7)’k) = .
" ’ (ykayk)sv sin=k.

Por lo tanto

(f»yj)s

a; = ——
L jy))s

que es la forma en la que se determinan los coeficientes.

N Algunas de las ecuaciones mostradas en el cuadro 7.4 en la forma en que estdn
escritas no definen un operador autoadjunto. En algunos casos esta dificultad
se resuelve facilmente. Por ejemplo en los casos en los que el coeficiente de
y' no es la derivada del coeficiente de y”, a veces puede multiplicarse por un
factor integrante adecuado, asi en la ecuacién de Hermite se puede multiplicar
la ecuacion por el factor e /2
el intervalo no es finito.

. En el caso de la ecuacion de Hermite ademas
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7.2 Problemas y ejercicios del Capitulo 7

1.

9,1

Resuelva el problema de Sturm-Liouville:

Y +Ay=0, 0<x<1, y(0)+y'(0) =0, y(1) 4 (1) = 0(7.48)

. Resuelva el problema

w=0Cuy  0<x<1,0<1t<oo, (7.49)
u(1,1)+u(l,1) =0 (7.50)

(ci) u(x,0) = f(x).

. Encuentre la solucién del problema

u,,:cz(u,r—kiur), 0<r<l, (7.51)
(cf) u(l,r)=0, 0<1t< oo,
(e { u(r0) =,  0<r<l, (7.52)
u; (r,0) =0.

para a) f(r) = senzr, b) f(r) = Jo(A1r) +Jo(Aar).

Haga el cambio de variable x = cos ¢ para transformar la ecuacién (7.40) en la
ecuacion de Legendre.

Resuelva la ecuacion (7.39) por medio del método de Euler (ver apéndice B.2.2).
Encuentre la temperatura estacionaria del sélido entre dos esferas concéntricas si
sus fronteras tienen temperaturas constantes, pero diferentes en cada una.

. Resuelva el problema (7.37) con condiciones de frontera u(1,¢) = cos3¢. Suge-

rencia escriba cos 3¢ en términos de cos ¢, cos” ¢, etcétera, para ello puede usar
la férmula de D’Moivre.
Por medio del método de Frobenius encuentre dos soluciones linealmente inde-
pendientes de las ecuaciones:

a) ¥ —2xy' +ky = 0, conocida como ecuacién de Hermite,

b) (1—x?)y" —xy' +k?y = 0 llamada ecuacién de Tchevycheff.
Muestre que las soluciones de la ecuaciéon de Hermite H,, son polinomios si k =
2n, n € Ny que las soluciones de la ecuacién de Tchevycheff 7;, son polinomios
sik =n.

Capitulo 7 Problema de Sturm-Liouville 145



Universidad Auténoma Metropolitana/ Unidad Iztapalapa/ Division Ciencias Bésicas e Ingenieria

9. Aplique el método de separacién de variables a la ecuacion (7.25) y obtenga la
ecuacién de Bessel de orden n.
10. Resuelva la ecuacién de Bessel de orden n por medio del método de Frobenius.
11. Demuestre el teorema 7.1. Sugerencia: No olvide usar las (cf).
12. Encuentre los valores propios y las funciones propias del problema

—(x) —Axu=0, 0<a<x<b,

u(a) =0,
ulb)=0
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8.1

La férmula de aproximacién para la segunda
derivada

Método de las diferencias finitas

Férmulas en diferencias finitas

El método de Crank-Nicholson

Diferencias finitas. Ecuacion de Laplace
Ecuaciones no lineales

Problemas y ejercicios del Capitulo 8

8 Métodos numéricos

Los métodos numéricos son una herramienta fundamental en la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales. En este capitulo presentaremos una introduccion a algunos de
estos métodos y desarrollaremos a manera de ilustracion, la solucién numérica de los
problemas de calor, de onda y de Laplace, cuya solucién analitica ya conocemos, lo
cual nos servird para darnos cuenta de la efectividad de tales métodos. Por supuesto, los
métodos numéricos se aplican con gran precision en la solucién de ecuaciones mucho
mads complicadas que las presentadas aqui, pero las técnicas que utilizaremos pueden
adaptarse con facilidad a una gran cantidad de ecuaciones no homogéneas, incluso no
lineales.

La férmula de aproximacion para la segunda derivada

Considérense las férmulas de Taylor para la funcién f alrededor del punto x, :

P04 1) = F(0) + F (it 3 £ (o) + £ (s + 00 8.1)
P =) = 1) = £ o)t 3 G = " G o), (2)

donde }lll’rr(l)o(h“) = 0. Sumando (8.1) y (8.2) tenemos
—

Fxo+h)+ flxo—h) =2f(x,) + f" (x0) 1> + 0(h*).
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8.2

De donde se obtiene la formula de aproximacion para la segunda derivada

"50) = 5 o+ ) =2 30) + £ (50— )] 0(0P), 3)

con lim o(h?) = 0. Con esta férmula se introducen las férmulas en diferencias finitas
h—0

las cuales son esenciales para los métodos numéricos de este capitulo.

Método de las diferencias finitas

Consideramos la edp
U (x,1) = e (x,1), 0 <x<a,0<t<b, (8.4)
con las condiciones de frontera (cf)

(cf) {Z(O’t) =0 0 (8.5)

N
N
S

(a,t)=0

y condiciones iniciales (ci)

= <x<

(Cl) M(X7O) f(x)’ O\X\av (86)
u;(x,0) = g(x)

donde f,g son funciones dadas explicitamente en el problema. Sea R el rectingulo
{(x,7) : 0 < x < a,0 <7< b}. Se toma una particién de R formada de n — 1 por m — 1
rectangulos de lados Ax = h, At = k, donde A,k seran fijos y en general pequefios
comparados con las longitudes a, b, con lo cual se obtiene una malla como la mostrada
en la figura 8.1.

Cuando t =11 = 0 se tiene u(x;,t1) = f(x;), para 1 <i < n, es decir parar =1
la funcién u es conocida. Se desea calcular u para ¢t > #; y se construird una férmula,
llamada férmula en diferencias finitas, para encontrar u en los (n — 1) x (m — 1) puntos
(x1,2j). El hecho de que sélo se conozca la solucién en un nimero finito de puntos
constituye una de las principales diferencias de los métodos numéricos con los métodos
analiticos estudiados en los capitulos anteriores de este libro. Otra diferencia es que los
valores de u serdn sélo aproximados, a diferencia de los métodos analiticos donde se
asumen exactos.
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°
[
° ° ° t/
° Z‘/‘,
X, X, X

Figura 8.1: Malla para la ecuacion de onda

A lo largo de este capitulo se denotard u; ; = u(x;,t;) coni=12,...,ny j=
1,2...,m. Si fijamos x podemos usar la férmula (8.3) para obtener

)

u(x,t +k) —2u(x,t) +ulx,t —k)

Uy (x,1) = 2 +o(k?). (8.7)
Por otra parte, si se fija ¢ se tiene
h,t) —2u(x,t —h,t
uxx(x,t) — M()C+ Y ) u(xv )+M()C ? ) +0(h2) (88)

h2

Dado que el espacio entre puntos de la malla es fijo y estd dado por A,k se puede
introducir la notacién

Xip1 = Xi+h, Xi—1 = xi—h,
tiy1 = tj+k7 ti_1 = tj—k.

Con dicha notacidn en las ecuaciones (8.7), (8.8), la ecuacién (8.4) puede escribirse

como
Wijp1 = 2ijHtijoy Uit = 2Uij Ui

K2 - h2

(8.9)

Capitulo 8 Métodos numéricos 149



Universidad Auténoma Metropolitana/ Unidad Iztapalapa/ Division Ciencias Bésicas e Ingenieria

El lector debe observar que hemos omitido los términos o(h?), o(k*) por lo que el
signo de igualdad en la ecuacidn anterior fue sustituido por = . Se introduce la notacién
r = ck/h con lo cual se tiene

2
Ui jr1 —2uij+uj 1 =1 (ui+1,j —Zl/liﬂj—}—uii],j).

Ahora pueden obtenerse los puntos en la fila j+ 1 al reordenar la relacién anterior
si se conocen las aproximaciones en las filas anteriores, es decir, en las filas jy j— 1.
Con lo cual se tiene

Ujjy1 ~ (272r2)ul~7]~+r2(ui+1’j+ui,17j) —Ujj—1-

Una vez que se ha comprendido que las férmulas de los métodos numéricos son s6lo
aproximadas, podemos establecer la convencion de utilizar el signo = en lugar de ~
con lo cual se obtiene la formula en diferencias finitas para la ecuacion de onda:

Ui j+1 = (2—2r2)ui’j+r2(ui+1jj+ui_17j) —Ujj-1, i=23,....n—1. (8.10)

En general si el error en una etapa j no se amplifica en etapas posteriores j + k, se
dice que el método es estable. Puede verificarse (ver por ejemplo [15]) que la ecuacién
(8.10) sustenta un método estable si se cumple que

ck
-2«
T

Si no se cumple la condicién anterior la férmula (8.10) no es estable y la solucién
numérica obtenida no aproxima bien a la solucién real. Existen otros esquemas 1lamados
métodos implicitos los cuales no imponen restricciones sobre r para que se tenga
estabilidad, pero se encuentran fuera de los objetivos de este libro.

Regresando a la ecuacion (8.10) notamos que se necesita saber el valor de u en dos
tiempos anteriores ?;,¢;_1, pero al comenzar solo conocemos los valores en t; = 0, es
decir, u; 1 = f (xi) = f;, pero no conocemos los valores de u en f, = k. Para cubrir este
requerimiento se utiliza la férmula de Taylor de orden 1, como sigue

u(xi,k) = u(x;,0) 4 u; (x;,0)k + o(k?). (8.11)
Ahora como u(x;,0) = f(x;) = fi y us(x;,0) = g(x;) = g; al sustituir en (8.11) se llega a

uip = fi+kgi, i=23,...,n—1.
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El error introducido al usar la férmula anterior se propaga sin atenuarse a lo largo del
procedimiento computacional, por ello se recomienda utilizar un valor pequefio de k.

A continuacién presentamos un programa en QtOctave (que utiliza la férmula
(8.10) para resolver el problema de calor.

function U = eccal(f,g,a,b,c,n,m)
h=a/(n-1);
k=b/(m-1);
r=c*k/h;
r2=rA2;
r22=rN\2/2;
di1=1-rA2;
d2=2-2%rA\2;
U=zeros (n,m) ;
% Calculo de las primeras dos filas
for i=2:n-1
U(i,1)=feval(f,h*(i-1));
U(i,2)=dlxfeval (f,h*(i-1))+kxfeval(g,h*(i-1))
+r22*% (feval (f,h*i)+feval (f,h*(i-2))); end
% calculo de las demas filas
for j=3:m
for i=2:(n-1),
U(i,j)= d2¥U(i,j-1)+r2% (U(i-1,§-1)+U(+1,j-1))-U,§-2);
end
end U= U’;
surf (U)

Ejercicio 8.1 Indique lo que hace el programa paso a paso. Dénde y como se
calculan u; 1 y u;>. n

Capitulo 8 Métodos numéricos 151



Universidad Auténoma Metropolitana/ Unidad Iztapalapa/ Division Ciencias Bésicas e Ingenieria

8.3
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Figura 8.2: Solucion numérica eccal(f, g, 1, .5, 2, 50, 50).

Férmulas en diferencias finitas para la ecuaciéon de calor

Consideramos ahora el problema con la ecuacién de calor

U (x,1) = Ctre(x,1), 0<x < a,0 <t < b, (8.12)
(c) {u(x.0) = f(x), 0<x <,
u(0,0)=c;,  0<r<b,
(Cf) ( )_ 1
u(a,t) = cy.

Como en la seccién 8.2 se divide el rectingulo R en n — 1 por m — 1 rectdngulos de
lados Ax = h, At = k empezando en ¢ = t; = 0. Se denota u(x;,1) = f(x;) = fi. Se
desea calcular las aproximaciones u(x;, i) =u .

La definicién de la primera derivada de la férmula

u(x,t + k) —u(x,t)
Ur = X

+o(k).

La férmula anterior junto con la férmula (8.3) se utilizan para encontrar una férmula
en diferencias finitas. Recordamos que el tamafio de las mallas es uniforme y que
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Figura 8.3: Malla para la ecuacion de calor.

denotamos x| = x; +hy tj11 =t;+k. Tampoco se consideran, como en la seccién
anterior, los términos o(k), o(k?), si se toman &, k pequefios. De esta forma la ecuacién
de calor u; (x,t) = c?ux(x,t) se transforma en

Uijp) —Uij _ pMiz1j— 2ui j+ Uit

k h?

Se define r = c?k/h?* y se despeja u; j+1 para obtener
Wjjr1 = (1—2r)u,-,j+r(u,'_17j+ui+17j). (8.13)

La ecuacién en diferencias (8.13) nos permite conocer aproximaciones para « en la
fila j+ 1 a partir de aproximaciones en la fila anterior j. La simplicidad de la férmula
podria hacernos pensar que debe ser ampliamente utilizada, sin embargo, la férmula
no siempre es estable. Puede demostrarse que la férmula es estable si 0 < r < 1/2, es
decir si k < h? / 22,

A continuacién presentamos un programa en GNU Octave el cual usa la formula
(8.13) para calcular las aproximaciones del problema de calor (8.12).
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function U=eccal(f,cl1,c2,a,b,c,n,m)

h=a/(n-1); k=b/(m-1); r=c’2%k/h"2; r1=1-2xr;

U=zeros(n,m) ;

% condiciones de frontera

U(1,1:m)=cl; U(n,1:m)=c2;

% primera fila de U

U(2:n-1,1)=feval(f,h:h: (n-2)*h)’

% todas las demds filas de U

for j=2:m
for i=2:n-1

U(i,j)=r1xU(i, j-1)+r* (U(i-1,j-1)+U(i+1,j-1));

end

end U=U’;

surf (U)

= Ejemplo 8.1 Utilizar el programa anterior para resolver el problema

up (x,1) = ue(x,1), 0<x<1,0< 1 <0.2, (8.14)

(ci) {u(x,O) =x—x0<x<1,

u(0,1) =0, 0<1<0.2,
(/) {u(a,t) 0.

Solucion. El programa de GNU Octave requiere la introduccién de la funcién f(x) =
x —x2, como variable en el programa, lo cual puede hacerse como £=@(x) (x-x.'2)

en la version de 2007. Una solucién estable se obtiene, por ejemplo, con
eccal(f,0,0,1,,2,1,5,10),

de tal forma que 4 =0.2 y k =0.02 con lo cual debe ponerse n =6y m = 11 como
argumentos en eccal. La solucién se muestra en la figura 8.4. Como una muestra de lo
delicado del método de diferencias se muestra una grafica de la solucién numérica pero
con r > 1/2, por ejemplo con h =0.2 y k =0.03, es decir n = 6, m =7 con lo cual se
obtiene una solucién inestable, cuya grafica puede verse en la figura 8.4. .
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8.4

Figura 8.4: Grdficas de las soluciones numéricas estable y no estable del ejemplo 8.1.

El método de Crank-Nicholson

El método de Crank-Nicholson se basa en la construccion de una solucién numérica que
aproxime al valor de la solucién considerando un punto (x,# + k/2) situado entre dos
puntos de la malla. A los esquemas del tipo surgido de esta técnica se le llama esquemas
implicitos. Para este método usaremos la férmula para las diferencias centradas que se
obtiene restando las féormulas (8.1), (8.2), lo cual da

fOe+h) = f(x—h) =2hf (x)+o(h®)

o bien
f/(x) _ f(x+h)2_}lf(x_h> +0(h2).

Tenemos entonces para u, enf+k/2 :

u(x,t +k)—u(x,1)

3 +o(k?).

w(x,t+k/2) =

Para u,.(x,7 + k/2) se usa el promedio de las aproximaciones a uy,(x,1) y uy(x,7 + k)
las cuales son de orden o(h?). De esta manera

1
U (x,t+k/2) = ﬁ(u(x—h,t—i—k) —2u(x,t +k)+u(x+h,t+k)

Fu(x—h,t) —2u(x,t) +u(x+h,1)) +o(h?).

Capitulo 8 Métodos numéricos 155



Universidad Auténoma Metropolitana/ Unidad Iztapalapa/ Division Ciencias Bésicas e Ingenieria

Figura 8.5: Esquema de Crank-Nicholson.

Sustituyendo las dos tltimas ecuaciones en la ecuacién de calor

U (X, +k/2) = e (x,1 +k/2),

de donde se obtiene el esquema numérico siguiente:

_ 2 il = 20 j A Uig 1+ Ui — 22U+ Ui

B 2h?

Se toma r = ¢’k /h? y se despejan los tres valores con subindices j -+ 1 para obtener:
—rti1jr1+ 2+ 2r)uijon = ruiyjon = (2= 2r)uj+r(uionj+ i)

Es decir, conocidos los valores de u parai =2,3,...,n—1 en j, se pueden conocer
los valores de u en j+ 1. Al trabajar con la ecuacién (8.15) es costumbre tomar r = 1,
con lo que se obtiene una reformulacién mds simple

—Ui1jt T AUt — Ui 1 = Uit Ui

Si recordamos que las condiciones de frontera nos dan las ecuaciones

Uy j=1Uulj+1 ==ci

Upj = Unjt+1 = C2
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entonces (8.16) da lugar a un sistema matricial tridiagonal

4
-1

—1
4

-1

-1

Podemos escribir el sistema (8.18) en forma simbdlica como

AUj1 = By,

Uz, jt1 2c1+u3,j

U3, j+1 Uyt U

Ui ji1 Ui1,j+uiyj (8.18)
Up—2,j+1 Up—3,j+Un—1,j
LUn—1,j+1] | Un—2,j+2c |

Donde A es la matriz tridiagonal formada por —1,4,—1, Uj;1 es un vector incégnito
(la solucion en el tiempo j+ 1) y B es un vector conocido en el tiempo j. El algoritmo
para encontrar la solucién en cualquier tiempo debe comenzar por calcular la solucién
en el tiempo j = 2 dado que j = 1 estd dado por las condiciones de frontera e iniciales
u(x,0) = f(x) del problema de calor (8.12). De esta forma, primero tenemos que

resolver el sistema

4 —1 uz 2 2c1+ f3 1
-1 4 -1 0 uz 2 fat fa
-1 4 -1 uip | = | fi-1+fin (8.19)
0 -1 4 -1 Up-272 fnf?a +fnfl
L =1 4] lup1p] | fa—2+2c2 ]
Una vez conocido el vector [uz,z, U30,... Up—22, un,l,z]’, (j =2), se forma la matriz B3
como en el sistema (8.18), y se procede a calcular el vector [u 3,u33,...,Up—23, un,173]t,

(j = 3), etcétera. Claramente el sistema (8.18) puede resolverse por cualquier método,
como el método de Gauss-Seidel, pero dada la simplicidad de la estructura se aconseja
disefiar un algoritmo especifico para este tipo de matrices con eliminacién gausia-
na. A continuacién mostramos un ejemplo de un programa que utiliza el método de
Crank-Nicholson.
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function X=tridiag(A,D,C,B)

N=length(B);

for k=2:N
m=A(k-1)/D(k-1);
D(k)=D(k)-m*C(k-1);
B(k)=B(k)-m*B(k-1);

end X(N)=B(N)/D(N); for k=N-1:-1:1
X(k)=(B(k)-C(k)*X(k+1))/D(k);

end

En el programa tridiag la variable A es la subdiagonal de la matriz de los coeficientes;
D es la diagonal principal de la matriz de los coeficientes; C es la superdiagonal de la
matriz de los coeficientes y B es el vector de los términos independientes del sistema
lineal. Ahora presentamos un programa que utiliza el método de Crank-Nicholson para
resolver la ecuacién de calor.

function U=cranich(f,cl,c2,a,b,c,n,m)

h=a/(n-1);
k=b/(m-1);
r=c’2%k/h"2;
s1=2+2/r; s2=2/r-2;
U=zeros(n,m) ;
U(1,1:m)=cl; U(n,1:m)=c2;
U(2:n-1,1)=feval(f,h:h: (n-2)*h)’;
D(1,1:n)=sl1*ones(1,n);D(1)=1; D(n)=1; A=-ones(1l,n-1);
A(n-1)=0; C=-ones(1,n-1); C(1)=0; B(1)=cl; B(n)=c2;
for j=2:m
for i=2:n-1
B(1)=U(i-1,j-1)+U(i+1,j-1)+s24U(d,j-1);
end
X=tridiag(A,D,C,B);
U(1l:n,j)=X’;
end U=0U’;
surf (U)
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Figura 8.6: Grdfica de la solucion del ejemplo 8.2.

En este programa la condicién inicial es f = f(x) = u(x,0), las condiciones de
frontera son c1 = u(0,¢) y c2 =u(a,t); a'y b son los extremos derechos de [0,a] y [0,5];
c es la constante de la ecuacién de calor; n y m son el nimero de nodos en [0,4] y [0,b].
Como resultado se obtiene la matriz U la cual es la matriz de las aproximaciones a la
solucién en los nodos. El lector debe observar que el programa utiliza la ecuacion (8.15)
y no la versién con r = 1, lo cual, por supuesto, es mds general, también debe notarse
que se requiere el programa tridiag o bien recurrir a un algoritmo para resolver la
matriz tridiagonal.

= Ejemplo 8.2 En la figura 8.5 se muestra la grafica de la solucién numérica para
cranich(£f,0,0,2,.5,1,30,30) con £=0(x) (sin(pi*x)). n

8.5 Foérmula en diferencias finitas para la ecuacion de Laplace

Después de haber estudiado los esquemas numéricos para la ecuacién de onda y de calor,
es facil disefar un esquema para la ecuacion de laplace Au = 0 en dos dimensiones
espaciales. Para ello usamos la férmula de aproximacién para la segunda derivada,

fr+h) =2f(x) + f(x—h)

2 +o(h?).

fx) =
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Si se toma el mismo incremento 4 en las direcciones x y y se tiene:

u(x+h,y) +u(x—h,y) +ux,y+h)+ulx,y—h)—4u(x,y)

Au = 2

+o(h?).

Si se considera el rectdngulo R = {(x,y) : 0 < x < a,0 <y < b} con la notacién estandar
Xip1 =Xi+h,yjr1 =yj+hyu;j=u(x;y;) al sustituir en la férmula anterior se obtiene

Au,-_’j =Uit1,jtui—1j+uij1+uij-1 —41/[,'7]‘ =0, (8.20)

llamada férmula de diferencias con cinco puntos para la ecuacién de Laplace. Conside-
remos el problema de Dirichlet en el rectdngulo
Au = 0, (x,y) € intR (8.21)
u = flxy), (xy)€dR.
Donde intR es el interior del rectdngulo R y dR la frontera del rectangulo, es decir, si

se conocen los valores de u en la frontera de R, por ejemplo, los siguientes valores son
conocidos

u(xi,y;)) = wuij, para2<j<m—1, (8.22)
u(xi,y1) = wui, para2<i<n—1, (8.23)
u(xp,yj) = upj, para2 < j<m—1, (8.24)
u(Xi,Ym) Uim, para2 <i<n—1, (8.25)

donde la férmula (8.22) corresponde al lado derecho del rectdngulo, la férmula (8.23)
corresponde al lado inferior del rectdngulo, (8.24) corresponde al lado derecho y (8.25)
al lado de arriba. Para simplificar, denotaremos a los puntos interiores py, pa, ..., Pk
partiendo de abajo hacia arriba y de izquierda a derecha. Se aplica la férmula (8.21) para
obtener un sistema de (n —2) x (m —2) ecuaciones y el mismo nimero de incégnitas
cuyas soluciones son las aproximaciones a u en los puntos interiores de la malla.
Por ejemplo, con n = m = 4 se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incdgnitas, cuyo sistema mostramos a continuacion, basados en la figura 8.7:

—4pi+ p2 + ps = —uip—uy)
p1—4p2+ p3 = —u3z|—u4p
P1 —4p3+ ps = —ura—u13

P2+ p3—4ps = —uz4—u43
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Uu,, Usy
U, o ° ° U,
Ps Ps
u,, 3 . ° p Ui
1 P2
- g d
Uy, Us,

Figura 8.7: Malla paran =m = 4.

La clave es recordar que cada vez que se usa la férmula (8.20) el punto central lleva
como coeficiente —4 y que los niimeros conocidos u; ; se ponen del lado derecho de
la igualdad con signo negativo, por ejemplo, para la primera ecuacion se considera el
esquema mostrado en la figura 8.8. Finalmente, recuérdese que para cada punto interior
se debe disefiar un esquema como el de la figura 8.8 con el punto en cuestién en el centro
tomando como base la figura 8.7. En este momento puede resolverse el sistema (8.26)
por cualquier método, sin embargo debemos hacer una reflexion sobre la eficiencia de
este procedimiento. Es claro que para obtener buenas aproximaciones se debe tener A
pequefio, pero si por ejemplo el niimero de nodos en cada lado de R es n = m = 1000,
entonces tendriamos un sistema de 9998 x 9998 = 99960004 ecuaciones con el mismo
ndmero de incégnitas, por lo que los métodos directos resultan ineficientes dado el
nimero de operaciones involucradas en tales métodos (piense por ejemplo en el método
de Gauss). Por este motivo se emplean los métodos iterativos cuya mayor eficiencia
se alcanza con sistemas grandes de ecuaciones. Para introducir un método iterativo
eficiente, a continuacién, por medio de un ejemplo, recordamos como funciona el
método de Gauss-Seidel. Supongamos que se quiere resolver el sistema

x4+ y = 2

sy — _L. (8.26)
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Ps

P

U,

Figura 8.8: Esquema para la primera ecuacion n = m = 4.

Es claro que se tiene

2-y
x= 5=
1y (8.27)
R
Se introduce un sistema iterativo poniendo
iy 20"
3 (8.28)
R
-5

Donde se supone conocido el vector (x,,y,) para calcular el vector (x,+1,Vu+1)- El
proceso iterativo (8.28) se conoce como método de Jacobi. El proceso de Gauss-Seidel,
modifica el proceso de Jacobi introduciendo nueva informacién tan pronto como se
conoce, lo cual da el siguiente sistema:

L) 2 _y(n)
3
(1) Lot o
Y =5

Obsérvese que la ecuacién para y, 1 usa x,41 la cual se calcul6 en la primera ecuacion.
Partiendo de un vector inicial (x(?),y(?)) y determinadas condiciones de la matriz
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asociada al sistema de ecuaciones los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel convergen a la
solucidn del sistema tras cierto nimero de iteraciones. La estimacién del error de los
métodos iterativos puede consultarse por ejemplo en [3]. Por supuesto él método de
Gauss-Seidel es mucho més eficiente que los métodos directos, para sistemas con gran
nimero de ecuaciones.

Volviendo a nuestro problema, claramente puede introducirse el método de Gauss-
Seidel si se desea, pero existe otra alternativa. Si despejamos u; ; de la ecuacion (8.20)

se obtiene
_Uipn Ui U U

Uij = 4

Asi
Uit 1,j + i1+ Wi jr Ui j—1 —4uj

4

Uij = Ui,j
Lo cual nos lleva al esquema numérico iterativo

MSTIJ%—u( ") —|—u( ") —|—u( ") 4u§".>

ul(r;-ﬁ—l) _ ul(r;) + l4].+1 i,j—1 i
S¢ define S )
(n) _ l+lj+ul l]+ul /+1+M1] 1 4ui,j
rj = 7 :
Abhora, si u( ") aproxima a la solucidn, se espera que 7" se aproxime a cero para n

ij
suﬁ01entemente grande, por lo que un esquema iterativo adecuado es

(1) _ () | (n)
Wp; = U + rij- (8.30)
Para iniciar se requieren valores iniciales en los puntos iniciales de la malla, para ello
puede tomarse el promedio de los valores en la frontera del rectangulo en cada uno de

lo puntos intermedios. Finalmente, se itera hasta que |r | < €, donde € es un valor
pequefio predeterminado que se desee. Incluimos un programa que resuelve la ecuacién
de Laplace usando este método.

function u=laplacenum(f1,f2,£3,f4,a,b,h,e,maxit)
n=fix(a/h)+1; m=fix(b/h)+1;
prom=(a*(feval (f1,0)+feval(£2,0))

+b* (feval (f3,0)+feval (£f4,0)))/(2*xa+2x*b) ;
u=prom*ones (n,m) ;
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u(l,1:m)=feval(£3,0:h: (m-1)*h)’;

u(n,1:m)=feval (f4,0:h: (m-1)*h)’;

u(l:n,1)=feval(f1,0:h: (n-1)*h)’;

u(l:n,m)=feval (f2,0:h: (n-1)*h)’;

u(l,1)=(u(1,2)+u(2,1))/2;

u(l,m)=(u(l,m-1)+u(2,m))/2;

u(n,1)=(un-1,1)+uln,2))/2;

u(n,m)=(u(n-1,m)+u(n,m-1))/2;

err=1; cont=0; while((err>e)&(cont<=maxit))

err=0;
for j=2:m-1
for i=2:n-1
rij=(u(i,j+D+u(i,j-D+uli+l,jd+uli-1,3j)-4*u(i,j))/4;
u(i,j)=u(i,j)+rij;
if (err<=abs(rij))
err=abs(rij);
end
end
end

cont=cont+1;

end

surf (u)

En este programa f1, f2, £3 y f4 son las condiciones de frontera dadas por
funciones evaluadas en el contorno, almacenadas como cadenas de caracteres; a y b
son los extremos superiores de los intervalos [0,a], [0,5]; h es el incremento; e es la
tolerancia. El programa iterara hasta que el error sea menor que e o bien el nimero de
iteraciones sea mayor que maxit.

= Ejemplo 8.3 Encuentre la superficie minima definida sobre el rectangulo [0, 1] x
[0, 1] cuya altura sobre la frontera estd dada por:

u(0,y) = y*—2y, para0<y<1, (8.31)
u(x,0) = 20x> —30x%+10x, para 0 <x < 1, (8.32)
u(l,y) = 20y’ —30y*+10y, para0 <y < 1, (8.33)
u(x,1) = x>—2x, para0<x< 1. (8.34)
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8.6

Figura 8.9: Grdfica del ejemplo 8.3

Solucién. Para resolver este problema basta encontrar la solucién u de problema

Au = 0,0<x<1,0<y<1,

u(0,y) =y* =2y, 0<y <1,

u(x,0) = 20x% — 304> 4+ 10x,0, <x < 1,
u(l,y) =20y> —30y* + 10y, 0 <y < 1,
(x,1)=x*—2x,0<x < 1.

(cf)

u(x,
La gréfica de la solucién numérica u obtenida con el programa laplacenum se muestra
en la figura 8.9. .

Ecuaciones no lineadles

Para dar una idea de la flexibilidad de los métodos numéricos en la solucién de edp
estudiaremos la version en diferencias finitas de la ecuacién de Burgers. Los métodos
usados en la solucién numérica de la ecuacién de Burgers son mas sofisticados que el
presentado aqui, por ejemplo el esquema predictor-corrector de MacCormak (para este
esquema se puede consultar [2]), sin embargo, nuestro ejemplo dard una buena idea de
como encontrar soluciones de ecuaciones no lineales empleando métodos numéricos.

Consideramos la ecuacion de Burgers u; + uu, = 0 la cual escribiremos en la forma
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mds general

du  JdF(u)

ot dx
La forma de la funcién F en nuestro ejemplo es F(u) = u® /2 pero nuestro esquema
numérico funciona para F' diferenciable en general. Escribimos entonces mediante la
férmula para las derivadas

=0.

Uijrr —ij  Fiprj—Fij
—0. 8.35
A t— (8.35)

De donde se llega a la férmula en diferencias finitas

uijr1 = uij+r(Fiy1j—Fj) (8.36)

At . .
donde r = —. Se recomienda para obtener una férmula estable tomar r < 1/2. Presen-

tamos un programa en GNU Octave el cual puede incorporar cualesquiera condiciones
iniciales dadas por u(x,0) = g(x).

function burgersi(dx,dt,a,b,N,g)
r=dt/dx; M=(b-a)/dx; t=Nx*dt;
for j=1:M+1;
xo(j)=a+(j-1)*dx; end
%EJEMP10: burgersf(.01,.004,-8,8,600,g),g=0(x) (exp(-x."2));
uo=feval(g,xo) %condicidn inicial
for h=1:M,
u(h)=uo (h)+r*((uo(h+1)) "~ 2/2-(uo(h))"~2/2);
end
%loop principal
for 1=1:N;
for h=N:M-N;
u(h)=uh)+r*((u(h+1))"~2/2-(u(h)) "~ 2/2);
end
plot(u)
pause(.01)
end

La figura 8.10 presenta la corrida del programa con la condicién inicial u(x,0) =
¢~ con la cual fue resuelta analiticamente la ecuacién de Burgers en el ejemplo 2.10,
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0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 8.10: Solucion numérica del ejemplo 2.10

justo antes de que se presente la multivalucién de u. La féormula en diferencias finitas
aqui desarrollada no presenta el choque sino como discontinuidad de salto representada
por una linea vertical.
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8.7 Problemas y ejercicios del Capitulo 8

1. Encuentre una férmula equivalente a (8.10) para la ecuacién
U (x,1) = Cuge(x,0) +h(x), 0<x<a,0<t<b.
2. Haga un programa computacional que pueda resolver el problema

Ui (%,1) = e (x,0) + h(x), 0 < x < a,0 <t <b,

u(0,1) =0, 0<r<b,
(/) u(a,t) =0

donde f,g,h,a,b,c puedan ser introducidas libremente como variables del pro-
blema.
3. Explique lo que hace el programa tridiag, ejemplificando con una matriz de
3x3.
4. Explique lo que hace el programa cranich paso a paso.
5. Cree un programa (en cualquier lenguaje de programacion que le sea familiar) o
modifique el programa cranich para que:
a) el programa acepte condiciones de frontera variables u(0,1) = gi(f) y
M(avt) = gz(t)v
b) el programa resuelva el problema con ¢ =2y f(x) = 3x—3x>, con f =
3sen(7x) + sen(57x). Compare con la solucién exacta, en algunos nodos.
6. Escriba un programa para resolver el problema

ur (x,1) = upe(x,1) + g(x,1), 0 <x<a,0<t<b,
(ci) {u(x,0) = f(x), 0< v < a,

u(0,1) =cy, 0<t<b,
ot

(a,t) = ca.

7. Encuentre un sistema para resolver la ecuacién de Laplace con n =m = 5.
(Cudntas ecuaciones deberd tener?
8. Describa lo que hace el programa de esta seccién a cada paso.
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10.

11.

Escriba un programa de la seccién 8.5 que resuelva numéricamente el problema
de Poisson.

Encuentre una férmula de diferencias finitas paras la ecuacién de Laplace en
coordenadas polares con condiciones de frontera arbitrarias.
Resuelva numéricamente la ecuacién de Burgers con condicién inicial u(x,0) =

g(x).
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9 Métodos de Transformadas

9.1 Transformadas de Fourier

Cuando la transformada de Fourier en una variable se aplica a cierta clase de edp en
dos variables independientes se obtiene una ecuacion diferencial ordinaria que depende
de un pardmetro. No todas las funciones poseen transformada de Fourier, pero cuando
puede aplicarse apropiadamente y la ecuacién transformada puede resolverse analiti-
camente, la transformada inversa proporciona la solucion de la ecuacion diferencial
parcial requerida. Para utilizar el método de la transformada de Fourier se requiere
que una de las variables de la edp tome valores en toda la recta real, por lo que suele
utilizarse en la solucién de la ecuacién de calor, por ejemplo para una barra infinita. La
solucién de la ecuacion de calor en todo R tiene importancia tanto tedrica como practi-
ca, por lo que su estudio sigue siendo parte del contenido de los cursos universitarios
de edp.

Definiciéon 9.1  Consideramos una funcién u = u(x,t) con —eo < x < eo. Se define
la transformada de Fourier §[u] por medio de la férmula

FU(E0 =U(EN = o= [ utxe o1

donde i = v/—1, siempre que la integral exista.
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La transformada inversa de Fourier §~'[U] se define por la férmula

- _ _ 1 . iEx
5 Ul = () = —= [ UEneSE, ©2)

siempre que la integral exista.

N Los siguientes puntos son muy importantes para comparar nuestro enfoque con
el de otros libros:

i) Algunos autores y programas de computacién suelen omitir el factor
1/+/2x en la integral de la definicién 9.1 por lo que es importante que se
consulte la definicion de Transformada de Fourier, antes de usar tablas
o comparar con otros enfoques, por ejemplo, existe la normalizacién
alternativa con 1/(2x).

ii) Claramente, en general la transformada de Fourier es una funcién con
valores en C, por lo que se requieren los elementos de Andlisis Complejo
para entender cabalmente la transformada de Fourier.

Hemos mencionado en la introduccién que no todas las funciones poseen transfor-
mada de Fourier, a continuacién presentamos un ejemplo de una funcién que no tiene
transformada y otros ejemplos de funciones que si tienen.

= Ejemplo 9.1 Sea f(x) = ¢ donde ¢ es un valor constante, calcule la transformada
de Fourier de f.

Solucién. Aplicamos directamente la férmula (9.1) para obtener

6 = F&) = = [ seErax=—= [ o

ya que la dltima integral no existe, la funcién constante no tiene transformada de
Fourier, excepto para ¢ = 0. "

= Ejemplo 9.2 Sea

1,silx] <a
0, si x| > a,

fx) =

donde a > 0, calcule la transformada de Fourier de f.
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Solucién. Con la férmula (9.1) se tiene

_ —zéx X — e—iéx _
S = g [ = — e e

_ 2sen(af) /2 sen(al)
- Vg ‘\/; ¢

con lo cual se completa el ejemplo. .

N) Dado que |e’9| 1 se garantiza que la transformada de Fourier de una funcién
f:R— Rexista, si [~ |f(x)|dx < . Si se cumple dicha condicién se dice

que f € L'(R).

= Ejemplo 9.3 Calcule la transformada de Fourier de f(x) = e

Solucion. Directamente de la definicion se tiene

1) = T e gy,

1
'\/27[/;00
6_52/4
V21
—£2/4 e
= eﬁ e dr
T J—oo
6752/4

V2

El lector debe ser capaz de justificar todos los pasos seguidos para llegar al resultado. =

~(HE/2) g

I Ejercicio 9.1 Verifique que [~ e dr= VT .

En general, el célculo de las transformadas de Fourier puede ser dificil o muy laborioso
y de algunos afios a la fecha el uso de transformadas suele hacerse por medio de tablas
o programas de computadora tales como MATLAB, Mathematica, Maple, GNU Octave
y un ndmero cada vez mas grande de software libre. Dado que deseamos hacer énfasis
en los métodos de edp y no en la teoria de integraciéon compleja, pediremos que los
estudiantes utilicen tablas de transformadas. En el cuadro 9.1 se muestran algunos
ejemplos.
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9.2

Propiedades de la Transformada de Fourier

De la gran cantidad de propiedades de la transformada de Fourier, para la aplicacién
en edp requeriremos s6lo unas cuantas, las cuales enunciamos en el siguiente teorema.

Teorema 9.1 Seau:R xR — R tal que u(x,t) € L' (R) para toda ¢ entonces:
i) La funcién & — §lu] = U(&,t) definida por (9.1) es una funcién uniforme-
mente continua en &. Si ademds, u es derivable a trozos con respecto a x

a"(g“) <Ny |u(x,t)| < M para toda

(x,¢) € R x R* entonces § ' [§[u] (&)] = u(x,?).
ii) La transformada de Fourier es lineal, es decir §[cu +v| = c¢F[u] + §[v] para
toda ¢ € C y para cualesquiera u,v € L' (R).

y existen constantes N, M tales que

a( = )1) es continua y derivable a trozos y esta derivada junto
. . gk—1 !
con a “ estan en L' (R), entonces § [ ax,,] = (i€)"Fu], silimyy e ax,?,(l ) —

0, para toda k con 1 < k < n. Si la n-ésima derivada parcial de uentesuna

ii) Supongase que

funcién uniformemente continua en R, entonces § [ gro ] 3 = "5 [u].
iv) Se define la convolucién de u con v mediante la férmula

(& t)dE.

(u*v)(x,1)

-7 Lt

Entonces se cumple que §[u xv] = F[u] - F[v].

Demostracion. i) Haremos la demostracion de la proposicion para la inversa de la
transformada de Fourier en el caso mds simple, cuando u, existe en todo R. Sea

T

1 L iEx
W) = [ 5 slulE .
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se desea demostrar que uz, converge a u uniformemente en R para toda ¢ fija. De la
definicién de uy, se tiene

up(x,t) = \/1271:/1‘ ei‘};x(\/ﬁ/ —16yy( t)dy) dé

- 27:/ / e u(y.dyde
_ 1 = u(yt)sen(L(x—y))
/.- a

b4 x—y

)

donde se ha aplicado el teorema de Fubini en la pentltima integral para intercambiar el
orden de integracion.

=

De la relacién / (x—y) sen(L(x —y))dy = m, se tiene que

—o0

sen(L(x—y)) dy
xX—y ’

Rl ()~ ()] = [ ) —u(x,) ©9.3)

Subdividimos R como R=AUBdonde A={y: |x—y|<8}yB={y:|x—y| > 6},
con 6 > 0, por determinarse mds adelante, de esta forma

i) —aten)] = [ futn) —uten) =gy

[u(y,1) — u(x,1)]

u
{y:lx—y[<8} x=y

sen(L(x—y))dy

sen(L(x—y))
+~/{y:|x7y\25} [u(y,1) —u(x,t)]ﬁdy ©.4)

du(x,t)
Jx
x,y € R, ademds, dado que sen(L(x—y)) < 1 se tiene

de la condicion < N se deduce que |u(y,t) —u(x,t)| < N|y — x|, para toda

/ Msen(L(x—y))dy SNS. ©-3)
{ril—l <8} Y
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Como, por otra parte |u(x,t)| < M, tenemos

[y ety <
{rlx—yl28} XY

<C‘/ s 'sensds|. (9.6)
oL
Donde C es una constante apropiada. Finalmente, queremos estimar
t
/ Msen(L(x—y))dy.
{yh—yz8} X =Y
Dado que u € L'(R) para toda ¢, existe un nimero y, > 0 tal que si [y| > y,
o€
/ u(y1)ldy < —=, 9.7)
b">yo

para € > 0 arbitrario. Se toma yy suficientemente grande en (9.7) para que los conjuntos
{Jx=y| =6} {ly| >yo} y {|lx—y| = 8} N{|y| < yo} no sean vacios. Por (9.7) sabemos
que

/ 4000 on((x—y))dy < &4 9.8)
{e=y=8}n{ly|>yo} X =Y
u(y,t)

{h—yZ83n{ly[<yo} X~
por partes para llegar a la siguiente expresion:

Para estimar la integral

sen(L(x —y))dy se utiliza integracién

/ﬁ Msen(L(x—y))d = M‘Fﬁ

a X—Y Lix—y) ly=a
1 (B o :
- ay(”;f{ ;>>COS<L(xy>)dy. 9.9)

1 1
< — se tiene que la integral en (9.9)
x—y| 8

tiende a cero si L — oo, en particular, existe L tal que

Dado que |uy(x,t)| <N, lu(x,t)| <My

/{ 4O (L (x— y))dy < &/4.

k=y[z8}nflyl<yo} X =Y
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El lector no debe tener dificultad para encontrar las expresiones precisas para o, 3 con
x,y € {lx=y[ =86} N {lyl <yo}-

Para terminar, se escoge 0 < €/2N, con lo que se tiene que la expresién del lado
izquierdo de (9.5) es menor que £/2. Se concluye que |uy (x,t) — u(y,t)| < € para L
suficientemente grande independiente de x,¢.

ii) Aplicando directamente la férmula (9.1),

Fleu(x,t) +v(x,1)] cu(x,t) +v(x,1)]e " dx

r/
e S dx + —/ v(x,1)e “iEx gy

\/27r

iii) Integrando por partes se tiene

ux(x,t)e —i8x gy

)] = V@ﬁ/

= lim u(x,1)e = + s u(x,r)e ¥ dx
Lo =L 27w )
Para el célculo de la derivada n-ésima se usa induccién matematica. Por otra parte, para
la derivada con respecto a ¢t se deriva bajo el signo de integral, dada la hipétesis de
continuidad uniforme de u.
iv) De la definici6én de F[u *v] y por medio del teorema de Fubini se obtiene

L B O I I I
\/276/ _léyv ,1) <\/1277'C /:oe_ié(x_y)u(xy,t)dx> dy

= \/% </_°° —igy v(y,t )dy> \/1271: (/_Zeiézu(z,t)dz)
=3WI(E) U (E).

Con lo cual se termina la demostracion. O

N) Por supuesto las hipdtesis en el teorema 9.1 no son las mas generales posibles,
pero pueden aplicarse en una gran cantidad de ejemplos. Hip6tesis mds generales
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se encuentran en el contexto de la integral de Lebesgue la cual se encuentra
fuera del alcance de este libro. El lector interesado puede consultar por ejemplo
[12].

La afirmacidn iv) del teorema anterior suele emplearse en la forma

(wxv)(t) =T [Ful(&)-FVI(E)](). (9.10)

9.3 Aplicaciones de la Transformada de Fourier

Consideramos el siguiente problema asociado a la ecuacién de calor en toda la recta

real
du 5 9%u
5 agxz, <x<oo t>0, 9.11)
(ci) u(x,0) = f(x), —o0o<x<oo.

N) Supondremos que el problema (9.11) tiene una solucién u la cual tiene la
propiedad de que u, u;, uy y uy, estan en L'(R) y que u y u, tienden a cero
cuando |x| — eo, también suponemos que f € L!(R).

Aplicando la transformada de Fourier a la (c¢i) y usando la propiedad iii) del teorema
9.1 en la edp del problema (9.11) se obtiene

a8, ) = % —o0 <& <o, 9.12)
U(&,0) SIf1(8) =F(&).

Ahora, el problema (9.12) puede resolverse como una ecuacién diferencial ordinaria
lineal en la variable ¢ con lo cual se obtiene

U(E,1) = F(E)e . 9.13)
El ejercicio 1 de la seccidn de problemas de este capitulo nos permite ver que

L IR |

—F¢
20/wt
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Funcién Transformada de Fourier

kx| ‘ /E%ﬁz
’ T a+
(142%)! ,/ge*l‘i\
e [T o—alé]
x24a? 2

O(x—a) \/%e_iaé
V/2sen (a&)

VTG

Cuadro 9.1: Ejemplos de transformadas de Fourier.

H(x+a)—H(x—a)

Por lo tanto U (&, 7) es el producto de transformadas de Fourier por lo que, al aplicar
la transformada inversa, podemos usar la convolucién (teorema 9.1, iv) para obtener

V2o
u(x,r) = danvi /,me (/@00 (), 9.14)

la cual es solucion formal del problema (9.11).

La funcién G(x,t) = _(x_y)z/(4azt)7 la cual estd implicita en (9.14) es de

_ .,
200wt

gran importancia en la solucién de edp y se llama solucion fundamental o funcién de
Green asociada a la ecuacién de calor en (—eo,00), t > 0. Puede demostrarse que si f
es continua y acotada en R entonces la funcién u definida por (9.14) es continua y tiene
derivadas continuas respecto a x,7 y que u(x,t) — f(x) cuando # — 0 uniformemente

en todo intervalo finito.

I Ejercicio 9.2 Resuelva el problema (9.12). "
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9.4 Transformada de Laplace

El método de la transformada de Laplace es similar al de la transformada de Fourier.
En ambos casos una edp se reduce a una ecuacién diferencial ordinaria en las variables
transformadas. Se resuelve, de ser posible, la ecuacion transformada analiticamente
y posteriormente se obtiene la solucién de la ecuacién original via transformadas
inversas. En el caso de la transformada de Laplace, la variable transformada (la cual
suele ser el tiempo) varia s6lo de 0 a oo a diferencia de la transformada de Fourier la
cual, como hemos visto, varia en todo R. La definicion de la transformada de Laplace
es la siguiente.

Definiciéon 9.2 Consideramos una funcién u = u(x,#) con 0 < 7 < eo. Se define
la transformada de Laplace £[u], siempre que la integral exista, por medio de la
férmula

Llu(x,s) =U(x,s) = /Owu(x,t)efs’dt. (9.15)

= Ejemplo 9.4 Sea f(¢) = 1, entonces la transformada de Laplace de f es

f=o0

)

t=0

- 1
£[f](s) = /O 1-e%dt = _;e—st

por lo tanto para s > 0, £[1](s) = 1/s. .

A continuacién presentamos algunas propiedades de la transformada de Laplace
que serdn utilizadas en este capitulo. Las demostraciones pueden ser omitidas si asi lo
desea el lector. Pero primero introducimos la notacién O de Landau.

Definicion 9.3 Se dice que f = O(g) en R si existe una constante M tal que
|f(x)]/]g(x)] < M para toda x € R.

N Los cdlculos anteriores se hicieron para s real, pero también son vélidos para s €
C. De hecho los niimeros complejos son el marco natural para las transformadas
inversas, por lo cual el siguiente teorema se formula en C.

Teorema 9.2 Sea u(x,?) definida en R X [0,00) :
i) Supongamos que u(x,t) = O(e*) en R para alguna o > 0 es seccionalmente
continua para cada x fija. Entonces la transformada de Laplace £[u](x, s) existe
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cuando Re(s) > a y es una funcién analitica en el semiplano Re(s) > a y las
derivadas de U (x,s) con respecto a s satisfacen la identidad

"U (x,s n
Ubss) — g(—t)"u(x,1)].

ii) Supongamos que u(x,?) y todas sus derivadas parciales con respecto a ¢ hasta
de orden (n— 1) son funciones continuas para r > 0 y de orden O(e™).

S "u(x,t) . . .
upongamos que — 5~ es seccionalmente continua en cada intervalo 0 <
t < T. Entonces la transformada de Laplace de la n-ésima derivada de u con

respecto a ¢ existe para Re(s) > o y estd dada por la férmula

" n—1
2[9 Sg;c,t)} :SnU(x7s)_sn—lu(x’o)_sn—zw ______ M'
Finalmente, si u es derivable con respecto a x, £ {%} = % £[ul.

iii) Supongamos que la transformada de Laplace de u(x,) dada por £[u](x,s) =
U (x,s) es analitica en la variable s en el plano Re(s) > o'y O(s7*) con k > 1.
Entonces a lo largo de la linea x = ¥, para ¥ > «, se cumple la férmula de
inversion para la transformada de Laplace

1 rtieo
u(x,t) = £ U(x,s)] = = /yiiw U (x,z)dz. (9.17)

iv) Se define la convolucion finita de u con v mediante la formula
(usv)(x,1) = fou(x,t —T)v(x,7)d7T.

Entonces se cumple que £[u*v] = £[u] - £[v], es decir uxv = £ 1[L[u] - £[]].
v) La transformada de Laplace es lineal.

Demostracién. i) Demostramos esta parte para s € R. Notamos que como |u(x,#)| <
Me* y dado que s > o tenemos

T
|Llu]] = lim/ u(x,t)e”"dt
T— J0
T
< Mlim [ e 6 %g;
T—e J0
= M/(s—a), (9.18)
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es decir, la transformada de Laplace existe. Omitimos la demostracion de que £ es
analitica.

ii) Haremos la demostracién en el caso mds simple en que la parcial de u respecto
at es continua y n = 1. La condicién u(x,t) = O(e™) garantiza la existencia de
a {(%t(x,t)

dt

] , como puede verse integrando por partes. En efecto,

t=T t=T )
+ s/ u(x,t)e"dt.
=0

t=0

T u(x,t) _y _ —st
/0 5 ¢ dt = u(x,t)e

Al tomar el limite cuando 7 — oo se obtiene la identidad (9.16) parael cason = 1. La
demostracion general se sigue por induccion.

iii) Para esta parte se requiere la férmula integral de Cauchy para funciones de
variable compleja y daremos s6lo un bosquejo de demostracion. Se desea verificar que
para £ definida por (9.17) se cumple £[€~![U(x,s)]] = U(x,s). Se tiene que

oo efst Yoo
/ . {/ U(x,s)e”dz} dt
0 27i |Jy—ic
= / /y+l°° Z S)tdzdt
27” r—

v " (s
= — U dtd
— /Y_iw (x,5) /0 2

1 (e U(x,s)
iy i U

LleMU (x,5)]]

El lector debe observar que la condicién U (x,s) = O(s~¥) se utiliza para garantizar la
existencia de las integrales que se aparecen en las primeras lineas en la demostracion.
También debe notarse que se usé el teorema de Fubini en la tercera integral y la formula
integral de Cauchy en la dltima igualdad (la integral de Cauchy se puede consultar en
[1D.

iv) Sean U (x,s) = L[u] y V(x,s) = £[v]. Tenemos asi

U(x,s)V(x,s)

V(x,s) / e "u(x,7)dt
0

= /:u(x7 T)e "V (x,s)dT. 9.19)
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9.5

En el ejercicio 4 d) de la seccién de problemas se pide demostrar que
eV (x,s) = Lv(x,t —1)] = / e v(x,t —1)dt.
0

Si sustituimos la dltima igualdad en (9.19) obtenemos
U(x,s)V(x,s) = / u(x, 1) [/ e v(x,t — T)dt] dr (9.20)
0 0

/0 e [ /0 ", TV — T)d’r} dt

£ {/Omu(x7 T)v(x,t — ’L’)} dt
L(u*v)(x,t)].

Lo cual se deseaba demostrar.
v) La linealidad de la transformada de Laplace se sigue de la linealidad de la
integral, como en el caso de la transformada de Fourier. O

Aplicaciones de la Transformada de Laplace

Como un primer ejemplo, resolveremos el problema asociado a la ecuacién de calor
con condiciones de frontera constantes y condicién inicial nula.

= Ejemplo 9.5 Resuelva el problema

Uy = Uyy, 0<x<1,t>0,
u(0,1) =0, >0
(er) 4"
u(l,f)=a, a€eR, a#0.
(ci) u(x,0)=0, O0<x<]l1.

9.21)

Solucién. Supongamos que el problema (9.21) tiene una solucién « la cual tiene la
propiedad de que u,u, son O(e™) para alguna o > 0. Al aplicar la transformada de
Laplace a la edp, asi como a las (cf) y a las (ci), se tiene

Ll ] = sU(x,s) —u(x,0) =sU(x,s)
= Lluy] = Uxlx,s),
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ya que u(x,0) = 0. Ademds U(0,s) = £[0] =0y U(1,s) = L£[a] = a/s, esta ultima
transformada, se sigue facilmente del ejemplo 9.4. De esta manera el problema trans-
formado estd dado por

Uy (x, s)—sU(x 5)=0
U(0,s) = (9.22)
U(l,s) —a/s

donde s > 0. Observamos que la ecuacién (9.22) es una ecuacion diferencial ordinaria
de segundo orden con coeficientes constantes en la variable x, la cual tiene como
solucién general

Ul(x,s) = creV™ 4+ cpe VI,

Ahora dado que U(0,s) =0,U(1,s) = a/s, se tiene el sistema

c1+c;=0

creVs +cye Vs = 4
senh(xy/s)
ssenh(4/s)

u(x,t) =ag™! [M} .

es la solucidn del problema original. "

Por lo tanto U (x,s) = a [ } . Por lo tanto,

Queremos advertir al lector que evite calcular esta transformada inversa mediante
una integral. Sin embargo, recordando que la solucién de la ecuacién de calor es tnica y
que ya hemos resuelto el problema (9.21) por separacion de variables. Asi concluimos

" senh(x\/5)
) =

lo cual nos provee de un método adicional para calcular transformadas de Laplace
inversas.

El método de la transformada de Laplace también puede utilizarse para resolver el
problema de la ecuacién de onda no homogéneo en un medio semi infinito, como se
muestra en el siguiente ejemplo.

sen(nﬂ:x)
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= Ejemplo 9.6 — Vibraciones forzadas. Resuelva el problema asociado a la ecua-
cién de onda no homogénea

Uy = U+ f(2), x>0,1>0,
u(0,1) =0, (9.23)
M(X,O) = MI(X,O) = Oa

u(x,t) acotada.
Solucién. Al aplicar la transformada de Laplace en la variable ¢ a la edp en (9.23) se
tiene

_Uxx(xas) +52U()C,S) = F(S),

donde F(s) = £[f(¢)]. Como debe recordar el lector (ver apéndice B B.2) la solucién
de la ecuacion anterior es la suma de la solucién de la ecuacién homogénea asociada

A(s)e ™ +B(s)e™,
mas una solucién particular, F(s)/s?, es decir,

F
U(x,s) =A(s)e" ™ + B(s)e™ + @
S
Abhora se desea calcular las funciones A(s), B(s). La condicién de acotamiento de u(x, )
implica acotamiento para U (x,s). Efectivamente, si |u(x,?)| < M para toda x,t > 0 se
tiene
o M
Vsl <M [ ear =",
0 s
por lo tanto U es acotada para s > 5, > 0. Comprobado el acotamiento de U se tiene
que B(s) = 0. Por otra parte £[u(0,)] = U(0,s) = 0 asi A(s) = —F(s)/s*. Por lo tanto

1 _ e*SX

U(x,s) =F(s) 2

La solucién del problema (9.23) estd dada por

u(,t) = ¢! [F(s) = e} .
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Por medio de tablas o programas computacionales se puede obtener que

1
2 = L[, (9.24)
C = el-nH( ). 9.25)

donde H (u) es la funcién de Heaviside definida por medio de la férmula:

0, siu<0,
H(u) = .
1, siu>0.

Concluimos mediante el teorema de convolucién, teorema 9.2 parte iv) que

u(x,t) = f(t)*(t—(t—x)H(t—x)) = /0 ft—1)[t— (t—x)H(T—x)]dT.
Con lo cual se tiene la solucién del ejemplo. .

= Ejemplo 9.7 — Conduccion de calor en un medio semi infinito. Se considera
un contenedor de liquidos lo suficientemente profundo para que las condiciones de
frontera en la parte alta del contenedor no afecten la solucién del problema asociado a
la ecuacién de calor en el fondo. Concretamente, consideramos el problema

Uy = Uyy, O0<x<oo, t >0,
(¢f) ux(0,7) —u(0,¢) =0, t>0, (9.26)
(ci) u(x,0)=T,.

u(x,t) acotada.
Solucién. Al aplicar la transformada de Laplace en la variable 7 obtenemos el problema

{UM —sU(x,s8) = —T,

U,(0,5) =U(0,s), (9.27)

donde T, es una temperatura inicial que suponemos constante. Para encontrar la solu-
cién al problema, tenemos que resolver una ecuacién diferencial ordinaria de segundo
orden, no homogénea. Recordamos que la forma de resolver tal ecuacién puede en-
contrarse en el apéndice B de este libro, seccién B.2. El lector debe verificar que la
solucién del problema (9.27) esta dada por

- - T,
U(x,s) = creV™ 4+ cpe VI 4 ?0
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Para el célculo de las constantes, como suponemos que la solucién u es acotada cuando
x — oo se tiene que U debe ser acotada, es decir, c¢; = 0. De esta manera, la condicién

T, T
U,(0,5) = U(0,s) se traduce en —ca\/s = c3 + ?0, obien ¢; = _s(\/gio—i-l)' Asi
T,e~ Vix To
Ul(x,s) = —
RO
y por lo tanto
T,e Vs T,
u(x,r) = £ _ef 4 e
s(v/s+1) s

Dado que £7! es lineal, y dado que se tienen las siguientes transformadas (las cuales
se obtienen por medio de tablas o paquetes de computadora mateméaticos)

1 1

——— = £|— —{erfc(Vt 9.28
Vs+1 [\/E eerc(\/)} ©:28)

—e VX

e X

= L|—erfc( — 9.29
s [ e (2\/5 ﬂ 02

To
— = gL (9.30)
donde erfc(u \F / d’g’, es la funcién error complementaria, se concluye que

u(,t) =T, & {2 [\/% - e’erfc(\ﬂ)} e {erfc (ﬁ)” +T,.

Usando la linealidad de la transformada de Laplace y el teorema 9.2 parte iv) se llega a

u(x,t) = To(\;%*erfc(zf/i)—l—(e’erfc(\/f))*erfc(z\[)+1)

La simplificacién de la dltima ecuacién se deja como ejercicio. "

9.6 Latransformada de Laplace y el funcional delta

Los funcionales delta de Dirac han sido usados atin antes de que Dirac los aplicara en
mecdnica cudntica, por citar un ejemplo, Heaviside los utilizé de manera implicita en
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Funcién Transformada de Laplace
e“t 1
s—a
s
cosat o
e*S(l
H(t—
(t-a) -
o(t—a) e
H(t—a)f(t—a) e F(s)

Cuadro 9.2: Ejemplos de transformadas de Laplace.

su estudio de un cable cargado, [14, s. 267, p. 91 eq. 24]. Muchas formas de estudiar
los funcionales delta han sido introducidas a lo largo del siglo xx, en este libro nos
aproximaremos dentro del marco de los espacios de distribuciones en el capitulo 10.
Como un primer acercamiento, para evitar ambigiiedades y errores trabajaremos con la
siguiente definicion.

Definicién 9.4 Sean ¢ (x) funciones de prueba definidas como

(P( ) efaz/(azfo)7 si |x| <a, ©.31)
x) = .
0 si |x| > a,
y sea
z 1/n
611 - 2’ |X| < ’ 9.32
®) {o, | > 1/n, ©-32)
el funcional & se define como
5(6() =1 [ 8,()9()dx=9(0), 9.33)
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para toda funcién de prueba ¢.
En general, dada una funcién g, continua se define

oo

Oy, (g(x)) = lim On(x—x,)g(x)dx = g(x,). (9.34)

n—oo | o

Denotamos el funcional &,,(g(x)) como la integral simbélica [~ g(x)8 (x — x,)dx,
es decir,
/ g(x)8(x—x,)dx “ \im On(x —x,)g(x)dx. (9.35)

n—eo | oo

N) Por supuesto, la integral del lado izquierdo en (9.35) es meramente simbdélica y
no tiene sentido dentro del contexto de las integrales de Riemann ni de Lebesgue,
para ninguna funcién elemental. De hecho, se demuestra en el capitulo 10 que
no hay funcién localmente integrable que satisfaga tal ecuacidn.

Observe también que no se puede intercambiar el limite y la integral en la
expresion limy,_yeo [~ 8, (x — x,)g(x)dx dado que el limite de las &, cuando
n — oo o existe.

En particular, dada la ecuacion (9.35) para g(x) = 1 se tiene la relacién simbdlica

70800 —x0)dx L 1imy oo [, 8a(x —x,)dx = 1.

Finalmente, para comprobar que efectivamente se cumple (9.33) utilizamos
el teorema del valor medio para las integrales con lo cual se tiene para algin
6 <[o,1],

[ 8u(x) (x)dx = e 1/ (1=(=1/n+6(2/m))?)

por lo que al tomar el limite cuando n — o se obtiene ¢(0).

Dado el caricter especial del funcional delta, el cual no es una funcién en el
sentido clésico, es de esperarse que su aparicién en ecuaciones diferenciales tenga
un sentido especial, asi es, en efecto, el funcional delta es una distribucién y se debe
definir su derivada en cierta forma, lo cual se hace en la definicién 10.5. De aqui
en adelante, siempre que se tenga una ecuaciéon diferencial an% + an—1 ‘;;—,l‘f +
--++apg = 6(x —x,) entenderemos una relacién de la forma integral dada en la

definicion siguiente.

Definicion 9.5 Por una solucién débil g de la ecuacién
4" dn—l

anTj+an,1Wj+~-'+aog:5(x—x,,) (9.36)
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se entiende una funcién g localmente integrable que satisface

o dn dnfl d
[ (wo+ 7+ oo St )0 % ) gtwin

=

= 11’_I>I1 8n(x_x0)¢(x)dxv (9.37)

para toda funcién de prueba ¢.

Al usar las propiedades de las funciones de prueba se tiene que la integral del lado
izquierdo de (9.37) se puede obtener al integrar por partes,

oo dn dnfl . oo
/ ( nn +an e 1+ +aog> (]J(x)dx:r}gn 7m6n(x—x0)¢(x)dx, (9.38)

siempre y cuando la funcién g sea suficientemente derivable.

= Ejemplo 9.8 Ahora podemos calcular la transformada de Laplace del funcional
delta usando las definiciones anteriores. Se tiene,

L£[8(t —a)]

I
(=7
—~
~
|
S}
=
[N
<t
L
~

I
=
=
I

o

%
Y
-~

Asi £[6(t—a)] = e .

A pesar del caricter especial de las ecuaciones diferenciales que incluyen la delta
de Dirac, suele darseles un tratamiento totalmente operacional a tales ecuaciones. Tal
procedimiento es correcto en un contexto adecuado, el cual, sin embargo, no suele
mencionarse al estudiante en los libros basicos. En este libro, en el capitulo 10, seccién
10.3, se da una introduccién al espacio de distribuciones en el cual todos los calculos
que se hacen en los cursos elementales de edo estdn justificados. A continuacién
presentamos un ejemplo puramente operativo de cémo se usa la transformada de
Laplace para resolver tales ecuaciones.
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9.7

= Ejemplo 9.9 Resuelva el problema

Y =3y +2y=8(—1), [0,%) (9.39)
y(0) =y'(0) = 0. (9.40)

Solucién. Aplicando formalmente la transformada de Laplace en ambos miembros de

la ecuacion obtenemos
—ST

e
V()= —
(s) 52 —354+2’

donde Y (s) es la transformada de Laplace de y. Después de descomponer en fracciones

parciales se tiene
1 1
Y(s)=e*" — .
(s) =e (s -2 s—1 )

Al aplicar transformadas inversas se llega a la solucién

(1) =2 ¢ H (7).

donde hemos usado las formulas del cuadro 9.2. "

Formulas de Duhamel

Por medio de la trasformada de Laplace, los problemas asociados a la ecuacién de calor
o de onda con condiciones de frontera dependientes del tiempo, se pueden resolver
a partir de problemas con la misma ecuacién diferencial, pero con condiciones de
frontera constantes. Este hecho es una de las maneras como se expresa el principio
de Duhamel. Enunciaremos aqui un ejemplo de aplicacién de dicho principio, para la
ecuacién de calor en R3. Sea Q C R? un conjunto acotado con frontera suave dQ la
cual puede escribirse como dQ = dQ1 U dJQ, (ver figura 9.1). Se trata de resolver el
problema

u; = o*Au, xeQ, t>0,
u(x,t) =0, X €0Q,
9.41
(cf) {u(x,z‘) —fl), x€oD, @D
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9 Q,:u(x,1)=0

u(x,0)=0

0 Q,: u(x,H)=At)

Figura 9.1: Principio de Duhamel, conjunto Q y su frontera

donde f(¢) es una funcién dada, a partir del siguiente problema cuya solucién se supone
conocida explicitamente:

v = a?Av, XeEQ, t>0,
vx,0) =0, x€9Q
9.42
(cf) {V(XJ) =1, X € 0y, ©42)

(ci) v(x,0) =0, x€Q.

La transformada de Laplace de u, con respecto a ¢, £[u] = U(x,y,z,s), satisface el
siguiente problema

sU(x,9,2,5) = 0*AU (x,y,2,5),

Ux,y,2,5) =0,  (x,y2) €9Q,

Uknes) = SO = FG),  (602) €0,
U(x,y,z,0) =0, xcQ.

(9.43)

Donde suponemos que la transformada de Laplace existe para las funciones considera-
das en este problema. Por otra parte, la transformada de Laplace de la solucién v del
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problema (9.42) dada por £[v] =V (x,y,z,s) satisface

SV(X,y,Z,S) = (XZAV()C,y7Z7S),
V(x7yaZ>S) = 0; (-x7y,Z) S an,
Viyzs) =Ll]=1  (xn2) €9, >0

V(x,y,z,0) =0, xeQ.

(9.44)

Notamos que la funcién W (x,y,z,s) = F(s)sV(x,y,z,s) satisface la edp en (9.43)
ya que la ecuacién es lineal y sF(s) es s6lo un pardmetro que sale del laplaciano
como constante. Mds ain, W satisface las condiciones de frontera y la condicién
inicial del problema (9.43). Efectivamente W (x,y,z,s) = F(s)sV(x,y,z,s) = 0, para
(x,3,2) € dQ1, W(x,y,z,5) = F(s)sV (x,y,2,5) = F(s)s/s = F(s), para (x,y,z) € 0y,
y W(x,y,2,0) = F(0)-0-V(x,y,z,0) = 0. Por lo tanto U = W, debido a la unicidad de
soluciones del problema (9.43). Notamos ademads que sV (x,y,z,5) = £[v;(x,y,2,1)],
por lo que tenemos
U(x,y,2,8) = F(s) - £[v:(x,¥,2,1)].

Aplicamos ahora la transformada inversa via el teorema 9.2 parte iv) con lo cual se
obtiene

M(X7y,z,t) :f(t) *Vl(-xayaz7t)

la ecuacion anterior nos lleva a las féormulas de Duhamel

u(x,y,z,t) / F(t)=—=v(x,y,z,t — 7)dr, (9.45)

y dado que v(x,y,z,0) = 0 se tiene, si f es derivable, después de integrar por partes

u(x,y,z,t) = /f v(x,¥,2,t = T)dT+ f(0)v(x,,2,1). (9.46)

» Ejemplo 9.10 Resuelva el siguiente problema usando el principio de Duhamel

U=y, 0<x<1,2>0,

u(0, )
(Cf){ (. ) () 9.47)
(ci) u(x,0) =
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donde f(t) es una funcién dada.
Solucién. Para resolver este problema se considera el problema auxiliar con (cf)
constantes

Vi = Vi, O0<x<l1,t>0,

v(0,7) =0, >0
: 9.48
(/) {V(Lt)::l, (0-48)

(ci) v(x,0) =0, 0<x<l,

el cual fue resuelto en el ejemplo 9.5. Procedemos a resolver el problema (9.47)
aplicando la transformada de Laplace tanto en la edp como en las (ci) y (cf). Se llega
asia

Ui (x,8) —sU(x,s) =0
U(0,s) =0, (9.49)
U(1,s) = L[f(1)] = F(s).

Al resolver el problema (9.49) se tiene

B senh(xy/s)
U(x,s) = F(s) [senh(\/E)] .

Remarcamos el hecho de que la transformada inversa de senh(xys)

senh(,/s)
explicitamente por lo cual deben usarse las férmulas de Duhamel para resolver este

problema, como a continuacién se explica.
Si llamamos V (x, s) a la transformada de Laplace de la solucién del problema (9.48)
sabemos que

no puede calcularse

Vix(x,8) — sV (x,5) =0
V(0,s) =0, (9.50)
V(l,s)=£[1]=1

Notamos que si definimos W (x,s) = sF (s)V (x,s), entonces W satisface la ecuacién
diferencial en (9.49) ya que la ecuacién es lineal y sF(s) es s6lo un pardmetro. Mas
atin W(0,s) = sF(s)V(0,s) =0y W(l,s) = sF(s)1/s = F(s) por lo tanto, debido a la
unicidad de la solucién del problema (9.49) se tiene

U(x,s) =W(x,s) =sF(s)V(x,s).
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9.7.1

Recordamos ademds que £[v;(x,7)] = sV (x,s) — v(x,0) = sV (x,s). Por lo tanto por
medio del teorema 9.2 parte iv) se llega a

) V) =50« 25D = [ feuetes - e

u(x,r)

£
[ @z = e+ 1Oz,

En el ejemplo 9.5 se obtuvo que v(x,7) =x+ % Yot (7,:>n e’(””)z’sen(nn'x), por lo

que sustituyendo, queda resuelto el ejemplo. "

Principio de Duhamel Cléasico

Es pertinente ejemplificar aqui el principio de Duhamel en la forma cldsica para com-
pletar el tema introducido al principio de esta seccién y, ademads, porque lo utilizaremos
cuando se traten las funciones de Green. El principio de Duhamel permite resolver pro-
blemas complicados a partir de las soluciones de problemas mds simples, por ejemplo,
se puede resolver el problema de onda no homogéneo como se muestra a continuacion

= Ejemplo 9.11 — Principio de Duhamel y la ecuacion de onda. Consideramos
el problema no homogéneo

9.51)

Uy (x,1) = Au(x,t) + F(x,1), xeRN >0,
u(x,0) = u,(x,0) =0, xRV,

el cual serd resuelto a partir de la familia de problemas homogéneos

Ull(x7tas) :AU(X,I,S), X e RN7 t Z S,
U(x,s,5)=0, xRN t=s, (9.52)
Ui(x,s,s) =F(x,s), xeRN t=s,

donde U (x,t,s) es solucién de (9.52) para s > 0 fijo. Se tiene que

u(x,1) = /0 "Ux,1,5)ds (9.53)
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es solucién de (9.51). Efectivamente, si U(x,t,s) es solucién de clase %2 de (9.52)
podemos utilizar la férmula (ver [8], p.103)

d [vm v (x)
— / fx,y)dy = fe(x,y)dy

dx Sy (x) vi()
+ ()£ (6, wa (x)) — Wi () f (x, i (x)), (9.54)
para obtener
%u(x,t) = /t Uy (x,t,5)ds+ U (x,1,1) (9.55)
= / U (x,t,s)d (9.56)

donde (9.56) se sigue de la condicién U (x,t,7) = 0 de (9.52). Derivando otra vez, se
tiene
82

1
Ssulx) = /U,,(x,t,s)ds+U,(x,t,t) (9.57)
0

/OtAU(x,t,s)ds-i-F(x,t)
= Au(x,t)+F(x,t).

Por supuesto, se puede intercambiar A con la integral bajo nuestra hipétesis de que
U(x,t,s) € 6. .

= Ejemplo 9.12 — Principio de Duhamel para la ecuacién de calor. Para la
ecuacion de calor se puede proceder de manera similar para resolver el problema no
homogéneo

w(x,7) = Au(x, 1) +]1V7(x,t)7 xeRY, >0, (9.58)
M(X70):O, xeR )
a partir de la familia de problemas homogéneos
Ui(x,1,5) = AU(x,t,5), ;GRNv 125, (9.59)
U(X,S,S):F(X,S); XGR b t:S'
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Sea

u(x,t) = /OtU(x,t,s)ds

donde U(x,t,s) es solucién de (9.59). De la férmula (9.55) se obtiene

& t
Sulxr) = Au@m®w+U@u0 (9.60)

t
— /AU@%Q%+F@@
0
= Au(x,t)+F(x,1),
lo cual implica que u(x,t) = [j U(x,t,s)ds es solucién de (9.58). .

Como la ecuacién de calor es invariante bajo traslaciones en la variable ¢, si se
define v(x,1,s) = U(x,? +s,s) entonces tenemos que

vi(X,t,5) = Av(X,t,5), xeRY 0<s<t
v(x,0,5) = F(x,s) s>0

Yy puesto que
't

wxgzé

se tiene otra forma de expresar el principio de Duhamel para la ecuacién de calor, la
cual utilizaremos en el capitulo siguiente.

t
U(x,t,s)ds :/ v(X,t—s,s)ds
0
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9.8 Problemas y ejercicios del Capitulo 9

1. Calcule la transformada de Fourier de las siguientes funciones:
2
a) f(x)=e* cona>0.

Solucién: F[f] = \/Zeéz/m).
b)

c)

f(x)_{l, “1<x<,

0, en otro caso.

2. Muestre que si F (&) es la transformada de Fourier de f(x) entonces e S F (&)
es la transformada de f(x—a).
3. Use el método de la transformada de Fourier para resolver los siguientes proble-

mas.
a) El problema asociado a la ecuacién de calor
du du
— = I —eo<x<oo, 0<t, 9.61
o ~ * ©-6h
u(x,0) = 1, si —1<x< 1, yO0en otro caso.

b) El problema asociado a la ecuacién de conveccién

du ’u  du
= 4+ o 0<t 9.62
ot o2 Ty TS r<m Ot 062
u(x,0) = f(x).
¢) El problema asociado a la ecuacién de onda
du %u
= = =, —® o0, 0 <t 9.63
u(x,0) = 0,
1
u[(x, 0) = Hixz
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4.

5.

6.

7.

d) El problema linealizado de la ecuacién de Korteg de Vries
Uy = Uy, —0<x<oo 0, (9.64)
u(x,0) = e ’2,
Muestre que las siguientes transformadas de Laplace se cumplen

1
a) £leM](s) = e sis> k.

b) L[senkr|(s) sis>0.

Kk

52 —g— k2’
C) ,S[Coskt] (S) = m,
d) Lt —7)]=e "L[f(0)].

Resuelva el problema asociado a la ecuacién de onda en un medio semi infinito

en el cual actda la fuerza de gravedad —g, con condiciones de frontera e iniciales
nulas. Es decir, resuelva el problema

sis > 0.

ut,:czuxx—g, x>0,1t>0,
u(0,1) =0,
M(X,O) = ul(xvo) =0,

u(x,t) acotada.

(9.65)

Solucion. u(x,t) = 1/2g(t —x/c)*H(t —x/c) — 1/2gt>.

Simplifique la solucién del ejemplo 9.26 y grafique la solucién para tres valores

det > 0.

Use la transformada de Laplace para resolver los problemas siguientes.

a)

U = Uyy, x>0,t>0
u(0,t) =8, (9.66)
u(x,0) =0.

Solucién: u(x,r) = 8erfc <ﬁ) .
b)

Uy = Uy + 3t, x>0,t>0

u(0,7) =0, (9.67)
u(x,0) =0.
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8. ([23]) Encuentre una solucién periédica en el tiempo del problema

pc%—f = k‘?;Tg, x>0
—k%—i 1o = Qcos ot, (9.68)

T acotada cuando x — oo.

Tome @ = 27/afio para dar una razén de porqué el dia més caliente (frio) del
afo se espera que ocurra alrededor de seis semanas después del dia més largo
(corto) del afio.

Solucién del problema 8. Use el método de la transformada de Laplace para

obtener
\/sx
k

& NaE
s[ﬂ(s,r):Q\,{; f () + 2

donde 7, es la temperatura del dia mds largo del afio después use el teorema de
convolucién y el teorema fundamental del cdlculo para encontrar el maximo de

Tenx=0.
9. Encuentre una solucién de los siguientes problemas usando el principio de
Duhamel
a)
U =y, 0<x<1,t>0,
u(0,1) =0,
fe 9.69
(/) {u(l,t) =sen(¢), (0-69)
(ci) u(x,0) =0, O<x<1.
b)
Uy = Uy, 0<x<1,1>0,
u(0,1) =0,
(cf) (9.70)
u(l,r) = f(t),

(ci) u(x,0) = u; (x,0) = 0.
10. Use el principio cldsico de Duhamel para resolver

Uy = Uy +cosx, xER, >0,
u(x,0) =u,(x,0)=0, xeR.
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10.1

Introduccién
Métodos para encontrar funciones de Green
El método de expansidn en funciones propias
para la funcién de Green
Método de las soluciones fundamentales
Método de la funcién de Green para edp
Distribuciones y funciones de Green
Derivadas de distribuciones
Problemas y ejercicios del Capitulo 10

10 Funciones de Green

Infroduccioén

El método de la funcién de Green nos permite analizar problemas asociados a las
ecuaciones diferenciales lineales tanto edo como edp. Esencialmente consiste en hallar
una expresion matemadtica para ciertas funciones, llamadas funciones de Green y a partir
de ellas construir soluciones de ciertas edp. El contexto adecuado para las funciones
de Green es el del espacio de las distribuciones cuya teoria requiere un tratamiento
riguroso fuera del alcance de este libro, no obstante introducimos la teoria de las
distribuciones de una forma elemental en la seccién 10.3. Cabe mencionar que nuestra
aproximacion a la teoria de distribuciones, a pesar de ser simplificada, es, sin embargo,
de una mayor dificultad que el resto del libro y puede omitirse en un primer curso. Por
otra parte, se acostumbra en los textos elementales de ecuaciones diferenciales parciales
tener un acercamiento operacional a las funciones de Green, nosotros seguiremos la
tradicién. Comenzamos con algunos ejemplos.

= Ejemplo 10.1 Considere el problema

Y'=f(x), xe€(0,b), fe%0,b]
y(0) =0, (10.1)
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Al resolver este problema se obtiene que

o) = [[-E)r(&)dE, 0<a<

es la solucion, lo cual puede verificar el lector derivando directamente.
Definamos la siguiente funcién:

x—&, si0< €& <x,

10.2
0 six < € < b, ( )

G(x,é) = {

donde x se considera como un pardmetro. De esta manera podemos expresar la solucion
como

)= [ G et

lo cual debe verificar el lector. .

= Ejemplo 10.2 Ahora considere el problema

Y= f(x), x€ (a,b), fe€%F]|a,b]

y(a) =0, (10.3)
y(b) =0.
Al resolver este problema se obtiene que
b
y(x) = | G(x8)f(8)ds,  x€lab]
a
donde
(x—a)(E-b) :
Rl 1 ) sia<x<é&
G(x,6) = beg 7 ’ 10.4
(x,8) {(x_;;)_(i—a) SE<x<h (10.4)
De esta forma y es la solucién del problema. .

Ejercicio 10.1 Verifique que las soluciones dadas de los ejemplos 10.1, 10.2, son
efectivamente soluciones. u
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= Ejemplo 10.3 Considere el importante problema de Poisson:

1 1
urr+;ur+ﬁu99 = q(r,@), O<r<l1 (10.5)
u(l1,0) = 0, 0<6<2r,

donde ¢(r, 0) tiene derivadas continuas. Definamos la siguiente funcién

G(r,0,p,0) = %lnR—%lnﬁ—ﬁlnp7 (10.6)
- (R> (10.7)
2 PR

_ 1
donde R = /r2 —2rpcos(6 — ¢) +p2, R= \/r2 - 25 cos(6—¢)+ 0T Puede veri-

ficarse que
2l
u(r79):/0 /0 G(r797p7¢)Q(pa¢)dpd¢s
es la solucidén de la ecuacion (10.5). .

Ademads, la integral de Poisson (6.62) se puede expresar en términos de la funcién
G. En efecto, la solucién del siguiente problema

(1,0) =q(8), 0<0<2r

donde ¢ es continua, estd dada por la férmula de Poisson

1 [ 11—
u(r,8) = 277:/ [12;’(:03(9¢))+r2 9(9)d9-

{u 0, 0<r<l,
)=

La cual es equivalente a

2r G

u(r,0) = 27[ b, 9p

(r.6,1,0)q(¢)d9,

como puede verificarse.
Este ejemplo muestra que la funcién G también permite resolver ecuaciones homo-
géneas con condiciones de frontera no homogéneas.
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= Ejemplo 10.4 Resuelva el problema

vi(x,t) —v(x,8) = flx), —eo<x<oo, t>0 (10.8)
v(x,0) = 0, —o00 < x < o0, (10.9)

donde f tiene derivada continua.

Solucion. Notamos que la edp en (10.8) es una ecuacién no homogénea, la cual se
puede resolver por el método de Duhamel de la seccién 9.7.1. En efecto, supongamos
que el problema tiene solucién tnica. Dado que la solucién del problema homogéneo

U (X, 1) —uge(x,7) = 0, —oo<x<oo, t>0 (10.10)
u(x,0) = f(x), —o0 < x < oo, (10.11)
dada por (9.14) con @ =1, es

1o
u(x,t)zr/ﬁ/ﬁ’e (60 £ (y)dy.

De esta forma se obtiene la solucion tinica de la ecuacién de calor no homogénea
dada por el método de Duhamel v(x,t) = [§u(x,t —T)dT :

v(x,t) = /Ot /_ZK(x,t;% 7)f(y)dydr,

donde

K(x,1,y,7) = Z(I)e“)“”z/ (#(r=7))
T—7

Note que la v(x,) puede escribirse como

v = [ [ HO= DK s 0)dvas.

Denotamos por G ala funciéon HK en el integrando anterior. A las funciones G definidas
en los ejemplos anteriores se les conoce como funciones de Green del problema
correspondiente. .
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Si en el ejemplo (10.1) se define

L: {y e ©?0,b]:y(0) =y'(0) =0} — €/[0,b] (10.12)
Lly]=Y" (10.13)

entonces la solucién y(x) = [ G(x, &) f(€)d& define un operador inverso derecho L~
del operador L. Se tienen conclusiones similares para los otros problemas. De aqui se
sigue que resolver los problemas en los ejemplos anteriores se reduce a determinar la
funcion de Green del problema correspondiente.

Definicién 10.1 — Definicién de la funcién de Green. Sea Q C RY con fron-
tera dQ. Se considera el problema

Liul = f(x), xeQ (10.14)
Bu] = 0, x€0Q, (10.15)

donde L[u] es un operador lineal el cual esta asociado con una ecuacién diferencial
parcial lineal y B[u] representa condiciones de frontera e iniciales lineales, tales que
para cada f definida en Q el problema (10.14), (10.15) tiene solucién tnica. Se
dice que una funcién G(x, &) es una funcién de Green de la ecuacién (10.14), con
condiciones de frontera (10.15) si la solucién Unica estd dada por

u(0) = [ G(x:E)/(E)dz
donde el subindice & indica que en Q la integracion es respecto a esta variable.

De acuerdo con esta definicién las funciones G definidas en los ejemplos de la
seccion 10.1 son funciones de Green de los problemas correspondientes.

Las funciones de Green pueden tener una singularidad, es decir, puede ser que sean
discontinuas o bien que alguna de sus derivadas sean discontinuas. Este hecho, se debe
a que las funciones de Green son soluciones de una ecuacién que involucra el funcional
delta de Dirac como se explica en la seccién 10.3. En la seccidn de ejercicios de este
capitulo podrdn encontrarse ejemplos de cémo calcular funciones de Green asociadas
a problemas con ecuaciones diferenciales ordinarias. Debe observarse que para los
problemas en edo mencionados y de la seccién de ejercicios del capitulo las funciones
de Green son continuas, pero no asi sus primeras derivadas.
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10.2 Métodos para encontrar funciones de Green

Una vez establecida la definicion de funcién de Green puede comprenderse su utili-
dad para resolver ecuaciones diferenciales. Naturalmente debe uno preguntarse como
calcular la funcién de Green. Hay diversas técnicas para calcularla, expansién en fun-
ciones propias, uso de transformadas, métodos geométricos. A continuacién aplicamos
algunas de tales técnicas.

10.2.1 Elmétodo de expansion en funciones propias para la funciéon de Green
Sea L[y] = (py')’ + ry. Consideremos el siguiente problema de Sturm-Liouville

Lyl(x) = =Ay(x)

(ef) ary(a)+b1y () =0 (10.16)
azy(B) +b2y'(B) = 0.
Supongamos que el siguiente problema
Lp](x) = f(x)
(f) ay(o)+b1y(a)=0 (10.17)
azy(B) +b2y'(B) =0,

tiene una unica solucion.

Observe que las (cf) del problema (10.16) deben ser las mismas que las del
problema (10.17).

Para construir la funcién de Green del problema (10.17), sean ¢,(x), A, las funcio-

nes propias y valores propios del problema asociado (10.16). Se propone una solucién
de (10.17) de la forma

y(x) =Y ana(x). (10.18)
n=1

Dada la linealidad de L y dado que las funciones y, ¢, satisfacen las mismas condiciones
de frontera homogéneas se obtiene que

3 aul(p(x) =~ T (5) = 1)
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La ortogonalidad de las funciones propias implica que

AILIGY
~ JE 92 (8)d8
Asfi la solucién y puede escribirse como
yx) = ianfpn(x) (10.19)
- B f(E)Pn(E)dE
= —_— (10.20)
; _ln fa r%(g)dg
- Pu(x)Pn(§)dS
= (10.21)
n; —l Ja 9;7(8)ds
= / FE)G(x.E)dE, (10.22)

donde (10.22) se obtiene intercambiando la suma y la integral. As{ la funcién de Green
G estd dada por
Z Pu(S)

n= l_k fa (pn(g) (g

N ) Observe que la funci6n de Green satisface las condiciones de frontera.

= Ejemplo 10.5 Resolveremos uno de los problemas con los que iniciamos el pre-
sente capitulo por medio de la técnica de expansion en funciones propias. Es decir,
resolveremos el problema

y”:f(x)v XG(O,I)), fE%[Ovb}
¥(0) =0,
y(b) =0.

Solucion. El problema de valores propios asociado es

:_l% XE(O,b),

( )=
)=

y(b
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10.2.2

208

El cual, como se sabe por la teoria desarrollada en el capitulo 7, tiene valores
propios A, = (nm/b)?, n=1,2,... y funciones propias correspondientes sen (n7/b).
Por lo tanto la solucién del problema estd dada por

0= [ &6t 1ae,

2 & sen(nmx/b)sen (nm& /b)
b Z’ (nm/b)?

donde

esta desarrollada como una serie de Fourier. "

Método de las soluciones fundamentales
Si es posible obtener la solucién del problema no homogéneo (10.17) mediante el uso
de la funcién de Green asociada G, entonces, como hemos visto, se puede escribir la
solucién y en la forma

9= [ H&)6 e

De la relacién formal (9.35), en el caso en que f(x) = 6(x —x,) en la ecuacién
diferencial del problema (10.17), se tiene que

/ G(x,€)8(E ~x0)d& Y 1im / (€ —x,)G(x, E)dE = G(x,x0). (10.23)

De esta manera, al menos intuitivamente y(x) = G(x,xo) es solucién de (10.17). Lo
cual quiere decir que G(x, ) es solucién del problema

LG(x,8)] =6(x—&)
(o) G( o,&)+ dG§§*5)|x . =0 (10.24)
2G(B, &)+ b2 8| =0,

A las soluciones de la ecuacion en (10.24) se les llama soluciones fundamentales.

A manera de resumen, el método del problema asociado con la delta de Dirac
consiste en que para resolver el problema (10.17) debemos resolver primero el problema
asociado al funcional delta (10.24). En la seccién 10.3 daremos una justificacién
tedrica de la técnica aqui descrita, pero por ahora procederemos a resolver este tipo de
problemas de manera operativa. Continuaremos, como es costumbre en este capitulo,
con un ejemplo.
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= Ejemplo 10.6 Ilustraremos el método descrito en esta seccion resolviendo paso a
paso el problema

y' = f(x), x € (a,b), f€€la,b]

L G(x,E)=8(x—&), x€(ab),

dx?
G(a, ) =0, (10.25)
G(b,g)=0.
Para cada punto x # & se tiene
PG(x8)
dx2
la cual se puede integrar para obtener
Glr )= ¥ Ten asr<s, (10.26)
’ c3x+ca, E<x<b. '

Con las condiciones de frontera G(a,&) =0, G(b,&) =0 se llega a

G(a,&)=cia+c2=0

G(b,E) = c3b+cs =0.

En la seccién 10.3, ejemplo 10.14, se verd que la delta de Dirac es la derivada

2
distribucional de la funcién de Heaviside, por lo que al integrar una vez d %{’;’5) =d0(x—
&) se debe tener que la derivada distribucional de la funcién de Green es discontinua
con una discontinuidad de salto. La altura del salto estd dada por la altura de la
discontinuidad considerada, la cual en este problema es uno. De esta forma, la funcién

de Green debe ser continua, es decir,

G &) =cib+cr=c3E+cs
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dG(§",8) dG(§~.¢)

=1.
dx dx

+ - .
Como dG(gx €) — 3y W = ¢ se tiene ¢3 — ¢} = 1. Para calcular c¢1,c;,c3,c4

entonces se debe resolver el sistema
acy+c
bcy+cy =
Clé “+c2 —C3§ —Cc4 =

G3—C =

- o o o

Por lo tanto, después de resolver el sistema se encuentra al sustituir en (10.26) que

S

[SIENY

b-& . alb=¢) P

5
;ix—b(;__bé), E<x<b.

Q

Con lo cual se llega a la solucién dada en el ejemplo 10.2. .

Algunos problemas permiten una aplicacién directa de la transformada de Laplace,
como veremos a continuacion.

= Ejemplo 10.7 Encuentre la funcién de Green del ejemplo 10.1 con b = « usando
la transformada de Laplace. El problema estd dado por

Y= f(x), x € (0,00), f€F[0,00]
¥(0) =0, (10.27)

Solucién. Notamos que las condiciones y(0) = 0,y’(0) = 0 son apropiadas para aplicar
la transformada de Laplace. Aplicando la transformada de Laplace en el problema
asociado

d2G(x,E) =8(x—&), x € (0,00),

dx?
G(?f) =0,
dG(x, o
dx ) |x:0 - 0’
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se tiene

2 X
o252 - eee-g
PEGl5E) = o
et
S6ls8) = S = ol OHE-&)

Al tomar transformada inversa se obtiene la funcién de Green G(x,&) = (x— E)H (x —
£). Por otro lado la solucién del problema es

y0) = [ FE) = EH(x—ENE.

la cual coincide con la solucién dada anteriormente para el caso de b finito. .

En general para el célculo de la funcién de Green de un problema de la forma

% [p(x)iG(x,é)} +5(x)G(x,§) =8(x—¢&) (10.28)

@G0, &)+ b 9L =0
@G(B,&)+ b S| =0,

(10.29)

se deben considerar las condiciones (10.29), la condicién de continuidad de G(x, &) es
decir
lim G(x,§)= lim G(x,§),
Jim G(x.8) = lim G(x.¢)
y la condicién de discontinuidad de la primera derivada de la funcién de Green que
para el problema bajo consideracion estd dada por

d d 1
lim <= — 1im & -
xi? de(x, &) xalr?* dx Gx.&) (&)

Pero debe mencionarse que la funcién de Green no siempre existe, por lo que se debe
tener cuidado al verificar que una funcién propuesta verifique todas y cada una de las
condiciones anteriores.
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Interpretacién intuitiva de la funcién de Green

En los libros de ecuaciones diferenciales ordinarias (ver por ejemplo [5]) puede verse
que el éxito de la delta de Dirac reside en que puede utilizarse para modelar fenémenos
de naturaleza impulsiva, como por ejemplo puede utilizarse para modelar el hecho
fisico de poner en movimiento una bola de billar o una bola de golf, mediante un
golpe. Es decir, la delta de Dirac se usa para modelar fendmenos en donde se aplica
una gran fuerza a un objeto dado en un tiempo muy pequefio. Desde este punto de
vista, es posible entender intuitivamente lo que significa la funcién de Green, es decir,
es la respuesta a un impulso unitario 6 (x — &) en x = &, descrito por el problema en
ecuaciones diferenciales. Por otro lado, si la ecuacion siguiente tiene una solucién

% [p(x):xy(x)] +s(x)y(x) = f(x), 0<x<1 (10.30)

se muestra intuitivamente que dicha solucién es de la forma fol G(x;8)f(s)ds. En
efecto, en vez de considerar f(x) como una funcién fuente continua, la aproximamos
por medio de un conjunto discreto de funciones fuente f(s;), f(s2),...,f(sn) que
actdan en los puntos x = s1,x = s2,...,X = sy, todos en el interior de [0, 1]. Definimos
la funcién G(x;s;) como la solucién fundamental de la ecuacién (10.30) debida a la
fuente puntual unitaria que actda en s, es decir 6(x — sy ). La solucién debida a un solo
efecto f(sg)Asy es por consiguiente G(x;si) f(sx)Asg. Sumando todas estas soluciones
para los n términos de las fuentes puntuales que actdan en [0, 1] la solucién adquiere la
forma siguiente:

Y G(xse) f (i) Asi. (10.31)
k=1
En el limite cuando |Asg| — 0, la suma (10.31) tiende a la integral siguiente

1
y(x) = /0 G(x;8)f(s)ds, (10.32)

la cual proporciona una solucién a la ecuacién (10.30). Es decir una solucién funda-
mental permite obtener una solucién de la ecuacién (10.30). De lo anterior resulta que
el problema esencial para obtener una solucién de ecuaciones no homogéneas se reduce
a obtener una solucidon fundamental en cada caso, como hemos visto.
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10.2.3 Método de la funcién de Green para edp
En R? se define la funcién delta de Dirac como

S(x—&y—1)=8(kx-¢)8(y—n).

De esta manera la propiedad fundamental de la delta puede escribirse como

[ [ #5080 8300 masay = &)

Establecido lo anterior se pueden extender los métodos usados para resolver ecuaciones
ordinarias para resolver ecuaciones diferenciales parciales. Por ejemplo, para resolver
el problema de Poisson con condiciones de frontera homogéneas suponiendo que tiene
una unica solucidn,

{Au(w) = f(xy)

u(07y) = u(a,y) = M(X,O) = u(x,b) — 07 (1033)

debemos resolver el problema

G(0,y,¢,n) =G(a,y,8,n) =G(x,0,§,n) = G(x,b,§,1) =0.

Con lo que la solucién del problema de Poisson estard dada por

{AG(x,y,é,m = 256y E M)+ $2G(x 0. & M) = 8(x—E)3(y—n)

u(xy) = [[ FEMGExxE mdan,

donde R = [0,d] x [0,b].

= Ejemplo 10.8 — Método de expansion en funciones propias para edp. Para
el rectdngulo 0 < x < a, 0 <y < b con condiciones de frontera cero (10.33), puede
demostrarse que las funciones propias correspondientes al problema

{Au(x,y> = Au(x,y)

u(0,y) = u(a,y) = u(x,0) = u(x,b) =0, (10.34)

son @y, (x,y) = sen (nmx/a)sen (mmy/b), con valores propios correspondientes A, =
(nm/a)?+ (mm/b)?, m,n=1,2,3,.... En este caso, para obtener la funcién de Green,
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podemos aplicar las mismas férmulas que en la seccién 10.2.1 cambiando solamente la
integral por una integral doble, asi, por ejemplo

//1; O (x,y)?dxdy = ab /4.

De esta manera, con las férmulas de la seccion 10.2.1 se tiene que

4 & v sen(nmx/a)sen (mmy/b)sen (nn& /a)sen (mzn /b)
Glentm =5 ¥ ¥ = (nmfa?-+ () |

Por lo tanto la solucién al problema 10.33 estd dada por

u(y) = [[ £Em)G € mdEdn

lo cual puede verificar el lector. .

El método de la solucién fundamental, puede emplearse para resolver un problema
asociado a la ecuacién de onda, para ello debe calcularse primero la funcién de Green
del problema asociado, como se ejemplifica a continuacién.

= Ejemplo 10.9 Calcule la funcién de Green que satisface la ecuacion
92 82 2
az ()C,t,é ) ¢ ﬁG(X[ évr):C 6()6*6)6([7’[),

donde —e0 < x,& < o0, y 0 < t,7, con condiciones iniciales

d
G(O,t,é,f) :Oy EG(xvtaéaf)’x:():O'

Solucién. Aplicando la transformada de Laplace a la edp, con las condiciones iniciales

nulas se obtiene b
G s — _
a2 2 —6(x—=§)e ™,

donde £[G(x,t,£71)] = G(x,s,&, 7). Ahora tomamos la transformada de Fourier en la
ecuacion anterior para obtener

1 exp(—iw& —s71)
V2 @*+s%/c?

G(0,5,E,7) =
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10.3

v

donde F[G(x,s,&,7)] = G(w,s,&, ). Al tomar la transformada de Fourier inversa se

tiene que

o e ST [o° eia)(x—é)
G =— ————do.
(%,5,6,7) 21 /ﬂx, O+ 52 /c?

La integral compleja en la igualdad anterior puede evaluarse mediante el teorema del
residuo (ver [1] o [29], por ejemplo) con lo que se obtiene
— cexp(—st—s|x—£&|/c)

G('x7s7é7r): 2s N

Aplicando la transformada de Laplace inversa se llega a
Gx1,&.7) = SH(t—7—|x—¢|/c),
la cual es la funcién de Green del ejemplo. .

92 92
Ejercicio 10.2 Verifique que la solucién del problema ErL czﬁu = f(x,1)
x

t oo
con u(x,0) =0, u;(x,0) = 0, estd dada por / / G(x,t,€,7)f(E,7)dEdT. .
0 J—oo

Distribuciones y funciones de Green

En esta seccion se hace una introduccién elemental al estudio de las distribuciones.
Como se indic6 al principio del capitulo, esta seccidn es la mas complicada del libro y
se puede omitir en un primer curso de edp.

Es necesario extender el concepto de derivada, por ejemplo, para dar sentido a las
soluciones discontinuas de la ecuacién de Burgers. Se espera que para los estudiantes
de ecuaciones diferenciales parciales estd seccién sea su primer acercamiento a la
teorfa moderna de ecuaciones diferenciales parciales. El siguiente tratamiento es una
simplificacién del enfoque de Kesavan en [18], en el cual la teorfa se desarrolla en RV
conN > 1.

Definicion 10.2 Sea ¢ : R — R. Se define el soporte de ¢, sop(¢), como el
conjunto

sop(9) ={xeR: ¢(x) #0},
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donde, como se acostumbra A denota la cerradura de A. Si sop () es acotado,
se sigue que es compacto, en este caso se dice que ¢ tiene soporte compacto. El
conjunto de todas las funciones infinitamente diferenciables C*(IR) con soporte
compacto es un espacio vectorial que se denota por 2(R).

= Ejemplo 10.10 Se sabe del cdlculo diferencial (ver por ejemplo [26]) que la funcién

,/XZ
f(x):{el , x>0,

0, x<0

pertenece a C*(R). A partir de la funcién f se puede construir la funcién

2 2_.2
e /@) x| <a
x) = ’ ’ 10.35
') {O si x| > a. ( )
la cual puede demostrarse que pertenece a Z(R) con sop (¢) = [—a,dl. .

Definicion 10.3 Una sucesién de funciones {¢, } contenida en Z(R) se dice que
converge a cero, si existe un conjunto compacto K C R tal que sop (¢,) C K para

toda n y si ¢, y todas sus derivadas convergen uniformemente a cero en K, lo cual

2(R
se denota por ¢, (%) 0.

Dado un espacio vectorial V sobre R, un funcional T es una transformacién 7 : V — R.
El funcional se dice lineal si T(au+v) = aT (u)+ T (v) paratodau,v € Vy a € R.

Definicién 10.4  Un funcional lineal 7 : Z(R) — R se dice que es una distribucién
en R si ¢y, @QS) 0 implica T (¢,) — 0.

= Ejemplo 10.11 Una funcién f : R — R se dice localmente integrable si para cada
conjunto compacto K C R se tiene

[ 1f@ldx <

Por ejemplo, toda funcién continua en R es localmente integrable. Dada una funcién
localmente integrable f se define el funcional lineal Ty : Z(R) — R mediante la
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relacion

77(0) = [ Fx)o(x)ax.

No es dificil demostrar que T es una transformacién lineal. Supongamos que (¢,)
2(R .
es tal que ¢, L>) 0 cuando n — 0. Entonces existe un compacto K C R, tal que el
sup,cx ¢ (x) — 0, cuando n — oo, por lo tanto

<

] [ 100w

supd, (1) [ 1/(0)dx 0,
xek K

cuando n — oo, de donde T es una distribucién en R. .

= Ejemplo 10.12 — Delta de Dirac. Sea x, € R. Se define como

8, (¢) = 0(x), Vo € Z(R).

Claramente Oy, es una transformacion lineal, efectivamente
O, (ap +y) = (ad +y)(x0) = ad(x,) + Y(xo) = aby, (9) + 6, (V).

2(R .
Supongamos que ¢, L>) 0. Puesto que @, (x,) — 0 cuando n — oo se tiene que &y, (¢,) —
0. Por lo tanto J, es una distribucién en R. u

N ) Obsérvese que no hay nada esotérico en la definicion de la distribucion delta.
El funcional delta de Dirac definido por 6(¢) = dp(¢) = ¢(0) estd perfecta
y simplemente definido en el contexto del espacio de distribuciones. Mds atn,
lo que deberia dar fin a toda polémica sobre la delta de Dirac es que no existe
ninguna funcién localmente integrable f para la cual se tenga

Ty =38,

lo cual se demuestra en el siguiente lema.

Lema 10.1 No existe funcion localmente integrable f tal que la distribucion
inducida cumpla T¢(¢) = [ f(x)¢(x)dx = 6(9)
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10.3.1

Demostracién. Supongamos que existe f localmente integrable en R tal que Ty = J.
Considere las funciones!¢e € Z(R) con soporte en [—¢, €] tales que 0 < ¢ < 1y
¢ = len (—&/2,€/2). Entonces

8(¢s) = ¢£(0) =1,

para toda €. Por lo tanto

1=6(0c) = [ f0e(0dx= [ fl0)0e(rdx < / _ldr—0sie—0

|x|<e

dado que f es localmente integrable, lo cual es una contradiccién. (]

Los ejemplos y lema anteriores muestran que el espacio de distribuciones contiene
al espacio generado por las funciones localmente integrables. La situacion es compleja
ya que ademads incluye distribuciones definidas por medidas y otras mas, asi que el
espacio de distribuciones es extraordinariamente vasto.

Derivadas de distribuciones
Las funciones localmente integrables nos servirdn para construir algunas propiedades
de las distribuciones en general. Entre estas, la propiedad de derivacion débil.

Sea f : R — R con primera derivada continua en R, entonces f’ es localmente
integrable. Sea Q un intervalo abierto y acotado, para ¢ € Z(R) con soporte contenido
en Q2 se obtiene, integrando por partes que

T(9) = [ £W00wds =060~ [ F(x)9'(0dx = ~Ty(0").
Esta propiedad motiva la siguiente definicién.

Definicién 10.5 Sea T : Z(R) — R una distribucién. Se define la derivada distri-
bucional 7’ de T como

Ahora demostraremos que 7’ es una distribucién. Dado que la derivacién sobre ¢ es

. . . . 2(R . 2(R
lineal, la derivada T” es lineal. Sea ¢, una sucesion tal que ¢, L>) 0, se tiene ¢, L>) 0,
dado que T es distribucién T (¢,) — 0y por lo tanto 7’(¢,) también converge a cero
dT

cuando n — oo, es decir, T’ es una distribucién. Se usa también la notacién 77 = )
x

ILas cuales pueden construirse a partir de las funciones definidas en (10.35).
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» Ejemplo 10.13 De la definicién de la delta de Dirac

dé

T 9)==4'0).

Asf la derivada distribucional de la delta es el negativo del funcional dipolo D definido
por D(¢) = ¢'(0). .

= Ejemplo 10.14 La funcion de Heaviside H definida como

1, x>0
Hx)={ 29 10.36
(x) {0, x<0, (10.36)

es localmente integrable y por lo tanto induce una distribucién

7(60) = [ Hwowdx= [~ o(dx

Cuya derivada estd dada por

dTu

dTy _ (749
dx

v =9(0) = 5(9).

(9)=-Tu(¢') =

Es decir, jla derivada distribucional de la funcién de Heaviside es la delta de Dirac! m

En libros avanzados suele omitirse la palabra distribucional para decirse simple-
mente derivada lo cual suele causar confusion en los estudiantes. Un ejemplo de que la
distribucién inducida por la derivada cldsica y la derivada distribucional son objetos
diferentes, es justamente el ejemplo 10.14. Claramente la derivada clasica de la funcién
de Heaviside es la funcién cero excepto en el punto x = 0 donde la derivada clésica no
estd definida, por lo tanto la distribucion inducida por la derivada clésica de la funcion
Heaviside es el funcional cero 0(¢) = 0, mientras que su derivada distribucional es
5(¢), 1a cual no es cero. Puede demostrarse que si f € C! entonces coinciden estas dos
nociones.

Para continuar requerimos el concepto de soporte de una distribucion. Dada una
funcién f localmente integrable, la distribucién T (¢) = [ f(x)¢ (x)dx permite definir
el soporte sop(Ty) de Ty como sop(f). Para una distribucién 7' en general, el soporte,
sop(T), se define como el complemento del conjunto abierto mas grande en el cual la
distribucién se anula (una distribucién T se anula en conjunto abierto Q, si T(¢) =0
para toda ¢ con soporte contenido en Q), por ejemplo sop(8) = {0}. De manera
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andloga al concepto de funciones con soporte compacto se tiene el de distribuciones
con soporte compacto. Establecido este concepto, se puede definir la convolucién de
dos distribuciones, al menos una de ellas de soporte compacto. Una vez mis, el ejemplo
de distribuciones inducidas por funciones localmente integrables nos ayuda a definir la
convolucion de distribuciones, para este fin, primero definimos la convolucién entre
una distribucién y una funcién ¢ € Z(R).

Recordamos que la convolucidn entre dos funciones u, v integrables en R, se define
como

oo

(i) = [ uls)lr—y)dy.

—o0

Si definimos (7,u)(y) = u(y —x) y u(y) = u(—y) se tiene

(w)(0) = [ uly)nil)dy:

—oo

Si u es localmente integrable se extiende la definicién de la convolucién para la
distribucién inducida por u y la funcién ¢ € Z2(R) como

(Tu * (P)(x) = Tu(Txa)-

En general, se define para una distribucién T cualquiera la convolucién 7 * ¢ donde
¢ € 2(R) como la funcién

(T%9)(x) = T(z:0).

Ejercicio 10.3 a) Compruebe que

() = 7.(@) (10.37)
TTy = Tety (10.38)
b) Demuestre que 7,(¢9) estd en Z(R) para x € R. .

Introducimos ahora la convolucién entre distribuciones.

Definicion 10.6 Sean S,T distribuciones, al menos una de ellas con soporte
compacto. La convolucién ST es la tnica distribucién caracterizada por las
siguientes condiciones equivalentes:
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I i) (SxT)x¢=Sx(Tx¢),paratoda ¢ € Z(R).
i) (S+T)(9) = (S*(T+¢))(0).

Se tiene el siguiente resultado importante

Teorema 10.1 Sea T una distribucion, entonces

T=6xT=Tx§

T = §0 4T,

Demostracién. Sea ¢ € Z(R) entonces

(8%9)(x) = 8(5d) = 1.9(0) = §(—x) = 9 (x).

Por lo tanto § x ¢ = ¢. Por otra parte, en el lema 10.2 se demuestra que * es conmutativa
y asociativa para distribuciones, de este hecho se sigue que

(6xT)xp=(T+x0)xp=T*(5x¢) =T x4¢.

Entonces (8 xT —T) ¢ = 0 paratoda ¢ € Z(R) de donde se sigue que 6 T —T = 0.
Efectivamente, si S es una distribucién tal que S* ¢ = 0 para toda ¢ € Z(R) entonces
como ¢ € Z(R) tenemos

y por lo tanto S = 0.

Para las derivadas demostramos primero dos cosas:

D (Tx9)" =(T")x¢ =T (o).
i) (T + )™ = (T")« Ty = Ty % (1),

Capitulo 10 Funciones de Green 221



Universidad Auténoma Metropolitana/ Unidad Iztapalapa/ Division Ciencias Bésicas e Ingenieria

Demostracion parte i). Tenemos

%(T*(D)(X) _ %%(T*d))(x)f]iT*d))(xfh)
= lim - (T %9)(x) = %(T % ¢) (x)]
= 1m 2 [(T59)(x) = (T * (1:9)) (x)]
= 1im 2[(T+ (¢ —7:0))(x)]
_ %%T<Tx<¢hrh¢)>

_ ((?)):(fy)

€ 2(R). La parte faltante de la demostracién se deja como ejercicio.

dado que %
Demostracion parte ii). Se tiene que
(T *Tg)(”)*q) = (I *Tz)*q)(”), por la parte 1)
= Ti%(T*x¢™), definicién 10.6
= Tx ((Tz)(") x¢), partei)
= (T\*(1)™)x¢, definicién 10.6.

Con argumentos similares a los de la parte i) se tiene (T} * T3)") = Ty * (T5) ). g

Lema 10.2 — Kesavan (18). Sean T, T»,T; distribuciones en RY.
1) Si al menos alguna de 71,75 tiene soporte compacto, entonces

T1>)<T2=T2*T1.

ii) Si Sj y S> son los soportes de 77 y 7> respectivamente, y al menos uno de
ellos compacto, entonces

sop(Ty xTp) C S1US,.

222 Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz



Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales Parciales

iii) Si al menos dos de las distribucionesT], 7>, T3 tienen soporte compacto enton-
ces
T1 * (Tz * T3) = (T] * T2) * T3.

Demostracion. La demostracion es directa, sin embargo demasiado técnica para un
primer acercamiento, sugerimos que el lector revise en el libro citado. ]

= Ejemplo 10.15 Consideramos la funcion de Heaviside H, entonces

S'«H=86+xH =86+x86=25
1x8'=1%x8=0,

como el lector puede verificar. .

Definicion 10.7 Considérese un operador diferencial
m dn
Llu] = —
= 1 anlo) o),

donde ay(x) € € (R). Sean S, T distribuciones tales que
L(T)=S, (10.39)

entonces se dice que T es una solucién distribucional de la ecuacién (10.39). En
particular, si existe una solucién distribucional de la ecuacién

L(T) =34, (10.40)

se dice que T es una solucion fundamental distribucional de la ecuacion (10.40).
También se dice que T es una solucién fundamental del operador L.

= Ejemplo 10.16 La distribucién inducida por la funcién de Heaviside Ty es una
solucién fundamental de la ecuacién

d
dr_s
dx ’

como se vio en el ejemplo 10.14. "
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N) Claramente, se dice una solucion fundamental ya que la distribucién inducida

por cualquier constante C es solucién de la ecuacién %T =0yasiTy+C
también es solucion fundamental de la ecuacion, es decir

(Ty +C)' =6.

En el siguiente ejemplo se proporcionan soluciones fundamentales para el operador
de Laplace A en ]RN, N> 2.

= Ejemplo 10.17 — Operador de Laplace. Hemos visto en la seccién 4.2 que la
ecuacion de Laplace es invariante respecto de rotaciones. De ello se desprende que la
ecuacion

Au=0

tiene simetria esférica lo cual hace posible encontrar soluciones de la forma

u=y(r)

donde
r= Y (xi—&)?

1

es decir, soluciones que son invariantes bajo rotaciones alrededor del punto & =
(&1,...,6En). Puede demostrarse por medio de la regla de la cadena (como se hizo en la
seccion 4.2 para N = 2,3) que en éstas condiciones la ecuacion de Laplace se reduce a

u=y'(r)+ Ty () =0,

asi y satisface una ecuacion diferencial ordinaria, la cual al integrarse se obtiene

() =cr'
y finalmente
crnN .
yin={2-n> SIN>2 (10.41)

Clogr SiIN=2

donde C es una constante. n
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N) Puede demostrarse que para cierta constante C la funcién u(x) = w(r) es
solucién fundamental del operador A, es decir, la solucién u del ejercicio
anterior, satisface la ecuacién simbdlica

Au:55.

Finalmente, las soluciones fundamentales si existen, nos permiten resolver ecua-
ciones mds complejas, si T es una solucién fundamental con soporte compacto de la
ecuacién L(T) = J se tiene

(agE

L(ST) =

n=1

an(x)(SxT)"W = 5% (Z an(x)T(")> =85%x0 =S5,
n=1

es decir, S* T es solucién de la ecuacién L[E] = S, de acuerdo con el teorema 10.1.

Para terminar este capitulo motivamos con un ejemplo para introducir una definicién
equivalente de funcion de Green, siempre que ésta exista, de un problema con valores
en la frontera asociado a L[u], a saber, como una solucién fundamental que satisface las
condiciones de frontera. Las funciones de Green pueden ser calculadas explicitamente
s6lo en algunos casos. El mayor poder de las funciones de Green se encuentra en la
teoria de edp que es objeto de un curso mas avanzado, el cual puede estudiarse por
ejemplo en [18] o en [25].

= Ejemplo 10.18 Considere el ejemplo 10.2. La funcién de Green estd dada por

Se demuestra que G es la solucién distribucional del siguiente problema con valores en
la frontera como funcién de x.

Yx) = 8(x—8&), a<x<b (10.42)
y@) = yb) = 0. (10.43)
Observe que la funcién G satisface las condiciones de frontera. Para demostrar que G

satisface la ecuacién (10.42) se escribe G en términos de la funcién de Heaviside como
sigue:

1
b—a

G(x,6) = [H(x=8&)(x=b)(§ —a)+H(§ —x)(x—a)(§ —b)]
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y se calcula

P08 = SOl bIE )~ (x—a)(E D)

b—a
LB &)(E —a) + HE —2)(E b))

b—a

_|_

Notemos que 8(x — &)[(x —b)(€ —a) — (x—a)(& —b)] =0y por lo tanto

2
TS ()= Bl E)(E )~ Slx—E)(E ) = 3(x—E)

inversamente, si G satisface (10.42) y (10.43) entonces G es la funcién de Green del
problema, como puede verificarse. .

Para el caso general se tiene la siguiente:

Definiciéon 10.8 — Funcién de Green. Una funcién de Green para el problema
(10.14), (10.15), siempre que exista, es una solucion en el sentido de distribuciones
del problema

LG(x,y)] = 68(x—y), xyeQ (10.44)
B[G(x,y)] = O, Xxe€dQ, yeQ, (10.45)

donde las derivadas en los operadores estdn tomadas con respecto a X.
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10.4 Problemas y ejercicios del Capitulo 10

1. Algunos problemas de edo pueden resolverse mediante la construccién de una
funcién de Green usando un método alternativo al presentado en este libro. Como
ejemplo resolveremos el problema

Yity=x
{y<0> —y(1)=0. (10:46)

A fin de resolver este problema se procede como sigue:
a) Muestre que el siguiente problema tiene como solucién Unica la trivial y
por lo tanto la funcién de Green existe
7 — 0
Yy (10.47)
¥(0) =y(1) =0.

La funcion de Green se encuentra a partir de la solucién general de la
ecuacion en (10.47) para x < & y x > & y definiendo:

aj(&)cosx+ay(€)senx

0<x<s (10.48)
bi(E)cosx+by(E)senx  E<x< 1. '

G(xvg) = {

Muestre que bajo las hip6tesis:

i) lim, ¢~ G(x,§) —lim,_,¢+ G(x,§) =0,
i) lim,_, g+ Gy (x,8) —1lim, ¢~ G(x,&) =
iii) G(0,£) =G(1,€) =0.

1,

N Estas propiedades son una consecuencia directa de la definicién
10.8.

Las funciones ay,as,b1,by quedan determinadas y de hecho

sen(§—1)senx 0<x<é
_ sen 1 SUE
G(xvé)_{sené‘sen(xn E<x<1.

sen |

(10.49)

b) Dada la funcién de Green del inciso anterior muestre que la solucién del
problema (10.46) esta dada por

v = [ 6t 8)gde.
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Demuestre lo anterior dividiendo la integral en los intervalos
0<x<&y&<x<l
2. Como en el ejercicio anterior, resuelva el problema

Y —y=x (10.50)
¥(0) = (1) =0, (10.51)

por medio de la funcién de Green. Demuestre que la funcién

_Ja(§)e' +ax(§)e™ 0
oles)= {z:l(é)eubz(a)ex :

<x<
¥<6 (10.52)
<x«<1

bajo las hipétesis:

i) lim,_,e- G(x,§) — hmxﬁ& G( )= 0
i) lim,_, ¢+ Gy (x,§) — hm Gi(x, &) =
i) G(0,6) = G(1,§) =

Las funciones ay,a3,bq, b2 estan determinadas y G estd dada por

senh(E—Dsenhx ) < €
G(X,é) _ { N senhhl . XA X (10.53)
semhfsemhixl) £ <xgl.
Demuestre que
1 senhx
y(ﬁc)—/O Gx.6)8dE = 17~

Compruebe que y(x) asi definida es soluci6n de (10.50) junto con las condiciones
de frontera.

3. En general un problema con valores en la frontera asociado a la ecuacién diferen-
cial ordinaria de orden n puede resolverse mediante la funcién de Green. Dado
el problema

L[y} - Cln(x)y(”)-|—an_1(_x)y(”*l)+..._~_a0(x)y:f(x), xe (Cl,b)
Vbl = ofy(@+ oy (@) ++ o0V (a)

+BOV(B) + BV () + -+ B YD ()
0, k=1,...,n—1,

228 Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz



Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales Parciales

donde ay, k=0,...,ny f son funciones continuas y a,(x) # 0, para x € [a,b].
Demuestre que el operador L posee una y una sola funcién de Green (si el
problema homogéneo asociado tiene sélo la solucién trivial) dada por

G(x,8) = ai(@)yi(x)+ax(&)ya(x)+ -+ +an()ya(x), paraa <x< ¢,
G(x,8) = bi(&)yi(x)+ba(E)ya(x) + - +bu(E)yn(x), para & <x < b.
Donde y1,...,y, son soluciones linealmente independientes de la ecuacién ho-

mogénea asociada L[y] = 0y la funcién G(x, &) satisface las hipétesis
i) h,mxﬁéf G(xv é) - h/mx%?r G(xa é) =0,y

’ k . k
lim, ¢+ %G(x,é) —lim,_,¢- ;—ka(x,é) =0, k=1,....n—2.

.. L n—1 , n—1
11) hmx%é* %G(X,é) _hmxﬁé’ %G(X,é) = ﬁa

iii) G como funcién de x satisface las condiciones de frontera.
Demuestre que L[G(x, )] = 0, para x # £. En tal caso la solucién del problema
L[y] = f(x) con condiciones de frontera Vi[y] = 0 estd dada por

. (Tomado de [20].) Use el problema anterior para determinar la funcién de Green
asociada al problema

y resuélvalo.

Solucién. G(x,&) = x?/6(3E —x),0 < x < £;E%2/6(3x—&),E <x< 1,y =
x2/24(x* —4x+6).

. Resuelva mediante la funcién de Green, el problema y”’ +y = x?; y(0) = y(7/2) =
0.

. Resuelva el problema siguiente por el método de expansion en funciones propias

Ly

5ty =f),5(0)=0.y(1) =0.

. Derive con respecto a p la funcién G definida en el ejemplo 10.3 en la seccién
10.1 para obtener la férmula integral de Poisson.

. Utilice las funciones definidas en 10.35 para construir las funciones ¢, usadas
en la demostracion del lema 10.1.

Capitulo 10 Funciones de Green 229



Universidad Auténoma Metropolitana/ Unidad Iztapalapa/ Division Ciencias Bésicas e Ingenieria

9. Complete la parte i) en la demostracion del teorema 10.1 , es decir, demuestre la
igualdad que falta y proceda por induccién a completar la demostracion.
10. Considere la ecuacién de calor unidimensional con las condiciones iniciales y de
frontera

u 2y

%o
u(0,1) =
u(L,t) =

u(x,0) = g(x).
Use el método de separacion de variables para resolver el problema e intercambie

el orden de integracion con el de la suma infinita. ;La solucién asi descrita
contiene una funcién de Green? Explique.

NS

—~
o

o

—~
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Concavidad
El teorema de Gauss
Convergencia de series

A Hechos basicos del Calculo

A.1 Concavidad

Definiciéon A.1  Se dice que una funcién f es céncava hacia arriba (convexa) en
un intervalo (a,b) siy sélo si para todo x,y del intervalo se cumple

flx+(1—1t)y) <tf(x)+(1—1)f(y), para0 < < 1. (A.1)

Similarmente, se dice que f es concava hacia abajo si —f es concava hacia arriba,
en este caso se cumple que

fltx+(1=t)y)>tf(x)+ (1 —1)f(y), para0 <7 < 1. (A2)

El lector debe notar que tomando 7 = 1/2 en la definicién A.1 se tiene la relacién

(A.3)

(1) <L)

es decir, f es concava hacia arriba si evaluada en el punto intermedio de x y y, la
funcién es menor que el promedio de f en los puntos x,y.

En el caso en el que la funcién f = f(x) es derivable se puede ver facilmente (por
ejemplo en [26, Teorema 2 p. 287]) que la funcidn es céncava hacia arriba en (a,b), si
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A.2

A3

232

2

() > 0 en un intervalo, entonces 4f(x)
) dx? dx
d*f(x)

2 > 0, en un intervalo, la funcién en un
X

f es creciente '. Ademds se sabe que si

es creciente. Podemos concluir que si

punto cualquiera del intervalo serd menor que el promedio de la funcién evaluada en
puntos vecinos que circunden al punto dado de acuerdo con (3.7). Por otra parte, si f

es concava hacia abajo
7 (x;y) G ;f(y)

d>f(x)
. : dx* . .
cualquiera del intervalo serd mayor que el promedio de la funcién evaluada en puntos
vecinos que circunden al punto dado de acuerdo a (A.4).

. (A4)

Asi que puede demostrarse que si

< 0, entonces la funcién f en un punto

El teorema de Gauss

La siguiente formulacién simple del teorema de Gauss es suficiente para las aplicaciones
en este libro

Teorema A.1  Sea Q C R3 una regién sélida simple cuya superficie frontera 9Q,
con normal exterior n, estd orientada positivamente. Sea F : R? — R un campo
vectorial cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas sobre
una region abierta que contiene a Q. Entonces

//F-ndS: ///dideV (A.5)
Q

aQ

Convergencia de series
Definiciéon A.2 Sean f'y ¢,, n=1,2,... funciones definidas en un intervalo [a, D]

y sean ¢, € C constantes. Se dice que la serie Y. ¢,¢,(x) converge puntualmente
n=0

ISe dice que una funcién f es creciente en un intervalo, si f(a) < f(b) siempre que a y b sean puntos en
el intervalo con a < b.
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N
a f(x), es decir, en cada punto x de [a,b], si Al/fm Z cn®u(x) = f(x), para cada
=0

X € [a,b].
Definicion A.3 Se dice que la serie Y. ¢,¢,(x) converge uniformemente a f(x),

n=0
es decir, en cada punto x de [a,b], si para cada € > 0 existe N = N(¢) tal que para

N
toda x € [a,b] sin > N, entonces |f(x) — Y cudu(x)| < €.
n=0
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Ecuaciones diferenciales lineales ordinarias
de primer orden
Ecuaciones de primer orden no homogéneas

Apéndice. Ecuaciones de segundo orden
Ecuaciones homogéneas
Ecuacion de Euler

Método de Frobenius

‘ Ecuaciones no homogéneas

B.1

B.1.1

B Ecuaciones diferenciales

Los aspectos basicos de las ecuaciones diferenciales ordinarias son prerrequisito de
cualquier curso de ecuaciones diferenciales parciales. Para un estudio detallado de los
temas tratados en este apéndice se recomienda [5].

Ecuaciones diferenciales lineales ordinarias
de primer orden

Ecuaciones de primer orden no homogéneas

Dada la ecuacion diferencial ordinaria

dy B
a—}—a(x)y—b(x), (B.1)

a la funcion
,U(X) _ efa(x)dx’

se le conoce como factor integrante de la ecuacion (B.1). La solucién de la ecuacion se
encuentra multiplicando por el factor integrante e integrando posteriormente de donde

V(x) = e atax ( / u(x)b(x)dx—i—c) .
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B.2

B.2.1

B.2.2

236

Ecuaciones de segundo orden con
coeficientes constantes
Ecuaciones homogéneas
Considere la ecuacién
AY'(t)+ By (t) +Cy(t) =0 (B.2)

donde A,B,C son constantes reales dadas. Para resolverla se propone y(¢) = e™.
Al derivar y al sustituir en (B.2) se obtiene después de dividir por e* la ecuacion
caracteristica dada por:

Aa’>+Bo+C=0, (B.3)

la cual es una ecuacién cuadrdtica que se puede resolver para . Se tienen las siguien-
tes soluciones generales de la ecuacidn ordinaria de segundo orden con coeficientes
constantes:

clel/(zA)(—Bﬂ/BLMc)z _,’_Czel/(ZA)(fox/Bzf4AC)t7 >0
y(t) = § e B/CA [¢) cos((4AC — B*)t) + ¢ sen ((4AC — B*)1)], 1 < 0, (B.4)
cre B/QAY e B/ =,

donde I = B —4AC.

Ecuacion de Euler

Una ecuacién de la forma ar?R” (r) +brR'(r) +cR(r) = 0 se llama ecuacién de Euler.
Para resolverla, se propone una solucién de la forma R(r) = r%,r > 0. Derivando esta
expresion y sustituyendo en la ecuacién de Euler se tiene después de cancelar r% :

ao(a—1)+boc+c=0

o bien
ac® 4+ (b—a)a+c =0,

la cual es llamada ecuacidn caracteristica de la ecuacién de Euler. Si o, o son raices
distintas de la ecuacion anterior se tiene la solucién general

R(r) = 1™ + cor®. (B.5)

» Ejemplo B.1 La ecuacién r*R"(r) + rR'(r) — n*R(r) = 0 tiene ecuacién caracterfs-
tica @®> —n? =0, de donde ot = +n y asi R(r) = ¢ 17" +cor ", .

Gabriel Lopez Garza / Fco. Martinez Ortiz



Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales Parciales

B.2.3 Ecuaciones no homogéneas

En esta seccion consideramos ecuaciones diferenciales de segundo orden de la forma
A" (1) + By (1) + Cy(t) = g(1). (B.6)

La solucidn de esta ecuacion (ver por ejemplo [5]) estd dada por la suma de la solucién
general de la ecuacién homogénea asociada Ay”(¢) + BY'(¢) + Cy(¢t) = 0, mas una
solucién particular W (), es decir y satisface Ay” (t) + By'(t) + Cy(t) = g(1).

= Ejemplo B.2 Resuelva la ecuacién y” +y = 3.

Solucién. Una solucién particular es y(¢) = 3. La solucidn de la ecuacién homogénea
asociada y" +y =0 es y(t) = cj cost + ¢z sent. Por lo tanto la solucién general de la
ecuacion y' +y =3 es y(t) = ¢ cost +cpsent + 3. .

Supongamos que la ecuacion homogénea asociada a la ecuacioén (B.6) tiene solu-
ciones linealmente independientes y; (), y»(¢) entonces una solucién particular de la
ecuacioén (B.6) estd dada por la férmula

w(t) = ur )y (t) +uz(t)y2(t),

fonce (Ot (e
’ _ & 1)y2(t u _ gyt
0= @ Y 2 T Wl 0)

Wy1,y2)(t) = y1(2)y5(t) — ¥y (¢)y2(t) es el Wronskiano de yi,y>. En la practica uy, u»
pueden encontrarse por integracién directa en sélo algunos casos, dado que las ex-
presiones para tales funciones pueden llegar a ser muy complicadas. A pesar de las
complicaciones para encontrar una solucion particular de la (edo) resulta que para
ciertas funciones g(f) se pueden encontrar soluciones particulares por el método de la
conjetura juiciosa. Por ejemplo cuando

g(t) =ao+ayt +axt* + - +at"
se propone a ¥ de la forma

Ag+Ait+---+A", C#0,
V[(I): t(AO+Alt+"'+Antn)7 C:O7n7é07 (B7)
(Ao +Ait+--+A,t"), C=B=0.
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B.2.4

238

Los coeficientes Ay, 0 < k < n se calculan directamente al sustituir ¥ en la ecuacion
diferencial e igualar el resultado con los coeficientes de g(¢) = ag +ait +axt> +---+
ant™ los cuales se suponen conocidos. Este método, conocido como la conjetura juiciosa
puede generalizarse sin dificultad para g de la forma

g(t) = (a0+a1t+a2t2+~~+ant")ew,
con ¢ real o incluso o¢ = wi, donde i = v/ —1.

Método de Frobenius
Considérese la ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes no constantes
dy

7+a(x)£ +b(x)y =0. (B.3)

Se dice que x = 0 es un punto ordinario de a(x) y b(x) si ambas funciones pueden
desarrollarse en series de Taylor alrededor de x = 0. En tal caso se garantiza que y
puede escribirse como

y(x) =Y anx". (B.9)
n=0

Si x = 0 no es un punto ordinario, se le llama punto singular, por ejemplo, para la
ecuacién de Bessel de orden n :

—+-—= =0 B.10
it T2 Y (8.10)
se tiene que la funcién a(x) = % tiene un polo simple en x = 0y la funcién b(x) = xzx_znz
tiene un polo doble en x = 0. Este caso, puede resolverse haciendo
y(x) =« Zanx”. (B.11)
n=0

El método de Frobenius consiste en proponer una solucién de la forma (B.11) sustituirla
en la ecuacion diferencial por resolver y obtener los coeficientes a,, y el pardmetro p a
partir de la serie obtenida.
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