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Prefacio

Todas las grandes civilizaciones del mundo se han esforzado por comprenderlo y explicarlo;
algunas situandose dentro del mundo, como parte de la misma existencia, de la misma vida; desde
donde es posible afirmar que la tierra no nos pertenece, mds bien nosotros pertenecemos a la
tierra. El sentido de estas palabras, cuando son profunda conviccién, ha sido base para la fundacién
ecoldgica de la convivencia y la historia de las comunidades insertas en estas civilizaciones. Otras
civilizaciones han preferido situarse desde fuera del mundo, es decir, como amos y sefiores de todo
lo existente, escudrifiando en la naturaleza de las cosas para asignarle sus leyes y doblegarla a los
deseos de estos supuestos duefios de todos y de todo, siguiendo el mandato creced y multiplicaos,
henchid la tierra y ensefioreaos de ella. Esta conviccion, también es muy profunda, ha arraigado
como base para la explotacién absurda e indiscriminada de la tierra, y ha confundido a otros
seres humanos con recursos naturales, disponibles para la explotacidn, incluso entre los mismos
integrantes de dicha civilizacién, y mas atin cuando esos seres humanos son habitantes de otras
culturas que fueron un dia parte de formidables civilizaciones auténomas.

En este panorama el desarrollo de la ciencia, impulsado desde la civilizacién occidental, ha
seguido ciertas pautas conocidas como método cientifico, que ha colaborado en lograr hazafias
tecnoldgicas muy importantes, como los alunizajes, la elaboracién de vacunas suficientes para toda
la humanidad y la confirmacién de predicciones de la fisica cudntica en el gran colisionador de
hadrones. Hazafias similares han sido logradas también por otras civilizaciones, cuya grandeza nos
resulta ahora incomprensible, ya que no nos hemos esforzado en comprenderlas en sus posibles
significados del universo y en sus propios medios de conocimiento. Baste mencionar que nos
sorprenden, aunque desdefiamos y trivializamos, algunos notables desarrollos que tenemos a la
vista, como las porcelanas procedentes de hornos de alta temperatura hace mas de dos mil afios,
las pirdmides y los propésitos de su edificacion en todas las civilizaciones con origen y desarrollo
auténomo, la medicina china y de otros pueblos, la imprenta, la maquina de vapor, el conocimiento
astronémico de la civilizacién del Anahuac', con el cual se corrigié el calendario europeo. Hay
evidencias de muchos conocimientos de los cuales queda apenas algun registro, y hay otros cuyos

'Dos de las seis civilizaciones originarias en el mundo florecieron en América; el Cem Anahuac se conoce también
como Mesoamérica y el Abya Yala como Sudamérica, ver p. ej. Ledn-Portilla (1980), cuadro comparativo, pags. 48-49.
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registros se han perdido del todo, aunque persiste la grandeza de los logros que no pueden ser
soslayados.

Hemos perdido, en particular, el cuerpo epistemolégico de los conocimientos y técnicas de los
pueblos de la civilizacién del Andhuac para el manejo del agua y el aire, los dos fluidos vitales en
los cuales vivimos inmersos, que por ello generan toda clase de reflexiones y observaciones en las
mds diversas culturas. La invasion y la ambicidn de los conquistadores no se auto-contuvieron y, en
consecuencia, destruyeron la mayor parte de los registros de estos saberes, que hemos de recuperar
por otros medios y con el apoyo de la misma ciencia occidental, que también es nuestra.

Las modernas universidades son eurocéntricas;” lo que en ellas discutimos sigue pautas colonia-
les, sefialadas desde occidente, en gran medida porque el mundo entero se mimetiz6 en occidental,
cada vez mds, desde hace quinientos afios. Hay civilizaciones, sin embargo, que conservan e
incluso fortalecen sus culturas, como la india y la china. El empefio del conquistador ante ellos,
contrariamente a lo que hizo en el Andhuac y en Abya Yala, no pretendia borrar sus culturas con
violencia de la faz de la tierra. Por estas particularidades es muy importante reconstruir los bloques
de saberes comunitarios desde nuestra memoria colectiva que no pudo ser quemada con los cddices,
en las calles de la entonces incipiente ciudad de México.

En nuestro empefio por recordar, algunos indagamos en la ciencia actual; parece ser el camino
largo, aunque el unico que nos es dado recorrer, el Unico transitable, aunque haya otros caminos
que desconocemos. Nuestro camino es sefialado en estas paginas con detenimiento y no pretende
dar otros pasos mds que aquellos que somos capaces de explicar. Tampoco pretende que nuestros
métodos y conocimientos sean el inico modo de proceder racionalmente, pues otras maneras de
comprender son posibles, pero no sabemos coémo transitar por esos caminos. Cuando yo era nifio,
tenfa dificultades con las matematicas, porque debia seguir procedimientos fuera de mi comprension.
El consejo de mi madre fue resolver los problemas como yo los entendiera, sin pretender seguir
procedimientos incomprensibles que quedaran fuera de mis capacidades. Asi lo hice entonces y atin
sigo ese consejo, que me ayudo a decidir un futuro que tuvo mucho que ver con las matematicas,
en la ingenieria.

Este manuscrito inicié como notas para el curso de mecdnica de fluidos avanzada, que imparti
en la UAM, desde el aiio de 1984, en adelante. Poco a poco, a través de los afios y apoyado por
las preguntas y las discusiones propuestas o motivadas por los estudiantes, se fueron fortaleciendo
los tres primeros capitulos, que forman la base mas amplia de un tradicional curso sobre los
fundamentos mecdnicos de los flujos de fluidos. En el programa aprobado del curso, estos capitulos
son seguidos por otros capitulos donde se expone cierta gama de casos limite, que da lugar al
desarrollo de lo que he dado en llamar las teorias cldsicas de los flujos de los fluidos. Estas teorias,
en las que se elaboran soluciones de las ecuaciones de movimiento para rangos especificos del
nimero de Reynolds, en regiones con geometrias simples, bien determinadas, no forman parte de
este manuscrito.

En este manuscrito se expone la teoria general, siguiendo el ordenamiento clasico de analizar
primero la cinemadtica y luego la dindmica. En esto y en un capitulo introductorio de bases matema-
ticas, este escrito coincide y apoya el programa actual de la UEA (unidad de ensefianza-aprendizaje)
de Mecanica de Fluidos del posgrado en ingenieria quimica. Luego de estos tres capitulos, el texto
que se presenta corresponderia a una reestructuracion de los planes y programas de estudio de éste
y de otro curso, que propongo como fundamentales para el posgrado de ingenieria quimica.

En efecto, en los programas de estudio actuales existe un curso de mecénica de fluidos y uno de
transferencia de calor y masa, que generalmente se ofrecen de manera secuencial, aunque no son
prerequisitos, uno del otro. En mi opinién, estos cursos estdn sobrecargados de conceptos, pues
tienen que abarcar, por una parte, la conceptualizacion de la teoria general de los fendmenos de

2 Asi las identifican actualmente filésofos criticos como Enrique Dussel y Boaventura de Souza Santos, a quienes
citamos en la bibliografia.
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transporte, con conceptos tales como particula material de fluido, derivada material, hip6tesis del
medio continuo, hipétesis del equilibrio local, condiciones de salto y teorema generalizado del
transporte, por mencionar los mas sobresalientes. Ademads, quien estudia debe adquirir habilidades
en el manejo de vectores y tensores, utilizar sus propiedades y los significados de sus operaciones,
comprender y deducir las distintas formas que pueden adquirir las ecuaciones de balance y manejar
una diversidad de clases de fluidos: ideales, viscosos, incompresibles y compresibles, plasticos
y pseudopldsticos, viscoeldsticos, etc. Todo esto, en la primera parte del curso, para saltar de
alli, en la segunda parte del curso actual, a otra problemaética relacionada con la simplificacién
de las ecuaciones de balance, la propuesta de condiciones iniciales y a la frontera y la bisqueda
de soluciones Unicas por una variedad de procedimientos que llevan a soluciones prototipicas,
aplicaciones y extensiones de ellas, asi como, si queda entre las prioridades del profesor, la solucién
numérica de algunos casos. Esto se repite para diversas consideraciones simplificatorias, guiadas
principalmente por los rangos del nimero de Reynolds.

La propuesta, que implicaria el texto que aqui se presenta, consistiria en mantener el primer
conjunto de conceptualizaciones, que es como se presentan en los primeros tres capitulos, pero
luego, en vez de saltar a la problematica relacionada con la solucién de algunas clases de casos,
se propondria profundizar en la conceptualizacion asociada a los tres primeros capitulos,
para comprender y relacionar mejor los conceptos mds importantes, al utilizarlos para definir
conceptos especificos de su clase, incorporando la termodindmica local y el tratamiento de mezclas
multicomponentes y mezclas iénicas en campos eléctricos. Sobresalen dos de estos conceptos, que
es conveniente sefalar:

= Por una parte, el flujo de trabajo tiene una parte conservativa y una parte disipativa. De esta
dltima se tiene un término reversible y otro irreversible. El término reversible estd asociado a
los cambios de volumen y desaparece al sustituir la ecuacién de Gibbs-Duhem para despejar
la entropia; es decir, no contribuye al incremento de la entropia. La parte irreversible equivale
a la disipacién viscosa y conduce a confirmar que la ley de Newton de la viscosidad, por
ejemplo, satisface el segundo principio de la termodindmica.

= El otro concepto que sobresale es el de particula material o cuerpo puntual, sobre el cual
se aplica la hipétesis del equilibrio local. En el capitulo tres se discute su significado para
los fluidos puros isotérmicos. En el capitulo cuatro se extiende y aclara su significado, para
los fluidos puros alotérmicos, en el contexto de la aplicacién local del primer principio de la
termodindmica. En el capitulo cinco se define un nuevo concepto aplicable a mezclas de varias
especies quimicas: el de cuerpo puntual multicomponente, cuya velocidad coincide con la
velocidad media de flujo local de la mezcla y en el capitulo seis se extiende este concepto
para definir el de cuerpo puntual multicomponente electroquimico, aplicable a las particulas
materiales que contienen iones. Este conjunto de puntualizaciones y extensiones razonadas,
en mi opinién, ayuda a comprender conceptos muy importantes, como el de cuerpo puntual de
los fluidos puros y los multicomponentes, sus relaciones con las ecuaciones locales de balance
y con los principios de la termodindmica y la electroquimica, en una forma comprensible e
integradora, para el conocimiento y la experiencia del estudiantado.

El flujo de los fluidos tiene fundamentos mucho mas amplios que sus fundamentos mecanicos.
Es importante tratar la diversidad de fuerzas que actiian en los flujos; desde luego las fuerzas
mecdnicas, pero también las fuerzas térmicas, las fuerzas quimicas y las fuerzas electromagnéticas.
Los fundamentos de los flujos estdn firmemente relacionados con la accién de todas estas fuerzas
sobre el fluido, cuyo tratamiento es abordado por una diversidad de enfoques, destacando la
mecdnica, la termodindmica y la electroquimica.

Por lo anterior, considero conveniente la modificacién a los planes de estudio con una nueva
organizacion de dos cursos secuenciales, aplicados a los fluidos, con énfasis en los fundamentos.
Estos dos cursos obligatorios podrian ser apoyados por el texto que aqui se entrega. Propongo
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que el primer curso abarque los primeros cuatro capitulos y el segundo los dos restantes, que
pueden incorporar un capitulo adicional de magnetohidrodindmica (MHD), debido a su creciente
importancia para la elaboraciéon y operacién de instrumentos y aparatos. Ademds, los temas
especificos considerados por las teorias cldsicas pueden ser cursos optativos. Podemos mencionar
algunos de ellos: (1) Estatica de fluidos, donde se trate hidrostitica, electrostdtica y magnetostatica,
(2) Flujos laminares y reptantes con diversas fuerzas impulsoras: mecdnicas, térmicas, quimicas y
electromagnéticas (3) capa limite de movimiento, térmica, quimica, doble capa eléctrica, asi como
las soluciones potenciales lejos de las capas limites y (4) flujos turbulentos.

Sélo me resta hacer una sintesis de los principales aspectos que no son muy frecuentes de
encontrar el libros de docencia de su tipo, incluyendo algunos que son originales, a mi entender,
porque no los he visto desarrollados en otros libros de texto.

El primer capitulo trata algunos fundamentos matematicos de los flujos, como son los objetos
que llamamos vectores y tensores. El aspecto que aqui se enfatiza esta en considerar sus reglas de
aplicacién como un lenguaje por utilizar con propiedad. Abordamos la notacion vectorial-matricial,
porque proporciona mucha claridad a las operaciones que sistematizamos, mds alld del tratamiento
dado por Eisenman?, al grado de que definimos muiltiples productos mixtos de tensores en una
notacidn del dlgebra matricial combinada con la notacién vectorial de Gibbs. Asi, es posible calcular
el doble producto escalar al aplicar conjuntamente las propiedades de las matrices, asi como las
de los vectores y tensores, y extender el procedimiento para obtener dobles productos cruz-punto,
punto-cruz y otros productos que relacionan vectores y tensores. Cabe aclarar que dicha notacién
vectorial-matricial no se encuentra en los libros de texto consultados y es un aspecto original de
este libro. Por otra parte, el Apéndice A del Bird* contiene una excelente y concisa presentacion de
las operaciones vectoriales en notacién indicial.

Del segundo capitulo destaca el tratamiento de las componentes de los tensores de segundo
orden més usados en la mecdnica de fluidos: primero definimos el tensor de deformacién y la
diada de rotacién local y luego encontramos tanto el tensor de rapidez de deformacién como el
tensor de vorticidad, al aplicar la derivacién temporal a los primeros.’ Siguiendo la metodologia de
Slattery y extendiendo sus alcances, analizamos el sentido fisico de las componentes cartesianas de
estos dos tensores. El teorema de transporte se establece a partir de una regla de transformacion
uno-a-uno muy general, para obtenerlo en su version generalizada y luego encontrar el teorema de
Reynolds como un caso particular. El teorema generalizado permite el tratamiento de las superficies
de discontinuidad con transferencia de masa, con mayor claridad, al distinguir apropiadamente la
velocidad del fluido y la velocidad de desplazamiento de la superficie.

El tercer capitulo trata la dindmica de los flujos isotérmicos. Se propone el tratamiento de
los fluidos micropolares para ver como se rompe con la idea de la simetria del tensor de los
esfuerzos viscosos. Se presenta de manera sencilla la elaboraciéon modular de las relaciones de
comportamiento para los fluidos viscoeldsticos y se usa el fluido de Maxwell para obtener balances
del impetu como EDP hiperbdlicas. Muy significativamente, se analiza la diferencia entre las
fuerzas conservativas y las no conservativas, estableciendo los nexos entre las tltimas con los
términos disipativos y entre las primeras con los potenciales de flujo. Se define el potencial de
Bernoulli y se identifica la presiéon modificada como un potencial de flujo.

La distincién entre la disipacion reversible y la irreversible s6lo se completa en el capitulo
cuarto donde, al proponer el balance de energia interna para un fluido puro en sistemas alotérmicos,
resulta evidente el significado de los términos de disipacién como incrementos de energia interna.
Se introduce en este capitulo la relacién de Gibbs-Duhem y se analizan sus consecuencias, tanto

3Uno de los escasos libros donde se presenta la notacién vectorial-matricial.

4El libro Fenémenos de transporte (2006), de Bird, Stewart y Lightfoot es elegido como mi referencia gufa en cuanto
a notacion y muchos conceptos claves, y es referido simplemente como "el Bird".

5No he encontrado esta manera de proceder para la definicién del tensor rapidez de deformacién y del tensor de
vorticidad en la literatura del tema.
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para la distincién entre la pérdida de trabajo reversible y la irreversible, como para comprobar que
las relaciones de comportamiento de la viscosidad de Newton y de la conduccién de energia térmica
de Fourier satisfacen el segundo principio de la termodindmica.

En el capitulo quinto se tratan los flujos asociados a los potenciales quimicos de mezclas
homogéneas multicomponentes. Se establecen los conceptos de mezcla multicomponente y de
cuerpo multicomponente y se analiza una diversidad de enfoques asociados a distintos coeficientes
de difusion. También se amplia la aplicacion del andlisis de la entropia y la aplicacién de la relacién
de Gibbs-Duhem para incluir los términos de disipacién asociados a los procesos difusivos de
diversas especies quimicas en una mezcla homogénea.

En el capitulo sexto, finalmente, se extiende el tratamiento de los fluidos multicomponentes a los
flujos de electrolitos en campos eléctricos. Se plantea cémo el electromagnetismo clasico da lugar a
las descripciones mds usadas en la electroquimica, definiendo primero el potencial electroquimico
como un potencial electrostatico, comparable al pardmetro conocido como la presiéon modificada
de la mecdnica de los fluidos, cuyo valor constante determina el comportamiento hidrostatico. De
manera semejante, se encuentra que el potencial electrostatico se mantiene constante en condiciones
electrostéticas, explorando semejanzas entre el tratamiento de la hidrostética y la teoria de la doble
capa eléctrica en la electrostdtica. Se presenta la incorporacion de la energia eléctrica externa
mediante un balance de energia eléctrica que, cuando se considera en el balance de entropia, se
encuentra que la funcién de disipacion en los flujos de electrolitos puede dar lugar a restricciones
eléctricas que se expresan por medio del balance anterior, en términos de cantidades medibles. Esto
deja varias puertas abiertas al estudio y la exploracién independiente de los interesados quienes,
como yo, mas que buscar respuestas publicables, acicateados por las modas y las cuotas, disfrutamos
las biisquedas y los encuentros del camino.

En retrospectiva, lo que inici6 algin dia como un libro de texto para un curso tipico de posgrado
en mecénica de fluidos, se ha convertido en un estudio de los principales elementos que gobiernan el
flujo de los fluidos, los cuales no se limitan a los temas de la mecénica. El tratamiento de las fuerzas
que intervienen en el movimiento de los fluidos principié por considerar las fuerzas mecénicas,
pero luego hemos incorporado las fuerzas térmicas asociadas a los cambios de la temperatura,
luego las asociadas con la diversidad de especies quimicas presentes, cuyas fluctuaciones térmicas
producen también los fenémenos de difusién de unas especies en otras, es decir, las fuerzas
quimicas. Finalmente, consideramos también las fuerzas eléctricas; las internas que son los efectos
de atraccién y repulsién de las cargas de los materiales idnicos y las externas, que son los campos
eléctricos impuestos desde el exterior a los fluidos. Sin embargo, no hemos tratado las fuerzas
magnéticas, lo cual habria hecho necesario extender el contenido con un capitulo mds sobre la
magnetohidrodindmica (MHD), que es un nuevo campo de la ciencia y la tecnologia, abierto
por Hannes Arfvén quien, en 1942, di6 a conocer un nuevo campo de exploracién: unas ondas
electromagnético-hidrodindmicas que hoy llevan su nombre. Estas ondas ocurren en la naturaleza,
por ejemplo en la fusién nuclear y en las llamaradas solares. Es previsible que el estudio de los
flujos generados por fuerzas MHD serd cada dia de mayor importancia por sus aplicaciones.

Agradezco a mis estudiantes, quienes con sus preguntas y observaciones me dieron respuestas
durante afios de trabajo. Nuestras discusiones estdn aqui, condensadas en palabras y en ideas
que quieren alcanzar mayor claridad cuando alguien reconfigure las propias considerando las
nuestras. Agradezco a mi madre su sabio consejo que ha iluminado mi vida; a mis profesores y muy
significativamente a mi maestro, el Dr. Diego Bricio Herndndez Castafios, hacer del conocimiento
un didlogo libertario. Agradezco a mi padre, el maestro Salomén Soria, haberme mostrado, con
su ejemplo, la diferencia entre un profesor y un Maestro. A ellos tres, quienes siguen viviendo
mientras haya alguien que los nombre con carifio, va dedicado este trabajo. Agradezco a Juan
Carlos Rodriguez Sierra haber escrito en LaTeX la primera version del manuscrito y a Francisco
Valdés Parada sus generosas ensefianzas que me permitieron seguir escribiendo en LaTeX, asi
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como su apoyo para la edicién final del libro. Agradezco a mi compaiera Sandra Araceli Cantoral
Uriza, su apoyo invaluable que me ha dado la necesaria tranquilidad para concluir el trabajo en
tiempo, aunque la forma depende maés del deseo, ya urgente, de compartir estos pensamientos
con quienes se interesen, para dedicarme a intentar una etapa mds en la recuperacion de nuestra
memoria comunitaria y a la integracion de la diversidad de formas del pensamiento que, desde mi
punto de vista, trascienden posiblemente los enfoques cientificos y también los holisticos tan de
moda en la actualidad.

Agradezco de corazdn la revision del manuscrito, realizada por mi amigo, el profesor Humberto
Viazquez Torres; su o0jo avizor ha notado algunos errores y descuidos que son inevitables cuando, a
fuerza de repetir la lectura, han venido a parecer invisibles. Agradezco a los revisores del manuscrito,
nombrados por el comité editorial, hacerme notar las precisiones que era necesario incluir o
modificar; todo ello a contribuido a mejorar el manuscrito. Sospecho que pueden permanecer
errores e imprecisiones, por descuido o de concepto, que se deben seguramente a mis limitaciones;
quedo en la mejor disposicidn de recibir los comentarios de quienes me beneficien al hacérmelos
notar, asegurandoles mi agradecimiento y respetuosa consideracion. Estaré atento al didlogo y la
comunicacién con quienes se interesen en compartir sus experiencias sobre los temas tratados, para
enriquecernos mutuamente con nuestros puntos de vista, que siempre son Unicos e irrepetibles; me
encuentro en la direccidn electrénica arxipelagos.uamiq@ gmail.com

Muchas de las vertientes seguidas en el paisaje que aqui se presenta, del andlisis de los flujos,
no se encuentran frecuentemente en un solo libro, el empefio en tratarlas en un sélo texto es, desde
mi punto de vista, sefialar la convergencia de una diversidad de estudios de matematicas, mecdnica,
termodindmica y electroquimica en un solo propdsito, casi tan amplio como la vida misma: fluir.

San Baltazar Tetela, 12 de enero de 2022.
vigésimo octavo aniversario de la manifestacion popular de apoyo al EZLN,
en la ciudad de México.



1.1
1.1.1

Es un hecho conocido que, en toda comunicacién humana, usar el lenguaje apropiado facilita
el entendimiento y enriquece la comprension de lo expresado. También sabemos que el lenguaje
propio de las ciencias fisicas y quimicas es el de las matemaéticas, y es conveniente decir que, en
este capitulo, s6lo proponemos algunos semas y sintagmas matematicos que nos facilitan la
descripcion y prediccion de las manifestaciones de los flujos de los fluidos, de acuerdo a ciertos
principios y simplificaciones de caracter cientifico, para las cuales los fluidos se aprecian como
algunos medios continuos, con propiedades que podemos percibir sensorialmente y determinar con
instrumentos adecuados, como termémetros, mandometros, viscosimetros, cimaras, anemometros,
conductimetros, etc... El lenguaje matematico mas apropiado para el estudio de los funda-
mentos del flujo de fluidos es el de los vectores y los tensores, principalmente porque facilita la
comprensién de los movimientos y fuerzas que se manifiestan en los fluidos y las superficies que
los limitan. También porque permite representar compactamente grandes conjuntos de términos y
operar con ellos en conjunto, de manera directa. Por estas razones, este capitulo trata del significa-
do de las principales operaciones vectoriales y tensoriales, de las reglas que deben cumplirse
para su correcta ejecucion y de las diversas notaciones que se usan en la mayoria de los libros y
revistas que tratan del flujo de fluidos, sefialando equivalencias entre algunas notaciones. Por lo
anterior, este capitulo es un resumen que no sustituye, ni constituye en si mismo, un curso de
algebra y calculo vectorial, sino un estudio de los semas y sintagmas que serdn de utilidad para
comprender el significado de los descriptores de los flujos y sus consecuencias.

Operaciones vectoriales desde un punto de vista geométrico

¢Qué son los vectores?

Un vector es un segmento de linea dirigido.
Los vectores pueden ser libres, acotados o deslizantes.
Dos vectores libres son iguales si y solo si tienen la misma longitud y la misma direccion.

Dos excelentes tratados de vectores y tensores con aplicaciones son el libro de Borishenko y Tarapov (1968) y el de
Aris (1962).
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Dos vectores son acotados cuando parten del mismo punto.

Dos vectores acotados son iguales si y solo si tienen la misma direccién y la misma longitud.

Dos vectores son deslizantes si y solo si los dos extremos de cada uno de ellos estdn sobre la
misma linea recta.

Ejercicio 1.1 De los siguientes conceptos, ;cudles tienen representacion vectorial? (a) peso, (b)
calor especifico, (c) energia interna, (d) momentum lineal, (e) rapidez, (f) velocidad, (g) intensi-
dad del campo magnético, (h) aceleracion de la gravedad, (i) energia cinética, (j) temperatura,
(k) edad, (1) flujo de calor, (m) masa, (n) volumen especifico, (i) gravedad especifica. ]

Ejercicio 1.2 Representa los siguientes términos como segmentos de linea dirigidos: (a) el
desplazamiento de la luna relativo al centro de la tierra y el desplazamiento de la tierra relativo al
centro del sol, (b) el desplazamiento de la luna relativo al centro del sol (c) la fuerza gravitacional
sobre un aerolito, cuya masa es de 2,000 kg, entrando a la atmésfera terrestre, (d) la fuerza, en
newtons, N sobre un motociclista que acelerade 0 a 100 km /hen 5 s. "

1.1.2 Suma y diferencia de vectores
La suma de dos o mas vectores se obtiene colocando los vectores, uno a continuacion del
otro, de modo que la punta del que antecede coincida con el inicio del siguiente, mientras cada uno
conserva su direccién y sentido, ver figura 1.1. El vector suma o resultante es el vector que une el
inicio del primer vector con la punta del dltimo.

_— . 0y
-’ .,
= P .
- N
-

(u+v)
Figura 1.1: Suma de dos vectores.
La suma tiene propiedades:
1) asociativa,
u+v+w=(u+v)+w=u+(v+w), (1.1.1)
1i) conmutativa,
U+v+w=u+w+v=v+u+w=v4+wt+tu=w+u+v=w+v+u. (1.1.2)

La resultante de una suma es nula o cero cuando la punta del dltimo vector coincide con el
inicio del primero. Por ejemplo cuandou+v+w+x=0.

Si la suma de dos vectores da cero: u+ v = 0, decimos que el segundo vector es el negativo del
primero: v = —u, es decir que v tiene la misma longitud que u, pero su punta coincide con el inicio
de u y viceversa. En otras palabras, el negativo del vector u es un vector —u de su misma magnitud,
pero con direccién opuesta.

La diferencia de dos vectores corresponde a la suma del primero y el negativo del segundo:
u—v=u-+(—v), ver figura 1.2.
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Figura 1.2: Diferencia de dos vectores.

Ejercicio 1.3 Haciendo bosquejos, convéncete de las propiedades asociativa y conmutativa de
la suma de vectores. Ademas, representa graficamente la igualdad u+v+w+x = 0. "

Ejercicio 1.4 Un avién viaja 300 km al norte y luego 200 km a 60° al norte del oeste. Determina
el movimiento resultante en forma grafica y encuentra la distancia entre el punto inicial y el
final, en linea recta. n

Ejercicio 1.5 Un satélite estd sujeto a las fuerzas que se muestran en la figura 1.3. ;Cuél es la
fuerza requerida para que el satélite no se mueva? "

10

Figura 1.3: Fuerzas sobre un satélite (ejercicio 1.5).

1.1.3 Producto vectorial (producto cruz)
El producto vectorial tiene los siguientes tres elementos:

1. Dos vectores no-colineales u y v, que determinan un plano en el espacio euclidiano [E3.

2. La direccién normal al plano es tnica y se le puede asociar un vector n de longitud unitaria
In| = 1, cuya direccién, positiva o negativa, se debe establecer mediante una convencion.

3. El drea del paralelepipedo generado por dos vectores no-colineales u 'y v es |u||v|sen6,
donde |u| y |v| son las longitudes de los vectores u y v, en tanto que 6 es el dngulo entre u
y v (ver figura 1.4).

Definimos el producto vectorial de u 'y v como

Definicion 1.1.1 — Producto vectorial o rotacion. El producto vectorial de dos vectores u
y Vv es un tercer vector, en la direccion ortogonal al plano generado por los dos vectores, cuya
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v

|v] sen 8

drea= lul vl sen®

Figura 1.4: Interpretacion geométrica del producto vectorial.

direccién se asigna de acuerdo con la regla de la mano derecha y cuya magnitud equivale al drea
del plano generado por los dos vectores (ver figura 1.4):

uxyv=

u||v|sen6 n. (1.1.3)

La convencion elegida para determinar la direcciéon normal n es conocida como la regla de la
mano derecha, ver la figura 1.5, es decir que n apunta en la direccién del pulgar de la mano derecha
(punto 1), cuando el vector u (el primer vector del producto vectorial) estd cercano a la palma de
la mano, (punto 2), en tanto que v (el segundo vector del producto vectorial) queda cercano a las
puntas de los dedos de la mano derecha, (punto 3).

Figura 1.5: Regla de la mano derecha.

Por el contrario, el vector v X u es un vector de magnitud también igual al drea generada entre
los vectores u y v, pero la direccidn asociada a este producto vectorial es ahora la del vector unitario
(—n), es decir que aqui, el giro de la mano derecha conforme va del primer vector (ahora v) hacia
el segundo (ahora u), apunta en la direccién opuesta a la del pulgar, es decir, apunta ahora en la
direccién (—n). Como resultado tenemos la propiedad de antisimetria del producto vectorial:

vVXu=—-uxyv (1.1.4)

Ejercicio 1.6 Interpreta el producto u x v como el momento angular de una fuerza v por un
brazo de palanca situado en u con respecto al origen, cuya distancia perpendicular a la linea de
accion de la fuerza es |u|sen® (ver figura 1.4). .

I Ejercicio 1.7 Si {u,v,w} es un conjunto de vectores, ordenado por la regla de la mano derecha,
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(cudles de los siguientes conjuntos estdn ordenados también segin la regla de la mano derecha?
{vyu,w}, {w,u,v}, {w,v,u}, {u,w,v}, {v,w, u}. n

1.1.4 Vectores axiales y vectores polares

Las cantidades que inicialmente hemos identificado como vectores tienen una magnitud asociada
directamente a su intensidad. Ademds, su direccion estd también univocamente determinada por la
linea de accion de dicha intensidad. Tales son los vectores de posicion, la velocidad, una fuerza o
un flux de calor. Todos ellos son vectores polares. Ademas,

I Definicion 1.1.2 — vector axial. el producto vectorial de dos vectores polares es un vector
axial,

es decir, un vector axial tiene su direccién ortogonal al plano donde residen los dos vectores polares
de los cuales procede. Esta es llamada direccién axial, en tanto que su magnitud depende de ambos
vectores polares y del angulo entre ellos.?

1.1.5 Multiplicacién por un escalar
Siu es un vector y o un escalar, el vector v= ou es paralelo a u y su magnitud es o veces la
magnitud de u.
La multiplicacion por un escalar tiene las propiedades

distributiva: ot(u+v) = au+ av,
asociativa: a(fu) = (af)uy
conmutativa: o¢(fu) = B(au)

1.1.6 Dependencia lineal, vectores colineales y coplanares
Definicion 1.1.3 — Vectores colineales. u y v son colineales si existen escalares (¢, 3) # 0,
tales que

ou+ v =0. (1.1.5)

Definicion 1.1.4 — Vectores coplanares. u, v y w son coplanares si existen escalares
(a,B,y) #0, tales que

ou+ Bv+yw=0. (1.1.6)

linealmente dependiente si existen escalares (¢, 0, ..., ¢, ), no todos cero, tales que

n
Zakuk:()- 1.1.7)
k=1

Ejercicio 1.8 Demuestre que los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes:
{u,—u},{u,v,0}, {u,v,u—v}, {u,v,2u+3v}. "

Ejercicio 1.9 Determine si los siguientes conjuntos son linealmente dependientes: (a) dos

| Definicion 1.1.5 — Vectores linealmente dependientes. El conjunto {u;,uy,...,u,} es
| vectores cuya suma es cero, (b) dos vectores ortogonales, (c) dos vectores colineales, (d) los tres

2Landau y Lifshitz (1985), pp. 71-73, utilizan esta propiedad de intercambio entre vectores axiales y polares para
proponer una elegante solucién al flujo laminar de un fluido newtoniano alrededor de una esfera.
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I vectores de desplazamiento de las bolas de billar al hacer una carambola. "

Producto escalar (producto punto)

Sean u y v dos vectores cuyas direcciones unitarias se definen como los vectores de magnitud
uno en la direccién del vector original, es decir

u A%
y A, =—

(1.1.8)
vl

[l

Definimos la proyeccion de A, en la direccién de A, que es igual a la proyeccién de A, en la
direccion de A, ver figura 1.6, como

Definicién 1.1.6 — Proyeccién de 4, en la direccién de A,.

A, A,=A,-A,=cos0. (1.1.9)

Figura 1.6: Proyeccién de uno de los dos vectores unitarios A, o A, , en el otro.

Sustituyendo la ecuacion (1.1.8) en (1.1.9) y despejando tenemos

wpy_v.u_uwv_VvVu._ 6, (1.1.10)
lal |v[ ] a] fuflv[ |V][ul

de donde definimos el producto escalar o producto punto de u 'y v como

Definicién 1.1.7 — Producto escalar o proyeccion. El producto escalar de dos vectores
equivale a la magnitud de uno de los dos vectores multiplicada por la magnitud de la proyeccién
del otro en la direccién del primero.

u-v=v-u=|u||v|cos®. (1.1.11)

Una consecuencia directa de la definicién del producto escalar es la posibilidad de calcular la
magnitud de un vector, efectuando el producto escalar del vector consigo mismo, ya que entonces:

u-u = [ul[u|cos(0) = |ul>. (1.1.12)

Producto escalar de tres vectores (producto caja)

Consiste de dos productos que operan sobre tres vectores u, vy w. El primero es un producto
cruz entre dos de los vectores (u x v), que da el drea generada por los dos vectores, en la direccién
ortogonal al plano de los dos vectores. El siguiente producto es escalar y representa la proyeccién
del tercer vector w en la direccidn ortogonal al plano de los dos primeros vectores, dando un escalar
equivalente al volumen del paralelepipedo generado por los tres vectores originales (volumen =
drea de la base x altura), ver figura 1.7.
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area= lul vl sen 6

Figura 1.7: Producto escalar de tres vectores, o producto caja.

Cualquier cara del paralelepipedo puede tomarse como su base, cuidando la orientacién de la
direccidn ortogonal al plano de la base elegida, de acuerdo con la regla de la mano derecha, ya que
por la antisimetria del producto vectorial, ecuacién (1.1.4), tenemos que (u X v) - w = —(vXu)-W.
El producto escalar de tres vectores tiene la propiedad

Volumen(u,v,w) = (uxv)-w=(wxu)-v=(VXW)-u (1.1.13)

Productos vectoriales miltiples entre tres vectores

El producto vectorial u X v es un vector ortogonal al plano generado por los vectores u y v.
Entonces, el doble producto vectorial w x (u x v) es un vector ortogonal al plano generado por los
vectores w y u X v y debe, por lo tanto, ser un vector que reside en el plano de u y v. Dicho vector
se puede expresar como una combinacidn lineal de los dos vectores usados para definir dicho plano,
es decir que w x (u X v) = oou+ Bv, ver Figura 1.8.
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Figura 1.8: Doble producto vectorial de tres vectores

Como este vector es ortogonal a w, su proyeccion en este dltimo vector debe ser nula, es decir
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que [Wx (uxv)]-w=ou-w+pv-w=0. Si escogemos & =v-wy 3 =—u-w, la igualdad
anterior se satisface idénticamente, con lo que llegamos al resultado

wx (uxv)=(v-w)u— (u-w)v (1.1.14)
Por la anti-simetria del producto vectorial, se satisface que
wx (vxu)=(u-w)v—(v-w)u. (1.1.15)
También, por la anti-simetria del producto vectorial, podemos encontrar que
WX (uxv)=(vxu)xWw. (1.1.16)

Comparando esta igualdad con la ecuacién (1.1.14) y con la (1.1.15), podemos establecer como
una regla mnemotécnica que, de los dos vectores que determinan el plano del vector resultante (los
vectores u 'y v), el mas préximo al vector fuera de este plano (el vector w) tiene por coeficiente el
producto escalar de los otros dos vectores, con signo positivo; en tanto que el coeficiente del otro
vector que define el mismo plano (el vector més alejado de w), es el negativo del producto escalar
de los otros dos vectores.

I Ejercicio 1.10 Demuestra el teorema de Pitdgoras usando vectores. "

Operacioén de vectores en representacion matricial-vectorial
Independencia lineal y bases del espacio euclidiano E?

Hemos dicho que el conjunto de vectores {u;,uy,...u,} es linealmente dependiente si se
cumple la ecuacién (1.1.7) para escalares (a;, @, . .. ¢,), no todos cero.

Definicién 1.2.1 — Conjunto de vectores linealmente independiente. El conjunto de
vectores {uj,uy,...u,} es linealmente independiente si la combinacién lineal Y}, ogu; =0
solo se satisface cuando los coeficientes (¢, 3, ... 0,) son todos cero.

Entonces decimos que el conjunto {u;,uy,...u,} es un conjunto de vectores linealmente indepen-
diente.

Definicion 1.2.2 — Base. Una base del espacio en E" es un conjunto dado de n vectores
I linealmente independientes.

Una base se elige para representar cualquier otro vector en [ como una combinacién lineal de
los vectores elegidos como base.

= Ejemplo 1.1 — Aplicacién en E2. Consideremos el resultado de la Seccién anterior, por ejemplo
la Ecuacién (1.1.14), donde el vector resultante se puede expresar como una combinacién lineal de
los vectores u y v, es decir

wx(uxv)=z=pu+pfv=(v-wu—(u-w)v. (1.2.1)

Aqui es facil ver que el conjunto {u,v,z} es linealmente dependiente, ya que oju+ o v +
o3z = 0 se puede obtener sustituyendo la Ecuacién (1.2.1) y factorizando, de donde tenemos que
la igualdad a cero: (a + a3 fi)u+ (0 + a3fB2)v se cumple si & /a3 = —f1 y o/ a3 = — P, para
o # 0. Esto implica valores de o y o distintos de cero, ya que f; y B, son distintos de cero.

También es facil ver que el conjunto {u, v} es linealmente independiente y puede ser definido
como una base en E2. En efecto, la combinacién lineal oju+ 0o v = 0 solo puede ser satisfecha si
o =0op=0. [ ]
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Bases cartesianas en [
Sean by;k = 1,2, 3, los vectores de una base en E>. La base B3 = {by,b2,b3} es ortogonal si

b by =0k # j (1.2.2)

Ademads, la base B3 = {bx}, k=1,2,3 estd normalizada si cada uno de sus elementos, distintos
de cero, tiene magnitud unitaria, es decir si

by by = [by|> = 1:k=1,2,3. (1.2.3)

En un sistema de coordenadas rectangulares (x,y,z), o equivalentemente (x,x2,x3), definimos
su base cartesiana como el conjunto de tres vectores mutuamente ortogonales, de magnitud unitaria
{61,8,, 85}, dirigidos en la direccién de los ejes coordenados.

Definicién 1.2.3 Una base de coordenadas rectangulares p es un arreglo matricial de tres filas
por una columna (el vector columna: [3 x 1]):

Ly
p=1| & |. (1.2.4)
83

que satisface condiciones de ortonormalidad.
En la figura 1.9 se muestra la base cartesiana en las coordenadas rectangulares (1,2,3).

9,

S,

Figura 1.9: Base cartesiana p de las coordenadas rectangulares (xj,x2,x3)

1.2.2 Operaciones matriciales-vectoriales de bases cartesianas en E?

Si aplicamos el producto escalar o proyeccién a p por su transpuesta, el vector fila p7, [1 x 3],
tenemos el siguiente producto escalar matricial de la base cartesiana:

Definicion 1.2.4 — Matriz unitaria o delta de Kronecker. Es la proyeccién de los elementos
de la base cartesiana en si misma, de modo que

6, 6,-6, 6,-6, 8,63 1 00
p~pT: 82 ~(815283)= 82-81 82'62 52'53 = 010 2[1],
63 03-6, 05-6, 03-0; 0 0 1

(1.2.5)

lo cual consiste en multiplicar los elementos de las filas de la primera matriz por los elementos de
las columnas de la segunda matriz. Este tipo de multiplicacién entre ambos arreglos es el producto
de matrices [3 x 1][1 x 3] = [3 x 3]. Ademds, en su caricter vectorial, efectuar el producto escalar o
producto punto, que es la proyecciéon mutua del primer vector en el segundo por la proyeccién del
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segundo en el primero, siendo en este caso la base ortonormal p, determinamos el resultado como
la matriz unitaria, que en la representacion indicial se reconoce también, como el tensor delta de
Kronecker §j;:

S = O

1 0
p-pl=[1]=1]0 0 |. (1.2.6)
0 1

Como en esta seccidn estamos interesados en desarrollar la representacién matricial-vectorial,
reconocemos la matriz unitaria como el arreglo matricial [3 x 3] con la unidad repetida en la
diagonal principal, definida en (1.2.6) y reservamos el concepto de tensor para las ataduras o
productos diddicos de los vectores de la base p, de la siguiente seccion. Por otra parte, si aplicamos
el producto punto a los vectores de la base en la forma:

8
pT'p:(Sl 8> 53) 6> :51'81+52-62+83-83:Tr[1]:3, (L.2.7)
d3

el resultado es un arreglo [1 x 3][3 x 1] = [1 x 1], es decir un escalar, al cual llamamos la traza de
la matriz unitaria, Tr[1], que corresponde a la suma de los elementos de su diagonal principal, con
valor igual a tres.

El segundo producto que podemos aplicar a la base p es el producto vectorial o rotacién, de
modo que obtenemos dos resultados; por una parte definimos

Definicién 1.2.5 — Matriz de Levi-Civita o matriz de rotacién. Es el producto

61 61><81 81><52 81><53
P XpT = 82 X (81 82 83) = 52)(81 82)(82 82)(83
o 63x8; 83x6, 63x0
3 :}X 183 3X_82 3703 (1.2.8)
= —83 0 81 :[8]28
6, -6; 0

y es también conocida en la notacién indicial como el simbolo de permutacién. Debemos asociar
tres indices a este vector, los dos primeros corresponden a su posicién en el arreglo de la matriz en
(1.2.8) y el tercero aparece explicitamente como el del vector unitario que ocupa dicha posicion, con
el signo que le corresponde, de acuerdo con la regla de la mano derecha. Por otra parte, podemos
construir también un producto vectorial de la base p con su transpuesto en orden invertido con
respecto a la operacién anterior, es decir:

8
pT><p:(81 &) 83)>< 4, :81X81+82X62+83X63:0, (1.2.9)
3

El tercer producto que aplicamos a la base cartesiana p es el producto tensorial o atadura, de
manera que definimos:

I Definicién 1.2.6 — Producto diddico, producto tensorial o atadura. Es el producto que
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surge de la yuxtaposicién de los elementos de la base, de modo que

L 6,6, 8,8, 6,03
ppT = 62 (6] 82 83) = 6281 6282 6283 = A, (1.2.10)
53 638, 636, 036;

es la matriz diadica o matriz de atadura A, cuyas nueve componentes corresponden a las nueve
diadas unitarias. Esta matriz diddica resulta en la matriz unidad o tensor unidad (delta de Kronecker)
cuando se aplica un producto escalar entre los elementos de cada diada, proyectando mutuamente los
elementos de la misma: [A-] = p - pT =[1] = 1. Ademds, resulta en la matriz de Levi-Civita, tensor
de Levi-Civita o simbolo de permutacién, cuando se aplica un producto vectorial entre los elementos
de cada dfada, determinando la direcci6n de la rotacién de cada diada: [Ax] = p x pT = [g] = €.

Representaciéon matricial-vectorial de vectores

En la notacién matricial-vectorial® cualquier vector en E3 se representa multiplicando la base
unitaria p por un arreglo matricial que contiene tres nimeros, que corresponden a los coeficientes
de los vectores unitarios de la base p, por los que cada uno de dichos vectores unitarios debe
multiplicarse, para dar el vector deseado. Estos coeficientes son las componentes del vector en las
direcciones correspondientes y se colocan en un arreglo matricial [3 x 1], de modo que el vector
u corresponde al producto matricial del vector fila p” por el vector columna de las componentes
cartesianas de u, entonces:

ui Ui 3
u:pT[u]:pT U 2(81 6, 83) Up :51u1+82u2+83u3223juj. (1.2.11)
us3 us J=1

Existe otra representacién del vector u, por medio de su transpuesta, es decir:

81 3
WV =[u'p=(muyuw3)p=(uyuyuz) | 8 | =8uy+8ur+83u3 = Ojuj. (1.2.12)
83 J=1

Notamos aqui que la representacién matricial-vectorial pone en evidencia que cualquier vector
satisface la igualdad u = u’, por lo que es equivalente representar el vector u como el producto del
arreglo de sus componentes por el arreglo de los vectores de la base, o viceversa. Lo importante es
que, de sus dos elementos, el primero sea transpuesto, es decir, un arreglo [1 x 3] y el segundo sea
un arreglo [3 x 1], para que el resultado sea [1 x 1], es decir, la suma de las componentes del vector
multiplicadas por los correspondientes vectores de la base, 1o cual constituye su descomposicion en
esa base y corresponde a la representacion del vector como la suma de sus tres componentes en
coordenadas ortogonales. Podemos comprobar que las componentes de u son sus proyecciones en
las direcciones de los ejes coordenados, proyectando el vector en cada una de las direcciones de la
base, es decir, aplicando el producto escalar al vector u por el vector unitario &; k = 1,2,3, de
donde tenemos:

uj ui
8k-u:8k-pT 175 :(ﬁk-Sl 5k-82 8k-63) Uy ; k=1,2,3. (1.2.13)
U3 us

Por la ortonormalidad de la base p, el vector fila de los productos internos de los vectores de la
base se determina como un vector de ceros con un Unico elemento unitario; aquel que corresponde
a la eleccion del valor de k, por ejemplo para k = 1 tenemos 81 -p7 = (10 0) y de (1.2.13) resulta

3Eisenman (1963) es uno de los pocos autores que desarrollan la notacién matricial-vectorial.
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que 81 -u = u;. En general, tenemos que 8y -u = uy, k = 1,2,3. Asi, las componentes del vector
son sus proyecciones en las direcciones de los tres ejes coordenados.
En lo que sigue tendremos presente que

en la representacion matricial-vectorial de los vectores, se cumplen tanto las reglas de opera-
cion de las matrices, las cuales se efectiian sobre los arreglos matriciales, como las reglas que
corresponden a los vectores, las cuales se aplican, especificamente, sobre los vectores de la
base.

La representacion expandida de un vector en la forma (1.2.11) implica el uso de las reglas de
multiplicacion de matrices. Empleando la misma representacion, vamos a desarrollar expresiones
para efectuar la diversidad de operaciones que hemos definido anteriormente desde un punto de
vista geométrico. Iniciaremos por la

1.2.4 Suma de vectores

Sean
Up 3 V1 3
u=p" | w |=p =Y 8u;yv=p"| v» | =p"M =) & (1.2.14)
us j=1 V3 Jj=1

dos vectores en [E3. Definimos su vector suma como la operacién matricial:

Ui Vi up+vi
utv=p' | wp | +p"| vo | =p"| wat+v | =pTu+y]
us V3 us +V3

(1.2.15)

3
= (u14+v1)81 + (w2 +v2) 82+ (u3+v3)83 =Y 8;(u;+v)),
j=1

donde la base unitaria p” se agrupé como factor comtin y luego se efectué la suma matricial de las
componentes de u y v.

1.2.5 Producto escalar o proyeccion de vectores

Entendemos el producto escalar de dos vectores u y v, en la notacién matricial-vectorial, como
la aplicacién del producto punto al primer vector transpuesto por el segundo. En la expresion
(1.2.16) el 1ado izquierdo representa la notacion vectorial, llamada notacién de Gibbs, la cual es
independiente de los sistemas coordenados, seguida por la notacién matricial-vectorial, donde al
aplicar la identidad (1.2.6) se introduce la matriz unitaria, la cual es luego aplicada al arreglo de
coeficientes [u]” o al arreglo [v], dando el producto matricial de un arreglo fila para [u]” por un
arreglo columna para [v]:

Vi 1 0 0 Vi
u-v— (u1 175 M3) P 'pT 1%) = (Lt] u» u3) 010 1%)
"3 001 "3 (1.2.16)
Vi 3
:(Ml up u3) 1%} =uvy +usvo +uzvz = ZMJ'VJ'.
V3 J=1

1.2.6 Producto vectorial o rotacién de vectores

Entendemos el producto vectorial de dos vectores u y v, en la notacién matricial-vectorial,
como la aplicacién del producto cruz al primer vector transpuesto por el segundo. Encontramos que
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el tensor de Levi-Civita, definido en la Ecuacién (1.2.8), puede ser sustituido, lo cual conduce a

Vi 0 63 _62 V1
u><v=(u1 u M3)poT 1%) :(u1 u» l/t3) —83 0 81 %) R (1.2.17)
V3 6, -6, 0 V3
que, al efectuar las multiplicaciones, nos lleva a:
83\)2 — 82\/3
llXV:(ul up Lt3) —03v1 +61v3
82\/1—61\)2 (1.2.18)

= 83u1vy — Soru vz — B3upvy + 8 uav3 + Sruzv) — 81143\/2,

donde se pueden reagrupar los términos, factorizando en los vectores unitarios y expresando los
factores como menores, M,; p = 1,2,3, de un determinante, o como el vector resultante de
dicho determinante resuelto por menores:

uxyv= 81(M2V3 — M3V2) + 82(143\/1 — u1V3) + 83(u1v2 — uzvl)

M; UrV3 — UzVo 6, 6, 63 (1.2.19)
T T
=p M, =p Uzvi —u1vs = | Uy Uy us
M3 upvy — ugvy Vi V2 V3

El dltimo arreglo en la ecuacidn (1.2.19) equivale a proponer que la operacion matricial-vectorial
corresponde, en resumen, a operar directamente sobre el determinante de las componentes de
los dos vectores.

Productos multiples de vectores
Producto escalar de tres vectores (producto caja)

Resulta de proyectar el tercer vector w, en la direccién del producto vectorial u x v, obtenido
en (1.2.19):

Usvz — uzva
_ T
W'(I.IXV)—(Wl W2W3)p-p uzvy —ujvs
uivy — uxv
1h2 =520 (1.2.20)

urvi — u3zvy wyp wy wj

(wiwaws) | uzvi—uvs | =| w uy u3

uivy — uzvq Vi 1% V3

Doble producto vectorial de tres vectores

Resulta de aplicar el producto cruz al vector w transpuesto por el vector producto u X v,
desarrollado en (1.2.19):

Uav3z — usvp Upvsz — usvy
T
WX (uxXv)=(wywyw3)pxp usvi —uvs | = (wyp wp w3) [€] uzvi —umvy |,
uivy — uzvq uivy — uzvq
(1.2.21)

donde también se ha sustituido el tensor de Levi-Civita de la ecuacién (1.2.8). Ahora se pueden

desarrollar y agrupar los productos matriciales hasta obtener
W X (UXV) = (lel (%A%} W3V3) (u151—|—u252+u383) (12.22)
- (w1u1 wollp W3u3) (V181—|-V282+V383) = (W-V)ll—(W~ll)V, -

que es el resultado de la ecuacion (1.1.14), expresado en términos de sus componentes de coordena-
das rectangulares.
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Producto diadico o atadura de dos vectores

Un tercer producto entre dos vectores es el producto diadico, tensorial o atadura. Consiste
en reunir las direcciones de ambos vectores en un solo objeto, que obtiene asi dos direcciones
asociadas, una por cada uno de los dos vectores. El producto atado de dos vectores u'y v es la
aplicacion de la atadura del primer vector al segundo transpuesto. La transposicion es aplicable
solamente a los vectores, como un recurso necesario al elaborar operaciones matriciales con ellos.
Sustituyendo ambos vectores de la ecuacion (1.2.14), tenemos que:

Uy Uivy upvy uUivs
w=p " p=p" [ u | (vivavs)p=p" | wvi v wvy |p=pTluwlp
us3 Uszvy Uzvy U3V3

6181 6182 6183 Vi
= [M]TPPT[V] = (I/t1 175 l/t3) 8281 8282 8283 1% = [M]TA[V].
8381 8382 8383 V3
(1.2.23)

En el primer renglén de la ecuacién (1.2.23), se aplica la multiplicacién matricial a las com-
ponentes de u y v, en la forma de un vector fila por un vector columna, es decir [3 x 1][1 x 3] =
[3 x 3], resultando una matriz de componentes, [uv], la cual se encuentra pre-multiplicada y post-
multiplicada por los vectores de la base: el vector fila p” y el vector columna p, respectivamente.
En cambio, en el segundo renglén de la ecuacion (1.2.23), antes de efectuar las multiplicaciones
matriciales, se ha expresado cada uno de los vectores u y v en su forma transpuesta, de modo
queu=u’ =[ulp y vI' = v = p’[v], quedando en el centro la matriz de diadas de la base o
tensor diadico: pp” = A, pre-multiplicado por la matriz fila de las componentes del vector u y
post-multiplicado por la matriz columna de las componentes del vector v. Cualquiera de estos dos
desarrollos, ya sea el del primer rengldn o el del segundo, cuando se completan las multiplicaciones
matriciales indicadas, conducen a un solo resultado final:

303
uv=p wlp =[] Ap] =Y Y 8;8uv, (1.2.24)
j=lk=1

sin embargo, las dos representaciones equivalentes: p7 [uv]p = [u]” A[v] sélo son posibles para los
productos diadicos de vectores.

Operacioén de tensores en representacion matricial-vectorial
Tensores de segundo orden

Cuando la existencia de diadas ya no representa dos vectores distintos y separados aunque
yuxtapuestos, sino una sola entidad fisica con dos direcciones asociadas que corresponden
a funciones vectoriales distintas, aunque inseparables, entonces sélo es posible la primera de
las dos representaciones matriciales-vectoriales del producto diddico representado en la ecuacién
(1.2.24). Llamaremos tensores de segundo orden a estas entidades fisicas con dos direcciones
asociadas. Tomemos como un ejemplo el tensor de presiones o tensor de esfuerzos totales 7, el
cual tiene dos direcciones asociadas, por lo que puede escribirse como:

i1 T2 T3
n=p" | m mn ms |p=p"[7lp, (1.3.1)
31 M3 733
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sin embargo, no es posible representarlo en la forma [u]” A[v]. La primera direccién del tensor &
estd asociada a la direccién de la superficie, en todo punto donde se aplica la presion, recordando
que una superficie se orienta por su vector normal al plano tangente local. La segunda direccién del
tensor 7 estd asociada a la magnitud y direccién de la presién aplicada.

En general, si T es un tensor de segundo orden, podemos representarlo en términos de sus
componentes en un sistema de coordenadas rectangulares como:

Thw T Ti3 3 3
T=p" | Ton T T3 |p=) ) Tub;8: (13.2)
Tz Tz T3 J=1k=1

Extenderemos a los tensores las operaciones del dlgebra vectorial que hemos desarrollado arriba
para los vectores. Hemos visto que en dichas operaciones se cumplen las reglas del dlgebra de
matrices, sobre los arreglos matriciales, asi como las reglas del andlisis vectorial, sobre los vectores
de la base. Lo mismo aplica al an4lisis tensorial: sean T y U dos tensores de segundo orden, donde
el primero esta dado por (1.3.2) y el segundo por la siguiente expresién en sus componentes de
coordenadas rectangulares:

Un U U 303
U= pT Uy Uy Usx p = Z Z Ujk8j8k. (1.3.3)
Ui Uy Uss j=1lk=1

Antes de abordar las operaciones tensoriales mas elaboradas, de esta seccion, desarrollamos
en la siguiente subseccion las reglas de transformacién de los vectores y los tensores de segundo
orden, cuando son sujetos a rotaciones de los ejes coordenados.

Transformaciéon de coordenadas de vectores y tensores

No todos los arreglos de tres cantidades escalares representan vectores, ni todos los arreglos [3 x
3] representan tensores. Una condicién necesaria para que dichos arreglos o matrices representen
vectores o tensores es que correspondan a entidades del mundo fisico con magnitudes y direcciones,
como la representacién geométrica que elaboramos, representando los vectores por medio de flechas.
En la notacién matricial-vectorial las direcciones se hacen explicitas en la presencia de la base
unitaria, al definir los objetos que llamamos vectores. Si cambiamos el sistema coordenado, por
ejemplo conservando el origen, pero haciendo girar los ejes con respecto a los ejes coordenados
anteriores, los valores de las componentes del mismo vector, en el nuevo sistema coordenado,
serdn distintas. Sin embargo, el tamafio de los vectores y de los tensores, y sus orientaciones en
el espacio fisico, permanecerdn fijas ante la rotacidn del sistema coordenado. En esta subseccion
aclaramos la relacién entre los vectores y tensores del espacio fisico, descritos en la notacién de
Gibbs, no sujetos a un sistema coordenado, con su descripcién en términos de sus componentes y
las relaciones que dicha entidad fisica establece, ante los cambios del sistema coordenado, que se
somete a rotaciones de sus planos coordenados.

Rotacion de coordenadas de un vector

En la notacién de Gibbs, un vector que existe en el mundo fisico tiene una representacion
matemadtica por medio de un simbolo, digamos u. Si generamos un sistema coordenado rectangular,
cuya base de vectores es p, podemos expresar el vector u como

u=p 1”p. (1.3.4)

Supongamos ahora que generamos una nueva base ortonormal p’, mediante una rotacién de, al
menos, dos planos coordenados, tal que en esta nueva base

"] = [u

u=p" W] =[1p. (1.3.5)
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Ahora, proyectamos el vector de la ecuacién (1.3.4) en el sistema coordenado nuevo p’, de
modo que

plru=[]=p" - p"ul. (1.3.6)
Aqui, la proyeccion de la nueva base en la anterior conduce a
&' 8,8, 8,8, 8,-8;
p/'pT = 8,2 (81 52 83)2 8,2'81 5/2'52 8/2'83

(1.3.7)
cos(1’;1) co os(1’,3)
= cos(2/,1) cos(2',2) cos(2/,3) | =][C],
cos(3,1) cos(3,2) cos(3,3)

2]
—
—_
NS
~—
(@)

que es llamada la matriz de los cosenos directores [C] de la transformacién directa. Esta trans-
formacidn es llamada directa porque las componentes anteriores son cambiadas en las del nuevo
sistema coordenado por la aplicacion de [C], cuando se efectiia la rotacion del sistema de coordena-
das. Aqui la notacién (j/, k) significa el dngulo formado entre el eje de coordenadas nuevo x;, cuya
direccién es &' ; y el eje de coordenadas anterior x;, cuya direccién es ;. La expresion para esta
rotacién del sistema coordenado es:

] = [C][u]. (1.3.8)

La transformacion inversa consiste en obtener las componentes anteriores, [u], a partir de las
componentes nuevas [i']. Una manera de hacerlo es encontrando la matriz inversa de los cosenos
directores [C]~! y multiplicando por ella la ecuacién (1.3.8):

(€)' =[C]7'[C)u),  dedonde  [u] = [C]"[u]. (1.3.9)

Otra forma de encontrar esta transformacidn inversa es seguir un procedimiento semejante
al que se configuré a partir de la ecuacién (1.3.4) para obtener la ecuacién (1.3.8), pero ahora
encontrando las componentes anteriores de u multiplicando este vector, expresado en la ecuacién
(1.3.5), en términos de la base nueva, por la base anterior, de modo que

pu=u=p-p" ], (1.3.10)
donde la proyeccién entre las bases resulta:
6, 5,-8 8.8, 885
P ‘PIT = & |- (5/1 5 5,3) =| 8,-8 8,-8, 8,-8;
63 8:-8 8:-8, 8:-8

(1.3.11)
cos(1,1") cos(1,2") cos(1,3)
= | cos(2,1') cos(2,2') cos(2,3) | =[C]".
cos(3,1") cos(3,2") cos(3,3)
Asi, de la proyeccion p - p’ T resulta la matriz transpuesta de los cosenos directores de la
transformacion, de donde

[u] = [C]"[u']. (1.3.12)
Comparando la ecuacién (1.3.12) con la segunda de (1.3.9), vemos que
(] =1c)". (1.3.13)

La aplicacion de matrices cuya inversa es igual a su transpuesta se conocen como transformaciones
ortogonales, cual es el caso de esta rotacion de sistemas coordenados.
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Rotacion de coordenadas de un tensor de segundo orden

El procedimiento seguido para vectores puede ser aplicado a los tensores de segundo orden
y 6rdenes superiores. Un tensor de segundo orden puede representarse en la notacion de Gibbs e
igualarse a sus componentes cartesianas en un sistema coordenado dado, como

T=p"[T]p, (1.3.14)
de modo que sus componentes en el sistema coordenado nuevo son:
p - T-p" =[T=p" - p"[Tlp-p", (1.3.15)

donde, considerando las proyecciones que dan la matriz de los cosenos directores [C], asi como
[C]”, ecuaciones (1.3.7) y (1.3.11), tenemos:

[T'] = [C][T][C)", (1.3.16)

que es la regla de la transformacion directa de los tensores de segundo orden, ante las rotaciones
del sistema coordenado.

En las siguientes subsecciones elaboramos las operaciones vectoriales correspondientes a los
tensores, definidos arriba, por las ecuaciones (1.3.2) y (1.3.3). También expresamos los resultados
en la forma de las sumatorias que corresponden a ejecucion de las operaciones matriciales indicadas
representando, explicitamente, los vectores unitarios de la base p.

Ejercicio 1.11 Encontrar la regla de la transformacidn inversa de los tensores de segundo orden
(1) utilizando la matriz inversa y (2) partiendo de las componentes del sistema coordenado
nuevo. "

Suma de tensores de segundo orden

La suma de tensores corresponde a factorizar los dos tensores, considerando las bases uni-
tarias como factores comunes de la matriz de componentes, donde se suman las componentes
correspondientes:

Thw+Un Tip+Up Tiz+Ups 3 3
T+U= pT T1+Uy Tn+Un Tn+Us |p= Z Z (Tjk+Ujk)5j5k. (1.3.17)
T51+Us1 T5n+Usz T33+Uss J=lk=1

Podemos sumar entidades tensoriales del mismo orden atn cuando no sean tensores, por
ejemplo un tensor de segundo orden con un producto diddico, como cuando U = uv.

Simetria y anti-simetria de tensores

Un tensor de segundo orden T es simétrico si T =T. En notacién matricial-vectorial
compacta el tensor de segundo orden y su simétrico, se escriben como:

T=p'[Tlp 'y T =p"[1]"p, (1.3.18)

respectivamente, de modo que el estudio de la simetria, en los tensores de segundo orden, se reduce
al estudio de la matriz de sus componentes en coordenadas cartesianas. Entonces, un tensor de
segundo orden es simétrico si [T] = [T]”. Ademds, todo tensor T de segundo orden se puede
representar como la suma de una parte simétrica S y otra antisimétrica A. Para simetrizar un
tensor, lo separamos en dos mitades, es decir que T = %T + %T, luego sumamos y restamos el
tensor %TT, para obtener:

1

S=_(T+T") y A:%(T—TT), (1.3.19)

0 |
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ya que resulta T = S+ A. En notacién matricial-vectorial, esto significa que [T] = [S] + [A],
donde [S] = S ([T]+[T]") y [A] = 3([T] = [T]T) y en notaci6n indicial compacta se escribe como
Tjx = Sj+Aji. donde Sje = 5 (Tjx + Tij) y Ak = 5 (T — Tij)-

1.3.5 Producto escalar o proyeccion de tensores de segundo orden

El producto escalar de dos tensores de segundo orden se efectda al aplicar el operador producto
punto entre ambos tensores y actiia sobre las dos direcciones de la base p mds préximas al operador,
una por cada uno de los tensores:

Tihn T, T3 Ui U U
T-U= pl'| T,y T T3 |p-pT| U Uxn U |p
131 T3 Ts3 Usi Uy Uss
1.3.20
Tin Tin Tz U U U ( )
= pl| Ty T Tz |[1]| Un Uxn Uy |p.
T3 Tz Ts3 Usi U Usz

El producto de la matriz unitaria [1] por la matriz [U] es idéntico a [U] y cada elemento de
la matriz producto [T][U] corresponde a la sumatoria de los elementos de una fila de [T] por una
columna de [U], como se muestra abajo:

3 3 3
Z TlPUpl Z TlpUpZ Z TlpUp3
p=1 p=1 p=1
3 3 3
T-U= pT Z T2pUpi Z TpUp Z 15,Up3 p
p=l1 p=1 p=1
3 3 3
Y TpUn Y. T5Up Y T3,Ups (13.21)
p=1 p=1 p=1

TipUpr TipUp2  TipUps

3 3 3 3
= Z p’ LUy TpUp TpUys | p= Z Z Z 6;6,T;pUp.
p=1 T3[7Upl EpUpz T3PU[’3 p=1j=1k=1

En el segundo renglén de la ecuacidn (1.3.21) se extrajeron las sumatorias en p, haciendo uso de
la propiedad de la suma de matrices, ecuacion (1.3.17). También se expresé el resultado en términos
de sumatorias, donde se debe conservar el orden de las diadas que indican las caracteristicas
vectoriales de las componentes del producto, es decir, el vector unitario & ; indica el primer caracter
vectorial del resultado, que corresponde al primer indice del arreglo matricial de [T], y el segundo
caracter vectorial corresponde al vector unitario & y al segundo indice del arreglo matricial [U].

1.3.6 Producto vectorial o rotacion de tensores de segundo orden

El producto vectorial de dos tensores de segundo orden se efectda sustituyendo directamente
las ecuaciones (1.3.2) y (1.3.3), con el operador producto cruz entre ellos:

Tiw T T3 Un U U
TxU= p'| Ty Ty D3 |pxp’| Uu Un Uy |p
Iy T3 Tx3 Usi U Uss
1.3.22
Ty T, Ti3 0 6; —-0» Un U Uss ( )
= pl'| Ty Tn T -6 0 6 Uy Uxp Us |p,

I3y T3 Tx3 6, -8, 0 Usi Uy Uss
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En el segundo renglén aparece el vector de Levi-Civita en su forma matricial tomada de la
ecuacién (1.2.8), que conduce, después de varias operaciones matriciales a

TxU=p" (§;M;+8:M,+8:M3)p=p" |pT | My ||p (1.3.23)

que representa un tensor de tercer orden, cuya base p de vectores unitarios se muestra explicitamente
en la ultima expresion. Los arreglos M,,; p=1,2,3, son:

T12Us1 = Ti3Ux1 TioUszo —Ti3Ux  Ti2Usz — Ti3Uns
M = | ToUs1 — 13Uz TnUsy — 13Uz ThoUsz — TozlUss
T3oUz1 — 33Uz T3Uzp — T33Unxy  T3oUsz — T33Uns

Ti3Un —TnUsi TizUp—TinUsy TizUiz — T Uss
M; = | TsUin — T Us1 TosUip —101Uzpy To3Uiz —101U33 (1.3.24)
33U —T31Us1 T33Up — 131Uz T33U13 — T31U33

111Uy —ToUnn TUxp —TioUny TiUxz — TioUss
M; = | 101U —ToUnn To1Uxp —TnUiy To1Uxs —ToUz |,
131Uz — 32U 131Uy — T3Ury T51Ux3 — T30Us3

los cuales son matrices de productos de las componentes de ambos tensores, que pueden expre-
R ik .
sarse, para el elemento general jk-ésimo, M}, de cada matriz, p = 1,2,3, como los menores del

determinante :

. T.2 T"‘;
M = TpUsi — TUy = 2 a

1 Jj2Y3k Jj3Y2k Uy Us ( )
M) = TpUy—TnUsp = — UJJ{ Uf; (b) (1.3.25)
M = TjUy —TpUy = s c

3 Jj1Y2k j2V1k Uy Uy ( )

Estos elementos, M{,k, tienen la estructura de menores de determinantes [3 x 3], es decir que j
33

indica las filas y k las columnas de los elementos de las matrices M, tales que M, = Z Z M{,k.
j=1k=1

Entonces, sustituyendo estos elementos y expresando las sumatorias afuera de los vectores, por
las propiedades de la suma de vectores y aplicando la base de coordenadas rectangulares, tenemos

finalmente:
_ 33\ -
Y Y My
=1k=1
33 ) 5 & &
TxU=p" |p"| )Y )} M p=YY&8;| Ty Tn Tj |8 (1.3.26)

~

Il
-

Il
_

J=1k=1 Uik Uy Uz

(g
M
3

~

Il
—
-~

Il

que corresponde a un tensor de tercer orden. La ecuacién (1.3.26), a semejanza de la ecuacién
(1.2.19) para vectores, es una representacion matricial para calcular el producto vectorial de
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dos cantidades tensoriales por medio de determinantes. Es importante conservar el orden de las
diadas unitarias y triadas unitarias, pues el término en & ;8,8 es, en general, distinto del término
en 8,88 ;. Cuando es cierto que los términos en las direcciones 8,818 ; son iguales a los términos
en las direcciones 8 ;88 decimos que existe simetria en el producto vectorial T x U.

Ejercicio 1.12 Indaga sobre posibles propiedades de antisimetria de los productos vectoriales de
dos tensores de segundo orden, es decir, si se satisface alguna de las igualdades, Ux T = —T x U
oU' xT! = -TxU. .

I Ejercicio 1.13 Encuentra la representacion matricial de los productos u-T, T-v, u x T, T x v.

Producto tensorial o atado de tensores de segundo orden

Este producto consiste en hacer el atado de ambos tensores, colocdndolos uno al lado del otro,
de manera que sus direcciones quedaran atadas ordenadamente, primero las del primer tensor, T, y
a continuacion las del segundo, U como ocurri6 con las direcciones del producto diddico de dos
vectores. Entonces, para los tensores:

3 3 3
TU=p"[Tlpp" Ulp=p " [TIAUIp =Y. Y Y Y 6,6,6/8,T;,Us,. (1.3.27)

j=1p=1lk=1g=1

Ejercicio 1.14 ;Cuadl podria ser una representacién matricial-vectorial de un tensor de cuarto
3 3 3 3

orden, tal como g = Z Z Z Z 0;8,010,1L;pkg, que es un tensor de viscosidad no-isotrépica
j=1p=1k=1g=1
con [3 X 3 x 3 x 3] = [81] componentes? n

Algebra de vectores y tensores en notacién indicial

El ejercicio anterior ilustra cémo la notacion matricial-vectorial se hace complicada conforme
las operaciones, aplicadas a entidades de mayor orden tensorial, se representan en la notacién
de matrices y vectores de la base explicitos. Hay varios recursos para simplificar la notacién, el
primero es evitar el uso explicito de la base p, lo cual da lugar a una representacidn, simplemente
matricial, llamada explicitamente matricial-no-vectorial. El segundo recurso es convertir todas las
operaciones a la notacién indicial, como en el dltimo término de la ecuacidn (1.3.27). Esto requiere
la definicion indicial del tensor unitario de Kronecker y del tensor de permutacién de Levi-Civita,
entre otros simbolos.* La notacién vectorial se simplifica con el uso de dos convenciones para
simplificar los términos: la convencion sobre indices repetidos y la convencion sobre indices
libres.

Representacion indicial de vectores y tensores cartesianos

En la seccién anterior hemos empleado el signo de sumatoria en la mayoria de los resultados,
para representar operaciones repetidas para las tres componentes de un arreglo o para los tres
vectores unitarios. En esta seccién vamos a sistematizar el uso de indices en el manejo de vectores
y tensores en coordenadas rectangulares.

“4La notacién indicial explicita es usada por Bird en un excelente Apéndice A, sobre las reglas del dlgebra y el cdlculo
de tensores cartesianos, mucho en el sentido de un lenguaje, como también lo aplicamos aqui.
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Representamos un vector en notacién indicial, coincidiendo con su representacién matricial en
la ecuacién (1.2.14), al compactar sus términos en una sumatoria, como se hace aqui:

3 3
u=Y 8u; yv=>y 8v; (1.4.1)
j=1 j=1

También, representamos un tensor en notacién indicial, compactando sus términos en una doble
sumatoria, como en la ecuacién (1.3.2):

3 3 33
T=Y Y 8;8TxyU=Y) ) 88U (1.4.2)
j=1k=1 j=1k=1

Existen equivalencias en notacion indicial, para todas las operaciones de vectores y tensores
efectuados en la seccién anterior, en notacidén matricial. Antes de indicar dichas equivalencias es
conveniente referirnos a la diversidad de notaciones que se emplean cominmente para representar
a los vectores y tensores, con diversos grados de compactacidn, que es el propdsito de la siguiente
subseccion.

1.4.2 Convenciones de indices repetidos y de indices libres

Ambas convenciones se utilizan para simplificar las notaciones de los vectores y los tensores, y
sus operaciones.
La convencién de los indices repetidos establece que

un término, en el cual un subindice aparece repetido, implica una sumatoria sobre dicho
indice, sin necesidad de escribirla explicitamente.

Entonces un vector u y un tensor T pueden escribirse, respectivamente, como:
u= 8ju.,- y T= 8j8ijk, (1.4.3)

donde, al estar repetido el indice j del vector u, se sobreentiende la sumatoria en j desde 1 hasta
3. De la misma manera, en el tensor T, los indices j y k se encuentran repetidos, por lo que
se sobreentiende una sumatoria sobre cada uno de estos dos indices, sin necesidad de expresar,
explicitamente, dichas sumatorias.

Cuando utilizamos la convencién de indices repetidos, si por alguna razén existe un indice

repetido que no implica su sumatoria de 1 a 3, debemos indicar explicitamente que la convencién
3

no aplica a dicho término. Por ejemplo el término Tj; tiene el significado de Z T;j; siseusala
J=1
convencidn de indices repetidos, pero significa 7i;, 7>, o T33 si se hace explicito que en ese caso
no se aplica dicha convencion.
La convencion de indices libres implica un grado mas de compactacién de la notacion indicial,
pues establece que, ademads de que los indices repetidos implican sumatorias,

en un término, en el cual aparecen indices no repetidos, llamados indices libres, cada indice
libre equivale a la direccion de un elemento vectorial.

Asi, bajo la convencién de indices libres, la ecuacién (1.4.3) darfa:
u=u;y T:TJ]( (144)
Un ejemplo donde ambas convenciones encuentran aplicacién simultdnea, seria la expresién

del producto escalar u- T, donde tenemos:

3 3 3 3 3
u-T= Z Z Z(8j~5p)5kuijk = Z Z SijT/k = 8kujT,k = Lthjk. (1.4.5)
j=1k=1

j=1p=1lk=1
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Aqui, cada igualdad est4 relacionada con la aplicacién de una operacién o una convencion, asi,
a partir del producto escalar en la notacion de Gibbs, u- T, tenemos que:

1. Primera igualdad.-Se representa el producto escalar en notacién indicial: El producto
escalar u- T se representa sustituyendo los factores a partir de las ecuaciones (1.4.1) y (1.4.2).
En esta sustitucion es importante que los indices de los factores no coincidan los de uno
con los del otro (pues indicarian ya una suma sobre el indice repetido, la cual al inicio no
existe). Por ello se ha cambiado el primer indice de T del indice j que tiene en la ecuacién
(1.4.2) al indice p, que no coincide con algin indice que esté siendo usado. El indice se
cambia tanto en el vector unitario & i ) p como en la componente del tensor Tj; — Tp. El
operador producto escalar o proyeccién queda ubicado entre el vector unitario del vector u'y
el vector unitario de la primera direccién del tensor T, agrupandolos, por conveniencia, con
un paréntesis.

2. Segunda igualdad.-Se efectiia el producto escalar, notando que las proyecciones (8- 8,)
aportan un factor de 1 si j = p, y aportan un valor de cero si j # p. Por lo tanto, la doble
sumatoria en j y en p se reduce a una sola sumatoria, aquella donde los factores o coeficientes
valen 1, pues los otros tienen un valor de cero. Esta puede ser, indistintamente, la sumatoria
en j o la sumatoria en p. Hemos elegido la primera y, consecuentemente, hemos cambiado el
primer indice de Ty a Tj.

3. Tercera igualdad.-Se aplica la convencion de suma sobre indices repetidos, eliminando
los simbolos de las sumatorias. En el resultado se repiten ambos indices, j y k, el dltimo se
repite considerando la direccién unitaria 8. Ambas sumatorias eliminadas se sobreentienden
por estar sus indices repetidos.

4. Cuarta igualdad.-Se aplica la convencion de indices libres: el indice no repetido, k, indica
que, en este caso, la segunda direccién del tensor T queda libre, es decir, tiene caracter
vectorial. Ya no es necesario escribir el vector unitario & que indica dicho carécter vectorial.

En la practica, los pasos intermedios son pasos mentales y utilizando las dos convenciones de
indices libres y repetidos, podemos expresar, directamente, la igualdad u-T = ;7. Conviene
enfatizar que el orden de los factores si cambia el producto, excepto si T es un tensor simétrico,
pero en generalu-T # T -u.

Ejercicio 1.15 Demostrar que u-T = T -u si T es simétrico y que T es simétrico si T =T, o
en notacion indicial, T es simétrico si Ty, = Tj;. n

Tensor delta de Kronecker y tensor de Levy-Civita

En la representacién indicial, el tensor delta de Kronecker se escribe §; significa la proyeccién
de los vectores unitarios en si mismos, corresponde al objeto resultante de la aplicacion del producto
escalar a la base p y equivale a la matriz unitaria, ecuacién (1.2.6), donde también:

1 sij=k,

pT =88, =[1]=68; =
p-p j 0k =[1] =05 0 sijik

(1.4.6)

De manera similar, el tensor de Levi-Civita se relaciona con el simbolo de permutacion &;j,
significa la rotacion de los planos coordenados unitarios y corresponde a la aplicacion del producto
vectorial a la base p, de modo que:

1 siijk— 123, 231, 312,
pxp'=8;x8;=[€l=gp=< -1 siijk— 321,213, 132, (1.4.7)
0 sii=j,j=kok=1i.
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Las principales propiedades que relacionan los tensores de Kronecker y de Levi-Civita, consi-
derando la notacién de indices repetidos e indices libres, son:

& jk€kim = it Ojm — OimOji (1.4.8)
y

& jkEkjm = —20im (1.4.9)
I Ejercicio 1.16 Demuestra la igualdad (1.4.9) a partir de la propiedad (1.4.8). "

Producto vectorial de dos tensores

La rotacién en el plano generado por dos direcciones de dos tensores de segundo orden, como
los definidos en la ecuacién (1.4.2), se realiza aplicando el operador de producto vectorial y se
ha realizado utilizando la notacién matricial-vectorial en la subseccién 1.3.6, cuyo resultado es la
ecuacion (1.3.26), que en una notacién mixta se expresa como:

303 6, 6, &3 6, 6, 63 6, &, 63
TxU=) Y 8;| Ty Tp Tp |8x=8;| Tn Tp Tp |8k=| Ty Tp T
j=1k=1 Ui Ux Ui Ui Uy Usi Ui Uy Usi
(1.4.10)

La primera igualdad representa el resultado obtenido en la ecuacién (1.4.2). El lado derecho de
la segunda igualdad aplica la convencién de indices repetidos y observamos que hay una triada de
vectores unitarios: 8|8, 8>, o 83|08y, indicando con esta representacién que el segundo vector
estd dado en la evaluacién del determinante por menores, con respecto a la primera fila, ocupada
por los vectores de la base. En el lado derecho de la tercera igualdad hemos eliminado los vectores
unitarios 8; y &y, ya que el primer indice de T}, y el segundo de U, son indices libres y equivalen,
por lo tanto, a componentes de vectores en esas direcciones. Llamamos mixta la notacién del
ultimo determinante porque una direccidn, que es la segunda, todavia aparece explicitamente en
los vectores unitarios de la primera fila del determinante. La representacion del producto vectorial
como un determinante es muy facil de recordar y muy sencilla de efectuar. Existe otra forma de
llegar al resultado completo en la notacion indicial. Sabiendo que el producto afecta los dos
caracteres vectoriales méas cercanos, es decir, las columnas de T y las filas de U, y considerando
la definicién del tensor €, ecuacién (1.2.8) y su aplicacién en la ecuacién (1.4.7), aplicando las
convenciones de suma y de indices libres, tenemos:

T x U = Tji€ipmUpt, (1.4.11)

que tiene tres indices libres: m, jy k y representa, correctamente, un tensor de tercer orden. Asi,
evaluemos, como un ejemplo el caso de m = 1,, es decir, la componente [T x U] jix. Los términos
de g distintos de cero son dos: €31 = 1y €71 = —1, de modo que el término

Tz Tj

=M (1.4.12
U Usi ! ( )

[T x Ul jix = Tjp&31U3 + Tj3301Uni = TpUs — T3Usi = ‘

ver ecuacioén (1.3.25)(a). Por otra parte, podemos calcular el coeficiente de 8; en la ecuacion
(1.4.10), es decir, calcular el menor del primer elemento de la primera fila, de donde resulta que

Tp, Tp

81[T XU]jlk = 81 U2k U3k

= &M/, (1.4.13)
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con lo cual comprobamos que la forma indicial (1.4.11) equivale a la forma mixta (1.4.10) y
podemos establecer la igualdad:

6, 6, &;
TxU=|Ty Tn T3 |=Ti€pmUpn. (1.4.14)
Ui Ux Uz

Ejercicio 1.17 Encontrar la componente 83[T x U] 3, y compararla con 83T x U] 3 y con
83 [TT X U]j3k- n

1.4.5 Productos miultiples de dos tensores

El producto escalar de dos tensores de segundo orden, ecuacion (1.3.21), tiene doble caracter
vectorial, que se hace explicito en los vectores unitarios 8 ; &, en tanto que el producto vectorial
entre dos tensores de segundo orden, ecuacién (1.3.26), tiene triple cardcter vectorial, explicito en
los vectores unitarios 8 ;|8 0 8, 0 §3|8,. Ambos casos son susceptibles, por lo tanto, de aplicarles
nuevamente un operador producto escalar o vectorial, entre dos de sus direcciones, como haremos
a continuacion.

Doble producto escalar

Definimos el doble producto escalar de T y U a la aplicacion del producto punto al resultado de
(1.3.21), es decir:

3 3 3 3 3 3 3 3
T:U=) Y Y (8;-80T;Upc=3 ¥ ) 8iTjpUpic =}, ¥ TipUpic = TipUpi (1.4.15)
p=1k=1j=1 p=lk=1j=1 p=1k=1

Esta segunda aplicacién del operador punto se ha realizado sobre los dos vectores remanentes
del producto punto efectuado previamente.

Si efectuamos las operaciones solamente usando la representacion indicial compacta, el primer
producto punto que ha sido efectuado corresponde a la igualdad T - U = T;,U . La aplicacion del
segundo producto punto corresponde, entonces, a la aplicacién del tensor delta de Kronecker, en
este caso Ojk, para conservar sélo los términos cuando j = k y eliminar aquellos cuando j # k, lo
cual equivale a eliminar la sumatoria en j y cambiar el indice j por el indice k, o viceversa, es decir:

T:U:5jk7}pUpk:TkpUpk' (1.4.16)

Para la aplicacién sucesiva de productos escalares y vectoriales, entre dos objetos tensoriales de
Ordenes m y n, seguiremos una

Definicién 1.4.1 — Regla de anidamiento. Regula la aplicacién de los productos multiples
entre dos objetos tensoriales, situados a los lados de una columna de operadores producto y
consiste en la aplicacion del producto en la posicién inferior de la columna a los dos indices
libres més cercanos, uno de cada uno de los dos objetos, y continua la aplicacion de los productos
en orden ascendente.

Podemos comprobar que dicha regla coincide con la convencién que hemos usado, que se
refiere a la actuacion de los operadores vectoriales sobre los dos vectores mds cercanos al operador,
un vector a cada lado del operador. Asi, en el resultado de la ecuacién (1.4.15) o la (1.4.16),
podemos notar la aplicacion del primer producto punto en la presencia de los dos indices p, que
son iguales y ocupan las posiciones mds cercanas entre los dos tensores T y U. A continuacién se
encuentra el indice k, que corresponde al segundo producto escalar. Este indice también se repite
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en los dos tensores T y U, de acuerdo con esta regla de anidamiento, cuya segunda caracteristica
es que procede de manera ascendente, es decir que el primer producto, que se efectia entre los
indices mds cercanos, es el que ocupa la posicién inferior de la columna de operadores; luego
sigue el segundo operador en sentido ascendente, que se efectia sobre los siguientes dos indices
libres del anidamiento y asi sucesivamente, con los operadores ordenados de manera ascendente
y los vectores o indices libres mds cercanos a la columna de los operadores entre los dos objetos
tensoriales.

Ejercicio 1.18 Sea y un tensor de cuarto orden y T un tensor de quinto orden. Expresar el

producto p : T en notacién indicial e indicar de qué orden es del objeto tensorial resultante. =

Doble producto mixto punto-cruz
Definimos el doble producto mixto punto-cruz de dos tensores de segundo orden Ty U a la
aplicacién del producto vectorial al resultado de (1.3.21), es decir:

3 3 3 3 3 3
T U=Y Y Y& x8)T,Un=Y ¥ Y €inTjpUpk = €jinTjpUpi. (1.4.17)
p=lk=1j=1 p=lk=1j=1

El resultado de este producto punto-cruz es un vector, que surge de la rotacion efectuada por el
producto cruz; es decir, tiene caracter vectorial, puesto que el tnico indice libre en el resultado es
m. Podemos comprobar que este producto cumple la regla de anidamiento.

Dobles productos mixtos cruz-punto
Definimos el doble producto mixto cruz-punto de dos tensores de segundo orden Ty U a la
aplicacién del producto escalar anidado al resultado de (1.4.14), es decir:

6, 6, 63
TxU = 6jk T] TJ TJ = Tkigimepk = gimekiUpk~ (1.4.18)
Uik Ux Usk

Como el resultado es un vector, ya que el unico indice libre es m, la posicion del factor &;,,
deja de ser importante, puesto que hay sumatorias implicitas para todos los demds indices, que son
repetidos. Esto ha sido tomado en cuenta al proponer la dltima igualdad.

Sin embargo, ya que el producto vectorial de la ecuacion (1.4.14), que es el punto de partida,
tiene triple caracter vectorial, puesto que sus indices libres son j,m y k, existen otras dos posibili-
dades de efectuar productos entre dos vectores, las cuales no cumplen la regla de anidamiento.
En la primera, el producto punto se efectua entre la primera direccion del primer tensor (direccion j)
y la direccidn del vector axial que resulta del producto vectorial efectuado previamente (direccion
m), por lo que localizamos el producto punto entre estos dos objetos, en la notacién de Gibbs:

T -xU= 5jm7}'i€imepk = EipjTj,'Upk. (1.4.19)

En la segunda forma de un producto que no cumple con la regla de anidamiento, el producto
punto se efecttia entre el vector axial que resulté del producto vectorial efectuado antes (direccién
m) y el cardcter vectorial del segundo subindice del tensor U (direccién k). Entonces:

Tx-U= 6kaji8imepk = eikajiUpk- (1.4.20)

Ejercicio 1.19 Suponiendo que las direcciones de T y U son polares, convéncete de que el
resultado del producto cruz-punto, ecuacion (1.4.18) es un vector axial. n
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Ejercicio 1.20 Si las direcciones de T y U son polares, (cudl es la naturaleza axial o polar de
los vectores resultantes de los dobles productos no-anidados, dados por las ecuaciones (1.4.19)
y (1.4.20)? "

Ejercicio 1.21 Encuentra el vector diferencia d entre los vectores que resultan de las ecuaciones
(1.4.17) y (1.4.18) y exprésalo en notacién de Gibbs, con un solo producto vectorial. Definimos

d=T U-TxU. 5

Ejercicio 1.22 Encuentra el vector diferencia d’ entre los vectores que resultan de las Ecuaciones
(1.4.19) y (1.4.20) y exprésalo en notacién de Gibbs, con un solo producto vectorial. Definimos
d=T -xU-Tx-U. .

Doble producto vectorial

Partiendo nuevamente del producto vectorial de dos tensores de segundo orden, ecuacién
(1.4.14), efectuaremos una segunda aplicacion de producto vectorial, siguiendo la regla de anida-
miento:

) 8 & &
TxU= Ejks Tj Tj Tj = gjksTjigimepk = gjkAvgipmz}iUpk- (1421)
Uik U Usi

El resultado tiene dos indices libres, s y m, que corresponden a los dos vectores axiales que
representan las rotaciones indicadas por los dos productos vectoriales.

Producto escalar del doble producto vectorial de dos tensores de segundo orden
Podemos efectuar la contraccién de los dos vectores axiales que resultan de los dos productos
vectoriales de la ecuacion (1.4.21). No es posible realizar esta aplicacion siguiendo la regla de
anidamiento, ya que con los dos productos vectoriales previos se han agotado los indices de ambos
tensores. El producto punto por efectuar se debe aplicar entre los dos vectores existentes, que son
resultados de las rotaciones previamente aplicadas. Siguiendo la convencién de que los productos
se indican situando su simbolo entre los dos vectores a los cuales se aplica, expresamos el producto
escalar del doble producto vectorial de dos tensores de segundo orden como la aplicacion del
producto punto al resultado de la ecuacién (1.4.21), que tiene doble caracteristica vectorial:

« 6, & &
TxU= 5smgjks T] T] T] = 5sm8jksTji£imepk = 8jkmgimejiUpk- (1.4.22)
Uik Ux Usk

El resultado de este producto multiple es un escalar, que es caracteristico de los tensores
originales T y U.

Ejercicio 1.23 Utilizando la propiedad (1.4.8), desarrolla el resultado de la ecuacion (1.4.22) y
expresa su resultado en la notacién de Gibbs. "

Invariantes de vectores y de tensores de segundo orden

En la subseccién 1.3.2 encontramos las reglas de transformacién de los vectores y tensores de
segundo orden, ante las rotaciones de los planos coordenados. Las reglas encontradas, mediante el
uso de la matriz de los cosenos directores [C] nos permiten caracterizar los objetos fisicos llamados
vectores y tensores, los cuales, en principio, se representan en la notaciéon de Gibbs, la cual no
esta asociada a sistema coordenado alguno. La existencia fisica de estos objetos, los vectores y
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los tensores, a los cuales podemos incorporar los escalares como la temperatura, son cantidades
cuyo tamaiio no depende de la eleccion del sistema coordenado que se establezca para facilitar su
andlisis. En esta subseccion indagamos sobre el significado de la palabra tamarfio en los casos de
los vectores y los tensores de segundo orden. Es importante enfatizar que para precisar la nocién
de tamaiio, se requiere la definicién de un espacio topologico, donde esté definido el concepto
de distancia entre dos puntos mediante alguna norma, como ocurre en el espacio euclidiano E>, que
por ello ha sido elegido para todo nuestro desarrollo de los flujos.

Invariante de un vector
El tamaiio de un vector significa su magnitud, es decir, la longitud de la flecha en la
representacion geométrica. Entonces la magnitud del vector permanece invariante ante la
rotacion del sistema coordenado. Todos los vectores (con un sentido fisico) satisfacen esta
condicién, puesto que no dependen del sistema coordenado que les asociemos para su estudio.
Podemos representar vectores paralelos a u mediante un factor escalar A y un vector unitario v
en la direccién de u, de modo que podemos establecer el problema de valores propios:

(u—Av)-u=0, (1.4.23)

que tiene solucién si ju — Av|? = 0. En coordenadas cartesianas esto corresponde a la ecuacién
caracteristica:

(" =AVIT) p-pT ([u] = A[V]) = [u— V] [1]fu— AV]

3 (1.4.24)
=u—Av]"u—Avl=Y (uj—Av;)> =0,
j=1
cuya forma polinomial en A es
3 3 3

Y ;=24 ujvi+A*Y vi=0, (1.4.25)

= j=1 j=1
la cual puede expresarse como:

A2 =21 (u-v)+u)* =0, (1.4.26)
cuyo discriminante es cero y cuya dnica solucién es

A=u-vEy/(a-v)2—|uf=u-v=u (1.4.27)

como era de esperarse desde que se propuso el problema de valores propios, en la ecuacién (1.4.23),
ya que vV =u/|u|. Sin embargo, hemos abordado el problema de valores propios para los vectores,
con el propdsito de mostrar el razonamiento del método en el caso mas sencillo, que a continuacién
serd aplicado a los tensores de segundo orden. Hemos mostrado que los vectores tienen un solo
invariante, que es el médulo del vector, el cual se puede escribir de modo que u = uv, donde

u=ul=u-u

Invariantes de un tensor de segundo orden

El tamafio de un tensor de segundo orden tiene tres aspectos, relacionados con (1) el tamafio del
primer carécter vectorial, (2) el tamafio del segundo cardcter vectorial y (3) la superficie generada
entre estos dos caracteres vectoriales.

Estos tres invariantes son cantidades escalares que se generan exclusivamente a partir del objeto
tensorial. Es posible ver que existen tres invariantes independientes y un conjunto infinito de
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combinaciones de estos invariantes, que resultan en nuevos invariantes, de modo que es importante
localizar tres invariantes independientes, en el caso de un tensor de segundo orden. En general, un
tensor de orden n tiene 3"~ ! invariantes. Por ello, un vector, considerado un tensor de orden uno,
tiene un solo invariante y un tensor de orden 3 tiene 33~1) = 9 invariantes.

Hay una teoria general de los invariantes tensoriales basada en encontrar tres invariantes de un
tensor de orden dos, que podemos llamar invariantes principales, encontrando aquellas direcciones
en las que la proyeccion del tensor coincide con la del vector en el cual se proyecta. Esto se elabora
al considerar que la proyeccién del tensor de segundo orden en un vector cualquiera resulta en un
vector, es decir que T -u = v, y que es posible encontrar vectores v que coincidan en direccién con
u, es decir que v = Au, donde A es un escalar que modifica la magnitud de v con respecto a la de u,
conservando la direccién de u. Es decir, que A =v-u/ ]u\z. Supongamos que existen vectores que
satisfacen esta condicién. Entonces podemos escribir, en notacién indicial compacta:

Tjkug = A8juy, o igualando a cero, (Tjx—Adjx)ux = 0. (1.4.28)

Esta ecuacidn tiene solucion solo si su determinante es igual a cero, es decir, si

Tu—A Tip T13
det(Tjk — ASjk) = T T —A T3 =0, (1.4.29)
T3 Ty, Tiz—A

que corresponde a la ecuacion caracteristica:
M +LA+bhA+1 =0, (1.4.30)
cuyos coeficientes son:

L= T +Txn+Txs,

L= Tn Tx n Ty Ty Ty T3
Tz T33 T, T Tz 7133 (1431
Tw T T3

L= | Ty Tn 13
151 T3 Ts3

Los valores de estos tres coeficientes no dependen de la eleccion del sistema coordenado y
son, por lo tanto, invariantes a la rotacién de los sistemas coordenados. Con estos tres invariantes
podemos formar un conjunto infinito de otras cantidades invariantes que son combinaciones de
estos tres invariantes principales.

Ejercicio 1.24 Elaborar el problema de valores propios de un tensor de segundo orden en la
notacion matricial vectorial. ]

Ejercicio 1.25 La cantidad escalar T : T es un invariante del tensor T. Encuentra su equivalencia
en términos de los invariantes principales. "

Ejercicio 1.26 La proyeccion de dos rotaciones anidadas de un tensor de segundo orden T es el
X

producto escalar del doble producto vectorial del tensor dado: T x T. Escribe este producto en
funcién de los invariantes principales. "
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Ejercicio 1.27 El producto miiltiple (TxT) x -T es un escalar, puesto que el resultado de los
productos en el paréntesis es un vector axial, cuya rotacion con el primer vector del tercer tensor
T se proyecta, finalmente en la direccién del segundo vector del mismo tensor. (1) Expresa este
producto multiple en notacidn indicial compacta y en funcién de los tres invariantes principales.
(2) Escribe el resultado en notacién de Gibbs. (3) Demuestra que el resultado es cero si T es
simétrico. "

Derivacion de funciones y campos tensoriales

En esta seccion nos referimos a los objetos matemdticos que estamos estudiando, con un nombre
general: tensores; ya que podemos pensar que un tensor, en el espacio £, es un objeto con 3"
componentes, donde n > 0 es un nimero entero. Los tensores en sus representaciones en sistemas
coordenados rectangulares son conocidos como tensores cartesianos. En estas representaciones se
estudian, generalmente, las propiedades de invariancia ante la rotacion de los sistemas coordenados.
Los tensores tienen un conjunto de 3"~! cantidades escalares invariantes, para n > 1. Por ejemplo,
un escalar es un tensor de orden cero y es invariante a las rotaciones de los sistemas coordenados.
Un vector es un tensor de orden n = 1 y hay, en general, tensores de orden n, entre los cuales, en
este libro son muy frecuentes los tensores de orden n < 2.

Funciones y campos con sus derivadas
Funciones tensoriales

Una funcién tensorial de un argumento escalar es una regla que asocia un valor tinico
a un tensor T para cada valor dado al escalar 7. Dicha funcién tensorial se representa por el
simbolo del tensor asociando el argumento entre paréntesis, es decir T(z).

Vamos a suponer que las funciones tensoriales que utilizamos son continuas y sus derivadas
son continuas, a menos que se indique lo contrario. Decimos que una funcién es continua para
un valor dado de su argumento ¢, si al considerar un pequefio incremento (positivo o negativo) del
argumento, Az, resulta que, en el limite:

lim T(t + At) —T(t) = 0. (1.5.1)
At—0

Definimos la derivada de una funcién tensorial T(7) como la nueva funcion tensorial, que es
del mismo orden que T:

ar - T(r+Ar)—T(z)

s

dt A0 At
Campos tensoriales

Sea x el radiovector de posicién de un punto cualquiera, con respecto al origen de un sistema
coordenado dado, en una regién ¥ C E>. Un campo tensorial es una regla que asocia un valor
tnico de un tensor T a cada punto x de cierta regiéon 7.

También suponemos que los campos tensoriales que utilizamos son continuos y sus derivadas
con respecto a las coordenadas del espacio son continuas, a menos que se indique lo contrario.
Decimos que un campo tensorial es continuo en un punto dado X, si al considerar un pequefio
cambio del radiovector, Ax, resulta que, en el limite:

lim T(x+Ax) — T(x) = 0. (1.5.3)
Ax|—0

(1.5.2)

La derivada parcial de un campo tensorial T(x) con respecto a la coordenada x;, manteniendo
constantes las otras dos coordenadas, es el nuevo campo tensorial del mismo orden que T:

aT _ iy YO A ) — T, x)
ox; v, A0 Ax;
J

; para j=1,2,3. (1.5.4)
k#j
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Operador vectorial nabla
Consideremos ahora el vector formado por las tres derivadas parciales, con respecto a las tres
coordenadas rectangulares del espacio, x;, para j = 1,2,3, de modo que definimos el vector nabla
como:
d
dx1

_or| 2| o(2 2 2
V_p 87)62 N 8x1 &xz aX3 P (155)

d

ox3

donde es importante destacar que, en coordenadas rectangulares, la base cartesiana p no
depende de la posicion, p # p(x), por este motivo es cierta la segunda igualdad de la ecuacién
(1.5.5), ya que en su caracter de operador diferencial, el operador nabla actiia sobre el campo
tensorial que se escribe inmediatamente a continuacion de nabla, o sobre el conjunto de campos
agrupados en un paréntesis a continuacion del simbolo V. Asi mismo, en su caracter vectorial,
nabla actia sobre los elementos tensoriales adyacentes, de acuerdo con las reglas del algebra
vectorial. También se transforma, ante la rotacion del sistema coordenado, siguiendo la regla de los
vectores. En la ecuacidn (1.5.5), el simbolo nabla es independiente de cualquier sistema coordenado,
es la notacién de Gibbs. Las siguientes dos igualdades se refieren a la notacion en coordenadas
cartesianas y son totalmente equivalentes.

Si realizamos una rotacion del sistema coordenado cartesiano al nuevo sistema p’, podemos
expresarlo como:

9 2 2
axll 8x1 8x1
dJ d J
'v=V1=| == |=p"p"| = |=[C| = |, 1.5.6
P VIi={ o3¢ |=PP | o5 I 5 (15.6)
) 9 9
87)5’3 0x3 ox3
0 en notacién matricial compacta, como [V’] = [C][V]. Las primeras dos igualdades de la ecuacién

(1.5.6) representan la conversioén del operador nabla, no asociado en un principio a sistema coorde-
nado alguno, a un sistema coordenado rectangular, el sistema p’. Las siguientes dos igualdades
representan las operaciones que se efectian en coordenadas rectangulares, cuando el vector nabla
se encontraba ya representado en el sistema coordenado anterior, p.

Gradiente de un campo escalar

Sea ¢(x) un campo escalar que, debido a su propiedad de ser un campo continuo, el lugar donde
¢(x) = C, siendo C una constante, es una superficie que llamamos superficie de nivel. Si el campo
¢ es una funcién potencial, tal como un potencial térmico, quimico, eléctrico o0 mecdnico, entonces
las superficies de nivel se entienden como superficies isopotenciales o superficies equipotenciales,
por ejemplo en un campo de temperatura 7 (X), el lugar de temperatura constante 7' (x) = Tp es
una superficie isotérmica y en un liquido en reposo, la superficie donde la presion es atmosférica
p(X) = pam determina la superficie del liquido, que es una superficie isobdrica. Hay también
superficies isocoricas, superficies isoeléctricas (de potencial eléctrico constante) y superficies de
isoconcentracion (de potenciales quimicos constantes).
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Dando distintos valores a la constante C obtenemos una familia de superficies de nivel las
cuales no intersectan, pues si lo hicieran, el campo escalar ¢ tendria dos valores distintos en el
mismo punto. Estas superficies sirven para caracterizar geométricamente al campo ¢, ya que, donde
las superficies de nivel se acercan unas a otras, se tiene una regién de grandes cambios de ¢, en
tanto que donde dichas superficies se alejan unas de otras, el cambio de ¢ es pequefio.

Cuando aplicamos el operador nabla, V, al campo escalar ¢(x), el resultado es un vector que
Ilamaremos el gradiente de ¢:

29
8x1

oL dp  Jo
= T —_— = f—_— = —
Vo=p 7 S, 2%, = ax) (1.5.7)

99
0x3

aplicando la convencién de suma en la pentltima igualdad y la de indices libres en la dltima.

Ejercicio 1.28 Sea |V¢| el médulo del gradiente de ¢, expresado en la ecuacién (1.5.7).
Efectuando una rotacién del sistema coordenado, demuestra que V¢ es un vector. "

Derivada direccional

Sea s(x) una curva en el espacio y sea @(x) un campo escalar. Definimos un vector unitario en
un punto dado de la curva, como el vector:

dx
s ( )
y definimos la derivada direccional del campo ¢(x), como:
d
@ _v.ve. (1.5.9)
ds

En particular, uno puede encontrar las derivadas parciales de ¢ eligiendo los vectores unitarios
de la base p como las direcciones de la curva s(x), asi por ejemplo, si V = 83, tenemos que:
de ¢
— =65-Vo=—. 1.5.10
s 3-Vo s ( )
Consideremos también que la curva s; (x) se traza sobre una superficie equipotencial, donde
¢@(x) = C, en cuyo caso V = T es tangente a dicha superficie y
d
9@ 1 .Vo—1,-VC=0. (1.5.11)
dS]
Ahora tracemos otra curva s,(x) sobre la misma superficie equipotencial, de modo que intersecta
ortogonalmente la primera curva en el punto xg. Como ambos vectores T; y T estan en el plano
tangente a la superficie de nivel y ademds 7, - T, = 0, Existe all{ un vector unitario n = T X Ty,
que es normal a la superficie equipotencial, tal que
do
Ty = Ve =n|[Ve|cos(n, Vo) = V], (1.5.12)
es decir que, si sobre el plano tangente a una superficie de nivel la derivada direccional es cero,
sobre la direccién ortogonal a esta superficie la derivada debe ser maxima, lo cual ocurre cuando
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son paralelos el vector unitario normal y la direccién del mayor cambio de la funcién ¢. Esta
ecuacion indica que la direccidn del gradiente es ortogonal a las superficies equipotenciales, es
decir que en un sistema coordenado local, formado por {7}, T,n}, orientado por la regla de la
mano derecha, la direccion del gradiente de ¢ es la direccién normal a las superficies de nivel o
equipotenciales y apunta en la direccién del mdximo incremento de ¢.

Divergencia de campos tensoriales

La divergencia de un campo vectorial es el flujo neto local en cualquier punto. Como es un
producto punto, corresponde a la eliminacion de dos caracteres vectoriales. Se desarrolla al aplicar
el operador de producto punto entre el vector nabla y el campo vectorial:

ui U
divu:v-u:<a i a)p-pT 0 :<a i 3)[1] 0

dx; dxy Ix3 dx; dxy dx3
u3 u3
(1.5.13)
o 9 9 “ Juy  duy  Jus
=\ 5— 75— w |=5—+5—+5—.
8x1 8x2 8X3 8x1 8x2 aX3
Rotacional de campos tensoriales
Corresponde al producto vectorial del operador nabla por el vector o tensor:
rotu=Vxu 0o 9 9 xpT ” 0o 9 9 €] 0
8x1 sz 8X3 P p 2 8x1 8x2 8)63 2
u3 us
8, & 63
_| 9 9 9
N 8x1 sz 3)63
ui un us
1.5.14)

1.5.6 Gradiente de campos tensoriales

Cuando nabla es aplicado al campo tensorial T de orden 7, genera un nuevo campo
tensorial de orden n + 1:

ar
8x1

oT d od 0
_ _nT i - - = _~
grad T=VT=p" | <8x1 P ax3> pT, (15.15)
o
0x3

donde el primer caricter vectorial es del gradiente. El operador gradiente indica la direccion del
incremento médximo del primer cardcter vectorial de un tensor, asi como su magnitud local. Estas
dos caracteristicas de la direccién y la magnitud de cambio del vector mds cercano a la derecha del
operador gradiente producen un nuevo campo vectorial, al ser aplicados a un campo vectorial. Asi,
el gradiente aplicado a un campo escalar es un campo vectorial; aplicado a un campo vectorial es un
campo tensorial de segundo orden; aplicado a un campo tensorial de segundo orden da uno de tercer
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orden y asi sucesivamente, siempre actuando sobre el cardcter vectorial més cercano, a la derecha
del operador gradiente. El efecto de un paréntesis es el de indicar que dicho operador se aplica a
todos los términos dentro del paréntesis, y en cada uno de ellos se aplica sobre todos los factores,
siguiendo las reglas de derivacién de la suma de los términos y del producto de los factores. 3 En las
tres dltimas subsecciones hemos aplicado el producto escalar, el producto vectorial y el producto
tensorial o diddico, que en términos funcionales hemos nombrado como proyeccién, rotacion y
atadura, del operador V, a los campos tensoriales, que incluyen como sus casos de orden mas bajo
a los escalares y a los vectores.

Ejercicio 1.29 Comprobar el caracter tensorial del gradiente de un vector, Vu y del gradiente
de un tensor de segundo orden VT, Efectuando rotaciones del sistema coordenado. "

Laplaciano y otros operadores de segundas derivadas

Los operadores de segundas derivadas corresponden a una segunda aplicacién del operador
nabla, con el propdsito de proyeccién, rotacion o atadura, a los campos vectoriales que ya han
sido derivados y constituyen, por lo tanto, nuevos campos vectoriales de divergencias, rotacionales
o gradientes de algin campo original. El tnico operador diferencial que puede aplicarse a un
campo escalar es el gradiente, pero los tres operadores: divergencia, rotacional y gradiente, pueden
aplicarse a los campos vectoriales y tensoriales. Esto ocurre en todos los niveles de aplicacién
de la derivacion. Asi, para un campo escalar ¢(x), cuya primera derivada es V¢, como segundas
derivadas, podemos aplicar los tres operadores: divergencia, rotacional y gradiente, resultando:

V.Vp= divgradgp =V?¢
VxVo= rotgradgog =0 (1.5.16)
VVe = grad grad ¢.

Por otra parte, la primera aplicacion de nabla a un vector u nos da: (1) un escalar en la aplicacién
de la divergencia de u; (2) un vector en la aplicacion del rotacional de u y (3) un tensor en la
aplicacion del gradiente de u. De modo que, en segunda derivacion, al escalar V -u sélo es posible
aplicar el gradiente, en tanto que a V x u, asi como a Vu, es posible aplicar los tres operadores

SEs importante no confundir el orden de los factores de un campo vectorial. Hacerlo puede conducir a un error
frecuente, cuando se utiliza un tensor antisimétrico o la parte antisimétrica de un tensor que implica al vector nabla.
Por ejemplo, el gradiente de un campo vectorial como Vv se puede representar como la suma de su parte simétrica
S= %(Vv +VvT) y su parte anti-simétrica A = %(Vv —VvT), donde es cierto que Vv = S+ A. Sin embargo, en la

Vi
ox;

después dx;, pero cuando sustituimos este término, tanto en la parte simétrica como en la antisimétrica del tensor Vv

escribimos:
1 av,» adv; 1 8v,< av;
S = — J A== _ 2.
Y 2 (8xj + Bx,-) y l‘] 2 (8xj ax,-

Estas expresiones, bajo las convenciones que hemos establecido, contienen un error y, cuando las encontramos, deben
ser entendidas bajo una convencion distinta sobre la definicién del operador gradiente de una entidad tensorial o
vectorial, (ver Slattery, 1999, pag. 658, ecuacién A.6.1-4) puesto que, siguiendo nuestra regla del orden de los factores,

notacién indicial, descuidadamente podemos expresar la equivalencia Vv = , porque primero escribimos dv; y

T Vi . . . . . .
dada la forma indicial Vv = =, el primer carécter vectorial es el de V, es decir, V j Y el segundo cardcter vectorial

dx
J
es el de v, es decir, v;. Entonces, lo que hemos expresado correctamente son las componentes Sj; y A j;, pues la forma
8vi d Vi
E el término ji-ésimo, es decir: [Vv];; =V v; = E El error no
. . o i . e i
tiene consecuencias para la parte simétrica, porque S;; = S;, pero las tiene para la parte antisimétrica porque A;; = —A ;.
Esta observacion debe considerarse cuidadosamente al revisar textos que siguen otra convencion para la aplicacién del
operador gradiente de campos tensoriales, como el ya mencionado de Slattery, y tener presente la diferencia en cuanto a

la definicién del gradiente de un tensor o vector.

indicial de Vv que corresponde a la derivada
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productos:
V(V-u)= graddivu = rotrotu+ VZu
V. (Vxu)= divrotu =0
Vx(Vxu)=  rotrotu

V(Vxu)= gradrotu (1.5.17)
V.(Vu)= divgradu =VZu

Vx(Vu)= rotgradu =0

V(Vu) = grad grad u.

Aqui, los paréntesis son importantes para indicar que la primera aplicacién de nabla genera
un nuevo objeto vectorial al cual se aplicara el segundo operador nabla, mediante alguno de los
productos. Dicho producto actuard, como es la regla, sobre el primer elemento vectorial que se
encuentre a la derecha del operador, como resulta claro al observar, por ejemplo, que en V- (V x u),
el vector V X u = w es un nuevo vector, perpendicular al plano de la rotacion de u, al cual se aplica
la divergencia: V - w, puesto que el primer objeto vectorial a la derecha de V- es el vector surgido
de la primera aplicacion del operador nabla, no el operador nabla. Algo semejante ocurre
a las tres aplicaciones del vector nabla sobre el rotacional de u. En cambio, cuando la primera
aplicacién de nabla es el gradiente, es decir (Vu), el resultado es un producto diddico, en el cual el
primer elemento o caracter vectorial es V; asi que la segunda aplicacion de nabla, ya se trate de la
divergencia, el rotacional o el gradiente, se aplican sobre el primer caricter vectorial a la derecha,
es decir, sobre nabla. Por ello es que V- (Vu) = (V- V)u = Vu.

Es posible aplicar los tres productos: punto, cruz y diddico, en la segunda aplicacién del
operador vectorial V a un tensor de segundo orden T que, en la primera aplicacién de nabla resulta
en un vector por la aplicacion de la divergencia a T, en un objeto diddico de segundo orden por la
aplicacién del rotacional a T y en un objeto diddico de tercer orden por la aplicacién del gradiente
a T, es decir que la segunda aplicacién de nabla, en la forma de sus tres productos, da:

V-(V-T)

divdiv T =VV:T

Vx(V-T)= rotdivT =VV'T
V(V-T)= graddivT =VV.T
V. (VxT)= divrotT =VV.-xT=0
x(VxT)= rotrotT =VVxxT (1.5.18)
V(VXT) = gradrotT =VVxT
V(VT)= divgradT =V’T
Vx(VT)= rotgradT =0
V(VT)= gradgrad T =VVT.

Como anteriormente con los vectores, los paréntesis son importantes para indicar cudl es el
primer elemento vectorial del objeto entre paréntesis, el cual resulta de la primera aplicacion de
nabla. Asi, el resultado de (V- T) es un vector que coincide con el segundo elemento vectorial de T,
al haberse efectuado una contraccién o producto punto entre nabla y el primer elemento vectorial
de T. Por lo tanto, la segunda aplicacion del operador nabla actuara sobre el segundo elemento
vectorial de T, y es correcto expresar los dobles productos como los productos anidados: VV : T

y VV  T. En cambio, cuando la primera aplicacién es el rotacional (V x T), el primer cardcter
vectorial del objeto resultante es perpendicular al plano de la rotacién del primer elemento vectorial
de T y es este nuevo vector sobre el cual actuara la segunda aplicacion del operador nabla.
Por ello es que V- (V x T) = VV - xT, es decir que la aplicacién del producto punto, ubicado
entre V y X, actia precisamente entre estos dos vectores, el vector V y el vector que representa el
producto cruz realizado. Este producto no puede ser representado usando la regla de anidamiento.
Finalmente, cuando la primera aplicacién de nabla es como el gradiente de T, el primer cardcter
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vectorial del resultado de esta primera aplicacion es nabla, en el objeto tensorial de tercer orden
(VT). La segunda aplicacién de nabla, ya sea como divergencia, rotacional o gradiente, actuard
sobre el vector nabla de la primera aplicacién. Asf, por ejemplo V- (VT) = (V-V)T = V2T y
también V x (VT) = (Vx V)T =0.

I Ejercicio 1.30 Demuestra cada una de las igualdades de las Ecuaciones en (1.5.16). n
I Ejercicio 1.31 Demuestra cada una de las igualdades de las Ecuaciones en (1.5.17). ]
I Ejercicio 1.32 Demuestra cada una de las igualdades de las Ecuaciones en (1.5.18). ]

Ejercicio 1.33 Encontrar el vector diferencia d = VV T-VV.xT y simplificarlo para el
caso de tensores simétricos T = T7. m

Teoremas integrales
Teorema del valor medio

El teorema del valor medio del cdlculo integral es un instrumento matematico de gran utilidad
en el estudio de los medios continuos, porque permite estimar el valor de una integral sin efectuarla,
requiriendo solamente ciertas propiedades de la funcién integrando. El teorema del valor medio
para una funcién f en una variable independiente x puede expresarse, en su forma diferencial, como:

Teorema 1.6.1 Sea f(x) definida en el intervalo [a,b] C R una funcién continua y derivable
en (a,b). Entonces existe algin punto ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

Este enunciado corresponde a la siguiente formulacién integral:

/bf’(x)dx— /f(b)df—f(b)—f(a) —f’(c)/bdx—f’(c)(b—a) (1.6.1)
a J f(a) a ’

(a

cuando f: [a,b] C R — R es una funcién continua en el intervalo [a,b] y derivable en (a,b).5

Férmula de Leibniz

La féormula de Leibniz se usa para intercambiar el orden de la derivacién y la integracién de
una funcién, cuando los limites de integracion dependen de la variable con respecto a la cual se
esta derivando.

Sea f(x,t) una funcién definida, para una coordenada espacial x en el intervalo [a(r),b(t)] y
para algtn intervalo de tiempo ¢. Entonces la integral

b(r)
1= [ , T (16.2)
a(t
es una funcién del tiempo, cuya derivada se puede expresar como:
d d [P0 bt) 9 db da
—I(t) = — dx = - dx+—f(b,t) — — 1.6.3
G0 = g [ rende= [ 52 Grie = Glrta) (163)

SEl intervalo cerrado [a, b] es aquel que incluye los puntos a y b, en tanto que el intervalo abierto (a, b) no incluye los
puntos a y b. Hay intervalos abiertos en un extremo y cerrados en otro, como [a,b) o (a, b].
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Derivar esta integral cuyo integrando y cuyos limites de integracién cambian con respecto
al tiempo, equivale a derivar la funcién del integrando f(x,7) con respecto al tiempo a posicién
constante, mds el efecto del cambio de los limites de integracién, tomados como el producto de
la funcidén evaluada en el limite correspondiente y multiplicada por la rapidez de desplazamiento
de dicho limite, en la direccién que apunta hacia el exterior del intervalo de integracion, es decir,
positiva en el limite superior y negativa en el limite inferior.

Ejercicio 1.34 — Potencial de presion para flujos compresibles. Considera la funcional

a [P dp
axk /Po p (P ) ’
donde x; es una coordenada del sistema de coordenadas rectangulares y Py es una constante.
Entonces,
1. Aplica la férmula de Leibniz para invertir el orden de aplicacién de los operadores de
derivacion e integracion.
2. Multiplica ambos lados del resultado por el vector unitario de la base cartesiana 8.
3. Considera los tres casos, para k = 1,2,3, que son las direcciones ortogonales del sistema
de coordenadas rectangulares.
4. Efectda la sumatoria de las tres igualdades, para k = 1,2, 3.
5. Agrupa los términos e identifica el vector nabla V y demuestra que

P dp VP
Vo=V [ ="
n P(P) p
P
donde ¢p = / es el potencial de la fuerza de presion.
P p(P )

6. Comprueba tu resultado encontrando una identidad para los flujos incompresibles, es
decir, cuando p =constante.

1.6.3 Integral de linea

Sea u(x) un campo vectorial continuo en una regiéon ¥y sea s una curva suave trazada en la
misma regién #'. En cualquier punto de la curva, digamos X, sea ds un elemento diferencial de

dx .
arco, que es tangente a la curva en el punto Xy y sea t = 7 un vector unitario tangente a la curva
s

en el mismo punto xq. Entonces

/ u-tds (1.6.4)

es una integral sobre la proyeccion del campo en la curva s. Supongamos ahora que trazamos una
curva cerrada o, de modo que definimos la circulacion I" del vector u alrededor del contorno ¢
como:

r:]fu - dx. (1.6.5)

1.6.4 Teorema de Gauss

El teorema de la divergencia es uno de los instrumentos mateméticos mas importantes en el
desarrollo tedrico del flujo de los fluidos y otros campos de la fisica como la electricidad y el
magnetismo y la mecanica de sélidos. El teorema se nombra también atribuyéndolo a alguno de
los estudiosos que lo desarrollaron, entre quienes podemos mencionar a Lagrange (1762), Gauss
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(1813), Green (1828) y Ostrogradsky (1831). Aqui enunciamos la forma no-vectorial del teorema,
identificandolo con el nombre de Gauss, en la siguiente subseccién desarrollamos su forma vectorial,
con el nombre de teorema de divergencia y otra versién del mismo, conocida como teorema del
gradiente. A continuacién nos referimos a la reduccion del teorema a su forma bidimensional en el
plano, que se atribuye a Green. Esta forma da paso a enunciar el teorema de Stokes en el plano,
como una versidon mas general que la de Green, la cual expresamos, finalmente, en forma vectorial.

Teorema 1.6.2 Sea ¥ C E? una regién limitada por la superficie cerrada .# y sean P(x),
Q(x), R(x), tres funciones continuas en ¥ U.¥, de las coordenadas cartesianas, donde el vector

dP JdQ OJR
de posicién x = p[x] corresponde al punto de coordenadas (x1,x2,x3). Sean —, —Q, -—
ox;’ dxp’ dxz
derivadas parciales continuas en ¥ U.¥. Entonces
dP d JdR
/1/ (8)(1 + 8xQz + 8x3> dv = ]{y [cos(n,x; )P+ cos(n,x2)0 +cos(n,x3)R] dS, (1.6.6)

donde n es un vector unitario normal exterior a .#. La curvatura de esta superficie debe ser suave,
aunque admite un conjunto de aristas como limites de caras con superficies suaves.

El teorema de Gauss sigue siendo valido para una regién con hoyos, es decir, una regién a la
cual no pertenece un subconjunto de regiones internas, como son las burbujas en un liquido.

Teorema de la divergencia

Convenimos en nombrar el teorema de la divergencia a la expresion del teorema de Gauss en
simbolos vectoriales. En efecto, si consideramos un campo vectorial U, tal que

P
U=p'U]=p"| 0 |,
R

917
asi como el operador vectorial nabla en la forma V = [8] P, podemos efectuar la divergencia
X

de U:

21" 21" IP 90 IR
VU= |=—| p-p'lU]=|5]| U=+ +-—
[8x] pp Ul [8x] V] dx;  dxy Jdxz
y también podemos efectuar la proyeccion de U en la direccion normal a la superficie .7:
n-U=[n"p-p’[U]=[n]"[U],

y podemos reconocer que [n]” = [n; ny n3], donde ny = n- 8; = cos(n, x;). Entonces el teorema de
Gauss se puede refrasear enunciando el siguiente

Teorema 1.6.3 Sea ¥ C E? una regi6n limitada por la superficie cerrada .7 y sea U(x) un
campo vectorial o tensorial continuo, con primeras derivadas continuas en ¥ U.%. Sean = p’ [n]
vector unitario normal exterior a .. Entonces
/V~UdV:]{ n-UdsS. (1.6.7)
Y4 52

La curvatura de la superficie . debe ser suave, aunque admite un conjunto de aristas como
Iimites de caras con superficies suaves.
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El teorema de la divergencia sigue siendo vélido para una regién ¥ con hoyos, es decir, una
regién a la cual no pertenece un subconjunto de regiones internas, como son las burbujas en un
liquido.

El teorema de divergencia (1.6.7) también es aplicable cuando U(x) es un campo tensorial,
como se afirma en el enunciado, es decir, se requiere que dicho campo tensorial sea continuo, con
primeras derivadas continuas en ¥ U.7.

Ejercicio 1.35 Si v es la velocidad de flujo, aplica el teorema del valor medio al teorema de la
divergencia para demostrar que

1
VV:Ifm(AV*)O)E% n‘VdS,
S

donde AV es el volumen de la regién ¥/, y convéncete de que el resultado se puede entender
como el flujo neto que sale en un punto, por unidad de tiempo. "

1.6.6 Teorema del gradiente

Sea ¥ C E? una regién limitada por la superficie cerrada .7 y sea ¢(x) un campo escalar
continuo, con primera derivada continua en ¥ U.#. Sean = p[n] vector unitario normal exterior
a .. Entonces

/ Vo dv :]{ ng ds. (1.6.8)
v 54

1.6.7 Teorema de Green
Dada una regién superficial plana .7, limitada por un contorno cerrado ¢, supongamos que

. ) P 0 .
las funciones P(xy,x;),Q(x1,x2) y sus derivadas — 20 son continuas en . U% . Entonces

8xz’ 3)61

20 oP\ . [
/ (8x1 _ 8xz> as={ (pax+ o) (16.9)

donde el contorno € es trazado de acuerdo con la regla de la mano derecha.

1.6.8 Teorema de Stokes

Sea .7 una superficie limitada por un contorno ¢y sean P(x), Q(x), R(x) tres funciones,
continuas en .¥ U%, donde el vector de posicién x = p [x] corresponde a un punto de coorde-

dP JP JQ dQ JR IR

nadas (x1,x,x3). Sean —, —, —, —, —, —— derivadas parciales continuas en .’ U%.
X

Entonces

JR 90 JP OR Q0 JP
/y { <8x2 — 3)63) cos(m,x;)+ <8x3 — 8x1) cos(m,x2) + (8x1 — axz) cos(n,x3)} ds

:7{ {del + Qdx; +RdX3},
€
(1.6.10)

donde n es un vector unitario normal exterior a .’ y % es transitada en el sentido de la regla de la
mano derecha.

El teorema de Stokes sigue siendo vélido para una regién con hoyos, es decir, una region a la
cual no pertenece un subconjunto de regiones internas, como son las burbujas en un liquido.
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Empleando los mismos términos vectoriales usados al elaborar la representacion vectorial del
teorema de la divergencia, subseccién 1.6.5, asi como la definicién de t, vector unitario tangente al
contorno %, c.fr. ecuacién (1.6.4), expresamos el teorema de Stokes como:

/(VxU)-ndS:/U- dx:/U-tds. (1.6.11)
7 € €

Tanto el teorema de Stokes como el teorema de la divergencia contienen al teorema de
Green. En efecto, consideremos como ejemplo el teorema de Stokes, en particular, aplicado a un
vector U= 8P (x1,x2) + 820(x1,x2) = pT [U], entonces el término del rotacional se reduce a:

/y(quynds:/y([jxrpxpfw]) p7ln] ds
-/, ([ir[eum) plnas= | m 5 |oras

8,P— 8,0
(1.6.12)
_/ 9
 Jo | 0x

}TgoQ P 9Q IP

_p o 997
—Qg 0 ) dS = /[ dx3’ dx3’ Ox axz][n]ds

_/ <8x1 axz> as,

donde se aplica el hecho de que las superficies son planas y por lo tanto, n = 83.
Por la otra parte, evaluamos la integral de contorno, para U = 8 P(x1,x2) + 620(x1,x2) =
pT[U], entonces:

ZKU- dx:[g[U]Tp-pT[dx]:/%7[U]T[dx}:[K(del—dexg) (1.6.13)

Sustituyendo los resultados de (1.6.13) y (1.6.12) en el teorema de Stokes, ecuacién (1.6.11),
obtenemos el teorema de Green, expresado en la ecuacion (1.6.9).






2.1

2.1.1

c L -
o .
e o e

-
S

2. Cinemdtica de los fl

Descripcion del movimiento de un fluido

La cinematica de los fluidos estudia el movimiento de los fluidos en sus manifestaciones,
sin hacer referencia a sus causas, es decir, sin tomar en consideracién las fuerzas que provocan y
mantienen el movimiento, ni el trabajo requerido para realizarlo.

Niveles de descripcion

Los flujos se presentan en una diversidad de configuraciones, cuyas manifestaciones podemos
observar en nuestras experiencias cotidianas, desde los flujos en las escalas cosmoldgicas y pla-
netarias a los flujos en las nanoescalas. Los materiales que fluyen son los fluidos, tales como
los liquidos y los gases, aunque, dependiendo de las proporciones o escalas de flujo, los cuerpos
que fluyen pueden también ser nubes de particulas sdlidas, como ocurre en las tormentas de los
desiertos, que forman y mueven dunas con los granos de arena, y las trasladan enormes distancias,
como sabemos ahora, al haber detectado en Latinoamérica las arenas del desierto del Sahara, que
han sido arrastradas por los vientos, cruzando el océano.

Llamamos fluidos puros aquellos que estan formados por moléculas de una sola especie
quimica, o por mezclas homogéneas de diversas especies quimicas, cuya composicion no es
modificada en el transcurso del flujo.

Ejemplos de fluidos puros son el agua destilada, una salmuera, el nitrégeno y el aire, cuando no se
manifiesta algiin cambio de su composicién en el curso del flujo. En cambio, la salmuera sometida
a un proceso electrolitico, para separar algtin ion metalico, o el aire en un proceso de purificacién
de nitrégeno, no son fluidos puros en aquellas partes del proceso donde cambia la composicion de
las corrientes de los fluidos, sino fluidos multicomponentes.

Otros flujos se han llamado flujos complejos, como los de mezclas multifasicas, que general-
mente contienen materiales multicomponentes que intervienen en reacciones quimicas que ocurren
en el curso del flujo. Un ejemplo de un flujo complejo ocurre en el tubo elevador de un reactor para
la desintegracion catalitica en lecho fluido, comunmente conocido como reactor FCC. Podemos
identificar en este flujo una diversidad de escalas de magnitud o tamafio, asociadas a los diversos
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Figura 2.1: Tubo elevador de un reactor FCC, mostrando el aglutinamiento de los materiales que
fluyen, con seis niveles de descripcién del flujo de una mezcla multifésica.

niveles de descripcion del flujo, que se aprecian en la Figura 2.1.

La escala de mayor tamafio es la escala integrada, que corresponde al tamafio del lugar,
recipiente, aparato o instrumento donde ocurre el flujo, que en este ejemplo corresponde a las
dimensiones del tubo elevador, de unos ocho metros de longitud y unos 0.3 metros de didmetro,
verlo en la Figura 2.1. En este tubo elevador asciende una mezcla fluida, compuesta por millones de
particulas cataliticas de unos 80 pum de didmetro promedio, mezcladas con un atomizado de gotas de
gaséleo que se evapora y luego reacciona para formar hidrocarburos de menores pesos moleculares,
que son componentes usuales de las gasolinas. La mezcla reaccionante de gotas evaporandose
y granos de zeolita catalitica es arrastrada por una fase gaseosa, compuesta principalmente por
vapor de agua. Las caracteristicas de este complejo flujo en el tubo elevador se pueden determinar
con diversos niveles de detalle, de acuerdo con los objetivos que se persigan. Los descriptores
de las diversas escalas son cantidades definidas en cada uno de los niveles de descripcién, que
corresponden a las longitudes o distancias mas importantes en cada nivel, que es la base de la
representacion de los flujos en dicho nivel, por medio de la definicién de los pardmetros y variables
correspondientes, asi como de sus reglas de interaccion, asociadas a las leyes fisicas que gobiernan
los flujos.

Los niveles de descripcién no son descripciones alternativas o independientes, sino un sistema
multiniveles de relaciones que constituyen el escalamiento de los fenémenos del proceso. Estos
fenémenos ocurren en una escala y se manifiestan en escalas mayores como la resultante de la
accion de fendmenos cooperativos, formando lo que podriamos pensar como una estructura en
cascada, que va desde la descripcion microscépica en el nivel molecular (ver Figura 2.1 en el
extremo derecho), la cual ocurre con una escala de longitud del orden de la trayectoria libre media
entre las moléculas (= 3.6 x 10~° m, para aire de la atmdsfera) y el tamafio mismo de las moléculas
y sus espacios intermoleculares (=~ 1.8 x 1070 m, para el agua), pasando luego a los fenémenos
que ocurren en grupos representativos de unas cuantas moléculas, cuya longitud caracteristica es la
base de la escala mesoscépica, en el orden de 108 m. Fenémenos tales como la nucleacién de
una nueva fase o efectos de tension interfacial manifiestan fuerzas intermoleculares en la escala
mesoscdpica. La siguiente escala corresponde a la representacion del nivel local y estd asociada a la
posibilidad de definir variables de la termodindmica y de la hidrodindmica, como la temperatura, la
velocidad de flujo y la presidn, cuyas determinaciones requieren de un nimero grande de moléculas,
que generalmente se asocia con el nimero de Avogadro, de 6.022 x 10?* moléculas/gmol. Al
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tratarse de agua liquida, si proponemos que en una distancia caracteristica de 1 gm hay un niimero
suficientemente grande de moléculas para hacer estimaciones de sus propiedades termodindmicas
e hidrodindmicas, estarfamos asociando alrededor de 3.3 x 10'° moléculas, y al tratarse del aire
en condiciones atmosféricas, al considerar la misma longitud caracteristica estariamos asociando
alrededor de 2 x 107 moléculas, a las estimaciones en el nivel local. Esta longitud y estas cantidades
de moléculas corresponden las que podria contener lo que definiremos en la siguiente subseccién
como una particula material o cuerpo puntual hidrodindmico.

El proceso de integracion desde el nivel molecular al nivel local se lleva a cabo en un espacio
probabilistico, propio de la fisica estadistica, conocido como el espacio fase. La integracién en
este espacio, de cantidades definidas en el nivel molecular, permite obtener sumas de cantidades
escalares y resultantes de cantidades vectoriales en el nivel local, las cuales equivalen a las variables
macroscépicas de la termodindmica, cuyos significados resultan claros a partir del conocimiento de
las integrales que las representan, como son la asociacion de la temperatura y la presion a la energia
cinética media de las moléculas y a la componente normal de la fuerza de las moléculas al incidir
en una superficie, por unidad de superficie, respectivamente. Estos conceptos asi representados, y
las relaciones entre ellos en ambos niveles de descripcion, el molecular y el local, permiten asociar
significados a otros pardmetros de estado, como la entropia, asi como establecer ecuaciones de
estado.

El siguiente nivel en la escala, mayor que el nivel local, es el nivel de grano, el cual tiene
tamaifios caracteristicos que se relacionan con el tamafio de las entidades fisicas dispersas que
componen los flujos multifdsicos: pequeiias gotas de liquidos, burbujas de vapores o gases, granos
de polvos sélidos, aerosoles, etc., asi como las pequefias separaciones entre las particulas, ya sean
liquidas, gaseosas o sdlidas, en el seno de un medio continuo. Por ejemplo, una gota esférica de
agua de 1.8 x 10~* m de didmetro contiene alrededor de 10'7 moléculas, en tanto que 1 gmol de
agua cabe en un cubo de 0.026 m de lado. También, hay unos 35 gmol/ m? de aire, lo cual equivale
a decir que un gmol de aire ocupa un cubo de 0,085 m de lado, y que una burbuja de 103 m de
didmetro contiene alrededor de 10?? moléculas.

Las tres primeras escalas de los niveles inferiores tienen ciertas semejanzas con las tres escalas
de los siguientes niveles, en cuanto a los fenémenos que se toman en cuenta en un nivel y la
transferencia de la informacién al nivel superior. Asi, podemos encontrar cierta similitud entre
el nivel molecular y el nivel local, en el sentido de que se proponen principios generales de
balance o de conservacion de ciertas cantidades de interés, como la masa, el impetu y la energia, en
ambos niveles, aunque para sistemas muy diferentes. En el nivel molecular, para las moléculas (que
muchos tratados llaman particulas, en el &mbito de la mecdnica de particulas), en tanto que, en el
nivel local dichos balances se aplican al material fluido, considerado como un medio continuo y
formado por particulas materiales que contienen muchas moléculas, como hemos dicho arriba, a
manera de ejemplos, en el orden de unas 107 a 10'? moléculas en un volumen de 10~'® m?3, para el
agua y para el aire, respectivamente.

Podemos extender las similitudes a los siguientes dos niveles de descripcién, comparando
por una parte la escala mesoscépica, donde se efectiian andlisis de las interacciones de unas
cuantas moléculas representativas de la estructura, lo cual permite estudiar fenémenos tales como
la nucleacién de burbujas en un liquido cercano a su punto de ebullicién, ver Figura 2.1, en
tanto que, por ejemplo en un lecho fluidizado, podemos identificar el surgimiento del régimen de
fluidizacién burbujeante, el cual ocurre por una inestabilidad que puede ser asociada al incremento
de flujo del medio fluido, que impulsa los granos de polvo sélido, los cuales al aumentar su
velocidad incrementan el impetu de sus interacciones con otras particulas cercanas, generando
zonas heterogéneas de concentracion de particulas sélidas, en el nivel de grano, ver Figura 2.1.
Estos dos fenémenos: la nucleacién de burbujas en un liquido y el surgimiento de la fluidizacién
burbujeante se pueden pensar andlogos y el nivel de descripcion mesoscopico se puede considerar
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analogo, en algunos aspectos, al nivel de grano, en el cual se pueden analizar otros fendmenos de
interaccién entre un fluido continuo y una cantidad pequefia de granos, burbujas o gotas dispersas.
La longitud caracteristica de la escala de grano es de unas cuantas veces el tamafio de las
particulas de polvo, unas cuantas veces tanto el didmetro de las gotas de gaséleo como la separacion
entre los corpuisculos de ambas fases dispersas, ponderadas de acuerdo con los fenémenos a ser
descritos, en tanto que en el nivel mesoscépico, la longitud caracteristica es de unas cuantas
veces el tamafio de la trayectoria libre media entre las moléculas de un gas o unas cuantas veces el
tamafio de las moléculas de un liquido.

El andlisis en el nivel de grano es importante para proporcionar informacion de la estructura de
las interacciones, para ser empleada en las descripciones en la escala del nivel de promediado.
El espacio donde se promedia es una region espacial para el promediado volumétrico, una regién
del espacio y un intervalo de tiempo para el promediado espacio-temporal o un conjunto de
realizaciones o repeticiones, que conforman una muestra de un ensamble de algtin experimento para
el promediado estadistico. Considerando el promedio volumétrico, la regién donde se promedia debe
contener un conjunto suficientemente numeroso de corpisculos de cada una de las fases dispersas.
El nivel de descripcion promedio tiene ciertas similitudes con el nivel local y también con el
nivel molecular. En el nivel de descripcién promedio se pueden proponer, también, conjuntos de
balances de masa, impetu, energfia, etc..., en variables promediadas, que resultan de la integracién
de similares balances en el nivel local, de acuerdo con el promediado empleado. Hay también otras
técnicas de promediado, como los inspirados en la teoria cinética de los gases, que han dado lugar a
la definicion de propiedades granulares, como la temperatura granular y a relaciones similares a
las ecuaciones de estado de la termodindmica clésica, aplicables a los medios fluidizados.

Al integrar las ecuaciones promediadas en todo el tubo elevador, obtenemos balances pro-
mediados integrados que son ecuaciones diferenciales ordinarias con respecto al tiempo, para la
descripcién del régimen transitorio, o ecuaciones algebrdicas, para la descripcién del régimen
estacionario. Es necesario proponer condiciones a la frontera apropiadas, para los balances prome-
diados, con el objeto de representar adecuadamente el transporte entre la mezcla multifdsica y las
superficies que limitan su flujo, como son la pared del tubo elevador y las superficies de entradas y
salida de los flujos.

La elaboracion de descripciones multiescala de los procesos de flujo y transporte en medios
multifdsicos es un campo de creciente interés, apoyado ampliamente por las capacidades de computo
que permiten comparar las propuestas tedricas con simulaciones numéricas en extenso, con diversos
niveles de sofisticacion e idealizacion, que no parecen comprometer los rasgos fundamentales de
los resultados macroscopicos.

En esta seccion introductoria hemos situado el estudio de este texto en el nivel de descripcion
local. Corresponde a continuacién proponer dos hipétesis que son fundamentales: la hipétesis
del continuo y la hipétesis del equilibrio (termodinamico) local. El significado de cada una
de ambas hipdtesis se ird profundizando en la medida que lo requiera el flujo tratado, por lo cual
podemos afirmar que los fundamentos de flujo de los fluidos estan en una diversidad de causas
del movimiento; tanto en las fuerzas mecanicas, que se analizan en la mecénica de fluidos, como
en el trabajo efectuado, no sélo por estas fuerzas mecdnicas, sino también por las fuerzas térmicas
como corresponde a los cambios de temperatura y de composicién quimica, asi como por las
fuerzas eléctricas que actdan sobre las particulas con carga, llamadas iones. Todas estas causas
confluyen en los sistemas donde se aplican simultineamente, generando los flujos de fluidos.
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Hipoétesis del medio continuo

En el nivel de descripcion local, 1a hipétesis del continuo postula que:

LA MASA SE DISTRIBUYE CONTINUAMENTE EN EL ESPACIO, CON EXCEPCION DE AL-
GUNAS SUPERFICIES DE DISCONTINUIDAD (O SUPERFICIES SINGULARES), QUE REPRE-
SENTAN ONDAS DE CHOQUE O INTERFACES, EN LAS CUALES LA DENSIDAD MASICA
EXPERIMENTA UN CAMBIO DISCONTINUO.

En contraposicion, la hipétesis del discontinuo parte del nivel de descripcion molecular y
establece que:

LA MASA SE DISTRIBUYE DISCONTINUAMENTE A TRAVES DEL ESPACIO; LA MASA
ESTA FORMADA POR PARTICULAS SUBATOMICAS, TALES COMO ELECTRONES, PROTO-
NES, NEUTRONES, ETC..., LAS CUALES SE ENCUENTRAN SEPARADAS POR ESPACIOS
HUECOS MUCHO MAYORES QUE ELLAS, FORMANDO UN CONJUNTO DISCONTINUO DE
PARTICULAS SUBATOMICAS.

Mientras la hipdtesis del discontinuo podria dar, en principio, una descripcion mads real del
movimiento de un fluido, el grado de detalle que implica resulta imposible de determinar y también
es innecesario para la inmensa mayoria de estudios, en los que no se necesita conocer el movimiento
de las moléculas individuales, sino solamente el de porciones mucho més grandes de fluido. Para
estas necesidades se puede elaborar una descripcion en el nivel local. El estudio de los flujos de
fluidos se propone analizar el movimiento de cuerpos continuos del fluido, no de sus moléculas
individuales. Por lo anterior la mecdnica de fluidos parte de la hipdtesis del continuo.

Cuerpos puntuales e hipétesis del equilibrio local

El fluido es un cuerpo y un cuerpo es un conjunto % , donde

@ =&}, 2.1.1)

aqui los £! son los elementos del conjunto €. Estos elementos son llamados particulas
materiales o cuerpos puntuales y constituyen una manera conveniente de referirse a la porcién
mas pequeiia del fluido, considerado como un medio continuo. De acuerdo con la discusion
de la subseccién 2.1.1, sobre los niveles de descripcién, podemos establecer aqui que un cuerpo
puntual & puede tener un volumen de alrededor de 1 um? y contener alrededor de 107 a 10'°
moléculas, aunque en los estudios de cargas eléctricas en materiales i6nicos, las particulas con carga
se han llegado a identificar individualmente, al encontrar cuantitativamente el valor del nimero de
Avogadro, y ha sido asi, precisamente, como ha sido posible encontrar la carga del electrén, ver en
la subseccién 6.1.1 algunos rasgos del desarrollo del electromagnetismo.

En un elemento material de fluido, las propiedades termodindmicas locales tales como la
densidad p, la temperatura 7', la presién Py la concentracién de cada componente quimico ck, estin
bien definidas. Desde un punto de vista tedrico, las variables termodinamicas sélo se consideran
bien definidas en los estados de equilibrio, puesto que para su definicién interviene la funcién
de distribucién de equilibrio o maxwelliana, es decir, cuando cada una de las variables de estado
tiene el mismo valor en todas sus porciones o particulas materiales, y dicho valor no cambia con
el tiempo?. Sin embargo, desde un punto de vista histérico, las propiedades termodindmicas se

ILa letra griega & se pronuncia en espafiol como ji.

2En su capitulo 6, Garcia-Colin (1990) discute la formulacién original de Onsager de la termodindmica irreversible
lineal (TIL), donde “el sistema es una coleccion de pequerios subsistemas cada uno en equilibrio termodindmico y en
los cuales se puede usar manipulaciones de equilibrio". Criado-Sancho y Casas-Vazquez (2004), en su seccién 23.1,
mencionan el postulado bésico de una entropia fuera del equilibrio, funcién de las variables termodindmicas usuales y
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han determinado experimentalmente con instrumentos adecuados y, por lo tanto, su definicion
no depende de que exista un estado de equilibrio del sistema’; en dado caso, para conocer las
propiedades del sistema serfa importante el tiempo de respuesta del instrumento de medicién.

El uso de dichas ecuaciones de estado en condiciones distintas a las de la termostatica requiere
de una hipétesis adicional, conocida como la hipétesis del equilibrio local, que puede enunciarse
diciendo que

EL ESTADO TERMODINAMICO DE CADA PARTICULA MATERIAL DE FLUIDO, é, ES UN ESTADO
DE EQUILIBRIO.

Esto significa que las ecuaciones de estado pueden aplicarse localmente a las particulas mate-
riales o cuerpos puntuales de un fluido.

2.1.4 Movimiento y deformacién de un fluido

» Configuracion es un mapeo continuo uno—a—uno, para cada elemento de % en el espacio
euclidiano tridimensional E3:

x =f(§), (2.1.2)
donde x es un vector de posicion desde un origen 0, arbitrario pero Unico. Este mapeo tiene
inversa:

E=f"(x) (2.1.3)

= Movimiento es la familia de configuraciones en un parametro (el tiempo):

x=1(&,1), con inversa E=f"1(x,1) (2.1.4)

= Configuracion de referencia es alguna configuracién especifica del cuerpo.
Esta configuracion sirve para identificar a los elementos del cuerpo con la posicién que
tienen en dicha configuracién. Por ejemplo, tomemos como configuracién de referencia, la
configuracion del cuerpo para t = ty. Entonces

xo =1(&, 1), con inversa & =1"1(x0,10), (2.1.5)

es decir, que la particula material & es aquel elemento del cuerpo (o cuerpo puntual) que al
tiempo ¢ = fy ocupaba la posicién x = x( del espacio. Dicha posicién x en la configuracion
de referencia identifica la particula material £, que ocupaba ese lugar del espacio.

La configuracién de referencia puede ser cualquier configuracion del cuerpo, independien-
temente del pardmetro tiempo. Por ejemplo, para el flujo en una tuberia desde un tanque
elevado, la configuracion de referencia podria ser la del fluido en reposo, llenando el tanque y
la tuberia, antes de iniciar el flujo. En tal caso es claro que el tiempo #p no juega papel alguno
en la determinacion de la configuracién de referencia. Mds atin, se puede establecer como

de los flujos disipativos, como fundamento de la termodindmica irreversible extendida, aunque se apegan, en su libro
de texto, a la formulacién de Onsager. Greiner, Neise y Stocker (1995), pag. 23, indican que “durante un proceso
irreversible, en general no es posible atribuir valores a las cantidades de estado".

3Truesdell (1973), pags. 2-3, menciona que “en la actualidad, se adelanta muchas veces que los elementos de
volumen en un proceso irreversible sélo sufren cambios reversibles y por lo tanto pueden considerarse como sistemas
termodindmicos en equilibrio”. Sin embargo, también menciona Truesdell, que Duhem y Hadamard enunciaron (a
principios del siglo XX) la hipétesis de que en el movimiento de un gas, las ecuaciones que relacionan la presion, el
volumen especifico y la temperatura, son las mismas que en el equilibrio.
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configuracién de referencia alguna configuracidn hipotética del cuerpo, ya que lo importante
es solamente la identificacion de las particulas materiales con sus posiciones especificas,
mediante una relacién uno-a-uno. Entonces es conveniente denotar a la configuracion de
referencia por el par:

xg =fo(&), con inversa &= fal (x0) (2.1.6)

Estas relaciones indican que las particulas materiales se identifican por sus posiciones en
la configuracién de referencia. El tiempo ha desaparecido ya que es una constante que no
agrega informacion a la definicién de dicha configuracion.

» Una familia de deformaciones estd dada por el movimiento del cuerpo con respecto a su
configuracion de referencia, esto es:

x =f(&,1) =f[f, ' (x0),7] = fi(x0,#) coninversa xo=f,'(x,t) (2.1.7)

La familia de deformaciones es un mapeo que nos da la posicién de las particulas materiales
al tiempo ¢ con respecto a su posicién en la configuracién de referencia.

» Un atributo, A, es una cualidad o una cantidad atribuida a los cuerpos puntuales &. Hay
atributos cuantificables llamados propiedades que pueden determinarse por conjuntos nu-
méricos de cantidades. De aqui, tenemos propiedades escalares, vectoriales o, en general,
tensoriales, definidas para todo cuerpo puntual (o particula material) & del cuerpo €. Asi,
por ejemplo:

« A={p,T,C,,...}, ladensidad, la temperatura y la capacidad calorifica, son propiedades

escalares,
* a={x,v,a,...}, la posicion, la velocidad y la aceleracion, son propiedades vectoriales
y

* A={7.Y,7,...}, la deformacion, la rapidez de deformacién y los esfuerzos viscosos,
son propiedades tensoriales de segundo orden.
* Hay propiedades tensoriales de orden superior.
Para cualquier propiedad A, tenemos que:

A(E,1) = Alfy N (x0),1] = Alfe(x0,1),1] = A{E £, (x,1),1],¢} = A(x,1), (2.1.8)

es decir que A estd definida para toda la regién del espacio ocupada por el cuerpo €. Se dice
entonces que A(X,#) es un campo (escalar,vectorial o, en general, tensorial).

Ejercicio 2.1 Considera la siguiente familia de deformaciones x = f,(x¢,#) en coordenadas
cartesianas:

X1 = Xg1 +ln(1 +t)
Xy = Xop + kt (E2.1.1)

X3 = X03.

Sabiendo que son ecuaciones dimensionalmente consistentes

(Cudles son las dimensiones de la constante k?

Encuentra f, ! (x,1), es decir, Xo.

(A cudl tiempo se ha definido la configuracién de referencia (xop,x02,%03)?
Si el campo de la temperatura esta dado por:

_ X2 1
T(x,t) =T <1 — x1> (kt2+1> (E2.1.2)

= =
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5. ¢Cudl es la distribucién de la temperatura en la configuracion de referencia?; aqui Ty es
una constante.

Ejercicio 2.2 Si la familia de deformaciones estd dada por:

X1 = X01 :Eksz(l = a)2
X2 = kxo1 (t — a)* +xoo (B2.1.3)
X3 = X03

y el campo de temperatura es el de la ecuacién (E2.1.2),

1. Responde los incisos del ejercicio 2.1. Aqui, dos flujos son generados al considerar por

separado los signos del segundo término de x;. Resuelve ambos casos y aprecia las
diferencias.
. Discute la siguiente afirmacion: Las ecuaciones paramétricas de las trayectorias de los
ﬂujos, como (E2.1.1) y (E2.1.3) y las ecuaciones paramétricas de otras propiedades, como
la temperatura, en (E2.1.2), son relaciones cinematicas que representan los estados del
movimiento y la temperatura, respectivamente, pero no se encuentran ligadas causalmente
a los procesos de transporte que producen dichos estados y, por lo tanto, s6lo describen la
evolucién temporal observada, de cada una de tales propiedades.

Ejercicio 2.3 Un observador es un objeto puntual, o, que se desplaza arbitrariamente en el
fluido. Considera que el observador es un cuerpo % formado por un solo elemento:

—{c}=0. (E2.1.4)

Si el movimiento del observador estd dado por la ecuacién general x; = f;(o,7) y en
particular, las ecuaciones paramétricas de su trayectoria en coordenadas cartesianas, son:

2
Xs1 = X501 + CXs021
X2 = CXs011% + X502 (E2.1.5)

Xs3 = X503

1. (Cudl es la curva trazada por el observador en el plano (xj,x;) para x3 = x503 = constante?

2. (Cual es la curva trazada por el observador en el plano x3 = xg3 =constante, si xo3 7 X503
(Qué significa esto?

3. (Cudl es la posicion del observador en la configuracion de referencia de los flujos dados
por las ecuaciones (E2.1.1) y (E2.1.3), considerando que todas las ecuaciones comparten
el sistema coordenado y la variable tiempo.

4. ;Cudl es la posicion de la particula material &, que coincide con la posicién del observador
al tiempo #; = 1, en su configuracion de referencia, para los flujos dados por las Ecuaciones
(E2.1.1) y (E2.1.3).

5. Si el observador es un termémetro que se desplaza siguiendo la trayectoria dada por
(E2.1.5), el cual se encontraba en el punto (1,1,1) al tiempo ¢ = 0, encuentra su histograma
[gréfica (¢,T)], considerando el campo de temperatura (E2.1.2).
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Derivadas temporales de una propiedad local A.

i) La derivada parcial de A con respecto al tiempo es la derivada temporal de A en una posicién
fija del espacio:

JA JA
o =aa= (az>x’ (2.1.9)

donde el subindice x de la derivada indica que estd evaluada en un punto fijo del espacio.
ii) La derivada material de A es la derivada temporal de A siguiendo a un cuerpo puntual &.
Tiene las siguientes notaciones:

. dywA DA 0A 0A

A= dt Dt <8t>§ <8t)xO’ 2.1.10)
pero ya que A = A(x,7) tenemos que

DA oJx JdA

Dt:atA+<8t>§'(8x>t’ (2.1.11)
donde

(3);) =V (2.1.12)

3

es un vector cuyas componentes son las rapideces de cambio temporal de las coordenadas de la
posicién de un cuerpo puntual & de fluido, que en conjunto definen la velocidad de la particula
material £ y donde

<3A> =VA (2.1.13)
ox /,

es el gradiente del campo A. El operador gradiente se define a partir del cambio del campo A en la
direci6n de un vector unitario en una direccién arbitraria A (r), de manera que dicho cambio estd
dado por A - V. En particular v - V es el cambio del campo A en la direccién del flujo, multiplicado
por la magnitud de la velocidad de flujo v. El término v - VA representa el efecto convectivo de A.
Entonces, la ecuacién (2.1.11) se puede escribir como
?;?:%?—I-V-VA (2.1.14)

iii) La derivada total de A, siguiendo la trayectoria arbitraria de un observador o, cuyo
movimiento estd dado por x; = f;(o,7) en el fluido.

Puesto que el observador es un cuerpo % con un dnico elemento ¢, su movimiento no es el de
un campo, sino una tnica trayectoria que se puede expresar por

x, = (1), (2.1.15)

y la derivada temporal del campo A, siguiendo el movimiento del observador &, estd dada por

daA  0A ox 0A
(s) _oa oX (94
a o <8Z)G <&x>t’ 2.1.16)
donde
ox dfy,
(8t>6_dt_vs 2.1.17)
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es la velocidad del observador ¢. En general, la ecuacién (2.1.16) también se puede representar
como

d,A
dt

que tiene dos términos: la derivada temporal en una posicion fija mas el cambio de A siguiendo al
observador, donde v, - VA es el efecto convectivo de A, tal como es percibido por el observador o,
viajando a la velocidad v;.

Uno de los propdsitos que perseguimos es propiciar la comprensiéon de una diversidad de
notaciones y enfoques usados en los libros de texto sobre flujos de fluidos, por ello no deseamos
restringirnos al uso de una sola notacién y en los parrafos anteriores hemos mencionado algunas de
las més usadas, cuya sintesis podria revisarse al identificar las ecuaciones (2.1.11) con (2.1.14) y
(2.1.16) con (2.1.18), y también al sefialar las diferencias de las ecuaciones (2.1.14) y (2.1.18), las
cuales coinciden cuando el observador ¢ viaja adherido a la particula material £. Ademéds conviene
sefialar que los subindices (m) y (s) se han reportado porque son usados por varias referencias,
aunque nos parece una profusion innecesaria de signos y preferimos que cada uno de los rasgos
0 signos que se agreguen a la notacién agreguen significado; por ello preferimos usar ambos
subindices sin los paréntesis, como en (2.1.18).

=9 A+v, VA, (2.1.18)

m Ejemplo 2.1 Un observador ¢ describe el movimiento dado por sus ecuaciones escalares en
coordenadas cartesianas: x; =, x, = 1 +12, x3 = a+1, donde a = constante. Si el observador estd
enel punto x = (0,1,a)” at =0, ;Cudl es su velocidad?

. X .
Desarrollo: La velocidad vy, = 8t> tiene componentes
o

B dx1\  dx _q
= \ar ), T dr
x> dx,
Y2 < ot >G dt

pe = (Om) _dn_,
2 ot ), dt

de donde, v, = (1,2¢,1)7, cuyas dimensiones son las de longitud / tiempo. ;Cudles deben ser las

dimensiones de las constantes {1,2,1}? .
L . dA JA
Ejercicio 2.4 Convénzase de que - or para un observador que permanece en un punto
fijo del espacio x; = (c1,¢2,¢3)7, donde c1, ¢z y ¢3 son constantes. "
L . dA DA . .
Ejercicio 2.5 Convénzase de que D para un observador que viaja con el fluido. =
Ejercicio 2.6
. . . i dyT .
1. ¢Cual es la rapidez de cambio de la temperatura, 75y = TR que se registra con un
termoémetro que se desplaza con el movimiento dado por las ecuaciones paramétricas

(E2.1.5)?
2. (Cual debe ser el valor de la constante ¢ de la ecuacién (E2.1.5) para que la rapidez de
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cambio del termémetro, colocado en el punto (1,1,1) al tiempo ¢ = 0, coincida con la
derivada material del flujo dado por la ecuacién (E2.1.3)?

Descriptores de flujo escalares y vectoriales

Trayectorias
La trayectoria es la curva s(7) trazada por el movimiento de un cuerpo. Cada particula material
despliega una trayectoria en el campo de flujo. A partir de la familia de deformaciones x = f,(xq, 7).
Se puede determinar la velocidad de la particula material &, que estaba en la posicion X en la
configuracion de referencia. Asi

,_Dx
- Dt

= (2.2.1)
Se puede encontrar la trayectoria de una particula material & a partir de la familia de deforma-
ciones, eliminando el pardmetro ¢ y se puede encontrar la familia de deformaciones integrando la
velocidad, cuando ésta se conoce como una funcién del espacio y del tiempo, v(x,7). La familia de
deformaciones se refiere también como las ecuaciones paramétricas de las trayectorias.

= Ejemplo 2.2 Sea v, =

X ) . .
1 +k I la k-ésima componente de la velocidad en coordenadas cartesianas.
Determine la trayectoria de la particula material que al tiempo ¢t = O se encuentra en el punto

Xo = (Xo1,%02,%03)" .

Desarrollo:
dx;, Xp N 1 Xy 1k
=== — Ing[% = —In(1 +kt)|) — =~ = (14+kt)"/
= T Tk o[ kn( +kt)lo o (L+ke) /%,
es decir que
ot =), = (14305,
Xo1 X02 X03

son las ecuaciones paramétricas de las trayectorias, podemos despejar el tiempo ¢ en la primera y
sustituirlo en las otras dos para obtener las ecuaciones

2 3
(xz) ) <x1> 1y (’“) —3 <xl> ) (E2.2.1)
X02 X01 X03 X01

que determinan la trayectoria seguida por la particula material &, localizada en xg a r = 0. "

Ejercicio 2.7 Un observador se desplaza en el flujo del ejemplo anterior, siguiendo la trayectoria
(E2.1.5). Encuentre la velocidad y la aceleracién del flujo, tal como son percibidas por este
observador (es decir, velocidad y aceleracion relativas al movimiento del observador). ]

Ejercicio 2.8 Encuentre la velocidad y la aceleracion de los flujos dados por las familias de
deformaciones (E2.1.1) y (E2.1.3). ]

Ejercicio 2.9 Encuentre las trayectorias de flujos cuyas velocidades tienen las componentes
cartesianas:
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1
vi=0
V) = a(x02 +x03)e‘” *a(X()z *X03)e_at (E2.2.1)
v = a(xoz + x03)e” + a(xo2 +x03)e”
2.
X1
V)= ——
T 1
2 (E2.2.2)
V) = 2.
2T 1+
X1X2
V3= ————
T x4
vi =a(x; +x)

Vi = axgre”

Vo = axpe® (E2.2.3)

vy = —2axgze 2%

V2 =a(x; —xp) (E2.2.4)

v3 =V = constante.

Ejercicio 2.10 Encuentre las trayectorias, en coordenadas cartesianas, para los flujos cuyas
velocidades en coordenadas cilindricas estdn dadas por

V= %[A08,+Bo(l+at)89] (E2.2.5)
y por

v= ;[Ao(l +b1)8, + BySo] (E2.2.6)

Ejercicio 2.11 Considere las particulas materiales que forman una circunferencia cuya ecuacion
es

(x—x)+(y—y) =d (E2.2.7)

en coordenadas cartesianas (x,y,z), al tiempo 7 = 0, donde (x.,y.) son las coordenadas del
centro de la circunferencia que se encuentra inmersa en un flujo de Couette plano, dado por
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Y_Ys
X

= . 0<y<L E2.2.
v 1% 3 0=y=L (E2.2.8)

donde V es la magnitud de la velocidad para y = L. Encuentre la ecuacién de la curva que
describe la posicidn de dicho conjunto de particulas materiales a un tiempo ¢ > 0. "

2.2.2 lineas de corriente

Las lineas de corriente son la familia de lineas que corresponden a los valores de la tangente
al campo de la velocidad de flujo, en un instante dado. Entonces

dx

— = 222
P (22.2)

donde s es un pardmetro arbitrario, medido sobre las lineas tangentes al campo de velocidad a un
tiempo ¢ constante.

m Ejemplo 2.3 Encontrar las lineas de corriente a un tiempo dado ¢, para el ejemplo anterior.
A un tiempo dado, sabemos que

dxk Xk

ds T 14k

de donde tenemos

/X" dx;, 1 /Sd
DR s,
Xk.in Xk 1+kt 0

y efectuando la integracién

Xk S
n——m=———
Xk in 1+kt’

de donde, despejando s,

1+kt
e = T )
Xk,in

que se puede expresar para las tres coordenadas, eliminando el pardmetro s, como

(-xl> 1+t _ <XZ) 142t _ <X3> 143t (E2 5 9)
X1,in X2.in X3.in o

La ecuacion (E2.2.9) representa las lineas tangentes al campo de velocidad, a un tiempo fijo,
en tanto que la Ecuacién (E2.2.1) representa el movimiento de una particula material de fluido,
conforme transcurre el tiempo. La configuracién de referencia, definida al tiempo ¢ = 0, por el
punto Xy no coincide, necesariamente, con el punto x;,, desde el cual trazamos la linea arbitraria
s, tangente al campo de velocidad, aunque, como un caso particular, podemos identificar dicho
punto con el lugar de la particula material en X al tiempo ¢ = 0, resultando que, en ese momento,
las lineas tangentes al campo de velocidad cumplen la condicion.
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)= () - ()

En tanto que, en cualquier tiempo posterior, fijo, al considerar lineas de corriente, trazadas desde el
punto X, satisfacen las relaciones:

1+t¢ 1+2¢ 143t
(xl) _ ()‘2) _ <"3> , (E2.2.10)
X01 X02 X03

Ejercicio 2.12 Elaborar graficos 3D de la trayectoria de la particula material que satisface la
ecuacion (E2.2.1), y que estaba en el punto (1,1, 1) al tiempo 7 = 0, asi como el grafico de las
lineas de corriente, ecuacion (E2.2.10), que parten del mismo punto (1,1,1) al tiempoz =0y al
tiempo t = 1. "

Vorticidad.

La vorticidad es la rapidez del giro local del flujo. Se representa por
w=Vxy, (2.2.3)

y se le conoce como el vector de vorticidad, que es un vector axial, y como tal, un vector cuyo
signo depende de una convencion sobre la direccion asignada al giro. Es importante numerar los
ejes del sistema coordenado de acuerdo a la convencién de la mano derecha, para evitar confusiones.
La vorticidad se puede desarrollar efectuando el determinante:

6, 6, 65
|9 9 I
ox; Jdxy Ox3

V1 V2 V3

es decir que, al resolver por los menores de la primera fila,
dvy dwn dvi  dnz dvy  dvy
=6 |=——-== 6| ——=—= 63 ——— 224
W ! <ax2 3x3> t 02 <ax3 oJx| +03 ox;  dxo ( )

Dilatacién.

Consideremos una regiéon %y C E3, con un volumen Vp, que es mapeada continuamente y
uno-a-uno en otra regién %; C 3, en un parametro ¢, como se muestra en la figura 2.2.
Sea

x = fy(Xo,7), (2.2.5)

el mapeo continuo uno-a-uno, que a cada punto xo € % le asocia uno y solo un punto x & %;(¢)
(ver figura 2.2).
Consideremos ahora el elemento diferencial dxg, tal que

dxo = (dXo1,dX02,dX03)" (2.2.6)

Este elemento diferencial genera un paralelepipedo, como se aprecia en la figura 2.2(b). Dicho
paralelepipedo tiene por lados las longitudes dxo;,dxp2 y dxo3 y su volumen es

dV() = del dX()QdX(B. (2.2.7)
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dx

— ax?

idXo

= 1)

dXos / d)é
J/ dXo2
dXon

b)

a)

Figura 2.2: (a) Mapeo de % en 75(t) y (b) elemento diferencial de volumen, en la configuracién de
referencia y en la configuracién actual.

Podemos ahora encontrar dx diferenciando la ecuacién (2.2.5) a un tiempo fijo arbitrario, t = #y:

of, of, of,
%0 —l— dxpz=——=dxo- =—,

d
+dxp2 9x03 %0

of
dx = dX(n ax()sl

que se puede reescribir como

dx = Z g dxoj_ Zd (X)W +d(x)? +4d(x)?, (2.2.8)

donde definimos los vectores

of;

d(x)V) = e
0j

——dxpj, para j=1,2,3, (2.2.9)

que no implican suma sobre el indice repetido j. Los vectores d(x )( J) son, en general, tres vectores
no ortogonales y no coplanares. El elemento de volumen dV; en la regién ¥;(¢) a tiempo fijo se
puede encontrar mediante el doble producto:

av, =d(x)V. (d( )@ % d(x )<3>) (2.2.10)

que equivale, en coordenadas cartesianas, al determinante cuyas columnas son los vectores d(x)(f ),
Entonces,

afsl afsl afsl
d
Txo01 dxo1 Ix0s dxo2 Tx0s X03
dVs = fs2 dxo1 912 dxp 9fs2 dxo3 |,

dxo1 dxp2 9x03
8f s3 af s3 afsS

d d d
0x01 0 0x02 0 0x03 o
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o bien
8fs1 8fsl 8fsl
dxo1  Oxpx  Ixp3
dv, = e 9fe  9fe dxo1dxpadxos, (2.2.11)
dxo1  dxpx  Ixp3
8fs3 afs3 afsS
dxo1  dxp2  dxo3
es decir que
dvi=J, dVj, (2.2.12)
donde
1)@ dV;
J, = ‘8){0 = (2.2.13)

es la razén de cambio del volumen con respecto al volumen de referencia, que podemos definir

como la dilatacién®.

Derivada temporal de la dilatacion

Vemos, entonces, que la dilatacién es el determinante de la matriz jacobiana de la transformacién
de las coordenadas actuales, desde su configuracién original o de referencia, de acuerdo con la
ecuacién (2.2.11), que puede aglutinarse por filas:

8fsl !
< 8x0 >

T
J = <&fs2> , (2.2.14)
8x0
8fs3 r
&Xo
0 por columnas:
of of of
= : s s 2.2.15
/ ‘ dxg1  Ixgr  Ixo3 ( )

Es necesario calcular la derivada de la dilatacion con respecto al tiempo, encontrando una
expresién que va a ser luego utilizada en desarrollos posteriores. Principiamos por considerar el
mapeo dado por la funcién Jg, ecuacion (2.2.11), cuya derivada temporal corresponde a la derivada
de un determinante n X n y por lo tanto, equivale a la suma de n determinantes en los cuales la
derivada se efectia sobre una fila (o columna) distinta en cada uno de ellos. Entonces, aplicando la
derivada por filas, ecuacién (2.2.14) tenemos:

4Seguimos aqui el método de Aris (1962), quien define la dilatacién del fluido y encuentra su rapidez temporal de
cambio, para desarrollar el teorema de transporte de Reynolds. Generalizamos el concepto de dilatacién al considerar
cualquier mapeo continuo, uno-a-uno, del espacio en si mismo, f;(x,7), para desarrollar el teorema generalizado de
transporte y encontrar, posteriormente, el teorema de transporte de Reynolds como un caso particular.
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dfa\"
8x0
dio\J d 0 r
(97s %) fs2 _
7 = <8X0) =D+ Dy+Ds
dfa\"
aX()

0 difa\' afa\" dfa\’

aX() dt 8xo , 8x0 ,
T

_ dfe n d dyfe N df
dXo oxo dt 125,

df3\" dfa\" 9 dfa\"
&xo aXo 8x0 dt

donde se ha intercambiado el orden de aplicacion de las derivadas temporales, que se efectuan
directamente sobre las componentes del mapeo f;, resultando las componentes de la velocidad v, de
dicho mapeo, donde vy = vy(x,7) en la configuracion actual. Entonces su derivacion con respecto
a xo requiere del uso de la regla de la cadena del calculo diferencial, cuya aplicacién da, para la
componente i-ésima:

0 dyfsi _ dvg Ity vy 23: d fsp vy
dxo dt  9xy OJxp Ox _p:1 dxp dx,

(2.2.16)

Esta expresion se aplica a los términos con derivada temporal de los tres determinantes Dy, D,
y D3 de la ecuaciéon(2.2.16), donde, en particular para Dj:

T
30 fop Iy Ifp\"
= dxg dxp X 0xg . \
- v v
D = df\" — (afsz> Ly p,, 22t (2.2.17)
! <8x0> p; 0Xo . 9x, p;l 1p8xp
afs3 T (afs?v)
<8X0> 8x0

Para obtener la ecuacion (2.2.17) se han aplicado dos propiedades de los determinantes: (1) El
determinante de un arreglo donde una de las filas (o columnas) es una sumatoria con n sumandos,
es igual a la sumatoria de los n determinantes, cada uno de ellos con uno distinto de los sumandos
en la fila (o columna) correspondiente y (2) Si cada uno de los elementos en una de las filas (o
columnas) de un determinante estdn multiplicados por el mismo factor, este factor puede extraerse
del determinante como un factor comun.

En la ecuacién (2.2.17) podemos notar, por comparacion con (2.2.14) que

Iy sii=p .
D,p—{ 0 siitp ;parai = 1. (2.2.18)

De manera similar se puede mostrar que el segundo y tercer determinante de la ecuacién (2.2.16)
dan lugar a relaciones semejantes a (2.2.17), de modo que

d(s)-]s 8vsi 3 8vs,- 3 8vs,-
TR YD Vel r e r Y

i=1p=1
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o en notacion de Gibbs:

dols ;g 2.2.19
dt — Js * V. ( . )

Divergencia de la velocidad v,

La ecuacién (2.2.19) puede también expresarse como:

dis  dgs
LU CINTA (2.2.20)

V. =
“SITar T ar

que nos permite entender la divergencia de la velocidad de la transformacion o mapeo de #j en 7
como la rapidez del cambio de la dilatacién para una dilatacién unitaria.

Como un caso particular, consideremos que el volumen no cambie en el mapeo dado por la
ecuacion (2.2.12). Entonces dVy = dVy y la dilatacién es J; = 1, de donde V-v; = 0. Este es el caso
de transformaciones que no cambian de volumen, o isocéricas. LLos campos cuya divergencia es
cero se conocen como campos solenoidales.

La transformacién o mapeo dado por la expresion (2.2.12) es arbitraria, excepto por la con-
dicién de que tiene correspondencia uno-a-uno. Podemos particularizar las relaciones anteriores
requiriendo que dicho mapeo sea el de un conjunto de particulas materiales en si mismas, entonces
¥5(t) contiene el mismo conjunto de particulas de fluido que el originalmente contenido en %. Esto
requiere que el mapeo (2.2.12) sea exactamente dado por la familia de deformaciones (2.1.7), que
mapea las particulas materiales & en si mismas, En tal caso la region que contiene un conjunto fijo
de particulas se conoce como el lugar de un volumen material V,,(7), cuya dilatacion coincide con
la dilatacion de flujo J,,. Ademds, la velocidad es también la velocidad de flujo v. Las relaciones
anteriores, para este caso particular, pero muy importante son;

Dilatacién de flujo:

ox av,,
=== 2.2.21
" ‘ aX() dV() ( )
Derivada material de la dilatacién de flujo:
DJ,
D;" =J,V-v, (2.2.22)

y en particular, cuando un flujo se realiza a volumen constante, es decir cuando dV,,, = dVp, tenemos
que J,, = 1 y que V-v= 0. Este es el caso de los flujos incompresibles, que resulta cuando la
densidad es constante, p = pg.

Ejercicio 2.13 Convénzase de que la derivada de un determinante [n x n] equivale a la suma de
n determinantes, en cada uno de los cuales, la derivada se efectia en una fila o columna distinta,
segun sea elegido. "

I Ejercicio 2.14 Convénzase de que la ecuacién (2.2.11) es correcta, a partir de la ecuacién
(2.2.10). "

I Ejercicio 2.15 Convénzase de la validez de las ecuaciones (2.2.12) y (2.2.13). ]
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I Ejercicio 2.16 Interprete el significado fisico de V-v a partir de la ecuacion (2.2.22). "

Ejercicio 2.17 Encuentre la dilatacién J,,, y V-v para los flujos dados por (E2.1.1) y ((E2.1.3) e
interprete fisicamente los resultados. "

Ejercicio 2.18 Repita el ejercicio anterior para los flujos dados por (E2.2.1), (E2.2.2),..., hasta
(E2.2.6) y (E2.2.8). "

Teorema generalizado de transporte.

La masa, la cantidad de movimiento lineal o impetu, la energia y la entropia son ejemplos
de cantidades extensivas, pues son proporcionales a la masa de fluido. Las correspondientes
cantidades intensivas son densidades mdsicas o volumétricas y corresponden a las cantidades
anteriores por unidad de masa o de volumen, respectivamente. Sea “A” una cantidad extensiva y sea
“a” su correspondiente densidad volumétrica. La relacién entre ellas se da a través de la integracion
de “a” en el volumen.

Consideramos, en general, la region arbitraria ¥;(¢), entonces

A= / adv, (2.2.23)
%(1)

Nos interesa encontrar una relacion para la derivada temporal de Ay siguiendo el mapeo dado por
(2.2.12), es decir para

d(“')A:d(“)/adV (2.2.24)
dr dr 5 -
(1)

y el propdsito es intercambiar el orden de aplicacion de la derivada y de la integral, es decir, derivar
en el integrando. Esta operacién requiere algunos pasos, puesto que la integracién en ¥;(z) es
funcién del tiempo. Primero transformaremos la integral a la configuracion de referencia con la
ayuda de la ecuacidn (2.2.12). En esta configuracién la regién no depende del tiempo, de modo que
es valida la permutacién de la aplicacién de la derivada y la integral:

d
g/ad\/s - /JdV / ”(aJ)dvo
7(0)
_ d<s>a d(s) s
= /< dt Ji+a d avy.

%

Utilizando ahora la relacién (2.2.19), introducimos la divergencia de la velocidad:

_ / < tav. vs> J.dV,

y transformando nuevamente a la configuracién al tiempo ¢ resulta, finalmente:

/ adV, = / ( ;) +av. vs> dv;, (2.2.25)
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que es una de las formas del teorema generalizado de transporte. Una segunda forma se obtiene
aplicando la ecuacion (2.1.18) a la derivada total en la ecuacién (2.2.25) y reagrupando los términos:

dis) da
- / adv, = / [at-i-v-(vsa)] dv. (2.2.26)
7(0) #)

Una tercera forma se obtiene separando el lado derecho de (2.2.26) en dos integrales y aplicando
a la segunda el teorema de la divergencia de Gauss, para transformarlo a una integral de superficie
cerrada:

d(s) da
W / adVS = / E d‘/s + ‘% avg - ndS, (2227)
%) %) 29,1

donde d¥;(t) es la superficie cerrada que limita a la regién #;(¢) y n es un vector unitario en la

direccién normal exterior a d ¥4(r).

Teorema de transporte de Reynolds

Cuando restringimos el mapeo a seguir las particulas materiales del fluido, obtenemos una
forma particular de este teorema, conocido como el teorema de transporte de Reynolds:

Teorema 2.2.1

a

D
= = —dv, . - 2.2.2
Dr /adV / = dv,, + j{ av-ndS ( 8)

V(1) Vn(t) Y (t)

Aqui la derivada temporal que se aplica es la que sigue a las particulas materiales del fluido,
es decir, la derivada material o sustancial D/Dt. La region de integracién contiene un conjunto
de particulas materiales de fluido, que son las que determinan el mapeo x(¢) = f,,(xo,#) de dicha
region, que es llamada region material #;,(¢), la cual tiene un elemento diferencial de volumen
material dV,,, estd limitada por una superficie d%;,(t), cuya normal unitaria es n, con elemento
diferencial de drea dS,, y con la velocidad de flujo de las particulas materiales del fluido v(x,7).

Ejercicio 2.19 A partir del teorema generalizado de transporte, encuentre una relacién para
1 di5)Vs

Vi
resultado. n

. Tome el limite cuando V; — 0 y encuentre el significado fisico de V - v a partir del

Ejercicio 2.20 Desarrolle el teorema de divergencia, establezca las condiciones que debe
satisfacer la funcidn integrando y diga porqué se requieren dichas condiciones. "

Descriptores de flujo tensoriales

Hemos desarrollado una expresion para una familia de deformaciones como x = f,(xo,). En
lo que sigue encontraremos lo que se define como la deformacidn de un cuerpo y la expresaremos
en términos de un tensor llamado tensor de deformacion. También veremos que, en los fluidos la
rapidez de deformacion tiene una relaciéon mas definida con los flujos que la deformacién misma,
ya que ésta dltima es infinita, es decir, aumenta sin limites conforme transcurre el tiempo, en
tanto que la rapidez de deformacidn, en las mismas condiciones, es constante. Encontraremos el
tensor de rapidez de deformacion aplicando el concepto de derivada, como cociente incremental,



2.3.1

2.3 Descriptores de flujo tensoriales 77

al tensor de deformacién. También definiremos la rotacién local del fluido y expresaremos el
tensor de vorticidad como el operador local que contiene la informacién de los valores locales
de la vorticidad, en cualquier elemento del fluido. Finalmente, encontraremos la relacion entre las
componentes cartesianas de la vorticidad y el tensor de vorticidad.

Operador de deformacion

Consideremos dos cuerpos puntuales (&4 y &) de un material, en un dado instante de tiempo
t. Identificaremos dichos cuerpos puntuales, simplemente por las letras A y B, y notaremos que
se desplazan en un flujo, de manera que sus desplazamientos son los vectores y4 y yp desde las
posiciones originales X4 y Xp, al tiempo ¢, hasta las nuevas posiciones x4 y X'g en la posicion
desplazada, o deformada, al tiempo ¢/, segtin se aprecia en el diagrama de la figura 2.3.

B

al tiempo t

al tiempo t’

Figura 2.3: Cuerpos puntuales A y B al tiempo ¢ y al tiempo .

Las posiciones de A y B en funcién de sus familias de deformaciones son:

x4 = fi(Xoa,1)
Xp = fx(XOB7t)
X1,4 — f(xont!) 2.3.1)
X% = fx<XOByt/ .

Aqui apreciamos que los vectores de desplazamiento de los puntos A y B son: y4 =X —Xa y
Y5 = X — Xp.

Consideremos ahora puntos cercanos, tales que |xX4 — Xg| < €, donde € > 0 es una distancia tan
pequeiia como se quiera imaginar. Entonces podemos expresar los desplazamientos de B en funcién
de los desplazamientos de A, como una serie de Taylor truncada en el término de primer orden:

Y8 =Ya+ (X —%a) - Vys+8(€?), (2.3.2)
de donde
YB—Ya =~ (Xp—Xa) - Vya. (2.3.3)

Por otra parte, restando los desplazamientos directamente, se tiene también que
VB —¥a = (X5 —X}) — (X5 — Xa), (2.3.4)
e igualando estas dos dltimas expresiones, tenemos
(X5 —X4) — (X —Xa) = (X5 —%4) - Vya (23.5)
de donde, en el limite cuando xg — X4, tenemos la expresion diferencial

dx' —dx = dx-Vy, (2.3.6)

5 Al desarrollar el concepto de tensor de deformacién, seguimos a Borishenko y Tarapov (1968).
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que se puede escribir como la aplicacién del operador de deformacién sobre un elemento diferencial
de posicion:

dx' =dx- (1+Vy). (2.3.7)

Es decir que un vector diferencial de posicién dx’ al tiempo 7’ se obtiene como una transforma-
cién del vector diferencial de posicion dx al tiempo 7, mediante el citado operador de deformacién
1+ Vy.

Tensor de deformacién

Consideremos ahora la particula material &4 y a partir de ella, dos vectores diferenciales de
posicion dx(j) y dX(3), en dos direcciones arbitrarias, como se aprecia en la Figura 2.4. En su
configuracién deformada, los vectores diferenciales se pueden expresar como:

dX/(l) = dX(]) : (1+Vy)

2.3.8
dx’(z) = dxp)-(1+Vy), (2.3.8)

dx,,

> dx,

X

Figura 2.4: Dos direcciones de deformacion dx(j) y dX(,) para el cuerpo puntual &4, situado en el
punto X4).

Podemos encontrar un escalar que mide la deformacién, mediante la proyecciéon de una de estas
direcciones en la otra, aplicando el producto punto:

dx(yy-dx'p) = [dxq)-(1+Vy)] - [dxp) - (1+Vy)]

dx(y)-dxy = dx)-(1+Vy)- (1+Vy") - dxq).

(2.3.9)

Aqui se puede efectuar el producto punto entre los tensores de segundo orden, para obtener la
igualdad

dx'(1) - dX'(2) —dx(1) - dX(2) = ¥ dX(2)dX(1), (2.3.10)
donde definimos que

y={Vy+Vy' +Vy-Vy'} 2.3.11)
es el tensor de deformacion.

Ejercicio 2.21

(a) Demuestra que la Ecuacién (2.3.9) da lugar a la igualdad (2.3.11), donde la notacién
Y : dX(2)dX(y) indica un doble producto escalar (la doble contraccién o la proyeccién en
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dos direcciones del espacio), de modo que

3 3
¥ dx@dx) =} ) V¥, dx )
i=1j=1
(b) Verifica, también, que
Y: dX(z) dX(l) = dX(l) o '}'-dX(z) = dX(z) dX(l) 4

Ejercicio 2.22

(a) Convéncete de que ¥:ab =¥ :basiy solo si ¥ es simétrico, cuando a # b. (¥ es simétrico
si ¥ =¥’ o en notacién indicial si }; i = Yii)-
(b) Demuestra que ¥ = [Vy+ Vy” + Vy- Vy’] es simétrico.

Lecturas:
Aris, seccién 2.41; Borishenko & Tarapov seccién 2.4.4.

2.3.3 Significado fisico de las componentes del tensor de deformacion

Consideremos la expresion (2.3.10):
dx’(]) -dx’m —dx(1)-dX(p) = ¥ dX()dXy),

que representa un escalar, que mide diferencia de las proyecciones entre dos vectores acotados en
un elemento material, considerados en su configuracién deformada menos los mismos vectores en
su configuracién original.

Las componentes cartesianas del tensor ¥ pueden ser encontradas, en general, expresando
los dos vectores acotados en términos de su magnitud ds; y su direccién unitaria &y, donde
k=1,2,3 son las direcciones de los ejes de un sistema coordenado rectangular. Asi, la componente
711 se obtiene a partir de los vectores dx(j) = ds 6, = dX(), que en la configuracion deformada
son dx'(jy = ds) A1 = dx/(), donde A1 es un vector unitario en la direccién de la configuracién
deformada. De aqui tenemos que

(ds) A1) (dsiA1) — (ds181) - (ds181) = ¥: (ds181)(ds181). (2.3.12)

Efectuando las operaciones tenemos:

(ds})? — (ds1)? = 111 (ds1)?, (2.3.13)

de donde

(ds})* — (ds1)
Ymw=-—""->=;""
(dsl)
Si queremos ahora encontrar el significado fisico de la componente 7;, del tensor de deforma-

cién partimos de los dos vectores dx(l) =ds16,y dx(z) = ds87, los cuales en la configuracién
deformada dan dx’ (1= dsiAyy dx Q= dsy,A,. Ahora tenemos:

(2.3.14)

(dslla.]) . (dslza.z) — (dS]81) . (d5282) =Y: (ds181)(dsQ52). (2.3.15)
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Efectuando las operaciones indicadas vemos que

ds’ldslzﬁ,l . 2.2 = }’12d.§‘1d52, (2.3.16)
de donde
ds'ds),
= 2.3.17
Y12 ds1dss cos B2, ( )

Tensor de rapidez de deformacion
Podemos dividir la expresion (2.3.10), que mide la deformacion, entre el intervalo de tiempo
' —t y luego tomar el limite cuando ¢ — ¢ para tener:
dx/

L, 1
lim W) = lim
=t t—t 11—t t—t

-dX/(Z) — dX(l) -dX(z) Y: dX(Q) dX(])

: (2.3.18)

aplicando el limite del lado izquierdo, por la definicion de la derivada como cociente incremental,
tenemos:

d 4

E (dX(l) . dX(z)) = | lim . dX(z) dX(l), (2319)

Y=t —t

donde el paréntesis del lado derecho determina lo que definimos como el tensor de rapidez de
deformacion ¥:

Vy+ vy +Vy- vy
y—tim Y — i LY VY FVY VY

P—tt —t =t t—t

(2.3.20)

En la segunda igualdad se ha sustituido el tensor de deformacién ¥, de su definicién en la ecuacién
(2.3.11); en cada uno de sus sumandos puede aplicarse el limite temporal, encontrando para el
primer sumando:

v -
Iim—- — v (1im—— ) = v [ 1im ==X} — vy, 2.3.21)
st —t =t t! —t t—t ' —t

en tanto que el tercer sumando resulta un infinitésimo de orden superior, que en el limite ¢’ — ¢,
tiende a cero, resultando la definicion del tensor de rapidez de deformacion:

7= (Vv+Vv'). (2.3.22)
La ecuacidn (2.3.22) se puede aplicar en (2.3.19), resultando:

4

di (dX(l) : dX(z)) = ’}/ dX(z) dX(l), (2.3.23)

Esta manera de encontrar el tensor de rapidez de deformacién parte del significado de su nombre
y calcula simplemente su derivada como el limite de un cociente incremental.

Ejercicio 2.23 (a) Demostrar que ¥ es un tensor de segundo orden. (b) Demostrar que ¥ es
simétrico. .
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Ejercicio 2.24 Obtener la ecuacién (2.3.22) aplicando el limite ¢ — ¢ a cada uno de los
sumandos de la Ecuacion (2.3.20). n

2.3.5 Significado fisico de las componentes del tensor de rapidez de deformacién

Consideremos que dx ;) = dsiAyy dx(y) = ds,A, donde A y A, son vectores unitarios en las
direcciones seleccionadas. Entonces la expresion (2.3.23) se escribe como®

% [ds1 dSZCOS(B)] == '}' lzlldsl dSZ, (2.3.24)

donde f es el dngulo entre las direcciones indicadas por los vectores unitarios A; y A,. Despejando
el término que tiene el tensor bmy:

| d _
ds1ds, di [451d452005(B)] =¥ : Aok, (2.3.25)

Derivando el producto del lado izquierdo tenemos que
d d :
Cos(ﬁ)aln(dsl dsy) —sen(ﬁ)aﬁ =§:A244. (2.3.26)

Consideremos ahora casos particulares, para determinar las componentes cartesianas de 7.
Asf, para obtener 71 hacemos que Ay = A| = 8, y ds| = dsy = dsy). Por lo tanto  — B, = 0.
Entonces, sustituyendo estos valores en (2.3.26):

d ) d
ZInds)? =11 = 2 In(dsq). (23.27)

T
Para encontrar J;, hacemos A, = 8, y A| = 81, de modo que B, = 5 Entonces:

_dPn

= Y. 232
7 Ti2 (2.3.28)

El procedimiento puede repetirse para las otras componentes de ¥, de modo que es posible,
finalmente elaborar el arreglo:

d dpia dBi3
2E1n(ds(l)) _7dl‘ _7dl‘
. dﬁg] d dﬁ%
| _ 4 _ , 2.3.29
Y dt Zdt ln(ds(2)) dl‘ ( )
dps; s d
ot ot 2 In(ds(3))

que es la interpretacidn fisica de las componentes del tensor rapidez de deformacién. En la diagonal
principal estan las tasas de deformacion elongacional y fuera de ella la tasas de deformacion
angular. Es conveniente notar que f;;, el dngulo entre las dos direcciones seleccionadas (4,4 ;)
satisface la condicién B;; = B;i, con lo cual comprobamos que el tensor ¥ es simétrico. En términos

SEste modo de explorar el significado fisico de las componentes cartesianas del tensor de la rapidez de deformacién
se encuentra en Slattery (1973).
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de la velocidad tenemos que la ecuacién (2.3.22) da:

vy dvo  dvy dvy  dvy
“on (axl*axz) (ax1+aX3>
. 8v1 8vz 8vz aV3 8v2
7_ <8XQ + 8x1> 28)62 (8x2 + aX3> ' (2330)
dvi  Jdv3 dvy  dvs ov3
<a+a) (a*a) e

Ejercicio 2.25 Demuestre que la traza de ¥ es:

I . _ D
5Tr(y) =1l:y=7:1= Elnj’"

D
Ejercicio 2.26 Reinterprete la rapidez de la dilatacion, D InJ,, utilizando los resultados de

la interpretacion fisica de las componentes cartesianas del tensor de la rapidez de deformacién
(2.3.29). "

Ejercicio 2.27 Encuentre la norma del tensor ¥, definida por la operacién 27> = ¥ : ¥, tanto
en la notacién de Gibbs como en sus componentes rectangulares. "

2.3.6 Diada de rotacion local

Podemos extender el método seguido al encontrar los tensores de deformacion y de rapidez
de deformacion, en las subsecciones 2.3.2 a 2.3.4, ahora para encontrar otros dos tensores muy
importantes, conocidos como la diada de rotacién local y el tensor de vorticidad, que bien podria
Ilamarse el tensor de la rapidez de rotacién local. El operador de deformacién y la diada de rotacion
local son operadores de formas especificas de desplazamiento, en tanto que sus derivadas temporales
resultan en el tensor de rapidez de deformacién y el tensor de vorticidad, respectivamente.

Partiremos por describir el giro local con los elementos mostrados en la figura 2.5. Sean dx(j)
y dX(2) dos elementos materiales de linea que intersectan en el cuerpo puntual A localizado en la
posicién x4 al tiempo ¢. A un tiempo posterior ¢/, los vectores de ambas lineas materiales se habran
desplazado a las posiciones dx’ 1y dx’' (2) que se muestran en la figura 2.5.

Podemos estimar el dngulo de giro local del cuerpo A mediante una expresion que implique
la diferencia de los giros G12'y o1, es decir, las diferencia entre el dngulo del vector dx’(;) con
respecto al vector dx (ﬁ_]O al tiempo t), que se denotard por ¢y, y el dngulo del vector dx’ , 2)

con respecto al Vector dx (ﬁ]o al tiempo ¢t), que se denotard por ¢ .Propongamos entonces la
relacién

dx' (1) - dx(y) — dX 3) - dX(), 2331)

donde, sustituyendo las expresiones de (2.3.8), que determinan dx’ 1y dx’' (2)» las cuales utilizan el
operador de deformacion, definido por la ecuacion (2.3.7) tenemos:

dx'(y) -dx(()2> —dx () -dx?l) = [dx(()l) (14 Vy)] -dx(()z)
— [dx(y) - (14 Vy)]-dx}), (2.3.32)
= (14 Vy): dx( )dx( 1y — (1+Vy) :dx(()l)dx?z),
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X, .

o1 1Xp

P
28 Xo
A0 J
A
2.0 X(I)

X4 1

Figura 2.5: Dos elementos de linea material al tiempo ¢ y al tiempo ¢/

donde es conveniente transponer ambos factores del segundo término para obtener
0 0 Ty . 350 .0
Aqui, el término entre paréntesis es la diada de rotacién, R, definida como
R=Vy—Vy’ (2.3.34)

Tensor de vorticidad
A partir de la Ecuacién (2.3.34) tenemos que (2.3.33) da:

0 0 . 0 0
Podemos ahora considerar la rapidez de la rotacién con respecto al tiempo, dividiendo la
ecuacion (2.3.35) entre el intervalo ¢’ —t. Antes de hacerlo, sumamos y restamos el término
dx(()2) -dx(()l) en el lado izquierdo de (2.3.35), factorizando y expresando la razén de cambio en el
Iimite cuando ¢’ — ¢:
oo a0 1.0 Tdx! o — %0 1. 4x0 c1e0 10
. [dX' (1) dx(l)] Xy, [dX' (2 dx(2)] dx() :h’mR.dedX(l) (2336)

st t—t =5t t—t

donde dx(()l) y dx(()z) son constantes. Entonces podemos encontrar las derivadas temporales, en el

Iimite cuando ¢’ — ¢:

d(dX(l)) dXO d(dX(z)) .dX(()l) _ <

2 R . 0 0
I 2) I lim ) : a’x(z)dx(l) , (2.3.37)

sttt —t

y a semejanza del tratamiento hecho en el limite con respecto al tiempo, de la rapidez de cambio
del tensor de deformacién ¥, ecuacion (2.3.21), la rapidez de cambio de la diada de rotacién nos
permite definir el tensor W:

— =R=(VWv-W)=W, (2.3.38)

=ttt —t

por lo que W podria llamarse el tensor de rapidez de rotacion, aunque es conocido con el nombre
de tensor de vorticidad.

Es conveniente notar que, en tanto ¥ es un tensor simétrico, es decir que ¥ = ¥’ , el tensor de

vorticidad W es antisiméntrico, es decir que W = —W . Por otra parte, dos veces el gradiente de la
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velocidad, 2Vv, es la suma de su parte simétrica y su parte antisimétrica, es decir’

2Vv=7+W= (Vv+ Vv )+ (Vv—VWv') (2.3.39)

Significado fisico de las componentes del tensor de vorticidad

Podemos ahora encontrar el significado fisico de las componentes cartesianas del tensor de
vorticidad a partir de las ecuaciones (2.3.37) y (2.3.38) combinadas como:

d(dX(l)) d 0 d(dX(z))

0 _w- Jx9 0
Sean dX(y) y dx(3) dados por
dx(y=dsid1 'y dxp)=dsA,, (2.3.41)

entonces, la Ecuacién (2.3.40) da:

d

L (dsidy) -dsy Ay — %(dszlz) -dsiAY =W : A3 ds ds,. (2.3.42)

Dividiendo entre dsds, y derivando los productos del lado izquierdo de (2.3.42) tenemos

cosPip d(ds1)  cos ¢ d(ds2)

ds dt dsy dt (2.3.43)
dor, don 040 o
— sen(])lg?—senq)zl? =W:A,A;,

donde ¢, es el dngulo del vector dx’ (1) con el vector fijo dx?z) y ¢ es el dngulo del vector dx’(z)
con el vector fijo dx(()l), ver la figura 2.5. Para obtener el tercer término de la Ecuacién (2.3.43) es

. 0 . . .
conveniente notar que A ; corresponden a direcciones fijas, por lo que

dA;
dt

dt

d d
A9 = 2220 = £ (cos ) = —seng; (2.3.44)

dt

Consideremos ahora un sistema de coordenadas cartesianas. Para determinar W;; tomemos
20 =1%=¢, y dsi = dsy = ds(y). Entonces ¢1» = ¢ = 0y la Ec.(2.3.43) da:

1 d(dS(l)) 1 d(dS(l))

— =W:6,8, =W, 2.3.45

dS(l) dt dS(l) dt 1 ! ( )
entonces

Wi =0 (2.3.46)

Algo similar ocurre para Wy, y W33, de modo que el tensor de vorticidad es un tensor de traza
Cero:

Tr(W) =W+ Wy +W33=0+0+0=0. (2.3.47)

7Es importante poner atencién a la ecuacién (2.3.39), pues muchos autores definen, tanto al tensor de la rapidez de
deformacion como al tensor de vorticidad, como la mitad de los que hemos definido arriba, y relacionado en la ecuacién
sefialada. Dichos autores encuentran que Vv = ¥+ W, de acuerdo con sus definiciones, lo cual es compatible con nuestra
ecuacion (2.3.39) en su sentido fisico, salvo un factor de dos, que debe tenerse en cuenta.
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Por otra parte, obtenemos el elemento Wy, si hacemos )Lg =08y ).(1) = 8. Entonces ¢ =
0 = 2, pero la rapidez de cambio ¢21 es, en general, distinta de ¢12 Sustituyendo en la ecuacién
(2.3.43) tenemos:

1, . .
5 (912 =021) = Wiz, (2.3.48)
en tanto que tomando A9 = &, y A = 8, resulta que, 912 = ¢ = g y tenemos:

(921 — §12) = Way, (2.3.49)
cuya extension a las otras componentes de W da lugar al arreglo:
0 (92— 921)  —(d31—¢13)
W= —(92—¢) 0 (93— 02) |, (2.3.50)
(31— 913)  — (93— 932) 0

donde notamos que la componente ij-ésima de W es la rapidez neta de la rotacién del fluido en
el plano i j-ésimo, dirigida en el orden de i, hacia j. Por ejemplo, consideramos la rotacion de un
cuerpo rigido en el plano (1,2) con velocidad angular ¢, positiva, de acuerdo con la convencién
adoptada (Ver Figura Apéndice). Entonces, para este caso de un cuerpo rigido, ¢»; = —¢;» y por lo
tanto Wy, = (blz = —Ws;.

2.3.9 Relacion entre la vorticidad y el tensor de vorticidad

Es posible encontrar una relacion entre el tensor de vorticidad W y el vector de vorticidad w.
Esto se hace al aplicar el doble producto mixto al tensor de vorticidad, con el tensor unitario 1, de
modo que W1 es un vector cuyas componentes cartesianas pueden encontrarse al efectuar, por
menores, el determinante:

6, &6, &3
3 3
WXI = Z Wi Wy, W3i = Z W21 i3 — W3t 12)
i=1 i=1
51'1 5i2 51'3

. (2.3.51)

— 82 ) (W18 — Wii8i1)
i=1
3
+83) (W18 —Waibin),

i=1

en el cual, las sumatorias, que surgen del producto punto (W - 1), se han expresado explicitamente,
para mayor énfasis en las operaciones implicadas. Entonces los términos diferentes de cero son:

W>_<1 =6, (W23 — W32) — 82(W13 — W31) + 63(W12 — Wz]), (2.3.52)
pero por la antisimetria de W vemos que

W>§1:2(W2381 —W1352+W1283), (2.3.53)
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que a partir de la definicién de W, ecuacién (2.3.38), se ve que equivale al doble de la vorticidad,
ecuacioén (2.2.4), es decir que

Wx1=2w, (2.3.54)

y también que, comparando las componentes de la vorticidad en la ecuacién (2.2.4), con las
componentes del tensor de vorticidad en (2.3.38), podemos expresar las componentes de éste
dltimo, en términos de las componentes de la vorticidad, de manera que

0 w3  —w»p
W=]| —ws3 O wi . (2.3.55)
wo —Wi 0

De la correspondencia entre la ecuacién (2.3.55) y la ecuacion (2.3.50) surge la interpretacion
fisica de las componentes del vector de vorticidad, que en general se puede expresar como:

wi = (i) — 9ji), (2.3.56)

para {i, j,k} distintos uno del otro, siguiendo el giro de la regla de la mano derecha. Asi que en
particular, tenemos

wi = (¢33 —932); w2 =(d31 —13); w3 = (d12— 1)
La ecuacién (2.3.56) puede expresarse diciendo que la k-ésima componente de la vorticidad, wy,

es la rapidez neta del giro de la particula material A en el plano (x;,x;), perpendicular a la direccién
X

Ejercicio 2.28 Encontrar la vorticidad y el tensor de vorticidad para el flujo de Couette plano
dado por la ecuacién (E2.2.9). (ii) Hacer una gréfica del giro de la vorticidad en el flujo de
Couette, en un sistema coordenado orientado por la regla de la mano derecha. "

Ejercicio 2.29 Encontrar la vorticidad de los flujos dados por las ecuaciones (E2.2.2) a la
(E2.2.7). "

Ejercicio 2.30 Usando los resultados del ejercicio E2.3-9, probar si se satisface la propiedad:

aw av
— =V x —
ot ot’
la cual implica que las coordenadas x y ¢ son independientes. "

Ejercicio 2.31 Un flujo es irrotacional cuando w = 0. Un flujo es potencial cuando la velocidad
se puede escribir como el gradiente de una funcién escalar ¢, llamada el potencial de la
velocidad, de modo que v = —V¢@. Demuestra que <todo flujo potencial es irrotacional’>. m

Ejercicio 2.32 — Cinemdtica de un flujo parabdlico estacionario. Un fluido escurre entre
dos ldminas sélidas paralelas en régimen estacionario. El fluido llena completamente el espacio
entre ambas ldminas, que estan separadas una distancia 2b, tienen una longitud muy extensa y
una anchura igualmente extensa, en la direccion perpendicular al plano del papel. Esta direccién
perpendicular se representa por lineas a 45 grados (ver figura 2.6). Teniendo cuidado de utilizar
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— X=+l

Figura 2.6: flujo parabdlico estacionario entre dos placas planas y paralelas

el sistema coordenado que aparece en esta figura, la velocidad tiene la inica componente no
nula:

X2\ 2
V1 (62) = Vimax [1 - (3) ] : (2.3.57)

En la figura 2.6 se representa el perfil de velocidad dado por la ecuacién (2.3.57). También se
distinguen tres particulas materiales, representadas en su configuracién de referencia, al tiempo
t = 0, donde sus posiciones son:

= fy '(x10,0,0) (2.3.58)
éB :f()_l(xl()ab/zao) (2359)
Ec = fy ' (x10,—b/2,0). (2.3.60)

A continuacion se solicita encontrar algunos resultados, especificamente para este flujo,
de modo que las expresiones generales, aplicables a cualquier flujo, no son los resultados
solicitados, sino su aplicacién especifica al flujo que satisface la ecuacién (2.3.57).

1. Trayectorias:

a) Representa el vector de velocidad de este flujo, dado por la ecuacién (2.3.57), en
la forma de un arreglo matricial de sus tres componentes y en la forma de la suma
de sus componentes. Los vectores de la base de coordenadas rectangulares son

(81,02,03).
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b) Determina las ecuaciones paramétricas de las trayectorias de las particulas materiales
€a:8p Y Ec.
¢) Considera que las particulas materiales 4, Ep y &c estédn en los centros de circulos de
radio rg = b/10, en su configuracion de referencia, y determina como se deforman
dichos circulos, debido al perfil de velocidad, como funcién del tiempo. Elabora
gréficos de estas deformaciones.
2. Continuidad:
Demuestra que este flujo es incompresible
3. Rapidez de deformacion:
a) Encuentra todas las componentes del gradiente de la velocidad, para este flujo.
b) Encuentra todas las componentes del tensor de rapidez de deformacién, para este
flujo.
4. Vorticidad:
a) Encuentra el vector de vorticidad de las particulas materiales 4, &g y &c.
b) Encuentra todas las componentes del tensor de vorticidad, para este flujo.
c) Encuentra una relacién entre el vector de vorticidad y el tensor de vorticidad, a
partir de la operacion W x 1 en general y aplicala en particular a este flujo, para las
particulas materiales &4, Ep y &c.



3.1

3.1.1

En este capitulo enunciamos los postulados fundamentales de la mecanica de fluidos. Estable-
cemos las relaciones fundamentales entre las fuerzas, los torques, el impetu y el momento angular,
que ocurren en los fluidos. Aplicamos estos postulados a fluidos compuestos por una sola especie
quimica, o que se comportan como tales, por ejemplo el aire o mezclas binarias de liquidos, como
etanol-agua, glicerol-agua, etilenglicol-glicerol, etc... Ademads, consideramos que la temperatura se
mantiene en un solo valor constante en todo el fluido.

El principio de conservacion de la masa de un cuerpo

La conservacion de la masa de un cuerpo fluido es el primero de los postulados o principios
fundamentales de la mecéanica de fluidos, el cual establece que

(EN AUSENCIA DE REACCIONES NUCLEARES) LA MASA DE UN CUERPO NO DEPENDE
DEL TIEMPO.

Este postulado, asi como los principios en los que se basa el desarrollo de la mecanica de
fluidos, estd intimamente ligado al concepto de cuerpo %, establecido en el capitulo anterior, as{
como al concepto de medio continuo, a la definicién de propiedades en la escala termodindmica y
al concepto de las particulas materiales & de los fluidos, del cual han emergido los descriptores de
flujo discutidos previamente.

Ecuacion de continuidad

La masa M de un fluido con densidad masica p [Kg/m’], contenido en la regién material ¥, (z),
esta dada por la integral:

M= / pdv. 3.1.1)
()

De acuerdo con el postulado de conservacién de la masa, expresado arriba, si la masa del cuerpo
no es funcién del tiempo, su rapidez temporal de cambio en la region material ¥;,(), es igual a
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cero, es decir que

DM D
E:E/pdvzo (3.1.2)
.

V(1)

Por el teorema de transporte de Reynolds, ecuacién (2.2.28), para la densidad mésica p en un
volumen material ¥;,(¢), podemos escribir:

Dp B
/ {Dt—l—pV~v} dV,, = 0. (3.1.3)
()

Esta integral es igual a cero independientemente del tamafio y la forma de la region de integra-
cion, ¥;,(t), por lo que es el integrando mismo lo que debe ser igual a cero (ver ejercicio 3.1-1,
abajo). Entonces obtenemos la expresion

Dp

- V.v—= 1.4
o TPYV=0 e
o bien
‘;ft’ LV (pv) =0, (3.1.5)

que son dos formas que toma la ecuacion de continuidad. La primera, en la ecuacién (3.1.4), con
el operador de derivada material, definida por la ecuacién (2.1.10), es conocida como la forma
lagrangiana de la ecuacion de continuidad, donde al ser sustituida la derivada material por la
relacién (2.1.14), conduce a la segunda forma de la ecuacién de continuidad, ecuacion (3.1.5), que
es conocida como la forma euleriana de la ecuacion de continuidad.

La densidad de los flujos incompresibles se considera constante: p = constante, por lo que
la ecuacién de continuidad se reduce a

V-v=0. (3.1.6)

Esta es la ecuacion de continuidad para los flujos incompresibles.

Ejercicio 3.1 Considere la integral | ab f(x)dx =0, donde los limites de integracién (a,b) se
eligen arbitrariamente. Aplicando el teorema fundamental del cédlculo, convénzase de que

flx)=0. .

Ejercicio 3.2 Enuncie el teorema del valor medio del cdlculo integral, con especial atencién a
las propiedades de las dos funciones del integrando. "

I Ejercicio 3.3 Encuentre una relacion diferencial entre la densidad, p , y la dilatacién J,,. =

Ejercicio 3.4 Demuestre la forma reducida del teorema de transporte de Reynolds:

D Df
— fdv = / —dv, 3.1.7
Dt [m(r) P Yalt)” DI GLD



3.1 El principio de conservaciéon de la masa de un cuerpo 91

I que serd de gran utilidad en nuestros desarrollos. "

3.1.2 Condicion de salto de masa.

La region que separa dos fluidos con densidades claramente distintas (por ejemplo una burbuja
en un liquido, una gota de aceite en agua o una onda de choque generada en el aire por el
movimiento de un avién supersénico) se puede considerar con una superficie donde la densidad
sufre una discontinuidad de salto. Consideremos un volumen madsico %, = #1 + #2, donde #1 y %>
son las regiones ocupadas por cada una de las fases; en general, #] y /> no son mdsicas de manera
individual, aunque el conjunto de ambas es la region masica 77,.

Sea w la velocidad de la interfase, y sean w,; = w-ng;k = 1,2, dos rapideces de desplazamiento
normal de la interfase, en las direcciones externas a las regiones ¥;; para k = 1,2, respectivamente.
Ver figura 3.1.

~ T T
N » | - W 2 /,,' %
[
n: o | l
nz«——m -
P P
P

Figura 3.1: Regién material %;,(t) = #1(¢) U #2(t) US(¢) con una discontinuidad de salto en 3(7),
al interior de ¥#;,(t). p1 y p2 son valores limites de la densidad, definidos por la Ecuacién (3.1.10).

El principio de conservacién de la masa para la region maésica 7}, establece que

D d

D _4 —0. 1.

o /pdV 0 /pdv+/pdv 0 (3.1.8)
lt) 7i0) (1)

m(t

Considerada individualmente, cada region 7;(¢) no es una regién masica, por lo cual debemos
aplicar la version generalizada del teorema de transporte, ecuacion (2.2.27), al intercambiar los
operadores derivada e integral, de donde tenemos que

d

E/pazv: / %’;dV+ / p(v-n)dS+/pk(w-nk)dS, (3.1.9)
a0 a0 Si(0) 3(1)

donde ., US = d¥; es la superficie cerrada que limita a %, para k = 1,2.

Es importante sefialar que, en la ecuacion (3.1.9), los subindices que se aplican en las variables
de campo, como la densidad p(x,7) y la velocidad v(x,?), indican los valores limite de dichas
variables acercandose a la interfase desde el interior de la fase k-ésima, es decir que cualquier
variable de campo ¢ (x,#) con un subindice k significa el valor limite:

li Vi
Ok (x,1) = m o (x,1); cuando{ ;Ge 5158 (3.1.10)

X — X7
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Cuando sumamos los dos términos de la ecuacién (3.1.8), de acuerdo con sus expresiones
correspondientes en la ecuacion (3.1.9), tenemos que

/‘Z’dw / p(v-n)dS+/(p1w-n1+p2w-n2)dS:0. G.1.11)
Y+ A+S 3

Por otra parte, en cualquier punto dentro de la fase k-ésima, se cumple la ecuacién de continui-
dad:!

aaft’Jrv.(pV):o, (3.1.12)

de donde, al integrar en la regién ¥} y aplicar el teorema de la divergencia, tenemos que

Ip _
/WdV—i—?{p(v-n)dS_
Yk

% (3.1.13)

)
/aflt)dv-i- /p(v~n)dS+/pk(Vk ~nk)dS =0,
Yk Sk 3
parak =1,2.
Podemos sumar, a continuacién, ambas expresiones de la forma de la ecuacién (3.1.13) y al
resultado restarle la ecuacién (3.1.11), para encontrar que

/(p1V1 ‘ny + P2y 'nz)dS—/(plw-nl +p2w-n2)dS: 0. (3.1.14)
3 3

Estas dos integrales, combinadas en una sola, donde la regién interfacial 3(¢) es arbitraria,
indica que el integrando debe ser cero (ver ejercicio 3.1). Entonces

p1(Vi—WwW)-n;+pz(v2 —w)-my =0, (3.1.15)

que es la condicion de salto de masa en una superficie singular, cuya interpretacion fisica es:

EL FLUX MASICO NETO (FLUJO MASICO POR UNIDAD DE AREA INTERFACIAL) QUE
AMBAS FASES APORTAN A LA INTERFASE, ES CERO.

Observando que n, = —nj, podemos re-escribir la ecuacién del salto de masa (3.1.15) como:
p1(vi—w)-n; = py(va—Ww)-ny, (3.1.16)

que puede entenderse también expresando que

EL FLUX MASICO INTERFACIAL DESDE LA FASE UNO A LA INTERFASE ES IGUAL AL
FLUX MASICO INTERFACIAL DESDE LA INTERFASE A LA FASE DOS.

Esta interpretacion se basa en la observacion de que ambos fluxes se encuentran al proyectar
ambas cantidades vectoriales py(vy —w);k = 1,2, en la inica direcciéon normal ny, lo cual da dos
escalares que coinciden en valor y signo, para ambos lados de la igualdad, lo cual indica que “lo
que entra a la interfase (por unidad de drea interfacial y tiempo) es igual a lo que sale".

!Este procedimiento, desarrollado por Slattery, (1973) y (1999), requiere la versién generalizada del teorema de
transporte, en la cual es importante distinguir entre la velocidad de la superficie interfacial, w y la velocidad del
fluido cruzando la region interfacial desde la k-ésima fase, v;. Su valor limite cruzando la interfase se indica, en nuestra
notacién compacta, con el subindice k de acuerdo con la convencién establecida por la ecuacién (3.1.10).
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= Ejemplo 3.1 — Evaporacion. Sea la fase 1 = gas y la fase 2 = liquido. Lejos del punto critico
(de la termodindmica), la densidad del liquido es del orden de 103 veces la densidad de sus vapores.
Entonces p; < py y laigualdad (3.1.16) implicaque vi m; —w-n; > vy-n; —w-nj.
Eliminando el término de la rapidez de desplazamiento de la interfase, w - n;, de ambos lados de
la desigualdad, lo anterior equivale a que v; -n; >> v, -0y, y también a que la componente normal
de la velocidad relativa (vi —v;) -m; > 0.
Sabemos, entonces, que en la evaporacion, los vapores se desprenden de la interfase con una

rapidez muchisimo mayor que la rapidez del liquido que se aproxima a ella. "
m Ejemplo 3.2 — Interfase impermeable. Cuando no hay transferencia interfacial de masa, la
2
ecuacién (3.1.15), que también se puede expresar como la sumatoria Z Pr(vi —w) -ng = 0, es tal
k=1

que cada uno de sus sumandos es cero, es decir que (vy —w) -n; = 0, para k = 1,2. Esto significa
que el fluido de la fase k-ésima adyacente a la interfase, viaja con una componente normal de
velocidad igual a la rapidez de desplazamiento de la interfase, por lo que nunca cruza dicha
interfase. "

Ejercicio 3.5 — Condicién de salto de masa.

Encuentra la condicién de salto de masa, a partir de la ecuacién (3.1.11), considerando una
sucesion de volimenes masicos que se aproximan a la interfase, hasta su limite cuando tienden
a cero®: m

“Este procedimiento es desarrollado por Truesdell y Toupin (1960), pag. 526.

Figura 3.2: Sucesién de volimenes materiales adyacentes a una superficie singular.

3.1.3 Principio de balance de masa en una region fija del espacio

Consideremos una regién de flujo fija del espacio %, C E? y sea 9% la superficie que encierra
esta region. Dividamos esta superficie en dos casquetes: el casquete .#] es la porcién de 0% por
donde el flujo entra a la region %, véase la figura 3.3; en esta region la proyeccion de la velocidad de
flujo en la direccion n es negativa. Ademds el casquete .#, la otra porcién de d %, es la superficie
por donde sale el flujo de 1a regién %; en este casquete la proyeccion de la velocidad de flujo en
la direccién normal, v - n, es positiva, puesto que ambos vectores hacen un dngulo menor a /2.
Entonces, el balance de masa para este sistema tiene la forma:

Flujo mésico que entra Flujo mésico que sale Rapidez de cambio
a la region fija % — | delaregion fija % = | temporal de la masa
por la superficie .7 por la superficie .75 en la region fija 7
entonces
d
/pv-(—n)dS — /pv-ndS :—fpv-ndS:a—t/pdV (3.1.17)
B 5% (97/() V2
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—\

Figura 3.3: Region 7 fija en el espacio, con sus casquetes de flujo de entrada .7 y de salida .7.

donde, por el teorema de divergencia, e intercambiando el orden en la aplicacién de la derivada
temporal y la integracion, puesto que la regién #; no depende del tiempo, tenemos:

—/V-(pv)dV:/%’;dV (3.1.18)
7 7

de donde, reconociendo que ¥ es arbitrario

0
a—‘;+v-(pv):o (3.1.19)

Ejercicio 3.6 Repite la deduccién de la ecuacién de continuidad en un sistema Euleriano,
especializandola para un flujo incompresible. "

Ejercicio 3.7 A partir del postulado de conservacion de masa y de las relaciones de la dilatacion
de un cuerpo, encuentra que

D
Dr [In(pJpm)] =0 (3.1.20)

donde J,, es la dilatacién de un volumen masico, ecuacién (2.2.21). m

Ejercicio 3.8 Un flujo incompresible se conduce por un tubo de seccidn transversal variable.
Demuestra que el flujo a través de cualquier seccidn transversal del ducto es constante. "

S2
P S Ss

Figura 3.4: Ducto de seccién transversal variable.

Sugerencia: utiliza el teorema de la divergencia en cualquier subregion del ducto.

Estado de esfuerzos en un fluido

Leyes de Euler

Las leyes de Euler son dos postulados de validez general, pertenecientes al conjunto de leyes
de balance, que estdn en la base de conocimientos que hacen posible comprender fisicamente los
movimientos de los fluidos en la escala local, en la cual estdn definidas las variables termodindmicas,
hidrodindmicas y electrodindmicas de campo, que son aquellas variables que podemos relacionar
con los flujos. Dichos enunciados son:
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Primera ley de Euler:

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DEL IMPETU O MOMENTUM LINEAL DE UN
CUERPO, EN UN SISTEMA INERCIAL, ES IGUAL A LA SUMA DE LAS FUERZAS QUE ACTUAN
SOBRE EL CUERPO.

Segunda ley de Euler:

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DEL MOMENTO DEL IMPETU DE UN CUERPO,
EN UN SISTEMA INERCIAL, ES IGUAL A LA SUMA DE LOS MOMENTOS DE TODAS LAS
FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE EL CUERPO.

En estas leyes intervienen cinco elementos fundamentales:

o el impetu o momentum lineal,

o las fuerzas,

o el momento de momentum,

o el momento de la fuerza 'y

o el sistema inercial.

Definicion 3.2.1 El impetu local 0 momentum lineal local de un cuerpo puntual, o particula

I material & es el producto de su masa por su velocidad: mev.

Para cuerpos continuos como los fluidos, la masa del cuerpo puntual m¢, se divide entre su volumen,
tomandola en lo sucesivo como la densidad local del fluido, p. Ademads, la velocidad es, también,
la velocidad local del fluido. El producto de ambas cantidades, la masa y la velocidad, se integra
para el conjunto de particulas materiales encerradas en una regién material ¥,,(¢) previamente
identificada, es decir que:

P= / pvdv (3.2.1)
()

es el momentum lineal o impetu del cuerpo fluido encerrado en la regién 7,,(t).
Refiriéndonos, nuevamente, al cuerpo puntual &,

Definicion 3.2.2 ¢l momento del impetu es el producto vectorial del vector de posicién x por
el momentum lineal local, x X pv.

Integrado, también, para un fluido en la regién material #;,(¢), tenemos:

M = / X x pv dV. (3.2.2)
)

Sobre los cuerpos actiian dos tipos de fuerzas,

Definicion 3.2.3 Las fuerzas volumétricas, externas o masicas, son aquellas fuerzas que
actdan sobre toda la masa (o el volumen) del cuerpo puntual, expresadas por unidad de volumen:

pf.

Entre ellas sobresale la fuerza de gravedad, g, con unidades de [fuerza / masa] o bien pg
[fuerza / volumen], pero hay casos en los cuales hay otras fuerzas volumétricas muy importantes,
por ejemplo, cuando se impone un campo electromagnético en un precipitador electrostético, o
en aplicaciones en microgravedad donde las fuerzas gravitacionales pueden ser muy pequeiias,
comparadas con otras fuerzas externas. Sean f las fuerzas externas por unidad de masa, de un cuerpo
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Figura 3.5: Fuerzas superficiales sobre una region mdsica %,,(t), en la frontera d%,,(t).

puntual £. Entonces,

Fu= [ ptav (3.2.3)
9l

Definicion 3.2.4 Las fuerzas superficiales o de contacto, que actian sobre cuerpos puntuales
fronterizos, es decir, los que se encuentran en contacto con la superficie cerrada d7,(¢) de la
region material. Estas fuerzas se denotan por t(,) y se presentan con unidades de [fuerza / drea].

Asi por ejemplo, en una cdmara de combustion interna, el piston ejerce una presion sobre los gases
al interior, de modo que si el cuerpo considerado, encerrado en una region masica dada 7, (z), estd
limitado parcialmente por la superficie interna del pistén, ver figura 3.5, las fuerzas de presién en
esa porcién de la superficie son ejercidas por la fuerza del piston. Ademads, existe otra superficie,
donde el fluido exterior al cuerpo considerado, ejerce presion sobre el fluido del interior, a través de
una superficie interna, del fluido consigo mismo. En ambas porciones de la superficie, la presion es
ejercida sobre el interior del cuerpo %, (7).

Si la superficie o frontera que limita %;,(¢) es 97, (t) y tn) es la fuerza por unidad de drea en la
superficie de contacto del cuerpo tenemos que

F.= % t(n) dS. (3.2.4)
?Talt)

En la notacién t(,) se subraya la importancia de que las fuerzas de contacto dependen de la
orientacion del elemento de superficie, lo cual se indica por el subindice (n), donde n es un vector
unitario normal a la superficie, y apuntando hacia afuera de ¥,(¢), como se muestra en la Figura 3.5

Definicion 3.2.5 El momento de una fuerza, también llamada torca o torque es el producto
vectorial del vector de posicién x multiplicado por la fuerza.

Con los elementos anteriores, podemos expresar en lenguaje matemadtico las dos leyes de Euler,
enunciadas verbalmente al inicio de esta seccidn, para obtener las ecuaciones:
Primera ley de Euler:

D
o / pvdV = 7{ tin) dS+ / ptav, (3.2.5)
V(1) O (1) Yo (1)
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y si todas las torcas en el cuerpo son resultado de la fuerzas ya mencionadas, la Segunda ley de
Euler toma la forma:

g / xx pvdV = j{ X X t(n)dS+ / x x pfdV (3.2.6)
V(1) V(1) V(1)

Estas ecuaciones integrales no podrdn ser cambiadas a expresiones diferenciales, a menos que
desarrollemos formas adecuadas para representar el vector de esfuerzos, t(,). El propdsito de la
siguiente seccion es elaborar el concepto del tensor de esfuerzos, que nos permitird una mejor
descripcion de estas fuerzas de contacto.

3.2.2 Tensor de esfuerzos

Sea d el tamaiio de la longitud caracteristica de la region material ¥,,(¢), cuyo volumen es
Viu(t). es decir que V,, o< d>. Sea d7,(t) la frontera de la regién ¥;,(t)), cuya dimension lineal
caracteristica es también d, y cuya drea superficial es S,,(¢), de modo que S,, o< d>. Tomemos una
sucesion de regiones mdsicas que preserven su forma, cada vez mds y mds pequeiias, colapsdndolas
a un punto y apliquemos esta sucesion de regiones a la primera ley de Euler, ecuacién (3.2.5).
Entonces las dos integrales de volumen decrecerdn como d°, en tanto que la integral de 4rea
decrecerd como d?, por lo cual en el limite cuando d — 0 tenemos que:

L1
(lilir(l) 7 7{ tm)dS =0, (3.2.7)
V()

que es conocido como el principio del equilibrio mecanico local, el cual establece que los
esfuerzos estin localmente en equilibrio.

(De qué manera t,) depende, no solo de (x,?) sino de la orientacién de la superficie que
limita al cuerpo?

Para responder esta pregunta consideremos un cuerpo en la regién de un tetraedro formado por
los tres planos coordenados cartesianos y un plano oblicuo, como se aprecia en la figura 3.6.

Figura 3.6: Esfuerzos en un tetraedro.

La primera ley de Euler expresada para este cuerpo, luego de aplicar el teorema de transporte al
primer término de la ecuacion (3.2.5) da:

Dv
/ P {Dt —f} dv = ]{ tm) ds (3.2.8)

'7/,,, (l ) 0 %n (l‘ )
la dltima integral se puede dividir en sus contribuciones en el tetraedro

j{ t(n)dS: /t(n)dS—i-/t(_gl)dS+/t(_52>ds+/t(_53)d5 (3.2.9)
A A A

Im(1) A%C OBC 0OCA OAB
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Esta ecuacion se sustituye en (3.2.8) y tras una aplicacion del teorema del valor medio, valida si el
tetraedro es pequefio, tenemos que

0 {DV - f}ASh = (A + T A1 +E 5, A2+ 5,43 (3.2.10)
donde
A = 4rea del tridngulo ABC
A| = érea del tridngulo OBC
A, = drea del tridngulo OCA
A3z = drea del tridngulo OAB
La ecuacion (3.2.10), dividida entre A da:

Dv h  — A A A3
P { - f}3 =t t o tes) T e T sy (3.2.11)

pero las areas de las caras del tetraedro en los planos coordenados, A;, se relacionan con el area de
la cara oblicua, A, de modo que

A; = An;, (3.2.12)
donde
nj=n-o; (3.2.13)

es la proyeccion del vector unitario normal a la cara oblicua en la dirrecién del eje coordenado &;.
Entonces tenemos:

Dv h
p { —f} =1nm) +nm t(,gl) —i—nzt(,az) +n3 t(,53) (3.2.14)

Si ahora tomamos una sucesion del tetraedros cada vez mas pequefios, cuando i — 0, el término
del lado izquierdo de la ecuacién (3.2.14) se hace cero y tenemos que

tm) +rit_s,) +mt_g,)+n3t_s,)=0 (3.2.15)
Pero ya que t_5,) = —t5,), por el lema de Cauchy [revisar el ejercicio 3.9], tenemos que
tm) =mte,) tmte,) T nsts,) (3.2.16)

y podemos escribir, pasando a notacién indicial:

L) =16 ="M,
b, =1(82)) = ~Tj (3.2.17)
b)) =182 = ~ )

Al sustituir estas tres igualdades en la ecuacidn (3.2.16), podemos ver que son equivalentes al
desarrollo del producto punto

t =07, (3.2.18)

donde & = [m;;] es conocido como el tensor de presiones o tensor de esfuerzos moleculares y es
tal que el subindice i estd asociado a las orientaciones de la superficie, en tanto que el subindice j
estd asociado a las direcciones de los esfuerzos, como puede apreciarse en la figura 3.7.
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/U
orientaciom def | direcion de

la superficie esfuerzo

Figura 3.7: Significado de los subindices del tensor de esfuerzos moleculares 7;;

El tensor de esfuerzos moleculares & se puede considerar como un operador local, que aplicado
a la orientacién dada de una superficie, indicada por su vector unitario normal externo, n, resulta en
el esfuerzo aplicado sobre dicha superficie desde el exterior, como se aprecia en la figura 3.8, de
acuerdo a la operacion expresada por la ecuacién (3.2.18).

Superficies Esfuerzos

Figura 3.8: El operador —7 en un punto x

Ejercicio 3.9 — Lema de Cauchy.
Demuestra que

tn) = —t(n);

el cual se conoce como lema de Cauchy. Convéncete de que este lema puede enunciarse diciendo

“Los vectores de esfuerzos que actian sobre las caras opuestas de una misma superficie
en un punto dado, son iguales en magnitud y opuestos en direccion."

Sugerencia: Considera una sucesion de volimenes masicos que colapsan en una superficie
y aplica la primera ley de Euler a esta sucesion, para obtener una integral de drea sobre la
superficie, cuyo integrando debe ser igual a cero. m

Ejercicio 3.10 Siguiendo el mismo procedimiento del ejercicio 3.9 para la segunda ley de Euler,
(qué resultado obtienes? "

Ejercicio 3.11 ;Qué relacion obtienes para el momento de los esfuerzos, si elaboras un
desarrollo similar al que condujo al principio de equilibrio local, ecuacién (3.2.7)? "

Ejercicio 3.12 Demuestra la relacion (3.2.12). n

Balances del impetu y de momento del impetu

Primera ley de Cauchy

La ecuacion (3.2.18) puede aplicarse en la ecuacion (3.2.8) para obtener
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/p{a—f}dV: f —n-7mdS, (3.3.1)
V(1) V(1)

donde a = ? es la aceleracion del fluido.

Se puede aplicar ahora el teorema de divergencia a la integral de drea de la ecuacion (3.3.1)
para obtener, después de argumentar sobre la arbitrariedad de la eleccion de la regiéon material
Ym(t), en cuanto a su forma y tamao, que

pa=—V-x+pf, (3.3.2)

que es la expresion de la primera ley de Cauchy para el movimiento de un fluido, también conocida
como balance diferencial del impetu.

Ejercicio 3.13 Aplica la ecuacion de continuidad a la primera ley de Cauchy para obtener la
siguiente forma del balance diferencial del impetu:

)
E(pv)JrV- (pvv) = V- + pf (3.3.3)

Ejercicio 3.14 Considera la familia de deformaciones para los fluidos dados por la ecuacién
(E2.1.3) y suponiendo que f es el campo gravitacional

f— g8, (3.3.4)

encuentra una igualdad vectorial para V - Tr. "

Ejercicio 3.15 — Condicién de salto del impetu.

Encuentra la condicién de salto del impetu para una superficie singular, como la que se aprecia
en la figura 3.1, por medio de dos procedimientos: (i) Utilizando los balances locales del impetu
en las regiones homogéneas y (ii) colapsando los volimenes de las dos fases hacia la region
interfacial, como se hizo para la condicién de salto de masa, en el ejercicio 3.5. "

3.3.2 Simetria del tensor de esfuerzos

Al establecer la segunda ley de Euler, ecuacién (3.2.6), se ha indicado que esta ecuacion resulta
cuando todas las torcas que actian sobre el cuerpo son resultado de las fuerzas macroscdpicas. Esto
significa que no ocurren torcas relacionadas con el momento angular de pares al nivel molecular,
las cuales producirian torcas adicionales debido a la polaridad mecénica de las particulas materiales.
Restringiendo el andlisis al caso de los fluidos no-polares, la aplicacién del teorema de transporte a
la ecuacién (3.2.6), asi como la relacién (3.2.18) para los esfuerzos, obtenemos:

D
/pa(xxv)dV:— f X% (n- ) dS+ / x x pfdV (33.5)
V(1) V(1) V(1)
donde los primeros términos requieren desarrollos particulares. Para el primer integrando

tenemos:

D D D
E(xxv):D—jxv—kxxﬁjzxxa, (3.3.6)
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y para el segundo tenemos:
XXM T)=—(N-T)xX=—n- (T XX), (3.3.7)

expresion que se puede sustituir en la integral que le corresponde en la ecuacién (3.3.5), para luego
aplicar el teorema de la divergencia y obtener:

- ?{ XX (n-x)dS = /V'(nxx)dV. (3.3.8)

AV (t) P (t)

Tomando el dltimo integrando y derivando el producto vectorial & x x tenemos:

V- (mxx)=(V-7t) xx+ &' x Vx. (3.3.9)

En esta ecuacion, el término

n’ xVx=n" x1=—m, = —2vec(x), (3.3.10)

es un vector asociado al tensor & mediante el doble producto mixto (), cuya dlgebra desarrollamos
previamente, en la ecuacién (1.4.17) para sus componentes cartesianos. La aplicacién del doble
producto mixto a la ecuacidén (3.3.10), en coordenadas cartesianas, da

3| 61 82 &3 3
—me=a"x1=Y | m mm w3 | = &) (T3 m38)
1| &, &, & i=1

— 62 (m103—mi3di)

e

I
—

M

+ 83 ) (716 — mpdin) (3.3.11)

1

Eliminando los términos nulos, cuando 6;; = 0 (es decir para i # j) tenemos que
T = 81(m3 — m32) + 82(m31 — m13) + 83(m12 — M21), (3.3.12)
y laigualdad (3.3.9) da
Vi(gxx)=—xx(V-&)—m,. (3.3.13)

La ecuacidn (3.3.13) puede aplicarse en (3.3.8) y esta, junto con (3.3.6) puede aplicarse a la
ecuacion (3.3.5) para obtener

/ {xx(pa+V-m—pf)+m,}dV =0, (3.3.14)

V1)
pero el término entre paréntesis es cero, por la primera ley de Cauchy, ecuacién (3.3.2), entonces
/ . dV =0, (3.3.15)

V1)

que es cierto para cualquier volumen material, #;,(¢), por lo que el integrando mismo debe ser igual
a cero.



102 Capitulo 3. Dindmica de flujos isotérmicos de fluidos puros

Considerando la ecuacién (3.3.12), este resultado conduce a las igualdades escalares

T3 = 33, (3316)
31 = M3, (3.3.16/)
Ty = My, (3.3.16”)

lo cual se puede generalizar como
Tij =T (3.3.17)

o bien, en la notacion de Gibbs

r=n’, (3.3.17)

que puede considerarse como la expresion de la segunda ley de Cauchy y equivale a decir
que

EN AUSENCIA DE TORCAS INTERNAS Y MOMENTOS INTERNOS, EL TENSOR DE ESFUER-
Z0S MOLECULARES ES SIMETRICO.

Ejercicio 3.16
Demuestra que la segunda ley de Euler, aplicada a una superficie singular, conduce a una
condicién de salto que no aporta mayor informacién sobre el tensor de presiones 7. "

3.3.3 Segunda ley de Cauchy para fluidos polares.

Los fluidos polares incluyen en el balance de momento del impetu (0 momento angular) los
siguientes términos adicionales, que ocurren debido a sus momentos internos:

1. Un término de momento angular intrinseco, pI,

2. Un término de esfuerzos acoplados, ¢(y), que satisface la relacion

Cm=-n-C (3.3.18)

3. Un término de torcas volumétricas por unidad de masa b.
En este caso la segunda ley de Euler tiene la expresion:

D
Dr / p(I+xxVv)dV = ]{ (Cm) +X X ty))dS+ / p(b+xxf)dv. (3.3.19)
V1) V(1) In(t)
La aplicacién de los teoremas de transporte y de divergencia, junto con las relaciones de la

seccién anterior y los argumentos sobre lo arbitrario del volumen mésico, conducen finalmente a la
relacion

DI
P, =-V-Ctpb-m,, (3.3.20)

que es el balance local para el momento angular interno de un fluido polar.

El dltimo término representa una fuente de momento angular interno, que es generada por
las fuerzas macroscépicas. Esto puede verse si la primera ley de Euler, ecuacién (3.3.2) también
valida para fluidos polares, se multiplica vectorialmente por el vector de posicidn x, generando una
expresion para el momento de momentum debido a fuerzas macroscépicas:

xx pa=—xx (V&) +xx pf, (3.3.21)
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la cual se puede expresar, por las relaciones previamente desarrolladas, como

/ X x padV = — ?{ xX (n-m)dS+ / x x pfdV + / w,.dV, (3.3.22)
Vin(t) OV nt) Vin(t) Vin(t)

donde el dltimo término es el negativo del que apareceria en la forma integral de la ecuacién
(3.3.20), indicando con esto que la pérdida de momento angular externo (por unidad de volumen),
T, equivalente a la ganancia (o fuente) de momento angular interno.

Relaciones de comportamiento de los fluidos

En las primeras secciones de este capitulo, hemos desarrollado los balances de fuerzas y
de los momentos de fuerzas, validos en cualquier punto del espacio de un flujo, desarrollando
las leyes de Cauchy, vélidas para cualquier flujo. Estas leyes, sin embargo, requieren establecer
relaciones entre los esfuerzos y los movimientos de los fluidos. Las siguientes subssecciones
se dedicardn a elaborar dichas conexiones, es decir, establecer las relaciones que representan
los comportamientos particulares de ciertos agrupamientos o clases de fluidos, de acuerdo con
la naturaleza de sus estructuras moleculares y mesoscépicas, que se manifiestan en el nivel de
descripcion local siguiendo determinadas relaciones entre los esfuerzos y cambios locales de sus
velocidades, para diversas clases de fluidos que se encuentran con frecuencia.

Mientras las leyes de Cauchy son de validez general para los fluidos, las respuestas de los
mismos a los esfuerzos aplicados, dependen de su estructura interna, es decir, de las caracteristicas
estructurales de la conformacién de sus moléculas y fuerzas intermoleculares. Sin embargo, Gnica-
mente establecemos relaciones de comportamiento en términos de las variables de la escala local,
es decir, las variables de la termodindmica y de la hidrodindmica, sin elaborar los desarrollos que
definen algunos coeficientes de transporte desde los niveles molecular y mesoscopico.

Presion y esfuerzos viscosos

El tensor de esfuerzos puede dividirse en dos partes. Una de ellas es el tensor de esfuerzos
hidrostaticos, que considera los esfuerzos de los fluidos en reposo, sujetos solamente a la accién
de las fuerzas de gravedad, que se muestran como el peso del fluido. Los fluidos en reposo exhiben
un sistema de esfuerzos normales a cualquier superficie considerada. Esto significa que, en reposo,
los esfuerzos sobre cualquier porcién del fluido son proporcionales al vector normal a la superficie
que lo limita del resto del fluido y que el pardmetro de dicha proporcionalidad es la presion
hidrostatica:

n-T =pn. (34.1)
Entonces, el tensor de esfuerzos, o tensor de presiones, en el reposo puede escribirse como:
7w =pl. (34.2)

Cuando el fluido estd en movimiento, se genera la otra parte del tensor de presiones, llamada el
tensor de esfuerzos viscosos, o de esfuerzos extra; de modo que

T=pl+T. (3.4.3)

Hay fluidos, sin embargo, que para iniciar su movimiento, requieren superar un esfuerzo viscoso
minimo, por encima del hidrostético. Estos esfuerzos se conocen como esfuerzos de cedencia, 7.
En tales casos Tg debe ser incluido en la expresion para T.

Si el tensor de esfuerzos viscosos es cero para un fluido en movimiento, se dice que el flujo es
ideal o perfecto.
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La traza de la ecuacioén (3.4.3) da:
3 3
Tr(m) = Y mi=3p+ ) T, (3.4.4)
i=1 i=1

de donde

1
=3,

1

P (mii — Tii), (3.4.5)

Mw

1

que para el caso hidrostdtico (cuando T = 0) equivale a la presion de la termostatica, que
representaremos por P.

La termostatica estudia las relaciones existentes entre las variables de estado en condiciones
de equilibrio termodindmico. Asi, para una sustancia pura es posible establecer dichas relaciones
en la forma de ecuaciones de estado térmicas:

f(P,p,T)=0. (3.4.6)

Por ejemplo, la ley de los gases ideales pertenece a este tipo de ecuaciones:

P
~ —RT. (3.4.7)

o)

Estas relaciones se han desarrollado y son aplicables en las condiciones de equilibrio termo-
dinamico, es decir cuando todo el sistema es homogéneo. Esto ocurre cuando cada una de las
variables de estado tiene el mismo valor para todas sus porciones o particulas materiales, pero
también cuando, en condiciones distintas a las de la termostatica, se aplica la hip6tesis adicional,
conocida como la hipoétesis del equilibrio local, que se ha dejado ya establecida en el capitulo 2 y
que puede enunciarse diciendo que

EL ESTADO TERMODINAMICO DE CADA PARTICULA MATERIAL DE FLUIDO, &, ES UN
ESTADO DE EQUILIBRIO.

Esto significa que las ecuaciones de estado pueden aplicarse localmente a las particulas materiales
o cuerpos puntuales de un fluido.

Las ecuaciones de estado térmicas, atin para procesos isotérmicos, son relaciones entre la
presion termostatica, Py la densidad, p, del fluido. Una alternativa al uso de una ecuacién de estado,
cuando la densidad del fluido en el proceso de flujo cambia sélo levemente, es la hipdtesis de
flujo incompresible. En tales casos, las relaciones del tipo (3.4.6) se sustituyen por una densidad
constante:

P = Po, (3.4.8)

lo cual equivale a desacoplar el comportamiento de la presion, que ya no puede estar relacionada
con la densidad por una ecuacion de estado, es decir que en los flujos incompresibles la presion
de la termostatica deja de ser una variable de interés y en su lugar usamos la variable p, que
se interpreta como una variable mecanica que debe ser dada como dato, o determinada como
parte de la solucién del problema de flujo.

Fluidos de Stokes

Los fluidos de Stokes forman una clase de fluidos cuyo comportamiento ante los esfuerzos
aplicados satisface las siguientes condiciones:
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1. El tensor de esfuerzos & es una funcién continua del tensor de rapidez de deformacién
Yy del estado termodindmico local del fluido, pero es independiente de otras cantidades
cinematicas.

2. El fluido es homogéneo, de modo que & no depende explicitamente de la posicion.

3. El fluido es isotrdpico, es decir que no existe una direccién preferente para la propagacion
del esfuerzo.

4. Sila deformacion es nula, el esfuerzo es hidrostatico.

Las condiciones 1. y 4. pueden ser satisfechas por la ecuacion (3.4.3), si el tensor de esfuerzos
viscosos, T, se expresa como una funcién polinomial del tensor rapidez de deformacidn, ¥. Si
este polinomio se propone utilizando operadores isotropicos y no se introducen otras cantidades
cinemadticas, mds que el tensor de rapidez de deformacidn, se obtiene una expresion para los fluidos
de Stokes.

El tnico tensor isotrépico de segundo orden es el unitario, 1 [ver el ejercicio (3.4-1)]. Podemos
proponer que 7 es una funcién polinomial general, de orden 2, en la variable independiente ¥, que
podemos expresar como:

T= [al +ax(1: '}') —|—a3('j/: 'Y)] 1+ [b] +b2(1 “Y)+b3(y: '}')] Y (3.4.9)
tlat+al:y)+alt: Y7

Todos estos términos y los posteriores se pueden reagrupar, considerando las propiedades de
simetria de ¥ y de 1 para obtener finalmente la relacién cuadratica:

T= a(117127]3)1 +B(11712513) y+ 6(117]2a13) y 77 (3410)

donde en general, &, B y 0 son funciones escalares de los invariantes de ¥, es decir, (I1,5,13), ver
en la subseccion 1.4.6 la discusion sobre los invariantes de un tensor de segundo orden. También,
sustituyendo en la ecuacion (3.4.3) tenemos:

T=(p+a)l+py+57-7, (3.4.11)
que es la expresion general para la relacién de comportamiento de los fluidos de Stokes.

Ejercicio 3.17 — Isotropia.

La isotropia (iocog = igual, Tpomog = direccion o forma) indica que no existe una direccion
preferente. En nuestro caso, con respecto a la propagacion de los esfuerzos en un fluido. Entonces
un tensor isotrépico debe ser invariante ante la rotacion del sistema coordenado.

Convénzase de que el tnico tensor isotropico de segundo orden es el tensor unidad 1. Esto
se prueba efectuando una rotacién del sistema coordenado p al sistema coordenado p’, ante el
cual, las componentes del tensor unidad quedan sin cambios. ;Por qué esto es una prueba de
isotropia? Ver subseccién 1.5.1. "

Ejercicio 3.18 Convénzase de que el producto tensorial (o diddico) de dos tensores isotropicos,
es isotrdpico, analizando el caso

L=11 (E3.4.2)

donde 14 es el tensor unitario de cuarto orden. n
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Ejercicio 3.19 Mediante la rotacién de un sistema coordenado, convénzase de que los esfuerzos
hidrostaticos de la Ecuacion (3.4.2) son isotrépicos. n

Fluidos newtonianos

Un fluido de Stokes con 6 =0 y B = constante, establece una relacidn lineal entre el tensor de
esfuerzos y el tensor rapidez de deformacion. Los fluidos de Stokes lineales son conocidos como
fluidos newtonianos y sus coeficientes funcionales son:

0=ATr(y)=A1:y=AV.v (3.4.12)

B = —u = constante, (3.4.13)

donde A es el segundo coeficiente de viscosidad, en tanto que u se conoce simplemente como el
coeficiente de viscosidad. Entonces

T=(P+AV-v)1—puy (3.4.14)

es la relacion de comportamiento para el fluido newtoniano compresible. Aqui P es la presion de
la termostatica, que satisface una ecuacién de estado. Los flujos incompresibles no emplean la
ecuacidn de estado, ya que la consideracién p = pg, ecuacién (3.4.8), toma su lugar. En tal caso la
presion se considera una variable mecénica, representada por el simbolo p, y debe ser especificada
o encontrada como parte de la solucién al problema de flujo. En tal caso,

T =pl—puy, (3.4.15)

que es la relacion de comportamiento para el fluido newtoniano incompresible.
En el caso compresible, los dos coeficientes de viscosidad del fluido newtoniano estdn relacio-
nados. Encontramos su relacion a partir de la traza de la ecuacién (3.4.14):

1:m=(P+AV-v)1:1—pul:¥%, (3.4.16)

donde, efectuando los dobles productos punto:

o

i =3(P+AV-v)—2uV v, (3.4.17)
1

de donde

2
W‘P: (1_3“>V.V (3.4.18)

y definimos el esfuerzo normal medio como:

T+ Mo + 733

; (3.4.19)

ﬁ:

de modo que

P-p= <2u—/l> Vv (3.4.20)
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Esta expresion indica que la diferencia entre la presion termdstatica y la media de los esfuerzos
principales o esfuerzo normal medio, esta relacionada con la divergencia de la velocidad a través de
un coeficiente constante que podemos llamar el coeficiente de viscosidad volumétrica o viscosidad
dilatacional k:

2

K=3

Ty (3.4.21)

Este coeficiente es dificil de medir, ya que se requieren valores apreciables de la rapidez de la
dilatacioén [ver el significado de este concepto con relacién a la ecuacién (2.2.22)] y en tales casos
no es posible asegurar la linealidad. Stokes propuso que P = p, con lo que la ecuacion (3.4.20),
resulta

A=ZH. (3.4.22)

Se ha encontrado que la proposicion de Stokes es adecuada para gases monoatémicos a baja
densidad, pero no para gases poliatémicos o liquidos. Sin embargo, para el caso de flujos isocéricos
(incompresibles) vemos que al tomar la traza de la ecuacién (3.4.15), encontramos que la variable
mecdnica p coincide exactamente con la media de los esfuerzos principales:

p=p (3.4.23)

y en tales casos tanto kK como A son irrelevantes.

Ejercicio 3.20 Obtener las ecuaciones de movimiento para el fluido newtoniano compresible,
cuya relacién de comportamiento estd dada por la ecuacion (3.4.14). "

Ejercicio 3.21 Obtener las ecuaciones de movimiento para el fluido newtoniano incompresible,
dado por la relacidon de comportamiento (3.4.15), al ser aplicada a la primera ley de Cauchy,
ecuacion (3.3.2). ]

Relaciones de comportamiento empiricas.

El modelo del fluido newtoniano no es adecuado para representar el comportamiento de muchos
fluidos viscosos. De la ecuacion (3.4.10) pueden extraerse varios modelos empiricos que representan
un buen nimero de las caracteristicas observadas experimentalmente. La clase mas comun de los
modelos empiricos para fluidos incompresibles, derivada de la ecuacion (3.4.10), cuando ox =0y
0 =0, se puede escribir como:

T=m—pl=—n)Y (3.4.24)

donde el escalar

/1. .
Y= E'y:y (3.4.25)

es conocido como el parametro de la rapidez de deformacién y es funcion de la norma del tensor
¥. Ademas, 1(7) es la funcion de viscosidad aparente.

Definimos también el parametro de los esfuerzos viscosos 7, como:

T=14/=T:7T (3.4.26)
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que es funcidn de la norma del tensor de esfuerzos viscosos. Entonces, operando el doble producto
punto, miembro a miembro de la ecuacion (3.4.24) tenemos:

T t=n*P)7¥: 7, (3.4.27)

la cual, dividida entre dos, aplicando la raiz cuadrada en ambos miembros, y utilizando las defini-
ciones del pardmetro de esfuerzos (3.4.26) y del pardmetro de rapidez de deformacién (3.4.25), dan
el siguiente resultado:

=07, (3.4.28)

que es una relacién escalar.
Derivando 7 con respecto a ¥, en el limite cuando 7 — 0 tenemos

di| T T o

E'/ 7=0 7—0 ’}’ 7—0 '}/

y puesto que esta derivada es continua, entonces serd positiva en un entorno alrededor de 7 = 0,
por lo que 7(7) es una funcién creciente y, por lo tanto, tiene inversa. Podemos definir la funcién
inversa 4, tal que

7= (1) (3.4.29)

y por lo tanto

L __ 1 o (3.4.30)

n)  no ()]

por lo cual, despejando 7 en la ecuacion (3.4.28) tenemos que

Y=e0(1)7 (3.4.31)
o bien despejando ¥ en la ecuacién (3.4.24), tenemos:
Y=0(1)T (3.4.32)

Este desarrollo se puede particularizar a modelos especificos como los viscosos no-elasticos:
i) Modelo de potencias:
ny = my! (3.4.33)
o(t) = moita (3.4.34)
que recupera el fluido newtoniano paran =1, m = U.
i1) Modelo de Ellis:

oa—1
o(1) = Ty <T> (3.4.35)

que recupera el fluido de potencias para 7, o, No(t 1 Yol — m%, a— %
iii)) Modelo de Carreau:

A N(7) — Ne 1y~
— (14m 4.
n(y) — (1+m7"1) (3.4.36)
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iv) Existen otros fluidos, los viscoplasticos, que exhiben una estructura semejante a los sélidos,
si los esfuerzos no rebasan cierto valor limite, conocido como esfuerzo de cedencia, 7,
superado el cual ocurre el flujo. Una vez superado este valor de 7y, el comportamiento se
puede representar como newtoniano o viscoso no-elastico. Asi, tenemos el

Modelo de Bingham:
=0 si 7<71H
T
n(y) =mno i?o si. 7> 1, (3.4.37)

para el caso newtoniano. En el caso viscoso no-eldstico, en el lugar de 1y tenemos la
expresion (3.4.33) para el fluido de potencias. El signo de 7y se elige coincidente con el del
las componentes no nulas de Vv.

El comportamiento de los fluidos viscoelasticos se analizard en la siguiente seccion.

I Ejercicio 3.22 Obtener las ecuaciones de movimiento para el fluido de potencias. "

Ejercicio 3.23 Obtener las ecuaciones de movimiento para el fluido viscoplastico con flujo
viscoso no-eldstico y reducirlo como caso particular al fluido de Bingham. "

I Ejercicio 3.24 ;Cudles de los modelos empiricos pueden ser considerados fluidos de Stokes? m

Relaciones de comportamiento para los fluidos viscoeldsticos

Los modelos empiricos son muy utiles para resolver una gama enorme de problemas de flujo
para fluidos no-newtonianos. Sin embargo, tales relaciones sélo pueden representar adecuadamente
flujos estacionarios y, en general, no es apropiado extender su uso a fenémenos de flujo transitorio.
Esto no es grave cuando los tiempos de relajacién son pequefios y es por esta razon que muchas
relaciones de comportamiento empiricas se usan con éxito en flujos transitorios, sin embargo,
cuando la respuesta eléstica del fluido, generalmente un polimero, es altamente dependiente del
tiempo, el comportamiento viscoeldstico del material debe tomarse en cuenta en su relacion de
comportamiento.

La viscoelasticidad a la manifiestacion del comportamiento del fluido como el fenémeno
conocido como serpenteo (inglés: creeping") al ser sujeto a un esfuerzo constante, asi como a una
relajacion del esfuerzo al ser sometido a una deformacién constante.

Los fenémenos indicativos del comportamiento viscoclastico se evidencian en la respuesta del
material ante un esfuerzo pulsante, como se muestra en la figura 3.9.

T Y

Estimulo Respuesta
Figura 3.9: Fenémenos indicativos del comportamiento viscoeldstico.
Las etapas que corresponden a la respuesta del material viscoeldstico son:

(a) elasticidad instantdnea,
(b) serpenteo bajo esfuerzo constante,
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(c) recuperacion instantinea,
(d) recuperacion retardada y
(e) deformacién permanente.
En la figura 3.9, v es el pardmetro de la deformacidn, definido por:

/1
Y= 5}': 7, (3.4.38)

donde ¥ es el tensor de deformacién, dado por la ecuacién (2.3.11).
Por otra parte la relajacion del esfuerzo puede apreciarse en un material viscoelastico, al
mantener una deformacioén fija, como se muestra en la figura 3.10.

4 T

Estimulo Respuesta

Figura 3.10: Relajacion del esfuerzo ante una deformacion fija para un material viscoel4stico.

La descripcién matemadtica cldsica del comportamiento de los materiales viscoeldsticos parte de
la combinacién de dos elementos basicos que representan los extremos de dicho comportamiento.
Por una parte, tenemos el comportamiento viscoso de un fluido newtoniano, para el cual los
esfuerzos viscosos son linealmente proporcionales a la rapidez de deformacién. En el otro extremo
del comportamiento, podemos considerar al sélido eldstico de Hooke, representado por un resorte
lineal. Este sélido presenta una deformacion o elongacién linealmente proporcional al esfuerzo
aplicado. Este resorte exhibe importantes efectos de memoria, como puede apreciarse cuando
estiramos un resorte o liga y observamos que al soltarlos, regresan a su configuracion original.

Estos dos elementos se representan en la figura 3.11.
T.
TEEEEEEET— o T
| Y

Modelo del fluido newtoniano Modelo del solido elastico
T=UY. T=GY.

Figura 3.11: Prototipos de comportamiento de los modelos asintéticos de la viscoelasticidad.

SO NN NN N N
=
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1.

Con ambos elementos es posible generar relaciones de comportamiento para los fluidos viscoe-
lasticos, que representan los sistemas observados de una manera aproximada. Uno de los modelos
mads sencillos es el de Maxwell y consiste de una estructura donde los dos elementos mencionados
se arreglan en serie:, como se aprecia en la figura 3.12.

Al estar conectados en serie ambos elementos, sus deformaciones se suman, es decir que

Y=W+% (3.4.39)
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G
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Figura 3.12: Modelo de Maxwell.

y la rapidez de deformacidén ¥ serd

Y="w+7Ye, (3.4.40)
en tanto que el esfuerzo es el mismo para los dos elementos en serie:

T=1Ty =1, 3.4.41)

y, por lo tanto, tenemos que

1
W=—1 (3.4.42)
u
y
— (3.4.43)
YE = G 4.

Sustituyendo ambas expresiones en la ecuacién (3.4.40) tenemos

T 1

y=—+— 3.4.44
Y " t5 ( )
o bien multiplicando por u:
dt
0— =UY 3.4.45
o TETRY ( )

donde 8 = % es una constante de tiempo conocida como al tiempo de relajacion de los esfuerzos.

Los elementos viscoso y eldstico estdn en términos de variables internas (g, ) en tanto que
el comportamiento global estd en términos de variables externas (7,7). En todos los modelos
derivados de estos elementos viscoso y eldstico, el modelo global se representa en términos de las
variables externas, sustituyendo las internas.

Otro modelo muy sencillo es debido a Kelvin y consiste en colocar en paralelo el elemento
viscoso y el eldstico, como se aprecia en la figura 3.13.

y H

/|

%

; T
/

/

.

. G

g B 20,05 S

Figura 3.13: Modelo de Kelvin.
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En este modelo el esfuerzo total es la suma de los esfuerzos en ambos brazos de la estructura
en paralelo. Es decir que

T=1y 1 (3.4.46)
donde, sustituyendo para ambos elementos:
T=uy+Gy (3.4.47)

reordenando y dividiendo entre [l tenemos
dy G 1
ud 4 Z)ly=— 3.4.48
ar " <u> T ( )

Vemos entonces que en las estructuras en serie la deformacidn total es la suma de las deformaciones
parciales y el esfuerzo se conserva a través de los elementos de la estructura, en tanto que para
las estructuras en paralelo la deformacion es similar en tanto que los esfuerzos se suman. Para
encontrar la relacién final las variables internas deben sustituirse a partir de las expresiones para los
elementos fundamentales correspondientes.

A partir de las ecuaciones (3.4.45) y (3.4.48), pueden proponerse relaciones tensoriales de formas
similares, por ejemplo:
Modelo tensorial de Maxwell:

Gi‘r—i-‘t:—u'j/ (3.4.49)
dt
Modelo tensorial de Kelvin:
('Y—i— 17) = lz‘ (3.4.50)
0') u

En ambos casos se recupera la relacion de comportamiento para el fluido newtoniano. En el modelo
de maxwell cuando 6 — 0 y en el modelo de Kelvin cuando 6 — oo.

I Ejercicio 3.25 Encuentra la relacion de comportamiento tensorial para el fluido de Jeffreys. =
T SSSEEEETT

G2

m 5
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Figura 3.14: Arreglo de elementos del modelo de Jeffreys.

I Ejercicio 3.26 Desarrolla la relacion de comportamiento para el fluido de Burgers. "

Ecuaciones de cambio locales de la mecdnica de fluidos

Esta seccidn tiene dos propdsitos, en las primeras subsecciones obtenemos sistemas cerrados de
ecuaciones de movimiento, para fluidos que satisfacen algunas relaciones de comportamiento, de
las que han sido expresadas en la seccién anterior. En la dltima subseccidn consideramos diversas
formas de agrupar los términos de las ecuaciones de Navier-Stokes y aplicarles algunos operadores
vectoriales, para visualizar ciertas propiedades de las ecuaciones resultantes.
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3.5.1 Ecuaciones de Navier-Stokes

Cuando la primera ley de Cauchy, expresada en la ecuacién (3.3.2), se aplica al fluido newto-
niano, ecuacion (3.4.14), se obtienen las Ecuaciones de Navier-Stokes que resultan, principalmente,
de hacer explicito el término —V - & de la ecuacién (3.3.2) para el fluido newtoniano, como sigue:

—V-n:—V-[P+<§A—K>V~v}l+uv-'jl, (3.5.1)

donde se ha sustituido la ecuacién (3.4.21), para hacer explicito el coeficiente de viscosidad
dilatacional, k. Al efectuar la divergencia de la rapidez de deformacién ¥ = Vv + Vv’ representada
en la ecuacion (3.5.1), obtenemos la expresion:

2
-V.-m=-VP-— (3u— K'> V(V-v) +uV2v+uv(V.v), (3.5.2)
que al aplicarse a la Primera Ley de Cauchy, ecuacion (3.3.2) da

p& =p <8V +v- Vv) =—-VP+ (1!1 + K> V(V-v) +uV3v+pf, (3.5.3)
Dt dt 3

la cual, junto con la ecuacién de continuidad en una de sus formas (3.1.4) o (3.1.5), son las
ecuaciones de Navier-Stokes para los flujos compresibles. En componentes escalares, tenemos
cuatro ecuaciones: una de continuidad y tres de movimiento, en tanto que son cinco las incégnitas
escalares: {p,P,v; ; i =1,2,3}. Existe entonces un grado de libertad, que es fijado por una ecuacién
de estado p = p(P), para el flujo isotérmico.

En el caso de los flujos incompresibles la relacién p = pg, donde pg es una constante, sustituye a
la ecuacion de estado. En este caso, la ecuacion de continuidad es (3.1.6), que se usa para simplificar
la Ecuacion (3.5.3), y obtener las ecuaciones de Navier-Stokes para flujos incompresibles:

Dv av
p-—=p <8t —I—v-Vv) = —Vp+uVv+pf (3.54)

En componentes escalares, tenemos cuatro ecuaciones: una de continuidad (3.1.6) y tres de
movimiento (3.5.4); también tenemos cuatro incégnitas: {p,v; ; i = 1,2,3}, de modo que el sistema
estd cerrado, es decir, con cero grados de libertad, condicién necesaria, aunque no suficiente, para
buscar una solucién unica.

3.5.2 Ecuaciones hiperbdlicas de movimiento

Ejercicio 3.27 Demuestre que la ecuacién de movimiento para un fluido de Maxwell (incom-
presible) es

v av av 1
Z LV -V v . -
po 72 +2v Vat +vv VV+<8I +v Vv> (Vv+61>]
=-V {9 (aaf +V~Vp> —l—p] +uV3v+pf (3.5.5)

Sugerencia: Derive la Primera ley de Cauchy con respecto al tiempo y la relacién de compor-
tamiento de Maxwell con respecto al espacio; iguale los términos con derivadas cruzadas y
reordene el resultado. "
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Ejercicio 3.28 Encuentre la ecuacién de movimiento para un fluido de Kelvin (incompresible).
Sugerencia: Derive la ecuacién (3.4.50) con respecto al tiempo, para sustituir ¥ en funcién de ¥
y luego relacione esta ecuacion con la primera ley de Cauchy. n

Otras formas de las ecuaciones de movimiento

Hay otras formas de presentar las ecuaciones de movimiento, con diversos grados de ge-
neralidad; algunas sustituyen la velocidad por alguna funcién que presente ciertas propiedades
convenientes, como la funcién de corriente o el potencial de velocidad, para flujos bidimensionales;
otras utilizan particularidades que cumplen ciertas relaciones de comportamiento, como los fluidos
newtonianos o los flujos ideales; otras son aplicables solamente a flujos incompresibles, o estaciona-
rios, o uniformes, etc... Aqui abordaremos solo algunos tratamientos para fluidos newtonianos, para
lo cual es conveniente tener presentes las siguientes propiedades vectoriales del operador nabla,
aplicado a la velocidad de flujo v, que es considerada una variable de campo, con las suficientes
propiedades de suavidad que permiten establecer que:

V- (Vxv) = 0 (3.5.6)
Vx(V(p) =0 (3.5.7)
x (Vxv) = V(V-v)—Vy (3.5.8)
x(Vxv) = %V(V-V)—V'VV. (3.5.9)

Iniciemos por el andlisis de la composiciéon de la aceleracion del fluido, considerando la
aceleracion de la particula material de fluido &:

a— (g:) - ll)): ‘3: Vv, (3.5.10)
que con el uso de la Ecuacion (3.5.9) podemos escribir en la forma
gv—i—;V(v V) +(VXV) XV, (3.5.11)
donde se aprecian tres componentes de la aceleracién que son:
3: = aceleracién local, en un punto fijo del espacio.
\% <;V . V> = gradiente de la energia cinética por unidad de masa, y
(Vxv)xv=wxv = aceleracién de Coriolis.

La ecuacidn (3.5.11) puede sustituirse en el lado izquierdo de (3.5.3), para flujos compresibles de
los fluidos newtonianos y en (3.5.4) para flujos incompresibles de los fluidos newtonianos, para
dar otra forma de las ecuaciones de Navier-Stokes. Un cambio mds en estas expresiones se obtiene
cuando las fuerzas externas son conservativas, como la fuerza de gravedad, y por lo tanto se pueden
expresar como el gradiente de un potencial gravitacional, es decir, cuando

f=—Vo, = —Vgh(x), (3.5.12)

donde el potencial gravitacional ¢, tiene dimensiones de [longitud?/ tiempo?], o de [fuerza x
longitud / masa] o, de manera equivalente, de [energia / masa]. Sustituyendo las ecuaciones (3.5.11)
y (3.5.12) en (3.5.4), para flujos incompresibles, tenemos

P ‘Z+V¢B+(V><v)xv = uV3v, (3.5.13)

donde la variable (g, que definimos aqui como
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Definicion 3.5.1 — Potencial de Bernoulli.

El potencial de Bernoulli agrupa tres cantidades escalares, cuyos gradientes se aplican con-
juntamente. Las cantidades son el potencial cinético, el potencial intrinseco y el potencial
gravitacional:

A

_ Ll aLP
s = (v v)—i—p + gh(x). (3.5.14)

Reiterando, el potencial de Bernoulli es la suma de un potencial cinético ¢, = %vz, un potencial

de presion ¢, = p/p y el potencial gravitacional @, definido por la ecuacion (3.5.12). En los flujos
de Bernoulli estacionarios, la suma de estos tres términos se conserva igual a una constante, por lo
cual hemos llamado a su aglutinamiento en un sélo término, el potencial de Bernoulli.

Una ecuacion similar para flujos compresibles requiere manejar apropiadamente el término
de la presién, que ya no es independiente de la densidad. Consideremos flujos isotérmicos, como
en todo el presente capitulo, de modo que un compuesto puro, o uno que es homogéneo en su
composicion, tiene una ecuacién térmica de estado que puede expresarse simplemente como una
funcién de la forma:

p=p(P). (3.5.15)

Ademas, consideremos la funcional
P dp
R P

que corresponde a tres términos escalares. A cada uno de ellos se puede aplicar la regla de Leibniz,
para derivar bajo el signo de la integral®. Al hacerlo y luego representar los términos en su
composicion vectorial resulta:

(3.5.16)

Pdp P 1 VP vp
v == voap—- 2 4+ ——,
n P Jn P p(R) ~ p(P)
pero p sdlo depende de P, la presion termodinamica. Ademads, Fy es constante, de modo que se
obtiene la igualdad:

(3.5.17)

vp Pdp

—=V /[ — (3.5.18)

p R P
y el potencial de Bernoulli para los flujos compresibles, semejante a la expresion (3.5.14) para
los flujos incompresibles, es:

R 1 Pdp

Pp==(v-v)+ [ —+gh(x). (3.5.19)

2 R P

Entonces las ecuaciones de movimiento del fluido newtoniano compresible, ecuacién (3.5.3), se
pueden escribir en funcion del potencial de Bernoulli, ¢, ecuacién (3.5.19), como:

P [83: LV + (VX V) % v} = uViv+ (;u + x) V(V-v), (3.5.20)

que es una forma alternativa de presentar las ecuaciones de Navier Stokes (3.5.3).

2Ver ejercicio 1.34
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Una forma sencilla de probar que una fuerza es conservativa, es aplicarle el operador
rotacional y encontrar que es cero.

Esto ocurre a los tres términos del potencial de Bernoulli pues, por una propiedad de los
operadores vectoriales, sabemos que el rotacional de un gradiente es cero.’

Podemos, entonces, aplicar el operador rotacional a la ecuacién (3.5.20), para obtener una
relacién donde pueda eliminarse el operador de Bernoulli. En este proceder es titil recordar que la
vorticidad se define como w =V x v. Asi obtenemos la ecuacion de la vorticidad para los flujos
compresibles de los fluidos newtonianos:

av aw
ot ot

donde el término correspondiente a la viscosidad dilatacional ha desaparecido, al estar representado
por el gradiente de la divergencia de la velocidad. En cambio, atin aparece el potencial de Bernoulli
en el primer término que, sin embargo, eliminamos cuando especializamos la ecuacidn anterior para
los flujos incompresibles, ya que al considerar que Vp = 0, la expresion da lugar a una ecuacion
de la vorticidad para flujos incompresibles:

aIw

— HVx(wxv) = VViw, (3.5.22)
donde v = u/p, es la viscosidad cinematica.

También podemos filtrar otra parte muy importante de la informacién que contiene la ecuacién

(3.5.20), al aplicarle el operador divergencia, de donde obtenemos para los flujos compresibles:

Vp x —i—V(])B—i—wxv]—i—p[ +Vx (Wx V)| =uvw, (3.5.21)

Vp - 3;’+V¢B+(V><v) xv] +
(3.5.23)
P aat(V.v) +V2Pp+V-[(VxV)x v)]] = <:u + 1<> V3(V-v),
que para los flujos incompresibles se reduce a
V2@ +V-(Wxv)=0, (3.5.24)
la cual puede también escribirse como:
V2Pp—v- Vv +2Vy: W =0, (3.5.25)

donde W es el tensor de vorticidad, definido por la ecuacién (2.3.38).

Cuando el término de Coriolis es cercano a cero, es decir que, si V x (wxv) = 0, en la
Ecuacién (3.5.22) y si V- (w x v) &~ 0 en la ecuacién (3.5.24), entonces encontramos que valen,
simultaneamente, tanto la ecuacion de difusion de la vorticidad:

= = vViw (3.5.26)

como la ecuacion de la difusion estacionaria del potencial de Bernoulli:
V2pp = 0. (3.5.27)

para flujos incompresibles. Entonces, la vorticidad se difunde con un coeficiente de difusién que
corresponde a la viscosidad cinematica, ecuacién (3.5.26), mientras el potencial de Bernoulli
satisface la ecuacion de Laplace, ecuacion (3.5.27).

3Ver la segunda ecuacién de las propiedades de las segundas derivadas de una funcién escalar @, ecuacién (1.5.16).
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Ejercicio 3.29 Demuestra las propiedades vectoriales (3.5.6) a (3.5.8) y encuentra sus equiva-
lencias en la Seccién 1.5.7. "

Ejercicio 3.30 Desarrolla la propiedad (3.5.9) aplicando la férmula de la derivada del producto
(V ’ V)' [ ]

Ejercicio 3.31

(a) Convéncete de que
d d
V x aj 87‘: y VxViy=Viy (3.5.28)
en un sistemas de coordenadas cartesianas y aplica estos resultados en el procedimiento
que lleva a obtener la ecuacién (3.5.21).
(b) Encuentra tres condiciones que resulten, cada una de ellas, en satisfacer que V x (W x v) =

0,siv+#0.

I Ejercicio 3.32 Encuentra la ecuacién (3.5.25) a partir de (3.5.24). ]

Ejercicio 3.33 Encuentra las ecuaciones de movimiento para un fluido no-newtoniano, cuya
relacion de comportamiento estd dada por la ecuacion (3.4.24). "

Energia cinética de flujos isotérmicos

Potenciales, fuerzas conservativas y rapidez de trabajo local
Potenciales de fuerzas

En la seccion anterior hemos definido el potencial de Bernoulli @p, el cual a su vez, es la
suma de otros tres potenciales, cada uno relacionado con la parte conservativa de una fuerza fisica
identificable: el potencial cinético, el potencial de presion o intrinseco y el potencial gravitacional, es
decir que @p = @ + ¢, + @,. La tabla 3.1 es un compendio de los potenciales en el flujo isotérmico
de los fluidos puros, principiando por los tres potenciales de las fuerzas fisicas identificables,
seguidos por el potencial de Bernoulli y otros potenciales que se usan con frecuencia.

Es frecuente encontrar combinaciones de los potenciales de las fuerzas conservativas en el flujo
de fluidos: el potencial mecénico ¢,, y el potencial de flujo ¢;, son los mds usados, aunque el
dltimo se presenta frecuentemente en la forma conocida como la presion modificada: & (x) =
p(x) + pgh(x), para los flujos incompresibles.

Fuerzas conservativas

Como se aprecia en la tabla 3.1, cada uno de los potenciales esta relacionado con la densidad
masica de una fuerza conservativa de su mismo tipo, es decir, hay una fuerza conservativa cinética
o inercial F. por unidad de masa, una fuerza conservativa de presi(’)n ﬁ‘p, al menos una fuerza
conservativa externa que usualmente es la fuerza de gravedad Fg = f. Estas fuerzas se pueden
combinar en una fuerza mecénica conservativa F,, o una fuerza de flujo conservativa 1) f» que son
combinaciones de algunas de las anteriores, como se aclara en la tabla 3.1. Cada una de ellas se
relaciona con su potencial de modo que, para cualquier fuerza conservativa,

A

Fo = —V@y, donde o= {c,p,g,B,m,f}. (3.6.1)
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Tabla 3.1 Potenciales y fuerzas conservativas

Potencial \ Férmula | [Fuerza/masa] | Fuerza conservativa
Potencial cinético ¢ = %V vV F.= —V(%V -v) | Fuerza cinética
Potencial gravitacional @, = gh(x) F, =f= —gVh(x) | Fuerza gravitacional
Potencial intrinseco ¢y = P F,, = —in Fuerza de presion o fuer-
incompresible p = pg Po Po za intrinseca

o R Pap A Pdp ..
Potencial intrinseco 0 = — F,=-V | — | Fuerza de presion o fuer-
compresible p = p(P) b P P P | Zaintrinseca
Potencial de Bernoulli OB = Qe+ Qp + @ Fz=—Vp Fuerza de Bernoulli
Potencial mecdnico On = Qc+ @, Fo=—-Voy Fuerza mecdnica
Potencial de flujo Q=@+ @ Fr=-Vér Fuerza de flujo
Presién modificada para | &2 = p@r = p+pgh Fp=-VPp* Gradiente de presién de
flujo incompresible flujo

* Esta densidad de fuerza tiene unidades de [Fuerza / volumen].

Una fuerza es conservativa si es irrotacional. Entonces, toda fuerza expresada como el
gradiente de un potencial, es conservativa, ver subseccién 1.5.3. Dicha propiedad se aplicé, de
hecho, en la seccién anterior, para obtener la ecuacién de la vorticidad para los flujos compresibles
de los fluidos newtonianos, ecuacién (3.5.21), en la cual la aplicacion del operador rotacional
elimind la contribucién de las fuerzas conservativas, agrupadas en el gradiente del potencial de
Bernoulli @p.

Rapidez de trabajo

El concepto original de trabajo mecanico en un sistema cerrado, se define como el producto
escalar de una fuerza, proyectada en la direcciéon de un desplazamiento, como en el ejemplo
del movimiento de un piston que encierra una masa de gas en un recipiente cilindrico, o el cambio
de posicién de una masa de agua, mediante una bomba centrifuga que la eleva desde la cisterna
de un edificio al tanque de almacenamiento en la azotea. Al concepto de trabajo sobre un sistema
cerrado, le corresponde el concepto de rapidez de trabajo sobre un cuerpo puntual & en un flujo.
La rapidez de trabajo sobre el cuerpo puntual & se define como el producto escalar de una
densidad de fuerza, proyectada en la direccion de la velocidad de desplazamiento. La densidad
de fuerza se refiere a una densidad masica, es decir, hablamos de fuerza por unidad de masa.

Rapidez de cambio de la energia cinética

Al aplicar el producto escalar de la velocidad de flujo por la densidad de una fuerza conservativa,
la cual suele escribirse como el gradiente de un potencial, encontramos la rapidez de trabajo que
corresponde a dicha fuerza. Este trabajo, efectuado sobre &, se incorpora a su energia cinética,
de modo que la rapidez del trabajo efectuado equivale a una porcién de la rapidez de cambio de la
energia cinética de la particula material &, asociada a la fuerza que corresponde a dicho potencial.

Sea Wy, la rapidez de trabajo de alguna fuerza conservativa por unidad de masa, asociada al
potencial de energia @-ésimo, @, entonces

Wo=v-Fo=—v-Vy,. (3.6.2)
En la siguiente sub-seccién aplicaremos el concepto de rapidez de trabajo a la ecuacién de

movimiento.

Ecuacion de la energia cinética sobre una particula material de fluido

La ecuacién (3.4.3), donde se suman los esfuerzos hidrostaticos a los esfuerzos viscosos, al ser
sustituida en la primera ley de Cauchy, ecuacién (3.3.2), y al considerar la descomposicién de la
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aceleracion del fluido, dada por la ecuacién (3.5.11) nos conduce a la relacién:

p(gj+V(;v~v)+(V><v)xv>:—VP—V-’H—pf, (3.6.3)
cuyo lado derecho puede considerarse como la suma de las fuerzas por unidad de volumen, aplicadas
a la particula material £. El balance de momentum tiene la forma de una ecuacién que se aplica
en un punto cualquiera a un tiempo cualquiera; decimos que es, entonces, un balance de fuerzas
local-instantaneo.

Consideremos ahora la fuerza gravitacional dada por el gradiente del potencial gravitacional
y apliquemos el producto escalar por la velocidad de flujo, al balance (3.6.3); agrupemos los tres
términos de gradientes en el potencial de Bernoulli e introduzcamos la velocidad en el término de

d d (1
derivada parcial con respecto al tiempo, donde v - 9v_ (V . V) . Entonces:

ot Jdr\2

d (1 ]
P [8t <2V~V> +V-V(p3} =v-(-V-1). (3.6.4)

El término de Coriolis ha sido eliminado, puesto que no contribuye a la rapidez de trabajo, debido a
la ortogonalidad entre la aceleracion de Coriolis y la velocidad de flujo.

Se encuentra una forma alternativa a la ecuacion (3.6.4) al tratar aparte el potencial cinético,
@., que puede agruparse con la derivada parcial temporal de la energfa cinética por unidad de masa.
De este agrupamiento resulta la derivada material de la energia cinética, y encontramos la expresion
equivalente:

D /1 R
pﬁz <2V.V> =V (=VP)+ V- (=V-T) +pv-(=V,), (3.6.5)

D (1
donde pﬁt <2V . V) , es la rapidez temporal de cambio de la energia cinética por unidad de

volumen de la particula material &.

La ecuacién (3.6.5) es el resultado de la aplicacion de la rapidez de trabajo de todas las fuerzas
conservativas sobre la particula &, en la direccion del flujo. Entre estas fuerzas estamos incluyendo
la fuerza viscosa (—V - T), que no se ajusta a la expresion del gradiente de un potencial, sino a la
divergencia del tensor de los esfuerzos viscosos. La fuerza viscosa usualmente se manifiesta como
una resistencia al flujo, sin embargo, las fuerzas viscosas pueden también generar flujos, como
ocurre con el flujo de Couette. En este punto consideramos la fuerza viscosa como una de las fuerzas
conservativas, aclarando que se trata de una conjetura, que sélo se justifica con posterioridad, por
los resultados de la siguiente subseccion.

Para los flujos incompresibles, la Ecuacién (3.6.5) es equivalente a

D (1
Poy <2V-V> =v-(=VZ)+v-(-V-71), (3.6.6)

al utilizar el concepto de presién modificada (£2). Ver tabla 3.1.

Una forma mds, también equivalente a la Ecuacién (3.6.5), consiste en agrupar el potencial
gravitacional con el cinético, para obtener la llamada ecuacién de la energia mecanica. Podemos
hacerlo para los flujos incompresibles sustituyendo la presiéon modificada por sus dos contribu-
ciones, llevando la gravitacional al lado izquierdo y manipulando algebrdicamente la expresion,
considerando que el potencial gravi}acional no depende del tiempo, de modo que su derivada parcial

. o, . .
con respecto al tiempo es cero, —> = 0, que se puede sumar y agrupar en una derivada material,

ot
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para obtener:

Dé, D (1
- = P —V - = . —V . —V' . 0.
o _pD <2v V+gh> V-(-Vp) £ v-(-V-7) (3.6.7)

Las cuatro ecuaciones (3.6.4) a (3.6.7) son diversas maneras de expresar la rapidez de cambio
de la energia cinética de una particula £ de fluido, como resultado de la aplicacion de la
rapidez de trabajo realizado sobre la particula por todas las fuerzas conservativas. Estas
ecuaciones son resultados de la primera ley de Cauchy y no representan un balance de energia.
Sin embargo, podemos extraer de ellas un conjunto de conclusiones interesantes, que no son mas
que una cuidadosa lectura de las mismas ecuaciones y sus corolarios. Asi, con referencia a la
ecuacién (3.6.4) para fluidos puros, podemos decir que

En los flujos isotérmicos, la inica manera de acumular energia, en cualquier punto fijo, es
como energia cinética.

Por otra parte, consideremos el caso particular de los flujos estacionarios, en los cuales el
término de acumulacién local no contribuye, entonces el uso de la ecuacién (3.6.4) permite
establecer la igualdad:

pv-Vog=v-(-V-1), (3.6.8)

y esta expresion implica que

En los flujos estacionarios, todo cambio en el potencial de Bernoulli de una particula
material se debe inicamente a los efectos viscosos.

También podemos afirmar que

La rapidez temporal de cambio de la energia cinética de una particula material es igual a
la rapidez de trabajo realizado por todas las fuerzas conservativas sobre la particula.

Finalmente, la ecuacion (3.6.7) implica que

La rapidez temporal de cambio de la energia mecanica de una particula material es igual a
la rapidez de trabajo realizado por las fuerzas superficiales.

Balance de la energia cinética

Las ecuaciones de la energia cinética, desarrolladas en la subseccion anterior, surgen como
consecuencia de la primera ley de Cauchy y no resultan del enunciado de algin principio de
balance o de conservacion, aunque deben ser compatibles con los principios de dicha naturaleza.
Iniciamos esta subseccidn expresando, a continuacién, un enunciado del principio de balance de
la energia cinética:

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA ENERGIA CINETICA DE UN CUERPO EN UN
SISTEMA INERCIAL, ES IGUAL A LA SUMA DE LA RAPIDEZ DEL TRABAJO EFECTUADO
POR TODAS LAS FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE EL CUERPO, MENOS LA RAPIDEZ DE
PRODUCCION DE ENERGIA INTERNA, DEBIDA A LOS EFECTOS DE DISIPACION DE LAS
FUERZAS APLICADAS.

Para aplicar este principio de balance a un cuerpo %, que ocupa un volumen mdsico %;,(z), es
conveniente recurrir al procedimiento seguido en la seccién 3.2 para la aplicacién de la primera ley
de Euler, en la ecuacién (3.2.5), con el propdsito de obtener la primera ley de Cauchy. En el lado
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derecho de ese balance tenemos las fuerzas, que ahora, al establecer el balance de energia cinética,
estan multiplicadas escalarmente por la velocidad de flujo, para tener los términos de la rapidez de
trabajo, correspondientes a dichas fuerzas. Es conveniente expresar el vector de esfuerzos t(,) en

funcién del tensor de los esfuerzos moleculares 7, es decir, considerando que tm)=-Nn-T. Asi,
podemos expresar el principio de balance de la energia cinética, por medio de la ecuacion:
D 1 A
o / Spv-v)av = ?{ v-(—n-m)dS+ / pv-fdV — / pDrdV, (3.6.9)
V(1) V(1) V(1) V(1)

donde D, es la rapidez de produccién de energia interna por unidad de masa, debida a
los efectos de disipacion o pérdida de la capacidad de realizar trabajo que acompaiian a la
aplicacion del vector de esfuerzos t) en la superficie del cuerpo %

De acuerdo con la division del tensor de esfuerzos moleculares en una parte de esfuerzos
hidrostéticos mds otra de esfuerzos viscosos: & = P14 7, distinguimos disipacién de dos tipos: la
disipacion reversible por los efectos hidrostaticos, Dp, y la disipacién irreversible por los efectos de
resistencia viscosa al flujo, D, de modo que Dy =Dp+D-..

La rapidez de produccion de energia interna por unidad de masa, debida a la disipacion
reversible de las fuerzas de presién, puede ocurrir por compresion (donde Dp > 0) o por
expansién (donde Dp < 0). Ademds, D, es la rapidez de produccion de energia interna por
unidad de masa, debida a los efectos de disipacion viscosa (que siempre es positiva).

Aplicando el teorema de transporte al primer término, y el teorema de la divergencia al segundo,
para tener toda la expresion bajo un solo integrando de volumen, en un sélo lado de la ecuacién, y
considerando la arbitrariedad de la region de integracién, podemos igualar el integrando a cero y
expresarlo finalmente como el balance local-instantaneo de la energia cinética:

D (1 N
p— <2V-V> =—-V.-(m-v)+pv-f—pDy, (3.6.10)
donde el tensor de los esfuerzos moleculares puede ser expresado, explicitamente, como la suma de
los esfuerzos hidrostaticos mads los esfuerzos viscosos, & = P1 + 7, para tener finalmente:

D (1 o\ .\
D <2v-v> =—-V-(Pv)=V-(T-v)—pVv-V@, —pDp—pDs. (3.6.11)

En la ecuacién (3.6.11) se ha sustituido el potencial gravitacional para representar la fuerza de
campo externo: f = —V@,, que es conservativa. El balance de la energia cinética se ha obtenido
de un principio fisico de balance, tan general como las leyes de Euler. En su forma de la
ecuacion (3.6.11), es una expresion que, mateméaticamente, puede compararse con las ecuaciones
de la energia cinética, obtenidas en la subseccién anterior, como consecuencia de la ecuacién de
balance de momentum. En particular, la ecuacién (3.6.5) tiene la forma mads parecida al balance
(3.6.11). A continuacién detallamos dicha comparacion:

1. Los lados izquierdos de ambas ecuaciones son idénticos; ambos son expresion de la rapidez
temporal de cambio de la energia cinética de la particula material &, de modo que los lados
derechos deben ser equivalentes.

2. En la ecuacién (3.6.5) existe un término de la rapidez de trabajo realizado por las fuerzas
conservativas de presion, en tanto que en el balance (3.6.11) existe el flujo de trabajo
aportado por las fuerzas de presion, asi como la porcién de dicho flujo que se convierte en
energfa interna, por los efectos de compresién o expansién, Dp.

3. Algo semejante ocurre con respecto a las fuerzas viscosas: en la ecuacion (3.6.5) existe sélo
la parte conservativa, en tanto que en el balance (3.6.11) se representa el flujo total, asi como
la porcién de dicho flujo que se convierte en energia interna, por el efecto de la disipacién
viscosa Dy.
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4. En ambas ecuaciones sujetas a nuestra comparacion, la rapidez de trabajo de las fuerzas
externas consisten s6lo de una parte reversible, ya que la fuerza gravitacional es puramente
conservativa.

Las observaciones anteriores nos permiten establecer las igualdades:

v-VP=V.(Pv)+pDp (3.6.12)
para los términos de la rapidez de trabajo asociada a fuerzas de presién y
v-(V-1)=V-(1-v)+pDy, (3.6.13)

para la rapidez de trabajo asociada a las fuerzas viscosas. En estas expresiones despejamos la
produccion de energia interna debida a los efectos de compresion o expansion:

pDp=v-VP—V.(Pv)=—PV-v, (3.6.14)
y la produccién de energia interna debida a los efectos de disipacion viscosa:
pD:=v-(V-1)-V-(T-v)=—T:Vv. (3.6.15)

La semejanza del andlisis de las fuerzas de presion y las viscosas puede apreciarse como
consecuencia de su origen comtin, es decir, el tensor de los esfuerzos moleculares & = P1 + T, ya
que —V-rt=-V-(P1)—V-1,pero —V-(P1) = —1-VP = —VP, que es una fuerza conservativa.
La conjetura que hemos propuesto, por analogia con las fuerzas viscosas, consiste en proponer que
también el término —V - T representa una fuerza conservativa, ya que estas dos fuerzas, la de presion
y la viscosa, proyectadas en la direccién del flujo y multiplicadas por la velocidad, proporcionan sus
respectivas rapideces de trabajo mecanico; es decir, aquel trabajo que se manifiesta integramente,
modificando la rapidez temporal de cambio de la energia cinética, como se ha hecho evidente en las
ecuaciones de la energia cinética (3.6.4) a (3.6.7). Los flujos de trabajo, —V - (Pv)y —V-(7-v),
en cambio, incorporan las rapideces de trabajo total realizada por la presion y los esfuerzos
viscosos, respectivamente, sobre la particula &, desde la superficie y por lo tanto, dicho trabajo
no s6lo modifica la energia cinética de la particula material &, sino también su energia interna, de
acuerdo a las expresiones (3.6.14) y (3.6.15).

Los otros términos del balance de energia cinética, Ecuacion (3.6.11), tienen los significados
siguientes:

rapidez temporal de cambio
D (1 o

p Dr EV -v ] = delaenergia cinética de
una partfcula material & del fluido.
flujo neto de la rapidez de trabajo

-V. (Pv) — .,
efectuado por las fuerzas de presion.
flujo neto de la rapidez de trabajo

-V (T . V) = .
efectuado por las fuerzas viscosas.

. rapidez de trabajo reversible efectuado
—pVv-V@, =

por las fuerzas conservativas externas,
en tanto que la sustitucién de los dos términos de disipacién, empleando las Ecuaciones (3.6.14) y

(3.6.15), conducen al balance de la energia cinética de un cuerpo puntual &, en su forma final:

1
p— <2v-v> =—V-(PV)=V-(T-V)—pV-V@,+PV-v+1T:VvV. (3.6.16)
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Ejercicio 3.34 Exprese el balance de energia cinética, Ecuacién (3.6.11) en funcién de (a) el
potencial de Bernoulli, (b) el potencial de flujo y (c) la energia mecanica. "
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4. Flujos alotérmicos de fluidos

En este capitulo trataremos los efectos en el flujo, que trae consigo el cambio de la temperatura
del fluido, en cuanto a las bases tedricas y a las consideraciones especificas que hemos de tener en
cuenta para la descripcion de los flujos. Sabemos que un fluido en un proceso isotérmico (con
prefijo iso del griego 100G = el mismo, igual) tiene el mismo valor de la temperatura en todas sus
particulas materiales, durante la realizacién completa del proceso. En contraposicion, un fluido en
un proceso alotérmico (con prefijo alo del griego @A Aog = otro, distinto) tiene diversos valores
de la temperatura en diversas particulas materiales o regiones del flujo, y la temperatura de cada
particula material o cada regién de flujo, también puede variar con respecto al tiempo, durante la
etapa transitoria del proceso.

Formas de la energia y sus modos de transferencia

Energia cinética y energia interna

Una definicion muy amplia y todavia precisa, de la energia, podria expresarse diciendo
que:

Definicién 4.1.1 LA ENERGIA ES AQUELLA PROPIEDAD ESCALAR DE LOS CUERPOS
MATERIALES QUE LES HACE POSIBLE TRANSFORMARSE Y TRANSFORMAR A OTROS
CUERPOS CERCANOS SOBRE LOS QUE PUEDE ACTUAR.

Toda transformacion implica cambio, movimiento. Asi, el movimiento de los cuerpos es un
elemento inherente a la determinacion de su energia. Hemos tratado, en la tltima seccién del
capitulo 3, de la energia cinética de los fluidos; hemos distinguido algunas relaciones de la energia
cinética en las ecuaciones (3.6.4) a (3.6.7) y hemos establecido el balance de la energia cinética de
una particula material & del fluido, en la ecuacién (3.6.16). Tanto en las expresiones para la rapidez
de cambio de la energia cinética como en el balance de la energia cinética, hemos encontrado
relaciones entre la energia y el movimiento de la particula material &, lo cual resulta evidente en la
presencia de la velocidad de flujo, v, como un factor determinante en la definicion de la densidad
de la energia cinética: % pv-v.
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En cambio, la relacion de la energia interna con el movimiento de la particula material
& no resulta tan evidente como la relacion del movimiento de dicha particula material con la
energia cinética. Esto es consecuencia de que el movimiento que influye en la energia interna
no se manifiesta en la velocidad de flujo o en alguna variable cinematica en el nivel local, sino
en la velocidad molecular media @, pues la produccién de energia interna se manifiesta en una
de estas dos maneras: (1) como un aumento de temperatura o (2) como un cambio de fase. En
cuanto a lo primero, el cambio de temperatura conocido histéricamente como el incremento del
"calor sensible", conviene recordar que la temperatura se define, a partir de la termodindmica
estadistica, como la energia cinética media de las moléculas del fluido, considerando la velocidad
molecular media @, relativa a la velocidad de flujo v o baricéntrica. En cuanto a lo segundo, la
manifestacion del cambio de la energia interna como un cambio de fase, cuando el fluido se
encuentra en condiciones de saturacidn, los movimientos asociados al incremento de la energia
interna no se manifiestan como un cambio de temperatura, sino como un "calor latente", asociado
al cambio de fase, es decir que el incremento de los movimientos moleculares que corresponden
al cambio de fase consisten, principalmente, en el incremento de la trayectoria libre media, como
es el caso de la evaporacion, en la cual la densidad del agua, por ejemplo, cambia en tres érdenes
de magnitud: pr = 1600 pg, indicando un cambio lineal de un orden de magnitud, que seria, en
promedio, el incremento de la trayectoria libre media entre las moléculas del vapor, con respecto
a la distancia media entre las moléculas del liquido.

Considerando los cambios de la energia del cuerpo % asociados al movimiento en el nivel de
descripcién local y los niveles menores, concluimos con que la energia total por unidad de masa £
de cualquier particula material de fluido &, se representa, en parte como su energia cinética %V -V
por unidad de masa y en parte como su energia interna U por unidad de masa, de modo que

1 R
E=_vv+U. 4.1.1)

Asi, ambas formas de la energia, la energia cinética y la energia interna, se asocian al
movimiento de los fluidos en dos niveles de descripcién distintos; la energia cinética tiene que ver
con el movimiento del flujo, en una escala de longitud que corresponde al nivel de descripcion
local (ver Figura 2.1), el cual es compatible con la hipétesis del continuo y con la definicién de las
propiedades hidrodindmicas y termodindmicas. Algunos autores llaman a este nivel de los sistemas
macroscopicos donde "se busca describir los estados de equilibrio del sistema mediante unos
cuantos atributos que son susceptibles de medicion directa tales como p,V,T, (presion, volumen,
temperatura), etc."(Garcia Colin, 1995). Otras referencias, como Bird er al. (2006), consideran a
este nivel de descripcion el nivel microscépico, cuyo objetivo “consiste en obtener informacion
acerca de la velocidad, la temperatura, la presion y los perfiles de concentracion dentro del
sistema". Para evitar esta discordancia entre denominaciones, ya que algunos llaman macroscépico
a lo que otros llaman microscépico, hemos preferido llamar a este nivel de descripcion local.

La energia interna es una propiedad termodindmica, cuyos cambios se manifiestan en la
temperatura, en el nivel de descripcién local, pero dependen del movimiento en la escala que define
estadisticamente a la temperatura, desde la velocidad molecular media, en las escalas de longitudes
moleculares entre 107!% y 1077 m, que asociamos a los niveles de descripcion molecular y
mesoscopico (ver Figura 2.1), que la primera referencia (Garcia Colin, 1995) identifica como el
ambito de los sistemas microscopicos, y corresponde, de acuerdo con Bird et al. (2006), a lo que
identifican como nivel molecular, al igual que en este libro. Los valores de la energia son parte
de la determinacion del estado del cuerpo puntual o particula material . Mientras la energia
interna es una funcién del estado termodindmico, la energia cinética es determinada por el estado
mecénico de £. Ambas se suman en la energfa total £, que podemos considerar como una funcién
del estado termomecanico.
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No abrimos nuestra discusion de la definicién de la energia del fluido a la consideracién de la
energia mecanica, que requiere la incorporacién de la energia potencial gravitacional como la parte
debida a la posicién del cuerpo en el campo gravitatorio, porque estamos interesados en incorporar
otras fuerzas externas, mas adelante en este libro, sobre todo en el tratamiento de soluciones idnicas
sujetas a campos eléctricos, y vemos preferible conservar la descripcién de los campos de fuerzas
externas como fuerzas conservativas, en vez de incorporar la energia potencial como parte de la
energia del fluido.

Calentamiento y flujo de trabajo a una particula material &

Al establecer el principio de balance de la energfa cinética, expresado en la Ecuacién (3.6.16),
hemos incorporado dos términos de sumidero, es decir, dos términos negativos que indican la
sustraccién o desaparicion de una parte de la energia cinética. Esta disminucion de energia
cinética se debe a la conversién de parte del flujo de trabajo sobre el cuerpo £ en rapidez
de produccion de energia interna. Los dos términos de sumidero de la energia cinética son: (1)
la producciéon o merma de energia interna por unidad de masa, que acompafa, respectivamente,
los procesos reversibles de compresién o expansién Dp y (2) la produccién de energia interna por
unidad de masa, debida a la disipacién viscosa, D. El incremento de la energia interna puede
asociarse a un incremento de la temperatura del cuerpo, cuando Dp o D; se manifiesta como
un calor sensible, o asociarse a un cambio de fase, cuando la produccién de energia interna se
manifiesta como un calor latente.

Mientras la energia interna y la energia cinética son funciones que indican el estado
termomecdnico del cuerpo puntual &, el flujo de trabajo realizado por las fuerzas mecanicas
sobre el cuerpo & y el calentamiento desde fuentes térmicas externas al cuerpo &, que se
aplican y actiian sobre él mismo, son dos modos de transferencia de la energia a través de su
Jrontera, cualitativamente distintos.

La discusién de las secciones 3.5 y 3.6, sobre las fuerzas conservativas y el trabajo que realizan,
asi como el concepto de cuerpo puntual o particula material &, de la seccién 2.1, sientan las bases
para analizar estos conceptos.

Por su definicién, el cuerpo puntual & es un sistema cerrado, pero no aislado. Por la hip6tesis
del continuo, en el cuerpo puntual & estdn definidas variables termodindmicas, como {P,p, T}, y
variables hidrodindmicas como {p, v, 7,7}, etc. Ademas, por la hipétesis del equilibrio local, el
cuerpo puntual & se encuentra en un estado de equilibrio termodindmico, lo que permite aplicar
ecuaciones de estado de la forma f(P,p,T) =0.

Consideremos un modelo muy usado como ejemplo de la termodindmica, se trata de un cilindro
s6lido con un pistén como tapa, que encierra una masa constante M de un fluido. Claramente, la
region ocupada por dicha masa es un volumen mdsico ¥'(¢), que cambia como funcion del tiempo,
experimentando procesos de cambio de volumen, es decir, procesos de compresién y expansion, al
desplazar el piston.

Experimentando con cilindros cada vez més pequefios, podemos imaginar que, si lograramos
resolver los problemas del microescalamiento del sistema, llegariamos a identificar el fluido
encerrado en un cilindro con un sélo cuerpo puntual &, ver figura 4.1(a) y (b).

Para facilitarnos la tarea, podemos ahora pensar que cambiamos la frontera sélida por una
superficie imaginaria . que separa a & de otros cuerpos puntuales fluidos o sélidos, cuyas
interacciones con el cuerpo & se representan por flechas en la figura 4.1(c) y (d). Aqui vemos que
la fuerza de presion ejercida por el piston, cambia a ser una parte de los esfuerzos moleculares
efectuados por el tensor de presiones 7, ejercidos en la superficie imaginaria . sobre &, por los
cuerpos puntuales adyacentes.

La aplicacién del teorema de la divergencia para la rapidez de trabajo efectuada por los esfuerzos
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Figura 4.1: Fluido contenido en un cilindro con pistén, miniaturizado a un cuerpo puntual &.
(a)—(b) Proceso de compresion, (b)—(a) Proceso de expansion. (c)<+(d) Mismos procesos para un
cuerpo puntual & rodeado por otras particulas de fluido o frontera sélida.

moleculares, 7, al cuerpo puntual &, tiene la forma:
/ V(=) dV:j{ n-(—m-v) ds. 4.12)
¥ (1) (1)

Como los cuerpos puntuales & son infinitesimales, aplicamos el teorema del valor medio a la
integral de volumen y luego consideramos el limite cuando el volumen AV de la regién ¥ (¢)
ocupada por el cuerpo, tiende a cero, para encontrar que

lim 1

V-CEY) = v o av )

n-(—m-v)ds, (4.1.3)
es decir que, la divergencia de la rapidez de trabajo debida a los esfuerzos moleculares que efectia
el fluido de los alrededores, sobre la particula material £, equivale fisicamente al flujo neto local
de la rapidez de trabajo comunicado por los esfuerzos moleculares al cuerpo &. Este término
es entendido, por lo tanto, como un flujo de trabajo. Los esfuerzos moleculares tienen sus dos
contribuciones: una es el flujo neto de trabajo debido a las fuerzas de presién V - (—Pv), que puede
denominarse flujo de trabajo intrinseco'. El otro término es el que corresponde a los esfuerzos
viscosos, el cual da lugar al flujo neto de trabajo realizado por las fuerzas viscosas V- (—T-v), que
podemos llamar flujo de trabajo viscoso.

Complementando lo ya expresado por las ecuaciones (3.6.14) y (3.6.15), podemos afirmar
que

tanto el flujo de trabajo intrinseco como el flujo de trabajo viscoso se componen, cada
uno, por una parte conservativa que se mantiene en el nivel de descripcion local y por una
parte disipativa, en la cual el movimiento y la energia se transfieren al nivel de descripcion
molecular, por lo que la energia se manifiesta como energia interna.

Entonces tenemos la siguiente composicion del flujo de trabajo intrinseco:

ISiguiendo la notacién de E. Levy (1965) p. 56, quien al definir la densidad de la energfa total nombra a la presién
como energia intrinseca.
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v-(—VP —PV-v
7.y QL crvy
ﬂujvo e _ rapldez de trabajo . produccm.)n de energfa ’ (4.1.4)
L asociado a fuerzas de interna, debida a disipacién
trabajo intrinseco . . .
presioén conservativas por el cambio de volumen,

y la siguiente composicion del flujo de trabajo viscoso:

v-(=V-1) (—7:Vv)
V-(=1-v) —_— —
- _  rapidezde trabajo | producci6n de energia (4.1.5)
flujo de = . . ) .1
L. asociado a fuerzas interna, debida a
trabajo viscoso . . S
viscosas conservativas disipacién viscosa.

Asi, mientras las partes conservativas de los flujos de trabajo sobre el cuerpo & se mantienen
en la escala local, modificando su energia cinética, las partes disipativas de los flujos de trabajo
inciden en el movimiento a escala molecular, generando cambios en la energia interna del cuerpo &.

Por otra parte, el calentamiento o flujo de calor en un area unitaria, V - ¢, con unidades de
[energia/tiempo-volumen], es el inico modo de transferencia de la energia interna en el cual no
interviene algin desplazamiento en el nivel local. El calentamiento es una cantidad vectorial cuya
direccién coincide con la del vector normal unitario externo n, aunque apuntando hacia el interior
del cuerpo, de modo que, siguiendo un procedimiento similar al que llevé a la ecuacién (4.1.3),
podemos entender el flujo de calor o calentamiento, como:

lim 1

Vg = " E?{y(_“'q) ds, (4.1.6)

para cualquier cuerpo puntual &, como se representa en la figura 4.1.

Balances de energia de fluidos puros

Cuando un fluido puro esta sujeto a procesos alotérmicos en el curso de su movimiento, ademas
de considerar los cambios necesarios para la estimacién de los pardmetros que dependen de la
temperatura, se deben considerar los cambios de la energfa interna U, el calentamiento que atraviesa
la frontera del sistema y la produccién de energia interna debida a los procesos de disipacién
viscosa y a la compresién o expansién del flujo.

Balance de energia interna de fluidos puros en flujos alotérmicos

El principio de balance de la energia interna para un cuerpo fluido puro % en flujos alotérmicos
se puede enunciar diciendo que:

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA ENERGIA INTERNA DE UN CUERPO FLUI-
DO, EN UN SISTEMA COORDENADO INERCIAL, ES IGUAL AL FLUJO TERMICO TOTAL
QUE ACTUA SOBRE EL CUERPO MAS LA DISIPACION TERMICA REVERSIBLE, ASOCIA-
DA A LOS PROCESOS DE COMPRESION O EXPANSION, MAS LA DISIPACION VISCOSA
IRREVERSIBLE.

Este enunciado corresponde a la siguiente ecuacion de balance para el cuerpo ¢ de fluido, que
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ocupa la region mdsica %;,(¢), limitada por la superficie d%,,(¢):

b / (pU)av = ?{ (—m-q) dS+ / pDpdV + / pD:av, (4.2.1)

Dt
P (2) 0 I (t) Pt

Aplicando el teorema de transporte de Reynolds al primer término, en su version reducida, asi
como el teorema de la divergencia al segundo y agrupando todos los términos en un solo lado de la
igualdad, bajo una sola integral de volumen, igualada a cero, y considerando la arbitrariedad de la
regién de integracidon, como argumento para igualar el integrando a cero, obtenemos la siguiente
ecuacion de balance de la energia interna para un cuerpo puntual o particula material de fluido &:

DU R A
—=-V.q+pDp+pD;. 4.2.2)
Dt

Este balance local puede expresarse, con ayuda de las ecuaciones (3.6.14) y (3.6.15) en los
términos relacionados con las fuerzas de contacto, para la produccién de energia interna por los
efectos de compresién/expansion y disipacion viscosa:

DU
p—=-V-q—PV-v—17:Vv. 4.2.3)
Dt

La ecuacidn (4.2.3) no es otra cosa que la primera ley de la termodinamica, aplicada a un

cuerpo puntual &, cuya version integrada podemos reconocer en la expresion diferencial

dU =80+ W (4.2.4)

que se encuentra usualmente en los textos de termodindmica, aplicada a los sistemas cerrados.
Es decir, se trata de casi 1o mismo, pero hay diferencias, y determinar diferencias es también
reconocer semejanzas, en un nivel mas profundo.

Dejando a un lado las diferencias de unidades entre las dos ecuaciones y poniendo atencién a
los fenémenos representados en ambas ecuaciones, podemos observar una primera diferencia: en el
analisis termodindmico, muchos estudiosos han considerado necesario distinguir entre diferenciales
exactas "d", para las propiedades de estado y diferenciales ”6” para las variables de proceso, que
dependen de las trayectorias que siguen los estados del sistema. En nuestros desarrollos no necesi-
tamos hacer esta distincion para las derivadas o diferenciales, (en dado caso, corresponderia
hacer la distincion entre las funciones y no entre sus diferenciales) pues la ecuacion (4.2.3), que se
aplica localmente a cualquier particula material &, lleva implicita la hipétesis del equilibrio local,
que determina los estados termodinamicos de la particula £ en cuanto a sus cambios de energia
interna U, a la vez que depende del proceso en las derivadas espaciales que corresponden al lado
derecho de la ecuacidn, y determinan las relaciones de los flujos desde o hacia la particula material
&, durante el proceso.

Por otra parte, el trabajo W de la ecuacion (4.2.4) representa indistintamente los dos tltimos
términos de la ecuacion (4.2.3). El primero de estos dos términos, —PV - v, corresponde a la
pérdida (o ganancia) reversible de trabajo que se convierte en energia interna durante los procesos
de compresién y expansion. El otro término, —T : Vv, corresponde a la pérdida irreversible de
trabajo debida a la disipacién viscosa, que incrementa la energia interna. En la ecuacidn (4.2.4)
ambos términos estan contenidos en 8W y son indistinguibles. En el marco de la termodindmica
del equilibrio, se ha generado el concepto de trabajo irreversible para establecer una distincién
entre los procesos reversibles y los irreversibles, entendiendo que los procesos son reversibles si
el sistema pasa por una sucesion de estados de equilibrio, desde su estado inicial hasta su estado
final. Dicha consideracién requiere, de acuerdo con la ecuacion (4.2.3), la realizacién de procesos
cuasi-uniformes, en los cuales el gradiente de la velocidad de flujo es muy pequefio, de acuerdo con
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la razén de los 6rdenes de magnitud de los términos de disipacién irreversible/disipacion reversible,
como en el caso de un fluido newtoniano, donde:

—1T:V Vv/|?
—TW_ o (ulv]

|—PV-v] E‘DJ
p | Dt

<1, (4.2.5)

que se obtiene usando la ecuacién de continuidad (3.1.4) para estimar el orden de magnitud de V - v
en funcién de la densidad. Finalmente, la condicién a usar para el gradiente de la velocidad, en la
forma de la funcién de disipacién de Rayleigh, ®,, es que

—1T:Vv P |D

D, > ) (4.2.6)

piL | Dr

La ecuacién (4.2.6) puede ser ttil como criterio para el disefio y la operacion de aparatos
donde se estudie la reversibilidad o irreversibilidad de los procesos termodindmicos en fluidos
newtonianos puros.

Ejemplo 4.2.1. Incorporacion del trabajo de agitacién a la energia interna del fluido

Frecuentemente los textos de termodindmica elaboran explicaciones y ejercicios sobre la
incorporacién del trabajo a la energia interna del fluido. Uno de estos ejercicios consiste en la
agitacion de un liquido con un agitador de paletas en un sistema cerrado de volumen constante. Asi,
en un recipiente que contiene un liquido con energia interna U;, se incorpora el trabajo realizado por
un agitador de paletas, operando durante cierto intervalo de tiempo Af con una potencia constante
Wo.

(a) Un primer modo de operacién es un proceso adiabatico. Para llevarlo a cabo, el recipiente
se recubre totalmente con un aislante perfecto, es decir, un aislante que elimina totalmente el
enfriamiento por la pared. Analiza cdmo este sistema aislado incorpora el trabajo del agitador a su
energia interna.

(b) Un segundo modo de operacion, que proponemos aqui, es un proceso isotérmico, lo
cual se logra con excelente agitacion, que facilita la homogeneizacién del fluido, y colocando
una chaqueta de enfriamiento en la pared. También puede ser necesario agregar serpentines de
enfriamiento; todo esto para reducir al minimo la diferencia de temperatura entre los diversos
cuerpos puntuales o regiones homogéneas del tanque. Analiza como el sistema isotérmico transmite
el trabajo del agitador, para la misma potencia y el mismo intervalo de tiempo que en el punto (a).

(c) El tercer modo de operacién es un proceso diabatico, es decir, un proceso donde se permite
el enfriamiento y los cambios de temperatura. Analiza cualitativamente el intervalo de tiempo de
agitacion que se requiere para obtener el mismo cambio de energia interna que se produce en el

Figura 4.2: Recipiente agitado por paletas un intervalo de tiempo dado.
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caso adiabatico.

Solucion.

Encontraremos, a la manera de la termostatica, las diferencias entre el estado inicial y el estado
final del sistema cerrado, para cada uno de los tres procesos. Estos estados son:
Estado inicial (subindice i): liquido en reposo, antes de ser agitado.
Estado final (subindice f): liquido en reposo, después de ser agitado.

Hipotesis:

HI1: Elliquido se considera incompresible.

H2: La potencia es constante y efectiva, es decir, la potencia que se transmite efectivamente al
fluido, por medio del movimiento de las paletas, tiene un valor constante, Wo.

H3: El intervalo de tiempo del proceso adiabdtico es Af,, el intervalo del proceso diabatico-
alotérmico es At;; la relacion entre ellos se establece por el mismo incremento de la energia
interna del liquido.

H4: La regién ocupada por el liquido, 7/, es invariante en el tiempo.

H5: La superficie diabdtica total del tanque, .7, es invariante en el tiempo.

Integramos la ecuacién (4.2.3) en la regién ¥/, que no depende del tiempo, considerando la
incompresibilidad del flujo y aplicando el teorema de la divergencia al término de flujo térmico
—V - q, para obtener:

2 [(p0yav = (n-qyas+ [(-z:vvav. @2
v B v

Ahora, analizamos los tres procesos:

(a) Proceso adiabatico.

El aislamiento de la pared hace imposible el calor, es decir, q = 0 en la frontera .. Entonces,
la ecuacion (4.2.7) se simplifica al eliminar el término del calor; luego se integra en el tiempo
utilizando el teorema del valor medio, para el término de la disipacién viscosa y asi obtener

MO —U) = Ata/(—r VYAV = Aty Wo,
4
donde M = pV es la masa de liquido, cuyo volumen es V. La linea sobre la integral de volumen
indica algin valor de dicha integral, dentro del intervalo de integracién temporal, de acuerdo

con el teorema del valor medio. En la ecuacién anterior, la segunda igualdad muestra que toda
la energia suministrada por las paletas, Az, Wy, en el intervalo de tiempo que dura la operacién,

At,, se transmite al fluido tinicamente como disipacién viscosa: Az, / (=7 :Vv)dV.En el proceso
v

adiabdtico, dicho efecto se incorpora integramente a la energia interna del fluido M (U F— U)),
modificando su estado termodindmico a su valor final, cuando se ha alcanzado nuevamente el
reposo del liquido y su velocidad es cero.

(b) Proceso isotérmico.

En este proceso la energfa interna permanece constante, U = U, entonces su derivada temporal
es cero y la ecuacién (4.2.7) se reduce a la igualdad

/—(r L VV)dV = —]{(—n-q) ds =W,

v 54

para cualquier valor del tiempo. Esto significa que, para satisfacer la condicién de un proceso
isotérmico, la potencia instantdnea suministrada por las paletas, que equivale a la rapidez de la
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disipacién viscosa en el fluido, debe ser extraida instantdneamente del recipiente como calor, lo cual
equivale a una velocidad de transferencia de calor infinita del fluido. El resultado de este proceso es
que no puede haber acumulacién de la energia interna en el liquido.

Nétese que, mientras el término de la disipacién viscosa es positivo, el integrando del flujo
de calor debe ser negativo, para que al cambiar de signo, como es indicado por la igualdad, sea
equivalente a la disipacién viscosa, que es una cantidad positiva, todo lo cual es congruente con el
mecanismo de calentamiento de los alrededores, es decir, la extraccion de energia térmica por una
chaqueta de enfriamiento.

(c¢) Proceso diabatico-alotérmico.

En este proceso existen todos los términos de la ecuacion (4.2.7), de modo que, integrando esta
ecuacion con respecto al tiempo, tenemos:

A

MO, —T;) = Atd?{(—n-q) dS—l—Atd/ —(T:VV)dV,
54 v

donde nuevamente se ha empleado el teorema del valor medio, considerando el intervalo de tiempo
Aty, que dura el proceso. Los términos de esta ecuacion, uno a uno, son equivalentes a los de
la primera ley de la termodindmica, que podemos expresar como AU = Q + W. Aqui, los lados
izquierdos de ambas ecuaciones corresponden al cambio de la energia interna, entre el estado
inicial y el final. Q corresponde al enfriamiento a través de la superficie del recipiente durante todo
el proceso, el cual se efectia en el intervalo de tiempo Az, y W corresponde al trabajo perdido
como término mecdnico en el mismo intervalo de tiempo, por el efecto de la disipacién debida a la
friccién viscosa del fluido consigo mismo.

La pregunta (c) del ejemplo se refiere a la duracién del tiempo de agitacién Aty, con respecto al
tiempo del proceso adiabdtico Az,, para que el incremento de la energia interna del liquido sea el
mismo que el del caso adiabitico, es decir, que M (U = U;) = At, Wj. Sustituyendo esta igualdad y
despejando la tasa de disipacion viscosa, resulta que

Podemos considerar que el efecto del enfriamiento del liquido equivale a una fraccién de la
potencia suministrada, es decir que

—j{(—n-q)dS:rWo; con 0<r<l,
7

y entonces

At, . .

—(T:VV)dV = — +r | Wy =W,
Aty
e

lo cual implica que At, < At,, puesto que su razén es una fraccién de la unidad, que al sumarse
con r son igual a uno. Un aspecto interesante de este ejercicio es ilustrar la diferencia entre una
variable de estado: la energia interna, y las variables del proceso, que dependen de las condiciones

de operacioén como el intervalo de tiempo, la magnitud del enfriamiento, el drea de transferencia y
el gradiente de la velocidad.

Balance de entalpia y rapidez temporal del cambio de presion

A partir del balance de energia interna, ecuacién (4.2.3), podemos obtener una forma de dicho
balance, en la cual se identifiquen los términos de trabajo reversible y de disipacién irreversible
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de energia. El primer paso es integrar (4.2.3) en una regién que encierre una masa dada de fluido,
es decir, integrar en un volumen masico 7;,. Esto nos conduce, de vuelta, a la ecuacién (4.2.1),
precursora del balance local (4.2.3), donde podemos sustituir las ecuaciones (3.6.14) y (3.6.15),
para encontrar que

D .
Dr / (p0)dv = 7{ (—n-q)dS+/(—PV-V)dV+/(—T:VV)dV, (4.2.8)
40! §u(r) 0] 20

en la region ¥;,(t), que encierra al cuerpo fluido 4" cuya masa es M. Ahora, es conveniente
recordar la relacidn (2.2.12) que define la dilatacién Jg, la cual, aplicada al volumen madsico resulta:
dv =J, dVy, asi como la expresién (2.2.19) para la divergencia de la velocidad v que también,

. L, . . m . .
aplicada al volumen madsico, se convierte en D Jm V -v. Con estas dos expresiones, aplicadas

al término de trabajo por compresién-expansion, podemos encontrar la igualdad:

/ (—PV-V)dV:g / —PdV + / (l;f)dv. (4.2.9)

(1) Y (t) P (t)

Utilizando esta igualdad en la Ecuacion (4.2.8), y aplicando el teorema de la divergencia al
término de calentamiento, resulta la expresion:

D o D DP
e / pUdv — / (V-aqavio / _Pav + / —av+ / (—7:VV)dV. (4.2.10)
P (t) () P (t) V(1) V()

Podemos agrupar los dos términos con derivadas materiales y definir la entalpia especifica por
unidad de masa, como H = U + P/p, para tener:

D A DP
- / pAdV = / (—V.q)dV + / EdV—k/(—T:VV)dV. @2.11)
A0) Pt I(t) V1)

La aplicacion del teorema del transporte de Reynolds, en su forma reducida, conduce finalmente
a la ecuacion local
DH

DP
pE:—V-q+Ft—'L‘:VV. 4.2.12)

que es otra forma de presentar el balance local de energia interna.

Ejercicio 4.1 Demuestre que un proceso adiabatico equivale al modo de operacién (c) del
ejemplo 4.2.1, cuando r = 0 y que un proceso isotérmico equivale al limite cuandor — 1. =

Ejercicio 4.2 Obtenga la ecuacion (4.2.10), a partir de la ecuacién (4.2.8), del concepto de
dilatacién y su derivada material. "

Balance de energia total

La combinacién de los enunciados de los balances de la energia cinética y de la energia
interna, puede dar lugar a un enunciado del balance de energia total. En correspondencia con dicho
enunciado, que se deja como un ejercicio, la expresion del balance de energia total £ (energia
cinética mds energia interna), expresado localmente para cualquier cuerpo puntual, es la suma,
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miembro a miembro, del balance de la energia cinética, ecuacién (3.6.11) mads el balance de la
energia interna, ecuacién (4.2.3), de lo cual resulta que:
DE D /[1 R
En el lado izquierdo de este balance esté la rapidez temporal de cambio de la energia total,
que representa los cambios del estado termomecanico de la particula material &. El lado derecho
representa los flujos de trabajo desde los alrededores de la particula &, es decir, los flujos de
trabajo intrinseco y viscoso, aportados a la particula & por el fluido de los alrededores, asi como el

calentamiento y la rapidez de trabajo realizado por las fuerzas externas. Entonces, a grandes rasgos,
podemos decir que,

mientras el lado izquierdo de la ecuacion (4.2.13) representa los cambios de estado del
sistema, el lado derecho representa los flujos de trabajo y el flujo térmico que se aplican
sobre el mismo sistema.

Ejercicio 4.3 Elabore el enunciado que satisface la energia total de un cuerpo fluido puro % en
flujos alotérmicos. "

Ejercicio 4.4 Desarrolle el balance integral de energia total a partir del enunciado del ejercicio
anterior y obtenga la ecuacion (4.2.13), para cualquier particula material de fluido. "

Balance de energia total en funcién de la entalpia

El balance de energia total aplicado a cualquier particula material & de fluido es la Ecuacion
(4.2.13). La integral de este balance en una region que conserva la masa, %;,(t), lleva a una ecuacién
integral cuyos términos pueden arreglarse de una manera mds conveniente. Asi, la integral del flujo
de trabajo intrinseco, a partir de la ecuacién (4.1.4) da:

D DP
V.(—P dV:/ (—VP)dV + = / —Pav / )dv, 42.14
[m) (v = [ v (P T (m (4.2.14)
V(1) P (t)

donde se ha sustituido la ecuacién (4.2.9) en la integral del dltimo término de (4.1.4). Considerando
la definicién de la derivada material, ecuacion (2.1.14), aplicada a la presién, vemos que es posible
eliminar el término de la rapidez de trabajo asociado a fuerzas conservativas de la ecuacion (4.2.14),

resultando entonces que:
D JdP
/ —Pav + / (az> av. 4.2.15)

e Il Il

Por otra parte, la integral del flujo de trabajo viscoso, a partir de la ecuacion (4.1.5) queda como:

/ V-(—T-V)dV:/ v-(=V-1)dV + / —7:VvdV, (4.2.16)
Tnlt) Tnl0) 2410

en tanto que, es conveniente representar el término de flujo térmico o calentamiento como una
integral de superficie, utilizando el teorema de la divergencia:

/ —V.qdV = ?{ —n-qdV. 4.2.17)
4//’" (t) ay/m(t)
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Ahora, podemos integrar en ¥, (t) la ecuacion (4.2.13) y sustituir las expresiones (4.2.15),
(4.2.16) y (4.2.17), para obtener el balance de energia para el cuerpo € de fluido, contenido en el
sistema cerrado:

D 1 . D
= —v- = (=V-T+pf = [ -P
. /p<2V V+U>dV [M)v (=V-T+ph)dv+ / dv

%n(t) I/m(t)
"~ (JP
+ / — |dV + / —TZVVdV—f—% —n-qdV,
ot V(1)
V(1) V()

(4.2.18)

que corresponde a una forma local en términos de la entalpia H = U + P/p:

D (1 A dP

—|(zvv+H|)|=——-V-(T-v)—-V: -f. 4.2.19
Py <2V v+ ) 3 (T-v) q-+pv ( )
I Ejercicio 4.5 Demostrar la ecuacién (4.2.19) a partir de (4.2.18). n

4.3 Balance de entropia y el segundo principio de la termodindmica

4.3.1 Ecuacion de Gibbs y expresion local de la entropia

La forma diferencial de la ecuacién fundamental de la termodindmica U = U (S,V), para un
fluido puro es:

dU =TdS—PdV, (4.3.1)

la cual es conocida como la ecuacién de Gibbs y tiene la forma de una expresion diferencial exacta.
Dicha relacion funcional se puede determinar a partir de una ecuacién de estado. De acuerdo con
el principio del equilibrio local, la ecuacién (4.3.1) puede aplicarse al cuerpo puntual  y puede
escribirse en su forma temporal:

DU DS DV

—=T——P—. (4.3.2)
Dt Dt Dt

Ademds, si m es la masa del cuerpo &, dividimos la ecuacion (4.3.2) entre m, la cual es constante,

y podemos despejar el término de la entropia, para obtener:

DS DU DV
= 4P (4.3.3)
Dt Dt Dt

Pero el volumen especifico es el inverso de la densidad, V = 1/p, de manera que

DV 1D 1

A e 7 (4.3.4)

Dt p* Dt p
La udltima igualdad ha requerido el uso de la ecuacién de continuidad (3.1.4). Aplicando la igualdad
(4.3.4), asi como el balance de energia interna, Ecuacién (4.2.3), en la expresion (4.3.3), obtenemos
una ecuacion para la entropia de los flujos de fluidos puros:

DS’_ V-q 7T:Vv

P =7 . (4.3.5)
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Esta ecuacion, que se aplica localmente a cualquier particula material £ de un fluido puro, no
puede considerarse como un balance local de entropia, pues ha surgido como consecuencia de la
relacién de Gibbs, entre las variables de estado termodindmicas, la cual no equivale a un principio
de conservacion o de balance. Sin embargo, es importante notar que, en la ecuacién (4.3.5), no
aparece el término de disipacién debido a los procesos de compresion y expansion, ya que esos
términos estdn asociados a la operacion reversible del proceso. Los términos de calentamiento y
disipacion viscosa, en cambio, son irreversibles y contribuyen, por lo tanto, al aumento de la
entropia.

Cantidades conservadas y cantidades no conservadas

Una cantidad es conservada cuando no es creada ni destruida en el proceso; es decir,
cuando no existen fuentes o sumideros de la misma, en el sistema bajo estudio. La ecuacion de
continuidad es el ejemplo mds claro del comportamiento de una cantidad que es conservada, como
la masa de un fluido puro en ausencia de reacciones nucleares (las cuales intercambian la masa
con la energfa, de acuerdo con la famosa férmula de Einstein E = mc?). La expresi6n local en un
punto fijo del espacio, de una cantidad que se conserva, tiene la misma forma que la ecuacién de
continuidad, es decir que

§+V-n:0, (4.3.6)
donde n = pv es el flux masico convectivo o flujo masico convectivo por unidad de area, en
cualquier punto fijo del espacio, con respecto a un sistema coordenado inercial.

Todas las cantidades conservadas tienen la misma estructura matematica que la ecuacién de
continuidad (4.3.6). Asi, como veremos en el siguiente capitulo, la masa de una especie quimica
A, en ausencia de reacciones quimicas, se conserva en una mezcla multicomponente de G
especies. Entonces su balance local de masa tiene la forma:

P4 L G op, =0, 43.7)

ot
donde ngy = pavy4 es el flux masico de la especie A o flujo masico de A por unidad de area.
Nétese que el flux mésico de A fluye con una velocidad vy, diferente de la velocidad convectiva, v,
de la mezcla de todas las especies. Si expresamos la velocidad v4 = v+ uy, podemos distinguir la
parte convectiva del flux de la especie A: psv y el flux difusivo de A: pauy.

Por otra parte, una cantidad no conservada es creada o destruida durante el proceso, es
decir, que podemos identificar efectos de fuentes o sumideros de dicha cantidad en todo lugar del
flujo. Modificando el ejemplo anterior, la presencia de reacciones quimicas en el bulto de flujo,
donde la especie A es un producto o un reactivo de una reaccion, hace de la especie A una cantidad
no conservada, ya que la reaccion actia como la fuente de un producto o el sumidero de un reactivo,
para el balance de la especie A, de manera que

aﬂ—i—v-m =74, 4.3.8)

ot
donde r4 es la rapidez de creacién de la masa del producto de reacciéon A por unidad de volumen,
cuando r4 > 0 o la rapidez de desaparicion de la masa del reactivo A por unidad de volumen, cuando
ra <O0.

La densidad del impetu pv = n, que podemos nombrar simplemente como el impetu, es
ejemplo de una cantidad no conservada, que se expresa en la primera ley de Cauchy como:

‘;‘I‘Jrv.(nv) — V.mipf 43.9)
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Solamente en condiciones de equilibrio mecanico, el impetu es una cantidad conservada,
ya que entonces el balance del impetu equivale a dos relaciones, igualadas a cero:
dn
§+V-(nv):0:—v-ﬂ:—|—pf. (4.3.10)
Mientras la primera igualdad indica que, en este caso particular, el impetu es una cantidad
conservada, la segunda igualdad establece las condiciones del equilibrio mecénico, es decir, que la
suma de las fuerzas por unidad de volumen, actuando en un punto cualquiera es igual a cero.
Otro ejemplo importante de una cantidad no conservada es la densidad de energia interna
ya que, partiendo de la ecuacién (4.2.3) y utilizando la ecuacién de continuidad, podemos expresar
el balance de energia interna en la forma:

gt(pUH—V-(nU—i—q)—Gu——PV-V—T:Vv, (4.3.11)
donde 6,, es la rapidez de produccion o generacion de energia interna por unidad de volumen,
que corresponde a los procesos de disipacién por compresién/expansion y por los efectos viscosos
para un fluido puro en flujos alotérmicos.

También la entropia es una cantidad no conservada; considerando la ecuacién (4.3.5) para la
entropia, podemos expresarla, con ayuda de la Ecuacion de continuidad, como

d ., 4 A q . 1 1 '
at(pS)—FV-(nS—i-T)GsT(—Tq-VT—'L'.VV>, (4.3.12)

donde &; es la rapidez de produccion o generacion de entropia por unidad de volumen, que
corresponde al calentamiento y a la disipacién viscosa, respectivamente. También, el flux de

p s, 4 . P p
entropia n; = nS + T se compone de un flux convectivo de entropia nS mas un flux de entropia

debido al calentamiento q/7.

Balance de entropia en flujos alotérmicos de fluidos puros

Un balance de la entropia, aplicado a un cuerpo fluido 4, compuesto por una sola especie
quimica, en flujos alotérmicos se puede enunciar diciendo que:

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA ENTROPIA DE UN CUERPO FLUIDO, EN
UN SISTEMA COORDENADO INERCIAL, ES IGUAL AL FLUJO DE ENTROPIA DEBIDO AL
CALENTAMIENTO EN LA FRONTERA DEL CUERPO MAS LA RAPIDEZ DE PRODUCCION O
GENERACION INTERNA DE ENTROPIA DEBIDA A LOS EFECTOS DE DISIPACION POR EL
CALENTAMIENTO Y POR LA DISIPACION VISCOSA.

La expresion matemadtica que corresponde a este enunciado es el siguiente balance:

D ; q !
— SdV:% -n- |- dS+/ |- VT —7:Vv)dV. 4.3.13
Dt %n(z)p PYA0) (T) Iu(t) T ( T V) ( )

Aplicando el teorema de transporte al primer término y el teorema de divergencia al siguiente
término, para transformar la integral de 4rea en una integral de volumen, podemos reunir todos los
términos bajo una sola integral de volumen, cuya regién de integracién %, (¢) es arbitraria, de modo
que podemos establecer el balance local de entropia:

DS q 1/ q
D5 v.(f>:f<_f.w_7;v), 4.3.14
Por TV \7r) =77 v (#4319

que tiene la forma lagrangiana equivalente a la forma euleriana de la ecuacién (4.3.12).
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4.3.4 Segundo principio de la termodindmica y relaciones de comportamiento

Comparando las ecuaciones (4.3.12) y (4.3.14), podemos separar el término de la rapidez de
produccién interna de entropia por unidad de volumen &, que es

GS:—(—?-VT—T:Vv). (4.3.15)
Ademads, debe ocurrir la equivalencia de las expresiones euleriana y lagrangiana:

d ., A DS q
E(pS)—i—V-ns—pE—i—V(T), (4.3.16)

donde se ha utilizado el flux de entropia n; = Spv + %, definido en el parrafo que sigue a la

ecuacion (4.3.12). Se deja como ejercicio la demostracién matemadtica de la equivalencia que indica
la igualdad (4.3.16), donde por el lado izquierdo se tiene la acumulacién de entropia en un lugar
dado y fijo més el flujo neto de entropia hacia ese lugar, tanto la que lleva el flujo mésico que cruza
la frontera, como la debida al calentamiento desde la misma frontera, en tanto que el lado derecho
de la igualdad (4.3.16) representa la rapidez temporal de cambio de la entropia del cuerpo puntual
& mads el flujo neto de entropia hacia el cuerpo &, debido al calentamiento a través de su frontera.

La ecuacion (4.3.15) se relaciona con el segundo principio de la termodinamica, aplicado a
sistemas cercanos al equilibrio, donde se expresa diciendo que

EN UN SISTEMA CERCANO AL EQUILIBRIO TERMODINAMICO, LA PRODUCCION LOCAL
DE ENTROPIA ES UNA CANTIDAD POSITIVA DEFINIDA Y EN EL EQUILIBRIO ES CERO.

La aplicacién de este principio al caso del flujo alotérmico de un fluido puro resulta en la
desigualdad &, > 0, que puede reducirse a:

1 T:V
c';s:q-v<T> " Y>o. (4.3.17)

La desigualdad en la ecuacién (4.3.17) es una condicién necesaria que deben satisfacer las
relaciones de comportamiento para el calentamiento o flux térmico q y para el tensor de los

esfuerzos viscosos 7. La condicién es suficiente cuando cada uno de los dos términos es una
) .. . ) 1 q ) T:Vv
cantidad positiva definida, es decir, cuando q -V T)="72 -VT >0y también — > 0.
La relacion de comportamiento empirica mas usada para el calentamiento q es conocida
como la ley de Fourier: q = —kVT, donde k es el coeficiente de conductividad térmica, que es
una funcién de las variables termodindmicas como la temperatura, la presion y la composicion de
las mezclas multicomponentes, pero que en muchas aplicaciones especificas se puede considerar

constante. Para un fluido de Fourier, podemos sustituir la expresion para ¢ y obtener la condicién:

—q-VT =kVT -VT =k|VT|* >0, (43.18)

donde comprobamos que la ley de Fourier es una relacion de comportamiento que satisface el
segundo principio de la termodinamica, si la conductividad térmica k es siempre positiva.

Algo semejante ocurre con el término de la disipacidn viscosa, ya que el tensor de los esfuerzos
viscosos T, para los fluidos newtonianos incompresibles y en general, para los fluidos no-
newtonianos con relaciones de comportamiento empiricas, que tienen por coeficiente una
funcién de viscosidad 7(7), donde: T = —1(7)¥ = —1(7) (Vv+ Vv’), donde 1n(}) es ademds
funcién de las variables termodindmicas como la temperatura, la presién y la composicion de la
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mezcla, si el material es un fluido multicomponente. Para un fluido incompresible de esta clase,
tenemos que

—T:VV:n'}':VV:n(VV—i—VVT):VV:nh;z‘>O, (4.3.19)

lo cual comprueba que la ley de Newton de la viscosidad para los flujos incompresibles y su
extension a la clase de fluidos no-newtonianos que tienen una funcién de viscosidad 1 (7), son
relaciones de comportamiento que satisfacen el segundo principio de la termodinamica, si 1
es siempre positiva.

Ejercicio 4.6 Convéncete de la ltima igualdad de la ecuacién (4.3.19), donde |7?| = (7-7) : 1.

Ejercicio 4.7 Convéncete de que la relacion de comportamiento del fluido newtoniano compre-
sible, Ecuacion (3.4.14), donde T =t — P1 = A(V - v)1 — u7y, satisface el segundo principio de
la termodindmica, siA >0y u > 0. .

Relaciones de comportamiento en el marco de la TPI lineal

Los flujos alotérmicos de fluidos puros son un ejemplo para analizar el acoplamiento de
las fuerzas y los fluxes, de acuerdo con la teoria general de la termodinamica lineal de los
procesos irreversibles. El punto de partida es la existencia de pequefias desviaciones con respecto
al equilibrio termodindmico, que es el estado donde cada una de las fuerzas generalizadas es cero.

El caso més general de la produccion de entropia viene dado por una expresion del tipo:
no ni ny
Gy =Y Xili+ Y Xi-Ji+ Y Xi:J;, (4.3.20)
= ' =1

i=1 i=1 i

que expresa productos de fuerzas generalizadas X por flujos generalizados J, ya sea el producto
aritmético de dos cantidades escalares, X;J;, como en la primera sumatoria, el producto escalar de
dos vectores, X; - J;, como en la segunda, o el doble producto escalar de dos tensores de segundo
orden, X; : J; como en la tercera sumatoria, etc.

Comparando la expresion (4.3.17) con (4.3.20), distinguimos dos fuerzas generalizadas y sus
fluxes generalizados conjugados con dichas fuerzas. Estos fluxes son: (1) el calentamiento o
flux térmico q y (2) el tensor de los esfuerzos viscosos 7, considerado aqui como un flux de

T

o : o Vv+ Vv’ 14
corresponde a un potencial térmico, y la fuerza viscosa simétrica X; = ——— = — T que

impetu viscoso. Las fuerzas conjugadas con dichos fluxes son la fuerza térmica X, = V <> , que

corresponde a un potencial mecanico, de modo que en la teoria lineal de la termodindmica de los
procesos irreversibles, las relaciones constitutivas para los fluxes son de la forma:

q = q(X;X)
(4.3.21)
T = 7(X,,Xy).

El principio de Curie asegura que

EN LOS FLUJOS ISOTROPICOS, LOS FLUXES SOLO DEPENDEN FUNCIONALMENTE DE
AQUELLAS FUERZAS QUE TIENEN SU MISMO ORDEN Y CARACTER TENSORIAL,
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entendiendo este cardcter como la naturaleza axial o polar de las direcciones vectoriales. De
acuerdo con este principio, las relaciones constitutivas para los flujos alotrépicos de fluidos puros
se simplifican a las funciones:

q = q(Xy)
(4.3.22)
T = 1(Xp).

Haciendo expansiones en series de Taylor alrededor de un estado de equilibrio termodindmico,
donde {q =0, T =0} y cortando las series de Taylor al término lineal, tenemos:

dq
- X, —
4 e
(4.3.23)
dt
T = X;: .
)&
. . . L. dJq
Aqui podemos definir los coeficientes fenomenologicos L5 = X, de modo que
B
1 1
q == Xq . qu = quV ? = —qu ﬁ VT == —kVT
(4.3.24)

) LY. .
T=X¢:Loe=Leg <_;> = —Lr; (T> Y=—-Uuy,

de donde podemos encontrar que Ly, = kT 2yque Ly = uT.

Ejercicio 4.8 Encuentra la funcién &; para el flujo alotérmico de un fluido de una sola especie,
newtoniano y fourieriano compresible, considerando, a partir de la ecuacién (3.4.14), que
T=A(V-v)1—puy, donde A es el segundo coeficiente de viscosidad, que se relaciona con el
coeficiente de viscosidad volumétrica x por medio de la ecuacién (3.4.21) y (2) encuentra la
forma escalar del coeficiente fenomenoldgico que se relaciona con la viscosidad volumétrica. m

Cambios térmicos, variables, pardmetros y aproximaciones

Las tres secciones precedentes de este capitulo tratan de las bases tedricas que intervienen
en los flujos de los fluidos puros, cuando cambia su temperatura. Es asi como estudiamos los
cambios de estado a través de la energia interna y la entropia de los fluidos, sujetos a procesos por
calentamiento y por la incorporacién de trabajo mecdnico. Vimos también cdmo la generacion de
entropia puede relacionarse con la estructura de las relaciones de comportamiento. En esta seccién
tratamos algunas consideraciones practicas a tener en cuenta en el tratamiento teérico de los flujos
alotérmicos.

El cambio de la temperatura afecta el estado termodindmico del fluido en el nivel local y
temporal. Elaborando nuestro estudio sobre la base de la hipdtesis del equilibrio local, dos son
las preguntas a responder: (1) ;Cémo afectan los cambios de la (densidad de) energia interna a
los valores de las otras variables de estado? y (2) {Cémo afecta la extensiéon de los procesos a
los cambios de la temperatura y otras variables de estado? Estas dos preguntas de fondo pueden
relacionarse con otras de orden mds practico, como son: ;qué cantidades termomecénicas pueden
ser tomadas como constantes a través del proceso y cudles deben ser consideradas variables? ; Como
afectan los cambios de temperatura la estructura de los flujos?
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4.4.1 Variables y pardmetros en flujos alotérmicos

Si tomamos en consideracién el conjunto de ecuaciones que determinan el movimiento en un
flujo alotérmico de un fluido puro, newtoniano y fourieriano, tenemos:
1. La ecuacion de continuidad, que podemos expresar en su forma euleriana (3.1.5) como:

ap

—4+V- =0 4.4.1
5 V- (pv) =0, (4.4.1)
2. Laecuacién del impetu, que en la forma euleriana de Navier-Stokes para fluidos newtonianos
(3.3.2)es:
d 2
Epv%—V-(pvv) =—-VP+V-(uVv)+V UK (V-v)| +pf, (4.4.2)

Esta ecuacion es vectorial y equivale a sus tres componentes escalares.
3. El balance de energia interna, para un fluido foureriano y newtoniano, en su forma euleriana

(4.2.3):
(ipf]—l—V- (pUV) =V - (kVT)—PV -v+ ud, + x(V -v)? (4.4.3)
donde
1. 2 )

es conocida como la funcion de disipacion viscosa de Rayleigh.
4. La ecuacion térmica de estado del equilibrio termodindmico:

¢(p,PT)=0 (4.4.5)
5. La ecuacion caldrica de estado del equilibrio termodindmico:
oy =cy(p,T), (4.4.6)

donde el calor especifico a volumen constante, c,, se necesita en la expresion para la energia
interna en funcién de la temperatura, de acuerdo a la ecuacién dU = ¢,(T)dT.

El conjunto formado por las ecuaciones (4.4.1) a (4.4.6) se aplica al conjunto de variables
incluidas en las derivadas de las ecuaciones (4.4.1), (4.4.2) y (4.4.3). Estas tres ecuaciones son
conocidas como las ecuaciones de gobierno para un fluido newtoniano y fourieriano, donde ya se
han sustituido las relaciones de comportamiento conocidas como la ley de Newton de la viscosidad
y la ley de Fourier de la conduccién térmica. Ademads, las relaciones termodindmicas (4.4.5) y
(4.4.6) se aplican punto a punto, bajo la hipétesis del equilibrio local.

Las cantidades consideradas dentro de las derivadas del conjunto de ecuaciones de gobierno
(4.4.1), (44.2) y (4.4.3) son: {p,V,P, U, K, U,k, T}, que suman diez cantidades escalares, contando
las tres componentes de la velocidad y los tres coeficientes de transporte { (P, T), k(P,T),k(P,T)}.
Estos coeficientes dependen localmente del estado termodindmico, pero sus cambios durante
los procesos generalmente tienen magnitudes mucho menores que los cambios de las otras siete
cantidades, por lo que pueden ser tomados como pardmetros con valores constantes: {{L = Lo, K =
Ko,k = ko}. _

Las restantes siete cantidades, es decir, {p,v,P,U,T} son las variables dependientes, que
podrian determinarse, en principio, resolviendo el sistema de siete ecuaciones escalares (4.4.1) a
(4.4.6), con apropiadas condiciones iniciales y a la frontera, para obtener soluciones tnicas con
sentido fisico. Lograrlo, en muchos casos representa un esfuerzo titdnico, ya se trate de solucio-
nes analiticas o de soluciones numéricas, por lo que es conveniente establecer simplificaciones
adicionales.
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Flujos alotérmicos incompresibles

Una de las simplificaciones més usadas es la condicién de incompresibilidad. Si la densidad
cambia poco en un flujo alotérmico, y se puede considerar constante, la condicién p = pg =
constante, sustituye a la ecuacion de estado (4.4.5) y simplifica el sistema de ecuaciones al conjunto
para los flujos alotérmicos incompresibles, formado por:

1. La ecuacién de continuidad:

V.v=0, 4.4.7)

2. El balance del impetu:

00 <3: +V. (vv)) = —Vp+ uV>v+ pof, (4.4.8)
Al ya no tomar en cuenta la ecuacién de estado térmica (4.4.5), debido a la consideracién
de incompresibilidad, la presién deja de ser la variable termodindmica P para convertirse
en una variable mecénica, que denotamos por una p minuscula, la cual debe ser conocida o
determinada como parte de la solucién del problema de flujo.

3. El balance de energia interna:

poc @f +V. (Tv)) = koV2T + po®, 4.4.9)

donde se ha considerado el conjunto { o, ko, Po, ¢y } de pardmetros. El dltimo de ellos es el calor
especifico a volumen constante, que se considera evaluado en algtin valor del intervalo de la
temperatura del proceso, es decir, ¢, = ¢,(T), donde Ty < T < Ty

La consideracién de la incompresibilidad del flujo nos permite reducir la complejidad del
conjunto de ecuaciones de balance, aunque las ecuaciones de gobierno siguen siendo equivalentes
a cinco ecuaciones escalares: (4.4.7), (4.4.8) y (4.4.9). También las variables son cinco escalares:
{vi,va,v3,p,T}.

En el siguiente nivel de aproximacién, podemos considerar los coeficientes de viscosidad y de
conductividad térmica, funciones lineales de la temperatura, es decir que

W) =w+wmT 'y k(T)=ko+kT, (4.4.10)

respectivamente, y al sustituirlas en las Ecuaciones (4.4.8) y (4.4.9), obtenemos las Ecuaciones:

d
Po <3: +V- (VV)> = —=Vp+(to+mT)VAV+ VT - Vv + pof, (4.4.11)
y
_[oT 5
PoCy §+V~(TV) = (ko +k\T)V*T +kyVT -VT + (o + i1, T)D,, (4.4.12)

que presentan no linealidades en el término de segundo orden.

Aproximacion de Boussinesq

Algunos flujos tienen su origen en el cambio de valor de un pardmetro. En tal caso, dicho
pardmetro no puede ser considerado constante, porque se pierde la posibilidad de obtener una
aproximacion a la representacion del proceso de flujo. Tal es el caso del movimiento por conveccion
libre, o convecciéon natural, donde el movimiento resulta de la fuerza de flotacion que se genera en
una masa de fluido cuya densidad es menor, debido a su mayor temperatura que el resto del fluido.
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En tal caso, el fluido caliente y de menor densidad asciende, desplazando al fluido frio, cuya mayor
densidad lo dirije hacia abajo. La representacion de este proceso sélo es posible si la densidad no
se considera constante, sino una funcién de la temperatura. Tendriamos, entonces, que volver a la
consideracién de una ecuacién de estado térmica, como (4.4.5) y a la densidad, como una variable
y no un pardmetro del proceso de flujo.

Sin embargo, para algunas aplicaciones un cambio tan amplio no es necesario, puesto que los
cambios de la densidad con la temperatura son fundamentales, pero no lo son los cambios de la
densidad con respecto a la presion. Es decir, se puede considerar una ecuacion térmica de estado
simplificada, conservando la funcionalidad con la temperatura, para una presion constante, cercana
a la presién media de trabajo, Py. Entonces, la ecuacion de estado tiene la forma ¢ (p,T;Py) =0,
que se puede expresar como p = p(7T).

Esta ecuacion, que representa la dependencia de la densidad con respecto a la temperatura del
fluido, a una presién Py o alrededor de Py, se puede linealizar alrededor de algin valor pyp = p(Tp),
expandiendo en una serie de Taylor y cortdndola al término lineal, es decir:

d
P~ po+ (al]),) (T—T()) :po—poﬁo(T—To) 4.4.13)
40
1 [/dp : PR
donde By = — p— 5T es el coeficiente de expansién térmica, evaluado a la temperatura 7p.
0 P

La expresidn lineal de la densidad, ecuacién (4.4.13), se aplica en el término de fuerzas de
gravedad, pero no necesariamente en los otros términos del balance del impetu, Ecuacién (4.4.8),
donde la densidad es constante y la presion sigue siendo la variable mecédnica propuesta, p. Entonces,
el balance del impetu es:

0
Po <8: +V. (VV)> = (=Vp+pog) + toV3v — pogBo(T — T), (4.4.14)

que se conoce como la ecuacion de Boussinesq y representa tanto procesos de conveccion forzada
como de conveccion libre. En cuanto a estos tltimos, la tinica fuerza que provoca el movimiento del
fluido es la flotacion, pues de otra manera existiria el equilibrio de fuerzas hidrostéticas, dado por
—Vp+ pog = 0. Para los procesos de conveccion libre, por lo tanto, la ecuacion de Boussinesq se
simplifica a:

d
Po (8: +V- (VV)> = oV*v — pogPo(T — To). (4.4.15)

Pero si la aceleracién del fluido es grande con respecto a la aceleracién de la gravedad, es decir, si

D
Fj > g, entonces la expresion lineal de la densidad, ecuacién (4.4.13), debe emplearse también en

los términos de la aceleracion. Esta situacion se presenta, por ejemplo, en turbinas de gas.



5.1

En los capitulos anteriores hemos elaborado los fundamentos de los flujos isotérmicos y
alotérmicos de los fluidos puros, presuponiendo su condicién de fluidos constituidos por una
sola especie quimica. En este capitulo abordamos los fundamentos de la cinemadtica y de la
dindmica de los fluidos constituidos por mds de una especie quimica. Estos fluidos son mezclas
multicomponentes completamente miscibles, que se presentan como fluidos monofasicos o como
una sola de las fases de un fluido multifasico.

En la Seccién 5.1 elaboramos los conceptos elementales de la cinemadtica de fluidos multicom-
ponentes, basados en la hipétesis de los continuos superpuestos. En la Seccién 5.2 analizamos la
cinematica de una de las especies quimicas que participan en una mezcla fluida. En la Seccién
5.3 sumamos las contribuciones de todas las especies y definimos algunas propiedades de la mezcla
multicomponente, asi como algunas relaciones cinemadticas de las mezclas multicomponentes.
En las secciones posteriores abordamos, sequencialmente, la cinematica y la dinamica de los
cuerpos puntuales multicomponentes, las relaciones de comportamiento para la difusion
multicomponente y finalmente, la termodinamica de los cuerpos multicomponentes, de cuya
aplicacién de la segunda ley se propone un coeficiente de difusion térmica, llegando también a
mencionar los efectos de Soret y Dufour, asi como un marco de referencia para la termodindmica
de los procesos irreversibles lineal.

Movimiento de una especie quimica en un fluido multicomponente

Entendemos por componente cada una de las especies quimicas en una mezcla completamente
miscible, compuesta por G componentes o especies quimicas. Cada componente se denotard por
una letra mayuscula: A, B, ..., G, que se agregard como subindice a todos los atributos asociados a
dicha especie. Asi p4 es la densidad parcial o concentracion masica de la especie quimica A
en la mezcla y vk es la velocidad local-instantanea de la K-ésima especie quimica en la mezcla,
donde K =A,B,...,G.

El tratamiento de las especies o componentes de un fluido multicomponente se basa en la
hipétesis de los continuos superpuestos, la cual establece que la masa de cada una de las G
especies quimicas se distribuye continuamente en el espacio, con excepcion de algunas superficies
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singulares, que representan interfases, en las cuales la masa de la K-ésima especie quimica
experimenta cambios bruscos que se representan por discontinuidades de tipo escalon. A partir
de esta hipdtesis podemos establecer los principios de la cinemdtica para cada una de las especies
quimicas, extendiendo el tratamiento dado a un fluido puro en la Seccién 2.1.

Configuraciéon y movimiento de una especie quimica

El cuerpo de la K-ésima especie quimica es un conjunto %%, con elementos g donde
¢k ={Sk}, paraK=A,B,....G. (5.1.1)

Los elementos g son llamados particulas materiales de la especie K -ésima o cuerpos
puntuales de la especie K -ésima, y constituyen una manera conveniente para referirse a las
porciones mds pequefias de la K-ésima especie en la mezcla, en el nivel de descripcién local.

Una configuracion de la K-ésima especie quimica es un mapeo continuo uno-a-uno, para cada
elemento de € en los vectores de posicion de una regién del espacio euclidiano tridimensional [E3:

x =fx(Ek), paraK =A,B,...,G, (5.1.2)

donde x es un vector de posicién a partir de un origen establecido. Aqui se aplica la hipétesis de
los continuos superpuestos, ya que a cada posicién x en el espacio euclidiano E? le corresponden
G cuerpos puntuales, uno de cada una de las especies quimicas que componen el fluido multifdsico.

Es conveniente enfatizar que existen G funciones fx, una para para K = A, B, ..., G, mapeadas
en cada punto x de la regién de flujo. Cada uno de estos mapeos tiene inversa:

Ex =f¢'(x), paraK =A,B,...,G. (5.1.3)

El movimiento de la K-ésima especie quimica es una familia de configuraciones en un
pardmetro, que usualmente es el tiempo ¢, entonces:

x = fx(&k,t), con inversa éK:fEI(X,Z), (5.1.4)

es el movimiento de la particula material .

Una configuracion de referencia de la K-ésima especie quimica es alguna configuracion
especifica del cuerpo de la K-ésima especie quimica, que puede utilizarse para identificar los
elementos del cuerpo de dicha especie quimica. Consideremos, en particular, el conjunto de
configuraciones de los cuerpos de las especies quimicas 6%, para todas las especies K=A, B, ..., G,
como sus configuraciones existentes al tiempo ¢t = ty. Entonces todas las especies quimicas quedan
definidas por su posicién en esta configuracion, seleccionada como la configuracion de referencia,
es decir que:

xko = fxo(Ek,t0), coninversa Ex = f,}(l)(xKo,to). (5.1.5)

Pero en la seleccion de la configuracion de referencia el tiempo transcurrido no es importante,
sino la identificacion de las particulas del cuerpo %%. La notacién xg¢ en la ecuacion (5.1.5) hace
explicito el hecho de que la configuracion de referencia de la K-ésima especie quimica es, en
general, independiente de las configuraciones de referencia de las otras especies; sin embargo,
dada una configuracion de referencia, es necesario poder describir la evolucion del cuerpo hasta
la configuracién al tiempo presente. Asi, por ejemplo, al estudiar la separacién o el mezclado
de gases a través de una membrana, seria posible seleccionar como configuracion de referencia
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los gases en sus respectivos tanques de alimentacion, y en los conductos de alimentacion a la
membrana, antes de iniciar el proceso.

Por lo dicho arriba, es claro que el tiempo #y no juega mayor papel que determinar la definicién
de la configuracién de referencia. Por ello es fortuito conservarlo como pardmetro y podemos
eliminarlo de la ecuacién (5.1.5), para expresar dicha configuracién de referencia como la relacién
de correspondencia entre las posiciones espaciales y las particulas materiales:

xko = fxo(Ek), coninversa &g = i}é (Xk0)- (5.1.6)

Utilizando esta equivalencia podemos definir una familia de deformaciones de la especie qui-
mica K-ésima, como el movimiento de la K-ésima especie quimica con respecto a su configuracion
de referencia:

x = fx (€ 1) =fx [f,}(l) (Xk0) ;1] = fxx (Xko,) coninversa Xgo= fl(x,1), (5.1.7)

que lleva las particulas materiales a su configuracién de referencia, conociendo su posicién en la
configuracidn al tiempo ¢, y viceversa.

Derivadas temporales de los atributos de una especie quimica

Un atributo Ag de la K-ésima especie quimica es una cantidad escalar, vectorial o, en general,
tensorial, definida para todo cuerpo puntual o particula material de la especie quimica K-ésima, en
un intervalo de tiempo. Entonces:

Ak (Ex.t) = A [frg (Xk0) 1] = Ak [Bip (Bl [x,1]) ,1] = Ak (x,1). (5.1.8)

Es decir, Ag esta definida en toda la region del espacio ocupada por el cuerpo 6k de la K-ésima
especie quimica. Entonces decimos que Ak (x,7) es un campo escalar, vectorial o tensorial, de la
especie quimica K-ésima.

Supongamos que Ak (X,#) es un campo continuo con derivadas continuas, excepto posiblemente
en algunas superficies singulares. Podemos definir la derivada temporal del campo Ak (x,7) con
respecto a un observador &, que describe un movimiento que se puede expresar por la trayectoria

X, = £,(1). (5.1.9)

De esto, la derivada temporal del campo Ak (x,#) con respecto al tiempo siguiendo la trayectoria
del observador o, resulta:

dSA]( N 8AK ox 8AK
= (50) o (3), (%), G110
pero
ox dfy,
(a;)s:m_“ (.1.11)

es la velocidad de desplazamiento v del observador ¢. Entonces la ecuacién (5.1.10) se puede
expresar como

dAx  JAg
. = — -VA 5.1.12
dt ot + vy K> ( )
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donde la derivada parcial con respecto al tiempo se sobreentiende efectuada en una posicidn fija del
espacio.

Existen dos derivadas temporales de importancia particular: la primera, cuando el observador o
permanece fijo en el espacio, coincide con la derivada parcial:

dAk JdAk
— | = —. 5.1.13
( dt >X at ( )

Por otra parte, cuando el observador ¢ se desplaza siguiendo el movimiento de la especie
quimica K-ésima, tenemos la derivada material de la K-ésima especie quimica

Kt vk VA, (5.1.14)

ot

dxAx  (9Ax\  9A
d \ ot ¢ N
K

que resulta de la aplicacién especifica de (5.1.12), donde

ox de
- <8t>§K_dt (5.1.15)

es la velocidad de las particulas materiales de la K-ésima especie quimica.

Dilatacion y teoremas de transporte para una especie quimica

Las subsecciones 2.2.4 y 2.2.5 tienen amplitud en su generalidad y pueden particularizarse para
aplicarse a las familias de deformaciones, ecuacién (5.1.7), de cada especie quimica, A, B,..., G.
Como resultados de dichas aplicaciones podemos encontrar la dilatacién de la K-ésima especie
quimica, Ji:

ofk,
aXKO

dvg
"~ dVko'

JK:‘ (5.1.16)

donde dVk es un elemento diferencial del volumen en la region masica 7k () de la K-ésima
especie quimica en la configuracién presente, en tanto que dVk es el elemento diferencial de
volumen en la misma regién masica en la configuracion de referencia. La derivada temporal de la
dilatacion de la K-ésima especie quimica, determinada por un observador que se desplaza con el
movimiento de las particulas materiales de la K-ésima especie quimica es:

dgJk
dt

:JKV'VK, (5117)

y el teorema de transporte en una region masica de la K-ésima especie quimica:

d dag
— = e . . 1.1
7 / ag dVk / 5 dVg + / n-vigag dSg 5 8)

Yk (1) V740! IVk (1)

Es conveniente aclarar que el teorema generalizado de transporte, expresado en tres de
sus formas equivalentes, por las ecuaciones (2.2.25), (2.2.26) y (2.2.27), puede ser aplicado a la
densidad volumétrica ak de la variable de campo Ak, mediante un mapeo continuo y uno-a-uno
f;(x0,1), de la regién ¥ que define las particulas materiales de la K-ésima especie, en la region
arbitraria ¥;(r).
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Balances de masa de una especie quimica

Principio de balance de masa de una especie quimica

El principio de balance de masa de la K-ésima especie quimica, donde K = A, B,..., G, se
puede postular diciendo que:

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA MASA DE UN CUERPO DE LA K-ESIMA
ESPECIE QUIMICA ES IGUAL A LA RAPIDEZ A LA CUAL SE GENERA (O CONSUME) MASA
DE LA K-ESIMA ESPECIE POR REACCIONES QUIMICAS.

La cantidad de interés es la masa de la K-ésima especie quimica, Mk, contenida en una regién
madsica de la K-ésima especie ¥k (t). La propiedad intensiva de interés es la masa de la K-ésima
especie por unidad de volumen de la mezcla multicomponente, es decir pg, la concentraciéon
masica de la K-ésima especie quimica. Esta concentracion no debe confundirse con la densidad
de la especie K-ésima como una sustancia pura. Entonces:

My = / px dV, (5.2.1)
’VK(Z‘)

y sea ri la rapidez de produccion de la especie quimica K por unidad de volumen, causada
por reacciones quimicas homogéneas. Si K es un reactivo, rx < 0. La aplicacion del principio de
balance de masa a la especie quimica K-ésima, se expresa entonces como:

d
o[ av=[ reav (52.2)
7/](([) 4//[((1‘)

La aplicacién del teorema de transporte (2.2.28), seguido por la del teorema de la divergencia
(1.6.7), permite obtener la integral de volumen:

/ (aaptK —I—V-(pKVK)—I"K> dv =0 (5.2.3)

7/1((1‘)

Cuyo integrando debe ser cero, debido a la arbitrariedad de la region de integracidn (Revisar
el ejercicio 3.1). Entonces formulamos el balance diferencial de masa de la K-ésima especie
quimica de un fluido multicomponente, que participa en reacciones quimicas homogéneas:

d
L1V (prvi) — ric = 0. (5.2:4)

Condicién de salto de masa de una especie quimica

Cuando la regién masica ¥k () contiene dos fases inmiscibles denominadas aqui fase 8 y fase
7, ambas estdn en contacto a través de una subregién muy delgada donde las propiedades de la
K-ésima especie quimica cambian abruptamente, desde sus valores tipicos en la fase 8 hasta los
tipicos en la fase y. Esta subregion interfacial para la K-ésima especie quimica es tan delgada,
comparada con ¥k (t), que puede asociarse a una superficie singular f,f ¥(t) en la que ocurre la
discontinuidad o salto de los atributos de la K-ésima especie quimica. Es importante recordar la
existencia de G especies quimicas; es decir que existen G superficies singulares. Los cambios en
la subregion interfacial estan gobernados por fuerzas intermoleculares entre las diversas especies,
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de modo que es razonable pensar que las G superficies singulares se aproximan a una sola que
llamaremos la superficie divisoria .#P7(¢), a través de la cual estdn en contacto las subregiones
”VKB (t) y 7 (t) que corresponden a las fases f3 y 7, respectivamente, y se distinguen por la suavidad
en los cambios de sus atributos, al interior de cada fase o subregion.

Entonces la regiéon masica de la K-ésima especie quimica es la unién de tres subregiones que,
en general, no conservan la masa: Y (t) = ”V,f (t) U #BY(r) U ¥ (¢), una de las cuales, #P7(t),
es una superficie cuyo lugar geométrico estd dado por una familia de ecuaciones paramétricas que,
en general, no conservan la masa:

x =1 (y1,y2,1) (5.2.5)

donde y,; a = 1,2, son coordenadas intrinsecas de la superficie. La derivada temporal de la Ecuacién
(5.2.5), en un punto fijo de la superficie, y = y, =constante, define la velocidad de dicha superficie
divisoria, de modo que

ot Br
By — (2=
w < 5 )y, (5.2.6)

y cualquier punto de .#P7(r) tiene también un vector normal unitario nf? dirigido de la fase f a la
fase 7. Dicho vector normal tiene sentido opuesto al del vector n”?, el cudl estd dirigido de la fase ¥
ala fase 3, es decir que n”® = —nP”. La velocidad de un punto fijo en la superficie interfacial, es
entonces wh? = whrnbY

Cuando existen reacciones quimicas heterogéneas, las cuales se llevan a cabo en las interfases
entre las dos fases, necesitamos reformular la aplicacién anterior del principio de balance de masa,
Ecuacién (5.2.2), para incorporar un término que represente la generacion de masa de la especie
K-ésima en la interfase, que corresponde a lo producido por las reacciones heterogéneas.

Sea rgy la tasa o rapidez temporal de produccién de la K-ésima especie por unidad de 4rea,
en la interfase que generan las fases § y 7. Entonces la expresion del balance integral de masa,
Ecuacién (5.2.2) adquiere un término adicional, como sigue:

% / px dV = / rg dV+ / B ds (5.2.7)
’7/1((!) 7/[((1) jﬁ}’([)

Podemos ahora encontrar la condicién de salto de masa de la K-ésima especie. Aqui la con-
centracién mdsica px sufre una discontinuidad de escalén en la superficie divisoria .#P7(1) y se
requiere dividir la regién masica ¥k (¢) en dos sub-regiones no-masicas, una para la fase 8 y la
otra para la fase ¥, es decir ¥x(t) = ”V,f (t)+ 7 (1), en las cuales, tomadas individualmente, la
concentracion pg es una funcidn continua. Siguiendo de cerca el procedimiento de la subseccion
3.1.2 podemos obtener la condicién de salto de masa de la K-ésima especie quimica:

pE (VB —whr).nPY 4 pL(vE — whT).n?P = /B, (5.2.8)

En esta expresion, el superindice en los atributos Aﬁ implica su valor limite acercandose a la

interfase desde el interior de la fase indicada por el superindice. Asi:

AP = 1m  Ag(x,1) (5.2.9)
x 77

X G”f/lf



5.2.3

5.3
5.3.1

5.3 Cinemdtica de mezclas multicomponentes 151

es el valor limite de la propiedad A acercéndose a la superficie divisoria %8 Y(¢) desde el interior
de la fase B , en tanto que AIY( implica un proceso de limite similar al anterior, esta vez desde el
interior de la fase 7y hacia la superficie divisoria .#P7(t).

Recordando que n"? = —nP7 la ecuacion (5.2.8) puede también escribirse como:

[ok (vk — wP?)]-nfY = — b7, (5.2.10)

donde el paréntesis cuadrado es una notacién muy usada para el salto de la cantidad entre paréntesis,
es decir, su diferencia entre los valores limite acercandose a .#P7(¢) desde la fase f3, cuyo vector
normal unitario externo es nf7, menos los valores limite acercandose desde la fase ¥, hacia cuyo
interior apunta el vector normal unitario nf”. Es conveniente sefialar que, en esta notacién de
paréntesis cuadrado, las variables px y vk indican los valores limite de estas variables, sin la
necesidad de aclararlo con el superindice definido en la ecuacién (5.2.9).

Balances en unidades de concentraciéon molar

La concentracién de una especie quimica se ha definido en términos de masa, como la concen-
tracién masica pg, pero también puede expresarse en términos molares, para lo cual utilizamos la
masa molecular Mg . La concentracion molar se define como cx = px /Mk. El balance diferencial
de masa de la especie K-ésima en unidades molares resulta de aplicar la definicién de ck a la
ecuacion (5.2.4):

aﬁ—i—V-(CKVK) = Ry, (5.2.11)
ot
donde Rk = rg/Mk es la rapidez de produccion de la especie K-ésima por reacciones quimicas
homogéneas, en unidades molares. Ademas, la condicién de salto, ecuacion (5.2.8), en unidades
molares resulta:

B (VB —whry.nPY 4 T (vE — wPT).n"P = —REY, (5.2.12)

donde ng = rgy/MK es la rapidez de produccién de la especie K-ésima por reacciones quimicas
heterogéneas, en la superficie divisoria .#P7(r), en unidades molares.

Cinemadtica de mezclas multicomponentes

Propiedades aditivas de fluidos multicomponentes

Consideremos el conjunto de las G especies quimicas que componen el fluido multifasico; la
suma de las concentraciones de todas las especies es la concentracion total, ya sea en unidades
molares o mésicas. Esta dltima es llamada la densidad del fluido multicomponente, o simplemente
la densidad:

G
pP=patps+..+Pc= Y, Pk (5.3.1)
K=A
y la primera es la concentracion molar total del fluido multicomponente, o simplemente la

concentracion total:

G
c=cptceg+..+tecg= Z CK- (5.3.2)
K=A

La razén de la concentraciéon maésica de la K-ésima especie quimica entre la densidad es
la fraccion masa de la K-ésima especie quimica: wx = px/p, en tanto que la razén de la
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concentracion molar de la K-ésima especie quimica entre la concentracién total es la fracciéon
molar de la K-ésima especie quimica: xx = cx/c.

Al dividir cada una de las relaciones (5.3.1) y (5.3.2), entre la densidad y la concentracién total,
respectivamente, encontramos dos relaciones, una para la la suma de las fracciones masa de todas
las especies:

G
Y ox=1, (5.3.3)
K=A

y otra para la suma de sus fracciones molares:

G
Y =1 (5.3.4)
K=A

Se pueden establecer relaciones entre las cantidades madsicas y las molares a partir de las
definiciones de la concentraciéon molar cx = px /Mg y de la de masa molecular media M = p/c,
de donde resulta que

COKM:)CKMK; (535)

ademads, sumando sobre todas las especies y considerando la propiedad (5.3.3), tenemos que

G
M=y xgMg, (5.3.6)
K=A

que se acostumbra utilizar también como definicién de M. Podemos sumar los balances diferenciales
de masa de la especie K-ésima, para todas las especies del fluido multifasico. En unidades mésicas,
la ecuacién (5.2.4) resulta

po] G G G
E Z pxk+V- Z PKVK — Z rg =0, (5.3.7)
K=A K K=A

=A

donde, al aplicar la ecuacién (5.3.1), asi como la velocidad del fluido multicomponente prome-
diada en la masa, o simplemente la velocidad promedio en masa, definida por

1 G
V=— PkVK, (538)
P k=a

y la propiedad de conservacion de la masa total de un cuerpo multicomponente con reacciones
quimicas, que se expresa en la sumatoria:

G
Y k=0, (5.3.9)
K=A

obtenemos una ecuacién formalmente equivalente a la ecuacion de continuidad de un fluido puro,
que podemos llamar el balance diferencial de la masa total del fluido multicomponente:
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0
a—’;+v-(pv) =0. (5.3.10)

Podemos también sumar los balances diferenciales de masa de las especies quimicas, expresados
en unidades molares por la ecuacién (5.2.11), lo cual conduce a

p] G G G
5 L ck+Ve ) ek =) R, (5.3.11)
K=A K=A K=A

y de manera semejante al tratamiento del balance anterior, obtenemos el balance diferencial molar
total de un fluido multicomponente:

3? +V-(cV)=R. (5.3.12)

donde la velocidad del fluido multicomponente promediada en moles se define como

1 G
V==Y cxvg, (5.3.13)
Ck=a

y la tasa neta de produccion de moles en un fluido multifiasico con reacciones quimicas
homogéneas se expresa en la sumatoria:

G
R= Z Rk. (5.3.14)
K=A

Flujo medio y difusion de especies en mezclas multicomponentes

En general, los flujos ocurren cruzando una seccidn transversal determinada por su drea
superficial y su vector unitario normal. Al dividir el flujo entre dicha 4rea, obtenemos la densidad de
flujo. Hay varias densidades de flujo que conviene definir en un fluido multifasico. Asi la densidad
de flujo masico de la K-ésima especie quimica, ng, es el producto

Ng = PxVk. (5.3.15)

Definimos también la densidad de flujo molar de la K-ésima especie quimica, Nx, como el
producto

NK = CKVK. (5316)

Mientras las velocidades de las especies quimicas, vg,K = A, B,..., G, no son facilmente ob-
servables, en la mayoria de los flujos multicomponentes la velocidad promedio en masa, v en los
liquidos y la velocidad promedio molar V en los gases, pueden determinarse con facilidad. Entonces
es conveniente referir a estas velocidades las densidades de flujo correspondientes, expresando
las ecuaciones (5.3.15) y (5.3.16) como ng = pxV+ pxug Yy Nx = cxV 4 cx Uk, respectivamente.
Aqui ug y Uk son velocidades de la K-ésima especie quimica, relativas al movimiento convec-
tivo del fluido multifasico, que fluye a las velocidades promedio v y V, respectivamente. Las
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velocidades relativas determinan la diferencia del flujo de cada especie quimica en cuestion, con
respecto al movimiento promedio, en términos masicos y molares, respectivamente, y corresponden
al mecanismo de transporte difusivo, determinado por las densidades de flujo difusivo

Jx = pxug = px (VK — V) (5.3.17)

en unidades masicas y

Jx = cxkUg = cx(vk — V) (5.3.18)

en unidades molares. Asi, las densidades de flujo masico y molar, dadas por las ecuaciones
(5.3.15) y (5.3.16), respectivamente, se pueden expresar, cada una de ellas, en términos de una
densidad de flujo convectivo, fluyendo a la velocidad de la mezcla multicomponente, al que se
superpone una densidad de flujo difusivo de cada una de las especies quimicas. En unidades
madsicas tenemos:

ng = PxV+ijg (5.3.19)
y en unidades molares:
Nk = ckV+Jk, (5.3.20)

con lo cual los balances diferenciales de masa de la K-ésima especie quimica, ecuaciones, (5.2.4) y
(5.2.11) dan, respectivamente, :

d
QK YV (prV) £V -jg = 1k (5.3.21)
y
aCK
W'FV'(CKV)‘i‘V'JK:RKv (5.3.22)

en unidades mésicas y molares, respectivamente. Sumando los balances de masa anteriores, para
todas las especies quimicas, y compardndolos con las ecuaciones (5.3.10) y (5.3.12), o sumando
las densidades de flujo difusivo, ecuaciones (5.3.17) y (5.3.18), igualmente para todas las especies
quimicas, vemos que

G G
Y ik =0, y también } Jx=0. (5.3.23)
K=A K=A

Condicién de salto de masa de una mezcla multicomponente

Recordando la notacién establecida en la Ecuacion (5.2.9), entendiendo que las letras del
alfabeto griego indican las fases y colocadas como superindices inicos en las variables, representan
los valores limite de tales variables, cuando se evaldan acercdndose a la superficie divisoria desde
el interior de la fase indicada por el superindice. En tanto que, los superindices dobles, como en
APY indican atributos de la superficie interfacial, por ejemplo wh? es la velocidad de un punto fijo
de la superficie interfacial. Asi, la densidad de flujo masico, o flux masico de la K-ésima especie
quimica hacia una interfase, expresada en unidades de masa es:

pp(vh—whY), (5.3.24)
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es decir, equivale al producto de los valores limite de la densidad parcial pg, acercdndose a la

interfase desde la fase f3, que indicamos como pllg, multiplicada por su velocidad relativa con

respecto a la velocidad de la superficie divisoria o interfase, (vg — Wm’), que puede también

expresarse en unidades molares como:

b (vh —whY) (5.3.25)

de modo que la condicion de salto de masa se puede expresar en unidades masicas, como
la ecuacion (5.2.8), o en unidades molares, como la ecuacién (5.2.11). Entonces, al sumar las
condiciones de salto de masa de todas las especies quimicas, obtenemos condiciones de salto de la
mezcla de todas las especies quimicas, que son:

G G
) pB(vE —wh7).nP7 4 Y pi(vk—wP?).n?f =0, (5.3.26)
K=A K=A

o en unidades molares

G G G
Y KR —wP) 0P Y L (vE—wPY) P = — Y R, (5.3.27)
=A K=A K=A

En la ecuacién (5.3.26) el lado derecho de la igualdad es igual a cero, debido al principio de
conservacion de la masa entre los reactivos y los productos de las reacciones quimicas:

G
Yy A7, (5.3.28)
K=A

en tanto que, en la ecuacién (5.3.27), 1a tasa de generacién neta de moles, debido a las reacciones
quimicas heterogéneas en la superficie divisoria es la cantidad

G
Y R, (5.3.29)
K=A

cuyo negativo es la tasa de consumo neto de moles por reacciones quimicas heterogéneas en la
region interfacial, que es igual a la suma de los flujos molares que ambas fases aportan a la
interfase, como se aprecia en el lado izquierdo del balance molar de salto de masa en unidades
molares (5.3.27).

Cinemadtica de cuerpos multicomponentes

En la seccién 5.3, al tratar el concepto de mezcla multicomponente enfatizamos el sentido
aditivo de las contribuciones de las especies quimicas. Asi han surgido los conceptos de densidad
de la mezcla y concentracion total, ecuaciones (5.3.1) y (5.3.2), la definicién de la masa molecular
media, M = p/cy los conceptos de fraccion masa y fracciéon molar, entre otros. En esta seccién
revisamos y compatibilizamos la seccién anterior con el concepto de cuerpo multicomponente y
sus consecuencias, como base de la descripcion cinematica y la dindmica de los fluidos multicom-
ponentes en si mismos, no como resultado exclusivo de las propiedades aditivas sobre las especies
que componen el fluido, aunque todavia de acuerdo con los siguientes principios, que Truesdell
(1973) califica como metafisicos:

1. Todas las propiedades de la mezcla deben ser consecuencias matemdticas de las propiedades

de los componentes.
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2. Para describir el movimiento de uno de los componentes, podemos imaginar que lo dis-
tinguimos del resto de la mezcla, aunque permitiéndonos describir adecuadamente sus
interacciones con los otros componentes.

3. El movimiento de la mezcla estd regido por las mismas ecuaciones que las de un cuerpo
simple.

Si llevaramos la teoria mecanica de las mezclas multicomponentes al andlisis de la dinamica,
requerirfamos establecer relaciones tedricas entre los esfuerzos y las rapideces de deformacion de
cada una de las especies quimicas, como han hecho algunos autores [Truesdell y Toupin, 1960;
Truesdell, 1962; Bowen, 1967; Miiller, 1968], sin embargo, el hecho de que no se haya podido
realizar un s6lo experimento para medir la relacion esfuerzo-rapidez de deformacidn de las especies
quimicas individuales en un fluido multicomponente [Slattery, 1999], desmotiva esta alternativa en
un texto que pretende abordar la teorfa debido a sus consecuencias practicas.

El enfoque alternativo que proponemos en esta seccion estd basado en el concepto de cuerpo
multicomponente, el cual consiste en considerar los fluidos multicomponentes como cuerpos
complejos compuestos por pseudoparticulas materiales, &, cuya velocidad es la del fluido mul-
ticomponente promediada en la masa, definida por la ecuacion (5.3.8). Esta representacion del
cuerpo multicomponente, a partir de su velocidad, es la base para una descripcion mecanica
de los fluidos multicomponentes, que satisface el tercer principio enunciado arriba. Consta de una
cinemadtica que adopta y reinterpreta los conceptos de la cinemética de las mezclas multicomponen-
tes de la seccion 5.3, donde el movimiento individual de las especies quimicas se representa por
su diferencia con respecto al movimiento del cuerpo multicomponente (su término difusivo).
Asi, en vez de abordar el estudio de las relaciones de los esfuerzos-tasas de deformacidn, para
cada una de las especies quimicas, se requiere elaborar relaciones de comportamiento para las
densidades de flujo difusivo de cada una de dichas especies y, a la vez, determinar la relacién de los
esfuerzos-tasas de deformacion para el cuerpo multicomponente en su conjunto, incorporando su
dependencia con respecto a la composicién quimica de la mezcla.

El movimiento de cuerpos multicomponentes

El fluido multicomponente es un cuerpo %, compuesto por la unién de los cuerpos de todas
las especies quimicas presentes, A, B, ..., G, ver ecuacion (5.1.1), de modo que:

C=%4 UG U ..U%g, (5.4.1)

El cuerpo multicomponente % también es equivalente a un conjunto cuyos elementos son
pseudocuerpos puntuales multicomponentes o pseudoparticulas materiales multicomponentes
&, tales que

€ ={&}. (5.4.2)

Estas pseudoparticulas satisfacen mapeos uno-a-uno en cierta region del espacio euclidiano

[E3, y propiedades que permiten definir sus configuraciones, x = f(), sus movimientos £(,)
y sus familias de deformaciones f(xo,?), asi como sus respectivas inversas. Podemos definir
univocamente las pseudoparticulas materiales multicomponentes a partir de su velocidad,
la cual coincide con la velocidad promediada en la masa del fluido multicomponente, dada por la

ecuacion (5.3.8), es decir que, por definicion:

of df . G
(8[)5 =5 = v(x,t) = K;A DK VK. (5.4.3)
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La velocidad de esta definicién también puede ser usada para determinar la derivada material
multicomponente de cualquier propiedad Ak (x,17), a partir de la ecuacién (5.1.12), donde:

DVAK _ d(v)AK o (8AK> 8AK

= -VA 544
Dt dt ot ot TV K> ( )

que puede ser usada, junto con la ecuacién (5.1.14), para encontrar la relacién:

d](A]( _ d(V)AK
dt dt

=ug- VAK, (545)

donde se ha sustituido la velocidad de difusién ug = vg — v, definida en la ecuacién (5.3.17). La
ecuacion (5.4.5) indica que la rapidez temporal de cambio de una propiedad Ax moviéndose a la
velocidad de las particulas materiales de la K-ésima especie, g, menos la rapidez temporal de
cambio de la misma propiedad, moviéndose a la velocidad de las particulas materiales multicompo-
nentes 5, equivale al adelanto o retrazo de la K-ésima especie, con respecto al movimiento de las
particulas materiales multicomponentes, por el efecto de difusién.

Teorema de transporte para cuerpos multicomponentes

Bajo las consideraciones de la subseccidn anterior, podemos elaborar formas especificas de
la dilatacién del cuerpo multicomponente, J,(¢) y del teorema de transporte para una regién
multicomponente 7,(¢), que puede derivarse del teorema generalizado de transporte desarrollado
en el capitulo 2, quedando como

d dya da

— = — V- = — . 4.

o /adV / < it +a V> av / 3 dv + ]{ av-nds, (5.4.6)
Yut) Yul(t) Yult) Yu(t)

donde la region 7,(t) no es una regién masica en sentido estricto, puesto que permite la
difusion de las especies quimicas a través de la frontera d ¥, (¢). Sin embargo, al desplazarse las
pseudoparticulas del cuerpo multicomponente a la velocidad convectiva promedio, definida por la
ecuacion (5.4.3), satisface una condicion: que el flujo difusivo que sale de la region 7;(¢) es igual
al que entra, resultando asi una regién que conserva la masa en un sentido laxo, puesto que no
conserva las particulas materiales inicialmente identificadas en ella, pero si la cantidad de
masa contenida en la region multicomponente 7, ().

Conservacion de la masa en flujos multicomponentes

La aplicacién de estos instrumentos al principio de conservacion de la masa de un fluido
multicomponente, expresado como:

LA MASA DE UN CUERPO MULTICOMPONENTE NO DEPENDE DEL TIEMPO,

conduce a la ecuacion de continuidad para un fluido multicomponente, formalmente coincidente
con la ecuacién (5.3.10), donde la densidad p estd dada por la ecuacién (5.3.1) y la velocidad v
por la ecuacioén (5.4.3). Esta velocidad coincide formalmente con la definicién (5.3.8), con lo cual
tenemos la ecuacién de continuidad para un fluido multicomponente:

d

op +V.(pv)=0. 5.4.7)

ot

Sin embargo, cuando la regién mésica multicomponente ¥, (¢) contiene regiones interfaciales

consideradas como superficies singulares, coincidentes con la superficie divisoria . ﬁ”(t), la region

multicomponente equivale al conjunto: #,(t) = ¥P (t) U #PBY(t) U % (1), donde las subregiones
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¥p (t)y % (t) no conservan la masa y su tratamiento requiere, nuevamente, de alguna de las formas
del teorema generalizado de transporte, ecuaciones (2.2.25), (2.2.26) o (2.2.27), especificamente en
lo referente al tratamiento de la superficie divisoria como una superficie de discontinuidad que no
contiene masa.

Efectuando un andlisis similar al que condujo a la condicién de salto de masa, en el capitulo 3,
podemos llegar a la condicién de salto de masa del fluido multicomponente, en la interfase entre las

fases By v:
pP (VP —wPY) . 0PT 4 pY (v —wPY).n"P =0, para .#PY(r), (5.4.8)

donde la letra griega en la posicion de superindice tnico indica el 1imite definido por la ecuacién
(5.2.9) y el doble superindice indica que la cantidad es un atributo de la interfase. Podemos comparar
la condicién de salto de masa del fluido multicomponente, ecuacién (5.4.8), con la condicién de
salto de masa de la mezcla multicomponente, expresada de la sumatoria sobre todas las especies,
ecuacion (5.3.26). En efecto, si sustituimos la densidad del fluido multicomponente por la suma de
densidades parciales, ecuacién (5.3.1), en la ecuacion (5.4.8) y luego la restamos de la ecuacién
(5.3.26), tenemos:

G G
Y pp(vE—vP) nP"+ Y pZ(vi—v") -’ =0, (5.4.9)
—A K=A

donde los términos corresponden a la definicién de los fluxes difusivos, ecuacién (5.3.17), cuyas
sumatorias son cero, de acuerdo a la ecuacién (5.3.23), es decir que cada una de las dos sumatorias
en (5.4.9) es cero:

G G
Y ik’ = Y pr(—v)nfr=o,
K=A

5 K= (5.4.10)
Yikn® = Y pk(vg—v)-m?¥ =0,
K=A K=A

Cantidades cinemdticas tensoriales de cuerpos multicomponentes

Otros resultados importantes de la cinemaética de los fluidos multicomponentes son los tensores
de deformacion, de rapidez de deformacidén y de vorticidad, que pueden encontrarse por analogia
con los desarrollos de similares objetos de la cinematica de las sustancias puras, realizados en
la seccion 2.3. Los resultados son formalmente equivalentes, pero el significado de la velocidad
empleada es el de la velocidad promediada en la masa del fluido multicomponente, definida por
la ecuacidn (5.3.8) y aplicada a los cuerpos multicomponentes en la ecuacion (5.4.3).

El tensor de deformacién de un cuerpo multicomponente ¥, estd dado por la expresion:

Y= %(Vy+VyT+Vy-VyT), (5.4.11)
donde y es el vector de desplazamiento de una pseudoparticula material multicomponente §, con
relacién a dos direcciones dx’(]) y dx’(z), en su configuracién deformada (al tiempo 7'), con respecto
a las direcciones arbitrarias dX(1) y dX(z), en su configuracion original (al tiempo 7). De modo
que la proyeccion de una de estas direcciones en la otra en la configuracién deformada menos la
misma proyeccién en la configuracién original, es una medida de la deformacidn, y corresponde a
la aplicacién del tensor de deformacion sobre ambas direcciones originales, es decir:

dx’(l) -dx’(z) —dx(1)-dX(p) = 2¥ : dX(2)dX(y). (5.4.12)
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La rapidez temporal de cambio de la deformacién de un cuerpo multicomponente se puede
encontrar como el limite del cociente incremental de la relaciéon (5.4.12), con respecto al tiempo,
siguiendo el procedimiento desarrollado en la subseccidn 2.3, para obtener:

d ,
o (dx(1)-dx(2)) =27 : dXp)dxX (1), (5.4.13)

donde ¥ es el tensor de rapidez de deformacion de un cuerpo multicomponente, definido por

1
y =i <t/’:t> — 5 (Vv W), (5.4.14)

Definimos ahora la diada de rotacion local de un cuerpo multicomponente R, tal que

R= % (Vy—vy"), (5.4.15)

de modo que
dx{y, - dX{y) — dX(y) - dX{)) = 2R : dx{y)dX()). (5.4.16)

y definimos el tensor de vorticidad de un cuerpo multicomponente W, como la rapidez temporal
de cambio de la diada de rotacién R:

R 1
W = lim = (Vv—wvl). 5.4.17
z’l—>t<t’—t> 2( v v ) ( )

Quedan como ejercicios desarrollar los detalles de las relaciones de esta subseccion, asi como
explorar el significado fisico de las componentes rectangulares de cada uno de los tensores, la
definicién de la vorticidad de un cuerpo multicomponente y su relacion con el tensor de vorticidad
W.

Dindmica de cuerpos multicomponentes

Leyes fundamentales del flujo de cuerpos multicomponentes

De manera semejante al desarrollo de la dindmica de los fluidos simples o sustancias puras, las
leyes de Euler, aplicadas a los cuerpos multicomponentes, conducen a leyes de Cauchy para las
particulas materiales multicomponentes é_ del fluido multicomponente, formalmente equivalentes a
las ecuaciones (3.2.5) y (3.2.6). Asi la primera ley de Euler:

EN UN SISTEMA INERCIAL, LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DEL iMPETU DE UN
CUERPO MULTICOMPONENTE ES IGUAL A LA SUMA DE LAS FUERZAS QUE ACTUAN
SOBRE EL CUERPO.

conduce a la primera ley de Cauchy o balance diferencial del impetu para el fluido multicompo-
nente, formalmente equivalente a la ecuacion (3.3.2):

pa=-V-x+pf, (5.5.1)

donde a es la aceleracion del cuerpo fluido multicomponente, 7 el tensor de esfuerzos del fluido
multicomponente y f no depende de la composicion del fluido o es el promedio ponderado de las
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fuerzas volumétricas por unidad de masa, cuando éstas son distintas para los diversos componentes:

G
=Y oxfx. (5.5.2)
K=A

En una superficie singular, la condicion de salto del impetu del cuerpo multicomponente
satisface la expresion:

pPvP (vP —whPY).nPY — aPY 0T 1 pTyT(vY —whPY) .07 — g7 a7 — . (5.5.3)

Ademads, la segunda ley de Euler, Ecuacién (3.2.6) que se puede enunciar diciendo que:

EN UN SISTEMA INERCIAL, LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DEL MOMENTO DEL
IMPETU DE UN CUERPO MULTICOMPONENTE ES IGUAL A LA SUMA DE LOS MOMENTOS
DE TODAS LAS FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE EL CUERPO.

conduce a la segunda ley de Cauchy o condicion de simetria del tensor de esfuerzos del fluido
multicomponente:

t=mn'. (5.5.4)

Estos dos resultados seran complementados por relaciones de comportamiento para el tensor de
esfuerzos, adecuadas a diversas clases o grupos de fluidos multicomponentes, cuyos pardmetros
serdn, en general, funciones de las concentraciones de los componentes.

Aplica también un principio de equilibrio local que puede enunciarse como:

EL ESTADO TERMODINAMICO DE CADA PARTICULA MATERIAL MULTICOMPONENTE, E,
ES UN ESTADO DE EQUILIBRIO.

La aplicacion de este principio hace posible utilizar relaciones entre las variables termodina-
micas en la forma de ecuaciones de estado térmicas para mezclas multicomponentes, de la
forma:

f(P)T7PA7PB7"‘7pG):O7 (555)

como, en particular, la ecuacion para una mezcla ideal de gases:

P =cRT (5.5.6)

donde la concentracién total, ¢, estd dada por la ecuacion (5.3.2). Una mezcla ideal de gases cumple
una condicion adicional: la energia interna del fluido multicomponente a una temperatura dada,
U(T), es la suma ponderada de las correspondientes a cada gas puro a esa temperatura, cxUx (T),
es decir que

G
U(T) =Y cxUx(T) (5.5.7)
K=A

donde Uk (T) es la energia interna molar de la K-ésima especie quimica pura a la temperatura dada.
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Balances de energia de cuerpos fluidos multicomponentes
Ecuacién de la energia cinética

Al efectuar el producto punto de la velocidad del fluido multicomponente v, con su balance
de momentum, ecuacién (5.5.1), obtenemos una ecuacién para la energia cinética del cuerpo
multicomponente:

v D,v
Dt

G
=—v-V-m+p ) wxv-fx, (5.5.8)
K=A

que puede ser re-ordenada para obtener:

D, (1 o
2 <2v-v> = V(@) em T Y per i (5.5.9)

Esta ecuacion de la energia cinética del cuerpo multicomponente & es equivalente a la que se
obtendria proponiendo un principio de balance de energia cinética.

Balance de energia total

También es posible establecer un principio de balance mds amplio, para la energia total,
entendida como la energia cinética mds la energia interna. El principio de balance de la energia
total puede expresarse diciendo que:

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA ENERGIA CINETICA MAS LA ENERGIA IN-
TERNA DE UN CUERPO MULTICOMPONENTE, EN UN SISTEMA COORDENADO INERCIAL,
ES IGUAL AL FLUJO DE TRABAJO DE LAS FUERZAS ACTUANDO EN LA FRONTERA DEL
CUERPO, MAS EL CALENTAMIENTO DESDE LOS ALREDEDORES, MAS LA RAPIDEZ DE
TRABAJO REALIZADO POR LAS FUERZAS EXTERNAS SOBRE LAS DIVERSAS COMPONEN-
TES O ESPECIES MAS LA RAPIDEZ DE PRODUCCION O CONSUMO DE ENERGIA TERMICA
ASOCIADA A LAS REACCIONES QUIMICAS.

A continuacién aplicamos este balance al cuerpo %, que ocupa la regién 7 (t) y esta limitada
por la superficie cerrada d%;,(t):

d 1 N
— —v-v+U |dV = —7{ n-T-vdS— n-qds
dt/m)p<2 > o

+ /; ZZ[MWK deV?F/' EZFKQKCH/

1) K=

(5.5.10)

Aqui es posible aplicar el procedimiento seguido a lo largo de este escrito, para incorporar
todos los términos en una sola integral de volumen y obtener, finalmente, el balance de energia
total aplicado al cuerpo puntual multicomponente &:

D, /1 A G G
Poy <2V-V+U> =V (x-v)=V-q+ Y pxvk-fx+ ) rxOx. (3.5.1D)

Cuando de este balance de energia total restamos la ecuacién de la energia cinética (5.5.9),
obtenemos una ecuacion para la energia interna del cuerpo multicomponente &:

D,U
Dt

G G
=—PV-v—T:Vv-V-q+ Y jx-fx+ ) 0k, (5.5.12)
K=A K=A

donde se han usado las igualdades & = P14+ T y jx = px (Vg — V). La ecuacién (5.5.12) indica que
la rapidez temporal de cambio de la energia interna de una particula multicomponente £ resulta
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de (1) la pérdida o ganancia de rapidez de trabajo por compresiéon o expansién mds la pérdida
de rapidez de trabajo por disipacion viscosa, mds el flujo de calor, mas la disipacién de energia
por la difusién en los campos externos, mds la produccién o consumo de energia térmica por las
reacciones quimicas.

Ejercicio 5.1 (a) Encuentra el balance de energia interna, ecuacién (5.5.12), de acuerdo al
procedimiento sugerido en el parrafo que sigue a dicha ecuacién. (b) Establece el principio
de balance de la energia interna de un cuerpo multicomponente, a semejanza del principio
enunciado en la subseccién 4.2.1 para un fluido puro, y encuentra la ecuacién (5.5.12) por medio
del procedimiento seguido en dicha subseccion. "

Relaciones de comportamiento para el tensor de esfuerzos

La densidad de las fuerzas de contacto sobre las particulas materiales del pseudocuerpo mul-
ticomponente por unidad de 4rea se representan en el tensor de esfuerzos & y su tratamiento es
andlogo al de los fluidos puros, para determinar su funcionalidad con la presién y el tensor rapidez
de deformacién ¥, definido por la ecuacién (5.4.14). De hecho, es frecuente encontrarnos con
relaciones de comportamiento para mezclas multicomponentes que son tratadas como fluidos
puros, a excepcion de la dependencia de los parametros con respecto a la composicion quimica
de la mezcla, ademds de su dependencia con la presién y la temperatura. Tal es el caso de la
estimacion de la viscosidad de mezclas de gases, la determinacién experimental de la viscosidad
de soluciones y mezclas de liquidos e incluso la determinacién de los pardmetros reoldgicos de
suspensiones concentradas, que no son propiamente mezclas multicomponentes como las que
tratamos en este capitulo, sino mezclas multifisicas dispersas, que no cumplen la condicién de
miscibilidad, que distingue las mezclas también llamadas homogéneas de las heterogéneas o
multifisicas.

Como en los fluidos puros, los esfuerzos de los cuerpos multicomponentes suman una contribu-
cién hidrostética, relacionada con la presién y una contribucién viscosa, relacionada con el tensor
de esfuerzos viscosos (ver subseccién 3.4.1):

T=P1l+7. (5.5.13)

Los fluidos de Stokes multicomponentes tienen una relacion cuadratica de los esfuerzos
viscosos con la rapidez de deformacién (ver subseccion 3.4.2):

T = a(xa,xp,....xg) 1+ B(xa,x,...,xG) ¥+ 0(xa,%B,....%5) ¥* Vs (5.5.14)

y en particular, los fluidos newtonianos multicomponentes satisfacen una relacion lineal entre el
tensor de esfuerzos 7 y el tensor rapidez de deformacién ¥, (ver subseccion 3.4.3):

K= (P+AV-V)1—u(xa,x5,....x6) ¥. (5.5.15)

Como ya se ha indicado en la subseccion 3.4.3, el coeficiente A es dificil de obtener, atin
para los fluidos puros. Para los fluidos multicomponentes no tenemos mayor informacién sobre su
estimacién y simplemente aplicaremos, por analogia, lo dicho en esa subseccion.

Relaciones de comportamiento para fluxes difusivos

Al inicio de la seccién 5.3 exponemos cémo los movimientos de las especies quimicas indi-
viduales se establecen desde sus diferencias con el movimiento de la mezcla multicomponente,
que coincide con el movimiento del cuerpo multicomponente &. Dichas diferencias se representan
por medio de relaciones de comportamiento para las densidades de los flujos difusivos, o fluxes
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difusivos, de cada una de las especies quimicas del fluido multicomponente. Las relaciones de
comportamiento estan gobernadas por las fuerzas intermoleculares, entre las diversas especies
quimicas del fluido. Podemos escoger sistemas deliberadamente idealizados para proponer la
forma de las relaciones deseadas, siguiendo el procedimiento de Maxwell y Stefan, a partir del
transporte de momentum entre dos especies distintas, asi como, alternativamente, el procedimiento
de la difusién binaria fickeana, para luego extenderlo a la difusion de sistemas multicomponentes,
considerando tres opciones de fuerzas impulsoras del fenémeno de la difusién quimica ordinaria: la
difusion fickeana, donde la fuerza impulsora de la difusion de la K-ésima especie es el gradiente
de concentracion de la misma K-ésima especie, la difusion de Maxwell-Stefan, donde 1a fuerza im-
pulsora de la difusién de la K-ésima especie es la fuerza resultante de las interacciones moleculares
(binarias) entre dicha especie y todas las otras especies y, finalmente, la difusiéon termodindmica,
llamada asi porque la fuerza impulsora tiene mayor inmediatez con las variables termodindmicas,
al considerar la energia libre de Gibbs como el origen de la difusién. La difusién termodindmica
define la fuerza impulsora de la K-ésima especie como la fuerza resultante de los gradientes de los
potenciales quimicos de todas las otras especies.

El andlisis de la difusion suele desarrollarse en unidades masicas o en unidades molares. Por
una parte, resulta conveniente utilizar la composicién en masa, ya que la velocidad de flujo de los
liquidos equivale a una velocidad media ponderada en la masa, considerando todas las especies
quimicas. Esta velocidad convectiva es conocida como la velocidad hidrodinamica, velocidad
baricéntrica o velocidad masica de flujo,v, ecuacién (5.4.3). Por otra parte, tanto las reacciones
quimicas como las cargas iénicas, a ser tratadas en el préximo capitulo, son proporcionales al ni-
mero de moles, al combinarse de acuerdo con sus proporciones estequiométricas. La velocidad
de flujo apropiada a la expresién de la masa en cantidades molares [gmol], es una velocidad media
ponderada en el nimero de moles de todas las especies quimicas participantes, conocida como
la velocidad molar media de flujo V que es, en general, distinta de la velocidad hidrodinamica,
aunque puedan tener valores cercanos, lo cual ocurre cuando las especies tienen masas molares
M, Mg, cuantitativamente cercanas. Por estos dos motivos, expresaremos las principales relaciones
que representan el comportamiento de la difusién multicomponente en términos masicos y molares.
Sin embargo, satisfacer ambos requerimientos, es decir, considerar por una parte la velocidad
hidrodindmica como sistema de referencia para la velocidad convectiva, y por la otra, expresar la
masa en términos molares, implica un esquema mixto, que afortunadamente difiere solamente en el
uso oportuno de las masas molares Mk [Kg/gmol], para K = A, ..., G, las cuales son un conjunto de
constantes que deben considerarse en las ecuaciones.

Otro aspecto por considerar al estudiar los coeficientes de difusion, se relaciona con la magnitud
de los cambios locales de la densidad p = p(x) o la concentracién total ¢ = ¢(x) con respecto a
los cambios locales de la fraccién masa wg = wg(x) o de la fraccion molar xg = xg(x), de las
especies individuales (K = A4, ...,G). Si |Vp| < |Vak/, 1a densidad se puede considerar constante,
como en las soluciones diluidas, pero si |Vp| ~ o|Vwg/|, la mezcla se considera concentrada y los
coeficientes de difusién deben incorporar la dependencia espacial mediante una modificacién en su
valor, que denotamos agregando el rasgo de un superindice prima, como en D'. En la subseccion
5.6.3 se encuentra un procedimiento para estimar cémo se modifica el valor del coeficiente de
difusién debido a su dependencia espacial.

La tabla 5.1 contiene una clasificacién de la diversidad de los enfoques mds importantes de la
difusién ordinaria y sus notaciones simbdlicas que empleamos en este texto. En la primera columna
se encuentra la velocidad convectiva de referencia, que representa la velocidad de la mezcla
multicomponente o la velocidad del cuerpo multicomponente £. La difusién es el movimiento de
cada componente, relativo a esta velocidad de referencia. Las siguientes cuatro columnas contienen
las cuatro representaciones mas importantes de la difusion, donde apreciamos que la difusién
de Fick de la especie K-ésima es proporcional al gradiente de la misma especie, que la difusién



164 Capitulo 5. Cinemdtica y dindmica de flujos multicomponentes

multicomponente es proporcional a (la sumatoria) de las otras especies, que la difusiéon de Maxwell-
Stefan es proporcional a la velocidad relativa de las otras especies, con respecto a la velocidad de la
especie K-ésima y que la difusién termodindmica es proporcional a (la sumatoria de) las fuerzas
de interaccion, expresadas como los gradientes de los potenciales quimicos de las otras especies,
actuando sobre la K-ésima especie.

Uno de los principales logros de la difusion binaria, aquella de A en By B en A, fue encontrar la
equivalencia de los coeficientes de difusién de A en By de B en A, es decir, un sélo coeficiente de
difusién ya que Dyp = Dpy. Se le llamé simplemente Dy, o equivalentemente Dp, y pudo decirse
también que D es la difusividad o coeficiente de difusion (binario) que, con la expresioén de Fick:
Ja = —DVc4, completa la descripcion. Es decir, esta expresion establece que el flux difusivo de A
es proporcional al (negativo del) gradiente de la concentracién de A (J4 o< —Vcy4), al cual reconoce
como su fuerza impulsora. Es importante sefialar aqui que esto ultimo es un concepto equivocado,
como sera discutido en la siguiente seccidn, al estudiar la difusién de tres gases y la difusion
multicomponente, sin embargo, la difusién de Fick, y en particular la proporcionalidad del flux
difusivo con el gradiente de la concentracion de la misma especie, parecia en su momento histérico,
algo muy semejante a la difusion térmica y su proporcionalidad con el gradiente de la temperatura.

Tabla 5.1 Representaciones de la difusién multicomponente

Relaciones de comportamiento para la difusién de la especie K-ésima,
Velocidad donde K =A,...,G
convectival) | Fick® | Multicomponente® Maxwell-Stefan®) Termodinamica®)
G G G o, G 5 ©
v=1Y v | —dxVpk Y. dxiVpr Vogk =Y, ——vi—vk) | ) EV“’
I=A I£K 1£Kk  9KI I#K
G G G xxx; G Dus
V= Z xrvy | —DgVeg Z Dk/Vey Vxx = Z - (VI — VK) ﬁv.ul
I=A I£K 12k Pk1 I#K

() Todos los coeficientes de difusién basados en v, como velocidad de referencia, se representan
por letras minusculas y todos los basados en V se representan por letras mayusculas.

@ g ,((7 ) y Dk son difusividades efectivas de una especie, dependen de su gradiente de
concentracion.

() dk; y Dg; son difusividades multicomponentes, dependen del estado termodindmico.
#) db; y D, son difusividades corregidas por los cambios locales de p(x) y ¢(x).

) 8xr y Zk; son difusividades termodinamicas basadas en el potencial quimico.

©) ;= /M es el potencial quimico en unidades de energia/masa.

(") No confundir la difusividad dx con la derivada material siguiendo a la especie K-ésima,

definida en la ecuacidn (5.4.5).

Lo anterior, como un resultado, es cierto para la difusién binaria, pero, como una explicacién
del fenémeno, no es conceptualmente adecuado. Es cierto que coincide formalmente con el sentido
de las expresiones similares, que corresponden a las relaciones de Fourier (q «« —VT) y de Newton
(T o« —Vyv), sin embargo, no toma en cuenta que, atn en el simple caso de la difusién binaria,
—Vcy = Vep. Este hecho podria pasar inadvertido, pero es muy importante tenerlo en cuenta,
porque precisamente, es el movimiento que transmite la especie B a la especie A, lo que induce
el proceso difusivo de A. Entonces, conceptualmente hablando, parece mas apropiado proponer
que J4 = D4pVcp, para la difusion binaria. Este aspecto fundamental del origen de la difusion es
ignorado por la difusién fickeana, pero es considerado tanto por la difusién de Maxwell-Stefan
como por la difusién termodindmica multicomponente, como veremos a continuacion.
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Difusion de Fick

La ecuacién conocida como la ley de Fick es una relaciéon de comportamiento entre el flux
difusivo de una mezcla binaria y su gradiente de concentracidn, ya sea en unidades mésicas o en
unidades molares.

La relacién de Fick se puede obtener formalmente, como el caso mds simple de aplicacién
de las ecuaciones (5.6.5) y (5.6.6), de la difusién de una mezcla multicomponentes, a la difusién
binaria de las especies A y B, que conforman la totalidad de una mezcla:

ja =dapVpp, enelsistema méasicoy J4 = DapVcp, en el sistema molar, (5.6.1)

sin embargo, los coeficientes de difusién de Fick son relaciones entre los fluxes difusivos y sus
fuerzas impulsoras, y se pueden tomar como coeficientes de ajuste, pues no se trata de funciones de
estado, como en la difusién de mezclas de multicomponentes.

En la difusién binaria, tanto ps4 + pp = p, en unidades mdsicas, como c4 + cg = ¢, en unidades
molares, donde las concentraciones totales, masica y molar, p y ¢, se consideran homogéneas,
es decir, espacialmente constantes. Entonces podemos asegurar que Vps + Vpp =0 y que
Vea +Vep =0, de donde llegamos a otra relacion de la ley de Fick para K = A en sistemas binarios,
sustituyendo Vpp = —Vps y Vep = —Vey:

ja = —dapVpa, enelsistema masicoy J4 = —DapVca, en el sistema molar, (5.6.2)
en tanto que, para K = B, tenemos
jp =dpaVpa, enelsistema masicoy Jp = DpaVcy, en el sistema molar. (5.6.3)

Sumando ahora los fluxes difusivos para las especies A y B en el sistema binario, de acuerdo con
la Ecuacion (5.3.23), podemos encontrar que dgs = dap = da y que Dps = Dap = Dy, lo cual nos
permite expresar el flux difusivo de una especie A, en general, como la expresién mas ampliamente
conocida con el nombre de la primera ley de Fick:

ja = —daVpa, enelsistema masicoy J4 = —DsVcy, en el sistema molar, (5.64)

donde dy y D4 son coeficientes de difusividad efectiva que equivalen, en el caso binario, a
coeficientes de difusividad molecular dsp y Dap. En la Ecuacién (5.6.4), el flux difusivo ju
depende de la fuerza impulsora de la misma especie, es decir, de Vp4 y de manera similar en
el sistema molar. En ambos casos el flux difusivo de una especie dada actia en la direccion
opuesta a la del gradiente de la misma especie. Comparando lo anterior con la Ecuacién (5.6.1),
es notorio que la fuerza impulsora, en esta ecuacion, es efectuada por las otras especies, en este
caso binario por la especie B, que es la tinica otra especie de este flujo binario y la direccién del
flux difusivo de la especie A coincide con la del gradiente de la especie B, que es la que actia
sobre A. En la difusién binaria no hay contradiccién entre el uso de una descripcién de difusion
efectiva y el uso de una difusién molecular, ya que Vpg = —Vpa4.

Difusion de tres gases

Para profundizar en la aclaracién de lo dicho aqui, repasemos la difusién en un sistema ternario,
de acuerdo con el siguiente experimento:

Dos recipientes (A) y (B), de igual volumen e iguales condiciones de presion y temperatura, se
encuentran unidos por un conducto corto que tiene una valvula de paso, ver figura 5.1. Al recipiente
(A) se introduce una mezcla de nitrégeno (My, = 28) y didxido de carbono (Mcop, = 40), ambos
con la concentracion de 50 % molar. Al recipiente (B) se introduce una mezcla de nitrégeno e
hidrégeno (Mp, = 2), también a la concentracion del 50 % molar. Al tiempo ¢ = 0 se abre la vélvula
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Figura 5.1: Difusién invertida de nitrégeno, que inicialmente se difunde en la direccién donde su
concentracion aumenta.

inicidndose el proceso difusivo. !.

Si la difusién procediera de acuerdo con la ley de Fick, la fuerza impulsora de la difusion del
nitrégeno serfa cero, ya que el nitrégeno inicia el proceso con una fraccién molar xy, = 0.5 en todo
el sistema y, por lo tanto, Jy, = —Dn, Vcy, = 0. Asi se mantendria durante todo el proceso, pues
no existiria una fuerza impulsora de la difusién del nitrégeno.

Lo que se observa, en cambio, en la etapa temprana del proceso transitorio, durante las primeras
siete u ocho horas, es que la concentracién del nitrégeno sube en el recipiente (B), que solo
contenia nitrégeno e hidrégeno, elevando la concentracién del nitrégeno arriba del 50 % molar.
Esto indica que el nitrégeno experimenta un proceso de difusion invertida, difundiéndose en la
direccion positiva de su gradiente de concentracion durante esta etapa transitoria temprana. Es
decir que Jy, o< +Vcy,. Lo que podemos decir es que la ecuacién de Fick no puede representar
adecuadamente esta etapa del proceso difusivo y que la fuerza impulsora de la difusion del
nitrogeno no puede ser el gradiente de su concentracion, al menos durante esta etapa.

Podemos decir, en cambio, que la difusién del nitrégeno es resultado de la difusién de los otros
dos gases, el hidrogeno y el di6xido de carbono, ya que, si no se generan corrientes convectivas,
Jn, = —(Ju, +Jco,), 1o cual no es necesariamente cero como en la difusion fickeana. Esta idea estd
en la base de la difusién multicomponente pero, para mayor claridad, podemos explicar el aumento
de la concentracion del nitrégeno en el recipiente que contiene inicialmente s6lo su mezcla con
hidrégeno, como el arrastre ejercido por moléculas mas masivas, como son las de CO,, que al
desplazarse hacia el recipiente que no las contiene, arrastra consigo las moléculas de nitrégeno.
Esta explicacién estd en la base de la difusion de Maxwell-Stefan.

IEste ejemplo ha sido discutido por R. Krishna en su libro, coautorado por J.A. Wesselingh, que fue editado en
2000 y también en Krishna, R. (2015). Uphill diffusion in multicomponent mixtures Chemical Society reviews, 44(10),

2812-2836. https://doi.org/10.1039/c4cs00440j
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La explicacién anterior, sin embargo, puede dejar un espacio para intentar sostener la ley de
Fick, pues ;cudl seria la fuerza impulsora de la difusién del CO; y cudl la del H,? La respuesta no
puede ser, sin embargo, “la ley de Fick*, que ha fallado con el nitrégeno. Una propuesta podria
venir, entonces, de explorar la generalizacion a la difusién multicomponente, considerando que la
verdadera causa de la difusion son, principalmente, las fluctuaciones térmicas de las otras
especies sobre una especie dada. Aspecto que es considerado por el enfoque de Maxwell-Stefan,
como sustento de su descripcion tedrica.

Difusion multicomponente

Consideremos una mezcla compuesta por G especies quimicas, con K = A, B, ...,G., donde
la velocidad media de la mezcla, ponderada en la masa, velocidad masica de flujo o velocidad
hidrodinamica, esta dada por la ecuacion (5.3.8), en tanto que la velocidad media de la mezcla,
ponderada en el nimero de moles, o velocidad molar de flujo, esta dada por la ecuacién (5.3.13).
Las contribuciones convectiva y difusiva, al flujo de una K—ésima especie dada, expresadas en las
ecuaciones (5.3.19) y (5.3.20), parten de las definiciones de los fluxes difusivos dados por (5.3.17)
y (5.3.18). Si sumamos los fluxes difusivos para todas las especies encontramos que su resultante es
cero (ecuacién 5.3.23). También es necesario relacionar el flux difusivo de una especie dada K,
con sus fuerzas impulsoras. Podemos considerar que las fuerzas impulsoras del proceso difusivo
de la especie K-ésima son los gradientes de las densidades parciales de todas las otras especies
quimicas, Vpy, en el sistema madsico, o los gradientes de sus concentraciones molares, V¢; en el
sistema molar. El cuerpo multicomponente esta constituido por G componentes o especies quimicas,
de manera que las relaciones de comportamiento de la difusion multicomponente son, en el
sistema masico:

G
k= Z dgiVpr, (5.6.5)
17K

y en el sistema molar:

G
Jx =Y DkiVer. (5.6.6)
I#K

Sin embargo, esta no es la tinica eleccion posible de fuerzas impulsoras, como veremos al
proponer los coeficientes de difusividad termodindmicos, en la subseccién 5.6.5. En las ecuaciones
(5.6.5) y (5.6.6) los coeficientes dk; y Dg; son coeficientes de difusividad multicomponente que
cuantifican la interaccion de las especies K e I en la mezcla. Estos coeficientes son funciones de
estado, independientes de los gradientes de concentracion masica o molar, o de cualquiera otra
fuerza impulsora que se seleccione, como los gradientes de los potenciales quimicos.

Coeficiente de difusividad efectiva

En mezclas multicomponentes, el flux difusivo de cada especie implica el uso de G — 1 co-
eficientes de difusion. Para todas las especies, esto implica la determinacién y uso de (G — 1)?
coeficientes de difusién y representa un enorme esfuerzo de cdlculo, si es que se cuenta con los
métodos adecuados de estimacidn de los coeficientes. Sin embargo, la etapa de estimados y cdlcu-
los se puede simplificar enormemente si es posible determinar un solo coeficiente de difusion
efectivo, dx 0 Dx por cada una de las especies presentes en la mezcla, de modo que se requiera
solamente la determinacién de C — 1 coeficientes de difusion efectivos. Asi, para la difusién de la
especie K-ésima en una mezcla multicomponente, las ecuaciones (5.6.5) y (5.6.6) se pueden evitar
a cambio de las expresiones

jx = —dgVpg, enelsistema masicoy Jx = —DgVcg, en el sistema molar, (5.6.7)
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donde el flux difusivo de la especie K-ésima se determina solamente con un coeficiente difusivo
y su gradiente de concentracion. Las expresiones de la ecuacion (5.6.7) también se pueden igualar
a las relaciones (5.6.5) y (5.6.6), puesto que ambas son representaciones alternativas de la difusién
en sistemas multicomponentes, quedando:
G
—dgVpx =jk = Z dxrVpr, en el sistema mdsico y (5.6.8)
I#K

G
—DgVeg =Jx = Z DkiVcr, en el sistema molar. (5.6.9)
I£K

La extension de expresiones de la forma (5.6.4) de la primera ley de Fick, a los flujos multicom-
ponentes, considera los coeficientes de difusion en el sentido de coeficientes efectivos, como dx y
Dk. Este cambio en la significacion de los coeficientes de difusividad y su notacién correspondiente
son muy importantes: el uso de dos subindices, de la difusién molecular de multicomponentes,
indica el par de especies consideradas en la difusion, entendiéndose dg; como el coeficiente de la
difusion de la especie /-ésima en la especie K-ésima en un cuerpo multicomponente, en tanto que
dk es el coeficiente de difusion efectivo de la especie K-ésima, actuando indiscriminadamente
con todas las otras especies de la mezcla o cuerpo multicomponente.

La difusion efectiva implica que jx tiene la direccion negativa del gradiente de pg, indicando
que el flujo difusivo ocurre en la direccion del maximo decremento de la concentracion masica
de la especie K-ésima: —Vpg, ver la primera igualdad de la ecuacion (5.6.8). En cambio, la
difusion molecular multicomponente implica que el el flux difusivo jx es el vector resultante
de todas las fuerzas impulsoras de la difusién de las otras especies I # K actuando sobre la
especie K-ésima, como se aprecia en la segunda igualdad de la ecuacién (5.6.8). Algo enteramente
similar se puede razonar para la difusion expresada en términos molares en la ecuacion (5.6.9).

Sin embargo, el cambio en la concepcidn de la fuerza impulsora del proceso difusivo hace que
los coeficientes de difusividad efectivos no sean ya, dependientes del estado termodinamico
local del cuerpo multifasico. Se hace necesario determinar los coeficientes efectivos en términos
del gradiente de la densidad parcial o de la concentracion de la K-ésima especie. El enfoque de
difusion efectiva pierde la capacidad de determinar los coeficientes de difusion como variables
de estado, independientes de los cambios en las concentraciones o densidades parciales durante el
proceso difusivo.

Difusividad en regiones no-uniformes

La difusion de especies es posible cuando no existe uniformidad espacial de las concentra-
ciones de las especies. La concentracion en unidades madsicas es la densidad parcial pg, que a su
vez es funcién de la densidad total p y de la fraccién masa @y de la especie K-ésima, de modo
que px = p Wk. Algo semejante ocurre con las unidades molares, ya que cx = ¢ xg. En muchas
soluciones diluidas, la concentracidn total y la densidad de la mezcla o cuerpo multicomponente
puede considerarse constante pero, en otras ocasiones, es necesario tomar en cuenta los cambios de
ambas con respecto a su posicion, es decir, cuando las densidad total y la concentracion total se
ven notoriamente afectadas con respecto a su posicion, es decir cuando pg (x) = p(x) wg(x), en
unidades mdsicas y cx(x) = ¢(X) xx(x), en unidades molares. En este caso, las primeras igualdades
de las ecuaciones (5.6.8) y (5.6.9) conducen a desarrollos semejantes, que en términos de densidades
parciales se expresa como:

j[( = —dKV(p (D[() = —dK (pVO)K+ (IJKVP) = —d;(pV(OK, (5610)
y en términos molares como

Jx = —DKV(C X[() =—Dg (CVXK +XKVC) = —D/KCVXK. (5.6.11)
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En las ultimas igualdades de las ecuaciones (5.6.10) y (5.6.11), podemos despejar los coefi-
cientes de difusividad efectiva en regiones no-uniformes dj y D}, llegando a las relaciones:

Vinp|
dv=dg |1 |7 5.6.12
K K< + VlnwK|> ( )
y
Vinc|
Dy =Dk |1 | 5.6.13
K K( + ]Vlnx;d)’ ( )

en tanto que, para los coeficientes de difusividad moleculares en las segundas igualdades de
las Ecuaciones (5.6.8) y (5.6.9), se pueden efectuar operaciones similares a las de los desarrollos
(5.6.10) y (5.6.11) en cada uno de los sumandos, para llegar a las siguientes expresiones:

Vinp|
dy;=d 1 ‘7 5.6.14
KI KI( + \Vlnw,d) ( )
y
Vinc|
Dy =D 1 | ) .6.1
K1 K1 < + |VlnxK|> (5.6.15)

Los coeficientes de difusividad para regiones no-uniformes, Ecuaciones (5.6.12), (5.6.13),
(5.6.14) y (5.6.15), se pueden utilizar en (5.6.8) y (5.6.9) para obtener expresiones para los fluxes
difusivos, en términos efectivos en la primera igualdad y moleculares en la segunda, para
regiones no-uniformes, que resultan:

G
—di pVog = jx = Z dy; pVay, en el sistema mésico y (5.6.16)
17K

G
—Dj ¢Vxg =Jk = Y, Di; cVax;, enel sistema molar. (5.6.17)
17K

Difusion de Maxwell-Stefan

El mecanismo de la difusion en el enfoque de Stefan-Maxwell se relaciona con el movimiento
relativo de una especie quimica con respecto a otra, considerando las fuerzas que intervienen en
dicho movimiento, cuya resultante no se ve reflejada en el movimiento convectivo de la mezcla,
sino que se compensa por el mecanismo de la aplicacion de fuerzas de accion y reaccion de las
particulas materiales de una especie sobre las particulas de las otras especies, cuya suma es cero.

Estas fuerzas de accién y reaccién son proporcionales a la velocidad relativa de una especie
con respecto a las otras. La descripcion de estas fuerzas debe tener una estructura simétrica para las
diversas especies participantes en los movimientos difusivos de la mezcla, por lo que nos conviene
partir de la difusion binaria de las especies A y B, donde

Ja=paugs =pa(Va—V)=p 04 (Vs — 0aVA — OpVp) = pWAWR(Vs — VB), (5.6.18)
en un sistema masico y

Ja=caAUs =ca(va—V) =c x4 (VA —x4V4 —XBVB) = cxaxp(Va — VB), (5.6.19)
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en un sistema molar.

Pero el flux difusivo de una mezcla binaria también se representa, de manera alternativa, por la
ley de Fick, ecuacién (5.6.4), y se puede igualar a la expresion (5.6.18) en unidades mdsicas y a la
expresion (5.6.19) en unidades molares. Luego, es posible despejar las fuerzas impulsoras Vp, y
Vca, en unidases mdasicas y molares, respectivamente, encontrando que:

(OO
Vps=—p ‘; B (va—vg) (5.6.20)
y
Ven = —c 2B (v, —vp). (5.6.21)
Dy

Las ecuaciones (5.6.20) y (5.6.21) indican que la fuerza impulsora del flujo difusivo equivale,
basicamente, a un coeficiente de friccion binaria por la velocidad relativa de las especies.

La forma de las ecuaciones (5.6.20) y (5.6.21) se mantiene para la difusiéon multicomponente,
quedando:

G

g O,
Vok=—p Y, ——(vk—v) (5.6.22)
I#£K KI
y
G
Ve =—c ?(V}( ), (5.6.23)
1K ZKI

y puede también expresarse para las fuerzas impulsoras normalizadas Vwg y Vg, que son las
expresiones conocidas como ecuaciones de Maxwell-Stefan:

G
Vaog =Y (’Z(,w’ (Vi — Vi) (5.6.24)
I#£K “KI
y
G XKX][
VXK = Z D (VI—VK), (5625)
I#£K ~KI

donde los coeficientes de difusion df; y Dk, son, en general, difusividades moleculares aplicables
a regiones de concentracion total, médsica o molar no-uniformes, y estdn dadas por las ecuaciones
(5.6.14) y (5.6.15). Estos coeficientes de difusividad se conocen también como difusividades
de Maxwell-Stefan y son, en general, distintos de los coeficientes de difusion de Fick que son
dependientes del proceso y no del estado termodindmico. Las ecuaciones de Maxwell-Stefan,
(5.6.24) y (5.6.25), contienen dos elementos en cada sumando: (1) los cocientes son los coeficientes
de friccion entre la especie I-ésima y la K-ésima: kx; = gy /d}g o Kx; = xkx; /D’KI. Estos
coeficientes determinan la proporcionalidad de la fuerza de friccién, que ejerce la especie I-ésima
sobre la especie K-ésima. El producto de las fracciones masa wx@; o fracciones molares xxx;
determinan proporcionalidades de la friccion ejercida con respecto a la fraccién de la superficie de
contacto entre ambas especies y (2) la velocidad relativa de la especie I-ésima con respecto a la
especie K-ésima.
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Difusividad termodinamica

Al tratar los flujos difusivos de sistemas multicomponente, en la subseccién 5.6, se mencioné
la posibilidad de elegir fuerzas impulsoras distintas a las seleccionadas en aquella subseccion, es
decir, distintas de los gradientes de concentracién masica o molar. Aqui abordamos, precisamente,
la propuesta de seleccionar otras fuerzas impulsoras del proceso difusivo.

Al describir los procesos difusivos hay dos aspectos que requieren quedar bien establecidos: uno
es, por supuesto, cudl es la fuerza impulsora seleccionada; el otro, cual es la velocidad convectiva
de referencia. Por ejemplo, en el dltimo paréntesis de la ecuacion (5.7.6) hay una derivada material,
viajando con la particula multifisica & a la velocidad hidrodindmica v. La densidad utilizada en
dicha ecuacion, es la concentracién molar. La ecuacion de balance de masa para la especie K-ésima,
que podria ser usada para sustituirse en la ecuacién (5.7.6), requiere por lo tanto de la velocidad
hidrodinamica v como su velocidad de referencia, y a la vez de la concentracion molar cx como
su densidad de trabajo. La manera de elaborar un balance con dichas caracteristicas fue dividiendo
la ecuacion (5.3.21) por la masa molar Mk, con lo que se obtuvo un flux difusivo (jx/Mk), cuyas
unidades [gmol /m? - 5] coinciden con las unidades de Jx de la ecuacién (5.3.22). Sin embargo, la
velocidad de referencia del flux difusivo Jg, no es la velocidad hidrodinamica, sino la velocidad
media molar V.

En efecto, dividiendo la ecuacién (5.3.17) entre la masa molar My y comparandola con la
ecuacion (5.3.18) tenemos:

jK 3
— = Jk =CkUg = CK (VK — V) (5626)
Mg
y J[( = CKU[( = CK (VK — V) s (5.6.27)

que son diferentes si v # V. Ambos fluxes difusivos, jx y Jx pueden expresarse mediante sendas
relaciones de comportamiento, con un gradiente del potencial quimico, definido por (5.7.12), como
su fuerza impulsora en ambos casos. Podemos entender el potencial quimico g como la energia
necesaria para reunir una mol de la especie K pura, a partir de una solucién de una composicién
dada, a temperatura, presion y nimero de moles de las otras especies, constantes. Entonces, cuando
el potencial quimico de una especie K no es uniforme, existird una tendencia energética de la
especie Késima a difundirse de los lugares con mayor potencial quimico a los lugares con menor
potencial quimico. Asi, la K-ésima especie fluird de la regién donde tiene mayor tendencia al
escape, a regiones donde es menor dicha tendencia. Asi, a semejanza de las expresiones (5.6.8) y
(5.6.9), definimos las relaciones de comportamiento:

_ % v — i : @ v (5.6.28)
CK RT Ug = Jk= I;KCI RT Uy .6.
Dk G D1
_ ZK\y — — 2y .6.
y CK <RT> Mk Jx I;eEKCI ( =T ) VM (5.6.29)

donde se estdn empleando dos coeficientes efectivos de difusividad termodinamica, éK y Yk,
y dos coeficientes de difusividad molecular termodinamica Zx; y %k;, con una sola fuerza
impulsora termodinamica Vug. Como se ha dicho, la idea detras del uso de esta fuerza
impulsora es que, cuando el potencial quimico Lk (X,#) no es uniforme, existe una tendencia de la
energia libre a difundirse o redistribuirse, tendiendo a la uniformidad de dicho potencial quimico.
Con el uso de algunas expresiones termodindmicas es posible representar los gradientes de potencial
quimico a gradientes de concentracién o densidad parcial. La relacién entre el potencial quimico
Ux y la actividad ax de la K-ésima especie quimica es:

Uk = uy+RT Inag, (5.6.30)
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donde la actividad ak es funcién de la concentracién: ax = Yxck. Entonces,
1
VlnaK:Vln}/K—l—VlncK:Vln}/K(cKH——VcK, (5.6.31)
CK

es decir, que el coeficiente de actividad yx también es funcién de la concentracion: ¥k (ck), por lo
cual podemos derivarlo como funcién de una funcién:

d]l’l’}/KVC _ <d1n’)/[(

Vinye = dinck

1
) —Vcg. (5.6.32)
CK

Esta expresion se puede sustituir en (5.6.31):

1 (dlnyg
Vi = —
nax CK <dlncK

+ 1> Ve, (5.6.33)

y su resultado se puede aplicar a los términos de la primera igualdad en las expresiones (5.6.28) y
(5.6.29), para obtener:

. ~ (dl
ik = I (S0 L) veg (5.6.34)
dlncK
dln Yk
y Jk = -9 +1 ) Veg. (5.6.35)
dlncK
La ecuacidn (5.6.35) puede compararse con (5.6.6), resultando que
dl
I (LYK 1) — 9T = Dy, (5.6.36)
dlncK

la cual es conocida como la relacién de Nernst-Hartley, donde definimos el factor de correccién
I'k, por la dependencia del coeficiente de actividad con respecto a la concentracion de la misma
especie. Hacer la comparacién de la ecuacion (5.6.34) con (5.6.5) requiere una adaptacion previa:
Dividimos la ecuacién (5.6.5) entre la masa molecular Mg, para obtener:

Jx = —dxVex, (5.6.37)
donde podemos efectuar la comparacién con la Ecuacién (5.6.34) resultando que
IxTk = dy, (5.6.38)

es otra relacion del tipo de Nernst-Hartley, aplicada a difusividades que tienen la velocidad
hidrodindmica v como su velocidad convectiva de referencia y concentraciones molares como
unidades de masa.

Consideremos ahora los términos extremos a la izquierda y a la derecha de las ecuaciones
(5.6.28) y (5.6.29), para determinar expresiones que relacionen los coeficientes de difusividad
efectivos, Zx y Yk, con los coeficientes de difusividad moleculares, Zx; y Zki.

Expresando los términos de dichas igualdades en funcién de las actividades a;, tenemos:

~ ~ G ~
—cxPxVinay =jg= Z c19kVinay,
7K (5.6.39)

y —CK.@KVIHCIK :J[(: ZC].@KIVIHCII.
I#K
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Pero las actividades a; dependen de G — 1 concentraciones independientes a; = a(ca, ..., Cj, -..,CG);

paral =A,....J #1,...,G, por lo cual es posible derivar los gradientes de actividad como:

G G
Ving; =Y’ Vey=Y —5—Vey. (5.6.40)

Sustituyendo esta expresion en los dos términos de las igualdades de los términos extremos de
la ecuacidn (5.6.39), con los subindices adecuados, tenemos que

G G G
~ 14 ~ 10
_CK@K —%Vq = Z C[@K[ Z 7Talvch
12k 9K 9¢€I I£K JA M 9CT
G 1 94 G G 1 94 (5.641)
_CK@K Z fTKVCI = ZC[@]QZ*TIVC‘],
i#k 4K o€l 17K JZrocy

donde hemos cambiado los nombres de los subindices del lado izquierdo, para conservar el sentido
del factor Vinag.

Agrupando cada expresion bajo la sumatoria en /, y luego cada ecuacién bajo una sola sumatoria
e igualando a cero, tenemos:

G ~ ~

Z (@KZK QaaK + Dk1— a Z (9a1 ) = 0,
1K “ ’*’ 5.6.42
G CK 8aK Ccr (9a1 ( o )
Z @Ka Do + Dk — Z

I#K a J;él

La ecuacién (5.6.42) no estd limitada por el nimero de especies C, por lo que cada uno de los
sumandos debe ser igual a cero. Eliminando las sumatorias en /, tenemos que

~ J ~ 0
_ G KUK~ 5, Z ”’Vc,, para I =A,...C;I £K
a9 Ha ’7“ (5.6.43)
cx dag CI day h
—9Yx——=—V¢; = Z ch, para I=A,....C,I #K.
ag 8C] Cl] J;él

También podemos explorar otras relaciones entre coeficientes de difusividad. Asf, dividiendo
la ecuacién (5.6.8) entre la masa molecular Mg, obtenemos jx e igualando este resultado con la
expresion del lado derecho de la primera ecuacién de (5.6.41), resulta que:

. G 1 da
JKk = Z d[(]VC] Z CI-@KI Z 3 1 (5.6.44)
I#K I#K JA U J
G G G 1 aal
JK = Z DK[VC] = Z C[.@K] Z 7(97VCJ' (5645)
17K I#K JA 41 9¢)

Agrupando ambas ecuaciones bajo las sumatorias en / # K y notando que cada término de
dichas sumatorias debe ser igual a cero:

~ d
dgiVer = .@KI—Z a g Ver para [=A,.. G 1 £K, (5.6.46)

ar J;él
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9
DxiVe; = 9,(,*2 “ g Ver para 1=A,...G; [£K. (5.6.47)

ar J;AI

Haciendo el producto punto por V¢; en ambos lados y despejando los coeficientes del lado
izquierdo, podemos llegar a las expresiones:

da;\ Vey -V

dy; = @K,Z l <“’) ST para I=A, ..., G; [#£K, (5.6.48)
JE£I ar aC] ’VC ’
da;\ Vey -V

Dxi = @K,Z el <“’) T para I=A,...,G; [ £K. (5.6.49)
j#lal &CJ ’VC[’

Ejercicio 5.2 Encontrar relaciones entre los coeficientes de difusién binaria de las especies A 'y
B, aplicando las ecuaciones (5.6.48) y (5.6.49) y comparar los resultados (a) con el modelo de
Fick y (b) con las expresiones de difusividad efectiva (5.6.43). n

El sistema es la mezcla de dos fluidos miscibles, tales que K = {A,B}.
1. Sea K = A, entonces I = B; la aplicacién de la ecuacién (5.6.48) da:

(8613) VC] VCB

CB .
dAB—@ABZ Vel para I =A,....G; [ #K,

J#£1 9B

aCJ

pero la sumatoria en J # B se reduce al sumando con J = A, es decir que

d éABCB <8613> VCA'VCB'

dca)  |Vegl
Pero c4 + cg = ¢, que se supone constante. Ademds ag = Y3 cp. Entonces sustituimos las
8aB 8aB
igualdades anteriores y sus derivadas: Ve = —Vcy y —— = ——— = —73, seglin convenga, para
aCA aCB
obtener:
dag = DaB-

2. Sea K = B, entonces [ = A, la sumatoria en J # [ es un solo sumando con J = B; la aplicacién
de la ecuacién (5.6.48) da:

dss = Da.

La ecuacién (5.6.49) es similar a la (5.6.48). Los resultados son los mismos, para los coeficientes:
Dap = P Y Dpa = Da.

Los procedimientos seguidos anteriormente, en el ejercicio de difusién binaria de Fick, siguen
siendo aplicables, por lo que también es cierto que Zup = Ppa y éAB = @BA.

Consideremos la ecuacidn (5.6.43), para K = A,I = By J = A. Desarrollemos la expresion para

el coeficiente efectivo &4 como funcién del coeficiente termodindmico Zg:
cA aaA cp dag
—Dp—5— -@AB =—Vea
B B dca

8a3 8a3

Considerando nuevamente que Veg = —Veq y Yor = 9o = —17p, segin convenga, obtene-
CA CR

mos la igualdad:
Da = Das,

que es también un resultado de la difusidn fickeana binaria, donde todos los coeficientes de difusion
son coincidentes.
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Termodindmica de cuerpos multicomponentes

Uno de los aspectos mds sobresalientes que distingue la termodindmica de los cuerpos multi-
componentes es la generacion o el consumo de energia térmica debido a la ocurrencia de reacciones
quimicas entre las especies reaccionantes, ya se trate de reacciones homogéneas, que se dan en el
seno de las fases fluidas, o reacciones heterogéneas, que se dan en regiones muy delgadas, que
pueden considerarse superficies, entre dos fases. La energia térmica asociada a la ocurrencia de
reacciones quimicas depende del grado de avance de cada reaccién y de los cambios de potencial
quimico de los reactivos y productos asociados a las reacciones.

Ademas de los cambios por reacciones quimicas, la produccién de entropia de los flujos de
cuerpos multicomponentes también depende del movimiento relativo de unas especies con respecto
a las otras, es decir, de la difusion de las especies. La difusién se ve favorecida al generarse los
productos de la reaccién, que deben difundirse también, aumentando la entropia, debido a la
combinacién de los diversos productos.

Primera ley de la termodindmica de cuerpos multicomponentes

El principio de balance de la energfa interna para un cuerpo fluido multicomponente % en flujos
alotérmicos multicomponentes se puede enunciar diciendo que:

EN UN SISTEMA COORDENADO INERCIAL, LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA
ENERGIA INTERNA DE UN CUERPO FLUIDO MULTICOMPONENTE ES IGUAL AL CALENTA-
MIENTO (O FLUJO DE CALOR) TOTAL TRANSMITIDO AL CUERPO MAS LA RAPIDEZ DE
PRODUCCION O CONSUMO DE LA ENERGIA INTERNA ASOCIADA A PROCESOS REVER-
SIBLES DE COMPRESION O EXPANSION, MAS LA PRODUCCION DE ENERGIA INTERNA
DEBIDA A LA DISIPACION VISCOSA MAS LA DISIPACION DE ENERGIA DEBIDA A LA
DIFUSION DE ESPECIES EN LOS CAMPOS EXTERNOS.

Este enunciado corresponde a la siguiente ecuacién de balance para el cuerpo % de fluido
multicomponente, que ocupa la regién mésica ¥;(t), limitada por la superficie 0 7,(¢):

jt/(pl?)dv = f (—n-q)ds+/pf)pdv+/pzxdv
Yu(t) Y (1) . 0] AQ) 57D
v / Y jx-fx dv,
) K=

donde los términos asociados a compresién/expansién, Dp y a disipacién viscosa, Dy, estan dados
por expresiones similares a las aplicables a los fluidos puros, ecuaciones (3.6.14) y (3.6.15).
Introduciendo la derivada temporal en la integral del primer término, por medio del teorema de
transporte, utilizando el teorema de la divergencia para transformar el segundo término a una
integral de volumen y agrupando todas las integrales como sumandos bajo una sola integral de
volumen, podemos concluir que dicho integrando es cero, debido a la arbitrariedad de la forma y el
tamaiio de dicha integral de volumen, observando que de dicho integrando resulta la expresion:

G

D, U
=-V.q—PV.-v—1:V ik - f 5.7.2
p D q v V+K§AJK K, ( )

que equivale a la ecuacion de la energia interna (5.5.12), la cual fue encontrada como diferencia del
balance de energia total menos la ecuacion para la energia cinética, ambas aplicadas a los cuerpos
multicomponentes.
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Entropia de cuerpos multicomponentes

La ecuacion fundamental de la termodinamica, U = U(S,V,n4,np,...ng) corresponde a los
cuerpos multicomponentes, en los cuales ng es la masa de la especie K-ésima, para K = A, B, ...,G.
En forma diferencial resulta una extension de la ecuacion de Gibbs (4.3.1) para los sistemas
multicomponentes:

G
dU =TdS—PdV + Y ugdn. (5.7.3)
K=A

Considerando la vigencia de la hipétesis del equilibrio local, esta expresion puede aplicarse
en su forma de evolucién temporal, a cualquier cuerpo puntual multicomponente, de modo que:

DU _D,S D)V

Dt Dt Dt

Dvn[(
Dt ’

(5.7.4)

donde la derivada D, /Dt, definida en la ecuacién (5.4.4), sigue el movimiento convectivo del
cuerpo puntual multicomponente a la velocidad media de la mezcla, v, dada por (5.3.8). La
ecuacion (5.7.4) estd expresada para cantidades extensivas, proporcionales a la masa m del cuerpo
puntual multicomponente é_ definido por la Ecuacién (5.4.2). Dividiendo esta ecuacién (5.7.4) entre
la masa m del cuerpo puntual multicomponente, que permanece constante, multiplicando por la
densidad de la mezcla, definida por la ecuacidn (5.3.1) y despejando el término que tiene la derivada
de la entropia especifica, obtenemos la relacién intensiva:

DS DU POV Nh Dk

Dt P TP pr;AuK Dt ’

(5.7.5)

donde V = 1/p es el volumen especifico del cuerpo multicomponente y /ix = cx/p es la cantidad
de moles de la especie K-ésima por unidad de masa del cuerpo multicomponente é_ . Aplicando
el balance de energia interna, ecuacion (5.7.2), en la expresion (5.7.5), aplicando las igualdades
anteriores para V y g y dividiendo entre la temperatura T, obtenemos una ecuacién para la
entropia de los flujos de fluidos multicomponentes:

D,S 1 1 1 &
= —fv. ——'r:V — Vg f
th q V+TZ"]K K

()

donde los términos en el paréntesis de la dltima sumatoria se pueden desarrollar a partir de la
ecuacion (5.3.21), que se divide entre la masa molar M, separando luego los términos que estdn
en el paréntesis, para llegar finalmente a la igualdad:

(5.7.6)

D,ck Jk
Viv=—-V. 5.7.7
D +cgV-v= MK <MK> ( )

Podemos sustituir esta ecuacion en la (5.7.6) para encontrar que:

1 1 1 &,
= ——V-q——T:VV—i——ZJK-fK

- pEmlie ()

! (5.7.8)
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la cual se puede representar con dos términos de divergencia, observando que:

_%V.q:—v- (g)ﬂl.v(;) (5.7.9)

(%)V JE ) _y. Mk Jx \ ([ Ik V(%) (5.7.10)
T Mg T Mg Mk T

Las ecuaciones (5.7.9) y (5.7.10) se pueden sustituir en (5.7.8), los términos de flujo se pueden
agrupar bajo un solo simbolo de divergencia y encontrar que:

D,S G j T:V 1
p - _V. E_Z%LK B gV (=
Dt T &= T My T T
o o (5.7.11)
_ ZjK.(VM_&>_ZU<<w<>
&=, MkT T) &= T \Mg

En la ecuacion (5.7.11) la masa molar Mg ha quedado agrupada con el potencial quimico en
todos los términos. De acuerdo con la ecuacién fundamental de la termodindmica, las variables de
la energfa interna se han propuesto ser los nimeros de moles de las diversas especies, es decir que
U=U(S.V.ny,...,ng), de modo que los potenciales quimicos estarian definidos como

- G
g =Gy = <a> , (5.7.12)
K/ T.Pnynk
entonces resulta que
0 d
Mg _ ( G ) _ (G ) = g, (5.7.13)
My \OMKnK ) 1 ppytne \OMK ) 1 byt

es el potencial quimico basado en unidades masicas, no molares, que emplearemos en lo sucesivo
como la variable [ix.

Balance de entropia y segundo principio de la termodindmica
Balance de entropia

Por otra parte, también es posible elaborar un balance de entropia para un cuerpo multicom-
ponente %, que ocupa la regién %, (t), limitada por la superficie cerrada d%,(t). Dicho balance,
para los flujos alotérmicos de cuerpos multicomponentes puede proponerse, en general, diciendo
que:

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA ENTROPIA DE UN CUERPO MULTICOM-
PONENTE Cg, EN UN SISTEMA COORDENADO INERCIAL, ES IGUAL AL FLUJO NETO DE
ENTROPIA DE LOS ALREDEDORES HACIA EL CUERPO MULTICOMPONENTE MAS LA
RAPIDEZ DE GENERACION DE ENTROPIA DEL CUERPO MULTICOMPONENTE.

Este principio de balance de entropia puede escribirse en nuestra notacién como:

d [ .
4 / pSdV = — 7{ n-jsdS+ / .V, (5.7.14)
dt Jv, Y Y

donde js es el flux de entropia de contacto, en tanto que J; es la rapidez de generacion de
entropia por unidad de volumen. Aplicando los teoremas de transporte y de la divergencia, y
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llevando a cabo, una vez mds el razonamiento sobre la arbitrariedad de la forma y el tamafio de la
region ¥, obtenemos el balance diferencial:

D,S
P

=-V.js+6,. (5.7.15)

Equiparando este balance de entropia con la Ecuacidén (5.7.11), que resulté de la ecuacién de
Gibbs, concluimos que la densidad de flujo de entropia o flux de entropia es

G ~
Uk
X:: Ko (5.7.16)

’ﬂ\.&

y que la rapidez de produccién de entropia por unidad de volumen es

Y% G G
GS:_T V+q.V<1>— ZjK-<VHK—fK>— rKu—K. (5.7.17)
K=A

- A o - : P K
La expresidn de Gy en esta dltima ecuacion, contiene el término VT que es frecuente encontrar

separado en un gradiente quimico y uno térmico, de forma que

ax  Vig . 1
v _YEK L pev( o 7
= ik (T> (5.7.18)

respectivamente. Ahora es posible agrupar el gradiente térmico con el término que contiene el flujo
térmico q y sustituir el flujo de entropia, ecuacién (5.7.16), de modo que la produccién de entropia
también puede expresarse como la funcion

G

1 &, o, 1 X
) -7 Y ik (Vg —fx) - T Y reik. (5.7.19)
K=A

K=A

T:Vv 1

+TjS-V<

&= -

Las dos expresiones de la produccién de entropia: (5.7.17) y (5.7.19), son equivalentes, sin
embargo, la primera estd agrupada por sus flujos, en tanto que la forma (5.7.19) estd agrupada
por sus fuerzas generalizadas. Ambas formas son utiles, asi como el producto de la produccién de
entropia por la temperatura, que se conoce como la funcién de disipacion 7' G la cual, aplicada en
la forma (5.7.17) resulta:

G
T6,=—-1:Vv+Tq-V ( ) Z jx - <TV —fK) Y rei, (5.7.20)
K=A
y aplicada en la forma (5.7.19) es:
5 1 G . G .
T6,=—1:Vv+T?js-V <T> — Y k- (Vi —f) - ) reiix. (5.7.21)
K=A K=A

Las ecuaciones (5.7.20) y (5.7.21) son dos formas bdésicas de la funcién de disipacion de
energia; a partir de ellas se han desarrollado representaciones y generalizaciones compatibles con
la descripcion basica de la termodindmica de los procesos irreversibles (TPI) lineal.
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Segundo principio de la termodindmica

Ahora, al aplicar localmente el segundo principio de la termodinamica a cualquier cuerpo
puntual multicomponente E, lo cual equivale a establecer que la rapidez de produccién de
entropia 6; > 0, o de manera equivalente, que la funcién de disipacion de energia 76; > 0, se
propone buscar que las relaciones de comportamiento que se elaboren, para los diversos fluxes
implicados por las ecuaciones (5.7.19) o (5.7.20), resulten en términos positivo-definidos o al
menos no negativos. Asi, las condiciones suficientes, aunque no estrictamente necesarias, se
derivan de garantizar que cada uno de los términos de la funcién de disipacién sea mayor que cero.
Es decir que, en su forma de la ecuacion (5.7.20):

—7:Vv > 0, (5.7.22)
1
Tq-V<T> > 0, (5.7.23)
—Z jx - (TV—fK> > 0, (5.7.24)
—ZrKuK > 0. (5.7.25)
K=A

En este capitulo consideraremos solamente un caso especifico: Cuando el término de las fuerzas
externas (por unidad de masa) fx no depende de la especie quimica, es decir, cuando fx =f, V K,
ya que en tal caso la expresion (5.7.24) se reduce a

Uk
—-T Z jK - V< - > >0, (5.7.26)
la cual se satisface, por ejemplo, cuando el tinico campo externo que afecta a los cuerpos multi-
componentes es la gravedad, ya que entonces fx = g. Este resultado se obtiene considerando que la
sumatoria de los fluxes difusivos para todas las especies es cero, por la ecuacion (5.3.23).

Cuando se considera la funcién de disipacion en su forma de la ecuacién (5.7.23) y se aplica en
ella el segundo principio de la termodindmica, dos desigualdades coinciden con las anteriores, que
son la desigualdad de Rayleigh, ecuacién (5.7.22) y la que corresponde a las reacciones quimicas
(5.7.25). En cambio, las otras dos desigualdades, que corresponden a las ecuaciones (5.7.23) y
(5.7.24), se deben sustituir por:

—js-VT > 0, (5.7.27)

G
— Y ik (Vux—fx) > 0. (5.7.28)
K=A

En la ecuacidn (5.7.27) se ha sustituido el flujo de entropia js, definido en la ecuacién (5.7.16).

Flujos y fuerzas en la funcién de disipacion
Expresiones de Newton y de Fourier para fluidos multicomponentes

La discusién de la subseccidn 4.3.4 mostré que los fluidos newtonianos y fourerianos puros
satisfacen desigualdades semejantes a (5.7.22) y (5.7.21), encontrando que la ley de la viscosidad
de Newton y la ley de la conduccidn de calor de Fourier satisfacen el segundo principio de la termo-
dindmica, por medio de las ecuaciones (4.3.19) y (4.3.18), respectivamente. Estas demostraciones y
resultados también son aplicables a las mezclas multicomponentes. Asi, puede mostrarse que la
relacion de comportamiento de una mezcla fluida newtoniana es compatible con la aplicacién de
la desigualdad (5.7.22). Ademads, mostramos a continuacion que las mezclas fluidas multicompo-
nentes de Fourier satisfacen la desigualdad (5.7.23), desarrollando especificamente el siguiente
procedimiento.



180 Capitulo 5. Cinemdtica y dindmica de flujos multicomponentes

Primero derivamos la fuerza para expresarla en funcion del gradiente de la temperatura, no de
su inverso. Entonces la desigualdad (5.7.23) resulta, luego de algunos pasos que aqui se detallan:

1 vTr 1
Tq-V (T) =Tq- <_T2> =7q (=VT) >0, (5.7.29)

Para que esta desigualdad se cumpla, q debe ser una funcién vectorial, cuya proyeccién en
la direccion de (—VT) sea positiva y esté multiplicada por un coeficiente de proporcionalidad
k > 0, es decir que q = —kVT, que es la relacién de comportamiento de Fourier. Al sustituirla en la
desigualdad de (5.7.29) tenemos:

1 1 k
+(=kVT) - (=VT) = _kVT -VT = VT >0, (5.7.30)

que es siempre positiva, si k > 0, independientemente de la direccion del gradiente de 7.

Expresion de Fick para fluidos multicomponentes

La desigualdad (5.7.26) para los flujos difusivos incorpora dos gradientes, uno quimico y uno
térmico, esto puede evidenciarse dividiendo la Ecuacién (5.6.30) entre la temperatura 7 y la masa
molecular Mk. La ecuacién puede ser expresada como:

i 70 .
bk _ pg(T) R x(T) R
— = —1 = —1 5.7.31
T T g ex T e n(Ykek), ( )
donde el potencial quimico de referencia es una funcién de la temperatura, [LI%(T), y el coeficiente
de actividad es funcién de la concentracion de la especie K-ésima, Yk (ck). El gradiente de esta
expresion, resulta entonces:

fe _ d ([ PR(T) d (pR(T) R Tk
VoQ0e = — VT +RVI =— VT +——V 5.7.32
T dT< T TRVInae=ar Ut g ek (57:32)
1 (dl
donde 'y = — N + 1 | es una correccion del tipo Nernst-Hartley.
MK 8lnc1<

1
Para mezclas ideales, yx = 1, VK y por lo tanto 'y = e Ademas, cx = AZ—K, y suponiendo
K K

que 12(T) = 0. Entonces:

(1 R
vhk _

= Vpk. 5.7.33
T MKpK Pk ( )

Ahora podemos sustituir la ecuacion (5.7.33) en la desigualdad (5.7.26) para convertirla en
un criterio para los flujos difusivos en funcidn de la densidad parcial de masa, pg, para mezclas
ideales con potencial quimico de referencia nulo:

B i RT
K=a Mkpk

ik -Vpx > 0. (5.7.34)

Sustituyendo ahora la primera ley de Fick en unidades masicas, ecuacion (5.6.4), es decir
Jx = —dkVpk, la desigualdad (5.7.34) resulta:

G G
RT RT
E d[(VpK . Vpl( = E
K=A Mg pk K=A Mgpx

di |Vpk|* > 0. (5.7.35)

Cada uno de los términos de esta sumatoria es positivo-definido, puesto que los coeficientes de
difusién son dx > 0 VK, y también todos los otros factores de cada término son mayores que cero.
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Por lo tanto, la ley de Fick cumple con el criterio de disipacién positiva del segundo principio de
la termodinamica. Para hacer evidente el criterio, nos hemos limitado a mezclas multicomponentes
ideales en condiciones isotérmicas. Habria que notar que la ley de Fick no es la tnica relacién de
comportamiento para la difusién de especies, compatible con el criterio del segundo principio de la
termodindmica. M4s adelante exploramos otras propuestas de relaciones que se establecen para
cumplir dicho criterio de disipacion del segundo principio de la termodindmica.

Difusividad térmica

Consideremos nuevamente la expresion para el potencial quimico de la K-ésima especie, [lk,
Ecuacién (5.6.30) y apliquemos el gradiente:

dnd I'k
Vil SRy 71 VT +RT-Xv 5.7.36
g = T + Mr nagVT + o Pk ( )

que se expresa en dos términos, uno con el gradiente de temperatura y otro con el gradiente de
densidad parcial del componente K-ésimo:

R dpy R 'k
Vig = —+—1 VT +RT —Vpg. .
Uk ( AT + M Ila](> + i PK (5.7.37)

La ecuacion (5.7.37) se puede sustituir en la desigualdad (5.7.28), cuando las fuerzas externas
no discriminan entre las especies quimicas, es decir, cuando fx = f, encontrando que

djl r
— Z ( A + lnaK) jx-VT — Z RTp—KjK-VpK > 0. (5.7.38)
K=A K

Mientras el segundo término es equivalente al ya desarrollado para probar la ley de Fick, bajo
la condicién de I'y = o ecuacion (5.7.34), el primer término de la desigualdad (5.7.38) puede

K
sumarse a la desigualdad (5.7.27), donde también se puede sustituir js de la ecuacion (5.7.16), para
encontrar que

JiT's d/ik
4 vr- o VT 7
Z ( + -+ naK> jk-VT > 0. (5.7.39)

Aqui se puede emplear la ecuacién (5.7.31) para sustituir el primer término y después simplificar,
llegando a

G

q d (g
——.VT — T— VT >0, 5.7.40
T Z o ( )u > (5.7.40)

de modo que, por una parte se aprecia que la relacién de Fourier: q = —kVT, satisface la desigualdad
—q- VT > 0, mientras que, por otra parte, el flux masico de la K-ésima especie debe satisfacer las
desigualdades:

G d <‘Ll
-y = K> .VInT > 0, (5.7.41)
LT

A

y
G

— Y RT Ikjk-Vinpg > 0, (5.7.42)
K=A
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que se pueden expresar también como:

—iTi Be\jevr > 0 (5.7.43)
LT\ 7 )i : 7.
y
< Ik,
- Y RT—jx-Vpx > 0. (5.7.44)
k=a Pk

La eleccién de un par entre las desigualdades: (5.7.41) o (5.7.43) y (5.7.42) o (5.7.44), se
pueden emplear para proponer conjuntos de relaciones de comportamiento para los fluxes difusivos.
Las propuestas no son dnicas, abarcan una gama muy amplia de trabajos. Del efecto de difusién
causado por un gradiente de temperatura, conocido como el efecto de Soret, asi como el fendmeno
reciproco, el calentamiento asociado a los gradientes de concentracién de las especies quimicas,
conocido como el efecto de Dufour?. Para incorporar una diversidad de fuerzas generalizadas en
el término de produccion de entropia, Curtiss y Bird (1999) y posteriormente Bird y Klingenberg
(2013) introducen la relaciéon de Gibbs-Duhem, expresada en una representacién entrépica (c.fr:
Callen, 1985), en el término 6&;. Con este recurso pueden expresar, finalmente, los fluxes difusivos
como:

G G
ik =—DEvInT — PE Y g, (Ve — w0, vP—pits+ @, Y pify |- (5.7.45)
cRT ;= I=A

El primer término del lado derecho de la ecuacién (5.7.45) tiene que ver con cumplir la
desigualdad del gradiente térmico en la forma de gradiente del logaritmo de 7', ecuacién (5.7.41),
donde D es el coeficiente de difusividad térmica. Las otras fuerzas llegan a representarse en los
términos de las presiones parciales y el efecto de los campos eléctricos externos sobre las especies
quimicas.

El método de Curtiss y Bird es en gran medida sugerente de una manera de incorporar una
diversidad de términos en la funcién de disipacién, mediante el uso de la relacién de Gibbs-Duhem,
aplicada por ellos en su representacion entropica.

Difusion en presiones parciales

Consideremos aplicar la relacién de Gibbs-Duhem en su representacién entrépica (Callen,
1985):

1 P & MK\
Ud <T> +vd <T> +K;An1(d (7) —0, (5.7.46)

que esta en su forma extensiva, donde ng es el nimero de gramos-mol de la K-ésima especie.
Podemos derivar el producto del segundo término y re-agrupar en términos de la entalpia H =
U + PV, dividiendo luego, entre el volumen V del cuerpo puntual multicomponente E , para obtener
la relacién intensiva:

(1 1 S Uk
cHd <T> + ?a’P—l—KZ::Ach (7) —0, (5.7.47)

donde H es la entalpia molar de la mezcla, ¢ es su concentracion total, definida en (5.3.2), ck es la
concentracion de la especie K-ésima y Lk es el potencial quimico de la especie K-ésima por unidad

2E] tratamiento de estos efectos en el marco de referencia de la Termodindmica de los Procesos Irreversibles (TPI) es
uno de los ejemplos de coeficientes cruzados mas ilustrativo, cuyo desarrollo ya cldsico se encuentra, por ejemplo, en el
libro Non-equilibrium Thermodynamics, por de Groot y Mazur, 1984, Capitulo XI
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de molar, definido en (5.7.12). Expresaremos la entalpia de la mezcla y la presién en la forma de
sus correspondientes propiedades parciales molares de las especies de la mezcla, es decir que:

G
cH =Y cxkHg y Px = xgP. (5.7.48)
K=A

donde Hg es la entalpia parcial molar de la especie K-ésima y Px es la presién parcial molar
de la especie K-ésima, ademas, xg es la fraccién molar de la especie K-ésima. Consideremos la
derivacion de la expresion (5.7.47) en la forma especifica de su gradiente, de modo que:

g _ 1 Mk
Y cxHiV <T> + Z L9(kP) + Z cKV< ) =0. (5.7.49)
K=A

La ecuacién (5.7.49) estd expresada en términos molares, ademads, puede ser re-agrupada bajo
una sola sumatoria, como:

G

Yy [CKHKV( > + 5V (xkP) +cxV <“K )} —0, (5.7.50)

K=A T

la cual no estd limitada por el nimero de especies, por lo que cada especie que se agregue o sustraiga
de la mezcla, no altera la igualdad de la expresién a cero y podemos asegurar que la relacién para
cada especie es igual a cero. Entonces, para la K-ésima especie tenemos:

— 1 1
cxkHkV (T> + = V(XKP>+CKV (.U]{() =0. (5.7.51)
El término que contiene el potencial quimico se puede expresar en unidades mésicas en vez de

molares, multiplicando y dividiendo por la masa molar Mk, ver ecuacion (5.7.13), luego se puede
despejar encontrando que

\% <ﬂK> = —@V (1> — LVPK. (5.7.52)

Sustituyendo el término que contiene el potencial quimico, en la funcién de disipacién, ecuacion
(5.7.20), tenemos:

G
Heo (1) 1
T6,= —=+.VT— Y jx- [ TKV< )—VPK}
T K=A Mg T Pk
2 (5.7.53)
—T:Vv— Z rK[fLK.
K=A

Separando los términos y expresandolos en el VInT, llegamos a

G
Té,=—|q+ Z —JK -VInT + Z LE Y reik. (5.7.54)
K= M K= PK K=4

Podemos modificar el término de las presiones parciales Px utilizando la condicién que deter-
mina los flujos difusivos, ecuacién (5.3.23), y separando la contribucién de una cualquiera de las
especies, digamos, la K-ésima, de modo que:

G
-Y i (5.7.55)

I#K
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Esta propiedad se usard al sustituir la contribucién de la especie K-ésima en el término de las
presiones parciales:

G G G

1 VP VP VB VP
Y ik VPc=Y itk —K =Y ir (’ —K>, (5.7.56)
K=4 PK I#£K Pr I£K pi Pk

de modo que la funcién de disipacion (5.7.54) resulta:

G T G G
. Hg. . (VB VP ) .
76, = <q+KZAMKJK> VInT+ Y i <_> Vv Ykl (5.7.57)

I#£K Pr Pk K=A

Este resultado sugiere que una funcién jx que cumple con la desigualdad T 65 > 0, debe tener
la forma:

G _ VP, VP
jx=-DEvInT + Y Dy (’ — K) : (5.7.58)
I#K pr Pk

ya que entonces, al sustituir jx v j; en los términos de la funcién de disipacién, ecuacién (5.7.57)
en los cuales participa jg, resultan:

. VP VPK>
- —jx-VInT + _— 5.7.59
Z JK I;(JI ( o px ( )

Ecuaciones fenomenolégicas en el marco de la TPl lineal

La forma general de la rapidez de la generacién de entropia por unidad de volumen, &;, en
la ecuacion (5.7.17), se ha expresado ya en la ecuacién (4.3.20) y consiste de un conjunto de
productos de flujos generalizados multiplicando fuerzas generalizadas, uno a una. Hay flujos y
fuerzas escalares, vectoriales y tensoriales. Cada uno de los productos de un flujo por su fuerza
conjugada tiene unidades de [energia/temperatura-volumen-tiempo]. A continuacién presentamos
en la tabla 5.2 los flujos y fuerzas, como son entendidos por la termodindmica de los procesos
irreversibles.

Tabla 5.2. Flujos y fuerzas en sistemas multicomponentes

Tipo de flujo \ Caracter | Flux J; \ Fuerza X;

. . Vv

Flujo viscoso Tensorial T E—

1
Flujo térmico Vectorial q \% <T>
Flujos difusivos Z Vectorial Jx Ik — Vﬂ—K
A T T
Fuentes/sumideros (reacciones quimicas) Z Escalar rK —”7[(
K=A

Si nos limitamos a la regién donde los fluxes irreversibles J; son funciones lineales de
las fuerzas termodinamicas X, lo cual ocurre no muy lejos del equilibrio termodindmico, la
expresion general entre el i-ésimo flux y el conjunto de las fuerzas termodindmicas es la ecuacién
fenomenoldgica:

Ji=Y LuX;, (5.7.60)
k
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que incorpora los efectos de interaccién de todas las fuerzas con el i-ésimo flujo, que se sigue de
proponer que J; = J;(X1, X2, ..., X, f), y encontrar el flujo J; por medio de su expansion en series de
Taylor alrededor de su estado de equilibrio termodindmico donde J; — J; o = 0 y cortando la serie
al primer término:

< 9J;
=Y 22X, 761
J ;axk i (5.7.61)

de donde los coeficientes fenomenolégicos L equivalen a las derivadas parciales

Ly = ( 9Ji ) (5.7.62)
IXic ) x;:k

y la produccién de entropia &, se puede expresar como

6, =) JiXi=Y Y LyXiX; >0, (5.7.63)
i ik

la cual debe ser mayor o igual a cero. Esto implica ciertas condiciones que deben ser satisfechas
por los coeficientes fenomenoldgicos L;;. Una condicion suficiente para la no-negatividad de la
produccién de entropia 65 > 0 es que todos los cofactores de la matriz simétrica (L + Ly;) sean
positivos o cero. Esto implica que todos los elementos de la diagonal principal son positivos y que
los elementos fuera de la diagonal principal deben satisfacer la condicion L;; Ly, > %(Lik +Lk,~)2 u
otra equivalente.

Ademas, recordemos el principio de Curie que se ha enunciado en la Subseccién 4.3.5. Este
principio establece que la existencia de propiedades de simetria espacial en un sistema, puede
simplificar la forma de las ecuaciones fenomenologicas, de modo que las componentes cartesianas
de los fluxes no dependen de todas las componentes cartesianas de las fuerzas termodindmicas’.
Especificamente, hemos mencionado dos aspectos: (1) que la dependencia se limita a cantidades
con el mismo caracter, tensorial, vectorial o escalar, para los flujos isotrépicos y (2) que no se
mezclan los elementos axiales con los polares.

Finalmente, los coeficientes fenomenoldgicos L, también satisfacen el principio de reciproci-
dad de Onsager, cuya expresion mds simple es la simetria:

L,‘k :Lk,'; (l,k: 1,2,...,71]0). (5764)

3de Groot y Mazur, 1984, p. 57
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6.1.1

6. Flujos d e

Electromagnetismo
Nota histérica

Sabemos que Tales de Mileto, un filésofo y matemaético griego de hace 2600 afios, hizo
experimentos electrizando dmbar por frotamiento. Ignoramos si su interés seguia los pasos de
los conocimientos de otras civilizaciones originarias mas avanzadas, con las cuales Grecia tenia
comunicacién y de las cuales aprendia con ahinco, como la civilizacién Bantd, que florecié en
Africa, la Sumeria en lo que es Irak o las civilizaciones China o India; o si la curiosidad griega
generd, por si misma, las observaciones y los conocimientos cuya descripcién conocemos por
lo que nos ha llegado de sus escritos. En cambio, no sabemos cémo se desarroll6 el interés y el
conocimiento de nuestras civilizaciones del Cem Anzhuac y del Abya Yala! por los fenémenos
electromagnéticos, pues sus posibles registros fueron quemados publicamente y exterminados por
los invasores espafioles, bajo el pretexto de tratarse de invocaciones demoniacas, aunque con el
resultado de imponer sus particulares inclinaciones por el hurto de la riqueza de estos pueblos.

Sabemos con detalle, en cambio, que el interés por los fendémenos electrostaticos en el mundo
europeo inici6 su desarrollo cientifico en el Siglo XVIII, con las investigaciones de Stephen Gray,
Jean Desaguliers y Francois du Fay, quien lleg6 a determinar que dos objetos de vidrio frotados
con seda son electrificados de la misma manera y se repelen, en tanto que uno de estos vidrios es
atraido por un objeto de hule frotado con piel. Similares experimentos hizo Benjamin Franklin,
en Estados Unidos, llamando positivo al estado del vidrio electrificado con seda, porque pensaba
que el fluido eléctrico habia pasado de la seda al vidrio, en tanto que la misma seda habia quedado
carente de dicho fluido, por lo cual su estado era negativo.

En 1785 Charles Auguste Coulomb (1736-1806) pudo medir con bastante precision la fuerza
eléctrica producida por las cargas, con un péndulo de torsién, que es una barra horizontal suspendida
de un alambre de torsién. En un extremo de la barra se coloca una esfera cargada y luego se acerca
una segunda esfera cargada, que desplaza a la primera, ya sea atrayéndola, si sus cargas son distintas,

M. Leén-Portilla (1980) inserta un cuadro comparativo del desenvolvimiento de las seis civilizaciones originarias de
la humanidad (Pag. 48), que se han mencionado aqui con sus nombres mas apropiados, aunque menos conocidos, en
particular estas dos ultimas, de las regiones norte y sur, respectivamente, del continente americano.
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o repeliéndola, si sus cargas son iguales. El dngulo que gira el alambre de torsién es proporcional
a la fuerza entre las dos cargas. De estos experimentos, Coulomb pudo concluir como se ejerce
la fuerza entre las dos cargas, formulando el principio que se conoce como la ley de Coulomb.
El péndulo de torsion también sirvié a Coulomb para determinar que la magnitud de la fuerza
magnética entre dos imanes cambia con el inverso del cuadrado de la distancia entre dichos imanes,
justo de la misma manera como ocurre con la distancia entre las cargas.

Luigi Galvani (1737-1798), en la Universidad de Bolonia, al colocar la punta de un alambre
de cobre en el extremo de la pierna de una rana y la punta de un alambre de fierro en el otro
extremo de la pierna, pudo notar que al unir las dos puntas libres de los alambres, la pierna se
contraia, sin que hubiera €l conectado alguna fuente de carga. Concluy6, equivocadamente que
habia alguna “electricidad animal". Alejandro Volta (1745-1827), en la Universidad de Pavia, repiti6
esos experimentos y encontrd que la electricidad era producto de la accién quimica entre un liquido,
llamado electrolito y dos metales distintos. A partir de esta observacién pudo construir la primera
pila voltaica.

Por otra parte, el magnetismo terrestre se conocia en China antes de la época de la visita de
Marco Polo, quien llevé la brijula a Europa como una novedad. Gilbert, en el afio 1600, se di6
cuenta de que la tierra actia como un gigantesco iman, con un polo norte y un polo sur, hacia los
cuales se alinean todas las brijulas, segtin el principio de que los polos distintos se atraen y los
polos iguales se repelen.

En 1802, John Dalton (1766-1844) descubri6 relaciones fijas entre las masas que reaccionan
y forman compuestos, y que el exceso de alguna de ellas no reacciona. Por ejemplo, siempre se
combinan 8 g de oxigeno con 1 g de hidrégeno para dar 9 g de agua. Dalton defini6 el peso atémico
del oxigeno como su masa, relativa a la masa del hidrégeno, es decir, ocho. También noté que
las masas de los elementos que reaccionan son muy cercanas a multiplos enteros de la masa
del hidrégeno. En 1808, Louis Joseph Gay-Lussac (1778-1850) not6 que ademas, los gases se
combinan en una relacion fija de volimenes, entendiendo por un volumen, aquel medido con el
mismo recipiente, en condiciones idénticas de presién y temperatura. Asi, un volumen de oxigeno
se combina con dos volimenes de hidrégeno para dar, extraiamente, dos volimenes de agua. Por
qué resultan dos volimenes de agua y no uno sdlo, o tres?

Fue Amedeo Avogadro (1776-1856), en la Universidad de Turin quien, en 1811, propuso que
los gases estan formados por particulas, que llamé moléculas, de modo que dos gases distintos en
volimenes idénticos, a las mismas condiciones de presion y temperatura, tienen el mismo ntiimero de
moléculas. Avogadro pudo responder la pregunta de los volimenes del agua, expresada a propdsito
del experimento de Gay-Lussac, al incidir en el concepto del atomo, al que llamé "moléculas
elementales". Entendi6é que la molécula de agua contiene el doble de moléculas elementales
de hidrégeno que de oxigeno, en tanto que las moléculas de hidrégeno y las de oxigeno estdn
formadas, cada una de ellas, por dos moléculas elementales. En la notacién actual, hablamos de la
estequiometria de la reaccion de la sintesis del agua: 2H, + O, — 2H, 0.

Consecuencia de los conceptos de dtomo y molécula fueron sus propiedades de peso atémico y
peso molecular, asi como la definicién de mol como los gramos de un compuesto que corresponden
a su peso molecular. Avogadro sostuvo que el niimero de moléculas que hay en una mol debe ser
siempre el mismo, independientemente de su complejidad. Dicho nimero, que ahora sabemos
es Navo = 6.022 x 10 moléculas/gmol es conocido como el nimero de Avogadro, aunque en su
tiempo no pudo ser estimado, y fue necesario un siglo de elaboraciones tedricas y desarrollos
tecnoldgicos del electromagnetismo para lograrlo.

En 1820, Hans Christian Oersted (1777-1851), en la Universidad de Copenhage, al hacer
circular una corriente eléctrica por un alambre y al colocar una brdjula arriba del mismo, observé
que la aguja se desvia. Luego colocd la briijula debajo del alambre y observé también la desviacion
de la aguja, pero en la direccidn opuesta. Asi pudo establecer que la corriente eléctrica tiene un
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efecto magnético que queda esparcido en el espacio a su alrededor, que es la idea bdsica del campo
magnético. André-Marie Ampere (1775-1836) se di6 cuenta de que Oernsted no habia apreciado
la influencia del campo magnético terrestre y, al compensar este efecto, pudo notar que el campo
magnético generado por la corriente eléctrica es perpendicular a esta, ya que la aguja imantada
siempre se alinea en la direccion perpendicular al alambre donde circula tal corriente.

Ampere experimentd también con dos alambres, haciendo pasar corriente eléctrica por ellos
y encontré como calcular la fuerza electromagnética entre ellos, estableciendo la relacién que se
conoce como la ley de Ampere, otra de las ecuaciones fundamentales del electromagnetismo, atin
cuando la forma encontrada por Ampere no es aplicable cuando las corrientes que circulan por los
alambres cambian en el curso del tiempo. También Ampere invento el galvanémetro, aprovechando
la formacién de un campo magnético que afecta la orientacién de una aguja imantada, cuando
circula una corriente eléctrica. El galvanémetro fue fundamental para el desarrollo posterior de la
ciencia del electromagnetismo.

Oersted y Ampere habian mostrado que se puede obtener magnetismo de la electricidad.
Posteriormente Michael Faraday (1791-1867) se propuso el problema inverso: jserd posible obtener
electricidad del magnetismo? Para responder esta pregunta, Faraday hizo bobinas, enrollando
alambres metélicos en nicleos cilindricos de madera y conectando los extremos de un alambre a un
galvanémetro. Descubrié que se producen corrientes eléctricas solo cuando el efecto magnético
cambia y defini6 el concepto de flujo magnético, como algo existente fisicamente y no sélo como
un objeto matemadtico. Con estos elementos encontré que si el flujo neto cambia, entonces se induce
una corriente eléctrica, lo cual se expresa en la ley de induccién de Faraday, otro de los principios
fundamentales del electromagnetismo. Faraday descubrié también nuevos compuestos quimicos y
los principios que gobiernan la electrolisis.

Correspondi6 a James Clerck Maxwell (1831-1879), alumno de Faraday, elaborar una sintesis
del conocimiento del electromagnetismo, en su libro Tratado de Electricidad y Magnetismo, de
1873. Ademads, di6 forma matemética a la ley de induccion de Faraday y de su anélisis a la ley
de Ampere concluyé que contenia una contradiccidn, la cual desaparecia al considerar que la
corriente debe incluir tanto la convencional usada por Ampere y llamada conduccién, como la
corriente de desplazamiento. Asi fue posible describir acertadamente los procesos electromagnéticos
transitorios.

La conduccidn eléctrica a través de gases interesé a Faraday, quien observé descargas eléctricas,
cuando los gases eran enrarecidos en tubos de vidrio cerrados con tapones de corcho atravesados
por los alambres conductores. Este hecho le indujo a pensar que en el vacio, tal vez seria posible
estimar la naturaleza del as{ llamado fluido eléctrico. Tres tecnologias hubieron de mejorar antes
de poder seguir este camino: (1) mejores bombas de vacio, (2) electrodos metélicos con juntas
de coeficientes de dilatacién muy parecidos a los del vidrio, para evitar grietas entre la junta y el
vidrio al cambiar la temperatura y (3) bobinas de induccion para elevar el potencial eléctrico entre
los electrodos en miles de voltios a partir de baterias de unos diez voltios. Con estos elementos
pudieron estudiarse los rayos catddicos, haciendo experimentos en tubos de vidrio a baja presion,
colocando en los extremos de su interior sendas placas metdlicas. Con buen vacio se observaba un
resplandor verdoso cerca del dnodo y pudo verse que se trataba de rayos, que fueron llamados rayos
catddicos, los cuales no dependen del material del cdtodo, pero depositan cargas en el electroscopio.

Joseph John Thomson (1856-1940) elaboré un tubo de rayos catddicos para medir su velocidad.
Los hacia pasar por un campo magnético y uno eléctrico. Ambas fuerzas, generadas por los campos,
son proporcionales a la relacién entre la carga y la masa, pero la fuerza magnética es ademaés
proporcional a la velocidad, lo cual es el fundamento para medirla. Ademads, este experimento
permitié determinar la relacién entre la carga y la masa de las particulas estudiadas, que resulté
1836 veces mayor que la esperada para los iones y llevd a la conclusién de que se trata de particulas
con cargas negativas, 1836 veces mas ligeras que el &tomo de hidrégeno. Estas particulas fueron
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Ilamadas electrones, en 1897.

Hacia falta determinar la carga o la masa del electrén; Thomson, Townsend y Wilson disefiaron
métodos para medir la masa de las gotitas que se formaban en una cdmara de niebla inventada por
Charles Thomson Rees Wilson (1869-1959). Al ionizar las moléculas de un medio supersaturado,
suponian que cada particula ionizada actuaba como semilla de condensacién rodedndose de mo-
Iéculas libres. El método de Townsend consistia en (1) separar las gotitas como un condensado,
midiendo la masa total, (2) medir la carga total en el condensado, (3) determinar la masa de una
gotita a partir de su tamafio, calculado de su velocidad de sedimentacion, (4) estimar el ndmero de
gotitas y (5) estimar la carga de una gotita, la cual equivale a la carga de un ion. Wilson agregé el
efecto de un campo eléctrico variable, paralelo al campo gravitacional, para mejorar la medicién de
la carga de una gotita. El resultado encontrado fue muy similar al valor de e = 1.6021 x 10~° C,
conocido en la actualidad.

Una vez conocido el valor de su carga, fue posible conocer la masa del electrén a partir de la
relacion carga/masa determinada experimentalmente por Thomson. La masa del electrén resultd
9.1 x 103! Kg. Finalmente, Millikan dedujo el valor del nimero de Avogadro dividiendo un
faradio entre e para encontrar 6.06 x 10?3 moléculas/gmol, asi como la masa del ion de hidrégeno,
a partir de la razén carga/masa encontrada por electrdlisis. La masa del protén resulté 1.66 x 1027
Kg.

Ecuaciones de Maxwell en el espacio vacio (nivel molecular)

Uno de los principales hitos de la teoria electromagnética es la formulacién compacta de las
relaciones de Maxwell, donde se condensa la teoria cldsica del electromagnetismo, basada en la
existencia del campo eléctrico E y el campo magnético B. Estas relaciones, llamadas ecuaciones
de Maxwell, que fueron desarrolladas por experimentacidn en aire y posteriormente en tubos al
vacio, pueden ser expresadas en una forma aplicable al espacio vacio como:

Ecuacién de Gauss para la electricidad.

V.E=Pe (6.1.1)
&

indica que la densidad de carga, p, [C/m?], es un término de fuente del flujo eléctrico. Para evitar
confusiones, utilizamos letras mayusculas como subindices para indicar las densidades parciales
de masa de los componentes en un sistema multicomponente, indicando dicha caracteristica de
densidad parcial, en general, como pg; para K =A,B,....E, ..., G, en tanto que la densidad de carga
tiene por subindice una e mindscula. Usaremos un segundo subindice M o P posteriormente, para
indicar una caracteristica particular de la densidad de carga.

Ecuacién de Gauss para el magnetismo.

V-B=0, (6.1.2)

indica que el campo magnético B es solenoidal, es decir que no existen monopolos magnéticos.
Ecuacién de Faraday.

JB
VXE=——, 6.1.3
5 (6.1.3)
indica que todo campo magnético transitorio da origen a un campo eléctrico rotacional, el cual
es ortogonal al campo magnético.
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Ecuacién de Ampere-Maxwell.

1 (JE
VXB—2<at+l>, (614)

indica que todo campo eléctrico transitorio (término debido a Maxwell) y toda corriente eléctrica
(término debido a Ampére) generan un campo magnético rotacional, el cual es ortogonal al
campo eléctrico. Ademas, una carga de prueba g, en un campo electromagnético, experimentara
una fuerza conocida como la fuerza de Lorentz, que es la suma de la fuerza del campo eléctrico
mas la fuerza del campo magnético:

F, =g(E+vxB). (6.1.5)

La fuerza eléctrica actda sobre todo cuerpo puntual cargado eléctricamente, ya sea que esté en
reposo o en movimiento. La fuerza magnética es proporcional a la velocidad v del cuerpo cargado
y resulta cero cuando dicho cuerpo puntual estd en reposo.

En las ecuaciones (6.1.1) a (6.1.5) intervienen las siguientes variables y pardmetros, con sus
unidades?:

= g = carga de prueba, C,

= v = velocidad de la carga, m/s,

= p, = densidad volumétrica de carga, C/m3,

= E = campo eléctrico, N/ C,

= B = campo magnético aplicado, T=N-s/C - m

» i= densidad de corriente o densidad de flujo de carga o flux de carga A / m?,

= g = permitividad eléctrica en el vacio, & = 8.8541878176 x 10712 C%/N - m?,
» ¢ = magnitud de la velocidad de la luz en el vacio, ¢ = 2.9979 x 103 m /s

En electromagnetismo se utilizan varias unidades para designar diversas propiedades eléctricas
y magnéticas. Sin embargo, solamente hay una nueva dimensién que debe agregarse al sistema
internacional de unidades (SIU): 1a unidad de carga eléctrica, que es el Coulomb, C. Asi, todas
las cantidades eléctricas y magnéticas pueden expresarse en el conjunto de unidades bésicas del
SIU, més la equivalencia 47&y N = 1 C%/m?, que procede de la ley de Coulomb. Es decir, el STU
bésico es {Kilogramo, Metro, Segundo, Grado Kelvin, Coulomb}. En la tabla 6.1 se ha concentrado
la mayoria de las unidades usadas en electromagnetismo y se ha determinado su equivalencia en
términos de las unidades basicas del SIU, donde la tinica unidad adicional es el Coulomb.

2En las unidades compuestas, todos los productos posteriores a la diagonal se encuentran en el denominador.
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Tabla 6.1. Unidades electromagnéticas en el SIU ampliado
Cantidad Unidad Simbolo Equivalencias
Fuerza Newton N IN=1kg m/s>
Presion Pascal Pa 1Pa=1N/m?
Energia, Trabajo Joule J 1J=1N'm
Potencia Watt (vatio) W 1W=1J/s=1N-m/s
Carga Coulomb C Unidad eléctrica fundamental*
Corriente eléctrica Ampere A 1A=1C/s
Momento de dipolo Debye D 1D=3336x10°°C-m
Potencial eléctrico Volt v IV=1IN-m/C
Resistencia eléctrica Ohm Q 1Q=1V/A=1J-5/C?
Conductancia eléctrica Siemens S 1S=1Q '=1C* N -m-s**
Capacitancia eléctrica Farad F 1F=1C/V=1C*N-m
Flujo magnético Weber Wb 1Wb=1V.-s=11J-5/C
Inductancia Henry H IH=1Wb/A=11Js%C?
Densidad de flujo magnético Tesla T IT=1Wb/m’=1N-s/C-m
* En las siguientes filas, la primera equivalencia estd en unidades eléctricas y la tltima
en términos de la fuerza [N] o la energia [J] y la carga [C].
** Todos los productos después de la diagonal estan en el denominador.

6.1.3 Fuerzas gravitacionales y fuerzas eléctricas
Todos los cuerpos en la superficie terrestre son atraidos hacia el centro de la tierra por la fuerza
de gravedad terrestre F,. Newton encontré que esta fuerza entre dos cuerpos es una fuerza de
atraccion, la cual actiia en la direccién que une los centros de ambos cuerpos y es directamente
proporcional al producto de sus masas m; y my e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia r entre los centroides de dichos cuerpos. Incorporando una constante de proporcionalidad
G, lo expresado anteriormente da lugar a la conocida ley de Newton de la gravitacion universal:

F,=G (6.1.6)

mliTz 1,
donde A es un vector unitario en la direccién que une los centros de ambos cuerpos y G =
6.6738 x 107! N - m? / kg? es la constante de gravitaciéon universal. Newton elaboré esta ley
unos veinte afios antes de su publicacion en su libro Principiae Mathematica, de 1687. Un siglo
después Coulomb en 1785, utilizando la misma forma matematica de la expresion, pudo estimar
la fuerza eléctrica F, entre dos cuerpos con cargas ¢q; y ¢», cuando sus centroides de carga estdn
separados una distancia r. La ley de Coulomb de la atraccién o repulsién de las cargas es:
I qiq2

F, = %r—zl, (6.1.7)
donde también A es un vector unitario en la direccién que une los centroides de ambos cuerpos
y & es la permitividad eléctrica del medio en el cual estdn inmersas las cargas. Coulomb hizo
experimentos en el aire, cuya permitividad eléctrica es muy cercana a la del vacio, la cual tiene un
valor de & = 8.854187817 x 10712 C? /N - m%.

Ambas ecuaciones (6.1.6) y (6.1.7) de las fuerzas gravitacional y eléctrica se pueden expresar
en los términos de los campos gravitatorio y eléctrico, respectivamente, actuando sobre un cuerpo
cualquiera, cuya masa es m o cuya carga es g. Asi, F, = mg es la fuerza de la gravedad y F, = gE
es la fuerza eléctrica, donde

T2 (6.1.8)

=G— A,
8= Yl +h)
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es el campo gravitacional y

_ L ay (6.1.9)

N 4re 1’72 ’

es el campo eléctrico. En la ecuacion (6.1.8) my es la masa de la tierra y rr es su radio, en tanto
que A es la altura del centro del cuerpo de interés, o cuerpo de prueba, contada a partir de la
superficie terrestre. Es claro que dicha altura es irrelevante en la mayoria de las aplicaciones y que
las irregularidades en la superficie de la tierra, donde las montafias més elevadas tienen sus cumbres
a unos 8 kilémetros de altura sobre el nivel del mar, implican sélo ligeras correcciones al valor del
radio terrestre, rr = 6371 km. La masa de la tierra se ha estimado en 5.972 x 10** kg, con lo cual,
tomada la tierra como un solo objeto homogéneo, se calcula la magnitud del campo gravitatorio
terrestre como la conocida constante gravitacional g = 9.807 N / kg, en tanto que el vector 4
apunta hacia el centro de la tierra.

La descripcion de los campos eléctricos es conceptualmente similar a la del campo gravitatorio,
sin embargo, a diferencia del campo gravitatorio terrestre, que suma en si mismo los campos
gravitatorios generados por todos los cuerpos materiales que configuran la tierra, por lo que el
campo gravitatorio resultante se puede considerar inico y casi constante, los campos eléctricos son
de una diversidad enorme y son mayormente generados para aplicaciones de rutina, por lo que se
requiere elaborar conceptos y métodos para diferenciarlos y determinarlos con cuidado.

Consideremos un conjunto de cargas {¢g;}, j = 1,...n, correspondiente a un conjunto de
particulas materiales cargadas y consideremos una carga de prueba g que se usard para detectar el
campo eléctrico. Cada una de las cargas genera un campo eléctrico que actia sobre g, de modo que
de la ecuacién (6.1.9) resulta que

1 .
Ga,,  paraj=1,..n, (6.1.10)

= %73
es el campo eléctrico generado por la j-€sima carga sobre la carga de prueba g, donde r; es la
distancia entre las cargas ¢ y ¢; y A j es un vector unitario en la direccién de la recta que une las
mismas dos cargas. El conjunto de cargas puede ser localizado determinando un sistema coordenado
para todas ellas, donde x sea un vector de posicion con respecto al origen del sistema coordenado.
La carga de prueba ¢, en este sistema coordenado es ¢(x), donde x € ¥ es cualquier punto del
espacio de interés. Entonces, el campo eléctrico debido a todo el conjunto de cargas, actuando
sobre la carga g es la suma vectorial de los campos generados por cada una de las cargas sobre la
carga ¢(x). Es decir que

E(x) = E{(x—X) + ... + Ep(X—X,) = HLzﬂ.j(x—xj), 6.1.11)
|

X—X;
donde el vector unitario A ;(x —x;) = | J ‘
’ ’ X—Xj

Para comparar las magnitudes de las fuerzas gravitacional y eléctrica, consideremos el
campo gravitacional terrestre, por un lado y un campo eléctrico generado por un potencial de 100 V
entre dos electrodos separados una distancia de 102 m. El campo gravitacional, cuya magnitud
es de |g| = 9.807 N / kg, actda sobre la masa de un protén, m, = 1.66 x 10~27 kg, en tanto que el
Ay 100V
b 102m
protén, de magnitud e = 1.6021 x 10~ C. Entonces, la fuerza de gravedad es

tiene la direccion de la recta que une las cargas.

campo eléctrico, cuya magnitud es de |[E| = = 10* N/ C, acttia sobre la carga del

F, = |Fy| =m,g = 1.66 x 107%" kg x 9.807 N/kg = 1.628 x 1072° N, (6.1.12)
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en tanto que la fuerza eléctrica es
Ay 19 4 15
F,=|F,|=e - )= 1.6021 x 1077 C x 10" N/C =1.6021 x 10~ ° N. (6.1.13)

Aqui vemos que F,/F, = 9.841 X 10'9, es decir que una fuerza eléctrica habitual, sobre un
proton, puede ser muchisimo mayor que la fuerza de gravedad sobre él mismo. En conclusidn,
el uso de campos eléctricos aplicados a fluidos idnicos puede modificar enormemente sus flujos.

Distribucién continua de la carga

Volvamos a considerar el campo eléctrico generado por un conjunto de n cargas distribuidas
en el espacio, de acuerdo a la ecuacidon (6.1.11). Si el conjunto de cargas es muy numeroso,
como ocurre con los fluidos y otros medios continuos, no es adecuado seguirlas representando
individualmente, pues generalmente se requiere manipular resultados en el nivel de descripcion
local. Para mover los elementos de nuestro andlisis a dicho nivel, consideremos una solucién de
iones o solucion electrolitica, donde cada una de las componentes cargadas del fluido conductor
es un electrolito. Si consideramos que una sola carga puntual g; de dicho ion esta situada al interior
de una envoltura arbitraria que encierra una regién ¥, con frontera d¥ e integramos el campo
eléctrico en dicha envoltura, tenemos:

q1 Ai-n q1
E(x -ndS:—j{ as =1 6.1.14
Py (x) dmey Joy 12 & ( )

donde notamos que la integral del lado derecho es igual a 47, es decir, la integral del 4ngulo sélido
sobre la superficie de una esfera. También notamos que el valor de la integral no depende de la
posicién de la carga al interior de la envoltura, sino tnicamente de su presencia al interior y de su
magnitud, de modo que si volvemos a la ecuacién (6.1.11) tenemos para el conjunto de n cargas,

qj; j=1,..,n

1 ¢ 0
E(x) ndS=— = 6.1.15
oV (x) 80;61] & ( )

donde Q es la suma de todas las cargas contenidas en ¥/, lo cual incluye las cargas méviles y las
cargas ligadas, como veremos en la siguiente subseccion.
Apliquemos ahora el teorema de la divergencia al lado izquierdo de la ecuacién (6.1.15) y a
continuacién el teorema del valor medio, para obtener:
Q

E(x)-ndS:/V-EdV:V-EV:—. (6.1.16)
v

4 &

De la dltima igualdad podemos despejar la divergencia media del campo eléctrico:

vE- 2. (6.1.17)
ev
donde Q/V corresponde a una densidad volumétrica de carga para la regién ¥, donde también, el
valor medio de la divergencia del campo eléctrico es V - E. Consideremos una sucesién de regiones,
cada vez mds pequeias, alrededor de un punto x; en el limite cuando el tamafio de la regién tiende
al de la escala del nivel local de 107® m (ver subseccién 2.1.1), cuya escala de volumen seria
8Vioe = 10718 m3, proponemos la definicién de la densidad de carga local p,:

lim (0]

Vs Vi V (6.1.18)

Pe =
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En este mismo limite, el valor medio de la divergencia del campo eléctrico tiende a su valor
local, es decir que la ecuacién (6.1.17) resulta ser la conocida relacién de Gauss para el campo
eléctrico, la cual fue expresada para un espacio vacio en la ecuacién (6.1.1). Es importante precisar
que la ley de Gauss es aplicable a cualquier medio continuo, si la densidad de carga p, es tomada
como la densidad de carga total, que incluye las cargas moviles y las cargas ligadas. Las cargas
ligadas, sin embargo, se generan como consecuencia de la aplicacién de los campos eléctricos y se
relacionan con el fenémeno de la polarizacién, que se describe a continuacion.

Polarizacion y desplazamiento
Cargas moviles y cargas ligadas

La movilidad de las cargas se relaciona con las distancias atomicas, usualmente en el orden
de los Amstrongs (¢, = 10~'9 m). Son cargas ligadas aquellas que sélo se desplazan distancias
inferiores al tamafio de un atomo. En cambio, las cargas méviles presentan desplazamientos
mucho mayores que las distancias atomicas. Ademads, los desplazamientos de las cargas méviles
generan mapeos con cambios continuos en el parametro tiempo, es decir, las cargas moviles son
atributos de algunas especies quimicas que fluyen, movidas por campos eléctricos. Las cargas
ligadas afectan la configuracién del material en el nivel molecular, en la medida que se aplica un
campo eléctrico. Si dicho campo eléctrico deja de existir, la configuracién atémica vuelve a la
original, dejando de existir cargas ligadas.

En el electromagnetismo clasico, el desplazamiento de las cargas méviles se relaciona con
su velocidad de flujo, en tanto que el desplazamiento de las cargas ligadas se relaciona con la
polarizacién del medio continuo. Los materiales dieléctricos son aquellos materiales que polarizan
cuando son expuestos a un campo eléctrico.

Mecanismos de polarizacion

La polarizacion es una medida de la magnitud y orientacion de los dipolos que se forman
en un material dieléctrico bajo la accion de un campo eléctrico en un medio con cargas
ligadas, alineando las componentes positivas en la direccién del campo eléctrico y las componentes
negativas el la direccion opuesta, en el caso de los materiales eléctricamente isotrépicos. Si los
materiales son no-isotrépicos, la alineacion de las componentes no coincide con la direccién del
campo eléctrico y se presentan los fendmenos conocidos como birrefringencia y dicroismo. Existen
varios mecanismos que dan por resultado la polarizacion de las cargas ligadas; estos mecanismos
se describen a continuacién y cada uno tiene una forma matemaética en términos de un vector
de polarizacién p, una carga elemental del dipolo ¢, la cantidad de dipolos n y un vector de
desplazamiento de los centros de carga del dipolo d, de modo que p; = a;n;q;d;, donde o; es la
polarizabilidad del j-ésimo mecanismo de polarizacién.

Polarizacion electrénica

Imaginemos que un 4tomo, en ausencia de un campo eléctrico, tiene una configuracién parecida
a una nube electronica esférica envolviendo su niicleo, donde el centro de carga de la nube
electronica coincide con el centro de carga de las particulas nucleares. Bajo la accién de un campo
eléctrico, el centro de carga de la nube electrénica se desplaza, con respecto al nicleo, en la
direccién opuesta al campo, de manera que la configuracién del 4tomo cambia, quedando el niicleo
en una posicién excéntrica con respecto a la nube electrénica y generando un desplazamiento
d, entre el centro de carga de la nube electrénica y el centro de carga del niicleo. Los tiempos
caracteristicos de la polarizacién electrénica son del orden de 107! s al de 10713 s.

Polarizacién atémica

En los sélidos cristalinos, los iones de signo distinto se desplazan bajo la accién de un campo
eléctrico, modificando levemente las distancias en la red cristalina y generando polarizacién atémica,
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cuyos tiempos caracteristicos son similares a los de la polarizacién electrénica.

Polarizacion orientacional

Las moléculas de los materiales dieléctricos son polares o no-polares. Las moléculas polares
tienen configuraciones con dipolos permanentes, como el agua. La accién de un campo eléctrico
sobre las sustancia polares alinea los centros de carga positivo y negativo de las moléculas, en la
direccién del campo eléctrico. La accidn de un campo eléctrico sobre las moléculas no-polares
puede polarizarlas, generando dipolos inducidos. El tiempo de relajacion rotacional efectivo para el
agua es de unos 8 x 10712 s. La reorientacién de los dipolos permanentes ocurre s6lo a frecuencias
inferiores a 10~!2 Hz.

Polarizacion interfacial

Las interfaces de diversos materiales y las regiones de un material donde no es homogéneo, son
lugares donde el campo eléctrico sufre distorsiones de amplio rango y puede aumentar la capacidad
de almacenamiento de carga del dieléctrico y su permitividad se puede ver incrementada como
consecuencia de dichas inhomogeneidades.

El vector de desplazamiento

Los mecanismos de polarizacién de un dieléctrico tienen un efecto aditivo, aunque diferentes
tiempos de respuesta. La polarizacién total P es entonces la suma de las contribuciones de los
mecanismos importantes para algiin material de interés, es decir que:

&P =) oynjq;d; = ex.E. (6.1.19)
J

La dltima igualdad de la ecuacion (6.1.19) corresponde a una relaciéon de comportamiento para
las cargas ligadas del material en cuestion, valida para materiales isotropicos. Una consideracién
fundamental es que los desplazamientos de los centros de carga de los diversos mecanismos de
polarizacion, d;, coinciden en direccion con la del campo eléctrico E. Esta relacién de comporta-
miento se basa también en la existencia de una propiedad, llamada la susceptibilidad eléctrica, y,,
que aglutina los efectos aditivos de los distintos mecanismos de polarizacion, con sus respectivas
polarizabilidades, a;, j =1,2....

Es claro que la polarizacién incrementa la carga. En los materiales que presentan polarizacion,
la densidad de carga 71 se compone de una parte referida como la densidad de las cargas
moviles, p.)s y otra parte que es la densidad de las cargas polarizadas o ligadas p.p, es decir
que P, = Pem + Pep- La densidad de las cargas polarizadas en un campo eléctrico E(x), se relaciona
con el vector de polarizacién P(x), de modo que

/V PepdV = — 7{9  €n-Pds, (6.1.20)

es decir que la polarizacién neta en la frontera de una regién dada, cruzando la frontera hacia
el interior de 7/, equivale a la totalidad de la carga polarizada en ¥'. Aplicando el teorema de
divergencia encontramos que

pep =~V -P=—gyy.V-E. 6.1.21)

donde la dltima igualdad se deriva de proponer que la polarizacién es sélamente debida a la
aplicacion del campo eléctrico. Podemos, ahora, expresar la carga en sus dos contribuciones, como
la carga movil p.y mds la carga ligada p,p, en la ecuacién de Gauss (6.1.1), y sustituir la ecuacién
(6.1.21) para p,.p, encontrando que

V-E=

Per +Per _ Pert — E0XeV - E

6.1.22
& & ( )
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donde podemos despejar peps:
eo(1+2)V-E = peu, (6.1.23)
y podemos aglutinar las constantes en el concepto de permitividad del material, £, de modo que
€= g&(14 ) = &€, (6.1.24)

depende del material usado y corresponde a un factor que multiplica a &. Dicho factor es aditivo al
efecto del espacio vacio, en el caso de la susceptibilidad eléctrica, ¥., en tanto que es puramente
multiplicativo cuando se considera &,, que es comunmente llamado la constante dieléctrica o
permitividad relativa del material.

El campo eléctrico E, multiplicado por la permitividad eléctrica del material € es el vector de
desplazamiento D [C / m?] que se define como

D=¢g(E+P)=¢E=¢g(l+ % )E=¢gE, (6.1.25)

Esta definicién puede entenderse como una relacién de comportamiento que es equivalente a
(6.1.19) y puede expresarse diciendo que el campo de desplazamiento D(x) es el campo eléctrico
aplicado a un material dado, lo cual permite expresar la ecuacién de Gauss para cualquier material
(6.1.23) que satisface la relacion de comportamiento (6.1.25), como

V-D = poy. (6.1.26)

Permitividad eléctrica

Hemos dicho que la permitividad eléctrica en el vacio es &) = 8.8541878176 x 102 C%/
N - m? y que la permitividad eléctrica de los diversos medios se determina como un factor de &,
llamado la constante dieléctrica &., de modo que la permitividad eléctrica de un medio es € = €,&.
También se puede expresar la permitividad eléctrica utilizando el concepto de susceptibilidad
eléctrica J,, cuya relacion es € = (1 + x.)&. El uso de . no es una simple alternativa, pues el
concepto viene de considerar la influencia de las cargas ligadas en la corriente eléctrica, como
veremos en la siguiente seccion. En la tabla 6.2 se encuentran los valores de la susceptibilidad
eléctrica y de la constante dieléctrica de algunos fluidos y sélidos.

Tabla 6.2. Susceptibilidades eléctricas y
constantes dieléctricas de varios materiales
Material \ Xe \ &
Aireseco | 5x 107% 1.0005
Teflon 1.04 2.04
Plexiglas 24 34
Vidrio pyrex 4.6 5.6
Neopreno 5.9 6.9
Porcelana 6 7
Silicon 11 12
Aceite mineral 18.5 19.5
Etanol 23 24
Agua 79 80
Acetona 189 190
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Ecuaciones de Maxwell para medios continuos (nivel local)

La ley de Gauss para la electricidad (6.1.1) estd formulada en el vacio (aire) y para el nivel
molecular. En cambio, formulada en la forma de la expresion (6.1.26) aplica a cualquier material
dieléctrico, en el nivel de descripcidn local. Lo anterior ha requerido establecer la relacién de com-
portamiento (6.1.25), al utilizar el vector de desplazamiento como un campo eléctrico modificado
por el fenémeno de la polarizacion.

Este procedimiento se puede extender al campo magnético, ya que se ha definido el campo
magnético aplicado, B, concepto generado de los experimentos en aire y en tubos de vacio,
y por lo tanto aplicable, como se ha discutido, en el nivel molecular, en tanto que el campo
magnético inducido, H, opera en el nivel local para una diversidad de materiales. Una relacion de
comportamiento muy sencilla, para H, se elabora al considerar el efecto de 1a magnetizacion M,
andlogo al concepto de polarizacién, de manera que H = B — M. La magnetizacidn se representa
como una funcién de B, para materiales con isotropia magnética, siguiendo una linea de pensamiento
similar a la que sirvié para encontrar D como funcién de E. Finalmente las ecuaciones de Maxwell
en medios continuos son (1) la ecuacion de Gauss para electricidad (6.1.26), (2) la ecuacion de
Gauss para magnetismo (6.1.2), la cual no tiene cambio de forma, (3) la ecuacién de Faraday (6.1.3),
que tampoco cambia y finalmente, (4) la siguiente ecuaciéon de Ampere-Maxwell, apropiada para el
nivel local:

oD

VxH=—+i 6.1.27
X 5 1 ( )

dD
donde i, [A/m?] es la densidad de corriente de las cargas méviles, y donde — = ip se puede

ot

tomar como la definicién de la densidad de corriente de desplazamiento, ip, que se manifiesta en
los transitorios muy rapidos, del orden de algunos nanosegundos (ns).

Desacoplamiento de las fuerzas eléctricas y magnéticas

La fuerza electromagnética, conocida como la fuerza de Lorentz, ecuacién (6.1.5), es cero para
una velocidad v elegida convenientemente. En tal caso F;, = 0 implica que E = —v X B, y sus
modulos son tales que

|E| = |v||B|[sen B], (6.1.28)

donde B es el dngulo entre los vectores v y B, cuya funcién seno tiene valor maximo cuando
elegimos a v ortogonal a B. Considerando el senf8 = 1 y despejandos el médulo de la velocidad,
tenemos que

[v|=v B (6.1.29)
es un valor tipico de la velocidad del electrolito, propia de procesos electromagnéticos donde el
efecto eléctrico y el magnético son de magnitudes similares y por lo tanto deben ser considerados
conjuntamente en la descripcién de los procesos. Pero la razén |E| / |B| = o(c), es del orden de la
velocidad de la luz. Por lo tanto, cuando la velocidad de flujo tiene valores mucho menores a la
velocidad de la luz en el vacio, como es la generalidad de los casos, los fenémenos eléctricos y los
magnéticos estan desacoplados.

Una version particular de las ecuaciones de Maxwell, cuando no se aplica un campo magnético
y la magnetizacion es despreciable, puesto que el campo magnético generado por las corrientes
eléctricas es muy pequeio, se obtiene en el limite cuando la permeabilidad magnética 1y — 0. En
tal caso, B ~ 0, E es irrotacional y existe un potencial eléctrico tal que E = —V¢. Sin embargo, es
importante destacar que H, el campo magnético inducido, no es despreciable. Entonces, el conjunto
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particular de las ecuaciones de Maxwell que se satisfacen en los flujos de electrolitos, consta de las
siguientes ecuaciones:
Ecuacion de Gauss:

V-D = pey, (6.1.30)
Ecuacién de Faraday:
VxE=0, (6.1.31)
donde
D=¢E (6.1.32)

es una relaciéon de comportamiento para el vector de desplazamiento D.
Ecuacién de Ampere-Maxwell:

I_iD—i—i_%lt)—i—i_VxH, (6.1.33)
donde I es la densidad de corriente total, que es la suma de la densidad de corriente de
desplazamiento ip, la cual afecta los transitorios muy rapidos, en el orden de los nanosegundos,
maés la densidad de corriente de las cargas moviles i, o flux neto de carga movil, el cual,
encontrado en los flujos de electrolitos, toma en cuenta los efectos de conveccion, difusién y
electromigracion, como analizaremos en las siguientes secciones.

Electrocinematica de soluciones electroliticas

Especies electroliticas

Las ecuaciones (6.1.30) a (6.1.33) aplican a las cargas méviles, las cuales requieren de un
cuerpo portador al ser transportadas a través del sistema de flujo. Los cuerpos portadores de carga
son de dos tipos: los electrones y los iones. Las especies idnicas son también llamadas especies
electroliticas o electrolitos, y son generadas por una especie quimica en solucién, generalmente
acuosa, que se disocia en iones con cargas positivas y negativas. Una especie quimica, al diso-
ciarse, genera dos 0 mas especies idnicas. Hay especies idnicas que se forman por combinaciones
de otras especies i6nicas, de acuerdo con las relaciones estequiométricas entre ellas.

Consideremos, por ejemplo, los cloruros y los yoduros de potasio y de magnesio, es decir, las
sales de potasio KCI y K1 y las sales de magnesio MgCl, y Mgl,. Al disolver estas cuatro sales en
agua se formarén algunas especies i6nicas, como las ocho siguientes:

(Kt ,Mg™,Cl™, I~ ,MgI, ~ ,MgCI9,MgCly ,MgI'"}, etc...

Desconocemos de que maneras se aglutinan los 4tomos en las especies idnicas de una solu-
cién electrolitica; las especies mostradas no son mas que ejemplos de los agrupamientos que se
podrian presentar, sin embargo, lo importante es saber cuantos de dichos agrupamientos son
independientes, pues los otros estarfan vinculados por medio de balances estequiométricos. Asi,
por ejemplo, podemos establecer los balances:

Mgl;~ = Mgtt+4I-

+ -
Mgl' = Mg'til 621
MoCh = Mgt +2CI

MgCly = Mgt +3Cl~
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Estos balances sobre la composicion de las especies i6nicas solamente establecen las propor-
ciones entre las cargas elementales de la diversidad de especies i6nicas propuestas y nada tienen
que ver con su grado de disociaciéon. Sin embargo, podemos ver que, de las ocho especies i6nicas
propuestas n;, = 8 es posible establecer cuatro relaciones r = 4, las ecuaciones en (6.2.1), de modo
que existen cuatro especies iOnicas independientes n, es decir que n = n;, —r.

Las ecuaciones (6.2.1) son representaciones de las cargas i6nicas en el nivel molecular, en los
términos de sus cargas elementales, recordando que el valor absoluto de la carga de un protén y
de un electrén es e = 1.6021 x 107! C. Sin embargo, los portadores de dichas cargas son ciertas
cantidades de las sales respectivas en solucidn, es decir, ciertas cantidades de electrolitos, los
cuales se determinan, generalmente, en términos de sus concentraciones molares. Al utilizar la
base molar se facilita establecer los balances de cargas, ya que las cargas, contadas en multiplos
de las cargas elementales, se adaptan directamente a los balances de masa en términos molares,
ecuaciones (5.2.11) y (5.2.12).

Al tratarse de especies iOnicas, es conveniente especificar el significado del subindice K
que etiqueta la especie K—ésima. Dichas especies son ahora cada una de las especies ionicas
independientes. Asi, en el ejemplo anterior tenemos que {K™, Mgt CI~ I~ },son las cuatro
especies i6nicas independientes, cuyas concentraciones se representan, en general, por cx gmol /
m?, o en general, podemos nombrar las especies iénicas como el conjunto {D, ...,J}, de manera
que K = D, ...,J son cada una de las especies i6nicas.

Movimiento de los cuerpos puntuales idnicos o electroliticos

Un fluido electrolitico es un cuerpo multicomponente %, compuesto por la unién de
los cuerpos de todas las especies quimicas presentes, {A, B, ...,G}, entre las cuales puede haber
especies moleculares como {A,...,C} y hay, necesariamente, un conjunto de especies iénicas, o
electrolitos, como {D,...,G}, de modo que:

Cr =%y U ..U%U%pU ...U %, (6.2.2)

El cuerpo multicomponente electrolitico 4, también es equivalente a un conjunto cuyos
elementos son cuerpos puntuales ionicos o cuerpos puntuales electroliticos, &, tales que

= 3 (6.2.3)

Estas particulas materiales contienen portadores de carga y satisfacen mapeos uno-a-uno
en cierta regién del espacio euclidiano E3. ademds, tienen propiedades suficientes que permiten
definir sus configuraciones, x = f,; (), sus movimientos £/ (£,7) y sus familias de deformaciones
fu (xo,1), asi como sus respectivas inversas. Podemos determinar univocamente las particulas
materiales electroliticas o ionicas a partir de asociarles una velocidad, la cual coincide con la
velocidad promediada en la masa del fluido electrolitico, dada por una ecuacién equivalente a la

expresion (5.3.8), es decir que:

ofy\  dfy E
((91‘)5 = W = V(X,t) = K;A WKVEK. (624)

Para todo cuerpo puntual iénico, podemos definir la densidad de carga de la especie K-ésima,
que corresponde a su concentracion cg, COmo:

Pek = (Navoe)ZKCK = Fzgck. (6.2.5)

El producto entre paréntesis de la ecuacion (6.2.5) se conoce como la constante de Faraday
F = Nyoe = 6.02252 x 10%* moléculas/gmol x 1.6021 x 10~' C/molécula = 9.6487 x 10* C



6.2.3

6.2 Electrocinemadtica de soluciones electroliticas 201

/ gmol, es decir que la constante de Faraday corresponde a la carga de un gramo-mol de
iones univalentes. Ademads, el factor zx es la valencia de la especie i6nica K —ésima, que se suele
nombrar también nimero de carga. Utilizando el nimero de carga zx = 0 para cada una de las
especies no disociadas en iones, por decir, en un ejemplo, para K = A, ...,C, podemos extender a
todas las especies, i6nicas y moleculares, las sumatorias relacionadas con las cargas, en tanto que
también tomaremos en cuenta a todas las especies cuando todas contribuyen al término. Asi por
ejemplo, en el sistema multicomponente, la densidad p de la mezcla multicomponente es:

p=Y Pk (6.2.6)

en tanto que la densidad de cargas moviles p,ys de la mezcla multicomponente es:

G P G G
Pemt = Z FZKMi = Z Pek = Z Pek (6.2.7)
K=A K g=a K=D

donde la concentracién en unidades molares, cx = px /Mg se ha sustituido y se ha usado la Ecuacién
(6.2.5) para la densidad de carga de la K-ésima especie i6nica. La reduccion de términos en la
sumatoria se debe a que zx = 0 para las especies moleculares (no disociadas) K = A, ...,C, en tanto
que zxg #0para K =D, ...,G.

Principio de electroneutralidad

Las soluciones de electrolitos se fabrican a partir de sus componentes en estado sélido, en el
cual, las cargas i6nicas se encuentran combinadas en cada molécula neutra del componente dado.
Al disolver la sal en agua, se liberan los iones y en el estado ionico, las cargas son atributos de
los cuerpos portadores, es decir, los iones; sin embargo, sabemos que las cargas positivas estan
en la misma proporcién que las negativas, ya que provienen de los componentes sélidos de carga
neta cero, de modo que si consideramos una solucién electrolitica en su totalidad, la cual ocupa una
regién ¥ (t) C E?, podemos expresar el principio de electroneutralidad integral como:

G G
/ PemdV = / Y. pexdV = / Y FzkegdV =0, (6.2.8)
V(1) V(1) K= V(1) k=

para una mezcla electrolitica con {D, ..., G} especies i6nicas, donde se ha usado la Ecuacion (6.2.7).
Mediante una consideracién especial que no es aplicable a todas las mezclas, es posible
establecer una expresion local. En efecto, si podemos decir que, independientemente del tamafo y
de la forma de la region #'(¢) se sigue cumpliendo la ecuacién (6.2.8), entonces es cierto que el
integrando mismo es cero, es decir, que se satisface un principio de electroneutralidad local:

G
pu= Y pex =0, V&. (62.9)
K=D

La aplicacién de este dltimo principio requiere la homogeneidad o uniformidad de cargas de la
solucion electrolitica, en el nivel local; esto quiere decir que en la condiciéon de electroneutralidad
local, cualquier cuerpo puntual electrolitico, é, tiene carga cero.

Hay algunas situaciones en las que el principio de electroneutralidad local es aplicable a una
sub-region o algunas sub-regiones mas pequefias que la regién mds amplia #'. Sea ¥y(¢) una
de dichas sub-regiones, de modo que ¥y C ¥. Notoriamente, en la regién interna de la doble
capa eléctrica no se cumple el principio de electroneutralidad, pero en la region externa si se
cumple dicho principio.
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Ecuacion de conservacion de la carga

La conservacion de la carga es un principio fundamental de la electrocinemadtica de solucio-
nes electroliticas. Antes de establecerlo hemos de mostrar que su consecuencia: la ecuacion de
conservacion de la carga, estd ya contenida en las ecuaciones de Maxwell. En efecto, si aplicamos
el operador de divergencia, V-, a la ecuacién de Ampere-Maxwell (6.1.33), invertimos su orden de
aplicacién con la derivada temporal del desplazamiento y luego sustituimos la ecuacion de Gauss
(6.1.30) en la expresion resultante, tenemos

apeM
ot

que asi queda en evidencia cémo es una consecuencia directa de las ecuaciones de Maxwell,
que no ha requerido la formulacién de algin principio de balance o conservacién adicional. Sin
embargo, dicho principio existe y es conocido como el principio de conservacion de la carga, de
acuerdo con el cual

+V.i=0, (6.2.10)

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA CARGA MOVIL TOTAL EN UNA REGION FIJA
DEL ESPACIO ES IGUAL AL FLUJO NETO DE CARGA MOVIL QUE INGRESA A LA REGION
A TRAVES DE SU FRONTERA.

Para aplicar este principio, consideremos una region fija del espacio, #', limitada por una
superficie cerrada d ¥/, cuyo vector unitario normal exterior es n 'y sea Q(¢) la carga total encerrada
en la regién ¥/, de modo que

fZZLPeMdV:éV—n-idS. (6.2.11)
Intercambiando el orden de aplicacion de los operadores de derivacion e integracién, en el
término de la derivada temporal, y aplicando el teorema de divergencia a la integral de drea, reagru-
pando los términos dentro de una sola integral de volumen y tomando en cuenta la arbitrariedad del
tamafo y la forma de la regién de integracion, obtenemos la ecuacién de continuidad de la carga
(6.2.10), por medio de la aplicacién del principio de conservacién de la carga, enunciado arriba.

Densidad de flujo masico y densidad de corriente

Todas las especies, las i6nicas y las no-idnicas, satisfacen balances de masa que se expresan de
dos maneras: por una parte estdn los balances en unidades de densidad de masa, ecuacion (5.2.4).
Por la otra parte, estdn los balances en unidades de concentracién molar, ecuacion (5.2.11). El paso
de la primera a la segunda forma se efectia simplemente dividiendo la primera ecuacién entre la
masa molar M.

Debido a que las cargas de las especies i6nicas se relacionan directamente con la naturaleza
de los atomos y de las moléculas de dichas especies, el balance de masa en unidades molares
estd mejor acondicionado para obtener el balance de carga de la especie i6nica K-ésima, sin
embargo, en los sistemas de electrolitos, generalmente sales disueltas en agua como disolvente,
la velocidad hidrodinamica v es la cantidad que se mide con mayor frecuencia, de modo que
una representacion hibrida del balance de masa, con el flujo convectivo basado en la velocidad
hidrodinamica, pero con un balance de masa expresado en densidades molares de flujo, es la
representacion mas adecuada para los flujos de electrolitos.

Inicialmente, vamos a encontrar la densidad de corriente i, al sumar los balances de masa de
todas las especies idnicas, ya que los iones son los portadores de carga y el balance de masa de una
especie i6nica debe corresponder a su balance de carga, que una vez sumado a balances de cargas
semejantes, para todas las especies idnicas, debe ser equivalente a la ecuacién de conservacién de
la carga (6.2.10).
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El balance de masa (5.2.4), que repetimos a continuacion, por facilidad, es:

‘95;<+v.n,< — 6.2.12)

el cual representa el balance local de masa de la K-esima especie idnica, es decir, su balance local
en cualquier punto del campo de flujo, en su representacion euleriana. Si el cuerpo puntual &g, que
instantdneamente ocupa el punto, es portador de carga, podemos saber cémo se da el movimiento
local de carga asociando la carga que lleva el cuerpo &k al balance de masa (6.2.12). La forma de

F
hacerlo es multiplicando la ecuacién (6.2.12) por # de donde resulta:
K

d (Fzk Fzg Fzx
g V. — 2.
at<1qu >—|— <MKnK rg, (6213)

cuyos términos tienen unidades de [C / m?- s]. Consideremos una mezcla electrolitica formada por
{A,...,G} especies, de las cuales, algunas, por ejemplo {D,...,G} son especies ionicas. Sumando
los balances de cada especie, para todas ellas, tenemos:

0 9 (Fzk S (Fzx S Fzx
i e ) % X () = X e o

K=A K=A

donde la valencia zx = 0, para las especies moleculares, como podrian ser las de este ejemplo:
K =A,...,C. Identificando la sumatoria del primer término de esta ecuacién con la densidad de
carga movil, ecuacién (6.2.7), y comparando término a término con el principio de conservacion de
la carga, expresado por la ecuacion (6.2.10) vemos que el primer término de la primera ecuacién es
equivalente al primer término de la segunda. Ademas, los términos de reaccion, representados del
lado derecho de la ecuacién (6.2.14) estan eléctricamente balanceados, de modo que la sumatoria
de todos ellos es cero, es decir:

G

F
Y “Ke—o. (6.2.15)
k=4 Mk

Similarmente, también podemos comparar los términos de flujo de las ecuaciones (6.2.10) y
(6.2.14), para encontrar que:

G
F
i= ) —ng, (6.2.16)

es decir, que la densidad de corriente de las cargas méviles i es igual a la suma de los flujos de
densidad de carga de todas las especies idnicas, la cual es igual a las cargas asociadas a la suma
de las densidades de los flujos mésicos. Claramente, las unidades de los términos de la sumatoria
coinciden con las de i [A / m?].

Hemos dicho que la densidad de corriente de las especies i6nicas, cuando son sujetas a un
campo eléctrico E, tienen un término adicional a los términos de conveccion y difusién, que les
son comunes con los flujos de otras especies quimicas de una mezcla. El movimiento causado a
los portadores de carga, por la presencia de un campo eléctrico, se conoce como migracion
eléctrica; asi que podemos incorporar la contribucién de un término migratorio a los términos
pre-existentes de flujo convectivo y flujo difusivo.
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6.2.6 Conveccion, difusion y migracion de electrolitos

En una mezcla electrolitica el flujo masico ng de un electrolito se divide en tres componentes,
en tanto que para las especies moleculares, tratadas en la Seccién 5.3, s6lo fue necesario establecer
dos componentes: el flujo convectivo y el flujo difusivo de una especie molecular. También existen
s6lo estos dos términos cuando una especie idnica no estd sujeta a la accién de un campo eléctrico
externo. Sin embargo, la accién de un campo eléctrico sobre los portadores de carga da lugar
a una fuerza eléctrica que da lugar a un flujo migratorio, adicional a los flujos convectivo y
difusivo. En consecuencia, la ecuacion (5.3.19) debe ser ampliada para incorporar la densidad de
flujo migratorio mg, de modo que

ng = PxVg = PxV+jx +mg. (6.2.17)

La ecuacidn (6.2.17) se puede sumar para todas las especies de la mezcla, resultando:

G G G G G
Y nk=) pxkvk =) pxv+ Y i+ Y, mx. (6.2.18)
K=A K=A K=A K=A K=A

En el capitulo 5 hemos definido la densidad de la mezcla o densidad del cuerpo puntual
multicomponente, ecuacion (5.3.1), como la suma de las densidades parciales de todos los compo-
nentes:

G
p=1Y px (6.2.19)
K=A

asi como la definicion de la velocidad hidrodinamica, velocidad media de la mezcla o velocidad
convectiva centrada en la masa o velocidad baricéntrica:
1 G
v=—Y pxvk, (6.2.20)
P K=A

encontramos las siguientes igualdades, a partir de la ecuacién (6.2.18):

G G
pVv = Z PxVK = Z ng, (6.2.21)
K=A K=A
G G
Y jk=) mg=0. (6.2.22)
K=A K=A

En general, la difusioén y la migracién son dos fenémenos con diferentes procedencias, por lo
que cada una de sus sumatorias debe ser cero.
Por otra parte, sustituyendo la ecuacién (6.2.17) en (6.2.16), encontramos que

G
i=) pr Z —JK Z —mK, (6.2.23)
K A

o bien, en variables molares, pero con la velocidad hidrodindmica como velocidad de referencia del
flujo convectivo, tenemos:

G .

. Fzg JK
=Yy K= Frx-X F 6.2.24
i KZ::A = eV + Z SV KZA Zx s MK (6.2.24)
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donde se ha usado la definicién de la carga mévil, ecuacién (6.2.7) y donde (jx/Mk) es el flux
difusivo de la K-ésima especie en unidades molares, con respecto a la velocidad hidrodindmica v
como velocidad convectiva de referencia y similarmente, (mg/Mk) es el flux migratorio de la K-
ésima especie ionica en unidades molares, o mejor dicho, en equivalentes quimicos, También con
respecto a la velocidad hidrodindmica, como referencia del flujo convectivo. Es importante enfatizar
que los fluxes difusivo y migratorio mencionados arriba, no deben considerarse cantidades
mixtas, puesto que su expresion en unidades molares es consecuencia de la simple transformacién
de unidades, es decir, el escalamiento de unidades de kg a gmol, utilizando la masa equivalente Mg,
pero se trata de los términos usuales en el sistema basado en la masa, con sistema de referencia
convectivo basado en la velocidad hidrodindmica o barimétrica v, por lo cual podemos afirmar la
congruencia de la expresion (6.2.24) y afirmar que no se trata aqui de un descuido muy extendido
al usar coeficientes de difusién y movilidad expresados en una base, ya sea mdsica o molar, con
ecuaciones expresadas en la otra base, algunas veces restringiendo dicho procedimiento al uso de
soluciones diluidas, donde los coeficientes en ambas bases tienen valores muy parecidos.

Migracion y movilidad de iones en mezclas electroliticas
Composicion de la velocidad de una especie idnica

La velocidad de flujo de la K-ésima especie quimica iénica puede descomponerse en tres
partes: la velocidad hidrodinamica v, a la cual viaja la mezcla fluida, la velocidad de difusion
ug, que coincide con la velocidad definida por la ecuacion (5.3.17) para la difusién de la especie
considerada en la mezcla y la velocidad de migracion wg, que resulta directamente del transporte
de cargas méviles en un campo eléctrico. La velocidad del electrolito, o especie iénica K-ésima es
entonces:

Vg =V+ug+wg. (6.2.25)

Es importante considerar que la velocidad de difusion ug estd determinada por las interacciones
de la especie i6nica K-ésima con las otras especies, que el flujo medio o flujo convectivo de la
especie K-ésima coincide o forma parte del flujo medio de la mezcla, a su velocidad baricéntrica o
hidrodindmica, como se ha analizado en el capitulo 5.

Migracién y movilidad iénica

La contribucién nueva de las especies idnicas al flujo de las mezclas electroliticas reside en su
velocidad de migracién wg, la cual esta determinada principalmente por el campo eléctrico
externo E. Si multiplicamos la ecuacién (6.2.25) por la densidad parcial de la especie K-ésima, pg,
y comparamos sus términos con la ecuacién (6.2.17), encontramos, en particular, que la densidad
de flujo migratorio, o flux migratorio, se puede representar como:

mg = pxwWg = pxAxE, (6.2.26)

donde Ak es un pardmetro de proporcionalidad, conocido como la movilidad de la especie K-ésima.
La velocidad de migracién se considera debida exclusivamente al campo eléctrico, por lo que se
propone linealmente proporcional al mismo, de donde resulta que wgx = AgE.

En el sistema multicomponente podemos representar, por analogia con la difusién multicompo-
nente, ecuacion (5.6.5), una expresion para la migracién multicomponente de la forma:

G
my = px ) oAk E, (6.2.27)
I#K

donde Ak; son coeficientes de movilidad multicomponentes3. Como en la difusion de multicom-
ponentes, la migracidon de multicomponentes se toma aqui como la suma de las fuerzas impulsoras

3c.fn Haase (1969), citado por Roy (1974).
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que las diversas especies idnicas efectian bajo un campo eléctrico dado, sobre la especie idnica
K-ésima. Esta sumatoria, asi como la de la ecuacidn (6.2.28) se efectia sobre las especies idnicas
distintas de la especie K-ésima, es decir, para {D,...,I # K,...,G}. Sin embargo, esta forma de
considerar la migracion no tiene tanta importancia como en el caso de la difusién multicomponente,
basicamente porque las fuerzas impulsoras son todas iguales al vector de campo eléctrico con algin
coeficiente de movilidad propio del par de iones. Asi, la fuerza resultante no es otra que el campo
eléctrico multiplicado por un factor escalar que resulta de la suma en I de todas las movilidades
Ak1, ponderadas en su fraccién masa @y, al cual llamamos coeficiente de movilidad efectiva de la
especie K-ésima, A, tal que

o G
Ak =Y odg. (6.2.28)
I#K

Por otra parte, en el sistema molar, las movilidades Ak son diferentes. Roy (1974) desarrolla
un procedimiento para encontrar la relacion de las movilidades del sistema molar Agx con las

movilidades del sistema masico Ak, del cual resulta la ecuacién *:
G
Ag =2k — Y XAy, (6.2.29)
I=D

donde la sumatoria se hace sobre todas las especies idnicas, es decir, para I = D, ..., G. La movilidad
Ak se usa con la expresion para el flux migratorio en unidades molares M:

Mg = cxkAkE. (6.2.30)

Este flux migratorio Mg se diferencia del flux migratorio mg, ver ecuacion (6.2.24), en su
velocidad de referencia de flujo convectivo, que es V en el caso de Mg, en tanto que es v en el caso
de mg. Sin embargo, ambos términos Mg y mg tienen las mismas unidades de [gmol/ m?-s].

Unidades de la movilidad

Si consideramos la igualdad wgx = AgE, y recordando que las unidades del campo eléctrico
E son [V/m] = [N/C] (ver tabla 5.1), encontramos que las unidades de Agx son [C-s/Kg] =
[m?/V -s]. Sin embargo, la movilidad también se encuentra reportada como A, en unidades de
[cm? - gmol/|zk| x 10°T - s] = [cm - gmol/|zk| x 10’N - s], donde |z¢| es el valor absoluto de la
valencia de la K-ésima especie i6nica. La relacién entre ambos pardmetros de movilidad es:

Ak = Ag|zk|F, (6.2.31)

donde F es la constante de Faraday, definida c.fr. ecuacion (6.2.5). Entonces, salvo por la adecua-
cién entre multiplos y submiltiplos en el sistema decimal, es posible utilizar cualquiera de las
definiciones de la movilidad.

Relacion de Nernst-Einstein

La difusion es un proceso intimamente ligado a la caminata aleatoria de las moléculas de una
especie, impulsadas por sus interacciones térmicas con las otras especies. La migracién es un
proceso cuyo movimiento, que se superpone a la caminata aleatoria, es impulsado por una fuerza
eléctrica sobre los iones. Es razonable pensar que la difusion y la migracion de una especie i6nica
son procesos que deben estar relacionados entre si. Einstein expreso el sentido de dicha relacién
al demosttrar que, en las especies i6nicas, la caminata aleatoria coincide con la movilidad del
proceso migratorio, es decir que el coeficiente del gradiente de potencial quimico se puede escribir

“Roy, 1974, Ecuacién 4.24
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en términos de la difusién y en términos de la movilidad, en el sistema de referencia baricéntrico,
Ccomo:
Dk . M
==
RT |zx|F

(6.2.32)

donde @K es el coeficiente de difusion termodindmico efectivo, definido para el flux difusivo en el
sistema baricéntrico, expresado en unidades molares, c.fr. ecuaciones (5.6.26) y (5.6.28). El uso de
este coeficiente se basa en la consideracion de la difusién de la especie K-ésima en un sistema muy
diluido, ya que no toma en cuenta la existencia de otras especies. Entonces, para una especie i6nica
simple en un solvente, utilizando la ecuacién (5.6.38), podemos encontrar una expresién para el
coeficiente efectivo di:

~ d[( 7[«[(
Dy = ————— =RT . 6.2.33
K= diny |zk|F ( )
1
dncg

Si el coeficiente de actividad Yk es cercano a la unidad, otra consideracion aplicable en el limite
de dilucién infinita, podemos encontrar la siguiente relacion, para la movilidad y el coeficiente de
difusidn, aplicable a la migracion de iones:

|zk|F
e —
K= "RT

d, (6.2.34)

la cual se conoce como la relacién de Nernst-Einstein y requiere, teéricamente, condiciones de
un soluto iénico simple en una solucién muy diluida. Sin embargo, el uso de esta ecuacion se ha
extendido a soluciones concentradas, incluyendo incluso sales fundidas, con excelente aproximacién
a los resultados experimentales.

Hidrostdtica y electrostatica

Cuando una solucién electrolitica se encuentra en contacto con la superficie de un sélido
dieléctrico, se forma una interfase sélido-liquido en la superficie de contacto. La superficie del lado
del sélido se reestructura por un conjunto de procesos fisicos y quimicos que incluyen la ionizacién
de grupos superficiales, que juega un papel dominante, la adsorcién de iones y la exposicién
de superficies cristalinas cargadas. El resultado es una superficie sélida con carga eléctrica que
interactda con los electrolitos de la solucidn, atrayendo a los iones de carga opuesta a la de la
superficie y repeliendo a los iones de la misma carga, para equilibrar globalmente las cargas de los
iones en solucién de las proximidades a la superficie.

En esta seccién 6.3 veremos cémo un sélido dieléctrico, como la silice, forma iones en su
superficie, por procesos de ionizacién y adsorcion, generando una densidad superficial de carga,
o[C/m?]. Dicha superficie sélida, al estar en contacto con la solucién electrolitica, es causante de la
formacidn de una estructura de cargas no balanceadas localmente en el fluido, que se conoce como
la doble capa eléctrica, la cual penetra una distancia caracteristica en el fluido, que se conoce
como la longitud de Debye /p. La formacién de la doble capa eléctrica explica un conjunto de
efectos electrocinéticos que tienen utilidad en procesos que de alguna manera se llevan a cabo
debido a pares de fenémenos inversos, el uno del otro, como la electro6smosis y la electroforesis,
la electrodsmosis y el potencial de transmision, la electroforesis y el potencial de migracidn.

Potencial hidrostatico de mezclas multicomponentes

En la subseccion 6.1.3 comparamos las magnitudes de las fuerzas gravitacionales y eléctricas.
Alli vimos cdmo es notable la semejanza entre la ley de la gravitacion universal de Newton y la ley
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de atraccidn y repulsion de cargas de Coulomb. Concluimos que, bajo las condiciones habituales,
las fuerzas eléctricas (sobre un protén) pueden ser muchisimo mayores que las gravitacionales y
en consecuencia, como una extension, que los campos eléctricos aplicados a fluidos electroliticos
pueden modificar enormemente los flujos.

Ante una semejanza tan marcada en cuanto a los principios fundamentales que regulan el
comportamiento de las masas en campos gravitacionales y el comportamiento de las cargas en
campos eléctricos, no es de extrafiar que podamos elaborar otras analogias. Una de ellas es el
paralelismo entre la hidrostitica y la electrostitica, donde los campos externos mantienen un
equilibrio interno de fuerzas sin que se presente el movimiento de los materiales fluidos. Existe
también una diferencia: en los campos gravitacionales no identificamos un principio de repulsién
que si reconocemos cuando las cargas son del mismo signo. En esta subseccidn nos interesa destacar
algunos elementos de la hidrostdtica en comparacién con elementos semejantes de la electrostatica.

Presion hidrostatica de un liquido puro

La hidrostatica es el estudio de las fuerzas locales sobre los fluidos estancados. El balance local
del impetu o primera ley de Cauchy, para un fluido puro cuya velocidad es cero, de acuerdo con la
ecuacion (3.5.4), para los flujos incompresibles, es:

Vp=pg. (6.3.1)

Esta ecuacion indica que, en condiciones hidrostaticas, cualquier cambio de presién es debido
Unicamente a efectos gravitacionales.

El campo externo de la gravedad es conservativo y puede expresarse como el gradiente de un
potencial gravitacional ¢ = gh(x), donde g es la constante gravitacional y A(x) es una funcién
escalar que asigna a cada punto su altura vertical desde algin valor de referencia, por ejemplo
h(xp) = 0. Entonces, si sustituimos g = —V¢ en la ecuacién (6.3.1), tenemos que

Vp+pVe =0. (6.3.2)

Por simplicidad hemos tomado el flujo incompresible, de modo que p = pg es una constante y
la ecuacion (6.3.2) se puede agrupar, encontrando que:

V(p+pop) =V =0. (6.3.3)
En la dltima igualdad hemos definido la presién modificada como

P (x) = p(x) +pod(x) = p(x) + pogh(x), (6.3.4)

que es un potencial que se mantiene constante en las condiciones hidrostaticas, ya que al integrar la
Ecuacion (6.3.3) resulta que Z(x) = #) = p(Xo). La presion modificada & (x) describe c6mo
el campo gravitatorio modifica la presion interna del fluido, p(x), disminuyendo dicha presién
en la misma medida que la distancia vertical aumenta, con respecto a una altura dada, cuando
X = X, tomada como valor de referencia, donde h(xg) = 0.

Presiones parciales en una mezcla liquida sin electrolitos

En condiciones hidrostéticas, una mezcla multicomponente que no contiene electrolitos,
como una gasolina o agua azucarada, presenta un comportamiento similar al del fluido puro, es
decir, su presién modificada es constante; al despejar la presién interna o energia intrinseca® p(x)
tenemos que

p(x) = Py — pogh(x). (6.3.5)

Scfr. E. Levi, (1965).
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La relacién de la presion del fluido con su composicion se puede encontrar a partir del coeficiente
de actividad de cada una de las especies de la mezcla liquida, Yk, que se define como

Py

— 6.3.6
P (6.3.6)

Yk =

donde Pk es la presion parcial de la K-ésima especie de la mezcla gaseosa que se encontraria en
equilibrio con el liquido cuando su presion total fuera la presion de vapor P; de la misma especie.
x}( es la fraccion molar de la K-ésima especie en fase liquida. Con esto el potencial quimico resulta:

g = tx +RT In (yexk) - (6.3.7)

En el caso de mezclas liquidas ideales, yx = 1, es decir que Px = Pixk. Esto implica que la
dependencia del potencial quimico con la composicion es la misma que existe en una mezcla ideal
de gases:

Uk = U +RTIn (x§). (6.3.8)

Despejando la fraccién molar x%:

Ak = exp (“KR_T“’A2 ) . (6.3.9)

Por otra parte, la mezcla liquida es tal que su presion interna equivale a la suma de las presiones
parciales de sus especies quimicas:

G G
p=Y pk=Y xp, (6.3.10)

K=A K=A

y podemos expresar la Ecuacién (6.3.5) como la suma de sus componentes:

G
Y (pxk+pkgh) = 2, (6.3.11)
K=A
o también
G
Y (pxk+pxgh— Pk) =0. (6.3.12)
K=A

Como el ndmero de sumandos o especies quimicas no altera el resultado, sabemos que cada
sumando es igual a cero, es decir que:

pxk +pigh = P, (6.3.13)

donde podemos sustituir la ecuacién (6.3.9) y luego efectuar el gradiente, para obtener

P exp (“K — ”K> Vg +exp <”K_”K) Vp = —pxaVh. (6.3.14)

RT RT RT

Aqui podemos volver a expresar las exponenciales en funcién de la fraccién molar y el potencial
gravitacional en funcién de la aceleracion de la gravedad:

P Vi +xkVp = pice. (6.3.15)
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En esta expresion, el primer término corresponde a la accién de la fuerzas quimicas y el segundo es
el gradiente de la presion, ponderado para la especie K-ésima, en su fraccién molar. Si sumamos la
Ecuacién (6.3.15) para todas las especies, tenemos:

G

Pk

—V Vp = 3.1
K;A o Vi +Vp = pg, (6.3.16)

Los dos términos a los lados del signo igual constituyen la ecuacién local de la hidrostética,
correspondiente a la ecuacion (6.3.1), destacando por consiguiente que

o Pk
—Vug =0, (6.3.17)
KZ::A RT

para mezclas no-electroliticas en condiciones hidrostaticas.

Potencial electrostatico de mezclas electroliticas

Preguntemos ahora qué aspectos distintos se presentan cuando la mezcla contiene electroli-
tos. La solvatacién en la superficie de un s6lido dieléctrico hace que dicha superficie se cargue
estaticamente, como hemos visto en la subseccion 6.3.3.

En esta situacion, la carga de la superficie sélida actuard sobre los iones de la solucién, de
acuerdo con la ley de Coulomb, generando fuerzas eléctricas de atraccion sobre las cargas opuestas
a la carga de la superficie y fuerzas de repulsion sobre los iones de cargas del mismo signo que
la superficie. Aqui el potencial quimico ya no es constante, como lo era en las condiciones de la
hidrostatica; entonces se hace necesario replantear el balance de fuerzas, ahora como un balance
electrostatico, considerando las fuerzas eléctricas que actian sobre las especies ionicas.

A semejanza de la ecuacién de la hidrostética (6.3.1), podemos plantear un balance de fuerzas
sobre la especie K-€ésima, en condiciones electrostaticas:

cx Vg = pekE. (6.3.18)

Esta ecuacién, en unidades de [N / m3], no considera las fuerzas gravitacionales, usualmente en un
rango de magnitudes muchisimo menores. Dividiendo ambos lados de la igualdad (6.3.18) entre la
concentracion de la K-ésima especie, ck, y sustituyendo la densidad de carga de la especie K-ésima,
por su definicién en la ecuacidén (6.2.7), tenemos:

V[.LK = ZKFE. (6319)

El campo eléctrico E es generado, en este caso electrostatico, por las cargas en la superficie del
s6lido dieléctrico. El campo E es solenoidal, es decir, irrotacional, por lo que podemos representarlo
como el gradiente de un potencial eléctrico y, es decir que E = —V, de donde:

V(ux +zxFy) = Vg =0, (6.3.20)

donde, a semejanza de la presion modificada, &, definida como un potencial hidrostético, por la
ecuacion (6.3.3); aqui definimos el potencial electrostatico, .#, que tiene un sentido andlogo a la
presion modificada. Asi, podemos decir que

SE TRATA DE UN POTENCIAL QUIMICO MODIFICADO QUE, EN CONDICIONES ELECTROS-
TATICAS, PERMANECE CONSTANTE EN CUALQUIER PUNTO DE LA MEZCLA ELECTROLI-
TICA:
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Mk (X) = Uk (X) + 2k F Y (X) = Mko. (6.3.21)

El potencial electrostatico .#x(x) indica en qué medida un potencial eléctrico externo,
y(x), modifica el potencial quimico de cada especie Lix(x) en una mezcla. También aqui hay un
valor que podemos fijar como referencia, por ejemplo asignando el par de valores W (x =0) = yp y
Uk (x =0 = ugo) en la superficie del sélido. Entonces el potencial electrostético es

Mk (X) = Uko + 2k F Yo = Ao, (6.3.22)
y despejando el potencial quimico de la ecuacidén (6.3.21) encontramos que

Uk (X) = pgo + 25 F [Wo — ()], (6.3.23)

Distribucion electrostatica de la concentraciéon de iones

En condiciones electrostaticas el potencial electrostatico es constante. De alli resulta que su
diferencial es cero: d.#x = 0y de acuerdo con la ecuacion (6.3.21) resulta que

duk (x) = —zxFdy(x). (6.3.24)

Si encontramos la diferencial del potencial quimico, de la ecuacién (6.3.7), y la sustituimos en
la Ecuacidn (6.3.24), tenemos que

RT TxdIncg = —zxFdy, (6.3.25)

donde I'k es el factor de correccién del procedimiento de Nernst-Hartley, definido en la ecuacion
(5.6.36) y aplicado cuando se considera, en general, que Yk es funcion de cg.
Despejando la concentracién e integrando obtenemos:

F
cx(X) = Aexp <_ RTzl’jK W(x)> , (6.3.26)

donde A es una constante de integracion. En mezclas ideales ['x = 1 y recuperamos la distribucién
conocida como Ecuacién de Boltzmann.

Densidad superficial de carga desde el sélido

Cuando las cargas méviles se encuentran en reposo o viajan a las velocidades tipicas de los
flujos de fluidos, las fuerzas magnéticas estdn desacopladas de las fuerzas eléctricas y el campo
eléctrico se puede considerar irrotacional, (ver subseccion 6.1.8), es decir que V x E = 0. Esta
condicién se satisface cuando definimos un potencial eléctrico escalar tal que

E=-Vy, (6.3.27)

ya que el rotacional del gradiente de una funcién escalar es cero. Consideremos ahora la pared de
un sélido dieléctrico, que genera iones por procesos de ionizacién y adsorcidn; la superficie de
dicha pared estara cargada y una manera de estimar su carga es viendo como cambia el potencial
eléctrico en su proximidad, conforme se acerca desde el fluido a dicha pared. Sea 7 una fase liquida,
es decir, la solucién electrolitica y sea B la fase sélida dieléctrica. Sea nf? un vector normal unitario,
definido sobre la superficie de la pared, exterior a la fase f3, es decir, dirigido de la fase sélida al
interior de la fase liquida. Entonces, la proyeccion del vector de desplazamiento en la direccién
normal a la interfase serd la base para definir la densidad superficial de carga, o [C / m?], a partir
de la definicién de D, ecuacién (6.1.25) y el uso de la relacién (6.3.27) en el liquido:

o(x) =nP7. D" = —enP?.Vy, parax — 7P, (6.3.28)

donde hemos empleado la permitividad del medio, €. como una constante.
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Estimacion de o desde el equilibrio quimico en el sdlido dieléctrico

La mayoria de los materiales dieléctricos adquiere una superficie cargada cuando se pone
en contacto con una solucion acuosa polar. Es posible determinar la densidad superficial de
carga, o, a partir de la composicién quimica de la superficie de la pared sélida que contiene la
solucién electrolitica. Uno de los ejemplos mds frecuentes e importantes, donde ocurre la carga
superficial de un sélido es cuando seleccionamos un conducto de vidrio, el cual estd formado
por silicatos. El silicio Si7, uno de los elementos mds abundantes en el planeta, se combina con el
oxigeno para dar el 6xido de silicio, Si0O;, conocido como la silice, que forma desde un mineral
cristalino, como el cuarzo, hasta una variedad de materiales amorfos. Actualmente se fabrican
materiales nanoporosos de silice para hacer separaciones con membranas muy especializadas, que
pueden sustituir funciones corporales, como los rifiones artificiales.

Una placa de vidrio se carga negativamente cuando se introduce en una solucién acuosa
electrolitica, con un pH superior a 4. Esto se debe a que las terminales silanol SiOH, pierden
un protén H, que pasa a la fase acuosa, quedando terminales solidas cargadas negativamente
SiO~. Una elevada densidad superficial de carga, en la superficie de la membrana, tendré un fuerte
impacto en la eficiencia de la membrana. La carga superficial depende muy fuertemente del pH
de la superficie. Valores de pH entre 5 y 9 son usuales en la tecnologia de membranas, porque
afectan la distribucién de iones SiO~ en la superficie, afectando la densidad superficial de carga y
modificando, en consecuencia, la distribucién de los electrolitos en las proximidades del sélido, en
lo que se conoce como la doble capa eléctrica.

Las estimaciones de la densidad superficial de carga a partir del s6lido, parten de suponer que la
pared del sélido es una superficie de silicio y sus derivados en equilibrio dindmico entre las diversas
especies que ocupan los sitios de la superficie, como la silice SiO; o en la forma de hidréxido
SiOH, en la forma fisica de s6lidos cristalinos o amorfos. Cuando dichas membranas se ponen
en contacto con un electrolito como el agua, algunos compuestos se disocian por ionizacién, con
desprendimiento de protones, adsorcion y disolucién en el liquido:

. N . — +
SiOH 51iq0) = SlO(sélido) + H(aq). (6.3.29)
Asi, los iones SiO~ que se encuentran en la superficie de la pared sélida atraeran a los iones
positivos de los electrolitos de las inmediaciones, formando enlaces con ellos en esos sitios,
mediante un proceso de adsorcién, que participa en la formacién de la doble capa eléctrica. La
constante de equilibrio para esta reaccion es:

K = S0 s (6.3.30)

CSiOH
que estd en fracciones molares. En la fraccion de los protones cpy+ 4, €l subindice s se refiere a iones
H™ adsorbidos en la superficie, del lado del liquido. La constante de equilibrio K es adimensional,
es decir que existe un factor de 1 gmol / m? en el denominador, el cual no se hace explicito en la
ecuacion (6.3.30).

Existe una diversidad de métodos experimentales para determinar la densidad en nimero de
moléculas en la superficie de la silice. Con dicho resultado y con la estimacion de la constante de
equilibrio, K es posible encontrar la concentracién de los iones SiO~, es decir, el valor de cg;-, de
donde la densidad superficial de carga se puede encontrar a partir de

o = _FCSiO*- (6331)

Este procedimiento se ha desarrollado para una superficie de vidrio compuesta, especificamente,
por iones SiO~ y la especie molecular SiOH, y desde luego que el procedimiento deberd adaptarse,
dependiendo de los casos especificos y los valores de cada caso.
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m Ejemplo 6.1 Estimar el valor de la densidad superficial de carga ¢ de una superficie de vidrio,
utilizando la ecuacién (6.3.31), cuando® pH = 9.5 y la superficie tiene una densidad de sitios
superficiales Ny = 8.3 x 1077 gmol/ m? X Ny, medida experimentalmente, la cual incluye las dos
especies solidas, la molecular SiOH y la i6nica SiO~. La constante de equilibrio de la reaccién
(6.3.29) estd dada por (6.3.30) y tiene el valor de K = 107638,

Para estimar la concentracién de protones en la superficie del lado del fluido, cy+ 4, puede
usarse una distribucién de Boltzmann alrededor de la concentracién de protones en el bulto liquido,

CH*,hl:

F
CH+ s = €Xp <—]C-\,T> H+ bl» (6.3.32)

donde § se conoce como el potencial electroquimico o potencial zeta, el cual puede estimarse
por medio de algunas expresiones para situaciones especificas, o puede conocerse a partir de la
experimentacion.

La estimacion de ¢ gira en torno de la estimacion de la concentracién de iones SiO~ en la
superficie, la cual es posible si se estima cudl es la densidad de sitios superficiales y la proporcién
de los sitios con carga SiO~ con respecto a los sitios neutros SiOH. Conociendo experimentalmente
que Ns/Navo = csio- + Csion», necesitamos otra expresién independiente que relacione estas dos
concentraciones, como la constante de equilibrio K, la cual sin embargo, requiere conocer también
la concentracion cy+ ;. El cdlculo de esta concentracion por medio de la distribucion de Maxwell,
ecuacién (6.3.32), es la primera etapa de la solucién. Entonces:

i) £ =—0.040V, es un dato experimental

—0.040 x 96487
i) cpres = exp (— - 314XX o5 ) 107%5 = 1,5 x 10~ gmol/m’

En la segunda etapa se resuelve el par de ecuaciones:
iii) cgio- +csion =8.3x 1077y
Csio-CH+s 1076.8

CSiOH
para las concentraciones cg;o- Y Csion- Asi, encontramos la solucién:

V) csio- =8.2x 1077,
que al ser sustituida en la ecuacién (6.3.31), da la densidad superficial de carga c = —96487 x
8.2x 1077 = —0.079 C/m?. .

Teoria de la doble capa eléctrica (DCE)

La doble capa eléctrica es la region de electrolitos cercana a la superficie de un sélido dieléctrico.
Dicha superficie adquiere una carga superficial al estar en contacto con la solucidn electrolitica.
La regién de doble capa, cercana a la superficie, abunda en la carga de los iones contrarios a la
carga de la superficie, que son atraidos por ésta y son llamados contra-iones. Ademads, esta regién
cercana a la superficie también es escasa en los iones de la misma carga que la superficie, llamados
co-iones, ya que son rechazados por ésta. Las fuerzas selectivas de atraccion y repulsion de cargas
desde la superficie, en combinacién con la tendencia al mezclado debida a las perturbaciones
térmicas que resultan en los procesos difusivos, da por resultado la formacién de la doble capa
eléctrica. En ella no se cumple el principio de electroneutralidad local, pues hay un exceso
de contra-iones, para neutralizar la carga superficial. La existencia de una densidad de cargas
méviles p .y # 0 es la cualidad caracteristica de 1a region de la doble capa eléctrica, a tomar en
consideracién para el planteamiento del problema. sta regiéon ocupa una delgada capa del electrolito,
adyacente a la superficie del s6lido, que tiene cierto espesor. Definimos el espesor de la doble capa
o longitud de Debye, ¢p, como la distancia desde la superficie del sélido al lugar donde el potencial

%Datos tomados de Conlisk (2013), pp. 246-249, y parcialmente modificados.
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electrostitico ya no cambia, es decir, donde nf? - Vy = 0. La situacién a analizar queda en el
dominio de la electrostatica, donde los fendmenos magnéticos quedan por completo desacoplados
del planteamiento del problema de la doble capa electroquimica que hacemos a continuacion.

Ecuacion de Poisson en 1D

Se cumple la Ecuacién de Gauss en el fluido, en funcién del vector de desplazamiento, ecuacién
(6.1.26): V-D = p.p, donde se puede sustituir D por el campo eléctrico E, de acuerdo con
la ecuacidn (6.1.25). Luego, bajo la condicién del desacoplamiento de las fuerzas eléctricas y
magnéticas, la ecuacion de Faraday (6.1.31) viene a ser V x E = 0, de donde sabemos que el
campo eléctrico se puede expresar como el gradiente de un potencial escalar: E = —Vy, que al
ser sustituido en la expresion de Gauss conduce a la ecuacién de Poisson V2y = —p,s/€. Las
ecuaciones anteriores se pueden expresar en coordenadas rectangulares (x,y,z), donde escogemos
la coordenada x en la direccién normal a la superficie del sélido. Esta superficie queda situada en el
plano x = 0 y el eje de las x se dirige hacia el interior del liquido, ver figura 6.1. Con tal arreglo
geométrico, la ecuacion de Poisson resulta:

Yy pen(x)
dx? e

(6.3.33)

donde p,p(x) es la densidad de las cargas mdéviles, la cual no se conoce. El problema fundamental
es, en este punto, que en la ecuacién (6.3.33) tenemos dos incgnitas: el potencial eléctrico y(x) y la
carga local p.(x), de modo que requerimos encontrar o proponer una relacién independiente
adicional que nos permita cerrar el sistema de ecuaciones para encontrar una solucién unica al
problema de la doble capa eléctrica.

w(X)

Superficie solida

" 4b‘ Plano de Stern oa‘ *0§ §°
o j Superflile (1e czalla 4@@*&0*0

o

X

1 ° Eapa dlfusa v‘"{y *V* §V*
e Electroneutralldad
°I°I° 00* “local

+
Electropositlwdad * ** *
1 pg cargas mowles ° °§° °°

+ 0+ +

Figura 6.1: Doble capa eléctrica y sus conceptos principales.

Es posible acercarnos a la relacion adicional que necesitamos, al considerar la ecuacién (6.2.7)
para py(x), la cual puede expresarse en funcion de las concentraciones locales de las especies
i6nicas presentes. Conocer estas concentraciones, sin embargo, equivale a haber resuelto la mitad
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del problema y requerir solamente encontrar el potencial eléctrico y. Como no es este el caso,
exploraremos dos propuestas sobre la distribucion de concentracion de iones en las proximidades
de la superficie sélida: (a) la hipotesis de blindaje perfecto y (b) la distribucion de concentraciéon
de equilibrio de Boltzmann.

(a) Blindaje perfecto a la concentracion promedio

Si todos los iones de la superficie sélida capturasen contra-iones de la solucién electrolitica,
se formaria un blindaje perfecto de contra-iones neutralizando la carga superficial. En realidad,
esto no ocurre debido a las perturbaciones térmicas, que hacen que los iones tengan la tendencia a
escapar de la proximidad de los sitios con carga superficial elevada y de la zona de la pared con
alto potencial electrostatico. Por lo tanto, en la regién de la doble capa, mas lejana a la superficie
sOlida, la energia potencial de las cargas de los contra-iones, atraidos por las cargas superficiales,
se equilibra con la energia térmica del movimiento molecular a la temperatura de los electrolitos,
resultando de ello un equilibrio que iguala la densidad de la energia potencial eléctrica a la
densidad de la energia térmica RT /2 [J / gmol], para electrolitos de valencia unitaria.

A manera de ejemplo, supongamos una superficie sélida con cargas negativas, como la que se
ve en la figura 6.1. Los contraiones positivos forman una capa, cubriendo por completo la vecindad
de la superficie sélida cargada, como se ve en la primera fila de iones positivos, cuyos centroides
se localizan sobre el llamado plano de Stern. Estos iones quedan fijos, firmemente adheridos a
la superficie sélida. Mds alld de ellos queda la superficie de cizalla; los iones a la derecha de
esta superficie sufrirdn desplazamientos al aplicar fuerzas de corte o de cizalla. Considerando por
ejemplo electrolitos simples, completamente disociados, como los formados por una sal de cloruro
de sodio o de cloruro de potasio, de acuerdo con la ecuacion (6.2.7), tenemos:

G
Pev = Y Fzxex = Fze, (6.3.34)
K=A
donde, si la sal elegida es el KCI, z=z4 = —z_ y ¢ = cg+ es la concentracion promedio de los

contraiones, que estimamos conocida. La estimacién de dicha densidad de carga mévil se basa en
la consideracion de que en la doble capa, cerca de la superficie sélida, existe blindaje perfecto,
es decir, solamente hay contra-iones K™ en dicha region, que se atraen uno a uno, hacia los iones
negativos de la superficie. En consecuencia, la concentracién de los contraiones debe disminuir,
conforme x aumenta, es decir que, aplicando la ecuacién (6.3.34) en la ecuacion (6.3.33), elegiremos
el signo positico de la segunda derivada. Entonces:

d*y  Fzc

= 6.3.35

dx? € ( )
Integrando la ecuacion (6.3.35):

dy  Fzex

- _ C. 6.3.36

P . +C ( )

Podemos evaluar la constante de integracion bajo la condicion de que a la distancia x = £p, el
potencial del campo eléctrico es plano, es decir, que su derivada es cero. Entonces:
Fzclp

C = 6.3.37
1 € ) ( )

de donde tenemos que:

dy Fzcelp [ x
. AP = —1). 3.
dx € <£D ) (63 38)
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Integrando nuevamente la ecuacion (6.3.38):

Fzclp X

Yy = c x(l—%) +G,, (6.3.39)

donde podemos elegir un valor del potencial en la pared, digamos que

V(x=0) =y, (6.3.40)

de donde resulta que C> = Y, como se representa an la figura 6.1.

La densidad de la energia potencial eléctrica por mol de contra-ion, E,, = Fzy/(x) cambia,
en la doble capa eléctrica, de modo que equivale a los cambios térmicos en la misma region, es
decir que:

RT
Ey(0) —Ey(lp) = TR (6.3.41)

de donde encontramos que

ERT

s (6.3.42)

lp =

Si la concentracién del electrolito, al hacer su disolucién es cg, dicha concentracidn corresponde,

en condiciones de disolucidén completa, a la de cada uno de los iones, tanto de los cationes c,

como de los aniones c,; por lo tanto, en las condiciones de blindaje perfecto, en contacto con la

superficie, los contra-iones duplican su concentracion, ya que reemplazan por completo a los
co-iones, por lo tanto, su concentracién serd c. + ¢, = 2cg. Entonces

ERT

U= 4] ———
b 2F2Z2C07

(6.3.43)
donde es notable ver que el espesor de la doble capa eléctrica es inversamente proporcional a la
\/¢o y directamente proporcional a la energia térmica, como la V/RT, es decir, que crece conforme
aumenta el mezclado térmico y disminuye conforme aumenta la carga idnica, la cual es atraida
(contra-iones) o rechazada (co-iones) de la superficie cargada.

La expresion final para el potencial del campo eléctrico, bajo la suposicion de blindaje
perfecto es:

v = %_ZFZCOKDX(I_X), (6.3.44)

) 2€D
Sin embargo, la situacién de un blindaje perfecto es un caso limite que dista de ser lo més
frecuente. Es mas comun encontrar situaciones mezcladas con la existencia simultanea de contra-
iones y co-iones.

(b) Equilibrio electrostdtico y ecuacion de Poisson-Boltzmann

La segunda posibilidad de incorporar una relacién independiente, adicional a la ecuacién de
Poisson, (6.3.33), para encontrar solucidn al problema de la doble capa eléctrica, consiste en utilizar
la distribucidén de concentracion electrostatica de Boltzmann, ecuacion (6.3.26), determinando el
valor de la constante A de dicha ecuacién. Para esto utilizamos como condicién a la frontera una
coordenada x muy lejana a la doble capa, donde la concentracion de todas las especies ha llegado a
su valor de bulto, cuando se cumple la condicién de electroneutralidad local. Dicha condicién de
frontera es

ck(x) = Ckeo cuando x — oo, (6.3.45)
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de donde resulta que A = cg.. Ahora la Ecuacién de Boltzmann se puede ocupar en la expresién
para la densidad de cargas mdviles, dada por la ecuacion (6.2.7), de donde tenemos que:

G G
Fzg
— Y Fzgex = Y Fagegmexp ( — , 6.3.46
Pem P2 ZKCK P2 ZKCK CXP( RTTx ‘I’(X)) ( )

donde, si por simplicidad, consideramos mezclas ideales, ['x = 1. Al sustituir esta expresion de
las cargas méviles en la ecuacion de Poisson (6.3.33), obtenemos la expresion conocida como
Ecuacion de Poisson-Boltzmann:

d>y F & Fzk
— == - —— 3.4
I - KZ:AZKcK exp< o l//(x)> : (6.3.47)

esta es una EDO de segundo orden, no-lineal, para y(x). Su no-linealidad estd en la funcién
exponencial; no se ha resuelto de manera general, pero se han propuesto casos particulares que se
han podido resolver, de los cuales trataremos dos, el primero, (b1), empleando un procedimiento
de linealizacién y el segundo, (b2) proponiendo electrolitos cuyas valencias se acomodan a la
definicién de funciones manejables.

(b1) Linealizacién para potenciales pequenos

La expansién de la funcién exponencial en su serie de Taylor permite su linealizacién. La
representacion polinomial de la funcién e*, alrededor del punto x = 0, tiene como primeros términos
los siguientes:

x 1 2 1 3
€ —1—}—x—{-ix —}—ix +... (6.3.48)

Cortando la serie al tercer término, tenemos:

Fzg 1 Fzg ?

Sustituyendo los primeros dos términos en la ecuacién (6.3.47), resulta

dzl// F G F2 G )
— === Z ZKCKo + —— Z ZxCKo W(X). (6.3.50)
dx € &= ERT =,

La primera sumatoria es cero, debido a que muy lejos de la superficie sélida, la mezcla electro-
litica alcanza su estado de electroneutralidad, precisamente en la regién donde las concentraciones
de las especies son cg... Ademds, definimos la fuerza iénica / como:

1 G
= EKE’A 2% CKoos (6.3.51)

con lo cual, la ecuacion local para el potencial en la doble capa resulta:

A’y 2F%]

P W‘I’(x) = K2‘l/(x)~ (6.3.52)

donde hemos definido el pardmetro k, que aglutina varios pardmetros y es equivalente al inverso
del espesor de la doble capa de Debye, es decir

9 ERT

=4/ ——=/p. 6.3.53
T ( )
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La solucién de la ecuacion (6.3.52) estd sujeta a dos condiciones a la frontera, que son:

CF.1l: y=yp para x=0 yCF2: w=0 para x — oo. (6.3.54)
resultando:
v(x) = yoexp(—x/lp). (6.3.55)

Con el conocimiento del campo eléctrico, dado por la ecuacién (6.3.55), pasamos a preguntarnos
cémo se relacionan las distribuciones del potencial y(x) con las distribuciones de la concentracién
de los contra-iones y los co-iones, asi como con la carga superficial o y el espesor de la doble capa
lp.

(b2) Electrolitos binarios simétricos

Otra solucion particular al problema de la doble capa eléctrica existe cuando los medios
electroliticos se forman de sales que se descomponen en sélo dos iones, con la misma magnitud
de carga, tanto positiva como negativa, como por ejemplo el sulfato de magnesio, cuyos iones son
Mgty SO;2 o el cloruro de potasio, cuyos dos iones son K+ y CI7!.

Las dos especies i6nicas, A y B, cuando A se identifica con el i6n metdlico, cuya valencia
es z4 = 7 = —zp y cuya concentracién de bulto cs. en la solucién preparada coincide con la
concentracion molar de la sal, al ser preparada la solucidn, cw., €s decir que Cqco = Coo = CBoo-

Con estos elementos, podemos expresar la ecuacién de Poisson-Boltzmann (6.3.47) como:

>y F Fz Fz

T2 g [exp <RT y(x) | —exp —ﬁy/(x) , (6.3.56)
que por la definicidn de las funciones hiperbdlicas es equivalente a

A’y 2Fzc. Fz

— = h( — 6.3.57

a2 e " <RT V) (6.3.57)

con las condiciones a la frontera:
CF.1l: y(x=0)=yy y CF2: y=0 cuando x — co. (6.3.58)

Solucion:

. . . . Fz .
Cambiamos el potencial y a uno adimensional ¥ = RT y, con lo cual el problema se convierte
en:

d*¥
e x’senh'P, (6.3.59)

con las condiciones a la frontera:

CFl: Y(x=0)=%¥, y CF2: ¥=0 cuando x — oo, (6.3.60)
donde
2F%1
K2 = y la fuerza idnica: [= ZCon. (6.3.61)
ERT

d
Multiplicando la ecuacién (6.3.59) por la nueva variable: ¢ = d—:
X

d 4
0 — K senhwll, (6.3.62)
dx dx
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Integrando ambos lados:

1 /d¥\?
2<dx> = k?cosh¥ +C. (6.3.63)

¥ ¥ ¥ ¥
Pero coshW = cosh? 5 + senh? 5 y también 1 = cosh? 5 senh? 5 Entonces

Y ¥
cosh¥ + 1 = 2cosh? > y también coshW¥W —1 = 2senh? 5 (6.3.64)

Sustituyendo la dltima igualdad:

1/d¥\* _, ¥

Despejando la derivada:

d (¥ v
a <2> = t+xsenh <2> . (6.3.66)
Ahora, proponemos la siguiente solucidn a la ecuacion (6.3.66):
¥ ¥
tanh <4> = tanh <4‘)> exp(—Kx), (6.3.67)

que es la solucion de Gouy-Chapman. Derivar la solucion propuesta para comprobar que satisface
la ecuacién (6.3.66) y comprobar asi que esta funcion es la solucién al problema planteado, es
mucho més ficil que encontrar dicha solucién por integracién directa, como podrd comprobar el
estudiante. En efecto, haciendo uso de las identidades hiperbdlicas:

¥ senh ¥ p L g
tanh | — | = ——2_ h?— —senh’— =1
an (4) l—&—cosh% y COS > sen 3 s

asi como de las identidades (6.3.64), se puede completar dicha comprobacién. Volviendo a las
variables dimensionales, la ecuacion (6.3.67) resulta:

Fz Fz
tanh <41W" l//) = tanh <41W" l//0> exp(—Kx), (6.3.68)

Densidad superficial de carga desde la DCE

Elaborando ciertas consideraciones particulares, hemos desarrollado tres soluciones para el
potencial eléctrico de la region de la DCE. La primera, bajo la consideracion de blindaje perfecto,
es la ecuacion (6.3.44). La segunda, aplicable cuando los potenciales son pequefios, estd dada por
la ecuacién (6.3.55). La tercera solucién encuentra aplicacion en los electrolitos binarios simétricos
y es la ecuacién (6.3.68). Bajo las particularidades de cada una de estas funciones para el potencial
eléctrico y(x), podemos estimar con ellas la densidad superficial de carga o, definida por la
ecuacion (6.3.28). Para ello hacemos un balance de carga en el electrolito, desde la superficie del
solido hasta la regién sin carga neta local, estableciendo una condicién de electroneutralidad
global para el s6lido y los contraiones de la solucién electrolitica:

GA, + / PertAydx = 0. (6.3.69)
0
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Con hipétesis de blindaje perfecto
La solucién de blindaje perfecto no es asintdtica, es decir, no representa la condicién de

frontera d—w = 0, cuando x — oo. Sabemos que la regién alejada de la superficie s6lida no estd
bien repres)éntada, sin embargo, todavia podemos calcular un estimado de la densidad superficial
de carga si acortamos el intervalo de integracion hasta el valor de x > 0 donde y = 0, es decir,
hasta x = 2{p. Entonces, la densidad volumétrica de carga de los contraiones es p .y = 2Fzco y
sustituyendo, ¢ = 4F zcolp.

Con hipoétesis de potenciales pequenos

La densidad volumétrica de carga, ya linealizada al igual que la solucién, resulta de comparar
la ecuacién (6.3.52) con (6.3.33) y sustituir (6.3.55):

Pert = —EK2Y = —eK>Ypexp (—5) : (6.3.70)
D
que al ser aplicada en la ecuacion (6.3.69) resulta:
c= —/ Pemdx = £KZI//0/ exp <—x> dx, (6.3.71)
0 JO ED
de donde
o= W (6.3.72)
’p

Para electrolitos binarios simétricos

También es necesario encontrar las cargas méviles de la ecuacién de Poisson. En este caso, las
cargas modviles pueden ser identificadas de la comparacion entre las ecuaciones (6.3.57) y (6.3.33),
para dar:

d*y
oM = —E——, 6.3.73
Pem € dx2 ( )
de modo que, despejando o en la Ecuacién (6.3.69) y sustituyendo (6.3.73), tenemos:
o © d’y dy dy dy
© /0 Pen (x)dx /0 EnE et 8<dxw dx |, deo ( )

aqui podemos utilizar la derivada de y, que encontramos en forma adimensional, en la ecuacién
(6.3.66), la cual podemos expresar dimensionalmente como

dy 2RT Fz
—_—=— h( — 6.3.75
dx ~ Falp " <2RT "') ’ (6.3.75)
de modo que
2eRT Fz
= h|( — . 3.
o Flp sen <2RT l//0> (6.3.76)

Esta expresion de la densidad superficial de carga, que es conocida como la ecuacion de
Gouy-Chapman, es equivalente a la del caso anterior para potenciales pequefios, ecuacion (6.3.72),
cuando hacemos la simplificacién correspondiente, que para la ecuacion (6.3.76) equivale al limite
cuando Yy — 0; en este caso senhu ~ u y resulta que

_ 26RT [ Fz _ &Y%
o= Falp <2RT 1//0> = (6.3.77)

que corresponde, efectivamente, a la ecuacién (6.3.72).
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Electrohidrodindmica

Todas las ecuaciones y condiciones a la frontera de la electrostatica se derivan de la ley de
Coulomb. El dominio de la electrostatica esta en configuraciones donde todas las cargas son
estaticas y la corriente es cero. En cambio, el dominio de la electrohidrodinamica esta en
el movimiento de las cargas moviles, transportadas por portadores de carga, los cuales son
particulas materiales cargadas. Hay dos tipos de portadores de carga: los iones, que se desplazan a
velocidades en el orden de las velocidades tipicas de los flujos de gases y liquidos. Esta velocidad
diferencia a la electrohidrodindmica de la electrodindmica, en la cual los portadores de carga son
electrones, que generalmente viajan en sélidos conductores, saltando de molécula en molécula, con
velocidades de propagacién del orden de la velocidad de la luz en el vacio, ver subseccién 6.1.8.

En el anélisis de la electrohidrodindmica y la termodinamica seguiremos el orden y la Iégica
desplegadas en el capitulo 5, a partir de la elaboracién del concepto de cuerpo multicomponente,
que fue definido en la subseccién 5.4.1 y del concepto de cuerpo multicomponente electrolitico, o
cuerpo electrolitico por su nombre corto, definido en la subseccién 6.2.2.

Balances del impetu de soluciones electroliticas

El concepto de cuerpo multicomponente electrolitico, definido en la subseccién 6.2.2, es
una particularidad del concepto de cuerpo multicomponente, definido en la subseccién 5.4.1,
que fue utilizado en el capitulo 5 para desarrollar la dindmica y la termodindmica de los flujos
multicomponentes, es decir que 6, C 6, y en consecuencia, que todo cuerpo puntual electrolitico
é estd en el conjunto de los cuerpos puntuales multicomponentes: é € {é} y manifiesta las
particularidades de su comportamiento eléctrico al estar sujeto a los campos eléctricos.

Seguiremos de cerca los desarrollos de las secciones 5.4, 5.5 y 5.7, teniendo presente que las
especies quimicas de cualquier cuerpo electrolitico é pueden ser moleculares, las cuales serdn
representadas por las primeras letras del alfabeto, es decir, las especies A, ...,C, en tanto que las
especies i0nicas estaran representadas por las siguientes letras del alfabeto, es decir por las especies
D, ...,G. El cuerpo multicomponente electrolitico é es representativo de todas las especies del
sistema, incluyendo las especies moleculares y los electrolitos. Este cuerpo puntual se desplaza
a la velocidad hidrodindmica o barimétrica v, y la valencia de cada especie seguird siendo una
funcidn filtro para recuperar el comportamiento eléctrico de las especies idnicas.

Podemos expresar la primera ley de Euler diciendo que:

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DEL iIMPETU DE UN CUERPO MULTICOMPONENTE
ELECTROLITICO, EN UN SISTEMA COORDENADO INERCIAL, ES IGUAL A LA SUMA DE
LAS FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE EL CUERPO.

expresion que al aplicarse a un cuerpo electrolitico 6, que ocupa una regién ¥, (¢) del espacio
euclidiano E3, cuya frontera es la superficie cerrada %, (t), considerando las fuerzas de contacto
y las fuerzas externas que actian sobre %y, y observando luego la arbitrariedad de la region, en
cuanto a su tamafio y su forma, para obtener la expresion diferencial de esta ley de Euler, aplicable
a cualquier cuerpo electrolitico é , obtenemos la siguiente ley de Cauchy:

D,v
p Dt

G
=-V.n+ Z pxfk. (6.4.1)
K=A

De manera sobresaliente, la aplicacién de este principio o primera ley de Euler, tiene ahora que
ver con las fuerzas eléctricas como fuerzas externas, ademds de las fuerzas gravitacionales, que no
dejan de tener importancia; por ejemplo, en flujos impulsados por la gravedad, como en un tubo
vertical. Ambas fuerzas externas, asi como su aplicacion selectiva hacia la diversidad de especies
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del cuerpo electrolitico, son tomadas en consideracién si definimos las fuerzas por unidad de masa
fx como:

Fzg
fx = —E. 6.4.2
K=8+ My ( )
Al sustituir la ecuacién (6.4.2), en el balance del impetu (6.4.1), y al tomar en cuenta la
definicién de las cargas moéviles, ecuacién (6.2.7), vemos que la ecuacion de balance del impetu

para cuerpos electroliticos puntuales se puede expresar como:
D,v

Dt

La ecuacioén (6.4.3) nos permite ver que, cuando es aplicable el principio de electroneutralidad

en el nivel local, ecuacidn (6.2.9), las fuerzas eléctricas no modifican el balance de fuerzas por la
accion del campo eléctrico, quedando la gravedad como la tnica fuerza externa que se manifiesta
sobre el flujo, como en cualquier fluido sin actividad eléctrica. En consecuencia, la existencia
de una densidad de cargas moviles distinta de cero es indispensable para que las fuerzas
eléctricas se manifiesten como fuerzas netas actuando sobre los cuerpos electroliticos puntuales.

=-V-t+pg+puE. (6.4.3)

Energia cinética de soluciones electroliticas

Podemos efectuar el producto punto de la velocidad del fluido electrolitico v por su balan-
ce del impetu, ecuacion (6.4.3), para obtener una ecuacion de la energia cinética del cuerpo
multicomponente electrolitico:

D
& I;IV:—V-V-ﬂ:—i—pv-g+peMv-E, (6.4.4)
la cual se puede arreglar para obtener:
D, (1
pH; (2v-v):—V~(1r-v)+1t:Vv+pv~g+peMv-E. (6.4.5)

Esta ecuacién de la energia cinética del cuerpo electrolitico puntual & podria obtenerse
a partir de un principio de balance de la energia cinética aplicado al cuerpo multicomponente
electrolitico %y, de manera semejante a lo que se hizo en el capitulo 3.

Balance de energia total de soluciones electroliticas

Por otra parte es posible establecer un principio de balance més amplio, para la energia total
del cuerpo electrolitico 67, entendida como la energia cinética mas la energia interna. El principio
de balance de la energia total puede expresarse diciendo que:

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA ENERGIA CINETICA MAS LA ENERGIA
INTERNA DE UN CUERPO MULTICOMPONENTE ELECTROLITICO, EN UN SISTEMA COOR-
DENADO INERCIAL, ES IGUAL AL FLUJO DE POTENCIA DE LAS FUERZAS ACTUANDO
DESDE LOS ALREDEDORES MAS EL FLUJO DE CALOR DESDE LOS ALREDEDORES, MAS
LA RAPIDEZ DE TRABAJO REALIZADO POR LAS FUERZAS GRAVITACIONALES Y ELEC-
TRICAS SOBRE LAS DIVERSAS COMPONENTES O ESPECIES MAS LA PRODUCCION O
CONSUMO DE ENERGIA TERMICA ASOCIADA A LAS REACCIONES QUIMICAS.

A continuacién aplicamos este balance al cuerpo %y, que ocupa la regién ¥,(¢) y estd limitada
por la superficie 97, (¢):

d(‘,)/ (1 A>
—v-v+U |dV = —7{ n-mw-vdS— 7{ n-qds
dt %(Z)p 2 a%z u q

/ Z pxvk -fx dV+/ Z rgQx dV.

utK

(6.4.6)
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Podemos ahora aplicar el procedimiento para eliminar las integrales, seguido a lo largo de
este escrito, para obtener finalmente, un balance de energia total aplicado al cuerpo electrolitico
puntual &:

D 1 . G G G
P sV vt ) ==V (m-v)=V-q+ ) pxvi-g+ Y peuvk E+ Y rkQx, (64.7)
Dr \2 KA K=A K=A
donde se ha sustituido la expresion (6.4.2) para las fuerzas externas. El dnico término de energia
debido al suministro de energia eléctrica es el de la sumatoria de los términos de flujos de carga
proyectados en el campo eléctrico, con sumandos p.y Vg - E; es decir, la rapidez de trabajo
realizada por las fuerzas eléctricas sobre los flujos electroliticos de las especies idnicas que, de
acuerdo con las ecuaciones (6.2.16) y (6.2.18), satisface la relacién:

G
Y pemvk-E=E-i, (6.4.8)
K=A
es decir que, el término equivale a la proyeccién de la densidad de corriente de las cargas méviles
en la direccion del campo eléctrico, multiplicada por la magnitud de dicho campo eléctrico.

Ecuacion de la energia eléctrica aplicada a cuerpos electroliticos

De una manera semejante al hecho de que la ecuacién de conservacion de la carga estd ya
contenida en, o es consecuencia de, la expresion de Ampere-Maxwell y la ecuaciéon de Gauss, como
se mostrd al deducir la ecuacién (6.2.10). Aqui vamos a mostrar que el flujo de energia eléctrica
suministrado a una solucién electrolitica es también una consecuencia de las leyes de Maxwell.

Definimos la densidad de energfa eléctrica & [J / m®] como el producto punto:

1 €
&=-D-E=—-E-E 6.4.9
> HE-E, (6.4.9)
donde consideramos que € es constante. Entonces, la derivada parcial de la energia eléctrica, con
respecto al tiempo es:
& JE aD
2 —¢E ——=E.=—— 6.4.10
ot ot ot’ ( )
Consideremos, por otra parte, el vector de Poynting (E x H), el cual expresa la potencia
electromagnética por unidad de area que sale de una region a través de sus superficies limites
y expresemos su divergencia, es decir, su flujo local asociado a un cuerpo puntual electrolitico &, el
cual es igual a:

V- (ExH)=H-(VxE)—E-(VxH)=—E-(VxH), (6.4.11)

aqui, el primer término del lado derecho de la primera igualdad es cero, debido al desacoplamiento
de los campos eléctrico y magnético, que convierte la ecuacion de Faraday (6.1.31) en la condicién
de irrotacionalidad del campo eléctrico; en tanto que se puede encontrar una equivalencia para
el lado derecho de la segunda igualdad, efectuando el producto punto del campo eléctrico con la
ecuacion de Ampere-Maxwell (6.1.27), podemos sustituir el producto E - (V x H) de la ecuacién
(6.4.10), para encontrar que:
aD

E-E:—V-(EXH)—E-i7 (6.4.12)
lo que puede ser sustituido en la ecuacidn (6.4.10), para dar una ecuacién que tiene la expresion de
un
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Balance de energia eléctrica:

O V. (BxH)=E-i (64.13)

En el lado derecho de esta ecuacién (6.4.13) aparece un término de sumidero de energia
eléctrica: —E - i, el cual corresponde a un término semejante del balance de energia total, definido
por la ecuacion (6.4.8), pero con el signo contrario. Esto significa que

lo que se consume de potencia eléctrica equivale a la rapidez del trabajo efectuado por las
Jfuerzas eléctricas sobre el flujo electrolitico.

Al sustituir el término E -1 de la ecuacién (6.4.13) en la igualdad (6.4.8) y el resultado en el
balance de energia total, ecuacién (6.4.7), donde es posible expresar la derivada material de la
ecuacion resultante, en términos de su derivada parcial, introduciendo la densidad en la derivada
por medio de la ecuacion de continuidad, tenemos lo siguiente:

jt <;P(v-v)+PU+£> +V- <;/)V(V-V)+Pvl7+E XH) =
(6.4.14)

-V (x-v)-V-q+pv-g+ Z rgOk.
K=A

Consideremos ahora, nuevamente, la ecuacion (6.4.12), recordando también que, c.fr: ecuacién

(6.1.27), o5 =1ip, donde ip es la densidad de corriente de desplazamiento, que tiene una duracién

de los primeros nanosegundos en los transitorios. También que la intensidad de corriente total I es
la suma I =i+1ip, la cual, al ser sustituida, como en la ecuacién (6.1.33) y operando la divergencia
de dicha ecuacién, conduce a que V -1 = 0. Entonces, de (6.4.12) y las relaciones mencionadas,
tenemos:

aD
V-(EXH):—E-;—Ei:—E-I:Vy/~I:V-(q/I), (6.4.15)
donde se ha usado una relacién de Poisson: E = —Vy, que se desprende de la irrotacionalidad

del campo eléctrico, ecuacion (6.1.31), aplicable bajo las condiciones de desacoplamiento de las
fuerzas eléctricas y las fuerzas magnéticas. Ahora podemos reemplazar el resultado de la ecuacién
(6.4.15) en la ecuacidn (6.4.14), para obtener la siguiente

Ecuacion de la energia total, que incorpora el término de la densidad de energia eléctrica:

a (1 . 1 .
3 (Zp(v-v)+pU+c?> +V. (va(v-v)+va+l//I> =
(6.4.16)

G
V- (m-v)=V-q+pv-g+ Y rxOk.
K=A

En esta expresion se ve como es posible considerar la accion del campo eléctrico sobre el
flujo de electrolitos, como parte de la tasa de acumulaciéon de energia en el cuerpo puntual
electrolitico, asi como parte de su flujo eléctrico local, en vez de considerarlo como la accién de
una fuerza de campo externo. Esto iltimo fue el enfoque determinado por la Ecuacién (6.4.8),
que incide en las fuerzas aplicadas sobre el fluido electrolitico y representa equivalentemente las
caracteristicas del flujo, por medio del balance de energia eléctrica (6.4.13).
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6.5 Termodindmica de cuerpos puntuales electroliticos

6.5.1 Energia interna de soluciones electroliticas

Cuando restamos la ecuacién de la energia cinética (6.4.5) al balance de energia total (6.4.7),
obtenemos una ecuacion para la energia interna del cuerpo electrolitico puntual &:

D,U
Dt

= —PV.v—1:Vv—-V.q
(6.5.1)

G G
+ Z Px(Vk —V)- g+ Z Pek (Vk — V) -E+ Z rk Ok,

donde se ha usado la igualdad &« = P1+ 7. Ademads, considerando que vg = v+ ug + wg, podemos
sustituir los términos de fuerzas externas, de modo que:

DU
p DV = —PV.v—7:Vv-V.q
! (6.5.2)
+ ) px(ug+wg) g+ZPeK ug +Wg) E"‘Z’"KQKa
K=A K=A K=A
lo cual, finalmente, se puede expresar en funcién de los fluxes difusivo y migratorio:
D,U
l; = —PV'V—T‘VV—V'(]
! (6.5.3)

+ Z (jxk +mg)-g+F Z JK+m,< )-E+ Z rk Ok
K=A K=A

La Ecuacién (6.5.3) indica que la rapidez temporal de cambio de la energia interna de una
particula multicomponente electrolitica é resulta de (1) la pérdida o ganancia de rapidez de trabajo
por compresion o expansion, més la pérdida de rapidez de trabajo por disipacién viscosa, mas el
flujo de calor, mas la disipacion de energia por la difusion y la migracion de las especies quimicas
y electroliticas en el campo eléctrico, mds la produccién o consumo de energia térmica por las
reacciones quimicas. Es conveniente aclarar que la resultante de la gravedad sobre los fluxes
difusivos y migratorios es cero, debido a que la fuerza de gravedad, por unidad de masa, afecta
igualmente a todas las especies, sale de las sumatorias como un factor constante y se puede aplicar
la relacién (6.2.22), para eliminar el término.

Por otra parte, podemos considerar la expresion (6.4.16) de la energia total, y restarle la ecua-
cién de la energia cinética (6.4.5), para obtener una

Ecuacion de la energia interna con los términos de cambio de la energia eléctrica:

D,U 0& &
=22 V. (y)—pyv-E—PV-v—T:Vv—V. ) . 5.4
D 5 (yI) — pemv v—1T:Vv (H-K:AFKQK (6.5.4)

6.5.2 Entropia de soluciones electroliticas

Siguiendo de cerca el desarrollo de la subseccién 5.7.2 en el caso presente, para los cuerpos
multicomponentes electroliticos sujetos a un campo eléctrico E, llegamos a una expresion similar a
la ecuacién (5.7.5), que es:

D,S DU D,ck
T —
o P KZA“ K < Di

+cxV- v> : (6.5.5)
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donde ik es el potencial quimico de la especie K-ésima. Al sustituir la ecuacién (6.5.3) en el
término de la energia interna de la ecuacion (6.5.5), es notorio que el término PV - v se elimina,
al estar en ambas ecuaciones con signo contrario. Este término corresponde a la disipacién de
energia por los efectos reversibles de compresion y expansion, que no contribuyen al incremento de
entropia.

D,S 1
P2 - Vg (m s z ()
LG (6.5.6)
+ TKZ_:AVKQK—T[(Z_:AMK< Dr : >

Podemos desarrollar una expresion equivalente a la del dltimo paréntesis de la ecuacién (6.5.6)
a partir del balance de masa para la especie K-ésima, ecuacion (6.2.15), en la cual podemos sustituir
(6.2.19) y dividir toda la expresion entre la masa molar Mg de la K-ésima especie, despejando los
términos correspondientes a los del paréntesis mencionado, para obtener:
dek 'k Jx
— 4V =—-V.==—_V. = 6.5.7
ar Ve = Y MK 65.7)
Ademads, usaremos las expresiones (5.7.9) y (5.7.10), junto con la ecuacién (6.5.7), para
sustituirlas en la ecuacién (6.5.6) de la entropia y luego reordenar sus términos para llegar a:

D,S q Uk mg T:Vv 1
- _v.|[2_ K1) - Rva
P (T KZ’AT [MK+MK]> 7T T4 <T>
G .
Jk | Mg Fzx Uk
48 . \V4 6.5.8
o X (i) e ()] 659
G
T Uk
o)
K;T My

donde los términos se han ordenado de acuerdo a la estructura del balance de entropia desarrollado
en la subseccion 5.7.2.

Podemos también modificar la ecuacion para la entropia generando una relacién que considere
los cambios de la energia eléctrica, expresados en la ecuacién (6.4.13), sustituyendo en ella las
ecuaciones (6.4.8) y (6.4.15), para encontrar que

& G
— 4+ V- (yl) = Z PekVk -E ==Y pex (v+ug +wk)-E, (6.5.9)

ot K=A

donde identificamos los términos convectivo, difusivo y migratorio, que pueden expresarse en la
ecuacién anterior, la cual puede quedar, al dividir entre la temperatura, como:

1 /98 9 (jk ,mg\ Fz
T<8t+V.(peME)+V.(WI)) +K;A <]WK+1WK> TE 0 (6-5-10)

Produccioén local de entropia y segundo principio de la termodindmica

Considerando el balance de entropia para un cuerpo multicomponente, realizado en la subsec-
cién 5.7.2, cuya expresion es la ecuacién (5.7.15), podemos compararlo con la ecuacion (6.5.8)
para un cuerpo multicomponente electrolitico, donde identificamos el flux de entropia de contacto
que, para el cuerpo electrolitico, corresponde a los términos:

Hg mK
. 6.5.11
z ( MK) 6.5.11)
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en tanto que la rapidez de generacion de entropia por unidad de volumen, G; es:

g - T vv+ v( >+Z<+mK> [FZKE V(HTK)]

G (6.5.12)
Ly TK <MKQK—#K>
—, Mg T ’
que también se puede expresar, utilizando la relacién (6.5.10), como:
, T:Vv 1 &
Os= ——F +q-V <T> - <8t+v (PeME)+V‘(‘I/I)>
. 6.5.13
§ (A me .V<w<)+§rz< M Qx ik (219
K=A MK MK T K—A M[( T )

El segundo principio de la termodindmica aplicado a cualquier cuerpo puntual electrolitico é ,
que por su definicién es un sistema cerrado, equivale a la desigualdad &5 > 0, que es igual a cero
en los procesos reversibles. Una condicién suficiente para que se cumpla la desigualdad es que
cada uno de los sumandos de la ecuacion (6.5.12) sea mayor que cero, de donde se obtienen las
siguientes desigualdades:

_EW o, (6.5.14)
T
1
q-V<) > 0, (6.5.15)
T
i(”Jran) Pag = o (6.5.16)
= \mg "mg) T ’ >
G
Uk
e MKy (B 5.17
K;A <MK+MK> (T> > 0, 6.5.17)
g rg K
Y > 0, (6.5.18)
K=A
rk Uk
LS S} (6.5.19)
Kia Mg T

Sin embargo, la ecuacién (6.5.16), donde participa el campo eléctrico, puede ser reempla-
zada por la expresion que contiene los términos de energia eléctrica en la ecuacién (6.5.13), es
decir:

&
— ( Y v~(peME)+V.(y/1)> >0, (6.5.20)

la cual ofrece posibilidades de otras lineas de exploracién para las relaciones de comportamiento
asociadas con las fuerzas eléctricas.
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