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Presentacion

Cada dia se vuelve mds importante la comprension de los fenémenos quimicos a partir de los
detalles de la estructura molecular de la materia. Por esta razon, es necesario incluir en el curriculo
de los estudiantes de Quimica, tanto de licenciatura como de posgrado, cursos dedicados al estudio
de la parte microscépica de la fisicoquimica.

La quimica cudntica nos proporciona la descripcidn de la materia a nivel molecular. Esta obra
ofrece un tratamiento detallado de la mecanica cudntica de los dtomos y las moléculas para los
cursos de licenciatura y posgrado enfocados en la fisicoquimica microscépica. También, aborda los
métodos de solucién de las ecuaciones diferenciales involucradas y las propiedades de las funciones
especiales que aparecen en los sistemas microscépicos estudiados.

Es importante mencionar que la teoria cudntica de los sistemas quimicos no estd limitada al
material incluido en esta obra. Sin embargo, dichos avances van mds all4 de los objetivos que
persigue el autor con este contenido. La discusion de los métodos actuales para calcular la estructura
electrénica de los dtomos, las moléculas y los sélidos requiere del dominio de los temas incluidos
aqui. Por lo que, estos temas se deben considerar como un material para especialistas en dicha
ramas de la quimica tedrica. Asi que, esta obra pretende incluir inicamente los temas fundamentales
que se requieren para los cursos generales de la fisicoquimica microscépica.

Para los cursos de licenciatura, se sugiere cubrir parcialmente el contenido los capitulos del uno
al trece. En este caso, el instructor debe seleccionar el material de estos capitulos para ajustarlo al
tiempo disponible y la profundidad requerida. Los cursos de posgrado permiten cubrir los conceptos
més avanzados de los capitulos iniciales y profundizar en los temas asociados con los sistemas
multielectrénicos y su interaccién con los campos eléctricos y magnéticos, los capitulos del doce al
catorce.
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1.1
1.1.1

1. Los antecedentes de la teoria cudntica.

En el dltimo cuarto del siglo XIX, se tenia la percepcion que todos los fendmenos fisicos
podian ser descritos satisfactoriamente usando los conocimientos establecidos hasta aquel periodo.
Sin embargo, el grado de avance de las técnicas de medicion empezaba a generar resultados que
no podian ser explicados por las teorias aceptadas. Dichos experimentos estaban asociados con
fenémenos en donde las interacciones a nivel molecular jugaban un papel fundamental. Estas
discrepancias aumentaron el interés por mejorar los métodos de medicién, con la esperanza de
que los nuevos resultados estuvieran en concordancia con las teorias aceptadas en aquel momento.
Desafortunadamente, las nuevas técnicas no cambiaron el panorama. Mds atin, dieron origen a méas
casos que la teorfa no podia explicar. Esta acumulacién de evidencias gener6 la necesidad de un
marco tedrico nuevo que permitiera comprender las interacciones que ocurren entre los componentes
fundamentales de la materia. Como resultado de estas observaciones surgieron muchos intentos de
modificar las leyes cldsicas. Pero, sélo con el establecimiento de la mecédnica cudntica fue posible
contar con un modelo que permite entender los fenémenos microscépicos.

En este capitulo se presenta una revision muy breve de la mecénica clésica, ya que juega un
papel muy relevante atin en la mecdanica cuantica. Adicionalmente, se presentan algunos de los
experimentos que jugaron un papel decisivo en el surgimiento de esta teoria.

Una revision breve de la mecanica cldasica.
La mecdnica newtoniana.

La versién mas conocida de la mecanica clasica es la mecanica newtoniana. Las propiedades
dindmicas de un sistema, descrito por las caracteristicas de las particulas que lo componen y las
fuerzas entre ellas, provienen de la solucidn de las ecuaciones de Newton,

d%7;

Fi=mi—7.

(i=1,2,...,N). (1.1)
Para un conjunto de coordenadas y velocidades iniciales, este sistema de ecuaciones diferenciales
acopladas permite obtener la trayectoria de cada una de las particulas, 7(¢), y todas las propiedades
mecdnicas del sistema, a lo largo del tiempo.

Se dice que un sistema es conservativo, si las fuerzas que actdan en €l provienen de una funcién
denominada la energia potencial V =V (7,...,Fy), a través de la ecuacién

F=-V,V. (1.2)
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En este caso, la energia total del sistema, la suma de la energia cinética y la potencial, es una

constante,
dr; dr
=5 Zm, d’; d:l V(7,...,Fy) = const. (1.3)

En general, un problema de N particulas en tres dimensiones conduce a un sistema de 3N
ecuaciones diferenciales de segundo orden.
= Ejemplo 1.1. El oscilador arménico representa a una particula de masa m sujeta por un
resorte. La constante de fuerza del resorte, k£, cumple con la ley de Hooke,

F = —kx, k> 0. (1.4)
En este caso, la ecuacion de Newton es unidimensional y tiene la forma siguiente,

d? k
méz—kx, X+ x-x "fo x-O (1.5)

en donde ©?> = % > 0. La solucién general de esta ecuacién corresponde a la funcién
oscilatoria
x(t) = Acos wt + Bsin ot (1.6)

en donde las constantes A y B dependen de las condiciones iniciales,
A =x(0), Bw =x'(0) . 1.7)

La energia potencial del oscilador arménico satisface la ecuacién

dv(x)
F=—kx=— 1.8
x o (1.8)
Por lo tanto,

V(x) = 1k = Imewx* . (1.9

Asi, la energia es una constante,

E = lma)z[—A sin wr + Bcos a)t]2 + imw? [A cos @t + Bsin a)t]2

2 2 (1.10)

= 1mw*[2A* + 2B%] = mw*[A* + B

= Ejemplo 1.2. El tiro parabdlico es un problema mecanico que requiere de dos dimensiones.
Para la posicién y la velocidad iniciales, Figura 1.1,

() () o

las ecuaciones del movimiento determinan la trayectoria y las propiedades dindmicas. En
este caso, tanto la posicién como la fuerza son vectores. Sin embargo, es posible separar el
problema en sus componentes cartesianas. La solucion de las ecuaciones del movimiento se
obtiene por integracion directa,

(3 o)
1 dr? Z
¥=0: x(t) =A+Bt, x(t) =B,
P=—g: 2(t)=C+Dt—%gt?,  t)=D—gt,
V(x,z) = mgz, E =m[}(B*+D?) +¢C).

Nuevamente, de la solucidn de la ecuacion de Newton, se obtiene que la energia es una
constante.
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oL
0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 1.1: Las condiciones iniciales del tiro parabdlico.

La formulacion de Lagrange.

Una forma equivalente de la mecanica de Newton es la formulacion de Lagrange. En este
esquema se utiliza un conjunto de coordenadas que son relevantes para el problema que se desea
analizar, denominadas las coordenadas generalizadas. Primero se construye una cantidad llamada
la funcidn lagrangiana o el lagrangiano del sistema. Las ecuaciones del movimiento se obtienen
derivado a esta cantidad. Este proceso se describe a continuacién.

Por simplicidad, considere a un sistema conservativo. Las ecuaciones del movimiento, en el
sistema de coordenadas cartesianas, son

d av
Las componentes de la energia son V =V (xq,...,x3y) y T = %Zi m,-xl.?. Entonces,
aT
= = m;X;. (1.13)
8xl~
Ast, las ecuaciones de Newton toman la forma siguiente,
d /9T av
(=)= 2=, 1.14
dr <8x,) 8x,~ ( )

En general, las n coordenadas relevantes del sistema se designan con los simbolos ¢; , para
1 <i<n<3N.Entonces,

qi = qi(x1,...,X3n,1), (1.15)
en donde estas coordenadas pueden ser distancias, dngulos, etc. El lagrangiano del sistema se define
asi,

£:£(Q17q27"'7ql7q27"-)ET_V- (116)
En este caso, las ecuaciones del movimiento quedan en la forma siguiente,
d [d€ 2L
~\3 =3 1.17)
dt \dgi) dqi

Estas n ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden son las ecuaciones de Lagrange.
= Ejemplo 1.3. Cuando el movimiento ocurre en un plano y se usan coordenadas polares,
q1 =ry q> = ¢, el lagrangiano toma la forma

2 242
L=1im(*+r7¢*) -V (rne) . (1.18)
Entonces, las ecuaciones del movimiento quedan en términos de las coordenadas relevantes,

24—V
@w¢)_—8¢. (1.19)

n dV g
dr
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Para una 6rbita circular, 7 = 0. Asi que,

o dV . av
mr¢2 = — = —F",7 m}"2 = ——— (120)
ar
en donde la primera ecuacién contiene a la fuerza centripeta.
En el movimiento circular uniforme, la velocidad angular es una constante, ¢ = const. Por lo
que, se obtienen las condiciones siguientes,

mr¢2? = —F, = const, — =0. (1.21)

Ademis, el momento angular, L = mr*@, se conserva y el potencial s6lo depende de la
variable radial.

1.1.3 La mecdnica de Hamilton.

Un esquema alternativo para los sistemas conservativos es la formulacién de Hamilton. Esta
variante utiliza a las coordenadas y los momentos generalizados como sus variables bésicas. La
formulacién de Hamilton es especialmente interesante en esta obra. Ya que, la mecénica cuéntica
toma como punto de partida los conceptos de la mecdnica de Hamilton.

El lagrangiano permite definir al momento conjugado de la coordenada ¢;,

2L

Pi=5 (1.22)

Cuando el lagrangiano no depende explicitamente de la coordenada generalizada g;, las ecuaciones
de Lagrange, ecuacion (1.17), conducen a

dp;
— = 1.23
" (1.23)
Esto es, p; es una constante de movimiento.
El hamiltoniano de un sistema se define como
H=9(q1,..,p1,--,1) = Y pigi — £, (1.24)
i
y las ecuaciones del movimiento (las ecuaciones de Hamilton) toman la forma siguiente,
29 a9
— =, — = —pj. 1.25
&Pi qi aCIi Di ( )

En este caso, se obtienen 2n ecuaciones diferenciales de primer orden. Para un sistema conservativo,
el hamiltoniano coincide con la energia total,

H=T+V=E. (1.26)

= Ejemplo 1.4. Del ejemplo 1.3, se tiene que, los momentos conjugados de una particula que
se mueve en el plano son
pr = mr, Py = mrz(j). (1.27)

Por lo que, el hamiltoniano queda en la forma siguiente,

pr P
=L V. 1.28
9 2m  2mr? + ( )

En este caso, las cuatro ecuaciones de movimiento son

2
- p A%
el Y (1.29
m mr or
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Wy T'=T

Figura 1.2: La distribucién espectral de la radiacién térmica para dos temperaturas diferentes.

=—= =——=. 1.30
g Po==3, (1.30)
En un sistema con un potencial central, V =V (r), el momento angular, py, es una constante
del movimiento. Adicionalmente, en el movimiento circular uniforme, » = const, p, =0y
po = const. Por lo tanto, se obtiene la siguiente condicién para una orbita circular,
2
p av
¢ _ 9% (1.31)

mr3  9r’

En el apéndice A, El movimiento de una particula bajo el efecto de un potencial central, se
analizan algunos ejemplos y se compara el uso de las tres versiones de la mecénica cldsica que se
presentan en este capitulo.

Los origenes de la mecdnica cudntica.

A finales del siglo XIX, surgieron muchas evidencias experimentales que, eventualmente,
dieron origen a la mecdnica cudntica. En esta seccion se presentan algunos casos importantes.

La radiacién térmica.

En aquella época, se analiz6 la distribucidn espectral de la radiacién que emite un cuerpo, como
funcién de la temperatura (el problema de la radiacién térmica). La potencia total emitida por
unidad de area, W, tiene un comportamiento sencillo con la temperatura y estd descrito por la ley
de Stefan y Boltzmann,

W =oT*. (1.32)

Esta ecuacion se deduce a partir de algunos argumentos termodindmicos.
Adicionalmente, la distribucién espectral de la radiacién, Figura 1.2, presenta un maximo. La
posicion del maximo depende de forma inversa con la temperatura,

AmaxT = const. (1.33)

A esta expresion se le conoce como la ley de Wien.
Los modelos clasicos fueron incapaces de proveer un modelo apropiado para describir el
comportamiento de la Figura 1.2. Las leyes conocidas en aquel momento conducen a la ecuacién

de Rayleigh y Jeans,
Ry SWKT

W)L = 14

, (1.34)
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w, FXP

Figura 1.3: La comparacion de la distribucion espectral de la radiacién térmica experimental con
los modelos de Rayleigh y Jeans y de Wien.

en donde k es la constante de Boltzmann. Sin embargo, esta ecuacién diverge cuando los valores de
A son pequeiios y la curva no es integrable. Este modelo funciona relativamente bien para valores
de A muy grandes. Por otro lado, se tenfa una ecuacién empirica que funciona mejor para valores
pequeiios de A (la ecuacién de Wien),

-5
Wien __ cih

La gréfica de ambas ecuaciones se muestran en la Figura 1.3.

Max Planck realiz6 muchos intentos para obtener una ecuacién que describiera el compor-
tamiento experimental de la radiacién térmica. Sin embargo, siempre llegaba a la expresién de
Rayleigh y Jeans.

A partir de un anélisis de la termodindmica de los dos modelos previos, Planck observé que
cada uno tiene un comportamiento diferente. Asi que, decidié proponer una ecuacioén que en un
limite tiende al comportamiento de la ecuacién de Rayleigh y Jeans. Mientras que, en el otro limite,
se comporta como el modelo de Wien. La ecuacién de Planck,

WPlanck —_ 87chA -
A exp (ch/AkT)—1’

(1.36)

reproduce el comportamiento experimental si el valor de la constante % (la constante de Planck) se
ajusta usando los datos experimentales. En esta ecuacion, la constante ¢ representa a la velocidad
de la luz. Planck encontré que la tnica hipétesis que permite justificar esta ecuacion se apartaba del
sentido comun de aquella época. La hipétesis de Planck indica que “cuando la materia intercambia
energia en forma de radiacién de la frecuencia v, este intercambio sélo ocurre en multiplos de una
cantidad minima igual a Av”. Esta hip6tesis contradice la naturaleza ondulatoria de la radiacién.
Pues, parece indicar que la radiacidn se intercambia en paquetes pequefios con energia igual a Av.
Planck trat6 de encontrar otra forma de justificar su ecuacién. Sin embargo, nunca lo logro.

El efecto fotoeléctrico y otros fenémenos.

Los resultados del efecto fotoeléctrico también presentaban problemas de interpretacion. Cuan-
do se irradia un electrodo metdlico de un tubo de descarga con cierto tipo de luz, en algunos casos
se produce una corriente eléctrica. La corriente sélo aparece a frecuencias mayores que un valor que
es caracteristico de cada metal (la frecuencia umbral, V). En este caso, la magnitud de la corriente
es proporcional a la intensidad de la radiacién. Para las frecuencias menores que la frecuencia
umbral, no se produce ninguna corriente, incluso, cuando la intensidad de la radiacién es muy
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Figura 1.4: La prediccién de la capacidad calorifica molar de un sélido con los modelos cldsico y
de Einstein.

grande. Cuando hay una corriente fotoeléctrica, la energia cinética de los electrones crece con la
frecuencia de la radiacion.

Tomando en cuenta la hipétesis de Planck, Albert Einstein propone que la radiacién esta
formada por los paquetes de Planck (los fotones). Asi, cuando una particula de materia absorbe un
fotdn, la energia de la particula se incrementa en 4v. De esta forma, en el efecto fotoeléctrico, los
electrones del metal pueden absorber un fotén de la radiacién incidente. Si el fotén no proporciona
al electrén la energia suficiente para escapar de la atraccién que el metal ejerce sobre él (la funcién
trabajo del metal, @), el electron se queda en el metal y no se observa ninguna corriente. Por el
contrario, si la energia del fotén es suficiente, el electron usa parte de la energia ganada para vencer
la atraccidn del metal y el resto queda como su energia cinética. Asi, el balance de energia de este
proceso queda en la forma siguiente,

hv = o+ tmy?. (1.37)

Esta ecuacién permite explicar el comportamiento observado en el efecto fotoeléctrico y le da
soporte tanto a las hipétesis de Einstein y de Planck. Por otro lado, fortalece la evidencia del
comportamiento corpuscular de la radiacidn, al menos durante la interaccién con la materia.

Einstein también estudi6é la dependencia de la capacidad calorifica de los sélidos con la
temperatura. Los modelos cldsicos predicen que la capacidad calorifica molar debe ser igual a 3R,
en donde R es la constante de los gases. Sin embargo, este resultado sélo es correcto a temperaturas
altas. A temperaturas bajas, se observa que la capacidad calorifica disminuye hasta llegar a cero,
en 0 K. Einstein propuso que la energia de la vibracién en el sélido sélo puede tomar valores que
son multiplos de hv, en donde Vv es la frecuencia de la vibracién. Mediante el uso de la mecénica
estadistica, él calculd la energia del s6lido y su capacidad calorifica molar. Con este modelo, se
obtiene que

hv>2 ( explhv /kT] (1.38)

Cn = 3K (kT exp[hv /kT] — 1)*

A temperaturas altas, esta ecuacién se comporta como el modelo clasico. Pero, a temperaturas
bajas, la capacidad calorifica tiende a cero. El modelo de Einstein describe cualitativamente bien la
tendencia general de la capacidad calorifica, Figura 1.4. Sin embargo, la forma en que C,, tiende a
cero no es la correcta. Atn asi, este modelo sugiere que en algunos casos, la energia sélo puede
tomar cierto conjunto discreto de valores.

El efecto Compton representa la dispersién ineldstica de los rayos X por un metal. En este
experimento, el cambio en la longitud de onda de los rayos X, dispersados por los electrones del
s6lido, es proporcional al coseno del dngulo de la dispersion. Este comportamiento se explica al
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asumir que el fotén de los rayos X, al interactuar con un electrén, se comporta como una particula
con un momento igual a/ik, en donde k = 27 /A, y una energia hv. Asi,

2
cosO ~ 1+ e

(A-2"), (1.39)

en donde 6 es el dngulo de dispersiéon y A y A son las longitudes de onda incidente y dispersada,
respectivamente.

El modelo atdmico de Bohr.

Niels Bohr usé las ideas de Planck y Einstein para proponer un modelo de la estructura del
atomo de hidrégeno. Dado que las lineas espectrales se conocian con precision, Bohr ajust6 su
modelo para reproducir dichos resultados. El modelo atémico de Bohr se basa en dos postulados.

1. El electrén se mueve alrededor del nicleo en orbitas circulares estables, en donde el momento

angular es multiplo de/i = h/2m.
2. Cuando el 4tomo absorbe o emite radiacion, la energia del fotén asociado, 4V , coincide con
la diferencia de la energia entre las dos Orbitas estables involucradas.
Estos postulados limitan los valores de muchas propiedades. Por ejemplo, el tamafio de las 6rbitas
y el momento del electrén toman valores discretos, al igual que la energia,

A

Ey=——2 .
" Zma%n2

(1.40)
A este tipo de comportamiento se le denomina la cuantizacién.

El modelo de Bohr funciona bien para cualquier 4&tomo o ion con un electrén, los dtomos
hidrogenoides. Sin embargo, este modelo no es aplicable para los d&tomos polielectrénicos. Las
reglas de cuantizacidn para los 4tomos con varios electrones, cuando se pueden establecer, son muy
complicadas.

Poco tiempo después de que Bohr presenta su modelo atémico, Louis de Broglie propone que,
de la misma forma que la radiacién exhibe un comportamiento ondulatorio y corpuscular, la materia
también puede mostrar un comportamiento ondulatorio. Para un fotén, la energia y el momento
estdn relacionados por la ecuacién E = pc. Por lo que, el momento y la longitud de onda son
inversamente proporcionales,

A= (1.41)

De acuerdo con la propuesta de de Broglie, a las particulas en movimiento se les asocia una longitud
de onda, que se calcula con la ecuacién (1.41). Muy pronto, Clinton Davisson y Lester Germer
observaron el comportamiento ondulatorio de la materia. Ellos encontraron patrones de difraccién
cuando un haz de electrones incide sobre un cristal.

La hipétesis de de Broglie le permiti6é a Bohr deshacerse de su primer postulado. Sélo en las
Orbitas estables del modelo de Bohr, el comportamiento ondulatorio del electrén no se destruye por
interferencia.

Hasta aquel momento, las leyes que gobiernan el comportamiento de las particulas microscopi-
cas eran desconocidas. La tnica forma de entender su comportamiento radicaba en un conjunto
cada vez mds grande de hipétesis y principios. Pero, no existia una teoria que los contuviera a todos.
Por lo que, la necesidad de una teoria del mundo microscépico era evidente. La mecédnica cudntica
aparece como la teorfa que permite explicar y predecir estos fendmenos. A lo largo de esta obra, se
pretende mostrar como se usa esta teoria y aplicarla a los sistemas de mayor interés en la quimica,
como son los dtomos y las moléculas.

Problemas.

1. Escriba el hamiltoniano de los sistemas siguientes:
(a) un oscilador armdnico unidimensional;
(b) un cuerpo durante su caida libre;
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(c) dos particulas puntuales con carga eléctrica.
2. Para el modelo de Bohr:

(a) A partir de la condicién de las 6rbitas circulares y de los postulados del modelo atémico,
obtenga las expresiones para el radio y el momento lineal de un electrén en las 6rbitas
estables.

(b) Demuestre que V,, = 2E,, = —2T,, donde T, V,, y E, son respectivamente la energia
cinética, potencial y total del sistema en una d6rbita permitida.

3. En microscopia, el mdximo detalle que se puede observar es del orden de magnitud de la
longitud de onda utilizada.

(a) (Cudl es el limite de la resolucién de un microscopio electrénico que usa electrones
con energia cinética de 150 keV?

(b) (Cuantas veces mas grande es el limite de la resolucién del microscopio electrénico,
comparado con un microscopio 6ptico? (La longitud de onda en la regién visible esta
entre 400 y 700 nm.)

4. Calcule la longitud de onda de un electrén en las 6rbitas del modelo de Bohr. Compare el
resultado con el radio de la 6rbita.






2. Los operadores.

En la mecénica cudntica, los operadores son objetos que se usan cotidianamente. Este capitulo
estd dedicado a revisar algunos conceptos relacionados con este tipo de objetos.

2.1 Las propiedades elementales de los operadores.

La transformacidn de las funciones es una operacién comun en las matematicas bésicas. Asi que,
algunas transformaciones conocidas también se pueden asociar con el concepto de los operadores.
= Definicion 2.1. Un operador, O, es un objeto que transforma a una funcién, g, en otra, £,

A

Og =h. (2.1)
» Ejemplo 2.1. Al derivar a la funcién f(x), la funcién resultante, f'(x), generalmente es
distinta. Por lo tanto, al procedimiento de derivacién se le puede asignar un operador,
d d R

7= L = 2 fw) = brer). @2

Al operador que produce la derivada de una funcién, D, se le llama el operador diferencial.
Al multiplicar a una funcién por una constante, se obtiene una funcién nueva. Lo mismo
ocurre cuando una funcién se multiplica por otra. A este tipo de operadores se les deno-

mina los operadores multiplicativos. Las ecuaciones siguientes muestran a dos operadores
multiplicativos,

27 f(x) = g(x), (2.3)
x- f(x) = k(x). (2.4)

Los operadores se combinan formando otros mas complejos, a partir de las operaciones entre
ellos. Las operaciones mds comunes se muestran a continuacion.
= Definicion 2.2. La suma de dos operadores se define como,

(A+B) f=Af+Bf. (2.5)
= Definicion 2.3. La composicién de dos operadores estd definida en la forma siguiente,

(AB) f = A (BY). (2.6)
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= Ejemplo 2.2. Los operadores siguientes son combinaciones de operadores sencillos:

A

d ,
M=1+_. Mf=f+f 2.7)

-~ d ~ d

En donde f representa en este caso a la funcién de una variable f(x).
= Definicion 2.4. El conmutador de dos operadores es el operador siguiente,

[A,B] =AB-BA. (2.9)

Cuando el conmutador de dos operadores es igual a cero, se dice que los operadores conmutan
y el orden de la aplicacién de los operadores es irrelevante, AB = BA.
Al invertir el orden de los operadores, el conmutador cambia su signo,

[B,A] = BA—AB=— (AB—BA) = —[A,B]. (2.10)

= Ejemplo 2.3. El conmutador [N, D], en donde el operador N est4 definido en el ejemplo 2.2
y el operador D es el operador diferencial, se calcula aplicando dicho operador sobre una
funcidn,

[N,D]f:NDf—DNf:Nf’—D% (xf).

En este punto, se realizan las simplificaciones necesarias,

NN d d
[8.D) f = - &f) = - Gf'+ ) =xf" + f = (xf" +2f")
=—f =-Df.
Asf, se identifica que, el conmutador de estos operadores es [N, D] = —D. Ademis, [D,N] = D.

También existen los operadores integrales, uno de ellos es la transformada de Laplace,

ﬁf:/oooe—’xf(x)deF(t). @.11)

2.2 Los operadores lineales.

Entre la gran variedad de operadores que existen, los operadores lineales se encuentran frecuen-
temente en las matemaéticas bdsicas.

» Definicion 2.5. El operador, L, es lineal si cumple las dos propiedades siguientes:

(i) L(cf)=cLf, (2.12)
(i) L(f+g)=Lf+Lg (2.13)

en donde f y g son funciones arbitrarias y c¢ es cualquier escalar.

» Ejemplo 2.4. El operador diferencial cumple con las propiedades: D (cf) =cf’,D(f +g) =
f'+ ¢'. Entonces, el operador diferencial cumple con las condiciones (2.12-13) y es un
operador lineal.

Para los operadores lineales, el conmutador tiene algunas propiedades adicionales,

[A,B+C) = [A,B] +[A,C], (2.14)
[A,cB] =c[A,B], (2.15)
[A,BC] = [A,B]C+B[A,C], (2.16)

en donde ¢ es un escalar.
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2.3 Las funciones propias y los valores propios de un operador.

Para todo operador lineal, existe un conjunto de funciones, {u,}, y un conjunto de escalares,
{an}, tales que, satisfacen la ecuacion siguiente,

Au, = ayuy,. (2.17)

A esta ecuaci6n se le conoce como la ecuacién de los valores propios del operador A. A los
escalares a, se les llama los valores propios del operador y a las funciones u, se les denomina
las funciones propias. Al conjunto de los valores propios comtinmente se le llama el espectro del
operador.

X

PO A
» Ejemplo 2.5. La funcién g(x) = e * es una funcién propia del operador G = —D +5. Al
X

A 1
aplicar este operador sobre la funcidn g, se tiene que Gg = —Dg+5g = 2xg/x+5¢ = 7g.
X
Entonces, g es una funcién propia del operador G con valor propio igual a 7.

= Ejemplo 2.6. Para el operador p, = —i#i—, la ecuacién de los valores propios es la siguiente,

ox
pr(Pp = p‘va (2.13)

en donde p es el valor propio y ¢, es la funcion propia. Esta ecuacion es una ecuacion
diferencial lineal que se puede reescribir en la forma

ip
Op =7 bp: (2.19)
y tiene las soluciones siguientes, _
9p(x) = ceP . (2.20)
El valor propio p es cualquier nimero real. En este caso, el espectro del operador p, es

continuo.
= Ejemplo 2.7. Se buscan las funciones propias del operador p, que son funciones periddicas,
con periodo L. En este caso, las funciones cumplen con la condicién siguiente,

Op(x) = @p(x+L), (2.21)

en donde las funcién estan dadas por la ecuacién (2.20). Entonces, al sustituir a la funcién
¢p, se observa que se debe cumplir la condicién

1 = ¢PLi, (2.22)

Esto es, el argumento del nimero complejo debe ser un multiplo de 27,
L

PE — oz (2.23)

h
Por lo tanto,

2nmh ;
Dn = ”L L G(x) = ce®™L =0, 41,42, ... (2.24)

En este caso, el espectro del operador es discreto.

2.4 Los operadores hermitianos.

Dentro de los operadores lineales existe un grupo de operadores que son de gran importancia
en la mecénica cudntica.
= Definicién 2.6. El operador O es hermitiano si, para todo par de funciones f y g, se cumple
la igualdad

/ f*(Og)dr = / (Of)" gdr, (2.25)

en donde el conjugado del nimero complejo, z, se denota por z*. Para identificar si un
operador es hermitiano, se deben evaluar las dos integrales de la ecuacion (2.25). Sélo cuando
ambas integrales son iguales, el operador es hermitiano.
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» Ejemplo 2.8. Para el operador X = x se calculan las integrales de la ecuacién (2.25),

[ Re)ax= [ frrgar= [x(rg)ex

. (2.26)
[ ®7) sdr= [ (xf) s = [x(rg)ax
Ambas integrales son iguales. Entonces, el operador X es hermitiano.
. d
= Ejemplo 2.9. Para el operador diferencial D = o las dos integrales son diferentes,
2 * * b *

[ Bg)ac= [ rea=(ral— [ e

) (2.27)

[ (B5) gax= [ "gar

La diferencia estd tanto en el signo, como en la constante que proviene de la integracidn por
partes. Por lo tanto, el operadosr D no es hermitiano.

= Ejemplo 2.10. El procedimiento descrito permite analizar en otros casos que no se detallan
aqui. Los operadores siguientes,

(2.28)

son hermitianos siempre y cuando las funciones y sus derivadas se anulen en los bordes de
su dominio.

En muchas aplicaciones, los conjuntos de funciones forman espacios vectoriales. En estos
casos, las funciones tienen propiedades similares a los vectores cartesianos. En particular, es posible
definir el concepto de ortogonalidad entre las funciones.

= Definicion 2.7. Dos funciones son ortogonales cuando [ f*gdt = 0.

Laintegral [ f*gdzt se puede usar como una definicién del producto interno entre las funciones f
y g. Esta integral cumple con las propiedades del producto interno. Por lo que, es posible introducir
conceptos tales como la proyeccidn y la norma en los espacios vectoriales de las funciones.
Los valores propios y las funciones propias de los operadores hermitianos tienen propiedades
muy interesantes.
= Teorema 2.1. Los valores propios de un operador hermitiano son reales.
= Demostracion 2.1. Se parte de la ecuacion de los valores propios del operador y se hacen
algunas manipulaciones. También es necesario usar de la propiedad de la hermiticidad del
operador.

>

n * ok
Au, = ayuy,, a,u,,

*

(Auy) =
* A * N * * ok
u,Auy, = u,a,uy, ( u,,) Uy = AU, Uy,

/u;Aund‘E: an/u:;undf, /(Aun)*undr = a:/u:;undf,
A A *
/unAund’L':/(Aun) u,drt, (2.29)
an/uflundfza:;/u,’;undf,
/uflun (ay —ay)dT =0,

*

SLay = ay,.

» Teorema 2.2. Las funciones propias de un operador hermitiano son ortogonales, cuando sus
valores propios son diferentes.



24.1

2.4 Los operadores hermitianos. 29

= Demostracion 2.2. En este caso, se usa la ecuacion de los valores propios para dos funciones
propias con valor propio distinto y la ecuacién (2.25).

A~ ~ *
Aup = ayuy, (Aum) = amu;u
A N *
Uy Ay = 0y, anity, (Aum) Uy = Qplly, Uy,
~ ~ *
/uanu,,dT: an/u;undr, /(Aum) u,dt = am/u;undr, (2.30)
/u,*nun (an—apy)dt =0,
. *
. /umund’v =0.

s Definicion 2.8. Cuando un operador tiene mds de una funcién propia con el mismo valor

propio, se dice que estas funciones son degeneradas.

El teorema anterior garantiza que las funciones degeneradas son ortogonales con las funciones
propias que tienen valor propio distinto. Sin embargo, el teorema no implica que las funciones
degeneradas sean ortogonales entre ellas. Este hecho no genera ningin problema. Siempre es
posible hacer una combinaciodn lineal de las funciones degeneradas para obtener un conjunto de
funciones propias que sean ortogonales entre si.

Cuando sea posible, las funciones propias deberdn cumplir con la condicién [u}u,dt = 1. En
este caso, se dice que las funciones estdn normalizadas. Asi, para todo par de funciones propias se

cumple la condicién
N 1 ,n=m
/unumdr = Opn = {0 ntm (2.31)

La delta de Kronecker y la delta de Dirac.

La delta de Kronecker, 8,,,, es un simbolo que puede tomar sélo dos valores, dependiendo de
sus indices,

1 ,n=m
Smn—{o ndm (2.32)

Dado que este simbolo sélo es diferente de cero cuando sus indices son iguales, las sumas que
incluyen a la delta de Kronecker se simplifican facilmente,

Z OmnZm = O1nZy + OnZp + ...+ OnZy + ...
m

—0-Z14+0-Za4 .. 4+1-Zy 4. (2.33)
=7,
Normalmente, una delta de Kronecker elimina a una operaciéon de suma, cuando el indice de la
suma también es uno de los indices de la delta de Kronecker.
En general, las funciones propias de un operador hermitiano son ortogonales y forman un
conjunto completo. Asi, toda funcién arbitraria, ¢(x), se puede escribir como una combinacién
lineal de los elementos de la base del espacio vectorial,

@(x) =Y butn(x), (2.34)
en donde los coeficientes b; estdn dados por
by — / ()@ (x)dx. (2.35)

Estos coeficientes juegan el papel de las componentes del vector y corresponden a la proyeccién de
la funcién ¢ sobre la funcién normalizada u;. Finalmente, la ecuacién (2.34) queda asf,

o) = ¥ [ () 0 (¥) axu ()
-/ [Zu () (x’)] o () dx

(2.36)
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Tabla 2.1: Los simbolos de la notacién de Dirac y su equivalencia.

nombre simbolo definicién
ket lg) = g(x) una funcién
bra (f] = f*(x) una funcién conjugada

braket  (f|g) = [f*gdt laintegral entre una funcién y otra conjugada

En la dltima integral de la ecuacion (2.36) se identifica a un operador integral identidad. A la parte
interna del operador, agrupada entre los corchetes en el integrando, se le designa con el simbolo
siguiente,

Y un (x)uy () =8 (x—x'). (2.37)

La distribucién & (x —x') lleva el nombre de la delta de Dirac '.
La delta de Dirac es una distribucién simétrica, 8 (x —x’) = § (X' —x), y éstas son algunas de
sus propiedades,

§(x—x')=0, (x#x)
[8 =) o= £ () (2.38)
/6’ (x—=x') flx)dx = —f" (x')

La notacién de Dirac.

La notacién de Dirac, en su versién mds simple, se puede ver como una notacion abreviada
que permite representar a la mayoria de las operaciones entre los operadores y las funciones. Los
simbolos de esta notacién y su definicion estdn en la Tabla 2.1. La representacion de Dirac de la
mecdnica cudntica utiliza los mismos simbolos que estan en la Tabla 2.1, pero con un significado
mds general. EI Anexo 2.A presenta una discusién breve sobre la diferencia entre la representacion
de Dirac y la notacién usada en este texto.

Asi, dado que un operador transforma a una funcién en otra, un operador también transforma a
un ket en otro,

Alg) = |Ag). (2.39)
Los brakets cumplen con la condicién siguiente,
(@l = (flg)- (2.40)

Las funciones propias de un operador son kets. Por lo tanto, los kets propios de un operador
hermitiano son ortogonales y estdn normalizados,

tm = |tm) = |m),  (n|m) = G (2.41)
En esta notacién, la propiedad de la hermiticidad del operador O toma la forma siguiente,

(f10g) = (Of]g)- (2.42)

Observe que, para los operadores hermitianos, el operador puede actuar tanto sobre el bra como
sobre el ket, sin afectar el valor que tiene el braket. Para los operadores que no son hermitianos,
esto no es posible. Sin embargo, existe otra opcién que se presenta mds adelante.
= Ejemplo 2.11. La notacién de Dirac permite reescribir algunas expresiones y desarrollos
previos de una forma méas compacta.

!'Una distribucién o funcién generalizada es una extensién del concepto de una funcién. La teoria de las distribuciones
permite analizar funciones discontinuas y extender a éstas conceptos tales como la derivada.
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1. Desarrollo de la funcién ¢(x), ecuacién (2.34).
o(x) = an”n(x) lp) = an n)
b= [uix) o) bi = ilo)

o)=L | [:)0(0)0 | 10) =L 1n) o)
Y wn(x)u (x) = 8 (x—x') =Y |n)(n|

(2.43)

2. Para las funciones periddicas en el intervalo [—L/2,L/2], ya se tiene una base. Las
funciones propias del operador p, forman una base del espacio vectorial de funciones
periddicas,

In) = gL, (2.44)

VL

Los coeficientes del desarrollo de la funcién arbitraria ¢ tienen la forma

1 L2
by = (k|@) = N3 [ L/ze—ﬂk”x/Hp(x)dx. (2.45)
Por lo que,
1 .
lp) = 7 Y be L, (2.46)
k

Estas ecuaciones corresponden al desarrollo de la funcién ¢(x) como una serie de
Fourier.

2.6 El operador adjunto.

= Definicién 2.9. Si A es un operador lineal, al operador A, que satisface la igualdad siguiente,
para todo par de funciones,

/ f*(Ag)dr = / (ATf)" gdr, (2.47)

se le llama el adjunto del operador A.

Al usar la notacién de Dirac, los operadores A y A' satisfacen la igualdad
(f|Ag) = (47¢ls). (2.48)
d
A dx A
mitiano. Observe que la ecuacién (2.27) se puede escribir en la forma (f|Dg) = (—Df|g).
Entonces, al comparar con la ecuacién (2.48), el operador adjunto de D es

» Ejemplo 2.12. De acuerdo con el ejemplo 2.9, el operador diferencial D = — no es her-

d

Di=-D=—— 2.49
o (2.49)

siempre y cuando f,g — 0 en los bordes del dominio del espacio de las funciones.

De acuerdo con la definicién del operador adjunto, un operador hermitiano es su propio adjunto.
Ademais, todo operador lineal cumple con la propiedad (OT)T =0.
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2.7 Problemas.

1. Aplique los dos operadores xa y ax a cada una de las funciones siguientes:
(a) xsinx
(b) x2873x
Indique si en algiin caso se obtiene como resultado a la funcién original.

d d
2. Demuestre que los operadores xa y ax son lineales.

3. Utilizando las propiedades de los conmutadores y [£, p|] = #i, calcule:
(@) [ p%]
(b) |£2,p]
(C) [AZ AZ]
(d) [ax+ Bp,yx+ 6p], en donde o, B, ¥, & son constantes.
4. Para cada una de las funciones siguientes:
(a) e
(b) x%e*
(©) 22"
d) e~
(e) xe ™
d2
indique si es o no funcién propia del operador <4 2 dx> y, en caso afirmativo, identifique
el valor propio.
5. Obtenga las funciones propias de los operadores siguientes:

d2

@ o
R d?
®) - 2m dx?
© 75 5+ k.

6. Indlque bajo que condiciones el operador j = —#V es hermitiano. (Considere cada una de
las componentes del vector y qué el vector es tridimensional.)
7. Demuestre que:
(@) [&, p1] = oy
(b) [fe, ] = fmnp!
en donde los operadores X y pr son las componentes cartesianas de los operadores de
posicién y momento, respectivamente.
8. Indique si el operador iX es o no hermitiano. En caso negativo, ;Cudl es el operador adjunto?
9. Demuestre que cada uno de los operadores siguientes:
(@) i(AT—A)
(b) (AT—A)

es hermitiano, cuando A es un operador lineal.
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Diferencias entre la notacién de Dirac y la representacion de Dirac.

En la representacién de Dirac de la mecdnica cudntica, el estado de un sistema cudntico, al
tiempo ¢, se representa por un ket, por ejemplo, |y), que es un elemento de un espacio complejo de
Hilbert. Cada ket tiene asociado un bra, por ejemplo, (|, en el espacio dual del espacio de Hilbert.
El braket (@|y) representa la proyeccion del ket |y) sobre |@), que es un escalar.

Todo operador lineal, definido en el espacio Hilbert, tiene un conjunto de kets propios, cada uno
con su valor propio correspondiente. Los valores propios y los kets propios satisfacen la ecuacién
de los valores propios de dicho operador.

En particular, para un sistema cudntico en una dimension, la ecuacién de los valores propios
del operador de la posicién tiene la forma siguiente, £|x) = x|x). En este caso, x representa al valor
propio y |x) es el ket propio. El espectro del operador de la posicién es continuo. Ademas, los kets
propios del operador forman una base del espacio de Hilbert.

En la representacién de Dirac, la funcién de onda de un sistema cudntico es la proyeccién del
ket del estado cudntico sobre los kets propios del operador de la posicién, y(x) = (x|y). Esto es, la
funcién de onda es la representacion del estado cudntico en el espacio de la posicion. Asi, en esta
representacion de la mecénica cudntica, el ket del estado cudntico y la funcién de onda son objetos
que pertenecen a espacios distintos.

A lo largo de esta obra, como se describe en la seccidn 2.5, los kets y los bras se usan para
representar funciones. Dado que la representacion de Dirac no se usa en este texto, el uso de la
notacién de Dirac no genera ninguna contradiccidn dentro del material expuesto. Ademds, el uso
esta notacion facilita la escritura de la ecuaciones en practicamente todos los capitulos del libro.

Esta libertad, tomada conscientemente por el autor, tiene como finalidad simplificar la pre-
sentacién de las ecuaciones de la teorfa cudntica, especialmente en los problemas en mas de una
dimension y en los sistemas muchas particulas, como es el caso de los 4tomos y las moléculas. Sin
esta notacion, las expresiones de la obra para las especies quimicas toman una forma muy compleja.
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La mecdnica cudntica se puede construir a partir de un conjunto de axiomas o postulados que
permiten obtener cantidades que son comparables directamente con las mediciones experimentales.

3.1 Los postulados de la mecdnica cudntica.

(1) Todo observable fisico (x, p,E,L,...) tiene asociado un operador hermitiano. La medicién

de este observable resulta ser un elemento del conjunto de los valores propios del operador.

(2) Cada sistema esta caracterizado por una funcion de onda, ‘P> = ¥(r,t), la cual contiene
toda la informacién acerca del sistema.

Normalmente, se elige a la funcién de onda W de tal forma que <‘P“P> = 1. En este caso se dice

que la funcién de onda estd normalizada.

= Ejemplo 3.1. Una particula estd limitada a moverse en la semirrecta x > 0. La funcién de

onda ¥(x) = Nx?e~3¥/% representa a este sistema, en donde N y ag son constantes. Entonces,

el valor de N se obtiene a partir de la condicion de la normalizacién de la funcién de onda,

<1P)\P> = 1. Asi,
1= <\P(lp> =[PP Wy = N2 [ xdeO5/andy
ao\> oo 4 _ ap\>
— N2 (3) o ttetdr = N2 (g) 41,
Por lo tanto, N = 18/ ag/ 2 Los detalles sobre el procedimiento de integracién estan en el
Anexo 3.A.

3.2 El proceso de medicion.

Sean {u,} el conjunto de las funciones propias del operador asociado con el observable A

y {an} su espectro. Si “P> es la funcién de onda del sistema, se tiene alguno de los dos casos

‘P>:

observable A, sélo se obtiene el valor propio correspondiente, a,.

siguientes:

(a) La funcién de onda coincide con una funcién propia, u,,>. Entonces, al medir el

(b) La funcién de onda no coincide con ninguna funcién propia, “P> #* un>. Entonces, al medir

al observable A se obtienen todos los valores propios del operador A.
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2
Pero, la probabilidad de medir el valor a, es igual a P (a,) = ‘ <n“P> ‘ .

Para que las cantidades P(a,) se puedan interpretar como probabilidades, basta con demostrar
que son siempre positivas y que suman a uno. A partir de su definicion es claro que se cumple la
primera condicién. Mientras que, la segunda se obtiene a continuacion. Al desarrollar a |¥) como
una combinacién lineal de las funciones propias de A, se tiene que,

¥) =3

en donde b,, = <n“{‘> Pero. como la funcion W esta normalizada,

(2|2 = ¥ bibu(nlm) = ¥ Sunbibm =Y. |ba
nm nm n

n> 3.1)

2
=1. (3.2)

Entonces, Y, P(a,) =Y., |bx

Cuando la funcién de onda no es una funcién propia del operador A, en la medicién del
observable A se obtienen los diferentes valores propios con distintas probabilidades relativas. El

promedio de estas mediciones es
:Z<‘P‘n>an<n“l’> . 3.3)
n

<A> = zn:anP(an) = ;an b,

Pero, aprovechando la hermiticidad del operador A, se obtiene que,

(8= (o) o) < E (o) )
b))~ k)

Por lo tanto, el promedio de las mediciones del observable A, en un sistema descrito por la funcién

de onda “P>, se calcula mediante el braket que incluye a su operador asociado, <‘P‘A‘P> A este

braket se le llama el valor esperado del operador A.
= Ejemplo 3.2. Para la funcién de onda ¥(x) = Nx2e 3/ de una particula que estd en la
semirrecta x > 0, los valores esperados de los operadores D y D? corresponden con los
brakets

<\P)f)lp> = [CwrWdr | <W’D2‘P> = [P dr,
respectivamente. Entonces, al evaluar las integrales se obtienen los resultados siguientes,
<‘P‘IA)‘I’> = N2 [ x?e 30 (2x — 352 Jag)e—3¥/%dx = 0,
<‘P‘D2‘P> = N2 [ x2e=35/90(2 — 12x/ag + 932 fa3)e—3¥/0dx
= —3/d3.

La forma de los operadores.

Existen diferentes posibilidades para construir el operador asociado de un observable. Pero,
aqui, s6lo se presenta la mas usada. Primero, se escribe al observable A como funcién de las
posiciones y los momentos, al igual que en la formulacién de Hamilton de la mecénica clésica,
A = A(x, p). Posteriormente, se remplazan las posiciones y los momentos por los operadores £ y p:

d

f=x,  p=—ii (3.5)
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Asi,
" d
A=AR,p)=A (x,—ﬁ) . 3.6)

A

Estos operadores cumplen con la propiedad [£, p| = #i. También, es importante verificar que el
operador obtenido sea hermitiano.

= Ejemplo 3.3. El promedio de la posicion se calcula mediante el valor esperado (x) = <‘P

Para la particula confinada en la semirrecta x > 0, con ¥ = NxZe 3/ % el promedio se calcula
mediante la integral

<x> = N? [ x(x%e~3%/%0)2dx = 2ay.

= Ejemplo 3.4. Para la misma funcién de onda del ejemplo anterior, se evalian los promedios
del momento < p> = <‘P‘ ﬁ‘P> y del cuadrado del momento < p2> = <‘P ﬁZ‘P>. A partir de
la ecuacidn (3.5), se tiene que

p> - —ii<‘P‘D‘P> ~0,
(r*)= 41-2<\y‘52ly> —%2/d} .

El promedio del momento es cero porque la particula desplaza tanto hacia la derecha como a
la izquierda, de tal manera que el promedio se anula.

= Teorema 3.1. Cuando dos operadores conmutan, tienen funciones propias comunes.

= Demostracién 3.1. Sean A y B dos operadores que conmutan, AB = BA. Tome la ecuacién
de los valores propios del operador A,

Aug = auy. (3.7

Al aplicar el operador B en ambos lados de la ecuacidn, se tiene que,
IR ) (3.8)

Por lo tanto, la funcién Bu, es una funcién propia del operador A con valor propio igual a a.
* Caso 1 (un estado no degenerado). S6lo hay una funcién propia de A con el valor
propio igual a a. Entonces, la funcién Bu, debe ser proporcional a u,. Esto es, Bu, = bu,,.
Por lo tanto, la funcién u,también es una funcién propia del operador B, con un valor
propio igual a b. Esto demuestra el teorema.
* Caso 2 (un estado degenerado). Existen g funciones propias degeneradas del operador
A, con valor propio igual a a. Estas funciones satisfacen la ecuacién de los valores
propios siguiente,

A‘k>:a

k>, k=1,2,....0. (3.9)

De acuerdo con la ecuacion (3.8), la funcién B|k) es una funcién propia del operador A
con un valor propio igual a a. Entonces, B|k) es una combinacién lineal de las funciones
degeneradas,

B

k> :jilcjk‘j>, (3.10)

en donde cj; = < j’é’k> (revise los resultados del problema 7 de este capitulo). Esto

también ocurre con cualquier combinacion lineal de las funciones degeneradas, |v) =

Zi:lﬁk|k>>
Blv)=8 (f Bk\k>> _y Bea|7)- 3.11)
k=1

kj=1
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Los coeficientes B se pueden elegir de tal forma que el ket |v) sea un ket propio del
operador B. Es decir, se debe cumplir la condicién

B v> :kdzg‘,_lﬁkcjkw - bgﬁj’j> - b)v>. (3.12)

O bien,
g
Y ciuBi = bB;. (3.13)
k=1
En una notacién matricial, la ecuacién anterior tiene la forma siguiente,
¢ = bB, (3.14)

en donde los vectores ﬁ son los g vectores propios de la matriz hermitiana €&, cuyos
elementos son ¢ = (j|B|k).

Asi, las funciones |v) son simultdneamente funciones propias de los operadores AyB.
Ademads, los valores propios asociados con ambos operadores quedan determinados.
Un ejemplo de esta situacion estd en el problema 6 de este capitulo.

De acuerdo con la demostracién 3.1, cuando dos operadores conmutan, los valores propios
correspondientes se pueden conocer simultdneamente.

A—a—u, —b. (3.15)

= Ejemplo 3.5. Los operadores de la posicién y el momento no conmutan,
[£, p] = .

Por lo tanto, los valores propios de estos operadopres no se pueden determinar simultdnea-
mente.

3.4 Lainterpretacion de la funcién de onda.

Considere un caso sencillo en donde es posible asociarle un significado a la funcién de onda.
Para una particula descrita por la funcién de onda W¥(x), el valor promedio de la posicién estd dado
por el valor esperado del operador correspondiente,

()=

en donde la funcién de onda estd normalizada, 1 = [ |¥(x)|*dx. Entonces, en la ecuacién (3.16),
es posible identificar a P(x) = ¥*Wdx como la probabilidad de encontrar a la particula entre x y

2
x+dx. Asf, P(x) = M es la densidad de probabilidad.

Es importante mencionar que la funcién de onda no se puede determinar experimentalmente y
Unicamente su médulo cuadrado tiene una interpretacion probabilistica.

= Ejemplo 3.6. La densidad de probabilidad de la funcién de onda del ejemplo 3.1 tiene en
Xmax = %ao su valor maximo, que es igual a P(xmax) = 64e*/ag. Ademds, la densidad de
probabilidad tiende a cero en los bordes del dominio. La posicién del méximo representa la
region con la mayor probabilidad de localizar a la particula. Mientras que, la probabilidad
es minima cerca de los bordes del dominio. De acuerdo con el ejemplo 3.3, la posicién del
maximo no coincide con el valor promedio de la posicién.

= Ejemplo 3.7. La probabilidad de localizar a la particula del ejemplo 3.1 en la regién con
x > (x) se calcula mediante la integracion de la densidad de probabilidad en el intervalo

({x),0). Es decir,
J.

con el valor del promedio calculado en el ejemplo 3.3. Por lo tanto, la probabilidad para
localizar a la particula en el intervalo [0, (x)] es mayor, 0.560.

2
‘P> :/W*f\ydxz/x’q" dx, (3.16)

X

2
| dx = e~ 0.440,
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La ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo.

Los experimentos mas comunes que se realizan en los sistemas microscépicos corresponden
a la absorcidn o la emisién de energia (los diferentes tipos de espectroscopia). En estos casos, se
obtiene la diferencia entre los valores propios (el espectro) del operador de la energia (el operador
hamiltoniano). Por esta razén, es importante conocer el espectro del operador hamiltoniano para el
sistema en estudio. La construccién de este operador requiere del hamiltoniano clésico del sistema.
Por ejemplo, para una particula de masa m, el hamiltonianio clasico es

e PP
=—+V(7). 3.17
5.5 =L v (317)
El operador hamiltoniano se obtiene al remplazar al momento por su operador correspondiente.
Asi,

N 12

H=——V? 7). 1
> +V(7) (3.18)

Finalmente, el espectro se encuentra al resolver la ecuacién de los valores propios del operador
hamiltoniano, denominada la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo,

2
Hug (7) = —%V%E(?) +V (#)ug (7F) = Eug (7). (3.19)

Toda funcién de onda debe ser una funcién continua, al igual que su derivada. Estas condiciones son
necesarias para evaluar todos los brakets que aparecen en la mecdnica cudntica. Adicionalmente, la
continuidad es importante en la interpretacion de la funcién de onda.
= Ejemplo 3.8. Cuando la energia potencial en la regién del movimiento corresponde a la
funcion V (x) = Vpx, con Vy > 0. El operador hamiltoniano de este problema es

Si el estado de la particula estd descrita por la funcién de onda del ejemplo 3.1, la energia de
esta particula es el valor esperado del operador hamiltoniano,

(£) = (fe) = (o{ o) o).

Al simplificar las integrales y usar los resultados de los ejemplos previos, se tiene que,

1 1
() = 5y CE2]2) + (2 Wor]) = 2(57) Vo)
2m 2m
" + 3V
= —— +2Vyap.
6ma(2) 67070

En este caso, la funcién de onda utilizada no es una funcion propia del operador hamiltoniano
de este ejemplo.

Es muy relevante comentar que para cada tipo de energia potencial, el operador hamiltoniano es
diferente, con un espectro y unas funciones propias caracteristicos. De igual forma, tanto el nimero
de particulas como el niimero de dimensiones tienen un efecto en la ecuacién de los valores propios
que se debe resolver.

El principio de incertidumbre.

Una consecuencia directa de la no conmutatividad de los operadores de la posicion y el momento
es el principio de incertidumbre. A continuacion, se ejemplifica la relacién entre las distribuciones
de probabilidad asociadas con la medicién de ambos operadores para un caso particular. Otras
situaciones se discuten en el apéndice B, El principio de incertidumbre, junto con un tratamiento
mads elaborado.
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Considere a un sistema descrito por una funcién de onda que da origen a una densidad de
probabilidad del tipo gaussiano, centrada en el origen y caracterizada por una dispersion §,. La
funcién de onda normalizada

2
W(x) = (Vasd,) exp (—;62) , (3.20)

cumple con dichas propiedades. En este caso, la densidad de probabilidad tiene la forma

P(x) = \/%5)( exp [— (;)2] = P(0)exp [— (;i)zl . (3.21)

De acuerdo con la Seccién 3.2, la probabilidad de medir un valor del momento igual a p, esta dada
P(0)

por
) = ()] =| et [- 2] 53

(p) = \/S%iexp [— <”:x)2] - \/%517 exp [— (é;)z] . (3.23)

Observe que la densidad de probabilidad del momento también es una distribucién gaussiana y su
ancho depende de ;. Comparando con la ecuacién (3.21), la dispersién de la nueva distribucién es
0p =1/ 6. Por lo tanto, 6,8, =/. Es decir, las dispersiones en x y en p estdn relacionadas de forma
inversa.

En general, el producto de las incertidumbres tiene una cota inferior, Ax-Ap > %ﬁ, en donde la

2

(3.22)

Y, al integrar,

incertidumbre de la variable A se define como la raiz de su varianza, AA = \/(A%) — (A)2.
= Ejemplo 3.9. Las incertidumbres en la posicién y el momento de la particula del ejemplo 3.1
se calculan con los resultados de los ejemplos previos,

Ax= /(%) = (0)?=3V5ap, Ap= <P2>—<P>2:\fﬁ-

El producto de las incertidumbres es igual a
AxAp =2V19i~3.201> 31,

y satisface la cota del principio de incertidumbre.

3.7 Problemas.

1. Considere a una particula descrita por la funcién de onda

E
Y(x,1) :Aexp{—‘xL‘ —iﬁt},

definida en toda la recta real y para todo el tiempo.
(a) Determine el valor de la constante A que normaliza a la funcién de onda.
(b) Calcule (x), (x*) y Ax.
(c) Obtenga la probabilidad de encontrar a la particula entre 0 y L, y en el intervalo (L,2L).
2. Utilizando la funcién de onda del problema anterior,
(a) oblenga ¢(p.t) = (¢, W),
(b) Calcule (p), (p*) y Ap.
(c) Obtenga la probabilidad de encontrar a la particula con momento entre 0 y/i/L, y en el
intervalo (i/L,2i/L).
3. Una particula libre encerrada en la region [0,d] estd descrita por la funcién de onda W(x) =
A (x3 —x%d )
(a) Determine el valor de A que normaliza a la funcién de onda.
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(b) Calcule (x), (p) y (P?).
4. Sifl = 5—’“ +V(x),

(a) Calcule el conmutador [I:I ,)2].
(b) Use el resultado anterior en la expresion

(o] . = ()

2
—% <Mk C;ljcz> = (Ex — E) (uyc | xuy),
en donde las funciones u; son las funciones propias del operador hamiltoniano.
5. Una particula de masa y se mueve tnicamente en el intervalo (—a,a) y estd descrita por la
funcién de onda W(x) = N(a® — x?). Para esta particula, calcule:
(a) La constante de normalizacion, N.
(b) Los valores promedio de la posicién, (x), el cuadrado de la posicién, (x*), el momento,
(p), y el cuadrado del momento, (p?).
(c) Ellugar en donde la densidad de probabilidad es maxima.
(d) La probabilidad de encontrar a la particula en cada uno de los intervalos siguientes:
(0,a) y (0.a/2).
6. El operador A tiene tres funciones propias degeneradas con valor propio igual a —2. Estas
funciones se denotan as, {|1),|2),|3)}. Ademas, los operadores A y B conmutan. La accién
del operador B sobre las funciones degeneradas es la siguiente,

N

[A,%] Hi—xH

y demuestre que

1

B|1) = 7

S B2 = i+ B =),

V2 v2i V2
(a) Evalde la matriz de la ecuacién (3.14).
(b) Calcule los valores propios de la matriz y verifique que corresponden a: —1,0, 1.
(c) Obtenga los vectores propios de la matriz.
(d) Verifique que las combinaciones lineales |u;) = Y'3_, Bi|k) son funciones propias del
operador B.
7. Sean los kets |y;), coni=1,2,...,g, los kets degenerados del operador A con el valor propio
igual a a,
Alyi) = alyi).
Tome el ket

\ﬁ—i@m»

(a) Demuestre que el ket |f) es un ket propio del operador A.
(b) Obtenga el valor propio del ket | f).
8. Si la funcidn de la energia potencial es no negativa, V > 0, demuestre que el valor esperado
del operador hamiltoniano es positivo, (¥|H|¥) > 0.
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La integracion de las funciones exponenciales.

En los ejercicios de este capitulo hay varias integrales de las funciones exponenciales. Aqui, se
presenta un procedimiento sistematico para resolverlas.
Para una integral de la forma

/ xX'e  ®dx
0

se recomienda hacer el cambio de variable t = ox. De esta forma, la exponencial toma una forma
mads simple y los limites de integracion se mantienen,

oo 1 )
/ Xle”*dx = : / A
0 ot Jo

La potencia en el integrando disminuye en uno al hacer la integracion por partes,

/t”e*’dt:n/ e ar .
0 0

Si este procedimiento se aplica repetidamente, se obtiene el resultado final,

/ t"e”'dt = n! .
0

P(x)
1.2}

1.0[
08|

06

0.2]

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 3.1: La densidad de probabilidad de la funcién del ejemplo 3.1. La linea verde marca la
posicién del maximo y la roja indica el valor promedio de la posicién.

En el ejemplo 3.1, la funcién de onda se normaliza,
1=(P|¥) = N2/ xheOady
0

Para evaluar esta integral, el cambio de variable se elige por el argumento de la exponencial,
t = 6x/ap. Entonces, x = %aot, dx = %aodt y los limites de la integral no se alteran porque x y ¢ son
proporcionales. Asi, el valor de la integral es el siguiente:

/()oox4e_6x/“°dx = /Ow (6?)46_’6160& = (?)S/Omt4e_tdt = 4! (%)5

La gréfica de la densidad de probabilidad de este ejemplo estd en la Figura 3.1.

Las integrales del ejemplo 3.2 se evalian siguiendo el mismo procedimiento del caso anterior.
Dado que la funcién exponencial tiene el mismo argumento, se usa el mismo cambio de variable.
Entonces, las integrales se evaldan asi:

/ x2e /a0 <2x — 3) e W ady = / <2x3 — 3> e~ 0/ady
0 a 0 ap

ao 4 o @4 4
:<€0) [2/0 re ’dt—%/o t'e ’dt}:(éao) [2-31-141] =0
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y
o0 2
/ e/ (2 —nty 9x2> e 3x/a0 gy
0 ap ag
oo x3 X4
_ / <2x2 —nt +92> =0/ gy
0 a ao

ao>3 /00271,‘ 12/0034 9 [T 4 }
=(— 2 tce'dt — = re'dr+ % e 'dt
(6 [ 0 6 0 36 0

— (Lap)’[2-21=2-314+ 141] = =2 (Lay)’

El célculo del promedio de la posicién sigue un procedimiento similar. La integral es del mismo
tipo que las anteriores,

2 —3x/a 0 5 — 1. \6
/0 x(xe /0) clx:(g) /0 te’dtzS!(gao) .

Finalmente, para evaluar la probabilidad en una regién de la recta, se tiene una integral con
limites distintos,

/ xte 0%/ a0dy — (@> / e ldt = (@> / treldr .
) 6/ Jo(x)/a 6/ Js

Observe que, en este caso, los limites de la integracion cambian. La integracion por partes reduce
la potencia en el integrando y es muy parecida a la realizada antes,

00

/ t"e tds :A”efA—l—n/ M le s .
A A

Entonces, este procedimiento se aplica hasta llegar a la potencia cero. El resultado final es el
siguiente,

/ e 00y = (Lag)’ (54 4+4-57 +12-57 4245+ 24)e % ~ 0.440.
)






4.1

4. Algunos problemas unidimensionales.

La diferencia entre un sistema y otro estd en el tipo de fuerza, o bien, en la forma de la energia
potencial,
F=-VV(7). 4.1

Para un sistema con una particula de masa m, en una dimension, la ecuacién de Schrodinger se
expresa en la forma siguiente,

h& \%4 =F 4.2
—%@%— (%) | ug(x) = Eug(x). 4.2)

O bien,
Uy = 2mv();_)2_EuE. 4.3)

Por lo tanto, el signo de la curvatura de la funcién ug depende de la diferencia V (x) — E. Cuando
E > V(x), u}, y ug tienen signos contrarios y la funcién oscila. Mientras que, cuando E < V (x), u};
y ug tienen el mismo signo y la funcién es monétona. El Anexo 4.A describe un procedimiento de
integracién numérica en el que se observa este comportamiento.

En este capitulo, se resuelve la ecuacién de valores propios para algunos sistemas modelo
sencillos que permiten analizar el comportamiento general de los sistemas cudnticos.

La particula encerrada.

El caso més sencillo de tratar corresponde a una particula libre de fuerzas, que se encuentra
encerrada en el intervalo [—a, a]. Esta condicién de confinamiento se representa por una energia
potencial con paredes de altura infinita,

0, —a<x<a
Vix)= {oo’ ¥ > a 4.4

Por el confinamiento, la particula s6lo puede estar entre las dos paredes. Entonces, para |x| > a,
ug(x) = 0. Asi, en la regién del movimiento, la energia total es sélo energia cinética. Por lo tanto,
s6lo existen estados con energia positiva.

En la zona del movimiento, |x| < a, la energia potencial es igual a cero, V(x) =0,y

uf = —kKug, (4.5)
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cos(x) i3

Figura 4.1: La gréfica de las funciones sin(x) y cos(x).

en donde k* = 2mE /i* > 0. La solucién general de la ecuacién diferencial (4.5) es una combinacién
de algunas funciones trigonométricas,

ug (x) = Acoskx+ Bsinkx, (4.6)

en donde A y B son constantes por determinar. La Figura 4.1 muestra el comportamiento oscilatorio
de estas funciones trigonométricas.

La solucién de la ecuacion de Schrodinger debe ser una funcién continua. Por esta razén, al
alcanzar a las paredes, la funcién de onda debe ser igual a cero, ug(a) = 0 = ug(—a). Entonces,

xX=a: 0 =ug(a) = Acoska+ Bsinka @7
X=-—a: 0 = ug(—a) = Acoska — Bsinka. '

La suma y la resta de ambas condiciones conduce al sistema de ecuaciones siguiente, 0 = 2A coska
y 0 = 2Bsinka. Este sistema de ecuaciones tiene dos tipos de solucién.
(a) La primera solucién corresponde al caso en que A # 0. Por lo tanto, coska = 0. Es decir,

2m—1
2

ka =

. (4.8)

Ademais, sinka # 0. Entonces, B = 0. Asi, esta solucién queda en la forma

2m—1
2a

ug(x) = Acoskx, k= T, m=12,..., (4.9)

y es una funcién par.
(b) La segunda solucién corresponde al caso en que A = (. Por lo tanto, B # 0 y sinka = 0. Asi,

2
ka = mm = Tmn (4.10)
Esta solucién toma la forma
2
ug (x) = Bsinkx, kzz—mn, m=12,.... 4.11)
a
y es una solucién impar.
Para |x| < a, ambas soluciones se escriben con un indice tnico,
T
Acos %, nimpar  (solucién par)
a
() = . 4.12)
. h7tx cL .
Bsin 5,0 npar (solucién impar)
a



4.1 La particula encerrada. 47

Tabla 4.1: Algunas propiedades de las funciones trigonométricas.

sin® o +cos?a = 1 cos?a — sin® o0 = cos2a
2cos?a = 1+cos2a 2sin*a=1—cos2a

Para este problema, k toma un conjunto discreto de valores, k, = n7/(2a). Por tanto, los valores
propios de la energia forman un espectro discreto,
k2 r*m?
= = n-.
" 2m 8ma?

(4.13)

= Ejemplo 4.1. La constante de normalizacion de las funciones propias de la particula encerrada
proviene de la condicién 1 = [*_|u,(x)|* dx. Entonces, se tiene que

I, |A* cos? kyxdx 2|AP f¢ cos? kyxdx
1 — =
14 |B|*sin® k,xdx 2|B|? [¢ sin® k,xdx
1 + cos 2k,x 2 sin2kya (4.14)
2 : .
2|A| fg%dx |A| (CH- 2%,
1 —cos2k,x sin2k,a
2(B)? [ —— T dx B (a— "
| | fO 2 | | a an

Como 2k,a = n7, entonces sin2k,a = 0. Por lo tanto, |A|* = [B]* = 1/a.
Finalmente, las funciones propias toman la forma

nmwx

cos Ty n impar
a
up(x) = — , Jx] <a. (4.15)
a T
va sinu, n par
2a

Mientras que, u,(x) = 0, cuando |x| > a.
Al estado de energia més baja se le denomina el estado basal. En este caso, el estado basal
(n=1) tiene las propiedades siguientes,

1 X R m?
M](X)Z%COST, 1 :W (416)
En general, el espectro se escribe en la forma,
E, = E\n’. 4.17)

Al analizar el comportamiento de las funciones propias, u,, se observa que la densidad de
probabilidad ]un]2 presenta las caracteristicas siguientes,
(1) tiene n maximos igualmente espaciados,
(2) hay n— 1 nodos en la regién del movimiento.
= Ejemplo 4.2. El valor promedio de la posicién de una particula encerrada en el intervalo
[—a,a] se calcula con el valor esperado

() = k) = [ s P

Por la simetria del integrando (una funcién impar), la integral es igual a cero, (x) = 0. Este
resultado indica que la probabilidad de localizar a la particula del lado izquierdo es 1a misma
que en el lado derecho. Las otras propiedades de este sistema se obtienen a partir del valor
esperado del operador de cada observable.
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Figura 4.2: La energia potencial para la barrera de potencial con altura finita.

= Ejemplo 4.3. El espectro de la particula encerrada tiene un espaciamiento cuadratico, ecua-
cién (4.17). Por esta razén, la separacién entre los niveles aumenta gradualmente. Los estados
mads cercanos son, el estado basal, n = 1, y el primer estado excitado, n = 2. La separacion
energética entre estos dos estados es 3E].

Los polienos o trans-poliacetilenos son moléculas planas con enlaces dobles conjugados.
Los electrones 7 se mueven a lo largo de toda la molécula, pero fuera del plano que contiene a
los ntcleos. El modelo de la particula encerrada en una dimensién proporciona una descripcion
cualitativa de los orbitales moleculares para este tipo de moléculas. Los detalles del uso de este
modelo para este tipo de moléculas se encuentra en el apéndice C, Una aproximacion para las
moléculas con enlaces dobles conjugados.

Las ecuaciones obtenidas para la particula encerrada también se aplican a un sistema macroscoé-
pico en una dimensién. Tome un balin confinado a moverse en un carril sin friccién. Las ecuaciones
de esta seccion proporcionan el espectro y la densidad de probabilidad de las funciones propias.
La interpretacion cuidadosa de las predicciones del modelo cudntico permiten concluir que la
descripcion cudntica de este sistema es similar a la que proporciona la mecénica cldsica. Como un
ejemplo de esta situacidn, analice los resultados del problema 3 de este capitulo.

La barrera de potencial con una altura finita.

Ahora, se analiza el problema de una particula libre que choca contra una barrera de potencial
con una altura finita, Figura 4.2. En este caso, el potencial tiene la forma

Vo, O<x<a
V(x)= (4.18)
0, x<0Vx>a

con Vy > 0. Por lo tanto, E > 0. Como el potencial estd definido por tramos de la recta real,
es necesario resolver la ecuacién diferencial en cada intervalo. Posteriormente, se aplican las
condiciones de la continuidad en los puntos que separan a cada intervalo. Dado que el signo de
la diferencia V (x) — E determina la forma de las soluciones de la ecuacién de valores propios, es
conveniente tratar por separado las soluciones de cada caso.

Los estados con energia menor que la altura de la barrera, E < V;,.

Para x < 0, la ecuacién diferencial toma la forma siguiente,
uf = —kug, (4.19)

en donde k*> = 2mE /i* > 0. La solucion general consiste en una combinacién lineal de dos funciones
exponenciales imaginarias,

ug (x) = e + Ae™ (4.20)
Es importante identificar que las funciones exponenciales, ¢ = e™**
operador de momento, con valor propiofik,

DxOr =hk . (4.21)

, son funciones propias del
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Tabla 4.2: Algunas propiedades de las funciones hiperbdlicas.

2coshot =e% +e ¢ 2sinhot = e% —e ¢
cosh? ot —sinh® o = 1 sinh2a = 2sinh ot cosh ot
1+£e?® =% %+ e%%* =% (e %+ e%) = Fe% (¥ +e %)

Por tanto, el primer término de la ecuacion (4.20) corresponde a un haz de particulas de amplitud

unitaria que viajan con momento positivo (con direccion hacia la barrera). Mientras que, el segundo

término se asocia con las particulas que tienen momento negativo (las que han rebotado con la

barrera). Arbitrariamente, se ha asignado una amplitud unitaria al haz de particulas incidentes.
Para 0 < x < a, la ecuacién diferencial se escribe en la forma siguiente,

uf = Kug, (4.22)

en donde k? = 2m (Vy — E) /i* > 0. Ahora, la solucién general es una combinacién de funciones
exponenciales reales,

ug(x) = Be ™ +Ce™. (4.23)
Finalmente, en el intervalo x > a, se tiene la ecuacién diferencial siguiente,
up = —kug. (4.24)
Y, la solucioén tiene la forma
ug(x) = De'*. (4.25)

En este caso, s6lo se considera un término. El haz incidente tiene momento positivo y, en esta
region, sélo hay las particulas que se alejan de la barrera con momento positivo.
Las condiciones de la continuidad de ug y u%, en x = 0, conducen al sistema de ecuaciones
siguiente,
1+A=B+C, ik(1-A) =x(C—B). (4.26)
Las ecuaciones (4.20) y (4.23) se han usado para evaluar ug(0) y u;(0), y los resultados deben ser
iguales. La combinacion de las ecuaciones previas permite eliminar a la constante A,

2ik = —B (K — ik) + C (K +ik). 4.27)

Asi que, la constante A dependede By C,A=B+C—1.
De forma similar, en x = a, a partir de las ecuaciones (4.23) y (4.24), se obtienen las ecuaciones

Be "4+ Ce* =De™, Kk (Ce —Be ) = ikDe™. (4.28)
Al eliminar a D de las ecuaciones anteriores, se obtiene otra ecuacién para By C,
Be * (x+ik) = Ce* (k — ik). (4.29)

Mientras que, la constante D queda como D = e~ (Be™X4 4- Ce*4).
= Ejemplo 4.4. El sistema de ecuaciones (4.27) y (4.29) permite obtener los valores de las
constantes By C. Primero se despeja a la constante B de la ecuacién (4.29),

K—ik

B=Ce* :
¢ Ktik

(4.30)

Al sustituirla en la ecuacion (4.27) se obtiene

(K — ik)?
k+ik
— 2% (1 — k) + (K + ik)*

K+ ik
(K2 — k%) [1—e**] + 2ikk (1+ e*<7)
K+ ik

2ik = —Ce**@ +C (x +ik)

_C 4.31)

=C
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Por medio de las funciones hiperbdlicas, esta ecuacion toma la forma siguiente,
2ik [k + ik] = 2Ce* [ (k* — k?) sinh ka + 2ikk cosh ka] . (4.32)

Por lo tanto,
K+ ik
C =ik —Ka . 4.33
e (k* — k?) sinh ka + 2ikk cosh ka (4.33)

En términos de la constante del denominador,
F = (kK* — k) sinh ka + 2ikkcosh ka, (4.34)

las constantes de la funcidn de onda se expresan asi,

B:mfmx+%£mx—¢:@mk+m
F K+ ik F
iKk—k
C=ke ¥4——
¢ TF

De los resultados del ejemplo 4.4, el resto de las constantes provienen de las ecuaciones (4.26)
y (4.28). Entonces, las constantes A y D quedan en la forma siguiente,

D — ike—ka K —ik+x +ik _ ZIkKefika’
F F
ik
A= ’f (€5 [ic — ik] + e [ic + ik]) — 1

= % (ikk [ +e7 "] + (ik)? [e7 ¢ — "] —F)

== (Ziklccosh Ka + 2k* sinh ka — F)

F (4.35)
_ 2ikkcoshka+ 2k? sinh ka
N F

(k* — K?) sinh ka + 2ikk cosh ka
F

L2
= —sinh ka,

F

L =2mVy > = k> + 2.

Una vez resueltas todas las constantes, las funciones propias toman su forma final,

e™ + 12 sinh kae */F, x<0
up(x) = 3 ik [(k —ik) e~ + (k + ik)e*~9)] JF, 0<x<a. (4.36)
2ikicek=a) /F, x>a

Para x > a, se observa que la funcién exponencial tiene un desplazamiento en la variable x.
Este efecto se debe a la interaccidn con la barrera y se le denomina el corrimiento de la fase. El
andlisis de los corrimientos de la fase es de gran utilidad para estudio de las interacciones entre los
proyectiles y el blanco.

En este problema, no hay ninguna restriccion sobre la energia. Por esta razon, el espectro es
continuo en el intervalo E < V.

= Ejemplo 4.5. Cuando la energia es igual a la mitad de la altura de la barrera de potencial,

E= %Vo, se tiene que k2 = k? y L? = 2k>. Entonces, las constantes de la funcién propia son

. (1—i)ek (14 i)eHa e ika
A = itanhk B=—-"— C=-—"7"——- = .
Hanhra, 2coshka’ 2coshka ’ coshka
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Los coeficientes de transmision y reflexion.

Al analizar el comportamiento de la funcién de onda en x > q, ésta es distinta de cero. Por
tanto, hay una transmision de particulas a través de la barrera. Atin cuando, desde el punto de vista
clésico, las particulas no poseen la energia suficiente para remontar el obsticulo. Este fenémeno
tiene un origen cudntico y se denomina el efecto tinel.

Los coeficientes de la reflexidn, R, y la transmision, 7', se obtienen a partir de la densidad de
probabilidad de la funcién de onda. El coeficiente de reflexion es igual al médulo cuadrado de la
amplitud de la onda con momento —k en la zona x < a. Mientras que, el coeficiente de transmision
corresponde al médulo cuadrado de la amplitud de la onda con momento/ik, cuando x > a,

4k% K2 L*sinh® ka

— 2 _ 2

: 4.37)

en donde
IF|> = (kK — k2)° sinh’ ka + 4k*K? cosh® ka
= (K — x?)?sinh? ka + 4K (1 4 sinh’ ka) (4.38)
= 4k*k? + L*sinh® ka
- Por lo tanto,

12 i ke 2]
1+ ( =~ sinh R= |1+ (28 . 4.39
* (2k:<sm K“) ] ! * <L2sinh1<a> ] (4.39)

Ademas, ambos coeficientes satisfacen la ecuacion 7T +R = 1.

La forma explicita del coeficiente de transmision, en funcién de la energia, se obtiene mediante
laigualdad k = VL2 — k2 = L\/1— (k/L)? = L\/1— E /Vy. Entonces,

T =

-1

sinh {La\/l —E/Vo}
2\/(E/Vo)(1 - E/Vy)

T(E) = (4.40)

Cuando E < V), se obtiene un comportamiento lineal en E /Vj, y exponencial decreciente en el
ancho de la barrera,

. Vosinh? Laz} B AE E .,

~ 16— 441
4E ¢ (4.41)

T~ [1 I~ — s
Vp sinh” La Vo

Para energias cercanas a la altura de la barrera, k é L, es conveniente introducir una medida de esta
cercanfa, € = \/1— (k/L)2 =\/1—E/Vy < 1. Asi,

_] _]
E [sinhLae\? ma?
T=|14—— ~|(l+—E| . 4.42

[ +Vo( 2e > ] [ o } *42)

Por lo tanto, atin cuando la energia es practicamente igual a la altura de la barrera, el coeficiente de
transmision no se acerca a la unidad,

La\* -
I+ <2) ] ' (4.43)

= Ejemplo 4.6 Cuando la energia es igual a la mitad de la altura de la barrera, £ = %Vo, el
coeficiente de transmisién es T = |D|*> = 1/ cosh? ka. Mientras que, el coeficiente de reflexién
queda asi, R = tanh® ka.

lim T(E) =
E—=Vy
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La densidad de probabilidad de las funciones propias.
Para x < 0, la funcién de onda se separa en sus partes real e imaginaria,

K+ K? o

sinh kae ** + 5 sinh kae™™

uy(x)

2ik .
+ ==Kk cosh kae™
F
k% coskx — ik sinkx

Foo : (4.44)
icoskx — sinkx

= 2sinhxa
+2Kkcoshka

2 5. .

= {k* sinh ka cos kx — kkcosh kasinkx }
2

+ Fl { kkcosh kacoskx — k” sinh kasinkx }

Por lo que, el cuadrado de su médulo queda en la forma siguiente,

4
ug)* = — {k4 sinh? ka cos? kx + k* sinh? kasin® kx

|F

— 2xk> sinh ka cosh Kacos kxsinkx

+ k*k? cosh? kasin® kx + k* k2 cosh? ka cos? kx

— 2Kk cosh kasinh kacos kxsin kx} , (4.45)
4
= W { sinh? ka(k* cos® kx 4 x* sin” kx)
+ k*k? cosh? ka — 1 kk(k* + k*) sin 2kxsinh 2Ka} .
De igual manera, para el intervalo 0 < x < a,
|ug|? = 4k |k cosh k(x — a) + iksinh & (x — a)|* / |F|* (446)
= 4k? [% cosh® k(a —x) + k?sinh? k(x —a)] / [F|* '
Y, cuando x > a,
uw|* = 422/ |F 7, (4.47)
en donde
|F|* = 4k*k? + L* sinh? ka. (4.48)

Ast, la densidad de probabilidad de las funciones propias para la barrera de potencial estdn dadas en
cada region de la recta real por las ecuaciones (4.45) — (4.48). Su representacion grafica se muestra

en la Figura 4.3.
= Ejemplo 4.7 Cuando la energia es igual a la mitad de la altura de la barrera, E = %Vo, la

densidad de probabilidad queda en la forma

1 +tanh® ka — 2tanhkasin2kx, x<0
cosh2k(x—a)
2 _ _ O<x<a
u|” = cosh? ka .
1
ol ka’ x2a
cosh” ka

Asi, el comportamiento de la densidad de probabilidad es oscilatorio, cuando x < 0, mo-
nétonamente decreciente, para 0 < x < a, y constante, si x > a. En el intervalo (—e,0), la
densidad de probabilidad oscila entre los valores (1 + tanhka)?. Este comportamiento se
ilustra en la Figura 4.3.
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-4 -z

Figura 4.3: La densidad de probabilidad de las funciones propias de la barrera finita para ka =
0.1,0.2,...,0.9,(La=l,a=1,E < Vj).

Tabla 4.3: La relacidén entre las funciones trigonométricas e hiperbdlicas.

coshiot = 1 (e +e ™) =cosa cosia =

sinhia, = % (6% —e ) =isina  sinia =

(e7%+e%) =cosha

: (7% —e%) = isinha

N
[—ro1

D

4.2.2 Los estados con energia mayor que la altura de la barrera, E > V.
En este caso, V) — E es negativo y es conveniente definir otro parametro,
Ww—E
= —k” <0. (4.49)

De esta forma, se reemplaza k = ik’ en todas las ecuaciones del caso previo, tomando en cuenta
que K’ es una cantidad real.
Asi, los pardmetros de la funcién de onda quedan en la forma siguiente,

K2 =2m

K?=—-x?=kK-1*>>0
A' =il*sink’a/F’
B = k™ (k—«')/F’

C = —ke ™ (k+x')/F . (4.50)
D = —2ki'e "k /F'
F' = —2kK’cos K'a+i(k* + k) sinK'a

|F'|* = 42K + sin’ K'a

El coeficiente de transmision es igual a

) 2
T ‘D’}z 4k*K’? ~ s [*sink’a
|1r:/y2 2kx’
-1 . “4.51)
[?sin (ax/k2 —L2>
2kVk2 — 12

—1

= |1+

En estas condiciones, nuevamente se tiene un espectro continuo.

De la expresion para el coeficiente de transmision, 7”7, se observa que, atin cuando las particulas
tienen energia mayor que la barrera, T’ es menor que la unidad. Por tanto, no todas las particulas
atraviesan la barrera de potencial.

Adicionalmente, 7’ es maximo cuando sink’a =0, T,,, = 1 y R = 0. Esto es, sé6lo para estos
valores de k' no hay reflexion. Este efecto se interpreta como una interferencia total entre las
funciones de onda de las particulas reflejadas por las dos paredes de la barrera. La transmision total

ocurre cuando x’a = n7. Es decir, cuando

2 12 2
k2:L2+K’2:L2+(%> , E:Vo+%<%) . (4.52)
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Observe que estas energias son similares al espectro de una particula encerrada entre 0 y a, bajo un
potencial constante igual a V. Adicionalmente, para estas energias se tiene que A’ = 0. Por lo que,
para x < 0, ur = €/**. Esto es, no hay particulas reflejadas. Mas all4 de la barrera, para x > a, se
tiene que F' = (—1)""2i’k y up = (—1)"e*x-a),

También hay valores de la energia para los cuales 7’ es un minimo local. Esto ocurre cuando
sink’a = £1. Bs decir, K'a = $(2n+ 1)m y k* = k> + L2,

- L*a?

-1
AP DI A 4,
=1 pn ) @53

y la reflexién presenta un méximo, Al aumentar la energia, el coeficiente de transmisién tiende
asintéticamente a uno. Esta situacién corresponde al limite clésico.

2.2
T
= Ejemplo 4.8. Para el caso con £ = V) + ——, se tiene que
2ma’?
N2 T
kZ:L2+<—) , K==
a a

Entonces,

2
|F/|2: Q'ki , A/ZO, D/:_Zkle_ika,
a afF’ .

R=|A)P=0, T =|Df=1.

En este caso, hay transmision total a través de la barrera.

El caso con energia igual a la altura de la barrera, E = V.

Cuando E = V), se tienen que, k = 0. Ademas,

_mE 2y

2
k 2o R

(4.54)

En este caso, las soluciones tienen un comportamiento muy diferente. Al resolver las ecuaciones de

este caso, se obtiene que
ka\ > B
1+ <2> ] . (4.55)

Este resultado coincide con el limite calculado en el caso E < V.

Ty = |Do|* =

La paridad de las funciones propias.

» Definicién 4.1. Sea P el operador de la paridad, Pf(7) = f(—7).

= Ejemplo 4.9. El operador de la paridad modifica a la funcién F (x) = x> en la forma siguiente,
PF(x) = (—x)? = F(x). Esto es, la deja igual.
Al aplicar el operador de la paridad sobre la funcién G(x) = exp(x), se obtiene que G(x) =
exp(—x). En este caso, se obtiene una funcién diferente.
Finalmente, la accién del operador de la paridad sobre la funcién H(x) = sin(x) genera
PH (x) = sin(—x) = —H (x). Asi que, la transformacién le cambia es signo a esta funcién.

Las funciones propias del operador de la paridad satisfacen la ecuacién de los valores propios
correspondiente,
PA(F) = AA(7). (4.56)

Pero,
P2A(F) = A2A(F) = PA(—7) = A(F). (4.57)

Entonces, A2 = 1. Por lo tanto, A = 41 y las funciones pares e impares son las funciones propias
del operador de paridad. Esto es,
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(i) Las funciones pares:
A=1, A(=7F) = A(P). (4.58)

(i) Las funciones impares:
A=-—1, A(=F) = —=A(F). 4.59)

= Teorema 4.1. Cuando la funcién de la energia potencial es par (un potencial simétrico), las
funciones propias del operador hamiltoniano, H, tienen paridad.

» Demostraciéon 4.1. Sea la energia potencial es una funcién par, V(—7) = V(7). O bien,
PV =V. Entonces,

R K2 . K2
P(Hg) = ———P(V?g)+P(Vg) = ——V*(Pg) +V(Pg)
%’ 2m (4.60)
= —2—-VA(Pg)+V(Pg) = H(Pg)

Por lo tanto, [I:I ,13] = 0. Asi, ambos operadores tienen funciones propias comunes y las
funciones propias del operador hamiltoniano tienen paridad.

= Ejemplo 4.10. En la Seccién 4.1, se resuelve el problema de la particula encerrada en el
intervalo [—a,al. Al elegir que el origen esté situado en el centro del recipiente, la funcién
de la energia potencial es simétrica. Por esta razén, las funciones propias del operador
hamiltoniano tienen paridad definida.

4.4 El pozo de potencial con paredes de altura finita.

Finalmente, se considera a una particula dentro de un pozo finito de potencial. La funcién de la
energia potencial de este problema tiene la forma

Vo, |x|>a
V(X)—{Q x| <a’ 4.61)

con Vy > 0. Por lo que, la energia es positiva, £ > 0. La forma de este potencial esta en la figura
4.4.

Dado que este potencial es simétrico, las soluciones tienen paridad. Por tanto, las soluciones se
separan en las pares y las impares.

Considere el caso con una energia menor que la altura de la pared, E < V. Al resolver la
ecuacién diferencial en cada uno de los segmentos, se obtienen las soluciones siguientes,

2mE Vo—E 2mVy
2 _ 2 _ 2 _ 124 42
k:ﬁT>0, K- =2m ﬁ2 >O, L~ = "i2 —k + K >0,

x<-—a: uf = Kug, ug(x) = Ae*,
Ccoskx, par (4.62)

x| <a: uf = —kug, ug(x) = g
Dsinkx, impar

x>a: uf = K*ug, ug(x) = Be ™.

Observe que las funciones exponenciales se han elegido de tal forma que la funcién propia sea
normalizable,

Se aplican las condiciones de la continuidad a ug y uf; al inicio de cada una de las paredes del
pozo, x = +a. Asi, se obtienen las ecuaciones que determinan a las constantes de las funciones
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Figura 4.4: La energia potencial del pozo finito.

propias,
soluciones pares soluciones impares
A=B8B —A=B
Be %4 = Ccoska Be %% = Dsinka (4.63)
—kBe** = —kCsinka —kBe ¥4 = kDcoska ’
Ka = katanka —ka = kacotka
tanka > 0 cotka <0
nw<ka<nm+3w nw+im<ka<(n+1)m
O, en forma equivalente,
soluciones pares soluciones impares
(La)? = (ka)?*(tan’ka+1), (La)*> = (ka)*(cot’>ka+ 1), (4.64)
= (ka)2 sec? ka = (ka)2 cscka
k k
coska:j:—a, sinka:j:—a,
La La

Los valores de la energia provienen de la solucién de las ecuaciones trascendentes anteriores y se
requiere de un método numérico para resolverlas. En el apéndice D, El espectro discreto del pozo
finito unidimensional, se muestra un método sencillo para encontrar las soluciones.

Cuando la energia es menor que la altura de la barrera, el espectro del pozo es discreto. Estos
estados estan limitados a permanecer dentro del pozo (los estados ligados). Para todo pozo finito,
existe al menos un estado ligado.

Para cada energia del espectro, las soluciones quedan en la forma siguiente,

soluciones pares

X0t coska, x< —a
ug(x)=C coskx, x| <a,

e ¥0=9) coska, x>a

(4.65)
soluciones impares

—e*0 ) ginka, x< —a
ug(x)=D sinkx, x| <a,

e ¥ dginka, x>a

en donde los valores de las constantes C y D estdn fijos por la condicién de normalizacidn.
Ademds, se han usado las relaciones A = Ce*“coska y A = —De**sinka, para el caso par e impar,
respectivamente, ecuacion (4.65).

A partir de la forma de la funcién de onda en la regién de las paredes, se concluye que, aunque
la particula no tenga energia suficiente para escapar, la probabilidad de encontrarla en las pares del
pozo no es cero. Esta probabilidad decae exponencialmente al adentrarse en cada pared.
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La comparacién este caso con la particula encerrada permite observar que, para garantizar que
el sistema que limitado a permanecer en pozo (pero no en las paredes), el valor de x debe ser
infinito. Por esta razon, para tener un sistema perfectamente confinado, el potencial en las paredes
debe ser infinito. Desde el punto de vista microscopico, las paredes impenetrables se representan
por barreras de potencial infinitamente altas.

Cuando la energia es mayor que la altura de las paredes, E > V), las soluciones son semejantes
a las del problema de la barrera y esta parte del espectro es continua. Por lo tanto, en el pozo finito,
el espectro tiene una parte continua, E > Vj, y una discreta, £ < V.

= Ejemplo 4.11. El valor promedio de la posicion para la particula en un pozo corresponde

al valor esperado (x) = [*_x|ug(x)|*dx = 0. El resultado proviene de identificar que el
integrando es una funcién impar.

» Ejemplo 4.12. La derivada de la funcién propia, uf;, calculada a partir de la ecuacion (4.65),

tiene la paridad contraria a la funcién propia, ug. Por lo tanto, el integrando del valor esperado

(p) es una funcién impar y el valor esperado es cero.
%2
= Ejemplo 4.13. Un pozo finito con una pared de altura igual a Vy = Toma? tiene un estado
ma

propio con energia £ = %VQ. Entonces, ka = %n‘ y k = K. A este estado, le corresponde una
funcién propia impar,

( \/T 37r( + ) <
—1/5exp |=—(x+a x<-—a
29XP 4a | ’
3
ug(x)=D sin f;) ,—a<x<a .
3 .
5 exp [—A‘Z(x—a) X< —a

4.5 Problemas.

1. Para una particula encerrada en el intervalo [—a,d], calcule:
(@) (x?),
(®) (p),
©) (p?),
(d) AxAp,y
(e) AE, = n+1 —E,.
2. La funcién de onda W(x) = A(x> — a?) representa a una particula encerrada en el intervalo
[—a,a].
(a) Calcule la constante de normalizacién.
(b) Obtenga el valor esperado de la energia.
(c) Compare el ultimo resultado con la energia del estado basal. ;Cudntas veces es mas
grande o mas pequefio?
3. Considere un balin de 10.0 g que se mueve en un carril sin friccién de 1.00 m. Aplique el
modelo de la particula encerrada.
(a) Calcule la energia del estado basal.
(b) Si el balin se mueve a una velocidad de 0.100 m s~!, ;cudnto vale el nimero cudntico
n?
(c) Obtenga AE, para el valor de n obtenido en el inciso anterior.
(d) Describa las caracteristicas de la densidad de probabilidad |u, (x)|*, para el valor de n
del inciso (b).
4. Verifique las expresiones de los ejemplos 4.5-7, correspondientes al problema de la barrera
de potencial.
5. Obtenga la densidad de probabilidad de la solucién de la barrera de potencial descrita en el
ejemplo 4.8. Represente los resultados graficamente.
6. Para el problema del pozo finito:
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(a) Encuentre los valores de la constantes C y D que normalizan a la funcién de onda.
(b) Sia=1 A y La = 10, hay siete estados ligados: ka = 1.4276, 2.8523, 4.2711, 5.6792,

7.0689, 8.4232, 9.6789. Verifique que estos valores corresponden a los estados propios
(c) Calcule

Pla) = [ lup(x)Pax
a
para los siete estados ligados y grafique P(a, o) vs. ka.

7. Obtenga las funciones propias y los valores propios de la energia para una particula en el

potencial:
oo, x<0
V(x) 0, O<x<a,
Vo, x>a

en donde Vy > 0. Considere s6lo el caso de energias menores que Vj.
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La integracion numérica de la ecuacion de Schrédinger.

Considere el desarrollo en series de Taylor de f(x+ &) alrededor de x,
fla+h) = f()+hf'(x)+ 31 £ (x) + O(°).

En forma anéloga,
fle—h) = f(x) = hf'(x) + 31°f" (x) + O(h).

Por tanto, sumando ambas ecuaciones se obtiene
F+h)+fx—h) =27 (x)+ 1> f"(x) + O(h*).

Al aplicar esta aproximacion a la ecuacién de Schrédinger, para h = §, se obtiene la ecuacién de
recurrencia siguiente,

W(x+8) =2%(x) —¥(x— 8) + W' (x) 4+ 0(8%)

2m
0
:2ﬂ@{r+$gpm@—m}—wu—syuxw)

=2W(x)+ 8> [V(x) —E]W(x) —¥(x— 8)+ 0(8%).

Se toma un conjunto de puntos igualmente espaciados, x; = xo + j6. La funcién de onda en cada
uno de estos puntos se designa asi, ¥; = W(x;). Los valores de ¥; estdn relacionados por la relacién
de recurrencia anterior,

m
\Pj-‘rl ~ ZT]{I +62fi7 [V(X]) —E]} —‘P]’_l.

Entonces, dados un valor de 8 y los valores iniciales, ¥y, ¥, la ecuacién anterior permite evaluar
todos los valores de \V; restantes. Este procedimiento de integracion es aplicable a un problema
con el espectro continuo. Una barrera de extension finita corresponde a este caso

La relacién de recurrencia requiere de dos valores iniciales. Para esto, conviene elegir el origen
lejos de la barrera, de tal forma que V(0) ~ 0. Cuando las particulas que atravesaron la barrera
estan muy lejos de ella, la funcién de onda tiene la forma W ~ e~** con/i’k> = 2mE. Asi, se eligen
Yo=1y¥, = e k0 T a referencia, A. Cedillo, J. Chem. Ed. 77, 528-531 (2000), describe mas
detalles sobre este procedimiento y su implementacién computacional.

= Ejemplo 4.A.1. Tome la energia potencial potencial descrita por la funcién

n? X 2
V(x)=10—sexp | -4 | = -5 .
() ma} p<2[a0 })
Para una energia E = 44> /(ma3) y & = 0.05ap, la solucién se muestra en la Figura 4.5.
De acuerdo con lo esperado, la solucién presenta un comportamiento oscilatorio en el
extremo derecho de la figura, en donde E > V. En el lado izquierdo, la probabilidad constante

representa a la particula viajando con momento fijo. En la Seccién 4.2 se resuelve el problema
de una barrera rectangular y su solucién exacta muestra caracteristicas similares.

El procedimiento descrito aqui permite obtener una solucién aproximada de la ecuacién de
Schrodinger para los problemas unidimensionales con un espectro continuo. Esta metodologia es
util para estudiar la interaccién de particulas con barreras de la energia potencial que tienen una
extension limitada. En este capitulo, se ha obtenido la solucién exacta de una particula frente a
una barrera de potencial de forma rectangular. Para otro tipo de barreras, no hay un procedimiento
sistemdtico que permita encontrar la solucién exacta. En particular, un problema interesante consiste
en calcular el coeficiente de transmision de una barrera y el efecto de los parametros de la energia
potencial en éste. El procedimiento numérico de este anexo permite obtener soluciones numéricas
de la ecuacién de Schrodinger en las condiciones descritas previamente.
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10
V(x)
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Figura 4.5: La solucién numérica de la ecuacion de Schrodinger con el potencial descrito en el
texto. Las funciones representadas en la grafica son: la energia potencial (V), la parte real de la
funcién de onda, (R), su parte imaginaria, (/), y la densidad de probabilidad (P).
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5.1.1

5. El oscilador armoénico.

El estudio de las oscilaciones tiene gran importancia en la mecénica cudntica. Las oscilaciones
armonicas son un modelo para describir las interacciones que presentan una posicién de equilibrio
y, en particular, para estudiar las vibraciones.

El oscilador armonico unidimensional.

Un oscilador arménico se caracteriza por una fuerza que es proporcional al desplazamiento,
respecto a la posicién de equilibrio. Por lo tanto, en este sistema, la energia potencial es una
funcién cuadratica, V (x) = %kxz, con k > 0. Entonces, la ecuacién de valores propios de la energia,
Hup = Eug, toma la forma

7? d*up
" 2m dx?

+ %ma)zxzug =Eug, (5.1
en donde w?> =k/m >0y E > 0. Asi,

, mae?, 2mE
Ugp — ﬁT =

ug. (5.2)

El cambio de la escala.

La ecuacion (5.2) es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes polino-
miales que presenta varias combinaciones de constantes. Algunas de estas constantes se eliminan
mediante un cambio de la escala (un reescalamiento). Sean & = oux la nueva variable independiente,

§

con o >0,y up(x) =ug <a> = U(&) la funcién nueva.

= Ejemplo 5.1. Para transformar a la ecuacion diferencial (5.2) con el cambio de variable

& = ax, es necesario evaluar el efecto sobre el operador diferencial. A partir de la regla de la
cadena, se tiene que

d déd d

& dede  %aEe
El cambio del operador diferencial es muy importante, porque, hay una variable nueva, .
De forma similar,

& dd

dZ
— = = 062— .
o2 dede O dé?
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Dado que ug(x) = U(&), entonces,
Fu _ o
a2 Y e

§

y x = —. Con estos cambios, la ecuacién diferencial queda en la forma
(04

2
2 [ MOS _ 2mE
a?U (odz‘)U_ U

Mediante el cambio de escala, la ecuacion diferencial se transforma en

2
U - (,%) £2U = U, (5.3)

en donde A = 2mE/(hia)*> > 0. El valor de « se elige de tal forma que la fraccién tome el valor
unitario, m® /(i) = 1. Entonces,

U"—E%U = —AU, (5.4)
con o = +/mo/iy E = o

La solucion en series.

Para resolver la ecuacion diferencial con coeficientes variables, ecuacion (5.4), se usa el método
de Frobenius (el método generalizado de la serie de potencias). En este método, se propone una
solucioén en series de la forma

UE) =& Y CiE = Y O, (5.5)
j=0 Jj=0

en donde Cy # 0.
= Ejemplo 5.2. La serie correspondiente a U” se obtiene por derivacion directa,

U" = ZCk(S—i-k)(S—i-k— 1)§s+k72'
k=0

Cuando hay que sumar varias series, es conveniente que la potencia de la variable se la misma
en cada serie. De esta forma, las series se agrupan bajo el mismo simbolo de suma.

Para que la potencia de & en la serie de U” tenga la misma potencia de la serie (5.5), se hace
el cambio de indice j = k— 2. Asi, k = j+ 2 y esta sustitucion en la serie lleva a

U'=Y Cials+j+2)(s+j+1)&".
j=—2

En esta serie, la potencia de £ es la misma de la ecuacién (5.5). Aunque, los limites de la
suma han cambiado.
De forma similar, la serie de £2U es

ézU _ Z Ck§s+k+2 )
k=0
Ahora, el cambio de indice es j = k+ 2. Entonces, k= j—2y
§2U — Z ijzé‘wj )
j=2

Nuevamente, la potencia de £ es la misma que en la ecuacién (5.5) y los limites de la suma
cambian.
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Del resultado del ejemplo 5.2, se obtiene la expresion siguiente al sustituir la serie (5.5) en la
ecuacion diferencial (5.4),

2 ( Y Cprals+i+2)(s+ i+ DE - icj-zéf) —& Y ACE.
; j=2 j=0

j=-2
O bien,
0=Cos(s— DE24+Ci(s+ 1)sE T +[Ca(s+2)(s+ 1)+ CoA]
+ [C3(S+3)(S+2) +Clﬂ.]§

oo (5.6)
+ Y [Cia(s+j+2)(s+j+1)—Cjr+CjAlE/
j=2
Al igualar cada coeficiente de la serie a cero, se obtienen las relaciones siguientes,
Cos(s—1)=0
Cis(s+1)=0
Co(s+1)(s+2)+ACr=0 . (5.7)

Ci(s+2)(s+3)+CiA =0
Cita(s+j+1)(s+j+2)-Cj2+AC; =0, (j=2,3,..)

A la primera ecuacion se le denomina ecuacién indicial y permite determinar los valores de s. En
este caso, se tiene que s = 0, 1. Debido a que el potencial es simétrico, las funciones propias tienen
paridad. Pero, por la forma de la serie de potencias, el factor que aparece fuera de la suma tiene
la misma paridad que el pardmetro s. Por lo que, la suma siempre debe ser una funcién par. Por
esta razén, C; = 0, al igual que todos los coeficientes impares. Los coeficientes pares se obtienen a
partir de las relaciones de recurrencia anteriores,

c AC
= T T AN N
(s+2)(s+1)
ot T (5.8)
T )Gy oY

La relacion de recurrencia de la ecuacién diferencial (5.4) es una relacion de tres términos. Por lo
que, no es posible obtener una solucién cerrada para los coeficientes. Por esta razén, es necesario
transformar a la ecuacién diferencial.

Una posibilidad consiste en separar su comportamiento asintético (el Anexo 5.A presenta los
detalles). Para los valores grandes de ||, U” ~ E2U. Por lo que, la solucién debe tener la forma
U~ e Ast, U’ ~20Ee%" U ~ 2o+ 4a2E2)e%s" y

0=U"—EU+AU ~e % [407E% — £ —2a+ 1]

: : (5.9)
~e % [4a? — 1] £

Entonces, 4a> = 1, o bien, a = j:%. Sdlo para valores negativos de & se obtiene una solucién
normalizable. Por tanto, U ~ exp (—62 / 2).
El resultado anterior sugiere el cambio de variable

U§)=e SPHE). (5.10)
Asi,U' = e 5 /2(—EH+H'), U" = S 12(E2H —H —2EH' + H") y
0=U"+A—-EYU =S [H' —26H + (2 - )H+ (L —EMH] . (5.11)
Por lo que, la funcién H (&) satisface la ecuacién diferencial

H"—2EH' + (A —1)H =0. (5.12)
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Ahora, esta ecuacién diferencial tiene una relacion de recurrencia de dos términos. Entonces, los
coeficientes de la serie de esta ecuacion diferencial tienen una solucion cerrada.
Para aplicar el método de Frobenius, se necesitan las expresiones siguientes,

H=Y cig/™
j=0

EH' = Y Cils+ )ET

Jj=0

H' =Y Ci(s+j)(s+j—1)EM2
j=0

: (5.13)

= Y Ceoo(s+k+2)(s+k+1)E
k=—2

en donde Cy # 0y se ha usado el cambio del indice de la suma k = j — 2. Por lo que, al sustituir las
series en la ecuacion diferencial (5.12), se obtiene

0= 5S(C0(S— D)sE 2 +Ci(s+1)s

o . (5.14)
+ Y {Cena(s+k+2)(s+k+ 1)+ Cel(A = 1) = 2(s + K]} €F)
k=0
Al igualar cada coeficiente a cero, se tienen las relaciones siguientes,
s(s—1)=0, s=0,1,
C1S(S+1):0 C1=0, Cyy1=0
’ ’ ’ 5.15)
25+ 2k—A+1 (
Ciya = Cx, k=0,2,4,...).
T Gt k+2)(s+k+1) F ( )

Dado que la solucién tiene paridad, sélo hay términos pares en la suma. Asi, la solucién se escribe
en la forma

Hzgs ZAm€2m
m=0
dm4-2s+1—A
2m+2+s5)(2m+1+s)

Ayl = ( Ap, (m=0,1,2,..), (5.16)

endonde A,, = Cp,, y s =0,1.

5.1.3 Los valores propios.

La solucién de la ecuacion diferencial debe ser finita. La serie obtenida en la seccién previa se
compara con una funcién exponencial, para valores grandes del indice de suma,

oo m
&~ Y p£, p,=% Pma_ * @ 5.17
¢ mz::O ns™"s Dm m!" D, m+1 m .17
Mientras que, para el ecuacion (5.16),
A 4 1
mil 2 (5.18)

An Nm:m

La comparacién de ambos casos indica que la funcién de la ecuacién (5.16) se comporta de forma
similar a la funcién exponencial eaéz, con o = 1. Asi que, para valores grandes del indice de la
suma, H ~ 5’ yU ~ ¢%/2. Esto es, la funcién U diverge cuando |&| — 0. Entonces, si la funcién
H es una serie, la funcién de onda diverge para & >> 1. Por lo tanto, H s6lo puede ser un polinomio.
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Es decir, existe un ndmero entero N, tal que, Ay.+1 = An42 = ... =0, con Ay # 0. Al sustituir esta
condicién en la relacién de recurrencia de la ecuacion (5.16), se tiene que,
AN +2s+1—-2

0= (2N—|—25)(2N_|_1+S)AN7 (N=0,1,...). (5.19)

Por tanto,
A=4N+1+2s, (N=0,1,...). (5.20)

O bien,
4 4N+1, s=0 (estado par)
~ |4N+3, s=1 (estadoimpar) (5.21)
A =2n+1, (n=0,1,2,...)

Esto implica que el espectro es discreto e igualmente espaciado,

E, = Yok, = Jio(2n+1) =ho (n+ ) . (5.22)
Ademas,
1 (%) = (2) —U(E) = Nye 25 Hy(E) = Nye 2 H, (), (5.23)

en donde las funciones H, son unos polinomios de grado n, denominados los polinomios de Hermite
(Anexo 5.B), y los coeficientes N,, garantizan la normalizacion.
= Ejemplo 5.3. El estado basal del oscilador arménico (n = 0) tiene una energia mayor que
cero, Ey = %ﬁa) Los estados excitados siguientes son £y = 3E, E; = SE), etc. La separacién
energética entre los estados consecutivos es una constante.

La normalizacion.

Las funciones propias estdn normalizadas, 1 = (u,|u,). Entonces, el coeficiente de normaliza-
cién toma la forma siguiente,

N,? = /,Z e Hy(£)%dx = % /,Z e 5 H,(E)2dE. (5.24)

Este tipo de integrales se obtienen mediante el uso de la funcién generadora de los polinomios de
Hermite (Anexo 5.B). ! Considere la integral

1= [ 66816, 8)e Fag = io o B NOT O
mm=0 T . (5.25)

= [ exp[-E 28 (s+0) — (P )]

Al completar el trinomio cuadrado perfecto en el exponente,
EX—2E(s+1)+ S +12=[E —(s+1))* —2st,

se tiene que

[=¢&" /m e_[é_(”t)]zdé = /w e dw = Ve, (5.26)

en donde w = & — (s+1). Al desarrollar este resultado como una serie de potencias, se obtiene que,
= 21" O e e s

I=vzYy =—=—=Y Z/ e Hy(§)Hy(§)dE ——. (5.27)
o= n! =00 —e nlm!

ILa funcién generadora de los polinomios de Hermite (Anexo 5.B) tiene la forma

GE5) = 08 _rai o § HilS)

!
=
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La igualdad de los coeficientes de ambas series conduce a

/:O e S H, (&) Hy(E)dE = {\/ﬁg’nnv7 ZiZ (5.28)
= /72" 8

Por lo tanto, de la ecuacién (5.24),

o o o
NZ = = , Ne= | ——. 5.29
TR e CHA(E)E T /m2kk! T\ Vr2kk! (5.29)

Finalmente, las funciones propias del oscilador arménico toman su forma definitiva,

) =) = () = | e O Hul@), ) = B (5.30)

= Ejemplo 5.4. El coeficiente de normalizacién cumple con las relaciones siguientes

Ny 27k Ny Ny 1
N; k! Nit1 N R BT ©-31)

5.1.5 Los elementos de matriz.

Para calcular los brakets del oscilador arménico se pueden utilizar las propiedades de los
polinomios de Hermite. Las relaciones de recurrencia de esta familia de polinomios ofrecen
relaciones entre los polinomios de diferente grado y sus derivadas. 2 En el Anexo 5.B se describen
algunas propiedades de los polinomios de Hermite

= Ejemplo 5.5. Los elementos de matriz del operador diferencial se calculan asi,

<n‘§x‘m> = /Nne%QHn((:)(fx {Nmef%ész(é)} dx
— NN, / OF & [ 3¢ (8)] Cf . (5.32)
= NuNy /_ e EH, (<&, + ] g

Las relaciones de recurrencia de los polinomio de Hermite conducen a la indentidad —& H,,, +
H, Hm+ 1 +mH,,_. Entonces,

¢

‘m> NN/ “CH, [~ Hyp1 +mH,, ] dE

= N,N,, {—%\/52 18y i1 +my/ 2" 08y }

1 (04 o
:—*NNflfS 1—|—mNN 1*5 -1
24¥niVn n,m—+ niVn+ n,m
N? N; . (5.33)
N, N,
_(X|: 17ménm-‘r1+’/n & 5nm 1:|
m+

m—|—1 /
—(X[ nm+1+ nm 1]

De forma similar, se obtiene el braket del operador de posicidn,

\/”” nm+1+\fnm 1]. (5.34)

2Los polinomios de Hermite tienen las relaciones de recurrencia (Anexo 5.B) siguientes,

Hiy1 (&) =28H (&) —2kH;—1 (&),  Hi(&) =2kH;_(E).

(n|x|m) =
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Con los resultados del ejemplo 5.5, se verifica la igualdad del problema 3.4, m(E; — Ey ) (I|x|k) =

d
2 (1]|—|k ).

Los promedios de la energia cinética y potencial también se calculan por este método,

B ., Po?2n+1 K mo |
= {nl——D _t7 _rme 1
T <n) 2m n> 2m 2 2m h (n+3)

= 1o (n+3%) = 1E,, (5.35)
mw? 2n+1 mw h
<V>:< ’2’"“’2"2‘ >: P S N U ).
= Yo (n+3) = 5E, = (T) . (5.36)

La expresion final de la ecuacién (5.36) corresponde al teorema virial para el oscilador arménico.

5.2 Los operadores de creacion y de aniquilacion.

La ecuacién diferencial del oscilador arménico se puede resolver usando un método algebraico.
Este procedimiento se basa en aprovechar algunas propiedades de la conmutacién de los operadores.

En la ecuacién diferencial reescalada (5.4), U" — E2U = (D? — E)U = — AU, el operador de
segundo orden tiene la forma algebraica de una diferencia de cuadrados. Esta observacion sugiere
usar los operadores que provendrian de la factorizacién hipotética,

az\@<§+£g>, at= ;(5—52). (5.37)

En términos de las variables fisicas, estos operadores tiene la forma siguiente,

e )i

(5.38)
a' =1/t ox— li s
V2 ade) Vo \/
La posibilidad de factorizar al operador hamiltoniano,
g P e 5.39
=5 +3mo°x%, (5.39)

depende de las propiedades de los operadores.
A partir de su definicién, se demuestra facilmente que los operadores @ y @' no son hermitianos.
Sin embargo, uno es el adjunto del otro.
» Ejemplo 5.6. Los operadores d y d' son combinaciones lineales de los operadores fisicos,
ecuacion (5.38). Entonces, existe una relacion lineal entre ellos,

h . maoh
N Ay At P A A 4
£ Sl (a+a"), p=i\ =~ (@' —a). (5.40)
Adicionalmente,
At A me , | B ma)A+ 1
a'la= | =—%—i\/ =—— — X4y —
N 2o 2 2mho
MmOy s L Lo . (5.41)
= T HE? T P el
LI 1 20 ioa H
= — = a) JE— —_ - =
ﬁa)[2m+2 Flrpool=5,2
Por tanto,

H=ho(a'a+3). (5.42)
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Los operadores @ y 4" no conmutan,

[& &T} — [ @ﬁ—l—ii mw)g_iﬁ:|
’ Voo™ " Vamen' VT Vaman | (5.43)
; :

+1, A=ho(ad" -1). (5.44)
El operador de niimero se define como, N = 47 a. Este operador estd relacionado con el hamiltoniano,
H=ho(N+1), [A,N]=0. (5.45)

= Ejemplo 5.7. Las propiedades de conmutacion de los operadores de esta seccién se obtienen
de forma directa,

(5.46)

De estos resultados, se observa que los conmutadores involucran a los mismos operadores.

5.2.1 Laecuacién de los valores propios.

Los operadores H y N conmutan. Por lo tanto, ambos operadores tienen los mismos kets
propios,
N|n) = M, |n), H|n) = E,|n). (5.47)

De la ecuacion (5.45), se tiene que, E, =ho(M, + %). Entonces,

(ol = s

Por lo tanto, el espectro estd acotado, E,, > %ﬁw.

H
10)

N

=

E
n> :}% — 1= (nla"a|n) = (Gun|au,) > 0. (5.48)

= Ejemplo 5.8. Al aplicar el operador a a la ecuacion de valores propios de la energia, se
obtiene que,

afl|n) = Eqaln) = (Aa—[A,4)) ‘n> — Aaln) +hioaln). (5.49)
Asi,
H |au,) = (E, —ho) |du,) . (5.50)

Es decir, el ket |du,) es un ket propio del operador hamiltoniano, con valor propio E, —fi@.
Por esta razén, al operador d se le denomina el operador de aniquilacién.
De forma similar,

'l |n) = E,at |n) = (At — [A,a")) ‘n> — A" |n) —hwa' |n). (5.51)

Por lo tanto,

ity (5.52)

Es decir, |a7u,) es un ket propio del operador A con valor propio E, +/i®. Por lo que, al
operador @' se le llama el operador de creacién.
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Como el espectro estd acotado en su parte inferior, el ket |0) = |ug) denota a la funcién propia
con menor valor propio, Ey. Esto es, el ket |0) representa al estado de menor energia o al estado
basal.

Al aplicar el operador d sobre el ket de menor energia, d|0), el resultado no puede ser otro ket.
Ya que, no existe ningtin ket con energia menor que Ey. Por lo tanto, el resultado debe ser igual al
ket nulo, @|0) = |dup) = 0. Ademas,

H

(01#10) = (0 -l

a'a|0) = (auo|aug) = 0= <o

0> _Eo (5.53)

T ho %
Por lo tanto, Ey = %ﬁa). Los valores propios siguientes se obtienen al aplicar repetidamente el
operador de creacién sobre el ket |0),

E,=Eo+nio=ho (n+3). (5.54)

Observe que, M, =n'y N|n) = n|n).
Las funciones propias también se obtienen al aplicar los operadores de creacién y aniquilacion
a algin ket propio,
an)y =cpn—1y,  a'ln) =dyn+1). (5.55)

Las constantes ¢, y d, estén fijas por la normalizacién de los kets,

(Aup|auy) = |cu|* (n— 1n—1) = |¢,|* = (n|a’a|n)
= (n|N|n) =n,

AT 1A . (5.56)
<aTun|aTun> =|d, > (n+1|n+1) =|d,|* = <n|aaT\n>
= <n’N+1|n> =n+1.
Entonces, ¢, =+/ny d, =+/n+ 1. Porlo que,
a'ln) =vn+1|n+1),  aln)=+/nln—1). (5.57)
= Ejemplo 5.9. De la ecuacién (5.57), se tiene que
a*|0) = v1|1)
a0y = v1a'|1) = v1-2)2)
a™"oy=+/1-2...(n—Da'ln—1) =v1-2...n|n)
Asi que, todos los kets propios se obtienen a partir de ket del estado basal,
1
_ N
ny=——_a'") |0). 5.58
Iny = = (@)710) (5.58)

La funcién propia del estado basal.

El ket propio del estado basal satisface la ecuacién @|0) = 0. Por lo tanto, de la ecuacion (5.37),

se tiene que,
d
\@<€+d€> 0) =0. (5.59)

Esta es una ecuacién diferencial separable de primer orden,

du() . du() _
@ = —éum 70 = édé (5.60)

Al integrar,

uo(€) = Aexp (—522) (5.61)
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La constante A se determina por la normalizacién de la funcién de onda en el espacio de coordena-

das,
(e} (e} 2
1 = (00) :/ \uo(g)\de:Az/ eﬁ”f :%\/ﬁ. (5.62)
Asi, A’ = a/\/T,y
10) = o (x) = | | -Se 3@, (5.63)

Cualquier otro ket propio se obtiene a partir del ket del estado basal, ecuacion (5.58),

Este procedimiento conduce a las mismas funciones propias del operador hamiltoniano de
la Seccién 5.1. Asi que, las propiedades cudnticas del oscilador arménico se pueden evaluar con
cualquiera de los dos procedimientos de este capitulo.

5.3 Problemas.

1. (a) A partirde la férmula de Rodrigues del Anexo 5.B, obtenga los seis primeros polinomios
de Hermite (n =0,1,...,5).
(b) Calcule las raices de cada uno de los polinomios anteriores.
(c) Haga una gréfica cualitativa de las funciones exp (—ﬁz)Hn(é Y2, paran=0,1,...,5.
2. Utilice las relaciones de recurrencia de los polinomios de Hermite para calcular el braket
(n|x|m). Siga el procedimiento del ejemplo 5.5.
3. Considere los brakets del oscilador arménico (n[x*|n), con k = 1,2,.... Identifique cuales
brakets son iguales a cero.
4. (a) Con los operadores de ascenso y descenso del oscilador arménico, calcule los brakets

siguientes,
d d?
k|x|D),  (k|x*|I k|—|1 k|—|1).
Klalt), (K21, <‘dx‘> (k] 5=]1)

(b) Use los resultados del inciso previo para demostrar que

lFln) =35,y (n]?]n) = LE.

5. Una particula con una masa de 100 g estd unida a un resorte con una constante de fuerza
igual a 1000 Jm~2.
(a) Para el estado basal, calcule:
(1) La energia.
(2) El valor esperdado (p?).
(3) El valor esperado (£2).
(b) Obtenga la separacién entre los niveles del espectro.
6. Verifique que la ecuacién del problema 4, Capitulo 3, se satisface con los brakets del oscilador
armonico
7. Calcule el elemento de matriz (n|x*|m).
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El comportamiento asintotico de las soluciones de la ecuacion u" 4 (A —
Eu=0.

Para este andlisis, es conveniente transformar a la ecuacién diferencial de segundo orden en un
sistema de ecuaciones de primer orden. Por tanto, se usan las variables u y y,

y:M/’ y’:u”:(éz—l)u,

que se agrupan en el vector de funciones,

Asi,

X=(0)= (@ a) = (62 o)x=2x

B:<§20—7L (1))252((1) 8>+<—OA é>=§2[30+;232}7

By, B, son matrices constantes y se ha factorizado la potencia mayor de la variable &.

en donde

Para el andlisis asint6tico, se requiere que los valores propios de By sean diferentes. Por esta
razén, es necesario hacer un cambio de las variables. Se propone la transformacién

- D)

I a/g N, a/g gt
2= (gitin) )2 (oetCap G2
Las constantes a y b se eligen de tal forma que los valores propios de la matriz de la potencia

maxima de & sean diferentes. Por simplicidad, la potencia mayor de los elementos no diagonales se
fija al mismo valor. Esto es, b —a+2 = a—b. Por tanto, 2(b—a+1) =0 0 a = b+ 1. Entonces,

7= (% we)2= (€ 0)2+ (Le we)? |
=[G o) (5 ) 2=el( o) e (U 2l

La matriz de los coeficientes que multiplica a £ tiene como valores propios a +1. Finalmente, al
tomar b = 0, se tiene que,

e[ ) a (s Dls-emene

Para el comportamiento asintético, se propone una solucién en series de la forma

Entonces,

conn=1.

7 — edo&-ﬁ-aléé# i Cé = et +a§ i CrEF k.
k=0 k=0

Aqui, el polinomio en la funcién exponencial debe ser de grado n+ 1 y los simbolos C;, representan
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los vectores de los coeficientes. Entonces, la derivada de la serie es

7/ — ea052+a1§

i(# —k)C&H T+ (2008 +ar) i Cké“_k]
k=0 k=0

8

gt

=1

e[S 111

ensTrad [2 Z Cni1&” +a12Ck~§ ]
m=—1

_ eao§2+a1§§.u [2a0Co& 4+ 2a¢Cy + a; Co]

el g Z [(—k+1)Chot + a1 Cr +2a0Cri1] EF
k=1

Después de sustituir la serie de Z en la ecuacién diferencial, se tiene que
1 2 = _
Z=¢ (Ao + §2A2> QOSTTMEER Y O ek
k=0
= ea0§2+ao'g' gﬂ Z (A()Cké 1=k ArCié 7k71)
k=0

_ eao§2+d1§€M

Z AoCpri & +ZA2C1 1§

m=—1

= & tmb g

AoCo& +A9Ci+ ) (AoCry1 +A2Ck1)& _k]
i=1

Al igualar los coeficientes de las dos series de Z’, se obtiene

2agCo = Ao Co,
2apC1+a;Cy = ApCy,
2a0Cri1 +a1Cr+ (U —k+1)Cr—1 = AgCry1 +A2Ck—1, (k=1,2,...).
De la primera ecuacion, 2ayCo = A¢Cy, se observa que 2aq corresponde al valor propio de la matriz

Ay. Ademas, Cy es el vector propio correspondiente. Por lo tanto, 2ag = +1 0 ap = j:%. Las otras
ecuaciones quedan en la forma siguiente,

(A() — 2001) C1 = GICO
(Ao —2aoI) Ciy1 = a1 Cr+ (1 —k+ 1)I—As] Cry

Los vectores propios de Ay provienen de la solucion de la ecuacién de los valores propios. Al
sustituir cada valor propio,

_ (—2ap 1 Con1\  (—2a0Co,1+Cop
0= (AO o 2aOI)C0 B < 1 —2ao> <C0’2> - ( C071 — 2aoC0’2 )7

1
o =Co,1, Coo = 2ap 0, COZOCO<2 >
a

Con los vectores propios, se resuelven las ecuaciones para los vectores Cy. 1, con k > 0. Para k =0,
se tiene que
—2a¢C11+Ci2 1
A —2a)])C; = ’ ) =a1Cy =
(A —2a0I)C, ( Cir—2a0C1a @Co=oar{,, ),

Como (2(10)2 = 1, entonces, la ecuacion del segundo renglén se transforma en 2a¢Ci 1 —C1 2 = a1 0
y, al sumarla al primer renglon, se obtiene 2a; op = 0. Por lo tanto a; = 0.
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En la ecuacién para C,, (k= 1),
—2a0Cr 1 +Chn u—1 0 1
Ag—2apl) C, = ' ) =
(Ao =200 C2 ( Ca,1 —2a0Co ) ao( A N) (2a0>

_ p—1
_ao<7t+2aol»l)

Al multiplicar la ecuacién del segundo renglén por 2ag y sumarla al primero, se obtiene que,

0= (A2a9+2u —1)co, 1= (1-2apl)/2.

., . s, 2 _ o _ . .
Como Z = (Eu,y), de la solucién asintotica, u ~ e EL-1Y%  Cp 1 EF. Pero, u s6lo es finita para
ap < 0. Por lo tanto, se toma el valor propio negativo, 2ap = —1. Y, la solucién asintética de la
ecuacion diferencial queda en la forma siguiente,

u(&) ~ e*%ézé%(’l”)co(l +...).
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Los polinomios de Hermite, H,(§).

Los polinomios de Hermite son funciones que satisfacen la ecuacion diferencial (5.12),
H! —2EH) +2nH, = 0.

Estos polinomios también se obtienen a partir de una funcién generadora.

La funcién generadora.

Sea G(&,s) una funcién de dos variables definida como

G(é,S) = €£27(S75)2 = €7SZ+2S€ = i Hn(é)sn

|
n=0 h

A esta funcién se le llama la funcién generadora debido a que los polinomios H,, se obtienen de los
coeficientes del desarrollo en series de Taylor de la funcién G en la variable s. Las propiedades de
los polinomios de Hermite H,, también provienen de la funcién generadora.

Las relaciones de recurrencia.

Las derivadas de la funcién generadora proveen las relaciones de recurrencia de los polinomios.
Dado que, dG/d&E = 2sG, se tiene que

iH’/’@s”:ziH(é n+1_2ZHk 1 (
n=0

!
= n! n!

en donde se usa el cambio de indice k = n+ 1. Al igualar los coeficientes de ambas series, se
obtiene

H(l)(g):(L Hli(é)ZZkafl(é)v (k=1,2,...).

De forma similar, dG/ds = 2(§ — 5)G. Entonces, al sustituir a la funcién generadora en ambos
lados de la igualdad, se tiene que

aﬁ
ds

0 Hnsn—i-l

_22

n=0

> nH,s""!
:Z” n

n=1

= EH,s"
=26G-25G=2

n! & s ;) n! n!

Hk 1Sk

Hpis -
_Z I—H Zé ;(k_l)!

en donde se hicieron las transformaciones de indices / =n— 1, k = n+ 1. De la comparacion de
los coeficientes de las series, se llega a

H\(6) =28H0(8), Hiy1(§) =26Hk(§) —2kH1(S), (k=1,2,...).

La ecuacién diferencial.

Las relaciones de recurrencia permiten obtener la ecuacién diferencial de los polinomios Hy,,

= [2nH,1]' = [26H, — Hy 1] = 2H, +28H, — H,
=2H,+2&H, —2(n+1)H, = 2EH,, — 2nH, '
Asi,
H! —2EH! +2nH, = 0.

Por lo tanto, la funcién G(&,s) = exp(—s2 + 2s§) es la funcién generadora de los polinomios de
Hermite.
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5.B.4 Laférmula de Rodrigues.
Los polinomios de Hermite son los coeficientes del desarrollo en series de Taylor de la funcién
generadora. Al desarrollar a G(&,s) con respecto a s se tiene que

G(&,S) = Z ansn)
n=0
en donde

s=0

Por lo tanto,

L U e on o
Hy(§) = 55G(8:s)| = (Meéz (s—&)? :eéz(?s"e (s-&)
s= s=0 s=0
_ 82 (e
¢ at”e . <8(_€)n 3
n,—&2
e ,d’e
&1

en donde se usa el cambio de variable t = s — £ y la regla de la cadena. La ecuacién

g2
Jde s
dér

Hy(&)=¢5(~1)

es la férmula de Rodrigues de los polinomios de Hermite. Esta férmula permite evaluar sucesiva-
mente a todos los polinomios entre 0 y n.
= Ejemplo 5.B.1. Para evaluar la férmula de Rodrigues en n = 2, se requiere de la segunda
derivada de la funcién gaussiana. Asi que, se evaliian la primera y segunda derivadas. Por lo
tanto, se obtienen los polinomios siguientes,

Ho(§)=1,  Hi(§)=28,  Hy(§)=2(28~1).

= Ejemplo 5.B.2. Los polinomios de Hermite también se obtienen por otros métodos. La
relacién de recurrencia Hy | = 2E Hy — 2kH)_; permite obtenerlos. Dado Hy = 1, se tiene
que

Hy =2EHy = 2¢
Hy =28H; —2Hy=2E(2E) —2-1=4E% -2

Al continuar con este proceso, se encuentran los otros polinomios.

Es importante mencionar que las raices de los polinomios de Hermite siempre son reales.
Ademéds, la paridad de estos polinomios implica una simetria en sus raices.
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6. El momento angular.

El momento angular es una propiedad muy importante, tanto en los sistemas macroscopicos,
como en los microscopicos. Esta propiedad estd asociada con el movimiento alrededor de un centro
y con el espin de las particulas microscépicas. Ademads, en muchos casos, el momento angular
permanece constante. Es decir, es una constante del movimiento.

Los operadores del momento anguiar.

Los operadores del momento angular se construyen siguiendo las reglas mencionadas en el
capitulo 3. Por esta razén, es necesario partir de su forma cldsica,

L=7xp. (6.1)

Para trabajar con las componentes cartesianas de un producto vectorial, es conveniente introducir el
simbolo de Levi-Civita, &; ;. Esta una cantidad tiene de tres indices y s6lo es distinta de cero si sus
tres indices son diferentes,

0, hay indices repetidos
gjx =14 +1, (i, ],k) es una permutacion ciclica de (123) . (6.2)
—1, (i, j,k) no es una permutacion ciclica de (123)

El simbolo de Levi-Civita posee las propiedades siguientes,

Eijk = €ij = Ejti»  Eijk = —Ejiks Y, EijkEimk = 0t Ojm — Sim - (6.3)
%

= Ejemplo 6.1. El producto vectorial C = A x B tiene las componentes cartesianas

Cr=Y ejAiBr (1,j,k=1,2,3).
k

= Ejemplo 6.2. La componente x del ejemplo previo es,

C = ZSljkAjBk.
Jjk

La evaluacion de la suma se realiza en la forma siguiente. Para que el simbolo de Levi-Civita
€1 j sea distinto de cero, los tres indices deben ser diferentes. Es decir, j # 1,k # 1y j # k.
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Entonces, s6lo hay dos posibilidades:

C1 = €123A2B3 + €132A38;
=A2B3 —A3B; '

Las componentes cartesianas del vector del momento angular tienen en la forma siguiente,

L= Z kT i Pk (6.4)
I

en donde r; y py son las componentes cartesianas de los vectores de la posicion y del momento

lineal. Las componentes 1, 2 y 3 corresponden a x, y y z, respectivamente. Asi, los operadores del
momento angular quedan expresados como

R A d
Li=Y eutipr= —ﬁzezjkrjfa : (6.5)
ik ik "k

Los operadores de las componentes del momento angular, ecuacién (6.5), son hermitianos.
En coordenadas esféricas, estos operadores son independientes de la variable radial,

L= —ﬁ{—sin(p;e —cos(pcoteaaq)}

. d } d

Ly, = —ﬁ{cos (pﬁ — sm(pcoth(p} . (6.6)
. d

b=

En particular, la componente z tiene la forma mas sencilla.
= Ejemplo 6.3. El operador f,% en coordenadas esféricas tiene la forma siguiente,

N ) 92
[2=1isl3=—h el
De forma similar,
A P 02 02 02
L% =Ll = —ﬁz{sinz(pw +sin2(pcot6m —1—Cosz(pc0t2(9a—(l)2
—I—COSZ(pcotBa—sin(pcos(pmoszea}
20 sin2@ do
A P 02 92 PR
L% =Ihl, = —FzZ{cos2 Q)W — sin2(pcot9m + sin® @ cot? Oa—(pz
+sin2(pcot68+sin(pcos(p1+(:08263}
d0 sin2@ Jo
Finalmente,
. A 02 1 9? d
P=0+i3+i3=4 t0—=— o.
1+ 2+ 3 892+Sin298¢2+co 89

Ademds, el operador L2 estd contenido en el operador laplaciano, cuando este tltimo se escribe en

coordenadas esféricas,
1|0 0 12
2 2
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6.1.1 Los conmutadores.

Las propiedades de conmutacion de los operadores de momento angular presentan ciertas
regularidades.
= Ejemplo 6.4. Los conmutadores entre los operadores de las componentes del momento
angular y las componentes de los operadores de la posicién y el momento se calculan de
forma directa,
(L), P = Zgljk (7 Pks | = Z&jkfj [P, Fm)
jk Jk
= —ﬁZsljkijkm = ﬁzglmjfj
Jk j
. R o (6.8)
[Li,pm] =Y €1k [FiPr: Pm] = Y €1jic [P Pm) Pr
Jjk Jjk

= ﬁZSij5jmﬁk = ﬁzfilmkﬁk
Jk %

= Ejemplo 6.5. El conmutador entre los operadores de las componentes del momento angular
requiere de un poco de trabajo adicional,

[Li.Ln] =Y &ji [#iPrs Lin Z%k{ﬁ P Ln| + [#j, L] Prc}

Jk
= —ﬁZEljkrjemknpn — ﬁzeljkgmjnrnpk
Jkn Jjkn
= T & jkEumkFjPn— 1Y, €1 j€nmiPnPi
Jjnk knj

A partir de las propiedades dadas en la ecuacion (6.3), se obtiene que,

[Lla = _ﬁz 51n jm 6lm61n) ”JPn
- ﬁz 5kn61m - 6km61n) rnpk
kn
=—1Y_ (81n6jm — 8mjn+ 8jnOim — Sum ;) FiPx ' 6.9)
jn
= _ﬁzelmkenjkfjﬁn
kjn
=Y el
k

En general, se obtiene que, [Ll, m] 7Y €Y, en donde Y = r, p, L. Observe que si [ y m son
diferentes, k también debe serlo para que el conmutador sea distinto de cero. Por tanto, la operacién
de conmutacién puede asociarse con una rotacion en la direccion del operador del momento angular,
l.

= Ejemplo 6.6. El conmutador entre el operador de la componente x del momento angular y

los operadores de las coordenadas cartesianas son

[i],fj] :ﬁzgljkfk-
k
Es decir,
[Llaf‘l]:07 [L17f‘2]:ﬁf37 [Llaf?ﬁ]:_ﬁfé-

= Ejemplo 6.7. Todos los operadores de las componentes del momento angular conmutan con
el operador 1.2,

Ll7 [LhZLk] :Z [Ly, L] L+ Ly [Ly, L))

k
- Z {g,kmLmLk + Lkelkmzm}
km
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Mediante un cambio de indices, se agrupan los operadores, y,

L, L%] = (ZslkmL L+ €miclm Lk>

km km

(6.10)

=Y (&lom+ €me) Lk =0
km

Sin embargo, los operadores L; no conmutan entre ellos, ecuacién (6.9).

Es conveniente seleccionar a una pareja de operadores que conmutan. Considere a L. y a L3,
[L2,L3] = 0. Entonces, ambos operadores tienen funciones propias comunes. El ket |¥) denota a
una funcién propia de ambos operadores. Esto es, cumple con las ecuaciones

2,2“1’> :ﬁza“}’>, Ls

6.11)

en donde a#? y Hi son los valores propios correspondientes.
= Ejemplo 6.8. El operador del cuadrado del momento angular cumple con la ecuacién
<I:2> = <i% —l—i% +i%>. Entonces

(12 W) = d = )+ (T3] %) + (|13 %)
. s A T (6.12)
= (LW |L0P) + (L | L) +120* b
Por lo tanto,

a>b’, |b|<va, —Va<b<a (6.13)

El resultado de la ecuacién (6.13) implica que, los valores de b estdn acotados.

Los operadores de ascenso y descenso.
Para el tratamiento algebraico, se definen los operadores siguientes,

Ly=1L,+il,. (6.14)

Estos operadores no son hermitianos. Sin embargo, son adjuntos uno del otro. Al operador L, se le
denomina el operador de ascenso y L_ es el operador de descenso. En forma similar al caso del
oscilador armoénico, los operadores de las componentes del momento angular son una combinacién
lineal de los operadores nuevos,

A 1. A A A "

L :§(L++L_), Lzzi(L_—L+). (6.15)

= Ejemplo 6.9. Los operadores de ascenso y descenso tienen las propiedades de conmutacién
siguientes,

(L2 Ly] = [L2 L] +i L%, Ls)
(L L) = [Li+ila, Ly —ils] = —i [Ll,Lz] +i[Ls,L4]

= —2i[Ly,L,] = —2i (l3) = 2Ls : (6.16)
[L3,L+] = [L3,L1] i [L3,L,) = filr i () (—Ly)

=h(ily£Ly) = Hi (L ily) = thi,

Ademas, éstos operadores cumplen con las relaciones siguientes,

—

£+£_ ( + le) (l:l — l'z:z) = 122 +i§ + iﬁzi] — i]:ll:z
13 —i(h) s =17 — 13 +hl,

Ll =01 —[L L )=0*-L3+nls— 2L, . (6.17)
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6.2 El método algebraico.

Para obtener los valores propios y las funciones propias se usa un método algebraico. Este
método utiliza a los operadores de ascenso y descenso.
= Ejemplo 6.10. Al aplicar los operadores de ascenso y descenso a las ecuaciones de los
valores propios, se tiene que,

Li (3] %)) = thL %) = (LsLs — [L,1:]) [ %)
= IZgIZi\‘P> :Fﬁii“P> =W I:ilP>

L3|L¥) =R (b+1) |LoP)

Ly (L)) =a* |Ly¥) =17

(6.18)

L)

Por lo tanto, el ket |L+¥) es un ket propio del operador L? con un valor propio igual a d@#?,
y del operadoador L3, con un valor propio (b 1)i. La accién de estos operadores sobre
los kets propios del momento angular cambia el valor propio de L. Por esta razén, a los
operadores L+ se les denomina los operadores de ascenso y descenso.

Las funciones propias de los operadores del momento angular estdn caracterizadas por sus
valores propios. Para distinguirlas, se usan estos valores propios como sus indices,

|¥) = |Wup) = |ab). (6.19)
Al aplicar los operadores de ascenso y descenso sobre las funciones propias, se tiene que

I:i‘ab> = C;lz

a,b+1). (6.20)

Los coeficientes de la ecuacién anterior provienen de la condicién de normalizacion,

<I:i lPab

Ly, ) = <ab‘ﬂ¢ﬁi‘ab> - <ab’I:2 "y $Iil:3‘ab>
2

CEl (a,b+1]a,b+1) : (6.21)

= (di* — b'* ¥h°b) (ab|ab)

En este caso, se ha usado la ecuacién (6.17). Por lo tanto, los coeficientes tienen el valor
C: =hvVa—b>Fb, (6.22)

y, finalmente,
Li|ab) =hva—b*>Fb

a,bt1). (6.23)

6.2.1 Los valores propios.

El espectro del operador 5 estd acotado, ecuacién (6.13). Sea B el valor maximo del valor
propio b. Entonces, L |aB) = 0y, de la ecuacién (6.17), setiene que,

(L Wap

1:+%B> - <aB‘I:_I:+

aB) =1 (a—B*~ B) = 0. (6.24)

Por lo tanto, a = B(B+1).
Por otro lado, sea 3 el valor minimo de b. Entonces, L_|aB) =0y

(LW

L\Paﬁ> - <a[3‘t+t, ‘aﬁ> =i (a— B>+ B) =0. (6.25)

Entonces,a =B (B —1).
Al aplicar n veces el operador L, al ket |af3), eventualmente se llega a |aB),

L’ |aB) = k|aB). (6.26)
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Entonces, B y B difieren en un entero, B = 3 +n, asi,

a=B(B—-1)=BB+1)=(B+n)(B+n+1)
=B*—B=B*+2p+p+n’+n

Al agrupar a todos los términos de un lado de la ecuacién anterior, se tiene que,
0=2B(n+1)+n(n+1)=2B+n)(n+1). (6.27)

Por lo tanto,

B:_37 B:—E—i—n: =-B. (6.28)

n
2 2
Es decir, B puede ser un entero o un semientero.

Para los valores enteros de B, se acostumbra designar al valor maximo con la letra /. Esto es,
B=1,endonde [ =0,1,2,.... Entonces, el valor propio del operador L. es a = I(I + 1). De forma
similar, el simbolo tradicional para b, es la letra m. Asi, b = m. Por tanto, los indices / y m son
suficientes para caracterizar a cada funcién propia,

—l=—B<m<B=l
Yoo =Y = ’lm>
L2{Im)y =R1(1+1)|Im)

Ls|lm) =hm|lm) : (6.29)
L. |lm) :ﬁ\/l(lJr 1) —m?Fm|l,m*1)
=hy/ (I £m+1)(IFm)|l,mE1)

Las funciones propias.

Las funciones propias estdn relacionadas entre si por medio de los operadores de ascenso y
descenso. De acuerdo con la seccidn anterior, para los valores mdximo y minimo de m se tiene que

Ly

. P P
L,+l)=0,  fiet® {iaeﬂcoteaq)}nﬂ =0. (6.30)

Esta ecuacion diferencial es separable. Entonces, la solucion tiene la forma y; 4; (6, ¢) =4, (¢) 0, 1, (60).
Asi,

(] Y
+tan 6 LA _ =

A%, 6.31
O+ Dy (631)

en donde A* es la constante de la separacién de las variables. Las ecuaciones separadas quedan
expresadas como
L =iAT D, ®) 1 =F+A"cot00, 4. (6.32)

La solucién de la primera ecuacién diferencial es ®4;(@) = B¢ 9. El ket |I,+1) es una

funcidén propia del momento angular. Entonces, ﬁ3Yl7il = (£I)hY 4. De esta forma,

0 .
—ﬁ% (@110 1] = —HO; 1 iAT D) = ATHY) 4. (6.33)

Por lo tanto, AT = 1 y ., (@) = By e=1®.
De forma similar, la ecuacion diferencial para ©; 1; es separable,

G 9
0] 1y = — gt = 1cot08) 11 = 1€

—0; 4
sin@

dO; .+ ZCOS 6do ld(sin 0)
®4  sin@  sin@

(6.34)
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Por lo que, ©; +;(0) =Dy sin’ 6. Y, después de normalizar a las funciones (los detalles estdn en el
Anexo 6.A), se tiene que,

) =Yi11(6,0) = Py(9)0; 1(0)
Py (p) = Leiilq’a

V2w (6.35)
2[+1)! .
©;+(0) = (1)’ (221+1“)2 sin 6.
Las funciones restantes se obtienen con el operador de descenso, ecuacién (6.29),
L_|lI) =Av1-21|1,1—1)
B2 |11y =R*\/1-2-21- (21 = 1)|1,1 - 2)
iy =r*\/k21- (20— 1) - (21— k) (6.36)
201k!
= (2i— ‘l - k>
y, param = [ —k,
o [—m
B (I+m)! (L
En coordenadas esféricas, el operador de descenso se reescribe en la forma siguiente,
L_ ; d d
T _ ) 7 t0 —
T { 90 +ico 8(p}
dcos® 0 d
=e to
—¢ { 06 8cose+lco 8(p}
, (6.38)
> d ;€08 0 d
=e ?sing—-— —
d cos 9 "5in@ 9 [0)
, d dsinf d
_ o9 lne . i
¢ {sm dcos® ' dcosb 8([)}
en donde
dsinf  dv1—cos?0 1 cos 6
= =——(—2cosB)=———.
dcos O dcos O 2sin 6 sin@
» Ejemplo 6.11. Al aplicar el operador de descenso sobre el ket |//), se tiene que,
L i . d®ll d‘bl dsin 6
—|lly =e""?{ ®;sin b —i—0
h ’ > ¢ { Y qcos 0 do Hdcos@}
e i? dsin 6
~ " o Lein' 022 @ isin 0
n'~le l{sm dcosG+ nesin dcos 6
11 dsinl 0 : (639)

i sin‘ 0 do +
ell=1)e dcos 6 "dcos o

V2n sin’~16
_ UGS d(sinleG)ll)

~ 2msin''e  dcos@
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Al aplicarlo nuevamente,

N

2 . .
I - ell=1)9 d 1 d(sin' 00
=) |y =e S sing : (sin” 66y)
h V21 dcos8 | sin/~'9 dcosO

e1® del=1)% dsin @ 1 d(sin’ 00y)
—1
V2r  de  dcosO |sinf~'e dcos6
0 g d 1 d(sin60y))
V2msin' 2 0 dcos® | sin~ '@ dcos®
20 —-1) ., p dsin { 1 d(sin’ 9@,,)}
S

V27xsin'~% 0 s dcosO |sin'~'@® dcos8
O bien,
L 2‘”>_e"(’2)¢sinlle d 1 d(sin' 60y)
h  \27sint=20 dcosO |sinf~'e dcos6
N ¢=2¢  dsin'~'6 1 d(sin’ 00y) (6.40)
V2msin'~260 dcos® |sin’"'6 dcosf
i(l*Z)(p dZ
e
= Oy sin’ 6
\/Znsinlfzedcosez( usin’ 6)
Y, en general,
a k .
L, e’(lik)(p dk
— |y = Oy sin’ ). 6.41
(ﬁ) ‘ > \/27tsinl‘k6dcosek( usin’ 6) 6.41)

Este procedimiento, permite obtener todas las funciones propias.
A partir de los resultados del ejemplo 6.11, para k =/ —m y con la ecuacién (6.37), se tiene
que,
‘lm> =D, (0)0;,(0)
(I+m)! 1 d~"(sin' 09;) ™?
(I—m)121'sin™ @ dcos®!-™ /27

(=D [(+m)2i+1) 1 dm(sin? 0) ™
-2 (I—m)120'2  sin™@ dcos®~™ /21, (6.42)
e (=) [(I+m)'20+1
Ve 21\ (-m)! 2
1 d [—m

< > (1—cos?0)

sin”? @ \ dcos6

en donde

eim(p
V27w
L 2041 (Lm)!
-2 2 (I—m)!
1 d [—m
< > (cos?0 — 1)

sin” @ \ dcos0

1 faryrfod N, L [20+1
610(6)—ﬁ 2<d0089> (cos“0—1) = 5 P(cos0), (6.44)

en donde las funciones P, son los polinomios de Legendre. En general, a las funciones propias del

momento angular con un valor entero de / se les conoce como los arménicos esféricos, ¥,,(0,0) =
‘lm>.

D, () =

(6.43)

®l7m

En particular,
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6.3 Lareduccion del problema de dos cuerpos.

Considere a un sistema formado por dos particulas, en donde el potencial s6lo depende del
vector de separacion entre las particulas,

HAH=T\+T+V(r—7). (6.45)

El operador hamiltoniano es separable, cuando se usan como variables a las coordenadas del centro
de masa R y la posicion relativa 7 = 7, — 7.
= Ejemplo 6.12. La energia cinética de un sistema de dos particulas es,

T=T1+T,= %mlf% + %mzi’%. (6.46)
Las coordenadas del centro de masa y la coordenada relativa estdn dadas por la expresiones
siguientes,
MR = m 7| +myip, F=r—r. (6.47)
Entonces,
- m
f=R— 27
M
= 5, M,
=R+ —
2 + M T,
f1=R ——R-r—%—(f) r (6.48)
M M
2my 5y - mi\ 2
2 2 132 = 1\* .2
B ()
T + " r+ Y, 7

T =1 (MR*+ui?),
en donde M = m; + m; es la masa de todo el sistema y U es la masa reducida,

_mlmz_ 1
M1 1

(6.49)
mp;  mp

Adicionalmente, los momentos conjugados se calculan a partir del lagrangiano, £ =T -V,

208 ) 0L
P=2"—=MR ==y
OR ’ P="5; Hr,
P2 p2 p2
T=—+— =Tem+ —— F). .
it o H=Tem+ o +V(F) (6.50)

Por lo tanto, el hamiltoniano cldsico se separa en un hamiltoniano del centro de masa
(particula libre) y otro para la coordenada relativa.

Asti, de los resultados del ejemplo 6.12, el operador hamiltoniano también es separable. Enton-
ces, la funcién de onda tiene la forma siguiente, W(R,7) = ¢ (R)u(7) y

A2
AN = u-Tond 4+ 6 - (5/~1+V(f)) u=Eu

Tem9 _
()

. , 6.51
Au (6.51)
E —

= ECM

)
en donde H, = % +V(r) es el operador hamiltoniano de la coordenada relativa. Las funciones ¢

y u son la solucién de las ecuaciones de los valores propios siguientes,
Hem¢ = Tom¢ = Ecmd, Hu=E,u. (6.52)

Por lo tanto, el problema de los dos cuerpos se reduce a resolver dos problemas de un cuerpo cada
uno. El primero es una particula ficticia que representa al centro de masa y estd libre de fuerzas.
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El segundo problema corresponde un cuerpo ficticio con masa igual a la masa reducida y estd
descrito por la coordenada relativa. Ademads, las propiedades del centro de masa quedan en la forma
siguiente,
= 2B n2K?
E=E +Ecw,  0(R)=4e™",  Eon=" - (6.53)

El centro de masa se comporta como un particula libre con momento P=IK.

El rotor rigido.

Un rotor rigido es sistema que al rotar, mantiene fijas las distancias internas. En particular, para
un sistema formado por dos particulas,

r= |, — 1| = const. (6.54)

El momento de inercia es separable en dos contribuciones, la del centro de masa y la de la
coordenada relativa,

I= z:miri2 = mlr% —i—mzr% =MR*>+ur’ = Iy +1,. (6.55)
i

En coordenadas esféricas, ecuacion (6.7), el operador hamitoniano en la coordenada relativa toma
la forma siguiente,
. ? 1 .
Jor 2 2

r =

en donde las funciones propias son las funciones propias del momento angular, u = ’lm> Asi,

A,|lm) = E)|Im), (6.57)
en donde

> >
E=—=Il(l+1)=—I(l+1 6.58
= gl (1) = 3+ ) (658)
= Ejemplo 6.13. En un rotor rigido, la energia necesaria para la transicion del estado / al / + 1

es 2 2
AE,=E; | —E = ﬁa—l- 1)<l—|-2—l) = 7([4— 1)

Y la frecuencia asociada con esta transicion es,

AE; = hvy, V= (l + 1), Av = (6.59)

2nl,

El movimiento en un campo magnético no homogéneo.

Considere un campo magnético no uniforme, en la direccién del eje z, de la forma siguiente,
B =k(A+Brs3). (6.60)
La energia de interaccién de un dipolo magnético con el campo magnético estd dada por
V = —[in- B = gup(A+ Br3)Ls, (6.61)

en donde se ha usado la relacién de proporcionalidad entre el momento magnético y el momento
angular, [i,, = gugL. La fuerza sobre el dipolo se obtiene a partir de la energia potencial,

F

—VV = —gugBLsk. (6.62)
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Esta fuerza estd en la direccién del eje z. Al usar un tratamiento semicldsico y tomar en cuenta los
estados propios del momento angular, se obtiene que cada uno de los estados propios del momento
angular siente una fuerza distinta. La fuerza sobre una particula, en la direccion del eje z debida al
campo magnético, depende del valor propio m,

F3 = —gupBim, —1<m<lI. (6.63)

Por lo tanto, para un valor particular de /, se deben detectar 2/ + 1 sefiales. Para el momento angular
orbital, / toma valores enteros. En este caso, se debe observar un nimero impar de sefiales. Cuando
21+ 1 es par, [ s6lo puede corresponder a un valor semientero. Por esta razon, la observacion de
dos sefiales condujo al descubrimiento del espin del electron.

Las propiedades del espin electrénico se describen més adelante en esta obra.

Los potenciales centrales.

Una funcién de la energia potencial es un potencial central cuando éste depende solamente de
la magnitud del vector de la posicidn. El operador de la energia cinética, en coordenadas esféricas,
estd dado por

A 219 L2
T = —— 7 - I"2 i + 5 -
2ur?dr \' dr 2ur?
Entonces,
. P19 a\ 1 [ .
7.0 = —— | 5= (= ).L*|+— |5 —[*| =0,
2u | r2 dr or 2u | r? (6.64)
1A,12] = [#.22] + [V, £2] = [V(7).L7].

Un potencial central depende tGnicamente de la magnitud del vector de separacion, V (7) =V (r).
Entonces, de la ecuacion (6.64) se tiene que [H,L?| =0y [H,L3] = 0. Por lo tanto, los operadores
H, [?y L5 tienen funciones propias comunes. Asf, la ecuacién de valores propios de la energia,

Hup = Eug, (6.65)

toma la forma siguiente,

2 2
[P (rzauE) PRI+

5\ T +V(r)ug = Eug. (6.66)

La funcién ug es una funcién propia de los operadores del momento angular. Ademds, la ecuacién
diferencial es separable en una parte radial y una angular. Entonces, la solucién tiene la forma
ug (¥) = Ry (r)Ym (6, @). Al sustituir la funcién separada en la ecuacién diferencial, se obtiene una
ecuacion para la parte radial, R,;(r),

”1d dR, R I(l+1
P1d <r21> N [2“ 4D v Ry = Eur,y. 6.67)

dr r2

Observe que la ecuacion diferencial, la energia E,; y la funcién radial, R,;, son independientes
del nimero cudntico m. Asf, la funcién de onda ug (F) = Ry (r)Y;u(6, @) = |nlm) es una funcién
propia de los operadores H, L. y L3. Dado que, los valores propios de la energia no dependen de m,
para una energia igual a E,;, siempre hay 2/ + 1 estados degenerados.

Problemas.

1. Obtenga las expresiones de los operadores
tlvz‘27i‘332’+7z‘*)i‘2

en coordenadas esféricas
2. Calcule los brakets siguientes,
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(b) <lm

© <lm‘I:§‘lm>.

3. Obtenga todos los arménicos esféricos, ¥;,,, con [ < 3.
. Utilice el cambio de las variables de la ecuacion (6.47) para mostrar que la transformacion

de la energia cinética conduce a la ecuacién (6.48).

. Calcule la frecuencia de la radiacion necesaria para excitar a un rotor rigido, del estado basal

al primer estado excitado.
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6.A Lanormalizacién de las funciones Y, ..

La funcién Y; 4, tiene la forma siguiente,

Y, 4(0,0) =Py (9)0; 4 (0) ,

en donde
O (@) =Bye™?, ©;.(0)=D;sin’ 6.

Esta funcién debe estar normalizada. En coordenadas esféricas, se tiene que
1= / |D1(9)[*|©;,11(6)|*sin0dOdg
2 5 T 5 . :
= [ 1@u(@)Pdp [ 101.11(8)Fsin6de
Cada parte de la funcién se normaliza por separado, al integrar sobre el dngulo sélido,
o 2 o +ilp|2 2
L= [ @up)Pdp = [ Buse"?Pdp = 2mBL
1

V2r’

- n

1:/ \®1¢1(9)\25in9d6:|D1\2/ sin? 6 sin 66
0 0

|B+i| =

1
= |D1\2/ (1—u?)du,
-1

en donde se usa el cambio de variable # = cos 8. En términos de la integral,

1 1
I = / (1— uz)ldu=%/ (1—u?)du,
0 -1
la constante de normalizacién convencionalmente se escribe en la forma siguiente,

(1)’
20

I =
Para evaluar la integral /;, se usa una cantidad auxiliar,
) 241
lmz/ xM(1—x7)"""dx .
0
La integracion por partes de /;" se realiza con la eleccion de variables siguiente,

u=(1-x)" du=—-2(1—m)x(1—x>)""dx,
x2m+1

Ve omt1

dv = x¥"dx ,

Entonces, se obtiene una relacién de recurrencia para este tipo de integrales,

x2m+1(1_x2)1—m 1 I—m 1
"= 2(m+1) 1— 2 lf(m+1)dx
! Fre N e ) N G
_ l—m ]
2m+1"

Observe que

1 1
0 i 21
Il :I[, Il:Ade:m



Q0 6. El momento angular.

Asi,
[ [ 1-1 (-1y---1
L=P=2-1'=2-2—pr=... =20~ —~ |
S T T T 1-3--(20—1)"
2
RN ES))
La cantidad (2/ —1)!! =1-3-5---(2] — 1) representa al producto de niimeros enteros impares
consecutivos. Entonces,
(2! 2n!
20-1)! = = )
( ) 2-4.--(21) 24!
Asi, se tiene que,
I 2 (2ln)?
T+ i+
y
(F1)! [@1+1)!
D, = .
20 2
Finalmente, las funciones normalizadas quedan en la forma siguiente,
ile 1! 20+ 1)!
D () = ¢ O = (FL) @I+ sin’ @ . (6.68)

V271 20 2



7. Algunos problemas tridimensionales.

7.1 La generalizacion de algunos problemas unidimensionales.

7.1.1 La particula encerrada.

Una particula de masa u estd confinada dentro de un paralelepipedo con un vértice en el origen
y con los lados A1, Ay, A3, en la direccidn de los ejes de las coordenadas. La funcién de la energia
potencial tiene la forma siguiente,

0, dentro del recipiente,
<rn< << <r3<
V() = (O_r1_Al,O_rz_Az,O_rg_A3)' (7.1)
oo, fuera del recipiente

En este caso, la funcién de onda es igual a cero en las paredes y fuera del recipiente. Dentro del
paralelepipedo, el hamiltoniano es separable,

A & R (9>  9*  9° A(1d) | (1d) | 2(1d
A-7-_%*v2__" (2 9 , 9 ) _zp0d zp0d  pd 70
2u 2u (8r12+3r§+8r§> R I (7.2)

Entonces, las funciones propias tienen la forma
”(7> = Un1(r1)Un2<r2>Un3(r3)v E = €, + &, + &, (7.3)

en donde las funciones de una variable U; son las soluciones del problema unidimensional de los
valores propios del operador A1),

N N R 92
v, =e,U,, WY=-_2
i nj N~ nis 1 2“ artz
R*m?
En =~ i=1,2,.
2UA;
2 . Tr; 7.4
Uni - Kz sin <ni/\; = ‘nl> ( )
M”17”27n3(?) = ‘”1’n27n3> = {ﬁ>’
”Z27C2

—

+

2u

I’ll 2 nz 2 I’l3 2
<A1> +<A2> A3>
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= Ejemplo 7.1. El estado basal de una particula encerrada en un paralelepipedo corresponde al
estado con n; = ny = n3 = 1. La energfa del estado basal es igual a

E R r? < 111 >

LD=75 "\ 3T a2 -

=2 \A2 A2 A2

= Ejemplo 7.2. La energia del estado basal de una particula encerrada en un cubo de lado A es

W’
E(l,l,l) = 2uv2/3 :

Mientras que, la energia del primer nivel excitado es

¥’n?
Eoin=Eup)=Euin= MZER

Observe que este nivel tiene tres estados degenerados, con los nimeros cudnticos # =
(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2).

7.1.2 El oscilador arménico.
De igual forma que en el caso previo, para el oscilador arménico isotrépico tridimensional,
V(F) = 1? = I+ 34 13). (1.5)

Este hamiltoniano también es separable. Por lo tanto, sus soluciones se escriben en términos de las
solucidénes del problema unidimensional,

A A(d) | 2(1d) | 2(1d sy 07 2
u(¥) = U, (rl)Unz (rZ)Un_% (r3) E= Eny + Eny t &y, (7.6)
ilgld)Un[ = gﬂiUnn En; =ho (ni+ %) o M= O’ 1’2" o

Uy, = an.ef%(“”)ani(ar,-), o’ =mo /i

Al usar el sistema de las coordenadas esféricas, se observa que, el potencial es central, V (r) = %krz.
Por lo tanto, la degeneracion en cada nivel de energia estd relacionada con el momento angular:
Eopo = Jiw, 1=0,
E100 = Eo10 = Eoo1 = Y10, =1,
7
Ex0 = E20 = Eo2 = E110 = E101 = Eon1 = 1w, 1=0,2,

etc.

.7

= Ejemplo 7.3. La energia del estado basal del oscilador arménico tridimensional es %ﬁa) y la
funcién de onda corresponde a

oo (F) = Nye 27"

= Ejemplo 7.4. La energia del primer nivel excitado del oscilador arménico tridimensional es
%ﬁa). En este nivel, hay tres estados excitados,
i=(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). La funcién de onda de cada uno de estos estados es,
=\ __ A2 —Lar)?
uioo0(7) = NyNi2oxe 2
uo10(7) = N§N12Otye_%(°”)2.

ugor (7) = N§N12aze_%(“’)2
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7.2 Los potenciales centrales.

Cuando la funcién de la energia potencial s6lo depende de la variable radial, la funcién de onda
es separable (Seccién 6.6),
Mnlm(7) :Rnl(r)Ylm(e’(P)a (7.8)

en donde la funcidn radial satisface la ecuacién diferencial

P LS (pdh) , F i)

dr 2 2

Ry +V(r)Ry = EuRy. (7.9

Adicionalmente, el operador hamiltoniano conmuta con los operadores del momento angular. Por lo
que, las funciones propias del operador hamiltoniano, u,;,,, también pueden ser funciones propias
de los operadores L2 y [3. La ecuacién diferencial (7.9) se transforma en una equivalente mediante
el cambio de la variable, R,; = f. Asi,

Ry=AATf+Af, PRy =AAT AT

LR = A2 4 244 2) AT L AA+ DA,

dr
"2 f,,+2A+1f,+AA+1f +ﬁ2 1(1+1)f+v( \f = Eof (7.10)
- — — rf= . .
2u r r? 2u r? !
Algunas elecciones para el valor del pardmetro A son las siguientes:
(a) Parael caso A = —1,
[N S (R0 f
- — 14 =E Ry ==. 7.11
2“f +2‘u r2 f+ (I")f nlf7 nl r ( )

Esta ecuacion es equivalente a la de un problema unidimensional con un potencial efectivo
R +1)
Veff(r) = V(I") + W
centrifugo. En este caso, para cada valor de /, hay un conjunto de funciones propias que son
ortogonales en la semirrecta real, [0, ).
(b) SiA=1,

El dltimos término del potencial efectivo representa al potencial

2
—ZL <f”+2(l+r1)f’> V(S =Euf.  Ru=r'f. (7.12)

En este caso, el término con la potencia r~2 desaparece de la ecuacién diferencial.

(c) Cuando A = —%,

2
ﬁ f” + lf’ ﬁ
2u r

£ v f =Euf. Ran\J/C;- (7.13)

Para esta transformacion, el término dependiente de / aparece como un cuadrado perfecto.

7.3 El dtomo de hidrégeno.

El d4tomo de hidrégeno estd formado por dos particulas de masa muy diferente, un protén y un
electron. En general, los 4tomos hidrogenoides son 4tomos o iones con un electrén. En este tipo de
sistemas, la masa del niicleo es muy grande, comparada con la del electron, myye > m), =~ 1836m,.
Asi, al hacer la reduccién del problema de dos cuerpos (Seccién 6.3), la masa reducida resulta muy
parecida a la masa del electrén,

—=— <-4
u ne  Mpycl me, mp
Pe 1= <™ ~0.00054- (7.14)
u Mnycl mp

A m,
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El potencial en los 4tomos hidrogenoides es central,

Ze? Zq? 9 e’
V(r) = — —_=1 = . 7.15
(I’) 47178()}’ r’ 1 47'[80 ( )
Por lo que, el problema es separable,
Upim(r) = Ry (r)Yim (0, @). (7.16)
Y, la ecuacién radial toma la forma siguiente,
1 d [ ,dRy, I(1+1) 2uZq? 2UE),
—-— — R —— Ry, =— Ry;. 7.17
r2dr <r dr ) r2 At 2r M 2 M (7.17)

En este texto, s6lo se considera el caso con E < 0.

La ecuacién diferencial radial.

Para eliminar a las constantes de la ecuacién diferencial se usa el cambio de la escala p = ar.
Entonces, la funcién R(p) = Ry, (p /o) = Ry, (r) satisface la ecuacién

1 d, , , I(I+1). 2uZgR 2UEy,
——(p°R’) — R —=— R 7.18
o PR - R S = TR, (7.18)
y el valor de o se elige de tal forma que,
2u(=Ex) 8u(—Ew)
1 2 _
Z = W’ a _— T' (7.19)
Asi, la ecuacion radial queda sin constantes y A estd relacionada con el valor propio,
2 (141 A
R"+ZR — ( +2 )R—|——R—iR:0, (7.20)
p p p

en donde

uZg*  Zq* |1
= i . 721
A= =\ 228, (7.21)

Al emplear el método de Frobenius en la ecuacién (7.20), se obtiene una relacién recursiva de
tres términos. En estas condiciones, no es posible encontrar una solucién cerrada. Por lo tanto, es
necesario realizar una transformacién. Como guia, se analiza el comportamiento asintético. Cuando
p —> e,

R'—IR~0, R~e?2 (1.22)

Asi, se propone el cambio de variable R(p) = e P/?P(p), en donde la funcién P satisface una
ecuacion diferencial que produce una relacién de recurrencia de dos términos,

p*P"+2pP —1I(I+1)P—p*P' +p(A—1)P =0. (7.23)

Al resolver la ecuacién anterior mediante el método de Frobenius, P(p) = p* Y5, arp¥, se obtiene
que s =1,—(I+1) y la funcién radial queda en la forma siguiente,

Ry(r) =R(ar) = e *2P(ar) = e **(ar)* ¥ ax(ar)*. (7.24)
k=0
Dado que [ =0,1,2,..., la funcién R es finita en el origen s6lo cuando s = /. Mientras que, para
s =—(l+1), Ry, diverge en el origen. Por lo tanto, s6lo se considera la solucién con s = . Asi, la
relacién de recurrencia de los coeficientes de la funcidn P, queda en la forma

R e S
T ke D (k+20+2)

(7.25)
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Por tanto, R(p) = e P/2p! Y% arp*.
El comportamiento de la serie para valores grandes del indice de la suma, k, se compara con la
relacién de recurrencia de una funcién exponencial, efP = Yo oDip*, con Dy = BX/k!. Entonces,

Dy B B

- ~ 2 7.26
Dy, k+1 &k ( )
La relacién de recurrencia de la funcién P(p), ecuacioén (7.25), conduce a
ko1
el = (7.27)

ay Nﬁ:k

Se observa que, ambas series son similares y la funcién P(p) se comporta como una funcién
exponencial con B = 1. Entonces, ¥, axp* ~ P,y R ~ eP/2p!. Esta funcién diverge cuando p — co.
Para que la funcién R sea integrable, la suma debe ser finita. Por lo tanto, la funcién P(p) es un
polinomio y debe existir una M > 0, tal que, ays # 0, pero, apr+1 = 0. Asi,

I—A+M+1

= M D M 20+ 2) 0 (7.28)

Obien, A =M +[+1esunentero. Sean=A >1[+1> 1. Entonces, n = 1,2,.... Ademés,
M=A—-1l—-1=n—-1—-1. (7.29)

Por lo que, la funcién P(p) es un polinomio de grado n — [ — 1 +1 = n— 1. Adicionalmente, la
energia, dada por la ecuacién (7.21), sélo depende de del nimero cudntico #,

En=--LC —E, n=12,.... (7.30)

Como n > [+ 1, entonces, [ cumple la condicién 0 </ < n— 1. Finalmente,

2 7244 2¢°uZ 27

an:,,/zlliqi:ﬂziﬂ
h W2 2n? W2n nay,
4

, 7T8(ﬁ2 ﬁZ
ao = 2 = 727
pe2  ug
ZZ /‘/z4 u EZZZ ZZqZ (73 1)
T2 ,uzag)zl?2 - 72/,La62n2 -  2apn?’

n—I[—1
Ru(r)=e " (aur) Y ar(aur)*.
k=0

Para obtener las propiedades de los polinomios que corresponden a la suma de la ecuaciéon
(7.31), considere el cambio de la variable P(p) = p'L(p). Entonces, los polinomios L satisfacen la
ecuacion diferencial

pL"+2(l+1)—p]L'+(n—1—1)L=0. (7.32)

Las funciones L(p) estdn relacionadas con los polinomios de Laguerre, L;(p). Estos polinomios
provienen de la funcién generadora

1—x

1 px ) & x*
u(p,x) = P (— >:];0Lk(p)k!. (7.33)

Los polinomios de Laguerre tienen las relaciones de recurrencia siguientes:

Lo=1, L, =(1-p)Lo
L= QI+ 1-p)Ly—PLy g (7.34)
L =0. j=1L)_, — 1L,
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y la ecuacién diferencial
pL/+(1—p)L;—IL; =0. (7.35)

Las ecuaciones diferenciales (7.32) y (7.35) son similares. Aunque, las ecuaciones no son iguales.
De hecho, los polinomios L son derivadas de los polinomios de Laguerre,

p
Ll (p) = (;;) Li(p). (7.36)

Estas funciones son los polinomios asociados de Laguerre y representan la solucién polinomial de
la ecuacién diferencial siguiente,

pLY" +(p+1—p)LY + (k—p)LY =0. (7.37)

Adicionalmente, los polinomios asociados de Laguerre provienen de la funcién generadora

a \" x/
up(p,x) = <8p) Z LY (p)>~ —xl’ Z Lj+p J G (7.38)

Al comparar las ecuaciones (7.32) y (7.37), se observa que la funcién L es un polinomio asociado de
Laguerre, con las condiciones 2/ +2=p+1yn—I—1=k—p.Porloque, p=2[+1,k=n+ly

L(p) =L (p)- (7.39)
Es decir, L es un polinomio de grado n — [ — 1. Finalmente
Ru(r) = Nyge™ %2 (a,r) L2 (atar), (7.40)
en donde . ) ,
- — 1) (n+1)!
L2+ (p) — ( k 741
wit (P) = ,;0 20+ 1) (n—i -1k (7.41)

La normalizacion y los valores esperados.

Considere el braket siguiente,

<nlm’rD nlm> :/ ‘RnllzrDrzdr
0
Ny [ 20 (y 241\ 24D 4 o (7.42)
_ - + +
oz,?*D/ e fp <Ln+l) p~"dp

Este braket estd relacionado con la integral siguiente,

ID:/O e PP Puy 1 (p,x)uzigr (p,y)dp

(xy)21+1
T (1 —x)dP2(1 —y)2t2

/ p2+2+D o <—p [1++]>dp
0 1— 1—

20+1 1— 2[4+-3+D 1— 2[4-3+D oo
@)=y -
(1 _x)21+2(1 _y)21+2(1 _xy)21+3+D 0

(xy)21+1(1 _X)D+1(1 _y)D+1
B (1 —xy) 234D (21 +2+D)! , (7.43)

= ()" (1 —x—y+xy)P" (21 +2+D)!
i (2042 +D+k)!(xy)k
= kl(2142+D)!

ik
)21 X'y
= (xy)
szo G2+ D)i(k+20+1)!

e LA (I (p)dp
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en donde se usa el cambio de la variable

_ y o\ 1 —xy
Z:”<”1 +1)"’<1x><1y>‘

Asi,
1—x— y—l—xyDHZ (2l4+2+D+k)!(x ) _

0 . (7.44)
xly* P A2424Dy 241y 2041 '
= L L dp.
]kzo (j+20+1)! (k+21+1)!/0 e’p 2012 19P
= Ejemplo 7.5. Considere la ecuacion (7.44) con D = 0,
.- xIyk ~ p2li2p 22y 20+l
; (+20+1) (k+21+1)!/0 ¢ P L L 9P
_ = (21 +2+k)! (xy)k
—[H—xy—x—y]z o
j=0
i 2l+2+k) (xy)* i (21414 j)!(xy)/
k=0 j=1 (j—! (7.45)
20+ 14k) ! (x
k=0 :
> (204 1+ k)21 +2 4 2k) (xy)*
= (21+2)! Z i
— (2l4+1+k)!
k=0 :
Al igualar los coeficientes de las dos series, se tiene que
k=0: / e P2 (L2F1) dp = (20 + 1)P2(1+ 1),
0
k> 1: /0 e p? 2 (L2 +1) dp (7.46)
20+ 1+k)!
=2(1+1 +k)(+k,+)
= Ejemplo 7.6. Para las funciones hidrogenoides, n+/=k+2/+ 1. O bien, k=n—1—1.
Entonces,
= 2n
—p 5204+2 (7 2041 _ 3
/O e Pp (LH, ) dp=[(n+0F =Ty (7.47)

A partir de las integrales calculadas en el ejemplo 7.6, es posible evaluar algunos brakets con las
funciones hidrogenoides. Por ejemplo, la condicién de la normalizacién corresponde a la ecuacién
(7.24), con D = 0. Eso es,

(n+l)!]3 2n

_ _ A2
1—<nlm|nlm>—Nn1[ o CEYEIL

y la constante de normalizacidn tiene la forma siguiente,

N a,, 3/2/ (n—l—l)
nl = aOnrH—l 2n

(7.48)
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= Ejemplo 7.7. La ecuacién (7.44) con D = —1 lleva a la evaluacién de la integral siguiente,
oo 2 4 l) !3
—p 420+1 (Lzz+1) dp — (n ' 7 49

= Ejemplo 7.8. La ecuacion (7.42), con D = —1, corresponde al braket

N2 nHe 2Z 1 Z
7,,21(n+> _ 1L _ 2 (7.50)

<nlm’r—1 ‘nlm> ﬁ abl’l m a6}’l2

Aqui, se usa el resultado del ejemplo 7.7.

Del ejemplo 7.8, se obtienen las relaciones siguientes entre las componentes de la energia,

22
Z/ 012 —2FE,
agh . (7.51)
<nlm‘T‘nlm> =FE,— <nlm‘V’nlm> =—E, = —%<nlm}V‘nlm>

<nlm‘V‘nlm> = —Zc[2<nlm‘r*1 |nlm> =—

La ecuacién anterior es el teorema virial para un d&tomo hidrogenoide.
= Ejemplo 7.9. La distancia promedio con respecto al niicleo se obtiene al evaluar la ecuacién
(7.42) con D = 1. En este caso, la ecuacién (7.44) conduce a

¥ p 2043y 20+l L, (P 2
/Oe P2 (L2’ dp =20 " B 1+ 1),

2 e 2
<nlm‘r‘nlm> = ZZC'Z/O e Ppit3 (erlljf) dp (7.52)

a/
:% [3n —1(1+1)].

7.3.3 La degeneracion de los orbitales.

Dado que los valores propios de la energia son independientes de [ y m,
(H), 1= En; (7.53)
la degeneracion crece rapidamente. Dado un valor de #n, el nimero cudntico / toma los valores
[=0,1,....n—1. (7.54)

Para cada valor de /, existen 2/ 4 1 valores de m. Por tanto, el nimero de estados con energia igual
aE,, O(E,), estd dado por

n—1 n—1 _
Q(En):Z(21+1):2Zl+n=2-(n 1)n+n:n2- (7.55)
=0 =1

Mientras que, el nimero de estados con energia menor o igual que E,, S(E,), es
=Y 0(E) = Z n(n+1)2n+1). (7.56)
k=1 k=1

» Ejemplo 7.10. El nimero de estados con energia menor o igual a E3 es S(E3) = 14. Este
ntimero corresponde a todos los estados con n < 3: 1s,2s,2p,3s,3p,3d.
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7.3.4 Los orbitales reales.

En general, la parte angular de los kets propios es una funcién compleja. Para graficar a la
funcién de onda, es comin combinar los orbitales hidrogenoides para obtener funciones reales.
Tome a todos los orbitales 2p,

21m) = Ro1 (r)Y1,(6,9), (1.57)

con —1 < m < 1. La parte radial es la misma para estos orbitales y el polinomio de la parte radial
€s una constante, Lg = —6. La forma explicita de estas funciones es

/3
2,1,O>:R21(r) ECOSG
|2,1,1>:R21(r),/isin9ei<° : (7.58)
8
2,1 —1>:R21(r),/isinee—"‘f’
b 87[

Por lo tanto, las combinaciones siguientes son funciones reales,

‘pr> = 12{ 2,1,1)+(2,1,—1)} = Ryi(r)y/ %Sinecosq)

' / : 7.59
2py) = LZ{ 2,1—,1)—|2,1,1) } = Ray(r) %sin@sin(p (7.59)
12p.) =12,1,0)

Es importante comentar que estas combinaciones no necesariamente son funciones propias de los
tres operadores que conmutan.
= Ejemplo 7.11. Los orbitales de la ecuacién (7.59) se reescriben en la forma siguiente,

3
[2ps) = R (1)) =2, (7.60)

Esta forma justifica el nombre de cada orbital real.

7.3.5 Lasimetria de los orbitales hidrogenoides.

Dado que la funcién de la energia potencial de los d&tomos hidrogenoides es simétrica, sus
funciones propias tienen paridad. En este sistema tridimensional, la paridad esta asociada con el
reemplazo del vector 7 = (x,y,z) por —F = (—x, —y, —z). Las coordenadas esféricas se transforman
de (0,¢)a(r,m—0,¢+m).

Con esta transformacion, la parte radial no cambia. Pero, la parte angular si lo hace. Estos
cambios quedan en términos de las transformaciones siguientes,

M — (—1)"e™? sin@ — sin@, cos — —cosh, (7.61)

Por tanto, esta transformacién modifica a la parte angular de la funcién hidrogenoide en la forma
(—=1)'Y;,,(8,¢). Es decir, la paridad de la parte angular es igual a la paridad del nimero cudntico [.
= Ejemplo 7.12. Los orbitales del tipo s,d, ..., son funciones pares. Mientras que, los orbitales

del tipo p, f, ... son impares.
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7. Algunos problemas tridimensionales.

7.4 Problemas.

1

. Verifique que la ecuacién diferencial de la funcién radial R, ecuacion (7.9), se transforma en
la ecuacidn (7.10) con el cambio de variable que se indica en el texto.

(a) Demuestre que la ecuacion diferencial de la parte radial de un 4tomo hidrogenoide,
ecuacion (7.17), se convierte en la ecuacion (7.20) con el cambio de variable indicado
en el texto.

(b) Obtenga las dimensiones de los pardmetros & y A, definidos en las ecuaciones (7.19) y
(7.20).

. Demuestre que:
(a) La ecuacidn diferencial (7.20) se transforma en la ecuacién (7.23) con el cambio de
variable especificado en el texto.
(b) Larelacién de recurrencia de la ecuacion (7.25) proviene de la ecuacion diferencial
(7.23).
. Verifique que la ecuacién (7.32) proviene de la ecuacidn diferencial (7.23) con el cambio de
variable que se indica en el texto.
. Utilice la funcién generadora de los polinomios de Laguerre para demostrar:

(@) Lii1(p) — [p—2k—1]Li(p) + k*Li_1(p) = 0. (Derive la funcién generadora con
respecto a x.)

(b) Li(p) —kL;_,(p) +kLg_1(p) = 0. (Derive la funcién generadora con respecto a p.)

(c) pL)(p)+[1—p]L,(p)+nL,(p) = 0. (Utilice (b) con k = n+ 1, derive (a) con k = n,
reste las expresiones resultantes y use (b) para eliminar Lj_,, derive nuevamente y
elimine L_,, con la expresién previa.)

Para un electrén en el estado |321 >:

(a) Obtenga la energia.

(b) Encuentre la menor energia que puede absorber y la longitud de onda correspondiente.

(c) Calcule la mayor energia que puede emitir y la longitud de onda asociada.

Si un 4tomo conservara el orden hidrogenoide de los orbitales y tiene llenas las capas
n=12,...,M.

(a) Calcule el nimero electrones que tendria.

(b) Obtenga su nimero de atdmico.

. Aplique las transformaciones indicadas en la ecuacidn (7.61) a las funciones hidrogenoides e
identifique la paridad de estas funciones.
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8.1.1

8. Los sistemas de particulas idénticas.

En una colisién entre dos particulas idénticas, la mecénica clasica siempre permite determinar
la identidad de cada particula. A partir de la condiciones iniciales, la integracion de las ecuaciones
de movimiento genera las trayectorias individuales. Por el contrario, en la mecénica cudntica, s6lo
se tienen las probabilidades y éstas no permiten distinguir a una particula de la otra. Ademas, el
concepto de la trayectoria no estd definido en la mecénica cudntica. Por esta razén, cuando hay
varias particulas idénticas, es necesario incorporar la indistinguibilidad de las particulas.

mecdanica clasica mecdnica cuantica
— — - = /
{rl(t),rz(t)} ‘P(I’I,I’Q,I)
trayectorias no hay trayectorias

La indistinguibilidad de las particulas.

Considere a un sistema formado por dos particulas idénticas, H=T+1+ \7(71 ,72). En este
caso, V(71,72) = V(72,71 ). Pues, la energia potencial no depende del orden de la numeracién de las
particulas.

= Definicion 8.1. El efecto del operador de la permutacién de las particulas sobre una funcién

de dos particulas estd dado por la ecuacion siguiente,

Puf(#,7) = f(2, 7). (8.1

= Teorema 8.1. Para un sistema formado por dos particulas idénticas, el operador hamiltoniano
conmuta con el operador de la permutacién de las particulas, [FI , Plz] =0.
= Demostracion 8.1. Al aplicar el operador de la permutacion sobre el operador hamiltoniano,
se tiene que,
PLHf(F,7) = [B+ T+ V(5 R)] £, )
= H (plzf(71,72)> .

Asi, se obtiene el conmutador entre ambos operadores, [I:I ,Plz] =0.

(8.2)

El teorema 8.1 implica que, los operadores H y Py, tienen funciones propias comunes.

Las funciones propias del operador de la permutacion de las particulas.

La ecuacioén de los valores propios del operador de la permutacion de las particulas se escribe
en la forma
P127L'(71,72) = 7L7'C(71,72) = 71,'(72,71). (8.3)
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Al aplicar una vez mads el operador de la permutacién sobre la ecuacién previa, se obtiene
b \2 = = 2 5 o I
(P12) 7'[7(7‘1,}’2) =2 7'[(1"1,1"2) :717(}"1,}"2). (8.4)

Entonces, A2 = 1, o bien, A = 1.

Para el valor propio positivo, Plgﬂ(71 ,72) = m(71,72). Por lo tanto, la funcién propia es una
funcién simétrica. En el otro caso, P, (71,7,) = —m(#,7,) y se tiene una funcién antisimétrica.
Entonces, las funciones propias del operador de permutacion son las funciones simétricas y las
antisimétricas.

Experimentalmente, se ha observado que, a las particulas con espin entero les corresponde el
valor propio A = 1y se les denomina los bosones (los fotones, las particulas @, ...). Las particulas
con espin semientero estdn asociadas con el valor propio A = —1 y se llaman los fermiones (los
protones, los neutrones, los electrones, .. .).

» Ejemplo 8.1. A la funcidén F(7,72) = u(71)v(¥2) + v(¥1)u(72) se le aplica el operador de

permutacion,

PioF (71,72) = Pra [u(71)v(72)] + Pra [v(71 Ju(72)]
= u(?z)V(?l) +V<?2>u(71) = F(?] ,?2).

Entonces, la funcion F (7}, 7,) es una funcién simétrica.
» Ejemplo 8.2. La funcién G(71,72) = u(71)v(¥2) — v(¥1)u(¥2) es una funcién antisimétrica.
Pues,

A

PiaG(71,72) = Pia [u(F)v(72)] — P [v(71)u(2)]
=u(R)v(#) —v(F)u(?) = —G(71,72).
= Ejemplo 8.3. En un sistema formado por dos particulas idénticas sin interaccion, el operador
hamitoniano es separable, H = iy + hy. Asi, W1 (#1,7) = W (7)) Wp(72) = wa(1) W (2) y
E =¢,+ €, en donde
hiWa /b = €a/bWayb- (8.5)

Note que la funcién ¥, = y;,(1)y,(2) también es una solucién del operador hamiltoniano
del ejemplo 8.3 y con la misma energia. Ninguna de las soluciones anteriores, {¥;, ¥}, es
funcién propia del operador de permutacién. Pero, si lo son las combinaciones siguientes,

Ws(1,2) = /L Va1 Y6(2) + Yp(1) Wa(2)]
Wa(1,2) = /L [va(1)ys(2) — (1) ya(2)]

La funcién de onda Wy es una funcién simétrica. Mientras que, la funcion W, es antisimétrica.

(8.6)

Para un sistema con N fermiones, la forma mads sencilla de generar funciones antisimétricas
consiste en aprovechar las propiedades de los determinantes. A la funcién

vi(l) wa(l) ... ww(1)

2 2) ... V(2
w1, = |V B .7

vi(N) ya(N) ... wn(N)

se le denomina el determinante de Slater. Las funciones y; que forman el determinante deben ser
ortonormales. Ademas, un determinate de Slater cumple con las propiedades siguientes,

(1) Pj¥s= Yy,

8.8
(2) siy;=yj, entonces, P4 =0. 88

Observe que este comportamiento estd en concordancia con el principio de exclusién.
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= Ejemplo 8.4. La energfa del estado basal de un sistema formado por N bosones sin interaccion
resulta ser Egosg = N¢€;1. Mientras que, para un sistema con N fermiones que no interactdian,
. N
la energia del estado basal es ErgrM1 = }.;— &i-
En este caso, se asume que los estados energéticos estdn en orden creciente, con respecto a
su indice, & < &41.

El dtomo de helio.

Para un 4tomo formado por un nicleo que tiene Z protones y dos electrones, el operador
hamitoniano no es separable,

2
H=——(Vi+V3) -Z¢ <1+1>+_q_. (8.9)
u r |7y — 71
Por lo que, es necesario resolver directamente la ecuacion en derivadas parciales. O bien, buscar
sus soluciones aproximadas.
La aproximacién inicial consiste en suponer que la repulsion entre los electrones es pequeiia.
Por lo que, no estd incluida en el operador hamiltoniano aproximado. En este caso, el operador
hamitoniano aproximado es separable,

A~ A0 = j{Mar) | jihideo) (8.10)

y la solucién toma la forma siguiente,

PO (1,2) = — [Wa(1)W5(2) — W (1) ya(2)]

V2 : (8.11)
__ o(hidro (hidro)
. L . (hidro)
Las funciones monoelectrénicas, y;, y sus energias, &
toniano de una particula,

, son las soluciones del operador hamil-

jhidro) . Ei(hidrO)

1y

8i(hidro)

7 =&y Vi = |milimi)|5,my). (8.12)

Observe que las funciones monoelectrénicas son un producto de una funcién espacial hidrogenoide
y una funcién del espin.

El espin es un tipo de momento angular. Las funciones propias de los operadores del espin
cumplen con las propiedades descritas en la ecuacion (6.29).

Cuando el nimero cudntico del espin es s = %, los valores del niimero cudntico de la componente
zson mg = —%, % Las funciones propias del espin electrénico se denotan en la forma siguiente,

@) =3.2),  |B)=]3—2)- (8.13)
Ademas, estas funciones son ortogonales,
(L,m|%,ms) = Sy - (8.14)

El estado basal.

Al tomar en cuenta la antisimetria de la funcién de onda, para el estado basal de este tipo de
dtomos (1s?) se tiene la aproximacion siguiente,

lP(()O)(lvz) = \/; [Wl‘ya(l)lmsﬁ (2) - Wlsﬁ(l)l//ha(z)]

— b (D) [(1B(2) - B(Dx(2)], 8.15)

2
EV =2e,=-L 22,
do
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Para estimar la contribucién de la repulsién electrénica, se calcula el valor esperado de este
operador, usando la funcién de onda aproximada. Esta contribucién se puede considerar como una
correccién a la energia de la ecuacidn (8.15),

qz)lpg>>>, (8.16)

(M) _ /0
Fo _<lPO 2

Observe que la suma de ambos términos coincide con el valor esperado de la energia calculado con
la funcién aproximada,

(v |Aw) = £+ E. (8.17)

3/2 ,
Dado que uj,(F) =2 (al,) e Zr/%Yy, en donde Yoo = 7/ ﬁ. Entonces
0

2

1) 1 q
E( = 7<u1 Ulg|—
0 2 o r12

ulsuls><a[3—[5’a\aﬁ—[5’a>. (8.18)
en donde se asume explicitamente la notacion siguiente

(fglhi) = (£(1)g(2)|n(1)i(2)). (8.19)

Es decir, el primer factor del producto es una funcién de la coordenada de la particula 1; el segundo
factor es una funcién de la coordenada de la particula 2; y, asi, sucesivamente.
La integral de las funciones del espin se evalia directamente,

(ap —Bolap —po) = (ap|ap) - (ap|pa)

—(Bajap) +(Ba|pa)
= (afa)(B|B)—(«|B)(Bla) . (8.20)
— (Bla)(|B)+ (B[B) (o] x)
=2
Asi,
£y = (g, rqz st )- 8.21)

= Ejemplo 8.5. Para calcular el valor de la integral de la ecuacién (8.21), se usa el desarrollo
del inverso de la separacion entre las particulas, rl_zl, en armonicos esféricos (esta expresion
es muy utilizada en la electrostatica),

1 1 > J
S —4 Y (Q1)Y,,(Q 8.22
A ﬂl;)m;lfz(m"z) i (2211 (Q2), (8.22)
en donde
1 1) !
1 71 Z , n<n
= . 8.23
filrir) =5 1<r1>l (829
— \ — ; rZZrl
r 1)

Asi, cuando sélo hay funciones hidrogenoides del tipo s, se tiene que,

1
UgsUps| —
ri2

ucs”ds>

:/Rao(rl)Rbo(rz)Rco(rl)Rdo(l’z)”12

Y0 (£21) Y50 (£22) Y00 (L21) Yoo (L2)d71 d7a



8.2 El dtomo de helio. 105

Y, al sustituir la ecuacién (8.23), se obtiene

1
— |UcsUds
ri2

= 47'L'Y6kOY()0 Z
Im

< UgsUps

/Rao(rl)Rbo(”z)Rco(”l )Rao(r2) fi(r1,r2)rir3drdrs
[ i €20 Y50 () Y0 (1) ¥ (22)d021 0025
=Y (Im|00)(00|lm)
Im
/Rao(l”l)Rbo(rz)Rco(rl YR40(r2) fi(r1,r2)rir3dridr,

=Y 81061060 Gom /OwRaO(rl )Reo(r1)17
o (8.24)
/0 Rbo(l’z)Rdo(i’z)ﬁ(i”l,”z)rgdrz} dry

= /0 Rao(r1)Reo(r1)r}

/0 RbO(’”Z)RdO(’?)fO(’"Iar2)r%dr2] dry

= /0 Rao(r1)Reo(r1)r?

1 m
[1’1 /0 Rbo(rg)Rdo(rg)r%drz

+/ Rbo(rz)Rdo(rz)rde] dr1
r

Una vez definida la forma de las funciones radiales, cada una de las integrales se evalia con
las técnicas tradicionales.

Entonces, para el 4tomo con dos electrones, se tiene que,

6 2 o r
m_(22\ ¢ —ozrjd 2| U [T —ozea 2
Fo = (a&) Z/o e [rl 0o ¢ 2% rdr)

+/ eZZrz/aE)errzl dr , (8.25)
I

22\ ¢ 1 -
=|— q—/ e % f/ e_yyzdy+/ e Vydy| dx
dg 4 Jo xJo x

en donde x = 2Zry /ay y y = 2Zr» /ay,. Al aplicar la integracién por partes, se obtiene

1 _s
Por tanto, ) )
©) (1) 9 10 s qZ 5
E E.' =—=—(Z"—37Z) = 1——1. 8.27
0o TEp a, ( 3Z) ) < SZ> (8.27)

Es importante comentar que la correccién toma su valor relativo maximo cuando Z = 1 (el ion
hidruro), en donde representa % =0.375 =137.5%, con respecto a la aproximacién inicial. Ademads,
la contribucidn relativa de la repulsién disminuye cuando Z crece. Sin embargo, se puede concluir
que la repulsién electrénica no representa un efecto pequefio.
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La energia de ionizacién, en este modelo, es igual a

22q2 Z2q2 5 Z2q2 5
I=ET—E=— - )==—(1-=. 8.28
2a;, * aj < 8Z ) 2a, < 47 ) (8:28)

Esta expresion permite definir una carga nuclear efectiva. Suponga que sobre el dltimo electrén del
atomo se describe con un orbital hidrogenoide, en la presencia de una carga nuclear efectiva, Zg.
En este caso,

_Z tfq

1= 8.29
2 (8.29)

en donde Zest = Z\/1 —5/(4Z) < Z. Para el helio (Z = 2), en esta aproximacion, la carga nuclear
efectiva es igual a 1.22. Por lo que, un orbital hidrogenoide 1s del helio apantalla al nicleo en 0.78
unidades de carga. Al aumentar la carga del nicleo Z, este modelo predice que el apantallamiento
del electrén en el orbital 1s tiende a uno.

El primer estado excitado.

Para el primer estado excitado del 4tomo con dos electrones, con la configuracién electrénica
1s'2s!, se construyen cuatro funciones antisimétricas,

¥ Z\[[uls Dug(2) — uas(Nurs(2)] (1) ex(2)

¥, = \[[uls Dus(2) — uas(1)urs(2)] B(1)B(2) , (8.30)
W3 = 5 [urs(1)uns(2) — us(urs(2)] [a(1)B(2) + B (1) x(2)]

Wa = 5 [uns(1uas(2) + s (s (2)] [oe(1)B(2) = B(1)(2)]

La integrales del espin son féciles de evaluar. Para las dos primeras funciones, la integral del espin
es igual a uno. En los dos dltimos casos, es necesario simplificar previamente,

(ap £ Bajaf+po)
—(ala)(B|B) + (BI)(ala) = (alB)(Blo) = (Bla(alB). (83D
=2
Para la parte espacial,
2

<M15u25iu251415 i‘”ls”Zsiu2suls>
re
<1s2s‘ ‘1s2s> <2s1s) ‘2s1s>
}’12 r12 (832)
<1s2s‘ ‘2sls> <2s1s‘ ‘152s>
re rpe
=2[J£K]
en donde
J= <1s2s‘ ‘1s2s> <2s1s) )1s2s> (8.33)
re r2

A la integral J se le denomina la integral coulémbica. Mientras que, a K se le llama la integral de

intercambio. Asi,
(hidro)

EO L g — gl (hidro)

+en " L ILK. (8.34)

Al evaluar las integrales, siguiendo la ecuacién (8.24), se obtiene que ambas integrales son positivas,

Zq* Zq
17 __ 16
J=4 e K=25 . (8.35)

Sin embargo, J > K. Por lo tanto, las tres primeras funciones de la ecuacién (8.30) son degeneradas
y tienen menor energia que la cuarta funcion. La separacion entre estos niveles de energia es igual
al doble de la integral de intercambio.
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El espin total.

En un sistema de N electrones, el momento angular del espin total es la suma de los espines
individuales. Es importante recordar que todo tipo de momento angular es un vector. Para el caso

de dos particulas,
S=81+5,, (8.36)

en donde los operadores de particulas diferentes conmutan, [S‘ 1, j,§27k} =0, (j #k). Asi,
82 = §2 482425, -5,. (8.37)

De acuaerdo con la ecuacién (6.15)), las componentes x y y del operador de espin de la particula k&
cumplen con las ecuaciones siguientes,

Sir =13 (S +Sk-), Skr =4 (S —Sk)- (8.38)

Entonces,
8 =81 +834281383+81 -85 +81 45 (8.39)

Ademads, de la ecuacién (8.36), la componente z del espin total es
$:=813+S23. (8.40)

= Ejemplo 8.6. Al utilizar las propiedades de los operadores del momento angular (Capitulo
6), se obtienen las expresiones siguientes para las funciones propias del operador del espin
de una particula.

) 1B)

¢ | Wl B)

Sy | ey  —3i|B)

S, 10 hila)

S_|rB) 0

= Ejemplo 8.7. Al aplicar los operadores del espin total a las funciones de la ecuacién (8.30),

se tiene que,
2@, =2y, S=1, S, =hY¥,, Ms=1,

2, = 2W,, S=1, S.¥, =5V, Mg=—1,
29y =25, S=1, S,W;=0¥;, Ms=0,

W, = 02%,, S=0, S,Ws=0"; Ms=0.

Por tanto, estas funciones son funciones propias de los operadores del espin total, $> y S.. La
degeneracién de estas cuatro funciones, ecuacion (8.34), estd asociada con las propiedades
de las funciones propias del espin total. Las tres primeras funciones de onda corresponden a
un estado del espin de tipo triplete, (S = 1,Ms = —1,0,1). Mientras que, la cuarta funcién
de onda es un estado del espin de tipo singulete, (S = 0,Ms =0).
Los resultados anteriores muestran que la configuracion electrénica no es suficiente para definir
al estado cuantico. Pues, la configuracion electrénica del primer estado excitado del helio, en
realidad, incluye a dos estados con espin total diferente y con energia distinta.
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8.4 Problemas.

1. Considere a un sistema tridimensional formado por tres particulas que no interactian entre si.
Estas particulas estdn en presencia de la energia potencial V (7) = %krz. Obtenga la funcion
de onda y la energia del estado basal, cuando:

(a) Las particulas son fermiones.
(b) Las particulas son bosones.

2. Veinte fermiones sin interaccién mutua se encuentran encerrados en una caja cubica de

volumen 8L°. Calcule la energia del estado basal del sistema.

N 3 31\2
3. Muestre que el operador del cuadrado del momento angular de dos particulas, L> = (Ll + L2) ,
se escribe en la forma siguiente,

[?= ]:% +IZ§ + 2[117312273 +I:17+]:27_ +I:17_1327+ .

4. Silos kets |a) =
angular de espin,

1)y |B) =1|3,—3) son los kets propios de los operadores del momento
y 83, demuestre que se cumplen las siguientes igualdades,

$Pla) = la). $2|B) = F2IB) .

1
$

Ssla) = My, $5|B) = —HIB) .
Sila)y=0, S+|B) =hlar)

S_|ot)=hB),  S-|B)=0.
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9. El método variacional.

Existen pocos sistemas cudnticos que se pueden resolver de forma exacta. Para aquellos casos en
que no es posible obtener la solucidn exacta, se requiere de una solucién aproximada. La mecanica
cudntica cuenta con algunas técnicas de aproximacién que permiten acercarse a la solucién. En
este curso, se abordan dos de estas metodologias. El método variacional se decribe en este capitulo.
Mientras que, la teoria de perturbaciones se presenta en el Capitulo 10. Cada metodologia tiene
ventajas y limitaciones que se discuten en esta obra. M4s adelante, ambos métodos se aplican en
contextos distintos de la quimica cuéntica.

La minimizacién de la energia.
Considere los kets propios del operador hamiltoniano,
H|n) = E,|n), (n|n'y = 8y .1)

Estos kets forman una base ortonormal del espacio vectorial de funciones. Por lo que, cualquier
otro ket del espacio vectorial es una combinacidn lineal de los kets propios,

¥) = ;Ck‘k>, Cr = (k|¥), 9.2)

en donde los coeficientes de la combinacién son las proyecciones sobre los kets de la base. El ket
“P> estda normalizado. Entonces,

Ylal =1, 9.3)
k
y la energia asociada con el ket |¥) toma la forma siguiente,
(w|a|Y) =Y |ci|’E;. 9.4)
J

Para un operador hamiltoniano con el espectro acotado, los estados se ordenan en forma creciente,
EI<E;<... E; > E. 9.5)
Asi,
G E; = |6 Ey
;WZEJ ZElg\Cj\z. 9.6)

(w|A) > £,
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La igualdad s6lo ocurre cuando se usa el ket del estado basal. Es decir, <‘P}I—AI !‘P> toma su valor
minimo con la funcién propia del estado basal. Esta propiedad se utiliza para acercarse a la funcién
del estado basal y constituye la base del método variacional.

Tradicionalmente, el método variacional se aplica siguiendo dos esquemas, la familia paramé-
trica de funciones y la combinacién lineal. Ambas variaciones se presentan en este capitulo, junto
con algunos ejemplos.

El método de la familia de funciones.

En esta variante, se toma una familia de funciones con uno o mas parametros, f(a;, @, ...).
Entonces, se busca aquella combinacién de los pardmetros que minimiza a la energia,

EPTOX — e <f(a1,a2,.._)|I{(\f(a1,a2,...)>ZE]. 9.7

{O(l,(xz,...}

En la ecuacién anterior, la funcién f estd normalizada.

Ejemplo. La particula encerrada entre [—a,a], con paredes de altura infinita.

Dado que el potencial es simétrico, las soluciones se separan por su paridad. En este ejemplo,
se usan polinomios que satisfacen las condiciones de frontera del problema, ¥(—a) = 0 = ¥(a).

Para las soluciones pares, el polinomio més sencillo, que cumple con las condiciones de frontera,
es de segundo grado, y

Wy (x) = As(x* — @)

15
Ar=\1e5 . 9.8)

. 72 10
(¥, |H —— = 5 E1 = 1.013E; > E;
8ua? w2

¥,) =10

El tnico pardmetro en la funcién aproximada, A, queda definido por la condicién de normalizacién.
Por lo que, en realidad, no hay una familia de funciones, es solamente una funcién. La energia
asociada con esta funcién cuadratica es mayor que la energia del estado basal, ecuacién (4.16), y
difiere en 1.3 %. La comparacidn entre la funcién aproximada y la funcién propia esta en la Figura
9.1.

El siguiente caso corresponde a la familia de los polinomios pares de orden cuatro, W4(x) =
Ay (x4 +bax®+ c4). La funcién minimal de este conjunto se acerca ain mds a la energia del estado
basal,

(W4|H|Ws) ~ 1.000015 - E;. (9.9)

Cabe mencionar que, en una grafica, este polinomio es practicamente indistinguible de la funcién
propia.

El polinomio impar mds sencillo es un polinomio ctibico. Para el polinomio de orden tres, se
tiene que

W3 (x) = Asx(x* — a?)

105
As =1\ T : (9.10)
. "? 42
(W3|H|¥3) = 428ua2 = ?El.

Observe que, en este caso, la funcién W3 es una aproximacién al estado impar de menor energia,
n = 2. La comparacién entre W3 y la funcién propia del primer estado excitado también estd en la
Figura 9.1.
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Figura 9.1: La comparacion entre las densidades de probabilidad de las funciones propias de la
particula encerrada, n = 1 (linea negra), n = 2 (linea azul), y las funciones aproximadas, ecuacién
(9.8) (linea verde) y ecuacién (9.10) (linea roja).

9.2.2 Ejemplo. El oscilador arménico en una dimension.

La solucion exacta del oscilador armoénico se obtiene en el Capitulo 5. Sin embargo, su
52
p

hamiltoniano, H = om + % pw?£2, se utiliza en esta seccién como un ejemplo para el uso del

método variacional.
Si sélo se tiene informacién sobre el comportamiento asintético de la solucién de la ecuacion
diferencial, se propone una aproximacién del tipo gaussiano,

P, (x) = Ae P

2bo?
A=
- O.11)
N 1
Y |H|) = Yo b+ —
(w1 w) = Yo (0 ;)
En este caso, se usa la variable & = ax, con a? = u /i. La energfa toma su valor minimo en b = %
Asi,
4 al ~ 1
A= - (W |H|¥) = 3ho = Eq. (9.12)

La funcién ¥, con b = %, es la funcién propia del estado basal. Por esta razén, se obtiene la energia
exacta.

Por otro lado, se construye una funcién que es el producto de una funcién gaussiana por un
polinémio par. El exponente de la funcién gaussiana se fija con valor distinto al exacto. En este
caso, se usa el valor unitario. Para esta funcion, se elige un polinomio cuadratico,

Y (x)=A 1—1—052)(3;2
A d 202 16
- T 3c2+8c+16 - (9.13)
N how 43¢ — 8¢+ 80
(2| A|¥2) =

2 4(3c2+8c+16)

El minimo del valor esperado de la energia se encuentra en ¢ ~ 0.6718, con

(H) ~1.034—. (9.14)
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Figura 9.2: La comparacion entre la densidad de probabilidad de las funcién propia del estado
basal del oscilador arménico, n = O (linea negra), y la funcién aproximada de la ecuacién (9.13)
(linea roja).

Observe que esta aproximacion a la energia del estado basal presenta un error pequefio, 3.4 %. La
comparacion entre la funcién aproximada W, y la funcién propia del estado basal estd en la Figura
9.2.

Ejemplo. El dtomo de helio.

No se conoce la solucién exacta del operador hamiltoniano de un 4&tomo con dos electrones. En
el Capitulo 8, se comentan algunos detalles de este problema.
Para el 4tomo de helio, considere una funcién hidrogenoide con un exponente variable, Z’,

z" Z'ry Z'r
‘P(LZ)—-aBﬂexp(——l—- 2). (9.15)

/ /
0 ) ay

En este caso, el valor esperado de la energia toma la forma siguiente,

/

N s q2 q2
(P[f19) =250 (L) = & (27222 +§2)

ri2 a
7 5 0 (9.16)
4
=q (2 -22+3)
o
El minimo de la ecuacidn (9.16) se localiza en
7'=7-3. (9.17)
Este parametro se interpreta como una carga nuclear efectiva. La energfa en el minimo es
A 7 5 5 T (a2 s 5\2
()= (2= 39) (24 7%) == (£ =32+ (%))
) 0 (9.18)
7 57—1_ 25 -2
=152+ %77
0

Note que, el primer término corresponde a la aproximacién de las particulas sin interaccién.
El segundo representa a la repulsion, calculada con la ecuacion (8.25). Mientras que, el tercero se
asocia con la variacion del exponente del orbital. Las funciones de onda de este ejemplo aparecen
en la Figura 9.3.
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9.3

funcién variacional, Z' =

Ve

Figura 9.3: La comparacién entre la distribucién radial del dtomo de helio, 4772 f(r), con f(r) =
J¥(# r")dr, calculada con la funcién de onda de la ecuacién (9.15). La linea roja corresponde a la

2— 15—6. Mientras que, la linea negra representa a la funcién de onda con

el exponente igual a la carga nuclear del dtomo, Z’' = 2.

El método de la combinacion lineal de funciones.
Al combinar linealmente un conjunto de funciones auxiliares, también se obtiene una familia
paramétrica. Sin embargo, el hecho de que los coeficientes aparezcan en forma lineal reduce las

expresiones a un problema matricial.
La funcién W se representa por una combinacién lineal de un conjunto de funciones ortonorma-

les, {fu}, N
W)=Y Glfa)s Sl f) = Sume (9.19)
n=1

De acuerdo con el método variacional, se buscan los coeficientes que minimizan al valor esperado
de la energia,
([A]¥) = LCGlfilAfe), (9.20)
Jk

sujetos por la condicién de normalizacidn,

1=(¥|¥) =Y |c|” 9.21)

Esto es, se realiza una minimizacién condicionada.
Al aplicar el método de los multiplicadores indeterminados de Lagrange, se minimiza libremente

una funcién auxiliar que incluye a la restriccion,
d . 2
Sor \ LGl filAlfiy—B | Xl —1) ¢ =0.
1jk j

En el minimo, se satisface la ecuacion
(9.23)

Y C(fi|H|f)=BCr .
%

H (9.22)

O, en la notacion matricial,
HC = C, (9.24)

en donde los elementos de la matriz H estén dados por Hj = (f;|H|fi). La ecuacién (9.24) es
la ecuacion de los valores propios de la matriz H y se resuelve como un sistema de ecuaciones
(9.25)

lineales homogéneo,
(H-BIHC =0.
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Para que exista una solucién no trivial, el determinante del sistema debe ser igual a cero,
det(H— BI) =0. (9.26)

Esta ecuaci6n produce el polinomio caracteristico de la matriz H, que tiene N raices (los valores
propios). Para cada valor propio, f3;, se tiene un vector propio C;. Adicionalmente, la energia
aproximada coincide con el valor propio, E = (¥|H|¥) = C-HC = B.
Cuando las funciones auxiliares, fi, no son ortogonales, se debe resolver el sistema de ecuacio-
nes siguiente,
HAC = BSC, 9.27)

en donde la matriz de traslape, S, tiene los elementos S,,,, = < fa ‘ fm>.

Ejemplo. La particula encerrada en una dimensiéon con una base no ortogonal.

Para aproximar la solucién de la particula encerrada, se usa un conjunto de polinomios que
satisfacen las condiciones de frontera del problema,

fo = A" (P —a*) = A, (" —aPx"). (9.28)
Los elementos de la matriz de traslape tienen la forma siguiente,
AnAman+m+5
(n+m+5)(n+m+3)(n+m+1)’

y son distintos de cero sélo si n+ m es par. Esto es, la integral es diferente de cero si los indices son
de la misma paridad. A partir de la condicién de normalizacién de la funcién f,,

Spm = 16

(9.29)

2 2n+5 16
L= Sm =A™ (2n+5)(2n+3)(2n+1)’ (©-30)
se tiene que,
A2 (2n+5)(2n+3)(2n+1)
n 16a2n+5
¢ V(2n+5)2n+3)(2n+1)2m+1)(2m+3)(2m+5) ©-31)
e (n+m+5)(n+m+3)(n+m+1)
Los elementos de la matriz del operador hamiltoniano son
Hyn = % 2nm+m-+n—1]
V(2n+5)2n+3)2n+1)2m+1)(2m+3)(2m+5) . (9.32)
(n+m+3)(n+m+1)(n+m—1)
= E\hum
Asi,
0 = det(H— BS) = Edet(h — }S), (9.33)

en donde YE| = .
Dado que las funciones propias tienen paridad, el problema se separa en espacios de paridad
fija. Para las funciones propias pares, se usan N polinomios de esa paridad. Entonces, se tiene que,

N=1: fo :Ao(xz—az)
fl:(hoo)zcr(z)) S=(1)

N=2: fo,fz :Az(xz —az)xz

p_2 (s v I3
72 \V21 33

14++/133
O

7-[2

U
Il

Y~ 1.000015, 10.3
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N=3: fo.ffs v~ 1.000000003, 9.03, 35
N=4: fo,p.fs.fs v~ 1.0000000000003, 9.0003, 26, 89

Los casos con uno y dos polinomios son equivalente a los resultados de la Seccién 9.2.1.
Considere ahora a las funciones impares.

N=1: fi=Aix(x*—ad*) y=43
N=2:  fi,fs=Ax*(x*—a®) y=4.002, 20
N=3: fi,fsfs =Asx’ (x> —d®) y=4.000005, 16, 58

La solucidén par aproximada por dos polinomios pares tiene la forma
¥) ~ Colfo) +Ca| f2), (9.34)

en donde los coeficientes son solucién del sistema de ecuaciones lineales homogéneo descrito

previamente,
10
| R A,
(h—y8)C = =0, (9.35)
2v/21 3 66
2 A 72

7[2

con y = 4(14++/133) /7. Dado que, el determinante del sistema es igual a cero y los valores
propios no son degenerados, s6lo una ecuacién es independiente. Al usar a la primera ecuacién del
sistema, se obtiene que,

(10— yx*) Co + (2@ y 37:2) G, =0. (9.36)
Asi,
10 — w2y nly— 10 0.0004817
G =-C B °\£ 0{ 1.5969 ©.37)

2m—n2y\@
Como Ag = 1v/15a75/? y Ay = 21/35a79/2, entonces,
) =Co[|fo) + | f2)] = Co[Ao+ atArx?| (x* —a?)
O avat (5) ) —a)

252 , 9.38)
V15 x\2
= [t+avar (5 ][(5) -]

en donde o = C,/C) esta dada por la ecuacién (9.37). De la condicién de la normalizacién de la
funcién de onda, la constante Cy toma el valor siguiente,

~1/2
Co= [a2+%a\/21+1] ~ {é'ggggg, (9.39)
g x\2 x\2
0.96855 [1—0.002207 (;> } [(a) —1]
1

0.80153 [1 ~7318 (2)1 [(;‘)2 - 1]

La comparacién entre las funciones aproximadas de la ecuacién (9.40) y las funciones propias
estd en la Figura 9.4. Es importante recordar que las funciones de la ecuacién (9.40) son una
aproximacién de los estados pares. Por lo que, el estado propio n = 2 no pertenece a este espacio
de funciones.



9.3.2

116 9. El método variacional.

Figura 9.4: La comparacién entre la aproximacién polinomial de las funciones de onda de la
particula encerrada dada por la ecuacién (9.40), en lineas de color, y las funciones propias de los
estados n = 1,3, en lineas negras.

Ejemplo. La particula encerrada con un potencial repulsivo en el centro.

Considere un recipiente con un potencial simétrico de la forma

— CoS —, M <a

oo, x| >a
Vx)=<{ E  mx . 9.41)
o 2a

En este caso, se utiliza el conjunto de las funciones propias de la particula encerrada,

T
cos u, n impar
|n) ! 2 (9.42)
ny—— , .
va | | nmx
sin—,  npar
2a

. R ymm\2 2 . .

T|m)y = — (—) Sun = E1m?*8,,. Debido a la paridad de las
2u \ 2a

funciones, el braket <n‘V|m> es distinto de cero, s6lo si, n 'y m tienen la misma paridad. Asi, se

obtiene que,

en donde {(n|m) = &, y (n

<n‘[fl‘m> = Elnm{&m

(_1)”45”1Z (9.43)

+ (n+m—|—1)(n+m—1)(n—m—|—1)(n—m—1)}

. ce . . 8
con signo positivo si n y m son impares y negativo cuando n y m son pares. Ademas, z = —.
T
Para las soluciones pares,

N=1: n=1 <1:1>:<1|F]‘1>:E1(1+§>

1+2z/3 z/15 ] .

N=2: n,m:1,3 H:E1|:Z/15 9(1+Z/35) :ElM

0=det(M— 1) = 7> —7(10+2f5) + 1252 + 48249

endonde y=E/E,.
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Cuando z = 1, se obtiene los resultados siguientes,

N=1: y=1.3333 U
N=2: y=1.33277,9.25770 Uy, u3
(9.44)
N=3: y=1.33276, 9.25731, 25.2529 uy,us,us
N=4 ’}/:1.33276, Uy, us,us,uy
En particular, para N = 2, los coeficientes se obtienen del sistema homogéneo siguiente,
4 1
. o - 3 15
M—-/]C=0, M= , (9.45)
1 g.36
15 3
con la solucién
(3-7)C1=—15Cs,
C;=—15(3—7)Ci1 =5C; (3y—4) ~ —0.008413C,
¥ ~C[|1) —0.008413[3)], W3~ C3[0.04206|1) + |3)]. (9.46)
La matriz, para el caso con N = 3, es la siguiente,
4 1 _1
3 15 525
T — 1 36 1
M=| 5 9353 w |- 9.47)
1 1 100
25 W 29
Con las soluciones
Y ~C (‘ 1> — 0.0084‘3> +0.0001 ]5>)
W3~ C3 (0.0084|1) +[3) —0.0003|5)) . (9.48)

Ws ~ Cs (—0.0001|1) +0.0003|3) + |5))

Las aproximaciones a la funcién de onda del estado basal, correspondientes a N = 1,2, se muestran
en la Figura 9.5.

Ejemplo. El oscilador en un campo de fuerza constante.

En este caso, el operador hamiltoniano tiene la forma
H =H" —Fx, (9.49)

en donde F es una constante y H°® es el hamiltoniano del oscilador arménico. Las funciones
auxiliares para este problema son las funciones propias del oscilador arménico,

. _lg2 g
‘l>:N,-e WH(E), E=ax, « E%, <l|]>:5,'j. (9.50)
Estas funciones tienen las propiedades siguientes,

H|i) =ho (i

(ilx ’D—{\/]TH“*\[” 1} 9.51)
(i|A|j) =ho (i+5) & {\/JTUHnL\[ ij 1}
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Figura 9.5: Las soluciones aproximadas para la particula encerrada entre [—1, 1], con el potencial
de la ecuacién (9.41), correspondientes a z = 1. El potencial estd representado por la linea negra; la
densidad de probabilidad con N = 1 corresponde a la linea azul; mientras que, el caso N =2 se
representa con la linea roja.

Con dos funciones auxiliares, n = 0, 1, se obtiene que,

%ﬁw — F 1 _@
fi— - av2| _hoe hoo _h‘(o[l _7]_}””1\7[,
T e 2 | V2F ; 2 |-r 3 2
a2 z hoa
en donde
_FE _ V2F
Z_%ﬁw’ y_ﬁa)oc'
Entonces,
O=detM—zd)=(1-2)3—2) -y =2"—4z+3 -7
44,/16 —4(3 -2
7= 2( Y):Zi 4-34+pP=24/1+792. (9.52)
ho
Zmin:2_V1+’}/2E0:7<2_\/1+’y2)
Finalmente, al resolver para los coeficientes, se tiene que,
o=M-Ac=|1"% Ve
-y 3—z2
0= (1—-2)Co—¥C
1—
Ci=Cy yz . (9.53)

%) =Co []0>+1;Z}1>] =Co

}()>_|__1+— W’w]

Esta funcién aproximada se compara con la solucién exacta en la Figura 9.6.
Cuando |y| < 1, la ecuacién (9.52) indica que la energia es una funcién lineal de la intensidad
del campo, F,

o Y\ o F? how  F?
Eom— (2—1-2 ) =" (11— —— ) =5 — . 9.54
LD < 2) 2 < ﬁwm) 2 2uw? ©-34)
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Figura 9.6: La comparacién entre la densidad de probabilidad del estado basal del oscilador
armoénico en un campo de fuerza constante y las aproximaciones del método variacional de la
Seccién 9.3.3. Las gréficas corresponden al caso con ¥ = v/2atag, La solucién exacta corresponde
a la linea negra. La densidad de probabilidad con N = 1 corresponde a la linea azul. Mientras que,
el caso N = 2 se representa con la linea roja.

Observe que el operador hamiltoniano de este problema se puede reescribir como
a)z

A A 2F
H= T—I—%,ucozxz—Fx: T+%ua)2 <x2— Hx) ,

y, al completar el trinomio cuadrado perfecto, se obtiene el operador hamiltoniano de un oscilador
armoénico con la posicién de equilibrio desplazada y con un corrimiento constante en los valores de
la energia,

2 2 2 2 2 2 2
A=74H° (x F ) FZRO% g HO (x F > F (9.55)

2 Cue?)  plet 2 2 Cue?)  2ue?

El término constante es idéntico al que aparece en la ecuacién (9.54) y representa un desplazamiento
constante en el espectro.

Otra posibilidad, consiste en usar la familia de las funciones gaussianas desplazadas horizontal-
mente,

Y(x) =up(x—>b) = Noe*%az(x*b)zHo(a(x —b)) = Noe*%az(x*b)z, (9.56)

en donde Ny = 0‘72. En este caso, se tiene que,
~  ho w? ho w?
<H>=+“b2—Fb=+b(” b—F)

2 2 2 2
o(H) ) F F
_ o _ _ ). 9.57
5, —Ho b—F=0, b o ¥=u (X ,ua)2> ©.57)
g o F po* F\ _ho F?
2 ue?\ 2 pw? 2 2uw?

La energia obtenida en este caso es la solucién exacta para el estado basal y el desplazamiento
horizontal de las funciones corresponde con la posicién del minimo de la energia potencial. La
solucién exacta se muestra también en la Figura 9.6.

En general, se observa que la calidad de la aproximacién que proporciona el método variacional
depende del conjunto de las funciones utilizadas. En este punto, es muy importante contar con
informacidn cualitativa sobre las propiedades de la funcién de onda.

En particular, en el método de la familia de funciones, cada vez que cambia el conjunto de
funciones, es necesario recalcular las integrales involucradas. Mientras que, con el método de la
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combinacion lineal, cuando es posible evaluar la forma general de las integrales, el aumento en
la dimensién del problema tiene un costo bajo. Sin embargo, la complejidad de la solucién del
problema matricial crece rdpidamente. Por esta razén, en la mayoria de los casos, es necesario
recurrir a los métodos computacionales para obtener las soluciones.

También es importante comentar que este tipo de aproximaciones son la base de la gran mayoria
de los paquetes computacionales que se usan hoy en dia para estudiar a los sistemas microscépicos.
Las técnicas actuales de la quimica cudntica permiten resolver problemas matriciales con miles de
funciones auxiliares.

9.4 Problemas.

1.

Considere una particula en una dimension, en el intervalo [—a,a]. Utilice el método varia-
cional para encontrar la mejor aproximacién de la energia y la funcién de onda, con los
polinomios impares de grado tres. Compare su resultado con la solucién exacta.

. Se tiene un sistema unidimensional bajo la influencia del potencial:

oo, x| <a

R Tx '
S5 cos (%) . x> a

Vi(x) =

La funcién de onda se aproxima por ¥ (x) = cju;(x) + c3u3(x), donde u; y u3 son la primera
y tercera soluciones de la particula encerrada. Encuentre variacionalmente los coeficientes ¢
y ¢3. Obtenga la mejor aproximacion a la energia del estado basal.

. Demuestre que la energia de la ecuacién (9.9) es la soluciéon que proviene del método

variacional.
Verifique que las expresiones de las ecuaciones (9.11-14) son correctas para el oscilador
armonico.

. Verifique que la aproximacion obtenida en la Seccién 9.2.3 para el dtomo de helio se obtiene

con el método variacional.

. Demuestre que, para un conjunto de funciones no ortogonales, el método de la combinacién

lineal de funciones lleva a la ecuacién (9.27).
Haga todos los célculos para verificar los resultados de los tres ejemplos de la Seccién 9.3.
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10. La teoria de perturbaciones.

La teoria de perturbaciones permite obtener aproximaciones de los valores y las funciones
propios de un sistema, tomando como punto de partida a un sistema de referencia. El sistema
de referencia debe tener alguna semejanza con el caso que se desea estudiar. Este método de
aproximacion se usa ampliamente en diversas ramas de las matematicas aplicadas para encontrar
soluciones aproximadas de mucho tipos de ecuaciones. Las aplicaciones incluyen problemas
algebraicos, integrales y diferenciales.

El desarrollo perturbativo.

La eleccion del sistema de referencia no es tnica. Sin embargo, es necesario que sus soluciones
sean conocidas y que sea lo més parecido posible al sistema real. Cuando esto ocurre, la diferencia
entre el operador hamiltoniano de referencia y el real serd pequefia y se espera que sus soluciones
sean parecidas. En esta situacion, la diferencia se puede considerar como una perturbacion pequeiia
sobre el sistema de referencia.

Sean Hj un operador hamiltoniano con solucién conocida,

Ho|m) = Ey|m), (10.1)

y Hyo+ H' el operador hamiltoniano del sistema de interés. Adicionalmente, se considera un operador
hamiltoniano de trabajo o auxiliar, que depende de un pardmetro A,

H), =Hy+1H'. (10.2)

El pardmetro A tiene el papel de una constante de acoplamiento entre el sistema de referencia y el
sistema real. Cuando A = 0, el operador hamiltoniano es Hy. Mientras que, si A = 1, el operador
hamiltoniano es Hy + H'.
Las soluciones del operador hamiltoniano auxiliar provienen de la ecuacién de los valores
propios siguiente,
HY, =W, ¥,. (10.3)

Tanto las funciones propias, como los valores propios, dependen del pardmetro A. Por lo tanto, ¥,
y Wy, se desarrollan como series de potencias de A,

o) = L), = X Al (104)
j=0 j=0
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El operador hamiltoniano auxiliar establece una conexion directa entre el sistema de referencia
(A =0) y el sistema real (A = 1). Al mismo tiempo, también conecta a las soluciones de ambos
problemas. Para obtener una estimacion de las propiedades del sistema real, es necesario evaluar
las sumas perturbativas, ecuacién (10.4) en A = 1. Por esta razon, el primer objetivo de la teoria de
perturbaciones consiste en obtener expresiones que permitan calcular a todos los coeficientes de
B y i)

Las series de potencias deben satisfacer la ecuacién de los valores propios del operador
hamiltoniano auxiliar, ecuacién (10.3). Asi que, las series se sustituyen en ambos lados de la
ecuacion de valores propios. Para el lado izquierdo, se tiene que

A, v +ZA o). (10.5)
J_
Las sumas se reagrupan con el cambio de indice [ = j+ 1. Asi,
|, = Y Ah,|0) +Zz 7|0l
=0 - (10.6)

At 1)>}'

= Ho|®lY)) + ZW { o]y +

De forma similar, para el lado derecho,

o J .
Wl ) = T Y 2400l = Y 27 3w~ |)
j=0 1=0

1=0k=0 , (10.7)

RS WO NI D
j=1 =0

en donde se han agrupado todos los términos de la suma doble, usando el cambio de indice j =1 +k.
Al igualar ambas series, se tiene una igualdad de los coeficientes para cada potencia de A,

0)

A0 Ho|@l) = wi|@l)),

o ) i (10.8)
A B+ A @y = Y wi D |el), > 0.

=0
La ecuacién del orden cero (j = 0), los términos independientes, es la ecuacién de los valores
propios del operador hamiltoniano de referencia, ecuacién (10.1). Entonces,

‘@,ﬁ?>> =m), W =E,. (10.9)

Observe que la aproximacién del orden cero representa al sistema de referencia. Por lo que, los
términos siguientes se interpretan como correcciones a este nivel de aproximacién. Para los términos
de orden superior, j > 0, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas,

] S

=0

At ”>. (10.10)

Es importante mencionar estas ecuaciones se resuelven en orden creciente de j. Ya que, la ecuacion
de orden j requiere de las soluciones previas.
= Ejemplo 10.1. A primer orden, j = 1, se tiene que la ecuacién (10.10) tiene la forma
siguiente,
A 1 B 0
(Ho— En)|@})) = (wiy) — H')|@f))) .

Esta es una ecuacién diferencial no homogénea para la primera correccién a la funcién de
(1)
onda, |¢y, ).
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10.1.1 Los valores propios.

Para obtener los coeficientes de la serie de los valores propios, es necesario proyectar la ecuacion
(10.10) sobre el estado del sistema de referencia |m). Asi,

0= (il lo— a0} = X ™ ([0 (i

=0

[:I/

c1>£,{‘”>. (10.11)

Esta ecuacion permite obtener expresiones para las correcciones a la energia, wil).

= Ejemplo 10.2. A primer orden, j =1,
)= (m

Es decir, la correccién del primer orden a la energia es igual al valor esperado del operador
hamiltoniano de la perturbacion, evaluado con las funciones del orden cero.

PI/

c1>,<,?)> — (m|A'|m). (10.12)

Para j > 1,

w,(,:{) :w,(;{) <m’<1>,(,?)> = <m’ﬁ1/

. =
@)~ Y il (|l (10.13)
=1
= Ejemplo 10.3. La correccion del segundo orden a la energia, j = 2, es la siguiente,

wg):<m ¢$)>—w,(,:)<m’<b,<,})>:<m‘1:1’—w,(,})

N

H/

CD,(n])>. (10.14)

10.1.2 La normalizacion.

La condicién de la normalizacién de la funcidn de onda permite obtener informacién ttil. Asi,

0o oo

1= (¥, |¥,) = k;”:o/lk“ <<1>£,’,‘>(<1>,(,Q>

. . , (10.15)
o J , o J ,
ST S (o) = (98]0 + £ 05 (04 o)
en donde se usa el cambio de indice j =k + 1.
Igualando ambeas series, se tiene que
20 1= (@ |@ll) = (mlm),
, J N (10.16)
A ozz<c1>,(,{*)’q>,§)>, i>0.
=0
La ecuacion del orden cero indica que las funciones de referencia estan normalizadas.
= Ejemplo 10.4. A primer orden, la condicién de normalizacién conduce a
0= (@4 jm) + (m| @} ) = 2Re (|} (10.17)
Por lo tanto, se puede elegir
<m)q>,(,5)> —0. (10.18)

Es decir, la correccion del primer orden a la funcién de onda es ortogonal a la funcién del
orden cero.

Para j > 1, las correcciones ya no son ortogonales a la funcion de orden cero,

0= <cp£,{)’m>+j§<q>5,{’)‘cbﬁ,?>+<m‘c1>,5{)>. (10.19)
=1

Re (m|®}!)) = —%H (@ |@l)). (10.20)
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El desarrollo de las correcciones en la base del hamiltoniano de referencia.

Las correcciones a la funcién de onda provienen de la solucién de las ecuaciones diferenciales
no homogéneas de la ecuacién (10.10). Este problema diferencial se transforma en uno que es

(k)

algebraico. Las funciones ®;,” se desarrollan en la base de las funciones propias del sistema de
referencia, ﬂo,
A (k) - cp 10.21
m Zamn|n>) amn (10.21)
n
En particular, para el orden cero, el desarrollo s6lo contiene un término,
o) = <n‘CI>£,?)> = (n[m) = G (10.22)

El desarrollo de la ecuacion (10.21) se sustituye en la ecuacion (10.10). Para j > 0, se obtiene que

Zamn Hy—E Zw )Za,(,iz,\n Za H\n

(10.23)
Zam,, [E, — En)|n) ZZwm )a,(,iz,\n Za Vg |n)
Esta ecuacion se proyecta sobre el estado de estado de referencia (p| y, se tiene que,
201(1{2! (En - E pn = Z Z amnWm pn Zamn > . (10.24)
n n [=
Por lo tanto,
aiil( Z ampws " =Y ah VHL,,, (10.25)
n
en donde H;m = ( p‘I:I ! }n> Cuando E, # E,,, esta ecuacién permite evaluar los coeficientes a,(,{l,)7

que se necesitan en la ecuacién (10.21).

Es importante mencionar que, al utilizar este desarrollo, las ecuaciones diferenciales se transfor-
man en ecuaciones algebraicas. La desventaja radica en que las correcciones a la funcién de onda
provienen de la serie de la ecuacion (10.21). Por lo que, para obtener las correcciones, es necesario
calcular todos los coeficientes ag,{,),, para cada orden de la teoria de perturbaciones que se desea
evaluar.

Los estados no degenerados.

Para los estados no degenerados, los coeficientes se obtienen usando las ecuaciones de la
seccidn previa. Si el estado de referencia |m) no es degenerado (no hay otro estado del sistema de
referencia con la misma energia, E, # E,,, Vp # m ), la ecuacion (10.25) conduce a

1
E,—En

(J

)
Amp =

Jj—1 .
Y alwli )~ Y bl ”H,m]  (p#£m). (10.26)

[=0 n

Note que, esta ecuacién permite calcular a todos los coeficientes, excepto a uno, aﬁ,{,),,. Para calcular
este coeficiente, es necesario utilizar otra ecuacién. Por ejemplo, la condicién de la normalizacién,
ecuacion (10.20). Para los 6rdenes superiores, j > 1, la proyeccion de la correccién a la funcion de
onda sobre las funciones de referencia no es cero y se obtiene de la ecuacién (10.20). Por lo que,

ain = (m| @) = —;JZI (@ |@l)). (10.27)

=1
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= Ejemplo 10.5. Los coeficientes de la correccion del primer orden a la funcion de onda se
obtienen de la ecuacién (10.26), con j = 1. Entonces,

1 1 0) (1
afn,i:Ep_iEm aﬁn},wfn)—; dWH |, (p#m). (10.28)

Pero, de las ecuaciones del orden cero, ecuacién (10.22),
al) = Spm. (10.29)

Asi, para p # m,

!
no_ L s Wy | = e 10.30
Amp Ep—Em |: pmWm ; mndd pp Em_Ep ( . )
Y, de la condicion de la normalizacién, ecuacién (10.18),
all) — <m‘<1>,(n])> —0. (10.31)

Este ecuacion representa la ortogonalidad entre las correcciones de los érdenes cero y uno.

En resumen, al primer orden, las ecuaciones quedan en la forma siguiente,

Hl
1) _ gt (1 _ pm (ny _
Win' =Hyypy  Amp = En—E, , (p#m), amn=0, 032
1 1 om|P) |p) {p|H'|m) |H'|m> '
o) = Ll = ¥ im0y )
p pFm P p#m l’

= Ejemplo 10.6. Para el segundo orden, se tiene que la correccidn a la energia estd dada por la
ecuacion (10.14),

o =

Observe que, cuando E,, = E,, el estado |p) puede tener una contribucion muy grande en

(0,%2). Para el estado basal (m = 0), E,, > Ey, y la correccion del segundo orden a la energia

siempre es estabilizante,

[Ho |
fo) = Fabin, = ¥, oL (1033
p#m P

()
we = — <0. (10.34)
0 EO E,—Ep

Adicionalmente, la correccién a la funcién de onda tiene la forma siguiente,
2
‘cp,(n)> Zam,,yp —aDm)+ Y aZlp), (10.35)
pFm

en donde los coeficientes a,(,f,), provienen de las ecuaciones (10.26) y (10.31),

1 H' H H' H
)= | Tl g Aol |
p— tm m P n;ém m n
B (10.36)
Hpm

=1y

p#Fm

En—E,
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En conclusidn, a orden cero, se parte de las soluciones del sistema de referencia y la primera

() _

correccién a la energia, wy,” = H,,,., s6lo involucra a las funciones de referencia. Las funciones de
onda a primer orden requieren de un esfuerzo de cdlculo mayor. Sin embargo, si éstas se calculan, la
obtencién de la correccién de segundo orden a la energia representa un esfuerzo comparativamente

menor,

W) = <m‘H’ o)

> . (10.37)

En general, si ya se ha obtenido la correccién del orden & a la funcién de onda, siempre es posible
(k+1) . .
calcular wy, '’ con un esfuerzo relativamente bajo.

Para los 6rdenes siguientes, la correccion a la energia se obtiene de la ecuacion (10.13). Mientras
que, los coeficientes para la funcién de onda provienen de las ecuaciones (10.26) y (10.31).

Ejemplo. El oscilador arménico en un campo de fuerza constante.

La energia potencial debida al campo de fuerza constante es lineal, como en el peso de un
cuerpo,

A

H = —Fx. (10.38)

Lo més conveniente es tomar como sistema de referencia al oscilador armoénico libre, Capitulo 5,

2
0= §u+2uwx Em:ﬁa)(m—l—%),
m) = Npe 3 Hn(E), E=oax, o= “h_i’ (10.39)

Los elementos de matriz para la perturbacién ya son conocidos. En este caso,

H, = < ‘H }m> = —F (n|%|m)

=-F L {M5m,n+l + vm—|—15m,n—l}
\ 2uo . (10.40)
e 0, m#n+1, (jn—m|#1)
:_F“ﬁ vm, m=n+1, (n=m-—1)
H m+1, m=n—1, (n=m+1)

Ast, H! = (m|#|m) =0y wiy) = 0. Adems,

(VM8 pi1 +Vm+ 18,1 |
2(1)/1 ho(m— p)

= fapm 1= \/m+15p,m+l)

Im—p| # 1

m, p=m-—1
vm p=m+1
jm—p|#1
p=m—1

N2 p=m+1

(10.41)
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Por lo tanto, al primer orden,

Wi %Eerw,(nl) =E,=ho (m+%)
o) o)

= )+ s [Vl — >—¢m+1|m+1>}- (1042)
m
=|m)—F,| ——|m—1
Al segundo orden, se tiene que,
(2) Z| _ F?
" iz En — Ey 2Uw?
2
@ _ 1 Z‘ (1)‘2 F |
=3 X | =5 )
2 pm 2p70 (10.43)
@_ 1 (1) (1) (1)
“’"”‘EP_E,,,[ mpon” = Y diuiH, |

2
= s [V D Vo 20,

Asi,

2
o E k2 = (1) 5
m m+1
¥, ~ —F | — -1
[ 2 2”5@3!'" ) +F Ui 2ma? " (10.44)
F2
+ i |~ (m+ ) ) 4 /mm =T —2)
+3 (m+1)(m+2)|m+2>]
De igual forma,
it = (|| —wid) (| @l ) —wh)) (| @i =0
3
ad) — F
Gmp = (ZMW[ eV (m=2)(m—1)m8) 3+ ym/m8) 11
— VA 1(m+1)8p i
+i/m+ 1) (m+2)(m+3) pM+3} o

2= (k) (o) =
o (o) o) (oo
—w,(nl)<m‘cb,(¢?)>:0
(@_, k>2

Wmm =

Como se coment6 en la Seccion 9.3.3, este problema tiene solucion exacta. El operador hamilto-

niano,
Hy+H =T+ o’ —Fx=T+V(x), (10.46)
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Figura 10.1: Las soluciones aproximadas para el estado basal oscilador en un campo de fuerza
constante, mediante la teoria de perturbaciones a orden O (linea negra), 1 (azul), 2.(verde) y 3 (roja).

contiene a un potencial cuadratico desplazado. Esto se obtiene al factorizar a la energia potencial,

2 2 2
1,020 oo MO B F B F
V(x)=s040°x" —Fx= - (x uw2> 0’

2 2
_ Mo F @)
_2<x_uw2> v

Este polinomio representa a una pardbola con la misma curvatura que el sistema de referencia.

(2)

Pero, la posicién de equilibrio estd desplazada, al igual que la altura del vértice, a)m2
soluciones de este problema tienen la forma

(10.47)

. Entonces, las

Wy =Ep+w, W)=ty ( - F) . (10.48)

Por lo tanto, la teorfa de perturbaciones a segundo orden ya tiene la energia correcta. Sin embargo,
se requiere de un ndmero infinito de términos para poder representar a la funcién de onda exacta.
Esta es una gaussiana desplazada y, para describirla con gaussianas centradas en el origen, se
necesita toda la serie perturbativa. Este desplazamiento se muestra en la Figura 10.1.

Ejemplo. El efecto Zeeman en un dtomo hidrogenoide.

El efecto Zeeman ocurre cuando un atomo o una molécula esta en la presencia de un campo
magnético uniforme. La interaccién entre un sistema microscépico y un campo electromagnético
se describe con los potenciales eléctrico, ¢, y magnético, A. Estos potenciales estdn relacionados
con los campos mediante las ecuaciones

—

¢=-Vp, B=VxA. (10.49)

Sin embargo, los potenciales no son tinicos.
El operador hamiltoniano de una particula con carga Q y masa U, en presencia de un campo
electromagnético tiene la forma siguiente,

2
—ﬁz+V(?)~|—Q(p—Q[$-2+X~$}+Q2A2
o 2 1P Pl A (10.50)
p A+A p P 0
— A - 2 i
ot+0|o 2 +2ﬂ
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en donde Hy es el operador hamiltoniano en ausencia del campo. En el efecto Zeeman, s6lo hay un
campo magnético uniforme. En este ejemplo, el campo estd alineado con el eje z. Por tanto,

@:O, ¢ =cte =0;
‘%:%%, %:Vxﬁ;

B =0= A3 — hA,, (10.51)
Br =0= kA, — A3,

B3 =B = 0J|A, — bhA;.
= Ejemplo 10.7. Una solucién de las ecuaciones (10.51) consiste en la opcién siguiente,

hA3 =0, 034, =0,
HAL =0, 01A3=0, (10.52)
diAr =3B, —dhA; = 1B.

Az = A3(I’3)
Ay =As(ri,rn),  Ar=3Bri+ f(r), (10.53)
A] :Al(rl,rz), A1 :—%%rz—i-g(r]).
Finalmente, tomado la eleccion mds sencilla (f = g = A3 = 0), el potencial magnético es
—r

Al = —%%FQ, A2 = %%I"], A3 = 0, X = %% r . (1054)
0

A
5

TN
1>
4
21>

I

B (—p1F2+ pafy — P p1 + 1 P2)

X . (10.55)
(P1p2—P2p1) = BLs

Il
& =

Con el vector del potencial magnético del ejemplo 10.7, el operador hamiltoniano de la
interaccion con el campo magnético queda ast,

g :Ho—?ﬁg—i—%zSQ— (rz—r%) ,
Qh_“ ; ) (10.56)
/! — 7%7 73 %2 27 r3
2u <ﬁ >+ ¢ 8u
Cuando el campo magnético es débil,
A O Ls
H~-B8=——. 10.57
Bk (10.57)

El efecto Zeeman en un atomo hidrogenoide tiene como sistema de referencia al 4&tomo libre,

Ho|nlm) = E,|nlm)

2
E,— %2 . (10.58)

nZ
|nlm) = Rnl(r)Ylm(97 (P)

Asi,
nlm

wil) — <nlm‘lfl'|nlm> = %;Zm, (10.59)

en donde Q es la carga del electrén, Q = —e.
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En el caso de un campo débil, se observa que [Ho,H'] = —2—: [Ho,L3] = 0. Por lo tanto, los

kets hidrogenoides también son kets propios de A’,

, b
H|nlm) = (E,, —|—‘Bzum> |nlm), (10.60)
y
Woim = En+w)) . (10.61)

Asi, los estados propios de una subcapa, con las mismas n y [, tienen una separacién uniforme,
AE = Bdi/20.

10.2.3 Ejemplo. La interaccién de un dipolo magnético con un campo magnético unifor-
me (% = %%).

La energia de interaccién entre un dipolo magnético y un campo uniforme tiene la forma
siguiente,

A= B [inag = —Blmag. (10.62)

El momento magnético debido a una carga que se mueve en el espacio es proporcional a su momento
angular. Al comparar las ecuaciones (10.57) y (10.62), se tiene que,

N di (Ls Ls
= () == 10.63
HUmag,3 2‘Ll <ﬁ > HUB A ( )
Por lo tanto,
. L
Hmag = _.UBE; (1064)

i
en donde la constante Up = ﬂ es el magneton de Bohr. Para el momento angular de espin

electrdnico, los resultados experimentales muestran una relacion similar con el momento magnético

asociado,
. S
Us = _2“3;? (10.65)
En general, se tiene que
. T
=g (106

en donde el valor de g depende de cada tipo de particula. Por ejemplo,

(a) momento angular orbital electrénico: g=-—1,
(b) momento angular del espin electrénico: g~ —2,

(c) momento angular del espin nuclear: g depende de cada nicleo.

El valor de la constante g del espin nuclear es de gran utilidad en la espectroscopia de la resonancia
magnética nuclear, RMN. En el Capitulo 14, se describen algunos detalles de esta técnica.

Las funciones propias del momento angular son ttiles como funciones de referencia, |LM). A
primer orden, los estados quedan separados uniformemente,

wil) =BupM, M=-L,.. L (10.67)
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Figura 10.2: Las soluciones aproximadas para el estado basal del oscilador con un potencial ctibico
mediante la teorfa de perturbaciones a orden O (linea negra), 1 (roja). El potencial arménico aparece
con una linea gris y el potencial ctibico en azul.

10.2.4 Ejemplo. El oscilador arménico con una perturbacién cuibica.

En este caso, 1a eleccion es sencilla. El sistema de referencia es el oscilador arménico,

4 1 2.2

To=—+1lpw’?, A =B (10.68)

De acuerdo con la Seccion 5.2,

:”2;1(1) a+a

vn+ln+1)
Nin) = nln),
[V,a"] =a",

(10.69)

T\n

Por lo tanto, el operador £3 se escribe en la forma siguiente,
17
2u®

3/2
£ = < ) (a+
~(5ia) (@
no\Y? A .
) (&*+3aN+3Na" +a")

:<

2u®

(10.70)

Al evaluar la correccién del primer orden a la energia, se obtiene que ésta es igual a cero,

wi =H! =0. (10.71)

Mientras que, cuatro estados contribuyen en la correccién correspondiente a la funcién de onda.
A segundo orden, la correccién a la energia es cuadritica en el nimero cudntico,

wi) = Y abH,, = — B (30m* +30m + 11)
m mp=<mp 8 3(04
pm - H - , (10.72)
1587 1\2 BN 2 12, 7
RV (m+§) Tl = iwd [("H'E) +@]
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2
en donde 8% = 15 (%woﬁ) es un parametro adimensional.

Asi, el espectro tiene la forma aproximada siguiente,

Wl [m+3 - 62 { (m+1)"+ & 1] (10.73)
Entonces, la perturbacion cibica rompe la uniformidad en la separacién entre los estados. La Figura
10.2 muestra la solucién aproximada a primer orden. La adicién del término cibico rompe la
simetria de la energia potencial y la paridad de la funcién propia.
= Ejemplo 10.8. Cuando é = %, la energia aproximada a segundo orden para un oscilador con
una perturbacién cubica es la siguiente,

W,
ho

El efecto de la perturbacién en los estados de menor energia rdpidamente se vuelve evidente,
Wo = 3w 0.9796, W) ~ Yiw 2.8685, Wr =~ Jiew 4.6463, etc.

2
zm—k%—ﬁ{(Zm—i—l) +115}. (10.74)

Los estados degenerados.
Sea {|1),]2),...,|¢)} un conjunto de kets degenerados del operador Hy,

Hylk) = E|k), k=1,2,...,g. (10.75)
Cualquier combinacion lineal de estos estados también tiene la misma energia,
e 8
Ay|Y Cay ) =E|Y Cau ). (10.76)
k=1 k=1

De hecho, existe un nimero infinito de conjuntos de g kets que son degenerados y ortogonales entre
ellos. Por lo que, cuando hay degeneracidn, el conjunto de kets del orden cero no es evidente.

En el caso contrario, al tomar el limite cuando A tiende a cero, el hamiltoniano del sistema real
tiende al hamiltoniano de referencia. De igual forma, las funciones de onda del sistema real tienden
a un conjunto bien definido de funciones degeneradas. El conjunto de kets que proviene de este
limite (al apagar la perturbacién), permite definir al conjunto de funciones del orden cero, \tb,(,(,) )).
Estos kets son una combinacién lineal de los kets degenerados del operador hamiltoniano Hy,

g
‘cp,ﬁ?)> =Y, %= <n‘q>,(,?)>, (10.77)
n=1
y corresponden con las soluciones cuando se toma el limite A — 0 en el operador hamiltoniano A .

Asf, los coeficientes de la combinacion lineal se determinan a partir del desarrollo perturbativo.
En la ecuacién del primer orden, ecuacion (10.25), al considerar a los estados degenerados, se

tiene que,
a) (E, — Ey) :0:w$>a§?;—<p ok q>§,?>>. (10.78)
Por tanto, para el conjunto de los kets degenerados,
g
w,(?})a,(qg), = <p‘1:1’ (ID,(,?)> = Z a,g?,zH;m. (10.79)
n=1
En la notacién matricial, se obtiene una ecuacién de valores propios,
qa = wilal, (10.80)
en donde ©
H{l Hl/g aml
o= : L A= (10.81)
0
Hy ... Hp, al)
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(1)

Las correcciones del primer orden a la energia, w;,”, son los valores propios de la matriz de la

ol . . . ~(0
perturbacién, H, en el subespacio de estados degenerados. Mientras que, los coeficientes a,(n) son

los vectores propios.

Puede ocurrir que, a primer orden, atin exista degeneracion en algtin subconjunto del subespacio
degenerado. Entonces, es necesario ir a un orden superior para determinar al vector de coeficientes
ay.

Note que, a diferencia del caso no degenerado, las ecuaciones del primer orden no proporcionan
la correccién correspondiente a la funcién de onda.

Ejemplo. El efecto Zeeman en los orbitales del tipo p.

Los orbitales hidrogenoides del tipo p tienen degeneracion triple. Por lo que, se aplican las
ecuaciones recién descritas. Para un campo uniforme y débil, el hamiltoniano de la interaccién con
el campo es proporcional a L3,

i (i
A= 2u%<ﬁ > (10.82)
Por tanto,
., (np 1‘:1' np1)  {(np 1‘:1' npo)  {(np 1‘:1’ np_1)
H = | (npo|H'|np1) (npo|H'|npo)  (npo|H'|np_1) | . (10.83)

(np1[H'|npr) - (np1[H'[npo)  (np1|[H'|np-1)

En este caso, los orbitales hidrogenoides también son kets propios del operador de la perturbacién.
Por lo que,

A d
H |npy) = <2.u> Bm|npy). (10.84)

Por esta razén, la matriz de la perturbacién es diagonal,

1 0 O
H=—5(0 0 0]. (10.85)
0 0

M = jﬁiﬁ’, 5, = 20 (10.86)

Por lo que, se debe resolver la ecuacién

Ma\) = x,dy,  (M—x,I)ay =0. (10.87)

El problema homogéneo tiene una solucién no trivial cuando el determinante del sistema es igual a
cero,
I1-x O 0
detM—uI)=| 0 —x 0 [=-(1+x)(1—-x)(-x)=0. (10.88)
0 0 —(1+4x)

Por lo tanto, los valores propios son x,,, = —1, 0, 1. Los vectores propios son las soluciones del
problema homogéneo, para cada valor de x,,. Es decir, son solucidn del sistema de ecuaciones

(1=xp)A1 =0, —XpAr=0, —(I14x,)A3=0. (10.89)
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Para cada valor de x,,, este sistema tiene una ecuacioén dependiente. Por lo que, cada solucién tiene
un grado de libertad. Asi, las soluciones para cada valor de x;, son:

B Al 1
X =1, —2AA2—%7 d¥ = o]A1 0| = |np1),
Ty
0 0
e
im=0, =0 G0 a1 = jup), (10.90)
A3 =0 .
-
2A1 =0 ~(0)
Xy = —1, Ar=0 dy = Az ? =|np_1).

En este ejemplo, debido a que el operador hamiltoniano del sistema de referencia conmuta con el
operador de la perturbacién, la matriz de la perturbacion es diagonal. Ademas, los kets de referencia
coinciden con los kets hidrogenoides. Asi, las correcciones a la energia quedan en la forma

wil) = (di> Brm. (10.91)

Note que, la separacién entre los estados es proporcional a la intensidad del campo, ‘B.

Como se coment6 antes, para este problema A’ conmuta con Hy. De hecho, [I-AIO,I-AIO +H ] =0.
Por lo tanto, Hy y Hy + H' tienen funciones propias comunes. Esto es, las funciones hidrogenoides
también son solucién del sistema con el campo magnético débil. Por tanto, los valores propios

d
E,+ ﬂ%m corresponden a la solucién exacta.
Ejemplo. El acoplamiento espin-érbita en un dtomo hidrogenoide.

La interaccion entre los momentos magnéticos asociados con los momentos angulares orbital y
del espin da origen al término conocido como el acoplamiento espin-6rbita. Esta interaccion esta
descrita por el operador siguiente,

1 av Zq?

B =a(nL-§ - & _ 4
a(r)L-$, alr) 2urcir dr 2u2c33

(10.92)

Al tomar en cuenta el espin electrénico, existen seis estados degenerados del tipo p, representados
por los kets

Vi) = |nlmi dmy), 0 = B, (10.93)
Por comodidad, los kets se numeran en el orden siguiente,
vi) = npra), [v3) =|npo), |vs)=|np_1c),

‘V2> = |np1[3>, ‘V4> = |npoﬂ>7 |v6> — |np_1[3>. (10.94)

Por medio de los operadores de ascenso y descenso, el operador de la perturbacién toma la forma
A =a(r) L3835+ 308+ 3L -8, ] = hy + 7y + I, (10.95)

en donde

hy = a(r)LsS3, hy = %a(r)I:JrSA'_, hs = %a(r)lAJ_SA_F. (10.96)
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Los elementos de matriz correspondientes a los operadores anteriores se calculan explicitamente.
La parte radial es la misma para todos los estados,

vJ}hl‘v, / Rnla

=A, lﬁ m; 6m,-m Mg, Bms. My
J i Jj

> <%msj’§3‘%msi>

vilha]vi) = 24n ) (3 [S- | 4m.)
= %Anlﬁz\/(2+m,~)(1 —mi)(% _mSi)(% +my,)

: (10.97)
5mj,m,~+1 8msj g —1
(il = $An (mg 2 [1m) (b S 3y
= 1422 m) (1 m) G+ mg ) (4 —my)
6m_,-,m;—1 Sms]- ,msi—‘r]
en donde .
Ay = / R2,a(r)r*dr. (10.98)
0
Ast, se tienen las matrices siguientes,
h
e | 1) (=) ) 0| (1) (-1-)
(1,3) : 0 0 0 0 0
(1,-3) 0 -1 0 0 0 0
(0,7) 0 0 0 0 0 0
(0,—1) 0 0 0 0 0 0
(—1,3) 0 0 0 0 -1 0
(-1,—-3) | © 0 0 0 0 :
2h
= L) ) ) 09 | (1) (1)
(1,7) 0 0 0 0 0 0
(1,-1) 0 0 V2 0 0 0
(0,3) 0 0 0 0 0 0
(0,—1) 0 0 0 0 V2 0
(-1,3) 0 0 0 0 0 0
(-1,—-3) | © 0 0 0 0 0
2h
= | (L) (1L=3) [ (03) (0-3) | (-1.3) (=1,—3)
nl
(1,5 0 0 0 0 0 0
(1,—3) 0 0 0 0 0 0
(0,1) 0 V2 0 0 0 0
(0,—3%) 0 0 0 0 0 0
(-1,3) 0 0 0 V2 0 0
(-1,—-3)| © 0 0 0 0 0
Por lo tanto
10 0 0 0 O]
0 -1 v2 0 0 0
~ PAn |0 V2 0 0 0 0| _RA
H=="100 0 0 vio=2M™ (10.99)
00 0 Vv2 -10
0o 0o 0o 0 0 1]
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2
Con la transformacion x,, = A wf,} ), la ecuacidn a resolver toma la forma siguiente,
nl
Ml = x,,al. (10.100)

Por lo que, det (1\7[ —xi) =0. Asi,
[
=(1—x)?@P+x-2)>=1—-x)>x+2)>*x-1?% . (10.101)

En este caso, se tiene que x = 1 es una raiz cuddruple y x = —2 es una raiz doble. Las correcciones
a la energia quedan agrupadas de forma similar,

wit) = YA, % (10.102)

Los vectores propios se calculan resolviendo el sistema homogéneo. Para la raiz cuadruple, x =1,

ai
—2ap + ﬁa3 =0 a
V2ay—a3 =0 a3 =2a V2a;
: a= 10.103
—as+V2a5=0 az=+2as  ° " |V2as ( )
\@a4 —2a5=0 as
| de |

Por lo tanto, la solucién tiene cuatro grados de libertad. Los vectores propios de la raiz doble,
x = —2,son

3a1 =0 aj =0 i 0 T
am+V2a3=0 ay=—\2a; —V/2as
V2ay+2a3 =0 a3:—ﬂa5’ P as 7 (10.104)
2a4 +V2as =0 ag =0 as
V2as+as =0 —V2ay
3ag =0 L 0 |

y presentan dos grados de libertad.

La clasificacion de los estados del acoplamiento espin-orbita.
La degeneracion de estos estados estd asociada con su momento angular total, J. Esto es,

x =1 — 4 estados —>ng (10.105)
x:—2—>Zestados—>J=%. |

En este caso, el momento angular total es la suma de los dos tipos de momento angular, J=L+S5.
Asi,
2 T S
P=(L+5) =r2+s2+2L . (10.106)
Como [Hy+H',J?| =0y [Ho+ H’,J3] =0, el hamiltoniano y los operadores del momento angular
total tienen funciones propias comunes. Entonces, los grados de libertad se fijan de tal forma que
las funciones de orden cero también sean las funciones propias de los operadores del momento

angular total.
Al aplicar el operador J? sobre los estados degenerados se tiene que,

f2 ’V,‘> = 1:2 |V,‘> +2z§\v,> —|—§2 ’V,‘>
= 22 |v;) + 2L S|vi) + I |vy) - (10.107)
= LR* |vi) +2L-S|v;)
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El término que proviene del operador de la interaccidn espin-6rbita se reemplaza por una operacién

matricial,
A g A A
L S|vl>:Z‘vj><ij Slv > Z ii|vi)
=1
;iz . , (10.108)
=7 L Mi|v;)
j=1
en donde la matriz M es simétrica, ecuacién (10.98). Por lo tanto,
Sl = ), S lva) = =4 2) + 5 lva).
Ls LS
ﬁz lv3) = f|vz> N lva) = f|v5> (10.109)
L S 5 i\»

L-S
S == vs) - ), = Ivs) = )

Este resultado se representa en la forma

(i-§)vzi-§ | =M | = v, (10.110)
[ve) [ve)

[v1) 2 v1)

en donde V es un vector columna que contiene a los kets degenerados. Usando la misma notacion
para los otros operadores, se tiene que

vi) vi)
(P+82)v=(L2+8) | : | =Y ¢ | = Ur, (10.111)
[Ve) [ve)
y
Po=r [ T+Ma=Fa J = (1+M). (10.112)

En este caso, la matriz del momento angular total resulta ser,

20 0 0 0 0

0 I v2 0 0 0

2 L]0 v2 L 0 o0 o0
= x 10.11
1 o o o Y v2o (10-113)

0 0 0 V2 ; 0

00 0 0 o0 %]

Los kets del orden cero son una combinacién lineal del conjunto degenerado. Estos se escriben en
la forma siguiente,

’q><°>>:ic,-\v,-):6.v. (10.114)
Asf, -
(n| 2|0 = liq (el 22[vi). (10.115)
El ket |@(?) es un ket propio de /2,
P ‘CID(O)> =12j(j+1) (q><0>> =i2j(j+1) L. Cilvy). (10.116)

Entonces, )
JC=r*j(j+1)C. (10.117)
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Al sustituir la forma explicita de la matriz, se obtiene
76
) 16 +V2G
J . V26, + ¢,
—C= 4 10.118
2 ¢y +V2Cs ( )
V2Cy + %Cs
e
(a) Para el grupo de estados con x = —2,
C, =0, —V2C3, Cs=-V2Cy, C¢=0, (10.119)
se tiene que,
- 0 - S
V2 (1- %) —/2G;
J2 . C3 ( 2+ %) 3 G3 34
E—ZC =l q (% 2) =3 C = ;C. (10.120)
CV2(1-1) —V2C4
0 i . 0

Entonces, j(j+1) = % yJj=

solo existen dos estados, m; = i%. Por esta razén, hay dos grados de libertad.
(b) En el caso del grupo de estados con x = 1, se obtiene que hay cuatro estados con j =

% —32. Por lo tanto, estos estados corresponden con j = % y

3

Finalmente, es necesario aplicar el operador J3 del momento angular total sobre cada estado de

referencia,

A~

0) R 8 8 R
J3 | P > =J3 ZCk\Vk> = ZCkJ3\Vk>
= =1

8
L3 —l—Sa ‘Vk> ch (mk—i-mx,k)]vk)
k=1

[ Mo:

g
0
—fim; ‘cp,(n)> —iim; Y i |ve)
k=1
Al proyectar, se obtiene una ecuacion escalar,

<Vi (I) > ZCk mk+mv k) 6]{1 (ml+msl)

El rearreglo de esta ecuacion, lleva a

(o (m,- +my; — mj) =0.

53]
[

ZWZQ%Z%i
k

Asf, para cada uno de los coeficientes se tiene que

Ci (m1 +my 1 —mj) =

G (l— mj) =0, Cy (=3 —my) =
Cs (~3=m,) =0, Co (-3 -m) =
Cuando x = —2, C3 y C4 estdn atn sin determinar. Al tomar
Cs=0,

C1=0, C=-V2C;, Cs=—-V2Cy,

s6lo quedan dos posibilidades,

=Ci(3-mj) =0, C2(3—mj)=0,

(10.121)

(10.122)

(10.123)

(10.124)

(10.125)

(10.126)
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(a) SiC; # 0, entonces m; = %, y C4 = 0. Por lo tanto,

0 0
—V/2G; -2
- C 1 .
C=1 4 =G| o | G=1m=1) (10.127)
0 0
L 0 L 0

De la condicién de normalizacién, C3 = \/g . Asi, el estado con j = % ym;= % resulta ser

Inpoct) — 2 |np1B)
@) = v =20 1) (10.128)
(b) SiCy # 0, entonces m; = —%, y C3 = 0. Por lo tanto,
S 0
0 0
- 0 0 .
C=| ¢ |=G| 1 | (j=3,m=-1) (10.129)
—V/2Cy -2
L 0 ] L 0 ]
con Cy = \/gy
1
ol - 7 (InpoB) = V2 Inp-10)) = @}, ). (10.130)
De forma similar, cuando x = 1, se tiene los estados siguientes,
0
N > [np1 ) *‘(D3/2 3/2>
q>(0)> _ |npiB) +v2|npoat) ‘(D(O) >
4 )= /3 372,172/
(10.131)
q)(0)> ~ V2[npoB) +Inp1a) ‘q)(()) >
5 )= /3 =13/, -1/2/
O\ _
@ > = |np-1B) = ’@3/2 J,/2>

Para los estados del orden cero obtenidos, el efecto de la interaccién espin-drbita se calcula

facilmente, . .
i,g 272 &
e
J, mj 252 J, mj
_jG+n-2-3 ‘(I)(O) > (10.132)

l
=5 U+D-% \‘DJ m,>

. .1 : 2 M _3 152
Asi, para j = 5 se obtiene un valor de —°. Mientras que, para j = 5 resulta ser 51~

10.4 Lateoria de perturbaciones dependiente del tiempo.

La evolucién temporal de los sistemas microscopicos proviene de la solucién de la ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo,

dY(#1)

HyP(7,t) =i
0 (rvt) ot

(10.133)
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Cuando el operador hamiltoniano Hy no depende del tiempo, esta ecuacién es separable y la funcién
de onda se escribe en la forma

W(7,1) = £(1)u(F). (10.134)

Las funciones espaciales, u,(7), son las funciones propias del operador Hy. Mientras que, la parte
temporal estd dada por f,(t) = exp[—iE,t /i, en donde E,, es el valor propio asociado con la funcién
propia u,. Por lo tanto, la solucién general toma la forma

Zan y (F)e Ent (10.135)

en donde los coeficientes a,, satisfacen la condicion

Y Jan)* =1, (10.136)
n

para mantener a la solucion normalizada.

Cuando el sistema anterior estd en la presencia de un campo de fuerza dependiente del tiempo,
esta situacién nueva queda descrita por el hamiltoniano Hy + H’(t). En este caso, la funcién de
onda es la solucién de la ecuacién de Schrodinger asociada con el operador hamiltoniano nuevo,

8CI>(r 1)
at

(Ho+H') ®(F,1) = (10.137)

Ahora, la ecuacién de Schrodinger no es separable. Sin embargo, la solucidn se escribe en la forma
sigueinte,
Zan n(F)e (10.138)

en donde las funciones ay, () estdn determinadas por la ecuacién (10.137). Asi, se tiene que,

Y A [un(mn lEn’/h'] iiZun d"” e~ iEn/h, (10.139)

La proyeccion sobre el bra (u;| conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales para las funciones
a(t),

% - _éZ<uk1ﬂ’\un>an(t)e"Ek*E")f/ﬁ. (10.140)

El tratamiento perturbativo.

Para incluir al operador hamiltoniano H' como una perturbacién es conveniente introducir un
pardmetro de acoplamiento, A, en el hamiltoniano auxiliar,

H), =Hy+AH'. (10.141)

Las soluciones del hamiltoniano auxiliar dependen del pardmetro de acoplamiento. Por lo tanto, las
funciones a, () se desarrollan como series de Taylor con respecto a A,

an(t) = a) (1) + 2a’V( Z)u (10.142)

Al sustituir la serie anterior en la ecuacién (10.140), se tiene que,

oo

i
_};l;

ol un>€i(Ek—E,,)t/h' i )Ljaglj) (t)
j=0 (10.143)
-1) (t)ei(Eka,,)t/h
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De la igualdad de las series en A, se obtienen las ecuaciones siguientes,

da,(co)
0 @ (10.144)
da/ = —£Z<uk H'|u >a(j_1>(t)ei(E"*E”)t/ﬁ j>0
dt ﬁ - n n I
La ecuacién del orden cero indica que las funciones a,(co) son constantes,
a,(;)) (t) = Ay = const. (10.145)

= Ejemplo 10.9. Considere que, en ¢ = 0, el sistema se encuentra en el estado no perturbado
|um). Entonces, a,,(0) = 1y ax(0) = 0, para k # m. Adicionalmente, todas las constantes A
son cero, excepto por A,,, que es igual a uno, a,(co) = Ay = On. Ademds, a? (0) =0, para
j > 0. Asi, a primer orden,

(1) .
dzl; - _;%Z@kml}unﬁﬁo) (t)e! B Ent i
= = X (| Ay B (10.146)
= —é (| B |y ) /B Emlt /P

2
Con este nivel de aproximacion, )a,(cl) (t)‘ representa la probabilidad de la transicién del

estado |m) al estado |k), al tiempo ¢.

10.4.2 Ejemplo. La perturbaciéon arménica.

Una perturbacidon armonica estd representada por un operador hermitiano de la forma siguiente,

H' (1) =he " 4 /Tl (10.147)
en donde el operador W es independiente del tiempo y @ > 0. En este caso, la ecuacién (10.146)
queda asfi,
da!V ir; ;
o [e,mkm—w)zh;m + ol @t o) hf;‘k] 7 (10.148)

con /= (k|l'|m) ylioy, = E; — E,. Al integrar la ecuacién anterior, se tiene que,

i( O, +0)t
h/* e( km ) — I
km mk

(1)
)=—"11n
(1) Oy — @ O + ©

h

; i(@m—o)t _
! [ r € (10.149)

La ecuacién anterior toma una forma mas sencilla cuando uno de los denominadores se acerca
a cero.
(a) Para @ ~ wy,,, con @y, > 0 (cuando hay absorcion de la radiacién), el primer sumando toma
el valor més grande y

o < Bl
k ~ ﬁz (wkm - (0)2

4 |17 sin? [ (@ — @)1]
B ﬁZ (wkm - w)Z

(10.150)

;o (0~ o)

La probabilidad de la transicion se muestra en la Figura 10.3.
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(10.151).

Figura 10.3: La probabilidad de la transicion del estado m al k, en funcién de la frecuencia, .
se tiene que,

La linea negra representa las ecuacién (10.149). Mientras que, la roja a la (10.150) y la azul a la

ﬁZ

(wkm + w)Z
_ 4 ‘h;cm

(b) En forma similar, para ® ~ —@y,,, con ®y,, < 0 (para la emision inducida de la radiacion),
2 .
} sin? [%(wkm + a))t]
2

. 2
‘aél)‘z [ et — 1]

(wkm + w)Z

)

(10.151)
(0~ — W)

Cuando existe un grupo de estados cercanos al estado |k), la frecuencia de cada transicion es
ecuacion (10.150), toma la forma siguiente,

muy cercana para todos. En el caso con E; > E,,, se tiene que la probabilidad de la transicion,
2 4 ,
(1) ~ ;12 .2
)a{k}‘ Nﬁ—z/‘hkm‘ sin <

m — @\ Poo(Dkn)
2 ’><

do,
" — w)z km7
en donde py (@, ) es la densidad estados alrededor de @y,,. Es importante comentar que el inte-

(10.152)
grando toma valores mds grandes para @ ~ @y, como se muestra en la Figura 10.3. A la expresién
de la ecuacién (10.152) se le llama la regla de oro de Fermi.

10.4.3 Ejemplo. La absorcion de la radiacion electromagnética.

viaja en la direccién del eje z, estd dada por

La energia potencial debida a la interaccién entre un electrén y una onda de amplitud A, que

H' = eAzcos ot = %eAz (eiwt +e_i‘°’) .

Al utilizar la teoria de perturbaciones a primer orden, se tiene que la probabilidad de la transicién
del estado |m) al estado |k), ecuacion (10.150), toma la forma

(10.153)

‘ (1) ‘2 eAZjn
a, | =~
en donde

h

sin? [ 3 (@km — 0)t]

(wkm - 0))2

(10.154)
h = %eAz.
anule y la transicion esté permitida.

Asi, es necesario que la integral zi,, = (k|Z|m) sea distinta de cero para que la probabilidad no se

(10.155)
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Cuando la onda viaja en la direccion del vector unitario K, el operador hamitoniano de la
interaccién toma la forma
A = eA (R -7) cosor. (10.156)

En este caso, aparecen las otras componentes del vector 7.

Ejemplo. La absorcion de la radiacion por un sistema con un potencial central.

En un sistema con un potencial central, los estados estdn caracterizados por tres ndmeros
cuanticos,
|nlm) = Ry (r) Yy (). (10.157)

La parte angular corresponde a las funciones propias de los operadores del momento angular orbital.
Los elementos de matriz del operador Z tienen la forma siguiente,

('l

> <n I'm ’rcos@‘nlm

(10.158)
‘Rn[> l/ml‘Y1o}lm>
La integral angular se evalia usando la identidad

[4m ({+1+m)(I+1—m)
Y Y, Y,
104im = \/ 2l—|—1 l—|—3) I+1, m
(I+m)(l—m)
QI—1D2i+1)

= /l/

(10.159)

-1, m

Entonces, el elemento de matriz (I'm’|Y;o|lm) es distinto de cero cuandom=m' yl' =1+ 1.

A la relacién que hay entre los nimeros cudnticos de los estados involucrados en una transicién
electrénica permitida se le denomina la regla de seleccién. Por lo tanto, para la interaccién entre
una onda que viaja en la direccion del eje z y un sistema monoelectrénico con un potencial central,
la regla de seleccion es,

Am =0, Al ==1. (10.160)

Cuando la onda viaja en una direccién arbitraria, ecuacién (10.156), la regla de seleccion toma la
forma
Am =0,=%1, Al ==1. (10.161)

Problemas.

1. Use la teoria de perturbaciones de los estados no degenerados para obtener expresiones de
las correcciones del tercer orden a la energia y del segundo orden a la funcién de onda.

2. El operador hamiltoniano del oscilador arménico en un campo de fuerza constante es H =
P2

ﬂ + kx — Fx. Use la teoria de perturbaciones para obtener:

(@) D)+ .

(b) w,(,(,)) —i—wf,}) +w£,%).
(©) (@ -+l |2|DN) + DY),

(@) (@) + ol |H|P)) + o).

(e) Las correcciones del tercero y cuarto orden a la energia.

(f) Las correcciones del segundo y tercer orden a la funcién de onda.

»”

3. Para el operador hamiltoniano H = > + %kx2 + ¢, en donde ¢ es una constante, calcule:

(a) Las correcciones del primero y segundo orden a la energia.
(b) Las correcciones del primero y segundo orden a la funcién de onda.
Use al oscilador arménico como el sistema de referencia.
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4. Una particula de masa y se mueve en el intervalo [—a, a], con un potencial de la forma

oo |x| >a
V(x) = A(l—”") x| <a -
a
Utilice como sistema de referencia a la particula encerrada.
(a) Calcule la correccién del primer orden a la energia.
(b) Evalde el resultado para A = j: oE1-
P2

5. Considere al operador hamiltoniano A = ﬂ + 1k)c + Bx3, en donde B es una constante.

Use al oscilador arménico como el sistema de referencia. Calcule:
(a) El braket {j|x3|k).
(b) Las correcciones del primero y segundo orden a la energfa.
(c) La correccién del primer orden a la guncién de onda.

6. Se tiene el operador hamiltoniano H = 5— + %kx2 +7x*, en donde ¥ es una constante. Use

al oscilador armdnico como el sistema de referencia. Calcule:
(a) El braket (j|x*|k).
(b) Las correcciones del primero y segundo orden a la energfa.
(c) La correccion del primer orden a la funcién de onda.

7. Loskets |1), ]2) ., |g) son kets degenerados del operador O. Demuestre que la combinacién
lineal |f) = 14 | j) es un ket propio del operador O con el mismo valor propio que los
kets degenerados

8. Utilice los operadores de ascenso y descenso del momento angular orbital y del espin para
obtener una expresion del operador L S Verifique que se obtiene la forma de la ecuacion
(10.95).

9. Obtenga los vectores propios de la matriz de la ecuacién (10.100) para los dos vectores
propios calculados en el texto.

10. A partir de la ecuacién (10.107), evalte los elementos de la matriz J2, J5 = (v|/?|v)).
Verifique que se obtiene la matriz de la ecuacion (10.113).

11. Obtenga los valores propios de la matriz de la ecuacién (10.113).

12. Verifique que los vectores de las ecuaciones (10.103-104) son vectores propios de la matriz de
la ecuacion (10.113). Identifique el valor propio y el valor de nimero cuantico del momento
angular total, J.

13. Repita el procedimiento del texto para obtener los kets de la ecuacién (10.131). Estos kets
son kets propios de los operadores J2 y J3.

14. Sustituya la ecuacién (10.134) en la (10.133) y resuelva para las funciones f () y u(7).

15. Demuestre que la ecuacion (10.135) es la solucion de la ecuacién (10.133).

16. Demuestre que la condicién de la normalizacién de la funcién de onda (10.135) conduce a la
ecuacion (10.136).

17. Verifique que el operador de la ecuacién (10.147) es hermitiano.

18. Verifique que las ecuaciones (10.149-150) provienen de la (10.148), con las aproximaciones
descritas en el texto.

19. Sustituya la ecuacion (10.157) en la (10.154) y simplifique el braket del operador Z.



11. La suma de los momentos angulares.

La presencia de los diferentes tipos del momento angular, orbital y del espin, y de mas de una
particula produce un momento angular total, sumado vectorialmente. Debido a que las componentes
del momento angular no conmutan entre si, no es posible determinar todas las componentes de la
suma de los vectores. Por esta razén, es necesario contar con un método para sumar los momentos
angulares en la mecénica cudntica.

Sean f] y JE dos momentos angulares, el momento angular total, J, es la suma de ambos,

J=TN+D, (11.1)

en donde los operadores de las partes conmutan, [J_i ,JE] =0, debido a que actdan sobre coordenadas

diferentes. Como consecuencia, el momento angular total también conmuta con sus partes, [J ,Jk} =

0.

Para identificar a las funciones propias del momento angular total es necesario contar con un
conjunto de operadores que conmuten. En este caso, estas funciones son las funciones propias de
dichos operadores. Normalmente se consideran dos opciones.

(a) La primera opcién toma al conjunto de los operadores de los momentos angulares indivi-
duales, {flz, jzz’ f13, f23} Para estos operadores, los kets propios son |j1,j2;m1,m2>, que
consisten en el producto directo del conjunto de kets propios de cada operador individual de
momento angular. A este conjunto de kets se le denomina la base desacoplada.

(b) La segunda opcién consiste en tomar a los operadores {fz,flz,fzz,fz}. Estos operadores
tienen los siguientes kets propios, |j ji jo m j>, y se les llama la base acoplada.

Es importante mencionar que ambos conjuntos de kets forman una base del mismo espacio
vectorial y, por tanto, son matematicamente equivalentes. Sin embargo, una base puede ser mas
comoda que otra para alguna aplicacion particular.

Un ket de la base desacoplada, D> = ‘ J1 jz;m1m2>, cumple con las propiedades siguientes,

RD) = k(e + 1Y2|D),  Jis

D) = myi|D). (11.2)

Mientras que, para un ket de la base acoplada, [A) = | jji jam;),

Pla)=i(i+1y2|4)

TRIAY = jii + )% |A)- (11.3)
I|A) =milA)
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Los valores propios.

Para determinar a los valores propios del momento angular total es necesario analizar con
mas detalle ambos conjuntos. El momento angular total es la suma vectorial de los momentos
individuales, ecuacion (11.1). Entonces,

Jo = Ji3 + . (11.4)

Si se aplica este operador sobre un ket de la base desacoplada, se encuentra que es ket propio del
operador J.,
J|D) = J13|D) + 3

D) = (m1 +m)i|D) = mfi|D). (11.5)

Esto es, el ket |D) es un ket propio del operador J. Pero, de acuerdo con la ecuacién (11.3), el valor
propio es m;. Asi que, m; = my + my, Ademas,

(mj)max = (m1>max + (mZ)maX = j1+J2,

(i = )i+ (12} =~ -+ ). o
Por lo tanto, el valor mas grande que se puede obtener de j es
Jmax = J1+ j2, (11.7)
y, los valores de m; correspondientes son
mj=—(jmax);- -+ Jjmax = —(J1 +J2)s-- -, j1 + Jo- (11.8)

Para determinar el valor minimo de j es necesario conocer el nimero de kets que hay en la base
desacoplada. Estos kets provienen de un producto directo,

D) = |jrjasmima) = | jimy) | joms). (11.9)

Entonces, hay n = (2j; 4+ 1)(2j2 + 1) kets en la base desacoplada. Este es el mismo nimero de kets
que hay en la base acoplada. Ya que, ambos conjuntos son bases del mismo espacio vectorial. Por
lo que,
Jmax=j1+/2
n= Y (2j+1)=2i+1)2p+1). (11.10)
J=Jmin

Al igualar ambas expresiones y resolver para jmin, S€ tiene que, jmin = ‘ Jj1— j2|. Asi,

1= | <i<ii+ i (11.11)

Las funciones propias.

Dado que ambos conjuntos de kets forman una base del mismo espacio, los kets de la base
acoplada son una combinacién lineal de la base desacoplada,

ljjram;) =Y, err.i??rj;l2<jlvj2)‘jlj2;mlm2>v (11.12)

my,my

en donde los coeficientes son las proyecciones siguientes,

Cottne (1, 12) = (s jjijom; ) (112

Estas proyecciones se denominan los coeficientes de Clebsh-Gordan o los simbolos 3. Dichos
coeficientes garantizan que los kets de la base acoplada sean kets propios de los operadores
{JAZ,J?,JE,JZ}. A continuacién, se muestran algunos ejemplos en donde se calculan estos coeficien-
tes.
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Ejemplo. El momento angular total de un aGtomo hidrogenoide.

En un 4tomo hidrogenoide, el momento angular total del electrén es la suma de su momento

angular orbital, L, y del espin, S, con s = %

3 a\2 " 5 5 A
2= (L+S> — 240l 5+ 82
— 124§ 420585+ L. 8 +L-8, (11.14)
.];:I:3+SA3

En general, los kets de la base acoplada satisfacen la ecuacién de valores propios

j2
<ﬁz> |jlsmj) = j(j+1)]jlsm;). (11.15)

Por lo que, al sustituir la ecuacion (11.12) en la (11.15) y proyectar sobre el bra (Is;m'm,|, se tiene
que,

- J? jm,
Y Cont- (L) <ls;m'm; =) ls;mms> =j(j+ 1)C,f1’,'fl,j1§(l,5)- (11.16)
m,mg
O bien, ) ;
Z Cyjyi'j;};(l,s) (]z)m’,mg;m,mx = /(J + I)Czimg (l’s)‘ (1117
m,mg

Usando la notacién matricial, la ecuacidn anterior se escribe en la forma siguiente,
22 L. =
JC=j+1)C. (11.18)

En este caso, la matriz del momento angular total contiene los elementos
j2
(‘]z)m/,mggm,mx = <1S;ml7m; Py

i ls;m,ms>

=1(l+1 >6m,m/ 5mmm./v +s(s+1 )Sm’ml 5mx,m§
+ 2mms Oy 6’nsvm,/r

. 11.19
+ /(L =mA41) (1 +m)(s+ms+ 1) (s — my) ( )
5mfl,m/ ms+1,m,
+/(Hm+ 1) (I —m)(s—mg+1)(s+m;)
5m+l,m/ 5mx7 1,m},
En forma similar, A
J.
(;) | jlsmj) = mj| jlsm;) (11.20)
y para las componentes,
e (1.5) { 5ol | s =m;Ch", (I 11.21
Z s (1,8) ( Lsym’,m 5 |lssm,ms ) =m; m,,m;(,s). (11.21)
m,my
Esto es, ] .
Z C,Jn’::;{,(l,s) (m+ms)6m,m’8ms,m§ = (m/—i—ms)C;;,’jZé(l,S). (11'22)
m,mg
Por lo tanto, al igualar los resultados de las ecuaciones (11.21-22), se tiene que
mj — (m+mg)| G (1,s) = 0. (11.23)

Entonces, cuando
mj = m-+m, (11.24)
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el coeficiente puede ser distinto de cero. Mientras que, en el caso contrario, m; # m+my,
;s
Covin(1,s) =0, (mj #m+my). (11.25)

Adicionalmente, algunos coeficientes son cero atn cuando la condicion m; = m + m; se cumple. El
valor de todos los coeficientes proviene de la solucién de la ecuacién (11.18), para cada uno de los
valores de j en el intervalo ’l — s| <j<lIl+s.

Para determinar a todos los coeficientes, es necesario aplicar la condiciéon de normalizacién.
Asi,

1= <jlsmj’jlsm] Z ’C,i,’:{q (I,s ) =C-C Z‘C]mlmrmv (11.26)

m,my

11.3.1 Los orbitales del tipo s.

Para los orbitales del tipo s, [ =0y s = % En este caso, la matriz del momento angular total
toma la forma

5 (m,my)
j 1 1
rold) (-1
(m',my) (0, %) % 0
1 3
0.=3) | 0 i
Observe que, en este ejemplo, la matriz jz es diagonal en la base desacoplada. Por lo tanto,
JU+1)=3, (11.27)
Y J = jmax = Jmin = % Adicionalmente,
2051) = [Yooe),  [4,0,5,~1) = Yoo ). (11.28)

11.3.2 Los orbitales del tipo p.
Enestecaso, /=1y s= % Entonces, la matriz del momento angular queda en la forma

=2

J (Lz) (L,=3) (03) (0,=3) (=L3) (=1,—3)
Ly | 2 0 0 0 0 0
(1L,-H) 1] o I V2 0 0 0
(0,1) 0 V2 a 0 0 0
©0,-H1 o 0 0 q V2 0
(1,%1) 0 0 0 V2 I 105
(-1L,H| o 0 0 0 0 L

Los valores de j provienen de los valores propios de la matriz J2,

(i—) (%—)6)—2]2

= (% -2 (f-
2 2
P e
15 2[ 2 59 9\2 81, 45]° (11.29)
= (3% [x —23x+(3) _T+T}
- (59 :

Asi, j= § g Por lo que, los valores de j cumplen con la condicién siguiente,
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Primero, se resuelve para j = % Cuando m; = %, el unico coeficiente distinto de cero de la

ecuacion (11.23) es

— 3/2,3/2 01 1
=07, (Ls). (11.31)
Entonces,
C = ¢[1,0,0,0,0,0] =[1,0,0,0,0,0], (11.32)
Y7
3153) =[11:33) = |Yna). (11.33)
Param; = %, s6lo dos coeficientes de la ecuacién (11.23) no se anulan,
— 32121 — 320241
=07/ (1,%), =G, (1,%). (11.34)
Asi,
FC=70,c2,¢3,0,0,0] = IS¢, (11.35)
que equivale al sistema de ecuaciones siguiente,
C2+\f€3 Cz, \[Csz 116’3 145(73 (11.36)
Por lo que, c3 = \/icz. Entonces,
C=c, [0,1,\6,0,0,0} C B = vy + /2 Yo a), (11.37)
Y,
3/2,1/2 1\ _ 1 3/2,1/2 1\ _ 2
Clﬁl/z (175) - \/; Co,1/2 (175) — V3 (11.38)
En forma similar,
%717%7_%>: %’Y10ﬁ>+ §’Yl _1(X>,
111 1 1 2
f)lviu_§>:\/;|Y10ﬁ>_\/;’Y1ﬂfla>a (1139)

5 )= \[\Yuﬁ +\[|Y1006
1 Y1,-1B).

Ambos conjuntos de kets forman dos bases distintas del mismo espacio vectorial. Entonces,
ambas bases estan relacionadas a través de una transformacion lineal,

% ’2’ 2>

Esto es,

Xaco = Cides .

F 13 1 1 3\ -
5:1,3,3)
311 3
5L3=3)| =
1111
15’ ’lf §1>
31,3, -3)]
- 3/23/2 3/2,3/2 3/23/2 1 11.4
i Cii)2 o (11.40)
. . . 1‘ l
/: / /: / /: / ‘1715,152
3/2,-3/2  3/2,-3)2 3/2,-3/2 1,050,
Cili) Cillip Coilin 1.2 o2
1/2.1/2 1/2,1)2 1/2,1/2 Loy 1
C1,1/2 C17—1/2 C—l,—l/z Lai=l=3
V212 f12-12 cV/2-172
LC112 1,-1/2 112 4

(11.41)
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O bien,
|jmax jl j2 jmax> |jl>j2;jlaj2>

aco —

<
@l

: : (11.42)
| jmin J1 j2, = jmin) 1, 25 —J1, = j2)

Observe que los renglones de la matriz C corresponden a las componentes de los vectores propios

de los operadores J? y J.,

1 0 0 0 0 0
o Vi V3 o o o
0o 0 0 z 1o
~ 1 3 3
C(l=1,5=3)= 0 0 0 \0[ \0[ ) (11.43)
2 1
0 -3t o 0 o
0 0 0 I =3 0

11.3.3 Los orbitales del tipo 4.

El mismo procedimiento se aplica para los orbitales del tipo d. La matriz de los coeficientes de
Clebsh-Gordan es la siguiente,

C(2.5) =
10 0 0 0 0 0 0 0 0
o JI & o 0o 0o o 0o o o0
0O 0 0 \@ \/g O 0 0 0 0
000 0 0 0 i I o o o
o0 0 0o 0o 0o o0 \@ \@ 0l. (11.44)
o 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 —\/g \@ o 0 0 0 0 0 0
000 0 /i i o o 0o o o0
000 0 0 0 /2 /i 0o o o0
0 0 0o 0o o 0 o /I -\Jto

11.4 Problemas.

1. Evalde la suma de la ecuacién (11.10) y resuelva para jpiy-

2. Utilice las relaciones de la ecuacién (11.14) para evaluar los brakets de las ecuaciones (11.19)
y (11.21).

Obtenga los valores y vectores propios de la matriz J > de 1a seccioén 11.3.1.

Resuelva la ecuacién (11.35) y normalice el vector de la solucidn.

5. Repita el procedimiento de la seccién 11.3.2 y verifique que los vectores propios restantes de

W

la matriz j2 corresponden a los de la ecuacién (11.39).
6. Verifique que la matriz de los coeficientes de Clebsh-Gordan, para/ =2y s = %, corresponde
ala ecuacion (11.44).



12. Los dtomos polielectronicos.

Entre los sistemas cudnticos mds sencillos de interés en la quimica, estdn los &tomos polielectré-
nicos. Como ya se comenté anteriormente, slo para los 4&tomos hidrogenoides es posible obtener
la solucién exacta. La presencia del operador de la repulsion electronica impide la separacién de
la ecuacién de Schrédinger en ecuaciones de menor complejidad. Por esta razén, en este capitulo
se plantean diferentes modelos para obtener algunas descripciones aproximadas de la estructura
electrénica de los sistemas atomicos. También, se analiza aqui el problema de la bisqueda de la
solucidén exacta.

El hamiltoniano de un sistema atémico con N electrones tiene la forma

A RN N o N-1 N o
A=-—-YVi-z¢Y —+4 Y Y —=T+V, (12.1)
2u = i=17i i=1 j=i+1"ij
en donde
R ﬁz N ) R R . R ) N 1
TE—*ZV,‘, V =Vie + Ve, Vie=—Zq Ziv
zuu i=1 i=1 T
N-1 N 2 2 2
N 1 q 1 q 1 9 e
Ve = ¢° —=1ly__ZIy '~ ¢ = . (12.2)
¢ =1 j:;-i-l Tij 2 ;’jrij 2 ; rij 47580

La suma primada indica que los indices de la suma no pueden ser iguales. En particular, para el
operador V,,, los términos con i = j no estdn incluidos en la suma. Asi, la funcién de onda depende
de las coordenadas de los N electrones y de sus espines,

‘PZ‘P(?]G], 7262,...,7/\/6]\/). (12.3)

Por lo que, la ecuacién de valores propios de la energia es una ecuacion diferencial parcial en las
3N dimensiones espaciales y N dimensiones del espin. La presencia del operador de la repulsién
electrénica ocasiona que el operador hamiltoniano de un 4tomo no sea separable. Por tanto, para
obtener la solucién de la ecuacién de Schrodinger, es necesario resolver la ecuacién directamente.
Este es un problema muy complicado, incluso para los &tomos con dos electrones. Por esta razén,
se recurre a uso de modelos simplificados, que permiten analizar algunas propiedades generales de
los sistemas atémicos.

Por simplicidad, se elige un sistema especial de unidades para trabajar con sistemas atémicos y
moleculares. A este sistema se le denomina el sistema de las unidades atémicas. La definicién de
este sistema de unidades estd basada en asignar una unidad atémica a un conjunto de constantes
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fundamentales que aparecen frecuentemente en la ecuaciones de la mecdnica cudntica. Asi que, se
escoge la asignacion siguiente,

h=1ua, m,=1ua, qz:lua7 e=1ua,

2 (12.4)
ap = 5 = 1 ua,
Meq

en donde la abreviatura ua representa una unidad atémica.
= Ejemplo 12.1. En el sistema de unidades atomicas, la energia hidrogenoide queda en la

forma 2 9 2 2
. Z°q VA VA
E(hldro) — = —&H — = ——— 12.5
2aon? 0202 22 (122
2
en donde & = 9 _ 1 ya. Parael hidrégeno en su estado basal,
ao
f; (hidro) _ _% ua = —1 Hartree (12.6)
Z=1, n=1

Tradicionalmente, a la unidad atémica de la energia se le denomina un Hartree. En estas
unidades, el operador hamiltoniano de un 4tomo toma la forma

= ZZVZ ZZ +zZ

ij rl]

;( -9 i)

ij rl]

12.7)

El modelo de las particulas independientes.

El modelo de las particulas independientes representa a un sistema de particulas sin interaccién.
En el caso de un 4tomo, la repulsién entre los electrones no estd presente. Para este modelo, el
operador hamiltoniano es separable,

A

H~Hpy=T+V, = ith‘d“’), (12.8)

Mz

I
_

en donde los sumandos son operadores hamiltonianos hidrogenoides,

2 (hidro) I Lo zq

h; =— : . 12.9
: TG (12.9)
En este caso, la funcién propia es un producto de funciones monoelectrénicas, uy,
¥ (#,...,F Huk ) (12.10)
que son kets propios del operador hamiltoniano hidrogenoide,
™) i) = g )
= |ml
g ZZ ) ZZ
G=—3 5 =—3805
aop n} ny
Mientras que, la energia del 4tomo es la suma de la energias individuales, &,
N
Ep =Y &, (12.12)
k=1

que son los valores propios del mismo hamiltoniano hidrogenoide.



12.1.1

12.1.2

12.1 El modelo de las particulas independientes. 153

» Ejemplo 12.2. La energia del estado basal del atomo de litio (1s°2s'), en el modelo de las
particulas independientes, es

Li(1s22s! Li Li 9 1 81
EPII( 5o ) = 281;+82S1 = —78()(2"‘ Z) - —§£0 .

El comportamiento cualitativo.

Para analizar el comportamiento cualitativo de las propiedades energéticas de este modelo, se
consideran las especies con sus capas totalmente llenas. Esto es, los atomos en donde los orbitales
estdn ocupados para todos los valores del nimero cudntico n, desde 1 hasta N,,,,. Asi, para un
sistema de este tipo, la energia se calcula en la forma siguiente,

Nmax n—1 Nmax  n—1
En=) Y, Z 2sn_2anZ Z 1
anll Omn:l—l =0m=-1 (1213)

=2 Z &y Z (2l + 1) = —EOZZNmaXa
=0

en donde se han colocado dos electrones en cada orbital. En forma similar, el nimero de electrones
de este sistema corresponde a

Nmaxn—1 1
=Y Y ¥ 2= 1IN Nmax +1) 2Nmax +1). (12.14)
n=1[=0m=—1

Esta expresion cibica no permite obtener una relacién simple entre N 'y Npax. Sin embargo, para un
sistema con muchas particulas, Npax > 1, esto es posible,

N=~2ND ... (12.15)
Asi, la magnitud de la energia crece como una potencia del niimero de electrones N,
Er~—g72(3N)'". (12.16)

= Ejemplo 12.3. Para un 4tomo neutro, N = Z. Asi que, la ecuacién (12.16) proporciona una
relacion entre la energia y el niimero atémico,

E~—g(3) Z}. (12.17)

Es importante mencionar que en este modelo, la ausencia del operador de la interaccion entre
los electrones ocasiona que el orden de los orbitales sea distinto al orden de llenado de los dtomos
reales. Por lo que, los sistemas con capas llenas son andlogos a los gases nobles. Aunque, no
tienen la misma configuracién electrénica y, por consecuencia, tienen un nimero de electrones
diferente. También, es importante recalcar que la aproximacién realizada para los 4&tomos con
muchas particulas, Npax >> 1, introduce una aproximacion adicional. Este punto se analiza mas
adelante. La tabla 12.1 muestra el valor aproximado de Ny, obtenido con la ecuacién (12.15). Los
valores de la tabla permiten concluir que el valor de Ny, estd sobrestimado practicamente por una
constante.

El dtomo de helio.

Para el atomo de helio, la configuracién electrénica del modelo de las particulas independientes
coincide con la real, 1s%. Los pardmetros para este 4t0mo son Nya = 1, N =2y Z = 2. Por lo
tanto,

Eff = —gy7> = —4 ua. (12.18)
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Tabla 12.1: Los dtomos con sus capas llenas en la aproximacién de las particulas independientes.

Nmax  configuracisn N (3N) 1/3
1 1s? 2 1.4

2 1522522 p® 10 2.5
3 1s?...34"° 28 35
4 1s*...4f% 60 4.5
5 1s%...5¢'% 110 5.5
Al comparar esta aproximacion con el valor experimental, ES(% = —2.905 ua, se observa una

desviacién importante. La energia de ionizacidn presenta un comportamiento similar,

e — gle” _ plle — —%goZ2 AR %&‘OZ2 =2 ua, (12.19)
+ ' .
Ig% — ng;, —ng;, =0.905 va

El error es superior al 100 %.

En este modelo sin interaccion, la energia de ionizacién del helio representa la mitad de la
energia total. Por lo tanto, una forma de corregir el modelo consiste en suponer que los electrones
sienten la presencia de un nicleo con una carga distinta, denominada la carga nuclear efectiva
(&). Esta carga ficticia es el resultado del balance entre la atraccion nuclear que experimenta cada
electrén y la repulsion debida al otro electron. El modelo de particulas independientes, bajo la
presencia de una carga nuclear efectiva, lleva a la energia siguiente,

Epf (§) = —&&>. (12.20)

La carga nuclear efectiva se elige de tal forma que se reproduce el valor de Eg% Entonces,

_EHe
Ce = ;"P =1.70. (12.21)
0

La constante de apantallamiento, S, estd definida como S = Z — {. Esta cantidad representa el
nimero de protones que son apantallados por la presencia de los otros electrones en el dtomo.
Para el atomo de helio, Sy = 0.30. Por lo que, dentro de este modelo, la repulsion debida al otro
electrén del orbital 1s tiene un efecto equivalente al 30 % de un protén.
Desde luego que esta modificacion no es perfecta. Al calcular la energia de ionizacién con este
modelo, ésta representa la mitad de la energia total,
I =—1ER (§) = —1ER = 16y0? = 1.45ua. (12.22)

exp —

Es decir, hay una sobrestimacién del 60 %.

Esta no es la tinica forma de introducir el concepto de la carga nuclear efectiva y su genera-
lizacion para los &tomos con mds electrones no es sencilla. Sin embargo, las estimaciones recién
evaluadas permiten mostrar las deficiencias que aparecen al sobresimplificar el problema.

El modelo polinomial.

En los 4tomos con sus capas llena, la relacién entre N y Np,x S€ aproxima asintéticamente,
Nmax > 1, ecuacién (12.15). La dependencia entre ambas variables se analiza con més detalle. La
ecuacion (12.14) se escribe asi,

N = %Nmax (Nmax + 1) (ZNmax + 1)
1 1 . 12.23
nggax(H )(H > ( )
. Ninax 2Nmax

(12.24)

Sin embargo, es claro que
N> 2N}

max?
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s |

Figura 12.1: La gréfica de la funcién f(x) = $x(x+1)(2x+1).

y la tabla 12.1 muestra una regularidad interesante.

Las variables N y Npax estdn relacionadas por la ecuacién ctibica de la ecuacion (12.23). Es
importante mencionar que, en general, una relacidn cibica no es invertible. La Figura 12.1 indica
que la relacion entre estas dos variables no siempre es uno a uno. La relacién polinomial esta dada
por la funcién

fx) = tx(x+1)(2x+1). (12.25)
Esta funcién tiene tres raices reales, x =0, — %, —1. Por tanto, la funcién f(x) tiene un comportamien-
to oscilatorio en el intervalo [—1,0]. Ademds, f(x) presenta extremos en Xpay /min = —% (1 + %),

~ <2 _a2V3 ‘<2
con valores pequefios de la funcion, fiax/min = £ 57 ~ £0.128. Por lo tanto, parax > 1, la relacién
siempre es invertible.
Una forma de invertir la ecuacidn cuibica proviene de resolver el polinomio de grado tres,

X3P+ tx—3N=0. (12.26)

Al usar las férmulas de Cardano, se tiene que la raiz real para el caso x > 1 estd dada por

Nimax = X0
1/3 1/3 , 12.27)
= (3n)'" [{1+\/1—a} —I—{l—\/l—oc} }—; (
en donde | |
o= < 1. 12.28
308N = 301872 (12.28)
Por lo tanto, al desarrollar a la ecuacién (12.27) en series con respecto a @, se tiene que,
1/3 _ 1/3 k/3
Nows = GN)' 2 =1+ 0 (N 13) = G L e G0)*, (12.29)

k=0

conco=1,c = —%,cz = %, .... Note que el primer término corresponde a la aproximacion

asintética. Mientras que, el segundo coincide con la desviacién que se observa en la tabla 12.1. La
magnitud de los términos restantes disminuye al aumentar el valor de N.

De la combinacién de las ecuaciones (12.13) y (12.29), se obtiene una expresion para la energia
como funciébnde Ny Z,

EM = —e)ZNnas ~ 802 [ (3N)* = L+ 0 (V1)
. . (12.30)
——e(3) PN L2+
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O bien, como funcién de Z y la carga del ion, Q =Z — N,

3\1/3,7/3 0 173 1o 72
E(Z,0)=-&/(3) VA (1—2) + 580727 +.... (12.31)

= Ejemplo 12.4. Con la ecuacién anterior, se evalian algunas propiedades energéticas. La
energia de ionizacién, I = E(Z,1) — E(Z,0), la afinidad electrénica, A= E(Z,0) — E(Z,—1),

la electronegatividad de Mulliken, s = *Aa y la dureza de Pearson, p = I — A se calculan

con la ecuacién (12.31). Cada uno de los parametros anteriores, tiene una dependencia
distinta con Z. Esto es,

Ex—-Z7"3 T1az*3 Aoz, 1232
v < 23, mpoc 2! ‘

Alternativamente, la electronegatividad y la dureza se obtienen por derivacién directa,

()] o G
- \d0/, ’ - \90%/,

La tendencia experimental de las propiedades atomicas en la tabla peridédica es conocida. Al
descender en un grupo, la energia de ionizacidn y la afinidad electrénica disminuyen. La tendencia
de la ecuacion (12.32) es opuesta. Este comportamiento muestra que la ausencia de la repulsién
electrénica tiene un efecto enorme en la estructura electrénica. Por lo que, el operador de la
repulsién no puede ser omitido.

o Z'3. (12.33)
0=0

0=0

La repulsion como una perturbacion.

Por el momento, se mantiene la forma de la funcién de onda aproximada, Wpy, y el operador de
la repulsion se incluye como una perturbacidn, Seccidn 8.2. Entonces, el sistema de referencia es
el modelo de las particulas independientes. Para el estado basal del 4&tomo de helio, la funcién de
referencia es un producto de funciones hidrogenoides y un factor del espin,

@) = (W) = furgn) /3B — Bot) = iy (F)urs (72) /@B — B} (12.34)
Mientras que, la aproximacién del primer orden a la energia toma la forma siguiente,
Erp ~ Ep; +w!V, (12.35)

en donde la correccién del primer orden es el valor esperado del operador de la repulsion, ecuacién
(8.25),
wit) = (WF Ve [ W)

N s (12.36)
= [ () (o) i s () s () 071072 = S0
Asi,
Ewp~eg|-2°+3Z],  Emp~-275ua (12.37)

En esta aproximacion, la energia es mds cercana al valor experimental que en el modelo de las
particulas independientes, ecuacién (12.18).

El método variacional permite obtener una mejor aproximacion a la energia, a través del uso de
una familia de funciones exponenciales,

vis (§,r) =A(§)e ¢, (12.38)
En este caso, el valor esperado de la energia depende del pardmetro variacional, £,

E=f({)= <V1sV1s A

VigVs) - (12.39)
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La mejor aproximacién a la energia del estado basal, dentro de este modelo, se obtiene con la
minimizacién con respecto al pardmetro §, Seccién 9.2.3. El minimo en esta familia de funciones
se localiza en Cpin =Z—5/16y

5 5\°
Eyar = mi = f(lmin) = —&0Z% |1 — — 12.4
vk = minf(£) = £ (Gon) = 60 [ SZ+(16Z)] (12.40)
Para el helio, Z =2, (¢ = 1.6875, Stis, = 0.3125y
Efir = —2.85va. (12.41)

Este valor se acerca atin més a la energia experimental.
En general, para los 4tomos polielectrénicos, la energia hasta el primer orden en la teoria de
perturbaciones tiene la forma

N 2
. N ) 124
i=1 ij
en donde las integrales de repulsion se reducen a las integrales de dos particulas siguientes ,
7 < ”i}l> ~1,,. u]>
u; (%) u;j (7;) dr;dr;
[7i—7] . (12.43)

7 [
/ L), () Ay

|r1—r2\

]

]]‘uluz >:q2<uiuj
1

q2<u1u2...u

7 (ijlij) =

A este tipo de integrales se le denomina las integrales coulémbicas. Estas integrales se evalian
1

con las coordenadas esféricas y el desarrollo del operador r|, en armonicos esféricos, ecuaciones
(8.22-23),
s X 1
(1J|l.]) = /Rnili(rl)Ylimi (Ql)anlj(FZ)Yljmj (-QQ) ‘?l _;_.\2‘

Rﬂi i(rl)Yl'mi ('Ql) (I’z)Y] imj (92) drldrz

12.44
ﬂ221+1 {IZ niling, 1) + 1 (nj, Lz, 1) ’ ( )
1
. Z 13 (lj,mj;l,m)lé‘ (li,mi;l’m)
m=—1
en donde
12 n' l/ I’ll / Rzlll r L/ R2 /2+Ldr dr
(12.45)

L (l ,m ;l,m) = /Ylikm/(Q)Y,/m/(Q)Y,m(Q)dQ

El teorema virial y el escalamiento.

Para los sistemas con una energia potencial de tipo coulémbico, el teorema virial establece una
relacién entre las componentes de la energia,

2(T) = — (V). (12.46)

Sin embargo, cuando se usan funciones aproximadas, esta relacién no necesariamente se satisface.
En esta situacion, es posible modificar a la funcién aproximada para obtener una mejor aproximacion
de la energia.
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Sea |®) = ®(7,...,Fy) una aproximacion a la funciéon de onda. Mediante el cambio de la
escala, ;; = N7, con ) > 0, se construye una funcién nueva,

|) = Dy (F1,...,Ty) = NN 2D (07, ... ,nTy)

. . (12.47)
=N (7),...,7)
= Ejemplo 12.5. La funcién escalada, |®;,), estd normalizada,
(@ | D) :/|c1>,, (Frye Py Pdr . diy
= T]3N/CI)* a,...,?N)(I)(?l,...,?N)d?l d?N
(12.48)

_/‘(I) l‘l, l‘N ’ d T]I’N)

:/‘Cb l‘l,...,lN)‘ dll...le:<q)’q)>:1

El valor esperado de las componentes de la energia se evaliia siguiendo el procedimiento del
ejemplo 12.5. Asi, se obtienen los resultados siguientes,

(T)y = (Py|T|®y) =
Vg = q’n’V\q’n>=l 22 < ‘ >
| (12.49)
-2 Y (0 <I>n> nwv).
En = (@n|H|®y) =n*(T)+n (V).
La minimizacién con respecto al pardmetro 1] permite obtener la energia minima,
v)?
Ep, =———. 12.50
Tmin 4 <T> ( )

Si [@Pexact) € la funcion exacta, esta funcién cumple con el teorema virial y Nmin = 1. Por lo que,
esta funcién no cambia al aplicarle este procedimiento, |Pexact) = | P, )- Por otro lado, para una
aproximacién que no satisface el teorema virial, el cambio de escala mejora la aproximacién de la
energia. Ademas,
1
B == (g = $ V.- (1250
Por lo que,
-2 <T>nmin = <V>nmm' (12.52)

Ast, la funcién reescalada tiene una energia menor. Ademas, satisface el teorema virial.
= Ejemplo 12.6. Considere a la funcién del modelo de las particulas independientes para el
@) = |Ppy), con

(Ty=2% (V)=-22"+3Z, E™~-275ua=E}. (12.53)

Esta aproximacién no satisface el teorema virial. Asi que, al aplicar el procedimiento descrito
en esta seccion se obtiene

5
Nmin = 167 <1,

Ey,=-724+32- 2, (12.54)

EpS ~ —2.85ua= Eysg.

Ademas, la funcién de onda cambia. La funcion reescalada @y, representa una mejor
aproximacion a la funcién de onda. La distribucién de probabilidad radial estd en la Figura
9.3.
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El método de Hartree.

En 1928, Douglas R. Hartree propone un método para incluir la repulsién electrénica en forma
intuitiva. La funcién de onda tiene la misma forma que el modelo de las particulas independientes,
N

wh) =197 7). (12.55)

i=1

La diferencia radica en que, cada una de las funciones monoelectrénicas, los orbitales de Hartree
{9H(7)}, es solucién de una ecuacion particular de los valores propios,

hi'oft = ellof!. (12.56)

A este conjunto de ecuaciones se les llama las ecuaciones de Hartree. El operador hf’ toma en
cuenta la repulsion que siente el electrén 7, debida a los otros electrones,

7H 7 (hidro) 2 Iz{* (}’/) ¢]:_I (l"/> — ﬁz 2 H /=
) +q Z/ dr = _ﬂv + Ve (7). (12.57)
1 —r

i —
k#i r d

Este operador corresponde al operador hamiltoniano de un electrén que se mueve en el potencial
efectivo de Hartree,
H /= _ Zqz P
Vi, (F) ===+ Y Ik (7). (12.58)
ro =
#i
El potencial efectivo contiene a la atraccién nuclear e incluye a la repulsién generada por los otros
electrones. La repulsién se evalda a través del potencial electrostatico producido por cada orbital,

N\ (12
Ji (7) qu/‘%wd;’. (12.59)

F—r

Las ecuaciones de Hartree forman un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas.
Estas ecuaciones se resuelven por aproximaciones sucesivas. Se parte de una aproximacion inicial,

0 . . 0 .
{«p,f )}, y se calculan los potenciales efectivos, {Ve(ff)k}. Con estos potenciales se resuelven las
ecuaciones de Hartree para obtener la primera aproximacién de las soluciones,

{0} = {vie} = {0} = {vitk} = - (12.60)

Este procedimiento se repite hasta se alcanza la convergencia,

(n+1) (n)
Veg‘,i - Veg’,i

¢.("+1) _ (Pl(”)

1

< 8. (12.61)

<€,

Originalmente, el criterio de la convergencia sélo involucraba a los potenciales efectivos. Por
esta razdn, a este procedimiento se le denomina el método del campo autoconsistente, SCF
(Self-Consistent Field).

Es importante mencionar que, los orbitales de Hartree no son ortogonales. Esto se debe a que
cada orbital proviene de un hamiltoniano diferente. Esto es, cada uno de los potenciales efectivos
contiene términos distintos.

En los 4tomos de capa cerrada, los potenciales Ve}fIfJ son esféricamente simétricos. Por lo que,
cada ecuacién de Hartree es separable en el sistema de las coordenadas esféricas,

(plg{ (F) = Rk<r)Ylkmk(97 (P),

m d Rl (L +1) (12.62)
T ourtdr ("Ri) W+Ve¥f,k(”) R = &Ry

En este caso, se resuelve un sistema de ecuaciones radiales.
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Para un conjunto de orbitales dado, la energia se calcula con la funcién de onda del método de
Hartree, que es el producto de orbitales de la ecuacion (12.55),

Ey = (¥n|H|¥nH)

N . 2
<‘I’H‘il§hldm) lPH> + %Z /<‘PH

1 ij

<¢, o)+ "22 <¢, ol —

h1dr0

I
™M=

1 , 12.63
ool > (1269

I
—_

I
=
N(‘O

+
=
5\
<

7/

—
=

. 0 : . ‘. .
en donde las integrales €; ', denominadas las integrales monoelectronicas, incluyen a los operadores
de la energia cinética y atraccién nuclear, ecuacion (12.9), y se definen en la forma siguiente,

" = (o]

h1dr0

¢l> (12.64)

Mientras que, las integrales bielectrdnicas,

Jij=q <¢I¢J‘r121’¢l¢]> (9i|J;|0i) = q* (ijlij) = Jji, (12.65)

estdn asociadas con el operador de la repulsién electrénica.
= Ejemplo 12.7. Para el dtomo de helio, el método de Hartree proporciona una ganancia
energética pequeiia,
EHe = —2.86 ua. (12.66)

Sin embargo, para los 4tomos con un mayor nimero de electrones, el efecto es mas relevante.

El teorema de Koopmans.

La energia de un catién se puede aproximar usando la funcién de onda del sistema neutro.
Suponga que es posible remover al electrén k y que los otros electrones atin quedan descritos con
los mismos orbitales (no hay una relajacién de los electrones como respuesta a este cambio). En
este caso, la energia del catién, dentro del modelo de Hartree, toma la forma

Ef=Y e’ +1 Y g (12.67)
i#k i, j#k
Ast, la energia de ionizacién se aproxima por

L=E; —En~—&" Y Jq. (12.68)
J#k

Pero, al proyectar la ecuacién de Hartree, ecuacién (12.56), sobre el bra <¢E ,

= (01| A |of") = & + ¥ J. (12.69)
7k
Por lo tanto,
L~ —¢g. (12.70)

Esto es, los valores propios de las ecuaciones de Hartree son una estimacion de la energia de
remocion de un electrén. A este resultado se le conoce como el teorema de Koopmans.

Si se suman todos los valores propios de la ecuacién (12.69), no se obtiene la energia de Hartree.
Sin embargo, se tiene que,

Y& =Eu+3), T (12.71)
k ij
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Por lo tanto, los valores propios no representan a la energia de cada particula. De hecho, en un
sistema con interaccion, en general, la energia no es separable. En este modelo, la energia es una
combinacién de los distintos tipos de integrales,

0
En=Y el =1 ;=Y e +1¥ 7y, (12.72)
k ij k ij
Incluso, la energia se escribe como un promedio,

Ea=1Y (ef'+¢”). (12.73)
k

Normalmente, las ecuaciones de Hartree se resuelven numéricamente. Aunque, también se usa el
método de la combinacidn lineal de funciones.

Los orbitales del tipo Slater.

Los orbitales del tipo Slater (STO, Slater Type Orbitals) son funciones parecidas a las funciones
hidrogenoides. Sin embargo, sus integrales son mas sencillas. Por esta razén, se utilizan con
frecuencia para resolver problemas atémicos. Estas funciones son el producto de una potencia por
una funcién exponencial,

13\ 12
65T () — (853) Q&R 5%, (0. 9). (12.74)

y estdn normalizadas.
= Ejemplo 12.8. Los STO 1s y 2s son las funciones siguientes,

STO (7) = 571356—513"" STO (F) = 5—23‘5 re " (12.75)
Ls T ) 2s 3T 2s : ’

Este tipo de funciones no son ortogonales. Para las dos funciones anteriores se tiene que

3/2
(977°1937°) = MM. (12.76)
(éls + §2s)
Dado que los STO son funciones no negativas, la integral de traslape <¢iSTO ‘ () jSTO> siempre

es positiva.

El método de ortogonalizacién de Gram y Schmidt.

El método de Gram y Schmidt se utiliza para ortogonalizar a un conjunto de funciones. Sea
{|¢:)} un conjunto de funciones linealmente independientes que no es ortogonal. Este método
provee un algoritmo para construir un conjunto ortonormal {|y;)} al combinar linealmente a
las funciones originales, {|¢;)}. Preferentemente, las funciones del conjunto inicial deben estar
normalizadas.

El orden en que numeran las funciones del conjunto inicial es arbitrario. Por esta razén, el
conjunto final depende de la forma en que se ordenan las funciones. Asi, se toma la primera funcion,

1x1) = 1) (12.77)

La segunda funcién del conjunto ortonormal se construye como una combinacién lineal de la
segunda funcién del conjunto inicial y las funciones de la base ortonormal que ya se tienen. En este
momento sdlo hay una,

lx2) = a2 [|92) + ot [ 21)] - (12.78)

El coeficiente bp; proviene de la condicién de la ortogonalidad con las funciones de base nueva,
(x2121) =0, y ay, de la normalizacién, (ya|x2) = 1.
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En general, parai > 1,

|xi) = a;
]:

i1
|¢i>+zbij‘)(j>] : (12.79)
=1

De tal forma que, (xx|x;) = 0, para k < i. Asi,

i1 —1/2
bi = — (Xk|9i) , a; = (1 -y \bik\2> : (12.80)
k=1

= Ejemplo 12.9. Para un conjunto de orbitales del tipo Slater, {|¢l-STO> }, las funciones ortogo-
nalizadas tienen la forma

20) =197™°)
22) = a2 [|957°) + bar |21)]

23) = a3 [|657°) +ba1 1) + b2 |x2)] (128D
en donde
by =—(x ‘¢2STO> =- <¢1STO‘¢2STO>
a=(1-b3) "
b31 =—(21|057°) = (977°|957°) ) (12.82)

by = — (22|937°) = —az [(#57°[937C) + ba1 (¢77°[937)]
a=(1-b% —b%)""?

Todas las integrales se calculan directamente usando la ecuacion (12.74).

12.5 Los estados cudnticos.

El estado cudntico de un sistema microscépico estd caracterizado por un conjunto de niimeros
cudnticos asociados con los operadores que conmutan con el operador hamiltoniano y que, ademads,
conmutan entre si.

En un dtomo polielectrénico, los operadores del momento angular orbital total y del espin total
conmutan con el operador hamiltoniano,

N

Z: zia LZZZZ:ZZlZJ,
i=1 ij
ul 'y y ~ (hidro) 1.2 / 1
L=) Ly, A=) n""+34) '—, (12.83)
i=1 i=1 i tij
A.1% =0, [A.L] =0,
[A,8%] =0, [A,S.] =0,

aunque, [I-Al,lA@,?i] # 0.
Si se toma en cuenta el acoplamiento espin-6rbita, Seccién 10.3.2, se incluye el operador

—

L-S. (12.84)

750 zq
2232

En este caso, es necesario considerar al momento angular total,

[A5°.]] =0, [A5°,J] =o0. (12.85)
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Esto es importante en los 4tomos con varios electrones desapareados, como es el caso de los metales
de transicion, los lantanidos y los actinidos.

La informacion sobre las caracteristicas de cada estado, (L, S, J), se presenta en un simbolo
denominado el término espectroscépico. Este simbolo tiene la forma

2+, (12.86)

en donde 25+ 1 es la multiplicidad y L se representa por una letra, en la misma forma que en los
orbitales hidrogenoides. Pero, ahora, se usan con letras mayusculas, L: 0 =+ S, 1 =+ P,2 = D,....
» Ejemplo 12.10. Cuando L =0, S =0y J = 0, el término espectroscépico es ' S.
AlcasoL=1,5= % yJ= %, le corresponde el término espectroscépico es 2Py /2-
Cuando L =2, S =1y J = 1, el término espectroscépico es >Dj.

Los dtomos de capa cerrada.

Un dtomo de capa cerrada tiene a todos sus orbitales completamente ocupados. Por lo tanto, los
electrones toman todos los valores posibles de m y m; que les corresponden. Entonces,

M =Y m=0, Ms=) mg=0. (12.87)

Este es el tnico valor posible de ambas sumas, ya que no hay otra forma de acomodar a los
electrones. Por lo tanto, L =0y S = 0. Y, en consecuencia, J = 0. Este estado es un singulete S'y le
corresponde el término espectroscépico ! Sy.

Los dtomos hidrogenoides.

En este caso, slo hay un electrén, S = s = % L=1Ij= ‘l - % , 1+ % Asi, el término espec-
troscépico depende del orbital ocupado. Para los orbitales 1s, 2s, 2p, ..., se tienen los términos
espectroscopicos siguientes, 125, /25 225, /25 12P, /25 12p, /25 ---- El primer nimero se utiliza para

distinguir a los estados con el mismo término espectroscopico.

Los atomos con un electrén en su capa abierta.

Para un d4tomo con sélo un electrén en su capa abierta (metales alcalinos, grupo del boro, ...)
tiene los siguientes valores de M; y Ms,

My =Y mi=m", Ms =Y ms;=m;, (12.88)

en donde m* y m; son los valores de m y my del electron desapareado, respectivamente. Asi, se
tienen los términos espectroscopicos siguientes:

ns! ‘ np1
L=0,M,=0,S=1[L=1M=-1,0,1,5=3
281/ Pij2, 2Py

Observe que, estos sistemas tienen los mismos términos espectroscépicos que un dtomo hidroge-
noide.

El grupo del carbono.

Para el estado basal de los elementos del grupo del carbono (grupo 14), los dos electrones
desapareados estdn en el mismo orbital p. Asi, [} =L =1y s; =5 = % Los valores posibles del
momento angular total son L=0,1,2y S=0,1.

Al tomar en cuenta el principio de exclusién y la indistinguibilidad entre los electrones, el
nimero total de estados para dos electrones en un grupo de n orbitales resulta ser %n(n —1). Porlo
tanto, para n = 6, hay 15 estados.

El principio de exclusién impone las restricciones siguientes:

(1) Sim; = my, entonces. my | 7 my .
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(2) Cuando my | = my 2, se tiene que, m; # my.
Estas condiciones se toman en cuenta en la construccion de las tablas siguientes.
El nimero cudntico M, corresponde a My = m; +m». Entonces, M} toma los valores siguientes,

My 1 0 -1
o B a B a P
| a 2 1 1 0 O
B |2 1 1 0 O
0 a|l 1 0 -1 -1
Bl1 1 0 -1
1 al0 0 -1 -1 -2
Blo o -1 -1 -2

Por lo tanto, los valores de My, indican que L=0,1,1,1,2.
En forma similar, para Mg = m; 1 +m 2,

Mg 1 0 -1

a B a B a P

| a 0O 1 0 1 O

B0 0 -1 0 -1

0 all O 1 0

Bl0O0 -1 0 0 -1

1 all 0 1 O 0
BloO -1 0 -1 O

Los valores obtenidos estdn asociados con S = 0,0,0,0,0,0,1,1, 1.
Finalmente, para M; = My + M,

M; 1 0 -1
| 2 2 1 1 0
2 1 0 0 -1
0 2 1 0 0 -1
1 0 O -1 -2
1 1 0 0 -1 -2
o -1 -1 -2 -2

Por lo que, J =0,0,1,2,2. Sin embargo, no todas las combinaciones de L, S'y J son permitidas,
ya que sélo hay 15 estados.

Para los casos en que m; = my y my1 # mgp, M = —2,0,2, Ms =0y M; = —2,0,2. Por lo
tanto, se tiene que la combinacion S =0, L =2y J = 2. A estos nimeros cudnticos les corresponden
al término espectroscépico ' Ds. Este término contiene 2J + 1 = 5 estados.

Atun quedan 10 estados por asignar. Pero, en la tabla de valores de My, se observa que sélo
quedan tres grupos con L = 1 (9 estados) y uno con L = 0 (un estado). En forma similar, atin hay
tres grupos con S = 1 y uno con § = 0. Mientras que, J =0,0,1,2. Elestadocon S=L=J =0
tiene asociado el término 'Sy. Por lo tanto, para los estados restantes, L=S=1yJ =0,1,2, se
tienen los términos espectroscépicos 3Py, *P; y 3B,

Para separar energéticamente a estos estados, es necesario incluir el acoplamiento espin-orbita,
Secciéon 10.3.2. Asi,

EjO(L,S) = (JLSM;|H®C|ILSM;)
—A(L-S)=3A(P-1*-&) . (12.89)
=IPA{JI+1)—L(L+1)-S(S+1)}
Cuando L y S estan fijos, la energia crece con J. Ademds, la separacion entre términos con
valores consecutivos de J estd dada por
EYO —EFO =RA(J+1). (12.90)
Los estados asociados con la configuracién np?* del grupo del carbono se representan en la Figura
12.2.
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3P,
240
P 3P1
3Po An

Figura 12.2: El esquema de la separacion entre los estados del triplete P de los &tomos del grupo
14, debida al acoplamiento espin-orbita.

P

.77})2

H H, +7, H, +1, +H, B=0

PI

Figura 12.3: La caracterizacién de los estados electrénicos de la configuracién np?.

12.5.5 Las reglas de Hund.

Existe un conjunto de reglas empiricas para predecir la estabilidad relativa de los diferentes
términos espectroscopicos asociados con una configuracién electrénica dada. A estas reglas se les
conoce como las reglas de Hund.

Las reglas de Hund son las siguientes:

(1) El estado de mdxima multiplicidad es el més estable.
(2) Para la misma multiplicidad, el estado de mayor L es el més estable.
(3) Sea nl* la configuracion electrénica de la capa abierta:
(a) cuando x < 2[4+ 1, el estado con menor J es el mas estable,
(b) cuando x > 21+ 1, el estado con mayor J es el més estable.
= Ejemplo 12.11. Para el 4tomo de carbono, los estados asociados con la configuracién
electrénica 15*2522p? son 'Ds, 18, 3Py, 3P, y 3Ps.
La primera regla de Hund indica que el estado triplete, 3P, debe ser el ms estable.
A partir de la segunda regla se tiene que entre los dos estados singuletes, aquel con el valor
mayor de L es més estable, E (lD) <FE (15).
El orden relativo de los estados de la configuracién de valencia np? estd en la Figura 12.3.

Para los 4tomos ligeros, normalmente, se acostumbra acoplar el momento angular orbital y el

del espin por separado. Finalmente, se obtiene el momento angular total,

i — L
Si_>S:>J. (12.91)

Por otro lado, para los dtomos pesados, lo mds comiin es acoplar la parte orbital con la del espin
para cada electrén. Al final, se genera el momento angular total,

é"_ = ji=J. (12.92)
l

El andlisis de los espectros atdmicos revela que no todas las transiciones electrénicas se observan.
La sistematizacién de la informacion de los espectros atdmicos condujo al establecimiento de unas
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“S

’S,

1/2

Figura 12.4: Los estados electrénicos de menor energia del 4tomo de sodio.

reglas empiricas para determinar la existencia de las lineas espectrales. Estas son las reglas de
seleccion.
En los dtomos, sélo se observan aquellas lineas en donde se cumple la regla de seleccién
AL = +1. Esta observacion es consistente con la prediccién de la Seccién 10.4.4.
= Ejemplo 12.12. El d4tomo de sodio presenta una linea espectral muy intensa de color amarillo.
La espectroscopia de alta resolucidn permite resolver esta sefial en dos lineas muy cercanas
con AA =~ 0.6 nm. Los estados del sodio se describen en la seccién 12.5.3. Las lineas
espectrales estan asociadas con el desdoblamiento del estado 2P debido al acoplamiento
espin-6rbita, Figura 12.4. El orden de los estados en la Figura 12.4 es consistente con las
reglas de Hund.

La solucion de la ecuacion de Schrédinger.

La obtencién de la solucién exacta de la ecuacién de Schrodinger para un sistema con N
electrones, significa encontrar las soluciones de la ecuacién de los valores propios,

H|¥) = E¢|%), (12.93)

en donde los kets |¥y) son funciones antisimétricas de N particulas.

Para garantizar la antisimetria de las funciones y realizar una bisqueda de las funciones propias
es necesario construir una base del espacio vectorial de las funciones antisimétricas de N particulas.
Para este propdsito, se parte del caso de una particula. Sea B un conjunto de funciones que forma
una base ortonormal en el espacio de las funciones de una particula,

B={0:(7)}, (12.94)

en donde <¢i ‘ 0] j> = 0;;. Para N particulas, la base se obtiene por medio de un producto directo,

BY = B(l) ®B(2) ... ®B(N)
= {161, (1) 81, (F2) ... iy (FW))}

en donde ¢ € B. Este procedimiento es similar a la construccién del espacio RY a partir del
conjunto de los ndmeros reales, R.

Dado que las funciones de la base de una particula son ortonormales, las funciones del conjunto
B" también son ortonormales. Sin embargo, las funciones de la base B no necesariamente son
antisimétricas.

(12.95)

Los determinantes de N x N.

Como ya se coment con anterioridad, una forma de antisimetrizar una funcién separable
consiste en construir un determinante de Slater con las funciones monoelectrénicas.

El determinante de una matriz de N X N es la suma algebraica de N! términos, constituidos por
todos los productos posibles de N elementos de la matriz, tomando uno de cada fila y cada columna,
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con signo positivo si los subindices forman una permutacion par y negativo si la permutacién es
impar. Por lo tanto, para la matriz

¢i1(1) ¢iz(1) ¢iN(1)
¢i1‘(2) ¢i2F2) - ¢iN‘(2) , (12.96)

¢ (N) 0, (N) ... ¢;(N)
su determinante cambia de signo si se intercambian dos renglones. Esta operacién equivale a
intercambiar a dos particulas entre si. El resultado de la permutacién de las dos particulas es

consistente con la propiedad de antisimetria de la funcién de onda. Adicionalmente, el determinante
es cero si dos columnas son iguales, lo que concuerda con el principio de exclusidn.

Las funciones antisimétricas de N particulas.

Al tomar en cuenta la informacion de la seccidén previa, una funcién antisimétrica de N particulas
proviene del determinante de la matriz (12.96),

1 ¢i1(1) ¢iN(1)
‘D?> D(n sy )(”17”27 7/\/)27
Vi ¢i,(N) ... ¢iy(N)|- (12.97)
f; ) Pay (1)Pay (2) - - Gy (N)

Esta funcion es un determinante de Slater. El simbolo P denota al conjunto de todas las permutacio-
nes de los N elementos, (aj,ay,...,ay),y p es la paridad de cada permutacién. Si el conjunto {¢;}
es una base ortonormal del espacio de una particula, el conjunto { ‘D;>} forma una base ortonormal
del espacio de funciones antisimétricas de N particulas.

(

en donde los elementos del vector i deben ser todos diferentes y, por conveniencia, se encuentran
siempre en orden creciente.

Toda funcién antisimétrica de N particulas es una combinacién lineal de las funciones de la
base. Por lo que,

> 5 (12.98)

i,j?

:Zq@ﬁ (12.99)
i
en donde la suma contiene un numero infinito de términos. Los coeficientes de la suma son las
proyecciones de la funcién |¥) sobre cada una de las funciones de la base,
C; = (Di|¥W). (12.100)
La condicién de la normalizacion toma la forma

Y |Gl =1. (12.101)
-

La solucién exacta de un problema que no es separable proviene de un ndmero infinito de
términos. Sin embargo, como aproximacion, se puede tomar un nimero finito de sumandos,

%ziqmm (12.102)

El caso mds simple consiste en tomar sélo un término en la suma, m = 1. A esta aproximacion
se le conoce como la aproximacion de Hartree y Fock, en donde la funcién de onda consiste en un
determinante de Slater, |¥) ~ |[¥yp) = |D).

Cuando m > 1, la aproximacién se denomina una interaccién de configuraciones (CI, Configu-
ration Interaction) y la funcién de onda estd formada por m determinantes, |¥) ~ |¥¢y).
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12.6.3 Las bases para una particula.

Existen varios conjuntos de funciones linealmente independientes que se usan para estudiar la
estructura electrénica de los d&tomos. Algunos de estos conjuntos se describen a continuacion.

(0

(1m)

(111)

(1)

Los orbitales hidrogenoides,
‘¢l> = |nilimi> = Rnili(r)Ylimi(97 (P), (12103)

conn=12,...,l=0,1,....n—1ym=—I[,...,—1,0,1,...,[, forman un conjunto orto-
normal. Sin embargo, este conjunto sélo es completo si se incluyen los estados no ligados,
E>0.

Los orbitales del tipo Slater (STO),

‘¢iSTO> _ Al_rn,-fleférylimi (Q), (12.104)

constituyen un conjunto que no es ortogonal, Seccién 12.4.2. Cuando todos los parametros del
exponente son iguales, & = &, el conjunto es completo si se consideran todas las funciones
con potencias enteras. En otro caso, se puede encontrar alguna dependencia lineal. Su forma
simple facilita el calculo de las integrales en los atomos.

Los orbitales gaussianos (GTO, Gaussian-Type Orbitals),

670) = N e (9)

1

22”"+%oc;l+% : (12.105)
(2n;—1)!/7

forman un conjunto no ortogonal que puede tener dependencias lineales. A diferencia de los
orbitales hidrogenoides, la pendiente de estas funciones es igual a cero en el nicleo y decaen
mds rdpidamente. Por esta razdn, se requieren mds funciones que en los casos anteriores. Por
otro lado, el célculo de integrales es mas sencillo, sobre todo en las moléculas.

Una opcidn que se ha vuelto muy atractiva es el uso de las ondas planas (PW, Plane Waves),

‘¢{W> = Az, (12.106)

Estas funciones forman un conjunto ortonormal. Por su periodicidad, se usan principalmente
en el estudio de los sélidos cristalinos. Aunque, también se usan en sistemas atémicos
y moleculares. En general, se requieren muchas funciones de este tipo para describir la
estructura electronica de los dtomos.

12.7 Un cdlculo del dtomo de helio.

Para obtener una aproximacién de la funcién de onda del 4&tomo de helio es necesario tomar un
ndmero finito de determinantes,

W) ~ Y CilDy), (12.107)
k=1

en donde los coeficientes, C= {C¢}, se determinan variacionalmente (Secci6n 9.3),

HC=EC, H;=(Di|A|D;). (12.108)

Con los orbitales hidrogenoides {q)] st P15 P25 Posp } se forman los determinantes correspon-
dientes a las configuraciones 1s2, 1s!2s' y 2s%. Con las dos primeras configuraciones se obtienen
cinco determinantes. Algunas propiedades de estos determinantes se muestran a continuacion,

i |D;) Mg S

L |¢sadsp O O ISo
2 |fuadop| O — [D2—D3)—>S=0 'S,
3 |¢p02a| O — [Da+D3)—S=1 3§
4 |¢13(x¢23(x‘ 1 3Sl
5 ‘q)lsﬁ ¢23ﬁ‘ -1 1 3S1
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Los determinantes D, y D3 no son funciones propias del operador $2. De hecho, en general,
un determinante de Slater no es funcién propia del operador del espin $2. Aunque, en este caso,
algunas combinaciones lineales de estos determinantes si lo son.

Como el hamiltoniano no depende del espin,

Hij < 6MSI.,MSJ.« (12.109)
Por lo tanto, la matriz del operador hamiltoniano estd formada por bloques,

Hy Hp Hsz 000
) Hyy Hypy Hyz 0 0
A= |Hy Hp Hy 0 0. (12.110)
0 0 0 Hy O
0 0 0 0 Hss

Los determinantes D, y D3 s6lo se combinan con otros del mismo espin. Por lo tanto, sélo se llevan
a cabo las siguientes combinaciones:

[¥1) = C11|D1) +Ca1 |Da—D3) 'Sy Ms=0
|¥,) = Coy |D1) +Cap |Dy —D3) 'Sy Mg=0
|¥3) = Cx2|D2+ Ds) 38 Ms=0 (12.111)
|¥,) = |Dy) 381 Ms=1
|¥s) = [Ds) 351 Mg =—1

Ademads, como el hamiltoniano no depende del espin, los diferentes miembros de un multiplete
son energéticamente equivalentes,

Ey = Ey = Es = Hyy = Hss. (12.112)

Asi, con las funciones descritas previamente, en la aproximacioén de Hartree-Fock, m = 1
(Seccién 8.2), se tiene que,
Eye = (Dy|H|Dy) = —2.75 va. (12.113)

en donde
D) = \@”1&(1)”15(2) [o(1)B(2) = B(1)e(2)]. (12.114)

La interaccién de configuraciones con tres determinantes genera una mejor aproximacion a la
energia del estado basal,
ES = (¥ |H|¥) = —2.85 va. (12.115)

= Ejemplo 12.13. La energia del estado basal del 4tomo de helio con un determinante de Slater
es igual a la de otros modelos descritos previamente. En el modelo de Hartree y Fock, se
tiene que,

A

Eff = (DA

Dy) = ENS = (Wpi|H|Wpr).

Esto se debe a que, en un estado singulete de dos electrones, aparecen las mismas integrales
en ambos modelos. Para otra situacion, esto ya no ocurre.

Las integrales con los determinantes de Slater.

Al desarrollar las aproximaciones de la funcién de onda como una combinacién de funciones
antisimétricas, aparece de forma natural la matriz del operador hamiltoniano, H;; = <D,-‘PI }D.,->.
Por esta razén es importante contar con un procedimiento que permita evaluar los brakets con los
determinantes de Slater.
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Un determinante de Slater tiene la forma siguiente,

1
|D>=ﬁ!¢1¢z-~-¢zv| \ﬁZ )" a, (1)0a,(2) - .- Pay (N), (12.116)
en donde P representa a todo el conjunto de permutaciones de (1,2,...,N). Cada permutacién
tiene la forma (aj,ay,...,ay). La suma en la ecuacion (12.116) incluye a las N! permutaciones de

(1,2,...,N). Finalmente, p indica la paridad de la permutacién (a;,a,...,an).

Los operadores de un cuerpo.

Se dice que un operador O; es un operador de un cuerpo si éste es una suma de operadores
idénticos, en donde cada uno de éstos actia sobre una de las particulas del sistema,

. N
01

o(i). (12.117)
1

= Ejemplo 12.14. Los operadores de la energia cinética y de la energia potencial niicleo-
electrén son operadores de un cuerpo,

PR

N 2
——V? .= (12.118)
S 2w l; i

El valor esperado de toda propiedad asociada con un operador de un cuerpo, usando un
determinante de Slater, se calcula en la forma siguiente,

ZZ D7 (0401, |0) |60 -0 )

INIPP/ (12.119)
1

L Y 1P (04008

Ve er

Para que un sumando sea diferente de cero es necesario que todas las deltas tengan indices iguales.
Esto es,
/ / /
a; =a, a, =ap,..., ay = ay, (12.120)

excepto por a;. Dado que ya se han elegido todos los valores excepto uno, a;. s6lo puede ser igual a
a;. Porlotanto, P=P,p=p'y

N.ZZ 9ai|0]9a;) = N|ZZ — 1)1(0,(0]¢a,)

1 a;

*ZZ k|0 ¢x) = *NZ (0c10]0) : (12.121)
=Y ( ¢k‘0’¢k
k

» Ejemplo 12.15. El valor esperado (T') se evalda asf,

ﬁZN

()= ifD) =5, 3

<¢l‘ ¢l>

12.8.2 Los operadores de dos cuerpos.

Un operador de dos cuerpos, O,, estd formado por la suma de operadores idénticos que actdan
sobre cada una de las parejas de las particulas del sistema,

0 =1Y. "0i, ). (12.122)
)

Observe que, el factor % elimina el conteo doble de las parejas.
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= Ejemplo 12.16. El operador de la repulsion electrénica es un operador de dos cuerpos,

0, = %6122 /
ij

1
}",'J'

Al seguir un procedimiento similar al caso anterior, se tiene que,

1

TP

PP

Y. 0 '~"<¢a;¢a;

1

=32 [(0110|0c0r) — (@19|0]9x )]
K

(02)

0

¢ai¢aj> By (12.123)

12.9 El método de Hartree y Fock.

El modelo mas sencillo que utiliza una funcién antisimétrica corresponde al método de Hartree
y Fock. En esta aproximacion, planteada originalmente por Vladimir A. Fock, la funcién de onda
es un determinante de Slater,
W) ~ [Wur) = |D). (12.124)
Ast, el valor esperado de la energia queda expresada como,
H

Eyr = (Wur|H|Pur) = (D

- 7 (hidro) | 4.
= I; <¢i‘h<hd ) ¢z>
q’ 1
+?lzj‘, [<¢i¢j — ¢i¢j> — <¢j¢i

ri2
= Zgi(()) + %Z(Jij _Kij)

ij

D)

1
ri2

. (12.125)
¢i¢j>}

Las integrales monoelectrénicas tienen la forma siguiente,

3,'(0) = <¢z

Mientras que, ahora aparecen dos tipos de integrales bielectrénicas,

1
m‘¢i¢j>

| .
m‘¢i¢j>

A las integrales J;; se les denomina las integrales coulémbicas y a las K;; se les llama las integrales
de intercambio. A partir de su definicion, se concluye que estas integrales son simétricas, J;; = Jji,
K;; = Kj;. Observe que la suma doble en la ecuacion (12.125) no estd restringida. Esto se debe a
que K;; = Jj;.

fl(hidro)

¢,->. (12.126)

=4 <¢i¢j

(12.127)
Kij=q" <¢j¢i

12.9.1 Las ecuaciones de Hariree y Fock.

Dentro de todos los posibles determinantes de Slater, la mejor aproximacién a la funcién de
onda serd aquella que tenga la menor energia,

Enr = min (D|A|D). (12.128)
{0}
(91]9;) = 8
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La minimizacién condicionada, con respecto a la funciones monoelectrénicas ¢;", se realiza con el
método de los multiplicadores indeterminados. En este caso, por cada condicién (la ortogonalidad
de las funciones monoelectrénicas) se incluye un multiplicador de Lagrange,

0= 6¢l5< ) [ HF {(Pk} Zklm ¢l|¢m> 5lm)

=56 [Z<"’7

Z<¢l¢m"’1 1‘¢m¢1 Zklm<¢l|¢m>]
Im .

7 (hidro)

¢z>+%2<¢z¢m|r;; 919
Im

(12.129)
_ jlhideo) g, (5 +q22/’ (>‘dr¢()
r— r ‘
(7)o (7)
ZZ / e G Z;L,m¢m('r
‘r —7r
En esta expresion aparecen diferentes tipos de operadores,
A E il h1dr0 (7‘),
2
)=gq L= Zlar | £,
(12.130)
On (7)) O ()N oy
)=¢q f (r’) dr’,
F=hO4 ] k%

El operador hidrogenoide 1% es un operador diferencial, j es un operador multiplicativo y kes
un operador integral. Al operador F' se le denomina el operador de Fock. Asf, las ecuaciones
variacionales, ecuacion (12.129), tienen la forma siguiente,

Floi) = (h+]—k)|9:) ZMW, (12.131)

Observe que el operador de Fock depende de los orbitales (¢ ). Por lo que, estas ecuaciones se
resuelven por aproximaciones sucesivas (el procedimiento SCF).

Las ecuaciones variacionales tienen semejanza con las ecuaciones de los valores propios.
Pero, no son de este tipo. Por este motivo, se busca una forma de transformarlas. Considere la
transformacion siguiente de los orbitales,

67y =Y Uilan), (12.132)
l
en donde los coeficientes se agrupan en la matriz U. Si se elige una transformacién unitaria,
o~ ~ T* ~ ~
UU =U U=1, (12.133)
. . . . . . ..
se tiene que, U ~ =U . Entonces, los coeficientes de la matriz unitaria satisfacen las condiciones

8;j =Y, UaUj; =} UpiUnj. (12.134)
l

m
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Ademds, la transformacion inversa queda en la forma

104) ngﬁ 7). (12.135)
Al aplicar esta transformacion a las ecuaciones variacionales, se llega a
F'lép) Z |00 (12.136)
en donde
= Y UnihinUp =UAU . (12.137)

im

Se elige a la matriz U como la transformacién unitaria que diagonaliza a la matriz A. Entonces,
A}, = &€ y se obtiene el conjunto de las ecuaciones de los valores propios siguiente,

F'lo)) =&l¢]). (12.138)

A estas ecuaciones se le conoce como las ecuaciones candnicas de Hartree y Fock (o, simplemente,
las ecuaciones de Hartree y Fock). Las ecuaciones candnicas, normalmente, se escriben en la forma
siguiente,

i oHF _ _HF  HF

Fo/" =g/, (12.139)

4
en donde el operador de Fock se calcula con los orbitales canénicos, |¢/1F > =|¢/).
La proyeccién de las ecuaciones de Hartree y Fock sobre el bra ( iHF\ conduce a una relacién
entre los valores propios y las integrales mono- y bielectrénicas,

1

e =¥ + Y (i — Ku). (12.140)
k
Por lo tanto, la energia del método de Hartree y Fock se escribe en varias formas, que son
equivalentes,
0
EHF:ZéIi( )—l—%Z(J,‘j ,J ZSHF 22 ij— l]
i ij

ST ( )

Y, al igual que en el método de Hartree, los valores propios del método de Hartree y Fock cumplen
con el teorema de Koopmans,

(12.141)

I~ —g. (12.142)

En la mayoria de los casos, la solucién de las ecuaciones de Hartree y Fock produce una gran
cantidad de orbitales. Los orbitales ocupados se utilizan para construir la funcién de Hartree y
Fock. Los orbitales adicionales (los orbitales desocupados) se pueden usar para formar los otros
determinantes que se necesitan para el cdlculo de una interaccién de configuraciones.

12.10 Problemas.

1. Evalde las sumas de las ecuaciones (12.13-14) y verifique los resultados del texto.

2. Obtenga los valores de la funcién definida por la ecuacion (12.25) en sus puntos criticos.

3. Evalde los brakets de la ecuacién (12.49) y verifique las expresiones del texto.

4. Obtenga el minimo de Ej, dada por la ecuacion (12.49). Ademds, verifique las expresiones
de las ecuaciones (12.51-52).

5. Utilice las relaciones obtenidas en la seccién 12.3 y compruebe los resultados del ejemplo
12.6.

6. Use el método de Gram y Schmidt para ortogonalizar el conjunto de las funciones del ejemplo
12.8.

7. Evalde la contribucién del acoplamiento espin-6rbita, ecuacion (12.89), en los diferentes
estados del triplete P de un dtomo del grupo del carbono.
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10.
11.

. Demuestre que el valor esperado de un operador de dos cuerpos corresponde a la ecuacién

(12.123).
El operador del espin total de un sistema de N electrones,

A N
Si- Y,
k=1

el

’

£-35-%
j=1

es una combinacién de operadores de uno y dos cuerpos. Obtenga una expresion de este
operador. Ademads, evalie el valor esperado del operador del espin total usando como funcién
de onda a un determinante de Slater.

Evalde el braket de la ecuacién (12.125) y verifique el resultado final.

Combine las ecuaciones (12.125) y (12.140) para demostrar las expresiones de la ecuacién
(12.141).
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Una molécula estd formada por N electrones y M nucleos. Para distinguir a unos de otros, se
usa la notacion siguiente. Se emplean los indices en mindscula para numerar a los electrones,

i,j,...=1,2,...,N. (13.1)
Mientras que, para los nicleos, se utilizan los indices en mayuscula,
AB,...=12,....M. (13.2)

La carga de los electrones es negativa, —e. Mientras que, para los nicleos, la carga es positiva,
Zae. La posicion de los electrones se denota con las variables en mintscula, 7;. Las posiciones de
los nucleos, se escriben con las variables en mayuscula, I_éA. Para la masa, se sigue una distincién
similar, u representa la masa de un electron y My la de un ntcleo.

El operador hamiltoniano molecular consta de varios términos,

FI:Tn‘{'Te“‘Vne"’Vee‘{'Vnn- (133)

Estos términos corresponden a:
(a) la energia cinética de los nicleos,

A ﬁ M 2
(b) la energia cinética de los electrones,
. ﬁ2 N
T.=——Y V% (13.5)
’ =

(c) la energia potencial de la atraccidn entre los nicleos y los electrones,

Z 13.6
Z AZ]RA—r,\ (13.6)

(d) la energia potencial de la repulsién entre los electrones,

ee—zz ‘

(13.7)

—rj‘
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(e) y la energia potencial de la repulsién entre los nicleos,

ZaZpq*

ZZ |Rs — Ry’ (138)

La funcién de onda depende de todas las coordenadas, tanto de los electrones como de los
nucleos,

) :T(?l,...,?N,ﬁl,...,ﬁM>, (13.9)

y satisface la ecuacién de los valores propios de la energia,
H|¥)=W|¥). (13.10)

Como en el caso de los 4tomos polielectrénicos, el hamiltoniano no es separable. Por lo que, sélo se
obtienen soluciones aproximadas. En este capitulo, se discuten tinicamente los métodos moleculares
basados en el uso de un determinante de Slater, el método de Hartree y Fock y algunos métodos
semiempiricos.

La aproximacion de Born y Oppenheimer.

Para reducir un poco la complejidad del problema, se asume la separabilidad entre la parte
nuclear y la electrénica. Max Born y J. Robert Oppenheimer proponen la aproximacion siguiente,

W) ~ |Qpo) = [PEODEC), (13.11)

en donde la parte electrénica, ‘Pel , depende paramétricamente de las coordenadas nucleares.
Mientras que, la parte nuclear, CI)EO, no depende explicitamente de las coordenadas electrénicas,

pBO _ yBO <?1,...,?N;R'1,...,1?M) . @BO — @BO (El,...,EM> . (13.12)

Adicionalmente, la parte electrénica debe ser una funcién propia del operador hamiltoniano elec-
trénico, H, = 1, + Ve + Vee, para una eleccion particular de las posiciones nucleares (el operador
hamiltoniano de la molécula con los nicleos fijos),

Ho [¥50) = (To+ Vie + Vee) [¥50) = ES° [¥20) - (13.13)

El operador hamiltoniano electrénico depende paramétricamente de las coordenadas nucleares,
{Rl, ... 7RM}, a través del operador V,,, = V,,.({R4}). Sus soluciones, ‘PEIO y EeBlO, también depen-
den de las mismas. Para cada conformacién de las posiciones nucleares, la funcion electrénica debe

estar normalizada,
0 0
(WP weP),, = 1. (13.14)

Si se aplica el operador hamiltoniano total a la funcién de la aproximacién de Born y Oppenheimer,
se tiene que,
H|Qpo) = 50) +@FO [V, WiP) + @O |V, PEP)

+<1>BO \v,mw O)+ @20 |T,%5°)
ﬁzszcp \\ S

el

= c1>§0 ]HelPE,C’} + R0 \V,mlPBO> + R0 |T wio)

+ | 1,0 |wBO) EZZVACD Ve

. (13.15)

= (ERP®R° + Vnnq>BO + 17,9,°) |lpe,0>

+ @20 |T,W00) h‘zz VAanO Vi
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Cuando las derivadas de la parte electrénica con respecto a las coordenadas nucleares son
pequefias, |[VAWEC| < 1y [VAWEP| < 1, los dos dltimos términos de la ecuacién (13.15) no
contribuyen significativamente. Entonces, queda un operador hamiltoniano nuclear aproximado,

I:I|QBO> ~ [Tn+Vnn +EeP;O ({EA}>} ‘CI)EO> ‘T]e3lo>
= 0,0 |2;°) %)

(13.16)

Al proyectar la ecuacidn anterior sobre el bra de la parte electrénica, <‘PE’,O }, queda una expresion
que sélo contiene a las coordenadas nucleares. La expresion resultante es la ecuacion de los valores
propios del operador PI,IE‘O,

HPO |@R0) = whO |@P0) . (13.17)

En este caso, el operador hamiltoniano nuclear aproximado queda definido como

A80 =1, 1V, ({EA}) + EBO ({R‘A}) = 7, + VBO ({ﬁA}) . (13.18)

Este operador hamiltoniano tiene una energia potencial efectiva, V2°, que incluye el efecto de la
parte electrénica como un promedio,

ERC ({Ra}) = (E° ({R4})

A ({Ra}) |50 (1Ra})) - (13.19)

La energia potencial efectiva, V.20 ({ﬁA}) , se denomina la superficie de la energia potencial (PES,

Potential Energy Surface) y depende de todas las posiciones nucleares. Este potencial contiene a la
repulsion entre los niicleos y la contribucidn electrénica,

VB0 ({1%) — Vi ({ﬁA}) 4 EBO ({R’A}) . (13.20)

Por lo tanto, para construir la superficie de la energia potencial es necesario resolver la ecuacién
de valores propios de la parte electrénica para cada conformacién molecular, ecuacién (13.13),
y sumarle la repulsién entre los nicleos. Una vez que se obtiene V30 ({RA}>, se resuelve la

ecuacion de valores propios nuclear, ecuacién (13.17). Finalmente, con la funcién aproximada de la
aproximacion de Born y Oppenheimer, se evalda la energia molecular,

(0| A[Q0) = (¥EOBEO|T, + 0, + A [#50RE)
= (@0 T + Vi + E° [P 8°)
= (PP DEO|PBOT, WwBP

| (13.21)
—ﬁZ; A (PEPDEO| vV, @0 . v, PBO)
+ (PECDRC|WEC (T, + Viu + ESC) 5O
Cuando los dos primeros términos no contribuyen apreciablemente,
(Qpo|H|Qpo) ~ (Yo °| WL (H,®0)) = W,°. (13.22)

En general, es muy complicado completar este procedimiento. En la gran mayoria de los casos,
s6lo se resuelve la ecuacidn de la parte electrénica (la aproximacidn de los ntcleos fijos).

Para una molécula diatémica (M = 2), la dnica coordenada relevante es la separacion internu-
clear, d. En este caso, la superficie de la energia potencial es una funcion de una variable. La Figura
13.1 muestra una superficie de la energia potencial tipica de una molécula diatémica.

= Ejemplo 13.1. Una aproximacién de la energia electrénica para el ion HJ, en unidades

atémicas, corresponde a

1Y ok 1 p2Y - i
<1—|—R>e R—J(3+3R+3R*) e R - 1t g

(1+R+1IR?) e R41

BO _
Eel -
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Figura 13.1: La superficie de energia potencial tipica de una molécula diatémica.

Mientras que, la repulsion entre los nicleos es V,, = 7 Asi, la superficie de la energia
potencial presenta un minimo que representa a la geometria estable del ion H; .

Para las moléculas con mds nicleos, la superficie de la energia potencial presenta maximos,
minimos y puntos de silla. Los minimos representan a las conformaciones moleculares de equilibrio

(los conférmeros estables). Mientras que, algunos puntos de silla estdn asociados con los estados
de transicion.

13.2 El método de Hartree y Fock molecular.

En las moléculas, el método de Hartree y Fock presenta una variante. Normalmente, no se
resuelven las ecuacidn diferenciales. El problema se transforma en uno algebraico.

En esta variante del método de Hartree y Fock, la funcién también se aproxima por un determi-
nante de Slater,

1
W) ~ [Whp) = |D) = —— RN 13.23
(W) = |WPur) = |D) mlwlvfz w| ( )

A las funciones monoelectrénicas, y;, se les denomina los orbitales moleculares y deben ser
ortonormales,

(wilw;) = 6. (13.24)

Los orbitales moleculares son una combinacién lineal de un conjunto de funciones auxiliares,

denominadas las funciones de la base. En muchos casos, las funciones de la base simulan a los
orbitales atémicos,

M na

Wi=) ) Ciajaj. (13.25)
A=1j=1

A este método se le conoce como el método de los orbitales moleculares como una combinacion
lineal de los orbitales atomicos, LCAO-MO (Linear Combination of Atomic-Orbitals Molecular-

Orbitals). Al conjunto de las funciones auxiliares se le llama el conjunto de la base y, normalmente,
se usan indices griegos para identificarlos,

{2u} ={0a;}- (13.26)

Asit, el desarrollo de un orbital molecular tiene la forma siguiente,

i) =Y Cuiltu), (13.27)
u=1
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en donde los coeficientes del desarrollo son ahora las incégnitas del problema. Del mismo modo, la
condicion de ortogonalidad queda asf,

(wilwi) =6, =Y CiiCviSuv, (13.28)
uv

en donde las integrales de traslape, Sy, estdn definidas como

Suv = ul2v) (13.29)

y se agrupan en la matriz de traslape, S.
» Ejemplo 13.2. Para el ion molecular H, la base mds sencilla consiste en un orbital hidroge-
noide s en cada nicleo, {9f., q)f’s}. Cada orbital hidrogenoide estd normalizado.
De acuerdo con la ecuacion (13.27), el orbital molecular del tnico electrén se escribe asi,

v =Cux1+Cuaxz,

endonde x1 = @{ y o = ¢f’s. La matriz de traslape queda en la forma siguiente,

= 1 S
S— 2|
S 1
en donde S12 = (x1|x2)-
Los dos nicleos del ion son iguales. Entonces, para el estado basal, los coeficientes son
iguales, Cj; = C51 = c. De la condicion de la normalizacidn, se tiene que,

1

V2(1451)

CcC =

Los tipos de bases.

Existen muchos tipos de conjuntos de la base. Pero, se clasifican genéricamente de acuerdo a
su tamafio. Una base minima consiste en una funcidn auxiliar por cada orbital atémico ocupado.
Se le llama base de valencia a un conjunto que sélo se usa funciones auxiliares para los orbitales
atomicos de valencia. Las bases extendidas son aquellas que contienen funciones adicionales. Las
funciones adicionales pueden tener el nimero cuédntico / més grande, o ser mds extendidas en el
espacio. En ambos casos, las funciones adicionales tienen como objetivo aumentar la flexibilidad
del conjunto de la base para representar mejor al sistema de estudio.

= Ejemplo 13.3. Una base minima para el benceno, CgHg, requiere de una funcioén auxiliar

para cada hidrégeno (1s) y 5 funciones para cada carbono (1s, 2s, 2p_1, 2po, 2p;. En total,
se requieren n = 36 funciones en este conjunto de base. Desde luego que, el conjunto de base
debe ser més grande si se desea una precisién mayor.

La densidad electrénica y el andlisis de la poblacion electrénica.

Una propiedad que se determina experimentalmente es la densidad electrdnica. El valor de esta
propiedad depende de la posicién en el espacio. En general, la densidad se acumula en las regiones
cercanas a los nicleos. La densidad electrénica se calcula como un valor esperado,

p () = (wlp (F)ly), (13.30)

en donde aparece el operador de la densidad,

N
pR=Y8(F-7). (13.31)
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El operador de la densidad es un operador de un cuerpo. En la aproximacién de Hartree y Fock, la
integral toma una forma sencilla,

pur (7) = (D|p (7 th (13.32)
Al utilizar a las funciones de la base, esta expresion se transforma en
pur (F) = ) CuiCvizgy (7) Zwau ) 2 (7), (13.33)
uvi

en donde P es la matriz de la densidad, que estd definida como,

Pyy = Z iCyi- (13.34)
Al integrar a la densidad electrénica, se obtiene el nimero de electrones de la molécula,
N= /pHF (7)dF = ¥ BuvSuy = Tr (3" (13.35)
uv

Cuando todas las funciones del conjunto de base estdn centradas en los 4tomos de la molécula,
es posible asignarle un nimero de electrones a cada dtomo. Sin embargo, este procedimiento es
arbitrario y los resultados de esta asignacién cambian de un conjunto de la base a otro.
= Ejemplo 13.4. Para la funcién de onda del ejemplo 13.2, los elementos de la matriz de la
densidad se calculan con la ecuacion (13.34),

2
PpV:C:;]CVI =C .

Entonces,
~ 1 1
_ 2
P=c L 1]
y
f’ST:cz(l+512) B }] )

o [ pal i i
Ast, Tr{PS } = 1. Esto es, la traza anterior corresponde al nimero de electrones.

El anélisis de la poblacién de Mulliken es una propuesta para la asignacién de los electrones a
cada 4dtomo de la molécula. En este modelo, la suma m4s externa de la ecuacién (13.35) se agrupa
por atomo. La suma de cada grupo representa el nimero de electrones que le corresponden a dicho
atomo,

Na= Y Y PuvSuv. (13.36)
peA v
Con esta definicidn, todos los electrones son asignados a alguno de los 4tomos de la molécula,

Y Na=N. (13.37)
A

Si ambas sumas de la ecuacién (13.35) se agrupan por dtomo, es posible definir un orden del enlace
para cada par de d4tomos en la molécula,

BOap = 2bap = bap + bpa, A #B, (13.38)
en donde
bas=Y ) PuvSuv. (13.39)
UEAVEB

De tal forma que, dentro de este modelo, se puede hablar de los electrones no compartidos del
atomo A,

Nj = baa. (13.40)
Estas cantidades estdn relacionadas por la ecuacién
Na=Ni+ ) bap=Ni+3% ) BOys. (13.41)

B#A B#A
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= Ejemplo 13.5. Un calculo de la estructura electrénica de la molécula HCN se reporta en la
referencia JACS 88, 2384 (1966). El nimero de electrones asignado a cada atomo con la
ecuacion (13.36) es el siguiente, Ny = 0.784, Nc = 6.139 y Ny = 7.075. La carga asignada a
cada dtomo se calcula como la diferencia entre el nimero atémico y el nimero de electrones
asignado, gg = 0.216, gc = —0.139 y gn = —0.075. Asi, la parte positiva de la molécula
corresponde al d&tomo de hidrégeno, como se espera para esta especie.

13.2.3 La solucién variacional.

Para determinar los coeficientes del desarrollo de los orbitales moleculares se usa el método
variacional. La energia dentro del método de Hartree y Fock depende de las integrales mono- y
bielectrénicas, seccién 12.9,

EHF_ZS +ZZ i —Kij] (13.42)

Al sustituir el desarrollo LCAO-OM, en las expresiones para ambos tipos de integrales, se obtiene a
la energia como una funcién de los coeficientes,

Cuz Z iCvi <X,u)]:l(0) Xv>

z,uv
> Y GG CviCsj

IJ;LVAO'
Xv%6> <X?L)Cu

o) {usfeny

—ZPuvHqurz Y. PuvPic|(HAlvo) — (Ap|vo)]
uvoi

(13.43)

Ahora, las integrales mono- y bielectrénicas involucran a las funciones auxiliares,

Ol )

) z
(0) Aq
W™ = 2u Z Ra—7] - (13.44)

Xv%a>

Los coeficientes de los orbitales moleculares, {Cm}, minimizan a la energia, manteniendo la
condicién de ortogonalidad,

H‘(ﬁ,) = <Xu‘il

2

(uAlvo) = <xm a

EHF = min E ({C/.u}) . (1345)
{Cu )
61] = Z/Jv CVJSuv

La minimizacién se realiza con el método de los multiplicadores indeterminados. Asi, se tiene que,

d
0= ac;, E({Cui}) ZAU (Z CviSuv — )] : (13.46)
O bien, 5
E
FToat Y Aii Y 8,60CyiSuy =Y SpCujii;- (13.47)
Yk ij uv jv

La derivada de la energia se evaliia de forma directa, a partir de la ecuacién (13.43),

8C* Zap aca;k :§Wcﬁk:§FyﬁCﬁk, (13.48)
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en donde la matriz de Fock estd dada por

JE

0
Fip = 55— =Hyg + Y Pio[(12|Bo) - (A7IBo), (13.49)
vB Lo
y depende de los coeficientes. Asi, la ecuacién variacional se reduce a
%chﬁk :Zﬁsyﬁcﬁj/\kj- (13.50)
J

Al aplicar la transformacién unitaria que diagonaliza a la matriz A, con los elementos A;; = §;;€;,
se obtienen las ecuaciones de Roothaan,

Y FpCoi =) 8jSysCpj = €k Y SysCoi- (13.51)
B iB B
Las ecuaciones de Roothaan en notacién matricial toman la forma siguiente,
FC, = &SCy . (13.52)
O bien,
(F—eS)C=0. (13.53)

Para que exista una solucién no trivial, es necesario que el determinante del sistema de ecuaciones
homogéneo sea igual cero. Por lo tanto,

|F—eS| =0. (13.54)

Al resolver esta ecuacion (la ecuacion secular), se obtienen los valores propios, {&}. Para cada
valor propio, se resuelve el sistema de homogéneo y se obtienen los coeficientes de los orbitales

moleculares, {Ck } Normalmente, estos coeficientes se agrupan en la matriz C,

C=1[C,C,.. . (13.55)

La matriz de Fock, Fj,y, depende de los coeficientes de los orbitales moleculares. Entonces, es
necesario resolver las ecuaciones (13.52) por el método de aproximacién sucesivas (SCF),

)~ FY =l —F) — ... (13.56)

uk

. e 0 . . o .
Para la aproximacioén inicial, C,S‘z, se puede utilizar la solucién del problema sin interaccién,

F= I:I(O). En este caso, se tiene un sistema lineal,
a%¢9 —s¢VA. (13.57)

De esta forma, se obtiene la primera aproximacion de la matriz de coeficientes, Cfgg. Con la
aproximacion inicial, se inicia el método iterativo hasta que se alcanza la convergencia.

En cada paso del método iterativo, se debe calcular la matriz de Fock, que depende de los
coeficientes y de las integrales mono- y bielectrénicas. Aunque la matriz de Fock es de dimensién
n X n, en donde n es el nimero de funciones auxiliares, se necesitan todas las integrales. El niimero
total de integrales también depende de n. Sin embargo, hay un nimero distinto de cada tipo. A
partir de su definicidn, ecuacién (13.44), se observa que la integrales monoelectrénicas tienen dos
indices. Por lo que, hay n? integrales monoelectrénicas. Las integrales bielectrénicas tienen cuatro
indices. Asf que, su niimero crece con mayor velocidad, n*. Este andlisis permite concluir que la
complejidad de este método crece rdpidamente al aumentar el nimero de funciones auxiliares. Esto
ocurre cuando el sistema es grande. O bien, porque se quiere un calculo muy preciso.

= Ejemplo 13.6. El benceno con una base minima tiene 36 funciones auxiliares. Entonces,

requiere ~600 integrales monoelectrénicas y ~400,000 bielectronicas.

Para fines practicos, se dice que el escalamiento del método de Hartree y Fock molecular es
proporcional a n*.

En el apéndice E, Los orbitales moleculares de un compuesto aromdtico, se encuentran los
resultados del cédlculo de la estructura electrénica del anién fenolato. Este material presenta un
andlisis breve de los resultados e incluye los célculos de otra moléculas relacionadas.
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Los valores propios.

Al igual que en el caso atomico, los valores propios de la ecuaciones de Roothaan estdn
relacionados con las integrales mono- y bielectrénicas. La multiplicacién de las ecuaciones de

Roothaan, ecuacién (13.51), por C;j 4> junto con la ecuacién (13.28) , conduce a

Y CoiFuvCok = & Y SuvCruCuk = & (13.58)
uv uv

Y, la suma sobre todos los orbitales moleculares ocupados lleva a

Y=Y PuvFuv = Te{FP" | (13.59)
k uv
Por lo que,
Ewe =Y Puv (H +Fuv) =3 Y (& +€”), (13.60)
uv k
en donde
=Y CiiCuHY). (13.61)
uv

Asi que, los valores propios estdn relacionados con la energia. Al igual que el caso de los
atomos.

Ejemplo. El ion molecular H; .

El ion molecular H; tiene un electrén. Entonces, no hay repulsién electrénica. Por lo que,
A, =h. (13.62)

Considere la base minima de los orbitales hidrogenoides 1s. Un orbital estd centrado en el niicleo a
y el otro en el nicleo b. Asi,

n=9 n=90., Vv=CQu+Gp, (13.63)
y
Fit = P = (91 [i®of,) = (00| ol ) = i,
. (13.64)
Fo=F)= <¢1as h<0)’¢f7s> =H.
Las ecuaciones de Roothaan, ecuaciones (13.53), quedan en la forma siguiente,
Hii Hp| = L S|z
=& C, 13.65
[le Hn} [S]Z 1 ] ( )
y los valores propios son las raices del determinante del sistema de ecuaciones,
0= |[A—e§| = (Hi —¢)’ — (Hin—eSi)>. (13.66)
Por lo tanto,
Hy +H Hy—H Hy £H
_Hu+ 12 11 12 g, = 11 12 (13.67)
14512 1—-S12 1£S872
Para la base de las funciones hidrogenoides, las integrales tienen los valores siguientes,
1 1
_ 1 —2R
it (1)
. (13.68)

le = _%Slz — (1 —|—R) e_R
Sp=e *{IR+R+1}
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Figura 13.2: La superficie de energia potencial del ion H; para los estados de enlace y de antienlace.

La energia electrénica de esta especie idnica es
EBC = 1Y (Fuy +HWY) Py = Y H) Py = 13.69
0 =33 (Fuv+Huy ) Puv =23 HuyPuy =& (13.69)
uv uv

Y al incluir a la repulsién nuclear, se obtiene la superficie de la energia potencial,

W(R) = EZO(R) 4+ V,,.(R) = e(R)+%. (13.70)
La Figura 13.2 muestra la dependencia de la superficie de la energia potencial con la separacion
nuclear. Sélo la curva del orbital de enlace presenta un minimo. Este punto representa a la geometria
estable del ion molecular.
Los coeficientes de los orbitales moleculares provienen de la solucién del sistema de ecuaciones
homogéneo (13.65), para cada uno de los valores de &,

0:(H11—8)C1+(H12—8512)C2 (13.71)
0:(H12—8512)C1+(H11—8)C2' ’
Asi,
G, = £(, (13.72)
y se obtienen dos orbitales moleculares. El orbital de enlace corresponde al caso con C; = Cs.
Mientras que, el orbital de antienlace tiene C; = —C;. Esto es,
Hy1+Hipp
= G =0C, |yp)=Ay (¢fs+¢f7s) =|[log)
1+S812
Hio —H ) (13.73)
11—
&= s, Ci=-C, |y )=A_ (‘Plas —¢f7s> =|[loy)

con Ay = (242515)" /2,

La densidad de probabilidad obtenida por la ecuacién (13.73) da origen a la Figura 13.3. En
el orbital de enlace, las contribuciones atémicas se suman en la regién entre los dos nicleos. El
incremento en la poblacidn electrénica en esta zona es la responsable de la estabilidad del enlace.
Por otro lado, en el orbital de antienlace, las contribuciones atémicas se cancelan en la zona
internuclear. Por esta razén, este estado es energéticamente desestabilizante. La tendencia de las
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9

-4
-4 -2 u] 2 4 -4 -2 u] 2 4

Figura 13.3: La densidad de probabilidad de los orbitales moleculares del ion Hj . El estado
de enlace estd en el lado izquierdo. Mientras que, el orbital de antienlace estd a la derecha. Las
posiciones de los nicleos estdn marcadas por las cruces.

curvas de ambos estados en la Figura 13.2 es consistente con la interpretacién que proviene de la
densidad de probabilidad.

Para la molécula de hidrégeno, H,, el determinante de Slater para la configuracién (lcrg)2 tiene
la forma

= 1016, (1)016,2) [2(1B(2) ~ B()ar(2)], (13.74)

D) = \/g’ll/lcrgallflcgﬁ
en donde @15, = |10,) = |y ) = AL (¢f + ¢?.) es el orbital de enlace. Al desarrollar,
D) = A% [9f(1)91,(2) + 97, (1)91,(2)
+ 01 (1)0f,(2) + 97,(1)91,(2)]
= |Weova) + [ Wionic)

off —Ba

13.75
7 (13.75)

El ket |Weova) se denomina la funcién covalente, debido a que las funciones de la base estdn
centradas en ambos niicleos. Mientras que, el ket |Wionic) se denomina la funcién iénica, por que
las funciones estdn en un solo 4tomo. La forma de estos kets es la siguiente,

o) =47 o105+ o0, 2)] 2P,
o8 ba (13.76)

[Wioie) = 4% [0, (161,(2) + o (1V0L,2)| ==~
Es importante comentar que estos dos kets no son determinantes de Slater.

En las moléculas también se usan métodos cudnticos con mds de un determinante de Slater.
Estos métodos estdn basados en la discusién presentada en el Capitulo 12. Sin embargo, este tipo
de metodologias no se discuten aqui.

El apéndice F, Los orbitales moleculares de la molécula HCN, muestra las graficas de los
orbitales de dicha especie quimica, obtenidos con el método de Hartree y Fock y el conjunto de
la base 6-31g+. También incluye una descripcion de las graficas del potencial electrostatico y la
densidad electrénica.

Los métodos semiempiricos.

La complejidad del método de Hartree y Fock crece muy répido con el tamafio del conjunto de
base. Por esta razén, desde hace mucho tiempo, se plante6 la posibilidad de simplificarlo. Entre las
aproximaciones mds populares, estdn los métodos semiempiricos. Estos métodos sélo incluyen a
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los electrones de valencia y desprecian o aproximan muchas integrales. Por lo que, su solucién es
menos complicada y permiten tratar problemas mas grandes. Muchos métodos semiempiricos estan
basados en la aproximacién ZDO. Esta aproximacién se describe a continuacion.

La aproximacion del traslape diferencial nulo, ZDO.

La aproximacién ZDO (Zero-Differential Overlap) tiene por objetivo reducir el nimero de
integrales y se expresa en la forma siguiente,
(1) (uA|vo) =~ (UA[UA) 8y bis-
(2) Suv = Ouv-
(3) Las integrales mono- y bielectrénicas se ajustan.
Asi, la matriz de Fock queda en la forma

Fuy = F2PO = HS) + Y Pro [(HAIUA) 8uv o — (ARIAL) 83y 8uo)
Ao
= Hy) + 8y Y Pas (MAIRA) = Y Py (ARIAR) 83 . (13.77)
A A

— H) + 8y Y Paz (AIRA) — Py (1v|uv)
A

Cada método semiempirico tiene un procedimiento particular para elegir el valor de las integrales
que son diferentes de cero.

El método de traslape diferencial completamente despreciado, CNDO.

En el método CNDO (Complete Neglect of Differential Overlap), todas las integrales bielectro-
nicas que pertenecen a la misma pareja de &tomos se consideran iguales,

(UA|UA) = Yac, ueA, A ecC. (13.78)
En este caso,
FSNP = H) + 840 Y acPec — asPav, W EA, VEB, (13.79)
C
endonde Poc =Y 1 ccPra-
Cuandou =v €A,
FENPO = B + Y YacPec — aaPuy, M EA, (13.80)
C

con

Hp(t(it) = <u‘i,(0)‘“> _ <‘u‘]fl(hidro)

u>+Z<u:ZCCIiu>

C#A Rc—¥ (13.81)
= Uuu + Z VAC
C#A
en donde las integrales hidrogenoides,
Ve = (p |9 | (13.82)

se evalian con algunos datos atémicos. Las integrales de atraccién con los otros niicleos tienen el
mismo valor para todos los electrones del 4tomo A,

Rc—7

—Z~q?
Vac = <u r”‘ u>, 1€ A. (13.83)
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Asi,
FipP® = Upy + Z?’ACPCC YaaPuu + Y, Vac
e . (13.84)
=Upp + Yan (PAA _Puu + Z YacPcc +Vac)
C#A

Para i # v, cuando ambas funciones pertenecen al mismo dtomo, i,V € A, las integrales
hidrogenoides son cero por la ortogonalidad, Uy, = 0. Adicionalmente, también se asume que el

producto x, xv ~ 0. Por lo que, H,SOV) ~0ySuy ~0. Asi,
FP0 = —maPuy, U,V EA. (13.85)

Para u # v,con u € Ay v € B# A, s6lo se consideran las contribuciones de los 4tomos involucra-

dos,
2
0 h Za Zp
Hl(“,)z U T Vz—q2 — + 1= \%
u 47| |Re—7

. 13.
= Buv = B/E?Suv (13:80)

FCNDO ﬁAB Suv — YaBPuv

Finalmente, la energfa se calcula con la férmula del promedio, ecuacién (13.60),

CNDO _ 1 onoo\ | @ o 1 ZiZ
E ZPNV (Hi + F™0) + Ly 2%, (13.87)
2 AB RAB

La primera parametrizacion de este método, CNDOQO/1, se hizo para los dtomos del segundo
periodo, del litio al fldor. Los pardmetros ysp y Vap se calculan con los orbitales del tipo s,

—Zpq*
Mg = (UVIUv),  Vap=(H|z— V) (13.88)

= Ejemplo 13.7. Tome a un d4tomo con la configuracién electronica de valencia 2s™2p". La
energia de este 4&tomo con el modelo CNDO se calcula asf,

CNDO __ CNDO
ECNDO _ | ZPu w (HER + F™)

Z Py ( ) 4+ FCNDO)
Con las expresiones de esta seccidn para las integrales moleculares, se tiene que,
ENPO = ZP#H Up + 344 (Paa — Puy))
1
+3 % Puv (—7aaPuv) . (13.89)
uv

=Y PunUup + 3744 PaaPas — 5¥an Y PuvPuv
m v

Ademas,
N=Y PuSuv =Y Puu = Pooy+Popop = Pia =m—+n. (13.90)
v u

Por lo tanto,

ECNPO — mUyg o5 +nUsp2p + %YAA (m+ n)2 — %YAA (m+n)

1 (13.91)
= mU2s,2s +nU2p,2p + E’YAA (m—|-l’l) (m—i—n — 1)

en donde Z#vPﬁv =m+n.
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= Ejemplo 13.8. Para el dtomo de carbono, la energia de la ecuacién anterior proviene del
promedio de todos los multipletes asociados con la configuracién 2p?, Seccién 12.5,

EgNDO: %E (3P) —|—15—5E (ID) +11—5E (15). (13.92)

Las integrales Uy, se aproximan por las energias de ionizacion atémicas de los electrones 2s
y 2p. Con estos datos, se fija el valor de la integral 4.

Las integrales del tipo 8 é%) se tratan como promedios,

1
BY = 5 (Bﬁo) + Béo)) : (13.93)

y se ajustan con los cdlculos SCF con una base minima.
La segunda parametrizacién, CNDO/2, modifica la forma de calcular algunas integrales de dos
atomos,

Vap = —Zpq*Yas- (13.94)

Los parametros atdmicos se relacionan con las energias de ionizacién y las afinidades electrénicas,

(13.95)

Entonces,
1 1
Upp = =5 (e +Au) = (ntm—=5 ) (lu=Au), Y =Iu—Ap. (13.96)

Existen muchos métodos més. Por ejemplo, el método de traslape diferencial parcialmente
despreciado (INDO, Intermediate Neglect of Differential Overlap) trata de mejorar la descripcion
molecular tomando en cuenta integrales de intercambio dentro del mismo 4tomo y ajusta de forma
diferente algunas integrales bielectronicas. Actualmente, los métodos més utilizados son AM1
(Austin Model 1), PMn (Parametrization Model n, n > 3) y MNDO (Modified Neglect of Diatomic
Overlap). Debido al gran nimero de aproximaciones involucradas en estos métodos, es muy
importante calibrar el método seleccionado para los sistemas que se desean estudiar.

El apéndice E muestra los resultados del anién fenolato obtenidos con el método AMI.

El método de Hiickel.

Erich Hiickel propuso un método para estudiar a las moléculas con enlaces dobles conjugados.
El método de Hiickel s6lo toma en cuenta a los electrones 7 de la molécula. Ademds, propone que
la interaccidn entre los electrones se modela por un potencial efectivo de un cuerpo,

N N
A=Y (W +V5E)) = X (). (13.97)
i=1 i=1
Dado que el hamiltoniano es separable, la solucién antisimétrica consiste en un determinante de
Slater. Los orbitales moleculares se construyen como una combinacion lineal del conjunto de la
base, que consiste en un orbital atémico p, para cada uno de los d&tomos del sistema conjugado.
El conjunto de la base se considera ortonormal. Asi, los orbitales moleculares toman la forma
siguiente,

M
vi= Y Caia, (13.98)
A=1

y, la condicién de normalizacién queda asi,
M
Y lcal = 1. (13.99)
A=1

En este caso, la matriz de traslape es una matriz identidad, Sqp = Oa5.
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Con estas consideraciones, el valor esperado de la energia es

Etiiickel = (D|Hu|D) = Z<1I/i Julwi)
A (13.100)
=Y CaiCoi (xa|fu|x8) = Y PasFip.
iAB AB
La matriz del hamiltoniano de Hiickel estd dada por
Fip = (xalfuxs) = <%AV1(O) +vi xB>. (13.101)

La minimizacién de la energia con respecto a los coeficientes, con la condicién de ortonormalidad,
conduce a la ecuacion de los valores propios siguiente,

Y FibCri=Y Cajhji=eficy,  F'C=8"C. (13.102)
5 7

En este caso, debido a la separabilidad del hamiltoniano, la energia coincide con la suma de los
valores propios,

=

' =Y PapFyp = Entiickel- (13.103)
i=1 AB

Los elementos de la matriz F ~ se aproximan semiempiricamente. Los términos diagonales s6lo
dependen del tipo de 4tomo,
Fil = oy, (13.104)

y se denominan las integrales couldmbicas. Los términos no diagonales, las integrales de resonancia,
se aproximan por cero, cuando los 4tomos involucrados no estidn enlazados quimicamente. Mientras
que, las integrales de resonancia dependen del tipo de los dtomos, cuando éstos estdn unidos por un
enlace quimico,

Fi - {ﬁgf o AY jrznclzzgdos . A#B. (13.105)
Los valores de ambos tipos de integral se fijan con algunos datos experimentales y existen varias
opciones descritas en la literatura.

Para un sistema en donde todos los dtomos del sistema conjugado son iguales, como los
hidrocarburos, las integrales coulémbicas son iguales entre si, oy = ¢¢. De igual forma, las integrales
de resonancia son idénticas, Bap = . Asi, la ecuacién de valores propios se simplifica con el cambio
de variable € = o — xf3,

(FH—(a—xﬁ)i>6‘:BM6‘:0, MC =0, (13.106)

en donde la matriz M es adimensional. Los elementos de la matriz M tienen la forma siguiente,

X, A=B
Msp =<1, Ay Benlazados . (13.107)
0, otro caso

Los valores propios, x;, son las raices del determinante de la matriz M y los coeficientes de los
orbitales moleculares son los vectores propios.
= Ejemplo 13.9. El formaldehido H,C=O tiene un enlace 7. El 4&tomo nimero 1 es el carbono
y el oxigeno es el &tomo nimero dos. Para los heterodtomos, como el 4tomo de oxigeno, se
usa la integral coulémbica ax = o + kxf3, con ky > 0 para los dtomos mds electronegativos
que el 4tomo de carbono. Asi, la matriz M es la siguiente,

~ X 1
M= [1 X+k0:| '
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Figura 13.4: La estructura del estireno con sus dtomos de carbono numerados.

Los valores propios provienen del determinante de la matriz anterior,

El estado ocupado, el estado de menor energia, corresponde al signo negativo del radical,

xi=—1 <k0+\/k(2)+4> <0.

Para este valor propio, se resuelve el sistema de ecuaciones (13.106). El orbital molecular
resultante es

V1 = c1(¢c —x190) .

Dado que x; < 0, este orbital es enlazante, las contribuciones de los 4tomos se suman en la
zona del enlace. Ademads, como ko > 0, entonces, |x;| > 1. Por lo tanto, la contribucién del
dtomo de oxigeno es mayor que la del carbono. Esto es, el enlace 7 es polar y domina la
contribucion del &tomo mas electronegativo.

= Ejemplo 13.10. Para el estireno (Figura 13.4), la matriz M tiene la forma

[(x 1 0 0 0 1 1 O]

1 x1 000O00O0

01 x10O0O00O0

~ 001 x1000
M= 0001 x10020 (13.108)

1 0001 x 00

1 00 00O0x 1

0 0 0000 1 x]

Los valores propios son

x~ £2.136,£1.414,+1.000, +0.662. (13.109)

El estireno tiene ocho electrones 7. En el estado basal, s6lo los primeros cuatro orbitales estin
ocupados. Dado que f < 0, la energia orbital es lineal con x. Por lo que, los estados ocupados
son aquellos con valores propios negativos de x. La energia de la molécula corresponde a

8
H
EHuckel == Z g = 2

i=1 i

(a—x;B) ~8a—10.424p. (13.110)

-

1

Los orbitales moleculares ocupados se representan esquematicamente en la Figura 13.5.
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L s

Figura 13.5: La representacion de los orbitales de Hiickel ocupados para la molécula de estireno.
Los circulos blancos representan a los coeficientes positivos. Mientras que, los circulos obscuros
representan a los valores negativos.

Con los coeficientes de los orbitales moleculares se construye la matriz de la densidad, ecuacién
(13.74),

N

Py = ZC/*\[CBia (13.111)
i=1

y con ésta se hace el andlisis de poblacién de Mulliken. De esta forma, el nimero de electrones &
asignados a cada dtomo coincide con el elemento diagonal de la matriz de la densidad, ecuacién
(13.36),

N
na =Y PiSap =Y Pasdap=Paa =) |Cail’. (13.112)
B B i=1

Desafortunadamente, con este procedimiento no se puede asignar un orden de enlace siguiendo
el modelo de Mulliken. Sin embargo, existe otra opcion. La expresion de la energia se separa en
contribuciones atdmicas y de enlace,

Enuckel = ZPABFA}}; = ZPAAFAI}I; +) 'PrpFyp
AB A AB

=Y nqoy+2 PABFH
; A,BZ<A A , (13.113)

=Y maoa+ Y basPas
A

AB<A
enlace

en donde bap = 2P4p, cuando los d&tomos A y B estan enlazados quimicamente. Por lo tanto, cada
dtomo contribuye a la energia total con ns 04. Mientras que, cada enlace 7 contribuye con bagfag.
Asi, a la cantidad bsp = 2P, se le asigna el significado de un orden de enlace 7.

= Ejemplo 13.11. Para el formaldehido H,C=0, después de normalizar a la funcién de onda
del orbital de enlace, se obtiene la matriz de la densidad, ecuacion (13.34),

P 2 I —x
1+a} =0 x ]

Entonces, las poblaciones de Mulliken de los 4tomos son

2

— <1
l—i-x%

nc =P =
_ _ 2
no—sz—xlnc>1

Estos valores son consistentes con la polaridad del enlace.

—4x .
Por otro lado, el orden de enlace bco = ?12 es positivo.
x
1
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El método de Huickel extendido.

Roald Hoffmann extendi6 los conceptos del modelo de Hiickel para incluir a las moléculas que
tienen otros tipos de enlace. Esta idea dio origen al método de Hiickel extendido. Este método toma
una base minima de un STO para cada orbital de valencia y la matriz de Fock se parametriza. Los
elementos diagonales utilizan las energias de ionizacién atomicas,

EH
Fiy =—1Iu. (13.114)

Los elementos no diagonales son un promedio de los términos diagonales,
Fiy' = =3k (Fi + B Suv, (13.115)

en donde la constante K se ajusta y toma un valor entre uno y tres. La matriz de traslape se calcula
de forma exacta y de este modo se introduce la informacién sobre la geometria molecular. Los
coeficientes de los orbitales moleculares se obtienen de la solucién de la ecuacidon matricial

FC=¢g"Cs. (13.116)
Finalmente, la energia se calcula a partir de los valores propios, ecuacién (13.42),

EEH:ZEIEH_%Z(JU—KUH'VW (13.117)
i i

En general, este método proporciona una buena prediccion de los orbitales moleculares y de sus
energias, siempre y cuando, se tenga una estimacion razonable de la geometria molecular.

La solucion de la ecuacion nuclear para una molécula diatémica.

En las secciones anteriores, solo se estudia la parte electrénica del problema molecular. Sin
embargo, la separacidén propuesta por Born y Oppenheimer permite abordar el problema del
movimiento nuclear de una forma aproximada. El estudio de la parte electrénica permite construir
la superficie de la energia potencial.

Para una molécula diatémica,

yBo (1?1,1?2) :VnBO(‘ﬁszID (13.118)

Por lo que, es posible plantear la solucién de la ecuacién nuclear, ecuacién (13.17),

ABO |@BOY) = wBO | B0, (13.119)
en donde
ABO — F, 4 yBO (‘R’z —RID —Fy+ T+ VB0 (‘1?2 -3 D . (13.120)

Al realizar el cambio de las coordenadas al centro de masa y la coordenada relativa, se obtiene un
operador hamiltoniano separable,

ABO = Tong + Fret + V22(r) = Aom + Frar (13.121)

Por lo tanto,
Hewm = Tom, e = Tra +VEO(r),

CDEO <E1,§2) = ¢cMm (ECM> Yrel (?) ) (13.122)
K2
WP = Ecm + Erel = ﬁ F

La energia relativa es la solucion del operador hamiltoniano asociado con la coordenada relativa,

I:Irel ’Wrel> = (Trel + VrFo(r)) |ll’rel> = Erel ’Wrel> . (13-123)
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Para una molécula diatémica, la superficie de energia potencial es un potencial central. Por lo que,
el operador hamiltoniano relativo conmuta con los operadores del momento angular orbital de los
nucleos. Asi, la funcién propia se escribe en la forma siguiente,

Vel (7) = R(r)Yim (6, 9), (13.124)

en donde la parte radial es la solucién de una ecuacién de los valores propios,

Pod(,d\ RLI+1) s
_ (A=) + "y R =EqR. 13.125
[ 20,12 dr (r dr) * 20, r? V) e ( )

En general, la superficie de la energia potencial se obtiene como una funcién numérica. Por lo
que, en este caso, la solucién también serd de esta forma. Sin embargo, la presencia de un minimo
en la superficie de la energia potencial da origen a un comportamiento vibracional.

Adicionalmente, es posible obtener soluciones aproximadas para las vibraciones de baja ampli-
tud, como se muestra a continuacion.

El cambio de las variables.

La superficie de la energfa potencial presenta un minimo en la distancia de equilibrio, r = req.
Entonces, es conveniente realizar el cambio de la variable independiente, s = r — req. Por lo tanto,
la funcién radial se transforma en una funcidn de la variable s,

S(s)=rR(r) = (s—i—req)R(s—i—req), (—req <s<00), (13.126)

en donde se ha cambiado también a la variable dependiente. Por lo que, la forma de la ecuacién
diferencial se modifica,

B o(d\?  RH(I+1) 8O
_ — -~ 7 V o
[ 2y, (ds) + 2Un(s+req)? TV (5 re)

S = E,aS, (13.127)

con la transformacion correspondiente del operador diferencial, Seccién 7.2.
Al desarrollar el potencial centrifugo y la superficie de la energia potencial alrededor de la
posicion de equilibrio, s = 0, se obtienen las series de potencias para estas cantidades,

% (s+req) =—-D,+ %/.Lna)zsz—l— ...

2
_ s s ) (13.128)
(s+ rrel) 2 re_q2 <1 —2—+3 [] —|—>
Teq Teq
en donde
V(reg) =—Dey V' (req) =0, V" (req) = 12 ®* > 0. (13.129)

Asi, la ecuacion diferencial (13. 127) toma la forma siguiente,

B /d\? RII+1 2 2
- () AU 1—S+3<s> _
2u, \ ds 2ol Teq Teq

S= Erelsy

(13.130)
—D,+ S 0*s* + ..

en donde I = u,lrgq es el momento de inercia de la molécula. La Figura 13.6 muestra una
superficie de la energia potencial tipica, junto con las aproximaciones polinomiales hasta el cuarto
grado.
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Figura 13.6: La superficie de energia potencial de una molécula diatémica (linea negra) y sus
aproximaciones polinomiales, cuadrética (azul), cibica (roja) y cudrtica (verde).

13.4.2 La aproximacion armoénica.

Como aproximacion inicial, se trunca la superficie de la energia potencial, quedando sélo hasta
el término cuadrético, y el potencial centrifugo hasta el término de orden cero. Entonces, se tiene la
ecuacion de un oscilador arménico con la frecuencia o,

Rd\? 0 0) (0
[T P

(13.131)
en donde los valores propios estdn dados por

RI(1+1
W —fioy (k4 1) = @ HHD (13.132)
’ 2ol
Esta aproximacion representa al punto de partida en la descripcién del movimiento nuclear. En

este nivel, el espectro estd uniformemente espaciado para cada valor de /. Es decir, la rotacion y la
vibracién de la molécula estdn desacopladas,

0 RI(1+1)
Er(el),kl =ho (k+3) +

—D,. 13.133

T e ( )

= Ejemplo 13.12. El espectro de una molécula diatémica en la aproximacién armoénica se
reescribe asf,

0)
E oy =ho

cony=

ho

D
{k+;+y1(1+1) — } ,
TP La transicién del estado (k,/) al (k+ 1,/+ 1) tiene asociada la energfa
mol
0 0
& = Er(el?k+17l+l - Er(el?kl =ho{l1+2y(I+1)}.

Observe que la energia de la transicién es independiente del ntimero cudntico vibracional k.
Para la molécula Ny, 7 ~ 0.0008483 y la energia de la transicion es

& ~ho{l1+0.001697(/+1)} .
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La distorsiéon centrifuga.

Al incluir el término lineal del potencial centrifugo, se obtiene la ecuacién diferencial siguiente,

PN i st = wsth (13.134)
Z,Un ds ) kl kl “kl > .
en donde
VI (s) = L0025 — bs = 1,0 (s + &) — A, (13.135)
con
b_ﬁ2l(l+1) _ Jiwyl(l+1)
B reqlmol B I'eq
RI(1+1)
SIZWreq:zwzreql(lH) . (13.136)
R (14 1) 2 2
A= ——— =4YRel*(1+1
l 2Ir3nola)2 Y3 ( i )

El término lineal genera un desplazamiento de la posicién de equilibrio y del espectro. Pero, no
modifica el espaciamiento para cada valor del nimero cuéntico /,

Er(ell),kl =ho (k+3) +hoyl(l+1)—D, - A (13.137)

Sin embargo, cuando / cambia hay un efecto debido al término A;. A este efecto se le denomina la
distorsion centrifuga.
= Ejemplo 13.13. Al tomar en cuenta la distorsién centrifuga, la energia de la transicién del
estado (k,l) al (k+1,/4+1)es

ey =ho{1+2y(1+1)— 167 (1+1)°} .

La energia de la transicion es atin independiente del niimero cudntico vibracional.
Para la molécula Nj, se tiene que,

&y ~hw{140.001697(14+1)4+9.769 x 107°(1+1)*} .

El acoplamiento entre la vibracion y la rotacion.

Cuando se toma hasta el término cuadratico del desarrollo en series del potencial centrifugo, se
obtiene el operador hamiltoniano siguiente,

AN RO
2\ & +V P (s)| 82 = witst?), (13.138)
en donde
R2I(1+1
v (s) =L, <w2+3(2+)) & —bs = L0 (s— &) — A, (13.139)
mol

En este caso, el potencial cuadrético tiene una curvatura diferente. Esto es, la frecuencia de la
vibracion es distinta al caso anterior,

R2I(1+1
w,’:\/a)2+3§2+):(o\/1+12y21(l+1)>w. (13.140)

mol

Las constantes §, y A; difieren de las que aparecen en la ecuacién (13.135) sélo en la frecuencia.
Ahora, las constantes nuevas dependen de a)l’ . Asi,

EC), =ho (k+ 1) +hoyl(I+1)— D, —A;. (13.141)
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El espectro atin estd espaciado uniformemente para cada valor de /. Pero, la separacion entre
los niveles ha cambiado y depende de cada valor de /. Este comportamiento se conoce como
el acoplamiento vibracién-rotacién. En este caso, las caracteristicas del estado rotacional tienen
influencia en la frecuencia de la vibracion.
= Ejemplo 13.14. El efecto del acoplamiento entre la vibracion y la rotacién en la energia de la
transicion del estado (k,/) al (k+ 1,1+ 1) es la siguiente,

o] ! A A
—h g3 —lk (] +1)— L 2L
=0 { et 3) = D 2 - Gt

En el limite en donde y < 1, la ecuacién anterior toma una forma mads sencilla,
eu ~RO{1+2y(1+ 1)+ 621+ 1)(2k+1+3) - 16y’ (I +1)°} .

Con este nivel de aproximacion, la energia de la transicién ya tiene una dependencia en el
nlimero cudntico vibracional.
Para la molécula Nj, se tiene que,

& ~ho{1+0.001697(1+1)+4.318 x 10°(1 +1)(2k + 1 +3)
—9.769 x 107°(14+ 1)} '

13.4.5 La distorsion anarménica.
Si se afaden mds términos, aparecen contribuciones anarmoénicas (las potencias mayores que
dos). En este caso, ya no hay una solucién exacta. Al incluir los términos cuibicos, la ecuacién
diferencial queda en la forma siguiente,

2 /d\?
[_2un (ds) w6

V3 (s) = L, 02 s* — bs+ Bs* = VP (5) + Bs’. (13.143)
La energia se aproxima usando la teoria de perturbacmnes a segundo orden. En este caso, el
sistema de referencia corresponde al sistema con el acoplamiento vibracién-rotacién, Seccién
13.4.4. Mientras que, la perturbacién queda representada por el término cubico de la ecuacién
(13.142). Por la paridad de las soluciones, la correccion del primer orden a la energia es cero. Y, la
correccion del segundo orden, Seccion 10.2.4, conduce a
ﬁZﬁZ

3 /4
.un (DI

SO —wistd) (13.142)

en donde

3 2
W ~hiof (k+1) - 13 |(k+3)"+ ] -, (13.144)
Observe que los términos ctibicos rompen la uniformidad en el espaciamiento del espectro.
» Ejemplo 13.15. Con el término cibico, la energia de la transicién del estado (k,/) al (k+
1,1+ 1) queda en la forma siguiente,

gu ~ho{1+2y(1+ 1)+ 6y (I+1)(2k+1+3) — 16y (14 1)°
—2A [k+ 1= 1272+ D{(k+ 12+ (k+ D)1 +2)+ &} L
15182 L . . .
en donde A = . Entonces, el término anarménico genera unas dependencias adiciona-

4u3 w3
les en el niimero cudntico vibracional.
Para la molécula N, A ~ 0.006075. Entonces, la energia de la transicion se aproxima por

&y ~ho{1—0.01215(k+1)+0.001697(1 4 1)
+4.318 x 107%(1+1)(2k +1+3)
+1.049 3 1077 (I + D[(k+ 32+ (k+ 1) +2) + &)
—9.769 x 107°(14+1)*}
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Es interesante comentar que, en esta molécula, la correccién por el término cibico es de
una magnitud mayor que las correcciones previas y afecta la separacion entre los estados
vibracionales.

En general, la ecuacién (13.125) es una ecuacién diferencial con un potencial efectivo depen-
diente del nimero cudntico rotacional /. Cuando el potencial efectivo se desarrolla como una serie
de Taylor en la variable s, se tiene que,

2 o/d\?
—— | — V Sty = WSy 13.145
o <ds> +Vi(s) | Sk 1Skl ( )
en donde ) )
el +1 3el(l+1
Vi(s) = —si( ) + %,uns2 <w2 + 7(2 )>
Imolreq Imol
3 1y %21(1+1)
153 [ LV (reg) t) (13.146)
Imolréq
R+ 1
Wi = Erel i1 — 2(11) +D,
mo

La solucién de la ecuacion de los valores propios normalmente serd una serie, o bien, una solucién
numérica. Es importante mencionar que los pardmetros de la distorsién centrifuga, el acoplamiento
vibracién-rotacion y la distorsién anarménica se determinan experimentalmente. Para una molécula
diatémica, las reglas de seleccion establecen los cambios en los nlimeros cudnticos vibracional y
rotacional siguientes, Ak = +1 y Al = £1.

La superficie de la energia potencial de las moléculas poliatémicas.

El andlisis de la superficie de la energia potencial de una molécula, ecuacién (13.20), permite
identificar la existencia de las geometrias estables y los puntos de silla. Una geometria estable
corresponde a un minimo en la superficie. Para verificar esta situacion, es necesario que el gradiente
sea cero (un punto critico de la superficie),

VVEBO = _F =y, (13.147)

y que la matriz de las segundas derivadas (la matriz hessiana, h) tenga tinicamente valores propios
positivos,

92V, 30
OR,OR,’

Esta condicién garantiza que todo desplazamiento alrededor del punto critico implica un
aumento en la energia. Para asegurar que una estructura representa una geometria estable es
necesario verificar la condicién de estabilidad de la ecuacion (13.148). A este proceso se le
denomina el andlisis de las frecuencias de una estructura. Las componentes del vector Fenla
ecuacion (13.147), representan la fuerza sobre cada uno de los niicleos. Este vector tiene tantas
componentes como el ndmero de las coordenadas de todos los nicleos, 3M. Por esta razén, en una
geometria estable se tiene como una condicién necesaria del equilibrio que todas las componentes
de la fuerza sean iguales a cero.

Un estado de transicion corresponde a un punto de silla de la superficie (también es un punto
critico), en donde la matriz hessiana tiene un valor propio negativo y todos los demds son positivos.
El vector propio asociado al valor propio negativo indica la direccién que sigue la coordenada de la
reaccién en ese punto. La trayectoria de la reaccién conecta a los dos minimos asociados con el
estado de transicién. Un ejemplo de una superficie de la energia potencial estd en la figura 13.7.

Si el desplazamiento ocurre Unicamente a lo largo de la coordenada de la reaccién, el cambio
en la energia a lo largo de dicha trayectoria genera el perfil de la reaccién. Este se muestra en la
Figura 13.8. En esta figura, se observa cudl es la barrera energética que deben vencer los reactivos
para poder alcanzar la estructura de los productos. También, muestra la altura de la barrera para la

hi; = k;v;, kj >0, hap = (13.148)
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Figura 13.7: El esquema de una superficie de energia potencial. Las estructuras de los reactivos y
los productos corresponden a minimos en la superficie. Mientras que, el estado de transicién (TS)
es un punto de silla. La linea roja conecta a los tres puntos criticos y corresponde a la trayectoria de
reaccion.

TS

Reactivos

Productos

Figura 13.8: El perfil de una reaccion.
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reaccion inversa. De acuerdo con el ejemplo de la Figura 13.8, la barrera de la reaccién inversa es
mayor que la barrera de la reaccion directa.

El andlisis de los puntos criticos de la superficie de la energia potencial de una reaccion permite
identificar los puntos criticos y su energia. A partir de estas energia se obtiene la informacién
siguiente,

reacciéon  energia de reaccién, A.E  energia de activacion, Ay E

(H)R—P  AED =E[P|—E[R] AaED = E[TS] — E[R]
AE® = E[R] - E[P] AwiEY = E[TS] - E[P]
@ P=R — AED = AED 4+ AED

Esta es la forma mds sencilla de predecir la energética de una reaccién quimica. Para las
reacciones en la fase gaseosa, las correcciones térmicas se calculan con la ayuda de la mecénica
estadistica.

= Ejemplo 13.16. La energia aproximada de las especies involucradas en la isomerizacion del

HCN, en unidades atémicas, son las siguientes,

Especie Energia/ua
HCN -93.25718
TS -93.17971
CNH -93.23402

Para la reaccion HCN — CNH, la energia de la reaccion es 0.02316 ua, o bien, 60.8 kJ/mol.
Esto es, la reaccion en endotérmica. Mientras que, la energia de la barrera para la reaccién
directa es 0.07747 ua, o, 203.4 kJ/mol. Por lo tanto, la energia de la barrera para la reaccién
inversa es 142.6 kJ/mol. (La equivalencia entre las unidades de energia es 0.01000 ua = 26.26
kJ/mol.)

13.6 Problemas.

1.

. Calcule la derivada

Evalte la expresion T, |Qpo), usando las ecuaciones (13.4) y (13.11). Identifique los términos
obtenidos dentro de la ecuacién (13.15).

Proyecte la ecuacién (13.16) sobre el ket <lP1310’ y compare el resultado con la ecuacién
(13.17).

Calcule los elementos Py del ejemplo 13.4 y verifique los resultados que se presentan ahi.
Sustituya la ecuacién (13.27) en la (13.42) y verifique que el resultado coincide con la
ecuacion (13.43).

Py
8C;jk
definido por la ecuacién (13.34).

Evalde la ecuacién (13.46) y muestre que se obtiene la ecuacion (13.50).

Obtenga las soluciones de la ecuacién (13.66). Para cada una de estas soluciones resuelva en
sistema de ecuaciones lineales (13.71).

Represente en una grafica a la energia electrénica EEBIO, la energia potencial de la repulsién
entre los nucleos V,,, y la superficie de la energia potencial W, para los estados de enlace
y de antienlace del ion H3 . La energia electrénica y la superficie de la energia potencial
estdn dadas por las ecuaciones (13.67) y (13.70), respectivamente. Mientras que la energia

, en donde P,y es un elemento de la matriz de la densidad y esta

potencial de la repulsién nuclear es V,,, = 3 Identifique cudles de ellos presentan puntos

criticos.
Tome la funcién de onda de la ecuacion (13.74) para la molécula H.
(a) Usando la base minima descrita en el texto, evalte la matriz de Fock.
(b) Identifique cudles integrales bielectrénicas son diferentes.
(c) Verifique que las soluciones de la ecuacion (13.72) también son solucién de las ecua-
ciones de Roothaan de esta molécula.



200

13. Las moléculas.

10.
11.
12.
13.

14.

15.
16.

17.
18.

Use las ecuaciones de la seccion 13.3.2 para demostrar la ecuacién (13.91).
Obtenga las ecuaciones (13.96) a partir de las (13.95).
Calcule los vectores propios de la matriz del ejemplo 13.9. También, normalice a estos
vectores.
Obtenga la matriz de la densidad del ejemplo 13.11 y calcule las poblaciones de Mulliken y
los ordenes de enlace de la molécula.
Utilice el método de Hiickel para calcular la energia y los orbitales moleculares de las
moléculas siguientes:

(a) el butadieno (C4Hg);

(b) el ciclobutadieno (C4Hy);

(c) el benceno (CgHg).
Aplique el cambio de las variables de la ecuacién (13.126) a la ecuacién diferencial (13.125).
Desarrolle en series de Taylor, alrededor de s = 0, al potencial centrifugo y a la superficie de
la energia potencial de la ecuacién (13.127).
Verifique las identidades de las ecuaciones (13.135) y (13.139).
La reaccidn de isomerizacion en fase gaseosa del alcohol vinilico en acetaldehido tiene los
siguientes datos,

AE =~ —10 kcal/mol y A,E =~ 60 kcal/mol.

Obtenga la energia de reaccion y de activacion para la conversion del acetaldehido en alcohol
vinilico.



14.1

14. La interaccioén con los campos eléctricos y magnéticos.

Los atomos y las moléculas estdn formados por particulas con carga eléctrica, los electrones y
los nticleos. Por esta razén, es importante entender la respuesta de los sistemas electrénicos ante
la presencia de las fuerzas eléctricas y magnéticas. Por otro lado, las técnicas espectroscdpicas
involucran la interaccién de las especies quimicas con el campo electromagnético de la radiacion y,
en algunos casos, también con un campo externo adicional.

En este capitulo, se presentan algunos ejemplos de este tipo de interacciones y sus efectos en
las propiedades de las especies microscOpicas. También, se trata el fendmeno de la resonancia
magnética, tanto de los nicleos, como, de los electrones.

Las propiedades como derivadas.

Algunas propiedades de los d&tomos y las moléculas representan la respuesta del sistema ante el
cambio en los campos externos. Por ejemplo, la constante de fuerza de una molécula diatémica es
la segunda derivada de la superficie de la energia potencial,

d*w

k=—o

o (14.1)

=Tmin
La constante de fuerza se usa para representar a la superficie de la energia potencial por medio de
la aproximacién armonica,

1
W(r) ~ Wo+ 5krz. (14.2)
Al aplicar un campo eléctrico uniforme, ¢ la energia depende de la intensidad del campo,
- U
W(@):Wo—ud-eﬁ—ie-a'@—k..., (14.3)

en donde i, es el momento dipolar, & es la polarizabilidad, etc. Estas propiedades son las derivadas
de la energia siguientes,

_ dw _ AW
“d = — pury 3 Ot = Ere— B (144)
de o, d&de |, _,
etc. De forma similar, la susceptibilidad magnética se define asi,
d2
= — W# ) (14.5)
dBdB |5
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en donde B es un campo magnético uniforme. La respuesta ante los campos oscilatorios depende
adicionalmente de la frecuencia de la oscilacién. Por lo tanto, las propiedades dependen de dicha
frecuencia. Por ejemplo, la polarizabilidad dindmica depende de la frecuencia de la oscilacidn,
o=a(m).

Los efectos del campo eléctrico.

La energia de la interaccion de una carga puntual, Q, localizada en la posicién 7, con un campo
eléctrico esta dada por

Eine = Q‘P (?) ) (146)

en donde ¢ es el potencial eléctrico. El potencial estd relacionado con el campo por medio de la
ecuacion € = —V¢@. Por lo tanto, el operador hamiltoniano de la interaccién con el campo eléctrico
tiene la forma

. N M .
Ae=—Y ed(#)+ Y Zueo (RA) . (14.7)
i=1 A=1

Al resolver la ecuacién de valores propios del operador hamiltoniano Hy + Hg, las soluciones
dependen de la intensidad del campo. Por lo que, las funciones de la respuesta al campo se pueden
aproximar usando el método de las diferencias finitas,

AW W(E =¢)—W(E, =0)

e~ =xe. =~ £—0 ’

2 (14.8)
o AW W(E=e) W (€ =0) + W(E = —¢)
TTACAE, 2¢ ’

etc.
La polarizabilidad permite calcular el momento dipolar inducido por el campo eléctrico,

[ling = — 0. €. (14.9)

Esta propiedad es muy importante para las moléculas que no tienen un dipolo permanente. Con la
polarizabilidad se evalda la respuesta al campo eléctrico, ecuacion (14.3). Esto es, la energia de la
polarizacion,

Epoi = 1€0¢ = — L& Lijna. (14.10)

Ejemplo. El dtomo hidrogenoide en un campo eléctrico uniforme.

Para un campo eléctrico uniforme en la direccién del eje z, ¢ = ¢k, el potencial eléctrico toma
la forma siguiente,
¢ =—Crs. (14.11)

Asi, el operador hamiltoniano de la interaccién de un d4tomo de hidrégeno con este campo queda
expresado como
Hg = eC3 — eZER5. (14.12)

Dado que la funcién del centro de masa es una onda plana, el promedio de R3 es cero. Por lo que,
a la interaccién con el campo eléctrico, s6lo contribuye la parte electrénica. Usando la teoria de
perturbaciones y tomando al operador hamiltoniano hidrogenoide como hamiltoniano de referencia,
se tiene que,

I‘AI() — I:I(hidro)

“P(O)> = |nlm)
(14.13)
Er(lg)lz1 _ Er(lhidro)

H' = e®fy = eErcos 6

Sélo el estado 1s no es degenerado. Entonces,

with = (100|H’[100) = e(’f/o Rio(r)2r3dr (00|cos 8]00) = 0. (14.14)
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Por lo tanto, para este estado, no hay un efecto lineal con el campo.
En otros casos, se necesitan los elementos de matriz de la perturbacién. Para este fin, se usa la
identidad
cos O |lm) = Ay, |l 4+ 1,m) + By |l — 1,m) (14.15)
con
2 (1+1)?—

m
Im (214—1)(2[—1—3)’ Im [—1,m ( 6)

Mientras que, para la parte radial se requiere de la integral siguiente,
Cotr = /0 " Ry Rurdr. (14.17)
Asi, la matriz del operador hamiltoniano de la interaccién toma la forma
<n'l’m’ A

= e€Cyryt [Aum (' |14 1,m) + By (I'm |1 = 1,m) ] (14.18)
= eCCo1r it [AimOr 1518 m + A1t mOr 1—1 O ]
= eCCpypr i [AimOy 151+ A1 1m0 1—1] S m

n/,/r3dr <l’m’ |COS 0 ‘ lm>

La correccién del segundo orden a la energia del estado basal queda ast,

) } H nllr\Rlo
wi) = - . (14.19)
nlm§100 E, —E, 38022 Z 1— l/n2

Por lo tanto, el estado 1s no tiene momento dipolar. Y, su polarizabilidad estd dada por

(1s) _ (RutlrlR10)” 14.20
aZZ Zz rgl 1 _ 1/7’12 . ( . )

Para n > 1, los estados son degenerados y la matriz de perturbacién s6lo mezcla estados con
m' =myl —1==1. Por ejemplo, paran = 2,

Hﬁoo,zoo Hﬁ00,210 0 0
! /
0= Hy10200 210210 0 0
- /
0 0 Hy1011 0
/
0 0 0 Hy 1211 (14.21)
01 00
1 000 v
=eC€Cy21A00 000 0= eC€Cy21A00M
00 0O
A primer orden, se debe resolver el sistema lineal
MCO =xC®, W) = xe@Cr921A00. (14.22)
En donde x es solucién de
-x 1 0 0
~ = 1 —X 0 0 2 2
O=detM-xd)=| =~ ° ~ |=E-1)x. (14.23)
0O 0 0 —x

Por lo tanto, x = 1,—1,0,0. Entonces, las combinaciones de |[211) y |21 — 1) no presentan efecto a
primer orden. Por otro lado, para x = =£1, los coeficientes de la funcién de orden cero satisfacen el
sistema de ecuaciones siguiente,

—xcp00 4+ 210 =0
20078210 7= 5 (14.24)
c200 —xc210 =0
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210>

Figura 14.1: La parte angular de la funcién “PQ>, ecuacion (14.26).

En este caso, una de las ecuaciones es dependiente. Al tomar sélo la primera, se tiene que
Cat0 = xa1, @1 = cao, ‘\P(O)> = ay (]200) +x|210)). (14.25)
Por lo tanto, las dos funciones con la correccién del primer orden a la energia distinta de cero son

0 1 1
)‘P§+)> =75 (1200) +[210)), Wéﬁ = e€Ca0 21400,

S

1 (14.26)
#7) = 5 (1200) - 210)), w5 = e€Co 1.

La parte angular de una de estas funciones se muestra en la Figura 14.1. El efecto del campo
eléctrico en los orbitales hidrogenoides se presenta en la Figura 14.2.

14.2.2 Ejemplo. El efecto Stark en una molécula lineal.

Una molécula lineal con momento dipolar permanente (fi; # 0) interactda con un campo
eléctrico, modificando sus niveles rotacionales y su espectro. A este fendmeno se le denomina el
efecto Stark.

Considere un campo eléctrico uniforme, en la direccién del eje z, ¢ = ¢k. El operador hamilto-
niano de la interaccion con el campo tiene la forma siguiente,

He = —€- [l = —€Euycos 0, (14.27)

en donde 0 es el dngulo que forman el campo eléctrico y el eje molecular. El operador hamiltoniano
de referencia corresponde al hamiltoniano del rotor rigido,

N o2 772
fo= 5, EQ) = S+ D), Mﬂ» _ M) = Y (6, 6). (14.28)

Los elementos de la matriz de la perturbacion se evalian directamente,

Hijp gy = (J'M'|H'

IM) =~y (J'M |cos 6|JM)

, (14.29)
= —Cy (A6 g1 +Ar1 M8y 5-1) S m
en donde ( )2 5
J+1)"—M
A3, = . 14.30
M= (2 +1)(2743) ( )
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E

Hn=

n=

W wil) ")

Figura 14.2: Los niveles hidrogenoides en un campo eléctrico uniforme.

Figura 14.3: Las lineas espectrales de un rotor rigido en presencia de un campo eléctrico uniforme
(negro) y sin campo (verde).

Asi, a primer orden, no hay efecto en la energia del estado no degenerado (J = 0), ni en los estados
degenerados (J > 0),
Hjpy g = —€la (Am8r 501 +As1m875-1) = 0. (14.31)

Para J = 0, la correccidn del segundo orden a la energia queda asi,

2
‘H}MOO‘ 2 I \?
wd =y L2l 2 <“§c§> . (14.32)
10 Er—Eo 20 \ I
Por lo que,
@) R gl )\’
WOO %E0+WOO = _ﬁ <l/i2€> . (1433)

Cuando J > 0, los estados con el mismo valor de J son 2J 4 1 veces degenerados. Para calcular
la correccidn del segundo orden a la energfa, es necesario conocer los coeficientes de la funcién de
onda del primer orden. De la ecuacién (10.25), para j =2,

0=q0 @ M (1

_ ) (1) 1
=g Wam T G g Wim — Z aypr By g (14.34)
J//M//

y, al sustituir w&}& = 0y la ecuacién (14.29), se tiene que,

ag(l)&,JM’w%/)[ =€y (a%l/)l,JflM’AJ*LM' +a%21,1+1M'AJM/) : (14.35)
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£0 e
E 20> i pp-1s
1o 22>, p-2>
10>
e 113, [1-1>
J=0 00>

Figura 14.4: Los estados de un rotor rigido en presencia de un campo eléctrico uniforme.

Los coeficientes de la funcién de onda del primer orden también se calculan con la ecuacién (10.25),

conj=1,
0
(1) _ Z]”M” a‘(lll;,]”M”H}/M’ J'M
Aymym = E —E,
_ e“dl AmrOr g1 AjimrSrg-1\ (o)
I 2 N Lom.am

y, al sustituir en la ecuacién (14.35), se tiene que,

P

_ QZLL[%I B 3M"”? 4O
7227 —1)(2J +3) J(J+1)) IMIM

(0) L )
Entonces, para a; ;5 # 0, la correccién a la energia del segundo orden resulta ser

) e ugl ( 3m? )

Y = o+ 3y U T +1)

Por lo tanto,

"2 2u3re? 3M?
Win ~ = |1+ 1 - .
i~ op [+ )+ﬁ4(2J—1)(2J+3)< J(J+1)>}

(14.36)

(14.37)

(14.38)

(14.39)

En este caso, las transiciones permitidas estdn dadas por la regla de seleccion AJ =1y AM = 0.
Por lo tanto, el campo genera un corrimiento y un desdoblamiento del espectro, Figura 14.3.

Una representacion del efecto del campo sobre los estados se muestra en la Figura 14.4. El
efecto del campo sobre las lineas espectrales depende del cuadrado del momento dipolar. Por lo
que, esta técnica espectroscopica sélo permite determinar la magnitud del momento dipolar, pero,

no la direccién.
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Figura 14.5: El efecto del campo magnético en algunos estados del &tomo de berilio.

Las interacciones magnéticas.
El efecto Zeeman.

Al aplicar un campo magnético uniforme en la direccion del eje z, el operador hamiltoniano de
la interaccidn entre un dipolo magnético y el campo tiene la forma

Hy = —[ip, - B. (14.40)
El momento magnético depende del tipo del momento angular del sistema. Por ejemplo,

—gLuBZ/h, gr = 1: momento angular orbital

fin = —gS.llB§ h, gs~=2: espin electrénico ) (14.41)
gl.unuci /A, 8r: espin nuclear

en donde Uy, es el magnetén de Bohr del protén.
= Ejemplo 14.1. Cuando S =0y L # 0, el valor esperado del operador de la interaccion entre
el momento magnético de un electrén y el campo es

(Hy) = BupM. (14.42)

Mientras que la interaccion con el espin nuclear esta dada por —gj Uy, BM;.

= Ejemplo 14.2. El dtomo de berilio en su estado basal estd representado por el término
espectroscépico 'Sy. Mientras que, el estado excitado 1s22s'2p! tiene L=1,S=0,1y
J=0,1,1,2. Por lo tanto, le corresponden los términos 3Ry, 3P, 3P y 'p, Figura 14.5. La
regla de seleccién en los atomos es AS = 0, AL = £1 y AJ = £1. Entonces, en el 4tomo de
berilio, se observa la transicién 'Sy — !P;. La presencia del campo magnético separa a las
tres componentes (L = 1) del estado final ('P;), con un espaciamiento uniforme. Pero, el
estado inicial (1So) permanece sin cambio. Por lo tanto, el campo magnético permite resolver
las tres transiciones asociadas con la linea espectral, generando tres lineas uniformemente
espaciadas, con separacion Up‘B.

Cuando S # 0, existe un momento magnético total, debido al acoplamiento de los momento
angulares orbital y del espin,

} J
Fim = —g1M5 - (14.43)
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La energia de la interaccién de los estados de la base acoplada queda en la forma
(JLSM,|Hp|JLSM;) = g;upBM;, (14.44)
en donde la constante g; se denomina el factor g de Landé y estd dado por la férmula siguiente,

JUI+1)+8(S+1) —L(L+1)
20(J+1) '

gr=1+(gs—1) (14.45)
Con esta expresion es posible calcular el efecto del campo sobre cada uno de los estados de los
multipletes. Observe que cada multiplete tiene una separacién distinta, ya que depende de los tres
nimero cudnticos de momento angular.

La rotacién de una molécula sin momento angular electrénico total también da origen a un
momento magnético. Por lo que, los estados rotacionales interactian con el campo en la forma

(Hp) = BgmolpM;. (14.46)

Sin embargo, en estos casos, la constante g molecular normalmente presenta valores muy pequefios.
Aunque, el efecto Zeeman queda descrito a primer orden. Es curioso que, el efecto Stark, que
requiere de las correcciones del segundo orden, produce efectos mds fuertes.

La interaccién del campo magnético con el espin nuclear.

Tanto el protén, como el neutrén, tienen espin I = % Por lo que, en el niicleo se produce un
acoplamiento de los momentos angulares de espin. En forma similar al caso de los electrones en
un atomo, los estados nucleares dan origen a la estructura nuclear. En la mayoria de los casos, el
nucleo se encuentra en el estado basal, ya que las energias de excitacion son muy grandes.

El momento magnético asociado al espin nuclear es proporcional al momento angular del espin.
Pero, la constante g es distinta para cada nicleo. Asi,

N
5

Hima = gl,AIinucé (14.47)
La interaccién de un nicleo con el campo magnético estd dada por el operador hamiltoniano

His = — [ - B. (14.48)
Cuando hay varios ntcleos, se tiene que,

Ay ==Y Tima - B. (14.49)
A

La presencia de los electrones de la molécula genera una respuesta al campo, tratando de minimi-
zarlo. Por lo que, los nicleos sienten un campo apantallado,

B ==Y fima (I-6) B, (14.50)
A

en donde & es el tensor del apantallamiento magnético debido a los electrones,

011 O12 O13
6= 021 Oz O23]. (14.51)
031 O32 033

Normalmente, se usa una aproximacion isotrépica del tensor del apantallamiento,

Gixo 0 0
=10 o% 0 |=0"I, (14.52)
0 0 Gi‘m
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en donde
iso

o™ =1 (011 + 00+ 033). (14.53)

Dentro de esta aproximacion, el operador hamiltoniano de la interaccién toma la forma siguiente,

A~ =¥ (1=0") a5 ==X (1-F") gmunuc% Y (14.54)
y para un campo en direccion del eje z, B = Bk,
fir = (1 0f") s B2 (14:55)
En general, el tensor G se escribe asi,
&=6"+(6-6")=0c"I+A. (14.56)

Los elementos de la matriz A son A jk = Oji, cuando j # k. Mientras que, los elementos diagonales
2 1
son Ajj = 50 — 3 Lij Okk-
» Ejemplo 14.3. Cuando hay varios nticleos, cada uno estd caracterizado por su espin, {I }.
El operador hamiltoniano de la interaccion con el campo magnético, en la aproximacion
isotrépica, se escribe asi,
~ (07N
Hpp = —Z(I—GA)?%IM, (14.57)
A
en donde las constantes &4 = g7.4 Mnuc SON caracteristicas de cada nucleo. En la base desaco-
plada, la energia de la interaccion tiene la forma siguiente,

Enimy... = <m1m2...}lf11%}m1m2...>

= —Z(l —GA) %% <m1mz...}fA3|m1m2...>
A

. 14.58
:_;(I_GA)(;A%<mlm2'”|ﬁmA‘mlm2...> ( )
=Y. (1—0u) oumaB

A

Ejemplo. Un sistema con dos nucleos.
Paraelcasoconl; =1, = % y con o < O, hay cuatro estados de la base desacoplada y sus
energias son
E_ip_1p=3Bl(1-01)oy+(1—02) 0]

E1/2 1p=3B[-(1-0) o+ (1-0) ]

(14.59)
E 1p1p= *‘B [(1—01) a1 —(1-02) )]
-

Eijp1p=35B[-(1-01) oy —(1—01) 0]
La Figura 14.6 muestra los estados de este sistema. En este caso, la regla de seleccién es Am; = £1,
Amj,; = 0. Por lo que, se presentan cuatro transiciones asociadas con la absorcion de energia,

Emlfl,mz _Eml:mZ =B (1 - Gl) 1

. (14.60)

Eml,mzfl _Eml,mz =B (1 - 62) (0]

Dos transiciones corresponden al primer valor de la energia, con my = j:%. Y, dos con el segundo

valor, en donde m; = j:%. Cuando las constantes o4 son muy diferentes, las dos transiciones
aparecen en zonas muy alejadas.

Tradicionalmente, en la espectroscopia RMN, una transicién se reporta como la diferencia

relativa de la energia de transicion con respecto a un estdndar. Esta diferencia relativa, denominada
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Am2=IJ I‘.mI=D

[-172, -1/2>

|12, -1/2>

[-1/2, 172>

[172, 172>

Figura 14.6: Los estados de la base nuclear desacoplada y sus transiciones para el caso I} =1, = %

y o < 0.

Figura 14.7: Las sefiales en RMN de dos nicleos iguales en ambientes diferentes.

el desplazamiento quimico, es adimensional, se expresa en partes por millén (ppm) y se define

como

AE:e —AE _ Wer— @
AE et Oref

En la resonancia del hidrégeno (el protén), la energia de referencia corresponde a la molécula
tetrametilsilano (TMS: Me4Si). Todos los hidrégenos de esta molécula son equivalentes. Por lo que,
esta molécula genera sélo una sefial muy intensa.
= Ejemplo 14.4. Para la molécula H-F, o = o > oy = a1, y sus cuatro transiciones
se representan en la Figura 14.6. Estas transiciones generan dos sefiales muy separadas.
Normalmente, se requieren de experimentos independientes para observar las transiciones de
nucleos distintos. Ya que, las sefiales aparecen en rangos de energia diferentes.
= Ejemplo 14.5. Si se tienen dos ntdcleos iguales, a; = o = a, con ambientes diferentes,
O] # O, las transiciones generan dos sefiales asociadas con las energias siguientes (Figura
14.7),

1)

(14.61)

Emlflmz _Em17m2 =B (l - Gl) a

. (14.62)
Em17m2—1 —Emym, = B (1 - 62) a

La interaccidn entre los espines nucleares.

El operador hamiltoniano de la interaccion entre los momentos angulares del espin de dos
nucleos tiene la forma o
Hy = %ﬂ b, (14.63)
en donde la constante J1» se denomina la constante del acoplamiento. Normalmente, esta constante
se determina a partir del espectro experimental y depende del ambiente que rodea a cada nicleo y
de su separacidn.
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o E+wl)
| 12, -1
172, -172> _
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i Alt
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Figura 14.8: El efecto de la interaccién entre dos nicleos

1| J12 3‘ J3 : Sl
1 Y11
13 J32 Jos

Figura 14.9: Las sefiales de tres nicleos que interactian.

= Ejemplo 14.6. En el caso de dos niicleos iguales con ambientes diferentes, la energia de
interaccién entre los nicleos se evalda perturbativamente. Como no hay estados degenerados,
la ecuacidn (10.12) predice que la energia de la interaccion tiene la forma siguiente,

Wl(nll),mz = <m1m2\ﬁu\m1mz>

Ji2 PO PO PN
= 7 <m1m2‘l13123 + %114_12_ + %11_124_ ‘m1m2> (14.64)
= J12m1m2.
Por lo tanto, los estados se estabilizan cuando m; = —my,, wl) = —%le. Mientras que, su

energia aumenta si m; = my, wl) = %Ju. La interaccion genera desplazamientos en las
lineas espectrales. Por lo que, ahora ya no hay transiciones con energias iguales. En este caso,
se dice que las sefiales se separan debido a la interaccion. Estos efectos se muestran en la
Figura 14.8.

Si se tienen tres nucleos iguales, con diferente ambiente cada uno, hay tres grupos de
sefiales, una por cada nicleo. En cada grupo se observan los desdoblamientos debido a las
interacciones presentes, Figura 14.9.

Ejemplo. Dos nicleos equivalentes.

Cuando se tienen dos nucleos equivalentes, o = oo = @ y 01 = 0> = O, se presenta una
degeneracion doble al considerar la interaccién con el campo, ecuacion (14.59),

E 1) -12=3B(1-0)a
Eip_1p=E 1)212=0. (14.65)
Eipip=-B(1-0)a
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_ 11, -1>

1,0

[0, 0>

— 1, 1>

Figura 14.10: El efecto de la interaccion en la base acoplada.

Para evaluar el efecto de la interaccion entre los nicleos en los estados degenerados, Seccién
. . . ~/ = = N A
10.3, es necesario resolver el problema matricial HC = w)C, en donde H' = Ay, y

1 _l> _ 1 1
%’_%>) :J( I _21). (14.66)
20 2 2 4

De la ecuacién de los valores propios se obtiene que w(!) = — %J , %J y las funciones de orden cero
son los kets de la base acoplada. La interaccién entre los nicleos rompe la degeneracién como se
observa en la Figura 14.10.

)
)

En este caso, la regla de seleccién es Al =0y AM; = +1. Por lo tanto, se observan dos
) — [10) y [10) — |1 — 1), con energias idénticas, debido a que los tres estados
con espin total I = 1 quedan separados uniformemente. Asi, el espectro muestra s6lo una sefial, de
intensidad doble.

Ejemplo. Dos nlicleos equivalentes con un vecino distinto.

Para este tipo de sistema, el operador hamiltoniano tiene la forma siguiente,

A S

H = hyon (1) + hyos (2) + hyss (3) + hug (1,2) 4+ Ay (1,3) + by (2,3). (14.67)

El sistema de referencia corresponde al operador hamiltoniano de los dos nicleos equivalentes.
Entonces, se aprovechan los cédlculos previos. As,

Ao = hyos (1) + Iy (2) + 7y (1,2)
B . A J s
—a(l—a)ﬁ(113+123)+ﬁ211 b,
A =y (3) + h(1,3) + hir (2,3)

—o(1-0') fha +h{ (11 —I—Iz)

(14.68)

Los kets del ejemplo anterior son los kets propios de Hy. Por tanto, el producto directo de aquellos
kets con los kets del espin del tercer niicleo forman una base desacoplada de los tres ntcleos,
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_ 1,-1,-12>
It,-1> <
1, -1, 142>
ST, 0, 142
|1, 0> —— 0,0, -1/2>
0, 0> — |1,0,172>
1,1, -1/2>
0,0, 172>
|1, 1> \
_ 11,12

Figura 14.11: Los estados del sistema formado por tres nicleos, dos equivalentes y uno vecino
distinto.

|IM;m3). Con estas funciones, la correccion a la energia del primer orden tiene la forma

e = (M 1)
! A A
= -0 (1 — 6,) Bms —|—;§2 <IM1m3‘f-73’IM1m3>
— —a(1- o) Bm; , (14.69)
J' A PN A
+ﬁ3 (IMym3 |Iz133 +3l b+ 3 hy |1M1m3>
=— (1 - Gl) Bmys +J'M1m3

en donde I = 71 + 72 Por lo tanto,

EIM1m3 = <IM1m3‘I:I‘IM1m3> = <IM1m3‘ﬂo +I:I'|IM1m3>
=—a(l-0)BM+3J [I(I1+1)-3] : (14.70)
- (1 - Gl) Bmys +J'M1m3

La distribucién de los estados estd en la Figura 14.11.
Con la regla de seleccion Al =0, AM; =0y Am3z = =£1, se obtienen las transiciones siguientes,

EIM[,*I/ZiEIMll/ZI a(l—G/)%—J'MI (1471)

Dado que, I = 0, 1, se obtienen cuatro transiciones, dos de ellas con la misma energia (M; = 0).
Por lo tanto, el espectro presenta tres sefiales uniformemente espaciadas y la intensidad de la sefial
central es el doble. Estas sefiales estdn asociadas con el desdoblamiento de la linea del tercer nicleo
debido a la interaccion con sus dos vecinos equivalentes, Figura 14.12.

Por otro lado, para Al = 0, AM; = £1 y Am3z =0, las transiciones permitidas tienen la energfa,

EIMI*LWB _EIM1m3 = OC(l—G)sB—J,WB. (14.72)

En este caso, sélo los estados con I = 1 estdn involucrados y se observan cuatro transiciones,
M;=10ym3= j:%. Estas se agrupan en dos sefiales, cada una asociada con dos transiciones de
energia idéntica, Figura 14.13. Este grupo de lineas estd asociado con el desdoblamiento de la sefial
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Figura 14.12: Seqiales de tres nucleos, dos equivalentes y uno vecino distinto.

:rr

|32, -3/2>

|32, —1/2>

172, -1/2>

1342, 172>

1172, 142>

1372, 372>

Figura 14.13: Los estados de un sistema de tres niicleos equivalentes sin vecinos.

de los dos nicleos equivalentes debido a la interaccién con el vecino. El centro del grupo coincide
con la sefial que presentarian ambos niicleos en ausencia del tercero.
En general, el grupo de sefiales de un conjunto de nicleos equivalentes contiene n + 1 lineas,
en donde 7 es el nimero de nicleos vecinos.
= Ejemplo 14.7. Para el caso particular en que el tercer nicleo es equivalente a los otros dos,
se acoplan los tres momentos angulares. La energia de estos estados estd dada por

Epyy = (I'Mj|H|I'M;
= (IMi| T M) o o - (14.73)

=—a[l—0)BM;+5J(I'(I'+1)-7].

La regla de seleccion, AI’ =0y AM; = +1, predice cinco transiciones, todas con la misma

energia de excitacion, Figura 14.13. Por lo que, sélo hay una sefial para los tres nicleos

equivalentes.

En general, un grupo de nicleos equivalentes sin vecinos produce una sefial.

14.3.4 Laresonancia del espin electronico.

Una molécula con uno o mds electrones desapareados (S # 0) presenta un momento magnético
que interactia con un campo magnético. Esta interaccion da origen a la espectroscopia de resonancia
del espin electronico (ESR, Electron Spin Resonance). En la resonancia magnética nuclear, se
usan campos muy fuertes. Por lo que, la interaccién del campo con el espin nuclear constituye el
efecto dominante. Por otro lado, en la espectroscopia ESR se usan campo menores debido a que la
respuesta electronica en mds grande. En este caso, la interaccién entre los momentos magnéticos no
es pequefia. Tradicionalmente se han usado dos modelos para describir la espectroscopia ESR, con
un campo fuerte y con un campo débil. En el primer caso, se toma a la interaccioén con el campo
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como el efecto més relevante. Mientras que, en el segundo caso, se toma a la interaccién entre
momentos magnéticos como el punto de partida.

El operador hamiltoniano en presencia del campo magnético incluye la interaccién del campo
con los momentos angulares del espin y la interaccion entre estos momentos angulares,

H= FIS% +[:Il% +1:111 +[:IIS

. I3
= - u 1 - B
gsttsB - ;gwﬂn (1 =00) B3 (14.74)

En cada modelo, el sistema de referencia es distinto y la teoria de perturbaciones conduce a
expresiones diferentes. Las constantes j4 dependen de la densidad electrénica y, normalmente, a
un valor grande de esta constante se le asocia una gran localizacién del electrén no apareado (la
densidad del espin).

El modelo del campo fuerte.
En este modelo, el operador hamiltoniano de referencia estd asociado con la interaccién con el
campo. Asi,
Hy = Hsp + Hy3, H' = Hy; + His. (14.75)

En este caso, una base desacoplada es la mas conveniente, [Mgmms .. .), con

MS:—S,...,S, mA:—IA,...,IA. (1476)
Al incluir la correccién del primer orden, la energia de estos estados esta dada por

EMgmlmg... = <MSm1m2 cee ‘FI() +I:I/}M5m1m2 .. >
= BgsusMs —B Y gratinuc (1—0a)my
A

J, 5 3
+ Z % <Msm1m2...‘IA ‘Ic‘MSmlmz...> : (14.77)
A>C h

A 53 3
—|—;}Jiz <M5m1m2 .. .‘IA -S‘Msmll’i’m .. >

O bien,
Epigmimo,... = BgsupMs — B ZgI,A,unuc (1 —04)mga
A
_ (14.78)
+ Y Jacmame +Y jamaMs.
A>C A
El modelo del campo débil.

En contraste con el modelo previo, el modelo del campo débil usa a un operador hamiltoniano
de referencia diferente,

I:I():H[]—l-ﬁ]s, I:I/:]:IS% —i-]:I]sB. (14.79)

En general, este caso es mucho mas complicado. Sin embargo, mas adelante se muestra su uso en
un problema particular.

Ejemplo. Un radical libre que tiene sélo un nicleo con espin 7 = 1.

Un radical libre es una especie quimica con un electrén desapareado, S = % La energia de los
estados del modelo del campo fuerte tiene la forma

Engmy = BgsupMs — Bgilnuc (1 — ) my + jmiMs, (14.80)
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1142, -1/2>

[172, 172>

|-172, -1/2>

[-1/2, 172>

Figura 14.14: Los estados y transiciones electrénicas de un radical con un nicleo activo en el
modelo del campo fuerte.

L

Figura 14.15: El espectro ESR de un radical con un nticleo activo y la derivada de la sefial (verde).

en donde Mg = i% ymy = i%. La regla de seleccién para las transiciones electrénicas, AMg = +1
y Amy = 0, permite dos excitaciones,

E1jom —E_1/2.m = Bgstp+ jmy, (14.81)

para my = j:%. Los cuatro estados y las transiciones permitidas estidn representados en la Figura
14.14. La regla de seleccion Am; = +1 y AMs = 0 estd asociada con dos lineas en el espectro RMN,

Epig—1/2 — Ewmg1/2 = Bgrnuc (1 — 6) — jMs. (14.82)

El espectro ESR para este caso se muestra en la Figura 14.15. Ademds de las lineas asociadas
con las transiciones permitidas, aparece la derivada de la sefial en color verde. La derivada permite
una mejor identificacién del centro de cada linea y facilita la determinacién de la constante de la
interaccion j.

Este sistema permite que el modelo del campo débil se evalde con la base acoplada del espin
total, F = S+1. En esta aproximacion, el operador hamiltoniano de referencia toma la forma
siguiente,

IS PPy
Ho=jom =2l (14.83)

Con la base acoplada, la energia de referencia de los estados es
Efvos)zMF=%j[F(FJr1)—1(1+1)—S(S+1)]. (14.84)

Como F = 0,1, se tienen cuatro estados. Los estados de la base acoplada para dos momentos

angulares iguales a % son equivalentes a las funciones del espin total con S=0y S =1 de
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la Seccién 8.3. Por tanto, para el operador hamiltoniano de referencia, tres de los estados son
degenerados (F = 1).
La correccién a la energia del primer orden, para F = 0, corresponde a

22

1 IR P
wil) = <0220’H5<3 + A

11
0==0). 14.85
53 > (14.85)
Este ket de la base acoplada es la combinacién siguiente de los kets de la base desacoplada,

0130y = /L {|1, -1y~ [-L.1)}. (14.86)

Por lo que,
M _1/1 118 2 1
W0%%0—5<§v—§\Hs%+Hl%\z’ 3)
1/ 1 1|7 A 11
+3 (=23 |Hss +Him|=7,7)
=13 [%gS.UB + 381 (1= 07) Hnue : (14.87)

— Tgsus—381(1—0p) .unuc] =0

Asi, para los campos débiles, la energia de este estado es independiente de la intensidad del campo.
Para F =1, los tres estados son degenerados. Por lo que, al usar la teoria de perturbaciones, se
obtiene la correccidn a la energia del primer orden siguiente,

v, = 2B (8515 — g1ktnuc (1= 01)] M. (14.88)

mp T F iy , (14.89)

con F' = 1. Entonces, la energia de estos estados es lineal con ‘B.

La variacion de la energia de los estados como funcién de la intensidad del campo se muestra
de forma esquemadtica en la Figura 14.16. Para un campo débil, la regla de seleccién es AF =0
y AMr = %1. Por lo que, se observan dos sefiales de energia cercana. Estas sefiales cambian al
incrementar la intensidad el campo magnético. Al llegar al limite del campo fuerte, se obtienen las
dos transiciones descritas previamente.

Ejemplo. Un radical libre con dos nticleos con espin diferente, I; = % ehL=1.
En el modelo del campo fuerte, hasta el primer orden en la energia, se tiene que,

Ergmym, = BgstpMs — Bgr 1 nuc (1 — 1) my
— Bgr2lnuc (1 — 02) my +Jipmimy . (14.90)
+ jimiMs + jomaMs

en donde Mg = j:%, mp = j:% y mp = 0,=£1. Las transiciones electronicas estan asociadas con la
regla de seleccion AMg = 1y Am; = Am; = 0. Esto es,

E1/2m1m2 _E71/2m|m2 = %g5u3+jlm1 —|—j21’l’lz, (1491)

param; = :l:% y my = 0,=£1. Por lo tanto, se obtienen seis transiciones que corresponden a seis
sefiales distintas. Por ejemplo, cuando j, > ji, se tiene el espectro de la Figura 14.17.

Estos ejemplos no agotan las posibilidades de los distintos tipos de interaccién entre las
moléculas y los campos eléctricos y magnéticos. Sin embargo, muestran el uso de los métodos de la
mecdnica cudntica para describir los fenémenos que dan origen a algunos tipos de espectroscopia
que se utilizan actualmente.
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172, —1/2>
[172, 1725
=] B N
/7
F=0 |-172, —1/2>

|12, 172>

Figura 14.16: La energia de los estados de un radical con un niicleo activo como funcién de la
intensidad del campo.

Figura 14.17: El espectro ESR para un radical con dos nticleos con espines % y 1, para jo, > ji.

14.4 Problemas.

1.

A A AN e

10.
11.

Calcule el valor esperado del operador de la ecuacién (14.12) con la funcién de onda del
4tomo de hidrégeno (7, R;) = ¢ (Rom)u(7).

Siga las instrucciones del texto y obtenga la ecuacion (14.34). Posteriormente, obtenga la
ecuacion (14.35).

Siga las instrucciones del texto y verifique que se obtiene la ecuacién (14.36).

Verifique la obtencidén de la ecuacion (14.37).

Calcule la diferencia energética Wy 1 »s — Wjp con la ecuacion (14.39).

Obtenga los elementos de la matriz A, definida en la ecuacién (14.56).

Evalie los elementos de la matriz de la ecuacién (14.66).

Verifique que las expresiones dadas por las ecuaciones (14.69-70) son correctas.
Compruebe que la energia de los estados del ejemplo 14.7 corresponde a la ecuacién (14.73),
endondel} =L =151 = % Calcule la energia de las transiciones asociados con la regla de
seleccion del ejemplo. En este caso, el operador del espin nuclear total es I'=TL+hL+5.
Verifique los célculos que llevan a las ecuaciones (14.87) y (14.89).

Obtenga todos los resultados que se presentan en la Seccién 14.3.4.4.
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A. El movimiento de una particula bajo el efecto de un potencial central.

Un potencial central depende tnicamente de la distancia al origen, V = V/(r). La fuerza tiene la
L L2 av . . .
direccion radial, F(F) = —VV = — gy v en donde 7, es el vector radial unitario.
r

= Ejemplo A.1. Las energias potenciales gravitacional y coulémbica tienen la forma V (r) =
Kk /r. Por lo tanto, estos potenciales son centrales.

Los vectores iniciales de la posicion y la velocidad definen un plano. La fuerza es paralela al
vector de posicion. Entonces, la aceleracion también esta en el mismo plano. Asi, el movimiento
permanece el plano de la posicién y velocidad iniciales. Por lo tanto, el problema es bidimensional
y s6lo se necesitan dos coordenadas, {ry,r}.

Para este sistema, es mds conveniente usar el sistema de coordenadas polares,

ry =rcosq, ry =rsing. (A1)
Asi, las derivadas con respecto al tiempo (identificadas con un punto sobre la variable) son

1 = Fcos @ —rdsing, o = Fsing +rdcos . (A.2)

Las ecuaciones de Newton.

Las ecuaciones de Newton son ecuaciones vectoriales, mr; = 17",-, que relacionan a la aceleracion
de un cuerpo, 7, con la fuerza neta sobre dicho cuerpo, F;. Para el caso de una particula bajo el efecto
de un potencial central, las componentes cartesianas de los vectores se escriben en coordenadas
polares. Entonces, las componentes de la aceleracién quedan en la forma

F| = Fcos ¢ — 2i¢ sing — r@*cos  — r¢ sin g A3)
#y = i'sin @ + 27¢ cos ¢ — r¢sing + r¢cos ¢ '
Finalmente, la ecuacién del movimiento para cada coordenada cartesiana queda en la forma

F(r)cos¢ =m (Fcos§ —2i-¢sing — rg?cos¢ —ro sing)

. , . . . . (A4)
F(r)sing =m (fsmd) + 27 cos@ —rp-sing +r¢ cosq))
Ambas ecuaciones estdn acopladas, pero se separan haciendo combinaciones entre ellas,
[F(r)cos ¢]cos ¢ + [F(r)sing]sing = F(r) = m (i —r¢?) (AS)

[F(r)sing|cos¢ — [F(r)cos@|sing =0 =m (2id +r¢)
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Las ecuaciones diferenciales de segundo orden para las coordenadas polares quedan asf,

P= r(]52 + Fr) ) 9 = —2; (A.6)

m ¢

La ecuacioén diferencial para ¢ se integra directamente,
Ing = —2Inr+c, ¢r? = const. (A7)
Esta condicién representa la conservacion del momento angular,
L=7xp=m(0,0,ri» — rr1) = (0,0,mr*§) = (0,0,1). (A.8)

Al sustituir la ecuacién (A.7) en la (A.6), se obtiene la ecuacién diferencial para la coordenada
radial,

. 2 F(r)
T2 m

(A9)

Esta es una ecuacion diferencial no lineal en r.

Las ecuaciones de Lagrange.

En esta formulacidn de la mecdnica clésica, se construye la funcién lagrangiana o el lagrangiano
del sistema, £ =T — V. La energia cinética proviene de las componentes de la velocidad, ecuacién
(A.2),

T=2(F+7) =3 (P+76). (A.10)
Entonces,
o= % (7 +1292) —V(r). (A.11)

En la ecuacién (A.11), sélo aparecen las coordenadas polares. Cada coordenada tiene asociado un
momento,
L _ L

= — = — 2 i
pr= o =mk, p =2 mre¢g. (A.12)

Asi, las ecuaciones del movimiento quedan en la forma siguiente,

L . 2L
przﬁzmr¢2+F(r), pq,:%:o. (A.13)
De la ecuacion para el momento conjugado py, se tiene que,
po =mr*$ = = const. (A.14)

Es decir, el momento angular es una constante del movimiento. Para la variable radial, la ecuacién
del movimiento es
12
pr=——+F(r). (A.15)
mr
Las ecuaciones de Lagrange, ecuaciones (A.14-15), son iguales a las obtenidas a partir de las
ecuaciones de Newton, ecuaciones (A.7) y (A.9). Sin embargo, en el formalismo de Lagrange, las
coordenadas polares son las inicas variables relevantes. Para obtener las ecuaciones del movimiento,
no se necesita el uso de las coordenadas cartesianas.
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Las ecuaciones de Hamilton.

El hamiltoniano del sistema, $ = }; pig; — £, es una funcién de las coordenadas generalizadas
y de sus momentos conjugados. Usando las ecuaciones (A.11-12), el hamiltoniano toma la forma
siguiente,

p pe P P P} P
r
. RN o S V(r)= <L V(r). A.16
H=pr m tPo mr2  2m  2mr? Vi) 2m + 2mr? +V(r) ( )
Por lo tanto, las ecuaciones del movimiento quedan asi,
.99 Py AV 95)
pr=—m-=—3—— pp=—5-=0,
ar mr’ dr o (A1T)
_af)_pr _af)_p(P
F= =—, O=-—=—.
dp, m dpy  mr?

Ahora, hay cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden y son equivalentes a las dos de Lagrange,
ecuacion (A.13). Sin embargo, esta formulacion tiene algunas ventajas para la integracion de las
ecuaciones de movimiento.
La ecuacion del momento conjugado py indica que el momento angular es una constante del
movimiento,
p¢ = | = const. (A.18)

De aqui, que el momento radial, p,, se obtiene directamente del hamiltoniano, ecuacién (A.16), el
cual representa a la energia del sistema,

2
p,:\/2mE—2mV—’{27 (A.19)

Y, al sustituir esta ecuacién en la ecuacién del movimiento para r, se obtiene la ecuacién diferencial
para la coordenada radial,

12
mir = \/2mE —2mV — = (A.20)
r

La integracion de esta ecuacion permite obtener a la funcién r(¢). A partir de ésta, se resuelve para
la ecuacién diferencial para la coordenada angular, ecuacién (A.17),

. l
0=—5. (A.21)
mr
Ejemplo. Un potencial central atractivo inverso con la distancia.
Una funcién de la energia potencial de la forma V (r) = —k/r representa al potencial gravita-
cional y al potencial coulémbico. Para este potencial, la ecuacién (A.20) toma la forma
d Kk 2
mer = \/sz fome — = (A.22)
dr roor?

Al integrar esta ecuacion, se obtiene la funcién r = r(t) y la subsecuente integracion de la ecuacién
(A.21) lleva a ¢ = ¢(¢). La ecuacién de la trayectoria en el plano se obtiene de forma directa,
mediante la regla de la cadena,

dr  drd¢ dr 7 rz\/ K 2
- _ 7 = =\ [2mE +2m— — —. A.23
& dpdr dp ¢ NI (A23)

Esta ecuacion es separable y su integracién conduce a

% =1+ pcosg, (A.24)

en donde « y 3 son las constantes de integracion.
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Figura A.1: Una 6rbita de un potencial atractivo inverso con la distancia (panel izquierdo) y la
dependencia de la variable radial con el dngulo polar (panel derecho).

Figura A.2: Las componentes de la energia como funcién del dngulo polar: cinética (7'), potencial
(V) y el potencial efectivo (U).

En el caso de las energias negativas (E < 0), la ecuacién (A.24) representa elipses, como el
ejemplo de la Figura A.1. La Figura A.2 muestra la dependencia de las componentes de la energia
con el dngulo polar.

La forma de la trayectoria depende de la energia. Para una energia negativa, la trayectoria es
una 6rbita eliptica; cuando la energia es positiva, se obtiene una hipérbola; mientras que, para el
caso cero, es una parabola.

Ejemplo. Las orbitas circulares.

Cuando la 6rbita es circular, la variable radial esta fija, r = R = const. Por lo tanto, r no es una
variable de este problema. Asi, las ecuaciones del movimiento (A.17) quedan en la forma siguiente,

. av 2
¢ = m = COHSt, a ) = m (A25)

La condicién dada por la segunda relacion en la ecuacion (A.25) es necesaria para tener una Orbita
circular y representa el balance entre la fuerza radial y fuerza centrifuga. La ecuacion (A.21) se
integra directamente para la variable angular,

l
1) = —t. A.26
La magnitud de la velocidad se calcula con sus componentes, ecuacion (A.2),

V=Fr=itn =71+ =R 6% (A27)
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Entonces, la velocidad es constante, al igual que el momento angular / = mRv. La direccién de la
velocidad se obtiene mediante la expresion

R dr 2

r-r:r1f1+r2r'2:ri’:%$. (A.28)
Por lo tanto, en una 6rbita circular, los vectores de posicion y velocidad son siempre perpendiculares,
7-7=0. En una 6rbita eliptica, esto no ocurre. En general, la velocidad no es constante, como lo
muestra la energia cinética en la Figura A.2, ni es siempre perpendicular al vector de posicion,
F= g# sing, (A.29)

S

de acuerdo con la ecuacion (A.28).

Problemas.
Problema A.1

Utilice la ecuacion (A.2) para calcular la energia cinética y verifique que se obtiene la ecuacién
(A.10).

Problema A.2

Construya en hamiltoniano a partir de las ecuaciones (A.11-12).

Problema A.3

Calcule el producto 7- 7 para el caso de la trayectoria del potencial atractivo inverso con la distancia.
Grafique sus resultados.






B. El principio de incertidumbre.

El estado cudntico de un sistema en una dimension estd descrito por la funcién de onda y/(x)
y el médulo cuadrado de la funcién de onda representa la densidad de probabilidad, P(x). La
distribucién de los momentos I1(p) es el médulo cuadrado de la proyeccién de la funcién de onda
sobre una funcién propia del momento,

2
1) =gl = [ o5 wioas] ®.1)
en donde
¢p(x) = Bexp (i%), B = (2m1) V2. (B.2)

La incertidumbre en la medicién de la propiedad observable f se define como la desviacién
estandar de los valores de la misma. Esta incertidumbre se calcula por medio de la ecuacion
siguiente,

1/2

ar=((-u?)" = (- ®3)

en donde los promedios se evalian con la funcién de onda que representa al sistema,

)= (widly) = [ v [Aw] ax (B.4)

En la medicion simultdanea de dos propiedades, f; y f2, el producto de sus desviaciones estandar
cumple con la desigualdad siguiente,

Afi-Af > 5| LA A])]- (B.5)

Esto es, satisface una relacién de incertidumbre. La demostracién de la desigualdad anterior se
presenta mds adelante.

En particular, para los operadores de posicion y de momento se tiene que [£, p| = #i. De aqui
que, el principio de incertidumbre para estas propiedades sea la siguiente,

Ax-Ap = 3. (B.6)
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Las funciones de onda gaussianas.

Para ejemplificar la relacion de incertidumbre, se evaldan las propiedades descritas anterior-
mente para una funcién de onda muy sencilla.
Considere a una funcién gaussiana definida en toda la recta real,

2
f(x) =exp <_2);2>7 (B.7)

en donde la constante d es positiva y estd relacionada con el ancho de la distribucion. La funcién de
onda normalizada se describe como

2
X
() =Ar() =Aexp (503 ). ®3)
en donde la constante A estd dada por la condicion de la normalizacidn,
o —1/2
A= [ / \f(x)!zdx} - (B.9)
Para la funcién gaussiana, la constante de normalizacién queda la forma siguiente,
A=[avE) ", (B.10)

en donde se ha usado el valor de la integral de una gaussiana, [~ exp(—tz)dt = /7. Asi, la
densidad de probabilidad también es una distribucién gaussiana,

1
P =y = 5

Para describir a las propiedades en el espacio del momento se requiere de la proyeccién de la
funcién de onda sobre las funciones propias del operador del momento, ecuacién (2.20),
X px

(0p| W) = AB® <eipx/h' f> — AB* /:oexp <_2012 - h_) dx. (B.12)

Esta integral se resuelve completando el trinomio cuadrado perfecto en el exponente,

e x — id> 2
om=arcolo4(5)] ool 52

o~ /)’ (B.11)

—o0

) (B.13)
= AB" exp [—é <pd) ] dv2n

h

Por lo que, la distribucién de los momentos toma la forma siguiente,

2
(p) = (¢ W) = ﬁjﬁexp [— (%) ] , (B.14)

en donde, por comparacién con la ecuacién (B.11), se concluye que el ancho de esta distribucién es
(/d). Esto es, el ancho de la distribucion de los momentos es inversamente proporcional al ancho
de la densidad de probabilidad de la posicién.

En la Figura B.1 se muestra la representacion grafica de las distribuciones P y I1 para diferentes
funciones gaussianas, con d = 1,1/2,2,4. En esta figura, se observa la relacién inversa entre el
ancho de las distribuciones, en el espacio de las coordenadas y de los momentos.

La incertidumbre en la posicién y en el momento se obtiene por integracién directa,

d h
Ar=1/(2)— ()P ==,  Ap=+/(pD)—(p)}=—. (B.15)
() = (x) 7 p=1/(r*)—{p) 3
Por lo que, la relacién de incertidumbre queda expresada como
Ax-A
. P_1-0s. (B.16)

Para las funciones gaussianas centradas fuera del origen, las incertidumbres y la distribucién
de momentos permanecen inalteradas, a diferencia de los valores esperados de las potencias de la
posicién y de la densidad de probabilidad P(x), los cuales presentan un desplazamiento horizontal.
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Figura B.1: Las densidades de probabilidad en el espacio de las coordenadas, P(x), en linea
continua, y de los momentos, I1(p), en linea punteada, para diferentes funciones de onda gaussianas.

Figura B.2: Las densidades de probabilidad en el espacio de las coordenadas y de los momentos
para una funcién de onda que es constante en el intervalo [—d,d], parad = 1, /2, 2, 4.
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2 | N

-1 1 2

'
2

Figura B.3: La densidad de probabilidad para las funciones polinomiales descritas por la ecuacién
(B.19),conn=0,1,2,4yd =2.

Otros tipos de funciones.

Otro ejemplo sencillo consiste en tomar una funcion de onda que es constante en el intervalo
[—d,d] y cero fuera de él. En este caso, la constante de normalizacién toma el valor siguiente,

A= (2d)7"?, (B.17)
y la proyeccion sobre ¢, se escribe como,

sin(kd)

(9| >—AB*/dex _IPYY gy — oapr @S ) (B.18)
Pll/ - —d p ﬁ - kd 9 .

en donde p =hk. Las gréficas de las distribuciones P y I1 se muestran en la Figura B.2, en donde se
observa nuevamente la relacién inversa entre el ancho de ambas distribuciones.
El mismo comportamiento se obtiene para la funcién polinomial

2 _ g2\
—d*)", x| <d (4n+1)!
Al ’ A=yt B.19
V) { 0, x| >d’ (2n)12(2d)4n+1 ®.19)
En la Figura B.3, se observa que, al aumentar el valor de la potencia n, la densidad de probabilidad
aumenta en el origen. Después de realizar las integrales necesarias, se obtienen los siguientes
resultados para las incertidumbres,

d h dn+1
Ax= ——, Ap=—4/n . B.20
Jan+3 P=a\ a2 (B.20)
Asi, 1a relacion de incertidumbre toma la forma
Ax-Ap n 4n+1 |
= > . B.21
h 2\ n— % 4n+3 " 2 ( )

Esta relacién es consistente con la ecuacién (B.6). La figura B.4 muestra la dependencia del
producto de las incertidumbres con la potencia n, ecuacion (B.21). Se observa que el producto
tiende asintticamente a %ﬁ

Algunos ejemplos adicionales estdn en la Tabla B.1. En todos ellos, se cumple la desigualdad
de la ecuacion (B.6). Aunque, sélo para las funciones gaussianas se obtiene el valor minimo en la
relacién de incertidumbre.

La primera funcién que se muestra en la Tabla B.1 es un caso particular de la ecuacion (B.19).
La comparacién entre las distribuciones en el espacio de las coordenadas y de los momentos esté
en la Figura B.5. Nuevamente, se observa la relacion inversa entre el ancho de una y otra.
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Figura B.4: La relacién de incertidumbre dada por la ecuacién (B.21).

Tabla B.1: Las propiedades y las relaciones de incertidumbre de algunas funciones de onda. La
funcién f(x) es una gaussiana de ancho d, ecuacién (B.7).

> 2 T
w(x) A2 —d?) Acos ( ] dx)
Dominio [—d,d] [—d,d]
A dk (gif in(dk) d . (dk)
i cos(dk) — sin T cos
(e"ly) 44 3 A e
Ax-Ap [5 |n*—6
7 17~ 0.598 o 0.568
yix)  Alfx—a)-fx+a)

Dominio (—o0,00)

A2 2vﬁﬂ(1—e—mwf>
(e®|y)  —2idv/2msin(ka)e 2"’
Ax-Ap

h

3
>3

Figura B.5: La distribucién en el espacio de las coordenadas y de los momentos para la funcién
cuadrdtica de la Tabla B.1, cond = 1, v/2, 2, 4.
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La demostracion de la ecuacion (B.5).

Considere al operador G = A +iaB, en donde o € R y los operadores A, B son hermitianos.
Asi, (Gy|Gy) > 0. Por lo tanto,

(y|G'Gy) = (y|A*+ai[A,B] + o’ B*|y)
~ A . (B.22)
= o (B*)+a(i[A,B])+(A*) >0

Al completar el trinomio cuadrado perfecto para o, se tiene que,

(B*) <a+w>2+<A2> (114.8))° > 0. (B.23)

A,
2 (B 4(B%) ~

~

El operador i [A,B] es hermitiano. Entonces, su valor esperado <i [A,é] >, es real. Asi, el valor de
a se elige de tal forma que el primer término se anule. Por lo tanto,

(A% (B*) > L (i[A,B])". (B.24)

Como caso particular, considere a los operadores A = f; — (f;) y B= f> — (f»). Entonces,
[A,é] = [ 11, fz] . Por lo que, la ecuacién (B.24) toma la forma que se desea demostrar,

Afi-Af >5[, A])] (B.25)

Problemas.
Problema B.1

De la definicién dada en la seccién B.3, obtenga el operador adjunto G' y demuestre que G'G =
A+ ailA,B] + a2B2.

Problema B.2
Demuestre que el operador i [A,B] es hermitiano.

Problema B.3

Demuestre que el braket <‘P|A[‘P> es real, si el operador A es hermitiano.
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C. Una aproximacién para las moléculas con enlaces dobles conjugados.

La espectroscopia UV-VIS se basa en la absorcion de la radiacién electromagnética de los
compuestos con enlaces dobles conjugados. Aunque, los enlaces dobles aislados absorben en el
UV lejano. Una explicacion cualitativa de este fendmeno se obtiene con un método aproximado
de la Quimica Cudntica, el modelo de orbitales moleculares de los electrones libres (FEMO,
Free-Electron Molecular Orbitals).

En el modelo FEMO, se asume que los electrones 7 de una molécula, los responsables de la
absorcién de la radiacién, se comportan como electrones libres dentro de la regién molecular. En
este caso, se utiliza el modelo de la particula encerrada para obtener una descripcién cualitativa de
los niveles moleculares. Y, de ahi, la frecuencia de absorcion.

Los trans-poliacetilenos.

Los trans-poliacetilenos, o polienos, son moléculas planas con enlaces dobles conjugados.
La estructura simplificada de estas moléculas estd detallada en la Figura C.1, en donde Ly =
Leccos(m/3) ~ 0.124nm y Lec es la distancia del enlace promedio en la molécula. En este tipo de
moléculas, los electrones 7 se mueven por arriba y por abajo del plano molecular. De hecho, el
plano molecular constituye el plano nodal de los orbitales 7.
Para una molécula con M enlaces dobles conjugados (CayHapr-2), la longitud de la molécula,
L, estd dada por
L=MLy+ (M —1)Ly+ Ly =2ML,. (C.1)

Al aproximar el comportamiento de cada electrén por el de una particula encerrada en una dimension,

Co o]

S -

NN

[

Figura C.1: La estructura de los trans-poliacetilenos.
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Figura C.2: El diagrama de los orbitales moleculares para los polienos, incluido el primer orbital
desocupado (LUMO).

los niveles energéticos tienen una dependencia cuadrética con el nimero cudntico,

Pr?
&= . C2
"= omL2" 2
El diagrama de los orbitales moleculares de los oligdmeros con M = 1,2,...,7 se muestra en la

Figura C.2.

Los poliacetilenos tienen 2M electrones 7. Por lo tanto, en su estado basal, los primeros
M niveles se encuentran ocupados doblemente. Dado que se ha supuesto que los electrones no
interactian, la energia molecular es la suma de las energias monoelectrénicas. Entonces, para el
estado basal,

R’n? f ,  Pr M(M+1)2M+1)
= ———-::-- n =
4mLIM? = 4mLIM? 6

M
Eo(M)=2Y &, : (C.3)
n=1

El primer estado excitado proviene de llevar a un electrén del nivel ocupado de mayor ener-
gia (HOMO, Highest-Occupied Molecular Orbital) al primer nivel desocupado (LUMO, Lowest-
Unoccupied Molecular Orbital). Asi, la energia de la excitacion resulta ser la diferencia entre los
niveles de energia involucrados,

R

~ 8mL2M?
PRt M4l Ra 2+
S 8mLy M® 8mLi M

2

AE =€&y+1 — €y (M—‘rl)z—Mz

(C4)

Por tanto, la longitud de onda de la radiacién absorbida aumenta al aumentar el tamafio del sistema
conjugado,
4 he _ 8mcL% M '
AE  hm 145

(C5)

Este resultado estd en concordancia con las observaciones espectroscopicas. En la Tabla C.1 y en la
Figura C.3 se muestra esta comparacion.

En general, el modelo de electrones 7 libres, FEMO, proporciona una descripcion cualitativa del
comportamiento de las moléculas con enlaces dobles conjugados. Cuantitativamente, los resultados
no son completamente satisfactorios, debido a que la repulsion entre los electrones no estd incluida.
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Tabla C.1: La longitud de onda de la absorcion en el UV para algunos polienos.

M  A(exp)/nm  A(calc) /nm

2 220 163

3 270 262

4 310 363

5 340 446

6 380 565

7 400 666

8 420 768

9 440 870
900
800 calc ¢

T *
700 +
*
600 + .
500 +
*
400 +
*
300 +
*
200 + .
100 +
exp
0 t t t +
200 250 300 350 400 450

Figura C.3: Longitud de onda de absorcién en UV para los polienos.

Ademads, la presencia de los nicleos no es explicita, lo cual imposibilita el tratamiento de las
moléculas con heterodtomos.

En otro sentido, este modelo predice que la longitud de onda de la absorcién aumenta en un
valor constante al crecer el tamafo de la molécula conjugada. Este comportamiento concuerda
con los resultados experimentales. Aunque, como se coment6 previamente, la magnitud del valor
constante que predice este modelo no es la correcta.

Problemas.
Problema C.1

Estime la dependencia de la longitud de onda de la absorcién, A, con M para moléculas grandes,
M > 1, y obtenga una expresion para Ay 1 — Ay. Muestre que en este limite A crece en forma
lineal con M.

Problema C.2

Construya un modelo bidimensional para estas moléculas y realice los calculos necesarios para
obtener la longitud de onda de absorcién. Explique la diferencia de los resultados con el modelo
unidimensional.

Problema C.3

Un modelo simple para el benceno y otros polienos ciclicos, dentro de este mismo esquema,
consiste en suponer que los electrones se mueven en una circunferencia de radio R. En este modelo,
el sistema es bidimensional, aunque sélo depende de una coordenada, el dngulo ¢. Resuelva
la ecuacién de Schrodinger en coordenadas polares, tomando en cuenta la periodicidad en la
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circunferencia:
v(¢) = w(¢+2m).

Muestre que el niimero cudntico # es un entero que toma los valores 0,4+1,=£2,..., y que los niveles
electrénicos también son cuadraticos en el niimero cudntico,
2
h 2
2mR?

g, =

Problema C.4

Para la molécula ciclica Cyp/Hyys, obtenga una expresion para la transicion electrénica de menor
energia. Tome en cuenta que la molécula tiene 2M electrones del tipo 7. La distancia del enlace
C —Cenel benceno es 0.139 nm. Estime la energia de las tres transiciones electrénicas de menor
energia y calcule la longitud de onda de la radiacion electromagnética requerida. Para el benceno,
estdn reportadas las transiciones siguientes en el UV cercano, 256, 204 y 184 nm. Compare los
resultados anteriores con los valores reportados.

Problema C.5

Una medida de la estabilidad de estas moléculas es la separacion entre los orbitales HOMO y
LUMO. Obtenga las expresiones para la separacién entre estos orbitales,

N = &Lumo — EHOMO;

para sistemas con 4M + 2 y con 4M electrones 7. Discuta sus resultados.
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D. Los estados discretos del pozo finito.

A diferencia del problema de la particula encerrada, la determinacién de los valores propios del
pozo finito recae en la solucién de una ecuacion trascendente. Por lo que, sélo se pueden obtener
soluciones aproximadas.

Un resumen del problema.

Un pozo finito estd caracterizado por un potencial discontinuo de la forma,

Vo, |x|>a
V(x)—{o’ Xl <a’ Vo>0. (D.1)
Por lo que, la solucién de un estado ligado, E < Vj, se escribe como,
Aexp(kx), x<—a
u(x) = ¢ Ccos(kx) +Dsin(kx), |x|<a, (D.2)
Bexp(—kx), x>a
en donde S ) -
m m mvo
kzth, KZEE—Z(V()—E), Lzzh—zzk%ﬂcz, (D.3)

Los productos ka, ka y La son cantidades adimensionales. Dado que el potencial es simétrico,
las funciones propias del hamiltoniano tienen paridad. Por lo que, las soluciones se clasifican de
acuerdo a esta caracteristica,

soluciones pares soluciones impares
Aexp(kx), x<—a —Bexp(kx), x<—a (D.4)
u(x) =< Ccos(kx), |x|<a, u(x) =< Dsin(kx), |x|<a
Aexp(—kx), x>a Bexp(—kx), x>a

La funcién de onda y su primera derivada son funciones continuas. En los puntos de discon-
tinuidad del potencial, se aplican las condiciones de la continuidad a ambas funciones. Asi, se
obtienen las condiciones que determinan los valores propios de la energia,

Ka = katan(ka) — Ka = kacot(ka)

tan(ka) > 0 tan(ka) < 0 D.5)

1 1
nn<ka<<n+2>7t <n+2)7t<ka<(n+1)7t
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301
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Figura D.1: La gréfica de las funciones que aparecen en la ecuacién (D.6), para La = 10. El eje
horizontal corresponde a la variable ka.

Figura D.2: La grafica de las funciones de la ecuacién (D.7), La = 10.

Por lo que, las soluciones pares estdn en cuadrantes impares y viceversa.
Al utilizar la ecuacién (D.3), las condiciones anteriores quedan en términos de las cantidades
adimensionales ka y La,

La\? La\?
— ) —1=tan’(k — ) —1=cot*(k D.6
(&) @  (5) (ke 06)
en donde La es una constante caracteristica del problema.

En la Figura D.1 estdn las graficas de las funciones involucradas en la ecuacién (D.6). Las
intersecciones que corresponden a los valores permitidos para ka. De aqui, se obtienen los valores

propios de la energia, a través de la ecuacion (D.3). Es importante notar que las funciones de la
gréfica presentan variaciones muy rdpidas. Por lo que, la escala utilizada es muy amplia.

La transformacion de la ecuacioén transcendente.

Una forma mas sencilla de encontrar los valores propios proviene de la transformacion de la

ecuacion (D.6),
ka . ka
cos(ka) = +— sin(ka) = +— (D.7)
La La
En este caso, las funciones que aparecen estdn acotadas al intervalo [—1, 1], ya que ka < La.
La Figura D.2 muestra las graficas correspondientes a las funciones de la ecuacién (D.7). En
este caso, se observa un nimero muy grande de intersecciones. Sin embargo, no toda interseccién

corresponde a un estado, ya que en cada cuadrante s6lo pueden haber estados de un tipo de paridad.
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Figura D.3: La gréfica de las funciones de la ecuacién (D.7), incluye sé6lo los cuadrantes relevantes.
(La = 10.)

Figura D.4: La gréafica del valor absoluto de las funciones de la ecuacién (D.7), La = 10.

La ecuacién (D.5) define a los cuadrantes asociados con cada tipo de paridad. En la Figura
D.3 se han eliminado los cuadrantes que no satisfacen las condiciones antes mencionadas. Al
contabilizar las intersecciones, se obtiene el nimero de estados correcto.

Aparentemente es mds sencillo obtener los valores propios usando la Figura D.1 que con la
Figura D.3. Si se toma el valor absoluto de las funciones trigonométricas de la Figura D.3, las
intersecciones aparecen solo en la parte superior de la grafica, Figura D.4.

Al sobreponer las graficas para los estados pares e impares, se obtiene el panel izquierdo de la
Figura D.5. En este caso, las intersecciones que corresponden a los estados pares e impares aparecen
alternadas, iniciando en el estado basal que es un estado par. Con excepcion de la linea recta, el
panel izquierdo de la Figura D.5 muestra una estructura periddica, que corresponde a la repeticién
de la funcién coska en el intervalo [0, 7/2]. En lugar de repetir a la funcién coseno, se pueden
trazar los tramos de recta que se intersectan con las repeticiones de la funcion trigonométrica, esto
equivale a cortar la figuraen x =0,7/2,7,37/2, ... y sobreponer los cortes, el panel derecho de la
Figura D.5. La recta original satisface la ecuacion F(x) = x/La. Entonces, los cortes ocurren en
xn = (n—1)m/2. Asi, las ordenadas al origen de las rectas de la Figura D.5, panel derecho, toman
el valor F(x,). Esto es, esta familia de lineas satisface la ecuacién

T x+(n—1)r/2

X
fn(x):*‘k(”_l)m—T’

=1,2,.... D.8
Ia n=1,2, (D.8)

El punto &, es la interseccion definida por la ecuacion f,(&,) = cos&,, en el intervalo [0, /2].
Entonces, los valores de ka, asociados con los estados del pozo, estan dados por la ecuacién
siguiente,

kna = &+ (n—1)m. (D.9)

Finalmente, la energia de estos estados se obtiene a partir de la ecuacién (D.3).

De la Figura D.5, se concluye que el nimero de estados, para un pozo finito, depende del inverso
de la pendiente de las rectas. Es decir, éste es proporcional a La. Para que exista una interseccién
en el intervalo [0, /2] es necesario que la ordenada al origen sea menor que la unidad. Si el estado
N es el tltimo estado ligado, su ordenada al origen debe ser cercana a uno. Entonces el niimero de
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Figura D.5: La superposicion de las gréficas de los estados pares e impares.(La = 10.)

estados puede aproximarse por

2L
N%Ta—l—l. (D.10)

Es importante identificar que, independientemente del valor de la pendiente de la linea recta,
existe al menos un estado ligado para todo pozo.

Problemas.
Problema D.1

Encuentre graficamente la energia de todos los estados ligados del pozo finito con La = 27.

Problema D.2

Obtenga la energia de todos los estados ligados del pozo finito con La = 2. Ademds obtenga las
funciones propias y haga una gréfica de ellas.
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E. Los orbitales moleculares de un compuesto aromatico.

Al realizar un célculo de la estructura electrénica de una molécula, los resultados reportados
por el programa computacional son muy extensos.

El andlisis de los resultados de un cdlculo molecular.

En este apéndice, se muestran algunos de los resultados para el anién fenolato, obtenidos con el
programa MOPAC 6.00, usando el método semiempirico AM1.

La primera pagina muestra un resumen con los resultados principales. Adicionalmente, estd una
tabla con los orbitales moleculares mds relevantes. Esta tabla incluye a los seis estados ocupados de
energia mas alta (con su numeracién en negrita) y los primeros seis estados desocupados.

Para cada estado, el programa reporta la energia orbital y los coeficientes del desarrollo LCAO.
Dado que la molécula tiene una estructura plana, estdn resaltados los coeficientes de los orbitales
atémicos perpendiculares al plano molecular. Los orbitales moleculares del tipo 7 tinicamente tiene
contribucién de los orbitales atémicos perpendiculares. Esto es evidente en los orbitales moleculares
16, 18-20.

Las péaginas siguientes incluyen una estructura del esqueleto de la molécula con la numeracién
de los atomos y algunos resultados del radical fenoxilo. También, estan los resultados del catién
fenoxilo en el estado singulete (S = 0), como en el triplete (§ = 1). La comparacién de la energia
total de ambos casos indica que el estado singulete es el mas estable. Los resultados incluyen a la
energia orbital de los estados de cada tipo espin. El anién fenolato, que tiene a todos sus electrones
apareados. Asi que, los orbitales moleculares del tipo o y del tipo B son idénticos. Lo mismo
ocurre con el cation en el estado singulete. Por otro lado, el radical y el catién en el estado triplete
tienen mds electrones del tipo . Por esta razén, los orbitales moleculares de cada tipo de espin son
diferentes.

En la tercera pagina, también se incluye un diagrama de los orbitales moleculares del tipo 7.
Estos orbitales moleculares son muy similares a la prediccién del modelo de Hiickel.

La cuarta pagina contiene dos gréficas. La grafica superior muestra la energia relativa de todas
las especies calculadas. Mientras que, la grafica inferior muestra las energias orbitales de todas las
especies y las ocupaciones de los estados de mayor energia.

Las cuatro pédginas finales contienen el archivo completo de los resultados que genera el
programa para el célculo del fenol.
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242 E. Los orbitales moleculares de un compuesto aromdtico.

Problemas.
Problema E.1

Estime la energia de la reaccion de protonacion del anion fenolato. La energia electrénica del protén
es igual a cero.

Problema E.2

Estime la energia de ionizacién del anién fenolato. Compare su resultado con la aproximacién del
teorema de Koopmans.

Problema E.3

Identifique en que orbital molecular se encuentra el electron desapareado del radical fenoxilo.



AM1 BONDS ESP VECTORS PRECISE +

CHARGE=-1

Phenolate anion

AM1 CALCULATION
VERSION 6.00

FINAL HEAT OF FORMATION = -29.72681 KCAL

TOTAL ENERGY = -1157.60678 EV

ELECTRONIC ENERGY = -4252.89816 EV

CORE-CORE REPULSION = 3095.29138 EV

IONIZATION POTENTIAL = 2.83833

NO. OF FILLED LEVELS = 18

MOLECULAR WEIGHT = 93.105

SCF CALCULATIONS = 2

COMPUTATION TIME = 10.000 SECONDS

EIGENVECTORS
Orb 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
73 Ip w4 75 76

Ei -7.38 -726 -6.34 -503 -426 -284 534 590 815 832 857 869
S C1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 000 -0.04 0.02 -0.42
PX C1 028 -0.17 0.00 0.00 0.03 0.00 0.00 0.00 000 -0.13 -0.15 0.16
PY C1 021 -024 0.00 000 -001 000 000 000 000 -024 0.05 0.29
Pz ci 0.00 0.00 -0.49 0.00 0.00 048 -001 057 026 0.0 0.00 0.00
S Cc2 -0.01 0.01 0.0 000 003 000 000 000 000 028 -0.14 0.21
PX Cc2 -026 021 000 000 -001 000 000 000 000 006 -030 -0.03
PY c2 0.12 027 0.00 0.0 0.7 0.0 000 000 000 -032 027 0.06
PZ Cc2 0.00 0.00 -0.31 -0.50 0.00 0.06 050 -041 -0.29 0.00 0.00 0.00
S C3 0.03 -0.01 0.00 0.00 -0.10 0.00 0.0 0.00 0.00 -0.04 0.00 -0.23
PX C3 028 -0.19 0.00 0.00 0.11 0.00 000 000 000 003 -0.19 -0.01
PY C3 -0.15 -027 0.00 0.0 -0.19 000 000 000 000 -0.08 0.03 O0.11
Pz Cc3 0.00 0.00 0.04 -049 0.00 -044 -050 -0.03 0.40 0.0 0.00 0.00
S C4 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 000 0.14 0.0 0.08
PX C4 -027 018 0.00 000 -0.10 000 000 000 0.00 -0.03 -0.17 -0.02
PY C4 0.17 026 0.00 0.00 0.04 0.00 0.0 000 000 -007 0.8 -0.03
PZ c4 0.00 0.00 043 0.0 0.00 -0.16 0.00 0.49 -0.60 0.00 0.00 0.00
S C5 -0.03 0.00 0.0 000 010 000 000 000 000 -0.04 0.02 -0.21
PX C5 025 -019 0.00 0.00 023 0.0 000 000 000 -0.08 -0.14 0.08
PY C5 -023 -026 0.00 000 001 000 000 000 000 -002 0.12 0.06
PZ C5 0.00 0.00 0.05 049 0.00 -044 051 -002 040 0.00 0.00 0.00
S Cé6 0.01 0.01 000 000 -003 0.0 000 000 000 027 013 0.22
PX Cé6 -021 017 0.00 0.00 -0.07 000 000 000 000 -028 -042 0.03
PY Cé6 023 028 0.00 0.00 -005 0.00 000 000 000 -0.12 0.10 0.01
PZ C6 0.00 0.00 -0.30 0.51 0.00 0.04 -049 -042 -0.30 0.00 0.00 0.00
S H7 0.04 031 0.00 0.00 -001 000 000 000 000 -023 -0.04 0.61
S H8 -026 -013 0.00 000 -008 000 000 000 000 -050 043 -0.10
S H9 028 -0.19 0.00 0.00 0.07 0.0 000 000 000 000 020 0.21
S H10 -032 -0.14 0.00 0.00 -0.06 0.00 0.00 000 000 002 -020 0.18
S H 11 024 -017 0.00 0.00 0.09 0.00 0.00 000 000 -046 -0.46 -0.14
S 012 -001 -012 000 000 0.00 000 000 000 000 000 000 -0.01
PX 012 -026 -013 000 000 0.82 000 0.00 0.00 000 002 004 003
PY 012 009 -0.38 0.00 000 -0.39 000 000 0.0 000 004 -003 0.05
Pz 012 000 000 062 000 0.00 059 0.00 -030 027 0.00 0.00 0.00




5 3
6 2
1
AM1 BONDS ESP VECTORS PRECISE +
CHARGE=0 UHF
Phenoxyl radical
AM1 CALCULATION

VERSION 6.00

FINAL HEAT OF FORMATION

16.64809 KCAL

TOTAL ENERGY
ELECTRONIC ENERGY
CORE-CORE REPULSION

-1155.59582 EV
-4250.88720 EV
3095.29138 EV

IONIZATION POTENTIAL = 10.02345
NO. OF ALPHA ELECTRONS = 18
NO. OF BETA ELECTRONS = 17
MOLECULAR WEIGHT = 93.105
SCF CALCULATIONS = 2
COMPUTATION TIME = 10.000 SECONDS
EIGENVECTORS
Orb 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Ip 73 74 5 76
o Ei -13.16 -13.03 -1287 -11.48 -10.63 -10.02 020 039 239 332 356 356
73 Ip w4 x5 w6
B Ei -12.87 -12.77 -11.31 -11.07 -1043 -1.28 053 1.13 278 336 35 371
AM1 BONDS ESP VECTORS PRECISE +
CHARGE=1 UHF TRIPLET
Phenoxyl cation triplet
AM1 CALCULATION

VERSION 6.00

FINAL HEAT OF FORMATION 235.20349 KCAL

TOTAL ENERGY = -1146.11854 EV
ELECTRONIC ENERGY = -4241.40992 EV
CORE-CORE REPULSION = 3095.29138 EV
IONIZATION POTENTIAL = 15.77211
NO. OF ALPHA ELECTRONS = 18

NO. OF BETA ELECTRONS = 16
MOLECULAR WEIGHT = 93.105

SCF CALCULATIONS

I
N

COMPUTATION TIME 10.000 SECONDS

EIGENVECTORS
Orb 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
? 73 2~ )
Ei -20.07 -19.03 -1827 -17.62 -1589 -1580 -6.15 -528 -344 -326 -232 -2.14

w3 74 Ip 5 w6
Ei -18.15 -17.78 -17.48 -15.77 -8.48 -746 -4.95 -4.78 -286 -282 -2.00 -1.82




AM1 BONDS ESP VECTORS PRECISE +

CHARGE=1
Phenoxyl

cation singlet

AM1 CALCULATION
VERSION 6.00
FINAL HEAT OF FORMATION = 238.48266 KCAL
TOTAL ENERGY = -1145.97635 EV
ELECTRONIC ENERGY = -4241.26773 EV
CORE-CORE REPULSION = 3095.29138 EV
IONIZATION POTENTIAL = 15.95867
NO. OF FILLED LEVELS = 17
MOLECULAR WEIGHT = 93.105
SCF CALCULATIONS = 2
COMPUTATION TIME = 10.000 SECONDS
EIGENVECTORS
Orb 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Ip 73 w4 5 76
Ei -18.58 -18.50 -17.38 -17.09 -1596 -8.77 -539 -5.16 -330 -2.73 -2.11 -2.08
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F. Los orbitales moleculares de la molécula HCN.

Este apéndice muestra la representacion grafica de algunas propiedades calculadas para la
molécula HCN.

Los orbitales moleculares.

Los orbitales internos del 4cido cianhidrico estdn en la Figura F.1. Al analizarlos de abajo hacia
arriba (la energia también crece hacia arriba), se identifica que el primer estado es un estado interno
1s del atomo de nitrégeno. Mientras que, el segundo corresponde es el orbital 1s del dtomo de
carbono. Los estados tercero y cuarto son estados del tipo ©.

Los orbitales de valencia se encuentran en la Figura F.2. En la parte inferior esta un estado
del tipo 6. Mientras que, los estados de la parte superior son del tipo 7. Ambos estados 7 son
degenerados y s6lo difieren en la orientacién alrededor del eje molecular.

La Figura F.3 contiene al los primeros orbitales vacios de la molécula. El orbital molecular
inferior es del tipo ¢ y de antienlace para todas las parejas de atomos unidos quimicamente. Los
orbitales de la parte superior son del tipo & de antienlace y son degenerados.

o ." o

HCN orbitales internos

Figura F.1: Los cuatro orbitales moleculares con la energia mas baja del HCN.



F.2

F.3

252 F. Los orbitales moleculares de la molécula HCN.

HCN

orbitales de valencia

Figura F.2: Los tres siguientes orbitales moleculares del HCN.

Algunas propiedades observables.

Los orbitales moleculares representan a las funciones ortogonales que permiten construir
un determinante de Slater. Sin embargo, al realizar una transformacion unitaria de los orbitales,
la prediccién los observables queda invariante. Por lo tanto, diferentes conjuntos de orbitales
moleculares dan origen a la misma descripcion aproximada de un sistema electrénico.

Por otro lado, la densidad electrénica y el potencial electrostdtico molecular son observables y
pueden ser contrastados con los experimentos.

La Figura F.4 muestra diferentes representaciones del potencial electrostatico. El diagrama de
contornos del lado izquierdo muestra un mapa topografico del potencial en un plano que contiene a
la molécula. Las lineas rosadas representan los valores negativos del potencial. Mientras que, los
valores positivos estdn conectados por las lineas verdes. El diagrama de contornos es consistente con
la isosuperficie del potencial electrostatico de la parte superior, en donde se usa en mismo cédigo
de colores. Estas representaciones confirman que la zona negativa de la molécula corresponde a
la regi6n del lado del 4tomo de nitrégeno. Adicionalmente, la isosuperficie inferior del potencial
muestra una representacion de la molécula que simula a los radios covalentes de cada dtomo en la
molécula.

La densidad electrénica estd en la Figura F.5, en el lado izquierdo. La parte superior la representa
por medio de un diagrama de contornos, en un plano que contiene a la molécula. Este diagrama
muestra una acumulacién de los electrones cerca de cada nicleo de la molécula, principalmente los
electrones internos. En la parte inferior, la isosuperficie de la densidad esté coloread con los valores
del potencial electrostatico, con los mismos colores de las figuras anteriores. Por otro lado, a la
derecha estd la representacion del anién molecular. Este anidn tiene un electrén desapareado y la
densidad del espin proporciona informacién sobre la localizacién de los electrones desapareados.
En este caso, la figura muestra que el electrén desapareado se encuentra localizado principalmente
en los extremos de la molécula.

Problemas.
Problema FE.1

Para cada uno de los orbitales moleculares del tipo o, identifique si contribuyen al enlace de cada
pareja de 4tomos unidos quimicamente.

Problema F.2

A partir de la Figura F.5, identifique si la molécula es polar o no polar. Incluya sus argumentos.
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HCN

orbitales desocupados

Figura F.3: Algunos orbitales moleculares de mayor energia del HCN.

HCN
potencial electrostatico a

Figura F.4: Diferentes representaciones del potencial electrostitico molecular del HCN. El color
rosa representa los valores negativos. Mientras que, el verde es para los positivos.

densidad electronica

densidad de espin

triplete

Figura F.5: La densidad electrénica molecular estd en el lado izquierdo de la figura. Mientras que,
la densidad del espin del anién molecular (en el estado doblete) estd a la derecha.
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