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Presentación

Cada día se vuelve más importante la comprensión de los fenómenos químicos a partir de los
detalles de la estructura molecular de la materia. Por esta razón, es necesario incluir en el currículo
de los estudiantes de Química, tanto de licenciatura como de posgrado, cursos dedicados al estudio
de la parte microscópica de la fisicoquímica.

La química cuántica nos proporciona la descripción de la materia a nivel molecular. Esta obra
ofrece un tratamiento detallado de la mecánica cuántica de los átomos y las moléculas para los
cursos de licenciatura y posgrado enfocados en la fisicoquímica microscópica. También, aborda los
métodos de solución de las ecuaciones diferenciales involucradas y las propiedades de las funciones
especiales que aparecen en los sistemas microscópicos estudiados.

Es importante mencionar que la teoría cuántica de los sistemas químicos no está limitada al
material incluido en esta obra. Sin embargo, dichos avances van más allá de los objetivos que
persigue el autor con este contenido. La discusión de los métodos actuales para calcular la estructura
electrónica de los átomos, las moléculas y los sólidos requiere del dominio de los temas incluidos
aquí. Por lo que, estos temas se deben considerar como un material para especialistas en dicha
ramas de la química teórica. Así que, esta obra pretende incluir únicamente los temas fundamentales
que se requieren para los cursos generales de la fisicoquímica microscópica.

Para los cursos de licenciatura, se sugiere cubrir parcialmente el contenido los capítulos del uno
al trece. En este caso, el instructor debe seleccionar el material de estos capítulos para ajustarlo al
tiempo disponible y la profundidad requerida. Los cursos de posgrado permiten cubrir los conceptos
más avanzados de los capítulos iniciales y profundizar en los temas asociados con los sistemas
multielectrónicos y su interacción con los campos eléctricos y magnéticos, los capítulos del doce al
catorce.
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1. Los antecedentes de la teoría cuántica.

En el último cuarto del siglo XIX, se tenía la percepción que todos los fenómenos físicos
podían ser descritos satisfactoriamente usando los conocimientos establecidos hasta aquel período.
Sin embargo, el grado de avance de las técnicas de medición empezaba a generar resultados que
no podían ser explicados por las teorías aceptadas. Dichos experimentos estaban asociados con
fenómenos en donde las interacciones a nivel molecular jugaban un papel fundamental. Estas
discrepancias aumentaron el interés por mejorar los métodos de medición, con la esperanza de
que los nuevos resultados estuvieran en concordancia con las teorías aceptadas en aquel momento.
Desafortunadamente, las nuevas técnicas no cambiaron el panorama. Más aún, dieron origen a más
casos que la teoría no podía explicar. Esta acumulación de evidencias generó la necesidad de un
marco teórico nuevo que permitiera comprender las interacciones que ocurren entre los componentes
fundamentales de la materia. Como resultado de estas observaciones surgieron muchos intentos de
modificar las leyes clásicas. Pero, sólo con el establecimiento de la mecánica cuántica fue posible
contar con un modelo que permite entender los fenómenos microscópicos.

En este capítulo se presenta una revisión muy breve de la mecánica clásica, ya que juega un
papel muy relevante aún en la mecánica cuántica. Adicionalmente, se presentan algunos de los
experimentos que jugaron un papel decisivo en el surgimiento de esta teoría.

1.1 Una revisión breve de la mecánica clásica.
1.1.1 La mecánica newtoniana.

La versión más conocida de la mecánica clásica es la mecánica newtoniana. Las propiedades
dinámicas de un sistema, descrito por las características de las partículas que lo componen y las
fuerzas entre ellas, provienen de la solución de las ecuaciones de Newton,

F⃗i = mi
d2⃗ri

dt2 , (i = 1,2, . . . ,N) . (1.1)

Para un conjunto de coordenadas y velocidades iniciales, este sistema de ecuaciones diferenciales
acopladas permite obtener la trayectoria de cada una de las partículas, r⃗i(t), y todas las propiedades
mecánicas del sistema, a lo largo del tiempo.

Se dice que un sistema es conservativo, si las fuerzas que actúan en él provienen de una función
denominada la energía potencial V =V (⃗r1, . . . ,⃗rN), a través de la ecuación

F⃗i =−∇iV . (1.2)
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En este caso, la energía total del sistema, la suma de la energía cinética y la potencial, es una
constante,

E = 1
2 ∑

i
mi

d⃗ri

dt
· d⃗ri

dt
+V (⃗r1, . . . ,⃗rN) = const . (1.3)

En general, un problema de N partículas en tres dimensiones conduce a un sistema de 3N
ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Ejemplo 1.1. El oscilador armónico representa a una partícula de masa m sujeta por un
resorte. La constante de fuerza del resorte, k, cumple con la ley de Hooke,

F =−kx, k > 0. (1.4)

En este caso, la ecuación de Newton es unidimensional y tiene la forma siguiente,

m
d2x
dt2 =−kx, x′′+

k
m

x = x′′+ω
2x = 0, (1.5)

en donde ω2 ≡ k
m > 0. La solución general de esta ecuación corresponde a la función

oscilatoria
x(t) = Acosωt +Bsinωt, (1.6)

en donde las constantes A y B dependen de las condiciones iniciales,

A = x(0), Bω = x′(0) . (1.7)

La energía potencial del oscilador armónico satisface la ecuación

F =−kx =−dV (x)
dt

. (1.8)

Por lo tanto,
V (x) = 1

2 kx2 = 1
2 mω

2x2 . (1.9)

Así, la energía es una constante,

E = 1
2 mω

2[−Asinωt +Bcosωt]2 + 1
2 mω

2[Acosωt +Bsinωt]2

= 1
2 mω

2[2A2 +2B2] = mω
2[A2 +B2]

. (1.10)

Ejemplo 1.2. El tiro parabólico es un problema mecánico que requiere de dos dimensiones.
Para la posición y la velocidad iniciales, Figura 1.1,

r⃗0 =

(
x(0)
z(0)

)
, ˙⃗r0 =

(
ẋ(0)
ż(0)

)
, (1.11)

las ecuaciones del movimiento determinan la trayectoria y las propiedades dinámicas. En
este caso, tanto la posición como la fuerza son vectores. Sin embargo, es posible separar el
problema en sus componentes cartesianas. La solución de las ecuaciones del movimiento se
obtiene por integración directa,

F⃗ =−mg
(

0
1

)
= m

d2⃗r
dt2 = m

(
ẍ
z̈

)
,

ẍ = 0 : x(t) = A+Bt, ẋ(t) = B,

z̈ =−g : z(t) =C+Dt − 1
2 gt2, ż(t) = D−gt,

V (x,z) = mgz, E = m[1
2(B

2 +D2)+gC].

Nuevamente, de la solución de la ecuación de Newton, se obtiene que la energía es una
constante.
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Figura 1.1: Las condiciones iniciales del tiro parabólico.

1.1.2 La formulación de Lagrange.
Una forma equivalente de la mecánica de Newton es la formulación de Lagrange. En este

esquema se utiliza un conjunto de coordenadas que son relevantes para el problema que se desea
analizar, denominadas las coordenadas generalizadas. Primero se construye una cantidad llamada
la función lagrangiana o el lagrangiano del sistema. Las ecuaciones del movimiento se obtienen
derivado a esta cantidad. Este proceso se describe a continuación.

Por simplicidad, considere a un sistema conservativo. Las ecuaciones del movimiento, en el
sistema de coordenadas cartesianas, son

Fi =
d
dt
(miẋi) =−∂V

∂xi
. (1.12)

Las componentes de la energía son V =V (x1, . . . ,x3N) y T = 1
2 ∑i miẋ2

i . Entonces,

∂T
∂ ẋi

= miẋi. (1.13)

Así, las ecuaciones de Newton toman la forma siguiente,

d
dt

(
∂T
∂ ẋi

)
=−∂V

∂xi
. (1.14)

En general, las n coordenadas relevantes del sistema se designan con los símbolos qi , para
1 ≤ i ≤ n ≤ 3N. Entonces,

qi = qi(x1, . . . ,x3N , t), (1.15)

en donde estas coordenadas pueden ser distancias, ángulos, etc. El lagrangiano del sistema se define
así,

L= L(q1,q2, . . . , q̇1, q̇2, . . .)≡ T −V . (1.16)

En este caso, las ecuaciones del movimiento quedan en la forma siguiente,

d
dt

(
∂L

∂ q̇i

)
=

∂L

∂qi
. (1.17)

Estas n ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden son las ecuaciones de Lagrange.
Ejemplo 1.3. Cuando el movimiento ocurre en un plano y se usan coordenadas polares,
q1 = r y q2 = φ , el lagrangiano toma la forma

L= 1
2 m
(
ṙ2 + r2

φ̇
2)−V (r,φ) . (1.18)

Entonces, las ecuaciones del movimiento quedan en términos de las coordenadas relevantes,

d
dt

(mṙ) = mrφ̇
2 − ∂V

∂ r
,

d
dt

(
mr2

φ̇
)
=−∂V

∂φ
. (1.19)
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Para una órbita circular, ṙ = 0. Así que,

mrφ̇ 2 =
∂V
∂ r

=−Fr, mr2
φ̈ =−∂V

∂φ
, (1.20)

en donde la primera ecuación contiene a la fuerza centrípeta.
En el movimiento circular uniforme, la velocidad angular es una constante, φ̇ = const. Por lo
que, se obtienen las condiciones siguientes,

mrφ̇ 2 =−Fr = const,
∂V
∂φ

= 0. (1.21)

Además, el momento angular, L = mr2φ̇ , se conserva y el potencial sólo depende de la
variable radial.

1.1.3 La mecánica de Hamilton.
Un esquema alternativo para los sistemas conservativos es la formulación de Hamilton. Esta

variante utiliza a las coordenadas y los momentos generalizados como sus variables básicas. La
formulación de Hamilton es especialmente interesante en esta obra. Ya que, la mecánica cuántica
toma como punto de partida los conceptos de la mecánica de Hamilton.

El lagrangiano permite definir al momento conjugado de la coordenada qi,

pi =
∂L

∂ q̇i
. (1.22)

Cuando el lagrangiano no depende explícitamente de la coordenada generalizada qi, las ecuaciones
de Lagrange, ecuación (1.17), conducen a

dpi

dt
= 0. (1.23)

Esto es, pi es una constante de movimiento.
El hamiltoniano de un sistema se define como

H= H(q1, . . . , p1, . . . , t)≡ ∑
i

piq̇i −L, (1.24)

y las ecuaciones del movimiento (las ecuaciones de Hamilton) toman la forma siguiente,

∂H

∂ pi
= q̇i,

∂H

∂qi
=−ṗi. (1.25)

En este caso, se obtienen 2n ecuaciones diferenciales de primer orden. Para un sistema conservativo,
el hamiltoniano coincide con la energía total,

H= T +V = E. (1.26)

Ejemplo 1.4. Del ejemplo 1.3, se tiene que, los momentos conjugados de una partícula que
se mueve en el plano son

pr = mṙ, pφ = mr2
φ̇ . (1.27)

Por lo que, el hamiltoniano queda en la forma siguiente,

H=
p2

r

2m
+

p2
φ

2mr2 +V. (1.28)

En este caso, las cuatro ecuaciones de movimiento son

ṙ =
pr

m
, ṗr =

p2
φ

mr3 −
∂V
∂ r

, (1.29)
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Figura 1.2: La distribución espectral de la radiación térmica para dos temperaturas diferentes.

φ̇ =
pφ

mr2 , ṗφ =−∂V
∂φ

. (1.30)

En un sistema con un potencial central, V =V (r), el momento angular, pφ , es una constante
del movimiento. Adicionalmente, en el movimiento circular uniforme, r = const, pr = 0 y
pφ = const. Por lo tanto, se obtiene la siguiente condición para una orbita circular,

p2
φ

mr3 =
∂V
∂ r

. (1.31)

En el apéndice A, El movimiento de una partícula bajo el efecto de un potencial central, se
analizan algunos ejemplos y se compara el uso de las tres versiones de la mecánica clásica que se
presentan en este capítulo.

1.2 Los orígenes de la mecánica cuántica.
A finales del siglo XIX, surgieron muchas evidencias experimentales que, eventualmente,

dieron origen a la mecánica cuántica. En esta sección se presentan algunos casos importantes.

1.2.1 La radiación térmica.
En aquella época, se analizó la distribución espectral de la radiación que emite un cuerpo, como

función de la temperatura (el problema de la radiación térmica). La potencia total emitida por
unidad de área, W , tiene un comportamiento sencillo con la temperatura y está descrito por la ley
de Stefan y Boltzmann,

W = σT 4. (1.32)

Esta ecuación se deduce a partir de algunos argumentos termodinámicos.
Adicionalmente, la distribución espectral de la radiación, Figura 1.2, presenta un máximo. La

posición del máximo depende de forma inversa con la temperatura,

λmaxT = const. (1.33)

A esta expresión se le conoce como la ley de Wien.
Los modelos clásicos fueron incapaces de proveer un modelo apropiado para describir el

comportamiento de la Figura 1.2. Las leyes conocidas en aquel momento conducen a la ecuación
de Rayleigh y Jeans,

wRJ
λ

=
8πkT

λ 4 , (1.34)
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Figura 1.3: La comparación de la distribución espectral de la radiación térmica experimental con
los modelos de Rayleigh y Jeans y de Wien.

en donde k es la constante de Boltzmann. Sin embargo, esta ecuación diverge cuando los valores de
λ son pequeños y la curva no es integrable. Este modelo funciona relativamente bien para valores
de λ muy grandes. Por otro lado, se tenía una ecuación empírica que funciona mejor para valores
pequeños de λ (la ecuación de Wien),

wWien
λ

=
c1λ−5

exp(c2/λT )
. (1.35)

La gráfica de ambas ecuaciones se muestran en la Figura 1.3.
Max Planck realizó muchos intentos para obtener una ecuación que describiera el compor-

tamiento experimental de la radiación térmica. Sin embargo, siempre llegaba a la expresión de
Rayleigh y Jeans.

A partir de un análisis de la termodinámica de los dos modelos previos, Planck observó que
cada uno tiene un comportamiento diferente. Así que, decidió proponer una ecuación que en un
límite tiende al comportamiento de la ecuación de Rayleigh y Jeans. Mientras que, en el otro límite,
se comporta como el modelo de Wien. La ecuación de Planck,

wPlanck
λ

=
8πchλ−5

exp(ch/λkT )−1
, (1.36)

reproduce el comportamiento experimental si el valor de la constante h (la constante de Planck) se
ajusta usando los datos experimentales. En esta ecuación, la constante c representa a la velocidad
de la luz. Planck encontró que la única hipótesis que permite justificar esta ecuación se apartaba del
sentido común de aquella época. La hipótesis de Planck indica que “cuando la materia intercambia
energía en forma de radiación de la frecuencia ν , este intercambio sólo ocurre en múltiplos de una
cantidad mínima igual a hν”. Esta hipótesis contradice la naturaleza ondulatoria de la radiación.
Pues, parece indicar que la radiación se intercambia en paquetes pequeños con energía igual a hν .
Planck trató de encontrar otra forma de justificar su ecuación. Sin embargo, nunca lo logró.

1.2.2 El efecto fotoeléctrico y otros fenómenos.
Los resultados del efecto fotoeléctrico también presentaban problemas de interpretación. Cuan-

do se irradia un electrodo metálico de un tubo de descarga con cierto tipo de luz, en algunos casos
se produce una corriente eléctrica. La corriente sólo aparece a frecuencias mayores que un valor que
es característico de cada metal (la frecuencia umbral, ν0). En este caso, la magnitud de la corriente
es proporcional a la intensidad de la radiación. Para las frecuencias menores que la frecuencia
umbral, no se produce ninguna corriente, incluso, cuando la intensidad de la radiación es muy
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Figura 1.4: La predicción de la capacidad calorífica molar de un sólido con los modelos clásico y
de Einstein.

grande. Cuando hay una corriente fotoeléctrica, la energía cinética de los electrones crece con la
frecuencia de la radiación.

Tomando en cuenta la hipótesis de Planck, Albert Einstein propone que la radiación está
formada por los paquetes de Planck (los fotones). Así, cuando una partícula de materia absorbe un
fotón, la energía de la partícula se incrementa en hν . De esta forma, en el efecto fotoeléctrico, los
electrones del metal pueden absorber un fotón de la radiación incidente. Si el fotón no proporciona
al electrón la energía suficiente para escapar de la atracción que el metal ejerce sobre él (la función
trabajo del metal, Φ0), el electrón se queda en el metal y no se observa ninguna corriente. Por el
contrario, si la energía del fotón es suficiente, el electrón usa parte de la energía ganada para vencer
la atracción del metal y el resto queda como su energía cinética. Así, el balance de energía de este
proceso queda en la forma siguiente,

hν = Φ0 +
1
2 mv2. (1.37)

Esta ecuación permite explicar el comportamiento observado en el efecto fotoeléctrico y le da
soporte tanto a las hipótesis de Einstein y de Planck. Por otro lado, fortalece la evidencia del
comportamiento corpuscular de la radiación, al menos durante la interacción con la materia.

Einstein también estudió la dependencia de la capacidad calorífica de los sólidos con la
temperatura. Los modelos clásicos predicen que la capacidad calorífica molar debe ser igual a 3R,
en donde R es la constante de los gases. Sin embargo, este resultado sólo es correcto a temperaturas
altas. A temperaturas bajas, se observa que la capacidad calorífica disminuye hasta llegar a cero,
en 0 K. Einstein propuso que la energía de la vibración en el sólido sólo puede tomar valores que
son múltiplos de hν , en donde ν es la frecuencia de la vibración. Mediante el uso de la mecánica
estadística, él calculó la energía del sólido y su capacidad calorífica molar. Con este modelo, se
obtiene que

Cm = 3R
(

hν

kT

)2 exp[hν/kT ]

(exp[hν/kT ]−1)2 . (1.38)

A temperaturas altas, esta ecuación se comporta como el modelo clásico. Pero, a temperaturas
bajas, la capacidad calorífica tiende a cero. El modelo de Einstein describe cualitativamente bien la
tendencia general de la capacidad calorífica, Figura 1.4. Sin embargo, la forma en que Cm tiende a
cero no es la correcta. Aún así, este modelo sugiere que en algunos casos, la energía sólo puede
tomar cierto conjunto discreto de valores.

El efecto Compton representa la dispersión inelástica de los rayos X por un metal. En este
experimento, el cambio en la longitud de onda de los rayos X, dispersados por los electrones del
sólido, es proporcional al coseno del ángulo de la dispersión. Este comportamiento se explica al
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asumir que el fotón de los rayos X, al interactuar con un electrón, se comporta como una partícula
con un momento igual a h̄k, en donde k ≡ 2π/λ , y una energía hν . Así,

cosθ ≈ 1+
2πmc

h

(
λ −λ

′) , (1.39)

en donde θ es el ángulo de dispersión y λ y λ ′ son las longitudes de onda incidente y dispersada,
respectivamente.

1.2.3 El modelo atómico de Bohr.
Niels Bohr usó las ideas de Planck y Einstein para proponer un modelo de la estructura del

átomo de hidrógeno. Dado que las líneas espectrales se conocían con precisión, Bohr ajustó su
modelo para reproducir dichos resultados. El modelo atómico de Bohr se basa en dos postulados.

1. El electrón se mueve alrededor del núcleo en órbitas circulares estables, en donde el momento
angular es múltiplo de h̄ ≡ h/2π .

2. Cuando el átomo absorbe o emite radiación, la energía del fotón asociado, hν , coincide con
la diferencia de la energía entre las dos órbitas estables involucradas.

Estos postulados limitan los valores de muchas propiedades. Por ejemplo, el tamaño de las órbitas
y el momento del electrón toman valores discretos, al igual que la energía,

En =− h̄2Z2

2ma2
0n2 . (1.40)

A este tipo de comportamiento se le denomina la cuantización.
El modelo de Bohr funciona bien para cualquier átomo o ion con un electrón, los átomos

hidrogenoides. Sin embargo, este modelo no es aplicable para los átomos polielectrónicos. Las
reglas de cuantización para los átomos con varios electrones, cuando se pueden establecer, son muy
complicadas.

Poco tiempo después de que Bohr presenta su modelo atómico, Louis de Broglie propone que,
de la misma forma que la radiación exhibe un comportamiento ondulatorio y corpuscular, la materia
también puede mostrar un comportamiento ondulatorio. Para un fotón, la energía y el momento
están relacionados por la ecuación E = pc. Por lo que, el momento y la longitud de onda son
inversamente proporcionales,

λ =
h
p
. (1.41)

De acuerdo con la propuesta de de Broglie, a las partículas en movimiento se les asocia una longitud
de onda, que se calcula con la ecuación (1.41). Muy pronto, Clinton Davisson y Lester Germer
observaron el comportamiento ondulatorio de la materia. Ellos encontraron patrones de difracción
cuando un haz de electrones incide sobre un cristal.

La hipótesis de de Broglie le permitió a Bohr deshacerse de su primer postulado. Sólo en las
órbitas estables del modelo de Bohr, el comportamiento ondulatorio del electrón no se destruye por
interferencia.

Hasta aquel momento, las leyes que gobiernan el comportamiento de las partículas microscópi-
cas eran desconocidas. La única forma de entender su comportamiento radicaba en un conjunto
cada vez más grande de hipótesis y principios. Pero, no existía una teoría que los contuviera a todos.
Por lo que, la necesidad de una teoría del mundo microscópico era evidente. La mecánica cuántica
aparece como la teoría que permite explicar y predecir estos fenómenos. A lo largo de esta obra, se
pretende mostrar como se usa esta teoría y aplicarla a los sistemas de mayor interés en la química,
como son los átomos y las moléculas.

1.3 Problemas.
1. Escriba el hamiltoniano de los sistemas siguientes:

(a) un oscilador armónico unidimensional;
(b) un cuerpo durante su caída libre;



1.3 Problemas. 23

(c) dos partículas puntuales con carga eléctrica.
2. Para el modelo de Bohr:

(a) A partir de la condición de las órbitas circulares y de los postulados del modelo atómico,
obtenga las expresiones para el radio y el momento lineal de un electrón en las órbitas
estables.

(b) Demuestre que Vn = 2En = −2Tn, donde Tn, Vn y En son respectivamente la energía
cinética, potencial y total del sistema en una órbita permitida.

3. En microscopía, el máximo detalle que se puede observar es del orden de magnitud de la
longitud de onda utilizada.

(a) ¿Cuál es el límite de la resolución de un microscopio electrónico que usa electrones
con energía cinética de 150 keV?

(b) ¿Cuántas veces más grande es el límite de la resolución del microscopio electrónico,
comparado con un microscopio óptico? (La longitud de onda en la región visible está
entre 400 y 700 nm.)

4. Calcule la longitud de onda de un electrón en las órbitas del modelo de Bohr. Compare el
resultado con el radio de la órbita.





2. Los operadores.

En la mecánica cuántica, los operadores son objetos que se usan cotidianamente. Este capítulo
está dedicado a revisar algunos conceptos relacionados con este tipo de objetos.

2.1 Las propiedades elementales de los operadores.
La transformación de las funciones es una operación común en las matemáticas básicas. Así que,

algunas transformaciones conocidas también se pueden asociar con el concepto de los operadores.
Definición 2.1. Un operador, Ô, es un objeto que transforma a una función, g, en otra, h,

Ôg = h. (2.1)

Ejemplo 2.1. Al derivar a la función f (x), la función resultante, f ′(x), generalmente es
distinta. Por lo tanto, al procedimiento de derivación se le puede asignar un operador,

f ′(x) =
d f
dx

=
d
dx

f (x) = D̂ f (x). (2.2)

Al operador que produce la derivada de una función, D̂, se le llama el operador diferencial.
Al multiplicar a una función por una constante, se obtiene una función nueva. Lo mismo
ocurre cuando una función se multiplica por otra. A este tipo de operadores se les deno-
mina los operadores multiplicativos. Las ecuaciones siguientes muestran a dos operadores
multiplicativos,

2π · f (x) = g(x), (2.3)

x · f (x) = k(x). (2.4)

Los operadores se combinan formando otros más complejos, a partir de las operaciones entre
ellos. Las operaciones más comunes se muestran a continuación.

Definición 2.2. La suma de dos operadores se define como,(
Â+ B̂

)
f ≡ Â f + B̂ f . (2.5)

Definición 2.3. La composición de dos operadores está definida en la forma siguiente,(
ÂB̂
)

f ≡ Â
(
B̂ f
)
. (2.6)
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Ejemplo 2.2. Los operadores siguientes son combinaciones de operadores sencillos:

M̂ = 1+
d
dx

, M̂ f = f + f ′, (2.7)

N̂ =
d
dx

x, N̂ f =
d
dx

(x f ) . (2.8)

En donde f representa en este caso a la función de una variable f (x).
Definición 2.4. El conmutador de dos operadores es el operador siguiente,[

Â, B̂
]
≡ ÂB̂− B̂Â. (2.9)

Cuando el conmutador de dos operadores es igual a cero, se dice que los operadores conmutan
y el orden de la aplicación de los operadores es irrelevante, ÂB̂ = B̂Â.

Al invertir el orden de los operadores, el conmutador cambia su signo,[
B̂, Â

]
= B̂Â− ÂB̂ =−

(
ÂB̂− B̂Â

)
=−

[
Â, B̂

]
. (2.10)

Ejemplo 2.3. El conmutador [N̂, D̂], en donde el operador N̂ está definido en el ejemplo 2.2
y el operador D̂ es el operador diferencial, se calcula aplicando dicho operador sobre una
función, [

N̂, D̂
]

f = N̂D̂ f − D̂N̂ f = N̂ f ′− D̂
d
dx

(x f ).

En este punto, se realizan las simplificaciones necesarias,[
N̂, D̂

]
f =

d
dx

(x f ′)− d
dx

(x f ′+ f ) = x f ′′+ f ′− (x f ′′+2 f ′)

=− f ′ =−D̂ f .

Así, se identifica que, el conmutador de estos operadores es [N̂, D̂] =−D̂. Además, [D̂, N̂] = D̂.

También existen los operadores integrales, uno de ellos es la transformada de Laplace,

L̂ f =
∫

∞

0
e−tx f (x)dx ≡ F(t). (2.11)

2.2 Los operadores lineales.
Entre la gran variedad de operadores que existen, los operadores lineales se encuentran frecuen-

temente en las matemáticas básicas.
Definición 2.5. El operador, L̂, es lineal si cumple las dos propiedades siguientes:

(i) L̂(c f ) = cL̂ f , (2.12)

(ii) L̂( f +g) = L̂ f + L̂g (2.13)

en donde f y g son funciones arbitrarias y c es cualquier escalar.
Ejemplo 2.4. El operador diferencial cumple con las propiedades: D̂(c f ) = c f ′ , D̂( f +g) =
f ′ + g′. Entonces, el operador diferencial cumple con las condiciones (2.12-13) y es un
operador lineal.

Para los operadores lineales, el conmutador tiene algunas propiedades adicionales,[
Â, B̂+Ĉ

]
=
[
Â, B̂

]
+
[
Â,Ĉ

]
, (2.14)[

Â,cB̂
]
= c
[
Â, B̂

]
, (2.15)[

Â, B̂Ĉ
]
=
[
Â, B̂

]
Ĉ+ B̂

[
Â,Ĉ

]
, (2.16)

en donde c es un escalar.
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2.3 Las funciones propias y los valores propios de un operador.
Para todo operador lineal, existe un conjunto de funciones, {un}, y un conjunto de escalares,

{an}, tales que, satisfacen la ecuación siguiente,

Âun = anun. (2.17)

A esta ecuación se le conoce como la ecuación de los valores propios del operador Â. A los
escalares an se les llama los valores propios del operador y a las funciones un se les denomina
las funciones propias. Al conjunto de los valores propios comúnmente se le llama el espectro del
operador.

Ejemplo 2.5. La función g(x) = ex2
es una función propia del operador Ĝ =

1
x

D̂+ 5. Al

aplicar este operador sobre la función g, se tiene que Ĝg =
1
x

D̂g+5g = 2xg/x+5g = 7g.

Entonces, g es una función propia del operador Ĝ con valor propio igual a 7.

Ejemplo 2.6. Para el operador p̂x ≡−ih̄
∂

∂x
, la ecuación de los valores propios es la siguiente,

p̂xφp = pφp, (2.18)

en donde p es el valor propio y φp es la función propia. Esta ecuación es una ecuación
diferencial lineal que se puede reescribir en la forma

φ
′
p =

ip
h̄

φp, (2.19)

y tiene las soluciones siguientes,
φp(x) = ceipx/h̄. (2.20)

El valor propio p es cualquier número real. En este caso, el espectro del operador p̂x es
continuo.
Ejemplo 2.7. Se buscan las funciones propias del operador p̂x que son funciones periódicas,
con período L. En este caso, las funciones cumplen con la condición siguiente,

φp(x) = φp(x+L), (2.21)

en donde las función están dadas por la ecuación (2.20). Entonces, al sustituir a la función
φp, se observa que se debe cumplir la condición

1 = eipL/h̄. (2.22)

Esto es, el argumento del número complejo debe ser un múltiplo de 2π ,

pL
h̄

= 2nπ. (2.23)

Por lo tanto,

pn =
2nπh̄

L
, φn(x) = cei2nπx/L, n = 0,±1,±2, ... (2.24)

En este caso, el espectro del operador es discreto.

2.4 Los operadores hermitianos.
Dentro de los operadores lineales existe un grupo de operadores que son de gran importancia

en la mecánica cuántica.
Definición 2.6. El operador Ô es hermitiano si, para todo par de funciones f y g, se cumple
la igualdad ∫

f ∗
(
Ôg
)

dτ =
∫ (

Ô f
)∗

gdτ, (2.25)

en donde el conjugado del número complejo, z, se denota por z∗. Para identificar si un
operador es hermitiano, se deben evaluar las dos integrales de la ecuación (2.25). Sólo cuando
ambas integrales son iguales, el operador es hermitiano.
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Ejemplo 2.8. Para el operador X̂ = x se calculan las integrales de la ecuación (2.25),∫
f ∗
(
X̂g
)

dx =
∫

f ∗xgdx =
∫

x( f ∗g)dx∫ (
X̂ f
)∗ gdx =

∫
(x f )∗ gdx =

∫
x( f ∗g)dx

. (2.26)

Ambas integrales son iguales. Entonces, el operador X̂ es hermitiano.

Ejemplo 2.9. Para el operador diferencial D̂ =
d
dx

, las dos integrales son diferentes,

∫
f ∗
(
D̂g
)

dx =
∫

f ∗g′dx = ( f ∗g)
∣∣b
a −

∫
f ′∗gdx∫ (

D̂ f
)∗ gdx =

∫
f ′∗gdx

, (2.27)

La diferencia está tanto en el signo, como en la constante que proviene de la integración por
partes. Por lo tanto, el operadosr D̂ no es hermitiano.
Ejemplo 2.10. El procedimiento descrito permite analizar en otros casos que no se detallan
aquí. Los operadores siguientes,

Ê = i
d
dx

, D̂2 ≡ D̂D̂ =
d2

dx2 , (2.28)

son hermitianos siempre y cuando las funciones y sus derivadas se anulen en los bordes de
su dominio.

En muchas aplicaciones, los conjuntos de funciones forman espacios vectoriales. En estos
casos, las funciones tienen propiedades similares a los vectores cartesianos. En particular, es posible
definir el concepto de ortogonalidad entre las funciones.

Definición 2.7. Dos funciones son ortogonales cuando
∫

f ∗gdτ = 0.

La integral
∫

f ∗gdτ se puede usar como una definición del producto interno entre las funciones f
y g. Esta integral cumple con las propiedades del producto interno. Por lo que, es posible introducir
conceptos tales como la proyección y la norma en los espacios vectoriales de las funciones.

Los valores propios y las funciones propias de los operadores hermitianos tienen propiedades
muy interesantes.

Teorema 2.1. Los valores propios de un operador hermitiano son reales.
Demostración 2.1. Se parte de la ecuación de los valores propios del operador y se hacen
algunas manipulaciones. También es necesario usar de la propiedad de la hermiticidad del
operador.

Âun = anun,
(
Âun
)∗

= a∗nu∗n,

u∗nÂun = u∗nanun,
(
Âun
)∗

un = a∗nu∗nun,∫
u∗nÂundτ = an

∫
u∗nundτ,

∫ (
Âun
)∗

undτ = a∗n

∫
u∗nundτ,∫

u∗nÂundτ =
∫ (

Âun
)∗

undτ,

an

∫
u∗nundτ = a∗n

∫
u∗nundτ,∫

u∗nun (an −a∗n)dτ = 0,

∴ an = a∗n.

(2.29)

Teorema 2.2. Las funciones propias de un operador hermitiano son ortogonales, cuando sus
valores propios son diferentes.
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Demostración 2.2. En este caso, se usa la ecuación de los valores propios para dos funciones
propias con valor propio distinto y la ecuación (2.25).

Âun = anun,
(
Âum

)∗
= amu∗m,

u∗mÂun = u∗manun,
(
Âum

)∗
un = amu∗mun,∫

u∗mÂundτ = an

∫
u∗mundτ,

∫ (
Âum

)∗
undτ = am

∫
u∗mundτ,∫

u∗mun (an −am)dτ = 0,

∴
∫

u∗mundτ = 0.

(2.30)

Definición 2.8. Cuando un operador tiene más de una función propia con el mismo valor
propio, se dice que estas funciones son degeneradas.

El teorema anterior garantiza que las funciones degeneradas son ortogonales con las funciones
propias que tienen valor propio distinto. Sin embargo, el teorema no implica que las funciones
degeneradas sean ortogonales entre ellas. Este hecho no genera ningún problema. Siempre es
posible hacer una combinación lineal de las funciones degeneradas para obtener un conjunto de
funciones propias que sean ortogonales entre sí.

Cuando sea posible, las funciones propias deberán cumplir con la condición
∫

u∗nundτ = 1. En
este caso, se dice que las funciones están normalizadas. Así, para todo par de funciones propias se
cumple la condición ∫

u∗numdτ = δmn =

{
1 ,n = m
0 ,n ̸= m

. (2.31)

2.4.1 La delta de Kronecker y la delta de Dirac.
La delta de Kronecker, δmn, es un símbolo que puede tomar sólo dos valores, dependiendo de

sus índices,

δmn =

{
1 ,n = m
0 ,n ̸= m

. (2.32)

Dado que este símbolo sólo es diferente de cero cuando sus índices son iguales, las sumas que
incluyen a la delta de Kronecker se simplifican fácilmente,

∑
m

δmnZm = δ1nZ1 +δ2nZ2 + ...+δnnZn + ...

= 0 ·Z1 +0 ·Z2 + ...+1 ·Zn + ...

= Zn

. (2.33)

Normalmente, una delta de Kronecker elimina a una operación de suma, cuando el índice de la
suma también es uno de los índices de la delta de Kronecker.

En general, las funciones propias de un operador hermitiano son ortogonales y forman un
conjunto completo. Así, toda función arbitraria, ϕ(x), se puede escribir como una combinación
lineal de los elementos de la base del espacio vectorial,

ϕ(x) = ∑
n

bnun(x), (2.34)

en donde los coeficientes bi están dados por

bi =
∫

u∗i (x)ϕ(x)dx. (2.35)

Estos coeficientes juegan el papel de las componentes del vector y corresponden a la proyección de
la función φ sobre la función normalizada ui. Finalmente, la ecuación (2.34) queda así,

ϕ(x) = ∑
n

∫
u∗n
(
x′
)

ϕ
(
x′
)

dx′un(x)

=
∫ [

∑
n

un (x)u∗n
(
x′
)]

ϕ
(
x′
)

dx′
. (2.36)
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Tabla 2.1: Los símbolos de la notación de Dirac y su equivalencia.

nombre símbolo definición

ket |g⟩ ≡ g(x) una función
bra ⟨ f | ≡ f ∗(x) una función conjugada
braket ⟨ f | g⟩ ≡

∫
f ∗gdτ la integral entre una función y otra conjugada

En la última integral de la ecuación (2.36) se identifica a un operador integral identidad. A la parte
interna del operador, agrupada entre los corchetes en el integrando, se le designa con el símbolo
siguiente,

∑
n

un (x)u∗n
(
x′
)
≡ δ

(
x− x′

)
. (2.37)

La distribución δ (x− x′) lleva el nombre de la delta de Dirac 1.
La delta de Dirac es una distribución simétrica, δ (x− x′) = δ (x′− x), y éstas son algunas de

sus propiedades,
δ
(
x− x′

)
= 0, (x ̸= x′)∫

δ
(
x− x′

)
f (x)dx = f

(
x′
)

∫
δ
′ (x− x′

)
f (x)dx =− f ′

(
x′
). (2.38)

2.5 La notación de Dirac.

La notación de Dirac, en su versión más simple, se puede ver como una notación abreviada
que permite representar a la mayoría de las operaciones entre los operadores y las funciones. Los
símbolos de esta notación y su definición están en la Tabla 2.1. La representación de Dirac de la
mecánica cuántica utiliza los mismos símbolos que están en la Tabla 2.1, pero con un significado
más general. El Anexo 2.A presenta una discusión breve sobre la diferencia entre la representación
de Dirac y la notación usada en este texto.

Así, dado que un operador transforma a una función en otra, un operador también transforma a
un ket en otro,

Â|g⟩ ≡
∣∣Âg
〉
. (2.39)

Los brakets cumplen con la condición siguiente,

⟨g| f ⟩∗ = ⟨ f |g⟩. (2.40)

Las funciones propias de un operador son kets. Por lo tanto, los kets propios de un operador
hermitiano son ortogonales y están normalizados,

um = |um⟩= |m⟩, ⟨n|m⟩= δmn. (2.41)

En esta notación, la propiedad de la hermiticidad del operador Ô toma la forma siguiente,

⟨ f |Ôg⟩= ⟨Ô f |g⟩. (2.42)

Observe que, para los operadores hermitianos, el operador puede actuar tanto sobre el bra como
sobre el ket, sin afectar el valor que tiene el braket. Para los operadores que no son hermitianos,
esto no es posible. Sin embargo, existe otra opción que se presenta más adelante.

Ejemplo 2.11. La notación de Dirac permite reescribir algunas expresiones y desarrollos
previos de una forma más compacta.

1Una distribución o función generalizada es una extensión del concepto de una función. La teoría de las distribuciones
permite analizar funciones discontinuas y extender a éstas conceptos tales como la derivada.
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1. Desarrollo de la función ϕ(x), ecuación (2.34).

ϕ(x) = ∑
n

bnun(x) |ϕ⟩= ∑
n

bn |n⟩

bi =
∫

ui(x)∗ϕ(x) bi = ⟨i|ϕ⟩

ϕ(x) = ∑
n

un(x)
[∫

u∗n(x
′)ϕ(x′)dx′

]
|ϕ⟩= ∑

n
|n⟩⟨n|ϕ⟩

∑
n

un(x)u∗n(x
′)≡ δ

(
x− x′

)
Î = ∑

n
|n⟩⟨n|

. (2.43)

2. Para las funciones periódicas en el intervalo [−L/2,L/2], ya se tiene una base. Las
funciones propias del operador p̂x forman una base del espacio vectorial de funciones
periódicas,

|n⟩= 1√
L

ei2nπx/L. (2.44)

Los coeficientes del desarrollo de la función arbitraria ϕ tienen la forma

bk = ⟨k|ϕ⟩= 1√
L

∫ L/2

−L/2
e−i2kπx/L

ϕ(x)dx. (2.45)

Por lo que,

|ϕ⟩= 1√
L ∑

k
bkei2kπx/L. (2.46)

Estas ecuaciones corresponden al desarrollo de la función ϕ(x) como una serie de
Fourier.

2.6 El operador adjunto.

Definición 2.9. Si Â es un operador lineal, al operador Â†, que satisface la igualdad siguiente,
para todo par de funciones, ∫

f ∗
(
Âg
)

dτ =
∫ (

Â† f
)∗

gdτ, (2.47)

se le llama el adjunto del operador Â.

Al usar la notación de Dirac, los operadores Â y Â† satisfacen la igualdad〈
f
∣∣∣Âg
〉
=
〈

Â† f
∣∣∣g〉. (2.48)

Ejemplo 2.12. De acuerdo con el ejemplo 2.9, el operador diferencial D̂ =
d
dx

no es her-

mitiano. Observe que la ecuación (2.27) se puede escribir en la forma ⟨ f |D̂g⟩= ⟨−D̂ f |g⟩.
Entonces, al comparar con la ecuación (2.48), el operador adjunto de D̂ es

D̂† =−D̂ =− d
dx

, (2.49)

siempre y cuando f ,g → 0 en los bordes del dominio del espacio de las funciones.

De acuerdo con la definición del operador adjunto, un operador hermitiano es su propio adjunto.
Además, todo operador lineal cumple con la propiedad (Ô†)† = Ô.
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2.7 Problemas.

1. Aplique los dos operadores x
d
dx

y
d
dx

x a cada una de las funciones siguientes:
(a) xsinx
(b) x2e−3x

Indique si en algún caso se obtiene como resultado a la función original.

2. Demuestre que los operadores x
d
dx

y
d
dx

x son lineales.

3. Utilizando las propiedades de los conmutadores y [x̂, p̂] = ih̄, calcule:
(a)

[
x̂, p̂2

]
(b)

[
x̂2, p̂

]
(c)

[
x̂2, p̂2

]
(d) [α x̂+β p̂,γ x̂+δ p̂], en donde α , β , γ , δ son constantes.

4. Para cada una de las funciones siguientes:
(a) ex

(b) x2e−x

(c) x2ex2

(d) e−x2

(e) xe−x2

indique si es o no función propia del operador
(

4x2 − d2

dx2

)
y, en caso afirmativo, identifique

el valor propio.
5. Obtenga las funciones propias de los operadores siguientes:

(a)
d2

dx2

(b) − h̄2

2m
d2

dx2

(c)
d2

dx2 + k2.

6. Indique bajo que condiciones el operador ˆ⃗p =−ih̄∇ es hermitiano. (Considere cada una de
las componentes del vector y qué el vector es tridimensional.)

7. Demuestre que:
(a) [x̂k, p̂l] = ih̄δkl
(b)

[
x̂k, p̂n

k

]
= ih̄np̂n−1

k
en donde los operadores x̂k y p̂l son las componentes cartesianas de los operadores de
posición y momento, respectivamente.

8. Indique si el operador ix̂ es o no hermitiano. En caso negativo, ¿Cuál es el operador adjunto?
9. Demuestre que cada uno de los operadores siguientes:

(a) i
(
Â† − Â

)
(b)

(
Â† − Â

)
es hermitiano, cuando Â es un operador lineal.
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2.A Diferencias entre la notación de Dirac y la representación de Dirac.
En la representación de Dirac de la mecánica cuántica, el estado de un sistema cuántico, al

tiempo t, se representa por un ket, por ejemplo, |ψ⟩, que es un elemento de un espacio complejo de
Hilbert. Cada ket tiene asociado un bra, por ejemplo, ⟨ψ|, en el espacio dual del espacio de Hilbert.
El braket ⟨ϕ|ψ⟩ representa la proyección del ket |ψ⟩ sobre |ϕ⟩, que es un escalar.

Todo operador lineal, definido en el espacio Hilbert, tiene un conjunto de kets propios, cada uno
con su valor propio correspondiente. Los valores propios y los kets propios satisfacen la ecuación
de los valores propios de dicho operador.

En particular, para un sistema cuántico en una dimensión, la ecuación de los valores propios
del operador de la posición tiene la forma siguiente, x̂|x⟩= x|x⟩. En este caso, x representa al valor
propio y |x⟩ es el ket propio. El espectro del operador de la posición es continuo. Además, los kets
propios del operador forman una base del espacio de Hilbert.

En la representación de Dirac, la función de onda de un sistema cuántico es la proyección del
ket del estado cuántico sobre los kets propios del operador de la posición, ψ(x)≡ ⟨x|ψ⟩. Esto es, la
función de onda es la representación del estado cuántico en el espacio de la posición. Así, en esta
representación de la mecánica cuántica, el ket del estado cuántico y la función de onda son objetos
que pertenecen a espacios distintos.

A lo largo de esta obra, como se describe en la sección 2.5, los kets y los bras se usan para
representar funciones. Dado que la representación de Dirac no se usa en este texto, el uso de la
notación de Dirac no genera ninguna contradicción dentro del material expuesto. Además, el uso
esta notación facilita la escritura de la ecuaciones en prácticamente todos los capítulos del libro.

Esta libertad, tomada conscientemente por el autor, tiene como finalidad simplificar la pre-
sentación de las ecuaciones de la teoría cuántica, especialmente en los problemas en más de una
dimensión y en los sistemas muchas partículas, como es el caso de los átomos y las moléculas. Sin
esta notación, las expresiones de la obra para las especies químicas toman una forma muy compleja.





3. Los fundamentos de la mecánica cuántica.

La mecánica cuántica se puede construir a partir de un conjunto de axiomas o postulados que
permiten obtener cantidades que son comparables directamente con las mediciones experimentales.

3.1 Los postulados de la mecánica cuántica.
(1) Todo observable físico (x, p,E,L, . . .) tiene asociado un operador hermitiano. La medición

de este observable resulta ser un elemento del conjunto de los valores propios del operador.
(2) Cada sistema está caracterizado por una función de onda,

∣∣∣Ψ〉 = Ψ(r, t), la cual contiene
toda la información acerca del sistema.

Normalmente, se elige a la función de onda Ψ de tal forma que
〈

Ψ

∣∣∣Ψ〉= 1. En este caso se dice
que la función de onda está normalizada.

Ejemplo 3.1. Una partícula está limitada a moverse en la semirrecta x ≥ 0. La función de
onda Ψ(x) = Nx2e−3x/a0 representa a este sistema, en donde N y a0 son constantes. Entonces,
el valor de N se obtiene a partir de la condición de la normalización de la función de onda,〈

Ψ

∣∣∣Ψ〉= 1. Así,

1 =
〈

Ψ

∣∣∣Ψ〉=
∫

∞

0 Ψ∗Ψdx = N2 ∫ ∞

0 x4e−6x/a0dx

= N2
(a0

6

)5 ∫
∞

0 t4e−tdt = N2
(a0

6

)5
4!.

Por lo tanto, N = 18/a5/2
0 . Los detalles sobre el procedimiento de integración están en el

Anexo 3.A.

3.2 El proceso de medición.
Sean {un} el conjunto de las funciones propias del operador asociado con el observable A

y {an} su espectro. Si
∣∣∣Ψ〉 es la función de onda del sistema, se tiene alguno de los dos casos

siguientes:
(a) La función de onda coincide con una función propia,

∣∣∣Ψ〉 =
∣∣∣un

〉
. Entonces, al medir el

observable A, sólo se obtiene el valor propio correspondiente, an.
(b) La función de onda no coincide con ninguna función propia,

∣∣∣Ψ〉 ̸=
∣∣∣un

〉
. Entonces, al medir

al observable A se obtienen todos los valores propios del operador Â.
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Pero, la probabilidad de medir el valor an es igual a P(an) =
∣∣∣〈n
∣∣∣Ψ〉∣∣∣2.

Para que las cantidades P(an) se puedan interpretar como probabilidades, basta con demostrar
que son siempre positivas y que suman a uno. A partir de su definición es claro que se cumple la
primera condición. Mientras que, la segunda se obtiene a continuación. Al desarrollar a |Ψ⟩ como
una combinación lineal de las funciones propias de Â, se tiene que,∣∣∣Ψ〉= ∑

n
bn

∣∣∣n〉, (3.1)

en donde bn =
〈

n
∣∣∣Ψ〉. Pero. como la función Ψ está normalizada,

〈
Ψ

∣∣∣Ψ〉= ∑
nm

b∗nbm

〈
n
∣∣∣m〉= ∑

nm
δnmb∗nbm = ∑

n

∣∣∣bn

∣∣∣2 = 1. (3.2)

Entonces, ∑n P(an) = ∑n

∣∣∣bn

∣∣∣2 = 1.

Cuando la función de onda no es una función propia del operador Â, en la medición del
observable A se obtienen los diferentes valores propios con distintas probabilidades relativas. El
promedio de estas mediciones es〈

A
〉
= ∑

n
anP(an) = ∑

n
an

∣∣∣bn

∣∣∣2 = ∑
n

〈
Ψ

∣∣∣n〉an

〈
n
∣∣∣Ψ〉 . (3.3)

Pero, aprovechando la hermiticidad del operador Â, se obtiene que,〈
A
〉
= ∑

n

〈
Ψ

∣∣∣n〉〈anun

∣∣∣Ψ〉= ∑
n

〈
Ψ

∣∣∣n〉〈Âun

∣∣∣Ψ〉
= ∑

n

〈
Ψ

∣∣∣n〉〈n
∣∣∣ÂΨ

〉
=
〈

Ψ

∣∣∣∑
n

∣∣n⟩⟨n∣∣∣ÂΨ

〉
=
〈

Ψ

∣∣∣ÂΨ

〉 . (3.4)

Por lo tanto, el promedio de las mediciones del observable A, en un sistema descrito por la función
de onda

∣∣∣Ψ〉, se calcula mediante el braket que incluye a su operador asociado,
〈

Ψ

∣∣∣ÂΨ

〉
. A este

braket se le llama el valor esperado del operador Â.
Ejemplo 3.2. Para la función de onda Ψ(x) = Nx2e−3x/a0 , de una partícula que está en la
semirrecta x ≥ 0, los valores esperados de los operadores D̂ y D̂2 corresponden con los
brakets 〈

Ψ

∣∣∣D̂Ψ

〉
=
∫

∞

0 Ψ∗Ψ′dx ,
〈

Ψ

∣∣∣D̂2Ψ

〉
=
∫

∞

0 Ψ∗Ψ′′dx,

respectivamente. Entonces, al evaluar las integrales se obtienen los resultados siguientes,〈
Ψ

∣∣∣D̂Ψ

〉
= N2 ∫ ∞

0 x2e−3x/a0(2x−3x2/a0)e−3x/a0dx = 0,〈
Ψ

∣∣∣D̂2Ψ

〉
= N2 ∫ ∞

0 x2e−3x/a0(2−12x/a0 +9x2/a2
0)e

−3x/a0dx

=−3/a2
0.

3.3 La forma de los operadores.
Existen diferentes posibilidades para construir el operador asociado de un observable. Pero,

aquí, sólo se presenta la más usada. Primero, se escribe al observable A como función de las
posiciones y los momentos, al igual que en la formulación de Hamilton de la mecánica clásica,
A = A(x, p). Posteriormente, se remplazan las posiciones y los momentos por los operadores x̂ y p̂:

x̂ = x, p̂ =−ih̄
d
dx

. (3.5)
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Así,

Â ≡ A(x̂, p̂) = A
(

x,−ih̄
d
dx

)
. (3.6)

Estos operadores cumplen con la propiedad [x̂, p̂] = ih̄. También, es importante verificar que el
operador obtenido sea hermitiano.

Ejemplo 3.3. El promedio de la posición se calcula mediante el valor esperado ⟨x⟩=
〈

Ψ

∣∣∣x̂Ψ

〉
.

Para la partícula confinada en la semirrecta x≥ 0, con Ψ=Nx2e−3x/a0 , el promedio se calcula
mediante la integral 〈

x
〉
= N2 ∫ ∞

0 x(x2e−3x/a0)2dx = 5
6 a0.

Ejemplo 3.4. Para la misma función de onda del ejemplo anterior, se evalúan los promedios
del momento

〈
p
〉
=
〈

Ψ

∣∣∣p̂Ψ

〉
y del cuadrado del momento

〈
p2
〉
=
〈

Ψ

∣∣∣p̂2Ψ

〉
. A partir de

la ecuación (3.5), se tiene que 〈
p
〉
=−ih̄

〈
Ψ

∣∣∣D̂Ψ

〉
= 0 ,〈

p2
〉
=−h̄2

〈
Ψ

∣∣∣D̂2Ψ

〉
= 3h̄2/a2

0 .

El promedio del momento es cero porque la partícula desplaza tanto hacia la derecha como a
la izquierda, de tal manera que el promedio se anula.
Teorema 3.1. Cuando dos operadores conmutan, tienen funciones propias comunes.
Demostración 3.1. Sean Â y B̂ dos operadores que conmutan, ÂB̂ = B̂Â. Tome la ecuación
de los valores propios del operador Â,

Âua = aua. (3.7)

Al aplicar el operador B̂ en ambos lados de la ecuación, se tiene que,

B̂Âua = B̂(aua)

Â
(
B̂ua
)
= a

(
B̂ua
). (3.8)

Por lo tanto, la función B̂ua es una función propia del operador Â con valor propio igual a a.
• Caso 1 (un estado no degenerado). Sólo hay una función propia de Â con el valor

propio igual a a. Entonces, la función B̂ua debe ser proporcional a ua. Esto es, B̂ua = bua.
Por lo tanto, la función uatambién es una función propia del operador B̂, con un valor
propio igual a b. Esto demuestra el teorema.

• Caso 2 (un estado degenerado). Existen g funciones propias degeneradas del operador
Â, con valor propio igual a a. Estas funciones satisfacen la ecuación de los valores
propios siguiente,

Â
∣∣∣k〉= a

∣∣∣k〉, k = 1,2, . . . ,g. (3.9)

De acuerdo con la ecuación (3.8), la función B̂|k⟩ es una función propia del operador Â
con un valor propio igual a a. Entonces, B̂|k⟩ es una combinación lineal de las funciones
degeneradas,

B̂
∣∣∣k〉=

g

∑
j=1

c jk

∣∣∣ j〉, (3.10)

en donde c jk =
〈

j
∣∣∣B̂∣∣∣k〉 (revise los resultados del problema 7 de este capítulo). Esto

también ocurre con cualquier combinación lineal de las funciones degeneradas, |v⟩=
∑

g
k=1 βk|k⟩,

B̂|v⟩= B̂

(
g

∑
k=1

βk

∣∣∣k〉)=
g

∑
k, j=1

βkc jk

∣∣∣ j〉. (3.11)
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Los coeficientes βk se pueden elegir de tal forma que el ket |v⟩ sea un ket propio del
operador B̂. Es decir, se debe cumplir la condición

B̂
∣∣∣v〉=

g

∑
k, j=1

βkc jk

∣∣∣ j〉= b
g

∑
j=1

β j

∣∣∣ j〉= b
∣∣∣v〉. (3.12)

O bien,
g

∑
k=1

c jkβk = bβ j. (3.13)

En una notación matricial, la ecuación anterior tiene la forma siguiente,

c̃β⃗ = bβ⃗ , (3.14)

en donde los vectores β⃗ son los g vectores propios de la matriz hermitiana c̃, cuyos
elementos son c jk = ⟨ j|B̂|k⟩.
Así, las funciones |v⟩ son simultáneamente funciones propias de los operadores Â y B̂.
Además, los valores propios asociados con ambos operadores quedan determinados.
Un ejemplo de esta situación está en el problema 6 de este capítulo.

De acuerdo con la demostración 3.1, cuando dos operadores conmutan, los valores propios
correspondientes se pueden conocer simultáneamente.

A → a → ua → b. (3.15)

Ejemplo 3.5. Los operadores de la posición y el momento no conmutan,

[x̂, p̂] = ih̄.

Por lo tanto, los valores propios de estos operadopres no se pueden determinar simultánea-
mente.

3.4 La interpretación de la función de onda.
Considere un caso sencillo en donde es posible asociarle un significado a la función de onda.

Para una partícula descrita por la función de onda Ψ(x), el valor promedio de la posición está dado
por el valor esperado del operador correspondiente,〈

x
〉
=
〈

Ψ

∣∣∣x̂∣∣∣Ψ〉=
∫

Ψ
∗x̂Ψdx =

∫
x
∣∣∣Ψ∣∣∣2dx, (3.16)

en donde la función de onda está normalizada, 1 =
∫
|Ψ(x)|2dx. Entonces, en la ecuación (3.16),

es posible identificar a P(x)≡ Ψ∗Ψdx como la probabilidad de encontrar a la partícula entre x y

x+dx. Así, P(x) =
∣∣∣Ψ∣∣∣2 es la densidad de probabilidad.

Es importante mencionar que la función de onda no se puede determinar experimentalmente y
únicamente su módulo cuadrado tiene una interpretación probabilística.

Ejemplo 3.6. La densidad de probabilidad de la función de onda del ejemplo 3.1 tiene en
xmax =

2
3 a0 su valor máximo, que es igual a P(xmax) = 64e−4/a0. Además, la densidad de

probabilidad tiende a cero en los bordes del dominio. La posición del máximo representa la
región con la mayor probabilidad de localizar a la partícula. Mientras que, la probabilidad
es mínima cerca de los bordes del dominio. De acuerdo con el ejemplo 3.3, la posición del
máximo no coincide con el valor promedio de la posición.
Ejemplo 3.7. La probabilidad de localizar a la partícula del ejemplo 3.1 en la región con
x ≥ ⟨x⟩ se calcula mediante la integración de la densidad de probabilidad en el intervalo
(⟨x⟩,∞). Es decir, ∫

∞

⟨x⟩

∣∣∣Ψ∣∣∣2dx = 523
8 e−5 ≈ 0.440,

con el valor del promedio calculado en el ejemplo 3.3. Por lo tanto, la probabilidad para
localizar a la partícula en el intervalo [0,⟨x⟩] es mayor, 0.560.
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3.5 La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo.

Los experimentos más comunes que se realizan en los sistemas microscópicos corresponden
a la absorción o la emisión de energía (los diferentes tipos de espectroscopía). En estos casos, se
obtiene la diferencia entre los valores propios (el espectro) del operador de la energía (el operador
hamiltoniano). Por esta razón, es importante conocer el espectro del operador hamiltoniano para el
sistema en estudio. La construcción de este operador requiere del hamiltoniano clásico del sistema.
Por ejemplo, para una partícula de masa m, el hamiltonianio clásico es

H (⃗r, p⃗) =
p⃗ · p⃗
2m

+V (⃗r). (3.17)

El operador hamiltoniano se obtiene al remplazar al momento por su operador correspondiente.
Así,

Ĥ =− h̄2

2m
∇

2 +V (⃗r). (3.18)

Finalmente, el espectro se encuentra al resolver la ecuación de los valores propios del operador
hamiltoniano, denominada la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo,

ĤuE (⃗r) =− h̄2

2m
∇

2uE (⃗r)+V (⃗r)uE (⃗r) = EuE (⃗r). (3.19)

Toda función de onda debe ser una función continua, al igual que su derivada. Estas condiciones son
necesarias para evaluar todos los brakets que aparecen en la mecánica cuántica. Adicionalmente, la
continuidad es importante en la interpretación de la función de onda.

Ejemplo 3.8. Cuando la energía potencial en la región del movimiento corresponde a la
función V (x) =V0x, con V0 > 0. El operador hamiltoniano de este problema es

Ĥ =− h̄2

2m
d2

dx2 +V0x .

Si el estado de la partícula está descrita por la función de onda del ejemplo 3.1, la energía de
esta partícula es el valor esperado del operador hamiltoniano,〈

E
〉
=
〈

Ψ

∣∣∣ĤΨ

〉
=
〈

Ψ

∣∣∣ p̂2

2m

∣∣∣Ψ〉+〈Ψ

∣∣∣V̂ ∣∣∣Ψ〉.

Al simplificar las integrales y usar los resultados de los ejemplos previos, se tiene que,〈
E
〉
=

1
2m

〈
Ψ

∣∣∣p̂2
∣∣∣Ψ〉+〈Ψ

∣∣∣V0x
∣∣∣Ψ〉=

1
2m

〈
p2
〉
+V0

〈
x
〉

=
h̄2

6ma2
0
+ 5

6V0a0.

En este caso, la función de onda utilizada no es una función propia del operador hamiltoniano
de este ejemplo.

Es muy relevante comentar que para cada tipo de energía potencial, el operador hamiltoniano es
diferente, con un espectro y unas funciones propias característicos. De igual forma, tanto el número
de partículas como el número de dimensiones tienen un efecto en la ecuación de los valores propios
que se debe resolver.

3.6 El principio de incertidumbre.

Una consecuencia directa de la no conmutatividad de los operadores de la posición y el momento
es el principio de incertidumbre. A continuación, se ejemplifica la relación entre las distribuciones
de probabilidad asociadas con la medición de ambos operadores para un caso particular. Otras
situaciones se discuten en el apéndice B, El principio de incertidumbre, junto con un tratamiento
más elaborado.
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Considere a un sistema descrito por una función de onda que da origen a una densidad de
probabilidad del tipo gaussiano, centrada en el origen y caracterizada por una dispersión δx. La
función de onda normalizada

Ψ(x) =
(√

πδx
)−1/2 exp

(
− x2

2δ 2
x

)
, (3.20)

cumple con dichas propiedades. En este caso, la densidad de probabilidad tiene la forma

P(x) =
1√
πδx

exp

[
−
(

x
δx

)2
]
= P(0)exp

[
−
(

x
δx

)2
]
. (3.21)

De acuerdo con la Sección 3.2, la probabilidad de medir un valor del momento igual a p, está dada
por

Π(p)≡
∣∣∣〈p
∣∣∣Ψ〉∣∣∣2 = ∣∣∣∣∫ ∞

−∞

e−ipx/h̄ exp
[
− x2

2δ 2
x

]
dx
∣∣∣∣2 P(0)

2πh̄
. (3.22)

Y, al integrar,

Π(p) =
δx√
πh̄

exp

[
−
(

pδx

h̄

)2
]
=

1√
πδp

exp

[
−
(

p
δp

)2
]
. (3.23)

Observe que la densidad de probabilidad del momento también es una distribución gaussiana y su
ancho depende de δx. Comparando con la ecuación (3.21), la dispersión de la nueva distribución es
δp =h̄/δx. Por lo tanto, δxδp =h̄. Es decir, las dispersiones en x y en p están relacionadas de forma
inversa.

En general, el producto de las incertidumbres tiene una cota inferior, ∆x ·∆p ≥ 1
2h̄, en donde la

incertidumbre de la variable A se define como la raíz de su varianza, ∆A =
√
⟨A2⟩−⟨A⟩2.

Ejemplo 3.9. Las incertidumbres en la posición y el momento de la partícula del ejemplo 3.1
se calculan con los resultados de los ejemplos previos,

∆x =
√
⟨x2⟩−⟨x⟩2 = 5

6

√
5a0, ∆p =

√
⟨p2⟩−⟨p⟩2 =

√
3h̄

a0
.

El producto de las incertidumbres es igual a

∆x∆p = 5
6

√
15h̄ ≈ 3.2h̄ > 1

2h̄ ,

y satisface la cota del principio de incertidumbre.

3.7 Problemas.
1. Considere a una partícula descrita por la función de onda

Ψ(x, t) = Aexp
{
−|x|

L
− i

Et
h̄

}
,

definida en toda la recta real y para todo el tiempo.
(a) Determine el valor de la constante A que normaliza a la función de onda.
(b) Calcule ⟨x⟩, ⟨x2⟩ y ∆x.
(c) Obtenga la probabilidad de encontrar a la partícula entre 0 y L, y en el intervalo (L,2L).

2. Utilizando la función de onda del problema anterior,
(a) obtenga ϕ(p, t)≡ ⟨φp|Ψ⟩.
(b) Calcule ⟨p⟩, ⟨p2⟩ y ∆p.
(c) Obtenga la probabilidad de encontrar a la partícula con momento entre 0 y h̄/L, y en el

intervalo (h̄/L,2h̄/L).
3. Una partícula libre encerrada en la región [0,d] está descrita por la función de onda Ψ(x) =

A
(
x3 − x2d

)
.

(a) Determine el valor de A que normaliza a la función de onda.
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(b) Calcule ⟨x⟩, ⟨p⟩ y ⟨p2⟩.

4. Si Ĥ =
p̂2

2m
+V (x),

(a) Calcule el conmutador
[
Ĥ, x̂

]
.

(b) Use el resultado anterior en la expresión〈
uk

∣∣∣[Ĥ, x̂
]∣∣∣ul

〉
=
〈

uk

∣∣∣Ĥx̂− x̂Ĥ
∣∣∣ul

〉
y demuestre que

−h̄2

m

〈
uk

∣∣∣dul

dx

〉
= (Ek −El)⟨uk | xul⟩ ,

en donde las funciones u j son las funciones propias del operador hamiltoniano.
5. Una partícula de masa µ se mueve únicamente en el intervalo (−a,a) y está descrita por la

función de onda Ψ(x) = N(a2 − x2). Para esta partícula, calcule:
(a) La constante de normalizacion, N.
(b) Los valores promedio de la posición, ⟨x⟩, el cuadrado de la posición, ⟨x2⟩, el momento,

⟨p⟩, y el cuadrado del momento, ⟨p2⟩.
(c) El lugar en donde la densidad de probabilidad es máxima.
(d) La probabilidad de encontrar a la partícula en cada uno de los intervalos siguientes:

(0,a) y (0,a/2).
6. El operador Â tiene tres funciones propias degeneradas con valor propio igual a −2. Estas

funciones se denotan así, {|1⟩, |2⟩, |3⟩}. Además, los operadores Â y B̂ conmutan. La acción
del operador B̂ sobre las funciones degeneradas es la siguiente,

B̂|1⟩= 1√
2
|2⟩, B̂|2⟩= 1√

2
|1⟩+ 1√

2
|3⟩, B̂|3⟩= 1√

2
|2⟩.

(a) Evalúe la matriz de la ecuación (3.14).
(b) Calcule los valores propios de la matriz y verifique que corresponden a: −1,0,1.
(c) Obtenga los vectores propios de la matriz.
(d) Verifique que las combinaciones lineales |ui⟩= ∑

3
k=1 βik|k⟩ son funciones propias del

operador B̂.
7. Sean los kets |ψi⟩, con i = 1,2, . . . ,g, los kets degenerados del operador Â con el valor propio

igual a a,
Â|ψi⟩= a|ψi⟩.

Tome el ket

| f ⟩=
g

∑
i=1

ωi|ψi⟩.

(a) Demuestre que el ket | f ⟩ es un ket propio del operador Â.
(b) Obtenga el valor propio del ket | f ⟩.

8. Si la función de la energía potencial es no negativa, V ≥ 0, demuestre que el valor esperado
del operador hamiltoniano es positivo, ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩> 0.
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3.A La integración de las funciones exponenciales.
En los ejercicios de este capítulo hay varias integrales de las funciones exponenciales. Aquí, se

presenta un procedimiento sistemático para resolverlas.
Para una integral de la forma ∫

∞

0
xne−αxdx ,

se recomienda hacer el cambio de variable t ≡ αx. De esta forma, la exponencial toma una forma
más simple y los límites de integración se mantienen,∫

∞

0
xne−αxdx =

1
αn+1

∫
∞

0
tne−tdt .

La potencia en el integrando disminuye en uno al hacer la integración por partes,∫
∞

0
tne−tdt = n

∫
∞

0
tn−1e−tdt .

Si este procedimiento se aplica repetidamente, se obtiene el resultado final,∫
∞

0
tne−tdt = n! .

Figura 3.1: La densidad de probabilidad de la función del ejemplo 3.1. La línea verde marca la
posición del máximo y la roja indica el valor promedio de la posición.

En el ejemplo 3.1, la función de onda se normaliza,

1 =
〈
Ψ
∣∣Ψ〉= N2

∫
∞

0
x4e−6x/a0dx .

Para evaluar esta integral, el cambio de variable se elige por el argumento de la exponencial,
t ≡ 6x/a0. Entonces, x ≡ 1

6 a0t, dx ≡ 1
6 a0dt y los límites de la integral no se alteran porque x y t son

proporcionales. Así, el valor de la integral es el siguiente:∫
∞

0
x4e−6x/a0dx =

∫
∞

0

(a0t
6

)4
e−t a0

6
dt =

(a0

6

)5 ∫ ∞

0
t4e−tdt = 4!

(a0

6

)5
.

La gráfica de la densidad de probabilidad de este ejemplo está en la Figura 3.1.
Las integrales del ejemplo 3.2 se evalúan siguiendo el mismo procedimiento del caso anterior.

Dado que la función exponencial tiene el mismo argumento, se usa el mismo cambio de variable.
Entonces, las integrales se evalúan así:∫

∞

0
x2e−3x/a0

(
2x−3

x2

a0

)
e−3x/a0dx =

∫
∞

0

(
2x3 −3

x4

a0

)
e−6x/a0dx

=
(a0

6

)4
[

2
∫

∞

0
t3e−tdt − 3

6

∫
∞

0
t4e−tdt

]
=
(1

6 a0
)4 [2 ·3!− 1

2 4!
]
= 0
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y ∫
∞

0
x2e−3x/a0

(
2−12

x
a0

+9
x2

a2
0

)
e−3x/a0dx

=
∫

∞

0

(
2x2 −12

x3

a0
+9

x4

a2
0

)
e−6x/a0dx

=
(a0

6

)3
[

2
∫

∞

0
t2e−tdt − 12

6

∫
∞

0
t3e−tdt + 9

36

∫
∞

0
t4e−tdt

]
=
(1

6 a0
)3 [2 ·2!−2 ·3!+ 1

4 4!
]
=−2

(1
6 a0
)3

.

El cálculo del promedio de la posición sigue un procedimiento similar. La integral es del mismo
tipo que las anteriores,∫

∞

0
x
(

x2e−3x/a0
)2

dx =
(a0

6

)6 ∫ ∞

0
t5e−tdt = 5!

(1
6 a0
)6 .

Finalmente, para evaluar la probabilidad en una región de la recta, se tiene una integral con
límites distintos, ∫

∞

⟨x⟩
x4e−6x/a0dx =

(a0

6

)5 ∫ ∞

6⟨x⟩/a0

t4e−tdt =
(a0

6

)5 ∫ ∞

5
t4e−tdt .

Observe que, en este caso, los límites de la integración cambian. La integración por partes reduce
la potencia en el integrando y es muy parecida a la realizada antes,∫

∞

A
tne−tdt = Ane−A +n

∫
∞

A
tn−1e−tdt .

Entonces, este procedimiento se aplica hasta llegar a la potencia cero. El resultado final es el
siguiente, ∫

∞

⟨x⟩
x4e−6x/a0dx =

(1
6 a0
)5
(54 +4 ·53 +12 ·52 +24 ·5+24)e−5 ≈ 0.440 .





4. Algunos problemas unidimensionales.

La diferencia entre un sistema y otro está en el tipo de fuerza, o bien, en la forma de la energía
potencial,

F⃗ =−∇V (⃗r). (4.1)

Para un sistema con una partícula de masa m, en una dimensión, la ecuación de Schrödinger se
expresa en la forma siguiente, [

− h̄
2m

d2

dx2 +V (x)
]

uE(x) = EuE(x). (4.2)

O bien,

u′′E = 2m
V (x)−E

h̄2 uE . (4.3)

Por lo tanto, el signo de la curvatura de la función uE depende de la diferencia V (x)−E. Cuando
E >V (x), u′′E y uE tienen signos contrarios y la función oscila. Mientras que, cuando E <V (x), u′′E
y uE tienen el mismo signo y la función es monótona. El Anexo 4.A describe un procedimiento de
integración numérica en el que se observa este comportamiento.

En este capítulo, se resuelve la ecuación de valores propios para algunos sistemas modelo
sencillos que permiten analizar el comportamiento general de los sistemas cuánticos.

4.1 La partícula encerrada.
El caso más sencillo de tratar corresponde a una partícula libre de fuerzas, que se encuentra

encerrada en el intervalo [−a,a]. Esta condición de confinamiento se representa por una energía
potencial con paredes de altura infinita,

V (x) =
{

0, −a ≤ x ≤ a
∞, |x|> a

(4.4)

Por el confinamiento, la partícula sólo puede estar entre las dos paredes. Entonces, para |x|> a,
uE(x) = 0. Así, en la región del movimiento, la energía total es sólo energía cinética. Por lo tanto,
sólo existen estados con energía positiva.

En la zona del movimiento, |x|< a, la energía potencial es igual a cero, V (x) = 0, y

u′′E =−k2uE , (4.5)
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Figura 4.1: La gráfica de las funciones sin(x) y cos(x).

en donde k2 ≡ 2mE/h̄2 > 0. La solución general de la ecuación diferencial (4.5) es una combinación
de algunas funciones trigonométricas,

uE(x) = Acoskx+Bsinkx, (4.6)

en donde A y B son constantes por determinar. La Figura 4.1 muestra el comportamiento oscilatorio
de estas funciones trigonométricas.

La solución de la ecuación de Schrödinger debe ser una función continua. Por esta razón, al
alcanzar a las paredes, la función de onda debe ser igual a cero, uE(a) = 0 = uE(−a). Entonces,

x = a : 0 = uE(a) = Acoska+Bsinka

x =−a : 0 = uE(−a) = Acoska−Bsinka.
(4.7)

La suma y la resta de ambas condiciones conduce al sistema de ecuaciones siguiente, 0 = 2Acoska
y 0 = 2Bsinka. Este sistema de ecuaciones tiene dos tipos de solución.

(a) La primera solución corresponde al caso en que A ̸= 0. Por lo tanto, coska = 0. Es decir,

ka =
2m−1

2
π. (4.8)

Además, sinka ̸= 0. Entonces, B = 0. Así, esta solución queda en la forma

uE(x) = Acoskx, k =
2m−1

2a
π, m = 1,2, . . . , (4.9)

y es una función par.
(b) La segunda solución corresponde al caso en que A = 0. Por lo tanto, B ̸= 0 y sinka = 0. Así,

ka = mπ =
2m
2

π. (4.10)

Esta solución toma la forma

uE(x) = Bsinkx, k =
2m
2a

π, m = 1,2, . . . , (4.11)

y es una solución impar.
Para |x| ≤ a, ambas soluciones se escriben con un índice único,

un(x) =


Acos

nπx
2a

, n impar (solución par)

Bsin
nπx
2a

, n par (solución impar)

. (4.12)
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Tabla 4.1: Algunas propiedades de las funciones trigonométricas.

sin2
α + cos2 α = 1 cos2 α − sin2

α = cos2α

2cos2 α = 1+ cos2α 2sin2
α = 1− cos2α

Para este problema, k toma un conjunto discreto de valores, kn = nπ/(2a). Por tanto, los valores
propios de la energía forman un espectro discreto,

En =
h̄2k2

n

2m
=

h̄2π2

8ma2 n2. (4.13)

Ejemplo 4.1. La constante de normalización de las funciones propias de la partícula encerrada
proviene de la condición 1 =

∫
∞

−∞
|un(x)|2 dx. Entonces, se tiene que

1 =


∫ a
−a |A|

2 cos2 knxdx

∫ a
−a |B|

2 sin2 knxdx
=


2 |A|2

∫ a
0 cos2 knxdx

2 |B|2
∫ a

0 sin2 knxdx

=


2 |A|2

∫ a
0

1+ cos2knx
2

dx

2 |B|2
∫ a

0
1− cos2knx

2
dx

=


|A|2

(
a+

sin2kna
2kn

)

|B|2
(

a− sin2kna
2kn

)
. (4.14)

Como 2kna = nπ , entonces sin2kna = 0. Por lo tanto, |A|2 = |B|2 = 1/a.

Finalmente, las funciones propias toman la forma

un(x) =
1√
a


cos

nπx
2a

, n impar

sin
nπx
2a

, n par

, |x| ≤ a. (4.15)

Mientras que, un(x) = 0, cuando |x|> a.
Al estado de energía más baja se le denomina el estado basal. En este caso, el estado basal

(n = 1) tiene las propiedades siguientes,

u1(x) =
1√
a

cos
πx
2a

, E1 =
h̄2π2

8ma2 . (4.16)

En general, el espectro se escribe en la forma,

En = E1n2. (4.17)

Al analizar el comportamiento de las funciones propias, un, se observa que la densidad de
probabilidad |un|2 presenta las características siguientes,

(1) tiene n máximos igualmente espaciados,
(2) hay n−1 nodos en la región del movimiento.

Ejemplo 4.2. El valor promedio de la posición de una partícula encerrada en el intervalo
[−a,a] se calcula con el valor esperado

⟨x⟩= ⟨un|x̂|un⟩=
∫ a

−a
x|un|2dx .

Por la simetría del integrando (una función impar), la integral es igual a cero, ⟨x⟩= 0. Este
resultado indica que la probabilidad de localizar a la partícula del lado izquierdo es la misma
que en el lado derecho. Las otras propiedades de este sistema se obtienen a partir del valor
esperado del operador de cada observable.
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Figura 4.2: La energía potencial para la barrera de potencial con altura finita.

Ejemplo 4.3. El espectro de la partícula encerrada tiene un espaciamiento cuadrático, ecua-
ción (4.17). Por esta razón, la separación entre los niveles aumenta gradualmente. Los estados
más cercanos son, el estado basal, n = 1, y el primer estado excitado, n = 2. La separación
energética entre estos dos estados es 3E1.

Los polienos o trans-poliacetilenos son moléculas planas con enlaces dobles conjugados.
Los electrones π se mueven a lo largo de toda la molécula, pero fuera del plano que contiene a
los núcleos. El modelo de la partícula encerrada en una dimensión proporciona una descripción
cualitativa de los orbitales moleculares para este tipo de moléculas. Los detalles del uso de este
modelo para este tipo de moléculas se encuentra en el apéndice C, Una aproximación para las
moléculas con enlaces dobles conjugados.

Las ecuaciones obtenidas para la partícula encerrada también se aplican a un sistema macroscó-
pico en una dimensión. Tome un balín confinado a moverse en un carril sin fricción. Las ecuaciones
de esta sección proporcionan el espectro y la densidad de probabilidad de las funciones propias.
La interpretación cuidadosa de las predicciones del modelo cuántico permiten concluir que la
descripción cuántica de este sistema es similar a la que proporciona la mecánica clásica. Como un
ejemplo de esta situación, analice los resultados del problema 3 de este capítulo.

4.2 La barrera de potencial con una altura finita.
Ahora, se analiza el problema de una partícula libre que choca contra una barrera de potencial

con una altura finita, Figura 4.2. En este caso, el potencial tiene la forma

V (x) =


V0, 0 < x < a

0, x < 0∨ x > a
(4.18)

con V0 > 0. Por lo tanto, E > 0. Como el potencial está definido por tramos de la recta real,
es necesario resolver la ecuación diferencial en cada intervalo. Posteriormente, se aplican las
condiciones de la continuidad en los puntos que separan a cada intervalo. Dado que el signo de
la diferencia V (x)−E determina la forma de las soluciones de la ecuación de valores propios, es
conveniente tratar por separado las soluciones de cada caso.

4.2.1 Los estados con energía menor que la altura de la barrera, E <V0.
Para x < 0, la ecuación diferencial toma la forma siguiente,

u′′E =−k2uE , (4.19)

en donde k2 ≡ 2mE/h̄2 > 0. La solución general consiste en una combinación lineal de dos funciones
exponenciales imaginarias,

uE(x) = eikx +Ae−ikx. (4.20)

Es importante identificar que las funciones exponenciales, φk = eikx, son funciones propias del
operador de momento, con valor propio h̄k,

p̂xφk =h̄kφk. (4.21)
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Tabla 4.2: Algunas propiedades de las funciones hiperbólicas.

2coshα = eα + e−α 2sinhα = eα − e−α

cosh2
α − sinh2

α = 1 sinh2α = 2sinhα coshα

1± e2α = eαe−α ± eαeα = eα (e−α ± eα) =±eα (eα ± e−α)

Por tanto, el primer término de la ecuación (4.20) corresponde a un haz de partículas de amplitud
unitaria que viajan con momento positivo (con dirección hacia la barrera). Mientras que, el segundo
término se asocia con las partículas que tienen momento negativo (las que han rebotado con la
barrera). Arbitrariamente, se ha asignado una amplitud unitaria al haz de partículas incidentes.

Para 0 < x < a, la ecuación diferencial se escribe en la forma siguiente,

u′′E = κ
2uE , (4.22)

en donde κ2 ≡ 2m(V0 −E)/h̄2 > 0. Ahora, la solución general es una combinación de funciones
exponenciales reales,

uE(x) = Be−κx +Ceκx. (4.23)

Finalmente, en el intervalo x > a, se tiene la ecuación diferencial siguiente,

u′′E =−k2uE . (4.24)

Y, la solución tiene la forma
uE(x) = Deikx. (4.25)

En este caso, sólo se considera un término. El haz incidente tiene momento positivo y, en esta
región, sólo hay las partículas que se alejan de la barrera con momento positivo.

Las condiciones de la continuidad de uE y u′E , en x = 0, conducen al sistema de ecuaciones
siguiente,

1+A = B+C, ik (1−A) = κ (C−B) . (4.26)

Las ecuaciones (4.20) y (4.23) se han usado para evaluar uE(0) y u′E(0), y los resultados deben ser
iguales. La combinación de las ecuaciones previas permite eliminar a la constante A,

2ik =−B(κ − ik)+C (κ + ik) . (4.27)

Así que, la constante A depende de B y C, A = B+C−1.
De forma similar, en x = a, a partir de las ecuaciones (4.23) y (4.24), se obtienen las ecuaciones

Be−κa +Ceκa = Deika, κ
(
Ceκa −Be−κa)= ikDeika. (4.28)

Al eliminar a D de las ecuaciones anteriores, se obtiene otra ecuación para B y C,

Be−κa (κ + ik) =Ceκa (κ − ik) . (4.29)

Mientras que, la constante D queda como D = e−ika (Be−κa +Ceκa).
Ejemplo 4.4. El sistema de ecuaciones (4.27) y (4.29) permite obtener los valores de las
constantes B y C. Primero se despeja a la constante B de la ecuación (4.29),

B =Ce2κa κ − ik
κ + ik

. (4.30)

Al sustituirla en la ecuación (4.27) se obtiene

2ik =−Ce2κa (κ − ik)2

κ + ik
+C (κ + ik)

=C
−e2κa (κ − ik)2 +(κ + ik)2

κ + ik

=C

(
κ2 − k2

)[
1− e2κa

]
+2ikκ

(
1+ e2κa

)
κ + ik

. (4.31)
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Por medio de las funciones hiperbólicas, esta ecuación toma la forma siguiente,

2ik [κ + ik] = 2Ceκa [(k2 −κ
2)sinhκa+2ikκ coshκa

]
. (4.32)

Por lo tanto,

C = ike−κa κ + ik
(k2 −κ2)sinhκa+2ikκ coshκa

. (4.33)

En términos de la constante del denominador,

F ≡
(
k2 −κ

2)sinhκa+2iκk coshκa, (4.34)

las constantes de la función de onda se expresan así,

B = ike−κa κ + ik
F

e2κa κ − ik
κ + ik

= keκa k+ iκ
F

C = ke−κa iκ − k
F

.

De los resultados del ejemplo 4.4, el resto de las constantes provienen de las ecuaciones (4.26)
y (4.28). Entonces, las constantes A y D quedan en la forma siguiente,

D = ike−ika κ − ik+κ + ik
F

=
2ikκ

F
e−ika,

A =
ik
F

(
eκa [κ − ik]+ e−κa [κ + ik]

)
−1

=
1
F

(
ikκ
[
eκa + e−κa]+(ik)2 [e−κa − eκa]−F

)
=

1
F

(
2ikκ coshκa+2k2 sinhκa−F

)
=

2ikκ coshκa+2k2 sinhκa
F

−
(
k2 −κ2

)
sinhκa+2ikκ coshκa

F

=
L2

F
sinhκa,

L2 ≡ 2mV0/h̄2 = k2 +κ
2.

(4.35)

Una vez resueltas todas las constantes, las funciones propias toman su forma final,

uE(x) =


eikx +L2 sinhκae−ikx/F, x < 0

ik
[
(κ − ik)eκ(a−x)+(κ + ik)eκ(x−a)

]
/F, 0 < x < a

2ikκeik(x−a)/F, x > a
. (4.36)

Para x > a, se observa que la función exponencial tiene un desplazamiento en la variable x.
Este efecto se debe a la interacción con la barrera y se le denomina el corrimiento de la fase. El
análisis de los corrimientos de la fase es de gran utilidad para estudio de las interacciones entre los
proyectiles y el blanco.

En este problema, no hay ninguna restricción sobre la energía. Por esta razón, el espectro es
continuo en el intervalo E <V0.

Ejemplo 4.5. Cuando la energía es igual a la mitad de la altura de la barrera de potencial,
E = 1

2V0, se tiene que κ2 = k2 y L2 = 2k2. Entonces, las constantes de la función propia son

A = i tanhka, B =
(1− i)eka

2coshka
, C =

(1+ i)e−ka

2coshka
, D =

e−ika

coshka
.
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Los coeficientes de transmisión y reflexión.
Al analizar el comportamiento de la función de onda en x > a, ésta es distinta de cero. Por

tanto, hay una transmisión de partículas a través de la barrera. Aún cuando, desde el punto de vista
clásico, las partículas no poseen la energía suficiente para remontar el obstáculo. Este fenómeno
tiene un origen cuántico y se denomina el efecto túnel.

Los coeficientes de la reflexión, R, y la transmisión, T , se obtienen a partir de la densidad de
probabilidad de la función de onda. El coeficiente de reflexión es igual al módulo cuadrado de la
amplitud de la onda con momento −h̄k en la zona x < a. Mientras que, el coeficiente de transmisión
corresponde al módulo cuadrado de la amplitud de la onda con momento h̄k, cuando x > a,

T ≡ |D|2 = 4k2κ2

|F |2
, R ≡ |A|2 = L4 sinh2

κa

|F |2
, (4.37)

en donde
|F |2 =

(
k2 −κ

2)2
sinh2

κa+4k2
κ

2 cosh2
κa

=
(
k2 −κ

2)2
sinh2

κa+4k2
κ

2 (1+ sinh2
κa
)

= 4k2
κ

2 +L4 sinh2
κa

(4.38)

- Por lo tanto,

T =

[
1+
(

L2

2kκ
sinhκa

)2
]−1

, R =

[
1+
(

2kκ

L2 sinhκa

)2
]−1

. (4.39)

Además, ambos coeficientes satisfacen la ecuación T +R = 1.
La forma explícita del coeficiente de transmisión, en función de la energía, se obtiene mediante

la igualdad κ =
√

L2 − k2 = L
√

1− (k/L)2 = L
√

1−E/V0. Entonces,

T (E) =

1+

sinh
{

La
√

1−E/V0

}
2
√
(E/V0)(1−E/V0)

2
−1

. (4.40)

Cuando E ≪ V0, se obtiene un comportamiento lineal en E/V0, y exponencial decreciente en el
ancho de la barrera,

T ≈
[

1+
V0 sinh2 La2

4E

]−1

≈ 4E
V0 sinh2 La

≈ 16
E
V0

e−2La (4.41)

Para energías cercanas a la altura de la barrera, k ⪅ L, es conveniente introducir una medida de esta
cercanía, ε ≡

√
1− (k/L)2 =

√
1−E/V0 ≪ 1. Así,

T =

[
1+

E
V0

(
sinhLaε

2ε

)2
]−1

≈
[

1+
ma2

2h̄2 E
]−1

. (4.42)

Por lo tanto, aún cuando la energía es prácticamente igual a la altura de la barrera, el coeficiente de
transmisión no se acerca a la unidad,

lı́m
E→V0

T (E) =

[
1+
(

La
2

)2
]−1

. (4.43)

Ejemplo 4.6 Cuando la energía es igual a la mitad de la altura de la barrera, E = 1
2V0, el

coeficiente de transmisión es T = |D|2 = 1/cosh2 ka. Mientras que, el coeficiente de reflexión
queda así, R = tanh2 ka.
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La densidad de probabilidad de las funciones propias.
Para x < 0, la función de onda se separa en sus partes real e imaginaria,

uk(x) =
k2 +κ2

F
sinhκae−ikx +

k2 −κ2

F
sinhκaeikx

+
2ik
F

κ coshκaeikx

= 2sinhκa
k2 coskx− iκ2 sinkx

F

+2κk coshκa
icoskx− sinkx

F

=
2
F

{
k2 sinhκacoskx−κk coshκasinkx

}
+

2i
F

{
κk coshκacoskx−κ

2 sinhκasinkx
}

. (4.44)

Por lo que, el cuadrado de su módulo queda en la forma siguiente,

|uk|2 =
4

|F |2
{

k4 sinh2
κacos2 kx+κ

4 sinh2
κasin2 kx

−2κk3 sinhκacoshκacoskxsinkx

+ k2
κ

2 cosh2
κasin2 kx+ k2

κ
2 cosh2

κacos2 kx

−2κ
3k coshκasinhκacoskxsinkx

}
,

=
4

|F |2
{

sinh2
κa(k4 cos2 kx+κ

4 sin2 kx)

+ k2
κ

2 cosh2
κa− 1

2 κk(k2 +κ
2)sin2kxsinh2κa

}
.

(4.45)

De igual manera, para el intervalo 0 < x < a,

|uk|2 = 4k2 |κ coshκ(x−a)+ ik sinhκ(x−a)|2 / |F |2

= 4k2 [
κ

2 cosh2
κ(a− x)+ k2 sinh2

κ(x−a)
]
/ |F |2

. (4.46)

Y, cuando x > a,
|uk|2 = 4k2

κ
2/ |F |2 , (4.47)

en donde
|F |2 = 4k2

κ
2 +L4 sinh2

κa. (4.48)

Así, la densidad de probabilidad de las funciones propias para la barrera de potencial están dadas en
cada región de la recta real por las ecuaciones (4.45)− (4.48). Su representación gráfica se muestra
en la Figura 4.3.

Ejemplo 4.7 Cuando la energía es igual a la mitad de la altura de la barrera, E = 1
2V0, la

densidad de probabilidad queda en la forma

|uk|2 =



1+ tanh2 ka−2tanhkasin2kx, x ≤ 0

cosh2k(x−a)
cosh2 ka

, 0 < x < a

1
cosh2 ka

, x ≥ a

.

Así, el comportamiento de la densidad de probabilidad es oscilatorio, cuando x < 0, mo-
nótonamente decreciente, para 0 < x < a, y constante, si x > a. En el intervalo (−∞,0), la
densidad de probabilidad oscila entre los valores (1± tanhka)2. Este comportamiento se
ilustra en la Figura 4.3.
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Figura 4.3: La densidad de probabilidad de las funciones propias de la barrera finita para ka =
0.1,0.2, . . . ,0.9,(La = 1,a = 1,E <V0).

Tabla 4.3: La relación entre las funciones trigonométricas e hiperbólicas.

cosh iα = 1
2

(
eiα + e−iα

)
= cosα cos iα = 1

2 (e
−α + eα) = coshα

sinh iα = 1
2

(
eiα − e−iα

)
= isinα sin iα = 1

2i (e
−α − eα) = isinhα

4.2.2 Los estados con energía mayor que la altura de la barrera, E >V0.
En este caso, V0 −E es negativo y es conveniente definir otro parámetro,

κ
2 = 2m

V0 −E
h̄2 ≡−κ

′2 < 0. (4.49)

De esta forma, se reemplaza κ = iκ ′ en todas las ecuaciones del caso previo, tomando en cuenta
que κ ′ es una cantidad real.

Así, los parámetros de la función de onda quedan en la forma siguiente,

κ
′2 =−κ

2 = k2 −L2 > 0

A′ = iL2 sinκ
′a/F ′

B′ = keiκ ′a(k−κ
′)/F ′

C′ =−ke−iκ ′a(k+κ
′)/F ′

D′ =−2kκ
′e−ika/F ′

F ′ =−2kκ
′ cosκ

′a+ i(k2 +κ
′2)sinκ

′a∣∣F ′∣∣2 = 4k2
κ
′2 +L2 sin2

κ
′a

. (4.50)

El coeficiente de transmisión es igual a

T ′ =
∣∣D′∣∣2 4k2κ ′2

|F ′|2
=

[
1+
(

L2 sinκ ′a
2kκ ′

)2
]−1

=

1+

L2 sin
(

a
√

k2 −L2
)

2k
√

k2 −L2

2
−1 . (4.51)

En estas condiciones, nuevamente se tiene un espectro continuo.
De la expresión para el coeficiente de transmisión, T ′, se observa que, aún cuando las partículas

tienen energía mayor que la barrera, T ′ es menor que la unidad. Por tanto, no todas las partículas
atraviesan la barrera de potencial.

Adicionalmente, T ′ es máximo cuando sinκ ′a = 0, T ′
max = 1 y R = 0. Esto es, sólo para estos

valores de κ ′ no hay reflexión. Este efecto se interpreta como una interferencia total entre las
funciones de onda de las partículas reflejadas por las dos paredes de la barrera. La transmisión total
ocurre cuando κ ′a = nπ . Es decir, cuando

k2 = L2 +κ
′2 = L2 +

(nπ

a

)2
, E =V0 +

h̄2

2m

(nπ

a

)2
. (4.52)
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Observe que estas energías son similares al espectro de una partícula encerrada entre 0 y a, bajo un
potencial constante igual a V0. Adicionalmente, para estas energías se tiene que A′ = 0. Por lo que,
para x < 0, uE = eikx. Esto es, no hay partículas reflejadas. Más allá de la barrera, para x > a, se
tiene que F ′ = (−1)n+12κ ′k y uE = (−1)neik(x−a).

También hay valores de la energía para los cuales T ′ es un mínimo local. Esto ocurre cuando
sinκ ′a =±1. Es decir, κ ′a = 1

2(2n+1)π y k2 = κ ′2 +L2,

T ′
min =

[
1+

L4a2

k2(2n+1)2π2

]−1

, (4.53)

y la reflexión presenta un máximo, Al aumentar la energía, el coeficiente de transmisión tiende
asintóticamente a uno. Esta situación corresponde al límite clásico.

Ejemplo 4.8. Para el caso con E =V0 +
h̄2π2

2ma2 , se tiene que

k2 = L2 +
(

π

a

)2
, κ

′ =
π

a
.

Entonces,

|F ′|2 =
(

2kπ

a

)2

, A′ = 0, D′ =−2kπ

aF ′ e−ika,

R′ = |A′|2 = 0, T ′ = |D′|2 = 1.
.

En este caso, hay transmisión total a través de la barrera.

4.2.3 El caso con energía igual a la altura de la barrera, E =V0.
Cuando E =V0, se tienen que, κ = 0. Además,

k2 =
2mE
h̄2 =

2mV0

h̄2 = L2. (4.54)

En este caso, las soluciones tienen un comportamiento muy diferente. Al resolver las ecuaciones de
este caso, se obtiene que

T0 ≡ |D0|2 =

[
1+
(

ka
2

)2
]−1

. (4.55)

Este resultado coincide con el límite calculado en el caso E <V0.

4.3 La paridad de las funciones propias.
Definición 4.1. Sea P̂ el operador de la paridad, P̂ f (⃗r) = f (−⃗r).
Ejemplo 4.9. El operador de la paridad modifica a la función F(x) = x2 en la forma siguiente,
P̂F(x) = (−x)2 = F(x). Esto es, la deja igual.
Al aplicar el operador de la paridad sobre la función G(x) = exp(x), se obtiene que Ĝ(x) =
exp(−x). En este caso, se obtiene una función diferente.
Finalmente, la acción del operador de la paridad sobre la función H(x) = sin(x) genera
P̂H(x) = sin(−x) =−H(x). Así que, la transformación le cambia es signo a esta función.

Las funciones propias del operador de la paridad satisfacen la ecuación de los valores propios
correspondiente,

P̂Λ(⃗r) = λΛ(⃗r). (4.56)

Pero,
P̂2

Λ(⃗r) = λ
2
Λ(⃗r) = P̂Λ(−⃗r) = Λ(⃗r). (4.57)

Entonces, λ 2 = 1. Por lo tanto, λ =±1 y las funciones pares e impares son las funciones propias
del operador de paridad. Esto es,
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(i) Las funciones pares:

λ = 1, Λ(−⃗r) = Λ(⃗r). (4.58)

(ii) Las funciones impares:

λ =−1, Λ(−⃗r) =−Λ(⃗r). (4.59)

Teorema 4.1. Cuando la función de la energía potencial es par (un potencial simétrico), las
funciones propias del operador hamiltoniano, Ĥ, tienen paridad.
Demostración 4.1. Sea la energía potencial es una función par, V (−⃗r) = V (⃗r). O bien,
P̂V =V . Entonces,

P̂(Ĥg) =− h̄2

2m
P̂(∇2g)+ P̂(V g) =− h̄2

2m
∇

2
−(P̂g)+V (P̂g)

=− h̄2

2m
∇

2(P̂g)+V (P̂g) = Ĥ(P̂g).
(4.60)

Por lo tanto,
[
Ĥ, P̂

]
= 0. Así, ambos operadores tienen funciones propias comunes y las

funciones propias del operador hamiltoniano tienen paridad.
Ejemplo 4.10. En la Sección 4.1, se resuelve el problema de la partícula encerrada en el
intervalo [−a,a]. Al elegir que el origen esté situado en el centro del recipiente, la función
de la energía potencial es simétrica. Por esta razón, las funciones propias del operador
hamiltoniano tienen paridad definida.

4.4 El pozo de potencial con paredes de altura finita.

Finalmente, se considera a una partícula dentro de un pozo finito de potencial. La función de la
energía potencial de este problema tiene la forma

V (x) =
{

V0, |x|> a
0, |x|< a

, (4.61)

con V0 > 0. Por lo que, la energía es positiva, E > 0. La forma de este potencial está en la figura
4.4.

Dado que este potencial es simétrico, las soluciones tienen paridad. Por tanto, las soluciones se
separan en las pares y las impares.

Considere el caso con una energía menor que la altura de la pared, E < V0. Al resolver la
ecuación diferencial en cada uno de los segmentos, se obtienen las soluciones siguientes,

k2 ≡ 2mE
h̄2 > 0, κ2 ≡ 2m

V0 −E
h̄2 > 0, L2 ≡ 2mV0

h̄2 = k2 +κ2 > 0,

x <−a : u′′E = κ2uE , uE(x) = Aeκx,

|x|< a : u′′E =−k2uE , uE(x) =


C coskx, par

Dsinkx, impar
,

x > a : u′′E = κ2uE , uE(x) = Be−κx.

(4.62)

Observe que las funciones exponenciales se han elegido de tal forma que la función propia sea
normalizable,

Se aplican las condiciones de la continuidad a uE y u′E al inicio de cada una de las paredes del
pozo, x = ±a. Así, se obtienen las ecuaciones que determinan a las constantes de las funciones
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Figura 4.4: La energía potencial del pozo finito.

propias,
soluciones pares soluciones impares

A = B −A = B
Be−κa =C coska Be−κa = Dsinka

−κBeκa =−kC sinka −κBe−κa = kDcoska
κa = ka tanka −κa = kacotka

tanka > 0 cotka < 0
nπ < ka < nπ + 1

2 π nπ + 1
2 π < ka < (n+1)π

. (4.63)

O, en forma equivalente,

soluciones pares soluciones impares

(La)2 = (ka)2(tan2 ka+1), (La)2 = (ka)2(cot2 ka+1),
= (ka)2 sec2 ka = (ka)2 csc2 ka

coska =± ka
La

, sinka =± ka
La

,

(4.64)

Los valores de la energía provienen de la solución de las ecuaciones trascendentes anteriores y se
requiere de un método numérico para resolverlas. En el apéndice D, El espectro discreto del pozo
finito unidimensional, se muestra un método sencillo para encontrar las soluciones.

Cuando la energía es menor que la altura de la barrera, el espectro del pozo es discreto. Estos
estados están limitados a permanecer dentro del pozo (los estados ligados). Para todo pozo finito,
existe al menos un estado ligado.

Para cada energía del espectro, las soluciones quedan en la forma siguiente,

soluciones pares

uE(x) =C


eκ(x+a) coska, x <−a

coskx, |x|< a
e−κ(x−a) coska, x > a

,

soluciones impares

uE(x) = D


−eκ(x+a) sinka, x <−a

sinkx, |x|< a
e−κ(x−a) sinka, x > a

,

(4.65)

en donde los valores de las constantes C y D están fijos por la condición de normalización.
Además, se han usado las relaciones A =Ceκa coska y A =−Deκa sinka, para el caso par e impar,
respectivamente, ecuación (4.65).

A partir de la forma de la función de onda en la región de las paredes, se concluye que, aunque
la partícula no tenga energía suficiente para escapar, la probabilidad de encontrarla en las pares del
pozo no es cero. Esta probabilidad decae exponencialmente al adentrarse en cada pared.
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La comparación este caso con la partícula encerrada permite observar que, para garantizar que
el sistema que limitado a permanecer en pozo (pero no en las paredes), el valor de κ debe ser
infinito. Por esta razón, para tener un sistema perfectamente confinado, el potencial en las paredes
debe ser infinito. Desde el punto de vista microscópico, las paredes impenetrables se representan
por barreras de potencial infinitamente altas.

Cuando la energía es mayor que la altura de las paredes, E >V0, las soluciones son semejantes
a las del problema de la barrera y esta parte del espectro es continua. Por lo tanto, en el pozo finito,
el espectro tiene una parte continua, E >V0, y una discreta, E <V0.

Ejemplo 4.11. El valor promedio de la posición para la partícula en un pozo corresponde
al valor esperado ⟨x⟩ =

∫
∞

−∞
x|uE(x)|2dx = 0. El resultado proviene de identificar que el

integrando es una función impar.
Ejemplo 4.12. La derivada de la función propia, u′E , calculada a partir de la ecuación (4.65),
tiene la paridad contraria a la función propia, uE . Por lo tanto, el integrando del valor esperado
⟨p⟩ es una función impar y el valor esperado es cero.

Ejemplo 4.13. Un pozo finito con una pared de altura igual a V0 =
9h̄2π2

16ma2 tiene un estado

propio con energía E = 1
2V0. Entonces, ka = 3

4 π y k = κ . A este estado, le corresponde una
función propia impar,

uE(x) = D



−
√

1
2 exp

[
3π

4a
(x+a)

]
,x <−a

sin
(

3πx
4a

)
,−a < x < a√

1
2 exp

[
−3π

4a
(x−a)

]
,x <−a

.

4.5 Problemas.

1. Para una partícula encerrada en el intervalo [−a,a], calcule:
(a) ⟨x2⟩,
(b) ⟨p⟩,
(c) ⟨p2⟩,
(d) ∆x∆p, y
(e) ∆En = En+1 −En.

2. La función de onda Ψ(x) = A(x2 −a2) representa a una partícula encerrada en el intervalo
[−a,a].

(a) Calcule la constante de normalización.
(b) Obtenga el valor esperado de la energía.
(c) Compare el último resultado con la energía del estado basal. ¿Cuántas veces es más

grande o más pequeño?
3. Considere un balín de 10.0 g que se mueve en un carril sin fricción de 1.00 m. Aplique el

modelo de la partícula encerrada.
(a) Calcule la energía del estado basal.
(b) Si el balín se mueve a una velocidad de 0.100 m s−1, ¿cuánto vale el número cuántico

n?
(c) Obtenga ∆En para el valor de n obtenido en el inciso anterior.
(d) Describa las características de la densidad de probabilidad |un(x)|2, para el valor de n

del inciso (b).
4. Verifique las expresiones de los ejemplos 4.5-7, correspondientes al problema de la barrera

de potencial.
5. Obtenga la densidad de probabilidad de la solución de la barrera de potencial descrita en el

ejemplo 4.8. Represente los resultados gráficamente.
6. Para el problema del pozo finito:
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(a) Encuentre los valores de la constantes C y D que normalizan a la función de onda.
(b) Si a = 1 Å y La = 10, hay siete estados ligados: ka = 1.4276, 2.8523, 4.2711, 5.6792,

7.0689, 8.4232, 9.6789. Verifique que estos valores corresponden a los estados propios.
(c) Calcule

P(a,∞) =
∫

∞

a
|uE(x)|2 dx

para los siete estados ligados y grafique P(a,∞) vs. ka.
7. Obtenga las funciones propias y los valores propios de la energía para una partícula en el

potencial:

V (x) =


∞, x < 0
0, 0 < x < a

V0, x > a
,

en donde V0 > 0. Considere sólo el caso de energías menores que V0.
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4.A La integración numérica de la ecuación de Schrödinger.
Considere el desarrollo en series de Taylor de f (x+h) alrededor de x,

f (x+h) = f (x)+h f ′(x)+ 1
2 h2 f ′′(x)+O(h3).

En forma análoga,
f (x−h) = f (x)−h f ′(x)+ 1

2 h2 f ′′(x)+O(h3).

Por tanto, sumando ambas ecuaciones se obtiene

f (x+h)+ f (x−h) = 2 f (x)+h2 f ′′(x)+O(h4).

Al aplicar esta aproximación a la ecuación de Schrödinger, para h = δ , se obtiene la ecuación de
recurrencia siguiente,

Ψ(x+δ ) = 2Ψ(x)−Ψ(x−δ )+δ
2
Ψ

′′(x)+O(δ 4)

= 2Ψ(x)+δ
2 2m

h̄2 [V (x)−E]Ψ(x)−Ψ(x−δ )+O(δ 4)

= 2Ψ(x)
{

1+δ
2 m
h̄2 [V (x)−E]

}
−Ψ(x−δ )+O(δ 4)

.

Se toma un conjunto de puntos igualmente espaciados, x j = x0 + jδ . La función de onda en cada
uno de estos puntos se designa así, Ψ j =Ψ(x j). Los valores de Ψ j están relacionados por la relación
de recurrencia anterior,

Ψ j+1 ≈ 2Ψ j

{
1+δ

2 m
h̄2 [V (x j)−E]

}
−Ψ j−1.

Entonces, dados un valor de δ y los valores iniciales, Ψ0,Ψ1, la ecuación anterior permite evaluar
todos los valores de Ψ j restantes. Este procedimiento de integración es aplicable a un problema
con el espectro continuo. Una barrera de extensión finita corresponde a este caso

La relación de recurrencia requiere de dos valores iniciales. Para esto, conviene elegir el origen
lejos de la barrera, de tal forma que V (0) ≈ 0. Cuando las partículas que atravesaron la barrera
están muy lejos de ella, la función de onda tiene la forma Ψ ≈ e−ikx, conh̄2k2 = 2mE. Así, se eligen
Ψ0 = 1 y Ψ1 = e−ikδ . La referencia, A. Cedillo, J. Chem. Ed. 77, 528-531 (2000), describe más
detalles sobre este procedimiento y su implementación computacional.

Ejemplo 4.A.1. Tome la energía potencial potencial descrita por la función

V (x) = 10
h̄2

ma2
0

exp

(
−1

2

[
x
a0

−5
]2
)
.

Para una energía E = 4h̄2/(ma2
0) y δ = 0.05a0, la solución se muestra en la Figura 4.5.

De acuerdo con lo esperado, la solución presenta un comportamiento oscilatorio en el
extremo derecho de la figura, en donde E >V . En el lado izquierdo, la probabilidad constante
representa a la partícula viajando con momento fijo. En la Sección 4.2 se resuelve el problema
de una barrera rectangular y su solución exacta muestra características similares.

El procedimiento descrito aquí permite obtener una solución aproximada de la ecuación de
Schrödinger para los problemas unidimensionales con un espectro continuo. Esta metodología es
útil para estudiar la interacción de partículas con barreras de la energía potencial que tienen una
extensión limitada. En este capítulo, se ha obtenido la solución exacta de una partícula frente a
una barrera de potencial de forma rectangular. Para otro tipo de barreras, no hay un procedimiento
sistemático que permita encontrar la solución exacta. En particular, un problema interesante consiste
en calcular el coeficiente de transmisión de una barrera y el efecto de los parámetros de la energía
potencial en éste. El procedimiento numérico de este anexo permite obtener soluciones numéricas
de la ecuación de Schrödinger en las condiciones descritas previamente.
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Figura 4.5: La solución numérica de la ecuación de Schrödinger con el potencial descrito en el
texto. Las funciones representadas en la gráfica son: la energía potencial (V ), la parte real de la
función de onda, (R), su parte imaginaria, (I), y la densidad de probabilidad (P).



5. El oscilador armónico.

El estudio de las oscilaciones tiene gran importancia en la mecánica cuántica. Las oscilaciones
armónicas son un modelo para describir las interacciones que presentan una posición de equilibrio
y, en particular, para estudiar las vibraciones.

5.1 El oscilador armónico unidimensional.

Un oscilador armónico se caracteriza por una fuerza que es proporcional al desplazamiento,
respecto a la posición de equilibrio. Por lo tanto, en este sistema, la energía potencial es una
función cuadrática, V (x) = 1

2 kx2, con k > 0. Entonces, la ecuación de valores propios de la energía,
ĤuE = EuE , toma la forma

− h̄2

2m
d2uE

dx2 + 1
2 mω

2x2uE = EuE , (5.1)

en donde ω2 ≡ k/m > 0 y E > 0. Así,

u′′E − m2ω2

h̄2 x2uE =−2mE
h̄2 uE . (5.2)

5.1.1 El cambio de la escala.

La ecuación (5.2) es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coeficientes polino-
miales que presenta varias combinaciones de constantes. Algunas de estas constantes se eliminan
mediante un cambio de la escala (un reescalamiento). Sean ξ ≡ αx la nueva variable independiente,

con α > 0, y uE(x) = uE

(
ξ

α

)
=U(ξ ) la función nueva.

Ejemplo 5.1. Para transformar a la ecuación diferencial (5.2) con el cambio de variable
ξ = αx, es necesario evaluar el efecto sobre el operador diferencial. A partir de la regla de la
cadena, se tiene que

d
dx

=
dξ

dx
d

dξ
= α

d
dξ

.

El cambio del operador diferencial es muy importante, porque, hay una variable nueva, ξ .
De forma similar,

d2

dx2 =
d
dx

d
dx

= α
2 d2

dξ 2 .
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Dado que uE(x) =U(ξ ), entonces,

d2uE

dx2 = α
2 d2U

dξ 2

y x =
ξ

α
. Con estos cambios, la ecuación diferencial queda en la forma

α
2U ′′−

(
mωξ

αh̄

)2

U =−2mE
h̄2 U .

Mediante el cambio de escala, la ecuación diferencial se transforma en

U ′′−
(mω

h̄α2

)2
ξ

2U =−λU, (5.3)

en donde λ ≡ 2mE/(h̄α)2 > 0. El valor de α se elige de tal forma que la fracción tome el valor
unitario, mω/(h̄α2) = 1. Entonces,

U ′′−ξ
2U =−λU, (5.4)

con α =
√

mω/h̄ y E = 1
2h̄ωλ .

5.1.2 La solución en series.
Para resolver la ecuación diferencial con coeficientes variables, ecuación (5.4), se usa el método

de Frobenius (el método generalizado de la serie de potencias). En este método, se propone una
solución en series de la forma

U(ξ ) = ξ
s

∞

∑
j=0

C jξ
j =

∞

∑
j=0

C jξ
s+ j, (5.5)

en donde C0 ̸= 0.
Ejemplo 5.2. La serie correspondiente a U ′′ se obtiene por derivación directa,

U ′′ =
∞

∑
k=0

Ck(s+ k)(s+ k−1)ξ s+k−2 .

Cuando hay que sumar varias series, es conveniente que la potencia de la variable se la misma
en cada serie. De esta forma, las series se agrupan bajo el mismo símbolo de suma.
Para que la potencia de ξ en la serie de U ′′ tenga la misma potencia de la serie (5.5), se hace
el cambio de índice j ≡ k−2. Así, k = j+2 y esta sustitución en la serie lleva a

U ′′ =
∞

∑
j=−2

C j+2(s+ j+2)(s+ j+1)ξ s+ j .

En esta serie, la potencia de ξ es la misma de la ecuación (5.5). Aunque, los límites de la
suma han cambiado.
De forma similar, la serie de ξ 2U es

ξ
2U =

∞

∑
k=0

Ckξ
s+k+2 .

Ahora, el cambio de índice es j ≡ k+2. Entonces, k = j−2 y

ξ
2U =

∞

∑
j=2

C j−2ξ
s+ j .

Nuevamente, la potencia de ξ es la misma que en la ecuación (5.5) y los límites de la suma
cambian.
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Del resultado del ejemplo 5.2, se obtiene la expresión siguiente al sustituir la serie (5.5) en la
ecuación diferencial (5.4),

ξ
s

(
∞

∑
j=−2

C j+2(s+ j+2)(s+ j+1)ξ j −
∞

∑
j=2

C j−2ξ
j

)
= ξ

s
∞

∑
j=0

λC jξ
j .

O bien,
0 =C0s(s−1)ξ−2 +C1(s+1)sξ

−1 +[C2(s+2)(s+1)+C0λ ]

+ [C3(s+3)(s+2)+C1λ ]ξ

+
∞

∑
j=2

[C j+2(s+ j+2)(s+ j+1)−C j−2 +C jλ ]ξ
j

. (5.6)

Al igualar cada coeficiente de la serie a cero, se obtienen las relaciones siguientes,

C0s(s−1) = 0

C1s(s+1) = 0

C2(s+1)(s+2)+λC0 = 0

C3(s+2)(s+3)+C1λ = 0

C j+2(s+ j+1)(s+ j+2)−C j−2 +λC j = 0, ( j = 2,3, ...)

. (5.7)

A la primera ecuación se le denomina ecuación indicial y permite determinar los valores de s. En
este caso, se tiene que s = 0,1. Debido a que el potencial es simétrico, las funciones propias tienen
paridad. Pero, por la forma de la serie de potencias, el factor que aparece fuera de la suma tiene
la misma paridad que el parámetro s. Por lo que, la suma siempre debe ser una función par. Por
esta razón, C1 = 0, al igual que todos los coeficientes impares. Los coeficientes pares se obtienen a
partir de las relaciones de recurrencia anteriores,

C2 =− λC0

(s+2)(s+1)

C j+2 =
C j−2 −λC j

(s+ j+2)(s+ j+1)
, ( j = 2,4,6, . . .)

. (5.8)

La relación de recurrencia de la ecuación diferencial (5.4) es una relación de tres términos. Por lo
que, no es posible obtener una solución cerrada para los coeficientes. Por esta razón, es necesario
transformar a la ecuación diferencial.

Una posibilidad consiste en separar su comportamiento asintótico (el Anexo 5.A presenta los
detalles). Para los valores grandes de |ξ |, U ′′ ∼ ξ 2U . Por lo que, la solución debe tener la forma
U ∼ eαξ 2

. Así, U ′ ∼ 2αξ eαξ 2
, U ′′ ∼ (2α +4α2ξ 2)eαξ 2

y

0 =U ′′−ξ
2U +λU ∼ e−αξ 2 [

4α
2
ξ

2 −ξ
2 −2α +λ

]
∼ e−αξ 2 [

4α
2 −1

]
ξ

2
. (5.9)

Entonces, 4α2 = 1, o bien, α = ±1
2 . Sólo para valores negativos de α se obtiene una solución

normalizable. Por tanto, U ∼ exp
(
−ξ 2/2

)
.

El resultado anterior sugiere el cambio de variable

U(ξ ) = e−ξ 2/2H(ξ ). (5.10)

Así, U ′ = e−ξ 2/2(−ξ H +H ′), U ′′ = e−ξ 2/2(ξ 2H −H −2ξ H ′+H ′′) y

0 =U ′′+(λ −ξ
2)U = e−ξ 2/2 [H ′′−2ξ H ′+(ξ 2 −1)H +(λ −ξ

2)H
]
. (5.11)

Por lo que, la función H(ξ ) satisface la ecuación diferencial

H ′′−2ξ H ′+(λ −1)H = 0. (5.12)
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Ahora, esta ecuación diferencial tiene una relación de recurrencia de dos términos. Entonces, los
coeficientes de la serie de esta ecuación diferencial tienen una solución cerrada.

Para aplicar el método de Frobenius, se necesitan las expresiones siguientes,

H =
∞

∑
j=0

C jξ
j+s

ξ H ′ =
∞

∑
j=0

C j(s+ j)ξ j+s

H ′′ =
∞

∑
j=0

C j(s+ j)(s+ j−1)ξ j+s−2

=
∞

∑
k=−2

Ck+2(s+ k+2)(s+ k+1)ξ s+k

, (5.13)

en donde C0 ̸= 0 y se ha usado el cambio del índice de la suma k ≡ j−2. Por lo que, al sustituir las
series en la ecuación diferencial (5.12), se obtiene

0 = ξ
s
(

C0(s−1)sξ
−2 +C1(s+1)sξ

−1

+
∞

∑
k=0

{Ck+2(s+ k+2)(s+ k+1)+Ck [(λ −1)−2(s+ k)]}ξ
k
) . (5.14)

Al igualar cada coeficiente a cero, se tienen las relaciones siguientes,

s(s−1) = 0, s = 0,1,
C1s(s+1) = 0, C1 = 0, C2k+1 = 0,

Ck+2 =
2s+2k−λ +1

(s+ k+2)(s+ k+1)
Ck, (k = 0,2,4, ...).

(5.15)

Dado que la solución tiene paridad, sólo hay términos pares en la suma. Así, la solución se escribe
en la forma

H = ξ
s

∞

∑
m=0

Amξ
2m

Am+1 =
4m+2s+1−λ

(2m+2+ s)(2m+1+ s)
Am, (m = 0,1,2, ...), (5.16)

en donde Am =C2m y s = 0,1.

5.1.3 Los valores propios.
La solución de la ecuación diferencial debe ser finita. La serie obtenida en la sección previa se

compara con una función exponencial, para valores grandes del índice de suma,

eαξ 2
=

∞

∑
m=0

Dmξ
2m, Dm =

αm

m!
,

Dm+1

Dm
=

α

m+1
∼ α

m
. (5.17)

Mientras que, para el ecuación (5.16),

Am+1

Am
∼ 4m

4m2 =
1
m
. (5.18)

La comparación de ambos casos indica que la función de la ecuación (5.16) se comporta de forma
similar a la función exponencial eαξ 2

, con α = 1. Así que, para valores grandes del índice de la
suma, H ∼ eξ 2

y U ∼ eξ 2/2. Esto es, la función U diverge cuando |ξ | → ∞. Entonces, si la función
H es una serie, la función de onda diverge para ξ ≫ 1. Por lo tanto, H sólo puede ser un polinomio.



5.1 El oscilador armónico unidimensional. 65

Es decir, existe un número entero N, tal que, AN+1 = AN+2 = ...= 0, con AN ̸= 0. Al sustituir esta
condición en la relación de recurrencia de la ecuación (5.16), se tiene que,

0 =
4N +2s+1−λ

(2N +2s)(2N +1+ s)
AN , (N = 0,1, ...). (5.19)

Por tanto,
λ = 4N +1+2s, (N = 0,1, ...). (5.20)

O bien,

λ =

{
4N +1, s = 0 (estado par)
4N +3, s = 1 (estado impar)

λn = 2n+1, (n = 0,1,2, . . .)
. (5.21)

Esto implica que el espectro es discreto e igualmente espaciado,

En =
1
2h̄ωλn =

1
2h̄ω(2n+1) =h̄ω

(
n+ 1

2

)
. (5.22)

Además,

un(x) = un

(
ξ

α

)
=U(ξ ) = Nne−

1
2 ξ 2

Hn(ξ ) = Nne−
1
2 (αx)2

Hn(αx), (5.23)

en donde las funciones Hn son unos polinomios de grado n, denominados los polinomios de Hermite
(Anexo 5.B), y los coeficientes Nn garantizan la normalización.

Ejemplo 5.3. El estado basal del oscilador armónico (n = 0) tiene una energía mayor que
cero, E0 =

1
2h̄ω . Los estados excitados siguientes son E1 = 3E0, E2 = 5E0, etc. La separación

energética entre los estados consecutivos es una constante.

5.1.4 La normalización.
Las funciones propias están normalizadas, 1 = ⟨un|un⟩. Entonces, el coeficiente de normaliza-

ción toma la forma siguiente,

N−2
n =

∫
∞

−∞

e−ξ 2
Hn(ξ )

2dx =
1
α

∫
∞

−∞

e−ξ 2
Hn(ξ )

2dξ . (5.24)

Este tipo de integrales se obtienen mediante el uso de la función generadora de los polinomios de
Hermite (Anexo 5.B). 1 Considere la integral

I ≡
∫

∞

−∞

G(s,ξ )G(t,ξ )e−ξ 2
dξ =

∞

∑
n,m=0

sntm

n!m!

∫
∞

−∞

e−ξ 2
Hn(ξ )Hm(ξ )dξ

=
∫

∞

−∞

exp
[
−ξ

2 +2ξ (s+ t)− (s2 + t2)
]

dξ

. (5.25)

Al completar el trinomio cuadrado perfecto en el exponente,

ξ
2 −2ξ (s+ t)+ s2 + t2 = [ξ − (s+ t)]2 −2st ,

se tiene que

I = e2st
∫

∞

−∞

e−[ξ−(s+t)]2dξ = e2st
∫

∞

−∞

e−w2
dw =

√
πe2st , (5.26)

en donde w ≡ ξ − (s+ t). Al desarrollar este resultado como una serie de potencias, se obtiene que,

I =
√

π

∞

∑
n=0

2nsntn

n!
=

∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

∫
∞

−∞

e−ξ 2
Hn(ξ )Hm(ξ )dξ

sntm

n!m!
. (5.27)

1La función generadora de los polinomios de Hermite (Anexo 5.B) tiene la forma

G(ξ ,s)≡ eξ 2−(s−ξ )2
= e−s2+2sξ ≡

∞

∑
n=0

Hn(ξ )

n!
sn.
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La igualdad de los coeficientes de ambas series conduce a∫
∞

−∞

e−ξ 2
Hn(ξ )Hm(ξ )dξ =

{
0, n ̸= m√

π2nn!, n = m

=
√

π2nn!δmn

. (5.28)

Por lo tanto, de la ecuación (5.24),

N2
k =

α∫
∞

−∞
e−ξ 2H2

k (ξ )dξ
=

α√
π2kk!

, Nk =

√
α√

π2kk!
. (5.29)

Finalmente, las funciones propias del oscilador armónico toman su forma definitiva,

|k⟩= |uk⟩= uk(x) =
√

α√
π2kk!

e−
1
2 (αx)2

Hk(αx), ⟨n|m⟩= δnm. (5.30)

Ejemplo 5.4. El coeficiente de normalización cumple con las relaciones siguientes

Nk

N j
=

√
2 j−k j!

k!
;

Nk

Nk+1
=
√

2(k+1);
Nk

Nk−1
=

√
1
2k

. (5.31)

5.1.5 Los elementos de matriz.
Para calcular los brakets del oscilador armónico se pueden utilizar las propiedades de los

polinomios de Hermite. Las relaciones de recurrencia de esta familia de polinomios ofrecen
relaciones entre los polinomios de diferente grado y sus derivadas. 2 En el Anexo 5.B se describen
algunas propiedades de los polinomios de Hermite

Ejemplo 5.5. Los elementos de matriz del operador diferencial se calculan así,〈
n
∣∣∣ d
dx

∣∣∣m〉=
∫

Nne−
1
2 ξ 2

Hn(ξ )
d
dx

[
Nme−

1
2 ξ 2

Hm(ξ )
]

dx

= NnNm

∫
∞

−∞

e−
1
2 ξ 2

Hn(ξ )
dξ

dx
d

dξ

[
e−

1
2 ξ 2

Hm(ξ )
] dξ

α

= NnNm

∫
∞

−∞

e−ξ 2
Hn
[
−ξ Hm +H ′

m
]

dξ

. (5.32)

Las relaciones de recurrencia de los polinomio de Hermite conducen a la indentidad −ξ Hm +
H ′

m =−1
2 Hm+1 +mHm−1. Entonces,〈

n
∣∣∣ d
dx

∣∣∣m〉= NnNm

∫
∞

−∞

e−ξ 2
Hn
[
−1

2 Hm+1 +mHm−1
]

dξ

= NnNm
{
−1

2

√
π2nn!δn,m+1 +m

√
π2nn!δn,m−1

}
=−1

2 NnNn−1
α

N2
n

δn,m+1 +mNnNn+1
α

N2
n

δn,m−1

= α

[
−1

2
Nm

Nm+1
δn,m+1 +m

Nm

Nm−1
δn,m−1

]
= α

[
−
√

m+1
2

δn,m+1 +

√
m
2

δn,m−1

]
. (5.33)

De forma similar, se obtiene el braket del operador de posición,

⟨n|x|m⟩= 1
α

[√
m+1

2
δn,m+1 +

√
m
2

δn,m−1

]
. (5.34)

2Los polinomios de Hermite tienen las relaciones de recurrencia (Anexo 5.B) siguientes,

Hk+1(ξ ) = 2ξ Hk(ξ )−2kHk−1(ξ ), H ′
k(ξ ) = 2kHk−1(ξ ).
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Con los resultados del ejemplo 5.5, se verifica la igualdad del problema 3.4, m(El −Ek)⟨l|x|k⟩=

−h̄2
〈

l
∣∣∣∣ d
dx

∣∣∣∣k〉.

Los promedios de la energía cinética y potencial también se calculan por este método,

⟨T ⟩=
〈

n
∣∣∣− h̄2

2m
D̂2
∣∣∣n〉=

h̄2α2

2m
2n+1

2
=

h̄2

2m
mω

h̄

(
n+ 1

2

)
= 1

2h̄ω
(
n+ 1

2

)
= 1

2 En , (5.35)

⟨V ⟩=
〈

n
∣∣∣1

2 mω
2x2
∣∣∣n〉=

mω2

2α2
2n+1

2
=

mω2

2
h̄

mω

(
n+ 1

2

)
= 1

2h̄ω
(
n+ 1

2

)
= 1

2 En = ⟨T ⟩ . (5.36)

La expresión final de la ecuación (5.36) corresponde al teorema virial para el oscilador armónico.

5.2 Los operadores de creación y de aniquilación.
La ecuación diferencial del oscilador armónico se puede resolver usando un método algebraico.

Este procedimiento se basa en aprovechar algunas propiedades de la conmutación de los operadores.
En la ecuación diferencial reescalada (5.4), U ′′−ξ 2U = (D̂2 −ξ 2)U =−λU , el operador de

segundo orden tiene la forma algebraica de una diferencia de cuadrados. Esta observación sugiere
usar los operadores que provendrían de la factorización hipotética,

â ≡
√

1
2

(
ξ +

d
dξ

)
, â† ≡

√
1
2

(
ξ − d

dξ

)
. (5.37)

En términos de las variables físicas, estos operadores tiene la forma siguiente,

â =
√

1
2

(
αx+

1
α

d
dx

)
=

√
mω

2h̄
x̂+ i

√
1

2mh̄ω
p̂

â† =
√

1
2

(
αx− 1

α

d
dx

)
=

√
mω

2h̄
x̂− i

√
1

2mh̄ω
p̂

. (5.38)

La posibilidad de factorizar al operador hamiltoniano,

Ĥ =
p̂2

2m
+ 1

2 mω
2x̂2, (5.39)

depende de las propiedades de los operadores.
A partir de su definición, se demuestra fácilmente que los operadores â y â† no son hermitianos.

Sin embargo, uno es el adjunto del otro.
Ejemplo 5.6. Los operadores â y â† son combinaciones lineales de los operadores físicos,
ecuación (5.38). Entonces, existe una relación lineal entre ellos,

x̂ =

√
h̄

2mω
(â+ â†), p̂ = i

√
mωh̄

2
(â† − â). (5.40)

Adicionalmente,

â†â =

(√
mω

2h̄
x̂− i

√
1

2mh̄ω
p̂

)(√
mω

2h̄
x̂+ i

√
1

2mh̄ω
p̂

)

=
mω

2h̄
x̂2 +

i
2h̄

x̂ p̂− i
2h̄

p̂x̂+
1

2mh̄ω
p̂2

=
1

h̄ω

[
p̂2

2m
+ 1

2 mω
2x̂2
]
+

i
2h̄

[x̂, p̂] =
Ĥ

h̄ω
− 1

2

. (5.41)

Por tanto,
Ĥ =h̄ω

(
â†â+ 1

2

)
. (5.42)
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Los operadores â y â† no conmutan,

[
â, â†]= [√mω

2h̄
x̂+ i

p̂√
2mωh̄

,

√
mω

2h̄
x̂− i

p̂√
2mωh̄

]
=

i
2h̄
[p̂, x̂]− i

2h̄
[x̂, p̂] =− i

h̄
[x̂, p̂] = 1

. (5.43)

Así, a partir del conmutador, [â, â†] = ââ† − â†â = 1, se tiene que,

ââ† = â†â+1 =
Ĥ

h̄ω
+ 1

2 , Ĥ =h̄ω
(
ââ† − 1

2

)
. (5.44)

El operador de número se define como, N̂ ≡ â†â. Este operador está relacionado con el hamiltoniano,

Ĥ =h̄ω
(
N̂ + 1

2

)
, [Ĥ, N̂] = 0. (5.45)

Ejemplo 5.7. Las propiedades de conmutación de los operadores de esta sección se obtienen
de forma directa,

[N̂, â] = [â†â, â] = â†[â, â]+ [â†, â]â =−â, [Ĥ, â] =−h̄ω â,

[N̂, â†] = [â†â, â†] = â†[â, â†] = â†, [Ĥ, â†] =h̄ω â†.
(5.46)

De estos resultados, se observa que los conmutadores involucran a los mismos operadores.

5.2.1 La ecuación de los valores propios.

Los operadores Ĥ y N̂ conmutan. Por lo tanto, ambos operadores tienen los mismos kets
propios,

N̂|n⟩= Mn|n⟩, Ĥ|n⟩= En|n⟩. (5.47)

De la ecuación (5.45), se tiene que, En =h̄ω(Mn +
1
2 ). Entonces,

〈
n
∣∣∣N̂∣∣∣n〉=

〈
n
∣∣∣∣ Ĥ
h̄ω

− 1
2

∣∣∣∣n〉=
En

h̄ω
− 1

2 = ⟨n|â†â|n⟩= ⟨âun|âun⟩ ≥ 0. (5.48)

Por lo tanto, el espectro está acotado, En ≥ 1
2h̄ω .

Ejemplo 5.8. Al aplicar el operador â a la ecuación de valores propios de la energía, se
obtiene que,

âĤ|n⟩= Enâ|n⟩=
(
Ĥâ− [Ĥ, â]

)∣∣∣n〉= Ĥâ|n⟩+h̄ω â|n⟩. (5.49)

Así,
Ĥ |âun⟩= (En −h̄ω) |âun⟩ . (5.50)

Es decir, el ket |âun⟩ es un ket propio del operador hamiltoniano, con valor propio En −h̄ω .
Por esta razón, al operador â se le denomina el operador de aniquilación.
De forma similar,

â†Ĥ |n⟩= Enâ† |n⟩=
(
Ĥâ† − [Ĥ, â†]

)∣∣∣n〉= Ĥâ† |n⟩−h̄ω â† |n⟩ . (5.51)

Por lo tanto,
Ĥ
∣∣â†un

〉
= (En +h̄ω)

∣∣â†un
〉
. (5.52)

Es decir, |â†un⟩ es un ket propio del operador Ĥ con valor propio En +h̄ω . Por lo que, al
operador â† se le llama el operador de creación.
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Como el espectro está acotado en su parte inferior, el ket |0⟩= |u0⟩ denota a la función propia
con menor valor propio, E0. Esto es, el ket |0⟩ representa al estado de menor energía o al estado
basal.

Al aplicar el operador â sobre el ket de menor energía, â|0⟩, el resultado no puede ser otro ket.
Ya que, no existe ningún ket con energía menor que E0. Por lo tanto, el resultado debe ser igual al
ket nulo, â|0⟩= |âu0⟩= 0. Además,

〈
0
∣∣N̂∣∣0〉= 〈0 ∣∣â†a

∣∣0〉= ⟨âu0|âu0⟩= 0 =

〈
0
∣∣∣∣ Ĥ
h̄ω

− 1
2

∣∣∣∣0〉=
E0

h̄ω
− 1

2 . (5.53)

Por lo tanto, E0 = 1
2h̄ω . Los valores propios siguientes se obtienen al aplicar repetidamente el

operador de creación sobre el ket |0⟩,

En = E0 +nh̄ω =h̄ω
(
n+ 1

2

)
. (5.54)

Observe que, Mn = n y N̂ |n⟩= n |n⟩.
Las funciones propias también se obtienen al aplicar los operadores de creación y aniquilación

a algún ket propio,
â|n⟩= cn|n−1⟩, â†|n⟩= dn|n+1⟩. (5.55)

Las constantes cn y dn están fijas por la normalización de los kets,

⟨âun|âun⟩= |cn|2 ⟨n−1|n−1⟩= |cn|2 =
〈
n|â†â|n

〉
=
〈
n
∣∣N̂∣∣n〉= n,〈

â†un|â†un
〉
= |dn|2 ⟨n+1|n+1⟩= |dn|2 =

〈
n|ââ†|n

〉
=
〈
n
∣∣N̂ +1

∣∣n〉= n+1.

(5.56)

Entonces, cn =
√

n y dn =
√

n+1. Por lo que ,

â†|n⟩=
√

n+1
∣∣n+1

〉
, â|n⟩=

√
n
∣∣n−1

〉
. (5.57)

Ejemplo 5.9. De la ecuación (5.57), se tiene que

â†|0⟩=
√

1|1⟩
â†2|0⟩=

√
1â†|1⟩=

√
1 ·2|2⟩

...

â†n|0⟩=
√

1 ·2 . . .(n−1)â†|n−1⟩=
√

1 ·2 . . .n|n⟩

.

Así que, todos los kets propios se obtienen a partir de ket del estado basal,

|n⟩= 1√
n!

(
â†)n |0⟩. (5.58)

5.2.2 La función propia del estado basal.
El ket propio del estado basal satisface la ecuación â|0⟩= 0. Por lo tanto, de la ecuación (5.37),

se tiene que, √
1
2

(
ξ +

d
dξ

)∣∣0〉= 0. (5.59)

Ésta es una ecuación diferencial separable de primer orden,

du0

dξ
=−ξ u0,

du0

u0
=−ξ dξ . (5.60)

Al integrar,

u0(ξ ) = Aexp
(
−ξ 2

2

)
. (5.61)
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La constante A se determina por la normalización de la función de onda en el espacio de coordena-
das,

1 = ⟨0|0⟩=
∫

∞

−∞

|u0 (ξ )|2 dx = A2
∫

∞

−∞

e−ξ 2 dξ

α
=

A2

α

√
π. (5.62)

Así, A2 = α/
√

π , y

|0⟩= u0(x) =
√

α√
π

e−
1
2 (αx)2

. (5.63)

Cualquier otro ket propio se obtiene a partir del ket del estado basal, ecuación (5.58),

|n⟩= 1√
2nn!

(
ξ − d

dξ

)n

|0⟩=
√

α√
πn!2n

(
ξ − d

dξ

)n

e−
1
2 ξ 2

. (5.64)

Este procedimiento conduce a las mismas funciones propias del operador hamiltoniano de
la Sección 5.1. Así que, las propiedades cuánticas del oscilador armónico se pueden evaluar con
cualquiera de los dos procedimientos de este capítulo.

5.3 Problemas.
1. (a) A partir de la fórmula de Rodrigues del Anexo 5.B, obtenga los seis primeros polinomios

de Hermite (n = 0,1, . . . ,5).
(b) Calcule las raíces de cada uno de los polinomios anteriores.
(c) Haga una gráfica cualitativa de las funciones exp

(
−ξ 2

)
Hn(ξ )

2, para n = 0,1, . . . ,5.
2. Utilice las relaciones de recurrencia de los polinomios de Hermite para calcular el braket

⟨n|x|m⟩. Siga el procedimiento del ejemplo 5.5.
3. Considere los brakets del oscilador armónico ⟨n|xk|n⟩, con k = 1,2, . . .. Identifique cuales

brakets son iguales a cero.
4. (a) Con los operadores de ascenso y descenso del oscilador armónico, calcule los brakets

siguientes,

⟨k|x|l⟩, ⟨k|x2|l⟩,
〈

k
∣∣∣∣ d
dx

∣∣∣∣ l〉 ,

〈
k
∣∣∣∣ d2

dx2

∣∣∣∣ l〉 .

(b) Use los resultados del inciso previo para demostrar que〈
n
∣∣T̂ ∣∣n〉= 1

2 En y
〈
n
∣∣V̂ ∣∣n〉= 1

2 En.

5. Una partícula con una masa de 100 g está unida a un resorte con una constante de fuerza
igual a 1000 Jm−2.

(a) Para el estado basal, calcule:
(1) La energía.
(2) El valor esperdado ⟨p̂2⟩.
(3) El valor esperado ⟨x̂2⟩.

(b) Obtenga la separación entre los niveles del espectro.
6. Verifique que la ecuación del problema 4, Capítulo 3, se satisface con los brakets del oscilador

armónico
7. Calcule el elemento de matriz ⟨n|x3|m⟩.
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5.A El comportamiento asintótico de las soluciones de la ecuación u′′+(λ −
ξ 2)u = 0.

Para este análisis, es conveniente transformar a la ecuación diferencial de segundo orden en un
sistema de ecuaciones de primer orden. Por tanto, se usan las variables u y y,

y = u′, y′ = u′′ = (ξ 2 −λ )u,

que se agrupan en el vector de funciones,

X =

(
u
y

)
.

Así,

X′ =

(
u′

y′

)
=

(
y

(ξ 2 −λ )u

)
=

(
0 1

ξ 2 −λ 0

)
X = BX,

en donde

B =

(
0 1

ξ 2 −λ 0

)
= ξ

2
(

0 0
1 0

)
+

(
0 1
−λ 0

)
= ξ

2
[

B0 +
1

ξ 2 B2

]
,

B0, B2 son matrices constantes y se ha factorizado la potencia mayor de la variable ξ .
Para el análisis asintótico, se requiere que los valores propios de B0 sean diferentes. Por esta

razón, es necesario hacer un cambio de las variables. Se propone la transformación

Z =

(
ξ a 0
0 ξ b

)
X =

(
ξ au
ξ by

)
.

Entonces,

Z′ =

(
a/ξ ξ a−b

ξ b−a(ξ 2 −λ ) b/ξ

)
Z =

(
a/ξ ξ a−b

ξ b−a+2 −λξ b−a b/ξ

)
Z.

Las constantes a y b se eligen de tal forma que los valores propios de la matriz de la potencia
máxima de ξ sean diferentes. Por simplicidad, la potencia mayor de los elementos no diagonales se
fija al mismo valor. Esto es, b−a+2 = a−b. Por tanto, 2(b−a+1) = 0 o a = b+1. Entonces,

Z′ =

(
a/ξ ξ

ξ −λ/ξ b/ξ

)
Z =

(
0 ξ

ξ 0

)
Z+

(
a/ξ 0
−λ/ξ b/ξ

)
Z

=

[
ξ

(
0 1
1 0

)
+

1
ξ

(
a 0
−λ b

)]
Z = ξ

[(
0 1
1 0

)
+

1
ξ 2

(
b+1 0
−λ b

)]
Z
.

La matriz de los coeficientes que multiplica a ξ tiene como valores propios a ±1. Finalmente, al
tomar b = 0, se tiene que,

Z′ = ξ

[(
0 1
1 0

)
+

1
ξ 2

(
1 0
−λ 0

)]
Z = ξ

n[A0 +A2ξ
−2]Z ,

con n = 1.
Para el comportamiento asintótico, se propone una solución en series de la forma

Z = ea0ξ 2+a1ξ
ξ

µ
∞

∑
k=0

Ckξ
−k = ea0ξ 2+a1ξ

∞

∑
k=0

Ckξ
µ−k.

Aquí, el polinomio en la función exponencial debe ser de grado n+1 y los símbolos Ck representan
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los vectores de los coeficientes. Entonces, la derivada de la serie es

Z′ = ea0ξ 2+a1ξ

[
∞

∑
k=0

(µ − k)Ckξ
µ−k−1 +(2a0ξ +a1)

∞

∑
k=0

Ckξ
µ−k

]

= ea0ξ 2+a1ξ

[
∞

∑
l=1

(µ − l +1)Cl−1ξ
−l

]
ξ

µ

+ ea0ξ 2+a1ξ

[
2a0

∞

∑
m=−1

Cm+1ξ
−m +a1

∞

∑
k=0

Ckξ
−k

]
ξ

µ

= ea0ξ 2+a1ξ
ξ

µ [2a0C0ξ +2a0C1 +a1C0]

+ ea0ξ 2+a1ξ
ξ

µ
∞

∑
k=1

[(µ − k+1)Ck−1 +a1Ck +2a0Ck+1]ξ
−k

.

Después de sustituir la serie de Z en la ecuación diferencial, se tiene que

Z′ = ξ

(
A0 +

1
ξ 2 A2

)
ea0ξ 2+a1ξ

ξ
µ

∞

∑
k=0

Ckξ
−k

= ea0ξ 2+a0ξ
ξ

µ
∞

∑
k=0

(
A0Ckξ

1−k +A2Ckξ
−k−1

)
= ea0ξ 2+a1ξ

ξ
µ

[
∞

∑
m=−1

A0Cm+1ξ
−m +

∞

∑
l=1

A2Cl−1ξ
−l

]

= ea0ξ 2+a1ξ
ξ

µ

[
A0C0ξ +A0C1 +

∞

∑
k=1

(A0Ck+1 +A2Ck−1)ξ
−k

]
.

Al igualar los coeficientes de las dos series de Z′, se obtiene

2a0C0 = A0C0,

2a0C1 +a1C0 = A0C1,

2a0Ck+1 +a1Ck +(µ − k+1)Ck−1 = A0Ck+1 +A2Ck−1, (k = 1,2, . . .).

De la primera ecuación, 2a0C0 = A0C0, se observa que 2a0 corresponde al valor propio de la matriz
A0. Además, C0 es el vector propio correspondiente. Por lo tanto, 2a0 =±1 o a0 =±1

2 . Las otras
ecuaciones quedan en la forma siguiente,

(A0 −2a0I)C1 = a1C0

(A0 −2a0I)Ck+1 = a1Ck +[(µ − k+1)I−A2]Ck−1
.

Los vectores propios de A0 provienen de la solución de la ecuación de los valores propios. Al
sustituir cada valor propio,

0 = (A0 −2a0I)C0 =

(
−2a0 1

1 −2a0

)(
C0,1

C0,2

)
=

(
−2a0C0,1 +C0,2

C0,1 −2a0C0,2

)
,

α0 ≡C0,1, C0,2 = 2a0α0, C0 = α0

(
1

2a0

)
.

Con los vectores propios, se resuelven las ecuaciones para los vectores Ck+1, con k ≥ 0. Para k = 0,
se tiene que

(A−2a0I)C1 =

(
−2a0C1,1 +C1,2

C1,1 −2a0C1,2

)
= a1C0 = α0a1

(
1

2a0

)
,

Como (2a0)
2 = 1, entonces, la ecuación del segundo renglón se transforma en 2a0C1,1−C1,2 = a1α0

y, al sumarla al primer renglón, se obtiene 2a1α0 = 0. Por lo tanto a1 = 0.
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En la ecuación para C2, (k = 1),

(A0 −2a0I)C2 =

(
−2a0C2,1 +C2,2

C2,1 −2a0C2,2

)
= α0

(
µ −1 0

λ µ

)(
1

2a0

)
= α0

(
µ −1

λ +2a0µ

) .

Al multiplicar la ecuación del segundo renglón por 2a0 y sumarla al primero, se obtiene que,

0 = (λ2a0 +2µ −1)c0, µ = (1−2a0λ )/2.

Como Z = (ξ u,y), de la solución asintótica, u ∼ ea0ξ 2
ξ µ−1

∑
∞
k=0Ck.1ξ−k. Pero, u sólo es finita para

a0 < 0. Por lo tanto, se toma el valor propio negativo, 2a0 = −1. Y, la solución asintótica de la
ecuación diferencial queda en la forma siguiente,

u(ξ )∼ e−
1
2 ξ 2

ξ
1
2 (λ−1)c0(1+ . . .).
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5.B Los polinomios de Hermite, Hn(ξ ).

Los polinomios de Hermite son funciones que satisfacen la ecuación diferencial (5.12),

H ′′
n −2ξ H ′

n +2nHn = 0.

Estos polinomios también se obtienen a partir de una función generadora.

5.B.1 La función generadora.

Sea G(ξ ,s) una función de dos variables definida como

G(ξ ,s)≡ eξ 2−(s−ξ )2
= e−s2+2sξ ≡

∞

∑
n=0

Hn(ξ )

n!
sn.

A esta función se le llama la función generadora debido a que los polinomios Hn se obtienen de los
coeficientes del desarrollo en series de Taylor de la función G en la variable s. Las propiedades de
los polinomios de Hermite Hn también provienen de la función generadora.

5.B.2 Las relaciones de recurrencia.

Las derivadas de la función generadora proveen las relaciones de recurrencia de los polinomios.
Dado que, ∂G/∂ξ = 2sG, se tiene que

∞

∑
n=0

H ′
n(ξ )

n!
sn = 2

∞

∑
n=0

Hn(ξ )

n!
sn+1 = 2

∞

∑
k=1

Hk−1(ξ )

(k−1)!
sk,

en donde se usa el cambio de índice k ≡ n+ 1. Al igualar los coeficientes de ambas series, se
obtiene

H ′
0(ξ ) = 0, H ′

k(ξ ) = 2kHk−1(ξ ), (k = 1,2, . . .).

De forma similar, ∂G/∂ s = 2(ξ − s)G. Entonces, al sustituir a la función generadora en ambos
lados de la igualdad, se tiene que

∂G
∂ s

=
∞

∑
n=1

nHnsn−1

n!
= 2ξ G−2sG = 2

∞

∑
n=0

ξ Hnsn

n!
−2

∞

∑
n=0

Hnsn+1

n!

=
∞

∑
l=0

Hl+1sl

l!
= 2

∞

∑
n=0

ξ Hnsn

n!
−2

∞

∑
k=1

Hk−1sk

(k−1)!

,

en donde se hicieron las transformaciones de índices l ≡ n−1, k ≡ n+1. De la comparación de
los coeficientes de las series, se llega a

H1(ξ ) = 2ξ H0(ξ ), Hk+1(ξ ) = 2ξ Hk(ξ )−2kHk−1(ξ ), (k = 1,2, . . .).

5.B.3 La ecuación diferencial.

Las relaciones de recurrencia permiten obtener la ecuación diferencial de los polinomios Hn,

H ′′
n = [2nHn−1]

′ = [2ξ Hn −Hn+1]
′ = 2Hn +2ξ H ′

n −H ′
n+1

= 2Hn +2ξ H ′
n −2(n+1)Hn = 2ξ H ′

n −2nHn
.

Así,
H ′′

n −2ξ H ′
n +2nHn = 0.

Por lo tanto, la función G(ξ ,s)≡ exp
(
−s2 +2sξ

)
es la función generadora de los polinomios de

Hermite.
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5.B.4 La fórmula de Rodrigues.
Los polinomios de Hermite son los coeficientes del desarrollo en series de Taylor de la función

generadora. Al desarrollar a G(ξ ,s) con respecto a s se tiene que

G(ξ ,s) =
∞

∑
n=0

ansn,

en donde

an =
1
n!

∂ n

∂ sn G(ξ ,s)

∣∣∣∣∣
s=0

.

Por lo tanto,

Hn(ξ ) =
∂ n

∂ sn G(ξ ,s)

∣∣∣∣∣
s=0

=
∂ n

∂ sn eξ 2−(s−ξ )2

∣∣∣∣∣
s=0

= eξ 2 ∂ n

∂ sn e−(s−ξ )2

∣∣∣∣∣
s=0

= eξ 2 ∂ n

∂ tn e−t2

∣∣∣∣∣
t=−ξ

= eξ 2
(

∂ n

∂ (−ξ )n e−(−ξ )2
)

= eξ 2
(−1)n dne−ξ 2

dξ n

,

en donde se usa el cambio de variable t ≡ s−ξ y la regla de la cadena. La ecuación

Hn(ξ ) = eξ 2
(−1)n dne−ξ 2

dξ n

es la fórmula de Rodrigues de los polinomios de Hermite. Esta fórmula permite evaluar sucesiva-
mente a todos los polinomios entre 0 y n.

Ejemplo 5.B.1. Para evaluar la fórmula de Rodrigues en n = 2, se requiere de la segunda
derivada de la función gaussiana. Así que, se evalúan la primera y segunda derivadas. Por lo
tanto, se obtienen los polinomios siguientes,

H0(ξ ) = 1, H1(ξ ) = 2ξ , H2(ξ ) = 2(2ξ
2 −1).

Ejemplo 5.B.2. Los polinomios de Hermite también se obtienen por otros métodos. La
relación de recurrencia Hk+1 = 2ξ Hk −2kHk−1 permite obtenerlos. Dado H0 = 1, se tiene
que

H1 = 2ξ H0 = 2ξ

H2 = 2ξ H1 −2H0 = 2ξ (2ξ )−2 ·1 = 4ξ
2 −2.

Al continuar con este proceso, se encuentran los otros polinomios.

Es importante mencionar que las raíces de los polinomios de Hermite siempre son reales.
Además, la paridad de estos polinomios implica una simetría en sus raíces.





6. El momento angular.

El momento angular es una propiedad muy importante, tanto en los sistemas macroscópicos,
como en los microscópicos. Esta propiedad está asociada con el movimiento alrededor de un centro
y con el espín de las partículas microscópicas. Además, en muchos casos, el momento angular
permanece constante. Es decir, es una constante del movimiento.

6.1 Los operadores del momento angular.
Los operadores del momento angular se construyen siguiendo las reglas mencionadas en el

capítulo 3. Por esta razón, es necesario partir de su forma clásica,

L⃗ = r⃗× p⃗. (6.1)

Para trabajar con las componentes cartesianas de un producto vectorial, es conveniente introducir el
símbolo de Levi-Civita, εi jk. Esta una cantidad tiene de tres índices y sólo es distinta de cero si sus
tres índices son diferentes,

εi jk =


0, hay índices repetidos
+1, (i, j,k) es una permutación cíclica de (123)
−1, (i, j,k) no es una permutación cíclica de (123)

. (6.2)

El símbolo de Levi-Civita posee las propiedades siguientes,

εi jk = εki j = ε jki, εi jk =−ε jik, ∑
k

εi jkεlmk = δilδ jm −δimδ jl. (6.3)

Ejemplo 6.1. El producto vectorial C⃗ = A⃗× B⃗ tiene las componentes cartesianas

Cl = ∑
jk

εl jkA jBk (l, j,k = 1,2,3).

Ejemplo 6.2. La componente x del ejemplo previo es,

C1 = ∑
jk

ε1 jkA jBk.

La evaluación de la suma se realiza en la forma siguiente. Para que el símbolo de Levi-Civita
ε1 jk sea distinto de cero, los tres índices deben ser diferentes. Es decir, j ̸= 1, k ̸= 1 y j ̸= k.
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Entonces, sólo hay dos posibilidades:

C1 = ε123A2B3 + ε132A3B2

= A2B3 −A3B2
.

Las componentes cartesianas del vector del momento angular tienen en la forma siguiente,

Ll = ∑
jk

εl jkr j pk, (6.4)

en donde r j y pk son las componentes cartesianas de los vectores de la posición y del momento
lineal. Las componentes 1, 2 y 3 corresponden a x, y y z, respectivamente. Así, los operadores del
momento angular quedan expresados como

L̂l = ∑
jk

εl jkr̂ j p̂k =−ih̄∑
jk

εl jkr j
∂

∂ rk
. (6.5)

Los operadores de las componentes del momento angular, ecuación (6.5), son hermitianos.
En coordenadas esféricas, estos operadores son independientes de la variable radial,

L̂1 =−ih̄
{
−sinϕ

∂

∂θ
− cosϕ cotθ

∂

∂ϕ

}
L̂2 =−ih̄

{
cosϕ

∂

∂θ
− sinϕ cotθ

∂

∂ϕ

}
L̂3 =−ih̄

∂

∂ϕ

. (6.6)

En particular, la componente z tiene la forma más sencilla.
Ejemplo 6.3. El operador L̂2

3 en coordenadas esféricas tiene la forma siguiente,

L̂2
3 = L̂3L̂3 =−h̄2 ∂ 2

∂ϕ2 .

De forma similar,

L̂2
1 = L̂1L̂1 =−h̄2

{
sin2

ϕ
∂ 2

∂θ 2 + sin2ϕ cotθ
∂ 2

∂ϕ∂θ
+ cos2

ϕ cot2 θ
∂ 2

∂ϕ2

+ cos2
ϕ cotθ

∂

∂θ
− sinϕ cosϕ

1+ cos2 θ

sin2
θ

∂

∂ϕ

}
L̂2

2 = L̂2L̂2 =−h̄2
{

cos2
ϕ

∂ 2

∂θ 2 − sin2ϕ cotθ
∂ 2

∂ϕ∂θ
+ sin2

ϕ cot2 θ
∂ 2

∂ϕ2

+ sin2
ϕ cotθ

∂

∂θ
+ sinϕ cosϕ

1+ cos2 θ

sin2
θ

∂

∂ϕ

}
.

Finalmente,

L̂2 = L̂2
1 + L̂2

2 + L̂2
3 =−h̄2

{
∂ 2

∂θ 2 +
1

sin2
θ

∂ 2

∂ϕ2 + cotθ
∂

∂θ

}
.

Además, el operador L̂2 está contenido en el operador laplaciano, cuando este último se escribe en
coordenadas esféricas,

∇
2 =

1
r2

[
∂

∂ r

(
r2 ∂

∂ r

)
− L̂2

h̄2

]
. (6.7)
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6.1.1 Los conmutadores.
Las propiedades de conmutación de los operadores de momento angular presentan ciertas

regularidades.
Ejemplo 6.4. Los conmutadores entre los operadores de las componentes del momento
angular y las componentes de los operadores de la posición y el momento se calculan de
forma directa, [

L̂l, r̂m
]
= ∑

jk
εl jk [r̂ j p̂k, r̂m] = ∑

jk
εl jkr̂ j [p̂k, r̂m]

=−ih̄∑
jk

εl jkr̂ jδkm = ih̄∑
j

εlm j r̂ j[
L̂l, p̂m

]
= ∑

jk
εl jk [r̂ j p̂k, p̂m] = ∑

jk
εl jk [r̂ j, p̂m] p̂k

= ih̄∑
jk

εl jkδ jm p̂k = ih̄∑
k

εlmk p̂k

. (6.8)

Ejemplo 6.5. El conmutador entre los operadores de las componentes del momento angular
requiere de un poco de trabajo adicional,[

L̂l, L̂m
]
= ∑

jk
εl jk
[
r̂ j p̂k, L̂m

]
= ∑

jk
εl jk
{

r̂ j
[
p̂k, L̂m

]
+
[
r̂ j, L̂m

]
p̂k
}

=−ih̄∑
jkn

εl jkr̂ jεmkn p̂n − ih̄∑
jkn

εl jkεm jnr̂n p̂k

=−ih̄∑
jnk

εl jkεnmkr̂ j p̂n − ih̄∑
kn j

εkl jεnm j r̂n p̂k

.

A partir de las propiedades dadas en la ecuación (6.3), se obtiene que,[
L̂l, L̂m

]
=−ih̄∑

jn
(δlnδ jm −δlmδ jn) r̂ j p̂n

− ih̄∑
kn
(δknδlm −δkmδln) r̂n p̂k

=−ih̄∑
jn

(
δlnδ jm −δlmδ jn +δ jnδlm −δnmδl j

)
r̂ j p̂k

=−ih̄∑
k jn

εlmkεn jkr̂ j p̂n

= ih̄∑
k

εlmkL̂k

. (6.9)

En general, se obtiene que, [L̂l,Ŷm] = ih̄∑k εlmkŶk, en donde Y = r, p,L. Observe que si l y m son
diferentes, k también debe serlo para que el conmutador sea distinto de cero. Por tanto, la operación
de conmutación puede asociarse con una rotación en la dirección del operador del momento angular,
l.

Ejemplo 6.6. El conmutador entre el operador de la componente x del momento angular y
los operadores de las coordenadas cartesianas son

[L̂1, r̂ j] = ih̄∑
k

ε1 jkr̂k.

Es decir,
[L̂1, r̂1] = 0, [L̂1, r̂2] = ih̄r̂3, [L̂1, r̂3] =−ih̄r̂2.

Ejemplo 6.7. Todos los operadores de las componentes del momento angular conmutan con
el operador L̂2,

[
L̂l, L̂2]= [Ll,∑

k
L̂2

k

]
= ∑

k

([
Ll, L̂k

]
L̂k + L̂k

[
L̂l, L̂k

])
= ih̄∑

km

{
εlkmL̂mL̂k + L̂kεlkmL̂m

} .
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Mediante un cambio de índices, se agrupan los operadores, y,

[
L̂l, L̂2]= ih̄

(
∑
km

εlkmL̂mL̂k +∑
km

εlmkL̂mL̂k

)
= ih̄∑

km
(εlkm + εlmk) L̂mL̂k = 0

. (6.10)

Sin embargo, los operadores L̂k no conmutan entre ellos, ecuación (6.9).

Es conveniente seleccionar a una pareja de operadores que conmutan. Considere a L̂2 y a L̂3,[
L̂2, L̂3

]
= 0. Entonces, ambos operadores tienen funciones propias comunes. El ket |Ψ⟩ denota a

una función propia de ambos operadores. Esto es, cumple con las ecuaciones

L̂2∣∣Ψ〉=h̄2a
∣∣Ψ〉, L̂3

∣∣Ψ〉=h̄b
∣∣Ψ〉, (6.11)

en donde ah̄2 y bh̄ son los valores propios correspondientes.
Ejemplo 6.8. El operador del cuadrado del momento angular cumple con la ecuación〈
L̂2
〉
=
〈
L̂2

1 + L̂2
2 + L̂2

3
〉
. Entonces〈

Ψ
∣∣L̂2∣∣Ψ〉= ah̄2 =

〈
Ψ
∣∣L̂2

1
∣∣Ψ〉+〈Ψ ∣∣L̂2

2
∣∣Ψ〉+〈Ψ ∣∣L̂2

3
∣∣Ψ〉

=
〈

L̂1Ψ

∣∣∣L̂1Ψ

〉
+
〈

L̂2Ψ

∣∣∣L̂2Ψ

〉
+h̄2b2 ≥h̄2b2 . (6.12)

Por lo tanto,
a ≥ b2, |b| ≤

√
a, −

√
a ≤ b ≤

√
a. (6.13)

El resultado de la ecuación (6.13) implica que, los valores de b están acotados.

6.1.2 Los operadores de ascenso y descenso.
Para el tratamiento algebraico, se definen los operadores siguientes,

L̂± ≡ L̂1 ± iL̂2. (6.14)

Estos operadores no son hermitianos. Sin embargo, son adjuntos uno del otro. Al operador L̂+ se le
denomina el operador de ascenso y L̂− es el operador de descenso. En forma similar al caso del
oscilador armónico, los operadores de las componentes del momento angular son una combinación
lineal de los operadores nuevos,

L̂1 =
1
2
(
L̂++ L̂−

)
, L̂2 =

i
2
(
L̂−− L̂+

)
. (6.15)

Ejemplo 6.9. Los operadores de ascenso y descenso tienen las propiedades de conmutación
siguientes, [

L̂2, L̂±
]
=
[
L̂2, L̂1

]
± i
[
L̂2, L̂2

]
= 0[

L̂+, L̂−
]
=
[
L̂1 + iL̂2, L̂1 − iL̂2

]
=−i

[
L̂1, L̂2

]
+ i
[
L̂2, L̂1

]
=−2i

[
L̂1, L̂2

]
=−2i

(
ih̄L̂3
)
= 2h̄L̂3[

L̂3, L̂±
]
=
[
L̂3, L̂1

]
± i
[
L̂3, L̂2

]
= ih̄L̂2 ± i(ih̄)(−L̂1)

=h̄
(
iL̂2 ± L̂1

)
=±h̄

(
L̂1 ± iL̂2

)
=±h̄L̂±

. (6.16)

Además, éstos operadores cumplen con las relaciones siguientes,

L̂+L̂− =
(
L̂1 + iL̂2

)(
L̂1 − iL̂2

)
= L̂2

1 + L̂2
2 + iL̂2L̂1 − iL̂1L̂2

= L̂2 − L̂2
3 − i(ih̄) L̂3 = L̂2 − L̂2

3 +h̄L̂3

L̂−L̂+ = L̂+L̂−−
[
L̂+, L̂−

]
= L̂2 − L̂2

3 +h̄L̂3 −2h̄L̂3

= L̂2 − L̂2
3 −h̄L̂3

L̂±L̂∓ = L̂2 − L̂3 ±h̄L̂3

. (6.17)
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6.2 El método algebraico.
Para obtener los valores propios y las funciones propias se usa un método algebraico. Este

método utiliza a los operadores de ascenso y descenso.
Ejemplo 6.10. Al aplicar los operadores de ascenso y descenso a las ecuaciones de los
valores propios, se tiene que,

L̂±
(
L̂3
∣∣Ψ〉)= bh̄L̂±

∣∣Ψ〉= (L̂3L̂±−
[
L̂3, L̂±

])∣∣∣Ψ〉
= L̂3L̂±

∣∣Ψ〉∓h̄L̂±
∣∣Ψ〉= bh̄

∣∣L̂±Ψ
〉

L̂3
∣∣L̂±Ψ

〉
=h̄(b±1)

∣∣L̂±Ψ
〉

L̂±
(
L̂2∣∣Ψ〉)= ah̄2 ∣∣L̂±Ψ

〉
= L̂2 ∣∣L̂±Ψ

〉 . (6.18)

Por lo tanto, el ket |L̂±Ψ⟩ es un ket propio del operador L̂2 con un valor propio igual a ah̄2,
y del operadoador L̂3, con un valor propio (b± 1)h̄. La acción de estos operadores sobre
los kets propios del momento angular cambia el valor propio de L̂3. Por esta razón, a los
operadores L̂± se les denomina los operadores de ascenso y descenso.

Las funciones propias de los operadores del momento angular están caracterizadas por sus
valores propios. Para distinguirlas, se usan estos valores propios como sus índices,

|Ψ⟩= |Ψab⟩= |ab⟩. (6.19)

Al aplicar los operadores de ascenso y descenso sobre las funciones propias, se tiene que

L̂±
∣∣ab
〉
=C±

ab

∣∣a,b±1
〉
. (6.20)

Los coeficientes de la ecuación anterior provienen de la condición de normalización,〈
L̂±Ψab

∣∣∣L̂±Ψab

〉
=
〈

ab
∣∣∣L̂∓L̂±

∣∣∣ab
〉
=
〈

ab
∣∣∣L̂2 − L̂2

3 ∓h̄L̂3

∣∣∣ab
〉

=
∣∣∣C±

ab

∣∣∣2 ⟨a,b±1|a,b±1⟩

=
(
ah̄2 −b2h̄2 ∓h̄2b

)
⟨ab|ab⟩

. (6.21)

En este caso, se ha usado la ecuación (6.17). Por lo tanto, los coeficientes tienen el valor

C±
ab =h̄

√
a−b2 ∓b, (6.22)

y, finalmente,
L̂±
∣∣ab
〉
=h̄
√

a−b2 ∓b
∣∣a,b±1

〉
. (6.23)

6.2.1 Los valores propios.
El espectro del operador L̂3 está acotado, ecuación (6.13). Sea B el valor máximo del valor

propio b. Entonces, L̂+|aB⟩= 0 y, de la ecuación (6.17), setiene que,〈
L̂+ΨaB

∣∣∣L̂+ΨaB

〉
=
〈

aB
∣∣∣L̂−L̂+

∣∣∣aB
〉
=h̄2 (a−B2 −B

)
= 0. (6.24)

Por lo tanto, a = B(B+1).
Por otro lado, sea β el valor mínimo de b. Entonces, L̂−|aβ ⟩= 0 y〈

L̂−Ψaβ

∣∣∣L̂−Ψaβ

〉
=
〈

aβ

∣∣∣L̂+L̂−

∣∣∣aβ

〉
=h̄2 (a−β

2 +β
)
= 0. (6.25)

Entonces, a = β (β −1).
Al aplicar n veces el operador L̂+ al ket |aβ ⟩, eventualmente se llega a |aB⟩,

L̂n
+

∣∣aβ
〉
= k
∣∣aB
〉
. (6.26)
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Entonces, B y β difieren en un entero, B = β +n, así,

a = β (β −1) = B(B+1) = (β +n)(β +n+1)

= β
2 −β = β

2 +2nβ +β +n2 +n
.

Al agrupar a todos los términos de un lado de la ecuación anterior, se tiene que,

0 = 2β (n+1)+n(n+1) = (2β +n)(n+1). (6.27)

Por lo tanto,
β =−n

2
, B =−n

2
+n =

n
2
=−β . (6.28)

Es decir, B puede ser un entero o un semientero.
Para los valores enteros de B, se acostumbra designar al valor máximo con la letra l. Esto es,

B = l, en donde l = 0,1,2, .... Entonces, el valor propio del operador L̂2 es a = l(l +1). De forma
similar, el símbolo tradicional para b, es la letra m. Así, b = m. Por tanto, los índices l y m son
suficientes para caracterizar a cada función propia,

−l =−B ≤ m ≤ B = l

Ψab = Ylm = |lm⟩
L̂2|lm⟩=h̄2l(l +1)|lm⟩
L̂3|lm⟩=h̄m|lm⟩

L̂±|lm⟩=h̄
√

l(l +1)−m2 ∓m
∣∣l,m±1

〉
=h̄
√

(l ±m+1)(l ∓m)
∣∣l,m±1

〉
. (6.29)

6.2.2 Las funciones propias.
Las funciones propias están relacionadas entre sí por medio de los operadores de ascenso y

descenso. De acuerdo con la sección anterior, para los valores máximo y mínimo de m se tiene que

L̂±
∣∣l,±l

〉
= 0, h̄e±iϕ

{
± ∂

∂θ
+ icotθ

∂

∂ϕ

}
Yl,±l = 0. (6.30)

Esta ecuación diferencial es separable. Entonces, la solución tiene la forma Yl,±l (θ ,ϕ)=Φ±l (ϕ)Θl,±l (θ).
Así,

± tanθ
Θ′

l,±l

Θl,±l
=−i

Φ′
±l

Φ±l
= A±, (6.31)

en donde A± es la constante de la separación de las variables. Las ecuaciones separadas quedan
expresadas como

Φ
′
± = iA±

Φ±l, Θ
′
l,±l =±A± cotθΘl,±l. (6.32)

La solución de la primera ecuación diferencial es Φ±l(ϕ) = B±leiA±ϕ . El ket |l,±l⟩ es una
función propia del momento angular. Entonces, L̂3Yl,±l = (±l)h̄Yl,±l . De esta forma,

−ih̄
∂

∂ϕ
[Φ±lΘl,±l] =−ih̄Θl,±liA±

Φ±l = A±h̄Yl,±l. (6.33)

Por lo tanto, A± =±l y Φ±l (ϕ) = B±le±ilϕ .
De forma similar, la ecuación diferencial para Θl,±l es separable,

Θ
′
l,±l =

dΘl,±l

dθ
= l cotθΘl,±l = l

cosθ

sinθ
Θl,±l

dΘl,±l

Θl,±l
= l

cosθdθ

sinθ
= l

d(sinθ)

sinθ

. (6.34)
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Por lo que, Θl,±l(θ) = Dl sinl
θ . Y, después de normalizar a las funciones (los detalles están en el

Anexo 6.A), se tiene que,

∣∣l,±l
〉
= Yl,±l (θ ,ϕ) = Φ±l(ϕ)Θl,±l(θ)

Φ±l(ϕ) =
1√
2π

e±ilϕ ,

Θl,±l(θ) = (∓1)l

√
(2l +1)!
22l+1l!2 sinl

θ .

(6.35)

Las funciones restantes se obtienen con el operador de descenso, ecuación (6.29),

L̂−
∣∣ll〉=h̄

√
1 ·2l

∣∣l, l −1
〉

L̂2
−
∣∣ll〉=h̄2

√
1 ·2 ·2l · (2l −1)

∣∣l, l −2
〉

L̂k
−
∣∣ll〉=h̄k

√
k!2l · (2l −1) · · · · · (2l − k+1)

∣∣l, l − k
〉

=h̄k

√
2l!k!

(2l − k)!

∣∣l, l − k
〉 (6.36)

y, para m = l − k,

∣∣lm〉=√ (l +m)!
(l −m)!2l!

(
L̂−
h̄

)l−m ∣∣ll〉. (6.37)

En coordenadas esféricas, el operador de descenso se reescribe en la forma siguiente,

L̂−
h̄

= e−iϕ
{
− ∂

∂θ
+ icotθ

∂

∂ϕ

}
= e−iϕ

{
−∂ cosθ

∂θ

∂

∂ cosθ
+ icotθ

∂

∂ϕ

}
= e−iϕ

{
sinθ

∂

∂ cosθ
+ i

cosθ

sinθ

∂

∂ϕ

}
= e−iϕ

{
sinθ

∂

∂ cosθ
− i

∂ sinθ

∂ cosθ

∂

∂ϕ

}
, (6.38)

en donde

∂ sinθ

∂ cosθ
=

∂
√

1− cos2 θ

∂ cosθ
=

1
2sinθ

(−2cosθ) =−cosθ

sinθ
.

Ejemplo 6.11. Al aplicar el operador de descenso sobre el ket |ll⟩, se tiene que,

L̂−
h̄

∣∣ll〉= e−iϕ
{

Φl sinθ
dΘll

dcosθ
− i

dΦl

dϕ
Θll

dsinθ

dcosθ

}
=

e−iϕ

sinl−1
θ

Φl

{
sinl

θ
dΘll

dcosθ
+Θlll sinl−1

θ
dsinθ

dcosθ

}

=
ei(l−1)ϕ
√

2π

sinl
θ

dΘll

dcosθ
+Θll

dsinl
θ

dcosθ

sinl−1
θ

=
ei(l−1)ϕ

√
2π sinl−1

θ

d
(
sinl

θΘll
)

dcosθ

. (6.39)
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Al aplicarlo nuevamente,(
L̂−
h̄

)2 ∣∣ll〉= e−iϕ ei(l−1)ϕ
√

2π
sinθ

d
dcosθ

{
1

sinl−1
θ

d(sinl
θΘll)

dcosθ

}
− i

e−iϕ
√

2π

dei(l−1)ϕ

dϕ

dsinθ

dcosθ

{
1

sinl−1
θ

d(sinl
θΘll)

dcosθ

}
=

ei(l−2)ϕ
√

2π sinl−2
θ

sinl−1
θ

d
dcosθ

{
1

sinl−1
θ

d(sinl
θΘll)

dcosθ

}
+

ei(l−2)ϕ(l −1)√
2π sinl−2

θ
sinl−2

θ
dsinθ

dcosθ

{
1

sinl−1
θ

d(sinl
θΘll)

dcosθ

}
.

O bien, (
L̂−
h̄

)2 ∣∣ll〉= ei(l−2)ϕ sinl−1
θ√

2π sinl−2
θ

d
dcosθ

{
1

sinl−1
θ

d(sinl
θΘll)

dcosθ

}
+

ei(l−2)ϕ
√

2π sinl−2
θ

dsinl−1
θ

dcosθ

{
1

sinl−1
θ

d(sinl
θΘll)

dcosθ

}
=

ei(l−2)ϕ
√

2π sinl−2
θ

d2

dcosθ 2 (Θll sinl
θ)

. (6.40)

Y, en general, (
L̂−
h̄

)k ∣∣ll〉= ei(l−k)ϕ
√

2π sinl−k
θ

dk

dcosθ k (Θll sinl
θ). (6.41)

Este procedimiento, permite obtener todas las funciones propias.

A partir de los resultados del ejemplo 6.11, para k = l −m y con la ecuación (6.37), se tiene
que, ∣∣lm〉≡ Φm(ϕ)Θlm(θ)

=

√
(l +m)!

(l −m)!2l!
1

sinm
θ

dl−m(sinl
θΘll)

dcosθ l−m
eimϕ

√
2π

=
(−1)l

2ll!

√
(l +m)!(2l +1)!
(l −m)!2l!2

1
sinm

θ

dl−m(sin2l
θ)

dcosθ l−m
eimϕ

√
2π

=
eimϕ

√
2π

(−1)l

2ll!

√
(l +m)!
(l −m)!

2l +1
2

·

1
sinm

θ

(
d

dcosθ

)l−m

(1− cos2
θ)l

, (6.42)

en donde

Φm(ϕ) =
eimϕ

√
2π

Θl,m =
1

2ll!

√
2l +1

2
(l +m)!
(l −m)!

·

1
sinm

θ

(
d

dcosθ

)l−m

(cos2
θ −1)l

. (6.43)

En particular,

Θl0(θ) =
1

2ll!

√
2l +1

2

(
d

dcosθ

)l

(cos2
θ −1)l =

√
2l +1

2
Pl(cosθ), (6.44)

en donde las funciones Pl son los polinomios de Legendre. En general, a las funciones propias del
momento angular con un valor entero de l se les conoce como los armónicos esféricos, Ylm(θ ,φ) =∣∣lm〉.
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6.3 La reducción del problema de dos cuerpos.
Considere a un sistema formado por dos partículas, en donde el potencial sólo depende del

vector de separación entre las partículas,

Ĥ = T̂1 + T̂2 +V (r⃗2 − r⃗1). (6.45)

El operador hamiltoniano es separable, cuando se usan como variables a las coordenadas del centro
de masa R⃗ y la posición relativa r⃗ ≡ r⃗2 − r⃗1.

Ejemplo 6.12. La energía cinética de un sistema de dos partículas es,

T = T1 +T2 =
1
2 m1ṙ2

1 +
1
2 m2ṙ2

2. (6.46)

Las coordenadas del centro de masa y la coordenada relativa están dadas por la expresiones
siguientes,

MR⃗ = m1r⃗1 +m2r⃗2, r⃗ = r⃗2 − r⃗1. (6.47)

Entonces,
r⃗1 = R⃗− m2

M
r⃗

r⃗2 = R⃗+
m1

M
r⃗,

ṙ2
1 = Ṙ2 − 2m2

M
˙⃗R · ˙⃗r+

(m2

M

)2
r⃗2

ṙ2
2 = Ṙ2 +

2m1

M
˙⃗R2 · ˙⃗r+

(m1

M

)2
ṙ2,

T = 1
2

(
MṘ2 +µ ṙ2) ,

(6.48)

en donde M = m1 +m2 es la masa de todo el sistema y µ es la masa reducida,

µ =
m1m2

M
=

1
1

m1
+

1
m2

. (6.49)

Adicionalmente, los momentos conjugados se calculan a partir del lagrangiano, L= T −V ,

P =
∂L

∂ Ṙ
= MṘ, p =

∂L

∂ ṙ
= µ ṙ,

T =
P2

2M
+

p2

2µ
, H= TCM +

p2

2µ
+V (r̄). (6.50)

Por lo tanto, el hamiltoniano clásico se separa en un hamiltoniano del centro de masa
(partícula libre) y otro para la coordenada relativa.

Así, de los resultados del ejemplo 6.12, el operador hamiltoniano también es separable. Enton-
ces, la función de onda tiene la forma siguiente, Ψ(R⃗,⃗r) = φ(R⃗)u(⃗r) y

Ĥ
∣∣Ψ〉= u · T̂CMφ +φ ·

(
p̂2

2µ
+V (r̄)

)
u = Eφu

T̂CMφ

φ
= E − Ĥru

u
≡ ECM

, (6.51)

en donde Ĥr ≡
p̂2

2µ
+V (r) es el operador hamiltoniano de la coordenada relativa. Las funciones φ

y u son la solución de las ecuaciones de los valores propios siguientes,

ĤCMφ = T̂CMφ = ECMφ , Ĥru = Eru. (6.52)

Por lo tanto, el problema de los dos cuerpos se reduce a resolver dos problemas de un cuerpo cada
uno. El primero es una partícula ficticia que representa al centro de masa y está libre de fuerzas.
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El segundo problema corresponde un cuerpo ficticio con masa igual a la masa reducida y está
descrito por la coordenada relativa. Además, las propiedades del centro de masa quedan en la forma
siguiente,

E = Er +ECM, φ(R⃗) = AeiK⃗·R⃗, ECM =
h̄2K2

2M
. (6.53)

El centro de masa se comporta como un partícula libre con momento P⃗ =h̄K⃗.

6.4 El rotor rígido.

Un rotor rígido es sistema que al rotar, mantiene fijas las distancias internas. En particular, para
un sistema formado por dos partículas,

r =
∣∣⃗r2 − r⃗1

∣∣= const. (6.54)

El momento de inercia es separable en dos contribuciones, la del centro de masa y la de la
coordenada relativa,

I = ∑
i

mir2
i = m1r2

1 +m2r2
2 = MR2 +µr2 = ICM + Ir. (6.55)

En coordenadas esféricas, ecuación (6.7), el operador hamitoniano en la coordenada relativa toma
la forma siguiente,

Ĥr =− h̄2

2µ
∇

2 =
1

2µr2 L̂2, (6.56)

en donde las funciones propias son las funciones propias del momento angular, u =
∣∣lm〉. Así,

Ĥr
∣∣lm〉= El

∣∣lm〉, (6.57)

en donde

El =
h̄2

2µr2 l(l +1) =
h̄2

2Ir
l(l +1) (6.58)

Ejemplo 6.13. En un rotor rígido, la energía necesaria para la transición del estado l al l +1
es

∆El ≡ El+1 −El =
h̄2

2Ir
(l +1)(l +2− l) =

h̄2

Ir
(l +1).

Y la frecuencia asociada con esta transición es,

∆El = hνl, νl =
h̄

2πIr
(l +1), ∆ν =

h̄
2πIr

. (6.59)

6.5 El movimiento en un campo magnético no homogéneo.

Considere un campo magnético no uniforme, en la dirección del eje z, de la forma siguiente,

B⃗= k⃗(A+Br3). (6.60)

La energía de interacción de un dipolo magnético con el campo magnético está dada por

V =−µ⃗m · B⃗= gµB(A+Br3)L3, (6.61)

en donde se ha usado la relación de proporcionalidad entre el momento magnético y el momento
angular, µ⃗m = gµB⃗L. La fuerza sobre el dipolo se obtiene a partir de la energía potencial,

F⃗ =−∇V =−gµBBL3⃗k. (6.62)
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Esta fuerza está en la dirección del eje z. Al usar un tratamiento semiclásico y tomar en cuenta los
estados propios del momento angular, se obtiene que cada uno de los estados propios del momento
angular siente una fuerza distinta. La fuerza sobre una partícula, en la dirección del eje z debida al
campo magnético, depende del valor propio m,

F3 =−gµBBh̄m, −l ≤ m ≤ l. (6.63)

Por lo tanto, para un valor particular de l, se deben detectar 2l+1 señales. Para el momento angular
orbital, l toma valores enteros. En este caso, se debe observar un número impar de señales. Cuando
2l +1 es par, l sólo puede corresponder a un valor semientero. Por esta razón, la observación de
dos señales condujo al descubrimiento del espín del electrón.

Las propiedades del espín electrónico se describen más adelante en esta obra.

6.6 Los potenciales centrales.
Una función de la energía potencial es un potencial central cuando éste depende solamente de

la magnitud del vector de la posición. El operador de la energía cinética, en coordenadas esféricas,
está dado por

T̂ =− h̄2

2µ

1
r2

∂

∂ r

(
r2 ∂

∂ r

)
+

L̂2

2µr2 .

Entonces, [
T̂ , L̂2]=− h̄2

2µ

[
1
r2

∂

∂ r

(
r2 ∂

∂ r

)
, L̂2
]
+

1
2µ

[
L̂2

r2 − L̂2
]
= 0,[

Ĥ, L̂2]= [T̂ , L̂2]+ [V̂ , L̂2]= [V (⃗r), L̂2] . (6.64)

Un potencial central depende únicamente de la magnitud del vector de separación, V (⃗r) =V (r).
Entonces, de la ecuación (6.64) se tiene que

[
Ĥ, L̂2

]
= 0 y

[
Ĥ, L̂3

]
= 0. Por lo tanto, los operadores

Ĥ, L̂2 y L̂3 tienen funciones propias comunes. Así, la ecuación de valores propios de la energía,

ĤuE = EuE , (6.65)

toma la forma siguiente,

− h̄2

2µr2
∂

∂ r

(
r2 ∂uE

∂ r

)
+

h̄2l(l +1)
2µr2 uE +V (r)uE = EuE . (6.66)

La función uE es una función propia de los operadores del momento angular. Además, la ecuación
diferencial es separable en una parte radial y una angular. Entonces, la solución tiene la forma
uE (⃗r) = Rnl(r)Ylm(θ ,ϕ). Al sustituir la función separada en la ecuación diferencial, se obtiene una
ecuación para la parte radial, Rnl(r),

− h̄2

2µ

1
r2

d
dr

(
r2 dRnl

dr

)
+

[
h̄2

2µ

l(l +1)
r2 +V (r)

]
Rnl = EnlRnl. (6.67)

Observe que la ecuación diferencial, la energía Enl y la función radial, Rnl , son independientes
del número cuántico m. Así, la función de onda uE (⃗r) = Rnl(r)Ylm(θ ,ϕ) =

∣∣nlm
〉

es una función
propia de los operadores Ĥ, L̂2 y L̂3. Dado que, los valores propios de la energía no dependen de m,
para una energía igual a Enl , siempre hay 2l +1 estados degenerados.

6.7 Problemas.
1. Obtenga las expresiones de los operadores

L̂1, L̂2, L̂3, L̂+, L̂−, L̂2

en coordenadas esféricas
2. Calcule los brakets siguientes,
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(a)
〈

lm
∣∣∣L̂2

1

∣∣∣lm〉,

(b)
〈

lm
∣∣∣L̂2

2

∣∣∣lm〉,

(c)
〈

lm
∣∣∣L̂2

3

∣∣∣lm〉.
3. Obtenga todos los armónicos esféricos, Ylm, con l < 3.
4. Utilice el cambio de las variables de la ecuación (6.47) para mostrar que la transformación

de la energía cinética conduce a la ecuación (6.48).
5. Calcule la frecuencia de la radiación necesaria para excitar a un rotor rígido, del estado basal

al primer estado excitado.
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6.A La normalización de las funciones Yl,±l.

La función Yl,±l tiene la forma siguiente,

Yl,±l (θ ,ϕ) = Φ±l (ϕ)Θl,±l (θ) ,

en donde
Φ±l (ϕ) = B±le±ilϕ , Θl,±l(θ) = Dl sinl

θ .

Esta función debe estar normalizada. En coordenadas esféricas, se tiene que

1 =
∫

|Φ±l(ϕ)|2|Θl,±l(θ)|2 sinθdθdϕ

=
∫ 2π

0
|Φ±l(ϕ)|2dϕ

∫
π

0
|Θl,±l(θ)|2 sinθdθ

.

Cada parte de la función se normaliza por separado, al integrar sobre el ángulo sólido,

1 =
∫ 2π

0
|Φ±l(ϕ)|2dϕ =

∫ 2π

0
|B±le±ilϕ |2dϕ = 2π|B±l|2 ,

|B±l|=
1√
2π

,

1 =
∫

π

0
|Θl,±l(θ)|2 sinθdθ = |Dl|2

∫
π

0
sin2l

θ sinθdθ

= |Dl|2
∫ 1

−1
(1−u2)ldu ,

en donde se usa el cambio de variable u = cosθ . En términos de la integral,

Il ≡
∫ 1

0
(1−u2)ldu= 1

2

∫ 1

−1
(1−u2)ldu,

la constante de normalización convencionalmente se escribe en la forma siguiente,

Dl =
(∓1)l
√

2Il
.

Para evaluar la integral Il , se usa una cantidad auxiliar,

Im
l ≡

∫ 1

0
x2m(1− x2)l−mdx .

La integración por partes de Im
l se realiza con la elección de variables siguiente,

u = (1− x2)l−m , du =−2(l −m)x(1− x2)l−m−1dx ,

dv = x2mdx , v =
x2m+1

2m+1
.

Entonces, se obtiene una relación de recurrencia para este tipo de integrales,

Im
l =

x2m+1(1− x2)l−m

2m+1

∣∣∣∣1
0
+2

l −m
2m+1

∫ 1

0
x2(m+1)(1− x2)l−(m+1)dx

= 2
l −m

2m+1
Im+1
l

.

Observe que

I0
l = Il , Il

l =
∫ 1

0
x2ldx =

1
2l +1

.
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Así,

Il = I0
l = 2

l
1

I1
l = 2

l
1

2
l −1

3
I2
l = . . .= 2l l(l −1) · · ·1

1 ·3 · · ·(2l −1)
Il
l

=
2ll!

(2l −1)!!(2l +1)

.

La cantidad (2l − 1)!! ≡ 1 · 3 · 5 · · ·(2l − 1) representa al producto de números enteros impares
consecutivos. Entonces,

(2l −1)!! =
(2l)!

2 ·4 · · ·(2l)
=

(2l)!
2ll!

.

Así, se tiene que,

Il =
2ll!2ll!

(2l)!(2l +1)
=

(2ll!)2

(2l +1)!
,

y

Dl =
(∓1)l

2ll!

√
(2l +1)!

2
.

Finalmente, las funciones normalizadas quedan en la forma siguiente,

Φ±l (ϕ) =
e±ilϕ
√

2π
, Θl,±l =

(∓1)l

2ll!

√
(2l +1)!

2
sinl

θ . (6.68)



7. Algunos problemas tridimensionales.

7.1 La generalización de algunos problemas unidimensionales.
7.1.1 La partícula encerrada.

Una partícula de masa µ está confinada dentro de un paralelepípedo con un vértice en el origen
y con los lados Λ1,Λ2,Λ3, en la dirección de los ejes de las coordenadas. La función de la energía
potencial tiene la forma siguiente,

V (⃗r) =


0, dentro del recipiente,

(0 ≤ r1 ≤ Λ1,0 ≤ r2 ≤ Λ2,0 ≤ r3 ≤ Λ3)

∞, fuera del recipiente

. (7.1)

En este caso, la función de onda es igual a cero en las paredes y fuera del recipiente. Dentro del
paralelepípedo, el hamiltoniano es separable,

Ĥ = T̂ =− h̄2

2µ
∇

2 =− h̄2

2µ

(
∂ 2

∂ r2
1
+

∂ 2

∂ r2
2
+

∂ 2

∂ r2
3

)
= ĥ(1d)

1 + ĥ(1d)
2 + ĥ(1d)

3 . (7.2)

Entonces, las funciones propias tienen la forma

u(⃗r) =Un1(r1)Un2(r2)Un3(r3), E = εn1 + εn2 + εn3 , (7.3)

en donde las funciones de una variable Ui son las soluciones del problema unidimensional de los
valores propios del operador ĥ(1d).

ĥ(1d)
i Uni = εniUni , ĥ(1d)

i ≡− h̄2

2µ

∂ 2

∂ r2
i

εni =
h̄2π2

2µΛ2
i

n2
i , ni = 1,2, . . .

Uni =

√
2
Λi

sin
(

ni
πri

Λi

)
=
∣∣ni
〉

un1,n2,n3 (⃗r) =
∣∣n1,n2,n3

〉
=
∣∣⃗n〉,

E⃗n =
h̄2π2

2µ

[(
n1

Λ1

)2

+

(
n2

Λ2

)2

+

(
n3

Λ3

)2
]
.

(7.4)
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Ejemplo 7.1. El estado basal de una partícula encerrada en un paralelepípedo corresponde al
estado con n1 = n2 = n3 = 1. La energía del estado basal es igual a

E(1,1,1) =
h̄2π2

2µ

(
1

Λ2
1
+

1
Λ2

2
+

1
Λ2

3

)
.

Ejemplo 7.2. La energía del estado basal de una partícula encerrada en un cubo de lado Λ es

E(1,1,1) =
3h̄2π2

2µV 2/3 .

Mientras que, la energía del primer nivel excitado es

E(2,1,1) = E(1,2,1) = E(1,1,2) =
3h̄2π2

µV 2/3 .

Observe que este nivel tiene tres estados degenerados, con los números cuánticos n⃗ =
(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2).

7.1.2 El oscilador armónico.
De igual forma que en el caso previo, para el oscilador armónico isotrópico tridimensional,

V (⃗r) = 1
2 kr2 = 1

2 k(r2
1 + r2

2 + r2
3). (7.5)

Este hamiltoniano también es separable. Por lo tanto, sus soluciones se escriben en términos de las
soluciónes del problema unidimensional,

Ĥ = ĥ(1d)
1 + ĥ(1d)

2 + ĥ(1d)
3 , ĥ(1d)

i ≡− h̄2

2µ

∂ 2

∂ r2
i
+ 1

2 kr2
i ,

u(⃗r) =Un1(r1)Un2(r2)Un3(r3) E = εn1 + εn2 + εn3 ,

ĥ(1d)
i Uni = εniUni , εni =h̄ω

(
ni +

1
2

)
, ni = 0,1,2, . . .

Uni = Nnie
− 1

2 (αri)
2
Hni(αri), α

2 ≡ mω/h̄

(7.6)

Al usar el sistema de las coordenadas esféricas, se observa que, el potencial es central, V (r) = 1
2 kr2.

Por lo tanto, la degeneración en cada nivel de energía está relacionada con el momento angular:

E000 =
3
2h̄ω, l = 0,

E100 = E010 = E001 =
5
2h̄ω, l = 1,

E200 = E020 = E002 = E110 = E101 = E011 =
7
2h̄ω, l = 0,2,

etc.

(7.7)

Ejemplo 7.3. La energía del estado basal del oscilador armónico tridimensional es 3
2h̄ω y la

función de onda corresponde a

u000(⃗r) = N3
0 e−

1
2 (αr)2

.

Ejemplo 7.4. La energía del primer nivel excitado del oscilador armónico tridimensional es
5
2h̄ω . En este nivel, hay tres estados excitados,
n⃗ = (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). La función de onda de cada uno de estos estados es,

u100(⃗r) = N2
0 N12αxe−

1
2 (αr)2

u010(⃗r) = N2
0 N12αye−

1
2 (αr)2

u001(⃗r) = N2
0 N12αze−

1
2 (αr)2

.
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7.2 Los potenciales centrales.
Cuando la función de la energía potencial sólo depende de la variable radial, la función de onda

es separable (Sección 6.6),
unlm(⃗r) = Rnl(r)Ylm(θ ,ϕ), (7.8)

en donde la función radial satisface la ecuación diferencial

− h̄2

2µ

1
r2

d
dr

(
r2 dRnl

dr

)
+

h̄2

2µ

l(l +1)
r2 Rnl +V (r)Rnl = EnlRnl. (7.9)

Adicionalmente, el operador hamiltoniano conmuta con los operadores del momento angular. Por lo
que, las funciones propias del operador hamiltoniano, unlm, también pueden ser funciones propias
de los operadores L̂2 y L̂3. La ecuación diferencial (7.9) se transforma en una equivalente mediante
el cambio de la variable, Rnl = rA f . Así,

R′
nl = ArA−1 f + rA f ′, r2R′

nl = ArA+1 f + rA+2 f ′,

d
dr

(r2R′
nl) = rA+2 f ′′+(2A+2)rA+1 f ′+A(A+1)rA f ,

− h̄2

2µ

{
f ′′+2

A+1
r

f ′+A
A+1

r2 f
}
+

h̄2

2µ

l(l +1)
r2 f +V (r) f = Enl f . (7.10)

Algunas elecciones para el valor del parámetro A son las siguientes:
(a) Para el caso A =−1,

− h̄2

2µ
f ′′+

h̄2

2µ

l(l +1)
r2 f +V (r) f = Enl f , Rnl =

f
r
. (7.11)

Esta ecuación es equivalente a la de un problema unidimensional con un potencial efectivo

Veff(r) =V (r)+
h̄2l(l +1)

2µr2 . El últimos término del potencial efectivo representa al potencial

centrífugo. En este caso, para cada valor de l, hay un conjunto de funciones propias que son
ortogonales en la semirrecta real, [0,∞).

(b) Si A = l,

− h̄2

2µ

(
f ′′+2

(l +1)
r

f ′
)
+V (r) f = Enl f , Rnl = rl f . (7.12)

En este caso, el término con la potencia r−2 desaparece de la ecuación diferencial.
(c) Cuando A =−1

2 ,

− h̄2

2µ

 f ′′+
1
r

f ′−

[
l + 1

2
r

]2

f

+V (r) f = Enl f , Rnl =
f√
r
. (7.13)

Para esta transformación, el término dependiente de l aparece como un cuadrado perfecto.

7.3 El átomo de hidrógeno.
El átomo de hidrógeno está formado por dos partículas de masa muy diferente, un protón y un

electrón. En general, los átomos hidrogenoides son átomos o iones con un electrón. En este tipo de
sistemas, la masa del núcleo es muy grande, comparada con la del electrón, mnucl ≥ mp ≈ 1836me.
Así, al hacer la reducción del problema de dos cuerpos (Sección 6.3), la masa reducida resulta muy
parecida a la masa del electrón,

1
µ
=

1
me

+
1

mnucl
≤ 1

me
+

1
mp

me

µ
−1 =

me

mnucl
≤ me

mp
≈ 0.00054

µ ≈ me

. (7.14)
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El potencial en los átomos hidrogenoides es central,

V (r) =− Ze2

4πε0r
=−Zq2

r
, q2 ≡ e2

4πε0
. (7.15)

Por lo que, el problema es separable,

uλ lm(r) = Rλ l(r)Ylm(θ ,ϕ). (7.16)

Y, la ecuación radial toma la forma siguiente,

1
r2

d
dr

(
r2 dRλ l

dr

)
− l(l +1)

r2 Rλ l +
2µZq2

h̄2r
Rλ l =−2µEλ l

h̄2 Rλ l. (7.17)

En este texto, sólo se considera el caso con E < 0 .

7.3.1 La ecuación diferencial radial.
Para eliminar a las constantes de la ecuación diferencial se usa el cambio de la escala ρ ≡ αr.

Entonces, la función R(ρ)≡ Rλ l(ρ/α) = Rλ l(r) satisface la ecuación

1
ρ2

d
dρ

(ρ2R′)− l(l +1)
ρ2 R+

2µZq2

αh̄2
R
ρ

=−2µEλ l

α2h̄2 R, (7.18)

y el valor de α se elige de tal forma que,

1
4 ≡ 2µ(−Eλ l)

h̄2α2 , α
2 =

8µ(−Eλ l)

h̄2 . (7.19)

Así, la ecuación radial queda sin constantes y λ está relacionada con el valor propio,

R′′+
2
ρ

R′− l(l +1)
ρ2 R+

λ

ρ
R− 1

4 R = 0, (7.20)

en donde

λ ≡ 2µZq2

αh̄2 =
Zq2

h̄

√
µ

−2Eλ l
. (7.21)

Al emplear el método de Frobenius en la ecuación (7.20), se obtiene una relación recursiva de
tres términos. En estas condiciones, no es posible encontrar una solución cerrada. Por lo tanto, es
necesario realizar una transformación. Como guía, se analiza el comportamiento asintótico. Cuando
ρ → ∞,

R′′− 1
4 R ∼ 0, R ∼ e−ρ/2. (7.22)

Así, se propone el cambio de variable R(ρ) = e−ρ/2P(ρ), en donde la función P satisface una
ecuación diferencial que produce una relación de recurrencia de dos términos,

ρ
2P′′+2ρP′− l(l +1)P−ρ

2P′+ρ(λ −1)P = 0. (7.23)

Al resolver la ecuación anterior mediante el método de Frobenius, P(ρ) = ρs
∑

∞
k=0 akρk, se obtiene

que s = l,−(l +1) y la función radial queda en la forma siguiente,

Rλ l(r) = R(αr) = e−αr/2P(αr) = e−αr/2(αr)s
∞

∑
k=0

ak(αr)k. (7.24)

Dado que l = 0,1,2, . . ., la función R es finita en el origen sólo cuando s = l. Mientras que, para
s =−(l +1), Rλ l diverge en el origen. Por lo tanto, sólo se considera la solución con s = l. Así, la
relación de recurrencia de los coeficientes de la función P, queda en la forma

ak+1 = ak
l −λ + k+1

(k+1)(k+2l +2)
. (7.25)
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Por tanto, R(ρ) = e−ρ/2ρ l
∑

∞
k=0 akρk.

El comportamiento de la serie para valores grandes del índice de la suma, k, se compara con la
relación de recurrencia de una función exponencial, eβρ = ∑

∞
k=0 Dkρk, con Dk = β k/k!. Entonces,

Dk+1

Dk
=

β

k+1
∼ β

k
. (7.26)

La relación de recurrencia de la función P(ρ), ecuación (7.25), conduce a

ak+1

ak
∼ k

k2 =
1
k
. (7.27)

Se observa que, ambas series son similares y la función P(ρ) se comporta como una función
exponencial con β = 1. Entonces, ∑k akρk ∼ eρ , y R ∼ eρ/2ρ l . Esta función diverge cuando ρ → ∞.
Para que la función R sea integrable, la suma debe ser finita. Por lo tanto, la función P(ρ) es un
polinomio y debe existir una M ≥ 0, tal que, aM ̸= 0, pero, aM+1 = 0. Así,

aM+1 = aM
l −λ +M+1

(M+1)(M+2l +2)
= 0. (7.28)

O bien, λ = M+ l +1 es un entero. Sea n ≡ λ ≥ l +1 ≥ 1. Entonces, n = 1,2, . . .. Además,

M = λ − l −1 = n− l −1. (7.29)

Por lo que, la función P(ρ) es un polinomio de grado n− l − 1+ l = n− 1. Adicionalmente, la
energía, dada por la ecuación (7.21), sólo depende de del número cuántico n,

Enl =−Z2q4

h̄2
µ

2n2 = En, n = 1,2, . . . . (7.30)

Como n ≥ l +1, entonces, l cumple la condición 0 ≤ l ≤ n−1. Finalmente,

αn =
2
h̄

√
2µ

Z2q4

h̄2
µ

2n2 =
2q2µZ

h̄2n
=

2Z
na′0

,

a′0 ≡
4πε0h̄2

µe2 =
h̄2

µq2 ,

En =− Z2

2n2
h̄4

µ2a′20

µ

h̄2 =− h̄2Z2

2µa′20 n2 =− Z2q2

2a′0n2 ,

Rnl(r) = e−αnr/2(αnr)l
n−l−1

∑
k=0

ak(αnr)k.

(7.31)

Para obtener las propiedades de los polinomios que corresponden a la suma de la ecuación
(7.31), considere el cambio de la variable P(ρ) = ρ lL(ρ). Entonces, los polinomios L satisfacen la
ecuación diferencial

ρL′′+[2(l +1)−ρ]L′+(n− l −1)L = 0. (7.32)

Las funciones L(ρ) están relacionadas con los polinomios de Laguerre, Lk(ρ). Estos polinomios
provienen de la función generadora

u(ρ,x)≡ 1
1− x

exp
(
− ρx

1− x

)
≡

∞

∑
k=0

Lk(ρ)
xk

k!
. (7.33)

Los polinomios de Laguerre tienen las relaciones de recurrencia siguientes:

L0 = 1, L1 = (1−ρ)L0

Ll+1 = (2l +1−ρ)Ll − l2Ll−1

L′
0 = 0. L′

l = lL′
l−1 − lLl−1

, (7.34)



96 7. Algunos problemas tridimensionales.

y la ecuación diferencial
ρL′′

l +(1−ρ)L′
l − lLl = 0. (7.35)

Las ecuaciones diferenciales (7.32) y (7.35) son similares. Aunque, las ecuaciones no son iguales.
De hecho, los polinomios L son derivadas de los polinomios de Laguerre,

Lp
k (ρ)≡

(
d

dρ

)p

Lk(ρ). (7.36)

Estas funciones son los polinomios asociados de Laguerre y representan la solución polinomial de
la ecuación diferencial siguiente,

ρLp
k
′′
+(p+1−ρ)Lp

k
′
+(k− p)Lp

k = 0. (7.37)

Adicionalmente, los polinomios asociados de Laguerre provienen de la función generadora

up(ρ,x)≡
(

∂

∂ρ

)p

u(ρ,x) =
∞

∑
k=p

Lp
k (ρ)

xk

k!
= xp

∞

∑
j=0

Lp
j+p(ρ)

x j

( j+ p)!
. (7.38)

Al comparar las ecuaciones (7.32) y (7.37), se observa que la función L es un polinomio asociado de
Laguerre, con las condiciones 2l+2 = p+1 y n− l−1 = k− p. Por lo que, p = 2l+1, k = n+ l y

L(ρ) = L2l+1
n+l (ρ). (7.39)

Es decir, L es un polinomio de grado n− l −1. Finalmente

Rnl(r) = Nnle−αnr/2(αnr)lL2l+1
n+l (αnr), (7.40)

en donde

L2l+1
n+l (ρ) =

n−l−1

∑
k=0

(−1)k+1(n+ l)!2

(k+2l +1)!(n− l −1− k)!k!
ρ

k. (7.41)

7.3.2 La normalización y los valores esperados.
Considere el braket siguiente,〈

nlm
∣∣∣rD
∣∣∣nlm

〉
=
∫

∞

0

∣∣Rnl
∣∣2rDr2dr

=
N2

nl

α
3+D
n

∫
∞

0
e−ρ

ρ
2l
(

L2l+1
n+1

)2
ρ

2+Ddρ

. (7.42)

Este braket está relacionado con la integral siguiente,

ID =
∫

∞

0
e−ρ

ρ
2l+2+Du2l+1(ρ,x)u2l+1(ρ,y)dρ

=
(xy)2l+1

(1− x)2l+2(1− y)2l+2∫
∞

0
ρ

2l+2+D exp
(
−ρ

[
1+

x
1− x

+
y

1− y

])
dρ

=
(xy)2l+1(1− x)2l+3+D(1− y)2l+3+D

(1− x)2l+2(1− y)2l+2(1− xy)2l+3+D

∫
∞

0
z2l+2+De−zdz

=
(xy)2l+1(1− x)D+1(1− y)D+1

(1− xy)2l+3+D (2l +2+D)!

= (xy)2l+1(1− x− y+ xy)D+1(2l +2+D)!
∞

∑
k=0

(2l +2+D+ k)!(xy)k

k!(2l +2+D)!

= (xy)2l+1
∞

∑
j,k=0

x jyk

( j+2l +1)!(k+2l +1)!∫
∞

0
e−ρ

ρ
2l+2+DL2l+1

j+2l+1(ρ)L
2l+1
k+2l+1(ρ)dρ

, (7.43)
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en donde se usa el cambio de la variable

z ≡ ρ

(
1+

x
1− x

+
y

1− y

)
= ρ

1− xy
(1− x)(1− y)

.

Así,

[1− x− y+ xy]D+1
∞

∑
k=0

(2l +2+D+ k)!(xy)k

k!
=

=
∞

∑
j,k=0

x jyk

( j+2l +1)!(k+2l +1)!

∫
∞

0
e−ρ

ρ
2l+2+DL2l+1

j+2l+1L2l+1
k+2l+1dρ.

(7.44)

Ejemplo 7.5. Considere la ecuación (7.44) con D = 0,

∞

∑
j,k=0

x jyk

( j+2l +1)!(k+2l +1)!

∫
∞

0
e−ρ

ρ
2l+2L2l+2

j+2l+1L2l+1
k+2l+1dρ

= [1+ xy− x− y]
∞

∑
j=0

(2l +2+ k)!(xy)k

k!

=
∞

∑
k=0

(2l +2+ k)!(xy)k

k!
+

∞

∑
j=1

(2l +1+ j)!(xy) j

( j−1)!

−
∞

∑
k=0

(2l +1+ k)!(xy)k

k!
(x+ y)

= (2l +2)!+
∞

∑
k=1

(2l +1+ k)!(2l +2+2k)(xy)k

k!

−
∞

∑
k=0

(2l +1+ k)!(xy)k

k!
(x+ y)

(7.45)

Al igualar los coeficientes de las dos series, se tiene que

k = 0 :
∫

∞

0
e−ρ

ρ
2l+2 (L2+1

2l+1

)2
dρ = (2l +1)!32(l +1),

k > 1 :
∫

∞

0
e−ρ

ρ
2l+2

(
L2l+1

k+2l+1

)2
dρ

= 2(l +1+ k)
(2l +1+ k)!3

k!
.

(7.46)

Ejemplo 7.6. Para las funciones hidrogenoides, n+ l = k+ 2l + 1. O bien, k = n− l − 1.
Entonces, ∫

∞

0
e−ρ

ρ
2l+2

(
L2l+1

n+l

)2
dρ = [(n+ l)!]3

2n
(n− l −1)!

. (7.47)

A partir de las integrales calculadas en el ejemplo 7.6, es posible evaluar algunos brakets con las
funciones hidrogenoides. Por ejemplo, la condición de la normalización corresponde a la ecuación
(7.24), con D = 0. Eso es,

1 = ⟨nlm|nlm⟩= N2
nl

[
(n+ l)!

αn

]3 2n
(n− l −1)!

,

y la constante de normalización tiene la forma siguiente,

Nnl =

[
αn

(n+ l)!

]3/2
√

(n− l −1)!
2n

=

√(
2Z

a′0n(n+ l)!

)3 (n− l −1)!
2n

=
2

n2(n+ l)!

(
Z
a′0

) 3
2

√
(n− l −1)!
(n+ l)!

.

(7.48)
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Ejemplo 7.7. La ecuación (7.44) con D =−1 lleva a la evaluación de la integral siguiente,

∫
∞

0
e−ρ

ρ
2l+1

(
L2l+1

n+l

)2
dρ =

(n+ l)!3

(n− l −1)!
. (7.49)

Ejemplo 7.8. La ecuación (7.42), con D =−1, corresponde al braket

〈
nlm
∣∣r−1∣∣nlm

〉
=

N2
nl

α2
n

(n+ l)!3

(n− l −1)!
=

2Z
a′0n

· 1
2n

=
Z

a′0n2 . (7.50)

Aquí, se usa el resultado del ejemplo 7.7.

Del ejemplo 7.8, se obtienen las relaciones siguientes entre las componentes de la energía,

〈
nlm
∣∣V ∣∣nlm

〉
=−Zq2〈nlm

∣∣r−1∣∣nlm
〉
=−Z2q2

a′0n2 = 2En〈
nlm
∣∣T ∣∣nlm

〉
= En −

〈
nlm
∣∣V ∣∣nlm

〉
=−En =−1

2

〈
nlm
∣∣V ∣∣nlm

〉. (7.51)

La ecuación anterior es el teorema virial para un átomo hidrogenoide.
Ejemplo 7.9. La distancia promedio con respecto al núcleo se obtiene al evaluar la ecuación
(7.42) con D = 1. En este caso, la ecuación (7.44) conduce a

∫
∞

0
e−ρ

ρ
2l+3

(
L2l+1

n+l

)2
dρ = 2

(n+ l)!3

(n− l −1)!
[
3n2 − l(l +1)

]
,

〈
nlm
∣∣r∣∣nlm

〉
=

N2
nl

α4
n

∫
∞

0
e−ρ

ρ
2l+3

(
L2l+1

n+l

)2
dρ

=
a′0
2Z

[
3n2 − l(l +1)

]
.

(7.52)

7.3.3 La degeneración de los orbitales.

Dado que los valores propios de la energía son independientes de l y m,〈
H
〉

nlm = En, (7.53)

la degeneración crece rápidamente. Dado un valor de n, el número cuántico l toma los valores

l = 0,1, . . . ,n−1. (7.54)

Para cada valor de l, existen 2l +1 valores de m. Por tanto, el número de estados con energía igual
a En, Q(En), está dado por

Q(En) =
n−1

∑
l=0

(2l +1) = 2
n−1

∑
l=1

l +n = 2 · (n−1)n
2

+n = n2. (7.55)

Mientras que, el número de estados con energía menor o igual que En, S(En), es

S(En) =
n

∑
k=1

Q(Ek) =
n

∑
k=1

k2 = 1
6 n(n+1)(2n+1). (7.56)

Ejemplo 7.10. El número de estados con energía menor o igual a E3 es S(E3) = 14. Este
número corresponde a todos los estados con n ≤ 3: 1s,2s,2p,3s,3p,3d.
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7.3.4 Los orbitales reales.
En general, la parte angular de los kets propios es una función compleja. Para graficar a la

función de onda, es común combinar los orbitales hidrogenoides para obtener funciones reales.
Tome a todos los orbitales 2p, ∣∣21m

〉
= R21(r)Y1m(θ ,ϕ), (7.57)

con −1 ≤ m ≤ 1. La parte radial es la misma para estos orbitales y el polinomio de la parte radial
es una constante, L3

3 =−6. La forma explícita de estas funciones es

∣∣2,1,0〉= R21(r)

√
3

4π
cosθ

∣∣2,1,1〉= R21(r)

√
3

8π
sinθeiϕ

∣∣2,1,−1
〉
= R21(r)

√
3

8π
sinθe−iϕ

. (7.58)

Por lo tanto, las combinaciones siguientes son funciones reales,

∣∣2px
〉
=

1√
2

{∣∣2,1,1〉+ ∣∣2,1,−1
〉}

= R21(r)

√
3

4π
sinθ cosϕ

∣∣2py
〉
=

i√
2

{∣∣2,1−,1
〉
−
∣∣2,1,1〉}= R21(r)

√
3

4π
sinθ sinϕ∣∣2pz

〉
=
∣∣2,1,0〉

. (7.59)

Es importante comentar que estas combinaciones no necesariamente son funciones propias de los
tres operadores que conmutan.

Ejemplo 7.11. Los orbitales de la ecuación (7.59) se reescriben en la forma siguiente,

∣∣2px
〉
= R21(r)

√
3

4π

x
r
,

∣∣2py
〉
= R21(r)

√
3

4π

y
r
,

∣∣2pz
〉
= R21(r)

√
3

4π

z
r
.

(7.60)

Esta forma justifica el nombre de cada orbital real.

7.3.5 La simetría de los orbitales hidrogenoides.
Dado que la función de la energía potencial de los átomos hidrogenoides es simétrica, sus

funciones propias tienen paridad. En este sistema tridimensional, la paridad está asociada con el
reemplazo del vector r⃗ = (x,y,z) por −⃗r = (−x,−y,−z). Las coordenadas esféricas se transforman
de (r,θ ,φ) a (r,π −θ ,φ +π).

Con esta transformación, la parte radial no cambia. Pero, la parte angular si lo hace. Estos
cambios quedan en términos de las transformaciones siguientes,

eimφ → (−1)meimφ , sinθ → sinθ , cosθ →−cosθ , (7.61)

Por tanto, esta transformación modifica a la parte angular de la función hidrogenoide en la forma
(−1)lYlm(θ ,φ). Es decir, la paridad de la parte angular es igual a la paridad del número cuántico l.

Ejemplo 7.12. Los orbitales del tipo s,d, . . ., son funciones pares. Mientras que, los orbitales
del tipo p, f , . . . son impares.
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7.4 Problemas.
1. Verifique que la ecuación diferencial de la función radial R, ecuación (7.9), se transforma en

la ecuación (7.10) con el cambio de variable que se indica en el texto.
2. (a) Demuestre que la ecuación diferencial de la parte radial de un átomo hidrogenoide,

ecuación (7.17), se convierte en la ecuación (7.20) con el cambio de variable indicado
en el texto.

(b) Obtenga las dimensiones de los parámetros α y λ , definidos en las ecuaciones (7.19) y
(7.20).

3. Demuestre que:
(a) La ecuación diferencial (7.20) se transforma en la ecuación (7.23) con el cambio de

variable especificado en el texto.
(b) La relación de recurrencia de la ecuación (7.25) proviene de la ecuación diferencial

(7.23).
4. Verifique que la ecuación (7.32) proviene de la ecuación diferencial (7.23) con el cambio de

variable que se indica en el texto.
5. Utilice la función generadora de los polinomios de Laguerre para demostrar:

(a) Lk+1(ρ)− [ρ −2k−1]Lk(ρ) + k2Lk−1(ρ) = 0. (Derive la función generadora con
respecto a x.)

(b) L′
k(ρ)− kL′

k−1(ρ)+ kLk−1(ρ) = 0. (Derive la función generadora con respecto a ρ .)
(c) ρL′′

n(ρ)+ [1−ρ]L′
n(ρ)+nLn(ρ) = 0. (Utilice (b) con k = n+1, derive (a) con k = n,

reste las expresiones resultantes y use (b) para eliminar L′
k−1, derive nuevamente y

elimine L′
k−1, con la expresión previa.)

6. Para un electrón en el estado
∣∣321

〉
:

(a) Obtenga la energía.
(b) Encuentre la menor energía que puede absorber y la longitud de onda correspondiente.
(c) Calcule la mayor energía que puede emitir y la longitud de onda asociada.

7. Si un átomo conservara el orden hidrogenoide de los orbitales y tiene llenas las capas
n = 1,2, . . . ,M.

(a) Calcule el número electrones que tendría.
(b) Obtenga su número de atómico.

8. Aplique las transformaciones indicadas en la ecuación (7.61) a las funciones hidrogenoides e
identifique la paridad de estas funciones.



8. Los sistemas de partículas idénticas.

En una colisión entre dos partículas idénticas, la mecánica clásica siempre permite determinar
la identidad de cada partícula. A partir de la condiciones iniciales, la integración de las ecuaciones
de movimiento genera las trayectorias individuales. Por el contrario, en la mecánica cuántica, sólo
se tienen las probabilidades y éstas no permiten distinguir a una partícula de la otra. Además, el
concepto de la trayectoria no está definido en la mecánica cuántica. Por esta razón, cuando hay
varias partículas idénticas, es necesario incorporar la indistinguibilidad de las partículas.

mecánica clásica mecánica cuántica
{⃗r1(t),⃗r2(t)} Ψ(⃗r1 ,⃗r2, t ′)
trayectorias no hay trayectorias

8.1 La indistinguibilidad de las partículas.
Considere a un sistema formado por dos partículas idénticas, Ĥ = T̂1 + T̂2 +V̂ (⃗r1 ,⃗r2). En este

caso, V (⃗r1 ,⃗r2) =V (⃗r2 ,⃗r1). Pues, la energía potencial no depende del orden de la numeración de las
partículas.

Definición 8.1. El efecto del operador de la permutación de las partículas sobre una función
de dos partículas está dado por la ecuación siguiente,

P̂12 f (⃗r1 ,⃗r2) = f (⃗r2 ,⃗r1). (8.1)

Teorema 8.1. Para un sistema formado por dos partículas idénticas, el operador hamiltoniano
conmuta con el operador de la permutación de las partículas,

[
Ĥ, P̂12

]
= 0.

Demostración 8.1. Al aplicar el operador de la permutación sobre el operador hamiltoniano,
se tiene que,

P̂12Ĥ f (⃗r1 ,⃗r2) =
[
T̂2 + T̂1 +V̂ (⃗r2 ,⃗r1)

]
f (⃗r2 ,⃗r1)

= Ĥ
(
P̂12 f (⃗r1 ,⃗r2)

)
.

(8.2)

Así, se obtiene el conmutador entre ambos operadores,
[
Ĥ, P̂12

]
= 0.

El teorema 8.1 implica que, los operadores Ĥ y P̂12 tienen funciones propias comunes.

8.1.1 Las funciones propias del operador de la permutación de las partículas.
La ecuación de los valores propios del operador de la permutación de las partículas se escribe

en la forma
P̂12π (⃗r1 ,⃗r2) = λπ (⃗r1 ,⃗r2) = π (⃗r2 ,⃗r1). (8.3)



102 8. Los sistemas de partículas idénticas.

Al aplicar una vez más el operador de la permutación sobre la ecuación previa, se obtiene(
P̂12
)2

π (⃗r1 ,⃗r2) = λ
2
π (⃗r1 ,⃗r2) = π (⃗r1 ,⃗r2). (8.4)

Entonces, λ 2 = 1, o bien, λ =±1.
Para el valor propio positivo, P̂12π (⃗r1 ,⃗r2) = π (⃗r1 ,⃗r2). Por lo tanto, la función propia es una

función simétrica. En el otro caso, P̂12π (⃗r1 ,⃗r2) =−π (⃗r1 ,⃗r2) y se tiene una función antisimétrica.
Entonces, las funciones propias del operador de permutación son las funciones simétricas y las
antisimétricas.

Experimentalmente, se ha observado que, a las partículas con espín entero les corresponde el
valor propio λ = 1 y se les denomina los bosones (los fotones, las partículas α, . . .). Las partículas
con espín semientero están asociadas con el valor propio λ =−1 y se llaman los fermiones (los
protones, los neutrones, los electrones, . . .).

Ejemplo 8.1. A la función F (⃗r1 ,⃗r2) = u(⃗r1)v(⃗r2)+ v(⃗r1)u(⃗r2) se le aplica el operador de
permutación,

P̂12F (⃗r1 ,⃗r2) = P̂12 [u(⃗r1)v(⃗r2)]+ P̂12 [v(⃗r1)u(⃗r2)]

= u(⃗r2)v(⃗r1)+ v(⃗r2)u(⃗r1) = F (⃗r1 ,⃗r2).

Entonces, la función F (⃗r1 ,⃗r2) es una función simétrica.
Ejemplo 8.2. La función G(⃗r1 ,⃗r2) = u(⃗r1)v(⃗r2)− v(⃗r1)u(⃗r2) es una función antisimétrica.
Pues,

P̂12G(⃗r1 ,⃗r2) = P̂12 [u(⃗r1)v(⃗r2)]− P̂12 [v(⃗r1)u(⃗r2)]

= u(⃗r2)v(⃗r1)− v(⃗r2)u(⃗r1) =−G(⃗r1 ,⃗r2).

Ejemplo 8.3. En un sistema formado por dos partículas idénticas sin interacción, el operador
hamitoniano es separable, Ĥ = ĥ1 + ĥ2. Así, Ψ1(⃗r1 ,⃗r2) = ψa(⃗r1)ψb(⃗r2) = ψa(1)ψb(2) y
E = εa + εb, en donde

ĥiψa/b = εa/bψa/b. (8.5)

Note que la función Ψ2 = ψb(1)ψa(2) tambíén es una solución del operador hamiltoniano
del ejemplo 8.3 y con la misma energía. Ninguna de las soluciones anteriores, {Ψ1,Ψ2}, es
función propia del operador de permutación. Pero, si lo son las combinaciones siguientes,

ΨS(1,2) =
√

1
2 [ψa(1)ψb(2)+ψb(1)ψa(2)]

ΨA(1,2) =
√

1
2 [ψa(1)ψb(2)−ψb(1)ψa(2)]

. (8.6)

La función de onda ΨS es una función simétrica. Mientras que, la función ΨA es antisimétrica.

Para un sistema con N fermiones, la forma más sencilla de generar funciones antisimétricas
consiste en aprovechar las propiedades de los determinantes. A la función

ΨA(1, . . . ,N) =
1√
N!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(1) ψ2(1) . . . ψN(1)
ψ1(2) ψ2(2) . . . ψN(2)

...
...

...
ψ1(N) ψ2(N) . . . ψN(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (8.7)

se le denomina el determinante de Slater. Las funciones ψi que forman el determinante deben ser
ortonormales. Además, un determinate de Slater cumple con las propiedades siguientes,

(1) P̂i jΨA =−ΨA,

(2) si ψi = ψ j, entonces, ΨA = 0 .
(8.8)

Observe que este comportamiento está en concordancia con el principio de exclusión.
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Ejemplo 8.4. La energía del estado basal de un sistema formado por N bosones sin interacción
resulta ser EBOSE = Nε1. Mientras que, para un sistema con N fermiones que no interactúan,
la energía del estado basal es EFERMI = ∑

N
i=1 εi.

En este caso, se asume que los estados energéticos están en orden creciente, con respecto a
su índice, εi ≤ εi+1.

8.2 El átomo de helio.
Para un átomo formado por un núcleo que tiene Z protones y dos electrones, el operador

hamitoniano no es separable,

Ĥ =− h̄2

2µ

(
∇

2
1 +∇

2
2
)
−Zq2

(
1
r1

+
1
r2

)
+

q2

|r̄2 − r̄1|
. (8.9)

Por lo que, es necesario resolver directamente la ecuación en derivadas parciales. O bien, buscar
sus soluciones aproximadas.

La aproximación inicial consiste en suponer que la repulsión entre los electrones es pequeña.
Por lo que, no está incluida en el operador hamiltoniano aproximado. En este caso, el operador
hamitoniano aproximado es separable,

Ĥ ≈ Ĥ(0) = ĥ(hidro)
1 + ĥ(hidro)

2 , (8.10)

y la solución toma la forma siguiente,

Ψ
(0)(1,2) =

1√
2
[ψa(1)ψb(2)−ψb(1)ψa(2)]

E(0) = ε
(hidro)
a + ε

(hidro)
b

. (8.11)

Las funciones monoelectrónicas, ψi, y sus energías, ε
(hidro)
i , son las soluciones del operador hamil-

toniano de una partícula,

ĥ(hidro)
ψi = ε

(hidro)
i ψi, ε

(hidro)
i = εni , ψi =

∣∣nilimi
〉∣∣1

2 ,msi

〉
. (8.12)

Observe que las funciones monoelectrónicas son un producto de una función espacial hidrogenoide
y una función del espín.

El espín es un tipo de momento angular. Las funciones propias de los operadores del espín
cumplen con las propiedades descritas en la ecuación (6.29).

Cuando el número cuántico del espín es s= 1
2 , los valores del número cuántico de la componente

z son ms =−1
2 ,

1
2 . Las funciones propias del espín electrónico se denotan en la forma siguiente,∣∣α〉≡ ∣∣1

2 ,
1
2

〉
,

∣∣β〉≡ ∣∣1
2 ,−

1
2

〉
. (8.13)

Además, estas funciones son ortogonales,〈1
2 ,m

′
s

∣∣1
2 ,ms

〉
= δms,m′

s
. (8.14)

8.2.1 El estado basal.
Al tomar en cuenta la antisimetría de la función de onda, para el estado basal de este tipo de

átomos (1s2) se tiene la aproximación siguiente,

Ψ
(0)
0 (1,2) =

√
1
2

[
ψ1sα(1)ψ1sβ (2)−ψ1sβ (1)ψ1sα(2)

]
=
√

1
2 u1s(1)u1s(2) [α(1)β (2)−β (1)α(2)] ,

E(0)
0 = 2ε1s =−q2

a′0
Z2.

(8.15)
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Para estimar la contribución de la repulsión electrónica, se calcula el valor esperado de este
operador, usando la función de onda aproximada. Esta contribución se puede considerar como una
corrección a la energía de la ecuación (8.15),

E(1)
0 =

〈
Ψ

(0)
0

∣∣∣ q2

r12

∣∣∣Ψ(0)
0

〉
. (8.16)

Observe que la suma de ambos términos coincide con el valor esperado de la energía calculado con
la función aproximada, 〈

Ψ
(0)
0

∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψ(0)
0

〉
= E(0)

0 +E(1)
0 . (8.17)

Dado que u1s(⃗r) = 2
(

Z
a′0

)3/2
e−Zr/a′0Y00, en donde Y00 =

√
1

4π
. Entonces

E(1)
0 = 1

2

〈
u1su1s

∣∣∣ q2

r12

∣∣∣u1su1s

〉〈
αβ −βα

∣∣αβ −βα
〉
. (8.18)

en donde se asume explícitamente la notación siguiente〈
f g
∣∣hi
〉
=
〈

f (1)g(2)
∣∣h(1)i(2)〉. (8.19)

Es decir, el primer factor del producto es una función de la coordenada de la partícula 1; el segundo
factor es una función de la coordenada de la partícula 2; y, así, sucesivamente.

La integral de las funciones del espín se evalúa directamente,〈
αβ −βα

∣∣αβ −βα
〉
=
〈
αβ
∣∣αβ

〉
−
〈
αβ
∣∣βα

〉
−
〈
βα
∣∣αβ

〉
+
〈
βα
∣∣βα

〉
=
〈
α
∣∣α〉〈β ∣∣β〉−〈α∣∣β〉〈β ∣∣α〉

−
〈
β
∣∣α〉〈α∣∣β〉+〈β ∣∣β〉〈α∣∣α〉

= 2

. (8.20)

Así,

E(1)
0 =

〈
u1su1s

∣∣∣ q2

r12

∣∣∣u1su1s

〉
. (8.21)

Ejemplo 8.5. Para calcular el valor de la integral de la ecuación (8.21), se usa el desarrollo
del inverso de la separación entre las partículas, r−1

12 , en armónicos esféricos (esta expresión
es muy utilizada en la electrostática),

1
r12

=
1

|⃗r2 − r⃗1|
= 4π

∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

fl(r1,r2)Y ∗
lm(Ω1)Ylm(Ω2), (8.22)

en donde

fl(r1,r2) =
1

2l +1


1
r1

(
r2

r1

)l

, r2 < r1

1
r2

(
r1

r2

)l

, r2 ≥ r1

. (8.23)

Así, cuando sólo hay funciones hidrogenoides del tipo s, se tiene que,〈
uasubs

∣∣∣ 1
r12

∣∣∣ucsuds

〉
=
∫

Ra0(r1)Rb0(r2)Rc0(r1)Rd0(r2)
1

r12

Y ∗
00(Ω1)Y ∗

00(Ω2)Y00(Ω1)Y00(Ω2)d⃗r1d⃗r2

.
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Y, al sustituir la ecuación (8.23), se obtiene〈
uasubs

∣∣∣ 1
r12

∣∣∣ucsuds

〉
= 4πY ∗

00Y00 ∑
lm∫

Ra0(r1)Rb0(r2)Rc0(r1)Rd0(r2) fl(r1,r2)r2
1r2

2dr1dr2∫
Y ∗

lm(Ω1)Y ∗
00(Ω2)Y00(Ω1)Ylm(Ω2)dΩ1dΩ2

= ∑
lm

〈
lm
∣∣00
〉〈

00
∣∣lm〉∫

Ra0(r1)Rb0(r2)Rc0(r1)Rd0(r2) fl(r1,r2)r2
1r2

2dr1dr2

= ∑
lm

δl0δm0δ0lδ0m

∫
∞

0
Ra0(r1)Rc0(r1)r2

1[∫
∞

0
Rb0(r2)Rd0(r2) fl(r1,r2)r2

2dr2

]
dr1

=
∫

∞

0
Ra0(r1)Rc0(r1)r2

1[∫
∞

0
Rb0(r2)Rd0(r2) f0(r1,r2)r2

2dr2

]
dr1

=
∫

∞

0
Ra0(r1)Rc0(r1)r2

1[
1
r1

∫ r1

0
Rb0(r2)Rd0(r2)r2

2dr2

+
∫

∞

r1

Rb0(r2)Rd0(r2)r2dr2

]
dr1

. (8.24)

Una vez definida la forma de las funciones radiales, cada una de las integrales se evalúa con
las técnicas tradicionales.

Entonces, para el átomo con dos electrones, se tiene que,

E(1)
0 =

(
2Z
a′0

)6 q2

4

∫
∞

0
e−2Zr1/a′0r2

1

[
1
r1

∫ r1

0
e−2Zr2/a′0r2

2dr2

+
∫

∞

r1

e−2Zr2/a′0r2dr2

]
dr1

=

(
2Z
a′0

)6−5 q2

4

∫
∞

0
e−xx2

[
1
x

∫ x

0
e−yy2dy+

∫
∞

x
e−yydy

]
dx

, (8.25)

en donde x ≡ 2Zr1/a′0 y y ≡ 2Zr2/a′0. Al aplicar la integración por partes, se obtiene

E(1)
0 = 5

4
Zq2

2a′0
. (8.26)

Por tanto,

E(0)
0 +E(1)

0 =−q2

a′0

(
Z2 − 5

8 Z
)
=

q2Z2

a′0

(
1− 5

8Z

)
. (8.27)

Es importante comentar que la corrección toma su valor relativo máximo cuando Z = 1 (el ion
hidruro), en donde representa 5

8 = 0.375 = 37.5%, con respecto a la aproximación inicial. Además,
la contribución relativa de la repulsión disminuye cuando Z crece. Sin embargo, se puede concluir
que la repulsión electrónica no representa un efecto pequeño.
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La energía de ionización, en este modelo, es igual a

I ≡ E+−E =−Z2q2

2a′0
+

Z2q2

a′0

(
1− 5

8Z

)
=

Z2q2

2a′0

(
1− 5

4Z

)
. (8.28)

Esta expresión permite definir una carga nuclear efectiva. Suponga que sobre el último electrón del
átomo se describe con un orbital hidrogenoide, en la presencia de una carga nuclear efectiva, Zeff.
En este caso,

I ≡
Z2

effq
2

2a′0
, (8.29)

en donde Zeff = Z
√

1−5/(4Z)< Z. Para el helio (Z = 2), en esta aproximación, la carga nuclear
efectiva es igual a 1.22. Por lo que, un orbital hidrogenoide 1s del helio apantalla al núcleo en 0.78
unidades de carga. Al aumentar la carga del núcleo Z, este modelo predice que el apantallamiento
del electrón en el orbital 1s tiende a uno.

8.2.2 El primer estado excitado.
Para el primer estado excitado del átomo con dos electrones, con la configuración electrónica

1s12s1, se construyen cuatro funciones antisimétricas,

Ψ1 =
√

1
2 [u1s(1)u2s(2)−u2s(1)u1s(2)]α(1)α(2)

Ψ2 =
√

1
2 [u1s(1)u2s(2)−u2s(1)u1s(2)]β (1)β (2)

Ψ3 =
1
2 [u1s(1)u2s(2)−u2s(1)u1s(2)] [α(1)β (2)+β (1)α(2)]

Ψ4 =
1
2 [u1s(1)u2s(2)+u2s(1)u1s(2)] [α(1)β (2)−β (1)α(2)]

. (8.30)

La integrales del espín son fáciles de evaluar. Para las dos primeras funciones, la integral del espín
es igual a uno. En los dos últimos casos, es necesario simplificar previamente,〈

αβ ±βα
∣∣αβ ±βα

〉
=
〈
α
∣∣α〉〈β ∣∣β〉+〈β ∣∣β〉〈α∣∣α〉±〈α∣∣β〉〈β ∣∣α〉±〈β ∣∣α〉〈α∣∣β〉

= 2

, (8.31)

Para la parte espacial, 〈
u1su2s ±u2su1s

∣∣∣ q2

r12

∣∣∣u1su2s ±u2su1s

〉
=
〈

1s2s
∣∣∣ q2

r12

∣∣∣1s2s
〉
+
〈

2s1s
∣∣∣ q2

r12

∣∣∣2s1s
〉

±
〈

1s2s
∣∣∣ q2

r12

∣∣∣2s1s
〉
±
〈

2s1s
∣∣∣ q2

r12

∣∣∣1s2s
〉

= 2 [J±K]

, (8.32)

en donde

J ≡
〈

1s2s
∣∣∣ q2

r12

∣∣∣1s2s
〉
, K ≡

〈
2s1s

∣∣∣ q2

r12

∣∣∣1s2s
〉
. (8.33)

A la integral J se le denomina la integral coulómbica. Mientras que, a K se le llama la integral de
intercambio. Así,

E(0)+E(1) = ε
(hidro)
1s + ε

(hidro)
2s + J±K. (8.34)

Al evaluar las integrales, siguiendo la ecuación (8.24), se obtiene que ambas integrales son positivas,

J = 17
81

Zq2

a′0
, K = 16

729
Zq2

a′0
. (8.35)

Sin embargo, J > K. Por lo tanto, las tres primeras funciones de la ecuación (8.30) son degeneradas
y tienen menor energía que la cuarta función. La separación entre estos niveles de energía es igual
al doble de la integral de intercambio.
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8.3 El espín total.

En un sistema de N electrones, el momento angular del espín total es la suma de los espines
individuales. Es importante recordar que todo tipo de momento angular es un vector. Para el caso
de dos partículas,

S⃗ = S⃗1 + S⃗2, (8.36)

en donde los operadores de partículas diferentes conmutan,
[
Ŝ1, j, Ŝ2,k

]
= 0, ( j ̸= k). Así,

Ŝ2 = Ŝ2
1 + Ŝ2

2 +2 ˆ⃗S1 · ˆ⃗S2. (8.37)

De acuaerdo con la ecuación (6.15)), las componentes x y y del operador de espín de la partícula k
cumplen con las ecuaciones siguientes,

Ŝk,1 =
1
2

(
Ŝk,++ Ŝk,−

)
, Ŝk,2 =

i
2

(
Ŝk,−− Ŝk,+

)
. (8.38)

Entonces,
Ŝ2 = Ŝ2

1 + Ŝ2
2 +2Ŝ1,3Ŝ2,3 + Ŝ1,−Ŝ2,++ Ŝ1,+Ŝ2,−. (8.39)

Además, de la ecuación (8.36), la componente z del espín total es

Ŝz = Ŝ1,3 + Ŝ2,3. (8.40)

Ejemplo 8.6. Al utilizar las propiedades de los operadores del momento angular (Capítulo
6), se obtienen las expresiones siguientes para las funciones propias del operador del espín
de una partícula. ∣∣α〉 ∣∣β〉

Ŝ2 3
4h̄

2
∣∣α〉 3

4h̄
2
∣∣β〉

Ŝ3
1
2h̄
∣∣α〉 −1

2h̄
∣∣β〉

Ŝ+ 0 h̄
∣∣α〉

Ŝ− h̄
∣∣β〉 0

Ejemplo 8.7. Al aplicar los operadores del espín total a las funciones de la ecuación (8.30),
se tiene que,

Ŝ2Ψ1 = 2h̄2Ψ1 S = 1, ŜzΨ1 =h̄Ψ1, MS = 1,

Ŝ2Ψ2 = 2h̄2Ψ2, S = 1, ŜzΨ2 =−h̄Ψ2, MS =−1,

Ŝ2Ψ3 = 2h̄2Ψ3, S = 1, ŜzΨ3 = 0h̄Ψ3, MS = 0,

Ŝ2Ψ4 = 0h̄2Ψ4, S = 0, ŜzΨ4 = 0h̄Ψ4, MS = 0.

Por tanto, estas funciones son funciones propias de los operadores del espín total, Ŝ2 y Ŝz. La
degeneración de estas cuatro funciones, ecuación (8.34), está asociada con las propiedades
de las funciones propias del espín total. Las tres primeras funciones de onda corresponden a
un estado del espín de tipo triplete, (S = 1,MS =−1,0,1). Mientras que, la cuarta función
de onda es un estado del espín de tipo singulete, (S = 0,MS = 0).

Los resultados anteriores muestran que la configuración electrónica no es suficiente para definir
al estado cuántico. Pues, la configuración electrónica del primer estado excitado del helio, en
realidad, incluye a dos estados con espín total diferente y con energía distinta.
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8.4 Problemas.
1. Considere a un sistema tridimensional formado por tres partículas que no interactúan entre sí.

Estas partículas están en presencia de la energía potencial V (⃗r) = 1
2 kr2. Obtenga la función

de onda y la energía del estado basal, cuando:
(a) Las partículas son fermiones.
(b) Las partículas son bosones.

2. Veinte fermiones sin interacción mutua se encuentran encerrados en una caja cúbica de
volumen 8L3. Calcule la energía del estado basal del sistema.

3. Muestre que el operador del cuadrado del momento angular de dos partículas, L̂2 =
(

ˆ⃗L1 +
ˆ⃗L2

)2
,

se escribe en la forma siguiente,

L̂2 = L̂2
1 + L̂2

2 +2L̂1,3L̂2,3 + L̂1,+L̂2,−+ L̂1,−L̂2,+ .

4. Si los kets |α⟩= |1
2 ,

1
2⟩ y |β ⟩= |1

2 ,−
1
2⟩ son los kets propios de los operadores del momento

angular de espín, Ŝ2 y Ŝ3, demuestre que se cumplen las siguientes igualdades,

Ŝ2|α⟩= 3
4h̄

2|α⟩ , Ŝ2|β ⟩= 3
4h̄

2|β ⟩ ,

Ŝ3|α⟩= 1
2h̄|α⟩ , Ŝ3|β ⟩=−1

2h̄|β ⟩ ,

Ŝ+|α⟩= 0 , Ŝ+|β ⟩=h̄|α⟩ ,

Ŝ−|α⟩=h̄|β ⟩ , Ŝ−|β ⟩= 0 .



9. El método variacional.

Existen pocos sistemas cuánticos que se pueden resolver de forma exacta. Para aquellos casos en
que no es posible obtener la solución exacta, se requiere de una solución aproximada. La mecánica
cuántica cuenta con algunas técnicas de aproximación que permiten acercarse a la solución. En
este curso, se abordan dos de estas metodologías. El método variacional se decribe en este capítulo.
Mientras que, la teoría de perturbaciones se presenta en el Capítulo 10. Cada metodología tiene
ventajas y limitaciones que se discuten en esta obra. Más adelante, ambos métodos se aplican en
contextos distintos de la química cuántica.

9.1 La minimización de la energía.
Considere los kets propios del operador hamiltoniano,

Ĥ|n⟩= En|n⟩, ⟨n|n′⟩= δnn′ . (9.1)

Estos kets forman una base ortonormal del espacio vectorial de funciones. Por lo que, cualquier
otro ket del espacio vectorial es una combinación lineal de los kets propios,∣∣Ψ〉= ∑

k
Ck
∣∣k〉, Ck =

〈
k
∣∣Ψ〉, (9.2)

en donde los coeficientes de la combinación son las proyecciones sobre los kets de la base. El ket∣∣Ψ〉 está normalizado. Entonces,

∑
k

∣∣Ck
∣∣2 = 1, (9.3)

y la energía asociada con el ket |Ψ⟩ toma la forma siguiente,〈
Ψ
∣∣Ĥ∣∣Ψ〉= ∑

j

∣∣C j
∣∣2E j. (9.4)

Para un operador hamiltoniano con el espectro acotado, los estados se ordenan en forma creciente,

E1 ≤ E2 ≤ . . . , E j ≥ E1. (9.5)

Así, ∣∣C j
∣∣2E j ≥

∣∣C j
∣∣2E1

∑
j

∣∣C j
∣∣2E j ≥ E1 ∑

j

∣∣C j
∣∣2

〈
Ψ
∣∣Ĥ∣∣Ψ〉≥ E1

. (9.6)
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La igualdad sólo ocurre cuando se usa el ket del estado basal. Es decir,
〈
Ψ
∣∣Ĥ∣∣Ψ〉 toma su valor

mínimo con la función propia del estado basal. Esta propiedad se utiliza para acercarse a la función
del estado basal y constituye la base del método variacional.

Tradicionalmente, el método variacional se aplica siguiendo dos esquemas, la familia paramé-
trica de funciones y la combinación lineal. Ambas variaciones se presentan en este capítulo, junto
con algunos ejemplos.

9.2 El método de la familia de funciones.

En esta variante, se toma una familia de funciones con uno o más parámetros, f (α1,α2, . . .).
Entonces, se busca aquella combinación de los parámetros que minimiza a la energía,

Eaprox ≡ min
{α1,α2,...}

〈
f (α1,α2, . . .)

∣∣Ĥ∣∣ f (α1,α2, . . .)
〉
≥ E1. (9.7)

En la ecuación anterior, la función f está normalizada.

9.2.1 Ejemplo. La partícula encerrada entre [−a,a], con paredes de altura infinita.

Dado que el potencial es simétrico, las soluciones se separan por su paridad. En este ejemplo,
se usan polinomios que satisfacen las condiciones de frontera del problema, Ψ(−a) = 0 = Ψ(a).

Para las soluciones pares, el polinomio más sencillo, que cumple con las condiciones de frontera,
es de segundo grado, y

Ψ2(x) = A2(x2 −a2)

A2 =

√
15

16a5〈
Ψ2
∣∣Ĥ∣∣Ψ2

〉
= 10

h̄2

8µa2 =
10
π2 E1 ≈ 1.013E1 > E1

. (9.8)

El único parámetro en la función aproximada, A, queda definido por la condición de normalización.
Por lo que, en realidad, no hay una familia de funciones, es solamente una función. La energía
asociada con esta función cuadrática es mayor que la energía del estado basal, ecuación (4.16), y
difiere en 1.3%. La comparación entre la función aproximada y la función propia está en la Figura
9.1.

El siguiente caso corresponde a la familia de los polinomios pares de orden cuatro, Ψ4(x) =
A4(x4 +b4x2 + c4). La función minimal de este conjunto se acerca aún más a la energía del estado
basal, 〈

Ψ4
∣∣Ĥ∣∣Ψ4

〉
≈ 1.000015 ·E1. (9.9)

Cabe mencionar que, en una gráfica, este polinomio es prácticamente indistinguible de la función
propia.

El polinomio impar más sencillo es un polinomio cúbico. Para el polinomio de orden tres, se
tiene que

Ψ3(x) = A3x(x2 −a2)

A3 =

√
105
16a7〈

Ψ3
∣∣Ĥ∣∣Ψ3

〉
= 42

h̄2

8µa2 =
42
π2 E1.

. (9.10)

Observe que, en este caso, la función Ψ3 es una aproximación al estado impar de menor energía,
n = 2. La comparación entre Ψ3 y la función propia del primer estado excitado también está en la
Figura 9.1.
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Figura 9.1: La comparación entre las densidades de probabilidad de las funciones propias de la
partícula encerrada, n = 1 (línea negra), n = 2 (línea azul), y las funciones aproximadas, ecuación
(9.8) (línea verde) y ecuación (9.10) (línea roja).

9.2.2 Ejemplo. El oscilador armónico en una dimensión.
La solución exacta del oscilador armónico se obtiene en el Capítulo 5. Sin embargo, su

hamiltoniano, Ĥ =
p̂2

2µ
+ 1

2 µω2x̂2, se utiliza en esta sección como un ejemplo para el uso del

método variacional.
Si sólo se tiene información sobre el comportamiento asintótico de la solución de la ecuación

diferencial, se propone una aproximación del tipo gaussiano,

Ψ1(x) = Ae−bξ 2

A =
4

√
2bα2

π〈
Ψ1
∣∣Ĥ∣∣Ψ1

〉
= 1

2h̄ω

(
b+

1
4b

) . (9.11)

En este caso, se usa la variable ξ = αx, con α2 = µω/h̄. La energía toma su valor mínimo en b = 1
2 .

Así,

A =
4

√
α2

π
,

〈
Ψ1
∣∣Ĥ∣∣Ψ1

〉
= 1

2h̄ω = E0. (9.12)

La función Ψ1, con b = 1
2 , es la función propia del estado basal. Por esta razón, se obtiene la energía

exacta.
Por otro lado, se construye una función que es el producto de una función gaussiana por un

polinómio par. El exponente de la función gaussiana se fija con valor distinto al exacto. En este
caso, se usa el valor unitario. Para esta función, se elige un polinomio cuadrático,

Ψ2(x) = A(1+ cξ
2)e−ξ 2

A =
4

√
2α2

π

16
3c2 +8c+16〈

Ψ2
∣∣Ĥ∣∣Ψ2

〉
=

h̄ω

2
43c2 −8c+80

4(3c2 +8c+16)

. (9.13)

El mínimo del valor esperado de la energía se encuentra en c ≈ 0.6718, con

〈
Ĥ
〉
≈ 1.034

h̄ω

2
. (9.14)
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Figura 9.2: La comparación entre la densidad de probabilidad de las función propia del estado
basal del oscilador armónico, n = 0 (línea negra), y la función aproximada de la ecuación (9.13)
(línea roja).

Observe que esta aproximación a la energía del estado basal presenta un error pequeño, 3.4%. La
comparación entre la función aproximada Ψ2 y la función propia del estado basal está en la Figura
9.2.

9.2.3 Ejemplo. El átomo de helio.

No se conoce la solución exacta del operador hamiltoniano de un átomo con dos electrones. En
el Capítulo 8, se comentan algunos detalles de este problema.

Para el átomo de helio, considere una función hidrogenoide con un exponente variable, Z′,

Ψ(1,2) =
Z′3

a′30 π
exp
(
−Z′r1

a′0
− Z′r2

a′0

)
. (9.15)

En este caso, el valor esperado de la energía toma la forma siguiente,

〈
Ψ
∣∣Ĥ∣∣Ψ〉= 2

〈
ĥ(hidro)〉+〈 q2

r12

〉
=

q2

a′0

(
Z′2 −2ZZ′+ 5

8 Z′)
= q2 Z′

a′0

(
Z′−2Z + 5

8

) . (9.16)

El mínimo de la ecuación (9.16) se localiza en

Z′ = Z − 5
16 . (9.17)

Este parámetro se interpreta como una carga nuclear efectiva. La energía en el mínimo es

〈
Ĥ
〉
=

q2

a0

(
Z − 5

16

)(
−Z + 5

16

)
=−q2

a′0

(
Z2 − 5

8 Z +
( 5

16

)2
)

=−q2Z2

a′0

[
1− 5

8 Z−1 + 25
256 Z−2] . (9.18)

Note que, el primer término corresponde a la aproximación de las partículas sin interacción.
El segundo representa a la repulsión, calculada con la ecuación (8.25). Mientras que, el tercero se
asocia con la variación del exponente del orbital. Las funciones de onda de este ejemplo aparecen
en la Figura 9.3.
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Figura 9.3: La comparación entre la distribución radial del átomo de helio, 4πr2 f (r), con f (r)≡∫
Ψ(⃗r, r⃗′)d⃗r′, calculada con la función de onda de la ecuación (9.15). La línea roja corresponde a la

función variacional, Z′ = 2− 5
16 . Mientras que, la línea negra representa a la función de onda con

el exponente igual a la carga nuclear del átomo, Z′ = 2.

9.3 El método de la combinación lineal de funciones.
Al combinar linealmente un conjunto de funciones auxiliares, también se obtiene una familia

paramétrica. Sin embargo, el hecho de que los coeficientes aparezcan en forma lineal reduce las
expresiones a un problema matricial.

La función Ψ se representa por una combinación lineal de un conjunto de funciones ortonorma-
les, { fn}, ∣∣Ψ〉= N

∑
n=1

Cn
∣∣ fn
〉
,

〈
fn
∣∣ fm
〉
= δnm. (9.19)

De acuerdo con el método variacional, se buscan los coeficientes que minimizan al valor esperado
de la energía, 〈

Ψ
∣∣Ĥ∣∣Ψ〉= ∑

jk
C∗

jCk
〈

f j
∣∣Ĥ∣∣ fk

〉
, (9.20)

sujetos por la condición de normalización,

1 =
〈
Ψ
∣∣Ψ〉= ∑

n

∣∣Cn
∣∣2. (9.21)

Esto es, se realiza una minimización condicionada.
Al aplicar el método de los multiplicadores indeterminados de Lagrange, se minimiza libremente

una función auxiliar que incluye a la restricción,

∂

∂C∗
l

{
∑
jk

C∗
jCk
〈

f j
∣∣Ĥ∣∣ fk

〉
−β

(
∑

j

∣∣C j
∣∣2 −1

)}
= 0. (9.22)

En el mínimo, se satisface la ecuación

∑
k

Ck
〈

fl
∣∣Ĥ∣∣ fk

〉
= βCl . (9.23)

O, en la notación matricial,
H̃C⃗ = βC⃗, (9.24)

en donde los elementos de la matriz H̃ están dados por H jk ≡
〈

f j
∣∣Ĥ∣∣ fk

〉
. La ecuación (9.24) es

la ecuación de los valores propios de la matriz H̃ y se resuelve como un sistema de ecuaciones
lineales homogéneo,

(H̃−β Ĩ)C⃗ = 0. (9.25)
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Para que exista una solución no trivial, el determinante del sistema debe ser igual a cero,

det(H̃−β Ĩ) = 0. (9.26)

Esta ecuación produce el polinomio característico de la matriz H̃, que tiene N raíces (los valores
propios). Para cada valor propio, βi, se tiene un vector propio C⃗i. Adicionalmente, la energía
aproximada coincide con el valor propio, E = ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩= C⃗ · H̃C⃗ = β .

Cuando las funciones auxiliares, fk, no son ortogonales, se debe resolver el sistema de ecuacio-
nes siguiente,

H̃C⃗ = β S̃C⃗, (9.27)

en donde la matriz de traslape, S̃, tiene los elementos Snm ≡
〈

fn
∣∣ fm
〉
.

9.3.1 Ejemplo. La partícula encerrada en una dimensión con una base no ortogonal.
Para aproximar la solución de la partícula encerrada, se usa un conjunto de polinomios que

satisfacen las condiciones de frontera del problema,

fn = Anxn(x2 −a2) = An
(
xn+2 −a2xn) . (9.28)

Los elementos de la matriz de traslape tienen la forma siguiente,

Snm = 16
AnAman+m+5

(n+m+5)(n+m+3)(n+m+1)
, (9.29)

y son distintos de cero sólo si n+m es par. Esto es, la integral es diferente de cero si los índices son
de la misma paridad. A partir de la condición de normalización de la función fn,

1 = Snn = A2
na2n+5 16

(2n+5)(2n+3)(2n+1)
, (9.30)

se tiene que,

A2
n =

(2n+5)(2n+3)(2n+1)
16a2n+5

Snm =

√
(2n+5)(2n+3)(2n+1)(2m+1)(2m+3)(2m+5)

(n+m+5)(n+m+3)(n+m+1)

. (9.31)

Los elementos de la matriz del operador hamiltoniano son

Hnm =
2E1

π2 [2nm+m+n−1]√
(2n+5)(2n+3)(2n+1)(2m+1)(2m+3)(2m+5)

(n+m+3)(n+m+1)(n+m−1)
= E1hnm

. (9.32)

Así,
0 = det(H̃−β S̃) = E1det(h̃− γS̃), (9.33)

en donde γE1 ≡ β .
Dado que las funciones propias tienen paridad, el problema se separa en espacios de paridad

fija. Para las funciones propias pares, se usan N polinomios de esa paridad. Entonces, se tiene que,

N = 1 : f0 = A0(x2 −a2)

h̃ = (h00) =

(
10
π2

)
S̃ = ( 1)

γ ≈ 1.01

N = 2 : f0, f2 = A2(x2 −a2)x2

h̃ =
2

π2

(
5

√
21√

21 33

)
S̃ =

 1
√

3
7√

3
7 1


γ = 4

14±
√

133
π2 γ ≈ 1.000015, 10.3
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N = 3 : f0, f2, f4 γ ≈ 1.000000003, 9.03, 35

N = 4 : f0, f2, f4, f6 γ ≈ 1.0000000000003, 9.0003, 26, 89

Los casos con uno y dos polinomios son equivalente a los resultados de la Sección 9.2.1.
Considere ahora a las funciones impares.

N = 1 : f1 = A1x(x2 −a2) γ = 4.3

N = 2 : f1, f3 = A3x3(x2 −a2) γ = 4.002, 20

N = 3 : f1, f3, f5 = A5x5(x2 −a2) γ = 4.000005, 16, 58

La solución par aproximada por dos polinomios pares tiene la forma∣∣Ψ〉≈C0
∣∣ f0
〉
+C2

∣∣ f2
〉
, (9.34)

en donde los coeficientes son solución del sistema de ecuaciones lineales homogéneo descrito
previamente,

(h̃− γS̃)C⃗ =


10
π2 − γ 2

√
21

π2 − γ

√
3
7

2
√

21
π2 − γ

√
3
7

66
π2 − γ

C⃗ = 0, (9.35)

con γ = 4(14±
√

133)/π2. Dado que, el determinante del sistema es igual a cero y los valores
propios no son degenerados, sólo una ecuación es independiente. Al usar a la primera ecuación del
sistema, se obtiene que,

(
10− γπ

2)C0 +

(
2
√

21− γ

√
3
7 π

2
)

C2 = 0. (9.36)

Así,

C2 =−C0
10−π2γ

2
√

3 ·7−π2γ

√
3
7

=−C0

√
7
3

π2γ −10
π2γ −14

≈−C0

{
0.0004817

1.5969
. (9.37)

Como A0 =
1
4

√
15a−5/2 y A2 =

3
4

√
35a−9/2, entonces,∣∣Ψ〉=C0

[∣∣ f0
〉
+α

∣∣ f2
〉]

=C0
[
A0 +αA2x2](x2 −a2)

=
C0

√
15

4a5/2

[
1+α

√
21
( x

a

)2 ]
(x2 −a2)

=C0

√
15

4a1/2

[
1+α

√
21
( x

a

)2 ][( x
a

)2
−1
] , (9.38)

en donde α ≡C2/C0 está dada por la ecuación (9.37). De la condición de la normalización de la
función de onda, la constante C0 toma el valor siguiente,

C0 =
[
α

2 + 2
7 α

√
21+1

]−1/2
≈
{

1.00032
0.82782

, (9.39)

y,

∣∣Ψ〉≈ 1√
a


0.96855

[
1−0.002207

( x
a

)2
][( x

a

)2
−1
]

0.80153
[

1−7.318
( x

a

)2
][( x

a

)2
−1
] . (9.40)

La comparación entre las funciones aproximadas de la ecuación (9.40) y las funciones propias
está en la Figura 9.4. Es importante recordar que las funciones de la ecuación (9.40) son una
aproximación de los estados pares. Por lo que, el estado propio n = 2 no pertenece a este espacio
de funciones.
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Figura 9.4: La comparación entre la aproximación polinomial de las funciones de onda de la
partícula encerrada dada por la ecuación (9.40), en líneas de color, y las funciones propias de los
estados n = 1,3, en líneas negras.

9.3.2 Ejemplo. La partícula encerrada con un potencial repulsivo en el centro.

Considere un recipiente con un potencial simétrico de la forma

V (x) =

{
∞ ,

∣∣x∣∣> a
E1

α
cos

πx
2a

,
∣∣x∣∣< a

. (9.41)

En este caso, se utiliza el conjunto de las funciones propias de la partícula encerrada,

∣∣n〉= 1√
a


cos

nπx
2a

, n impar

sin
nπx
2a

, n par

, (9.42)

en donde
〈
n
∣∣m〉 = δmn y

〈
n
∣∣T̂ ∣∣m〉 = h̄2

2µ

(mπ

2a

)2
δmn = E1m2δnm. Debido a la paridad de las

funciones, el braket
〈
n
∣∣V ∣∣m〉 es distinto de cero, sólo si, n y m tienen la misma paridad. Así, se

obtiene que, 〈
n
∣∣Ĥ∣∣m〉= E1nm

{
δnm

± (−1)
n+m

2 z
(n+m+1)(n+m−1)(n−m+1)(n−m−1)

}, (9.43)

con signo positivo si n y m son impares y negativo cuando n y m son pares. Además, z ≡ 8
πα

.

Para las soluciones pares,

N = 1 : n = 1
〈
Ĥ
〉
=
〈
1
∣∣Ĥ∣∣1〉= E1

(
1+

z
3

)
N = 2 : n,m = 1,3 H̃ = E1

[
1+ z/3 z/15

z/15 9(1+ z/35)

]
= E1M̃

0 = det
(
M̃− γ Ĩ

)
= γ

2 − γ
(
10+ z 62

105

)
+ 128

1575 z2 + 114
35 z+9

en donde γ ≡ E/E1.
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Cuando z = 1, se obtiene los resultados siguientes,

N = 1 : γ = 1.3333 u1

N = 2 : γ = 1.33277, 9.25770 u1,u3

N = 3 : γ = 1.33276, 9.25731, 25.2529 u1,u3,u5

N = 4 : γ = 1.33276, . . . u1,u3,u5,u7

(9.44)

En particular, para N = 2, los coeficientes se obtienen del sistema homogéneo siguiente,

[
M̃− γ Ĩ

]
C⃗ = 0, M̃ =

 4
3

1
15

1
15 9 · 36

35

 , (9.45)

con la solución (4
3 − γ

)
C1 =− 1

15C3,

C3 =−15
(4

3 − γ
)

C1 = 5C1 (3γ −4)≈−0.008413C1,

Ψ1 ≈C1
[∣∣1〉−0.008413

∣∣3〉], Ψ3 ≈C3
[
0.04206

∣∣1〉+ ∣∣3〉]. (9.46)

La matriz, para el caso con N = 3, es la siguiente,

M̃ =


4
3

1
15 − 1

525

1
15 9 · 36

35
1

189

− 1
525

1
189 25 · 100

99

 . (9.47)

Con las soluciones
Ψ1 ≈C1

(∣∣1〉−0.0084
∣∣3〉+0.0001

∣∣5〉)
Ψ3 ≈C3

(
0.0084

∣∣1〉+ ∣∣3〉−0.0003
∣∣5〉)

Ψ5 ≈C5
(
−0.0001

∣∣1〉+0.0003
∣∣3〉+ ∣∣5〉)

. (9.48)

Las aproximaciones a la función de onda del estado basal, correspondientes a N = 1,2, se muestran
en la Figura 9.5.

9.3.3 Ejemplo. El oscilador en un campo de fuerza constante.
En este caso, el operador hamiltoniano tiene la forma

Ĥ = Ĥoa −Fx, (9.49)

en donde F es una constante y Ĥoa es el hamiltoniano del oscilador armónico. Las funciones
auxiliares para este problema son las funciones propias del oscilador armónico,∣∣i〉= Nie−

1
2 ξ 2

Hi(ξ ), ξ ≡ αx, α
2 ≡ µω

h̄
,
〈
i
∣∣ j〉= δi j . (9.50)

Estas funciones tienen las propiedades siguientes,

Ĥoa∣∣i〉=h̄ω
(
i+ 1

2

)∣∣i〉〈
i
∣∣x∣∣ j〉= 1

α

{√
j+1

2
δi, j+1 +

√
j
2

δi, j−1

}
〈
i
∣∣Ĥ∣∣ j〉=h̄ω

(
i+ 1

2

)
δi j −

F
α

{√
j+1

2
δi, j+1 +

√
j
2

δi, j−1

} . (9.51)
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Figura 9.5: Las soluciones aproximadas para la partícula encerrada entre [−1,1], con el potencial
de la ecuación (9.41), correspondientes a z = 1. El potencial está representado por la línea negra; la
densidad de probabilidad con N = 1 corresponde a la línea azul; mientras que, el caso N = 2 se
representa con la línea roja.

Con dos funciones auxiliares, n = 0, 1, se obtiene que,

H̃ =

 1
2h̄ω − F

α
√

2
− F

α
√

2
3
2h̄ω

=
h̄ω

2

 1 −
√

2F
h̄ωα

−
√

2F
h̄ωα

3

=
h̄ω

2

[
1 −γ

−γ 3

]
=

h̄ω

2
M̃,

en donde

z ≡ E
1
2h̄ω

, γ ≡
√

2F
h̄ωα

.

Entonces,
0 = det

(
M̃− zĨ

)
= (1− z)(3− z)− γ

2 = z2 −4z+3− γ
2

z =
4±
√

16−4(3− γ2)

2
= 2±

√
4−3+ γ2 = 2±

√
1+ γ2

zmin = 2−
√

1+ γ2E0 =
h̄ω

2

(
2−
√

1+ γ2
) . (9.52)

Finalmente, al resolver para los coeficientes, se tiene que,

0 = (M̃− zĨ)C⃗ =

[
1− z −γ

−γ 3− z

]
C⃗

0 = (1− z)C0 − γC1

C1 =C0
1− z

γ∣∣Ψ〉=C0

[∣∣0〉+ 1− z
γ

∣∣1〉]=C0

[∣∣0〉+ −1+
√

1+ γ2

γ

∣∣1〉]
. (9.53)

Esta función aproximada se compara con la solución exacta en la Figura 9.6.
Cuando |γ| ≪ 1, la ecuación (9.52) indica que la energía es una función lineal de la intensidad

del campo, F ,

E0 ≈
h̄ω

2

(
2−1− γ2

2

)
=

h̄ω

2

(
1− F2

h̄ω3µ

)
=

h̄ω

2
− F2

2µω2 . (9.54)
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Figura 9.6: La comparación entre la densidad de probabilidad del estado basal del oscilador
armónico en un campo de fuerza constante y las aproximaciones del método variacional de la
Sección 9.3.3. Las gráficas corresponden al caso con γ =

√
2αa0, La solución exacta corresponde

a la línea negra. La densidad de probabilidad con N = 1 corresponde a la línea azul. Mientras que,
el caso N = 2 se representa con la línea roja.

Observe que el operador hamiltoniano de este problema se puede reescribir como

Ĥ = T̂ + 1
2 µω

2x2 −Fx = T̂ + 1
2 µω

2
(

x2 − 2F
µω2 x

)
,

y, al completar el trinomio cuadrado perfecto, se obtiene el operador hamiltoniano de un oscilador
armónico con la posición de equilibrio desplazada y con un corrimiento constante en los valores de
la energía,

Ĥ = T̂ +
µω2

2

(
x− F

µω2

)2

− F2

µ2ω4
µω2

2
= T̂ +

µω2

2

(
x− F

µω2

)2

− F2

2µω2 . (9.55)

El término constante es idéntico al que aparece en la ecuación (9.54) y representa un desplazamiento
constante en el espectro.

Otra posibilidad, consiste en usar la familia de las funciones gaussianas desplazadas horizontal-
mente,

Ψ(x) = u0(x−b) = N0e−
1
2 α2(x−b)2

H0(α(x−b)) = N0e−
1
2 α2(x−b)2

, (9.56)

en donde N0 =
4
√

α2

π
. En este caso, se tiene que,

〈
Ĥ
〉
=

h̄ω

2
+

µω2

2
b2 −Fb =

h̄ω

2
+b
(

µω2

2
b−F

)
∂
〈
Ĥ
〉

∂b
= µω

2b−F = 0, b =
F

µω2 , Ψ = u0

(
x− F

µω2

)
E =

h̄ω

2
+

F
µω2

(
µω2

2
F

µω2 −F
)
=

h̄ω

2
− F2

2µω2

. (9.57)

La energía obtenida en este caso es la solución exacta para el estado basal y el desplazamiento
horizontal de las funciones corresponde con la posición del mínimo de la energía potencial. La
solución exacta se muestra también en la Figura 9.6.

En general, se observa que la calidad de la aproximación que proporciona el método variacional
depende del conjunto de las funciones utilizadas. En este punto, es muy importante contar con
información cualitativa sobre las propiedades de la función de onda.

En particular, en el método de la familia de funciones, cada vez que cambia el conjunto de
funciones, es necesario recalcular las integrales involucradas. Mientras que, con el método de la
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combinación lineal, cuando es posible evaluar la forma general de las integrales, el aumento en
la dimensión del problema tiene un costo bajo. Sin embargo, la complejidad de la solución del
problema matricial crece rápidamente. Por esta razón, en la mayoría de los casos, es necesario
recurrir a los métodos computacionales para obtener las soluciones.

También es importante comentar que este tipo de aproximaciones son la base de la gran mayoría
de los paquetes computacionales que se usan hoy en día para estudiar a los sistemas microscópicos.
Las técnicas actuales de la química cuántica permiten resolver problemas matriciales con miles de
funciones auxiliares.

9.4 Problemas.
1. Considere una partícula en una dimensión, en el intervalo [−a,a]. Utilice el método varia-

cional para encontrar la mejor aproximación de la energía y la función de onda, con los
polinomios impares de grado tres. Compare su resultado con la solución exacta.

2. Se tiene un sistema unidimensional bajo la influencia del potencial:

V (x) =


∞,

∣∣x∣∣< a

h̄2π2

8ma2 cos
(

πx
2a

)
,
∣∣x∣∣> a

.

La función de onda se aproxima por Ψ(x) = c1u1(x)+ c3u3(x), donde u1 y u3 son la primera
y tercera soluciones de la partícula encerrada. Encuentre variacionalmente los coeficientes c1
y c3. Obtenga la mejor aproximación a la energía del estado basal.

3. Demuestre que la energía de la ecuación (9.9) es la solución que proviene del método
variacional.

4. Verifique que las expresiones de las ecuaciones (9.11-14) son correctas para el oscilador
armónico.

5. Verifique que la aproximación obtenida en la Sección 9.2.3 para el átomo de helio se obtiene
con el método variacional.

6. Demuestre que, para un conjunto de funciones no ortogonales, el método de la combinación
lineal de funciones lleva a la ecuación (9.27).

7. Haga todos los cálculos para verificar los resultados de los tres ejemplos de la Sección 9.3.



10. La teoría de perturbaciones.

La teoría de perturbaciones permite obtener aproximaciones de los valores y las funciones
propios de un sistema, tomando como punto de partida a un sistema de referencia. El sistema
de referencia debe tener alguna semejanza con el caso que se desea estudiar. Este método de
aproximación se usa ampliamente en diversas ramas de las matemáticas aplicadas para encontrar
soluciones aproximadas de mucho tipos de ecuaciones. Las aplicaciones incluyen problemas
algebraicos, integrales y diferenciales.

10.1 El desarrollo perturbativo.
La elección del sistema de referencia no es única. Sin embargo, es necesario que sus soluciones

sean conocidas y que sea lo más parecido posible al sistema real. Cuando esto ocurre, la diferencia
entre el operador hamiltoniano de referencia y el real será pequeña y se espera que sus soluciones
sean parecidas. En esta situación, la diferencia se puede considerar como una perturbación pequeña
sobre el sistema de referencia.

Sean Ĥ0 un operador hamiltoniano con solución conocida,

Ĥ0
∣∣m〉= Em

∣∣m〉, (10.1)

y Ĥ0+Ĥ ′ el operador hamiltoniano del sistema de interés. Adicionalmente, se considera un operador
hamiltoniano de trabajo o auxiliar, que depende de un parámetro λ ,

Ĥλ ≡ Ĥ0 +λ Ĥ ′. (10.2)

El parámetro λ tiene el papel de una constante de acoplamiento entre el sistema de referencia y el
sistema real. Cuando λ = 0, el operador hamiltoniano es Ĥ0. Mientras que, si λ = 1, el operador
hamiltoniano es Ĥ0 + Ĥ ′.

Las soluciones del operador hamiltoniano auxiliar provienen de la ecuación de los valores
propios siguiente,

Ĥλ Ψm =WmΨm. (10.3)

Tanto las funciones propias, como los valores propios, dependen del parámetro λ . Por lo tanto, Ψm

y Wm se desarrollan como series de potencias de λ ,∣∣Ψm
〉
=

∞

∑
j=0

λ
j
∣∣Φ( j)

m
〉
, Wm =

∞

∑
j=0

λ
jw( j)

m . (10.4)
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El operador hamiltoniano auxiliar establece una conexión directa entre el sistema de referencia
(λ = 0) y el sistema real (λ = 1). Al mismo tiempo, también conecta a las soluciones de ambos
problemas. Para obtener una estimación de las propiedades del sistema real, es necesario evaluar
las sumas perturbativas, ecuación (10.4) en λ = 1. Por esta razón, el primer objetivo de la teoría de
perturbaciones consiste en obtener expresiones que permitan calcular a todos los coeficientes de
ambas sumas,

∣∣Φ( j)
m
〉

y w( j)
m .

Las series de potencias deben satisfacer la ecuación de los valores propios del operador
hamiltoniano auxiliar, ecuación (10.3). Así que, las series se sustituyen en ambos lados de la
ecuación de valores propios. Para el lado izquierdo, se tiene que

Ĥλ

∣∣Ψm
〉
=

∞

∑
j=0

λ
jĤ0
∣∣Φ( j)

m
〉
+

∞

∑
j=0

λ
j+1Ĥ ′∣∣Φ( j)

m
〉
. (10.5)

Las sumas se reagrupan con el cambio de índice l ≡ j+1. Así,

Ĥλ

∣∣Ψm
〉
=

∞

∑
j=0

λ
jĤ0
∣∣Φ( j)

m
〉
+

∞

∑
l=1

λ
lĤ ′∣∣Φ(l−1)

m
〉

= Ĥ0
∣∣Φ(0)

m
〉
+

∞

∑
j=1

λ
j
{

Ĥ0
∣∣Φ( j)

m
〉
+ Ĥ ′∣∣Φ( j−1)

m
〉}. (10.6)

De forma similar, para el lado derecho,

Wm
∣∣Ψm

〉
=

∞

∑
l=0

∞

∑
k=0

λ
l+kw(k)

m
∣∣Φl

m
〉
=

∞

∑
j=0

λ
j

j

∑
l=0

w( j−1)
m

∣∣Φ(l)
m
〉

= w(0)
m
∣∣Φ(0)

m
〉
+

∞

∑
j=1

λ
j

j

∑
l=0

w( j−l)
m

∣∣Φ(l)
m
〉 , (10.7)

en donde se han agrupado todos los términos de la suma doble, usando el cambio de índice j = l+k.
Al igualar ambas series, se tiene una igualdad de los coeficientes para cada potencia de λ ,

λ
0 : Ĥ0

∣∣Φ(0)
m
〉
= w(0)

m
∣∣Φ(0)

m
〉
,

λ
j : Ĥ0

∣∣Φ( j)
m
〉
+ Ĥ ′∣∣Φ( j−1)

m
〉
=

j

∑
l=0

w( j−l)
m

∣∣Φ(l)
m
〉
, j > 0.

(10.8)

La ecuación del orden cero ( j = 0), los términos independientes, es la ecuación de los valores
propios del operador hamiltoniano de referencia, ecuación (10.1). Entonces,∣∣∣Φ(0)

m

〉
= |m⟩ , w(0)

m = Em. (10.9)

Observe que la aproximación del orden cero representa al sistema de referencia. Por lo que, los
términos siguientes se interpretan como correcciones a este nivel de aproximación. Para los términos
de orden superior, j > 0, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas,

[
Ĥ0 −Em

]∣∣∣Φ( j)
m

〉
=

j−1

∑
l=0

w( j−l)
m

∣∣∣Φ(l)
m

〉
− Ĥ ′

∣∣∣Φ( j−1)
m

〉
. (10.10)

Es importante mencionar estas ecuaciones se resuelven en orden creciente de j. Ya que, la ecuación
de orden j requiere de las soluciones previas.

Ejemplo 10.1. A primer orden, j = 1, se tiene que la ecuación (10.10) tiene la forma
siguiente,

(Ĥ0 −Em)|Φ(1)
m ⟩= (w(1)

m − Ĥ ′)|Φ(0)
m ⟩ .

Ésta es una ecuación diferencial no homogénea para la primera corrección a la función de
onda, |φ (1)

m ⟩.
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10.1.1 Los valores propios.
Para obtener los coeficientes de la serie de los valores propios, es necesario proyectar la ecuación

(10.10) sobre el estado del sistema de referencia |m⟩. Así,

0 =
〈

m
∣∣∣Ĥ0 −Em

∣∣∣Φ( j)
m

〉
=

j−1

∑
l=0

w( j−l)
m

〈
m
∣∣∣Φ(l)

m

〉
−
〈

m
∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣Φ( j−1)

m

〉
. (10.11)

Esta ecuación permite obtener expresiones para las correcciones a la energía, w( j)
m .

Ejemplo 10.2. A primer orden, j = 1,

w(1)
m =

〈
m
∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣Φ(0)

m

〉
=
〈
m
∣∣Ĥ ′∣∣m〉 . (10.12)

Es decir, la corrección del primer orden a la energía es igual al valor esperado del operador
hamiltoniano de la perturbación, evaluado con las funciones del orden cero.

Para j > 1,

w( j)
m = w( j)

m

〈
m
∣∣∣Φ(0)

m

〉
=
〈

m
∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣Φ( j−1)

m

〉
−

j−1

∑
l=1

w( j−l)
m

〈
m
∣∣∣Φ(l)

m

〉
. (10.13)

Ejemplo 10.3. La corrección del segundo orden a la energía, j = 2, es la siguiente,

w(2)
m =

〈
m
∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣Φ(1)

m

〉
−w(1)

m

〈
m
∣∣∣Φ(1)

m

〉
=
〈

m
∣∣∣Ĥ ′−w(1)

m

∣∣∣Φ(1)
m

〉
. (10.14)

10.1.2 La normalización.
La condición de la normalización de la función de onda permite obtener información útil. Así,

1 = ⟨Ψm|Ψm⟩=
∞

∑
k=0

∞

∑
l=0

λ
k+l
〈

Φ
(k)
m

∣∣∣Φ(l)
m

〉
=

∞

∑
j=0

λ
j

j

∑
l=0

〈
Φ

( j−l)
m

∣∣∣Φ(l)
m

〉
=
〈

Φ
(0)
m

∣∣∣Φ(0)
m

〉
+

∞

∑
j=1

λ
j

j

∑
l=0

〈
Φ

( j−l)
m

∣∣∣Φ(l)
m

〉, (10.15)

en donde se usa el cambio de índice j ≡ k+ l.
Igualando ambas series, se tiene que

λ
0 : 1 =

〈
Φ

(0)
m

∣∣∣Φ(0)
m

〉
= ⟨m|m⟩ ,

λ
j : 0 =

j

∑
l=0

〈
Φ

( j−l)
m

∣∣∣Φ(l)
m

〉
, j > 0.

(10.16)

La ecuación del orden cero indica que las funciones de referencia están normalizadas.
Ejemplo 10.4. A primer orden, la condición de normalización conduce a

0 =
〈

Φ
(1)
m

∣∣∣m〉+〈m
∣∣∣Φ(1)

m

〉
= 2Re

〈
m
∣∣∣Φ(1)

m

〉
. (10.17)

Por lo tanto, se puede elegir 〈
m
∣∣∣Φ(1)

m

〉
= 0. (10.18)

Es decir, la corrección del primer orden a la función de onda es ortogonal a la función del
orden cero.

Para j > 1, las correcciones ya no son ortogonales a la función de orden cero,

0 =
〈

Φ
( j)
m

∣∣∣m〉+ j−1

∑
l=1

〈
Φ

( j−l)
m

∣∣∣Φ(l)
m

〉
+
〈

m
∣∣∣Φ( j)

m

〉
. (10.19)

y

Re
〈

m
∣∣∣Φ( j)

m

〉
=−1

2

j−1

∑
l=1

〈
Φ

( j−l)
m

∣∣∣Φ(l)
m

〉
. (10.20)



124 10. La teoría de perturbaciones.

10.1.3 El desarrollo de las correcciones en la base del hamiltoniano de referencia.

Las correcciones a la función de onda provienen de la solución de las ecuaciones diferenciales
no homogéneas de la ecuación (10.10). Este problema diferencial se transforma en uno que es
algebraico. Las funciones Φ

(k)
m se desarrollan en la base de las funciones propias del sistema de

referencia, Ĥ0, ∣∣∣Φ(k)
m

〉
= ∑

n
a(k)mn
∣∣n〉, a(k)mn =

〈
n
∣∣∣Φ(k)

m

〉
. (10.21)

En particular, para el orden cero, el desarrollo sólo contiene un término,

a(0)mn =
〈

n
∣∣∣Φ(0)

m

〉
= ⟨n|m⟩= δnm. (10.22)

El desarrollo de la ecuación (10.21) se sustituye en la ecuación (10.10). Para j > 0, se obtiene que

∑
n

a( j)
mn
[
Ĥ0 −Em

]
|n⟩=

j−1

∑
l=0

w( j−l)
m ∑

n
a(l)mn|n⟩−∑

n
a( j−1)

mn Ĥ ′|n⟩=

∑
n

a( j)
mn [En −Em] |n⟩= ∑

n

j−1

∑
l=0

w( j−l)
m a(l)mn|n⟩−∑

n
a( j−1)

mn Ĥ ′|n⟩
. (10.23)

Esta ecuación se proyecta sobre el estado de estado de referencia ⟨p| y, se tiene que,

∑
n

a( j)
mn(En −Em)δpn = ∑

n

j−1

∑
l=0

a(l)mnw( j−l)
m δpn −∑

n
a( j−1)

mn
〈

p
∣∣Ĥ ′∣∣n〉 . (10.24)

Por lo tanto,

a( j)
mp(Ep −Em) =

j−1

∑
l=0

a(l)mpw( j−l)
m −∑

n
a( j−1)

mn H ′
pn, (10.25)

en donde H ′
pn ≡

〈
p
∣∣Ĥ ′∣∣n〉. Cuando Ep ̸= Em, esta ecuación permite evaluar los coeficientes a( j)

mp

que se necesitan en la ecuación (10.21).
Es importante mencionar que, al utilizar este desarrollo, las ecuaciones diferenciales se transfor-

man en ecuaciones algebraicas. La desventaja radica en que las correcciones a la función de onda
provienen de la serie de la ecuación (10.21). Por lo que, para obtener las correcciones, es necesario
calcular todos los coeficientes a( j)

mn, para cada orden de la teoría de perturbaciones que se desea
evaluar.

10.2 Los estados no degenerados.

Para los estados no degenerados, los coeficientes se obtienen usando las ecuaciones de la
sección previa. Si el estado de referencia |m⟩ no es degenerado (no hay otro estado del sistema de
referencia con la misma energía, Ep ̸= Em, ∀p ̸= m ), la ecuación (10.25) conduce a

a( j)
mp =

1
Ep −Em

[
j−1

∑
l=0

a(l)mpw( j−l)
m −∑

n
a( j−1)

mn H ′
pn

]
, (p ̸= m). (10.26)

Note que, esta ecuación permite calcular a todos los coeficientes, excepto a uno, a( j)
mm. Para calcular

este coeficiente, es necesario utilizar otra ecuación. Por ejemplo, la condición de la normalización,
ecuación (10.20). Para los órdenes superiores, j > 1, la proyección de la corrección a la función de
onda sobre las funciones de referencia no es cero y se obtiene de la ecuación (10.20). Por lo que,

a( j)
mm =

〈
m
∣∣∣Φ( j)

m

〉
=−1

2

j−1

∑
l=1

〈
Φ

( j−l)
m

∣∣∣Φ(l)
m

〉
. (10.27)
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Ejemplo 10.5. Los coeficientes de la corrección del primer orden a la función de onda se
obtienen de la ecuación (10.26), con j = 1. Entonces,

a(1)mp =
1

Ep −Em

[
a(0)mpw(1)

m −∑
n

a(0)mnH ′
pn

]
, (p ̸= m). (10.28)

Pero, de las ecuaciones del orden cero, ecuación (10.22),

a(0)mp = δpm. (10.29)

Así, para p ̸= m,

a(1)mp =
1

Ep −Em

[
δpmw(1)

m −∑
n

δmnH ′
pn

]
=

H ′
pm

Em −Ep
. (10.30)

Y, de la condición de la normalización, ecuación (10.18),

a(1)mm =
〈

m
∣∣∣Φ(1)

m

〉
= 0. (10.31)

Este ecuación representa la ortogonalidad entre las correcciones de los órdenes cero y uno.

En resumen, al primer orden, las ecuaciones quedan en la forma siguiente,

w(1)
m = H ′

mm, a(1)mp =
H ′

pm

Em −Ep
, (p ̸= m), a(1)mm = 0,∣∣∣Φ(1)

m

〉
= ∑

p
a(1)mp|p⟩= ∑

p̸=m

H ′
pm|p⟩

Em −Ep
= ∑

p̸=m

|p⟩⟨p|H ′|m⟩
Em −Ep

.

(10.32)

Ejemplo 10.6. Para el segundo orden, se tiene que la corrección a la energía está dada por la
ecuación (10.14),

w(2)
m =

〈
m
∣∣∣H ′
∣∣∣Φ(1)

m

〉
= ∑

p
a(1)mpH ′

mp = ∑
p̸=m

∣∣H ′
mp

∣∣2
Em −Ep

. (10.33)

Observe que, cuando Em ≈ Ep, el estado |p⟩ puede tener una contribución muy grande en
ω

(2)
m . Para el estado basal (m = 0), Ep > E0, y la corrección del segundo orden a la energía

siempre es estabilizante,

w(2)
0 =− ∑

p>0

∣∣∣H ′
0p

∣∣∣2
Ep −E0

< 0. (10.34)

Adicionalmente, la corrección a la función de onda tiene la forma siguiente,∣∣∣Φ(2)
m

〉
= ∑

p
a(2)mp|p⟩= a(2)mm|m⟩+ ∑

p̸=m
a(2)mp|p⟩, (10.35)

en donde los coeficientes a(2)mp provienen de las ecuaciones (10.26) y (10.31),

a(2)mp =
1

Ep −Em

[
H ′

pmH ′
mm

Em −Ep
− ∑

n̸=m

H ′
pnH ′

nm

Em −En

]
, (p ̸= m)

a(2)mm =−1
2 ∑

p̸=m

∣∣∣∣ H ′
pm

Em −Ep

∣∣∣∣2
. (10.36)
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En conclusión, a orden cero, se parte de las soluciones del sistema de referencia y la primera
corrección a la energía, w(1)

m = H ′
mm, sólo involucra a las funciones de referencia. Las funciones de

onda a primer orden requieren de un esfuerzo de cálculo mayor. Sin embargo, si éstas se calculan, la
obtención de la corrección de segundo orden a la energía representa un esfuerzo comparativamente
menor,

w(2)
m =

〈
m
∣∣∣H ′
∣∣∣Φ(1)

m

〉
. (10.37)

En general, si ya se ha obtenido la corrección del orden k a la función de onda, siempre es posible
calcular w(k+1)

m con un esfuerzo relativamente bajo.
Para los órdenes siguientes, la corrección a la energía se obtiene de la ecuación (10.13). Mientras

que, los coeficientes para la función de onda provienen de las ecuaciones (10.26) y (10.31).

10.2.1 Ejemplo. El oscilador armónico en un campo de fuerza constante.

La energía potencial debida al campo de fuerza constante es lineal, como en el peso de un
cuerpo,

Ĥ ′ =−Fx. (10.38)

Lo más conveniente es tomar como sistema de referencia al oscilador armónico libre, Capítulo 5,

Ĥ0 =
p̂2

2µ
+ 1

2 µω
2x̂2, Em =h̄ω

(
m+ 1

2

)
,

|m⟩= Nme−
1
2 ξ 2

Hm(ξ ), ξ = αx, α =

√
µω

h̄
. (10.39)

Los elementos de matriz para la perturbación ya son conocidos. En este caso,

H ′
nm =

〈
n
∣∣Ĥ ′∣∣m〉=−F ⟨n|x̂|m⟩

=−F

√
h̄

2µω

{√
mδm,n+1 +

√
m+1δm,n−1

}

=−F

√
h̄

2ωµ


0, m ̸= n±1, (|n−m| ̸= 1)√
m, m = n+1, (n = m−1)√

m+1, m = n−1, (n = m+1)

. (10.40)

Así, H ′
mm = ⟨m|x̂|m⟩= 0 y w(1)

m = 0. Además,

a(1)mp =
−F ⟨p|x̂|m⟩

h̄ω(m+ 1
2 − p− 1

2)

=−F

√
h̄

2ωµ

[√
mδm,p+1 +

√
m+1δm,p−1

]
h̄ω(m− p)

=
−F√
2µh̄ω3

(√
mδp,m−1 −

√
m+1δp,m+1

)

=
F√

2µh̄ω3


0, |m− p| ̸= 1

−
√

m, p = m−1√
m+1, p = m+1

=
F√

2µh̄ω3


0, |m− p| ̸= 1

−
√

p+1, p = m−1√
p, p = m+1

. (10.41)
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Por lo tanto, al primer orden,

Wm ≈ Em +w(1)
m = Em =h̄ω

(
m+ 1

2

)
|Ψm⟩ ≈

∣∣∣Φ(0)
m

〉
+
∣∣∣Φ(1)

m

〉
= |m⟩+ −F√

2µh̄ω3

[√
m |m−1⟩−

√
m+1 |m+1⟩

]
= |m⟩−F

√
m

2µh̄ω3 |m−1⟩+F

√
m+1
2µh̄ω3 |m+1⟩

. (10.42)

Al segundo orden, se tiene que,

w(2)
m = ∑

n̸=m

|H ′
nm|

2

Em −En
=− F2

2µω2

a(2)mm =−1
2 ∑

p̸=m

∣∣∣a(1)mp

∣∣∣2 =− F2

2µh̄ω3

(
m+ 1

2

)
a(2)mp =

1
Ep −Em

[
a(1)mpω

(1)
m −∑a(1)mnH ′

pn

]
=

F2

4µh̄ω3

[√
m(m−1)δm,p+2 +

√
(m+1)(m+2)δm,p−2

]
. (10.43)

Así,

Wm ≈ Em +w(1)
m +w(2)

m =h̄ω
(
m+ 1

2

)
− F2

2µω2

|Ψm⟩ ≈ |m⟩−F
√

m
2µh̄ω3 |m−1⟩+F

√
m+1
2µh̄ω3 |m+1⟩

+
F2

2µh̄ω3

[
−
(
m+ 1

2

)
|m⟩+ 1

2

√
m(m−1)|m−2⟩

+ 1
2

√
(m+1)(m+2)|m+2⟩

]
. (10.44)

De igual forma,

w(3)
m =

〈
m
∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣Φ(2)

m

〉
−w(2)

m

〈
m
∣∣∣Φ(1)

m

〉
−w(1)

m

〈
m
∣∣∣Φ(2)

m

〉
= 0

a(3)mp =
F3

(2µh̄ω3)3/2

[
− 1

6

√
(m−2)(m−1)mδp,m−3 +

1
2 m

√
mδp,m−1

−1
2

√
m+1(m+1)δp,m+1

+1
6

√
(m+1)(m+2)(m+3)δp,m+3

]
a(3)mm =−1

2

(〈
Φ

(2)
m

∣∣∣Φ(1)
m

〉
+
〈

Φ
(1)
m

∣∣∣Φ(2)
m

〉)
= 0

w(4)
m =

〈
m
∣∣∣H ′
∣∣∣Φ(3)

m

〉
−w(3)

m

〈
m
∣∣∣Φ(1)

m

〉
−w(2)

m

〈
m
∣∣∣Φ(2)

m

〉
−w(1)

m

〈
m
∣∣∣Φ(3)

m

〉
= 0

w(k)
mm = 0, k > 2

. (10.45)

Como se comentó en la Sección 9.3.3, este problema tiene solución exacta. El operador hamilto-
niano,

Ĥ0 +H ′ = T̂ + 1
2 µω

2x2 −Fx = T̂ +V (x), (10.46)
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Figura 10.1: Las soluciones aproximadas para el estado basal oscilador en un campo de fuerza
constante, mediante la teoría de perturbaciones a orden 0 (línea negra), 1 (azul), 2.(verde) y 3 (roja).

contiene a un potencial cuadrático desplazado. Esto se obtiene al factorizar a la energía potencial,

V (x) = 1
2 µω

2x2 −Fx =
µω2

2

(
x− F

µω2

)2

− F2

2µω2

=
µω2

2

(
x− F

µω2

)2

+w(2)
m

. (10.47)

Este polinomio representa a una parábola con la misma curvatura que el sistema de referencia.
Pero, la posición de equilibrio está desplazada, al igual que la altura del vértice, ω

(2)
m . Entonces, las

soluciones de este problema tienen la forma

Wm = Em +w(2)
m , Ψm(x) = um

(
x− F

µω2

)
. (10.48)

Por lo tanto, la teoría de perturbaciones a segundo orden ya tiene la energía correcta. Sin embargo,
se requiere de un número infinito de términos para poder representar a la función de onda exacta.
Ésta es una gaussiana desplazada y, para describirla con gaussianas centradas en el origen, se
necesita toda la serie perturbativa. Este desplazamiento se muestra en la Figura 10.1.

10.2.2 Ejemplo. El efecto Zeeman en un átomo hidrogenoide.

El efecto Zeeman ocurre cuando un átomo o una molécula está en la presencia de un campo
magnético uniforme. La interacción entre un sistema microscópico y un campo electromagnético
se describe con los potenciales eléctrico, ϕ , y magnético, A⃗. Estos potenciales están relacionados
con los campos mediante las ecuaciones

E⃗=−∇ϕ, B⃗= ∇× A⃗. (10.49)

Sin embargo, los potenciales no son únicos.
El operador hamiltoniano de una partícula con carga Q y masa µ , en presencia de un campo

electromagnético tiene la forma siguiente,

Ĥ =
1

2µ

(
p̂2 −Q

[
ˆ⃗p · ˆ⃗A+ ˆ⃗A · ˆ⃗p

]
+Q2Â2

)
+Qϕ +V (⃗r)

=
p̂2

2µ
+V (⃗r)+Qϕ − Q

2µ

[
ˆ⃗p · ˆ⃗A+ ˆ⃗A · ˆ⃗p

]
+

Q2

2µ
Â2

= Ĥ0 +Q

[
ϕ −

ˆ⃗p · ˆ⃗A+ ˆ⃗A · ˆ⃗p
2µ

]
+

Q2

2µ
Â2

, (10.50)
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en donde Ĥ0 es el operador hamiltoniano en ausencia del campo. En el efecto Zeeman, sólo hay un
campo magnético uniforme. En este ejemplo, el campo está alineado con el eje z. Por tanto,

E⃗= 0, ϕ = cte = 0;

B⃗= B⃗k, B⃗= ∇× A⃗;

B1 = 0 = ∂2A3 −∂3A2,

B2 = 0 = ∂3A1 −∂1A3,

B3 =B= ∂1A2 −∂2A1.

(10.51)

Ejemplo 10.7. Una solución de las ecuaciones (10.51) consiste en la opción siguiente,

∂2A3 = 0, ∂3A2 = 0,

∂3A1 = 0, ∂1A3 = 0,

∂1A2 =
1
2B, −∂2A1 =

1
2B.

(10.52)

Así,
A3 = A3(r3)

A2 = A2(r1,r2), A2 =
1
2Br1 + f (r2),

A1 = A1(r1,r2), A1 =−1
2Br2 +g(r1).

(10.53)

Finalmente, tomado la elección más sencilla ( f = g = A3 = 0), el potencial magnético es

A1 =−1
2Br2, A2 =

1
2Br1, A3 = 0, A⃗ = 1

2B

−r2
r1
0

 . (10.54)

y
ˆ⃗p · ˆ⃗A+ ˆ⃗A · ˆ⃗p = 1

2B(−p̂1r̂2 + p̂2r̂1 − r̂2 p̂1 + r̂1 p̂2)

=B(r̂1 p̂2 − r̂2 p̂1) =BL̂3
. (10.55)

Con el vector del potencial magnético del ejemplo 10.7, el operador hamiltoniano de la
interacción con el campo magnético queda así,

Ĥ = Ĥ0 −
BQ
2µ

L̂3 +B2 Q2

8µ

(
r2 − r2

3
)
,

Ĥ ′ =−B
Qh̄
2µ

(
L̂3

h̄

)
+B2Q2 r2 − r2

3
8µ

.

(10.56)

Cuando el campo magnético es débil,

Ĥ ′ ≈−B
Qh̄
2µ

L̂3

h̄
. (10.57)

El efecto Zeeman en un átomo hidrogenoide tiene como sistema de referencia al átomo libre,

Ĥ0|nlm⟩= En|nlm⟩

En =−ε0Z2

n2

|nlm⟩= Rnl(r)Ylm(θ ,ϕ)

. (10.58)

Así,

w(1)
nlm =

〈
nlm
∣∣Ĥ ′∣∣nlm

〉
=B

eh̄
2µ

m, (10.59)

en donde Q es la carga del electrón, Q =−e.
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En el caso de un campo débil, se observa que
[
Ĥ0, Ĥ ′]=−Be

2µ

[
Ĥ0, L̂3

]
= 0. Por lo tanto, los

kets hidrogenoides también son kets propios de Ĥ ′,

Ĥ|nlm⟩=
(

En +B
eh̄
2µ

m
)
|nlm⟩, (10.60)

y

Wnlm = En +w(1)
nlm. (10.61)

Así, los estados propios de una subcapa, con las mismas n y l, tienen una separación uniforme,
∆E =Beh̄/2µ .

10.2.3 Ejemplo. La interacción de un dipolo magnético con un campo magnético unifor-
me

(
B⃗= B⃗k

)
.

La energía de interacción entre un dipolo magnético y un campo uniforme tiene la forma
siguiente,

Ĥ ′ =− ˆ⃗
B · ˆ⃗µmag =−Bµ̂mag,3. (10.62)

El momento magnético debido a una carga que se mueve en el espacio es proporcional a su momento
angular. Al comparar las ecuaciones (10.57) y (10.62), se tiene que,

µ̂mag,3 =− eh̄
2µ

(
L̂3

h̄

)
=−µB

L̂3

h̄
. (10.63)

Por lo tanto,

ˆ⃗µmag =−µB

ˆ⃗L
h̄
, (10.64)

en donde la constante µB ≡ eh̄
2µ

es el magnetón de Bohr. Para el momento angular de espín

electrónico, los resultados experimentales muestran una relación similar con el momento magnético
asociado,

µ⃗s =−2µB
S⃗
h̄
. (10.65)

En general, se tiene que

µ⃗ = gµB
J⃗
h̄
, (10.66)

en donde el valor de g depende de cada tipo de partícula. Por ejemplo,

(a) momento angular orbital electrónico: g =−1,

(b) momento angular del espín electrónico: g ≈−2,

(c) momento angular del espín nuclear: g depende de cada núcleo.

El valor de la constante g del espín nuclear es de gran utilidad en la espectroscopía de la resonancia
magnética nuclear, RMN. En el Capítulo 14, se describen algunos detalles de esta técnica.

Las funciones propias del momento angular son útiles como funciones de referencia, |LM⟩. A
primer orden, los estados quedan separados uniformemente,

w(1)
LM =BµBM, M =−L, . . .L. (10.67)
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Figura 10.2: Las soluciones aproximadas para el estado basal del oscilador con un potencial cúbico
mediante la teoría de perturbaciones a orden 0 (línea negra), 1 (roja). El potencial armónico aparece
con una línea gris y el potencial cúbico en azul.

10.2.4 Ejemplo. El oscilador armónico con una perturbación cúbica.
En este caso, la elección es sencilla. El sistema de referencia es el oscilador armónico,

Ĥ0 =
p̂2

2µ
+ 1

2 µω
2x2, Ĥ ′ = βx3. (10.68)

De acuerdo con la Sección 5.2,

x̂ =

√
h̄

2µω

(
â+ â†) , 1 =

[
a,a†] , â|n⟩=

√
n|n−1⟩,

â†|n⟩=
√

n+1|n+1⟩, N̂ = â†â, Ĥ0 =h̄ω
(
N̂ + 1

2

)
,

N̂|n⟩= n|n⟩, ââ† = N̂ +1,
[
N̂, â

]
=−â,[

N̂, â†]= â†, N̂â = âN̂ − â, N̂â† = â†N̂ + â†.

. (10.69)

Por lo tanto, el operador x̂3 se escribe en la forma siguiente,

x̂3 =

(
h̄

2µω

)3/2 (
â+ â†)3

=

(
h̄

2µω

)3/2 (
â+ â†)(ââ+ ââ† + â†â+ â†â†)

=

(
h̄

2µω

)3/2 (
â3 +3âN̂ +3Nâ† + â†3)

. (10.70)

Al evaluar la corrección del primer orden a la energía, se obtiene que ésta es igual a cero,

w(1)
m = H ′

mm = 0. (10.71)

Mientras que, cuatro estados contribuyen en la corrección correspondiente a la función de onda.
A segundo orden, la corrección a la energía es cuadrática en el número cuántico,

w(2)
m = ∑

p̸=m
a(1)mpH ′

mp =− β 2h̄2

8µ3ω4

(
30m2 +30m+11

)
=−15β 2h̄2

4µ3ω4

(
m+ 1

2

)2 − 7β 2h̄2

16µ3ω4 =−h̄ωδ
2 [(m+ 1

2)
2 + 7

60

], (10.72)
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en donde δ 2 ≡ 15
(

β

2h̄ωα3

)2

es un parámetro adimensional.

Así, el espectro tiene la forma aproximada siguiente,

Wm ≈h̄ω

[
m+ 1

2 −δ
2
{(

m+ 1
2

)2
+ 7

60

}]
. (10.73)

Entonces, la perturbación cúbica rompe la uniformidad en la separación entre los estados. La Figura
10.2 muestra la solución aproximada a primer orden. La adición del término cúbico rompe la
simetría de la energía potencial y la paridad de la función propia.

Ejemplo 10.8. Cuando δ = 1
6 , la energía aproximada a segundo orden para un oscilador con

una perturbación cúbica es la siguiente,

Wm

h̄ω
≈ m+ 1

2 −
1

144

{
(2m+1)2 + 7

15

}
. (10.74)

El efecto de la perturbación en los estados de menor energía rápidamente se vuelve evidente,
W0 ≈ 1

2h̄ω 0.9796, W1 ≈ 1
2h̄ω 2.8685, W2 ≈ 1

2h̄ω 4.6463, etc.

10.3 Los estados degenerados.
Sea {|1⟩,|2⟩,. . .,|g⟩} un conjunto de kets degenerados del operador Ĥ0,

Ĥ0|k⟩= E|k⟩, k = 1,2, . . . ,g. (10.75)

Cualquier combinación lineal de estos estados también tiene la misma energía,

Ĥ0

∣∣∣∣∣ g

∑
k=1

Ckuk

〉
= E

∣∣∣∣∣ g

∑
k=1

Ckuk

〉
. (10.76)

De hecho, existe un número infinito de conjuntos de g kets que son degenerados y ortogonales entre
ellos. Por lo que, cuando hay degeneración, el conjunto de kets del orden cero no es evidente.

En el caso contrario, al tomar el límite cuando λ tiende a cero, el hamiltoniano del sistema real
tiende al hamiltoniano de referencia. De igual forma, las funciones de onda del sistema real tienden
a un conjunto bien definido de funciones degeneradas. El conjunto de kets que proviene de este
límite (al apagar la perturbación), permite definir al conjunto de funciones del orden cero, |Φ(0)

m ⟩.
Estos kets son una combinación lineal de los kets degenerados del operador hamiltoniano Ĥ0,∣∣∣Φ(0)

m

〉
=

g

∑
n=1

a(0)mn |n⟩, a(0)mn =
〈

n
∣∣∣Φ(0)

m

〉
, (10.77)

y corresponden con las soluciones cuando se toma el límite λ → 0 en el operador hamiltoniano Ĥλ .
Así, los coeficientes de la combinación lineal se determinan a partir del desarrollo perturbativo.

En la ecuación del primer orden, ecuación (10.25), al considerar a los estados degenerados, se
tiene que,

a(1)mp (Ep −Em) = 0 = w(1)
m a(0)mp −

〈
p
∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣Φ(0)

m

〉
. (10.78)

Por tanto, para el conjunto de los kets degenerados,

w(1)
m a(0)mp =

〈
p
∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣Φ(0)

m

〉
=

g

∑
n=1

a(0)mnH ′
pn. (10.79)

En la notación matricial, se obtiene una ecuación de valores propios,

H̃′a⃗(0)m = w(1)
m a⃗(0)m , (10.80)

en donde

H̃′ ≡

H ′
11 . . . H ′

1g
...

. . .
...

H ′
g1 . . . H ′

gg

 , a⃗(0)m =

a(0)m1
...

a(0)mg

 . (10.81)
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Las correcciones del primer orden a la energía, w(1)
m , son los valores propios de la matriz de la

perturbación, H̃′, en el subespacio de estados degenerados. Mientras que, los coeficientes a⃗(0)m son
los vectores propios.

Puede ocurrir que, a primer orden, aún exista degeneración en algún subconjunto del subespacio
degenerado. Entonces, es necesario ir a un orden superior para determinar al vector de coeficientes
a⃗(0)m .

Note que, a diferencia del caso no degenerado, las ecuaciones del primer orden no proporcionan
la corrección correspondiente a la función de onda.

10.3.1 Ejemplo. El efecto Zeeman en los orbitales del tipo p.

Los orbitales hidrogenoides del tipo p tienen degeneración triple. Por lo que, se aplican las
ecuaciones recién descritas. Para un campo uniforme y débil, el hamiltoniano de la interacción con
el campo es proporcional a L̂3,

Ĥ ′ =
eh̄
2µ

B

(
L̂3

h̄

)
. (10.82)

Por tanto,

H̃′
=

 〈np1
∣∣Ĥ ′∣∣np1

〉 〈
np1
∣∣Ĥ ′∣∣np0

〉 〈
np1
∣∣Ĥ ′∣∣np−1

〉〈
np0
∣∣Ĥ ′∣∣np1

〉 〈
np0
∣∣Ĥ ′∣∣np0

〉 〈
np0
∣∣Ĥ ′∣∣np−1

〉〈
np−1

∣∣Ĥ ′∣∣np1
〉 〈

np−1
∣∣Ĥ ′∣∣np0

〉 〈
np−1

∣∣Ĥ ′∣∣np−1
〉
 . (10.83)

En este caso, los orbitales hidrogenoides también son kets propios del operador de la perturbación.
Por lo que,

Ĥ ′ |npm⟩=
(

eh̄
2µ

)
Bm|npm⟩. (10.84)

Por esta razón, la matriz de la perturbación es diagonal,

H̃′
=

eh̄
2µ

B

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (10.85)

Para eliminar las constantes del hamiltoniano, se realiza la transformación

M̃ ≡ 2µ

eh̄B
H̃′

, xm ≡ 2µ

eh̄B
w(1)

m . (10.86)

Por lo que, se debe resolver la ecuación

M̃a⃗(0)m = xma⃗(0)m ,
(
M̃− xmĨ

)
a⃗(0)m = 0⃗. (10.87)

El problema homogéneo tiene una solución no trivial cuando el determinante del sistema es igual a
cero,

det
(
M̃− xĨ

)
=

∣∣∣∣∣∣
1− x 0 0

0 −x 0
0 0 −(1+ x)

∣∣∣∣∣∣=−(1+ x)(1− x)(−x) = 0. (10.88)

Por lo tanto, los valores propios son xm =−1, 0, 1 . Los vectores propios son las soluciones del
problema homogéneo, para cada valor de xm. Es decir, son solución del sistema de ecuaciones

(1− xm)A1 = 0, −xmA2 = 0, −(1+ xm)A3 = 0. (10.89)
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Para cada valor de xm, este sistema tiene una ecuación dependiente. Por lo que, cada solución tiene
un grado de libertad. Así, las soluciones para cada valor de xm son:

xm = 1,
−A2 = 0
−2A3 = 0

, a⃗(0)1 =

A1
0
0

= A1

1
0
0

= |np1⟩ ,

xm = 0,
A1 = 0
−A3 = 0

, a⃗(0)2 = A2

0
1
0

= |np0⟩ ,

xm =−1,
2A1 = 0
A2 = 0

, a⃗(0)3 = A3

0
0
1

= |np−1⟩ .

(10.90)

En este ejemplo, debido a que el operador hamiltoniano del sistema de referencia conmuta con el
operador de la perturbación, la matriz de la perturbación es diagonal. Además, los kets de referencia
coinciden con los kets hidrogenoides. Así, las correcciones a la energía quedan en la forma

w(1)
m =

(
eh̄
2µ

)
Bm. (10.91)

Note que, la separación entre los estados es proporcional a la intensidad del campo, B.
Como se comentó antes, para este problema Ĥ ′ conmuta con Ĥ0. De hecho,

[
Ĥ0, Ĥ0 + Ĥ ′]= 0.

Por lo tanto, Ĥ0 y Ĥ0 + Ĥ ′ tienen funciones propias comunes. Esto es, las funciones hidrogenoides
también son solución del sistema con el campo magnético débil. Por tanto, los valores propios

En +
eh̄
2µ

Bm corresponden a la solución exacta.

10.3.2 Ejemplo. El acoplamiento espín-órbita en un átomo hidrogenoide.

La interacción entre los momentos magnéticos asociados con los momentos angulares orbital y
del espín da origen al término conocido como el acoplamiento espín-órbita. Esta interacción está
descrita por el operador siguiente,

Ĥ ′ = a(r) ˆ⃗L · ˆ⃗S, a(r) =
1

2µ2c2r
dV
dr

=
Zq2

2µ2c2r3 . (10.92)

Al tomar en cuenta el espín electrónico, existen seis estados degenerados del tipo p, representados
por los kets

|vi⟩=
∣∣n1mi,

1
2 msi

〉
, ω

(0)
i = E(hidro)

n . (10.93)

Por comodidad, los kets se numeran en el orden siguiente,

|v1⟩= |np1α⟩ , |v3⟩= |np0α⟩ , |v5⟩= |np−1α⟩ ,
|v2⟩= |np1β ⟩ , |v4⟩= |np0β ⟩ , |v6⟩= |np−1β ⟩ .

(10.94)

Por medio de los operadores de ascenso y descenso, el operador de la perturbación toma la forma

Ĥ ′ = a(r)
[
L̂3Ŝ3 +

1
2 L̂+Ŝ−+ 1

2 L̂−Ŝ+
]
= ĥ1 + ĥ2 + ĥ3, (10.95)

en donde

ĥ1 ≡ a(r)L̂3Ŝ3, ĥ2 ≡ 1
2 a(r)L̂+Ŝ−, ĥ3 ≡ 1

2 a(r)L̂−Ŝ+. (10.96)
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Los elementos de matriz correspondientes a los operadores anteriores se calculan explícitamente.
La parte radial es la misma para todos los estados,〈

v j
∣∣ĥ1
∣∣vi
〉
=
∫

∞

0
R2

n1a(r)r2dr
〈
1m j

∣∣L̂3
∣∣1mi

〉〈1
2 ms j

∣∣Ŝ3
∣∣1

2 msi

〉
= An1h̄2miδmim j msiδmsi ,ms j

〈
v j
∣∣ĥ2
∣∣vi
〉
= 1

2 An1
〈
1m j

∣∣L̂+

∣∣1mi
〉〈1

2 ms j

∣∣Ŝ−∣∣1
2 msi

〉
= 1

2 An1h̄2
√

(2+mi)(1−mi)(
3
2 −msi)(

1
2 +msi)

δm j,mi+1δms j ,msi−1

〈
v j
∣∣ĥ3
∣∣vi
〉
= 1

2 An1
〈
1m j

∣∣L̂−
∣∣1mi

〉〈1
2 ms j

∣∣Ŝ+∣∣1
2 msi

〉
= 1

2 An1h̄2
√

(2−mi)(1+mi)(
3
2 +msi)(

1
2 −msi)

δm j,mi−1δms j ,msi+1

, (10.97)

en donde
An1 ≡

∫
∞

0
R2

n1a(r)r2dr. (10.98)

Así, se tienen las matrices siguientes,

h̃1

An1h̄2 =
(
1, 1

2

) (
1,−1

2

) (
0, 1

2

) (
0,−1

2

) (
−1, 1

2

) (
−1,−1

2

)(
1, 1

2

) 1
2 0 0 0 0 0(

1,−1
2

)
0 −1

2 0 0 0 0(
0, 1

2

)
0 0 0 0 0 0(

0,−1
2

)
0 0 0 0 0 0(

−1, 1
2

)
0 0 0 0 −1

2 0(
−1,−1

2

)
0 0 0 0 0 1

2

2h̃2

An1h̄2 =
(
1, 1

2

) (
1,−1

2

) (
0, 1

2

) (
0,−1

2

) (
−1, 1

2

) (
−1,−1

2

)(
1, 1

2

)
0 0 0 0 0 0(

1,−1
2

)
0 0

√
2 0 0 0(

0, 1
2

)
0 0 0 0 0 0(

0,−1
2

)
0 0 0 0

√
2 0(

−1, 1
2

)
0 0 0 0 0 0(

−1,−1
2

)
0 0 0 0 0 0

2h̃3

An1h̄2 =
(
1, 1

2

) (
1,−1

2

) (
0, 1

2

) (
0,−1

2

) (
−1, 1

2

)
(−1,−1

2)(
1, 1

2

)
0 0 0 0 0 0(

1,−1
2

)
0 0 0 0 0 0(

0, 1
2

)
0

√
2 0 0 0 0(

0,−1
2

)
0 0 0 0 0 0(

−1, 1
2

)
0 0 0

√
2 0 0(

−1,−1
2

)
0 0 0 0 0 0

Por lo tanto,

H̃′
=

h̄2An1

2



1 0 0 0 0 0
0 −1

√
2 0 0 0

0
√

2 0 0 0 0
0 0 0 0

√
2 0

0 0 0
√

2 −1 0
0 0 0 0 0 1

≡ h̄2An1

2
M̃. (10.99)
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Con la transformación xm ≡ 2
h̄2An1

w(1)
m , la ecuación a resolver toma la forma siguiente,

M̃a⃗(0)m = xma⃗(0)m . (10.100)

Por lo que, det
(
M̃− xĨ

)
= 0. Así,

0 = (1− x) [−(1+ x)(−x)−2] (1− x) [−x(−1− x)−2]

= (1− x)2(x2 + x−2)2 = (1− x)2(x+2)2(x−1)2

= (x−1)4(x+2)2

. (10.101)

En este caso, se tiene que x = 1 es una raíz cuádruple y x =−2 es una raíz doble. Las correcciones
a la energía quedan agrupadas de forma similar,

w(1)
m = 1

2h̄
2An1xm. (10.102)

Los vectores propios se calculan resolviendo el sistema homogéneo. Para la raíz cuádruple, x = 1,

−2a2 +
√

2a3 = 0√
2a2 −a3 = 0 a3 =

√
2a2

−a4 +
√

2a5 = 0 a4 =
√

2a5√
2a4 −2a5 = 0

, a⃗ =



a1
a2√
2a2√
2a5
a5
a6

 . (10.103)

Por lo tanto, la solución tiene cuatro grados de libertad. Los vectores propios de la raíz doble,
x =−2, son

3a1 = 0 a1 = 0
a2 +

√
2a3 = 0 a2 =−

√
2a3√

2a2 +2a3 = 0 a3 =−
√

2a5

2a4 +
√

2a5 = 0 a6 = 0√
2a4 +a5 = 0

3a6 = 0

, a⃗ =



0
−
√

2a3
a3
a4

−
√

2a4
0

 , (10.104)

y presentan dos grados de libertad.

La clasificación de los estados del acoplamiento espín-órbita.
La degeneración de estos estados está asociada con su momento angular total, J⃗. Esto es,

x = 1 → 4 estados → J = 3
2

x =−2 → 2 estados → J = 1
2

. (10.105)

En este caso, el momento angular total es la suma de los dos tipos de momento angular, J⃗ ≡ L⃗+ S⃗.
Así,

J2 =
(⃗

L+ S⃗
)2

= L2 +S2 + 2⃗L · S⃗. (10.106)

Como
[
Ĥ0 + Ĥ ′, Ĵ2

]
= 0 y

[
Ĥ0 + Ĥ ′, Ĵ3

]
= 0, el hamiltoniano y los operadores del momento angular

total tienen funciones propias comunes. Entonces, los grados de libertad se fijan de tal forma que
las funciones de orden cero también sean las funciones propias de los operadores del momento
angular total.

Al aplicar el operador Ĵ2 sobre los estados degenerados se tiene que,

Ĵ2 |vi⟩= L̂2 |vi⟩+2 ˆ⃗L · ˆ⃗S |vi⟩+ Ŝ2 |vi⟩

= 2h̄2 |vi⟩+2 ˆ⃗L · ˆ⃗S |vi⟩+ 3
4h̄

2 |vi⟩

= 11
4 h̄2 |vi⟩+2 ˆ⃗L · ˆ⃗S |vi⟩

. (10.107)
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El término que proviene del operador de la interacción espín-órbita se reemplaza por una operación
matricial,

ˆ⃗L · ˆ⃗S |vi⟩=
g

∑
j=1

∣∣v j
〉〈

v j

∣∣∣ ˆ⃗L · ˆ⃗S
∣∣∣vi

〉
=

g

∑
j=1

h̄2

2
M ji
∣∣v j
〉

=
h̄2

2

g

∑
j=1

Mi j
∣∣v j
〉 , (10.108)

en donde la matriz M̃ es simétrica, ecuación (10.98). Por lo tanto,

ˆ⃗L · ˆ⃗S
h̄2 |v1⟩= 1

2 |v1⟩ ,
ˆ⃗L · ˆ⃗S
h̄2 |v2⟩=−1

2 |v2⟩+ 1√
2
|v3⟩ ,

ˆ⃗L · ˆ⃗S
h̄2 |v3⟩= 1√

2
|v2⟩ ,

ˆ⃗L · ˆ⃗S
h̄2 |v4⟩= 1√

2
|v5⟩ ,

ˆ⃗L · ˆ⃗S
h̄2 |v5⟩=−1

2 |v5⟩+ 1√
2
|v4⟩ ,

ˆ⃗L · ˆ⃗S
h̄2 |v6⟩= 1

2 |v6⟩ .

(10.109)

Este resultado se representa en la forma

(
ˆ⃗L · ˆ⃗S
)

v⃗ = ˆ⃗L · ˆ⃗S

|v1⟩
...

|vg⟩

=
h̄2

2
M̃

|v1⟩
...

|vg⟩

= 1
2h̄

2M̃v⃗, (10.110)

en donde v⃗ es un vector columna que contiene a los kets degenerados. Usando la misma notación
para los otros operadores, se tiene que

(
L̂2 + Ŝ2) v⃗ =

(
L̂2 + Ŝ2)

|v1⟩
...

|vg⟩

= 11
4 h̄2

|v1⟩
...

|vg⟩

= 11
4 h̄2⃗v, (10.111)

y
Ĵ2

α⃗ =h̄2 [11
4 Ĩ+M̃

]
α⃗ = J̃2

α⃗, J̃2 ≡h̄2 (11
4 Ĩ+M̃

)
. (10.112)

En este caso, la matriz del momento angular total resulta ser,

J̃2
=h̄2



15
16 0 0 0 0 0
0 7

4

√
2 0 0 0

0
√

2 11
4 0 0 0

0 0 0 11
4

√
2 0

0 0 0
√

2 7
4 0

0 0 0 0 0 15
4


. (10.113)

Los kets del orden cero son una combinación lineal del conjunto degenerado. Éstos se escriben en
la forma siguiente, ∣∣∣Φ(0)

〉
=

g

∑
i=1

Ci |vi⟩= C⃗ · v⃗. (10.114)

Así, 〈
vk

∣∣∣Ĵ2
∣∣∣Φ(0)

〉
=

g

∑
i=1

Ci
〈
vk
∣∣Ĵ2∣∣vi

〉
. (10.115)

El ket
∣∣Φ(0)

〉
es un ket propio de Ĵ2,

Ĵ2
∣∣∣Φ(0)

〉
=h̄2 j( j+1)

∣∣∣Φ(0)
〉
=h̄2 j( j+1)∑

i
Ci |vi⟩ . (10.116)

Entonces,
J̃2C⃗ =h̄2 j( j+1)C⃗. (10.117)
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Al sustituir la forma explícita de la matriz, se obtiene

J̃2

h̄2 C⃗ =



15
4 C1

7
4C2 +

√
2C3√

2C2 +
11
4 C3

11
4 C4 +

√
2C5√

2C4 +
7
4C5

15
4 C6


. (10.118)

(a) Para el grupo de estados con x =−2,

C1 = 0, C2 =−
√

2C3, C5 =−
√

2C4, C6 = 0, (10.119)

se tiene que,

J̃2

h̄2 C⃗ =



0
C3

√
2
(
1− 7

4

)
C3
(
−2+ 11

4

)
C4
(11

4 −2
)

C4
√

2
(
1− 7

4

)
0

= 3
4



0
−
√

2C3
C3
C4

−
√

2C4
0

= 3
4C⃗. (10.120)

Entonces, j( j+1) = 3
4 y j = 1

2 , −3
2 . Por lo tanto, estos estados corresponden con j = 1

2 y
sólo existen dos estados, m j =±1

2 . Por esta razón, hay dos grados de libertad.
(b) En el caso del grupo de estados con x = 1, se obtiene que hay cuatro estados con j = 3

2 .
Finalmente, es necesario aplicar el operador Ĵ3 del momento angular total sobre cada estado de

referencia,

Ĵ3

∣∣∣Φ(0)
m

〉
= Ĵ3

g

∑
k=1

Ck |vk⟩=
g

∑
k=1

CkĴ3 |vk⟩

=
g

∑
k=1

Ck
(
L̂3 + Ŝ3

)
|vk⟩=h̄

g

∑
k=1

C j (mk +ms,k) |vk⟩

=h̄m j

∣∣∣Φ(0)
m

〉
=h̄m j

g

∑
k=1

Ck |vk⟩

. (10.121)

Al proyectar, se obtiene una ecuación escalar,〈
vi

∣∣∣∣ Ĵ3

h̄

∣∣∣∣Φ(0)
m

〉
= ∑

k
Ck (mk +ms,k)δki =Ci (mi +ms,i)

= m j ∑
k

Ckδki = m jCi

. (10.122)

El rearreglo de esta ecuación, lleva a

Ci (mi +ms,i −m j) = 0. (10.123)

Así, para cada uno de los coeficientes se tiene que

C1(m1 +ms,1 −m j) =C1
(3

2 −m j
)
= 0, C2

(1
2 −m j

)
= 0,

C3
(1

2 −m j
)
= 0, C4

(
−1

2 −m j
)
= 0,

C5
(
−1

2 −m j
)
= 0, C6

(
−3

2 −m j
)
= 0.

(10.124)

Cuando x =−2, C3 y C4 están aún sin determinar. Al tomar

C1 = 0, C2 =−
√

2C3, C5 =−
√

2C4, C6 = 0, (10.125)

sólo quedan dos posibilidades,

C3
(1

2 −m j
)
= 0, C4

(
−1

2 −m j
)
= 0. (10.126)



10.4 La teoría de perturbaciones dependiente del tiempo. 139

(a) Si C3 ̸= 0, entonces m j =
1
2 , y C4 = 0. Por lo tanto,

C⃗ =



0
−
√

2C3
C3
0
0
0

=C3



0
−
√

2
1
0
0
0

 ,
(

j = 1
2 , m j =

1
2

)
. (10.127)

De la condición de normalización, C3 =
√

1
3 . Así, el estado con j = 1

2 y m j =
1
2 resulta ser

∣∣∣Φ(0)
1

〉
=

|np0α⟩−
√

2 |np1β ⟩√
3

=
∣∣∣Φ(0)

1/2, 1/2

〉
. (10.128)

(b) Si C4 ̸= 0, entonces m j =−1
2 , y C3 = 0. Por lo tanto,

C⃗ =



0
0
0

C4

−
√

2C4
0

=C4



0
0
0
1

−
√

2
0

 ,
(

j = 1
2 , m j =−1

2

)
(10.129)

con C4 =
√

1
3 y ∣∣∣Φ(0)

2

〉
=

1√
3

(
|np0β ⟩−

√
2 |np−1α⟩

)
=
∣∣∣Φ(0)

1/2, −1/2

〉
. (10.130)

De forma similar, cuando x = 1, se tiene los estados siguientes,∣∣∣Φ(0)
3

〉
= |np1α⟩=

∣∣∣Φ(0)
3/2, 3/2

〉
,∣∣∣Φ(0)

4

〉
=

|np1β ⟩+
√

2 |np0α⟩√
3

=
∣∣∣Φ(0)

3/2, 1/2

〉
,∣∣∣Φ(0)

5

〉
=

√
2 |np0β ⟩+ |np−1α⟩√

3
=
∣∣∣Φ(0)

3/2, −1/2

〉
,∣∣∣Φ(0)

6

〉
= |np−1β ⟩=

∣∣∣Φ(0)
3/2, −3/2

〉
,

(10.131)

Para los estados del orden cero obtenidos, el efecto de la interacción espín-órbita se calcula
fácilmente,

ˆ̄L · ˆ̄S
h̄2

∣∣∣Φ(0)
j, m j

〉
=

ˆ̄J2 − ˆ̄L2 − ˆ̄S2

2h̄2

∣∣∣Φ(0)
j, m j

〉
=

j( j+1)−2− 3
4

2

∣∣∣Φ(0)
j, m j

〉
= 1

2

[
j( j+1)− 11

4

]∣∣∣Φ(0)
j, m j

〉. (10.132)

Así, para j = 1
2 se obtiene un valor de −h̄2. Mientras que, para j = 3

2 resulta ser 1
2h̄

2.

10.4 La teoría de perturbaciones dependiente del tiempo.
La evolución temporal de los sistemas microscópicos proviene de la solución de la ecuación de

Schrödinger dependiente del tiempo,

Ĥ0Ψ(⃗r, t) = ih̄
∂Ψ(⃗r, t)

∂ t
. (10.133)
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Cuando el operador hamiltoniano Ĥ0 no depende del tiempo, esta ecuación es separable y la función
de onda se escribe en la forma

Ψ(⃗r, t) = f (t)u(⃗r). (10.134)

Las funciones espaciales, un(⃗r), son las funciones propias del operador Ĥ0. Mientras que, la parte
temporal está dada por fn(t) = exp[−iEnt/h̄], en donde En es el valor propio asociado con la función
propia un. Por lo tanto, la solución general toma la forma

Ψ(⃗r, t) = ∑
n

anun(⃗r)e−iEnt/h̄, (10.135)

en donde los coeficientes an satisfacen la condición

∑
n
|an|2 = 1, (10.136)

para mantener a la solución normalizada.
Cuando el sistema anterior está en la presencia de un campo de fuerza dependiente del tiempo,

esta situación nueva queda descrita por el hamiltoniano Ĥ0 + Ĥ ′(t). En este caso, la función de
onda es la solución de la ecuación de Schrödinger asociada con el operador hamiltoniano nuevo,

(
Ĥ0 + Ĥ ′)

Φ(⃗r, t) = ih̄
∂Φ(⃗r, t)

∂ t
. (10.137)

Ahora, la ecuación de Schrödinger no es separable. Sin embargo, la solución se escribe en la forma
sigueinte,

Φ(⃗r, t) = ∑
n

an(t)un(⃗r)e−iEnt/h̄, (10.138)

en donde las funciones an(t) están determinadas por la ecuación (10.137). Así, se tiene que,

∑
n

Ĥ ′
[
un(⃗r)an(t)e−iEnt/h̄

]
= ih̄∑

n
un(⃗r)

dan

dt
e−iEnt/h̄. (10.139)

La proyección sobre el bra ⟨uk| conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales para las funciones
ak(t),

dak

dt
=− i

h̄ ∑
n

〈
uk
∣∣Ĥ ′∣∣un

〉
an(t)ei(Ek−En)t/h̄. (10.140)

10.4.1 El tratamiento perturbativo.
Para incluir al operador hamiltoniano Ĥ ′ como una perturbación es conveniente introducir un

parámetro de acoplamiento, λ , en el hamiltoniano auxiliar,

Ĥλ ≡ Ĥ0 +λ Ĥ ′. (10.141)

Las soluciones del hamiltoniano auxiliar dependen del parámetro de acoplamiento. Por lo tanto, las
funciones an(t) se desarrollan como series de Taylor con respecto a λ ,

an(t) = a(0)n (t)+λa(1)n (t)+ . . .=
∞

∑
j=0

λ
ja( j)

n (t). (10.142)

Al sustituir la serie anterior en la ecuación (10.140), se tiene que,

∞

∑
j=0

λ
j da( j)

k
dt

=− i
h̄ ∑

n
λ
〈
uk
∣∣Ĥ ′∣∣un

〉
ei(Ek−En)t/h̄

∞

∑
j=0

λ
ja( j)

n (t)

=− i
h̄

∞

∑
l=1

λ
l
∑
n

〈
uk
∣∣Ĥ ′∣∣un

〉
a(l−1)

n (t)ei(Ek−En)t/h̄

. (10.143)
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De la igualdad de las series en λ , se obtienen las ecuaciones siguientes,

da(0)k
dt

= 0

da( j)
k

dt
=− i

h̄ ∑
n

〈
uk
∣∣Ĥ ′∣∣un

〉
a( j−1)

n (t)ei(Ek−En)t/h̄, j > 0

. (10.144)

La ecuación del orden cero indica que las funciones a(0)k son constantes,

a(0)k (t) = Ak = const. (10.145)

Ejemplo 10.9. Considere que, en t = 0, el sistema se encuentra en el estado no perturbado
|um⟩. Entonces, am(0) = 1 y ak(0) = 0, para k ̸= m. Adicionalmente, todas las constantes Ak

son cero, excepto por Am, que es igual a uno, a(0)k = Ak = δkm. Además, a( j)
k (0) = 0, para

j > 0. Así, a primer orden,

da(1)k
dt

=− i
h̄ ∑

n

〈
uk
∣∣Ĥ ′∣∣un

〉
a(0)n (t)ei(Ek−En)t/h̄

=− i
h̄ ∑

n
δnm
〈
uk
∣∣Ĥ ′∣∣un

〉
ei(Ek−En)t/h̄

=− i
h̄

〈
uk
∣∣Ĥ ′∣∣um

〉
ei(Ek−Em)t/h̄

. (10.146)

Con este nivel de aproximación,
∣∣∣a(1)k (t)

∣∣∣2 representa la probabilidad de la transición del
estado |m⟩ al estado |k⟩, al tiempo t.

10.4.2 Ejemplo. La perturbación armónica.
Una perturbación armónica está representada por un operador hermitiano de la forma siguiente,

Ĥ ′(t) = ĥ′e−iωt + ĥ′†eiωt , (10.147)

en donde el operador ĥ′ es independiente del tiempo y ω > 0. En este caso, la ecuación (10.146)
queda así,

da(1)k
dt

=− i
h̄

[
ei(ωkm−ω)th′km + ei(ωkm+ω)th′∗mk

]
, (10.148)

con h′km ≡ ⟨k|ĥ′|m⟩ y h̄ωkm ≡ Ek −Em. Al integrar la ecuación anterior, se tiene que,

a(1)k (t) =− i
h̄

[
h′km

ei(ωkm−ω)t −1
ωkm −ω

+h′∗mk
ei(ωkm+ω)t −1

ωkm +ω

]
. (10.149)

La ecuación anterior toma una forma más sencilla cuando uno de los denominadores se acerca
a cero.

(a) Para ω ≈ ωkm, con ωkm > 0 (cuando hay absorción de la radiación), el primer sumando toma
el valor más grande y

∣∣∣a(1)k

∣∣∣2 ≈ ∣∣h′km

∣∣2
h̄2

∣∣ei(ωkm−ω)−1
∣∣2

(ωkm −ω)2

=
4
∣∣h′km

∣∣2
h̄2

sin2 [1
2(ωkm −ω)t

]
(ωkm −ω)2 , (ω ≈ ωkm)

. (10.150)

La probabilidad de la transición se muestra en la Figura 10.3.
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Figura 10.3: La probabilidad de la transición del estado m al k, en función de la frecuencia, ω .
La línea negra representa las ecuación (10.149). Mientras que, la roja a la (10.150) y la azul a la
(10.151).

(b) En forma similar, para ω ≈−ωkm, con ωkm < 0 (para la emisión inducida de la radiación),
se tiene que, ∣∣∣a(1)k

∣∣∣2 ≈ ∣∣h′km

∣∣2
h̄2

∣∣ei(ωkm+ω)−1
∣∣2

(ωkm +ω)2

=
4
∣∣h′km

∣∣2
h̄2

sin2 [1
2(ωkm +ω)t

]
(ωkm +ω)2 , (ω ≈−ωkm)

. (10.151)

Cuando existe un grupo de estados cercanos al estado |k⟩, la frecuencia de cada transición es
muy cercana para todos. En el caso con Ek > Em, se tiene que la probabilidad de la transición,
ecuación (10.150), toma la forma siguiente,∣∣∣a(1){k}

∣∣∣2 ≈ 4
h̄2

∫ ∣∣h′km

∣∣2 sin2
(

ωkm −ω

2
t
)

ρω(ωkm)

(ωkm −ω)2 dωkm, (10.152)

en donde ρω(ωkm) es la densidad estados alrededor de ωkm. Es importante comentar que el inte-
grando toma valores más grandes para ω ≈ ωkm, como se muestra en la Figura 10.3. A la expresión
de la ecuación (10.152) se le llama la regla de oro de Fermi.

10.4.3 Ejemplo. La absorción de la radiación electromagnética.
La energía potencial debida a la interacción entre un electrón y una onda de amplitud A, que

viaja en la dirección del eje z, está dada por

Ĥ ′ = eAzcosωt = 1
2 eAz

(
eiωt + e−iωt) . (10.153)

Al utilizar la teoría de perturbaciones a primer orden, se tiene que la probabilidad de la transición
del estado |m⟩ al estado |k⟩, ecuación (10.150), toma la forma∣∣∣a(1)k

∣∣∣2 ≈ ∣∣∣∣eAzkm

h̄

∣∣∣∣2 sin2 [1
2(ωkm −ω)t

]
(ωkm −ω)2 . (10.154)

en donde
ĥ′ = 1

2 eAz. (10.155)

Así, es necesario que la integral zkm ≡ ⟨k|ẑ|m⟩ sea distinta de cero para que la probabilidad no se
anule y la transición esté permitida.
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Cuando la onda viaja en la dirección del vector unitario K⃗, el operador hamitoniano de la
interacción toma la forma

Ĥ ′ = eA
(

K⃗ · r⃗
)

cosωt. (10.156)

En este caso, aparecen las otras componentes del vector r⃗.

10.4.4 Ejemplo. La absorción de la radiación por un sistema con un potencial central.
En un sistema con un potencial central, los estados están caracterizados por tres números

cuánticos,
|nlm⟩= Rnl(r)Ylm(Ω). (10.157)

La parte angular corresponde a las funciones propias de los operadores del momento angular orbital.
Los elementos de matriz del operador ẑ tienen la forma siguiente,〈

n′l′m′∣∣ẑ∣∣nlm
〉
=
〈
n′l′m′∣∣r cosθ

∣∣nlm
〉

=
〈
Rn′,l′

∣∣r∣∣Rnl
〉√4π

3
〈
l′m′∣∣Y10

∣∣lm〉. (10.158)

La integral angular se evalúa usando la identidad√
4π

3
Y10Ylm =

√
(l +1+m)(l +1−m)

(2l +1)(2l +3)
Yl+1, m

+

√
(l +m)(l −m)

(2l −1)(2l +1)
Yl−1, m

. (10.159)

Entonces, el elemento de matriz ⟨l′m′|Y10|lm⟩ es distinto de cero cuando m = m′ y l′ = l ±1.
A la relación que hay entre los números cuánticos de los estados involucrados en una transición

electrónica permitida se le denomina la regla de selección. Por lo tanto, para la interacción entre
una onda que viaja en la dirección del eje z y un sistema monoelectrónico con un potencial central,
la regla de selección es,

∆m = 0, ∆l =±1. (10.160)

Cuando la onda viaja en una dirección arbitraria, ecuación (10.156), la regla de selección toma la
forma

∆m = 0,±1, ∆l =±1. (10.161)

10.5 Problemas.
1. Use la teoría de perturbaciones de los estados no degenerados para obtener expresiones de

las correcciones del tercer orden a la energía y del segundo orden a la función de onda.
2. El operador hamiltoniano del oscilador armónico en un campo de fuerza constante es Ĥ =

p̂2

2µ
+ 1

2 kx2 −Fx. Use la teoría de perturbaciones para obtener:

(a) Φ
(0)
m +Φ

(1)
m .

(b) w(0)
m +w(1)

m +w(2)
m .

(c) ⟨Φ(0)
m +Φ

(1)
m |x̂|Φ(0)

m +Φ
(1)
m ⟩.

(d) ⟨Φ(0)
m +Φ

(1)
m |Ĥ|Φ(0)

m +Φ
(1)
m ⟩.

(e) Las correcciones del tercero y cuarto orden a la energía.
(f) Las correcciones del segundo y tercer orden a la función de onda.

3. Para el operador hamiltoniano Ĥ =
p̂2

2µ
+ 1

2 kx2 + c, en donde c es una constante, calcule:

(a) Las correcciones del primero y segundo orden a la energía.
(b) Las correcciones del primero y segundo orden a la función de onda.

Use al oscilador armónico como el sistema de referencia.
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4. Una partícula de masa µ se mueve en el intervalo [−a,a], con un potencial de la forma

V (x) =

 ∞ |x|> a

A
(

1− |x|
a

)
|x|< a

.

Utilice como sistema de referencia a la partícula encerrada.
(a) Calcule la corrección del primer orden a la energía.
(b) Evalúe el resultado para A =± 1

10 E1.

5. Considere al operador hamiltoniano Ĥ =
p̂2

2µ
+ 1

2 kx2 +βx3, en donde β es una constante.

Use al oscilador armónico como el sistema de referencia. Calcule:
(a) El braket ⟨ j|x3|k⟩.
(b) Las correcciones del primero y segundo orden a la energía.
(c) La corrección del primer orden a la función de onda.

6. Se tiene el operador hamiltoniano Ĥ =
p̂2

2µ
+ 1

2 kx2 + γx4, en donde γ es una constante. Use

al oscilador armónico como el sistema de referencia. Calcule:
(a) El braket ⟨ j|x4|k⟩.
(b) Las correcciones del primero y segundo orden a la energía.
(c) La corrección del primer orden a la función de onda.

7. Los kets |1⟩, |2⟩, . . . , |g⟩ son kets degenerados del operador Ô. Demuestre que la combinación
lineal | f ⟩= ∑

g
j=1 a j| j⟩ es un ket propio del operador Ô con el mismo valor propio que los

kets degenerados.
8. Utilice los operadores de ascenso y descenso del momento angular orbital y del espín para

obtener una expresión del operador ˆ⃗L · ˆ⃗S. Verifique que se obtiene la forma de la ecuación
(10.95).

9. Obtenga los vectores propios de la matriz de la ecuación (10.100) para los dos vectores
propios calculados en el texto.

10. A partir de la ecuación (10.107), evalúe los elementos de la matriz Ĵ2, J2
kl = ⟨vk|Ĵ2|vl⟩.

Verifique que se obtiene la matriz de la ecuación (10.113).
11. Obtenga los valores propios de la matriz de la ecuación (10.113).
12. Verifique que los vectores de las ecuaciones (10.103-104) son vectores propios de la matriz de

la ecuación (10.113). Identifique el valor propio y el valor de número cuántico del momento
angular total, J.

13. Repita el procedimiento del texto para obtener los kets de la ecuación (10.131). Estos kets
son kets propios de los operadores Ĵ2 y Ĵ3.

14. Sustituya la ecuación (10.134) en la (10.133) y resuelva para las funciones f (t) y u(⃗r).
15. Demuestre que la ecuación (10.135) es la solución de la ecuación (10.133).
16. Demuestre que la condición de la normalización de la función de onda (10.135) conduce a la

ecuación (10.136).
17. Verifique que el operador de la ecuación (10.147) es hermitiano.
18. Verifique que las ecuaciones (10.149-150) provienen de la (10.148), con las aproximaciones

descritas en el texto.
19. Sustituya la ecuación (10.157) en la (10.154) y simplifique el braket del operador ẑ.



11. La suma de los momentos angulares.

La presencia de los diferentes tipos del momento angular, orbital y del espín, y de más de una
partícula produce un momento angular total, sumado vectorialmente. Debido a que las componentes
del momento angular no conmutan entre sí, no es posible determinar todas las componentes de la
suma de los vectores. Por esta razón, es necesario contar con un método para sumar los momentos
angulares en la mecánica cuántica.

Sean J⃗1 y J⃗2 dos momentos angulares, el momento angular total, J⃗, es la suma de ambos,

J⃗ = J⃗1 + J⃗2, (11.1)

en donde los operadores de las partes conmutan,
[
J⃗1, J⃗2

]
= 0, debido a que actúan sobre coordenadas

diferentes. Como consecuencia, el momento angular total también conmuta con sus partes,
[
J⃗, J⃗k

]
=

0.
Para identificar a las funciones propias del momento angular total es necesario contar con un

conjunto de operadores que conmuten. En este caso, estas funciones son las funciones propias de
dichos operadores. Normalmente se consideran dos opciones.

(a) La primera opción toma al conjunto de los operadores de los momentos angulares indivi-
duales,

{
Ĵ2

1 , Ĵ2
2 , Ĵ13, Ĵ23

}
. Para estos operadores, los kets propios son

∣∣ j1, j2;m1,m2
〉
, que

consisten en el producto directo del conjunto de kets propios de cada operador individual de
momento angular. A este conjunto de kets se le denomina la base desacoplada.

(b) La segunda opción consiste en tomar a los operadores
{

Ĵ2, Ĵ2
1 , Ĵ

2
2 , Ĵz

}
. Estos operadores

tienen los siguientes kets propios,
∣∣ j j1 j2 m j

〉
, y se les llama la base acoplada.

Es importante mencionar que ambos conjuntos de kets forman una base del mismo espacio
vectorial y, por tanto, son matemáticamente equivalentes. Sin embargo, una base puede ser mas
cómoda que otra para alguna aplicación particular.

Un ket de la base desacoplada,
∣∣D〉≡ ∣∣ j1 j2;m1m2

〉
, cumple con las propiedades siguientes,

Ĵ2
k

∣∣D〉= jk( jk +1)h̄2∣∣D〉, Ĵk3
∣∣D〉= mkh̄

∣∣D〉. (11.2)

Mientras que, para un ket de la base acoplada,
∣∣A〉≡ ∣∣ j j1 j2m j

〉
,

Ĵ2∣∣A〉= j( j+1)h̄2∣∣A〉
Ĵ2

k

∣∣A〉= jk( jk +1)h̄2∣∣A〉
Ĵz
∣∣A〉= m jh̄

∣∣A〉 . (11.3)
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11.1 Los valores propios.

Para determinar a los valores propios del momento angular total es necesario analizar con
más detalle ambos conjuntos. El momento angular total es la suma vectorial de los momentos
individuales, ecuación (11.1). Entonces,

Ĵz = Ĵ13 + Ĵ23. (11.4)

Si se aplica este operador sobre un ket de la base desacoplada, se encuentra que es ket propio del
operador Ĵz,

Ĵz
∣∣D〉= Ĵ13

∣∣D〉+ Ĵ23
∣∣D〉= (m1 +m2)h̄

∣∣D〉= m jh̄
∣∣D〉. (11.5)

Esto es, el ket |D⟩ es un ket propio del operador Ĵz. Pero, de acuerdo con la ecuación (11.3), el valor
propio es m j. Así que, m j = m1 +m2, Además,

(m j)max = (m1)max +(m2)max = j1 + j2,

(m j)min = (m1)min +(m2)min =−( j1 + j2).
(11.6)

Por lo tanto, el valor más grande que se puede obtener de j es

jmax = j1 + j2, (11.7)

y, los valores de m j correspondientes son

m j =−( jmax), . . . , jmax =−( j1 + j2), . . . , j1 + j2. (11.8)

Para determinar el valor mínimo de j es necesario conocer el número de kets que hay en la base
desacoplada. Estos kets provienen de un producto directo,∣∣D〉= ∣∣ j1 j2;m1m2

〉
=
∣∣ j1m1

〉∣∣ j2m2
〉
. (11.9)

Entonces, hay n = (2 j1 +1)(2 j2 +1) kets en la base desacoplada. Este es el mismo número de kets
que hay en la base acoplada. Ya que, ambos conjuntos son bases del mismo espacio vectorial. Por
lo que,

n =
jmax= j1+ j2

∑
j= jmin

(2 j+1) = (2 j1 +1)(2 j2 +1). (11.10)

Al igualar ambas expresiones y resolver para jmin, se tiene que, jmin =
∣∣ j1 − j2

∣∣. Así,∣∣ j1 − j2
∣∣≤ j ≤ j1 + j2. (11.11)

11.2 Las funciones propias.

Dado que ambos conjuntos de kets forman una base del mismo espacio, los kets de la base
acoplada son una combinación lineal de la base desacoplada,∣∣ j j1 j2m j

〉
= ∑

m1,m2

C j,m j
m1,m2( j1, j2)

∣∣ j1 j2;m1m2
〉
, (11.12)

en donde los coeficientes son las proyecciones siguientes,

C j,m j
m1m2( j1, j2) =

〈
j1 j2;m1m2

∣∣ j j1 j2m j
〉
. (11.13)

Estas proyecciones se denominan los coeficientes de Clebsh-Gordan o los símbolos 3 j. Dichos
coeficientes garantizan que los kets de la base acoplada sean kets propios de los operadores{

Ĵ2, Ĵ2
1 , Ĵ

2
2 , Ĵz

}
. A continuación, se muestran algunos ejemplos en donde se calculan estos coeficien-

tes.
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11.3 Ejemplo. El momento angular total de un átomo hidrogenoide.
En un átomo hidrogenoide, el momento angular total del electrón es la suma de su momento

angular orbital, L⃗, y del espín, S⃗, con s = 1
2 ,

Ĵ2 =
(

ˆ⃗L+ ˆ⃗S
)2

= L̂2 +2 ˆ⃗L · ˆ⃗S+ Ŝ2

= L̂2 + Ŝ2 +2L̂3Ŝ3 + L̂+Ŝ−+ L̂−Ŝ+
Ĵz = L̂3 + Ŝ3

. (11.14)

En general, los kets de la base acoplada satisfacen la ecuación de valores propios(
Ĵ2

h̄2

)∣∣ jlsm j
〉
= j( j+1)

∣∣ jlsm j
〉
. (11.15)

Por lo que, al sustituir la ecuación (11.12) en la (11.15) y proyectar sobre el bra ⟨ls;m′m′
s|, se tiene

que,

∑
m,ms

C j,m j
m,ms(l,s)

〈
ls;m′m′

s

∣∣∣∣ Ĵ2

h̄2

∣∣∣∣ls;mms

〉
= j( j+1)C j,m j

m′,m′
s
(l,s). (11.16)

O bien,
∑

m,ms

C j,m j
m,ms(l,s)(J

2)m′,m′
s;m,ms = j( j+1)C j,m j

m′,m′
s
(l,s). (11.17)

Usando la notación matricial, la ecuación anterior se escribe en la forma siguiente,

J̃2C⃗ = j( j+1)C⃗. (11.18)

En este caso, la matriz del momento angular total contiene los elementos

(J2)m′,m′
s;m,ms =

〈
ls;m′,m′

s

∣∣∣∣ Ĵ2

h̄2

∣∣∣∣ls;m,ms

〉
= l(l +1)δm,m′δms,m′

s
+ s(s+1)δm,m′δms,m′

s

+2mmsδm,m′δms,m′
s

+
√

(l −m+1)(l +m)(s+ms +1)(s−ms)

δm−1,m′δms+1,m′
s

+
√

(l +m+1)(l −m)(s−ms +1)(s+ms)

δm+1,m′δms−1,m′
s

. (11.19)

En forma similar, (
Ĵz

h̄

)∣∣ jlsm j
〉
= m j

∣∣ jlsm j
〉
, (11.20)

y para las componentes,

∑
m,ms

C j,m j
m,ms(l,s)

〈
ls;m′,m′

s

∣∣∣∣ Ĵz

h̄

∣∣∣∣ls;m,ms

〉
= m jC

j,m j
m′,m′

s
(l,s). (11.21)

Esto es,
∑

m,ms

C j,m j
m,ms(l,s)(m+ms)δm,m′δms,m′

s
= (m′+ms)C

j,m j
m′,m′

s
(l,s). (11.22)

Por lo tanto, al igualar los resultados de las ecuaciones (11.21-22), se tiene que

[m j − (m+ms)]C
j,m j
m1ms(l,s) = 0. (11.23)

Entonces, cuando
m j = m+ms, (11.24)
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el coeficiente puede ser distinto de cero. Mientras que, en el caso contrario, m j ̸= m+ms,

C j,m j
m1ms(l,s) = 0, (m j ̸= m+ms). (11.25)

Adicionalmente, algunos coeficientes son cero aún cuando la condición m j = m+ms se cumple. El
valor de todos los coeficientes proviene de la solución de la ecuación (11.18), para cada uno de los
valores de j en el intervalo

∣∣l − s
∣∣≤ j ≤ l + s.

Para determinar a todos los coeficientes, es necesario aplicar la condición de normalización.
Así,

1 =
〈

jlsm j
∣∣ jlsm j

〉
= ∑

m,ms

∣∣∣C j,m j
m,ms(l,s)

∣∣∣2 = C⃗ ·C⃗ = ∑
ms

∣∣∣C j,m j
m j−ms,ms

∣∣∣2 . (11.26)

11.3.1 Los orbitales del tipo s.
Para los orbitales del tipo s, l = 0 y s = 1

2 . En este caso, la matriz del momento angular total
toma la forma

(m,ms)
J̃2 (

0, 1
2

) (
0,−1

2

)
(m′,m′

s)
(
0, 1

2

) 3
4 0(

0,−1
2

)
0 3

4

Observe que, en este ejemplo, la matriz J̃2 es diagonal en la base desacoplada. Por lo tanto,

j( j+1) = 3
4 , (11.27)

y j = jmax = jmin =
1
2 . Adicionalmente,∣∣1

2 0 1
2

1
2

〉
=
∣∣∣Y00α

〉
,

∣∣1
2 ,0,

1
2 ,−

1
2

〉
=
∣∣∣Y00β

〉
. (11.28)

11.3.2 Los orbitales del tipo p.
En este caso, l = 1 y s = 1

2 . Entonces, la matriz del momento angular queda en la forma

J̃2
(1, 1

2) (1,−1
2) (0, 1

2) (0,−1
2) (−1, 1

2) (−1,−1
2)

(1, 1
2)

15
4 0 0 0 0 0

(1,−1
2) 0 7

4

√
2 0 0 0

(0, 1
2) 0

√
2 11

4 0 0 0
(0,−1

2) 0 0 0 11
4

√
2 0

(1, 1
2) 0 0 0

√
2 7

4 0
(−1, 1

2) 0 0 0 0 0 15
4

Los valores de j provienen de los valores propios de la matriz J̃2,∣∣∣J̃2 − xĨ
∣∣∣= (15

4 − x
)2 [(7

4 − x
)(11

4 − x
)
−2
]2

=
(15

4 − x
)2 (77

16 −
9
2 x+ x2 −2

)2

=
(15

4 − x
)2 [

x2 −2 9
4 x+ 45

16

]2
=
(15

4 − x
)2
[
x2 −2 9

4 x+
(9

4

)2 − 81
16 +

45
16

]2

=
(15

4 − x
)2 (

x− 9
4 −

6
4

)2 (
x− 9

4 +
6
4

)2

=
(
x− 15

4

)4 (
x− 3

4

)2

. (11.29)

Así, j = 1
2 ,

3
2 . Por lo que, los valores de j cumplen con la condición siguiente,

l + s = 3
2 ≥ j ≥ |l − s|= 1

2 , (11.30)



11.3 Ejemplo. El momento angular total de un átomo hidrogenoide. 149

Primero, se resuelve para j = 3
2 . Cuando m j =

3
2 , el único coeficiente distinto de cero de la

ecuación (11.23) es
c1 ≡C3/2, 3/2

1, 1/2

(
1, 1

2

)
. (11.31)

Entonces,
C⃗ = c1[1,0,0,0,0,0] = [1,0,0,0,0,0], (11.32)

y, ∣∣3
2 1 1

2
3
2

〉
=
∣∣11; 1

2
1
2

〉
= |Y11α⟩ . (11.33)

Para m j =
1
2 , sólo dos coeficientes de la ecuación (11.23) no se anulan,

c2 ≡C3/2,1/2
1,−1/2

(
1, 1

2

)
, c3 ≡C3/2,1/2

0,1/2

(
1, 1

2

)
. (11.34)

Así,
J̃2C⃗ = J̃2

[0,c2,c3,0,0,0] = 15
4 C⃗, (11.35)

que equivale al sistema de ecuaciones siguiente,

7
4 c2 +

√
2c3 =

15
4 c2,

√
2c2 +

11
4 c3 =

15
4 c3. (11.36)

Por lo que, c3 =
√

2c2. Entonces,

C⃗ = c2

[
0,1,

√
2,0,0,0

]
,

∣∣3
2 1 1

2
1
2

〉
=
√

1
3 |Y11β ⟩+

√
2
3 |Y01α⟩ , (11.37)

y,

C3/2,1/2
1,−1/2

(
1, 1

2

)
=
√

1
3 , C3/2,1/2

0,1/2

(
1, 1

2

)
=
√

2
3 . (11.38)

En forma similar, ∣∣3
2 ,1,

1
2 ,−

1
2

〉
=
√

2
3 |Y10β ⟩+

√
1
3 |Y1,−1α⟩ ,∣∣1

2 ,1,
1
2 ,−

1
2

〉
=
√

1
3 |Y10β ⟩−

√
2
3 |Y1,−1α⟩ ,∣∣1

2 ,1,
1
2 ,

1
2

〉
=−

√
2
3 |Y11β ⟩+

√
1
3 |Y10α⟩ ,∣∣3

2 ,1,
1
2 ,−

3
2

〉
= |Y1,−1β ⟩ .

(11.39)

Ambos conjuntos de kets forman dos bases distintas del mismo espacio vectorial. Entonces,
ambas bases están relacionadas a través de una transformación lineal,

∣∣3
2 ,1,

1
2 ,

3
2

〉
...∣∣3

2 ,1,
1
2 ,−

3
2

〉
−−−−∣∣1
2 ,1,

1
2 ,

1
2

〉∣∣1
2 ,1,

1
2 ,−

1
2

〉


=



C3/2,3/2
1,1/2 C3/2,3/2

1,−1/2 . . . C3/2,3/2
−1,−1/2

...
...

...
C3/2,−3/2

1,1/2 C3/2,−3/2
1,−1/2 . . . C3/2,−3/2

−1,−1/2
−−−− −−−− −−−−
C1/2,1/2

1,1/2 C1/2,1/2
1,−1/2 . . . C1/2,1/2

−1,−1/2

C1/2,−1/2
1,1/2 C1/2,−1/2

1,−1/2 . . . C1/2,−1/2
−1,−1/2




∣∣1, 1

2 ;1, 1
2

〉∣∣1, 1
2 ;1,−1

2

〉
...∣∣1, 1

2 ;−1,−1
2

〉


. (11.40)

Esto es,
X⃗aco = C̃X⃗des. (11.41)
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O bien,

X⃗aco =

 | jmax j1 j2 jmax⟩
...

| jmin j1 j2,− jmin⟩

= C̃

 | j1, j2; j1, j2⟩
...

| j1, j2;− j1,− j2⟩

 . (11.42)

Observe que los renglones de la matriz C̃ corresponden a las componentes de los vectores propios
de los operadores Ĵ2 y Ĵz,

C̃
(
l = 1, s = 1

2

)
=



1 0 0 0 0 0

0
√

1
3

√
2
3 0 0 0

0 0 0
√

2
3

√
1
3 0

0 0 0 0 0 1

0 −
√

2
3

√
1
3 0 0 0

0 0 0
√

1
3 −

√
2
3 0


. (11.43)

11.3.3 Los orbitales del tipo d.
El mismo procedimiento se aplica para los orbitales del tipo d. La matriz de los coeficientes de

Clebsh-Gordan es la siguiente,

C̃
(
2, 1

2

)
=

=



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
√

1
5

√
4
5 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
√

2
5

√
3
5 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
√

3
5

√
2
5 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
√

4
5

√
1
5 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 −
√

4
5

√
1
5 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −
√

3
5

√
2
5 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
√

2
5 −

√
3
5 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
√

1
5 −

√
4
5 0



. (11.44)

11.4 Problemas.
1. Evalúe la suma de la ecuación (11.10) y resuelva para jmin.
2. Utilice las relaciones de la ecuación (11.14) para evaluar los brakets de las ecuaciones (11.19)

y (11.21).
3. Obtenga los valores y vectores propios de la matriz J̃2 de la sección 11.3.1.
4. Resuelva la ecuación (11.35) y normalice el vector de la solución.
5. Repita el procedimiento de la sección 11.3.2 y verifique que los vectores propios restantes de

la matriz J̃2 corresponden a los de la ecuación (11.39).
6. Verifique que la matriz de los coeficientes de Clebsh-Gordan, para l = 2 y s = 1

2 , corresponde
a la ecuación (11.44).



12. Los átomos polielectrónicos.

Entre los sistemas cuánticos más sencillos de interés en la química, están los átomos polielectró-
nicos. Como ya se comentó anteriormente, sólo para los átomos hidrogenoides es posible obtener
la solución exacta. La presencia del operador de la repulsión electrónica impide la separación de
la ecuación de Schrödinger en ecuaciones de menor complejidad. Por esta razón, en este capítulo
se plantean diferentes modelos para obtener algunas descripciones aproximadas de la estructura
electrónica de los sistemas atómicos. También, se analiza aquí el problema de la búsqueda de la
solución exacta.

El hamiltoniano de un sistema atómico con N electrones tiene la forma

Ĥ =− h̄2

2µ

N

∑
i=1

∇
2
i −Zq2

N

∑
i=1

1
ri
+q2

N−1

∑
i=1

N

∑
j=i+1

1
ri j

= T̂ +V̂ , (12.1)

en donde

T̂ ≡− h̄2

2µ

N

∑
i=1

∇
2
i , V̂ ≡ V̂ne +V̂ee, V̂ne ≡−Zq2

N

∑
i=1

1
ri
,

V̂ee ≡ q2
N−1

∑
i=1

N

∑
j=i+1

1
ri j

=
q2

2 ∑
i ̸= j

1
ri j

=
q2

2 ∑
i j

′ 1
ri j

, q2 ≡ e2

4πε0
. (12.2)

La suma primada indica que los índices de la suma no pueden ser iguales. En particular, para el
operador V̂ee, los términos con i = j no están incluidos en la suma. Así, la función de onda depende
de las coordenadas de los N electrones y de sus espines,

Ψ = Ψ (⃗r1σ1, r⃗2σ2, . . . ,⃗rNσN) . (12.3)

Por lo que, la ecuación de valores propios de la energía es una ecuación diferencial parcial en las
3N dimensiones espaciales y N dimensiones del espín. La presencia del operador de la repulsión
electrónica ocasiona que el operador hamiltoniano de un átomo no sea separable. Por tanto, para
obtener la solución de la ecuación de Schrödinger, es necesario resolver la ecuación directamente.
Este es un problema muy complicado, incluso para los átomos con dos electrones. Por esta razón,
se recurre a uso de modelos simplificados, que permiten analizar algunas propiedades generales de
los sistemas atómicos.

Por simplicidad, se elige un sistema especial de unidades para trabajar con sistemas atómicos y
moleculares. A este sistema se le denomina el sistema de las unidades atómicas. La definición de
este sistema de unidades está basada en asignar una unidad atómica a un conjunto de constantes
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fundamentales que aparecen frecuentemente en la ecuaciones de la mecánica cuántica. Así que, se
escoge la asignación siguiente,

h̄ = 1 ua, me = 1 ua, q2 = 1 ua, e = 1 ua,

∴ a0 ≡
h̄2

meq2 = 1 ua,
(12.4)

en donde la abreviatura ua representa una unidad atómica.
Ejemplo 12.1. En el sistema de unidades atómicas, la energía hidrogenoide queda en la
forma

E(hidro) =− Z2q2

2a0n2 =−ε0
Z2

2n2 =− Z2

2n2 ua, (12.5)

en donde ε0 ≡
q2

a0
= 1 ua. Para el hidrógeno en su estado basal,

E(hidro)
∣∣∣
Z=1, n=1

=−1
2 ua =−1

2 Hartree. (12.6)

Tradicionalmente, a la unidad atómica de la energía se le denomina un Hartree. En estas
unidades, el operador hamiltoniano de un átomo toma la forma

Ĥ =−1
2

N

∑
i=1

∇
2
i −Z

N

∑
i=1

1
ri
+ 1

2 ∑
i j

′ 1
ri j

= ∑
i

(
−1

2 ∇
2
i −

Z
ri

)
+ 1

2 ∑
i j

′ 1
ri j

.

(12.7)

12.1 El modelo de las partículas independientes.
El modelo de las partículas independientes representa a un sistema de partículas sin interacción.

En el caso de un átomo, la repulsión entre los electrones no está presente. Para este modelo, el
operador hamiltoniano es separable,

Ĥ ≈ ĤPI = T̂ +V̂ne =
N

∑
i=1

ĥ(hidro)
i , (12.8)

en donde los sumandos son operadores hamiltonianos hidrogenoides,

ĥ(hidro)
i ≡− h̄2

2µ
∇

2
i −

Zq2

ri
. (12.9)

En este caso, la función propia es un producto de funciones monoelectrónicas, uk,

Ψ (⃗ri, . . . ,⃗rN) =
N

∏
k=1

uk (⃗rk) , (12.10)

que son kets propios del operador hamiltoniano hidrogenoide,

ĥ(hidro) |uk⟩= εk |uk⟩
|uk⟩= |nklkmk⟩

εk =−1
2

q2

a0

Z2

n2
k
=−1

2 ε0
Z2

n2
k

. (12.11)

Mientras que, la energía del átomo es la suma de la energías individuales, εk,

EPI =
N

∑
k=1

εk, (12.12)

que son los valores propios del mismo hamiltoniano hidrogenoide.
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Ejemplo 12.2. La energía del estado basal del átomo de litio (1s22s1), en el modelo de las
partículas independientes, es

ELi(1s22s1)
PI = 2ε

Li
1s + ε

Li
2s =−9

2 ε0(2+ 1
4) =−81

8 ε0 .

12.1.1 El comportamiento cualitativo.
Para analizar el comportamiento cualitativo de las propiedades energéticas de este modelo, se

consideran las especies con sus capas totalmente llenas. Esto es, los átomos en dónde los orbitales
están ocupados para todos los valores del número cuántico n, desde 1 hasta Nmax. Así, para un
sistema de este tipo, la energía se calcula en la forma siguiente,

EPI =
Nmax

∑
n=1

n−1

∑
l=0

l

∑
m=−l

2εn = 2
Nmax

∑
n=1

εn

n−1

∑
l=0

l

∑
m=−l

1

= 2
Nmax

∑
n=1

εn

n−1

∑
l=0

(2l +1) =−ε0Z2Nmax,

(12.13)

en donde se han colocado dos electrones en cada orbital. En forma similar, el número de electrones
de este sistema corresponde a

N =
Nmax

∑
n=1

n−1

∑
l=0

l

∑
m=−l

2 = 1
3 Nmax (Nmax +1)(2Nmax +1) . (12.14)

Esta expresión cúbica no permite obtener una relación simple entre N y Nmax. Sin embargo, para un
sistema con muchas partículas, Nmax ≫ 1, esto es posible,

N ≈ 2
3 N3

max. (12.15)

Así, la magnitud de la energía crece como una potencia del número de electrones N,

E ≈−ε0Z2 (3
2 N
)1/3

. (12.16)

Ejemplo 12.3. Para un átomo neutro, N = Z. Así que, la ecuación (12.16) proporciona una
relación entre la energía y el número atómico,

E ≈−ε0
(3

2

) 1
3 Z

7
3 . (12.17)

Es importante mencionar que en este modelo, la ausencia del operador de la interacción entre
los electrones ocasiona que el orden de los orbitales sea distinto al orden de llenado de los átomos
reales. Por lo que, los sistemas con capas llenas son análogos a los gases nobles. Aunque, no
tienen la misma configuración electrónica y, por consecuencia, tienen un número de electrones
diferente. También, es importante recalcar que la aproximación realizada para los átomos con
muchas partículas, Nmax ≫ 1, introduce una aproximación adicional. Este punto se analiza más
adelante. La tabla 12.1 muestra el valor aproximado de Nmax, obtenido con la ecuación (12.15). Los
valores de la tabla permiten concluir que el valor de Nmax está sobrestimado prácticamente por una
constante.

12.1.2 El átomo de helio.
Para el átomo de helio, la configuración electrónica del modelo de las partículas independientes

coincide con la real, 1s2. Los parámetros para este átomo son Nmax = 1, N = 2 y Z = 2. Por lo
tanto,

EHe
PI =−ε0Z2 =−4 ua. (12.18)
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Tabla 12.1: Los átomos con sus capas llenas en la aproximación de las partículas independientes.

Nmax configuración N
(3

2 N
)1/3

1 1s2 2 1.4
2 1s22s22p6 10 2.5
3 1s2 . . .3d10 28 3.5
4 1s2 . . .4 f 14 60 4.5
5 1s2 . . .5g18 110 5.5

Al comparar esta aproximación con el valor experimental, EHe
exp = −2.905 ua, se observa una

desviación importante. La energía de ionización presenta un comportamiento similar,

IHe
PI = EHe+

PI −EHe
PI =−1

2 ε0Z2 + ε0Z2 = 1
2 ε0Z2 = 2 ua,

IHe
exp ≡ EHe+

exp −EHe
exp = 0.905 ua

. (12.19)

El error es superior al 100%.
En este modelo sin interacción, la energía de ionización del helio representa la mitad de la

energía total. Por lo tanto, una forma de corregir el modelo consiste en suponer que los electrones
sienten la presencia de un núcleo con una carga distinta, denominada la carga nuclear efectiva
(ζ ). Esta carga ficticia es el resultado del balance entre la atracción nuclear que experimenta cada
electrón y la repulsión debida al otro electrón. El modelo de partículas independientes, bajo la
presencia de una carga nuclear efectiva, lleva a la energía siguiente,

EHe
PI (ζ ) =−ε0ζ

2. (12.20)

La carga nuclear efectiva se elige de tal forma que se reproduce el valor de EHe
exp. Entonces,

ζHe =

√
−EHe

exp

ε0
= 1.70. (12.21)

La constante de apantallamiento, S, está definida como S ≡ Z − ζ . Esta cantidad representa el
número de protones que son apantallados por la presencia de los otros electrones en el átomo.
Para el átomo de helio, SHe = 0.30. Por lo que, dentro de este modelo, la repulsión debida al otro
electrón del orbital 1s tiene un efecto equivalente al 30% de un protón.

Desde luego que esta modificación no es perfecta. Al calcular la energía de ionización con este
modelo, ésta representa la mitad de la energía total,

IHe
PI =−1

2 EHe
PI (ζ ) =−1

2 EHe
exp =

1
2 ε0ζ

2 = 1.45ua. (12.22)

Es decir, hay una sobrestimación del 60%.
Esta no es la única forma de introducir el concepto de la carga nuclear efectiva y su genera-

lización para los átomos con más electrones no es sencilla. Sin embargo, las estimaciones recién
evaluadas permiten mostrar las deficiencias que aparecen al sobresimplificar el problema.

12.1.3 El modelo polinomial.
En los átomos con sus capas llena, la relación entre N y Nmax se aproxima asintóticamente,

Nmax ≫ 1, ecuación (12.15). La dependencia entre ambas variables se analiza con más detalle. La
ecuación (12.14) se escribe así,

N = 1
3 Nmax (Nmax +1)(2Nmax +1)

= 2
3 N3

max

(
1+

1
Nmax

)(
1+

1
2Nmax

)
,
. (12.23)

Sin embargo, es claro que
N > 2

3 N3
max, (12.24)
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Figura 12.1: La gráfica de la función f (x) = 1
3 x(x+1)(2x+1).

y la tabla 12.1 muestra una regularidad interesante.
Las variables N y Nmax están relacionadas por la ecuación cúbica de la ecuación (12.23). Es

importante mencionar que, en general, una relación cúbica no es invertible. La Figura 12.1 indica
que la relación entre estas dos variables no siempre es uno a uno. La relación polinomial está dada
por la función

f (x) = 1
3 x(x+1)(2x+1). (12.25)

Esta función tiene tres raíces reales, x= 0,−1
2 ,−1. Por tanto, la función f (x) tiene un comportamien-

to oscilatorio en el intervalo [−1,0]. Además, f (x) presenta extremos en xmax/min =−1
2

(
1± 1√

3

)
,

con valores pequeños de la función, fmax/min =±2
√

3
27 ≈±0.128. Por lo tanto, para x ≥ 1, la relación

siempre es invertible.
Una forma de invertir la ecuación cúbica proviene de resolver el polinomio de grado tres,

x3 + 3
2 x2 + 1

2 x− 3
2 N = 0. (12.26)

Al usar las fórmulas de Cardano, se tiene que la raíz real para el caso x ≥ 1 está dada por

Nmax = x0

=
(3

4 N
)1/3

[{
1+

√
1−α

}1/3
+
{

1−
√

1−α

}1/3
]
− 1

2

, (12.27)

en donde
α ≡ 1

3(18N)2 ≤ 1
3(18)2 ≪ 1. (12.28)

Por lo tanto, al desarrollar a la ecuación (12.27) en series con respecto a α , se tiene que,

Nmax =
(3

2 N
)1/3 − 1

2 +O
(

N−1/3
)
=
(3

2 N
)1/3

∞

∑
k=0

ck
(3

2 N
)k/3

, (12.29)

con c0 = 1, c1 = −1
2 ,c2 = 1

12 , . . .. Note que el primer término corresponde a la aproximación
asintótica. Mientras que, el segundo coincide con la desviación que se observa en la tabla 12.1. La
magnitud de los términos restantes disminuye al aumentar el valor de N.

De la combinación de las ecuaciones (12.13) y (12.29), se obtiene una expresión para la energía
como función de N y Z,

EPI =−ε0Z2Nmax ≈−ε0Z2
[(3

2 N
)1/3 − 1

2 +O
(

N−1/3
)]

=−ε0
(3

2

)1/3
Z2N1/3 + 1

2 ε0Z2 + . . .
. (12.30)
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O bien, como función de Z y la carga del ion, Q ≡ Z −N,

E(Z,Q) =−ε0
(3

2

)1/3
Z7/3

(
1− Q

Z

)1/3

+ 1
2 ε0Z2 + . . . . (12.31)

Ejemplo 12.4. Con la ecuación anterior, se evalúan algunas propiedades energéticas. La
energía de ionización, I ≡ E(Z,1)−E(Z,0), la afinidad electrónica, A ≡ E(Z,0)−E(Z,−1),

la electronegatividad de Mulliken, χM ≡ I +A
2

y la dureza de Pearson, ηP ≡ I−A se calculan
con la ecuación (12.31). Cada uno de los parámetros anteriores, tiene una dependencia
distinta con Z. Esto es,

E ∝−Z7/3, I ∝ Z4/3, A ∝ Z4/3,

χM ∝ Z4/3, ηP ∝ Z1/3.
. (12.32)

Alternativamente, la electronegatividad y la dureza se obtienen por derivación directa,

χ ≡
(

∂E
∂Q

)
Z

∣∣∣∣∣
Q=0

∝ Z4/3, η ≡
(

∂ 2E
∂Q2

)
Z

∣∣∣∣∣
Q=0

∝ Z1/3. (12.33)

La tendencia experimental de las propiedades atómicas en la tabla periódica es conocida. Al
descender en un grupo, la energía de ionización y la afinidad electrónica disminuyen. La tendencia
de la ecuación (12.32) es opuesta. Este comportamiento muestra que la ausencia de la repulsión
electrónica tiene un efecto enorme en la estructura electrónica. Por lo que, el operador de la
repulsión no puede ser omitido.

12.2 La repulsión como una perturbación.
Por el momento, se mantiene la forma de la función de onda aproximada, ΨPI, y el operador de

la repulsión se incluye como una perturbación, Sección 8.2. Entonces, el sistema de referencia es
el modelo de las partículas independientes. Para el estado basal del átomo de helio, la función de
referencia es un producto de funciones hidrogenoides y un factor del espín,∣∣∣Φ(0)

〉
=
∣∣ΨHe

PI
〉
= |u1su1s⟩

√
1
2 |αβ −βα⟩= u1s (⃗r1)u1s (⃗r2)

√
1
2 |αβ −βα⟩. (12.34)

Mientras que, la aproximación del primer orden a la energía toma la forma siguiente,

ETP ≈ EPI +w(1), (12.35)

en donde la corrección del primer orden es el valor esperado del operador de la repulsión, ecuación
(8.25),

w(1) =
〈
Ψ

He
PI
∣∣V̂ee
∣∣ΨHe

PI
〉

= q2
∫

u∗1s (⃗r1)u∗1s (⃗r2)r−1
12 u1s (⃗r1)u1s (⃗r2) d⃗r1d⃗r2 =

5
8 ε0Z

. (12.36)

Así,
ETP ≈ ε0

[
−Z2 + 5

8 Z
]
, EHe

TP ≈−2.75 ua. (12.37)

En esta aproximación, la energía es más cercana al valor experimental que en el modelo de las
partículas independientes, ecuación (12.18).

El método variacional permite obtener una mejor aproximación a la energía, a través del uso de
una familia de funciones exponenciales,

v1s (ζ ,r) = A(ζ )e−ζ r/a′0 . (12.38)

En este caso, el valor esperado de la energía depende del parámetro variacional, ζ ,

E = f (ζ ) =
〈
v1sv1s

∣∣Ĥ∣∣v1sv1s
〉
. (12.39)
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La mejor aproximación a la energía del estado basal, dentro de este modelo, se obtiene con la
minimización con respecto al parámetro ζ , Sección 9.2.3. El mínimo en esta familia de funciones
se localiza en ζmin = Z −5/16 y

EVAR = min
ζ

f (ζ ) = f (ζmin) =−ε0Z2

[
1− 5

8Z
+

(
5

16Z

)2
]
. (12.40)

Para el helio, Z = 2, ζ He
min = 1.6875, SHe

VAR = 0.3125 y

EHe
VAR =−2.85 ua. (12.41)

Este valor se acerca aún más a la energía experimental.
En general, para los átomos polielectrónicos, la energía hasta el primer orden en la teoría de

perturbaciones tiene la forma

ETP ≈
N

∑
i=1

ε
(hidro)
i +

q2

2 ∑
i j

′
〈

r−1
i j

〉
. (12.42)

en donde las integrales de repulsión se reducen a las integrales de dos partículas siguientes ,

q2
〈

r−1
i j

〉
= q2

〈
u1u2 . . .uN

∣∣∣r−1
i j

∣∣∣u1u2 . . .uN

〉
= q2

〈
uiu j

∣∣∣r−1
i j

∣∣∣uiu j

〉
= q2

∫
u∗i (⃗ri)u∗j (⃗r j)

1∣∣⃗ri − r⃗ j
∣∣ui (⃗ri)u j (⃗r j) d⃗rid⃗r j

= q2
∫

u∗i (⃗r1)u∗j (⃗r2)
1

|⃗r1 − r⃗2|
ui (⃗r1)u j (⃗r2) d⃗r1d⃗r2

≡ q2 (i j|i j)≡ Ji j

. (12.43)

A este tipo de integrales se le denomina las integrales coulómbicas. Estas integrales se evalúan
con las coordenadas esféricas y el desarrollo del operador r−1

12 en armónicos esféricos, ecuaciones
(8.22-23),

(i j|i j) =
∫

Rnili(r1)Y ∗
limi

(Ω1)Rn jl j(r2)Yl jm j (Ω2)
1

|⃗r1 − r⃗2|
Rnili(r1)Ylimi (Ω1)Rn jl j(r2)Yl jm j (Ω2) d⃗r1d⃗r2

= 4π

∞

∑
l=0

1
2l +1

[
Il
2 (ni, li;n j, l j)+ Il

2 (n j, l j;ni, li)
]

·
l

∑
m=−l

I3 (l j,m j; l,m) I∗3 (li,mi; l,m)

, (12.44)

en donde
IL
2
(
n′, l′;n, l

)
≡
∫

∞

0
R2

n′l′(r)r
1−L

∫ r

0
R2

nl(r
′)r′2+Ldr′dr

I3
(
l′,m′; l,m

)
≡
∫

Y ∗
l′m′(Ω)Yl′m′(Ω)Ylm(Ω)dΩ

. (12.45)

12.3 El teorema virial y el escalamiento.

Para los sistemas con una energía potencial de tipo coulómbico, el teorema virial establece una
relación entre las componentes de la energía,

2⟨T ⟩=−⟨V ⟩ . (12.46)

Sin embargo, cuando se usan funciones aproximadas, esta relación no necesariamente se satisface.
En esta situación, es posible modificar a la función aproximada para obtener una mejor aproximación
de la energía.
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Sea |Φ⟩ = Φ (⃗r1, . . . ,⃗rN) una aproximación a la función de onda. Mediante el cambio de la
escala, t⃗i ≡ η r⃗i, con η > 0, se construye una función nueva,

|Φη⟩ ≡ Φη (⃗r1, . . . ,⃗rN) = η
3N/2

Φ(η r⃗1, . . . ,η r⃗N)

= η
3N/2

Φ
(⃗
t1, . . . ,⃗ tN

) . (12.47)

Ejemplo 12.5. La función escalada, |Φη⟩, está normalizada,

⟨Φη |Φη⟩=
∫

|Φη (⃗r1, . . . ,⃗rN)|2 d⃗r1 . . . d⃗rN

= η
3N
∫

Φ
∗ (⃗t1, . . . ,⃗ tN)Φ

(⃗
t1, . . . ,⃗ tN

)
d⃗r1 . . . d⃗rN

=
∫ ∣∣Φ (⃗t1, . . . ,⃗ tN)∣∣2 d(η r⃗1) . . .d(η r⃗N)

=
∫ ∣∣Φ (⃗t1, . . . ,⃗ tN)∣∣2 d⃗t1 . . . d⃗tN = ⟨Φ|Φ⟩= 1

. (12.48)

El valor esperado de las componentes de la energía se evalúa siguiendo el procedimiento del
ejemplo 12.5. Así, se obtienen los resultados siguientes,

⟨T ⟩
η
≡
〈
Φη

∣∣T̂ ∣∣Φη

〉
= η

2 ⟨T ⟩ ,

⟨V ⟩
η
≡
〈
Φη

∣∣V̂ ∣∣Φη

〉
= 1

2 q2
∑
i j

′
〈

Φη

∣∣∣∣ 1
ri j

∣∣∣∣Φη

〉
−Zq2

∑
i

〈
Φη

∣∣∣∣ 1
ri

∣∣∣∣Φη

〉
= η ⟨V ⟩ ,

Eη =
〈
Φη

∣∣Ĥ∣∣Φη

〉
= η

2 ⟨T ⟩+η ⟨V ⟩ .

(12.49)

La minimización con respecto al parámetro η permite obtener la energía mínima,

Eηmin =− ⟨V ⟩2

4⟨T ⟩
. (12.50)

Si |Φexact⟩ es la función exacta, esta función cumple con el teorema virial y ηmin = 1. Por lo que,
esta función no cambia al aplicarle este procedimiento, |Φexact⟩= |Φηmin⟩. Por otro lado, para una
aproximación que no satisface el teorema virial, el cambio de escala mejora la aproximación de la
energía. Además,

Eηmin =−⟨T ⟩
ηmin

= 1
2 ⟨V ⟩

ηmin
. (12.51)

Por lo que,
−2⟨T ⟩

ηmin
= ⟨V ⟩

ηmin
. (12.52)

Así, la función reescalada tiene una energía menor. Además, satisface el teorema virial.
Ejemplo 12.6. Considere a la función del modelo de las partículas independientes para el
helio, |Φ⟩= |ΨPI⟩, con

⟨T ⟩= Z2, ⟨V ⟩=−2Z2 + 5
8 Z, EHe ≈−2.75 ua = EHe

TP . (12.53)

Esta aproximación no satisface el teorema virial. Así que, al aplicar el procedimiento descrito
en esta sección se obtiene

ηmin = 1− 5
16Z

< 1,

Eηmin =−Z2 + 5
8 Z − 25

256 ,

EHe
ηmin

≈−2.85 ua = EHe
VAR.

(12.54)

Además, la función de onda cambia. La función reescalada Φηmin representa una mejor
aproximación a la función de onda. La distribución de probabilidad radial está en la Figura
9.3.
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12.4 El método de Hartree.
En 1928, Douglas R. Hartree propone un método para incluir la repulsión electrónica en forma

intuitiva. La función de onda tiene la misma forma que el modelo de las partículas independientes,

|ΨH⟩ ≡
N

∏
i=1

φ
H
i (⃗ri) . (12.55)

La diferencia radica en que, cada una de las funciones monoelectrónicas, los orbitales de Hartree
{φ H

i (⃗r)}, es solución de una ecuación particular de los valores propios,

ĥH
i φ

H
i = ε

H
i φ

H
i . (12.56)

A este conjunto de ecuaciones se les llama las ecuaciones de Hartree. El operador ĥH
i toma en

cuenta la repulsión que siente el electrón i, debida a los otros electrones,

ĥH
i = ĥ(hidro)+q2

∑
k ̸=i

∫ φ H∗
k

(⃗
r′
)

φ H
k

(⃗
r′
)

∣∣∣⃗r− r⃗′
∣∣∣ d⃗r′ =− h̄2

2µ
∇

2 +V H
eff,i(⃗r). (12.57)

Este operador corresponde al operador hamiltoniano de un electrón que se mueve en el potencial
efectivo de Hartree,

V H
eff,i (⃗r)≡−Zq2

r
+∑

k ̸=i
Ĵk (⃗r) . (12.58)

El potencial efectivo contiene a la atracción nuclear e incluye a la repulsión generada por los otros
electrones. La repulsión se evalúa a través del potencial electrostático producido por cada orbital,

Ĵk (⃗r)≡ q2
∫ ∣∣∣φk

(⃗
r′
)∣∣∣2∣∣∣⃗r− r⃗′
∣∣∣ d⃗r′. (12.59)

Las ecuaciones de Hartree forman un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas.
Estas ecuaciones se resuelven por aproximaciones sucesivas. Se parte de una aproximación inicial,{

φ
(0)
k

}
, y se calculan los potenciales efectivos,

{
V (0)

eff,k

}
. Con estos potenciales se resuelven las

ecuaciones de Hartree para obtener la primera aproximación de las soluciones,{
φ
(0)
k

}
→
{

V (0)
eff,k

}
→
{

φ
(1)
k

}
→
{

V (1)
eff,k

}
→ . . . . (12.60)

Este procedimiento se repite hasta se alcanza la convergencia,∣∣∣φ (n+1)
i −φ

(n)
i

∣∣∣< ε,
∣∣∣V (n+1)

eff,i −V (n)
eff,i

∣∣∣< δ . (12.61)

Originalmente, el criterio de la convergencia sólo involucraba a los potenciales efectivos. Por
esta razón, a este procedimiento se le denomina el método del campo autoconsistente, SCF
(Self-Consistent Field).

Es importante mencionar que, los orbitales de Hartree no son ortogonales. Esto se debe a que
cada orbital proviene de un hamiltoniano diferente. Esto es, cada uno de los potenciales efectivos
contiene términos distintos.

En los átomos de capa cerrada, los potenciales V H
eff,i son esféricamente simétricos. Por lo que,

cada ecuación de Hartree es separable en el sistema de las coordenadas esféricas,

φ
H
k (r̄) = Rk(r)Ylkmk(θ ,ϕ),

− h̄2

2µr2
d
dr

(
r2R′

k
)
+

[
h̄2lk(lk +1)

2µr2 +V H
eff, k(r)

]
Rk = εkRk.

(12.62)

En este caso, se resuelve un sistema de ecuaciones radiales.
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Para un conjunto de orbitales dado, la energía se calcula con la función de onda del método de
Hartree, que es el producto de orbitales de la ecuación (12.55),

EH =
〈
ΨH
∣∣Ĥ∣∣ΨH

〉
=

N

∑
i=1

〈
ΨH

∣∣∣ĥ(hidro)
i

∣∣∣ΨH

〉
+

q2

2 ∑
i j

′
〈

ΨH

∣∣∣∣ 1
ri j

∣∣∣∣ΨH

〉

=
N

∑
i=1

〈
φ

H
i

∣∣∣ĥ(hidro)
∣∣∣φ H

i

〉
+

q2

2 ∑
i j

′
〈

φ
H
i φ

H
j

∣∣∣∣ 1
r12

∣∣∣∣φ H
i φ

H
j

〉

=
N

∑
i=1

ε
(0)
i + 1

2 ∑
i, j

′Ji j

, (12.63)

en donde las integrales ε
(0)
i , denominadas las integrales monoelectrónicas, incluyen a los operadores

de la energía cinética y atracción nuclear, ecuación (12.9), y se definen en la forma siguiente,

ε
(0)
i ≡

〈
φi

∣∣∣ĥ(hidro)
∣∣∣φi

〉
. (12.64)

Mientras que, las integrales bielectrónicas,

Ji j ≡ q2 〈
φiφ j

∣∣r−1
12

∣∣φiφ j
〉
=
〈
φi
∣∣Ĵ j
∣∣φi
〉
= q2 (i j|i j) = J ji, (12.65)

están asociadas con el operador de la repulsión electrónica.
Ejemplo 12.7. Para el átomo de helio, el método de Hartree proporciona una ganancia
energética pequeña,

EHe
H =−2.86 ua. (12.66)

Sin embargo, para los átomos con un mayor número de electrones, el efecto es más relevante.

12.4.1 El teorema de Koopmans.
La energía de un catión se puede aproximar usando la función de onda del sistema neutro.

Suponga que es posible remover al electrón k y que los otros electrones aún quedan descritos con
los mismos orbitales (no hay una relajación de los electrones como respuesta a este cambio). En
este caso, la energía del catión, dentro del modelo de Hartree, toma la forma

E+
H ≈ ∑

i̸=k
ε
(0)
i + 1

2 ∑
i, j ̸=k

′Ji j. (12.67)

Así, la energía de ionización se aproxima por

Ik ≡ E+
H −EH ≈−ε

(0)
k − ∑

j ̸=k
J jk. (12.68)

Pero, al proyectar la ecuación de Hartree, ecuación (12.56), sobre el bra
〈
φ H

k

∣∣, se tiene que

ε
H
k =

〈
φ

H
k

∣∣ĥH
k

∣∣φ H
k
〉
= ε

(0)
k + ∑

j ̸=k
J jk. (12.69)

Por lo tanto,
Ik ≈−ε

H
k . (12.70)

Esto es, los valores propios de las ecuaciones de Hartree son una estimación de la energía de
remoción de un electrón. A este resultado se le conoce como el teorema de Koopmans.

Si se suman todos los valores propios de la ecuación (12.69), no se obtiene la energía de Hartree.
Sin embargo, se tiene que,

∑
k

ε
H
k = EH + 1

2 ∑
i j

′Ji j. (12.71)
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Por lo tanto, los valores propios no representan a la energía de cada partícula. De hecho, en un
sistema con interacción, en general, la energía no es separable. En este modelo, la energía es una
combinación de los distintos tipos de integrales,

EH = ∑
k

ε
H
k − 1

2 ∑
i j

′Ji j = ∑
k

ε
(0)
k + 1

2 ∑
i j

′Ji j. (12.72)

Incluso, la energía se escribe como un promedio,

EH = 1
2 ∑

k

(
ε

H
k + ε

(0)
k

)
. (12.73)

Normalmente, las ecuaciones de Hartree se resuelven numéricamente. Aunque, también se usa el
método de la combinación lineal de funciones.

12.4.2 Los orbitales del tipo Slater.
Los orbitales del tipo Slater (STO, Slater Type Orbitals) son funciones parecidas a las funciones

hidrogenoides. Sin embargo, sus integrales son más sencillas. Por esta razón, se utilizan con
frecuencia para resolver problemas atómicos. Estas funciones son el producto de una potencia por
una función exponencial,

φ
STO
i (⃗r) =

(
(2ξi)

3

(2ni)!

)1/2

(2ξir)
ni−1 e−ξirYlimi (θ ,ϕ) , (12.74)

y están normalizadas.
Ejemplo 12.8. Los STO 1s y 2s son las funciones siguientes,

φ
STO
1s (⃗r) =

√
ξ 3

1s
π

e−ξ1sr, φ
STO
2s (⃗r) =

√
ξ 3

2s
3π

ξ2sre−ξ2sr. (12.75)

Este tipo de funciones no son ortogonales. Para las dos funciones anteriores se tiene que

〈
φ

STO
1s

∣∣φ STO
2s
〉
= 8

√
3

ξ2s (ξ1sξ2s)
3/2

(ξ1s +ξ2s)
4 . (12.76)

Dado que los STO son funciones no negativas, la integral de traslape
〈

φ STO
i

∣∣∣φ STO
j

〉
siempre

es positiva.

El método de ortogonalización de Gram y Schmidt.
El método de Gram y Schmidt se utiliza para ortogonalizar a un conjunto de funciones. Sea

{|φi⟩} un conjunto de funciones linealmente independientes que no es ortogonal. Este método
provee un algoritmo para construir un conjunto ortonormal {|χi⟩} al combinar linealmente a
las funciones originales, {|φi⟩}. Preferentemente, las funciones del conjunto inicial deben estar
normalizadas.

El orden en que numeran las funciones del conjunto inicial es arbitrario. Por esta razón, el
conjunto final depende de la forma en que se ordenan las funciones. Así, se toma la primera función,

|χ1⟩= |φ1⟩ . (12.77)

La segunda función del conjunto ortonormal se construye como una combinación lineal de la
segunda función del conjunto inicial y las funciones de la base ortonormal que ya se tienen. En este
momento sólo hay una,

|χ2⟩= a2 [|φ2⟩+b21 |χ1⟩] . (12.78)

El coeficiente b21 proviene de la condición de la ortogonalidad con las funciones de base nueva,
⟨χ2|χ1⟩= 0, y a2, de la normalización, ⟨χ2|χ2⟩= 1.
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En general, para i > 1,

|χi⟩= ai

[
|φi⟩+

i−1

∑
j=1

bi j
∣∣χ j
〉]

. (12.79)

De tal forma que, ⟨χk|χi⟩= 0, para k < i. Así,

bik =−⟨χk|φi⟩ , ai =

(
1−

i−1

∑
k=1

|bik|2
)−1/2

. (12.80)

Ejemplo 12.9. Para un conjunto de orbitales del tipo Slater,
{∣∣φ STO

i
〉}

, las funciones ortogo-
nalizadas tienen la forma

|χ1⟩=
∣∣φ STO

1
〉

|χ2⟩= a2
[∣∣φ STO

2
〉
+b21 |χ1⟩

]
|χ3⟩= a3

[∣∣φ STO
3
〉
+b31 |χ1⟩+b32 |χ2⟩

]
...

, (12.81)

en donde
b21 =−

〈
χ1
∣∣φ STO

2
〉
=−

〈
φ

STO
1
∣∣φ STO

2
〉

a2 =
(
1−b2

21
)−1/2

b31 =−
〈
χ1
∣∣φ STO

3
〉
=
〈
φ

STO
1
∣∣φ STO

3
〉

b32 =−
〈
χ2
∣∣φ STO

3
〉
=−a2

[〈
φ

STO
2
∣∣φ STO

3
〉
+b21

〈
φ

STO
1
∣∣φ STO

3
〉]

a3 =
(
1−b2

31 −b2
32
)−1/2

...

. (12.82)

Todas las integrales se calculan directamente usando la ecuación (12.74).

12.5 Los estados cuánticos.
El estado cuántico de un sistema microscópico está caracterizado por un conjunto de números

cuánticos asociados con los operadores que conmutan con el operador hamiltoniano y que, además,
conmutan entre sí.

En un átomo polielectrónico, los operadores del momento angular orbital total y del espín total
conmutan con el operador hamiltoniano,

L⃗ =
N

∑
i=1

L⃗i, L2 = L⃗ · L⃗ = ∑
i j

L⃗i · L⃗ j,

Lz =
N

∑
i=1

L3,i, Ĥ =
N

∑
i=1

ĥ(hidro)
i + 1

2 q2
∑
i j

′ 1
ri j

,[
Ĥ, L̂2]= 0,

[
Ĥ, L̂z

]
= 0,[

Ĥ, Ŝ2]= 0,
[
Ĥ, Ŝz

]
= 0,

(12.83)

aunque,
[
Ĥ, L̂3,i

]
̸= 0.

Si se toma en cuenta el acoplamiento espín-órbita, Sección 10.3.2, se incluye el operador

ĤSO =
Zq2

2µ2c2r3 L⃗ · S⃗. (12.84)

En este caso, es necesario considerar al momento angular total,[
ĤSO, Ĵ

]
= 0,

[
ĤSO, Ĵz

]
= 0. (12.85)
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Esto es importante en los átomos con varios electrones desapareados, como es el caso de los metales
de transición, los lantánidos y los actínidos.

La información sobre las características de cada estado, (L, S, J), se presenta en un símbolo
denominado el término espectroscópico. Este símbolo tiene la forma

2S+1LJ, (12.86)

en donde 2S+1 es la multiplicidad y L se representa por una letra, en la misma forma que en los
orbitales hidrogenoides. Pero, ahora, se usan con letras mayúsculas, L: 0 → S, 1 → P, 2 → D, . . ..

Ejemplo 12.10. Cuando L = 0, S = 0 y J = 0, el término espectroscópico es 1S0.
Al caso L = 1, S = 1

2 y J = 3
2 , le corresponde el término espectroscópico es 2P3/2.

Cuando L = 2, S = 1 y J = 1, el término espectroscópico es 3D1.

12.5.1 Los átomos de capa cerrada.
Un átomo de capa cerrada tiene a todos sus orbitales completamente ocupados. Por lo tanto, los

electrones toman todos los valores posibles de m y ms que les corresponden. Entonces,

ML = ∑
i

mi = 0, MS = ∑
i

ms,i = 0. (12.87)

Éste es el único valor posible de ambas sumas, ya que no hay otra forma de acomodar a los
electrones. Por lo tanto, L = 0 y S = 0. Y, en consecuencia, J = 0. Este estado es un singulete S y le
corresponde el término espectroscópico 1S0.

12.5.2 Los átomos hidrogenoides.
En este caso, sólo hay un electrón, S = s = 1

2 , L = l, j =
∣∣l − 1

2

∣∣, l + 1
2 . Así, el término espec-

troscópico depende del orbital ocupado. Para los orbitales 1s, 2s, 2p, . . ., se tienen los términos
espectroscópicos siguientes, 12S1/2, 22S1/2, 12P1/2, 12P3/2, . . .. El primer número se utiliza para
distinguir a los estados con el mismo término espectroscópico.

12.5.3 Los átomos con un electrón en su capa abierta.
Para un átomo con sólo un electrón en su capa abierta (metales alcalinos, grupo del boro, . . .)

tiene los siguientes valores de ML y MS,

ML = ∑
i

mi = m∗, MS = ∑
i

ms,i = m∗
s , (12.88)

en donde m∗ y m∗
s son los valores de m y ms del electrón desapareado, respectivamente. Así, se

tienen los términos espectroscópicos siguientes:

ns1 np1

L = 0, ML = 0, S = 1
2 L = 1, ML =−1,0,1,S = 1

2
2S1/2

2P1/2,
2P3/2

Observe que, estos sistemas tienen los mismos términos espectroscópicos que un átomo hidroge-
noide.

12.5.4 El grupo del carbono.
Para el estado basal de los elementos del grupo del carbono (grupo 14), los dos electrones

desapareados están en el mismo orbital p. Así, l1 = l2 = 1 y s1 = s2 =
1
2 . Los valores posibles del

momento angular total son L = 0,1,2 y S = 0,1.
Al tomar en cuenta el principio de exclusión y la indistinguibilidad entre los electrones, el

número total de estados para dos electrones en un grupo de n orbitales resulta ser 1
2 n(n−1). Por lo

tanto, para n = 6, hay 15 estados.
El principio de exclusión impone las restricciones siguientes:

(1) Si m1 = m2, entonces. ms,1 ̸= ms,2.
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(2) Cuando ms,1 = ms,2, se tiene que, m1 ̸= m2.
Estas condiciones se toman en cuenta en la construcción de las tablas siguientes.

El número cuántico ML corresponde a ML = m1+m2. Entonces, ML toma los valores siguientes,

ML 1 0 -1
α β α β α β

1
α 2 1 1 0 0
β 2 1 1 0 0

0
α 1 1 0 -1 -1
β 1 1 0 -1 -1

-1
α 0 0 -1 -1 -2
β 0 0 -1 -1 -2

Por lo tanto, los valores de ML indican que L = 0,1,1,1,2.
En forma similar, para MS = ms,1 +ms,2,

MS 1 0 -1
α β α β α β

1
α 0 1 0 1 0
β 0 0 -1 0 -1

0
α 1 0 0 1 0
β 0 -1 0 0 -1

-1
α 1 0 1 0 0
β 0 -1 0 -1 0

Los valores obtenidos están asociados con S = 0,0,0,0,0,0,1,1,1.
Finalmente, para MJ = ML +MS,

MJ 1 0 -1

1
2 2 1 1 0

2 1 0 0 -1

0
2 1 0 0 -1
1 0 0 -1 -2

-1
1 0 0 -1 -2
0 -1 -1 -2 -2

Por lo que, J = 0,0,1,2,2. Sin embargo, no todas las combinaciones de L, S y J son permitidas,
ya que sólo hay 15 estados.

Para los casos en que m1 = m2 y ms,1 ̸= ms,2, ML = −2,0,2, MS = 0 y MJ = −2,0,2. Por lo
tanto, se tiene que la combinación S = 0, L = 2 y J = 2. A estos números cuánticos les corresponden
al término espectroscópico 1D2. Este término contiene 2J+1 = 5 estados.

Aún quedan 10 estados por asignar. Pero, en la tabla de valores de ML se observa que sólo
quedan tres grupos con L = 1 (9 estados) y uno con L = 0 (un estado). En forma similar, aún hay
tres grupos con S = 1 y uno con S = 0. Mientras que, J = 0,0,1,2. El estado con S = L = J = 0
tiene asociado el término 1S0. Por lo tanto, para los estados restantes, L = S = 1 y J = 0,1,2, se
tienen los términos espectroscópicos 3P2, 3P1 y 3P0.

Para separar energéticamente a estos estados, es necesario incluir el acoplamiento espín-orbita,
Sección 10.3.2. Así,

ESO
J (L,S) =

〈
JLSMJ

∣∣ĤSO∣∣JLSMJ
〉

= A
〈

ˆ⃗L · ˆ⃗S
〉
= 1

2 A
〈
Ĵ2 − L̂2 − Ŝ2〉

= 1
2h̄

2A{J(J+1)−L(L+1)−S(S+1)}

. (12.89)

Cuando L y S están fijos, la energía crece con J. Además, la separación entre términos con
valores consecutivos de J está dada por

ESO
J+1 −ESO

J =h̄2A(J+1). (12.90)

Los estados asociados con la configuración np2 del grupo del carbono se representan en la Figura
12.2.
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Figura 12.2: El esquema de la separación entre los estados del triplete P de los átomos del grupo
14, debida al acoplamiento espín-órbita.

Figura 12.3: La caracterización de los estados electrónicos de la configuración np2.

12.5.5 Las reglas de Hund.
Existe un conjunto de reglas empíricas para predecir la estabilidad relativa de los diferentes

términos espectroscópicos asociados con una configuración electrónica dada. A estas reglas se les
conoce como las reglas de Hund.

Las reglas de Hund son las siguientes:
(1) El estado de máxima multiplicidad es el más estable.
(2) Para la misma multiplicidad, el estado de mayor L es el más estable.
(3) Sea nlx la configuración electrónica de la capa abierta:

(a) cuando x < 2l +1, el estado con menor J es el más estable,
(b) cuando x ≥ 2l +1, el estado con mayor J es el más estable.

Ejemplo 12.11. Para el átomo de carbono, los estados asociados con la configuración
electrónica 1s22s22p2 son 1D2, 1S0, 3P0, 3P1 y 3P2.
La primera regla de Hund indica que el estado triplete, 3P, debe ser el más estable.
A partir de la segunda regla se tiene que entre los dos estados singuletes, aquel con el valor
mayor de L es más estable, E

(
1D
)
< E

(
1S
)
.

El orden relativo de los estados de la configuración de valencia np2 está en la Figura 12.3.

Para los átomos ligeros, normalmente, se acostumbra acoplar el momento angular orbital y el
del espín por separado. Finalmente, se obtiene el momento angular total,

li → L
si → S

⇒ J. (12.91)

Por otro lado, para los átomos pesados, lo más común es acoplar la parte orbital con la del espín
para cada electrón. Al final, se genera el momento angular total,

li
si
⇒ ji ⇒ J. (12.92)

El análisis de los espectros atómicos revela que no todas las transiciones electrónicas se observan.
La sistematización de la información de los espectros atómicos condujo al establecimiento de unas
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Figura 12.4: Los estados electrónicos de menor energía del átomo de sodio.

reglas empíricas para determinar la existencia de las líneas espectrales. Éstas son las reglas de
selección.

En los átomos, sólo se observan aquellas líneas en donde se cumple la regla de selección
∆L =±1. Esta observación es consistente con la predicción de la Sección 10.4.4.

Ejemplo 12.12. El átomo de sodio presenta una línea espectral muy intensa de color amarillo.
La espectroscopía de alta resolución permite resolver esta señal en dos líneas muy cercanas
con ∆λ ≈ 0.6 nm. Los estados del sodio se describen en la sección 12.5.3. Las líneas
espectrales están asociadas con el desdoblamiento del estado 2P debido al acoplamiento
espín-órbita, Figura 12.4. El orden de los estados en la Figura 12.4 es consistente con las
reglas de Hund.

12.6 La solución de la ecuación de Schrödinger.
La obtención de la solución exacta de la ecuación de Schrödinger para un sistema con N

electrones, significa encontrar las soluciones de la ecuación de los valores propios,

Ĥ
∣∣Ψk
〉
= Ek

∣∣Ψk
〉
, (12.93)

en donde los kets |Ψk⟩ son funciones antisimétricas de N partículas.
Para garantizar la antisimetría de las funciones y realizar una búsqueda de las funciones propias

es necesario construir una base del espacio vectorial de las funciones antisimétricas de N partículas.
Para este propósito, se parte del caso de una partícula. Sea B un conjunto de funciones que forma
una base ortonormal en el espacio de las funciones de una partícula,

B = {φi (⃗r)} , (12.94)

en donde
〈
φi
∣∣φ j
〉
= δi j. Para N partículas, la base se obtiene por medio de un producto directo,

BN ≡ B(1)⊗B(2)⊗ . . .⊗B(N)

= {|φi1 (⃗r1)φi2 (⃗r2) . . .φiN (⃗rN)⟩}
, (12.95)

en donde φk ∈ B. Este procedimiento es similar a la construcción del espacio RN a partir del
conjunto de los números reales, R.

Dado que las funciones de la base de una partícula son ortonormales, las funciones del conjunto
BN también son ortonormales. Sin embargo, las funciones de la base BN no necesariamente son
antisimétricas.

12.6.1 Los determinantes de N ×N.
Como ya se comentó con anterioridad, una forma de antisimetrizar una función separable

consiste en construir un determinante de Slater con las funciones monoelectrónicas.
El determinante de una matriz de N ×N es la suma algebraica de N! términos, constituidos por

todos los productos posibles de N elementos de la matriz, tomando uno de cada fila y cada columna,
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con signo positivo si los subíndices forman una permutación par y negativo si la permutación es
impar. Por lo tanto, para la matriz

φi1(1) φi2(1) . . . φiN (1)
φi1(2) φi2(2) . . . φiN (2)

...
...

...
...

φi1(N) φi2(N) . . . φiN (N)

 , (12.96)

su determinante cambia de signo si se intercambian dos renglones. Esta operación equivale a
intercambiar a dos partículas entre sí. El resultado de la permutación de las dos partículas es
consistente con la propiedad de antisimetría de la función de onda. Adicionalmente, el determinante
es cero si dos columnas son iguales, lo que concuerda con el principio de exclusión.

12.6.2 Las funciones antisimétricas de N partículas.
Al tomar en cuenta la información de la sección previa, una función antisimétrica de N partículas

proviene del determinante de la matriz (12.96),

∣∣D⃗i

〉
= D(i1,i2,...,iN) (⃗r1 ,⃗r2, . . . ,⃗rN)≡

1√
N!

∣∣∣∣∣∣∣
φi1(1) . . . φiN (1)

... . . .
...

φi1(N) . . . φiN (N)

∣∣∣∣∣∣∣
=

1√
N! ∑

P
(−1)p

φa1(1)φa2(2) . . .φaN (N)

. (12.97)

Esta función es un determinante de Slater. El símbolo P denota al conjunto de todas las permutacio-
nes de los N elementos, (a1,a2, . . . ,aN), y p es la paridad de cada permutación. Si el conjunto {φi}
es una base ortonormal del espacio de una partícula, el conjunto

{∣∣D⃗i

〉}
forma una base ortonormal

del espacio de funciones antisimétricas de N partículas.〈
D⃗i

∣∣∣D j⃗

〉
= δ⃗i,⃗ j, (12.98)

en donde los elementos del vector i⃗ deben ser todos diferentes y, por conveniencia, se encuentran
siempre en orden creciente.

Toda función antisimétrica de N partículas es una combinación lineal de las funciones de la
base. Por lo que,

|Ψ⟩= ∑
ī

C⃗i

∣∣D⃗i

〉
, (12.99)

en donde la suma contiene un número infinito de términos. Los coeficientes de la suma son las
proyecciones de la función |Ψ⟩ sobre cada una de las funciones de la base,

C⃗i =
〈
D⃗i

∣∣Ψ〉 . (12.100)

La condición de la normalización toma la forma

∑
ī

|Cī|
2 = 1. (12.101)

La solución exacta de un problema que no es separable proviene de un número infinito de
términos. Sin embargo, como aproximación, se puede tomar un número finito de sumandos,

|Ψ⟩ ≈
m

∑
i=1

Ci |Di⟩ . (12.102)

El caso más simple consiste en tomar sólo un término en la suma, m = 1. A esta aproximación
se le conoce como la aproximación de Hartree y Fock, en donde la función de onda consiste en un
determinante de Slater, |Ψ⟩ ≈ |ΨHF⟩= |D⟩.

Cuando m > 1, la aproximación se denomina una interacción de configuraciones (CI, Configu-
ration Interaction) y la función de onda está formada por m determinantes, |Ψ⟩ ≈ |ΨCI⟩.
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12.6.3 Las bases para una partícula.
Existen varios conjuntos de funciones linealmente independientes que se usan para estudiar la

estructura electrónica de los átomos. Algunos de estos conjuntos se describen a continuación.
(I) Los orbitales hidrogenoides,

|φi⟩= |nilimi⟩= Rnili(r)Ylimi(θ ,ϕ), (12.103)

con n = 1,2, . . ., l = 0,1, . . . ,n− 1 y m = −l, . . . ,−1,0,1, . . . , l, forman un conjunto orto-
normal. Sin embargo, este conjunto sólo es completo si se incluyen los estados no ligados,
E > 0.

(II) Los orbitales del tipo Slater (STO),∣∣φ STO
i
〉
= Airni−1e−ξirYlimi(Ω), (12.104)

constituyen un conjunto que no es ortogonal, Sección 12.4.2. Cuando todos los parámetros del
exponente son iguales, ξi = ξ , el conjunto es completo si se consideran todas las funciones
con potencias enteras. En otro caso, se puede encontrar alguna dependencia lineal. Su forma
simple facilita el calculo de las integrales en los átomos.

(III) Los orbitales gaussianos (GTO, Gaussian-Type Orbitals),∣∣φ GTO
i

〉
= Nirni−1e−αir2

Ylimi(Ω)

Ni =

√√√√ 22ni+
3
2 α

n+1
2

i

(2ni −1)!!
√

π

, (12.105)

forman un conjunto no ortogonal que puede tener dependencias lineales. A diferencia de los
orbitales hidrogenoides, la pendiente de estas funciones es igual a cero en el núcleo y decaen
más rápidamente. Por esta razón, se requieren más funciones que en los casos anteriores. Por
otro lado, el cálculo de integrales es más sencillo, sobre todo en las moléculas.

(IV) Una opción que se ha vuelto muy atractiva es el uso de las ondas planas (PW, Plane Waves),∣∣∣φ PW
k⃗

〉
= A⃗kei⃗k·⃗r. (12.106)

Estas funciones forman un conjunto ortonormal. Por su periodicidad, se usan principalmente
en el estudio de los sólidos cristalinos. Aunque, también se usan en sistemas atómicos
y moleculares. En general, se requieren muchas funciones de este tipo para describir la
estructura electrónica de los átomos.

12.7 Un cálculo del átomo de helio.
Para obtener una aproximación de la función de onda del átomo de helio es necesario tomar un

número finito de determinantes,

|Ψ⟩ ≈
m

∑
k=1

Ck |Dk⟩ , (12.107)

en donde los coeficientes, C⃗ ≡ {Ck}, se determinan variacionalmente (Sección 9.3),

H̃C⃗ = EC⃗, Hi j =
〈
Di
∣∣Ĥ∣∣D j

〉
. (12.108)

Con los orbitales hidrogenoides
{

φ1sα ,φ1sβ ,φ2sα ,φ2sβ

}
, se forman los determinantes correspon-

dientes a las configuraciones 1s2, 1s12s1 y 2s2. Con las dos primeras configuraciones se obtienen
cinco determinantes. Algunas propiedades de estos determinantes se muestran a continuación,

i |Di⟩ MS S
1

∣∣φ1sαφ1sβ

∣∣ 0 0 1S0
2

∣∣φ1sαφ2sβ

∣∣ 0 − |D2 −D3⟩ → S = 0 1S0
3

∣∣φ1sβ φ2sα

∣∣ 0 − |D2 +D3⟩ → S = 1 3S1
4 |φ1sαφ2sα | 1 1 3S1
5

∣∣φ1sβ φ2sβ

∣∣ -1 1 3S1
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Los determinantes D2 y D3 no son funciones propias del operador Ŝ2. De hecho, en general,
un determinante de Slater no es función propia del operador del espín Ŝ2. Aunque, en este caso,
algunas combinaciones lineales de estos determinantes sí lo son.

Como el hamiltoniano no depende del espín,

Hi j ∝ δMSi ,MS j
. (12.109)

Por lo tanto, la matriz del operador hamiltoniano está formada por bloques,

H̃ =


H11 H12 H13 0 0
H21 H22 H23 0 0
H31 H32 H33 0 0
0 0 0 H44 0
0 0 0 0 H55

 . (12.110)

Los determinantes D2 y D3 sólo se combinan con otros del mismo espín. Por lo tanto, sólo se llevan
a cabo las siguientes combinaciones:

|Ψ1⟩=C11 |D1⟩+C21 |D2 −D3⟩ 1S0 MS = 0

|Ψ2⟩=C21 |D1⟩+C22 |D2 −D3⟩ 1S0 MS = 0

|Ψ3⟩=C22 |D2 +D3⟩ 3S1 MS = 0

|Ψ4⟩= |D4⟩ 3S1 MS = 1

|Ψ5⟩= |D5⟩ 3S1 MS =−1

(12.111)

Además, como el hamiltoniano no depende del espín, los diferentes miembros de un multiplete
son energéticamente equivalentes,

E3 = E4 = E5 = H44 = H55. (12.112)

Así, con las funciones descritas previamente, en la aproximación de Hartree-Fock, m = 1
(Sección 8.2), se tiene que,

EHe
HF =

〈
D1
∣∣Ĥ∣∣D1

〉
=−2.75 ua. (12.113)

en donde
|D1⟩=

√
1
2 u1s(1)u1s(2) [α(1)β (2)−β (1)α(2)] . (12.114)

La interacción de configuraciones con tres determinantes genera una mejor aproximación a la
energía del estado basal,

EHe
Cl =

〈
Ψ1
∣∣Ĥ∣∣Ψ1

〉
=−2.85 ua. (12.115)

Ejemplo 12.13. La energía del estado basal del átomo de helio con un determinante de Slater
es igual a la de otros modelos descritos previamente. En el modelo de Hartree y Fock, se
tiene que,

EHe
HF =

〈
D1
∣∣Ĥ∣∣D1

〉
= EHe

TP =
〈
ΨPI
∣∣Ĥ∣∣ΨPI

〉
.

Esto se debe a que, en un estado singulete de dos electrones, aparecen las mismas integrales
en ambos modelos. Para otra situación, esto ya no ocurre.

12.8 Las integrales con los determinantes de Slater.

Al desarrollar las aproximaciones de la función de onda como una combinación de funciones
antisimétricas, aparece de forma natural la matriz del operador hamiltoniano, Hi j =

〈
Di
∣∣Ĥ∣∣D j

〉
.

Por esta razón es importante contar con un procedimiento que permita evaluar los brakets con los
determinantes de Slater.
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Un determinante de Slater tiene la forma siguiente,

|D⟩= 1√
N!

|φ1φ2 . . .φN |=
1√
N! ∑

P
(−1)p

φa1(1)φa2(2) . . .φaN (N), (12.116)

en donde P representa a todo el conjunto de permutaciones de (1,2, . . . ,N). Cada permutación
tiene la forma (a1,a2, . . . ,aN). La suma en la ecuación (12.116) incluye a las N! permutaciones de
(1,2, . . . ,N). Finalmente, p indica la paridad de la permutación (a1,a2, . . . ,aN).

12.8.1 Los operadores de un cuerpo.
Se dice que un operador Ô1 es un operador de un cuerpo si éste es una suma de operadores

idénticos, en donde cada uno de éstos actúa sobre una de las partículas del sistema,

Ô1 ≡
N

∑
i=1

ô(i). (12.117)

Ejemplo 12.14. Los operadores de la energía cinética y de la energía potencial núcleo-
electrón son operadores de un cuerpo,

T̂ ≡
N

∑
i=1

− h̄2

2µ
∇

2
i , V̂ne ≡

N

∑
i=1

−Zq2

ri
. (12.118)

El valor esperado de toda propiedad asociada con un operador de un cuerpo, usando un
determinante de Slater, se calcula en la forma siguiente,

⟨O1⟩=
1

N!

N

∑
i=1

∑
P,P′

(−1)p+p′
〈

φa′i . . .φa′N

∣∣∣ô(i)∣∣∣φa1 . . .φaN

〉
=

1
N!

N

∑
i=1

∑
P,P′

(−1)p+p′
δa′1a1 . . .

〈
φa′i

∣∣∣ô∣∣∣φai

〉
δa′N ,aN

. (12.119)

Para que un sumando sea diferente de cero es necesario que todas las deltas tengan índices iguales.
Esto es,

a′1 = a1, a′2 = a2, . . . , a′N = aN , (12.120)

excepto por a′i. Dado que ya se han elegido todos los valores excepto uno, a′i sólo puede ser igual a
ai. Por lo tanto, P = P′, p = p′ y

⟨O1⟩=
1

N! ∑
i

∑
P
⟨φai |ô|φai⟩=

1
N! ∑

i
∑
ai

(N −1)!⟨φai |ô|φai⟩

=
1
N ∑

i
∑
k
⟨φk|ô|φk⟩=

1
N

N ∑
k
⟨φk|ô|φk⟩

= ∑
k
⟨φk|ô|φk⟩

. (12.121)

Ejemplo 12.15. El valor esperado ⟨T ⟩ se evalúa así,

⟨T ⟩= ⟨D|T̂ |D⟩=− h̄2

2µ

N

∑
i=1

⟨φi|∇2
φi⟩.

12.8.2 Los operadores de dos cuerpos.
Un operador de dos cuerpos, Ô2, está formado por la suma de operadores idénticos que actúan

sobre cada una de las parejas de las partículas del sistema,

Ô2 =
1
2 ∑

i j

′ô(i, j). (12.122)

Observe que, el factor 1
2 elimina el conteo doble de las parejas.
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Ejemplo 12.16. El operador de la repulsión electrónica es un operador de dos cuerpos,

Ô2 =
1
2 q2

∑
i j

′ 1
ri j

.

Al seguir un procedimiento similar al caso anterior, se tiene que,

⟨O2⟩=
1

2 N! ∑
P,P′

(−1)p+p′

∑
i j

′
δa′1,a1 · . . . ·

〈
φa′iφa′j

∣∣∣ô∣∣∣φaiφa j

〉
· . . . ·δa′N ,aN

= 1
2 ∑

kl
[⟨φkφl|ô|φkφl⟩−⟨φlφk|ô|φkφl⟩]

. (12.123)

12.9 El método de Hartree y Fock.
El modelo más sencillo que utiliza una función antisimétrica corresponde al método de Hartree

y Fock. En esta aproximación, planteada originalmente por Vladimir A. Fock, la función de onda
es un determinante de Slater,

|Ψ⟩ ≈ |ΨHF⟩= |D⟩ . (12.124)

Así, el valor esperado de la energía queda expresada como,

EHF =
〈
ΨHF

∣∣Ĥ∣∣ΨHF
〉
=
〈
D
∣∣Ĥ∣∣D〉

=
N

∑
i=1

〈
φi

∣∣∣ĥ(hidro)
∣∣∣φi

〉
+

q2

2 ∑
i j

[〈
φiφ j

∣∣∣∣ 1
r12

∣∣∣∣φiφ j

〉
−
〈

φ jφi

∣∣∣∣ 1
r12

∣∣∣∣φiφ j

〉]
= ∑

i
ε
(0)
i + 1

2 ∑
i j
(Ji j −Ki j)

. (12.125)

Las integrales monoelectrónicas tienen la forma siguiente,

ε
(0)
i ≡

〈
φi

∣∣∣ĥ(hidro)
∣∣∣φi

〉
. (12.126)

Mientras que, ahora aparecen dos tipos de integrales bielectrónicas,

Ji j ≡ q2
〈

φiφ j

∣∣∣∣ 1
r12

∣∣∣∣φiφ j

〉
Ki j ≡ q2

〈
φ jφi

∣∣∣∣ 1
r12

∣∣∣∣φiφ j

〉 . (12.127)

A las integrales Ji j se les denomina las integrales coulómbicas y a las Ki j se les llama las integrales
de intercambio. A partir de su definición, se concluye que estas integrales son simétricas, Ji j = J ji,
Ki j = K ji. Observe que la suma doble en la ecuación (12.125) no está restringida. Esto se debe a
que Kii = Jii.

12.9.1 Las ecuaciones de Hartree y Fock.
Dentro de todos los posibles determinantes de Slater, la mejor aproximación a la función de

onda será aquella que tenga la menor energía,

EHF = mı́n
{φi}〈

φi
∣∣φ j
〉
= δi j

〈
D
∣∣Ĥ∣∣D〉 . (12.128)
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La minimización condicionada, con respecto a la funciones monoelectrónicas φ ∗
i , se realiza con el

método de los multiplicadores indeterminados. En este caso, por cada condición (la ortogonalidad
de las funciones monoelectrónicas) se incluye un multiplicador de Lagrange,

0 =
δ

δφ ∗
i (r̄)

[
EHF [{φk}]−∑

lm
λlm (⟨φl|φm⟩−δlm)

]

=
δ

δφ ∗
i (r̄)

[
∑

l

〈
φ
∗
l

∣∣∣ĥ(hidro)
∣∣∣φl

〉
+

q2

2 ∑
lm

〈
φlφm

∣∣r−1
12

∣∣φlφm
〉

− q2

2 ∑
lm

〈
φlφm

∣∣r−1
12

∣∣φmφl
〉
−∑

lm
λlm ⟨φl|φm⟩

]

= ĥ(hidro)
φi(⃗r)+q2

∑
m

∫ ∣∣∣φm

(⃗
r′
)∣∣∣2∣∣∣⃗r− r⃗′
∣∣∣ d⃗r′φi(⃗r)

−q2
∑
m

∫ φ ∗
m

(⃗
r′
)

φi

(⃗
r′
)

∣∣∣⃗r− r⃗′
∣∣∣ d⃗r′φm(⃗r)−∑

m
λimφm(⃗r)

. (12.129)

En esta expresión aparecen diferentes tipos de operadores,

ĥ(0) f (⃗r)≡ ĥ(hidro) f (⃗r),

ĵ f (⃗r)≡ q2

∑
m

∫ ∣∣∣φm

(⃗
r′
)∣∣∣2∣∣∣⃗r− r⃗′
∣∣∣ d⃗r′

 f (⃗r),

k̂ f (⃗r)≡ q2
∫ ∑

m

φ ∗
m

(⃗
r′
)

φm (⃗r)∣∣∣⃗r− r⃗′
∣∣∣

 f
(⃗

r′
)

d⃗r′,

F̂ ≡ ĥ(0)+ ĵ− k̂.

(12.130)

El operador hidrogenoide ĥ(0) es un operador diferencial, ĵ es un operador multiplicativo y k̂ es
un operador integral. Al operador F̂ se le denomina el operador de Fock. Así, las ecuaciones
variacionales, ecuación (12.129), tienen la forma siguiente,

F̂ |φi⟩=
(
ĥ+ ĵ− k̂

)
|φi⟩= ∑

l
λil |φi⟩ . (12.131)

Observe que el operador de Fock depende de los orbitales (φk). Por lo que, estas ecuaciones se
resuelven por aproximaciones sucesivas (el procedimiento SCF).

Las ecuaciones variacionales tienen semejanza con las ecuaciones de los valores propios.
Pero, no son de este tipo. Por este motivo, se busca una forma de transformarlas. Considere la
transformación siguiente de los orbitales,∣∣φ ′

i
〉
= ∑

l
Uil |φl⟩ , (12.132)

en donde los coeficientes se agrupan en la matriz Ũ. Si se elige una transformación unitaria,

ŨŨT ∗
= ŨT ∗

Ũ = Ĩ, (12.133)

se tiene que, Ũ−1
= ŨT ∗

. Entonces, los coeficientes de la matriz unitaria satisfacen las condiciones

δi j = ∑
l

UilU∗
jl = ∑

m
U∗

miUm j. (12.134)



12.10 Problemas. 173

Además, la transformación inversa queda en la forma

|φi⟩= ∑
l

U∗
li

∣∣φ ′
l
〉
. (12.135)

Al aplicar esta transformación a las ecuaciones variacionales, se llega a

F̂ ′ ∣∣φ ′
n
〉
= ∑

l
λ
′
nl

∣∣φ ′
l
〉
, (12.136)

en donde
λ
′
nl = ∑

im
UniλimUT ∗

ml , Λ̃′ ≡ ŨΛ̃Ũ−1
. (12.137)

Se elige a la matriz Ũ como la transformación unitaria que diagonaliza a la matriz Λ̃. Entonces,
λ ′

il = δilεi y se obtiene el conjunto de las ecuaciones de los valores propios siguiente,

F̂ ′ ∣∣φ ′
i
〉
= εi

∣∣φ ′
i
〉
. (12.138)

A estas ecuaciones se le conoce como las ecuaciones canónicas de Hartree y Fock (o, simplemente,
las ecuaciones de Hartree y Fock). Las ecuaciones canónicas, normalmente, se escriben en la forma
siguiente,

F̂φ
HF
i = ε

HF
i φ

HF
i , (12.139)

en donde el operador de Fock se calcula con los orbitales canónicos,
∣∣φ HF

i
〉
= |φ ′

i ⟩.
La proyección de las ecuaciones de Hartree y Fock sobre el bra ⟨φ HF

i | conduce a una relación
entre los valores propios y las integrales mono- y bielectrónicas,

ε
HF
i = ε

(0)
i +∑

k
(Jki −Kki). (12.140)

Por lo tanto, la energía del método de Hartree y Fock se escribe en varias formas, que son
equivalentes,

EHF = ∑
i

ε
(0)
i + 1

2 ∑
i j
(Ji j −Ki j) = ∑

i
ε

HF
i − 1

2 ∑
i j
(Ji j −Ki j)

= 1
2 ∑

i

(
ε
(0)
i + ε

HF
i

) . (12.141)

Y, al igual que en el método de Hartree, los valores propios del método de Hartree y Fock cumplen
con el teorema de Koopmans,

Ik ≈−ε
HF
k . (12.142)

En la mayoría de los casos, la solución de las ecuaciones de Hartree y Fock produce una gran
cantidad de orbitales. Los orbitales ocupados se utilizan para construir la función de Hartree y
Fock. Los orbitales adicionales (los orbitales desocupados) se pueden usar para formar los otros
determinantes que se necesitan para el cálculo de una interacción de configuraciones.

12.10 Problemas.
1. Evalúe las sumas de las ecuaciones (12.13-14) y verifique los resultados del texto.
2. Obtenga los valores de la función definida por la ecuación (12.25) en sus puntos críticos.
3. Evalúe los brakets de la ecuación (12.49) y verifique las expresiones del texto.
4. Obtenga el mínimo de Eη , dada por la ecuación (12.49). Además, verifique las expresiones

de las ecuaciones (12.51-52).
5. Utilice las relaciones obtenidas en la sección 12.3 y compruebe los resultados del ejemplo

12.6.
6. Use el método de Gram y Schmidt para ortogonalizar el conjunto de las funciones del ejemplo

12.8.
7. Evalúe la contribución del acoplamiento espín-órbita, ecuación (12.89), en los diferentes

estados del triplete P de un átomo del grupo del carbono.
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8. Demuestre que el valor esperado de un operador de dos cuerpos corresponde a la ecuación
(12.123).

9. El operador del espín total de un sistema de N electrones,

Ŝ2 = ˆ⃗S · ˆ⃗S =
N

∑
j=1

ˆ⃗S j ·
N

∑
k=1

ˆ⃗Sk ,

es una combinación de operadores de uno y dos cuerpos. Obtenga una expresión de este
operador. Además, evalúe el valor esperado del operador del espín total usando como función
de onda a un determinante de Slater.

10. Evalúe el braket de la ecuación (12.125) y verifique el resultado final.
11. Combine las ecuaciones (12.125) y (12.140) para demostrar las expresiones de la ecuación

(12.141).



13. Las moléculas.

Una molécula está formada por N electrones y M núcleos. Para distinguir a unos de otros, se
usa la notación siguiente. Se emplean los índices en minúscula para numerar a los electrones,

i, j, . . .= 1,2, . . . ,N. (13.1)

Mientras que, para los núcleos, se utilizan los índices en mayúscula,

A,B, . . .= 1,2, . . . ,M. (13.2)

La carga de los electrones es negativa, −e. Mientras que, para los núcleos, la carga es positiva,
ZAe. La posición de los electrones se denota con las variables en minúscula, r⃗i. Las posiciones de
los núcleos, se escriben con las variables en mayúscula, R⃗A. Para la masa, se sigue una distinción
similar, µ representa la masa de un electrón y MA la de un núcleo.

El operador hamiltoniano molecular consta de varios términos,

Ĥ = T̂n + T̂e +V̂ne +V̂ee +V̂nn. (13.3)

Estos términos corresponden a:
(a) la energía cinética de los núcleos,

T̂n =−h̄2

2

M

∑
A=1

∇2
A

MA
, (13.4)

(b) la energía cinética de los electrones,

T̂e =− h̄2

2µ

N

∑
i=1

∇
2
i ; (13.5)

(c) la energía potencial de la atracción entre los núcleos y los electrones,

V̂ne =−
M

∑
A=1

ZA

N

∑
i=1

q2

|R̄A − r̄i|
, (13.6)

(d) la energía potencial de la repulsión entre los electrones,

V̂ee =
1
2 ∑

i j

′ q2∣∣r̄i − r̄ j
∣∣ , (13.7)
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(e) y la energía potencial de la repulsión entre los núcleos,

V̂nn =
1
2 ∑

AB

′ ZAZBq2

|R̄A − R̄B|
. (13.8)

La función de onda depende de todas las coordenadas, tanto de los electrones como de los
núcleos,

|Ψ⟩= Ψ

(⃗
r1, . . . ,⃗rN , R⃗1, . . . , R⃗M

)
, (13.9)

y satisface la ecuación de los valores propios de la energía,

Ĥ |Ψ⟩=W |Ψ⟩ . (13.10)

Como en el caso de los átomos polielectrónicos, el hamiltoniano no es separable. Por lo que, sólo se
obtienen soluciones aproximadas. En este capítulo, se discuten únicamente los métodos moleculares
basados en el uso de un determinante de Slater, el método de Hartree y Fock y algunos métodos
semiempíricos.

13.1 La aproximación de Born y Oppenheimer.
Para reducir un poco la complejidad del problema, se asume la separabilidad entre la parte

nuclear y la electrónica. Max Born y J. Robert Oppenheimer proponen la aproximación siguiente,

|Ψ⟩ ≈ |ΩBO⟩=
∣∣ΨBO

el Φ
BO
n
〉
, (13.11)

en donde la parte electrónica, ΨBO
el , depende paramétricamente de las coordenadas nucleares.

Mientras que, la parte nuclear, ΦBO
n , no depende explícitamente de las coordenadas electrónicas,

Ψ
BO
el = Ψ

BO
el

(⃗
r1, . . . ,⃗rN ; R⃗1, . . . , R⃗M

)
, Φ

BO
n = Φ

BO
n

(
R⃗1, . . . , R⃗M

)
. (13.12)

Adicionalmente, la parte electrónica debe ser una función propia del operador hamiltoniano elec-
trónico, Ĥel ≡ T̂e +V̂ne +V̂ee, para una elección particular de las posiciones nucleares (el operador
hamiltoniano de la molécula con los núcleos fijos),

Ĥel
∣∣ΨBO

el
〉
=
(
T̂e +V̂ne +V̂ee

)∣∣ΨBO
el
〉
= EBO

el

∣∣ΨBO
el
〉
. (13.13)

El operador hamiltoniano electrónico depende paramétricamente de las coordenadas nucleares,{
R⃗1, . . . , R⃗M

}
, a través del operador V̂ne =Vne({R⃗A}). Sus soluciones, ΨBO

el y EBO
el , también depen-

den de las mismas. Para cada conformación de las posiciones nucleares, la función electrónica debe
estar normalizada, 〈

Ψ
BO
el

∣∣ΨBO
el
〉

el = 1. (13.14)

Si se aplica el operador hamiltoniano total a la función de la aproximación de Born y Oppenheimer,
se tiene que,

Ĥ |ΩBO⟩= Φ
BO
n

∣∣T̂eΨ
BO
el
〉
+Φ

BO
n

∣∣VneΨ
BO
el
〉
+Φ

BO
n

∣∣VeeΨ
BO
el
〉

+Φ
BO
n

∣∣VnnΨ
BO
el
〉
+Φ

BO
n

∣∣T̂nΨ
BO
el
〉

−h̄2
∑
A

∇AΦBO
n ·∇AΨBO

el
MA

+
∣∣T̂nΦ

BO
n
〉∣∣ΨBO

el
〉

= Φ
BO
n

∣∣ĤeΨ
BO
el
〉
+Φ

BO
n

∣∣VnnΨ
BO
el
〉
+Φ

BO
n

∣∣T̂nΨ
BO
el
〉

+
∣∣T̂nΦ

BO
n
〉∣∣ΨBO

el
〉
−h̄2

∑
A

∇AΦBO
n ·∇AΨBO

el
MA

=
(
EBO

el Φ
BO
n +VnnΦ

BO
n + T̂nΦ

BO
n
)∣∣ΨBO

el
〉

+Φ
BO
n

∣∣T̂nΨ
BO
el
〉
−h̄2

∑
A

1
MA

∇AΦ
BO
n ·∇AΨ

BO
el

. (13.15)
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Cuando las derivadas de la parte electrónica con respecto a las coordenadas nucleares son
pequeñas,

∣∣∇AΨBO
el

∣∣≪ 1 y
∣∣∇2

AΨBO
el

∣∣≪ 1, los dos últimos términos de la ecuación (13.15) no
contribuyen significativamente. Entonces, queda un operador hamiltoniano nuclear aproximado,

Ĥ |ΩBO⟩ ≈
[
T̂n +Vnn +EBO

el

(
{R⃗A}

)]∣∣ΦBO
n
〉∣∣ΨBO

el
〉

= ĤBO
n

∣∣ΦBO
n
〉∣∣ΨBO

el
〉 . (13.16)

Al proyectar la ecuación anterior sobre el bra de la parte electrónica,
〈
ΨBO

el

∣∣, queda una expresión
que sólo contiene a las coordenadas nucleares. La expresión resultante es la ecuación de los valores
propios del operador ĤBO

n ,
ĤBO

n

∣∣ΦBO
n
〉
=W BO ∣∣ΦBO

n
〉
. (13.17)

En este caso, el operador hamiltoniano nuclear aproximado queda definido como

ĤBO
n ≡ T̂n +Vnn

(
{R⃗A}

)
+EBO

el

(
{R⃗A}

)
= T̂n +V BO

n

(
{R⃗A}

)
. (13.18)

Este operador hamiltoniano tiene una energía potencial efectiva, V BO
n , que incluye el efecto de la

parte electrónica como un promedio,

EBO
el

(
{R⃗A}

)
=
〈

Ψ
BO
el

(
{R⃗A}

)∣∣∣Ĥel

(
{R⃗A}

)∣∣∣ΨBO
el

(
{R⃗A}

)〉
el
. (13.19)

La energía potencial efectiva, V BO
n

(
{R⃗A}

)
, se denomina la superficie de la energía potencial (PES,

Potential Energy Surface) y depende de todas las posiciones nucleares. Este potencial contiene a la
repulsión entre los núcleos y la contribución electrónica,

V BO
n

(
{R⃗A}

)
=Vnn

(
{R⃗A}

)
+EBO

el

(
{R⃗A}

)
. (13.20)

Por lo tanto, para construir la superficie de la energía potencial es necesario resolver la ecuación
de valores propios de la parte electrónica para cada conformación molecular, ecuación (13.13),
y sumarle la repulsión entre los núcleos. Una vez que se obtiene V BO

n

(
{R⃗A}

)
, se resuelve la

ecuación de valores propios nuclear, ecuación (13.17). Finalmente, con la función aproximada de la
aproximación de Born y Oppenheimer, se evalúa la energía molecular,〈

ΩBO
∣∣Ĥ∣∣ΩBO

〉
=
〈
Ψ

BO
el Φ

BO
n

∣∣T̂n +V̂nn + Ĥel
∣∣ΨBO

el Φ
BO
n
〉

=
〈
Ψ

BO
el Φ

BO
n

∣∣T̂n +Vnn +EBO
el

∣∣ΨBO
el Φ

BO
n
〉

=
〈
Ψ

BO
el Φ

BO
n

∣∣ΦBO
n T̂nΨ

BO
el
〉

−h̄2
∑
A

1
MA

〈
Ψ

BO
el Φ

BO
n

∣∣∇AΦ
BO
n ·∇AΨ

BO
el
〉

+
〈
Ψ

BO
el Φ

BO
n

∣∣ΨBO
el
(
T̂n +Vnn +EBO

el
)

Φ
BO
n
〉
. (13.21)

Cuando los dos primeros términos no contribuyen apreciablemente,〈
ΩBO

∣∣Ĥ∣∣ΩBO
〉
≈
〈
Ψ

BO
el Φ

BO
n

∣∣ΨBO
el
(
ĤnΦ

BO
n
)〉

=W BO
n . (13.22)

En general, es muy complicado completar este procedimiento. En la gran mayoría de los casos,
sólo se resuelve la ecuación de la parte electrónica (la aproximación de los núcleos fijos).

Para una molécula diatómica (M = 2), la única coordenada relevante es la separación internu-
clear, d. En este caso, la superficie de la energía potencial es una función de una variable. La Figura
13.1 muestra una superficie de la energía potencial típica de una molécula diatómica.

Ejemplo 13.1. Una aproximación de la energía electrónica para el ion H+
2 , en unidades

atómicas, corresponde a

EBO
el =

(
1+

1
R

)
e−2R − 1

2

(
3+3R+ 1

3 R2
)

e−R −
(

1
2 +

1
R

)
(
1+R+ 1

3 R2
)

e−R +1
.
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Figura 13.1: La superficie de energía potencial típica de una molécula diatómica.

Mientras que, la repulsión entre los núcleos es Vnn =
1
R

. Así, la superficie de la energía

potencial presenta un mínimo que representa a la geometría estable del ion H+
2 .

Para las moléculas con más núcleos, la superficie de la energía potencial presenta máximos,
mínimos y puntos de silla. Los mínimos representan a las conformaciones moleculares de equilibrio
(los confórmeros estables). Mientras que, algunos puntos de silla están asociados con los estados
de transición.

13.2 El método de Hartree y Fock molecular.

En las moléculas, el método de Hartree y Fock presenta una variante. Normalmente, no se
resuelven las ecuación diferenciales. El problema se transforma en uno algebraico.

En esta variante del método de Hartree y Fock, la función también se aproxima por un determi-
nante de Slater,

|Ψel⟩ ≈ |ΨHF⟩= |D⟩= 1√
N!

|ψ1ψ2, . . . ,ψN | . (13.23)

A las funciones monoelectrónicas, ψi, se les denomina los orbitales moleculares y deben ser
ortonormales, 〈

ψi
∣∣ψ j
〉
= δi j. (13.24)

Los orbitales moleculares son una combinación lineal de un conjunto de funciones auxiliares,
denominadas las funciones de la base. En muchos casos, las funciones de la base simulan a los
orbitales atómicos,

ψi =
M

∑
A=1

nA

∑
j=1

CiA jφA j. (13.25)

A este método se le conoce como el método de los orbitales moleculares como una combinación
lineal de los orbitales atómicos, LCAO-MO (Linear Combination of Atomic-Orbitals Molecular-
Orbitals). Al conjunto de las funciones auxiliares se le llama el conjunto de la base y, normalmente,
se usan índices griegos para identificarlos,{

χµ

}
=
{

φA j
}
. (13.26)

Así, el desarrollo de un orbital molecular tiene la forma siguiente,

|ψi⟩=
n

∑
µ=1

Cµi
∣∣χµ

〉
, (13.27)
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en donde los coeficientes del desarrollo son ahora las incógnitas del problema. Del mismo modo, la
condición de ortogonalidad queda así,〈

ψi
∣∣ψ j
〉
= δi j = ∑

µν

C∗
µiCν jSµν , (13.28)

en donde las integrales de traslape, Sµν , están definidas como

Sµν ≡
〈
χµ

∣∣χν

〉
, (13.29)

y se agrupan en la matriz de traslape, S̃.
Ejemplo 13.2. Para el ion molecular H+

2 , la base más sencilla consiste en un orbital hidroge-
noide 1s en cada núcleo, {φ a

1s,φ
b
1s}. Cada orbital hidrogenoide está normalizado.

De acuerdo con la ecuación (13.27), el orbital molecular del único electrón se escribe así,

ψ1 =C11χ1 +C21χ2 ,

en donde χ1 = φ a
1s y χ2 = φ b

1s. La matriz de traslape queda en la forma siguiente,

S̃ =

[
1 S12

S12 1

]
,

en donde S12 = ⟨χ1|χ2⟩.
Los dos núcleos del ion son iguales. Entonces, para el estado basal, los coeficientes son
iguales, C11 =C21 = c. De la condición de la normalización, se tiene que,

c =
1√

2(1+S12)
.

13.2.1 Los tipos de bases.
Existen muchos tipos de conjuntos de la base. Pero, se clasifican genéricamente de acuerdo a

su tamaño. Una base mínima consiste en una función auxiliar por cada orbital atómico ocupado.
Se le llama base de valencia a un conjunto que sólo se usa funciones auxiliares para los orbitales
atómicos de valencia. Las bases extendidas son aquellas que contienen funciones adicionales. Las
funciones adicionales pueden tener el número cuántico l más grande, o ser más extendidas en el
espacio. En ambos casos, las funciones adicionales tienen como objetivo aumentar la flexibilidad
del conjunto de la base para representar mejor al sistema de estudio.

Ejemplo 13.3. Una base mínima para el benceno, C6H6, requiere de una función auxiliar
para cada hidrógeno (1s) y 5 funciones para cada carbono (1s, 2s, 2p−1, 2p0, 2p1. En total,
se requieren n = 36 funciones en este conjunto de base. Desde luego que, el conjunto de base
debe ser más grande si se desea una precisión mayor.

13.2.2 La densidad electrónica y el análisis de la población electrónica.
Una propiedad que se determina experimentalmente es la densidad electrónica. El valor de esta

propiedad depende de la posición en el espacio. En general, la densidad se acumula en las regiones
cercanas a los núcleos. La densidad electrónica se calcula como un valor esperado,

ρ (⃗r) = ⟨ψ|ρ̂ (⃗r)|ψ⟩ , (13.30)

en donde aparece el operador de la densidad,

ρ̂ (⃗r)≡
N

∑
i=1

δ (⃗r− r⃗i) . (13.31)
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El operador de la densidad es un operador de un cuerpo. En la aproximación de Hartree y Fock, la
integral toma una forma sencilla,

ρHF (⃗r) = ⟨D|ρ̂ (⃗r)|D⟩=
N

∑
i=1

|ψi (⃗r)|2 . (13.32)

Al utilizar a las funciones de la base, esta expresión se transforma en

ρHF (⃗r) = ∑
µν i

C∗
µiCν iχ

∗
µ (⃗r)χν (⃗r) = ∑

µν

Pµν χ
∗
µ (⃗r)χν (⃗r) , (13.33)

en donde P̃ es la matriz de la densidad, que está definida como,

Pµν ≡
N

∑
i=1

C∗
µiCν i. (13.34)

Al integrar a la densidad electrónica, se obtiene el número de electrones de la molécula,

N =
∫

ρHF (⃗r) d⃗r = ∑
µν

PµνSµν = Tr
(

P̃S̃T
)
. (13.35)

Cuando todas las funciones del conjunto de base están centradas en los átomos de la molécula,
es posible asignarle un número de electrones a cada átomo. Sin embargo, este procedimiento es
arbitrario y los resultados de esta asignación cambian de un conjunto de la base a otro.

Ejemplo 13.4. Para la función de onda del ejemplo 13.2, los elementos de la matriz de la
densidad se calculan con la ecuación (13.34),

Pµν =C∗
µ1Cν1 = c2 .

Entonces,

P̃ = c2
[

1 1
1 1

]
y

P̃S̃T
= c2(1+S12)

[
1 1
1 1

]
.

Así, Tr
{

P̃S̃T
}
= 1. Esto es, la traza anterior corresponde al número de electrones.

El análisis de la población de Mulliken es una propuesta para la asignación de los electrones a
cada átomo de la molécula. En este modelo, la suma más externa de la ecuación (13.35) se agrupa
por átomo. La suma de cada grupo representa el número de electrones que le corresponden a dicho
átomo,

NA ≡ ∑
µ∈A

∑
ν

PµνSµν . (13.36)

Con esta definición, todos los electrones son asignados a alguno de los átomos de la molécula,

∑
A

NA = N. (13.37)

Si ambas sumas de la ecuación (13.35) se agrupan por átomo, es posible definir un orden del enlace
para cada par de átomos en la molécula,

BOAB ≡ 2bAB = bAB +bBA, A ̸= B, (13.38)

en donde
bAB ≡ ∑

µεA
∑
νεB

PµνSµν . (13.39)

De tal forma que, dentro de este modelo, se puede hablar de los electrones no compartidos del
átomo A,

N∗
A ≡ bAA. (13.40)

Estas cantidades están relacionadas por la ecuación

NA = N∗
A + ∑

B̸=A
bAB = N∗

A +
1
2 ∑

B ̸=A
BOAB. (13.41)



13.2 El método de Hartree y Fock molecular. 181

Ejemplo 13.5. Un calculo de la estructura electrónica de la molécula HCN se reporta en la
referencia JACS 88, 2384 (1966). El número de electrones asignado a cada átomo con la
ecuación (13.36) es el siguiente, NH = 0.784, NC = 6.139 y NN = 7.075. La carga asignada a
cada átomo se calcula como la diferencia entre el número atómico y el número de electrones
asignado, qH = 0.216, qC = −0.139 y qN = −0.075. Así, la parte positiva de la molécula
corresponde al átomo de hidrógeno, como se espera para esta especie.

13.2.3 La solución variacional.
Para determinar los coeficientes del desarrollo de los orbitales moleculares se usa el método

variacional. La energía dentro del método de Hartree y Fock depende de las integrales mono- y
bielectrónicas, sección 12.9,

EHF = ∑
i

ε
(0)
i + 1

2 ∑
i j
[Ji j −Ki j] . (13.42)

Al sustituir el desarrollo LCAO-OM, en las expresiones para ambos tipos de integrales, se obtiene a
la energía como una función de los coeficientes,

E
(
Cµi
)
= ∑

iµν

C∗
µiCν i

〈
χµ

∣∣∣ĥ(0)∣∣∣χν

〉
+ 1

2 q2
∑

i jµνλσ

C∗
µiC

∗
λ jCν iCσ j[〈

χµ χλ

∣∣∣∣ 1
r12

∣∣∣∣χν χσ

〉
−
〈

χλ χµ

∣∣∣∣ 1
r12

∣∣∣∣χν χσ

〉]
= ∑

µν

PµνH(0)
µν + 1

2 ∑
µνσλ

PµνPλσ [(µλ |νσ)− (λ µ|νσ)]

. (13.43)

Ahora, las integrales mono- y bielectrónicas involucran a las funciones auxiliares,

H(0)
µν ≡

〈
χµ

∣∣∣ĥ(0)∣∣∣χν

〉
ĥ(0) =− h̄2

2µ
∇

2 −∑
A

ZAq2

|R̄A − r̄|

(µλ |νσ)≡
〈

χµ χλ

∣∣∣∣ q2

r12

∣∣∣∣χν χσ

〉. (13.44)

Los coeficientes de los orbitales moleculares,
{

Cµi
}

, minimizan a la energía, manteniendo la
condición de ortogonalidad,

EHF = mı́n
{Cµi}

δi j = ∑µvC∗
µiCν jSµν

E
(
{Cµi}

)
. (13.45)

La minimización se realiza con el método de los multiplicadores indeterminados. Así, se tiene que,

0 =
∂

∂C∗
γk

[
E({Cµi})−∑

i j
Λi j

(
∑
µν

C∗
µiCν jSµν −δi j

)]
. (13.46)

O bien,
∂E

∂C∗
γk

= ∑
i j

Λi j ∑
µν

δγµδkiCν jSµν = ∑
jν

SγνCν jΛk j. (13.47)

La derivada de la energía se evalúa de forma directa, a partir de la ecuación (13.43),

∂E
∂C∗

γk
= ∑

αβ

∂E
∂Pαβ

∂Pαβ

∂C∗
γk

= ∑
β

∂E
∂Pγβ

Cβk = ∑
β

FγβCβk, (13.48)
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en donde la matriz de Fock está dada por

Fγβ ≡ ∂E
∂Pγβ

= H(0)
γβ

+∑
λσ

Pλσ [(γλ |βσ)− (λγ|βσ)] , (13.49)

y depende de los coeficientes. Así, la ecuación variacional se reduce a

∑
β

FγβCβk = ∑
jβ

SγβCβ jΛk j. (13.50)

Al aplicar la transformación unitaria que diagonaliza a la matriz Λ̃, con los elementos Λi j = δi jεi,
se obtienen las ecuaciones de Roothaan,

∑
β

FγβCβk = εk ∑
jβ

δk jSγβCβ j = εk ∑
β

SγβCβk. (13.51)

Las ecuaciones de Roothaan en notación matricial toman la forma siguiente,

F̃C⃗k = εkS̃C⃗k . (13.52)

O bien, (
F̃− εS̃

)
C⃗ = 0 . (13.53)

Para que exista una solución no trivial, es necesario que el determinante del sistema de ecuaciones
homogéneo sea igual cero. Por lo tanto, ∣∣F̃− εS̃

∣∣= 0. (13.54)

Al resolver esta ecuación (la ecuación secular), se obtienen los valores propios, {εk}. Para cada
valor propio, se resuelve el sistema de homogéneo y se obtienen los coeficientes de los orbitales
moleculares,

{
C⃗k

}
. Normalmente, estos coeficientes se agrupan en la matriz C̃,

C̃ = [C⃗1,C⃗2, . . .] . (13.55)

La matriz de Fock, Fµν , depende de los coeficientes de los orbitales moleculares. Entonces, es
necesario resolver las ecuaciones (13.52) por el método de aproximación sucesivas (SCF),

C(0)
µk → F(0)

µν →C(i)
µk → F(i)

µν → . . . . (13.56)

Para la aproximación inicial, C(0)
µν , se puede utilizar la solución del problema sin interacción,

F̃ = H̃(0). En este caso, se tiene un sistema lineal,

H̃(0)C̃(0)
= S̃C̃(0)

Λ̃. (13.57)

De esta forma, se obtiene la primera aproximación de la matriz de coeficientes, C(0)
µk . Con la

aproximación inicial, se inicia el método iterativo hasta que se alcanza la convergencia.
En cada paso del método iterativo, se debe calcular la matriz de Fock, que depende de los

coeficientes y de las integrales mono- y bielectrónicas. Aunque la matriz de Fock es de dimensión
n×n, en donde n es el número de funciones auxiliares, se necesitan todas las integrales. El número
total de integrales también depende de n. Sin embargo, hay un número distinto de cada tipo. A
partir de su definición, ecuación (13.44), se observa que la integrales monoelectrónicas tienen dos
índices. Por lo que, hay n2 integrales monoelectrónicas. Las integrales bielectrónicas tienen cuatro
índices. Así que, su número crece con mayor velocidad, n4. Este análisis permite concluir que la
complejidad de este método crece rápidamente al aumentar el número de funciones auxiliares. Esto
ocurre cuando el sistema es grande. O bien, porque se quiere un cálculo muy preciso.

Ejemplo 13.6. El benceno con una base mínima tiene 36 funciones auxiliares. Entonces,
requiere ∼600 integrales monoelectrónicas y ∼400,000 bielectrónicas.

Para fines prácticos, se dice que el escalamiento del método de Hartree y Fock molecular es
proporcional a n4.

En el apéndice E, Los orbitales moleculares de un compuesto aromático, se encuentran los
resultados del cálculo de la estructura electrónica del anión fenolato. Este material presenta un
análisis breve de los resultados e incluye los cálculos de otra moléculas relacionadas.



13.2 El método de Hartree y Fock molecular. 183

13.2.4 Los valores propios.
Al igual que en el caso atómico, los valores propios de la ecuaciones de Roothaan están

relacionados con las integrales mono- y bielectrónicas. La multiplicación de las ecuaciones de
Roothaan, ecuación (13.51), por C∗

µk, junto con la ecuación (13.28) , conduce a

∑
µν

C∗
µkFµνCνk = εk ∑

µν

SµνC∗
µkCνk = εk. (13.58)

Y, la suma sobre todos los orbitales moleculares ocupados lleva a

∑
k

εk = ∑
µν

PµνFµν = Tr
{

F̃P̃T
}

. (13.59)

Por lo que,

EHF = 1
2 ∑

µν

Pµν

(
H(0)

µν +Fµν

)
= 1

2 ∑
k

(
εk + ε

(0)
k

)
, (13.60)

en donde
ε
(0)
k = ∑

µν

C∗
µkCνkH(0)

µν . (13.61)

Así que, los valores propios están relacionados con la energía. Al igual que el caso de los
átomos.

13.2.5 Ejemplo. El ion molecular H+
2 .

El ion molecular H+
2 tiene un electrón. Entonces, no hay repulsión electrónica. Por lo que,

Ĥel = ĥ(0). (13.62)

Considere la base mínima de los orbitales hidrogenoides 1s. Un orbital está centrado en el núcleo a
y el otro en el núcleo b. Así,

χ1 = φ
a
1s χ2 = φ

b
1s, ψ =C1χ1 +C2χ2, (13.63)

y

F11 = F22 =
〈

φ
a
1s

∣∣∣ĥ(0)∣∣∣φ a
1s

〉
=
〈

φ
b
1s

∣∣∣ĥ(0)∣∣∣φ b
1s

〉
= H11

F12 = F∗
21 =

〈
φ

a
1s

∣∣∣ĥ(0)∣∣∣φ b
1s

〉
= H12.

(13.64)

Las ecuaciones de Roothaan, ecuaciones (13.53), quedan en la forma siguiente,[
H11 H12
H12 H11

]
C⃗ = ε

[
1 S12

S12 1

]
C⃗, (13.65)

y los valores propios son las raíces del determinante del sistema de ecuaciones,

0 =
∣∣H̃− εS̃

∣∣= (H11 − ε)2 − (H12 − εS12)
2 . (13.66)

Por lo tanto,

ε =
H11 +H12

1+S12
,

H11 −H12

1−S12
, ε± =

H11 ±H12

1±S12
. (13.67)

Para la base de las funciones hidrogenoides, las integrales tienen los valores siguientes,

H11 =−1
2 −

1
R
+

(
1+

1
R

)
e−2R

H12 =−1
2 S12 − (1+R)e−R

S12 = e−R{1
3 R2 +R+1

} . (13.68)
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Figura 13.2: La superficie de energía potencial del ion H+
2 para los estados de enlace y de antienlace.

La energía electrónica de esta especie iónica es

EBO
el = 1

2 ∑
µν

(
Fµν +H(0)

µν

)
Pµν = ∑

µν

H(0)
µν Pµν = ε. (13.69)

Y al incluir a la repulsión nuclear, se obtiene la superficie de la energía potencial,

W (R) = EBO
el (R)+Vnn(R) = ε(R)+

1
R
. (13.70)

La Figura 13.2 muestra la dependencia de la superficie de la energía potencial con la separación
nuclear. Sólo la curva del orbital de enlace presenta un mínimo. Este punto representa a la geometría
estable del ion molecular.

Los coeficientes de los orbitales moleculares provienen de la solución del sistema de ecuaciones
homogéneo (13.65), para cada uno de los valores de ε ,

0 = (H11 − ε)C1 +(H12 − εS12)C2

0 = (H12 − εS12)C1 +(H11 − ε)C2
. (13.71)

Así,
C2 =±C1, (13.72)

y se obtienen dos orbitales moleculares. El orbital de enlace corresponde al caso con C1 = C2.
Mientras que, el orbital de antienlace tiene C1 =−C2. Esto es,

ε+ =
H11 +H12

1+S12
, C1 =C2, |ψ+⟩= A+

(
φ

a
1s +φ

b
1s

)
= |1σg⟩

ε− =
H11 −H12

1−S12
, C1 =−C2, |ψ−⟩= A−

(
φ

a
1s −φ

b
1s

)
= |1σu⟩

, (13.73)

con A± = (2±2S12)
−1/2.

La densidad de probabilidad obtenida por la ecuación (13.73) da origen a la Figura 13.3. En
el orbital de enlace, las contribuciones atómicas se suman en la región entre los dos núcleos. El
incremento en la población electrónica en esta zona es la responsable de la estabilidad del enlace.
Por otro lado, en el orbital de antienlace, las contribuciones atómicas se cancelan en la zona
internuclear. Por esta razón, este estado es energéticamente desestabilizante. La tendencia de las
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Figura 13.3: La densidad de probabilidad de los orbitales moleculares del ion H+
2 . El estado

de enlace está en el lado izquierdo. Mientras que, el orbital de antienlace está a la derecha. Las
posiciones de los núcleos están marcadas por las cruces.

curvas de ambos estados en la Figura 13.2 es consistente con la interpretación que proviene de la
densidad de probabilidad.

Para la molécula de hidrógeno, H2, el determinante de Slater para la configuración (1σg)
2 tiene

la forma

|D⟩=
√

1
2

∣∣∣ψ1σgαψ1σgβ

∣∣∣=√ 1
2 φ1σg(1)φ1σg(2) [α(1)β (2)−β (1)α(2)] , (13.74)

en donde φ1σg = |1σg⟩= |ψ+⟩= A+

(
φ a

1s +φ b
1s

)
es el orbital de enlace. Al desarrollar,

|D⟩= A2[
φ

a
1s(1)φ

b
1s(2)+φ

b
1s(1)φ

a
1s(2)

+φ
a
1s(1)φ

a
1s(2)+φ

b
1s(1)φ

b
1s(2)

]αβ −βα√
2

= |ψcova⟩+ |ψionic⟩

. (13.75)

El ket |ψcova⟩ se denomina la función covalente, debido a que las funciones de la base están
centradas en ambos núcleos. Mientras que, el ket |ψionic⟩ se denomina la función iónica, por que
las funciones están en un solo átomo. La forma de estos kets es la siguiente,

|ψcova⟩= A2
[
φ

a
1s(1)φ

b
1s(2)+φ

b
1s(1)φ

a
1s(2)

]
αβ −βα√

2
,

|ψionic⟩= A2
[
φ

a
1s(1)φ

a
1s(2)+φ

b
1s(1)φ

b
1s(2)

]
αβ −βα√

2
.

(13.76)

Es importante comentar que estos dos kets no son determinantes de Slater.
En las moléculas también se usan métodos cuánticos con más de un determinante de Slater.

Estos métodos están basados en la discusión presentada en el Capítulo 12. Sin embargo, este tipo
de metodologías no se discuten aquí.

El apéndice F, Los orbitales moleculares de la molécula HCN, muestra las gráficas de los
orbitales de dicha especie química, obtenidos con el método de Hartree y Fock y el conjunto de
la base 6-31g+. También incluye una descripción de las gráficas del potencial electrostático y la
densidad electrónica.

13.3 Los métodos semiempíricos.
La complejidad del método de Hartree y Fock crece muy rápido con el tamaño del conjunto de

base. Por esta razón, desde hace mucho tiempo, se planteó la posibilidad de simplificarlo. Entre las
aproximaciones más populares, están los métodos semiempíricos. Estos métodos sólo incluyen a
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los electrones de valencia y desprecian o aproximan muchas integrales. Por lo que, su solución es
menos complicada y permiten tratar problemas más grandes. Muchos métodos semiempíricos están
basados en la aproximación ZDO. Esta aproximación se describe a continuación.

13.3.1 La aproximación del traslape diferencial nulo, ZDO.
La aproximación ZDO (Zero-Differential Overlap) tiene por objetivo reducir el número de

integrales y se expresa en la forma siguiente,
(1) (µλ |νσ)≈ (µλ |µλ )δµνδλσ .
(2) Sµν = δµν .
(3) Las integrales mono- y bielectrónicas se ajustan.

Así, la matriz de Fock queda en la forma

Fµν ≈ FZDO
µν = H(0)

µν +∑
λσ

Pλσ

[
(µλ |µλ )δµνδλσ − (λ µ|λ µ)δλνδµσ

]
= H(0)

µν +δµν ∑
λ

Pλλ (µλ |µλ )−∑
λ

Pλ µ (λ µ|λ µ)δλν

= H(0)
µν +δµν ∑

λ

Pλλ (µλ |µλ )−Pνµ (µν |µν)

. (13.77)

Cada método semiempírico tiene un procedimiento particular para elegir el valor de las integrales
que son diferentes de cero.

13.3.2 El método de traslape diferencial completamente despreciado, CNDO.
En el método CNDO (Complete Neglect of Differential Overlap), todas las integrales bielectró-

nicas que pertenecen a la misma pareja de átomos se consideran iguales,

(µλ |µλ )≈ γAC, µ ∈ A, λ ∈C. (13.78)

En este caso,

FCNDO
µν = H(0)

µν +δµν ∑
C

γACPCC − γABPµν , µ ∈ A, ν ∈ B, (13.79)

en donde PCC = ∑λ∈C Pλλ .
Cuando µ = ν ∈ A,

FCNDO
µµ = H(0)

µµ +∑
C

γACPCC − γAAPµµ , µ ∈ A, (13.80)

con

H(0)
µµ =

〈
µ

∣∣∣ĥ(0)∣∣∣µ〉=
〈

µ

∣∣∣ĥ(hidro)
∣∣∣µ〉+ ∑

C ̸=A

〈
µ

∣∣∣∣∣∣ −ZCq2∣∣∣R⃗C − r⃗
∣∣∣
∣∣∣∣∣∣µ
〉

=Uµµ + ∑
C ̸=A

VAC

(13.81)

en donde las integrales hidrogenoides,

Uµµ ≡
〈

µ

∣∣∣ĥ(hidro)
∣∣∣µ〉 , (13.82)

se evalúan con algunos datos atómicos. Las integrales de atracción con los otros núcleos tienen el
mismo valor para todos los electrones del átomo A,

VAC ≡

〈
µ

∣∣∣∣∣∣ −ZCq2∣∣∣R⃗C − r⃗
∣∣∣
∣∣∣∣∣∣µ
〉
, µ ∈ A. (13.83)
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Así,
FCNDO

µµ =Uµµ +∑
C

γACPCC − γAAPµµ + ∑
C ̸=A

VAC

=Uµµ + γAA
(
PAA −Pµµ

)
+ ∑

C ̸=A
(γACPCC +VAC)

. (13.84)

Para µ ̸= ν , cuando ambas funciones pertenecen al mismo átomo, µ,ν ∈ A, las integrales
hidrogenoides son cero por la ortogonalidad, Uµν = 0. Adicionalmente, también se asume que el
producto χµ χν ≈ 0. Por lo que, H(0)

µν ≈ 0 y Sµν ≈ 0. Así,

FCNDO
µν =−γAAPµν , µ,ν ∈ A. (13.85)

Para µ ̸= ν , con µ ∈ A y ν ∈ B ̸= A, sólo se consideran las contribuciones de los átomos involucra-
dos,

H(0)
µν ≈

〈
µ

∣∣∣∣∣∣− h̄2

2µ
∇

2 −q2

 ZA∣∣∣R⃗A − r⃗
∣∣∣ + ZB∣∣∣R⃗B − r⃗

∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ν

〉

≡ βµν = β
(0)
AB Sµν

FCNDO
µν = β

(0)
AB Sµν − γABPµν

. (13.86)

Finalmente, la energía se calcula con la fórmula del promedio, ecuación (13.60),

ECNDO = 1
2 ∑

µν

Pµν

(
H(0)

µν +FCNDO
µν

)
+

q2

2 ∑
AB

′ Z
∗
AZ∗

B

RAB
. (13.87)

La primera parametrización de este método, CNDO/1, se hizo para los átomos del segundo
período, del litio al flúor. Los parámetros γAB y VAB se calculan con los orbitales del tipo s,

γAB = (µν |µν) , VAB =

〈
µ

∣∣∣∣∣∣ −ZBq2∣∣∣R⃗B − r⃗
∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ν
〉
. (13.88)

Ejemplo 13.7. Tome a un átomo con la configuración electrónica de valencia 2sm2pn. La
energía de este átomo con el modelo CNDO se calcula así,

ECNDO = 1
2 ∑

µ

Pµµ

(
H(0)

µµ +FCNDO
µµ

)
+ 1

2 ∑
µν

′Pµν

(
H(0)

µν +FCNDO
µν

).
Con las expresiones de esta sección para las integrales moleculares, se tiene que,

ECNDO = ∑
µ

Pµµ

(
Uµµ +

1
2 γAA

(
PAA −Pµµ

))
+ 1

2 ∑
µν

′Pµν

(
−γAAPµν

)
= ∑

µ

PµµUµµ +
1
2 γAAPAAPAA − 1

2 γAA ∑
µν

PµνPµν

. (13.89)

Además,
N = ∑

µν

PµνSµν = ∑
µ

Pµµ = P2s2s +P2p2p = PAA = m+n. (13.90)

Por lo tanto,

ECNDO = mU2s,2s +nU2p,2p +
1
2 γAA (m+n)2 − 1

2 γAA (m+n)

= mU2s,2s +nU2p,2p +
1
2 γAA (m+n)(m+n−1)

. (13.91)

en donde ∑µν P2
µν = m+n.
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Ejemplo 13.8. Para el átomo de carbono, la energía de la ecuación anterior proviene del
promedio de todos los multipletes asociados con la configuración 2p2, Sección 12.5,

ECNDO
C = 9

15 E
(3P
)
+ 5

15 E
(1D

)
+ 1

15 E
(1S
)
. (13.92)

Las integrales Uµµ se aproximan por las energías de ionización atómicas de los electrones 2s
y 2p. Con estos datos, se fija el valor de la integral γAA.

Las integrales del tipo β
(0)
AB se tratan como promedios,

β
(0)
AB =

1
2

(
β
(0)
A +β

(0)
B

)
, (13.93)

y se ajustan con los cálculos SCF con una base mínima.
La segunda parametrización, CNDO/2, modifica la forma de calcular algunas integrales de dos

átomos,
VAB =−ZBq2

γAB. (13.94)

Los parámetros atómicos se relacionan con las energías de ionización y las afinidades electrónicas,

Iµ = E+,µ −E0 =−
[
Uµµ + γAA(n+m−1)

]
,

Aµ = E0 −E−,µ =−
[
Uµµ + γAA(n+m)

]
.

(13.95)

Entonces,

Uµµ =−1
2
(
Iµ +Aµ

)
−
(

n+m− 1
2

)(
Iµ −Aµ

)
, γAA = Iµ −Aµ . (13.96)

Existen muchos métodos más. Por ejemplo, el método de traslape diferencial parcialmente
despreciado (INDO, Intermediate Neglect of Differential Overlap) trata de mejorar la descripción
molecular tomando en cuenta integrales de intercambio dentro del mismo átomo y ajusta de forma
diferente algunas integrales bielectrónicas. Actualmente, los métodos más utilizados son AM1
(Austin Model 1), PMn (Parametrization Model n, n ≥ 3) y MNDO (Modified Neglect of Diatomic
Overlap). Debido al gran número de aproximaciones involucradas en estos métodos, es muy
importante calibrar el método seleccionado para los sistemas que se desean estudiar.

El apéndice E muestra los resultados del anión fenolato obtenidos con el método AM1.

13.3.3 El método de Hückel.
Erich Hückel propuso un método para estudiar a las moléculas con enlaces dobles conjugados.

El método de Hückel sólo toma en cuenta a los electrones π de la molécula. Además, propone que
la interacción entre los electrones se modela por un potencial efectivo de un cuerpo,

ĤH =
N

∑
i=1

(
ĥ(0)i +V̂ H

eff(⃗ri)
)
=

N

∑
i=1

f̂H(i). (13.97)

Dado que el hamiltoniano es separable, la solución antisimétrica consiste en un determinante de
Slater. Los orbitales moleculares se construyen como una combinación lineal del conjunto de la
base, que consiste en un orbital atómico pz para cada uno de los átomos del sistema conjugado.
El conjunto de la base se considera ortonormal. Así, los orbitales moleculares toman la forma
siguiente,

ψi =
M

∑
A=1

CAiχA, (13.98)

y, la condición de normalización queda así,

M

∑
A=1

|CAi|2 = 1. (13.99)

En este caso, la matriz de traslape es una matriz identidad, SAB = δAB.
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Con estas consideraciones, el valor esperado de la energía es

EHückel =
〈
D
∣∣ĤH

∣∣D〉= ∑
i

〈
ψi
∣∣ f̂H
∣∣ψi
〉

= ∑
iAB

C∗
AiCBi

〈
χA
∣∣ f̂H
∣∣χB
〉
= ∑

AB
PABFH

AB.
(13.100)

La matriz del hamiltoniano de Hückel está dada por

FH
AB =

〈
χA
∣∣ f̂H
∣∣χB
〉
=
〈

χA

∣∣∣ĥ(0)+V̂ H
eff

∣∣∣χB

〉
. (13.101)

La minimización de la energía con respecto a los coeficientes, con la condición de ortonormalidad,
conduce a la ecuación de los valores propios siguiente,

∑
B

FH
ABCBi = ∑

j
CA jΛ ji = ε

H
i CAi, F̃HC⃗ = ε̃

HC⃗. (13.102)

En este caso, debido a la separabilidad del hamiltoniano, la energía coincide con la suma de los
valores propios,

N

∑
i=1

ε
H
i = ∑

AB
PABFH

AB = EHückel. (13.103)

Los elementos de la matriz F̃H se aproximan semiempíricamente. Los términos diagonales sólo
dependen del tipo de átomo,

FH
AA = αA, (13.104)

y se denominan las integrales coulómbicas. Los términos no diagonales, las integrales de resonancia,
se aproximan por cero, cuando los átomos involucrados no están enlazados químicamente. Mientras
que, las integrales de resonancia dependen del tipo de los átomos, cuando éstos están unidos por un
enlace químico,

FH
AB =

{
βAB, A y B enlazados
0, otro caso

, A ̸= B. (13.105)

Los valores de ambos tipos de integral se fijan con algunos datos experimentales y existen varias
opciones descritas en la literatura.

Para un sistema en donde todos los átomos del sistema conjugado son iguales, como los
hidrocarburos, las integrales coulómbicas son iguales entre sí, αA =α . De igual forma, las integrales
de resonancia son idénticas, βAB = β . Así, la ecuación de valores propios se simplifica con el cambio
de variable ε ≡ α − xβ , (

F̃H − (α − xβ ) Ĩ
)

C⃗ = βM̃C⃗ = 0, M̃C⃗ = 0, (13.106)

en donde la matriz M̃ es adimensional. Los elementos de la matriz M̃ tienen la forma siguiente,

MAB =


x, A = B
1, A y B enlazados
0, otro caso

. (13.107)

Los valores propios, xi, son las raíces del determinante de la matriz M̃ y los coeficientes de los
orbitales moleculares son los vectores propios.

Ejemplo 13.9. El formaldehido H2C=O tiene un enlace π . El átomo número 1 es el carbono
y el oxígeno es el átomo número dos. Para los heteroátomos, como el átomo de oxígeno, se
usa la integral coulómbica αX = α + kXβ , con kX > 0 para los átomos más electronegativos
que el átomo de carbono. Así, la matriz M̃ es la siguiente,

M̃ =

[
x 1
1 x+ kO

]
.
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Figura 13.4: La estructura del estireno con sus átomos de carbono numerados.

Los valores propios provienen del determinante de la matriz anterior,

0 = det
(
M̃
)
= x2 + kOx−1, x = 1

2

(
−kO ±

√
k2

O +4
)
.

El estado ocupado, el estado de menor energía, corresponde al signo negativo del radical,

x1 =−1
2

(
kO +

√
k2

O +4
)
< 0.

Para este valor propio, se resuelve el sistema de ecuaciones (13.106). El orbital molecular
resultante es

ψ1 = c1 (φC − x1φO) .

Dado que x1 < 0, este orbital es enlazante, las contribuciones de los átomos se suman en la
zona del enlace. Además, como kO > 0, entonces, |x1|> 1. Por lo tanto, la contribución del
átomo de oxígeno es mayor que la del carbono. Esto es, el enlace π es polar y domina la
contribución del átomo más electronegativo.
Ejemplo 13.10. Para el estireno (Figura 13.4), la matriz M̃ tiene la forma

M̃ =



x 1 0 0 0 1 1 0
1 x 1 0 0 0 0 0
0 1 x 1 0 0 0 0
0 0 1 x 1 0 0 0
0 0 0 1 x 1 0 0
1 0 0 0 1 x 0 0
1 0 0 0 0 0 x 1
0 0 0 0 0 0 1 x


. (13.108)

Los valores propios son

x ≈±2.136,±1.414,±1.000,±0.662. (13.109)

El estireno tiene ocho electrones π . En el estado basal, sólo los primeros cuatro orbitales están
ocupados. Dado que β < 0, la energía orbital es lineal con x. Por lo que, los estados ocupados
son aquellos con valores propios negativos de x. La energía de la molécula corresponde a

EHuckel =
8

∑
i=1

ε
H
i = 2

4

∑
i=1

(α − xiβ )≈ 8α −10.424β . (13.110)

Los orbitales moleculares ocupados se representan esquemáticamente en la Figura 13.5.
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Figura 13.5: La representación de los orbitales de Hückel ocupados para la molécula de estireno.
Los círculos blancos representan a los coeficientes positivos. Mientras que, los círculos obscuros
representan a los valores negativos.

Con los coeficientes de los orbitales moleculares se construye la matriz de la densidad, ecuación
(13.74),

PAB ≡
N

∑
i=1

C∗
AiCBi, (13.111)

y con ésta se hace el análisis de población de Mulliken. De esta forma, el número de electrones π

asignados a cada átomo coincide con el elemento diagonal de la matriz de la densidad, ecuación
(13.36),

nA = ∑
B

PABSAB = ∑
B

PABδAB = PAA =
N

∑
i=1

|CAi|2 . (13.112)

Desafortunadamente, con este procedimiento no se puede asignar un orden de enlace siguiendo
el modelo de Mulliken. Sin embargo, existe otra opción. La expresión de la energía se separa en
contribuciones atómicas y de enlace,

EHuckel = ∑
AB

PABFH
AB = ∑

A
PAAFH

AA +∑
AB

′PABFH
AB

= ∑
A

nAαA +2 ∑
A,B<A

PABFH
AB

= ∑
A

nAαA + ∑
A,B<A
enlace

bABβAB

, (13.113)

en donde bAB = 2PAB, cuando los átomos A y B están enlazados químicamente. Por lo tanto, cada
átomo contribuye a la energía total con nAαA. Mientras que, cada enlace π contribuye con bABβAB.
Así, a la cantidad bAB = 2PAB se le asigna el significado de un orden de enlace π .

Ejemplo 13.11. Para el formaldehido H2C=O, después de normalizar a la función de onda
del orbital de enlace, se obtiene la matriz de la densidad, ecuación (13.34),

P̃ =
2

1+ x2
1

[
1 −x1

−x1 x2
1

]
.

Entonces, las poblaciones de Mulliken de los átomos son

nC = P11 =
2

1+ x2
1
< 1

nO = P22 = x2
1nC > 1

.

Estos valores son consistentes con la polaridad del enlace.

Por otro lado, el orden de enlace bCO =
−4x1

1+ x2
1

es positivo.
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13.3.4 El método de Hückel extendido.
Roald Hoffmann extendió los conceptos del modelo de Hückel para incluir a las moléculas que

tienen otros tipos de enlace. Esta idea dio origen al método de Hückel extendido. Este método toma
una base mínima de un STO para cada orbital de valencia y la matriz de Fock se parametriza. Los
elementos diagonales utilizan las energías de ionización atómicas,

FEH
µµ =−Iµ . (13.114)

Los elementos no diagonales son un promedio de los términos diagonales,

FEH
µν =−1

2 κ
(
FEH

µµ +FEH
νν

)
Sµν , (13.115)

en donde la constante κ se ajusta y toma un valor entre uno y tres. La matriz de traslape se calcula
de forma exacta y de este modo se introduce la información sobre la geometría molecular. Los
coeficientes de los orbitales moleculares se obtienen de la solución de la ecuación matricial

F̃EHC̃ = ε̃
EHC̃S̃. (13.116)

Finalmente, la energía se calcula a partir de los valores propios, ecuación (13.42),

EEH = ∑
i

ε
EH
i − 1

2 ∑
i j
(Ji j −Ki j)+Vnn. (13.117)

En general, este método proporciona una buena predicción de los orbitales moleculares y de sus
energías, siempre y cuando, se tenga una estimación razonable de la geometría molecular.

13.4 La solución de la ecuación nuclear para una molécula diatómica.
En las secciones anteriores, sólo se estudia la parte electrónica del problema molecular. Sin

embargo, la separación propuesta por Born y Oppenheimer permite abordar el problema del
movimiento nuclear de una forma aproximada. El estudio de la parte electrónica permite construir
la superficie de la energía potencial.

Para una molécula diatómica,

V BO
n

(
R⃗1, R⃗2

)
=V BO

n

(∣∣∣R⃗2 − R⃗1

∣∣∣) (13.118)

Por lo que, es posible plantear la solución de la ecuación nuclear, ecuación (13.17),

ĤBO
n

∣∣ΦBO
n
〉
=W BO ∣∣ΦBO

n
〉
, (13.119)

en donde
ĤBO

n = T̂n +V BO
n

(∣∣∣R⃗2 − R⃗1

∣∣∣)= T̂1 + T̂2 +V BO
n

(∣∣∣R⃗2 − R⃗1

∣∣∣) . (13.120)

Al realizar el cambio de las coordenadas al centro de masa y la coordenada relativa, se obtiene un
operador hamiltoniano separable,

ĤBO
n = T̂CM + T̂rel +V BO

n (r) = ĤCM + Ĥrel. (13.121)

Por lo tanto,
ĤCM = T̂CM, Ĥrel = T̂rel +V BO

n (r),

Φ
BO
n

(
R⃗1, R⃗2

)
= ϕCM

(
R⃗CM

)
ψrel (⃗r) ,

W BO = ECM +Erel =
h̄2K2

CM
2MCM

+Erel.

(13.122)

La energía relativa es la solución del operador hamiltoniano asociado con la coordenada relativa,

Ĥrel |ψrel⟩=
(
T̂rel +V BO

n (r)
)
|ψrel⟩= Erel |ψrel⟩ . (13.123)
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Para una molécula diatómica, la superficie de energía potencial es un potencial central. Por lo que,
el operador hamiltoniano relativo conmuta con los operadores del momento angular orbital de los
núcleos. Así, la función propia se escribe en la forma siguiente,

ψrel (⃗r) = R(r)Ylm(θ ,ϕ), (13.124)

en donde la parte radial es la solución de una ecuación de los valores propios,[
− h̄2

2µnr2
d
dr

(
r2 d

dr

)
+

h̄2l(l +1)
2µnr2 +V BO

n (r)
]

R = ErelR. (13.125)

En general, la superficie de la energía potencial se obtiene como una función numérica. Por lo
que, en este caso, la solución también será de esta forma. Sin embargo, la presencia de un mínimo
en la superficie de la energía potencial da origen a un comportamiento vibracional.

Adicionalmente, es posible obtener soluciones aproximadas para las vibraciones de baja ampli-
tud, como se muestra a continuación.

13.4.1 El cambio de las variables.

La superficie de la energía potencial presenta un mínimo en la distancia de equilibrio, r = req.
Entonces, es conveniente realizar el cambio de la variable independiente, s ≡ r− req. Por lo tanto,
la función radial se transforma en una función de la variable s,

S(s)≡ rR(r) =
(
s+ req

)
R
(
s+ req

)
,

(
−req < s < ∞

)
, (13.126)

en donde se ha cambiado también a la variable dependiente. Por lo que, la forma de la ecuación
diferencial se modifica,[

− h̄2

2µn

(
d
ds

)2

+
h̄2l(l +1)

2µn(s+ req)2 +V BO
n (s+ req)

]
S = ErelS, (13.127)

con la transformación correspondiente del operador diferencial, Sección 7.2.
Al desarrollar el potencial centrífugo y la superficie de la energía potencial alrededor de la

posición de equilibrio, s = 0, se obtienen las series de potencias para estas cantidades,

V
(
s+ req

)
=−De +

1
2 µnω

2s2 + . . .

(s+ rrel)
−2 = r−2

eq

(
1−2

s
req

+3
[

s
req

]2

+ . . .

)
, (13.128)

en donde

V
(
req
)
=−De, V ′ (req

)
= 0, V ′′ (req

)
= µnω

2 > 0. (13.129)

Así, la ecuación diferencial (13. 127) toma la forma siguiente,[
− h̄2

2µn

(
d
ds

)2

+
h̄2l(l +1)

2Imol

(
1− 2s

req
+3
(

s
req

)2

− . . .

)

−De +
1
2 µnω

2s2 + . . .

]
S = ErelS,

(13.130)

en donde Imol ≡ µnr2
eq es el momento de inercia de la molécula. La Figura 13.6 muestra una

superficie de la energía potencial típica, junto con las aproximaciones polinomiales hasta el cuarto
grado.
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Figura 13.6: La superficie de energía potencial de una molécula diatómica (línea negra) y sus
aproximaciones polinomiales, cuadrática (azul), cúbica (roja) y cuártica (verde).

13.4.2 La aproximación armónica.
Como aproximación inicial, se trunca la superficie de la energía potencial, quedando sólo hasta

el término cuadrático, y el potencial centrífugo hasta el término de orden cero. Entonces, se tiene la
ecuación de un oscilador armónico con la frecuencia ω ,[

− h̄2

2µn

(
d
ds

)2

+ 1
2 µnω

2s2

]
S(0)k = w(0)

k S(0)k , (13.131)

en donde los valores propios están dados por

w(0)
k =h̄ω

(
k+ 1

2

)
= E(0)

rel,kl −
h̄2l(l +1)

2Imol
+De. (13.132)

Esta aproximación representa al punto de partida en la descripción del movimiento nuclear. En
este nivel, el espectro está uniformemente espaciado para cada valor de l. Es decir, la rotación y la
vibración de la molécula están desacopladas,

E(0)
rel,kl =h̄ω

(
k+ 1

2

)
+

h̄2l(l +1)
2Imol

−De. (13.133)

Ejemplo 13.12. El espectro de una molécula diatómica en la aproximación armónica se
reescribe así,

E(0)
rel,kl =h̄ω

{
k+ 1

2 + γl(l +1)− De

h̄ω

}
,

con γ ≡ h̄
2Imolω

. La transición del estado (k, l) al (k+1, l +1) tiene asociada la energía

εkl = E(0)
rel,k+1,l+1 −E(0)

rel,kl =h̄ω{1+2γ(l +1)} .

Observe que la energía de la transición es independiente del número cuántico vibracional k.
Para la molécula N2, γ ≈ 0.0008483 y la energía de la transición es

εkl ≈h̄ω{1+0.001697(l +1)} .
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13.4.3 La distorsión centrífuga.
Al incluir el término lineal del potencial centrífugo, se obtiene la ecuación diferencial siguiente,[

− h̄2

2µn

(
d
ds

)2

+V (1)
l (s)

]
S(1)kl = w(1)

kl S(1)kl , (13.134)

en donde
V (1)(s) = 1

2 µnω
2s2 −bs = 1

2 µnω
2 (s+δl)

2 −∆l, (13.135)

con

b =
h̄2l(l +1)

reqImol
=

2h̄ωγl(l +1)
req

δl =
h̄2l(l +1)

I2
molω

2 req = 4γ
2reql(l +1)

∆l =
h̄4l2(l +1)2

2I3
molω

2
= 4γ

3h̄ωl2(l +1)2

. (13.136)

El término lineal genera un desplazamiento de la posición de equilibrio y del espectro. Pero, no
modifica el espaciamiento para cada valor del número cuántico l,

E(1)
rel,kl =h̄ω

(
k+ 1

2

)
+h̄ωγl(l +1)−De −∆l. (13.137)

Sin embargo, cuando l cambia hay un efecto debido al término ∆l . A este efecto se le denomina la
distorsión centrífuga.

Ejemplo 13.13. Al tomar en cuenta la distorsión centrífuga, la energía de la transición del
estado (k, l) al (k+1, l +1) es

εkl =h̄ω{1+2γ(l +1)−16γ
3(l +1)3} .

La energía de la transición es aún independiente del número cuántico vibracional.
Para la molécula N2, se tiene que,

εkl ≈h̄ω{1+0.001697(l +1)+9.769×10−9(l +1)3} .

13.4.4 El acoplamiento entre la vibración y la rotación.
Cuando se toma hasta el término cuadrático del desarrollo en series del potencial centrífugo, se

obtiene el operador hamiltoniano siguiente,[
− h̄2

2µn

(
d
ds

)2

+V (2)
l (s)

]
S(2)kl = w(2)

kl S(2)kl , (13.138)

en donde

V (2)
l (s) = 1

2 µn

(
ω

2 +3
h̄2l(l +1)

I2
mol

)
s2 −bs = 1

2 µnω
′2
l
(
s−δ

′
l
)2 −∆

′
l. (13.139)

En este caso, el potencial cuadrático tiene una curvatura diferente. Esto es, la frecuencia de la
vibración es distinta al caso anterior,

ω
′
l =

√
ω2 +3

h̄2l(l +1)
I2
mol

= ω

√
1+12γ2l(l +1)> ω. (13.140)

Las constantes δ ′
l y ∆′

l difieren de las que aparecen en la ecuación (13.135) sólo en la frecuencia.
Ahora, las constantes nuevas dependen de ω ′

l . Así,

E(2)
rel,kl =h̄ω

′
l
(
k+ 1

2

)
+h̄ωγl(l +1)−De −∆

′
l. (13.141)
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El espectro aún está espaciado uniformemente para cada valor de l. Pero, la separación entre
los niveles ha cambiado y depende de cada valor de l. Este comportamiento se conoce como
el acoplamiento vibración-rotación. En este caso, las características del estado rotacional tienen
influencia en la frecuencia de la vibración.

Ejemplo 13.14. El efecto del acoplamiento entre la vibración y la rotación en la energía de la
transición del estado (k, l) al (k+1, l +1) es la siguiente,

εkl =h̄ω

{
ω ′

l+1

ω
(k+ 3

2)−
ω ′

l
ω

(k+ 1
2)+2γ(l +1)−

∆′
l+1

h̄ω
+

∆′
l

h̄ω

}
.

En el límite en donde γ ≪ 1, la ecuación anterior toma una forma más sencilla,

εkl ≈h̄ω{1+2γ(l +1)+6γ
2(l +1)(2k+ l +3)−16γ

3(l +1)3} .

Con este nivel de aproximación, la energía de la transición ya tiene una dependencia en el
número cuántico vibracional.
Para la molécula N2, se tiene que,

εkl ≈h̄ω{1+0.001697(l +1)+4.318×10−6(l +1)(2k+ l +3)

−9.769×10−9(l +1)3}
.

13.4.5 La distorsión anarmónica.
Si se añaden más términos, aparecen contribuciones anarmónicas (las potencias mayores que

dos). En este caso, ya no hay una solución exacta. Al incluir los términos cúbicos, la ecuación
diferencial queda en la forma siguiente,[

− h̄2

2µn

(
d
ds

)2

+V (3)
l (s)

]
S(3)kl = w(3)

kl S(3)kl , (13.142)

en donde
V (3)

l (s) = 1
2 µnω

′2
l s2 −bs+β s3 =V (2)

l (s)+β s3. (13.143)

La energía se aproxima usando la teoría de perturbaciones a segundo orden. En este caso, el
sistema de referencia corresponde al sistema con el acoplamiento vibración-rotación, Sección
13.4.4. Mientras que, la perturbación queda representada por el término cúbico de la ecuación
(13.142). Por la paridad de las soluciones, la corrección del primer orden a la energía es cero. Y, la
corrección del segundo orden, Sección 10.2.4, conduce a

w(3)
kl ≈h̄ω

′
l
(
k+ 1

2

)
− 15

4
h̄2β 2

µ3
n ω ′4

l

[(
k+ 1

2

)2
+ 7

60

]
−∆

′
l. (13.144)

Observe que los términos cúbicos rompen la uniformidad en el espaciamiento del espectro.
Ejemplo 13.15. Con el término cúbico, la energía de la transición del estado (k, l) al (k+
1, l +1) queda en la forma siguiente,

εkl ≈h̄ω
{

1+2γ(l +1)+6γ
2(l +1)(2k+ l +3)−16γ

3(l +1)3

−2λ
[
k+1−12γ

2(l +1){(k+ 1
2)

2 +(k+1)(l +2)+ 7
60}
]} ,

en donde λ ≡ 15h̄β 2

4µ3
n ω5 . Entonces, el término anarmónico genera unas dependencias adiciona-

les en el número cuántico vibracional.
Para la molécula N2, λ ≈ 0.006075. Entonces, la energía de la transición se aproxima por

εkl ≈h̄ω{1−0.01215(k+1)+0.001697(l +1)

+4.318×10−6(l +1)(2k+ l +3)

+1.049×10−7(l +1)[(k+ 1
2)

2 +(k+1)(l +2)+ 7
60 ]

−9.769×10−9(l +1)3}

.
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Es interesante comentar que, en esta molécula, la corrección por el término cúbico es de
una magnitud mayor que las correcciones previas y afecta la separación entre los estados
vibracionales.

En general, la ecuación (13.125) es una ecuación diferencial con un potencial efectivo depen-
diente del número cuántico rotacional l. Cuando el potencial efectivo se desarrolla como una serie
de Taylor en la variable s, se tiene que,[

− h̄2

2µn

(
d
ds

)2

+Vl(s)

]
Skl =WklSkl. (13.145)

en donde

Vl(s) =−s
h̄2l(l +1)

Imolreq
+ 1

2 µns2
(

ω
2 +

3h̄2l(l +1)
I2
mol

)
+s3

(
1
6V ′′′(req)−

2h̄2l(l +1)
Imolr3

eq

)
+ . . .

Wkl = Erel,kl −
h̄2l(l +1)

2Imol
+De

. (13.146)

La solución de la ecuación de los valores propios normalmente será una serie, o bien, una solución
numérica. Es importante mencionar que los parámetros de la distorsión centrífuga, el acoplamiento
vibración-rotación y la distorsión anarmónica se determinan experimentalmente. Para una molécula
diatómica, las reglas de selección establecen los cambios en los números cuánticos vibracional y
rotacional siguientes, ∆k =±1 y ∆l =±1.

13.5 La superficie de la energía potencial de las moléculas poliatómicas.
El análisis de la superficie de la energía potencial de una molécula, ecuación (13.20), permite

identificar la existencia de las geometrías estables y los puntos de silla. Una geometría estable
corresponde a un mínimo en la superficie. Para verificar esta situación, es necesario que el gradiente
sea cero (un punto crítico de la superficie),

∇V BO
n =−F⃗ = 0, (13.147)

y que la matriz de las segundas derivadas (la matriz hessiana, h̃) tenga únicamente valores propios
positivos,

h̃⃗v j = k j⃗v j, k j > 0, hab ≡
∂ 2V BO

n

∂Ra∂Rb
. (13.148)

Esta condición garantiza que todo desplazamiento alrededor del punto crítico implica un
aumento en la energía. Para asegurar que una estructura representa una geometría estable es
necesario verificar la condición de estabilidad de la ecuación (13.148). A este proceso se le
denomina el análisis de las frecuencias de una estructura. Las componentes del vector F⃗ en la
ecuación (13.147), representan la fuerza sobre cada uno de los núcleos. Este vector tiene tantas
componentes como el número de las coordenadas de todos los núcleos, 3M. Por esta razón, en una
geometría estable se tiene como una condición necesaria del equilibrio que todas las componentes
de la fuerza sean iguales a cero.

Un estado de transición corresponde a un punto de silla de la superficie (también es un punto
crítico), en donde la matriz hessiana tiene un valor propio negativo y todos los demás son positivos.
El vector propio asociado al valor propio negativo indica la dirección que sigue la coordenada de la
reacción en ese punto. La trayectoria de la reacción conecta a los dos mínimos asociados con el
estado de transición. Un ejemplo de una superficie de la energía potencial está en la figura 13.7.

Si el desplazamiento ocurre únicamente a lo largo de la coordenada de la reacción, el cambio
en la energía a lo largo de dicha trayectoria genera el perfil de la reacción. Éste se muestra en la
Figura 13.8. En esta figura, se observa cuál es la barrera energética que deben vencer los reactivos
para poder alcanzar la estructura de los productos. También, muestra la altura de la barrera para la
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Figura 13.7: El esquema de una superficie de energía potencial. Las estructuras de los reactivos y
los productos corresponden a mínimos en la superficie. Mientras que, el estado de transición (TS)
es un punto de silla. La línea roja conecta a los tres puntos críticos y corresponde a la trayectoria de
reacción.

Figura 13.8: El perfil de una reacción.
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reacción inversa. De acuerdo con el ejemplo de la Figura 13.8, la barrera de la reacción inversa es
mayor que la barrera de la reacción directa.

El análisis de los puntos críticos de la superficie de la energía potencial de una reacción permite
identificar los puntos críticos y su energía. A partir de estas energía se obtiene la información
siguiente,

reacción energía de reacción, ∆rE energía de activación, ∆actE
(1) R→P ∆rE(1) = E[P]−E[R] ∆actE(1) = E[TS]−E[R]

(2) P→R
∆rE(2) = E[R]−E[P] ∆actE(2) = E[TS]−E[P]

=−∆rE(1) = ∆actE(1)+∆rE(2)

Ésta es la forma más sencilla de predecir la energética de una reacción química. Para las
reacciones en la fase gaseosa, las correcciones térmicas se calculan con la ayuda de la mecánica
estadística.

Ejemplo 13.16. La energía aproximada de las especies involucradas en la isomerización del
HCN, en unidades atómicas, son las siguientes,

Especie Energía / ua
HCN -93.25718
TS -93.17971

CNH -93.23402

Para la reacción HCN → CNH, la energía de la reacción es 0.02316 ua, o bien, 60.8 kJ/mol.
Esto es, la reacción en endotérmica. Mientras que, la energía de la barrera para la reacción
directa es 0.07747 ua, o, 203.4 kJ/mol. Por lo tanto, la energía de la barrera para la reacción
inversa es 142.6 kJ/mol. (La equivalencia entre las unidades de energía es 0.01000 ua = 26.26
kJ/mol.)

13.6 Problemas.
1. Evalúe la expresión T̂n|ΩBO⟩, usando las ecuaciones (13.4) y (13.11). Identifique los términos

obtenidos dentro de la ecuación (13.15).
2. Proyecte la ecuación (13.16) sobre el ket ⟨ΨBO

el | y compare el resultado con la ecuación
(13.17).

3. Calcule los elementos Pµν del ejemplo 13.4 y verifique los resultados que se presentan ahí.
4. Sustituya la ecuación (13.27) en la (13.42) y verifique que el resultado coincide con la

ecuación (13.43).

5. Calcule la derivada
∂Pµν

∂C∗
γk

, en donde Pµν es un elemento de la matriz de la densidad y esta

definido por la ecuación (13.34).
6. Evalúe la ecuación (13.46) y muestre que se obtiene la ecuación (13.50).
7. Obtenga las soluciones de la ecuación (13.66). Para cada una de estas soluciones resuelva en

sistema de ecuaciones lineales (13.71).
8. Represente en una gráfica a la energía electrónica EBO

el , la energía potencial de la repulsión
entre los núcleos Vnn y la superficie de la energía potencial W , para los estados de enlace
y de antienlace del ion H+

2 . La energía electrónica y la superficie de la energía potencial
están dadas por las ecuaciones (13.67) y (13.70), respectivamente. Mientras que la energía

potencial de la repulsión nuclear es Vnn =
1
R

. Identifique cuáles de ellos presentan puntos
críticos.

9. Tome la función de onda de la ecuación (13.74) para la molécula H2.
(a) Usando la base mínima descrita en el texto, evalúe la matriz de Fock.
(b) Identifique cuáles integrales bielectrónicas son diferentes.
(c) Verifique que las soluciones de la ecuación (13.72) también son solución de las ecua-

ciones de Roothaan de esta molécula.
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10. Use las ecuaciones de la sección 13.3.2 para demostrar la ecuación (13.91).
11. Obtenga las ecuaciones (13.96) a partir de las (13.95).
12. Calcule los vectores propios de la matriz del ejemplo 13.9. También, normalice a estos

vectores.
13. Obtenga la matriz de la densidad del ejemplo 13.11 y calcule las poblaciones de Mulliken y

los ordenes de enlace de la molécula.
14. Utilice el método de Hückel para calcular la energía y los orbitales moleculares de las

moléculas siguientes:
(a) el butadieno (C4H6);
(b) el ciclobutadieno (C4H4);
(c) el benceno (C6H6).

15. Aplique el cambio de las variables de la ecuación (13.126) a la ecuación diferencial (13.125).
16. Desarrolle en series de Taylor, alrededor de s = 0, al potencial centrífugo y a la superficie de

la energía potencial de la ecuación (13.127).
17. Verifique las identidades de las ecuaciones (13.135) y (13.139).
18. La reacción de isomerización en fase gaseosa del alcohol vinílico en acetaldehído tiene los

siguientes datos,

∆rE ≈−10 kcal/mol y ∆actE ≈ 60 kcal/mol.

Obtenga la energía de reacción y de activación para la conversión del acetaldehído en alcohol
vinílico.



14. La interacción con los campos eléctricos y magnéticos.

Los átomos y las moléculas están formados por partículas con carga eléctrica, los electrones y
los núcleos. Por esta razón, es importante entender la respuesta de los sistemas electrónicos ante
la presencia de las fuerzas eléctricas y magnéticas. Por otro lado, las técnicas espectroscópicas
involucran la interacción de las especies químicas con el campo electromagnético de la radiación y,
en algunos casos, también con un campo externo adicional.

En este capítulo, se presentan algunos ejemplos de este tipo de interacciones y sus efectos en
las propiedades de las especies microscópicas. También, se trata el fenómeno de la resonancia
magnética, tanto de los núcleos, como, de los electrones.

14.1 Las propiedades como derivadas.
Algunas propiedades de los átomos y las moléculas representan la respuesta del sistema ante el

cambio en los campos externos. Por ejemplo, la constante de fuerza de una molécula diatómica es
la segunda derivada de la superficie de la energía potencial,

k =
d2W
dr2

∣∣∣∣∣
r=rmin

. (14.1)

La constante de fuerza se usa para representar a la superficie de la energía potencial por medio de
la aproximación armónica,

W (r)≈W0 +
1
2

kr2. (14.2)

Al aplicar un campo eléctrico uniforme, E⃗, la energía depende de la intensidad del campo,

W
(⃗
E
)
=W0 − µ⃗d · E⃗+

1
2
E⃗ · α̃ · E⃗+ . . . , (14.3)

en donde µ⃗d es el momento dipolar, α̃ es la polarizabilidad, etc. Estas propiedades son las derivadas
de la energía siguientes,

µ⃗d ≡−dW

d⃗E

∣∣∣∣∣⃗
E=0

, α̃ ≡ d2W

d⃗Ed⃗E

∣∣∣∣∣⃗
E=0

, (14.4)

etc. De forma similar, la susceptibilidad magnética se define así,

χ̃ ≡ d2W

dB⃗dB⃗

∣∣∣∣∣
B⃗=0

, (14.5)
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en donde B⃗ es un campo magnético uniforme. La respuesta ante los campos oscilatorios depende
adicionalmente de la frecuencia de la oscilación. Por lo tanto, las propiedades dependen de dicha
frecuencia. Por ejemplo, la polarizabilidad dinámica depende de la frecuencia de la oscilación,
α̃ = α̃(ω).

14.2 Los efectos del campo eléctrico.
La energía de la interacción de una carga puntual, Q, localizada en la posición r⃗, con un campo

eléctrico está dada por
Eint = Qφ (⃗r) , (14.6)

en donde φ es el potencial eléctrico. El potencial está relacionado con el campo por medio de la
ecuación E⃗=−∇φ . Por lo tanto, el operador hamiltoniano de la interacción con el campo eléctrico
tiene la forma

ĤE =−
N

∑
i=1

eφ (⃗ri)+
M

∑
A=1

ZAeφ

(
R⃗A

)
. (14.7)

Al resolver la ecuación de valores propios del operador hamiltoniano Ĥ0 + ĤE, las soluciones
dependen de la intensidad del campo. Por lo que, las funciones de la respuesta al campo se pueden
aproximar usando el método de las diferencias finitas,

µx ≈−∆W
∆Ex

=−W (Ex = ε)−W (Ex = 0)
ε −0

,

αxx ≈
∆2W

∆Ex∆Ex
=

W (Ex = ε)−2W (Ex = 0)+W (Ex =−ε)

2ε
,

(14.8)

etc.
La polarizabilidad permite calcular el momento dipolar inducido por el campo eléctrico,

µ⃗ind =−α̃E⃗. (14.9)

Esta propiedad es muy importante para las moléculas que no tienen un dipolo permanente. Con la
polarizabilidad se evalúa la respuesta al campo eléctrico, ecuación (14.3). Esto es, la energía de la
polarización,

Epol ≡ 1
2 E⃗α̃E⃗=−1

2 E⃗ · µ⃗ind. (14.10)

14.2.1 Ejemplo. El átomo hidrogenoide en un campo eléctrico uniforme.
Para un campo eléctrico uniforme en la dirección del eje z, E⃗= E⃗k, el potencial eléctrico toma

la forma siguiente,
φ =−Er3. (14.11)

Así, el operador hamiltoniano de la interacción de un átomo de hidrógeno con este campo queda
expresado como

ĤE = eEr̂3 − eZER̂3. (14.12)

Dado que la función del centro de masa es una onda plana, el promedio de R̂3 es cero. Por lo que,
a la interacción con el campo eléctrico, sólo contribuye la parte electrónica. Usando la teoría de
perturbaciones y tomando al operador hamiltoniano hidrogenoide como hamiltoniano de referencia,
se tiene que,

Ĥ0 = Ĥ(hidro)∣∣∣Ψ(0)
〉
= |nlm⟩

E(0)
nlm = E(hidro)

n

Ĥ ′ = eEr̂3 = eEr cosθ

. (14.13)

Sólo el estado 1s no es degenerado. Entonces,

w(1)
100 =

〈
100
∣∣Ĥ ′∣∣100

〉
= eE

∫
∞

0
R10(r)2r3dr ⟨00|cosθ |00⟩= 0. (14.14)
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Por lo tanto, para este estado, no hay un efecto lineal con el campo.
En otros casos, se necesitan los elementos de matriz de la perturbación. Para este fin, se usa la

identidad
cosθ |lm⟩= Alm |l +1,m⟩+Blm |l −1,m⟩ , (14.15)

con

A2
lm =

(l +1)2 −m2

(2l +1)(2l +3)
, Blm = Al−1,m . (14.16)

Mientras que, para la parte radial se requiere de la integral siguiente,

Cn′l′,nl ≡
∫

∞

0
Rn′l′Rnlr3dr. (14.17)

Así, la matriz del operador hamiltoniano de la interacción toma la forma〈
n′l′m′∣∣Ĥ ′∣∣nlm

〉
= eE

∫
∞

0
Rn′l′r3dr

〈
l′m′∣∣cosθ

∣∣lm〉
= eECn′l′,nl

[
Alm
〈
l′m′∣∣l +1,m

〉
+Blm

〈
l′m′∣∣l −1,m

〉]
= eECn′l′,nl

[
Almδl′,l+1δm′,m +Al−1,mδl′,l−1δm′,m

]
= eECn′l′,nl

[
Almδl′,l+1 +Al−1,mδl′,l−1

]
δm′,m

. (14.18)

La corrección del segundo orden a la energía del estado basal queda así,

w(2)
100 = ∑

nlm ̸=100

∣∣〈nlm
∣∣Ĥ ′∣∣100

〉∣∣2
E1 −En

=−2(eE)2

3ε0Z2 ∑
n̸=1

⟨Rn1|r|R10⟩2

1−1/n2 . (14.19)

Por lo tanto, el estado 1s no tiene momento dipolar. Y, su polarizabilidad está dada por

α
(1s)
zz =− 4e2

3ε0Z2 ∑
n>1

⟨Rn1|r|R10⟩2

1−1/n2 . (14.20)

Para n > 1, los estados son degenerados y la matriz de perturbación sólo mezcla estados con
m′ = m y l′− l =±1. Por ejemplo, para n = 2,

H̃′
=


H ′

200,200 H ′
200,210 0 0

H ′
210,200 H ′

210,210 0 0
0 0 H ′

211,211 0
0 0 0 H ′

21−1,21−1



= eEC20,21A00


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

= eEC20,21A00M̃

. (14.21)

A primer orden, se debe resolver el sistema lineal

M̃C⃗(0) = xC⃗(0), w(1) = xeEC20,21A00. (14.22)

En donde x es solución de

0 = det
(
M̃− xĨ

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 1 0 0
1 −x 0 0
0 0 −x 0
0 0 0 −x

∣∣∣∣∣∣∣∣=
(
x2 −1

)
x2. (14.23)

Por lo tanto, x = 1,−1,0,0. Entonces, las combinaciones de |211⟩ y |21−1⟩ no presentan efecto a
primer orden. Por otro lado, para x =±1, los coeficientes de la función de orden cero satisfacen el
sistema de ecuaciones siguiente,

−xc200 + c210 = 0

c200 − xc210 = 0
. (14.24)
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Figura 14.1: La parte angular de la función
∣∣∣Ψ(0)

2+

〉
, ecuación (14.26).

En este caso, una de las ecuaciones es dependiente. Al tomar sólo la primera, se tiene que

c210 = xa1, a1 ≡ c200,
∣∣∣Ψ(0)

〉
= a1 (|200⟩+ x |210⟩) . (14.25)

Por lo tanto, las dos funciones con la corrección del primer orden a la energía distinta de cero son∣∣∣Ψ(0)
2+

〉
=

1√
2
(|200⟩+ |210⟩) , w(1)

2+ = eEC20,21A00,∣∣∣Ψ(0)
2−

〉
=

1√
2
(|200⟩− |210⟩) , w(1)

2− = eEC20,21A00.

(14.26)

La parte angular de una de estas funciones se muestra en la Figura 14.1. El efecto del campo
eléctrico en los orbitales hidrogenoides se presenta en la Figura 14.2.

14.2.2 Ejemplo. El efecto Stark en una molécula lineal.
Una molécula lineal con momento dipolar permanente (⃗µd ̸= 0) interactúa con un campo

eléctrico, modificando sus niveles rotacionales y su espectro. A este fenómeno se le denomina el
efecto Stark.

Considere un campo eléctrico uniforme, en la dirección del eje z, E⃗= E⃗k. El operador hamilto-
niano de la interacción con el campo tiene la forma siguiente,

ĤE =−E⃗ · µ⃗d =−Eµd cosθ , (14.27)

en donde θ es el ángulo que forman el campo eléctrico y el eje molecular. El operador hamiltoniano
de referencia corresponde al hamiltoniano del rotor rígido,

Ĥ0 =
L̂2

2I
, E(0)

JM =
h̄2

2I
J(J+1),

∣∣∣Ψ(0)
JM

〉
= |JM⟩= YJM (θ ,φ) . (14.28)

Los elementos de la matriz de la perturbación se evalúan directamente,

H ′
J′M′,JM ≡

〈
J′M′∣∣Ĥ ′∣∣JM

〉
=−Eµd

〈
J′M′∣∣cosθ

∣∣JM
〉

=−Eµd
(
AJMδJ′,J+1 +AJ−1,MδJ′,J−1

)
δM′,M

, (14.29)

en donde

A2
JM =

(J+1)2 −M2

(2J+1)(2J+3)
. (14.30)
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Figura 14.2: Los niveles hidrogenoides en un campo eléctrico uniforme.

Figura 14.3: Las líneas espectrales de un rotor rígido en presencia de un campo eléctrico uniforme
(negro) y sin campo (verde).

Así, a primer orden, no hay efecto en la energía del estado no degenerado (J = 0), ni en los estados
degenerados (J > 0),

H ′
JM,JM =−Eµd (AJMδJ,J+1 +AJ−1,MδJ,J−1) = 0. (14.31)

Para J = 0, la corrección del segundo orden a la energía queda así,

w(2)
00 =− ∑

JM ̸=00

∣∣∣H ′
JM,00

∣∣∣2
EJ −E0

=−2
3
h̄2

2I

(
µdI
h̄2 E

)2

. (14.32)

Por lo que,

W00 ≈ E0 +w(2)
00 =−h̄2

3I

(
µdI
h̄2 E

)2

. (14.33)

Cuando J > 0, los estados con el mismo valor de J son 2J+1 veces degenerados. Para calcular
la corrección del segundo orden a la energía, es necesario conocer los coeficientes de la función de
onda del primer orden. De la ecuación (10.25), para j = 2,

0 = a(0)JM,JM′w
(2)
JM +a(1)JM,JM′w

(1)
JM − ∑

J′′M′′
a(1)JM,J′′M′′H ′

JM′,J′′M′′ , (14.34)

y, al sustituir w(1)
JM = 0 y la ecuación (14.29), se tiene que,

a(0)JM,JM′w
(2)
JM =−Eµd

(
a(1)JM,J−1M′AJ−1,M′ +a(1)JM,J+1M′AJM′

)
. (14.35)
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Figura 14.4: Los estados de un rotor rígido en presencia de un campo eléctrico uniforme.

Los coeficientes de la función de onda del primer orden también se calculan con la ecuación (10.25),
con j = 1,

a(1)JM,J′M′ =
∑J′′M′′ a(0)JM,J′′M′′H ′

J′M′,J′′M′′

EJ −EJ′

= E
µdI
h̄2

(
AJM′δJ′,J+1

J+1
−

AJ−1,M′δJ′,J−1

J

)
a(0)JM,JM′ .

(14.36)

y, al sustituir en la ecuación (14.35), se tiene que,

a(0)JM,JM′w
(2)
JM =

E2µ2
d Ia(0)JM,JM′

h̄2J(J+1)
J(J+1)−2M′2

(2J−1)(2J+3)

=
E2µ2

d I
h̄2(2J−1)(2J+3)

(
1− 3M′2

J(J+1)

)
a(0)JM,JM′

. (14.37)

Entonces, para a(0)JM,JM ̸= 0, la corrección a la energía del segundo orden resulta ser

w(2)
JM =

E2µ2
d I

h̄2(2J−1)(2J+3)

(
1− 3M2

J(J+1)

)
. (14.38)

Por lo tanto,

WJM ≈ h̄2

2I

[
J(J+1)+

2µ2
d I2E2

h̄4(2J−1)(2J+3)

(
1− 3M2

J(J+1)

)]
. (14.39)

En este caso, las transiciones permitidas están dadas por la regla de selección ∆J = 1 y ∆M = 0.
Por lo tanto, el campo genera un corrimiento y un desdoblamiento del espectro, Figura 14.3.

Una representación del efecto del campo sobre los estados se muestra en la Figura 14.4. El
efecto del campo sobre las líneas espectrales depende del cuadrado del momento dipolar. Por lo
que, esta técnica espectroscópica sólo permite determinar la magnitud del momento dipolar, pero,
no la dirección.
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Figura 14.5: El efecto del campo magnético en algunos estados del átomo de berilio.

14.3 Las interacciones magnéticas.

14.3.1 El efecto Zeeman.
Al aplicar un campo magnético uniforme en la dirección del eje z, el operador hamiltoniano de

la interacción entre un dipolo magnético y el campo tiene la forma

ĤB =−µ⃗m · B⃗. (14.40)

El momento magnético depende del tipo del momento angular del sistema. Por ejemplo,

µ⃗m =


−gLµB

ˆ⃗L/h̄, gL = 1 : momento angular orbital

−gSµB
ˆ⃗S/h̄, gS ≈ 2 : espín electrónico

gIµnuc
ˆ⃗I/h̄, gI : espín nuclear

, (14.41)

en donde µnuc es el magnetón de Bohr del protón.
Ejemplo 14.1. Cuando S = 0 y L ̸= 0, el valor esperado del operador de la interacción entre
el momento magnético de un electrón y el campo es〈

ĤB

〉
=BµBML. (14.42)

Mientras que la interacción con el espín nuclear está dada por −gIµnucBMI .
Ejemplo 14.2. El átomo de berilio en su estado basal está representado por el término
espectroscópico 1S0. Mientras que, el estado excitado 1s22s12p1 tiene L = 1, S = 0,1 y
J = 0,1,1,2. Por lo tanto, le corresponden los términos 3P0, 3P1, 3P2 y 1P1, Figura 14.5. La
regla de selección en los átomos es ∆S = 0, ∆L =±1 y ∆J =±1. Entonces, en el átomo de
berilio, se observa la transición 1S0 → 1P1. La presencia del campo magnético separa a las
tres componentes (L = 1) del estado final (1P1), con un espaciamiento uniforme. Pero, el
estado inicial (1S0) permanece sin cambio. Por lo tanto, el campo magnético permite resolver
las tres transiciones asociadas con la línea espectral, generando tres líneas uniformemente
espaciadas, con separación µBB.

Cuando S ̸= 0, existe un momento magnético total, debido al acoplamiento de los momento
angulares orbital y del espín,

µ⃗m =−gJµB

ˆ⃗J
h̄
. (14.43)
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La energía de la interacción de los estados de la base acoplada queda en la forma〈
JLSMJ

∣∣ĤB
∣∣JLSMJ

〉
= gJµBBMJ, (14.44)

en donde la constante gJ se denomina el factor g de Landé y está dado por la fórmula siguiente,

gJ = 1+(gS −1)
J(J+1)+S(S+1)−L(L+1)

2J(J+1)
. (14.45)

Con esta expresión es posible calcular el efecto del campo sobre cada uno de los estados de los
multipletes. Observe que cada multiplete tiene una separación distinta, ya que depende de los tres
número cuánticos de momento angular.

La rotación de una molécula sin momento angular electrónico total también da origen a un
momento magnético. Por lo que, los estados rotacionales interactúan con el campo en la forma

⟨HB⟩=BgmolµBMJ. (14.46)

Sin embargo, en estos casos, la constante g molecular normalmente presenta valores muy pequeños.
Aunque, el efecto Zeeman queda descrito a primer orden. Es curioso que, el efecto Stark, que

requiere de las correcciones del segundo orden, produce efectos más fuertes.

14.3.2 La interacción del campo magnético con el espín nuclear.
Tanto el protón, como el neutrón, tienen espín I = 1

2 . Por lo que, en el núcleo se produce un
acoplamiento de los momentos angulares de espín. En forma similar al caso de los electrones en
un átomo, los estados nucleares dan origen a la estructura nuclear. En la mayoría de los casos, el
núcleo se encuentra en el estado basal, ya que las energías de excitación son muy grandes.

El momento magnético asociado al espín nuclear es proporcional al momento angular del espín.
Pero, la constante g es distinta para cada núcleo. Así,

µ⃗m,A = gI,Aµnuc

ˆ⃗I
h̄
. (14.47)

La interacción de un núcleo con el campo magnético está dada por el operador hamiltoniano

ĤIB =−µ⃗m · B⃗. (14.48)

Cuando hay varios núcleos, se tiene que,

ĤIB =−∑
A

µ⃗m,A · B⃗. (14.49)

La presencia de los electrones de la molécula genera una respuesta al campo, tratando de minimi-
zarlo. Por lo que, los núcleos sienten un campo apantallado,

ĤIB =−∑
A

µ⃗m,A
(
Ĩ− σ̃

)
B⃗, (14.50)

en donde σ̃ es el tensor del apantallamiento magnético debido a los electrones,

σ̃ =

σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

 . (14.51)

Normalmente, se usa una aproximación isotrópica del tensor del apantallamiento,

σ̃
iso ≡

σ iso 0 0
0 σ iso 0
0 0 σ iso

= σ
isoĨ, (14.52)
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en donde
σ

iso = 1
3 (σ11 +σ22 +σ33) . (14.53)

Dentro de esta aproximación, el operador hamiltoniano de la interacción toma la forma siguiente,

ĤIB ≈−∑
A

(
1−σ

iso
A
)

µ⃗m,A · B⃗=−∑
A

(
1−σ

iso
A
)

gI,Aµnuc

ˆ⃗IA

h̄
· B⃗, (14.54)

y para un campo en dirección del eje z, B⃗= B⃗k,

ĤIB ≈−∑
A

(
1−σ

iso
A
)

gI,AµnucB
ÎA3

h̄
. (14.55)

En general, el tensor σ̃ se escribe así,

σ̃ = σ̃
iso +

(
σ̃ − σ̃

iso)= σ
isoĨ+ ∆̃ . (14.56)

Los elementos de la matriz ∆̃ son ∆ jk = σ jk, cuando j ̸= k. Mientras que, los elementos diagonales
son ∆ j j =

2
3 σ j j − 1

3 ∑k ̸= j σkk.
Ejemplo 14.3. Cuando hay varios núcleos, cada uno está caracterizado por su espín, {IA}.
El operador hamiltoniano de la interacción con el campo magnético, en la aproximación
isotrópica, se escribe así,

ĤIB =−∑
A
(1−σA)

αA

h̄
BÎA3, (14.57)

en donde las constantes αA = gI,Aµnuc son características de cada núcleo. En la base desaco-
plada, la energía de la interacción tiene la forma siguiente,

Em1,m2... =
〈
m1m2 . . .

∣∣ĤIB
∣∣m1m2 . . .

〉
=−∑

A
(1−σA)

αA

h̄
B
〈
m1m2 . . .

∣∣ÎA3
∣∣m1m2 . . .

〉
=−∑

A
(1−σA)

αA

h̄
B⟨m1m2 . . .|h̄mA|m1m2 . . .⟩

=−∑
A
(1−σA)αAmAB

. (14.58)

Ejemplo. Un sistema con dos núcleos.
Para el caso con I1 = I2 =

1
2 y con α1 < α2, hay cuatro estados de la base desacoplada y sus

energías son
E−1/2,−1/2 =

1
2B [(1−σ1)α1 +(1−σ2)α2]

E1/2,−1/2 =
1
2B [−(1−σ1)α1 +(1−σ2)α2]

E−1/2,1/2 =
1
2B [(1−σ1)α1 − (1−σ2)α2]

E1/2,1/2 =
1
2B [−(1−σ1)α1 − (1−σ2)α2]

. (14.59)

La Figura 14.6 muestra los estados de este sistema. En este caso, la regla de selección es ∆mi =±1,
∆m j ̸=i = 0. Por lo que, se presentan cuatro transiciones asociadas con la absorción de energía,

Em1−1,m2 −Em1,m2 =B(1−σ1)α1

Em1,m2−1 −Em1,m2 =B(1−σ2)α2
. (14.60)

Dos transiciones corresponden al primer valor de la energía, con m2 =±1
2 . Y, dos con el segundo

valor, en donde m1 = ±1
2 . Cuando las constantes αA son muy diferentes, las dos transiciones

aparecen en zonas muy alejadas.
Tradicionalmente, en la espectroscopía RMN, una transición se reporta como la diferencia

relativa de la energía de transición con respecto a un estándar. Esta diferencia relativa, denominada
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Figura 14.6: Los estados de la base nuclear desacoplada y sus transiciones para el caso I1 = I2 =
1
2

y α1 ≪ α2.

Figura 14.7: Las señales en RMN de dos núcleos iguales en ambientes diferentes.

el desplazamiento químico, es adimensional, se expresa en partes por millón (ppm) y se define
como

δ ≡ ∆Eref −∆E
∆Eref

=
ωref −ω

ωref
. (14.61)

En la resonancia del hidrógeno (el protón), la energía de referencia corresponde a la molécula
tetrametilsilano (TMS: Me4Si). Todos los hidrógenos de esta molécula son equivalentes. Por lo que,
esta molécula genera sólo una señal muy intensa.

Ejemplo 14.4. Para la molécula H−F, α2 = αF ≫ αH = α1, y sus cuatro transiciones
se representan en la Figura 14.6. Estas transiciones generan dos señales muy separadas.
Normalmente, se requieren de experimentos independientes para observar las transiciones de
núcleos distintos. Ya que, las señales aparecen en rangos de energía diferentes.
Ejemplo 14.5. Si se tienen dos núcleos iguales, α1 = α2 = α , con ambientes diferentes,
σ1 ̸= σ2, las transiciones generan dos señales asociadas con las energías siguientes (Figura
14.7),

Em1−1,m2 −Em1,m2 =B(1−σ1)α

Em1,m2−1 −Em1,m2 =B(1−σ2)α
. (14.62)

14.3.3 La interacción entre los espines nucleares.
El operador hamiltoniano de la interacción entre los momentos angulares del espín de dos

núcleos tiene la forma
ĤII =

J12

h̄2
ˆ⃗I1 · ˆ⃗I2, (14.63)

en donde la constante J12 se denomina la constante del acoplamiento. Normalmente, esta constante
se determina a partir del espectro experimental y depende del ambiente que rodea a cada núcleo y
de su separación.
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Figura 14.8: El efecto de la interacción entre dos núcleos

Figura 14.9: Las señales de tres núcleos que interactúan.

Ejemplo 14.6. En el caso de dos núcleos iguales con ambientes diferentes, la energía de
interacción entre los núcleos se evalúa perturbativamente. Como no hay estados degenerados,
la ecuación (10.12) predice que la energía de la interacción tiene la forma siguiente,

w(1)
m1,m2 =

〈
m1m2

∣∣ĤII
∣∣m1m2

〉
=

J12

h̄2

〈
m1m2

∣∣Î13Î23 +
1
2 Î1+Î2−+ 1

2 Î1−Î2+
∣∣m1m2

〉
= J12m1m2.

(14.64)

Por lo tanto, los estados se estabilizan cuando m1 =−m2, w(1) =−1
4 J12. Mientras que, su

energía aumenta si m1 = m2, w(1) = 1
4 J12. La interacción genera desplazamientos en las

líneas espectrales. Por lo que, ahora ya no hay transiciones con energías iguales. En este caso,
se dice que las señales se separan debido a la interacción. Estos efectos se muestran en la
Figura 14.8.
Si se tienen tres núcleos iguales, con diferente ambiente cada uno, hay tres grupos de
señales, una por cada núcleo. En cada grupo se observan los desdoblamientos debido a las
interacciones presentes, Figura 14.9.

Ejemplo. Dos núcleos equivalentes.

Cuando se tienen dos núcleos equivalentes, α1 = α2 = α y σ1 = σ2 = σ , se presenta una
degeneración doble al considerar la interacción con el campo, ecuación (14.59),

E−1/2,−1/2 =B(1−σ)α

E1/2,−1/2 = E−1/2,1/2 = 0

E1/2,1/2 =−B(1−σ)α

. (14.65)
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Figura 14.10: El efecto de la interacción en la base acoplada.

Para evaluar el efecto de la interacción entre los núcleos en los estados degenerados, Sección
10.3, es necesario resolver el problema matricial H̃′C⃗ = w(1)C⃗, en donde Ĥ ′ = ĤII y

H̃′
=

(〈
−1

2 ,
1
2

∣∣Ĥ ′∣∣−1
2 ,

1
2

〉 〈
−1

2 ,
1
2

∣∣Ĥ ′∣∣1
2 ,−

1
2

〉〈1
2 ,−

1
2

∣∣Ĥ ′∣∣−1
2 ,

1
2

〉 〈1
2 ,−

1
2

∣∣Ĥ ′∣∣1
2 ,−

1
2

〉)= J
(
−1

4
1
2

1
2 −1

4

)
. (14.66)

De la ecuación de los valores propios se obtiene que w(1) =−3
4 J, 1

4 J y las funciones de orden cero
son los kets de la base acoplada. La interacción entre los núcleos rompe la degeneración como se
observa en la Figura 14.10.

En este caso, la regla de selección es ∆I = 0 y ∆MI = ±1. Por lo tanto, se observan dos
transiciones, |11⟩ → |10⟩ y |10⟩ → |1−1⟩, con energías idénticas, debido a que los tres estados
con espín total I = 1 quedan separados uniformemente. Así, el espectro muestra sólo una señal, de
intensidad doble.

Ejemplo. Dos núcleos equivalentes con un vecino distinto.

Para este tipo de sistema, el operador hamiltoniano tiene la forma siguiente,

Ĥ = ĥIB(1)+ ĥIB(2)+ ĥIB(3)+ ĥII(1,2)+ ĥII(1,3)+ ĥII(2,3). (14.67)

El sistema de referencia corresponde al operador hamiltoniano de los dos núcleos equivalentes.
Entonces, se aprovechan los cálculos previos. Así,

Ĥ0 = ĥIB(1)+ ĥIB(2)+ ĥII(1,2)

=−α(1−σ)
B

h̄

(
Î13 + Î23

)
+

J
h̄2

ˆ⃗I1 · ˆ⃗I2,

Ĥ ′ = ĥIB(3)+ ĥII(1,3)+ ĥII(2,3)

=−α
(
1−σ

′)B
h̄

Î33 +
J′

h̄2

(
ˆ⃗I1 +

ˆ⃗I2

)
· ˆ⃗I3.

(14.68)

Los kets del ejemplo anterior son los kets propios de Ĥ0. Por tanto, el producto directo de aquellos
kets con los kets del espín del tercer núcleo forman una base desacoplada de los tres núcleos,
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Figura 14.11: Los estados del sistema formado por tres núcleos, dos equivalentes y uno vecino
distinto.

|IMIm3⟩. Con estas funciones, la corrección a la energía del primer orden tiene la forma

w(1)
IMIm3

=
〈
IMIm3

∣∣Ĥ ′∣∣IMIm3
〉

=−α
(
1−σ

′)Bm3 +
J′

h̄2

〈
IMIm3

∣∣∣ ˆ⃗I · ˆ⃗I3

∣∣∣IMIm3

〉
=−α

(
1−σ

′)Bm3

+
J′

h̄2

〈
IMIm3

∣∣ÎzÎ33 +
1
2 Î+Î3−+ 1

2 Î−Î3+
∣∣IMIm3

〉
=−α

(
1−σ

′)Bm3 + J′MIm3

, (14.69)

en donde I⃗ ≡ I⃗1 + I⃗2. Por lo tanto,

EIMIm3 =
〈
IMIm3

∣∣Ĥ∣∣IMIm3
〉
=
〈
IMIm3

∣∣Ĥ0 + Ĥ ′∣∣IMIm3
〉

=−α (1−σ)BMI +
1
2 J
[
I(I +1)− 3

2

]
−α

(
1−σ

′)Bm3 + J′MIm3

. (14.70)

La distribución de los estados está en la Figura 14.11.
Con la regla de selección ∆I = 0, ∆MI = 0 y ∆m3 =±1, se obtienen las transiciones siguientes,

EIMI ,−1/2 −EIMI1/2 = α
(
1−σ

′)B− J′MI. (14.71)

Dado que, I = 0,1, se obtienen cuatro transiciones, dos de ellas con la misma energía (MI = 0).
Por lo tanto, el espectro presenta tres señales uniformemente espaciadas y la intensidad de la señal
central es el doble. Estas señales están asociadas con el desdoblamiento de la línea del tercer núcleo
debido a la interacción con sus dos vecinos equivalentes, Figura 14.12.

Por otro lado, para ∆I = 0, ∆MI =±1 y ∆m3 = 0, las transiciones permitidas tienen la energía,

EIMI−1,m3 −EIMIm3 = α (1−σ)B− J′m3. (14.72)

En este caso, sólo los estados con I = 1 están involucrados y se observan cuatro transiciones,
MI = 1,0 y m3 =±1

2 . Éstas se agrupan en dos señales, cada una asociada con dos transiciones de
energía idéntica, Figura 14.13. Este grupo de líneas está asociado con el desdoblamiento de la señal
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Figura 14.12: Señales de tres núcleos, dos equivalentes y uno vecino distinto.

Figura 14.13: Los estados de un sistema de tres núcleos equivalentes sin vecinos.

de los dos núcleos equivalentes debido a la interacción con el vecino. El centro del grupo coincide
con la señal que presentarían ambos núcleos en ausencia del tercero.

En general, el grupo de señales de un conjunto de núcleos equivalentes contiene n+1 líneas,
en donde n es el número de núcleos vecinos.

Ejemplo 14.7. Para el caso particular en que el tercer núcleo es equivalente a los otros dos,
se acoplan los tres momentos angulares. La energía de estos estados está dada por

EI′M′
I
=
〈
I′M′

I

∣∣Ĥ∣∣I′M′
I
〉

=−α [1−σ)BM′
I +

1
2 J
(
I′
(
I′+1

)
− 9

4

]
.
. (14.73)

La regla de selección, ∆I′ = 0 y ∆M′
I =±1, predice cinco transiciones, todas con la misma

energía de excitación, Figura 14.13. Por lo que, sólo hay una señal para los tres núcleos
equivalentes.

En general, un grupo de núcleos equivalentes sin vecinos produce una señal.

14.3.4 La resonancia del espín electrónico.

Una molécula con uno o más electrones desapareados (S ̸= 0) presenta un momento magnético
que interactúa con un campo magnético. Esta interacción da origen a la espectroscopía de resonancia
del espín electrónico (ESR, Electron Spin Resonance). En la resonancia magnética nuclear, se
usan campos muy fuertes. Por lo que, la interacción del campo con el espín nuclear constituye el
efecto dominante. Por otro lado, en la espectroscopía ESR se usan campo menores debido a que la
respuesta electrónica en más grande. En este caso, la interacción entre los momentos magnéticos no
es pequeña. Tradicionalmente se han usado dos modelos para describir la espectroscopía ESR, con
un campo fuerte y con un campo débil. En el primer caso, se toma a la interacción con el campo
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como el efecto más relevante. Mientras que, en el segundo caso, se toma a la interacción entre
momentos magnéticos como el punto de partida.

El operador hamiltoniano en presencia del campo magnético incluye la interacción del campo
con los momentos angulares del espín y la interacción entre estos momentos angulares,

Ĥ = ĤSB+ ĤIB+ ĤII + ĤIS

= gSµBB
Ŝz

h̄
−∑

A
gI,Aµnuc (1−σA)B

ÎA3

h̄

+ ∑
A>C

JAC

ˆ⃗IA · ˆ⃗IC
h̄2 +∑

A
jA

ˆ⃗IA · ˆ⃗S
h̄2

. (14.74)

En cada modelo, el sistema de referencia es distinto y la teoría de perturbaciones conduce a
expresiones diferentes. Las constantes jA dependen de la densidad electrónica y, normalmente, a
un valor grande de esta constante se le asocia una gran localización del electrón no apareado (la
densidad del espín).

El modelo del campo fuerte.
En este modelo, el operador hamiltoniano de referencia está asociado con la interacción con el

campo. Así,
Ĥ0 = ĤSB+ ĤIB, Ĥ ′ = ĤII + ĤIS. (14.75)

En este caso, una base desacoplada es la más conveniente, |MSm1m2 . . .⟩, con

MS =−S, . . . ,S, mA =−IA, . . . , IA. (14.76)

Al incluir la corrección del primer orden, la energía de estos estados está dada por

EMSm1m2... =
〈
MSm1m2 . . .

∣∣Ĥ0 + Ĥ ′∣∣MSm1m2 . . .
〉

=BgSµBMS −B∑
A

gI,Aµnuc (1−σA)mA

+ ∑
A>C

JAC

h̄2

〈
MSm1m2 . . .

∣∣∣ ˆ⃗IA · ˆ⃗IC
∣∣∣MSm1m2 . . .

〉
+∑

A

jA
h̄2

〈
MSm1m2 . . .

∣∣∣ ˆ⃗IA · ˆ⃗S
∣∣∣MSm1m2 . . .

〉
. (14.77)

O bien,
EMS,m1,m2,... =BgSµBMS −B∑

A
gI,Aµnuc (1−σA)mA

+ ∑
A>C

JACmAmC +∑
A

jAmAMS.
(14.78)

El modelo del campo débil.
En contraste con el modelo previo, el modelo del campo débil usa a un operador hamiltoniano

de referencia diferente,

Ĥ0 = ĤII + ĤIS, Ĥ ′ = ĤSB+ ĤIB. (14.79)

En general, este caso es mucho más complicado. Sin embargo, más adelante se muestra su uso en
un problema particular.

Ejemplo. Un radical libre que tiene sólo un núcleo con espín I = 1
2 .

Un radical libre es una especie química con un electrón desapareado, S = 1
2 . La energía de los

estados del modelo del campo fuerte tiene la forma

EMS,mI =BgSµBMS −BgIµnuc (1−σ)mI + jmIMS, (14.80)
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Figura 14.14: Los estados y transiciones electrónicas de un radical con un núcleo activo en el
modelo del campo fuerte.

Figura 14.15: El espectro ESR de un radical con un núcleo activo y la derivada de la señal (verde).

en donde MS =±1
2 y mI =±1

2 . La regla de selección para las transiciones electrónicas, ∆MS =±1
y ∆mI = 0, permite dos excitaciones,

E1/2,mI −E−1/2,mI =BgSµB + jmI, (14.81)

para mI =±1
2 . Los cuatro estados y las transiciones permitidas están representados en la Figura

14.14. La regla de selección ∆mI =±1 y ∆MS = 0 está asociada con dos líneas en el espectro RMN,

EMS,−1/2 −EMS,1/2 =BgIµnuc (1−σ)− jMS. (14.82)

El espectro ESR para este caso se muestra en la Figura 14.15. Además de las líneas asociadas
con las transiciones permitidas, aparece la derivada de la señal en color verde. La derivada permite
una mejor identificación del centro de cada línea y facilita la determinación de la constante de la
interacción j.

Este sistema permite que el modelo del campo débil se evalúe con la base acoplada del espín
total, F⃗ ≡ S⃗+ I⃗. En esta aproximación, el operador hamiltoniano de referencia toma la forma
siguiente,

Ĥ0 = j
ˆ⃗I · ˆ⃗S
h̄2 = 1

2 j
F̂2 − Î2 − Ŝ2

2h̄2 . (14.83)

Con la base acoplada, la energía de referencia de los estados es

E(0)
FSIMF

= 1
2 j [F(F +1)− I(I +1)−S(S+1)] . (14.84)

Como F = 0,1, se tienen cuatro estados. Los estados de la base acoplada para dos momentos
angulares iguales a 1

2 son equivalentes a las funciones del espín total con S = 0 y S = 1 de
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la Sección 8.3. Por tanto, para el operador hamiltoniano de referencia, tres de los estados son
degenerados (F = 1).

La corrección a la energía del primer orden, para F = 0, corresponde a

w(1)
0 1

2
1
2 0

=

〈
0

1
2

1
2

0
∣∣∣∣ĤSB+ ĤIB

∣∣∣∣01
2

1
2

0
〉
. (14.85)

Este ket de la base acoplada es la combinación siguiente de los kets de la base desacoplada,∣∣0 1
2

1
2 0
〉
=
√

1
2

{∣∣1
2 ,−

1
2

〉
−
∣∣−1

2 ,
1
2

〉}
. (14.86)

Por lo que,
w(1)

0 1
2

1
2 0

= 1
2

〈1
2 ,−

1
2

∣∣ĤSB+ ĤIB
∣∣1

2 ,−
1
2

〉
+ 1

2

〈
−1

2 ,
1
2

∣∣ĤSB+ ĤIB
∣∣−1

2 ,
1
2

〉
= 1

2B

[
1
2 gSµB +

1
2 gI (1−σI)µnuc

− 1
2 gSµB − 1

2 gI (1−σI)µnuc

]
= 0

. (14.87)

Así, para los campos débiles, la energía de este estado es independiente de la intensidad del campo.
Para F = 1, los tres estados son degenerados. Por lo que, al usar la teoría de perturbaciones, se

obtiene la corrección a la energía del primer orden siguiente,

w(1)
1 1

2
1
2 MF

= 1
2B [gSµB −gIµnuc (1−σI)]MF . (14.88)

Así, la energía hasta el primer orden toma la forma

WF 1
2

1
2 MF

≈ E(0)
F 1

2
1
2 MF

+w(1)
F 1

2
1
2 MF

= 1
2 j
[
F(F +1)− 3

2

]
+ 1

2B [gSµB −gIµnuc (1−σI)]MF

, (14.89)

con F = 1. Entonces, la energía de estos estados es lineal con B.
La variación de la energía de los estados como función de la intensidad del campo se muestra

de forma esquemática en la Figura 14.16. Para un campo débil, la regla de selección es ∆F = 0
y ∆MF = ±1. Por lo que, se observan dos señales de energía cercana. Estas señales cambian al
incrementar la intensidad el campo magnético. Al llegar al límite del campo fuerte, se obtienen las
dos transiciones descritas previamente.

Ejemplo. Un radical libre con dos núcleos con espín diferente, I1 =
1
2 e I2 = 1.

En el modelo del campo fuerte, hasta el primer orden en la energía, se tiene que,

EMSm1m2 =BgSµBMS −BgI,1µnuc (1−σ1)m1

−BgI,2µnuc (1−σ2)m2 + J12m1m2

+ j1m1MS + j2m2MS

. (14.90)

en donde MS =±1
2 , m1 =±1

2 y m2 = 0,±1. Las transiciones electrónicas están asociadas con la
regla de selección ∆MS =±1 y ∆m1 = ∆m2 = 0. Esto es,

E1/2m1m2 −E−1/2m1m2 =BgSµB + j1m1 + j2m2, (14.91)

para m1 = ±1
2 y m2 = 0,±1. Por lo tanto, se obtienen seis transiciones que corresponden a seis

señales distintas. Por ejemplo, cuando j2 > j1, se tiene el espectro de la Figura 14.17.
Estos ejemplos no agotan las posibilidades de los distintos tipos de interacción entre las

moléculas y los campos eléctricos y magnéticos. Sin embargo, muestran el uso de los métodos de la
mecánica cuántica para describir los fenómenos que dan origen a algunos tipos de espectroscopía
que se utilizan actualmente.
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Figura 14.16: La energía de los estados de un radical con un núcleo activo como función de la
intensidad del campo.

Figura 14.17: El espectro ESR para un radical con dos núcleos con espines 1
2 y 1, para j2 > j1.

14.4 Problemas.
1. Calcule el valor esperado del operador de la ecuación (14.12) con la función de onda del

átomo de hidrógeno Ψ(⃗r1, R⃗1) = φ(R⃗CM)u(⃗r).
2. Siga las instrucciones del texto y obtenga la ecuación (14.34). Posteriormente, obtenga la

ecuación (14.35).
3. Siga las instrucciones del texto y verifique que se obtiene la ecuación (14.36).
4. Verifique la obtención de la ecuación (14.37).
5. Calcule la diferencia energética WJ+1,M −WJM con la ecuación (14.39).
6. Obtenga los elementos de la matriz ∆̃, definida en la ecuación (14.56).
7. Evalúe los elementos de la matriz de la ecuación (14.66).
8. Verifique que las expresiones dadas por las ecuaciones (14.69-70) son correctas.
9. Compruebe que la energía de los estados del ejemplo 14.7 corresponde a la ecuación (14.73),

en donde I1 = I2 = I3 =
1
2 . Calcule la energía de las transiciones asociados con la regla de

selección del ejemplo. En este caso, el operador del espín nuclear total es I⃗′ = I⃗1 + I⃗2 + I⃗3.
10. Verifique los cálculos que llevan a las ecuaciones (14.87) y (14.89).
11. Obtenga todos los resultados que se presentan en la Sección 14.3.4.4.
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A. El movimiento de una partícula bajo el efecto de un potencial central.

Un potencial central depende únicamente de la distancia al origen, V =V (r). La fuerza tiene la

dirección radial, F⃗ (⃗r) =−∇V =−dV
dr

r⃗u, en donde r⃗u es el vector radial unitario.

Ejemplo A.1. Las energías potenciales gravitacional y coulómbica tienen la forma V (r) =
κ/r. Por lo tanto, estos potenciales son centrales.

Los vectores iniciales de la posición y la velocidad definen un plano. La fuerza es paralela al
vector de posición. Entonces, la aceleración también está en el mismo plano. Así, el movimiento
permanece el plano de la posición y velocidad iniciales. Por lo tanto, el problema es bidimensional
y sólo se necesitan dos coordenadas, {r1,r2}.

Para este sistema, es más conveniente usar el sistema de coordenadas polares,

r1 = r cosφ , r2 = r sinφ . (A.1)

Así, las derivadas con respecto al tiempo (identificadas con un punto sobre la variable) son

ṙ1 = ṙ cosφ − rφ̇ sinφ , ṙ2 = ṙ sinφ + rφ̇ cosφ . (A.2)

A.1 Las ecuaciones de Newton.
Las ecuaciones de Newton son ecuaciones vectoriales, m ¨⃗ri = F⃗i, que relacionan a la aceleración

de un cuerpo, ¨⃗ri, con la fuerza neta sobre dicho cuerpo, F⃗i. Para el caso de una partícula bajo el efecto
de un potencial central, las componentes cartesianas de los vectores se escriben en coordenadas
polares. Entonces, las componentes de la aceleración quedan en la forma

r̈1 = r̈ cosφ −2ṙφ̇ sinφ − rφ̇
2 cosφ − rφ̈ sinφ

r̈2 = r̈ sinφ +2ṙφ̇ cosφ − rφ̇
2 sinφ + rφ̈ cosφ

. (A.3)

Finalmente, la ecuación del movimiento para cada coordenada cartesiana queda en la forma

F(r)cosφ = m
(
r̈ cosφ −2ṙφ̇ sinφ − rφ̇

2 cosφ − rφ̈ sinφ
)

F(r)sinφ = m
(
r̈ sinφ +2ṙφ̇ cosφ − rφ̇

2 sinφ + rφ̈ cosφ
) . (A.4)

Ambas ecuaciones están acopladas, pero se separan haciendo combinaciones entre ellas,

[F(r)cosφ ]cosφ +[F(r)sinφ ]sinφ = F(r) = m
(
r̈− rφ̇

2)
[F(r)sinφ ]cosφ − [F(r)cosφ ]sinφ = 0 = m

(
2ṙφ̇ + rφ̈

) . (A.5)
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Las ecuaciones diferenciales de segundo orden para las coordenadas polares quedan así,

r̈ = rφ̇
2 +

F(r)
m

,
φ̈

φ̇
=−2

ṙ
r
. (A.6)

La ecuación diferencial para φ se integra directamente,

ln φ̇ =−2lnr+ c, φ̇r2 = const. (A.7)

Esta condición representa la conservación del momento angular,

L⃗ = r⃗× p⃗ = m(0,0,r1ṙ2 − r2ṙ1) = (0,0,mr2
φ̇) = (0,0, l). (A.8)

Al sustituir la ecuación (A.7) en la (A.6), se obtiene la ecuación diferencial para la coordenada
radial,

r̈ =
l2

m2r3 +
F(r)

m
. (A.9)

Esta es una ecuación diferencial no lineal en r.

A.2 Las ecuaciones de Lagrange.

En esta formulación de la mecánica clásica, se construye la función lagrangiana o el lagrangiano
del sistema, L≡ T −V . La energía cinética proviene de las componentes de la velocidad, ecuación
(A.2),

T =
m
2
(
ṙ2

1 + ṙ2
1
)
=

m
2
(
ṙ2 + r2

φ̇
2) . (A.10)

Entonces,

L=
m
2
(
ṙ2 + r2

φ̇
2)−V (r). (A.11)

En la ecuación (A.11), sólo aparecen las coordenadas polares. Cada coordenada tiene asociado un
momento,

pr ≡
∂L

∂ ṙ
= mṙ, pφ ≡ ∂L

∂ φ̇
= mr2

φ̇ . (A.12)

Así, las ecuaciones del movimiento quedan en la forma siguiente,

ṗr =
∂L

∂ r
= mrφ̇

2 +F(r), ṗφ =
∂L

∂φ
= 0. (A.13)

De la ecuación para el momento conjugado pφ , se tiene que,

pφ = mr2
φ̇ = l = const. (A.14)

Es decir, el momento angular es una constante del movimiento. Para la variable radial, la ecuación
del movimiento es

ṗr =
l2

mr3 +F(r). (A.15)

Las ecuaciones de Lagrange, ecuaciones (A.14-15), son iguales a las obtenidas a partir de las
ecuaciones de Newton, ecuaciones (A.7) y (A.9). Sin embargo, en el formalismo de Lagrange, las
coordenadas polares son las únicas variables relevantes. Para obtener las ecuaciones del movimiento,
no se necesita el uso de las coordenadas cartesianas.
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A.3 Las ecuaciones de Hamilton.
El hamiltoniano del sistema, H= ∑i piq̇i −L, es una función de las coordenadas generalizadas

y de sus momentos conjugados. Usando las ecuaciones (A.11-12), el hamiltoniano toma la forma
siguiente,

H= pr
pr

m
+ pφ

pφ

mr2 −
p2

r

2m
−

p2
φ

2mr2 +V (r) =
p2

r

2m
+

p2
φ

2mr2 +V (r). (A.16)

Por lo tanto, las ecuaciones del movimiento quedan así,

ṗr =−∂H

∂ r
=

p2
φ

mr3 −
dV
dr

, ṗφ =−∂H

∂φ
= 0,

ṙ =
∂H

∂ pr
=

pr

m
, φ̇ =

∂H

∂ pφ

=
pφ

mr2 .

(A.17)

Ahora, hay cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden y son equivalentes a las dos de Lagrange,
ecuación (A.13). Sin embargo, esta formulación tiene algunas ventajas para la integración de las
ecuaciones de movimiento.

La ecuación del momento conjugado pφ indica que el momento angular es una constante del
movimiento,

pφ = l = const. (A.18)

De aquí, que el momento radial, pr, se obtiene directamente del hamiltoniano, ecuación (A.16), el
cual representa a la energía del sistema,

pr =

√
2mE −2mV − l2

r2 , (A.19)

Y, al sustituir esta ecuación en la ecuación del movimiento para r, se obtiene la ecuación diferencial
para la coordenada radial,

mṙ =

√
2mE −2mV − l2

r2 (A.20)

La integración de esta ecuación permite obtener a la función r(t). A partir de ésta, se resuelve para
la ecuación diferencial para la coordenada angular, ecuación (A.17),

φ̇ =
l

mr2 . (A.21)

A.4 Ejemplo. Un potencial central atractivo inverso con la distancia.
Una función de la energía potencial de la forma V (r) =−κ/r representa al potencial gravita-

cional y al potencial coulómbico. Para este potencial, la ecuación (A.20) toma la forma

m
dr
dt

=

√
2mE +2m

κ

r
− l2

r2 . (A.22)

Al integrar esta ecuación, se obtiene la función r = r(t) y la subsecuente integración de la ecuación
(A.21) lleva a φ = φ(t). La ecuación de la trayectoria en el plano se obtiene de forma directa,
mediante la regla de la cadena,

dr
dt

=
dr
dφ

dφ

dt
,

dr
dφ

=
ṙ
φ̇
=

r2

l

√
2mE +2m

κ

r
− l2

r2 . (A.23)

Esta ecuación es separable y su integración conduce a

α

r
= 1+β cosφ , (A.24)

en donde α y β son las constantes de integración.
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Figura A.1: Una órbita de un potencial atractivo inverso con la distancia (panel izquierdo) y la
dependencia de la variable radial con el ángulo polar (panel derecho).

Figura A.2: Las componentes de la energía como función del ángulo polar: cinética (T ), potencial
(V ) y el potencial efectivo (U).

En el caso de las energías negativas (E < 0), la ecuación (A.24) representa elipses, como el
ejemplo de la Figura A.1. La Figura A.2 muestra la dependencia de las componentes de la energía
con el ángulo polar.

La forma de la trayectoria depende de la energía. Para una energía negativa, la trayectoria es
una órbita elíptica; cuando la energía es positiva, se obtiene una hipérbola; mientras que, para el
caso cero, es una parábola.

A.5 Ejemplo. Las órbitas circulares.

Cuando la órbita es circular, la variable radial está fija, r = R = const. Por lo tanto, r no es una
variable de este problema. Así, las ecuaciones del movimiento (A.17) quedan en la forma siguiente,

φ̇ =
l

mR2 = const,
dV
dr

∣∣∣∣∣
R

=
l2

mR3 . (A.25)

La condición dada por la segunda relación en la ecuación (A.25) es necesaria para tener una órbita
circular y representa el balance entre la fuerza radial y fuerza centrífuga. La ecuación (A.21) se
integra directamente para la variable angular,

φ(t) = φ0 +
l

mR2 t. (A.26)

La magnitud de la velocidad se calcula con sus componentes, ecuación (A.2),

v2 = ˙⃗r · ˙⃗r = ṙ2
1 + ṙ2

2 = ṙ2 + r2
φ̇

2 = R2
φ̇

2. (A.27)
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Entonces, la velocidad es constante, al igual que el momento angular l = mRv. La dirección de la
velocidad se obtiene mediante la expresión

r⃗ · ˙⃗r = r1ṙ1 + r2ṙ2 = rṙ = 1
2

dr2

dt
. (A.28)

Por lo tanto, en una órbita circular, los vectores de posición y velocidad son siempre perpendiculares,
r⃗ · ˙⃗r = 0. En una órbita elíptica, esto no ocurre. En general, la velocidad no es constante, como lo
muestra la energía cinética en la Figura A.2, ni es siempre perpendicular al vector de posición,

r⃗ · ˙⃗r =
β

α
r3 sinφ , (A.29)

de acuerdo con la ecuación (A.28).

A.6 Problemas.
Problema A.1

Utilice la ecuación (A.2) para calcular la energía cinética y verifique que se obtiene la ecuación
(A.10).

Problema A.2

Construya en hamiltoniano a partir de las ecuaciones (A.11-12).

Problema A.3

Calcule el producto r⃗ · ˙⃗r para el caso de la trayectoria del potencial atractivo inverso con la distancia.
Grafique sus resultados.





B. El principio de incertidumbre.

El estado cuántico de un sistema en una dimensión está descrito por la función de onda ψ(x)
y el módulo cuadrado de la función de onda representa la densidad de probabilidad, P(x). La
distribución de los momentos Π(p) es el módulo cuadrado de la proyección de la función de onda
sobre una función propia del momento,

Π(p) = |⟨ϕp|ψ⟩|2 =
∣∣∣∣∫ ϕ

∗
p(x)ψ(x)dx

∣∣∣∣2 , (B.1)

en donde

ϕp(x) = Bexp
(

i
px
h̄

)
, B = (2πh̄)−1/2 . (B.2)

La incertidumbre en la medición de la propiedad observable f se define como la desviación
estándar de los valores de la misma. Esta incertidumbre se calcula por medio de la ecuación
siguiente,

∆ f ≡
〈(

f̂ −⟨ f ⟩
)2
〉1/2

=
(〈

f 2〉−⟨ f ⟩2
)1/2

, (B.3)

en donde los promedios se evalúan con la función de onda que representa al sistema,

⟨A⟩ ≡
〈
ψ
∣∣Â∣∣ψ〉= ∫ ψ

∗(x)
[
Âψ(x)

]
dx. (B.4)

En la medición simultánea de dos propiedades, f1 y f2, el producto de sus desviaciones estándar
cumple con la desigualdad siguiente,

∆ f1 ·∆ f2 ≥ 1
2

∣∣〈i[ f̂1, f̂2
]〉∣∣ . (B.5)

Esto es, satisface una relación de incertidumbre. La demostración de la desigualdad anterior se
presenta más adelante.

En particular, para los operadores de posición y de momento se tiene que [x̂, p̂] = ih̄. De aquí
que, el principio de incertidumbre para estas propiedades sea la siguiente,

∆x ·∆p = 1
2h̄. (B.6)
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B.1 Las funciones de onda gaussianas.
Para ejemplificar la relación de incertidumbre, se evalúan las propiedades descritas anterior-

mente para una función de onda muy sencilla.
Considere a una función gaussiana definida en toda la recta real,

f (x) = exp
(
− x2

2d2

)
, (B.7)

en donde la constante d es positiva y está relacionada con el ancho de la distribución. La función de
onda normalizada se describe como

ψ(x) = A f (x) = Aexp
(
− x2

2d2

)
, (B.8)

en donde la constante A está dada por la condición de la normalización,

A =

[∫
∞

−∞

| f (x)|2 dx
]−1/2

. (B.9)

Para la función gaussiana, la constante de normalización queda la forma siguiente,

A =
[
d
√

π
]−1/2

, (B.10)

en donde se ha usado el valor de la integral de una gaussiana,
∫

∞

−∞
exp
(
−t2
)
dt =

√
π . Así, la

densidad de probabilidad también es una distribución gaussiana,

P(x) = |ψ(x)|2 = 1
d
√

π
e−(x/d)2

. (B.11)

Para describir a las propiedades en el espacio del momento se requiere de la proyección de la
función de onda sobre las funciones propias del operador del momento, ecuación (2.20),

⟨φp|ψ⟩= AB∗
〈

eipx/h̄
∣∣∣ f〉= AB∗

∫
∞

−∞

exp
(
− x2

2d2 −
ipx
h̄

)
dx. (B.12)

Esta integral se resuelve completando el trinomio cuadrado perfecto en el exponente,

⟨φp|ψ⟩= AB∗ exp

[
−1

2

(
pd
h̄

)2
]∫

∞

−∞

exp

[
−
(
x− id2 p/h̄

)2

2d2

]
dx

= AB∗ exp

[
−1

2

(
pd
h̄

)2
]

d
√

2π

. (B.13)

Por lo que, la distribución de los momentos toma la forma siguiente,

Π(p) = |⟨φp|ψ⟩|2 = d
h̄
√

π
exp

[
−
(

p
(h̄/d)

)2
]
, (B.14)

en donde, por comparación con la ecuación (B.11), se concluye que el ancho de esta distribución es
(h̄/d). Esto es, el ancho de la distribución de los momentos es inversamente proporcional al ancho
de la densidad de probabilidad de la posición.

En la Figura B.1 se muestra la representación gráfica de las distribuciones P y Π para diferentes
funciones gaussianas, con d = 1,

√
2,2,4. En esta figura, se observa la relación inversa entre el

ancho de las distribuciones, en el espacio de las coordenadas y de los momentos.
La incertidumbre en la posición y en el momento se obtiene por integración directa,

∆x =
√

⟨x2⟩−⟨x⟩2 =
d√
2
, ∆p =

√
⟨p2⟩−⟨p⟩2 =

h̄√
2d

. (B.15)

Por lo que, la relación de incertidumbre queda expresada como
∆x ·∆p

h̄
= 1

2 = 0.5. (B.16)

Para las funciones gaussianas centradas fuera del origen, las incertidumbres y la distribución
de momentos permanecen inalteradas, a diferencia de los valores esperados de las potencias de la
posición y de la densidad de probabilidad P(x), los cuales presentan un desplazamiento horizontal.
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Figura B.1: Las densidades de probabilidad en el espacio de las coordenadas, P(x), en línea
continua, y de los momentos, Π(p), en línea punteada, para diferentes funciones de onda gaussianas.

Figura B.2: Las densidades de probabilidad en el espacio de las coordenadas y de los momentos
para una función de onda que es constante en el intervalo [−d,d], para d = 1,

√
2, 2, 4.
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Figura B.3: La densidad de probabilidad para las funciones polinomiales descritas por la ecuación
(B.19), con n = 0,1,2,4 y d = 2.

B.2 Otros tipos de funciones.

Otro ejemplo sencillo consiste en tomar una función de onda que es constante en el intervalo
[−d,d] y cero fuera de él. En este caso, la constante de normalización toma el valor siguiente,

A = (2d)−1/2, (B.17)

y la proyección sobre ϕp se escribe como,

⟨φp|ψ⟩= AB∗
∫ d

−d
exp
(
− ipx

h̄

)
dx = 2AB∗d

sin(kd)
kd

, (B.18)

en donde p ≡h̄k. Las gráficas de las distribuciones P y Π se muestran en la Figura B.2, en donde se
observa nuevamente la relación inversa entre el ancho de ambas distribuciones.

El mismo comportamiento se obtiene para la función polinomial

ψ(x) = A
{(

x2 −d2
)n
, |x|< d

0, |x|> d
, A =

√
(4n+1)!

(2n)!2(2d)4n+1 . (B.19)

En la Figura B.3, se observa que, al aumentar el valor de la potencia n, la densidad de probabilidad
aumenta en el origen. Después de realizar las integrales necesarias, se obtienen los siguientes
resultados para las incertidumbres,

∆x =
d√

4n+3
, ∆p =

h̄
d

√
n

4n+1
4n−2

. (B.20)

Así, la relación de incertidumbre toma la forma

∆x ·∆p
h̄

= 1
2

√
n

n− 1
2

4n+1
4n+3

> 1
2 . (B.21)

Esta relación es consistente con la ecuación (B.6). La figura B.4 muestra la dependencia del
producto de las incertidumbres con la potencia n, ecuación (B.21). Se observa que el producto
tiende asintóticamente a 1

2h̄.
Algunos ejemplos adicionales están en la Tabla B.1. En todos ellos, se cumple la desigualdad

de la ecuación (B.6). Aunque, sólo para las funciones gaussianas se obtiene el valor mínimo en la
relación de incertidumbre.

La primera función que se muestra en la Tabla B.1 es un caso particular de la ecuación (B.19).
La comparación entre las distribuciones en el espacio de las coordenadas y de los momentos está
en la Figura B.5. Nuevamente, se observa la relación inversa entre el ancho de una y otra.
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Figura B.4: La relación de incertidumbre dada por la ecuación (B.21).

Tabla B.1: Las propiedades y las relaciones de incertidumbre de algunas funciones de onda. La
función f (x) es una gaussiana de ancho d, ecuación (B.7).

ψ(x) A(x2 −d2) Acos
(

π

2d
x
)

Dominio [−d,d] [−d,d]
A−2 16

15 d5 d〈
eikx
∣∣ψ〉 4A

dk cos(dk)− sin(dk)
k3 4A

dπ cos(dk)
π2 −4d2k2

∆x ·∆p
h̄

√
5
14 ≈ 0.598

√
π2 −6

12
≈ 0.568

ψ(x) A[ f (x−a)− f (x+a)]
Dominio (−∞,∞)

A−2 2
√

πd
(

1− e−(a/d)2
)

〈
eikx
∣∣ψ〉 −2id

√
2π sin(ka)e−

1
2 (kd)2

∆x ·∆p
h̄

> 3
2

Figura B.5: La distribución en el espacio de las coordenadas y de los momentos para la función
cuadrática de la Tabla B.1, con d = 1,

√
2, 2, 4.
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B.3 La demostración de la ecuación (B.5).
Considere al operador Ĝ ≡ Â+ iαB̂, en donde α ∈ R y los operadores Â, B̂ son hermitianos.

Así,
〈
Ĝψ
∣∣Ĝψ

〉
≥ 0. Por lo tanto,〈

ψ
∣∣Ĝ†Ĝψ

〉
=
〈
ψ
∣∣Â2 +αi

[
Â, B̂

]
+α

2B̂2∣∣ψ〉
= α

2 〈B2〉+α
〈
i
[
Â, B̂

]〉
+
〈
A2〉≥ 0

. (B.22)

Al completar el trinomio cuadrado perfecto para α , se tiene que,

〈
B2〉(

α +

〈
i
[
Â, B̂

]〉
2⟨B2⟩

)2

+
〈
A2〉− 〈i[Â, B̂]〉2

4⟨B2⟩ ≥ 0. (B.23)

El operador i
[
Â, B̂

]
es hermitiano. Entonces, su valor esperado

〈
i
[
Â, B̂

]〉
, es real. Así, el valor de

α se elige de tal forma que el primer término se anule. Por lo tanto,〈
A2〉〈B2〉≥ 1

4

〈
i
[
Â, B̂

]〉2
. (B.24)

Como caso particular, considere a los operadores Â ≡ f̂1 −⟨ f1⟩ y B̂ ≡ f̂2 −⟨ f2⟩. Entonces,[
Â, B̂

]
=
[

f̂1, f̂2
]
. Por lo que, la ecuación (B.24) toma la forma que se desea demostrar,

∆ f1 ·∆ f2 ≥ 1
2

∣∣〈i[ f̂1, f̂2
]〉]

. (B.25)

B.4 Problemas.
Problema B.1

De la definición dada en la sección B.3, obtenga el operador adjunto Ĝ† y demuestre que Ĝ†Ĝ =
Â2 +αi

[
Â, B̂

]
+α2B̂2.

Problema B.2

Demuestre que el operador i
[
Â, B̂

]
es hermitiano.

Problema B.3

Demuestre que el braket
〈
Ψ|Â|Ψ

〉
es real, si el operador Â es hermitiano.



C. Una aproximación para las moléculas con enlaces dobles conjugados.

La espectroscopía UV-VIS se basa en la absorción de la radiación electromagnética de los
compuestos con enlaces dobles conjugados. Aunque, los enlaces dobles aislados absorben en el
UV lejano. Una explicación cualitativa de este fenómeno se obtiene con un método aproximado
de la Química Cuántica, el modelo de orbitales moleculares de los electrones libres (FEMO,
Free-Electron Molecular Orbitals).

En el modelo FEMO, se asume que los electrones π de una molécula, los responsables de la
absorción de la radiación, se comportan como electrones libres dentro de la región molecular. En
este caso, se utiliza el modelo de la partícula encerrada para obtener una descripción cualitativa de
los niveles moleculares. Y, de ahí, la frecuencia de absorción.

C.1 Los trans-poliacetilenos.
Los trans-poliacetilenos, o polienos, son moléculas planas con enlaces dobles conjugados.

La estructura simplificada de estas moléculas está detallada en la Figura C.1, en donde L0 =
LCC cos(π/3)≈ 0.124nm y LCC es la distancia del enlace promedio en la molécula. En este tipo de
moléculas, los electrones π se mueven por arriba y por abajo del plano molecular. De hecho, el
plano molecular constituye el plano nodal de los orbitales π .

Para una molécula con M enlaces dobles conjugados (C2MH2M+2), la longitud de la molécula,
L, está dada por

L = ML0 +(M−1)L0 +L0 = 2ML0. (C.1)

Al aproximar el comportamiento de cada electrón por el de una partícula encerrada en una dimensión,

Figura C.1: La estructura de los trans-poliacetilenos.
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Figura C.2: El diagrama de los orbitales moleculares para los polienos, incluido el primer orbital
desocupado (LUMO).

los niveles energéticos tienen una dependencia cuadrática con el número cuántico,

εn =
h̄2π2

2mL2 n2. (C.2)

El diagrama de los orbitales moleculares de los oligómeros con M = 1,2, . . . ,7 se muestra en la
Figura C.2.

Los poliacetilenos tienen 2M electrones π . Por lo tanto, en su estado basal, los primeros
M niveles se encuentran ocupados doblemente. Dado que se ha supuesto que los electrones no
interactúan, la energía molecular es la suma de las energías monoelectrónicas. Entonces, para el
estado basal,

E0(M) = 2
M

∑
n=1

εn =
h̄2π2

4mL2
0M2

M

∑
n=1

n2 =
h̄2π2

4mL2
0M2

M(M+1)(2M+1)
6

. (C.3)

El primer estado excitado proviene de llevar a un electrón del nivel ocupado de mayor ener-
gía (HOMO, Highest-Occupied Molecular Orbital) al primer nivel desocupado (LUMO,Lowest-
Unoccupied Molecular Orbital). Así, la energía de la excitación resulta ser la diferencia entre los
niveles de energía involucrados,

∆E = εM+1 − εM =
h̄2π2

8mL2
0M2

[
(M+1)2 −M2

]
=

h̄2π2

8mL2
0

2M+1
M2 =

h̄2π2

8mL2
0

2+ 1
M

M

. (C.4)

Por tanto, la longitud de onda de la radiación absorbida aumenta al aumentar el tamaño del sistema
conjugado,

λ =
hc
∆E

=
8mcL2

0
h̄π

M
1+ 1

2M

. (C.5)

Este resultado está en concordancia con las observaciones espectroscópicas. En la Tabla C.1 y en la
Figura C.3 se muestra esta comparación.

En general, el modelo de electrones π libres, FEMO, proporciona una descripción cualitativa del
comportamiento de las moléculas con enlaces dobles conjugados. Cuantitativamente, los resultados
no son completamente satisfactorios, debido a que la repulsión entre los electrones no está incluida.
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Tabla C.1: La longitud de onda de la absorción en el UV para algunos polienos.

M λ (exp) / nm λ (calc) /nm
2 220 163
3 270 262
4 310 363
5 340 446
6 380 565
7 400 666
8 420 768
9 440 870

Figura C.3: Longitud de onda de absorción en UV para los polienos.

Además, la presencia de los núcleos no es explícita, lo cual imposibilita el tratamiento de las
moléculas con heteroátomos.

En otro sentido, este modelo predice que la longitud de onda de la absorción aumenta en un
valor constante al crecer el tamaño de la molécula conjugada. Este comportamiento concuerda
con los resultados experimentales. Aunque, como se comentó previamente, la magnitud del valor
constante que predice este modelo no es la correcta.

C.2 Problemas.

Problema C.1

Estime la dependencia de la longitud de onda de la absorción, λ , con M para moléculas grandes,
M ≫ 1, y obtenga una expresión para λM+1 −λM. Muestre que en este límite λ crece en forma
lineal con M.

Problema C.2

Construya un modelo bidimensional para estas moléculas y realice los cálculos necesarios para
obtener la longitud de onda de absorción. Explique la diferencia de los resultados con el modelo
unidimensional.

Problema C.3

Un modelo simple para el benceno y otros polienos cíclicos, dentro de este mismo esquema,
consiste en suponer que los electrones se mueven en una circunferencia de radio R. En este modelo,
el sistema es bidimensional, aunque sólo depende de una coordenada, el ángulo φ . Resuelva
la ecuación de Schrödinger en coordenadas polares, tomando en cuenta la periodicidad en la
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circunferencia:
ψ(φ) = ψ(φ +2π).

Muestre que el número cuántico n es un entero que toma los valores 0,±1,±2, . . ., y que los niveles
electrónicos también son cuadráticos en el número cuántico,

εn =
h̄2

2mR2 n2.

Problema C.4

Para la molécula cíclica C2MH2M, obtenga una expresión para la transición electrónica de menor
energía. Tome en cuenta que la molécula tiene 2M electrones del tipo π . La distancia del enlace
C−C en el benceno es 0.139 nm. Estime la energía de las tres transiciones electrónicas de menor
energía y calcule la longitud de onda de la radiación electromagnética requerida. Para el benceno,
están reportadas las transiciones siguientes en el UV cercano, 256, 204 y 184 nm. Compare los
resultados anteriores con los valores reportados.

Problema C.5

Una medida de la estabilidad de estas moléculas es la separación entre los orbitales HOMO y
LUMO. Obtenga las expresiones para la separación entre estos orbitales,

η ≡ εLUMO − εHOMO,

para sistemas con 4M+2 y con 4M electrones π . Discuta sus resultados.



D. Los estados discretos del pozo finito.

A diferencia del problema de la partícula encerrada, la determinación de los valores propios del
pozo finito recae en la solución de una ecuación trascendente. Por lo que, sólo se pueden obtener
soluciones aproximadas.

D.1 Un resumen del problema.
Un pozo finito está caracterizado por un potencial discontinuo de la forma,

V (x) =
{

V0, |x|> a
0, |x|< a

, V0 > 0 . (D.1)

Por lo que, la solución de un estado ligado, E <V0, se escribe como,

u(x) =


Aexp(κx), x <−a

C cos(kx)+Dsin(kx), |x|< a
Bexp(−κx), x > a

, (D.2)

en donde
k2 ≡ 2mE

h̄2 , κ
2 ≡ 2m

h̄2 (V0 −E), L2 ≡ 2mV0

h̄2 = k2 +κ
2, (D.3)

Los productos ka, κa y La son cantidades adimensionales. Dado que el potencial es simétrico,
las funciones propias del hamiltoniano tienen paridad. Por lo que, las soluciones se clasifican de
acuerdo a esta característica,

soluciones pares soluciones impares

u(x) =


Aexp(κx), x <−a
C cos(kx), |x|< a

Aexp(−κx), x > a
, u(x) =


−Bexp(κx), x <−a

Dsin(kx), |x|< a
Bexp(−κx), x > a

. (D.4)

La función de onda y su primera derivada son funciones continuas. En los puntos de discon-
tinuidad del potencial, se aplican las condiciones de la continuidad a ambas funciones. Así, se
obtienen las condiciones que determinan los valores propios de la energía,

κa = ka tan(ka) −κa = kacot(ka)

tan(ka)> 0 tan(ka)< 0

nπ < ka <

(
n+

1
2

)
π

(
n+

1
2

)
π < ka < (n+1)π

(D.5)
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Figura D.1: La gráfica de las funciones que aparecen en la ecuación (D.6), para La = 10. El eje
horizontal corresponde a la variable ka.

Figura D.2: La gráfica de las funciones de la ecuación (D.7), La = 10.

Por lo que, las soluciones pares están en cuadrantes impares y viceversa.
Al utilizar la ecuación (D.3), las condiciones anteriores quedan en términos de las cantidades

adimensionales ka y La,(
La
ka

)2

−1 = tan2(ka)
(

La
ka

)2

−1 = cot2(ka) (D.6)

en donde La es una constante característica del problema.
En la Figura D.1 están las gráficas de las funciones involucradas en la ecuación (D.6). Las

intersecciones que corresponden a los valores permitidos para ka. De aquí, se obtienen los valores
propios de la energía, a través de la ecuación (D.3). Es importante notar que las funciones de la
gráfica presentan variaciones muy rápidas. Por lo que, la escala utilizada es muy amplia.

D.2 La transformación de la ecuación transcendente.

Una forma más sencilla de encontrar los valores propios proviene de la transformación de la
ecuación (D.6),

cos(ka) =± ka
La

sin(ka) =± ka
La

(D.7)

En este caso, las funciones que aparecen están acotadas al intervalo [−1,1], ya que ka < La.
La Figura D.2 muestra las gráficas correspondientes a las funciones de la ecuación (D.7). En

este caso, se observa un número muy grande de intersecciones. Sin embargo, no toda intersección
corresponde a un estado, ya que en cada cuadrante sólo pueden haber estados de un tipo de paridad.
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Figura D.3: La gráfica de las funciones de la ecuación (D.7), incluye sólo los cuadrantes relevantes.
(La = 10.)

Figura D.4: La gráfica del valor absoluto de las funciones de la ecuación (D.7), La = 10.

La ecuación (D.5) define a los cuadrantes asociados con cada tipo de paridad. En la Figura
D.3 se han eliminado los cuadrantes que no satisfacen las condiciones antes mencionadas. Al
contabilizar las intersecciones, se obtiene el número de estados correcto.

Aparentemente es más sencillo obtener los valores propios usando la Figura D.1 que con la
Figura D.3. Si se toma el valor absoluto de las funciones trigonométricas de la Figura D.3, las
intersecciones aparecen sólo en la parte superior de la gráfica, Figura D.4.

Al sobreponer las gráficas para los estados pares e impares, se obtiene el panel izquierdo de la
Figura D.5. En este caso, las intersecciones que corresponden a los estados pares e impares aparecen
alternadas, iniciando en el estado basal que es un estado par. Con excepción de la línea recta, el
panel izquierdo de la Figura D.5 muestra una estructura periódica, que corresponde a la repetición
de la función coska en el intervalo [0,π/2]. En lugar de repetir a la función coseno, se pueden
trazar los tramos de recta que se intersectan con las repeticiones de la función trigonométrica, esto
equivale a cortar la figura en x = 0,π/2,π,3π/2, . . . y sobreponer los cortes, el panel derecho de la
Figura D.5. La recta original satisface la ecuación F(x) = x/La. Entonces, los cortes ocurren en
xn = (n−1)π/2. Así, las ordenadas al origen de las rectas de la Figura D.5, panel derecho, toman
el valor F(xn). Esto es, esta familia de líneas satisface la ecuación

fn(x) =
x

La
+(n−1)

π

2La
=

x+(n−1)π/2
La

, n = 1,2, . . . . (D.8)

El punto ξn es la intersección definida por la ecuación fn(ξn) = cosξn, en el intervalo [0,π/2].
Entonces, los valores de ka, asociados con los estados del pozo, están dados por la ecuación
siguiente,

kna = ξn +
1
2(n−1)π. (D.9)

Finalmente, la energía de estos estados se obtiene a partir de la ecuación (D.3).
De la Figura D.5, se concluye que el número de estados, para un pozo finito, depende del inverso

de la pendiente de las rectas. Es decir, éste es proporcional a La. Para que exista una intersección
en el intervalo [0,π/2] es necesario que la ordenada al origen sea menor que la unidad. Si el estado
N es el último estado ligado, su ordenada al origen debe ser cercana a uno. Entonces el número de
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Figura D.5: La superposición de las gráficas de los estados pares e impares.(La = 10.)

estados puede aproximarse por

N ≈ 2La
π

+1. (D.10)

Es importante identificar que, independientemente del valor de la pendiente de la línea recta,
existe al menos un estado ligado para todo pozo.

D.3 Problemas.
Problema D.1

Encuentre gráficamente la energía de todos los estados ligados del pozo finito con La = 2π .

Problema D.2

Obtenga la energía de todos los estados ligados del pozo finito con La = 2. Además obtenga las
funciones propias y haga una gráfica de ellas.



E. Los orbitales moleculares de un compuesto aromático.

Al realizar un cálculo de la estructura electrónica de una molécula, los resultados reportados
por el programa computacional son muy extensos.

E.1 El análisis de los resultados de un cálculo molecular.

En este apéndice, se muestran algunos de los resultados para el anión fenolato, obtenidos con el
programa MOPAC 6.00, usando el método semiempírico AM1.

La primera página muestra un resumen con los resultados principales. Adicionalmente, está una
tabla con los orbitales moleculares más relevantes. Esta tabla incluye a los seis estados ocupados de
energía más alta (con su numeración en negrita) y los primeros seis estados desocupados.

Para cada estado, el programa reporta la energía orbital y los coeficientes del desarrollo LCAO.
Dado que la molécula tiene una estructura plana, están resaltados los coeficientes de los orbitales
atómicos perpendiculares al plano molecular. Los orbitales moleculares del tipo π únicamente tiene
contribución de los orbitales atómicos perpendiculares. Esto es evidente en los orbitales moleculares
16, 18-20.

Las páginas siguientes incluyen una estructura del esqueleto de la molécula con la numeración
de los átomos y algunos resultados del radical fenoxilo. También, están los resultados del catión
fenoxilo en el estado singulete (S = 0), como en el triplete (§ = 1). La comparación de la energía
total de ambos casos indica que el estado singulete es el más estable. Los resultados incluyen a la
energía orbital de los estados de cada tipo espín. El anión fenolato, que tiene a todos sus electrones
apareados. Así que, los orbitales moleculares del tipo α y del tipo β son idénticos. Lo mismo
ocurre con el catión en el estado singulete. Por otro lado, el radical y el catión en el estado triplete
tienen más electrones del tipo α . Por esta razón, los orbitales moleculares de cada tipo de espín son
diferentes.

En la tercera página, también se incluye un diagrama de los orbitales moleculares del tipo π .
Estos orbitales moleculares son muy similares a la predicción del modelo de Hückel.

La cuarta página contiene dos gráficas. La gráfica superior muestra la energía relativa de todas
las especies calculadas. Mientras que, la gráfica inferior muestra las energías orbitales de todas las
especies y las ocupaciones de los estados de mayor energía.

Las cuatro páginas finales contienen el archivo completo de los resultados que genera el
programa para el cálculo del fenol.



242 E. Los orbitales moleculares de un compuesto aromático.

E.2 Problemas.
Problema E.1

Estime la energía de la reacción de protonación del anión fenolato. La energía electrónica del protón
es igual a cero.

Problema E.2

Estime la energía de ionización del anión fenolato. Compare su resultado con la aproximación del
teorema de Koopmans.

Problema E.3

Identifique en que orbital molecular se encuentra el electrón desapareado del radical fenoxilo.



AM1 BONDS ESP VECTORS PRECISE +

 CHARGE=-1

 Phenolate anion

                                AM1    CALCULATION

                                       VERSION  6.00

          FINAL HEAT OF FORMATION =        -29.72681 KCAL

          TOTAL ENERGY            =      -1157.60678 EV

          ELECTRONIC ENERGY       =      -4252.89816 EV

          CORE-CORE REPULSION     =       3095.29138 EV

          IONIZATION POTENTIAL    =          2.83833

          NO. OF FILLED LEVELS    =         18

          MOLECULAR WEIGHT        =         93.105

          SCF CALCULATIONS        =          2

          COMPUTATION TIME        =         10.000 SECONDS

EIGENVECTORS

Orb 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

π3 lp π4 π5 π6

Ei -7.38 -7.26 -6.34 -5.03 -4.26 -2.84 5.34 5.90 8.15 8.32 8.57 8.69

S C 1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.04 0.02 -0.42

PX C 1 0.28 -0.17 0.00 0.00 0.03 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.13 -0.15 0.16

PY C 1 -0.21 -0.24 0.00 0.00 -0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.24 0.05 0.29

PZ C 1 0.00 0.00 -0.49 0.00 0.00 0.48 -0.01 0.57 0.26 0.00 0.00 0.00

S C 2 -0.01 0.01 0.00 0.00 0.03 0.00 0.00 0.00 0.00 0.28 -0.14 0.21

PX C 2 -0.26 0.21 0.00 0.00 -0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.06 -0.30 -0.03

PY C 2 0.12 0.27 0.00 0.00 0.07 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.32 0.27 0.06

PZ C 2 0.00 0.00 -0.31 -0.50 0.00 0.06 0.50 -0.41 -0.29 0.00 0.00 0.00

S C 3 0.03 -0.01 0.00 0.00 -0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.04 0.00 -0.23

PX C 3 0.28 -0.19 0.00 0.00 0.11 0.00 0.00 0.00 0.00 0.03 -0.19 -0.01

PY C 3 -0.15 -0.27 0.00 0.00 -0.19 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.08 0.03 0.11

PZ C 3 0.00 0.00 0.04 -0.49 0.00 -0.44 -0.50 -0.03 0.40 0.00 0.00 0.00

S C 4 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.14 0.00 0.08

PX C 4 -0.27 0.18 0.00 0.00 -0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.03 -0.17 -0.02

PY C 4 0.17 0.26 0.00 0.00 0.04 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.07 0.08 -0.03

PZ C 4 0.00 0.00 0.43 0.00 0.00 -0.16 0.00 0.49 -0.60 0.00 0.00 0.00

S C 5 -0.03 0.00 0.00 0.00 0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.04 0.02 -0.21

PX C 5 0.25 -0.19 0.00 0.00 0.23 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.08 -0.14 0.08

PY C 5 -0.23 -0.26 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.02 0.12 0.06

PZ C 5 0.00 0.00 0.05 0.49 0.00 -0.44 0.51 -0.02 0.40 0.00 0.00 0.00

S C 6 0.01 0.01 0.00 0.00 -0.03 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.13 0.22

PX C 6 -0.21 0.17 0.00 0.00 -0.07 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.28 -0.42 0.03

PY C 6 0.23 0.28 0.00 0.00 -0.05 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.12 0.10 0.01

PZ C 6 0.00 0.00 -0.30 0.51 0.00 0.04 -0.49 -0.42 -0.30 0.00 0.00 0.00

S H 7 0.04 0.31 0.00 0.00 -0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.23 -0.04 0.61

S H 8 -0.26 -0.13 0.00 0.00 -0.08 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.50 0.43 -0.10

S H 9 0.28 -0.19 0.00 0.00 0.07 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.20 0.21

S H 10 -0.32 -0.14 0.00 0.00 -0.06 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 -0.20 0.18

S H 11 0.24 -0.17 0.00 0.00 0.09 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.46 -0.46 -0.14

S O 12 -0.01 -0.12 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.01

PX O 12 -0.26 -0.13 0.00 0.00 0.82 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.04 0.03

PY O 12 0.09 -0.38 0.00 0.00 -0.39 0.00 0.00 0.00 0.00 0.04 -0.03 0.05

PZ O 12 0.00 0.00 0.62 0.00 0.00 0.59 0.00 -0.30 0.27 0.00 0.00 0.00
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AM1 BONDS ESP VECTORS PRECISE +

 CHARGE=0 UHF

 Phenoxyl radical

                                AM1    CALCULATION

                                       VERSION  6.00

          FINAL HEAT OF FORMATION =         16.64809 KCAL

          TOTAL ENERGY            =      -1155.59582 EV

          ELECTRONIC ENERGY       =      -4250.88720 EV

          CORE-CORE REPULSION     =       3095.29138 EV

          IONIZATION POTENTIAL    =         10.02345

          NO. OF ALPHA ELECTRONS  =         18

          NO. OF BETA  ELECTRONS  =         17

          MOLECULAR WEIGHT        =         93.105

          SCF CALCULATIONS        =          2

          COMPUTATION TIME        =         10.000 SECONDS

EIGENVECTORS

Orb 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

lp π3 π4 π5 π6

α Ei -13.16 -13.03 -12.87 -11.48 -10.63 -10.02 0.20 0.39 2.39 3.32 3.56 3.56

π3 lp π4 π5 π6

β Ei -12.87 -12.77 -11.31 -11.07 -10.43 -1.28 0.53 1.13 2.78 3.36 3.56 3.71

AM1 BONDS ESP VECTORS PRECISE +

 CHARGE=1 UHF TRIPLET

 Phenoxyl cation triplet

                                AM1    CALCULATION

                                       VERSION  6.00

          FINAL HEAT OF FORMATION =        235.20349 KCAL

          TOTAL ENERGY            =      -1146.11854 EV

          ELECTRONIC ENERGY       =      -4241.40992 EV

          CORE-CORE REPULSION     =       3095.29138 EV

          IONIZATION POTENTIAL    =         15.77211

          NO. OF ALPHA ELECTRONS  =         18

          NO. OF BETA  ELECTRONS  =         16

          MOLECULAR WEIGHT        =         93.105

          SCF CALCULATIONS        =          2

          COMPUTATION TIME        =         10.000 SECONDS

EIGENVECTORS

Orb 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

? π3 π4 π5 π6

Ei -20.07 -19.03 -18.27 -17.62 -15.89 -15.80 -6.15 -5.28 -3.44 -3.26 -2.32 -2.14

π3 π4 lp π5 π6

Ei -18.15 -17.78 -17.48 -15.77 -8.48 -7.46 -4.95 -4.78 -2.86 -2.82 -2.00 -1.82



AM1 BONDS ESP VECTORS PRECISE +

 CHARGE=1

 Phenoxyl cation singlet

                                AM1    CALCULATION

                                       VERSION  6.00

          FINAL HEAT OF FORMATION =        238.48266 KCAL

          TOTAL ENERGY            =      -1145.97635 EV

          ELECTRONIC ENERGY       =      -4241.26773 EV

          CORE-CORE REPULSION     =       3095.29138 EV

          IONIZATION POTENTIAL    =         15.95867

          NO. OF FILLED LEVELS    =         17

          MOLECULAR WEIGHT        =         93.105

          SCF CALCULATIONS        =          2

          COMPUTATION TIME        =         10.000 SECONDS

EIGENVECTORS

Orb 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

lp π3 π4 π5 π6

Ei -18.58 -18.50 -17.38 -17.09 -15.96 -8.77 -5.39 -5.16 -3.30 -2.73 -2.11 -2.08
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F. Los orbitales moleculares de la molécula HCN.

Este apéndice muestra la representación gráfica de algunas propiedades calculadas para la
molécula HCN.

F.1 Los orbitales moleculares.

Los orbitales internos del ácido cianhídrico están en la Figura F.1. Al analizarlos de abajo hacia
arriba (la energía también crece hacia arriba), se identifica que el primer estado es un estado interno
1s del átomo de nitrógeno. Mientras que, el segundo corresponde es el orbital 1s del átomo de
carbono. Los estados tercero y cuarto son estados del tipo σ .

Los orbitales de valencia se encuentran en la Figura F.2. En la parte inferior está un estado
del tipo σ . Mientras que, los estados de la parte superior son del tipo π . Ambos estados π son
degenerados y sólo difieren en la orientación alrededor del eje molecular.

La Figura F.3 contiene al los primeros orbitales vacíos de la molécula. El orbital molecular
inferior es del tipo σ y de antienlace para todas las parejas de átomos unidos químicamente. Los
orbitales de la parte superior son del tipo π de antienlace y son degenerados.

Figura F.1: Los cuatro orbitales moleculares con la energía más baja del HCN.
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Figura F.2: Los tres siguientes orbitales moleculares del HCN.

F.2 Algunas propiedades observables.
Los orbitales moleculares representan a las funciones ortogonales que permiten construir

un determinante de Slater. Sin embargo, al realizar una transformación unitaria de los orbitales,
la predicción los observables queda invariante. Por lo tanto, diferentes conjuntos de orbitales
moleculares dan origen a la misma descripción aproximada de un sistema electrónico.

Por otro lado, la densidad electrónica y el potencial electrostático molecular son observables y
pueden ser contrastados con los experimentos.

La Figura F.4 muestra diferentes representaciones del potencial electrostático. El diagrama de
contornos del lado izquierdo muestra un mapa topográfico del potencial en un plano que contiene a
la molécula. Las líneas rosadas representan los valores negativos del potencial. Mientras que, los
valores positivos están conectados por las líneas verdes. El diagrama de contornos es consistente con
la isosuperficie del potencial electrostático de la parte superior, en donde se usa en mismo código
de colores. Estas representaciones confirman que la zona negativa de la molécula corresponde a
la región del lado del átomo de nitrógeno. Adicionalmente, la isosuperficie inferior del potencial
muestra una representación de la molécula que simula a los radios covalentes de cada átomo en la
molécula.

La densidad electrónica está en la Figura F.5, en el lado izquierdo. La parte superior la representa
por medio de un diagrama de contornos, en un plano que contiene a la molécula. Este diagrama
muestra una acumulación de los electrones cerca de cada núcleo de la molécula, principalmente los
electrones internos. En la parte inferior, la isosuperficie de la densidad está coloread con los valores
del potencial electrostático, con los mismos colores de las figuras anteriores. Por otro lado, a la
derecha está la representación del anión molecular. Este anión tiene un electrón desapareado y la
densidad del espín proporciona información sobre la localización de los electrones desapareados.
En este caso, la figura muestra que el electrón desapareado se encuentra localizado principalmente
en los extremos de la molécula.

F.3 Problemas.
Problema F.1

Para cada uno de los orbitales moleculares del tipo σ , identifique si contribuyen al enlace de cada
pareja de átomos unidos químicamente.

Problema F.2

A partir de la Figura F.5, identifique si la molécula es polar o no polar. Incluya sus argumentos.
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Figura F.3: Algunos orbitales moleculares de mayor energía del HCN.

Figura F.4: Diferentes representaciones del potencial electrostático molecular del HCN. El color
rosa representa los valores negativos. Mientras que, el verde es para los positivos.

Figura F.5: La densidad electrónica molecular está en el lado izquierdo de la figura. Mientras que,
la densidad del espín del anión molecular (en el estado doblete) está a la derecha.
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