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Este libro se basa en las notas de clase que he realizado a lo largo de los afios, y su principal
objetivo es apoyar al estudiante para que comprenda los elementos basicos de la teoria cldsica
de funciones complejo valuadas de una variable compleja, y los relacione con otras ramas de las
matematicas, integrando los conocimientos y habilidades adquiridos en cursos anteriores.

Asimismo, se desea por medio de los ejemplos expuestos, que el estudiante reconozca el papel
que juega la teoria de funciones de variable compleja dentro de las mateméticas, como un antecesor
de diversas areas de la misma, tales como la teoria de homotopia, de variedades algebraicas, de
superficies de Riemann, y de curvas algebraicas, entre otras.

En los primeros dos capitulos desarrollamos la teoria general de los nimeros complejos,
mostrando su estructura de campo y, de la topologia inducida por su identificacién con R?; asimismo
establecemos los conceptos de funcién complejo valuada de una variable compleja y el de series de
potencias con coeficientes complejos.

Posteriormente introducimos los conceptos de funciones diferenciables en el sentido complejo,
y de funciones holomorfas, lo cual se vera a lo largo del texto que son conceptos equivalentes.
Estudiamos ampliamente los ejemplos mds importantes, tales como los polinomios, las funciones
racionales, dedicandole atencion especial a las transformaciones de Mobius; la exponencial com-
pleja, las ramas del logaritmo complejo, las potencias y raices complejas, asi como las funciones
trigonométricas.

También, nos introducimos en el tema de integracién, desarrollando la teoria necesaria para
demostrar que una funcién es diferenciable en sentido complejo si, y solamente si, es holomorfa.
Entre los resultados que encontramos en esta parte se encuentran el teorema de Cauchy, el teorema
de Liouville, el teorema fundamental del dlgebra, y el teorema del médulo maximo. Estudiamos
ademas el caso en que una funcién holomorfa tenga singularidades aisladas, los distintos tipos de
singularidades y sus caracteristicas, asi cpmo el teorema del residuo y algunas de sus consecuencias.

En la dltima parte del libro presentamos una introduccion a la teoria de funciones arménicas y
su relacién con la teorfa de funciones holomorfas. Y dejamos al final el estudio de los productos
infinitos, las funciones especiales gamma , theta y zeta, con el fin de obtener de la ecuacién funcional
de la funcién zeta, que Riemann presenta en su trabajo de 1859, Ueber die anzahl der primzahlen
unter einer gegebenen grosse, en éste trabajo Riemann muestra que la funcién zeta es la clave para
comprender el comportamiento de los nimeros primos.

Agradezco a mis alumnos, maestros y compaiieros su apoyo y comentarios realizados que me
han permitido estructurar y corregir mis notas, asi como al Dr. Xavier Gdmez-Mont y a la M. en C.
Ana Irene Ramirez cuya motivacién y sugerencias han dado lugar al presente libro. En particular
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quiero agradecer al Dr. Sevin Recillas y al Dr. Felipe Zaldivar por sus pldticas y comentarios que a
lo largo de los afios que me han permitido seguir aprendiendo sobre éste maravilloso mundo de las
matematicas.

También deseo agradecer a mi familia por su invaluable apoyo en todos los momentos de mi
vida.

Finalmente, quiero agradecer a los drbitros por todos sus valiosos y utiles comentarios.

Lira Kttty Fotls
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2.1

Si este tema ha sido considerado hasta ahora desde un

punto de vista erroneo y por tanto se ha visto envuelto en
el misterio y rodeado de oscuridad, se debe por mucho a
una inadecuada terminologia, a la que deberiamos cul-
par. Si +1, —1 y\/—1 en lugar de haber sido llamadas
unidades positiva, negativa e imaginaria (o peor aun,
imposible) hubieran recibido los nombres de, digamos,
unidades directa, inversa y lateral, dificilmente habria
habido lugar para tal oscuridad.

Carl Friederich Gauss
Citado en: Esto no es real,
La historia de 1

de Paul J. Nahim

En el presente capitulo introducimos los conceptos algebraicos bdsicos que necesitaremos poste-
riormente en el estudio de las funciones holomorfas.

Iniciamos el presente capitulo mostrando la estructura de campo los niimeros complejos y de
R—espacio vectorial normado bidimensional. Ademds, mostramos una representaciéon geométrica
de las operaciones suma y producto. Veremos como la férmula de D’Moivre es ttil no solamente
en la solucidén de ecuaciones polinomiales de la forma z” = ¢ con ¢ € C fijo, sino también en la
obtencidn de bellas propiedades trigonométricas. Finalmente, traduciremos las férmulas clasicas de
la geometria analitica plana en términos de la variable compleja.

El dlgebra de los nimeros complejos

Es fundamental que los nimeros reales, denotados por R, y los nimeros complejos satisfagan
las mismas leyes fundamentales de la aritmética. En esta seccién se estudiardn dichas leyes, asi
como su interpretacion geométrica.

Definiciéon 2.1.1 Un niimero complejo es una expresion formal x + yr donde x, y son nimeros
reales e 1> = — 1. Denotaremos por C el conjunto de los nimeros complejos.

Suele usarse un solo simbolo, tal como z, para representar un nimero complejo, y solemos
escribir z =x+yi.
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Sizy =x14Yy11y 220 = X2+ y>1 son dos nimeros complejos, diremos que dos nimeros complejos
71, 22 son iguales, y lo denotaremos z; = z; si, y solamente si, x; =x, yy; =2 .

Sizy =x1+y11y 22 = X2 + y21 son dos nimeros complejos, se define la suma de z; con z3, que
denotamos z; 4z como:

21+22:=(x14+x2)+ (1 +y2)1,

y el producto de z; con z;, que denotamos 7122, COMo:

2122 = (%122 — y1y2) + (X132 +x21 1.

Ejemplo 1

4.
S.
6.

3 6
. Sizp = Z+3zyz2:§+3l, es claro que z; = 2.

Sizy =5+31yz=5—y1, entonces 71 = 73 si, y solamente si y = —3.

. Siz; =1421yz;=3—8i, entonces zj +zp = 4 — 61, mientras que 7122 = (1 +2:)(3 — 81)

= (1)(3) ~ (2)(~8)) + (()(3) + (1)(~8)) = (3+16) + (6~ 8)r = 19— 2.
Sizy =142ty zp =3+ 8, entonces z; + 20 =4+ 10z, mientras que 7120 = —13 + 141.
Sizi =x14+ 0ty 20 =x2+01, entonces z; + 22 = (x1 +x2) + 01y 21220 = x1x2 + O1.

Siz; =z =0+ 1z, entonces z7 = (0+ 12)(0+ 11) = (0+:2) + (01 +10) = —1 +Ou.

En este momento cabe preguntarse ;qué propiedades algebraicas satisfacen los nimeros com-
plejos? Tomando en cuenta que las operaciones de suma y producto de los nimeros complejos se
definieron en forma tal que cumplieran las mismas reglas algebraicas que el campo de los niimeros
reales, resulta natural esperar que C también sea un campo.

Teorema 2.1.1 El conjunto de los nimeros complejos dotado de las operaciones de suma y
producto es un campo.

Demostracion. Para verificar que el conjunto de los nimeros complejos dotado de las operacio-
nes de suma y producto definidas anteriormente satisface los axiomas de campo utilizaremos la
estructura de campo de los nimeros reales R.

Sizi=a+bt, 0 =c+diyzz=e+ fi,donde a,b,c,d,e y f denotan niimeros reales, entonces:

1.

Como la suma de nimeros reales es cerrada, entonces a + ¢ y b + d son nimeros reales, de
donde

2+ =(a+c)+(b+d),

y tenemos que la suma de nimeros complejos es cerrada.
Sabemos que, en el campo de los niimeros reales la suma es conmutativa, tenemos asi que
at+c=c+ayb+d=d+b,dedonde

zt+n=(atc)+(b+di=(c+a)+(d+b)i=2+z,

por lo que la suma también es conmutativa en C.
En el campo de los nimeros reales la suma es asociativa, por lo tanto: a+ (c+e¢) = (a+c¢)+e
yb+(d+ f)=(b+d)+ f, se sigue de aqui que:

21+ (22+23) a+bi+[(c+e)+(d+ f)]
= a+(cte)+b+(d+[)
= (a+c)+e+[(b+d)+ [l
= (a1+2)+z,

por lo que la suma en C es asociativa.
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4.

10.

Como 0 es el neutro aditivo en R, entonces a+0=ay b+ 0 = b, de donde
zi=a+bi=(a+0)+ (b+0)1 = (a+bt)+ (0+0).

Esto implica que 0+ 0z es neutro aditivo en C.

. Como a, b € R,y R es un campo, los nimeros reales a y b tienen inverso aditivo, los cuales

denotamos —a y —b respectivamente. Si definimos z, como z, = (—a) + (—=b)1 = —a— bt
tenemos que

n+zn=(a+b)+(—a—b))=(a—a)+(b—b)1=0+0u

Asi zp = —a — bi es el inverso aditivo de z; y solemos denotarlo como —z;.

. Como z1z2 = (ac — bd) + (ad + bc)i, y ac — bd y ad + be son niimeros reales, tenemos que

el producto es cerrado.
Sabemos que, en el campo de los nimeros reales el producto es conmutativo, tenemos asi
que ac —bd = ca—db y ad 4 bc = da+ cb, de donde

2122 = (ac — bd) + (ad + bc)1 = (ca— db) + (da+ cb)1 = 22z,

por lo que el producto es una operacién conmutativa en C.

. Usando las propiedades de campo de los niimeros reales es facil ver que:

a(ce—df)—b(de+cf)= (ac—bd)e— (ad+bc)f,
y que
b(ce—df)+a(de+cf)= (bc+ad)e+ (—bd+ac)f = (ad+bc)e+ (ac—bd)f.

Por tanto:

2(nzs) = (a+b)+[(ce—df)+(de+cf)]
la(ce—df) —b(de+cf)]+[b(ce—df)+a(de+cf)

[(ac —bd)e — (ad + bc) f]+ [(ad + be)e + (ac — bd) f] 1
[(ac —bd) + (ad + be)i] (e + f1)
(z122)z3,

tenemos asi que el producto en C es asociativo.
Para cada x € R tenemos que x-0 =0, x- 1 = x, y x4+ 0 = x, se sigue de aqui que

21 = a+bi=(a+0)+(0+b)

= (a-1=b-0)+(a-0+b-1)1=(a+b1)(1+01).

Esto implica que 1+ 0z es neutro multiplicativo en C.
Para obtener el inverso multiplicativo de un niimero complejo distinto de 0+ 0z, supondremos
que a,b € R, y alguno de ellos no es cero, en particular, a> +b* # 0. Si w = x+ y fuera inverso
multiplicativo de z; tendriamos que 140t = zyw = (a+bt)(x +y1) = (ax — by) + (ay + bx)1;
tenemos asi el siguiente sistema de ecuaciones:

1 =ax—by, 0=bx+ay.
Como a® + b* # 0, podemos ver que la solucién a este sistema de ecuaciones estd dada por

a —b
X= -, =
2+ T a2+

a

Asiw = —
YTarr T 2+

1 es inverso multiplicativo de z; y solemos denotarlo como w =

zl_l.
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11. Para mostrar la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma, nuevamente
utilizaremos las propiedades de campo de los nimeros reales.

a(2+a) = (a+b)[(c+e)+(d+[)]

la(c+e) —b(d+ f)]+[b(c+e) +a(d+ f)]t

= [(ac—bd)+ (ae—bf)]+[(ad + bc) + (af + be)i
[(ac —bd)+ (ad + bc)i] + [(ae — bf ) + (af + be)i]

= 2122+z23.

12. Finalmente, consecuencia de la definicion de igualdad de nimeros complejos tenemos que el
neutro aditivo y el neutro multiplicativo de C z =040t y w = 14 0z son claramente distintos,
pues 0 # 1 en R. |

Haciendo un abuso de notacién, al campo de los nimeros complejos (C,+,-,040z,1 4 0:) lo
denotamos simplemente con la letra C.

Nétese que la funcién ¢ : R — C dada como ¢ (a) = a+ 10 es un monomorfismo de campos,
por lo que R es un subcampo de C. Asi, identificaremos el nimero real a con el nimero complejo
a—+10, estoes, a = a-+10.

Por otra parte, si z = 0+ yr simplemente escribiremos z = yz, y en este caso diremos que z = yi
es un nimero imaginario.

Una vez realizadas estas aclaraciones, el ejemplo 3 nos dice que 1> = —1, por lo que 7 es una
solucién a la ecuacién x> + 1 = 0.

Proposicion 2.1.2 C es un R-espacio vectorial de dimensién dos.

Demostracion. Siz; =x1+y11'y z2 = x2 + y2t son dos nimeros complejos, tenemos que z; + 22 =
(x14+x2)+ (y1 +y2)1, y si A € R, entonces Az; = Ax; + Ay;1, como consecuencia del teorema
anterior, tenemos que C es un R—espacio vectorial.

Aun mds, los elementos 14 0z, 0 4+ 11 constituyen una base de C como R-espacio vectorial,
pues x4yt = x(1+0t) +y(0+ 11) para cada x+ yz € C, y claramente los elementos 1+ 0z, 0+ 1z
son R-linealmente independientes, por tanto C es un R—espacio vectorial de dimension dos. W

Es claro ahora que podemos definir un R—isomorfismo u de espacios vectoriales de C y R?
como p(x+y1) = (x,y).

Claramente  respeta las operaciones de espacio vectorial, y la inversa de este isomorfismo
esta dado como u~!(x,y) = x+yu

El diagrama de Wessel-Argand-Gauss

El primero en dar una interpretacién geométrica de los nimeros complejos como puntos en el
plano fue Caspar Wessel; ignorando la existencia de dicho trabajo Jean Robert Argand redescubre
estos resultados.

Por el afio 1800, el gran matematico suizo Leonhard Euler adopt6 esta representacion de los
nimeros complejos para obtener las n soluciones de la ecuacién x" — 1 = 0, pensando dichas
soluciones como los vértices de un poligono regular en el plano. Ademas Euler es el primero en
utilizar el simbolo 7 para denotar /—1.

Carl Friederich Gauss, en su tesis doctoral (1799) presenta su demostracién del teorema funda-
mental del dlgebra, asi como sus criticas y objeciones a demostraciones anteriores, posteriormente
en 1816 y 1831 presenta otras demostraciones de dichos resultados. Euler y Gauss son quienes
alcanzan una posicién suficientemente madura respecto a los ndmeros complejos, y gracias a
su reputacion transmiten el concepto de nimero complejo colaborando con la aceptacién de los
mismos alrededor del afio 1831, véase (Nahim, 2008, Cap. 3).

La idea consiste en hacer corresponder al nimero a + b1, donde i es la raiz cuadrada de —1, con
el punto de coordenadas (a,b) € R%. !

! Asi el conjunto de pares ordenados (a,b) también es denominado plano de Argand por algunos, o plano gaussiano
por otros.
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En particular, el isomorfismo y definido en la seccién anterior nos permite pensar al nimero
complejo a+ b1 como un par ordenado (a,b), y podemos representar al nimero complejo a + bz con
el punto cuyas coordenadas cartesianas son (a,b), referidas generalmente en un sistema ortogonal
de ejes. Esta representacion se conoce como el diagrama de Argand, o de Gauss como se muestra
en la figura 2.1.

eje imaginario

eje real

Figura 2.1: El Diagrama de Wessel-Argand-Gauss

Por razones histéricas el eje horizontal se denomina el eje real , mientras que al eje vertical se
denomina el eje imaginario.

Si representamos un nimero complejo z = a + bt no sélo por el par ordenado (a,b) en el
diagrama de Wessel-Argand-Gauss, sino como el segmento dirigido que va del origen al punto
(a,b), podemos pensar a los nimeros complejos como vectores.

Definicién 2.2.1 Si z = x+ yi es un nimero complejo se define el conjugado de z, que denota-
remos Z, como el nimero complejo 7 = x — y1.

El nimero x se denomina la parte real de z, y lo denotaremos x = Re(z). El nimero y se
denomina la parte imaginaria de z, y se denota y = Im(z).

y=1Im(z) =
0 x=Re(z)

Figura 2.2: El conjugado de un niimero complejo

Ejemplo 2

1. Siz =345, entonces =3 — 51, Re(z) =3,y Im(z) =5.

2. Siz=8—13:, entonces =8+ 131, Re(z) =8, y Im(z) = —13.

3. Siz=1340:= 13, entonces =8 — 0, Re(z) = 13 y Im(z) = 0.

4. Siz=0-—181= —18:, entonces 7 =0+ 181, Re(z) =0, y Im(z) = —18.

La conjugacién por un niimero complejo, nos permite definir una funcién C—valudada de
variable compleja p : C — C como p(z) =Z.

Al identificar C con el plano euclidiano R? podemos interpretar esta funcién como la reflexién
con respecto al eje x. Es claro que Z = x+ yt = z, lo cual corresponde al hecho geométrico que
la reflexién en una linea recta es una involucién, esto es, una funcién que coincide con su propia
inversa, como podemos apreciar en la figura 2.2.

Tenemos ademds que Re(z) corresponde a la proyeccion ortogonal de z con respecto al eje x,
mientras que Im(z) corresponde a la proyeccién ortogonal de z con respecto al eje y.
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Si los nimeros complejos z; y 22, los pensamos como vectores en el plano, la suma z; + 2
corresponde a la diagonal del paralelogramo que determinan z; y 7, véase la figura 2.3.

3

21+ 22

Figura 2.3: Representacion geométrica de la suma de nimeros complejos.

2.3 Algunas propiedades de los nimeros

complejos

Teorema 2.3.1 Si z 'y w son nimeros complejos, entonces se satisfacen las siguientes propieda-
des:
1.

_|_
2. zw = ZW
3. Re(z) =
4. Im(z) =
5. Sizesun numero complejo distinto de cero, entonces zZ es un numero real y positivo

Demostracion. Siz=a-+biyw=c+dicona, b, ¢, d € R, entonces:
L Z4+W=(a—b)+(c—di) = (a+c) = (b+d)i =2FWw.
2. 7% = (a—br) (c—di) = (ac — bd) — (ad + bc)1 = .
z b —b 2a+0
3. Z+Z: (Cl+ l)+(a l) = a+ l:a:Re(Z).

2 b 2 b 0 2219
4 7% (a+bi)—(a—bt) 0+2bi —b=Tm(2).
21 21 21

5. Z=(a+bi)(a—bi) = (a*> — b(—b)) + (a(—b) + ba)t = a* + b*.
Como a,b € R, entonces a*> + b*> > 0, y como alguno de ellos es distinto de cero, entonces
a?+b*>0. ]
Como consecuencia del inciso 5 del teorema anterior, la raiz cuadrada de zZ estd bien definida
en R, lo cual nos permite definir una funcién R—valuada de variable compleja | | : C — R como

2| = +VzZ.

Definicion 2.3.1 Si z es un nimero complejo, se define el mddulo (o norma) de z, que denotare-
mos |z|, como la raiz cuadrada no negativa de zz, esto es, |z| = v/zZ.

Ejemplo 3

1. Siz=8— 151 entonces |z| = /(8 — 151)(8 + 151) = /289 = 17.
2. Siz=—24+7, entonces |z| = /24 +71) (24 71) V625 =

3. Siz= 141, entonces |z| = /(1 +1)(1—1)
4. Siz =044, entonces |z| = /( 0+4z (0— 41

5. Siz=—21+0u, entonces |z| = /(- 21 +ol)( ()1) m =2I.

Como z = x+ 0 es un nimero real, Z = z = x, asi zZ = x> > 0, por lo que |z| = v/x2 = |x|. Por
tanto, el médulo de un nimero complejo con Im(z) = 0 coincide con el valor absoluto de su parte
real, y como consecuencia del teorema de Pitdgoras, el médulo de un nimero complejo z = x+ yi
coincide con la distancia que hay del punto (x,y) al origen (0,0). Véase la figura 2.4.
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2|

0 X

Figura 2.4: El médulo de un nimero complejo

Como consecuencia de la demostracion del teorema 2.1.1, pagina 2, C es un campo, se tiene

que si z = x+y1 # 0, entonces zZ = |z|> > 0, de donde 7! = EE
<
Podemos ver la representacién del inverso de z en la figura 2.5, que geométricamente resulta de
reflejar z con respecto al eje real y, posteriormente, invertir con respecto a la circunferencia unitaria

St

Figura 2.5: El inverso de un niimero complejo

Proposicion 2.3.2 Si z y w son dos ndimeros complejos y A € R, entonces se satisfacen las
siguientes propiedades:

1. |z] = [z].
2. |Az| = |A||z], donde |A| denota el valor absoluto del ndimero real A.
3. |zw| = |z||w|.
4. Siz#0,entonces |77 = |z| 7.
5. Siw # 0, entonces ’E‘ = E
wl vl
6. [Re(z)| < .
7. (LA DESIGUALDAD DEL TRIANGULO) |z+w| < |z| + |w].
8. [[z] = [w[[ < |z —wl.

Demostracion. Si z'y w son dos nimeros complejos, entonces:
1. Como z = Z, entonces zZ = Z Z, de donde

ol = VZ=Vzz=1l.

2. Siz=x+y1, entonces

Az = [Ax+Ay| =/ (Ax)*+ (Ay)?

A2(22 +32) = VAR 132 = [A]|].
3. aw| = Vawzw = \/(2) (ww) = vVzzvww = [2]|w].

4. Siz#0, entonces |z| # 0, de donde 77! = ﬁ Como consecuencia de los incisos 1y 2,
<
_ z Izl 1
LA I R




8 Capitulo 2. Los nimeros complejos.

5. Siw # 0, como consecuencia de los incisos anteriores

wl’

6. Si z = x+y1, entonces x = Re(z), y |x| = Vx2. Como x? < x> +y?, se sigue que |x| <
VTR =l i

7. Para demostrar que |z+w| < |z| + |w|, notamos que zw = Zw, de donde, zw + 7w = 2Re(zw).
Por tanto

z+wl* = (z+w)(Z+W)

ZHIW+Iwt+ww

2> +2Re(zw) +w]®

< e+ 20aw + [wf?

2| +2[z][w| + w?

(2l + wl)?,

_ _ |z
1‘: ‘ 1 _

[zl |w

Z
[Z] = Izl w
w

esto es
2wl < (2] + wl)?,

y extrayendo raiz cuadrada en ambos miembros de la desigualdad anterior se obtiene el
resultado deseado.

8. Como consecuencia de la desigualdad del tridngulo tenemos que |z| = |(z —w) +w| <
|z—w|+ |w|, de donde |z| — |w| < |z—w].
Andlogamente, |w| = |(w—z) +z| < |w—2z|+ |z], asi |w| — |z] < |w —z|. Como consecuencia
de lo anterior | |z| — [w|| < [z —w]. [ ]

Proposicion 2.3.3 — La desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si zi,...,2, y wi,...,w, son
nimeros complejos, entonces

’ < 2 & 2
<Y P Y Iwil
j=1 =1

n
Z Zjw;j
j=1

n n n

Demostracion. Si A = Z zj|*, B= Z wil*y C= szwj, entonces B > 0. Si B =0, se tiene
j=1 j=1 j=1

wj=0para j=1,...,n,asi C =0, por lo que se cumple la desigualdad.

Supongamos entonces que B # 0, en particular B > 0y
n n .
Y Bzj—Cw;l> =) (Bz;—Cw;)(Bz;—Cw))
j=1 j=1

n
= B*Y |z*-BC
] :

n
Zjwj
J =1

n n

= 2 2
—BCY zjw;+|CI* ) |wj]
J=1 Jj=1

= B*A—2BCC+B|C|?
= B’A—-B|C]
= B(AB—|C]).
n
Como cada término de la expresién Y [Bz; —Cw ;|? es no negativo, tenemos que B(AB — |C|?) > 0,

j=1
y como B > 0, entonces AB — |C|*> > 0, como esperdbamos demostrar. [
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2.4 Transformaciones lineales 9

Transformaciones lineales de C en C

Anteriormente, en la proposicion 2.1.2, se demostré que C es un R—espacio vectorial con
dimg C = 2. Por otra parte, como C es un campo, también C es un C—espacio vectorial y
dimc C = 1. Por tal razén necesitamos distinguir entre transformaciones R—lineales y trans-
formaciones C—lineales de C en C.

Como es bien sabido, toda transformacién lineal de C en C es de la forma z+— Azcon A € C
fijo, y en particular, como R es un subcampo de C esta transformacion es R—lineal. Por otra parte,
la transformacion z — z es R—lineal, pero no es C—lineal.

Proposicion 2.4.1 Una transformacién T : C — C es R—lineal si, y solamente si, existen A, u € C
tales que

T(z) =xT(1)+yT(1) = Az+uz
Demostracion. Siz=x-+1yconx,y € R,y T es R—lineal, entonces

T(z) =T(x+1y)=xT(1)+yT(1).

T(1)—T T(1 T z -z
Sisedeﬁnen?L:Myyzw,comox:ﬁy)}:Z Z,entonces
2 2 2 21
z+2 -2
T = —T(1 T
(@ = 2T+ 2T0
T(1)—:T T(1 T
_ T =T, T)+T()
2 2
= Az+uz

Reciprocamente, si existen A, u € C tales que T (z) = Az+ uz, entonces
T(z) = Az+uz
= Alx+w)+ulx—1w)
= (A4 u)xt A — )y
= xT(1)+yT (1),
donde T(1) =A+pu y T(1) = (A — u)1. Como se deseaba demostrar. [

Proposicion 2.4.2 Una transformaciéon R—lineal 7 : C — C es C—lineal si, y solamente si,
T(1)=1T(1),yenestecaso T(z) =T(1)z.

Demostracion. Si T es C— lineal, claramente
T@)=TG-1)=1T(1).

Reciprocamente, si z=x -+ 1y, como T es R—lineal entonces,

T(z) = T+w)=TK+T(y)=xT(1)+yT ()
— AT(1)+0T(1) = T(1)z,
pues T (1) =1T(1). [
Identificando C con R? viaz = x +1y — < x ) ,una matriz A = ( andn ) de orden 2 con
y ar ax»

coeficientes reales induce, multiplicando por la derecha, una transformacién R—lineal 7 : C — C
dada como

<X>'_><6111 ap )<x>:<a11x+a12y>. @2.1)
y ar an y az1x+axy

Como todo operador R—lineal en R? es de la forma (2.1), de dlgebra lineal elemental se sabe
que, trabajar con operadores lineales en R? es equivalente a trabajar con matrices de orden 2 con
coeficientes reales.
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Teorema 2.4.3 Son equivalentes los siguientes enunciados para una matriz con coeficientes
reales

ap, a
A— 1 a2\
a ax
1. La transformacién 7 : C — C inducida por A es C—lineal.
2. Los coeficientes a;; de la matriz A satisfacen la siguiente relacion

azy = —aiz |y dax=aii,
. a a
es decir A = 1 12 y T(z) = (a1 +1a2)z.
—ap ap

Demostracion. Como

0
T(1)= <a11 6112) ( > = <a12> =aj +1ax,
a axn) \1 an
de la proposicion 2.4.2 se sigue que
app+iapn =T()=1T(1) =1(aj +1a21) = —az +1ayy,

de donde ajp = —az1yay =ay. |

La discusion previa, que nos permite ver una transformacién R—lineal 7 : C — C en tres
formas distintas:

1. Como una matriz 2 x 2 con coeficientes reales.
2. Delaforma T(z) =T (1)x+T(2)y.
3. Enlaforma T(z) = Az+uzcon A, u € C.

Estas tres posibilidades nos permitird posteriormente encontrar expresiones para una funcién
complejo valuada de variable compleja, f = u+1v donde u =Re f y v=1Imf, en la teoria de
funciones C—diferenciables en términos de las derivadas parciales u,, u,,v, y v, (que corresponden
a los coeficientes de la matriz A), en términos de las derivadas parciales fy, f, (que corresponden a
los nimeros 7(1), T(1)) y, finalmente en términos de f;, fz (que corresponde a considerar A y ).

Observacion 1 Como demostraremos posteriormente, las condiciones a1 = ax y aj; = —an)
de éste teorema son una manifestacion de las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = vy, uy, = —v,,
como mostramos en 4.3.3

2.5 Forma polar de un nimero complejo

Definicién 2.5.1 Si z es un nimero complejo distinto de cero, el dngulo 6 que hay del eje
real positivo al vector determinado por z se denomina el argumento de z, y se denota argz; si
satisface

R I
tan 6 08 = % senezg, si Rez#0

mz
=— cC
Rez’ 2]’ |z|

R I
cot(-):g, cos =0, senezﬂ, si Rez=0

mgz ||

El angulo 6 definido por medio de estas relaciones estd bien determinado salvo multiplos

enteros de 27 radianes; cuando —7 < 0 < 7, diremos que tenemos el valor principal del
argumento. Al nimero complejo z = 0 no se le asigna argumento. Véase la figura 2.6.
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Figura 2.6: El argumento de un niimero complejo.

El dngulo 6 se considera positivo si se mide en sentido contrario a las manecillas del reloj
(levogiro), y negativo en el caso contrario (dextrégiro). En particular, 8 es la longitud del arco en la
circunferencia unitaria que va del vector (1,0) al vector z/|z|, medido en el sentido levégiro.

Cuando decimos que el argumento queda definido salvo multiplos enteros de 27, significa
que, si 0 es un valor admisible para el argumento, también lo es 6 + 27k para cualquier niimero
entero k, por lo que podemos pensar algunas veces argz como {0 + 27k; k € Z}. Podemos terminar
con esta ambigiiedad si especificamos un rango particular para el angulo, esto se conoce como
determinar una “rama para el argumento”, se suele considerar la rama principal -7 < 0 < 7, 0
bien 0 < 6 < 2x; aunque puede considerarse cualquier intervalo semiabierto de longitud 27.

Como consecuencia de la definicién del argumento de un nimero complejo, si z € C\ {0},
entonces

z=z|cos 6 +1|z]sen O = |z| (cos O +1senb).

El ndmero complejo cos 6 + 1sen O suele abreviarse como €', o bien exp(10), esto es,
b )

"% :=cos0 +1sen®.

Esta notacién fue utilizada por primera vez en 1748 por L. Euler en su libro Introductio in
Analysis Infinitorum, y la justificacién para ello la daremos posteriormente en la seccién 4.5.1,
pagina 79.

Definicion 2.5.2 Si z # 0 es un nimero complejo, r = |z| y 6 = arg(z), con 0 < 6 < 2,
entonces

z=r(cos@+1sen@) =re'®.

Esta representacion se denomina la forma polar del nimero complejo z.

Ejemplo 4
1. Sizo=1+1,entonces |z0| = V12 +12 = /2 y arg(z9) = 7/4, por lo que, la forma polar del
y

nimero complejo zp estd dada como zg = \@el 4.
2. Siz; =1—1,entonces |z| = /12 + (—1)2 = /2 y arg(z;) = 77 /4, por lo que, la forma polar
del nimero complejo z; estd dada como z; = V2674
3. Sizp = —1—q, entonces |z2| = v/(—1)2+ (—1)2 = V2 y arg(z2) = 5m/4, por lo que, la
forma polar del nimero complejo z, estd dada como z, = V2! 5%/
Representar un nimero complejo z en términos de su médulo y su argumento, nos permite dar
una interpretacién geométrica al producto, esto es:

Proposicion 2.5.1 El médulo de un producto es el producto de los médulos y el argumento de un
producto es la suma de los argumentos de los factores médulo 27.
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Debemos entender esta proposicion de la siguiente manera, si 8 y 6> son valores admisibles
para arg(z;) y arg(zz), por ejemplo, 0 < 6y, 6, < 27, entonces 0 = 0; + 6, mdd 27, serd un valor
admisible para arg(z;z;), es decir, 0 < 6 < 2x. Véase la figura 2.7.

A

Oz =0+
B =220 3 1+ 0

22
——0

fe

\ 4

Figura 2.7: El producto de dos nimeros complejos.

Demostracion. Sizy = ri(cos @) +1sen8) = rie'® y 75 = ra(cos 6, +1sen 6) = r2e'%, de trigo-
nometria elemental tenemos que:

2122 = [r1(cos O +1isen6;)][r2(cos 6, +1sen6,)]
= rira[(cos B cos 6, —sen B sen6,)
+1(cos 6; sen 6 + sen 6 cos 6]
= r1r2[COS(91 —i—@g)—i—lSCﬂ(@l +92)]

esto es, arg(ziz2) = argzy +argzy y |z122| = |z1]]z2]. u

El teorema anterior exhibe el hecho fundamental de que multiplicar nimeros complejos es
sumar sus argumentos médulo 27 y multiplicar sus médulos. Cabe recalcar que la suma de los
argumentos no necesariamente es el argumento del producto, atin si se toman los argumentos en el
intervalo [0,27).

Por ejemplo, si z = —i entonces argz = 37 /2, asi

arg(—1)(—1) =3n/2+3n/2=3r=7m mdbd 2x.

Como consecuencia de este resultado tenemos que, si z es un nimero complejo distinto de cero,
entonces:

! = il y arg(z™!) = —arg(z) méd2x.

En particular
arg <£> =argz—argw mod 27.
w

Otra forma de interpretar el producto de niimeros complejos es la siguiente: consideremos w € C
un ndmero complejo fijo, y definamos la aplicacién y, : C — C como ¥, (z) = wz. Claramente es
R—lineal pues

V(z1 +A22) =w(zi +Az2) = wzi + Awzo = W (z21) + Ay (22),

paracada A € R, 71,2, € C.

Al identificar C con R? tenemos que ,, es la aplicacién que simplemente gira al vector z un
angulo igual al argumento de w, y modifica la longitud del vector z por el factor |w|. Véase la figura
2.8.
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Figura 2.8: La transformacién R—lineal y,,

La forma polar para el producto de dos nimeros complejos puede utilizarse para multiplicar
mds de dos niimeros.
Es fécil ver por induccién que, si z; = rj(cos 0 +1sen ;) para j = 1,...,n, entonces:

2z =11 rp(cos@ +iseng),

donde $ =6, +6,+...4+6, mdd2x.

La férmula para el producto de dos nimeros complejos en forma polar es muy titil para calcular
las potencias z" con n > 0 de un niimero complejo distinto de cero, ya que, si z = re'?, utilizando
induccién sobre n podemos ver facilmente que || = 7" y arg(z") =n6 mdd 2w, de donde

Zn — rnemO

1_ 1

Por otra parte, como z~ r~1e™® tenemos que la férmula 7" = r"¢"® se cumple para cada

ndmero entero 7.

Proposicion 2.5.2 — Férmula de D’Moivre . Siz € C\ {0} tiene forma polar z = r(cos 0 +isen0)
y n € Z, entonces

7" =r"(cosnB +isenn).

Como consecuencia de la férmula de D’Moivre podemos resolver la ecuacion z” = w, esto
es, podemos encontrar las raices n—ésimas de cualquier nimero complejo no nulo conociendo su
médulo y su argumento.?

Proposicion 2.5.3 Siw = r(cos 6 +1sen0) es un nimero complejo no nulo y n € N, entonces w
tiene exactamente n raices n—ésimas dadas de la siguiente forma:

0+2nk 0 +2nk
Zk:%[COS<+nTC)+lSGH<+n>]7k:071a--~7n_1'

n

Demostracion. Observamos que si w = 0, entonces s6lo hay una unica raiz n—é&sima de w, a saber
z = 0. Supongamos ahora que w # 0, y escribamoslo en forma polar w = re'?, si z = pe'¥ es una
raiz n—ésima de w, esto es, si w = 7", como consecuencia de la férmula de D’Moivre tenemos que
7' =p"e"¥, de donde p" = r = |w| y ny = 0 + 2wk, para algin entero k, de donde:

[ (9+27tk> (9+27rk)}
7=+/r|cos | ———— | +1isen — |
n

Para determinar cudntas raices n—ésimas hay, dado k € Z, dividiéndolo entre n obtenemos
k=ng+tconq,t € Zy0<t<n,por lo tanto

0+2mk O0-+2 t 0 + 2wt
_6+2mk _ 0+2(ng+t)m _ 6+2x o,
n

n n

2 Abraham D’Moivre (1667-1754), matemético francés quien fuera pionero en el desarrollo de la geometria analitica
y el célculo de probabilidades.
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por lo que el dngulo correspondiente a (6 + 27k)/n es el mismo que el de (6 + 27t)/n pues
difieren por un multiploentero de 27. Por tanto, podemos restringir a k € Z para que tome los
valores 0 < k < n— 1. Por otra parte, dados j # k entre 0 y n — 1, los argumentos (6 +27j)/ny
(6 +27mk) /n dan lugar a complejos diferentes. Ya que, si

0+2nj O+27k
n N n

+ 27t

entonces 0 +27j = 0 4+ 2wk + 27tn, es decir, j =tn+kportanto j—k=tncon0 < jik<n—1,
la tnica posibilidad de que n dividaa j —k es j —k = 0, por tanto, j = k. |

Observacion 2 En consecuencia, si z € C\ {0} resulta que /z no es una funcién univaluada bien
definida, esta relacién es multivaluada, es decir, a cada punto del dominio se le asocia més de un
valor del contradominio.

Observacion 3 Geométricamente, las raices n—ésimas de un nimero complejo, distinto de cero,
son los vértices de un poligono regular de n lados.

Ejemplo 5

Como el médulo de z=1 es 1 y su argumento es cero, las cinco soluciones z; con k=0,1,2,3,4,
de la ecuacién z° = 1 son:

Zjx = COS (2?(>+zsen<2;ﬂc>, k=0,1,2,3,4.

Ast, las raices quintas de la unidad son:

z0 = 1

) —1+f \f\/r
>: 1+f f\/i
)

71 = €exp

1+f f\/i
) —1+f f\/r

4

27
(%
_ 4r
Zp = exp <15
_ 61
73 = exp < 5
87

4 = eXp <l ?

Como podemos apreciar en la figura 2.9, las raices quintas de la unidad corresponden a los
vértices de un pentdgono regular, con centro en el origen, el cual tiene uno de sus vértices ubicado
en el punto 1. Ademads, z4 =71 y 73 = 2.

Figura 2.9: Las raices quintas de la unidad
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En general, las raices n—ésimas de la unidad, esto es, las soluciones de la ecuacién 7" = 1 estdn
dadas como:

2 2
Cx = cos (nk) +1sen <7tk>7 k=0,....n—1.
n n

2n .
Como § =exp (z es una raiz distinta de uno, todas las otras raices pueden expresarse como
n

1=2¢0,¢,¢2,...,¢" 1, y como { # 1 es solucién de la ecuacion:
0=7"—1=(z-1)E" '+ 2+.. .+ +z+1),
tenemos que § es solucién de la ecuacion ciclotémica:
TP+ 2+ =0
Veamos otro ejemplo, consideremos z = 5 + 121, entonces

12
|zl =V25+144 =13 y argz= arctan? £ 1.176005207 rad,

de donde la ecuacién z* = 5+ 121 tiene como soluciones:

1.176005207 + 2k 1.176005207 4- 2k
Ck%{yﬁ<cos< 1 * n)—i—zsen( 1 + 71:))

parak=0,1,2,3.
Asi tenemos:

G = MBex ( L 76005207) ~ 1.817354021 +0.55025052271,
6 = Ve p< 7 459190513) ~ —0.5502505215 + 1.8173540211,
6L = Ve p( 3. 74237582) ~ _1.817354021 — 0.55025052271,
& o~ TBex ( 20. 02556113) > 0.5502505215 — 1.8173540211.

4

22

Figura 2.10: Las raices cuartas de z =5+ 121

Noétese que, en este caso, mientras que ¢ es solucion de la ecuacion A =5+12, ¢ nolo es,
véase la figura 2.10.
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La féormula de D’Moivre es sumamente util para derivar identidades trigonométricas. Por
ejemplo, si en la férmula de D’Moivre tomamos m = 3, obtenemos

3
cos0 +1senb = {cos <§> +1sen (2)} .

Esto es,

0 0 0
cos@+isen® = cos’ (3) —3sen? <3> cos (3)
+1 [30052 (g) sen <2) —sen’ <2>] ,
de donde

0] 0] 0

cos 0 = cos’ <3> —3sen’ <3> cos <3> ,
¢] 0 0
_ 2( 9 g9y .3(v

sen @ = 3cos <3>sen(3> sen <3>

Realizando el cambio de variable = 3, y el hecho que sen® o + cos? & = 1 obtenemos

cos(3a) = cos®a—3sen’acosa
= cos’ o —3(1 —cos®a)cos
= 4cos’a—3cosa
0 equivalentemente
3 1
cos’ a = = cos o+ ~ cos(3at).
4 4
Andlogamente
sen(3a) = 3cos’asenca —sen’
= 3(1—sen’a)senc —sen’ o
= 3seno—4sen’ o
de donde

3 1
sen’ o = gsene—7 sen(3a).

Por otra parte, si aplicamos la férmula de D’Moivre a n = 2 sabemos que

1
(cosG—f—zsenG)E = cos (g) +1sen (g) .

Elevando ambos miembros al cuadrado

) 0 0 6
_ 2072 _qen2 ( 2 el il
cos 0 +1sen @ = cos (2> sen (2>+z2sen<2>cos<2>,

es decir,

cos 6 = cos’ <§) — sen’ <g> = 2cos’ (g) -1,
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o bien

0 0 V]
e (I o2 (9 g 2( Y
cos O = cos <2) sen <2) 1—2sen <2)

Conseguimos asi las férmulas del dngulo medio

cos Q B 1+cos@ sen 0 B 1—cos@
2) =V 2 2) =V 2

Otra interesante aplicacion que podemos deducir de la férmula de D’Moivre es la identidad
2

ﬁcos (E) ==
s 2k T

Como vimos anteriormente

sen @ = 2sen <g> cos (g)

y aplicando esta identidad a si misma, tenemos
0 0 0
senf =2 [ZSen <4> cos <4>] Ccos <2> .
Iterando este proceso se obtiene

sen O = 2" cos 9 cos 2 cos 2 sen 2
N 2 22 on o )"

Dividiendo todo por 8 y reacomodando 2", se deduce que

0
senf 6 0 0 sen (2”)
g —cos| 5 )cos{ 5 cos | 5, 72 .
n

Si n es arbitrariamente grande y 6 estd expresado en radianes, el dltimo factor del lado derecho
cumple

Jim —g— =1
on
entonces
sen 0 PR 0 = 0
5 :]}ggnZICos <2n> :’gcos <2n> .

T . ., .
Cuando 6 = = 1o anterior se reduce a la férmula de Viete:?

% = cos (g) cos (g) cos (1—72)

Y como cos (Z) =5 obtenemos una expresién equivalente, pero quizd mds interesante y des-
criptiva

2 V2242 \/2+\/2+\/§

T2 2 2 o

3Francois Viete (1540-1603) de origen francés, fue un matemdtico aficionado que introdujo la primera notacién
algebraica sistematizada en su libro En Artem analyticam isagoge, publicado en Tours, 1591. También estuvo involucrado
en el desciframiento de c6digos.
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Geometria analitica en C

En la geometria analitica cldsica la ecuacién de un lugar geométrico se expresa como una
7+z
2
-z ‘- _
y y = ——, entonces podemos expresar un lugar geométrico en términos de las coordenadas z y

relaci6n entre las variables x y y. Tomando en cuenta que, al identificar R? con C tenemos x =

z. De igual forma, podemos pensar a una ecuacion en variable compleja como una ecuacion, o
sistema de ecuaciones, en dos variables reales.

Por ejemplo, sabemos que una circunferencia con centro en un punto zo = (xo,yo) y radio r >0
es el lugar geométrico de los puntos z = (x,y) que equidistan la distancia r del punto zo, esto es,
lz—z0| =1

Una linea recta .Z en C, puede darse en su forma paramétrica por medio de la ecuacién
z=a+tb, donde a y b son nimeros complejos fijos. Geometricamente hablando, el valor a
representa un punto en la recta .Z, el valor b # 0, corresponde a un vector de direccidn, y ¢ es un
pardmetro real, es decir:

L ={zeC;z=a+tb, con teR}

Como z € .Z si, y solamente si, existe r € R tal que z = a+1b, o equivalentemente, si el nimero
z—a z—a
t= 5 € R, esto es, z € .Z cuando, y solamente cuando Im (b) =0.

Entonces,

7= feecim () =0}

Dos ecuaciones z = a+1b y z = d’ +1b' representan rectas paralelas distintas sia # d’ y b’ es
multiplo real de b. La direccién de la recta z = a + b queda determinada por arg(b). El dngulo entre
las rectas z=a+1tb 'y z = d' +1b' estd dado como arg(b/b’); nétese que este dngulo solamente
depende del orden en que se dan las rectas. Dos rectas son ortogonales si b/b’ tiene parte real cero.

La elipse con focos en w; y wy, y semieje mayor ¢, donde |w; —wy| < 24, se determina por la
siguiente expresion:

{zeC; |z—wi|+]|z—w2| =2¢}.

De manera similar, la ecuacion de la hipérbola con focos en w; y wy, y eje transversal £, donde
20 < |wy —ws| < 2, se determina por la siguiente expresion:

{zeC;

[z=wi| = |z —wa| [ =2¢}.

Otras propiedades de C

Si bien el campo de los niimeros complejos tiene propiedades similares al campo de los
numeros reales, también tiene propiedades que lo definen en forma tnica. En la presente seccion
mencionaremos algunos de estos resultados.

Proposicion 2.7.1 Sea K un campo que contiene a los reales y para el cual toda ecuacion cuadrética
tiene solucién, entonces K contiene a C.

Demostracion. Sea j € K una solucién de la ecuacién x> + 1 = 0. Entonces
F={x+jy;x,ye R} CK

es un subcampo de K isomorfo a C.
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Es claro que F constituye un subcampo de K. Sea ¢ : C — K el morfismo dado por ¢(x+yi) =
x+ jy. Claramente ¢ es un homomorfirmo de C en F'y ¢(C) = F, por lo que basta demostrar que
¢ es inyectiva.

Si @(x; +y11) = @(x2 + y21), entonces x| + jy; = X2 + jy2, por lo que x; —x2 + j(y1 —y2) = 0.
Finalmente, si y; # y,, entonces

X1 —X2

B 7)’1 -2
y x> + 1 = 0 tiene una solucién real, lo cual es falso, de donde y; = y», x; = x, y K contiene un
subcampo F isomofo a C. |

Otro resultado que describe a los nimeros complejos es:

Teorema 2.7.2 — Teorema de Frobenius. Si K es un campo tal que R C Ky dimr K < oo,
entonces K=R o K=C.

La demostracion de este resultado es tema de un curso més avanzado, por lo que no se incluye
en estas notas, sin embargo el lector interesado puede leer el del libro Algebra Cldsica de José
Antonio Vargas Mendoza (Vargas-Mendoza, 2006, teo. 5.35, pg. 239).

Como sabemos el polinomio p(x) = x> + 1 es irreducible en R[x], el anillo de polinomios
con coeficientes reales en una variable. Ademds, el ideal 9t generado por el polinomio p(x) es
maximo, por lo que el anillo cociente K = R[x]/ < x? 41 > es un campo. Y ya que dimg K = 2,
pues el conjunto formado por los polinomios 1, x es mdximo R—linealmente independiente, como
consecuencia del teorema de Frobenius tenemos que K = C.

C no es un campo ordenado.

Recordamos que en un campo K una ordenacién es un subconjunto P de K que satisface las
siguientes propiedades:
Ord. 1 Dado x € K, se satisface exactamente una de las siguientes propiedades:
x€Pobienx=0,0xe —P={ycK;—ye€ P}
En otras palabras, K es la unién disjunta de P, {0} y —P. Esta propiedad se conoce como el
principio de tricotomia.
Ord. 2 Six,y € P entoncesx+y € Pyxy€P.
El conjunto P se denomina la clase positiva de K, y el campo K dotado de su clase positiva se
Ilama campo ordenado por P.
Como consecuencia inmediata de la definicién tenemos que 1 € P, y ademds, como 14-...4+1 €
P, el campo K tiene caracteristica 0.
Por otra parte, si x,y € K, entonces x <y siy—x € P,y escribimos x <ysix<yox=y.
En particular, si x, y, z pertenecen a K, entonces se tienen las siguientes relaciones de orden:
n x < x (reflexiva).
= Six<yyy<z entonces x < z (transitividad).
s Six <yyy<x, entonces x =y (antisimetria).
= Se tiene que x <y oy < x (totalidad o completitud).
Si K es un campo ordenado y x € K\ {0} entonces x € P o —x € P. Si x € P tenemos que
x? = Xx-x € P, por otra parte, si —x € P, entonces x> = (—x)(—x) € P por lo que la suma de cuadrados
en un campo ordenado es positiva o 0.

Proposicion 2.7.3 El campo C no es un campo ordenado.

Demostracion. Si asi fuera, deberfamos tener una clase positiva P C C la cual contiene a 1 = 1+ 0z
y al cuadrado de cualquier niimero complejo distinto de cero. Si 1 € P, entonces 1> € P, pero 1> = —1,
como 1 € C, como consecuencia del principio de tricotomia, —1 no puede estar en la clase positiva
P, 1o cual contradice el hecho de que 1 esté en P, de donde —: € P, pero suponer esto implicaria que
(—1)% € P, pero nuevamente (—1)? = —1, lo cual nos contradice el axioma Ord. 2, por tanto, no es
posible construir una clase positiva en C compatible con las operaciones de campo, por lo que C no
es un campo ordenado. |
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2.8 Ejercicios

1. Efectde cada una de las operaciones indicadas:
a) (3—41)+(—-8+2)

b) 3(—4+1)—212—1+7)
c) 2+3)(2—1)
d) (i:z) [—2(1+1)+3(1—1)]
) 332
P (2+1)(1—=21)(2+ 3)
(1+1)2
B0 +410
g)

2— 5410415

1-1\? 14+21\?
h) 2 -3
) 2(im) ()
2. Sizi =141 20 =4—21, z3 = 2 — /31, encuentre el valor numérico de cada una de las
siguientes expresiones:

a) 242z +4 b) 3222z
c) (z+z) d) |z122+2071|
21— 22+t

l(z 2
DT n S(2-2
2+z2+1 2\z2 2
3. Explique el error en el siguiente razonamiento:

—l=V-1IV/-1=/(-1)(-1)=Vi=1

Por tanto 1 = —1.

4. Demuestre que Re(1z) = —Imz y que Im(iz) = Rez.

5. Demuestre por induccién que si z; y z2 son dos niimeros complejos cualesquiera, entonces es
vélido el teorema del binomio

n

(z1+22)"=Y, ( Z )z’{"z’g (n=1,2,...)
k=0

donde

n n!
(k>—k'(n—k)', (k—0,1,2,...,n)

y donde se usa la convencién 0! = 1.

6. Sean z1,22,23,24 los vectores posicién de los vértices del cuadrilitero ABCD, como se
muestra en la figura 2.11. Demuestre que ABCD es un paralelogramo si y solamente si
z71—22—23+z24=0.

D €

24

<1 22

Figura 2.11: Cuadrilatero ABCD

7. Los vectores posicion de los puntos A, By C del tridngulo ABC estan dados por z; = 1 + 21,
22 =4 —21y z3 = 1 — 61 respectivamente. Demuestre que ABC es un tridngulo is6celes y
encuentre las longitudes de los lados.
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8.
9.
10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Demuestre que Imz < |Imz| < |z| y que T = —1Z.

Demuestre que v/2|z| > |Rez| + |Imz]

Use las propiedades conocidas de médulos para demostrar que si |z3| # |z4], entonces
2+ 21|+ |22
z3tza| ~ |lza] = [zal|

Si 71,722 € C son tales que z1z2 # 0. entonces,

a) Re(z122) = |z1]|z2] si, y solamente si, argz; — argzy = 27n, con n € Z.

b) |z1+ 22| = |z|1 +|z2| si, y solamente si, argz; —argz, = 27tn, con n € Z.

¢) |z1 — 22| = ||z1] — |z2]] si, y solamente si, argz; —argz, = 27n, con n € Z.
Interprete geométricamente estas relaciones.
Considere la transformacién R—lineal T : C — C dada por T'(z) = Az+ uz,con A, u € C.
Demuestre que:

a) T es biyectiva si, y solamente si, A A # UL,

b) SiAu=0y|A+u|=1,entonces T es una isometria, s decir, |T(z)| = |z| para toda

zeC.

Factorizando z* — 47> 4+ 3 en dos factores cuadriticos y usando después la desigualdad
|z w| > ||z — |w|| demuestre que si z estd en la circunferencia |z| = 2, entonces

1 < 1
z4—4z2—|—3‘ -3
Demuestre que

a) zesreal siy solamente siz = z.

b) z es real o imaginario puro si y solamente si 7% = z°.
Demuestre por induccién las siguientes propiedades:

a) 21+t tmw=ut+2t++n

b) Zizz =072 -
Exprese cada uno de los siguientes nimeros complejos en forma polar y represéntelos
grificamente.

a) 4—41.

b) V3 -1

c) —1.

d) —8.

e) —2v/3-2u

f V.
Construya la gréfica de los siguientes nimeros complejos, dados en forma polar, y expreselos
en forma rectangular:

a) 8 (cos;n—i-zsen_n)

4
3 3
b) 6 (cos;—i-zsen;).

c) 2 cos7—ﬂ+zsen7—n
6 6 )

-2 -2
d)5<cos 3n+lsen 37:)

Escriba en la forma x + yz, con x,y € R los siguientes ndmeros:
a) [5(cos40° +1sen40°)][3(cos20° + 1sen20°)].

)
b) [2(cos30° +1sen30°))7.
)

[2(cos40° + 1sen40°)]*
[8(cos 600 + 1sen 600]3
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4
" V3—1 <1+,>5
V3+1 1=/~
19. SiM(2,R) = { ( ch Z ) ; a,b,c,d e R} denota el R—espacio vectorial de las matrices

Z _Z ) ; a,be ]R} demuestre que:

a) SeaS;(2,R)=S(2,R)\{0}, donde O denota la matriz cero. Demuestre que (S+(2,R),-)
es un grupo abeliano, donde - denota el producto de matrices.

b) Si A € R\ {0}, y definimos A como A = H, - Rg donde

A0 cos® —senb
Hl_(O )L) y Re_(sene cos6>’
demuestre que A € S (2,R) y detA > 0.
¢) (Es cierto el reciproco del inciso anterior?
d) Demuestre que S(2,R) es un R—subespacio vectorial de dimensién 2 de M(2,R).
¢) Demuestre que existe un isomorfismo de R—espacios vectoriales entre S(2,R) y C.

20. Usando la notacién de la definicién 2.5.2, pagina 11, demuestre que, si rje'® + rre'®% = r3e'%,
entonces

de orden 2, con coeficientes reales y, S(2,R) = { (

3= \/r% + r% +2rirycos(0; — 6,)

rysen @) + rp sen 6,
63 = arctan .

r1cos 0 +rycos 6,
21. Demuestre, aplicando la férmula de D’Moivre, que

40
senty _ 8c0s> @ —4cosO = 2cos30 +2cos 6.
sen O

b) cos40 =8sen*H —8sen® O + 1.
22. Seaz e C\{—1}, tal que |z| = 1 y argz = 0, demuestre que:

a)

0
—1= <ltan2> (z+1),

y represente graficamente el significado de esta relacién.
23. Demuestre, aplicando la férmula de D’Moivre, que

0 1(0+¢)
% + ¢ =2cos (2(p)e 2

0 10+ 9)
% —¢'? = 2rsen (2(p> e 2

y represente graficamente el significado de estas relaciones.

24. El centroide G de un tridngulo AABC es la interseccién de las medianas.* Si los vértices

A+B+C
son los nimeros complejos A, By C, entonces puede suponer que G = i Sobre

cada uno de los lados de AABC construya tres tridngulos semejantes a AABC, a saber,
los tridngulos AAPR, ABQP y ACRQ. Utilice el dlgebra de los niimeros complejos para
demostrar que el centroide del tridngulo APQR es el mismo que el centroide del tridngulo
AABC.

4Mediana de un tridngulo es la linea recta que pasa por un vértice de un tridngulo y el punto medio del lado opuesto.
Las tres medianas de un tridngulo se intersectan en un punto llamado centroide o baricentro, y es el punto que determina
el centro de gravedad del tridngulo.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Sea S = cos 0 +cos(360) 4 cos(50) +...+cos((2n— 1)0). Demuestre, aplicando la férmula
de D’Moivre, que

. sen(2n6)  sen(nO) cos(nb)
- 2senf sen O '

Encuentre cada una de las raices indicadas y represéntelas graficamente.

a) Las raices cubicas de 64.

b) Las raices cuadradas de 243 —21.

¢) Las raices cuartas de —1281.

d) Las raices sextas de 64.
Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 24 +625=0.

b) z'24+1=1/31

¢) Z—=5+12=0.

d) 72=-11-2u

e) 572 +2z+10=0.

f) 22— +6z-4=0.

g '+ +1=0.

h (1+z)°=(1-z2)°.
Si p(z) es un polinomio en la variable z con coeficientes reales, demuestre que p(z) = p(2).
Concluya que, en este caso, si §y € C es un cero de p(z), entonces zo también lo es.
Una raiz primitiva de orden n de la unidad es un nimero complejo ¢ tal que 1,¢,&2,...,
¢"~1 son las n raices n—ésimas de la unidad. Demuestre que si a y b son raices primitivas de
la unidad de orden n, entonces ab es una raiz de la unidad de orden n. ;Es el conjunto de las
raices de la unidad un grupo multiplicativo? ;Es el producto de dos raices primitivas de la
unidad una raiz primitiva de la unidad? ;Es el conjunto de las raices primitivas de la unidad
un grupo multiplicativo?
Si § # 1 es una raiz n—ésima de la unidad, evalde la siguiente expresion:

1428438+, +ng™ 1.

Utilice la ecuacién binomial (a+ b)" = Z <Z> a"*b¥, y la férmula de D’Moivre para
k=0
demostrar que

n

cosnB =cos" 0 — <Z> cos" 2sen’ 6 + <4

> cos" “0sen*6 — ...
y que
sennf = <’11> cos" 1 @sen6 — (Z) cos" sen’O+....

Demuestre,aplicando la férmula de D’Moivre, la identidad:

T 2xm (n—1)m n
sen — sen — - - - sen = :
n n n 2n=

(Sugerencia: El producto dado puede escribirse como 1/2"~! veces el producto de las raices
distintas de cero del polinomio (1 —z)" —1.)

Demuestre que la funcién ¢ : R — S! dada por ¢(t) = ¢ es un homomorfismo del grupo
aditivo de los nimeros reales en el grupo multiplicativo S' = {z € C; |z| = 1}.
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34. En cada caso, esbozar una grafica con el conjunto de puntos determinado por la condicién

35.

36.

37.

38.

propuesta:

a) |z—1=4

b) |z+1—4<3

c) |z+4]>4

d) |z—4|+z+4|=10
e) |lz=3[—|z+3[[ =4
f) z2z+2)=3

) Im(?) =4

8

h) le=1]=|z+4|
Si los puntos A y B representados por z; y z» respectivamente, son tales que |z; +z2| = |z1 — 22
demuestre que z;/z, es un nimero imaginario puro y que £AOB = 7 /2, donde O denota el
origen.
Demuestre que la ecuacion de la recta que pasa por los puntos z; y z, estd dada por

arg(z—m > _o.
-2z

Demuestre que una ecuacién para una circunferencia que pasa por tres puntos z1, z2, z3 € C
estd dada por

(=2)/G2)-(52)/E2)

En R|x], el anillo de polinomios con coeficientes reales en una variable, considere la relacién

f(x) ~g(x) <= 3yerpy tal que f(x) —g(x) = p(x) - (¥ +1).

[f(x)] denota la clase de equivalencia del polinomio f(x)
a) Demuestre que ~ es una relacién de equivalencia.
b) SiK denota el conjunto cociente, sean [f(x)],[g(x)] € K son las clases de equivalencia
de los polinomios f(x) y g(x), se definen las operaciones:
Suma: [£(x)] + [g(0)] := [£(x) +g(x)].
Producto [£(x)]-[¢(x)] := [f(x) - g(x)]-
Demuestre que estas operaciones estan bien definidas, es decir, no dependen del repre-
sentante.
¢) Si f(x) =ao+aixy g(x) = bo + b1x, determine las clases de [f(x)] + [g(x)] y de
F(0)]- [g)].
d) Demuestre que, con las operaciones anteriores, (K, +,-) es un campo.
e) Aplique el teorema de Frobenius (2.7.2),pdgina 19 para concluir que K es el campo de
los ndmeros complejos.



3.1

Intfroduccién

Al identificar los conjuntos, C y R?, por medio de la funcién u(x + yi) = (x,y), el médulo de
z=x+y1, que denotamos |z| se define como el nimero real no negativo:

En particular, si z1, 22 € C, entonces |z; — 22| corresponde a la distancia entre z; y zo como
puntos en R?. Una propiedad fundamental de la funcién distancia es que ésta satisface la desigualdad
del tridngulo, es decir:

|z1 — 22| < |21 — 23|+ |z3 — 22

para cualesquiera nimeros complejos 71, 22 Y Z3.

Esta métrica induce en C la topologia subyacente de R2. En particular, los conjuntos abiertos,
conexos o compactos de R? se corresponden con los conjuntos abiertos, conexos o compactos de
C.

Cuando utilicemos el concepto de funcién distinguiremos entre funciones real valuadas de
variable real, funciones real valuadas de variable compleja, funciones complejo valuadas de variable
real y funciones complejo valuadas de variable compleja.

La teoria de funciones de una variable compleja nos permite extender los conceptos fundamen-
tales del calculo al dominio complejo. En este capitulo introduciremos los conceptos de limite,
continuidad, sucesion, sucesion de Cauchy, serie de potencias convergente en C y estudiaremos
algunas de sus propiedades.

En un principio, dependiendo del contexto en que las funciones complejo valuadas de variable
compleja fueron estudiadas recibieron distintos nombres, tales como: funcién analitica, funcién
regular, funcién complejo diferenciable y funcién holomorfa (Krantz, 1999, pg. 16) sin saber que
tales caracterizaciones determinaban la misma clase de funciones. En particular, las propiedades de
las series de potencias serdn basicas en el estudio de las funciones holomorfas y meromorfas.
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3.2 Latopologia en el plano complejo

Definicion 3.2.1 Sea X # 0 un conjunto, y d : X X X — R una funcién. La funcién d se
denomina una funcién distancia (métrica) en X, si d satisface las siguientes condiciones:
1. d(z,w) >0, para toda z,w € X.
2. d(z,w) = 0 cuando, y solamente cuando, z = w.
3. d(z,w) =d(w,z) paratoda z,w € X.
4. d(z,w) < d(z,u) +d(u,w) para toda z,u,w € X. Esta desigualdad se conoce como la
desigualdad del tridngulo.

En particular, un espacio métrico es una pareja (X,d), donde X es un conjunto no vacio y d es
una funcién distancia (o métrica) en X.

En un espacio métrico (X,d) siempre podemos definir las bolas abiertas (también llamados
discos abiertos) como sigue:

Sixe X yreR;conr >0, definimos la bola abierta con centro en x y radio r, como el
conjunto de puntos en X que distan de x menos que r, simbdlicamente

B(x,r)={y € X; d(x,y) <r}.

También, definimos la bola cerrada con centro en x y radio r, como el conjunto de puntos en X que
distan de x a lo més r, es decir:

B(x,r) ={yeX; d(x,y) <r}.

Ejemplo 6

1. SiX =C,yz,w e C, definimos d(z,w) = |z— w|, entonces (C,d) es un espacio métrico, y
B(0, 1) corresponde al interior del disco unitario con centro en el origen, como se muestra en
el lado izquierdo de la figura 3.1.

2. Si X = C, definimos

dr(z,w) = max{|Re(z—w)|,|Im(z —w)|},

entonces (C,d») es un espacio métrico, y B(0, 1) corresponde al cuadrado unitario con centro
en el origen, como se muestra en la parte central de la figura 3.1.

3. Si X = C, definimos d3(z,w) = |Re(z —w)| 4 |Im(z — w)|, entonces (C,d3) es un espacio
métrico, y B(0, 1) corresponde al cuadrado con centro en el origen, como se muestra en el
lado derecho de la figura 3.1.

4. Si X = C, definimos p(z,w) =0si z=wy p(z,w) =1 si z # w, entonces (C,p) es un
espacio métrico, y B(0,1) = {0}, mientras que la bola cerrada con centro en el origen y radio
1 coincide con C, esto es B(0,1) = C.

A (C,d) A (C,dz) A (C7d3)

\ 4
\ 4
\ 4

Figura 3.1: La bola con centro en el origen y radio uno con respecto a las métricas d, d» y ds.

Una métrica permite generalizar los conceptos de conjuntos abiertos (respectivamente cerrados)
que hemos estudiado en R” a cualquier espacio métrico (X,d) como sigue:
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Definicion 3.2.2 Dado (X,d) un espacio métrico, y Q C X, diremos que Q es un subconjunto
abierto de X si, para cada punto x € Q existe € = & > 0 tal que B(x,€) C Q. En este caso,
también solemos decir que x es un punto interior de Q.

Cuando no haya lugar a confusiones, simplemente diremos que € es abierto. En particular, si
B(x,r) C X es una bola abierta en X, entonces B(x,r) es un subconjunto abierto de X.

Definicién 3.2.3 Dado (X,d) un espacio métrico, x un punto en X y Q C X, diremos que Q es
una vecindad de x si L es abierto y x € Q.

Si (X,d) es un espacio métrico y Q C X es un conjunto no vacio, entonces Q es vecindad de
cada uno de sus puntos.

Definicion 3.2.4 Dado (X,d) un espacio métrico, y x un punto en X, diremos que Q es una
vecindad perforada (o vecindad agujerada, o vecindad degenerada) del punto x si:

. QC X, yQ+#0

2. x¢Q

3. QU{x} C X es una vecindad de x.

Por ejemplo, en (C,d) tenemos que Q@ = {x € C; 0 < |z] < 1} =B(0,1)\ {0} es una vecindad
perforada, o agujerada, del origen.

Proposicion 3.2.1 Si (X,d) es un espacio métrico, entonces:
1. Los conjuntos X y 0 son abiertos.
2. Si Q) y Q) son abiertos, entonces ] M€, es abierto.

3. Si {Qq}aer s una familia arbitraria de subconjuntos abiertos, entonces U Q, es abierto.
oel

Demostracion. El inciso 1 es consecuencia inmediata de la definicion.

Para demostrar el inciso 2, si x € ) Ny, entonces x € Ly, para k = 1,2. Como € es abierto,
existe r; > 0 tal que B(x,r;) C Q. Definamos r como el menor valor entre r; y ra, esto es,
r:=min{r;,r}. Entonces B(x,r) C B(x,ry) C Q, parak = 1,2.

Asi, B(x,r) C Q1N Q;, es decir, Q) N, es abierto.

Finalmente, si x € U Qg, existe o € I tal que x € Q.

oel
Como Qg es abierto, existe rq, > 0 tal que

B(x,rqy) C @ C | Qa,

acl

por lo que, la unién arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. |

Espacios topologicos

El objetivo de esta seccion es enumerar los resultados topoldgicos fundamentales en el estudio
de la teoria de las funciones de variable compleja, por lo que no se incluyen las demostraciones
de todos los resultados, sin embargo, se indican las referencias bibliograficas en donde el lector
interesado pueda encontrar dichas demostraciones.

Definicion 3.3.1 Un espacio topoldgico es una pareja (X,7), donde X es un conjunto de
elementos y T es una coleccion de subconjuntos de X que satisfacen las siguientes propiedades:
1. El conjunto vacio @, y el total X estdn en 7.
2. Y, her=Y Nher.
3. Si {Yq}qer es una familia de conjuntos tales que Y, € T para cada o € I, entonces

Uraer

acl
Los elementos de T se llaman conjuntos abiertos de X. La coleccién 7 se llama una topologia

de X.

En una gran cantidad de ocasiones, no describimos todos los elementos de 7, sino solamente
algunos elementos que nos permiten estudiar todos los abiertos de X en la topologia 7, esto es:
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Definicion 3.3.2 Dado un espacio topoldgico X con topologia T, diremos que 3 es una base
de la topologia  si, para todo abierto Q de la topologia 7 y todo p € Q, existe Q' € 3 tal que
p € Q' C Q. Decimos que la base § genera la topologia 7 y a los elementos de 8 los llamamos
abiertos bdsicos.

Asi, la proposicién 3.2.1 nos dice que en un espacio métrico (X,d) siempre podemos definir
una topologia 7, donde los abiertos basicos son las bolas abiertas.

En particular, en C con la métrica d(z,w) = |w —z], las bolas abiertas
B(z0,r) ={z € C; [z—z0[ <1}
constituyen una base para la topologia inducida.

n
Corolario 3.3.1 Si Q,...Q, son abiertos, entonces ﬂ Q es abierto.
k=1

Por lo que, intersecciones finitas de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Definicion 3.3.3 Un espacio topoldgico (X, T) es Hausdorff, o T, si para cada par de puntos
distintos x, y existen dos conjuntos abiertos disjuntos U,V € Ttalesquexc U yy € V.

Ejemplo 7

1. Todo espacio métrico (X,d) es un espacio topolégico de Hausdorff.
Si x,y € X son dos puntos distintos, entonces r = d(x,y) > 0. Asi B(x,r/2) y B(y,r/2) son
dos abiertos disjuntos, ademds B(x,r/2) es un abierto que contiene a x pero no a y, mientras
que B(y,r/2) es un abierto que contiene a y pero no a x.

2. El espacio de Sierpinski ({0,1},7) cuya topologia estd dada por {0,{1},{0,1}} no es de
Hausdorff:
Los tdnicos abiertos a los que pertenece 1 son {1},{0,1} y el tnico abierto al que perte-
nece 0 es {0, 1}. Por tanto, no existen abiertos disjuntos no vacios que contengan al 0y 1
respectivamente.

3. Los subespacios topolégicos de un espacio Hausdorff también son Hausdorff.

Definicion 3.3.4 Dado (X, 7) un espacio topoldgico, y Q C X, diremos que  es un subconjunto
cerrado en X, si su complemento X \Q es abierto.

Cuando no haya lugar a confusiones, simplemente diremos que € es cerrado. Como consecuen-
cia de la definicidn de cerrado, las propiedades de complemento de un conjunto, y la proposicién
anterior tenemos:

Proposicion 3.3.1 Si (X, 1) es un espacio topoldgico, entonces:
1. Los conjuntos X y @ son cerrados.
2. Si Q) y Q) son cerrados, entonces €21 UL es cerrado.
3. Si {Qq}aer es una familia arbitraria de cerrados, entonces () c; Q¢ es cerrado.

Cuidado: Un conjunto es cerrado, si es el complemento de un abierto, este enunciado no
significa que: si un conjunto no es abierto entonces es cerrado.

De cilculo basico sabemos que en R, con la métrica usual d(x,y) = |x—y|, el conjunto (0, 1] =
{x € R;0 < x < 1} no es abierto, ni cerrado. Este ejemplo lo podemos generalizar como sigue: Si
consideramos el espacio métrico C con la métrica d(z,w) = |[z—w|, entonces {z € C;0 <Rez < 1}
no es un conjunto abierto, ni cerrado.

Definicion 3.3.5 Sea S C C, un punto zq se dice que es un punto limite (punto de acumulacion)
de un conjunto S si toda vecindad perforada de zo contiene al menos un punto de S. Esto es, z
es un punto limite de S si para toda € > 0 es posible encontrar un punto z € S\ {zo} que diste de
Zp menos que &, simbdlicamente:

Ves0 Jres talque 0<|z—z0| <e.
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Evidentemente zp no es un punto de acumulacién de S en si existe una vecindad perforada de zg
que no contenga puntos de S.
Ejemplo 8
Con la métrica usual de C, d(z,w) = |z— w| podemos mostrar lo siguiente:
1. Si§= {% ; n € N} C C, entonces zo = 0 es un punto de acumulacion de S, a saber, es el
tnico punto de acumulacién de S. Nétese que en este caso zq & S.
2. 818 = {% ; n € N} C C, entonces zp = 1 no es un punto de acumulacién de S, a saber,

B(1,1/2)\ {1} NS = 0 aunque en este caso zo € S.

SiS={ze€C; 0<Rez} CC,entonces todo punto de S es un punto de acumulacién de S.

SiS={z€C; |z] <1}, entonces todo punto de S es un punto de acumulacién de S.

5. 818 ={z1,22,---,2n;2x € C}, es un conjunto finito de puntos distintos en C, entonces
S no contiene puntos de acumulacién. Si r = min{|z; — z|;zj # z} y z € S, entonces
B(zi,r/2)\{zi} NS =0.

En particular un conjunto cerrado contiene todos sus puntos de acumulacion.

Rl

Definicion 3.3.6 Sea (X,d) un espacio métrico, y Q C X.
1. El interior de Q, que denotaremos €°, se define como el maximo conjunto abierto
contenido en €, asi:

Q° = U G.
GCQ
Ges abierto

2. La cerradura de Q, que denotaremos €, se define como el minimo subconjunto cerrado
que contiene a 2, de donde:

Q= ﬂ G.
GDOQ
Ges cerrado

3. La frontera de Q, que denotaremos d<, se define como:

20 =0nX\Q).

Ejemplo 9

1. Sea (R,d) el espacio métrico de los nimeros reales dotados con la métrica usual d(x,y) =
|x—y|, y consideremos Q@ C R el subconjunto de los nimeros racionales, entonces Q° =0y

Q=R

2. En general, si consideramos (R”,d) con la métrica usual

dxy) = | ¥ G-
k=1

entonces (Q")° =0,y Q = R".

I Definicion 3.3.7 Dado un espacio métrico (X,d), y Q C X, diremos que Q es un subconjunto

denso de X si la cerradura de Q es X, esto es, Q = X.

Como consecuencia del ejemplo anterior Q es denso en R, mientras que Q x Q es denso en
R?, en particular {a+ b € C; a, b € Q} es un conjunto denso en C.
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Proposicion 3.3.2 Dado un espacio métrico (X,d), si U,V C X, entonces:
1. U es abierto si, y inicamente si U = U°.

U es cerrado si, y solamente si U = U.

U°=X\(X\U).

U=X\(X\U)".

oU =U\U".

(UUV)=UUV.

a € U° cuando, y unicamente cuando, existe r > 0 tal que B(a,r) C U.

a € U si, y solamente si para toda r > 0, B(a,r) NU # 0.

NN R WD

La demostracién se deja como ejercicio para el lector.

En la clase de cdlculo, uno de los primeros teoremas que aprendemos para una funcion real
valuada de variable real f : [a,b] — R, es el teorema del valor intermedio. Este teorema no solamente
depende de la continuidad de la funcién f, depende también de las propiedades del intervalo [a,b]
como espacio topolégico, concretamente depende del hecho que un intervalo cerrado no puede
escribirse como la unién de dos intervalos abiertos ajenos, esta propiedad la llamamos la conexidad
del intervalo. De manera general:

Definicion 3.3.8 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una separacion de X es una pareja U, V de
conjuntos abiertos no vacios tales que

Unv=0 y UUV=X.

En este caso también diremos que (X, T) es un espacio disconexo.

Diremos que (X, T) es conexo si no existe una separacién de X.

Si Q C X, entonces un abierto en Q es la interseccion de un abierto en X con el conjunto
Q, por lo que Q admite una topologia inducida por la topologia de X, que denotaremos 7jq.
Diremos que € es un subconjunto conexo de X si el espacio topolégico (£, 7|q) es conexo.

Intuitivamente, un conjunto  C C es conexo si es de una sola pieza. Una formulacién equiva-
lente de conexidad es la siguiente:

Proposicion 3.3.3 Un espacio topoldgico (X, T) es conexo si los tinicos subconjuntos de X que
son tanto abiertos como cerrados son @ y X.

Para una demostracion puede consultar el libro (Munkres, 2000, Chap. 3, §23).
Ejemplo 10

1. Si consideramos a R con la métrica usual, entonces €2 C R es conexo si, y solamente si, £ es
un intervalo. Se deja como ejercicio verificar esta propiedad.
2. Sizp € Cyr>0,entonces B(zg,r) es conexo. Se deja como ejercicio verificar esta propiedad.

Si z, w € C denotaremos el segmento de recta de z a w como
[zw]={z4+tw—2); 0<t <1} ={tw+ (1 —1)z; 0<r < 1}.

Un par de propiedades fundamentales que satisfacen los conjuntos conexos, y cuyas demostra-
ciones no incluiremos en las presentes notas, son las siguientes:

Proposicion 3.3.4 Sea (X, T) un espacio topoldgico.
1. Si U C X es un subespacio topolégico conexo, y V C X es tal que U C V C U, entonces V
es un subespacio topoldgico conexo.
2. Laimagen de un espacio conexo bajo una funcién continua es un espacio conexo.
3. El producto cartesiano finito de espacios conexos, €s un espacio conexo.

Para una demostracion puede verse el libro de Munkres (Munkres, 2000, Chap. 3, §23, Theo.
23.4-23.6)
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Definicion 3.3.9 Si z,w € C, un poligono P de z a w es un conjunto formado por segmentos
n
de recta [zx; wy] tal que P = U [zx;wi] donde z; =z, w, =wy wy =z parak=1,...,n—1;

k=1
denotaremos el poligono P como

P=[z2;.. ;213w

Una caracterizacion de conjuntos abiertos conexos de un espacio cartesiano, que utilizaremos a
lo largo del presente curso, es la siguiente:

Teorema 3.3.5 Sea Q C C abierto, entonces  es conexo si, y solamente si, para cualesquiera
dos puntos z,w € Q existe un poligono P C Q del punto z al punto w.

Demostracion. Supongamos que £ es conexo y sean z, w € Q, con w # z. Mostraremos que existe
un poligono P C Q de z a w para lo cual definimos

o :={w € Q; existe un poligono P C Q deza w}.

Demostraremos que .7 es un conjunto no vacio simultdneamente abierto y cerrado en Q, por lo
que al ser Q un conjunto conexo tendremos que o/ = Q, es decir, cualesquiera dos puntos estan en
Q conectados por un poligono.

Notamos primeramente que <7 # 0, pues z € o/ yaque P = [z;7] C Q.

Para mostrar que </ es abierto consideremos @ € .&7; como Q es abierto, existe r > 0 tal que
B(w,r) C Q. Por el inciso 2 del ejemplo de conjuntos conexos sabemos que B(®,r) es conexo, si
o € B(w,r) entonces y el segmento de recta que une @ y o estd contenido en B(®,r), es decir,
(@; a] C B(w,r) C Q, por otra parte, como @ € .o/ existe un poligono P C Q de z a @, de donde

P =PU[w;a] C o,

es un poligono P’ C Q de z a a, consecuentemente .7 €s un conjunto abierto.

Para mostrar que <7 es cerrado, demostraremos que Q \ <7 es abierto.

Si Q\ & =0, como el vacio es un conjunto abierto, entonces </ es cerrado y habremos
terminado.

Supongamos que Q\ &7 # 0, entonces existe zop € Q\ &7, y como Q es abierto existe r > 0
tal que B(zo,r) C Q. Si & NB(zo,r) # 0, existird u € &7 N B(zp,r). En particular, como u € o
existe un poligono P C Q de z a u, por otra parte, como u € B(zp,r) y como B(zg,r) es conexo,
[u;20] C B(zo,7) C Q, de donde P’ = PU [u;20] C Q, es un poligono de a a zp, es decir z9 € 7, lo
cual es una contradiccion. Asi B(zo,r)Q\ <7, y entonces Q \ <7 es abierto, o equivalentemente .27/
es cerrado.

Como Q es conexo y &7 es no vacio, entonces .of = Q. es decir, para cualesquiera dos puntos
z,w € Q existe un poligono P C Q del punto z al punto w.

Reciprocamente, supongamos que para cada par de puntos z, w € Q existe un poligono P C Q
del punto z al punto w. Si Q fuera disconexo existirfan U, V C C conjuntos abiertos disjuntos no
vacios tales que Q = (UNQ)U (VNQ).

Elegimos z € U y w € V, por hipétesis existe un poligono P C Q de z a w, no puede suceder
que todos los segmentos de P esten contenidos en uno solo de los conjuntos U NQ o VN Q, pues
en ese caso P C U o bien P C V lo que contradice el hecho de que z € U y w € V. Luego entonces
existe un segmento [z';w'] del poligono P con z € U y w' € V. Usando el segmento [z'; w'] podemos
definir el conjunto S como el conjunto de los niimeros reales en el intervalo [0, 1] correspondientes
al segmento de recta [7;w'] que estdn contenidos en el conjunto U y el conjunto 7' como el conjunto
de los nimeros reales en el intervalo [0, 1] correspondientes al segmento de recta [7';w'] que estdn
contenidos en el conjunto V, esto es:

S = {s€[0,1]; sw'+(1—5)7 €U} CR,
T = {tel0,1; W +(1-1) eV}CR.



32 Capitulo 3. Funciones en C

Como UNV =0entonces SNT =0,pero0 € Sy 1 € T, ademas SUT C [0, 1]. A continuacién
mostraremos que SUT = [0, 1].
Sit € [0,1] entonces

w+(1-0)7 e[d;w]cQ=UNQUVNY),

luego entonces tw' + (1 —1)z’ € U, o bien, tw' + (1 —1)z’ € V. En el primer caso ¢ € Sy en segundo
t € T,de donde r € SUT, luego entonces SUT = [0, 1]. Por ende Sy T son conjuntos abiertos
ajenos y no vacios en [0,1], lo cual es una contradiccién, ya que el intervalo [0, 1] es conexo.
Consecuentemente, el conjunto 2 es conexo. |

Proposicion 3.3.6 Supongamos que {Qq}qe; es una familia de subconjuntos conexos de C
indexada por a € I. Si m Qg # 0, entonces U Q. €s conexo.

acl acl

Demostracion. Si Q = | JQq no fuera conexo, entonces Q = (UNQ)U(VNQ)conU, V CC
acl
abiertos UNQ # 0, VN Q # 0. Como ﬂ Qq #0, existe 70 € Qy paracada a €1. Sizp € A

ael
entonces zg € U N, para cada o € I. Como los conjuntos £, son conexos, lo anterior implica

que VN Qy = 0 para todo o € I. Consecuentemente V = @, lo cual es una contradiccion. |

Dado un subconjunto abierto no vacio Q C C, si zo € Q, como z9 € {20} C Q y el conjunto
{z0} es conexo. Consecuentemente, la familia {Q } de subconjuntos conexos de Q que contienen
a zp no es vacia, y por la proposicién anterior 3.3.6, el conjunto U Qq C Q es conexo, y es el

ocl
mayor subconjunto conexo de €2 que contiene a zp. Se dice entonces que el conjunto U Qqesla

acl
componente conexa de Q que contiene a zo. Variando z; € £y sus componentes conexas Q; C Q

tenemos que

Q=[] Q.

7;€Q

En particular, si z;, zx € € se iene que ; = £, o bien, ;N Q; = 0, como consecuencia de la
roposicién anterior 3.3.6 el conjunto Q; x €S conexo y contiene a 7; y 7. Por la maximalida
prop t 3.3.6 el conjunto Q;UQ y cont 7y 2. Porl lidad
de las componentes conexas Q; = Q; U € = Q. Consecuentemente, las componentes conexas de

Q forman una particién de Q.

Corolario 3.3.2 Si Q C C es abierto, entonces las componentes conexas de  son conjuntos
abiertos.

Se deja como ejercicio demostrar esta propiedad, véase (Munkres, 2000, Chap. 3, §23).

Otra propiedad fundamental que satisface el intervalo [a, D], y que es crucial en la demostracién
del teorema del valor méximo para una funcién continua f : [a,b] — R, es la compacidad del
intervalo [a,b]. La compacidad de un conjunto serd una propiedad fundamental en el estudio de
diversas propiedades que satisfacen las funciones holomorfas, asi como las propiedades de familias
de funciones holomorfas definidas en subconjuntos compactos de C.

Definicion 3.3.10 Si (X, 7) es un espacio topoldgico, una cubierta abierta de X es una familia
de conjuntos abiertos {Uy } de X tales que X = UUk'
k

Ejemplo 11

1. Parak € Z, si Uy = (k,k+2) = {x e R; k <x < k+2}, es claro que los intervalos Uy son
abiertos y R = (JUy, por lo que {Uy }rez es una cubierta abierta de R.

2. Para n € N, consideramos la bola abierta B(0,n) = {z € C ; |z| < n}, claramente C =
UB(0,n), de donde {B(0,n)},cn es una cubierta abierta de C.
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Definicién 3.3.11 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, .# C X, diremos que £~ es compacto si
toda cubierta abierta de .# tiene una subcubierta finita. Esto es, si %/ es una familia arbitraria
de conjuntos abiertos de X tal que:

xc |,
Ue %

entonces existe un nimero finito de conjuntos Uj,...,U, en % tal que

H C U Us.
k=1

Ejemplo 12

1. Claramente el conjunto vacio, y los subconjuntos finitos de X son compactos.

2. Si D= {x € R; |x| < 1}, entonces D no es compacto, pues si consideramos la cubierta
U = {U,}pen donde U, = {x € R; |x| < 1—1/n} para n € N, entonces D C |JU,, por
lo que % es una cubierta abierta de D, sin embargo es claro que esta cubierta no tiene
subcubierta finita.

Definicion 3.3.12 Sea (X,d) un espacio métrico, Q C X, diremos que Q es un subconjunto
acotado de X si existen M > 0y xo € X tal que d(xp,x) < M para cada x € Q. Ademds, se define
el didmetro de Q como

diam(Q) = sup{d(x,y) ; x,y € Q}.

Un resultado que nos permite identificar los subconjuntos compactos de R" (con la métrica
usual) es el siguiente:

Teorema 3.3.7 — Teorema de Heine-Borel. Un subconjunto /7 de R” con n > 1 es compacto
si, y solamente si, .# es cerrado y acotado.

La demostraciéon de éste resulatdo queda fuera del objetivo de las presentes notas, pero puede
consultarse en (Munkres, 2000, Chap. 3, §27, Thm. 27.3, pg. 173-174 ) o bien, (Conway, 2010,
Theorem 4.10, pg. 23).

Un concepto que resultard ttil, cuando estudiemos la proyeccién estereografica, es el siguiente:

Definicion 3.3.13 Sea X es un espacio topoldgico, Hausdorff, no compacto, una compactifi-
cacion del espacio X es una pareja (Y,h) que consta de un espacio topologico Y Hausdorff,
compacto y un homeomorfismo 4 de X sobre un subconjunto denso de Y.

Frecuentemente identificamos X con su imagen 2(X) C Y y simplemente decimos que Y es una
compactificacién de X.

Si X CY yY\X consta solamente de un punto, se dice que ¥ es una compactificacion a un
punto de X.

El teorema de Alexandroff nos dice que X tiene una compactificacién a un punto Y si, y sélo
si, X es un espacio Hausdorff localmente compacto y X no es compacto. Esta compactificacion es
Ilamada compactificacién de Alexandroff. Ademas, la compactificacién de Alexandroff estd bien
definida salvo homeomorfismos. Para una demostracion de este resultado puede consultarse el libro
de topologia de Munkres (Munkres, 2000, Chap. 3, §29 ), o bien, el libro de topologia de Dugundji
(Dugundgi, 1978, Chap. XI, §8, Thm 8.4, pg. 246).

Sucesiones y series

Uno de los conceptos mds ttiles que tenemos al estudiar el conjunto de los R" como espacio
métrico es el de convergencia de una sucesion, asi podemos extender el papel que juega el cdlculo en
R? al analizar C con la métrica inducida de R?. De manera similar a como se hace en R, podemos
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decir que

Definicion 3.4.1 Una sucesion en C es una funcién s : N — C. Para cada n € N, su imagen bajo
s la denotamos como s(n) = s,,. También usamos la notacion {s, } para denotar una sucesién en
C.

Diremos que la sucesion {s, },en converge a s, con s € C si, para cada € > 0 existe un
entero positivo N = N; tal que |s, —s| < € siempre y cuando n > N. Denotaremos esto como:

lim s, = s o bien, s,, — s si n — oo. En este caso también se dice que el niimero complejo s es el
n—soo

limite de la sucesion {s, }.

De manera similar al caso de sucesiones con coeficientes reales podemos definir el conceptos
de sucesion de Cauchy en C.

Definicion 3.4.2 Se dice que la sucesién de nimeros complejos {s,, } es una sucesion de Cauchy
si dado €, un nimero real positivo, existe N € N tal que |s,, — s,,| < € siempre que n,m > N.

Si {s,} es una sucesién en C, y escribimos cada s, = a, + b, con a,,b, € R, tenemos las
sucesiones {a,} y {b,} en R. Reciprocamente, si tenemos dos sucesiones {a,} y {b,} en R,y
definimos s, = a, + by1, entonces {s, } es una sucesién en C.

Proposicion 3.4.1 Sea {s,} una sucesi6n de nimeros complejos, con s, = a, + byt, con a,, b, € R.
Entonces:
1. La sucesién {s,} es de Cauchy cuando, y s6lo cuando, las sucesiones {a,} y {b,} son de
Cauchy en R.
2. Lasucesion {s, } converge a s = a+ bt en C si, y tnicamente si, {a,} converge al nimero a
en Ry {b,} converge al nimero b en R.

Demostracion. Para la primera parte, sea {s,} una sucesion de Cauchy en C, con s, = a, + by1.
Como |Re(w)| < |w| y ademds Im(w) = Re(—w), entonces | Im(w)| < |w|, para cada nimero
complejo w.
Dado € un nimero real positivo, como {s,} es una sucesién de Cauchy, existe un entero positivo
N tal que |s, — s,»| < € siempre que n,m > N, de donde :

lan — am| = |Re(sp— sm)| < |sn —sm| <&,

|y — by| = | Im(sy, — 5)| < |5 — 50| <&,

siempre que n,m > N, asi {a,} y {b,} son sucesiones de Cauchy en R.

Reciprocamente, dado € un nimero real positivo, como las sucesiones {a,} y {b,} son de
Cauchy en R existe un entero positivo N tal que
lan —am| < €/2y |by —by| < €/2 siempre que n,m > N.

Como consecuencia de la desigualdad del tridngulo tenemos:

Isn = Sm| = [(an — am) + (by — bm)1t| < |an — am| + |bp — bw| < €

siempre que n,m > N. Es decir, {s,} es una sucesién de Cauchy en C.

Para la segunda parte, supongamos ahora que la sucesion {s,} converge a s en C, con s, =
an~+Dbyty s = a+ bi. Dado un nimero real positivo €, existe un entero positivo N tal que |s, —s| < &,
de donde:

lan —al =
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y

(Sn_s)_ —s) |Sn_s| ‘Sn_s| ]s,,—s|
b,—b| = < =2
[bn = b 21 ) + 2 2

<&,

sin>N.

Finalmente, si {a,} y {b,} son sucesiones en R que convergen a los valores a y b respecti-
vamente, dado un nimero real positivo €, existe un entero positivo N tal que |a, —a| < €/2'y
|bp—b| < €/2sin>N.Sis, =a,+byuys=a+bi, entonces:

Isn—s| = |(an+bnt)—(a+br)| = |(ay—a)+ (b, —b)i
< lay—al—|b,—b| <&

siempre que n > N.
Por lo que la sucesién {s,} convege a s. [ ]

Teorema 3.4.2 El conjunto de los niimeros complejos C es un espacio métrico completo.

Demostracion. Como R es un espacio métrico completo, toda sucesién de Cauchy en R converge
en R. Asi, las partes real e imaginaria de una sucesién de Cauchy {s,} en C convergen en R a dos
nimeros, digamos a y b, tenemos entonces que la sucesion de Cauchy {s,} converge al nimero
complejo s = a + bi1. Concluimos de aqui que C es un espacio métrico completo. |

Definicion 3.4.3 — Limite superior. Supongamos que {a,} es una sucesién de nimeros reales.
1. Si {a,} no estd acotada superiormente, se define el limite superior como

limsupa, = oo.

2. Si{ay} estd acotada por arriba, entonces también la succesion {ay ., }nen estd acotada
por arriba para cada m € N. Si para cada m € N se define

Oy = sup{ay1m;n € N},

entonces la sucesion { @, } claramente es una sucesion decreciente. Si lim ¢, = —oo se
define

limsupa, = —oo.
3. Si{a,} estd acotada por arriba y 1im a,, = & € R, se define
m—yoo
limsupa, = .

Definicion 3.4.4 — Limite inferior. Supongamos que {a,} es una sucesién de nimeros reales.
1. Si{ay} no estd acotada inferiormente, se define el limite inferior como

liminfa, = —oo.

2. Si {a,} estd acotada por abajo, entonces también la succesion { a1, }nen estd acotada
por abajo para cada m € N. Si para cada m € N se define

04y, = inf{a, 1 m;n € N},
entonces la sucesion {a,, } claramente es una sucesion creciente. Si lim a,, = oo se define

liminfa, = oo.
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3. Si{ay} estd acotada por abajo y lfin o = a € R, se define
mM—>oc0

liminfa, = o.

Proposicion 3.4.3 Sea {a,} una sucesién de nimeros reales, entonces se satisfacen las siguientes
propiedades:

1. limsupa, = —oo cuando, y sélo cuando, lima, = —co.

2. limsupa, = e si, y s6lo si, existe una subsucesion de {a,} cuyo limite es oo.

3. limsupa, = o € R si, y solamente si, para toda € > 0 el conjunto {n € N; a, > ot — €} es
acotado y el conjunto {n € N; a, > a — €} es no acotado.

4. Si o € R entonces lima, = o cuando, y solamente cuando, limsupa, = o liminfa,.

La demostracién se deja como ejercicio para el lector.

De acuerdo con Bradley y Sandifer (R. E. Bradley, 2009, Chap.9), Cauchy en su Cours
d’analyse, defini6 las series de nimeros complejos en términos de series de nimeros reales, y
determiné condiciones bajo las cuales una serie de nimeros complejos converge en términos de los
criterios de convergencia de series de ndimeros reales.

oo

Definicion 3.4.5 Si a, € C para cada entero no negativo n, diremos que la serie Z a, converge

n=0
al nimero complejo a si, y solamente si, para cada € > 0 existe un entero positivo N = N tal
m
que, si m > N entonces Z a, | —a|l <é&.
n=0

ir, i ay a i \ u jo a , SI
Es decir, la serie de ndmeros complejos converge al nimero complejo a € C, si la

k=0
n

sucesion de sumas parciales s, = Z ay converge al niimero a.
k=0

Se escribira Z ay = a, o simplemente Y a; = a. En este caso, también se suele decir que la
k=0

serie Z aj es convergente.
k=0

Se dice que una serie diverge si lim |s,| no existe o es infinito. Es claro que una serie con
n—oo

términos complejos converge si, y solamente si, las series formadas por las partes real e imaginaria
de los términos convergen.

Como una sucesién es convergente cuando, y solamente cuando, es una sucesién de Cauchy,
tenemos el siguiente criterio:

Proposicion 3.4.4 — Criterio de Cauchy. La serie Y a; converge si, y s6lo si, para cada € > 0
existe N € N tal que si n > N, se tiene

n+p

Zak <€

k=n+1

para cada p € N.
En particular, para p = 1 se obtiene un criterio ttil de divergencia.
Corolario 3.4.1 Si lim a, # 0, o no existe, entonces Y a; diverge.
n—oo

1 . N
Notese que, aunque lim — = 0 la serie arménica Z — diverge, ya que:
n—oon n
n=1
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1 > 1

1 1

- > Z

2~ 2
1+1>1+1_1

4 — 4 4 2

I I T (L
on ] onip T oond+l = ontl | 9

para cada n € N, asf al sumar las desigualdades se sigue que

2n+11 2n+11
->14+) —=1+2"

(e}
. L. . .
Consecuentemente, la serie Z 3 diverge a oo y, como consecuencia de los criterios de compa-
k=1

. . . -
racion, se sigue que Z — diverge a .
n

n=1

I Definicion 3.4.6 Se dice que la serie Z ay converge absolutamente si la serie Z |ay| converge.
k=0 k=0

Como consecuencia de la desigualdad del tridngulo y el criterio de Cauchy, tenemos el siguiente
criterio:

Teorema 3.4.5 Si la serie Z ay, converge absolutamente, entonces converge.
k=0

oo

Demostracion. Supongamos que la serie Z ay converge absolutamente, dada € > 0, existe N € N

k=0
tal que si n > N entonces
n+p n+p
Z ai| < Z ]ak\<8,
k=n+1 k=n+1
para cada p € N. Como consecuencia del Criterio de Cauchy la serie } a; converge. |

Esta proposicion es muy til pues la serie Y |ax| es real, y se pueden aplicar los criterios de
convergencia para series reales. A continuacién presentamos diversos criterios de convergencia de
series con coeficientes en R.

. . s . - 1
Proposicion 3.4.6 — Serie geométrica. Si |r| < 1, entonces Z " converge al valor 1
n=1 B

Y
r

diverge si |r| > 1.

. . . . :
Demostracion. Para demostrar que la serie geométrica converge al valor 1 si |r| < 1, conside-

—r
n n+1
remos s, = Z rk; entonces r- s, = Z rk, asique s, —rs,=1— r+1. de donde
k=0 k=1
1— rn+1
S, = —
" 1—r

Si |r| < 1, como lim "' =0, entonces
n—oo

3 1
lim s, = .
n—yeo 1—r
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r|”+1

Por otra parte, si |r| > 1, entonces 1im | = oo, por lo cual, la serie geométrica diverge. Si
n—oo

r=1entonces s, =n+1,y lim s, = oo, y la serie diverge. Si r = —1, entonces
n—oeo

0 sinesimpar,
Sp = :
" 1 sines par,

por lo que la sucesién de sumas parciales no converge, consecuentemente la serie geométrica
diverge en este caso. |

Ejemplo 13

La serie Z (—r)" converge absolutamente si r < 1, pues |(—r)"| = r", y por el criterio de la
n=1
serie geométrica, ) "' converge.
Proposicion 3.4.7 — Criterio de comparacion. Sean {a;}, {br} y {cr} sucesiones de nimeros
reales.

1. Si |ag| < by para cada k € N y la serie Y by converge, entonces Y. a; converge absolutamente.
2. Si0 < ¢ <dj paracada k € Ny laserie ) ¢ diverge, entonces Y. d; también diverge.

Demostracion. Para demostrar el primer criterio de comparacion, aplicaremos el criterio de Cauchy.
Supongamos que |a;| < by para cada k € Ny que la serie Y b converge. Dada € > 0 existe M € N
tal que sin > M se tiene que

n+p n+p n+p
0<|Y ax| <Y |l <Y bp<e
k=n k=n k=n

para cada p € N. Luego entonces la serie ) a; es convergente.

Para demostrar el segundo criterio de comparacién, supéngase que 0 < ¢ < di y que Y, ¢k
n

diverge, como s, = Z cr es una sucesion creciente de nimeros positivos, ésta diverge si, y
k=0
Unicamente si, es no acotada, por lo que dada M > 0 existe n € N tal que

M < ick < idk'
k=0 k=0

Por ende, } d; es no acotada y por tanto, es divergente. |

Proposicion 3.4.8 — Ciriterio de la p—serie. La serie Z n~ P converge si p > 1y diverge a o si
n=1

p<1

Demostracion. Para demostrar el criterio de la p—serie, notamos que, si p < 1, como la funcién n*
()

es creciente, entonces n~! < n~P, como la serie Z nles divergente, como consecuencia de las
n=1

pruebas de comparacion para series reales, tenemos que la serie Z n? diverge si p < 1.
n=1
Por otra parte, si p > 1, como la funcién f(x) = x” es creciente entonces
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1 1 1 1 1 1 1
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1 1 1
o <<2k—1>p Ty T 1),,)

1 1 1
< T
< I+ 2p—1 + (2[771)2 + + (2[771)1(71
1
< 1 i
=
Por lo tanto las sumas parciales de la serie )’ n~? estdn acotadas superiormente. Consecuente-
mente la serie Y. n~” es convergente si p > 1. |
2 = = P Z z a .
Proposicion 3.4.9 — Ciriterio de la razén o de D’Alembert . Supdngase que lim L existe
n—eo | a,

oo
y €s menor que uno, entonces Z a, converge absolutamente. Si el limite es mayor que uno, la serie
n=1
diverge, y si el limite es uno, el criterio falla.

ap41

ay

Demostracion. Para demostrar el criterio de la razén, si lim
n—oo

< 1, podemos encontrar 0 <

B < 1yN €N tal que si n > N entonces

an+1
ay

< B.

En particular

layy1] < Blawl,
lan+2| < Blay+1] < B?aw]

lan+p| < BPlan]

Consecuentemente, para n > N se tiene que

lan| < ‘an_Nﬁn

Como 0 < B < 1 laserie ¥ " converge, y como consecuencia del criterio de comparacion se sigue
que la serie Y a, converge absolutamente.

Por otra parte, si existe N € N tal que |a,+1| > |a,| para n > N, entonces lima, # 0, por lo que
la serie ¥ a, diverge. u

oo

Por ejemplo, anteriormente hemos visto que la serie arménica Z — diverge, y en este caso
n

n=1
1 1
. o . e 1 . 1)2
lim n—1|— L _ 1, mientras que por el criterio de la p—serie la serie Z — converge y lim @ =1,
n—soo a—_n n—soo L
2
n

n
por lo que el criterio no permite asegurar que sucede cuando este limite es uno.

De acuerdo con (R. E. Bradley, 2009, Chap. 6, §6.2, pg. 91-92 ) el criterio de la raiz se cita
como la definicién de los limites superior e inferior en [DSB Cauchy, p. 136].
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Proposicion 3.4.10 — Criterio de la raiz o Criterio de Cauchy. Supdngase que limsup v/ |a,|

n—soo

oo

existe y es menor que uno, entonces Z a, convegerd absolutamente. Si el limite es mayor que uno,
n=1
la serie diverge, y si el limite es uno, el criterio falla.

Demostracion. Sea a = lim \/|a,|, y supongamos que 0 < o < 1, podemos elegir § € R tal que
n—soo
0 <a <P <1,y existe un entero N tal que

\/|an| < B paracada n>N.

En particular, si n > N, entonces |a,| < ".

Como 0 < B < 1, la serie } B" converge, y como consecuencia del criterio de comparacién
Y a, converge absolutamente.

Por otra parte, si o > 1 existe B € R tal que o > 8 > 1, y como h’msup{’/m =aq, si
Oy = sup{ "{/|an+m| ; n € N} entonces n%l_r}rlo a,, = a. Como esta es una sucesion decreciente de
nimeros positivos, tenemos que, para valores de m suficientemente grandes, ¢, > 8 > 1. Por ende

|an| > B" > 1 para una infinidad de valores n € N, por lo que lima, # 0, asi ¥ a, diverge.
Finalmente, la serie arménica diverge y la serie ¥ n~2 converge, y por la regla de L’Hopital

nn

1 1 1
h’m(/»:h’m:h'mzl
n—so0 n n—oo 1 n—oo (10gl’l>

eXp| —
n

Andlogamente

. n 1 . 1 . 1
Iim —=lm—=1m ——— =1
exp

(n2)n

Por lo que, si lim /|a,| = 1, el criterio falla, como esperdbamos demostrar. |
n—sco

Funciones de variable compleja

En la presente seccion estudiaremos los conceptos de limites y continuidad de funciones
complejo valuadas de variable compleja, asi como el de serie de potencias en una variable compleja.
En el capitulo 4 veremos que toda funcién holomorfa satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann
4.3.3, y por ende, es diferenciable en sentido complejo. Posteriormente, en el capitulo 5 mostraremos
que toda funcién diferenciable en sentido complejo es holomorfa.

Definicion 3.5.1 Por una funcion C—valuada de variable compleja, entendemos una funcién
cuyo dominio es un subconjunto no vacio  C Cy los valores que toma estan en C. Es decir,

f:Q—C.
Asociadas a la funcién f aparecen las funciones R—valuadas de variable compleja,

u(z) =Ref(z), v(z)=Imf(z), z€Q.

Al identificar C con R?, las funciones u y v pueden ser vistas como funciones de dos variables
reales que toman valores en R, as{, podemos escribir

fx,y) =u(x,y) +w(x,y), z=x+1ycQ.

Es decir, tener una funcién compleja de variable compleja es tener dos funciones R—valudadas
que dependen de dos variables reales.
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Diremos que la funcion f : Q — C es R—valuada si, Im f(z) = 0 para cada z € Q, o equivalen-
temente, si v(x,y) = 0 para toda (x,y) donde z = x+1y € Q.

Si se usan las coordenadas polares r, 6 en lugar de x, y, véase la definicién 2.5.2, pagina 11, se
puede escribir

f(r,0)=u(r,0)+w/(r,0).
Ejemplo 14
1. Si f(z) = z, entonces f(x+1y) = x+ 1y, de donde
ulx,y)=x 'y v(x,y)=y,
o en coordenadas polares
f(r,0) =rcosb +irsen0,
de donde
u(r,)=rcos® y v(r,0)=rsen.
2. Si f(z) =z !, entonces para z # 0,

-
f(x+ly) - X2+y2 lx2_|_y27
asi
j— X - y
u('xmy)*xz_i_yz y V(X,y) x2+y27

o en coordenadas polares
f(r,0)=r"'cos6 —ir 'sen®,
es decir
u(r,0) = %cos@ y v(r0)= —%senQ.
3. f(z) =z, entonces f(x+1y) =x— 1y, por lo que
ulr,y)=x 'y vxy)=-y,
en coordenadas polares tenemos
f(r,0) =rcos@ —irsen8,
de donde
u(r,@)=rcos® y v(r6)=—rsenf.
4. Si f(z) = |z|*, entonces f(x+1y) = x>+ y?, as
u(x,y)=x"+y" y vlxy) =0,
y en coordenadas polares f(r,0) = r?, de donde
u(r,0)=r*y v(r,6) =0.
5. Si f(z) = z%, entonces
flaty) = (x+)’ = (@ =) + 2,
de donde
u(x,y) =x>—y* 'y v(x,y)=2xy.
En coordenadas polares, como x = rcos 0 y y = rsen 8 tenemos que
¥ —y* = r*cos’0—r’sen’0 = r*(1 —2sen’0),
2xy = r*(2sen6 cosf) = r’sen(26),
de donde

u(r,0) =r’(1—2sen’0) y v(r,0)=r’>sen(26).
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Limites y continuidad
Definicion 3.5.2 Sea Q C C un conjunto no vacio, zo un punto de acumulacién de Q (véase
3.3.5), ysea f : Q — C una funcién. Se dice que un nimero complejo L es el limite de f cuando
z tiende a 7 si para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que siempre que 0 < |z —z9| < § conz € Q se
tiene que | f(z) —L| < €.

Al igual que en variable real, si el limite existe, éste es Unico y se denota

L= lim f(z) osimplemente L= lim f(z).
) Vé

—20
2€Q\{z0}

La definicion de limite nos dice que, cuando éste existe, podemos lograr que el punto f(z) esté
tan cerca de L como queramos eligiendo el punto z suficientemente cercano a zg, pero distinto de
20-

Como C es un espacio métrico, esta definicidén es equivalente a pedir que para cada sucesion
{z,} de nimeros complejos, con z, € Q\ {zo} si lfm z, = zo entonces lim f (zn) = L.

El estudio de los limites puede abreviarse estableciendo una conexién entre los limites de
funciones de una variable compleja y los de funciones de una variable real.

Teorema 3.5.1 Si Q C C es abierto, y f : Q — C es una funcién, para z = x+1y € Q suponemos
que f(z) = (u+1v)(z), o equivalentemente f(x,y) = u(x,y)+1v(x,y), seazo =x0+1yoy L =
uo + 1vg, entonces lim f(z) = L si, y solamente si

720

im  u(x,y) =up, vy lim  v(x,y) = vp.
(%)= (x0,y0) (%y) = (x0,Y0)

Demostracion. Supongamos que

lim  u(x,y) = ug, Iim  v(x,y) =vg.
(xy)—(x0.y0) (v.7) y(xvy)ﬁ(xoayo) (x.7)

Dada € > 0 existen 8; > 0y & > 0 tales que

£ .
u(ey) —wol <5 st 0<y/(x—x0)+ (= 30)? < 8,

g si 0< \/(x—x0)2+(y—yo)2 < 8.

Definamos d := min{d;, &, }, entonces

‘V()C,y) - VO‘ <

[(u+v) — (up+wvo)| = [(u—up) +1(v—vo)| < lu—up|+|v—vo| <&

siempre que

0 <|(x+ 1)~ (x0-+130)| =/ (x—x0)% + (y—30)? < &,
por lo que lim f(z) = L.
720

Reciprocamente, si | (u+1v) — (up+1vp) | < € siempre que 0 < | (x+1y) — (xo +1y0) | < 8,
como

lu—up| < |[(u—up) +1(v—vp)| = [(u+1v) — (up +1vo)| < &,

[v—vo| < |(u—up) +1(v—vo)| = [(u+1v) — (up +1vo)| < &,
siempre que 0 < |(x+1y) — (xo +1y0)| < 8, se sigue inmediatamente que

Iim  u(x,y) =up, y lim  v(x,y) =vp.
(x.) = (x0,0) &) (x,y)=(x0,50) (x2)
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Proposicion 3.5.2 Sea Q C C un conjunto no vacio, zo un punto de acumulacién de Q y sean
f,8: Q — C funciones. Supongamos que lim f(z) y lim g(z) existen, entonces:
=20 720

L. lim (f(2) +£(2)) = lim f(z) + lim g(2).

2 tin(7-9)e) = (1im 7)) - (1m0 )

Z—20
1fm f(z
3. Si lim g(z) #0, entonces lim = (7) = >,
7—20 =20 g lim g(Z)
720

Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema anterior y las propiedades de limites para
funciones R—valuadas. u

Definicion 3.5.3 Si Q C C es un conjunto abierto y z9 € Q, se dice que una funcién f: Q — C
es continua en 7 Si
1. zo estd en el dominio de f.
2. lim f(z) = f(z0)-
Z—20

Y diremos que f es continua en £ si f es continua en cada punto de Q.

Por definicion de limite, para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si [z— 20| < 0 y z € Q, se tiene
que |£(z) — f(z0)| < .

Y ya que las bolas abiertas son base para la topologia de C inducida por la métrica d(z,w) =
|z— w], lo anterior implica que f es continua en zy si, y s6lo si, la imagen inversa de un conjunto
abierto alrededor de f(zp) es un conjunto abierto en Q.

Aligual que en el caso de limites, la propiedad de continuidad de una funcién C—valuada de
variable compleja puede reducirse al estudio de la continuidad de funciones R—valuadas, esto es:

Proposicion 3.5.3 Supongamos que f(z) = u(z) +1v(z), es una funcién complejo valuada definida
en el conjunto Q C C, sea zo = xo +1yp € Qy que f(z9) = uo + 1o, entonces f es continua en z
si, y inicamente si, # y v son continuas en zo.

Demostracion. Como f es continua en el punto zo, entonces 1im f(z) = f(z9) = ugp + 1vo, por otra
20

parte, como consecuencia de las propiedades de limites

lim f(z) = Zlir?o(u(z)‘i‘lv(z))

Z—20

= Iim  wu(x, +l< lim  v(x, >
(x,y)%(xo,yo) ( y) (XJ)*)(XOJO) ( y)

Entonces, para las partes real e imaginaria tenemos:

lim  u(x,y) =ug, vy lim  v(x,y) = vy,
(x,y)—=(x0.y0) (x,y)—(x0.y0)
y reciprocamente. [

Como consecuencia de la definicion de continuidad y de las propiedades de limites tenemos
que la suma y el producto de funciones continuas en zy es continua en zp, ademas si el denominador
no se anula en zg, también el cociente de funciones continuas en zy es continua en zg, esto es:

Proposicion 3.5.4 Sea Q C C un conjunto abierto, zop € Q y sean f, g : Q — C funciones continuas
en zp, entonces:

1. f+ g es continua en 2.

2. f-gescontinua en zg.

3. Si g(zo0) # 0 entonces ! es continua en z.
8

Proposicion 3.5.5 Sean Q, Q' Cc C, f: Q — C, g: Q' — C y supongamos que la imagen de f estd
contenida en Q'. Si f 'y g son continuas, entonces la composicién go f es continua.
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Demostracién. Si U C C es abierto, como g es continua se tiene que g~ ! (U) es abierto en Q' y
como f es continua se sigue que (go f) "' (U) = f~!(g~'(U)) es abierto en Q. [

Teorema 3.5.6 Sea f: Q — C una funcién continua.
1. SiU C Q es conexo, entonces f(U) es conexo.
2. Si ¥ C Q es compacto, entonces f(.#) es compacto.

Demostracion. Para la primera parte, supongamos que V C f(U) es abierto y cerrado en f(U)
y que V # 0. Entonces, f~ (V) # 0y f~'(V) es abierto y cerrado en el conexo U porque f es
continua, entonces (V) = U de donde V = f(U) y por lo tanto f(U) es conexo.
Para la segunda parte, si .# = 0, entonces f(.#) = @ y no hay nada que probar. Suponga-
mos que % # 0y sea {U, }ic; una cubierta abierta de f(.%"), es decir, f(#) C UU,-. Entonces,
icl
{f~Y(U:)}ics es una cubierta abierta de .#” y como .# es compacto, éste admite una subcubierta
finita.

Supongamos que # C Lnj f~1(U;), de donde
j=1
fx) Cf(Ufl(Uj)> cUrirwy) cYus
j=1

Jj=1

~.
Il ( 3
—_

por lo que {Uj,...,U,} es una subcubierta finita de f(.%"). [

Definicién 3.5.4 Sea Q C C un conjunto no vacio y f : Q — C una funcién, diremos que f es
uniformemente continua si para todo € > 0 existe un 6, que depende sélo de €, tal que para cada
w € Q se tiene que |f(z) — f(w)| < € siempre que |z —w| < §.

En otras palabras, f es uniformemente continua si para todo € > 0 existe un 8, que depende
s6lo de €, tal que para cada w € Q se tiene que f(B(w,0)) C B(f(w),€).
Nétese que toda funcién uniformemente continua es continua.

Teorema 3.5.7 Sea Q C C un conjunto no vacio y f : Q — C una funcién continua, si Q es
compacto entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Dada € > 0, para cada z € C el conjunto B(z,€/2), y como f es continua, en
particular el conjunto U, = f~!(B(z,€/2)) es abierto. Luego entonces £ = {U, } .cc es una cubierta
abierta de Q.

Como 4 es una cubierta abierta de Q, para cada w € Q, existe z € C tal que w € U,, y como

0
U, es un conjunto abierto, existe d,, tal que B (w, 62W> C U,,de donde 7 = {B (w, 2W> } es
weQ

una cubierta abierta de Q.
Como Q es un conjunto compacto, podemos extraer de %/ una subcubierta abierta finita

O, O
{B (wj,;’> ;j:1,...,n}.Deﬁnim055:min{;’;jzl,...,n} > 0.

O
Por tanto, siw € Qexiste i € {1,...,n} talque w € B wi,;’> ,porloque,si|lu—w| <38,y

como consecuencia de la desigualdad del tridngulo,

S,

2

es decir, B(w,8) C B(w;,8y,) C U paraalgin ¢ € C.
Luego entonces

lu—wi| <|u—w|+|w—wi| <6+ —<39,, 3.1

f(B(w,8)) C f(Ur) = f(f~"(B(S,€/2))) C B(z,€/2), (3.2
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y como f(w) € B({,€/2), para cada u € B(w, §) tenemos que

7= ] <17 11— fml < 545 =€,
por ende, f(B(w,8)) C B(f(w),€), por lo que f es uniformemente continua. [ |

Series de potencias

En esta seccion generalizaremos la idea a series de potencias en variable real a variable compleja.
Esta generalizacion se conoce como “prolongacién” o “continuaci “on” (analitica) de una funcién
real al plano complejo.

Definicion 3.6.1 Sea Q C C un conjunto, y supéngase que fi, f2, ... son funciones de Q en C.

Diremos que la sucesion { f, } converge puntualmente si para cada z € Q la sucesion {f,(z)}

converge. El limite define una nueva funcién f(z) sobre Q. Usaremos la notacién lim f,, = f.
n—oo

Asi, para cada { € Q y € > 0 existe un entero positivo N = N, tal que si n > N entonces

[fa(z) = f(2) <&

Otro tipo importante de convergencia es la convergencia uniforme, que definiremos a continua-
cidn:
Definicion 3.6.2 Sea Q C C un conjunto, y supéngase que fi, f2, ... son funciones de Q en C.
Diremos que la sucesion { f, } converge uniformemente a la funcién f de Q en C si, para cada
€ > 0 hay un entero positivo N, que solamente depende de €, tal que para todo z € Q se tiene
|f(2) — fu(z)| < € siempre que n > N.

En particular sup{|f(x) — f,(x)| ; x € Q} <&,sin>N.

Desde luego, toda sucesién uniformemente convergente es convergente. La diferencia bdsica
entre los dos conceptos es la siguiente: si { f,} converge en Q, entonces hay una funcién f tal que,
para todo € > 0 y toda z € Q, hay un entero que depende de € y de z, que cumple la condicién
|f(z) — fu(z)| < € siempre que n > N; si { f,} converge uniformemente en Q, es posible encontrar,
para cada € > 0 un entero N, que satisface |f(z) — f,(z)| < € para todo z € Q. Véase la figura 3.2.

€
—f—
—=
f—¢€

Sk

7

La familia f; converge
) La familia de funciones g,(x) = x", con
uniformemente a f.
x € [0, 1] no converge uniformemente.

Figura 3.2: Convergencia uniforme y no uniforme

Una de las principales propiedades que tenemos es la siguiente:
Proposicion 3.6.1 Sea Q C C y supéngase que {f, : Q@ — C} es una sucesion de funciones

continuas. Si { f,, } converge uniformemente a f, entonces f es continua.

Demostracion. Dado zp € Qy € > 0, como {f,, } converge uniformemente a f, existe un N € N tal
que |f(z) — fu(z)| < €/3 paratoda z € Q.
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Como f, es continua, existe § > 0 tal que |f,,(z0) — fu(z)| < €/3 si |z—20] < 6.
Si |z—z9| < 8 yn > N, entonces

1 (20) = f(2)] < 1f(20) = fu(20) [+ |fa(20) = fu(2)[ + |/u(2) = f(2)] < €.

con lo cual se obtiene el resultado deseado. [ |

Definicion 3.6.3 Sea Q C C, si {f,, : Q — C} es una sucesién de funciones, para cada z € Q
definimos s,(z) = i fx(z). Diremos que f(z) = i Jx(z) si, y solamente si, f(z) = ’}1_{210 sn(2)
para cada z € Q. = =

Diremos que la serie i [fn converge uniformemente a f cuando, y s6lo cuando, la sucesién

n=1
de sumas parciales {s,} converge uniformemente a f.

Esto es, Z [ converge uniformemente a f si para cada € > 0, existe un entero N = N, tal que
n=1
sin > N, entonces

< & paracadaz € Q.

Y A - fG)
k=1

La convergencia uniforme se puede establecer en términos de sucesiones de Cauchy como
podemos apreciar en el siguiente resultado:

Proposicion 3.6.2 — Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme. SiQ cC, f,, : Q —
Cyg,:Q — C, paran € N son dos sucesiones de funciones. Entonces
1. {f.} converge uniformemente en Q si, y solamente si, para cada € > 0 existe un entero N tal
que si n > N entonces |f,(z) — fu+p(z)| < € para cada z € Q y cada entero positivo p.
n
2. La serie de funciones ) gx(z) converge uniformemente en Q si, y Unicamente si, para cada

k=1
n+p
€ > 0 existe un entero n tal que si n > N se tiene Z gr(z)| < € para cada z € Q y cada
k=n+1

entero positivo p.

Demostracion. Basta demostrar el primer enunciado, pues el segundo es consecuencia del primero.
Si {f,} converge uniformemente a f en Q, para € > 0 existe un entero N tal que si n > N
entonces |f,(z) — f(z)| < €/2, para cada z € Q, esto implica que

1/n(2) = St p ()] < 1fal2) = F(D) [+ 1S (2) = fasp ()| < &

para cada z € Q.

Reciprocamente, si para cada z € Q existe el limite cuando n tiende a infinito de f,(z), el cual
denotaremos f(z), pues C es un espacio métrico completo.

Sea € > 0y supongamos que existe N = N € N tal que si n > N entonces |f,,(z) — futp(2)| < €
para cada z € Qy cada p € N. Como f(z) = nllll}:o fm(z), entonces

|fu(z) = f(2)] :Wllfgyfn(z) — fm(z)| < € paracada n,m>N.

Por lo cual {f,} converge uniformemente a f. [
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Proposicion 3.6.3 — Criterio M de Weierstrass. Sea Q C C, consideremos u, : Q — C una
sucesion de funciones definidas en Q, y supéngase que existe una sucesion de constantes reales
M, > 0 tales que:

1. |uy(z)| < M, para cada z € Q.

2. M, converge.
n=0

Entonces Z u,(z) converge uniformemente en Q.
n=1

Demostracion. Dada € >0, como Z M, converge, entonces es de Cauchy, luego existe N =N, € N
n=0

m n

tal que, sin,m > Ny m > n, entonces Z My < €/2.Sisy(z) = Z uy(z) entonces, param >n > N
k=n+1 k=1

tenemos que

m m m €
[5a(2) =sm(@)| = | Y, w(2)] < ZIM@HEZI%<§
k=n+1 k=n+1 k=n+1

por tanto, la serie s,(z) es uniformemente de Cauchy, y por ende, converge a un punto s(z).
Es decir, tenemos una funcion s : Q — C tal que

(=)

Z Uy (Z)

k=n+1

(=

= €
Sk; |uk(Z)|§ ; Mk§§<8
=n+1 k=n+1

[5(2) = sa(2)| =

paratodaz € Q,sin > N. |

Por ejemplo, Z 7" /n converge uniformemente en B(0,r) si 0 < r < 1, basta tomar M,, = " /n
k=n+1
y aplicar el criterio M de Weierstrass.
Cabe notar que no es posible tomar » = 1. Si Y x" /n convergiera uniformemente en [0, 1], dada
€ > (O existirfa n € N tal que, n > N implicaria

n xn+1 xn+p

+ +...4
n n+1l n+p

X
<€

para cada x € [0, 1], p € N. Como la serie arménica

diverge a infinito, entonces existe p € N tal que

1 1
— 4.+ — >2c.
N+ +N+p

Elegimos x cercano a 1 tal que x¥*7 > 1/2. Por tanto

K ANFp 1 1 2¢
— ... >}g\’+p -t ... | >——=E€
N+ +N+p <N+ N+p> 2

lo cual es una contradiccidn.
Definicion 3.6.4 Una serie de potencias compleja alrededor del punto 7, es una serie de la

forma Y ¢,(z—z0)" con ¢, € C para cadan € N.
n=0
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Uno de los ejemplos mds sencillos, y ttiles lo constituye la serie geométrica Z 7"

n=0
Como

1-7"

ldtz4+.. 477 =
1—z2

y 2" — 0'si |z] < 1 concluimos que la serie geométrica converge a 1/(1 —z) si |z| < 1, mientras que
|z"| > 1si|z] > 1, por lo que, la serie diverge para |z| > 1.

En la préxima seccion estudiaremos las propiedades que satisfacen las series de potencias,
concretamente veremos que toda serie de potencias tiene asociado, al igual que este ejemplo, un
disco de convergencia.

El siguiente resultado es muy importante, esencialmente nos habla de la convergencia de la
series de potencias, concretamente nos dice que una serie converge en una region especifica del
plano complejo.

Lema 3.6.1 — Lema de Abel. Dada una sucesion {c,} de nimeros complejos, existe R > 0
(R puede ser <o) tal que la serie

¥ o
n=0

converge si |z| < R, y diverge para |z| > R. Ademds, la serie converge uniformemente sobre
cada subconjunto compacto " de la bola abierta con centro en el origen y radio R, esto es,
A CB(0,R)={z€C;lz] <R}

Demostracion. Sea
R =sup{r € R;r > 0,3y_p(r)cr tal que V>0, |ca|r" < M}.

Si |z] > R, la sucesion |c,||z|" no es acotada, luego entonces la serie Y ¢,z" no puede converger.

Sea % un subconjunto compacto de B(0,R) y como R > 0, podemos elegir p e Rcon0 < p <R
y tal que % C B(0,p).

Existe r € R tal que p < r < R. Por definicién de R existe M = M(r) > 0 tal que |c,|r"" <M
paratodan € N. Siz € J, tenemos que |z| < p < r, de donde:

n
ea| <lealp” < M ()

Como p < r, la serie Z(B)” converge. Aplicando el Criterio M de Weierstrass, se sigue que la
r

serie chzn converge uniformemente en 7 . |

Corolario 3.6.1 Sea Q C C un subconjunto abierto no vacio, y f una funcién complejo valuada
definida en Q. Si para cada zp € Q, existe una vecindad U de zg, contenida en €2, y una sucesion de
nimeros complejos {c,} tal que, para cada z € U, la serie

Y culz—z0)"
n=0

converge a f(z), entonces f es continua en €.

IR. Narasimhan, en (Narasimhan, 1985, Chap. 1, §1, pg. 6) adjudica este resultado a N. H. Abel (1802-1829).
Ademds, C. Caratheodory, en (Conway, 2010, Part four III. , §215, pg. 214-216) explica el método que utiliza Abel para
determinar la convergencia uniforme de una serie de potencias en su bola de convergencia de radio 1.
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Definicion 3.6.5 Dada una sucesién {c,} de nimeros complejos, el nimero dado por
R =sup{r € R;r > 0,3y—p(r)er Vazo lcalr" < M},
de acuerdo con el lema 3.6.1, se denomina el radio de convergencia de la serie Y c,z".

Desde luego, hay diversas formas de obtener el radio de convergencia de una serie, dos métodos
préacticos para calcular R son los criterios de la razén y de la raiz, que recordamos a continuacion:

Proposicion 3.6.4 Considere una serie de potencias Y ¢,z".
1. Criterio de la razén: Si

¢l

lim sup
n—oo ’CnJrl ’
existe, entonces es igual al radio de convergencia R de la serie.

2. Criterio de laraiz: Si p = limsup+/|c,| existe, entonces R = 1/p es el radio de convergencia
n—eo
de la serie. Si p =0, entonces R =00, y R=08i p = oo.

Recordamos que, limsup |c,| = lim (sup{|c,|; n € N}).
n—soo R—reo

Demostracion. 1. Utilizando los criterios de convergencia para series con términos reales, tenemos
que la serie Y |c,|r"* converge, si:

lim M <1
N—yo00 |Cn7"n| )
y diverge si
n—+1
lim lent1r™™| > 1,

n—e |c,r’
de aqui, la serie converge si:

¢l

lim sup > r;
n—soo ‘Cn+1|
y diverge si:
timinf 121 <

n—yeo ‘CnJrl | '

Ya que
R =sup{r € R; r > 0,3y—p)cr tal que V>0, |ca|r" < M},

. ‘Cn|
tenemos R = lim .
n—es |Cppi
2. Aplicando el criterio de la raiz para series reales, sabemos que la serie Y |c,|r" converge
si limsupy/|c,|r" < 1 (diverge si este limite es mayor que uno); o equivalentemente, converge si
n—soo

1
< —.
limsup+/|cp|
n—r

-1
Ademds Y |c,|r" diverge si r > <h’m sup+/ |en |> , aplicando lo anterior se sigue que:

n—soo

r

1
R=——,
limsup/|cy|
n—yoo

como esperdbamos demostrar. |
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Ejemplo 15

1. La serie

Z" tiene radio de convergencia uno.

oo

n=0

© _n
2. Laserie Z — ftiene radio de convergencia R = oo, utilizando el criterio de la razén es fAcil
n!
n=0

ver que

Cn

Iim =limn+1=oo.
n—ro Cn+1 n—roo

b n

. La serie z — tiene radio de convergencia R = e, si se aplica el criterio de la raiz se obtiene
e
n=0

1 1
p = lim {/|cy| = lim {/ — = —,
n—oo n—oo \ e e

1
dedonde R= — =e.
P

. Consideremos la sucesion de Fibonacci: co = 1, ¢; = 1 y para cada n > 2 se define ¢;1» =

Cn+1+ ¢ Definimos la serie de potencias
f(Z) = Z anl’l’
n=0
si z estd en el disco de convergencia de f.
fR) = Yad'=1+z4+) e
n=0 n=2
= 1+4z+ Y cppad"™?

n=0

= 14z+ Z (cpy1 +cn) 22

n=0
= 14+z+ Z Cn1 22+ Z cn??
n=0 n=0

= 1+4+z+z chﬂan +2° Z cnd"
n=0 n=0

n=0 n=0
= l4+z+z(f(2) - 1)+ f(2)
= 1+ (z+2°) f(2),
1
es decir, f(z) = —— de donde f estd definida si 1 —z —z> # 0.

S 1l-z—Z2
—1+£vV5
Consecuentemente, si z # /

= l+z+z <i an”—1> +7 icnz”

; ya que la sucesién de Fibonacci tiene la propiedad

., Cnyl
lim
n—e  Cp
Como consecuencia del criterio de la razén tenemos que la serie tiene radio de convergencia

R—1lim -1 _ \6_1.
N0 Cpy1 ¢ 2

1
= ¢, donde ¢ = + es el ndmero 4ureo.
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Lema 3.6.2 El radio de convergencia de la serie de potencias

¥ o
n=0

coincide con el radio de convergencia de la serie

i ne,? L
n=1

[ee]
Demostracion. Sea R el radio de convergencia de la serie Z cn?", y R el radio de convergencia de
n=0

oo

la serie Z nc, 7"
n=1

~! en particular:

R= Sup{r eR;r> 073M:M(r)ER tal que Vnz(), |Cn|rn < M}

R =sup{r € R;r > 0,3y_n(er tal que V>0, [(n+1)co1|r" <N}
Demostraremos primeramente que R’ < R. Supongamos que n > 1, entonces
lend"| < [nea”| = |”ann_l |Iz]-
De aqui, si |z| = r <R/, entonces
[ncalr" = (|nca|r"")r < Nr < NR/,
para todan € N.
Luego entonces, si |z] = r < R existe Mg = NR' € R tal que,
Si R =0, en particular R =0 =R.

Supongamos ahora que R > 0, veremos ahora que R < R’. Como consecuencia de la densidad
de los niimeros reales podemos elegir r, p € R tales que 0 < r < p < R, entonces

i~ (b)) o)
r P r P

el < M, por lo que R <R.

Como lim na™ = 0'si |a| < 1, se sigue que si |z| = r < R, existe N, € R tal que, |nc,|r" 1 < Ng,
n—oo
porlo que, R<R'. [ |

El plano extendido

Algunas veces serd necesario estudiar el comportamiento de una funcién de variable compleja
cuando el médulo de z crece arbitrariamente, por lo cual resulta conveniente agregar al plano
complejo un punto ideal, llamado el punto al infinito, que denotaremos oo.

Al agregar el simbolo oo a los complejos, también podemos definir las operaciones de suma y
producto con el punto e por medio de las siguientes reglas:

1. Siz € C, entonces z+ 00 = co+ 7 = oo,

2. Siz#0, entonces 700 =07 = oo,
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Sin embargo, no es posible definir co — oo, 0000 y 0 -0 sin violar las leyes de la aritmética.

Como convencién podemos decir que, si z € C\ {0}, entonces é =0,ysiwz#oo ® . La
cual, podemos pensarla como una consecuencia de las propiedades de los limites en (C.w

Los puntos en el plano junto con el punto al infinito froman el plano complejo extendido,
esto es CU {eo} que denotaremos C... También introduciremos una funcién distancia en C.. para
discutir las propiedades de continuidad, y nuevas propiedades que se relacionen con el concepto de
limite, y que pueda tener una funcién complejo valuada de variable compleja en el punto al infinito.

Es agradable introducir un modelo geométrico en los cuales todos los puntos del plano extendido
tengan una representacién concreta, para lo cual consideraremos la esfera S en R?, dada por:

$* = {(x1,x2,x3) € R3;x%+x§+x§ =1}

la cual corta al plano x3 = 0 en la circunferencia con centro en el origen y radio 1, y se denomina

el ecuador. Los puntos N = (0,0,1) y S = (0,0, —1) son los polos norte y sur respectivamente. Si
N = (0,0, 1), podemos identificar S> \ {N} con R? ~ C y ademds estamos identificando R? con el
plano IT = {(x,y,0);x,y € R}, y el punto N con el punto al infinito.

Figura 3.3: La proyeccion estereografica.

Para mostrar cdmo la esfera es un modelo geométrico del complejo extendido, emplearemos la
proyeccion estereogrifica, ¢ : S*? — C.., dada como sigue: 9(N) =o0. Si P = (§,1n,{) € S*\ {N}
consideremos la linea ¢p que une el punto N con el punto P. Esta recta intersecta al plano IT en un
punto, el cual denotamos @(P) = (x,y,0), esto es, @(P) = £p NII. Claramente @(P) = @(P') si, y
tinicamente si P = P’, es decir, @ es inyectiva.

Ademds, ¢ es suprayectiva, esto es, si Q € I1, consideramos la recta £y que pasa por los puntos
Ny Q, dicha recta corta exactamente en un punto P € S?, en particular ¢(P) = Q.

Como S? es cerrado y acotado en R?, por lo tanto S? es compacto. Ademds, como consecuen-
cia del teorema de Alexandroff ((Munkres, 2000, Chap. 3, §29 Example 4, pag. 185)) tenemos
compactificacién de Alexandroff de C es homeomorfa a S%.

Para obtener las funciones coordenadas, supéngase que P = (£,1,{) € S> y ¢(P) = (x,y,0),
entonces

lp:U(x,y,z) =N+t(P—N) con teR

Luego entonces

Ulr,y,2) € T (x,3,0) = (0,0, 1) +1(E,1,8 — 1) <51 = ﬁ
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de donde

@(P) = (fcl—ngo> (3.3)

Reciprocamente, si Q(x,y,0) € I1, entonces
lo:U(E,n,{)=N+t(Q—N) con reR.
Entonces U(E,1,0) € 2 & |U| =1 E>+n?+ &2 =1, y como U(&,n,§) € £y entonces

2
|(§,n,§)\:|(tx,ty,1—t)]:1<:>t2(x2+y2+1)—2t:O<:>t:00bient:m.Porlo
que

_ 2x 2y P4y —1
1
2,0) = , , . 34
¢ xx0) <x2+y2+1 Ry U2y 41 G4
O equivalentemente, si z = x + 1y la relacién anterior puede expresarse como
o 0= (L ) e e =N 6:5)
' P+ 1 a(zP 4+ 1) 2P+ 1) ' '

Definicién 3.7.1 La funcién ¢ : S> — C.. dada por

g n

om0 ={ i ti=g % ©mé)
= si (&,1,4)=1(0,0,1).

es la proyeccion estereogrdfica.

La funcién ¢! : C.. — S? estd dada por

( 7+zZ -7 |z —1
¢ '(2) =

|22+ 17 o[22+ 1) |22+ 1
@ (o) =N.

), si zeC,

En la teorfa de funciones de variable compleja la esfera S? se denomina la esfera de Riemann.
Podemos notar ademads que, bajo la proyeccién estereografica, los puntos del ecuador corres-
ponden a la circunferencia unitaria con centro en el origen, el hemisferio sur, es decir,

{(€.n,0)es* £ <0}

corresponde a los puntos en el interior de la circunferencia, y el hemisferio norte, esto es,
{(&,m,8) €S?; ¢ > 0} alos puntos en el exterior de la circunferencia.
A continuacién enumeramos algunas propiedades de la proyeccién estereografica.

Teorema 3.7.1 Bajo la proyeccién estereogréfica las circunferencias en la esfera se proyectan
en lineas rectas o circunferencias en el plano, y viceversa. Ain mds, una linea recta en el plano
corresponde a una circunferencia en la esfera que pasa por el polo norte N.

Demostracion. Una circunferencia en la esfera estd dada como la intersecién de la esfera x3 +x3 +
x3 = 1 con un plano Ax; + Bx, +Cxz = D, donde A2+ B*> > 4D(D —C). Si (§,n,{) es un punto
en esta interseccion, el punto (xy,x;,0) que le corresponderd segiin la proyeccion estereografica ¢
deber4 satisfacer la ecuacién:

(C—D)(x}+x3)+Ax; +Bxs =D, x3=0. (3.6)
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Figura 3.4: Propiedades de la proyeccion estereografica.

Esta ecuacién corresponde a una circunferencia en el plano x3 = 0 si C # D, y a una linea recta
siC=D.

Podemos notar que, si C = D entonces, la circunferencia original pasa por el punto N = (0,0, 1).

Reciprocamente, si iniciamos con la ecuacién (3.6), con A? + B> > 4D(D — C), tenemos una
circunferencia en el plano x3 = 0 cuando C # D, y una linea recta si C = D.

Usando las ecuaciones (3.3) y (3.4), podemos ver que los puntos sobre la esfera que estdn en la
imagen inversa bajo ¢ de la circunferencia o recta cuya ecuacién estd dada por (3.6) también estdn
en el plano Ax; 4+ Bxy +Cx3 = D. [ ]

Teorema 3.7.2 La proyeccidn estereografica preserva angulos.

Es decir, si dos curvas se intersectan en el plano {x3 = 0}, y sus tangentes en el punto de
interseccién forman un dngulo o, entonces las tangentes de las imdgenes estereograficas de dichas
curvas en la imagen del punto de interseccion formaran un angulo . Basta demostrar el teorema
en el caso de lineas rectas.

Demostracion. Dos lineas rectas en el plano {x3 = 0} que pasan por el punto Q se transforman en
dos circunferencias sobre la esfera a través de los puntos (1,0,0) y (&y,no, &) y estas circunferen-
cias forman el mismo angulo en cada una de sus dos intersecciones, como se muestra en la figura
3.5. Si las dos rectas son

Figura 3.5: La proyeccion estereografica preserva dngulos.
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aix;+axxy+az3 =0, x3=0,

bix1+byx; +b3 =0, x3 =0, 3.7)

entonces sus imagenes bajo la proyeccién estereografica estan sobre los planos

axy+axy+a3(1—x3) = 0,
b1X1+b2xz+b3(1—X3) = 0,

respectivamente. Las tangentes a las circunferencias correspondientes en el polo norte son las
intersecciones de estos planos con el plano {x3 = 1}, esto es, sus ecuaciones son:

ayxy +axxy =0, x3=1

bix1 4+ byx, =0, x3=1 (3.8)

respectivamente, y es claro que, trasladando por el vector v =N — Q, el dngulo entre estas dos
lineas rectas es el mismo que el dngulo entre las dos lineas rectas dadas por

ayxy+axxy+az =0, x3 =0,
bixi+byxr+b3=0, x3=0,

En la representacion esférica no hay una interpretacién simple de la suma y la multiplicacién,
sin embargo, los puntos en la esfera son indistinguibles, asf el punto al infinito, visto en la esfera,
no se distingue de los otros puntos.

Consideremos dos puntos en el plano extendido z,7’ € C.., deseamos ahora calcular la distancia
entre 9 1(2) = (£,1,8) y 71 () = (§/,1,¢’) como puntos en la esfera de Riemann, véase la
figura 3.6.

L P>

Figura 3.6: Distancia cordal

Si consideramos en R? el triangulo con vértices N, ¢! (z), y ¢ ' (z'), como consecuencia de
la ley de los cosenos

lo™ @) =o' @IP= o~ @I+ l9~" (&)I* —2cosx

donde « es el dngulo formado por los vectores No~!(z) y No~ ! ().
Como ¢~ !(z), ¢~ !() € S?, en particular,

le™' @Il =l )l =1

cosox = (é?”?C) '(élvrl,acl) = 55/‘1'7777/4'@@’,,
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de donde
lo”' @D =o' IF = E-&P+Mm—-n")V+(-{)
2-2(8&" +nn'+¢0)

Como consecuencia de la ecuacion (3.5) tenemos que

(z42)(Z+7)—(z—2)(Z -7)

SSHNNHES = TR (R D)
(- D(P-1)
(P B+ 1)
PO 2P
P+ OEET D)
Por tanto

lo™' @)~ ' @I° = 2-2(§&" +nn'+{L)

(2l + D +1) = 2]z
(IzP+D(P+1)

4lz— 7|

(I+[zP)(A+2P)

= 2-2

Definicion 3.7.2 La distancia cordal en el plano extendido es la funcién y : Coo x Coo = R
definida como

2|z1 — 22| .
x(z1,22) = si z1,z2 € C. 3.9
(@2 VI +[z ) (1+]z?)

1
o0 ) = 1/ _ Y
x(z1,0) Zzlglmx(znzz) TR

Como consecuencia de la definicién de distancia cordal

2@22) = o~ (@) — 9~ (@2)]-

Como consecuencia de la definicion tenemos que x/(z1,z2) es una funcién distancia, esto es, si
71,22,23 € C entonces:

1. x(z1,22) > 0y laigualdad de cumple solamente para z; = z5.

2. x(z2,21) = x(21,22)-

3. x(z1,22) < x(21,23) + X (23,22)-

Estas propiedades son consecuencia de la definicién de .

Para tratar apropiadamente con estos términos, introducimos los conceptos de limite en infinito,
y al infinito apropiados:

Definicion 3.7.3 Sea {z,,} una sucesién de nimeros complejos, y sea f : Co — Co una
funcién.
1. Diremos que la sucesion {z,} tiende a oo cuando, para cada R > 0, exista N € N tal que,
si N < n entonces |z,| > R.
2. El limite cuando z tiende a o de la funcién f(z) existe y es igual a un nimero complejo
20, cuando, para cada € > 0, exista una R > 0 tal que, si |z| > R entonces |f(z) — 20| < €.
Si dicho limite existe lo denotaremos }Ln; f(z) = zo.

3. El limite cuando z tiende a zq de la funcién f(z) existe, y es igual a o, cuando, para cada
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R > 0, exista una § > 0 tal que, si |z — 20| < 0 entonces |f(z)| > R.
Si dicho limite existe lo denotaremos 1im f(z) = oo
=20

4. El limite cuando z tiende a o de la funcién f(z) existe, y es igual a oo si, para cada N > 0,
exista una R > 0 tal que, si |z| > R entonces |f(z)| > N.
Si dicho limite existe lo denotaremos lim f(z) = eo.
7—roo

Por ejemplo, si a,b,c,d € C son tales que ad —bc # 0, la funcién ¢ : C\ {{—d/c} — C definida

como #(z) = et , es continua, y su imagen es C\ {a/c}.
cz

+d

., az+b bd —ad
Podemos notar que lim = - = oo. Por otra parte, es claro que
zs—djccz+d ¢ lim (cz+d)
z——d/c
L b
b W b
tim 72 _ i W lim 4T _ ¢

C )

= m =
zmwocz+d  w—0 +qd wolcHt dw ¢

w

por lo que 7 se extiende a una funcién 7 : C., — C. definida por

az+b .

wxad O z€ C\{—d/c}
T(z) =4 oo si z=—d/c

a .

- si z=oo.

c

Es facil ver que la funcion T es biyectiva, y continua.

Basdndonos nuevamente en la proyeccién estereografica, de acuerdo con esta definicién, un
punto esta cerca del punto oo cuando esté fuera de un circulo arbitrariamente grande.

Si {z,} es una sucesién de nimeros complejos, entonces:

1. z, — 70 si, y solamente si ¥(z,,z0) — O.

2. 7, — oo si, y Ginicamente si ¥ (z,,00) — 0.

3.8 Ejercicios

1. Encuentre todos los puntos de acumulacién de cada uno de los siguientes conjuntos:

a) S={";neN}.

b) S={"/n;n € N}.

) S={zeC\{0};0<argz <m/2}.

d) S={(—1)"(1+1)"—:n e N}.
Demuestre que si un conjun’go contiene todos sus puntos de acumulacién, entonces es cerrado.
Demuestre que un conjunto finito de puntos en C no puede tener puntos de acumulacion.
Si z9 € C, demuestre que {zo} es un conjunto cerrado.
Determine cudles de los siguientes subconjuntos de C tienen alguna de las propiedades
siguientes: abierto, cerrado, ni abierto ni cerrado.

a) {zeC; 0<|z| <}

b) {zeC; 1 <Rez<5}.

¢) {zeC;1 <Rez<2}.

d) {zeC;—1 <Imz <2}
6. Demuestre que / C R es conexo si, y sélo si, / es un intervalo.
7. Estudie la convergencia de las sucesiones

i

A
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10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

Demuestre, usando la definicién de limite, que
a) lim Im z = Im z.
7—20
b) limz = 7.
220

Demuestre que para cualquier nimero complejo z,

lim <1+3§> 1.
n—so0 n
(=D"

Demuestre que la sucesion {—2 +i— } converge a zp = —2.
n
neN

Aplicando teoremas sobre limites, calcule
2
) lim m-—m+1-—31
a) i .
n—e (2n+41—3)(n—1)
b) limvn+21—+/n+u.

n—oo

Calcule 1im n'/".
n—soo

1 1/n
Calcule lim () .

n—o \ 1
] n
Calcule lim n <+l> =.
n—oo 2

Demuestre que 1im ni" no existe.
n—soo

Sea {s, } una sucesién de nimeros complejos, y suponga que lim s, = ¢, demuestre que
n—yoo

L SISy A s,
lim =/.
n—yoo n

Demuestre la proposicién 3.4.3. Si {a, } una sucesién de nimeros reales, entonces se satisfa-
cen las siguientes propiedades:

a) liminfa, <limsupa,.

b) limsupa, = —oo siy sélo si lima, = —co.

¢) limsupa, = oo siy sélo si existe una subsucesion de {a, } cuyo limite es co.

d) limsupa, = @ € R si y s6lo si para toda € > 0 el conjunto {n € N; a, > e —¢€} es

acotado y el conjunto {n € N; a, > ot — €} es no acotado.

e) Si a € R entonces lima, = o cuando, y solamente cuando, limsupa, = o liminfa,,.
Si limsupa, = o 'y ¢ > 0 es un niimero real, demuestre que limsupca, = ca.
Si{a,} y {b,} son sucesiones acotadas de nimeros reales, demuestre que

a) limsup(a, +b,) < limsupa, + limsupb,.

b) liminf(a, + b,) > liminfa, + liminfb,.
Describa, para cada una de las siguientes funciones, el maximo conjunto Q C C donde la
funcién se encuentre definida:

Z
a) f(z) = Zzlj
b 7)=——.
0=
_ !
Usando las propiedades de limites demuestre que:

b) h’m< "o >:1—1.

2
. < .
Demuestre que lim|( = no existe.
z—0\ Z
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23.

24,

25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.

32.

33.
34,

35.

36.
37.

38.

Se dice que un subconjunto Q C C es convexo si para cualesquiera dos puntos z,w € Q se
tiene que el segmento que une los puntos z y w estd contenido en Q.
a) Demuestre que, si zo € Cy r > 0 entonces B(z, ) es un conjunto convexo.
b) Demuestre que, H = {z € C;Imz > 0} es un conjunto convexo.
c) Demueste que la interseccion de cualquier familia de subconjuntos convexos es un
conjunto convexo.
SiQ@C Cy f:C — C esuna funcién, demuestre que:

C\f Q) =s"(C\Q).

Suponga que Q C C. Demuestre que f : Q — C es una funcién continua si, y solamente si,
para cada sucesién {z, } que converge a zp en Q se tiene que la sucesion { f(z,)} converge a
f(zo) en C.
Demuestre, utilizando la definicién de limite, que

lim f(z) = wo implica lim |f(z)| = |wo.

Z—20 20
Demuestre que si Q C C es abierto, 70 € Qy f: Q — C es una funcién continua tal que
f(z0) # 0, entonces existe una vecindad de zp sobre la cual la funcién f no se anula.
Demuestre que las funciones f(z) =z y g(z) = |z| son continuas.

& s\l
Demuestre que la serie Z (§) converge, y encuentre el valor de la suma.
n=1
Demuestre que la serie 1 — 21+ 31 — 41+ - - - diverge.

1
Siz=re?, donde 0 < r < 1, use la férmula Z 7' = 1 para demostrar las identidades
n 0 —-<

— rcos@ — rsen
trigonométricas ) r"cosnf=-——— r"senn = ———— cuando
g ; 1—2rcos6—i—r2ynzl 1 —2rcos6+r?
0 < r < 1. (Nétese que estas férmulas son véalidas también para r = 0.)
Demuestre el criterio de la serie alternada. Si a,, > 0, a,+1 < a, paran € Ny lima, =0,
n—oo

entonces
ay—ay+taz+---= Z(—l)nilan
converge.

> e nm/4
Estudie la convergencia de la serie Z 1

Estudie la convergencia de las serles
1 1 1
a + + =+
) w2 T3 T dnla

1 14 1-4.7
b) — — —— —

) 5 58 * 5-8-11

) In2 In3 n In4
R
Si la serie Z a, converge a A,y Z b, converge a B, demuestre que Z a, +1b,) converge

=1 n=1 n=1
aA+1B. (,Es verdadero el reciproco?

0 n

0]
Estudie la convergencia de Z donde 0=3+1.

Demuestre que

a) hm(\/n+ —+/n) =

b) Z (Vn+1—+/n) diverge, de este modo demostramos que una serie cuyo término
n=1
n—ésimo tiende a cero no converge necesariamente.
o n—1
Demuestre que la serie Z
n=1

converge para |z| < 2 y encuentre la suma.
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39. Considere la serie z(1 —z) +z>(1 —z) +2>(1 —2) 4 - --
a) Demuestre que la serie converge para |z| < 1 y encuentre la suma.
b) Demuestre que la serie converge uniformemente para |z| < 1/2.
¢) (Converge la serie uniformemente para |z| < 1?

40. Demuestre que
n
. Z . . .
a) La serie Z — converge en cualquier punto de la bola unitaria con centro en el origen.
n=1"
b) La serie Z — converge en cualquier punto de la bola unitaria con centro en el origen,
n
n=1
pero no converge en z = 1.
s n

z
c) La serie Z — converge en cualquier punto de la bola unitaria con centro en el origen.

d) La serie Z converge en cualquier punto de la bola unitaria con centro en el

origen.

41. Determine el radio de convergencia de la serie Z a," donde:
n=1
a) a, =logn.
b) a, = (logn)>.

c) a, =n!.
13

d) a, = g)) T Sugerencia: Utilice la férmula de Stirling In n! = nlnn —n, que se reescribe
n)!

n\" ,
frecuentemente como n! ~ v27n (7> .2 Una cota para la férmula es
e

1 1

\/271'71( ) 612”+1 <n'<\/27'm( ) el2n,

e

42. Determine el conjunto de valores de z para los cuales converge la serie

oo

Z(_l)n(zn _}_Zn-&-])'

n=0

oo 2ming

e
43. Encuentre la region de convergenciade ) —
: encinde L G iy
( +1)
45. Encuentre la reglon de convergencia de las series

2 i (z+ 2))”1

44. Demuestre que Z converge (absolutamente) para |z| < 1.

(n+1)347°

o  1\n—1_2n—1

p y T
L n—1)!

8

) Z n!z".
n=1

= 1
46. ;Para qué valores de z la serie Z W converge?
n=1
47. Demuestre que, si |z| < 1 entonces:
2 i
Z Z Z Z
a) 1—Z2 + 1—24 ‘l-—l-w"‘ == 17—2
PO SO
l+z 1+22 7 1+ -z

2La férmula de Stirling es un método que permite obtener una aproximacién de n! para n grande. Lleva el nombre en
honor al matematico escocés del siglo X VIII James Stirling.
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48. Demuestre la convergencia uniforme de la serie en la regién indicada

=) Zn
a) ,para |z] < 1.
ng’ln\/n—i-l para [

i 1
b ——,para 1 < |z] < 2.
)ng’ln2+zzp H

=, COSnzZ
) Z —3 para |z] < 1.

n=1
49. Demuestre que la serie 14 az +a®z> +--- converge uniformemente a 1/(1 — az) dentro y
sobre el circulo de radio R, donde R < 1/|al.
50. Estudie la convergencia absoluta y uniforme de la serie

2(3—72) n z(3—-2z)? n 2(3—-2)°

+ 32 33 34

b4
3
51. Siz,w € C demuestre que x(z~',w™!) = x(z,w).
52. Demuestre que la distancia cordal } : C X Cc — R satisface las condiciones:
a) x(z,w) >0y x(z,w) =0siysélosiz=w.
b) x(z,w) = x(w2).

o) x(z1,22) < x(z1,23) + (23, 22).
53. Si P,Q € S? se definen las operaciones de suma y producto en S como sigue:

P+Q=09"'(o(P)+¢(Q))

P-Q=0¢"'(o(P)-9(Q))

En términos de las coordenadas de P = (&,7m,8) yde Q = (§/,1',{’), escriba explicitamente
las coordenadas de P+Qy P- Q.






4.1

Intfroduccién

Como vimos en el capitulo anterior, el concepto de funcién de variable compleja representa un
caso particular del concepto matematico de funcidn, esto es, si Q es un subconjunto de C, a cada
punto z € C se le asocia exactamente un niimero complejo w. Abreviando, f : Q — C es la funcién
que a cada nimero z € Q le asocia el valor w = f(z).

En este capitulo aplicaremos los conceptos de limite y continuidad de funciones complejo
valuadas de variable compleja, junto con la estructura de campo de C, para definir el concepto de
derivada en el sentido complejo, y estudiaremos sus propiedades elementales.

Introduciremos algunos ejemplos de funciones diferenciables en sentido complejo, y mostrare-
mos que las funciones holomorfas son diferenciables en sentido complejo.

Antes de iniciar, recordaremos la definicién de derivada parcial con respecto a una variable real:

Definicion 4.1.1 Sea Q C R” un conjunto abierto no vacio, f : Q — R una funcién,a € Q, 1 <
J < n.Sedefine la derivada parcial (df/dx;)(a) de f en el punto a, como el siguiente limite,
cuando este existe,

Hmf(al,...,aj,l,aj—l—h,ajﬂ,...,an)—f(al,...,an)

h—0 I’l
h=0

Denotaremos por ¢! (Q) al conjunto de funciones R-valuadas definidas sobre Q tales que
(df/0dx;j)(a) exista y sea una funcién continua paracadaa € Qy 1 < j <n.Paracadak €N, k> 2
se define inductivamente () como el conjunto de funciones para las cuales las derivadas
parciales de todos los 6érdenes menores o iguales a k existen y son funciones continuas para cada
a € Q. Finalmente ¢ (Q2) es el conjunto de funciones infinitamente diferenciables definidas sobre

(=

Q, estoes, €7 (Q) = ﬂ Q).
k=1

De variable real recordamos que suele ser titil construir funciones continuamente diferenciables
que toman el valor cero fuera de un intervalo dado, pero no dentro de €l. Por otra parte es imposible
que una serie de potencias pueda tener esa propiedad. Esto prueba que existe un gran salto entre
funciones continuamente diferenciables y funciones analiticas de variable real; y en general las
funciones continuamente diferenciables no son necesariamente iguales a sus series de Taylor.

Para dar una construccién explicita de dichas funciones, podemos comenzar con la siguiente
funcién
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Figura 4.1: Funci6n de clase € (R), que sélo se anula en xo = 0 y cuyas derivadas en xo = 0
siempre se anulan

—1/x%

Esta funcién es continua, pues e es continua six # 0,y lfn(l) f(x) = 0. Adn més, ésta funcién
X—

también satisface que, h’n(l) p(x)f(x) =0 para cualquier polinomio p(x); ya que el crecimiento
X—
exponencial con exponente negativo domina a cualquier polinomio.

Se sigue que todas las derivadas de f(x) en xo = 0, son iguales a cero, esto es, f”)(0) = 0 para
cualquier n € N.
Si consideramos la funcién

eI x>0
f(x)—{ 0 six<0

es claro que f(x) es continuamente diferenciable en R, pero f(x) no admite una serie de Taylor
alrededor de xp = 0 ya que para toda x < 0 se tiene que f(x) = 0, mientras que, f(x) > 0 para toda
x> 0.

Figura 4.2: Funcién de clase ¢*°(IR) que no admite serie de Taylor en xo = 0.

Si para x > 1 consideramos ahora la funcién f(x)f(xo — x) esta serd cero fuera del intervalo
(0,x0) y serd distinta de cero en el intervalo abierto (0,x(). Este tipo de funciones tienen un
comportamiento extremadamente lento cerca de 0.

Esto no sucede con las funciones que son diferenciables en sentido complejo, demostraremos
que si f(z) es diferenciable en sentido complejo, f(z) siempre admite desarrollo en serie de Taylor-
McLaurin en cada uno de sus puntos, y reciprocamente. Lo anterior muestra una de las principales
diferencias que hay entre las funciones diferenciables en sentido real y complejo.

En otras palabras, demostraremos que los conceptos holomorfo y diferenciable en sentido
complejo son equivalentes, aunque en el presente capitulo solamente demostraremos que toda
funcién holomorfa es diferenciable en sentido complejo, para demostrar el reciproco requeriremos
de la teorfa de integracion, que desarrollaremos a lo largo del capitulo 5.
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Funciones C-lineales.

Anteriormente hemos visto que el campo C es un R—espacio vectorial de dimensién dos, y en
la seccion 2.4, proposicién 2.4.2, determinamos bajo qué condiciones una transformacién R—lineal
T :C — Ces C—lineal

En particular, una transformacién 7 : C — C es C-lineal si existe A € C tal que T(z) = A -z
para cada z € C. Asi, el teorema 2.4.3 nos dice que los coeficientes a;; de la matriz A € My (R)
representa la multiplicacién por un nimero complejo si, y solamente si aj; = ax y ajp = —ap;.

Consecuentemente, podemos determinar condiciones necesarias y suficientes para que la matriz
jacobiana de una funcién f : C — C sea C—lineal.

Dada una funcién f : Q C R* — R? con:

f(xay) = (”(x’y)vv(x7y))7

la matriz Jacobiana de f en 7y € Q, se define como la matriz de derivadas parciales

Df(X,y)|Z0 = P P )
5@ 5 @)

la cual induce, de manera natural, una transformacién R—lineal entre 7;,Q = R?, el plano tangente
a Qen el punto zo, y Ty(,,) = RR?, el plano tangente a R? en el punto f(z9), a saber, la diferencial
de f en zp. Dicha transformacion estd dada como sigue:

w(3) = o 0 |(3)

y es la mejor aproximacion lineal de la funcién f en una vecindad del punto zg.
Como una funcién f : Q C R? — R? puede describirse en términos de funciones coordenadas
como

fxy) = (u(x,y),v(x,y)),

e identificando via u(x +1y) = (x,y), tenemos f(z) = u(z) + w(z), puede escribirse como
f(x,y) = (u(x,y),v(x,y)) basandonos en esto, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 4.2.1 Siguiendo con la notacién anterior, (du/dx)(z0) = (dv/dy)(z0) y

(du/dy)(z0) = —(dv/9dx)(z0) cuando, y solamente cuando, la aplicacién diferencial
Df,,:C—=C
dada como
du du

szo(’%): a): ai <7§7)

g(ZO) a*y(10>

para { = & +1m € C, es una transformacién C—lineal.
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Demostracion. Si § = & +11, como consecuencia de la definicién de diferencial tenemos que

Dfm(f]) N ai ai‘ (i)

y del teorema 2.4.3 pagina 10, la diferencial Df;, es C—lineal si, y solamente si,

M) -2 )

szo(%) N ai a: <T§1>

E(ZO) 87x(z0)

es decir,

(du/9x)(20) = (Iv/dy)(20) y (Iu/dy)(20) = —(Iv/Ix)(20)-

Las ecuaciones du/dx = dv/dy y du/dy = —dv/dx se conocen como las ecuaciones de
Cauchy-Riemann y juegan un papel fundamental en la teoria de funciones de variable compleja
como veremos posteriormente.

4.3 Funciones C-diferenciables y holomorfas

A lo largo de la presente seccién Q C C denotard un subconjunto abierto no vacio.

Definicién 4.3.1 Dada una funcién f : Q — C complejo valuada definida sobre Q,y 79 € Q,
diremos que f es C-diferenciable en zg si

lim
h—0

h#0

f(zo+h) — f(z0)
h

. : . . d .
existe. Cuando este limite existe, lo denotaremos por f’(zg), o bien d—f(zo), y este limite se
<

denomina la derivada de f en zg.

Diremos que f es C-diferenciable en Q si f es C-diferenciable en zy para cada zyp € Q. En este
caso, la funcién zg — f’(z0), que denotaremos f’, se denomina la derivada de f.

Cuando f sea C—diferenciable en todo C diremos que f es una funcion entera.
Ejemplo 16

1. Las funciones constantes C-valuadas son C-diferenciables, esto es, si A € C es fijo, y
f(z) = A para toda z € C, entonces f es C-diferenciable en z para cadaz € Cy f(z) = 0.
En otras palabras, las funciones constantes son enteras.

2. Dadan € C, la funcién f(z) = 7" es C-diferenciable para toda z € C, pues
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o g CEN G

) h
h#£0
W)t —
— h'mw
h—0
h£0
- Hm(ﬂ+nf”h+.”+WU—f
I h
h#0
nn—1
h(nz" '+ (2 )z”_zh—l—...+h”_l)
N h
—1
- nﬂ—ﬁ+9§<”m2>ﬁ4h+”,+m—v
h£0
— nznfl.

Por lo que, para cada n € N, la funcién f(z) = 7" es entera.
3. La funcién que a cada z € C le asocia su conjugado no es C-diferenciable. Si f(z) =z, dados
7€ C,yheR, h+#0, entonces

i+h—2z  Z+h—2z  h

Ii =1 lim-=1
o h o h o b ’
por otra parte
Z+im—7z Z—1h—7Z —1
1 —Jfim = —lim — = —1
=0 th o ih oo ih ’

por lo cual, el limite no puede existir, es decir, f(z) =z no es C—diferenciable.
En variable real, una funcién diferenciable es continua, esto también se cumple para funciones
de variable compleja.

Proposicion 4.3.1 Si f: Q — C una funcién C—diferenciable en Q, entonces f es continua en Q.

Demostracion. La demostracion es andloga a la que se realiza para funciones real valuadas de
variable real, y se deja como ejercicio para el lector. |

A continuacién veremos como expresar el hecho de que f sea C-diferenciable en términos de
las variables reales x, y, y de las funciones coordenadas u = Re f y v = Im f que determinan a f.

Proposicion 4.3.2 Si f: Q — C es una funcién complejo valuada definida sobre Q, y C—diferenciable
en 79, con zg € , entonces

af

d
1. Existen las derivadas parciales —f(z()) y a—(zO).
M

ox
d 0
2. a—i(zo) = —la;c(zo) = f'(z0)

Demostracion. Dado zo = ot +18 € Q, y h € R con z9 + h € Q, por definicién de f'(z9) y la
unicidad del limite tenemos:

Fw) = lim f(zo+h) — f(z0)

h—0

h£0
_ llggf(aJthrzB})l—f(a%—zﬁ) _ gi(m).

h#0
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De manera similar tenemos para zg +th € Q,

f(z0+1h) — f(z20)

flz) = lhig)l th

h£0

WA RS
10 :
10 d

~ 13 =5

d d
En particular 8£ (z0) = —laij(zo) = f'(z0)- [ |

Observacion 4 Las condiciones de esta proposicién no son suficientes para garantizar la existencia
de la derivada en el sentido complejo en un punto, como muestra el siguiente ejemplo debido a
Menchoff:

Consideremos la funcion f : C — C definida como

BE si z#£0

Entonces, para & # 0 tenemos que

fr) _(h\*
h <|h!) ’
el cual toma el valor 1 cuando £ es real, es decir Im/ = 0, o bien, cuando % es imaginario puro, es
decir, Reh = 0.
Siu=Ref,yv=1Imf, entonces u,(0,0) =v,(0,0) = 1, u,(0,0) = —v,(0,0) = 0, por lo cual
existen las derivadas parciales en el origen y las ecuaciones de Cauchy se satisfacen en el origen.
Si existiera la derivada en el origen, como consecuencia de la proposicion anterior

_df . du av

f(0)= g(o) = 5(0)—1—1%(0) =140,
ademas
1£(0)= —13{)‘(0) =—1 <3z(0) —H;;(O)) =—1(0+11)=1.
f(h)—£(0)

Pero si el limite lim
h—0

h#0
(1+1)x, parax € R\ {0}, entonces

existiera, seria independiente de la trayectoria elegida, si z =

, (IT+0x \* (1404 4
lim I = oA 4 -1,
oo (0] (V2)?|x]
pero por la unicidad del limite, tenemos que lim @ no existe.
z—0 Z

7#0
Por lo cual, es necesario dar condiciones adicionales para garantizar la existencia de la
C—derivada.
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Noétese que una funcién f(x,y), de las variables reales x, y puede verse formalmente como una
funcién g(z,z), de las variables z y Z, donde dichas variables estdn relacionadas como: z = x + 1y,

P x—1 x_z—I—z 2=z
= »Yyxr=—5- 7)’—7%- ) ) N
Derivando formalmente—zzo, 7z _ 1, —sz, —f: 1.
0z Jz Z 07

Como consecuencia de la regla de la cadena en derivadas parciales podemos definir la derivada
parcial de la funcién f con respecto a las variables z y z, esto es,

Definicion 4.3.2 Sea f una funcién complejo valuada definida sobre un conjunto abierto Q C C,
y supdngase que f posee primeras derivadas parciales con respecto a las variables reales x, y en
el punto zp; entonces las derivadas parciales de la funcién f con respecto a las variables z y 7 se
definen como:

L = 5(Fe-Fw).

d d d
L = 3 (La+a).

De manera similar, podemos recuperar las derivadas parciales de f con respecto a las variables
X, y en términos de las variables z y 7 como sigue:

L) = (Fw+Fw).
L) = z(‘;’Zc(zo)—‘;ﬁ(zo)).

Utilizando esta notacién tenemos:

Corolario 4.3.1 Si f es C-diferenciable en Q, 7y € Q, entonces:

d J
L a) = 1'@o)s S i) =0

Como una funcién f : Q C R? — R? puede describirse en términos de funciones coordenadas
como f(x,y) = (u(x,y),v(x,y)), e identificando via pu(x+1y) = (x,y), tenemos f(z) = u(z) +
w(z), basdandonos en esto, podemos reescribir el corolario anterior en términos de las funciones
coordenadas 1 y v como sigue:

Corolario 4.3.2 Sea f: Q — C es una funcion, zg € Q, y escribimos f = u+1v, donde u,v: Q — R,
si f es C-diferenciable en zg, entonces:

u v u ov
Z(ZO) = jy(ZO) y a*y(20> = —g(ZO)-

Definicion 4.3.3 Sea f una funcién complejo valuada definida sobre Q C C, y escriba f = u-+1v,
donde u y v son funciones real valuadas definidas sobre Q. Las ecuaciones:

L of __9f
C 3 l&y'
af
2.72—0.
Lo o
“dx  dy dy  ox
g 0 _9f
" dx  dz’

son equivalentes por pares, se denominan las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
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Ahora estamos interesados en determinar condiciones suficientes para que una funcién sea
C—diferenciable.

Proposicion 4.3.3 Sea Q C C un subconjunto abierto no vacio, f :  — C una funcién complejo
valuada definida en Q, sup6ngase que d f/dx, d f/dy existen y son continuas en Q. Supéngase
ademads que

af af

—1—=— sobre Q.

ox dy
Entonces f es C—diferenciable en Q.
Demostracion. Sea { = & +1m € C con §,1m € R, y escribamos f = u+ v, donde u y v son

funciones real valuadas definidas en Q. Seazo = a+1f € Q con «, 3 € R.
Entonces

u(zo+¢) —u(zo) = u(a+§,p+n)—u(a,p)

— T@pE+S@pmn e (),

donde lim (5 n)
gn—0 |E|+n|
son continuas.

Andlogamente

= 0 se cumple por el teorema de Taylor, ya que las funciones du/dx,du/dy

v(zo+ &) —v(z0) = (06 B)é + (06 BIn+el(5,n),

donde hm (é n)

gm0 E]+[n]
anterior tenemos:

= 0; multiplicando esta ultima ecuacion por 1 y sumdndola a la ecuacién

e+ )= 1(e0) = S @) + L +20)

donde éin% 8(;) =0.Como df/dy =1(df/dx), entonces
—

fGot8)— o) _ Of ) of
ox

lim -
£—0

¢#0

<0>+g—>OT 3x( 20)-

La hipétesis de la continuidad en las derivadas parciales resulta ser superflua, este hecho fue
demostrado por Looman (1923) en Uber die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, prueba
que, desafortunadamente tenia un error, el cual fue corregido por Menchoff (1936) en Les conditions
de monogénéité. Ya que la demostracion de este resultado es bastante técnica, no la incluimos en
este momento, sin embargo, a continuacién enunciamos la versién fuerte de este resultado.

Teorema 4.3.4 — Looman-Menchoff. Sea f una funcién C—valuada, continua, definida sobre
un conjunto abierto Q C C. Sup6ngase que las derivadas parciales d f/dx y d f/dy existen en
cada punto de Q y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann d f /dx = —i(df/dy). Entonces
f es C-diferenciable en Q.

Podemos reescribir la proposicion 4.2.1, pidgina 65 como sigue:
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Proposicion 4.3.5 Sea f : Q — C una funcién C-valuada, continua definida sobre un conjunto
abierto Q C C, y sea zg € Q. Entonces f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann si, y solamente
si la aplicacién diferencial Df, : C — C es una transformacion C-lineal. En este caso

Dfa(§)=F(20)- paratoda ¢eC.

Esta proposicién nos dice que la diferencial Df;, es la mejor aproximacioén lineal de la funcién
f en una vecindad del punto zg, esto es:

Proposicion 4.3.6 — Diferenciabilidad. Sean Q C C un abierto y f : Q — C una funcién.
Entonces, f es diferenciable en zg € € si y solamente si f puede escribirse como

f(z) = f(z0) +c(z—20) +&(z)(z—20),
donde ¢ € C es una constante, € : Q — C es continua en zg y 1im(z) = €(z9) = 0; en cuyo caso
7—20
f'(z0) =c.

Demostracion. Si f'(zo) existe, podemos definir € : Q — C como

M—f’(m) si z# 20,
£(z) = SR (4.1)
0 si z=120;
es claro que la funcién € estd bien definida en Q, y como

lim e(z) = lim 2D =/(20)

Z—20 Z—20 Z—20

—f'(z0)=0

se sigue que € es continua en zg.
Reciprocamente, si f satisface la ecuacion (4.1), para z # 79

f(2) = f(z0)
7—20

de donde

=c+e(z)

lim 12) = fz) =lim(c+e€(z))=c

720 Z—20 220
luego entonces ¢ = f(zp). u

En variable real, una funcién diferenciable es continua, esto también se cumple para funciones en
variable compleja. Esto es consecuencia inmediata de la caracterizacion equivalente de derivada que
hace Constantin Carathéodory en su libro Theory of functions of a complex variable (Carathedory,
1964, Part Three, §124, pg 119):

Definicion 4.3.4 Sea f : Q — C una funcién, donde Q es un abierto conexo en C; entonces
[ es diferenciable en un punto zo € Q en el sentido de Carathéodory si existe una funcién
@r : Q — C continua en 7y que satisface la siguiente relacion:

f(z) = f(z0) + (z—z20)@s(z) paracada ze€Q.
El nimero ¢ (zo) es la derivada de Carathéodory de f en zo.

Las condiciones sobre la funcién ¢, implican que si f(z) es diferenciable en el punto z,
entonces f también es continua en zo. Ademads, la hipétesis de que ¢ sea continua en z significa
que @f(zo) = lim @(z) existe, y coincide con f’(zp) la derivada de f en el sentido usual.

720

Por definicién, la funcién ¢ estd determinada en forma unica para z # 7o, de donde

f'(z0) = @1(z0)-
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Proposicion 4.3.7 — Carathéodory. Sean f: Q — C una funcién y zo € Q. Entonces, f tiene
una C—derivada en zj si, y Unicamente si, f es diferenciable en el sentido de Carathéodory en zo.

Demostracion. Si f es diferenciable en el punto zg, en el sentido de Carathéodory, entonces para
todo z # 7

f(2) = f(z0)

or(2) = 72— 20

donde @y es continua en zg por lo que

f'(z0) = @f(z0) = lim [(@&) = f(z0)

=20 Z—20

existe. Reciprocamente, si f’(zo) existe en el sentido usual, definamos ¢y : Q@ — C como

1Q-sa) o .
¢r(z) = T
1 (z0) si 2= 2.

Entonces claramente @y es continua en zq y si z 7 Zo se tiene que

f(2) = f(20) = (2= 20) 01(2)

y para z = zp obviamente también se cumple la igualdad anterior. |

Ademds, esta caracterizacion también es valida para funciones real valuadas de variable real, y
presenta un par de aspectos didacticos destacados: nos muestra que el proceso de acercamiento de
las pendientes de las secantes a la pendiente de la tangente es continuo y por tanto, la continuidad
es esencial para la derivabilidad; la segunda parte se refiere a la facilidad de la derivacién como
un proceso de factorizacién repetitivo y no como célculo de limites, asi como simplicidad en la
demostracion de teoremas de linealidad, regla de la cadena, dlgebra de derivadas (suma, producto y
cociente), aplicado a funciones polinomiales.

Corolario 4.3.3 Si f: Q — C es una funcién C-diferenciable en Q, entonces f es continua en €.

Demostracion. Dada z € Q, si f es C-diferenciable en z, por la proposicioén 4.3.7, f es es dife-
renciable en el punto z en el sentido de Carathéodory, por lo tanto existe una funcién @7 : Q — C
continua en z que satisface la siguiente relacion:

fw)=f(z)+ (w—2)@s(w) paracada weE Q.

Como la suma y el producto de funciones continuas es continua, tenemos que la funcién f es
continua en z. [}

Otras propiedades que cumplen las funciones C-diferenciables son las siguientes:

Proposicion 4.3.8 — El dlgebra de la derivada. Sea Q un subconjunto abierto conexo, no vacio.
Si f'y g son funciones C-diferenciables en Q y A € C, entonces:

1. Af+gesC—diferenciableen Q,y (Af+g) =Af" +¢.

2. f-ges C—diferenciableen Q. y (f-g) =1 -g+f-¢.

3. Sig(z) # 0 para toda z € Q, entonces f/g es C-diferenciable en Q y

<f>':f’~g—f~g’
g g

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector. |

Como consecuencia de la proposicion 4.3.8 tenemos que, el conjunto de funciones C—diferenciables
en Q es un anillo conmutativo con unidad.

Como consecuencia inmediata de la formulacion de Carathéodory, proposicién 4.3.7, probare-
mos la regla de la cadena para la derivada de una composicién de funciones.
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Teorema 4.3.9 — Regla de la Cadena. Si U,V C C son abiertos,y f: U - C,g:V - C
son C—diferenciables, y f(U) C V, entonces go f : U — C también es C-diferenciable en U.
Ademis, si zp € U entonces (go f)'(z0) = &' (f(z0)) - f'(z0)-

Demostracion. Sizg € U, como f es C—diferenciable en zp, como consecuencia de la proposicion
4.3.7, existe una funcion ¢ continua en z¢ tal que

f(z) = f(z0) = (z—20)9r(z) paracada z€U,

y ademis f(z0) = @f(z0).
Andlogamente, como g es C—diferenciable en f(zp), nuevamente por la proposicién 4.3.7
existe una funcioén ¢, continua en f(zp) tal que

g(w)—g(f(z0)) = (w—f(20))@g(w) paracada weV

con ¢'(f(20)) = 9(f(20))-
Luego entonces, para w = f(z) con z € U tenemos
(gof)(z) = (gof)z0) = &(f(2))—&(f(z0))
(f(2) = f(20)) 95 (f(2))
= (2= 20)97(2) s (f(2))
= (2=20)0r(2) (@0 f)(2)
Por la unicidad de @, s se tiene @gor = (@0 f)@r. Como f es continua en zg y ¢, €s continua
en f(z0) entonces @z o f es continua en zo. Ademds ¢y es continua en zo y como el producto de

funciones continuas es continua, entonces (@go f) - @f.
Se sigue de aqui que

(80.1) (z0) = (@ © £)@1(20) = @ (f(20)) 91 (20) = &'(f(20)).f" (z0),

como deseabamos demostrar. [ |

Teorema 4.3.10 — Teorema de la funcién inversa. Si zp € Q y f es una funcién C-
diferenciable, tal que f’(z9) # 0, entonces existe una vecindad U de zp y una vecindad V
de f(z0) tal que, la funcién fj; : U — V es biyectiva, su inversa fl‘_,l :V — U es C-diferenciable
en V, y su derivada esta dada por:

dfy'(w) 1
\;W _ ‘/V( =1 donde W:f\v(Z)-

Demostracion. Como f es C—diferenciable en z, entonces

u v
5(20) —Q(ZO)

Df(z0) =

2 2
yaenfa) = (i) +(Ghia) =17 20
Aplicando el teorema de la funcién inversa para funciones de R? en R?, se deduce que exis-
ten vecindades abiertas U de zo y V de f(z9) en C tales que flu U — V es biyectiva; f —les
R—diferenciable en V, y para cada z € U se tiene
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AP RATE

B 1
o0 = (35p7) o o

—a(Z) a(z)

Por lo que f~! satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en V, y por el teorema 4.3.4 es
C—diferenciable. Ademas

YR = (a“ ‘”) fo _ |1

=~ e (0 'a?) TR T A
|

Proposicion 4.3.11 Sea Q C C un subconjunto abierto y conexo, y supongamos que f : Q — C
es una funcién C-diferenciable en Q tal que f’(z) = 0 para toda z € Q, entonces f es una funcién
constante en Q.

Demostracion. Si z,w € Q, queremos demostrar que f(z) = f(w). Como Q es conexo, podemos
encontrar una curva ¥ : [0,1] — Q tal que y(0) =z y y(1) = w. Ademds, existe una particion
0=1o <ty <...<t,=1delintervalo [0,1] tal que ¥, , ;) es diferenciable para cadai € {1,...,n}.
Como consecuencia de la regla de la cadena en dichos subintervalos se tiene

df(y())

T — Py =o,

pues f(s) = 0 para toda s € Q. Por otra parte, si f = u-+ v, con u y v funciones real valuadas
definidas en Q, entonces

0= @) _ du(y(®))  dv(v(t))
dt dt dr
para cada r € [t;_1,t;], de donde M =0y M =0, y como u o Y son funciones real

valuadas de variable real con derivadas cero, del célculo elemental sabemos que, uoyy vo?y
son funciones constantes en cada subintervalo [t;,_1,%] C [0, 1], ademds uo y(t;) =uoy(ti_1) y
voy(t;) =voy(ti_1), paracadai € {1,...,n}. Por lo tanto, existen c¢;,c; € C tales que uoy = cy,
yvoy=cyconcy,cz € R. Luego entonces

f(2) = (u+w)(1(0)) = c1 +1c2 = (u+w)(y(1)) = f(w).
|
En lo que resta de esta seccidn, veremos que hay formas alternativas de decir cudndo una
funcién es C—diferenciable; una de ellas se basa en la representacion local de una funcién en

términos de una serie de potencias convergente las cuales se denominan, funciones holomorfas,
esto nos permitird utilizar indistintamente los términos C-diferenciable, y holomorfo.

Definicion 4.3.5 Sea f una funcién complejo valuada definida sobre un conjunto abierto Q C C.
Diremos que f es holomorfa en  si, para cada zp € €2, existe una vecindad U de zg, U C Q,y
una sucesién de nimeros complejos {c, } tal que, para cada z € U, la serie

Y culz—z0)"
n=0

converge a f(z).
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Una funcién holomorfa también se denomina funcién analitica compleja, o simplemente , fun-
cién f es analitica. En particular, demostraremos posteriormente que una funcién es C—diferenciable
si, y solamente si, coincide con su serie de Taylor en una vecindad de cada punto de su dominio,
véase la definicién 5.3.1 en la pagina 130.

Las funciones que puede representarse localmente por medio de una serie de potencias se suelen
dividir en dos importantes clases: las funciones analiticas reales y las funciones analitico complejas,
también llamadas holomorfas.

Una propiedad fundamental de una funcién holomorfa es su unicidad: Cada funcién holomorfa
es un “todo conectado orgdnicamente”, lo que representa una funcién “dnica” en todo su dominio
natural de la existencia. Esta propiedad, que en el siglo X VIII fue considerada como inseparable
de la nocién misma de una funcién, se convirtié de fundamental importancia en la primera mitad
del siglo XIX, cuando se origina la teoria de las funciones holomorfas. La teoria de las funciones
holomorfas se construyé como la teoria de funciones de una variable compleja. La palabra holomorfa
se deriva del griego oAoo (holos), que significa “todo,” y wop¢n (morpho), que significa “forma”
o “apariencia.” La palabra holomorfa fue introducida en 1875 por Briot y Bouket, 2¢ ed, pg. 14.
(Krantz, 1999, pg. 16). Muchos matematicos prefieren el término funcién holomorfa sobre el de
funcidn analitica, el cual es primordialmente utilizado por los fisicos e ingenieros (Knopp, 1996,
pg.83-111).

Las propiedades bésicas que distinguen a las funciones holomorfas de otras funciones definidas
en el plano fueron descubiertas por una gran cantidad de matemaéticos, entre los cuales cabe
mencionar a Cauchy, Fourier, Lagrange, Liouville, Riemann y Weierstrass entre otros, aunque
la mayor parte fue desarrollada y divulgada por Cauchy, quien en 1825 publica Mémoire sur les
intégrales définies, prises entre des limites imaginaires el teorema de Cauchy, que estudiaremos
posteriormente en el capitulo 5.

De acuerdo con Felix Klein (Lecciones sobre el desarrollo de la matematica en el siglo XIX
Klein (2006)), Cauchy creé su teoria de funciones de variable compleja estudiando la convergencia
de las series en el plano complejo en su Cours d’Analyse de 1821 (Serie 2, Volumen 3 de su
coleccién de trabajos), y como veremos a lo largo de las presentes notas, una gran cantidad de
propiedades de las funciones complejo valuadas de variable compleja se pueden deducir cuando las
funciones se representan como una serie de potencias.

Como veremos posteriormente, las funciones analiticas reales y complejas tienen diferencias
impotantes. Las funciones holomorfas tienen mas estructura que las funciones analiticas reales.

De acuerdo con el teorema de Liouville 5.3.9, pagina 138, una funcién holomorfa en C y
acotada es constante, lo cual no sucede para funciones real valuadas de variable real, como sucede,

- (="
or ejemplo, con la funcién f(x) = senx = — 2yl
por ejemp (%) ;0 I
Ademads, una funcién analitica real valuada definida en un abierto contenido propiamente

en R puede extenderse a una funcién holomorfa definida en un abierto de C, por ejemplo la
funcion analitica y (—1)"x*" converge a f(x) = 1/(1 +x2) si |x| < 1, sin embargo, la funcién
flx)y=1/(1 —I—xZ)VZ:r(;al valuada de variable real, estd definida en todo R. Si extendemos dicha
funcidn analitica a variable compleja tenemos nfb(— 1)"z?", que converge a la funcién f(z) = 1 -1122
para |z| < 1, sin embargo, la funcién f(z) se encuentra definidaen C\ {£:} C C.

A continuacién veremos que toda funcién holomorfa es C-diferenciable en el interior de su
circulo de convergencia. Antes de demostrar que toda funcién holomorfa es C—diferenciable,
demostraremos el siguiente lema:

Lema 4.3.1 Sean «, 3 € C, entonces
[(a+B)" =" <n|B|(|e| + |B)"
para cadan € N.

Demostracion. Si o =0, la afirmacién se cumple. Supongamos que @ # 0, y seat = 3/, entonces
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%)

< lap ¥ () =l 1

k=1

[(a+B)" —a"| = [a"[(1+2)"—1][ = [a]"

Para 7 > 0, tenemos

T
(147" —1= n/ (14u)" du < ne(1+1)"".
0

De donde

(@ +B)" —a"| <[af"-n

B (1+[E])" =gl g

Proposicion 4.3.12 Sea R > 0 y suponga que la serie

Y culz—z0)"
n=0

converge a f(z) si |z— zo| < R. Entonces f es C-diferenciable en B(zg,R) = {z € C; |z — 70| < R}.
Ademés

= Z ne,(z—z0)" L
n=1

Demostracion. Sean z € B(zo,R), y § € C, tales que
1
0<|f]< E(R_ |z—z0|). Entonces

1 = (248 —20)"—(z—20)"
C( (z+8)— ; ¢ :

Sea N € N, como consecuencia del lema anterior

(z+8—20)"—(z—20)"

z < ancn\ [C]+]z—z0l)" " < Zn\cn!P" :

1
donde p = (R+ |z—z0]) < R. Como |z —zp| < R, también tenemos |z —zo| < p, de donde

C n=1
N _ n__ _ n
Y el [ £ ZO)C EZl ey +2 el
n=1 n>N

p—

Ahora, dada € > 0, podemos elegir N, que depende de €, z y R, tal que Z n|cn\p”_l < ZE.

n>N 2
Ademas
h +C—z20)"—(z2—20)" e
?3})(1 ¢ ZO)C (z—20) ~n(z—z0)"".
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1
Entonces, podemos elegir 6 > 0, que depende de N,zy {c,}, n <N, donde § < E(R —|z—2z0l),
tal que

Z |cnl

n<N

(Z-l-C—ZO)g—(Z—ZO)n ~nlz—1)

n—1

<&

para 0 < |{] < 8. Asi, para 0 < |{| < §, tenemos

< 2€.

@8 —f@) o e
‘C n; 2 (2—20)

Ademds la convergencia es uniforme en z si z se restringe al disco B(zo,r) = {z € C;|z—z0| < r}
donde r < R. [

Corolario 4.3.4 Si Q es abierto en C, cualquier funcién holomorfa en Q es C-diferenciable en Q.

Corolario 4.3.5 Si f(z) = Y ca(z—2z0)" tiene radio de convergencia R > 0, entonces
n=0
1. Para cada k > 1 la serie

oo

Y n(n—1)--(n—k+1)ey(z—20)"
n=k

tiene radio de convergencia R.
2. La funcién f es infinitamente C-diferenciable sobre B(zo,R) y, para k > 1 y z € B(zo,R)
tenemos:

oo

@)=Y nn—1)- (n—k+1)ea(z—z0)"*.

n=k

3. Paran > 0, el n-ésimo término de la serie de f satisface

1
&= /o).
Corolario 4.3.6 Si Q es abierto en C y f es holomorfa en Q, entonces f es infinitamente
C—diferenciable en Q.

Ejemplo 17

© _n
1. Considere la serie f(z) = Z —, como consecuencia del criterio de la razon, esta serie tiene
n
n=1

radio de convergencia

1/n? 1\?
R—lim — " e (M)
n—es 1/(n+1)>2 n

y su derivada estd dada como

-1

_oozn
_,,;1 )

nzg

n
n2 n

fl) = il

Note que la serie de f’(z) no converge para z = 1.
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© _n
. . . Z . o
2. Por otra parte, si consideramos la serie f(z) = Z —; COmo consecuencia del criterio de la
n=1"1
razon

. 1/n! . B
R=lim Gy — Am 1) =

y su derivada es

oo n—1

)} (nz—l)! = f(2).

n=1

nz"
n!

f@=%
n=1
En consecuencia f(z) = f'(z) = f"(2) = . ...

4.4 Derivada en «

En esta parte, daremos la definicién de C-derivada en oo, asimismo, si zg € C.. es un punto tal
que f(zo) = oo, definiremos f’(zp).

Definicion 4.4.1 Sea Q C C., un abierto tal que o € Q; diremos que una funcién f : Q — C es
C—diferenciable en o cuando la funcion auxiliar F(z) = f(1/z) esté definida en una vecindad
de z =0y sea C-diferenciable en z = 0. En este caso se define f’(e0) = F'(0).

Ejemplo 18

Sig(z) =bo+bi1z+ ...+ by7™ es un polinomio de grado m > 1, con b,, # 0, entonces f(z) =
1/¢(z) es una funcién C-diferenciable en C.. \ {z:¢(z) = 0}, y si se define f(eo) = 0, podemos
considerar la funcién

P =f(1) = &
DEING) T ot b . A by

Como by, # 0, claramente F(z) estd definida en una vecindad de cero, y F(0) = 0, y como

mel (Z kbkzm_k>
Fl(5) = — =

2
k=0

entonces F'(0) = 0, esto es, F’ estd bien definida en z = 0, de donde f es C-diferenciable en oo.

)

Definicion 4.4.2 Si Q C C., es un conjunto abierto, zo € Q,y f : Q — C. es una funcién.
1. Si f(z0) € C, se dice que f es C—diferenciable en zp cuando exista r > 0 tal que
f(B(zo,r)) C Cy f restringida a B(zo, r) sea C-diferenciable en zj en el sentido usual.

1
2. Si f(zo) = oo, se dice que f es C-diferenciable en zy cuando la funcién F(z) = 70 sea
<

C-diferenciable en zq segtin la parte anterior de esta definicién. En este caso

F(a0) 1= (})'w.

En la definicion anterior se incluye la posibilidad de que zyp = o. En este caso, si f(co) = oo,
1

f(1/2)

es diferenciable

que f sea C—diferenciable en oo significa que la funcién auxiliar F(z) =

en 0, y ademds f’(0) = F'(0).
Obsérvese que si f es C-diferenciable en zg € Q C C.,, entonces f es continua en zg.
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Ejemplo 19
Si
p(z)
m si q(z) #0
f(2)= o si g(z)=0
lim f(z) si z=eo

es una funcién racional, con p(z), ¢(z) € C[z] sin ceros comunes, entonces f es C—diferenciable
en cada z € Co.

Ya sabemos que f es C—diferenciable si z € C con g(z) # 0, asi bastard ver que si f(z9) = o
entonces f es C—diferenciable z. Si g(z0) = 0, como p y g no tienen ceros comunes, entonces
p(z0) # 0, asi en una vecindad de 7o tenemos que la funcién 1/ f(z) = q(z)/p(z) es C—diferenciable
en z = 7. Por otra parte, si f(c0) = oo, entonces degp —degq > 1 y, de acuerdo con lo visto
anteriormente 1/ f(z) = q(z)/p(z) es C—diferenciable en oo.

Lema 4.4.1 Sea Q C C. un conjunto abierto no vacio, y sea f : Q — C., una funcién. Los
siguientes enunciados son equivalentes:
1. f es C-diferenciable para cada z € Q.
2. Para cada zp € Q existe r > 0 tal que B(zp,r) C Q y una de las dos funciones f, 1/f toma
valores finitos en B(zp,r) y es C-diferenciable en el sentido usual.

Demostracion. Si f es C-diferenciable en cada z € Q, entonces f es continua en Q, por lo que si
f(z0) € Cparacada z9 € Q, existe r > 0 tal que B(zo,7) C Qy f(B(z0,r)) C C, luego entonces f es
C-diferenciable en el sentido usual en B(zo, ). Por otra parte, si f(z9) = o, entonces 1/f(z9) =0,

y razonando de manera similar, existe r > 0 tal que B(zo,r) CQy 7 (B(zo,r)) C C. Es decir, 1/ f

es C—diferenciable en el sentido usual para cada w € B(zo,r) : la afirmacién es obvia cuando
f(w) = oo, y es consecuencia de la C—diferenciabilidad de f en z cuando f(w) # oo.
Reciprocamente, si f(B(zo,r)) C C, el resultado es trivial. Por otra parte, si (1/f)(B(zo,7)) CC
entonces f(z) # 0 para todo z € B(zo,r) y para ver que f es C—diferenciable en cada w € B(zo,r)
basta considerar los casos 1/f(w) =0y 1/f(w) #0.
En el primer caso, al ser f(w) = o se obtiene que f es C—diferenciable en w por la definicién
4.4.2, vy en el segundo caso aplicando las reglas de la derivabilidad usual de un cociente. |

Funciones elementales y sus propiedades

Las funciones polinomiales, funciones algebraicas racionales, exponenciales, logaritmicas,
trigonométricas, hiperbélicas, trigonométricas inversas, hiperbdlicas inversas, asi como las que se
derivan de éstas por medio de un niimero finito de operaciones algebraicas de adicién, multiplicacién
y extraccién de raices se llaman funciones elementales.

Como consecuencia del ejemplo 16, pdgina 66, y la proposicién 4.3.8 tenemos que los polino-
mios son funciones enteras y las funciones algebraicas racionales, esto es, aquellas que estdn dadas
como cociente de dos polinomios son funciones C—diferenciables en su dominio.

El objetivo principal de la presente seccion es extender las otras funciones elementales de varia-
ble real a variable compleja y mostrar que éstas son C—diferenciables eligiendo apropiadamente
sus dominios.

La formula de Euler
Leonhard Euler en 1740 descubrié la formula

e = cosO +1sen.

Para explicar la férmula de Euler debemos responder a la pregunta ;Qué significa ¢'9?
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Si x es un nimero real, sabemos que la funcién f : R — R definida por f(x) = ¢* satisface las
propiedades
df

L oW,y S0 =1

De manera similar, si k es una constante real, como consecuencia de la regla de la cadena la funcién
F(x) = ¢ satisface la propiedad
dF
=kF(0), y F(0)

Puede extenderse la accion de la funcidn exponencial ¢* de valores reales, a valores imaginarios,
pidiendo que esta propiedad se cumpla para k = 1, esto es

dt

=1e".

Para que esta ecuacién tenga sentido, imaginemos a una particula moviéndose a lo largo de
una curva en C. Este movimiento puede describirse paramétricamente diciendo que en el tiempo ¢
la particula ocupa la posicién y(z). La velocidad v(t) es el vector cuya longitud y direccién estin
determinados por la velocidad instdntanea, y la direccidén instdntanea del movimiento, tangente a la
trayectoria, del movimiento de la particula.

O

Asi, dada una funcion compleja y(r) de la variable real 7, podemos visualizar y como la posicién
de una particula en movimiento, con velocidad y(z).
Si y(¢) = €", como multiplicar por 1 equivale a girar por un dngulo recto en levégiro y ademas

13
de _
dt

tenemos que la velocidad es igual a la posicién girada por un dngulo recto. Como la posicién inicial
de la particula es y(0) = ¢” = 1, 1a velocidad inicial es 1, de donde la particula se mueve en direccién
vertical hacia arriba. Un instante después la particula se mueve ligeramente en esta direccidn, y la
nueva velocidad formara un dngulo recto con respecto al nuevo vector de posicién. Continuando
con este proceso, podemos ver que la particula se mueve alrededor del circulo unitario.

Sabemos que ¥(¢) = " tiene médulo uno a lo largo del movimiento, es decir, |y(¢)| = 1. Se
sigue que la velocidad de la particula |y(¢)| = || = 1. Asi, después de un tiempo ¢ = 0 la particula
viajar4 una distancia @ alrededor del circulo unitario, y asf el 4ngulo de y(¢) = €' serd 0. Este es el
significado geométrico de la férmula de Euler. Véase la figura 4.3.

La funcién exponencial.

Podemos definir la funcién exponencial como la solucién de la ecuacion diferencial f'(z) = f(z)
con condicién inicial f(0) = 1. Si suponemos que hay una funcién holomorfa que, en una vecindad
del origen satisfaga esta propiedad, entonces

flz) = cotciz+...+ed"+...
f'2) = ert+2ez+..Aned .

si queremos que f = f’, como dos series de potencias alrededor del cero coinciden si son iguales
término a término, debemos tener ¢, = nc, paratodan > 1, ahora bien, la condicién inicial f(0) =

. . 1 . . .
1 nos dice ¢cg = 1, de donde ¢; = 1, asi 2¢p = 1, es decir, ¢; = 3 y, procediendo inductivamente

podemos ver que, ¢, = -
n!
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>
>

Velocidad inicial = 1

>
>

Posicion inicial = 1

dRY
Ny

Figura 4.3: Representacién geométrica de la férmula de Euler

Definicién 4.5.1 La tnica solucién a la ecuacién diferencial
f'(z) = f(z) con condicién inicial f(0) =1

se denomina la funcion exponencial y se denota e° o bien exp z; ésta determina una funcién
holomorfa en C.

Por supuesto, como consecuencia del criterio de la razén, la serie
(e}
=5
n=0

tiene radio de convergencia infinito, es decir, la serie converge en todo el plano, y como vimos
anteriormente, toda funcién holomorfa es C—diferenciable, de donde, f es una funcién entera.

Nuevamente, como consecuencia de la ecuacién diferencial f'(z) = f(z), tenemos que la
funcién exponencial satisface el teorema de la adicion, esto es:

‘ 2

n
‘7

N

Teorema 4.5.1 — El teorema de la adicién. Si a,b € C entonces:

ettb = o4 ? (4.2)

Demostracion. Sabemos que,

d

d d
N AN FANR T BRI c—z
(e e (¢) e et ()

dz
= f et et (_eC—Z)
= (=€) =0,
como ¢° estd definida y es holomorfa en C, el cual es conexo, también la funcion e®- e“7%, es
holomorfa en C y su derivada es idénticamente nula en C.
De la proposicién 4.3.11 se sigue que €°- e~ ¢ es constante. Para encontrar el valor de dicha

constante bastara evaluar esta funcién en z = 0, por lo que €% - e % = ¢ - ¢~ = ¢, tomando z = a
y ¢ = a+ b tenemos

& eh — e(aer)fa _ eaer.

Como consecuencia del teorema de la adicion tenemos diversas propiedades, las cuales enun-
ciaremos a continuacion:

Corolario 4.5.1 La funcién exponencial es nunca nula.
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Demostracion. Como e*-e? = ¢ = 1, entonces ¢ es nunca nula. |
Para x € R el desarrollo en serie de la exponencial muestraque e* > 1six >0,y asi, ey e *
son reciprocos, y 0 < e* < 1 cuando x < 0.

Proposicion 4.5.2 Si z = x+1y € C entonces
e“ =e"(cosy+iseny)

Demostracion. Siz=x+1yconx,y € R, el teorema de la adicién nos dice que ¢ = "™ = ¢*- V.
Ahora

o ()"
oo
¢ n;, n!

o e oo y2tl
= —1 n +l _1 n_-
n;,( ) (2n)! n;)( ) (2n+1)!
= cosy-tiseny,
de donde e* = €*(cosy+1iseny). [

Corolario 4.5.2 Si z = x+ 1y, entonces |e*| = ¢*.
Demostracion. Si z = x+ 1y, entonces

] = |e*e”| = |e*]|e”] = ¢".

Antes de continuar analizando esta funcién, recordamos que:
I Definicién 4.5.2 Una funcién f(z) tiene periodo ¢ si, f(z+c¢) = f(z) para toda z. En este caso

decimos que f es una funcion periddica de periodo c.

El hecho que la serie tenga coeficientes reales implica que exp Z es el complejo conjugado de
exp z, esto es, exp(Z) = exp(z). Asi

P

De lo anterior podemos concluir que e =1 si, y solamente si z = 2 7w n para algun entero n.
Luego entonces, si e¥7¢ = €%, entonces ¢ = 1, asi ¢ = 2mn con n € N. Y podemos concluir que

Corolario 4.5.3 La funcién exponencial es periddica de periodo 27:.

Desde un punto de vista algebraico, la aplicacion f(y) = ¢ establece un homomorfismo entre
el grupo aditivo de los nimeros reales y el grupo multiplicativo de los niimeros complejos de
modulo uno. El nicleo de este homomorfismo es el subgrupo formado por todos los multiplos
enteros de 27.

La geometria de la funcidn exponencial es simple, por ejemplo, la recta horizontal Imz = b se
transforma en la semirrecta que parte del origen con argumento b. Por otra parte, la recta vertical
con Rez = a se transforma en la circunferencia de radio e“ recorrida una infinidad de veces, como
podemos apreciar en la figura 4.4.

En particular, si consideramos la regién rectangular

R={z€Cia<x<c, b<y<d},

donde a,b,c,d € Rcona < cy b < d, de acuerdo con lo visto en el parrafo anterior, la imagen de
R bajo la funcién exponencial corresponde a la fraccién de anillo circular

R={weC; e <|w <e, b<argw<d},
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y
Imz="> z=a+1b
—_—— e [ = = — —
exp
X
A
w| = e
Rez=a

Figura 4.4: Geometria de la funcién exponencial

como se muestra en la figura 4.5. Si w = ¢7 se representa en coordenadas polares como w = pe'®,
el segmento vertical AD se aplica sobre el arco p = e%,b < 8 < d, y de manera similar, el segmento
vertical BC se aplica sobre el arco p = ¢“,b < 0 < d. El segmento horizontal AB se transforma en
el segmento de recta que une los puntos ¢ y e®, mientras que la imagen del segmento horizontal
DC corresponde al segmento de recta que une los puntos e” y e.

En particular, si b =0y d = &, la region rectangular se transforma en la mitad de un anillo
circular.

Figura 4.5: Imagen de un rectdngulo bajo la funcién exponencial

Proposicion 4.5.3 Sea y( € R, la funcién exponencial restringida al conjunto
Ay, ={z€C; yo<Imz<yo+2m}
es biyectiva sobre C\ {0}

Demostracion. Sizy,zp € Ay, son tales que e! = e, entonces e*! "2 = 1, por lo que z; — 22 = 27in
conn € Z,y como 71,22 € Ay, entonces z; —z2 = 0, por lo que la funcién exponencial restringida
aAy, esinyectiva.

Como mencionamos anteriormente, la funcién exponencial nunca es nula, por lo que, la imagen
de la funcién exponencial estd contenida en el conjunto C\ {0}.

Para mostrar la suprayectividad, si w € C\ {0}, debemos encontrar z = x + 1y tal que ¢* = w,
para lo cual expresamos w en forma polar, es decir, w = re'® con yy < 6 < yo+ 2. Luego entonces,
como consecuencia del teorema de adicion 4.5.1, tenemos

re® =w =" =e"eV,
es decir,
X

r=e¢ 'y y=0+4+2nn con nécZ.

Como w # 0 entonces |w| = r # 0 por lo que la ecuacién r = ¢* puede resolverse en los reales,
en forma tnica, x = Inr, de donde

z=Inr+1(0+2nn) con neZ,



453

84 Capitulo 4. Funciones C-diferenciables

entonces

6

7 _ elnr+z(6+27‘m) re'? = w.

— elnrete —_

4

es decir, z=In|w|+(argw +27n) con n € Z son las soluciones de la ecuacién e = w, en
particular, z estd en A, para un tinico n € Z. |

La funcién logaritmo

Como vimos en el corolario 4.5.3 de la seccidn anterior, la funcién exponencial no es inyectiva,
expz

d
pues es periddica de periodo 271, sin embargo, como # 0 para toda z € C, el teorema de la

funcién inversa nos dice que la funcién exp z, al menos localmente, tiene funcién inversa. Cuando
dicha inversa exista la llamaremos una rama de logaritmo.

Como ¢* # 0 para toda z € C, entonces ¢* = 0 no tiene solucion, esto es, el nimero cero no
tiene logaritmo.

Como vimos en la proposicion 4.5.3, para w # 0, la ecuacién e = w es equivalente a pedir

x+1y=In|w|+i(argw+27mn) con neZ
Asi, obtenemos una relacién multivaluada !
logw =In|w|+1(argw+27n) con neZ

Ejemplo 20

1. Siz=1-1/3, entonces |z| = /1 +3 =2y ademds argz = 0 = —x/3, por lo que e =
1 — /3 cuando

w=1In2+1 (—§+2ﬂn> para n € Z.

. T .
2. Siz=1,entonces |z =1yargz=6 = 5 Por tanto " =1 si

T 1 n+ 1)z
w:ln1+z(§+27rn) = <2+2n> :z(n—;) paran € Z.

3. Siz= —1entonces |z| =1 y argz =60 = 7. Por lo que " = —1 si
w=Inl+1(w+27n) =1w(1+2n) paran € Z.

Asi, para que log sea una funcion, es necesario restringir el contradominio, por el momento
este conjunto serd de la forma:

Ay, ={z€C; yo <Imz <yo+2m}
Nétese que, si z = re'® 1a funcién
logz=Inr+:10 r>0,y9<0 <yy+2m
con componentes
u(n@)=Inr y v(rn6)=20

es univaluada y continua en este dominio.

Si se extendiera la definicién de esta funcién sobre la semirrecta 8 = yy, la funcién no seria
continua, y por ende, tampoco C—diferenciable. Si z estd en esta semirrecta 6 = yg, hay puntos
arbitrariamente préximos a z en los que los valores de v son cercanos tanto a yp como a yg + 27.

I'Se suele decir que el logaritmo es una funcién multivaluada, pues para cada valor w # 0 hay una infinidad de valores
de z tales que e* = w.
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Por ejemplo, sizo=—1y

A ={z€C; —n<Imz< 7}

- l p p .
y tomamos la sucesién de puntos z,, = (—1 + —), entonces lim z, = —1, y lim log(z,) = i7. Sin
n n—soo n—soo

. . .. l Y

embargo, si consideramos la sucesion de puntos w, = ([ —1 — — ), también lim w, = —1, pero
n n—yoo

lim log(w,,) = —im.
n—soo

Definicién 4.5.3 Si y( es un niimero real arbitrario, la funcién con dominio
Q:=C\{zeC; argz=yo},

contradominio Ay, = {z € C; yp < Imz < yo+27} y regla de correspondencia
logz=In|z|+1argz, argz € (yo,yo+27)

se denomina una rama del logaritmo.

y y

(yo +2m)i

4 \)’0 Yot
. x ’

Figura 4.6: Dominio e imagen de una rama del logaritmo

As{ podriamos definir

Definiciéon 4.5.4 La rama de la “funcidn logaritmo™ que tiene dominio
Q:=C\{zeC; argz=7} =C\{z€C; Rez<0, Imz =0},

el plano menos el semieje real negativo, contradominio A_r = {z € C; — 7 <Imz < 7} y regla
de correspondencia:

logz=In|z|+1argz, donde argze (—m,m)

se llama la rama principal de la funcion logaritmo.

Observacion 5 Por convencidn, el logaritmo logz de un niimero real positivo z siempre se toma
como el logaritmo natural real de z, esto es, si z > 0 entonces logz = Inz, a menos que se especifique
lo contrario.

La geometria de la funcién logaritmo puede obtenerse de la geometria de la funcion exponencial,
esto puede deducirse facilmente si expresamos z € C\ {0} en forma polar, esto es, si z = re'?,
podemos ver que circunferencias concéntricas al origen se transforman en segmentos de recta
verticales, mientras que las semirrectas que parten del origen se transforman en rectas horizontales.

Proposicion 4.5.4 Una funcién logaritmo es la inversa de la exponencial en el siguiente sentido: si
log z representa una rama de logaritmo, entonces

exp(logz) =z.
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Ademds, si para yg € R fijo se elige la rama yg < Imz < yg + 27, entonces
log(expz) =z.

Demostracion. Como logz = In|z| +1argz, entonces
z
exp(logz) =exp(In z[) -exp(rargz) = IZ\H =2z

Reciprocamente, si z = x+ 1y, con yp <y < yo + 27, como arg(e*) = arg(e”) =y, se tiene

log(expz) = In|expz| +1arg(expz) =1In(e*) + 1y =x+1y =2.

Las ramas de logaritmo se pueden definir en conjuntos mas generales que Ay, esto es:

Definicién 4.5.5 Sea Q C C un conjunto abierto, conexo y tal que 0 ¢ Q, y sea f : Q — C una
funcién continua tal que z = exp(f(z)) para toda z € Q. La funcién f se denomina una rama
del logaritmo.

Si f es una rama de logaritmo definida sobre un conjunto abierto, conexo Q C C\ {0}, yn € Z,
basados en lo discutido en los parrafos anteriores, entonces la funcion g(z) = f(z) + 2w es otra
rama de logaritmo.

Reciprocamente, si f y g son dos ramas del logaritmo, entonces para cada z € €, se tiene que
f(z) = g(z) + 2mn para algin entero n donde, en principio, el entero n depende de la eleccién
del punto z. Sin embargo, podemos ver que el entero n es independiente de z € Q, para esto,

f(z) —g(2)
27

continua en Q, y su imagen 4(Q) es un subconjunto de Z. Como Q es conexo, y la imagen bajo una
funcién continua de un conjunto conexo es conexo, entonces i(Q) C Z es conexo, por lo que A(z)
es constante, es decir, existe n € Z tal que h(z) = n para toda z € Q, de donde f(z) = g(z) +2mn.

consideremos la funcién h(z) = . Como f y g son continuas en £, la funcién 4 resulta

Definicion 4.5.6 Un corte es una porcién de recta o curva elegida con el fin de definir una
funcién, o rama, f de una relaciéon multivaluada F. Los puntos de corte para f son puntos
singulares de f y cualquier punto que es comun a todos los cortes de F se llama un punto de
ramificacion

Ejemplo 21

1. La semirrecta {re'™;r > 0} constituye el corte para la rama principal de la funcién logaritmo,
el origen es el punto de ramificacion.

2. La semirrecta {re”;r > 0} constituye el corte para la rama A,, de la funcién logaritmo
definida en 4.5.3.

El teorema de la adicién para la funcién exponencial implica:

log(z1z2) = logz; +logzy

arg(z1z2) = argzy +argzy  mod 2.
dét . S N e
Como P e“ # 0, el teorema de la funcién inversa implica que localmente, e° tiene inversa,
y como la funcién inversa es tnica, esta debe ser una rama de la funcién logaritmo. Ademads, la
derivada de la funcién inversa f~! de la funcién exponencial f(z) = €7, en el punto w = € es igual

1 1 d logz 1
1\/ —
(f ) w)= At de donde, . 2

)

y obtenemos asi el siguiente resultado:

Corolario 4.5.4 Cualquier rama de la funcién logaritmo es C—diferenciable, y su derivada es z~'.
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Exponentes complejos

Cuando z # 0 y b es cualquier nimero complejo, podemos definir la relacién z2 por medio de
la ecuacion

2" = exp(b logz)

donde log z denota la relacién logaritmo multivaluada. Por tal razén es necesario precisar cudl rama
de logz se elige para obtener una funcidén bien definida.

Definicion 4.5.7 Dado un abierto conexo Q C C\ {0}, si f es una rama del logaritmo definida
en Q, y b € C es fijo, podemos definir una funcién

g:Q—C como g(z) =exp(bf(z))=2".

Si escribimos simplemente g(z) = z” como funcién, deberemos entender z” = exp(blogz)
donde logz es la rama principal del logaritmo, en particular, como g(z) es composicién de funciones
C—diferenciables, entonces g(z) = z” es C—diferenciable, y aplicando la regla de la cadena tenemos
que

_dexp(blogz) b

g (z) = —exp(blogz),
dz Z

y recordando que z = exp(logz) tenemos que

_ pexp(blogz) bi _ph
z z

/
()
De manera general tenemos la siguiente definicion:

Definicién 4.5.8 Sia,bc C,ya# 0,y f es una rama del logaritmo, se define a” como:

" = exp(b f(a)).
Ejemplo 22
1. Por ejemplo, si deseamos calcular ' en la rama principal de logaritmo tenemos que
' =exp(ilog(z)) = exp (z (ln|z\ +zg)> = exp(fg)

lo cual es aproximadamente i* = 0.2078795763.
2. Si ahora deseamos calcular (1+1)" en la rama principal de logaritmo

(I4+1)" = exp(tlog(l+1)) =exp (z <1n]1 +1| +1§>>
= exp <z <ln(\f2) —i—zg)) = exp(—g) exp (zln(\/i)

~ 0.4288290063 +0.1548717525:

3. Finalmente, calculemos :!** en la rama principal de logaritmo
M = exp((140)log(1)) = exp ((1 +1) (Inl +l§))
T
= oo ( on(Z) =02
= p > P 21 =ée l
~ 0.2078795764:

Observacion 6 Si a es un nimero real positivo, y f(z) = logz es la rama principal de logaritmo,
entonces loga también es un niimero real, y a” es una funcién bien definida, pues loga = Ina € R
estd definido en forma tnica.

Proposicién 4.5.5 Si b es un niimero racional, con forma reducida p/q, y a # 0, entonces a®

admite exactamente g valores distintos, y pueden representarse como v/ a”, las raices g—ésimas de
P
ar.
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Demostracion. Se tiene que

exp (Z(an)) = exp (lq)(me))

para m,n € Z cuando, y solamente cuando,

B(n—m) eZ

q
y como m.c.d.(p,q) = 1, lo anterior se satisface cuando, y s6lo cuando, n es congruente con m
mddulo g, por lo que zP/4 toma exactamente ¢ valores. Ademds

q
(exp <Slogz)> =exp(plogz) =2".
|

Finalmente, cuando el exponente no es un nimero racional, la situacién es mucho mas intere-
sante.

Proposicién 4.5.6 Sia,bc C, a# 0y b ¢ Q son nimeros fijos, entonces a” toma un nimero
infinito de valores.

Demostracion. La demostracion se sigue de lo siguiente. Si b € R\ Q, y n,m € Z entonces
P2 — b2mm iy solamente si €?27("=") = 1, de donde b (n —m) € Z cuando, y solamente
cuando n = m.

Por otra parte, si b =x+1y € C\ R, entonces e = e 2™ Por lo que, si e
al tomar normas obtenemos e 2™ = ¢ 2" y iy = p |

b2min b2min __ ,b2mim
EY ,

Basados en este concepto tenemos:

Definicion 4.5.9 Para n € N la funcion raiz n—ésima, que denotaremos /z, o bien, 7/ " se
define como

1
Vz=exp <0gz> ,

n
donde log z denota la rama principal de logaritmo, a menos que se especifique lo contrario.

Como una aplicacién de lo visto anteriormente, analizaremos ahora la funcién f(z) = vz2 + 1
usando la rama principal de logaritmo € definida en 4.5.4.

. 1 . . . .
Recordamos que la funcién /z = exp (2 log z> es discontinua en el semieje real negativo.

El niimero z2 + 1 cruza el semieje real negativo, en sentido contrario a las manecillas del reloj,
cuando z cruza el semieje (1,100) o bien, el semieje (—100, —1). Asi, estos ejes son discontinuidades
de VZ2+1.

De acuerdo con la definicion 4.5.8, la funcion exponencial con base a, donde a € C es cualquier
constante arbitraria se expresa como

a“ = exp(zloga),

la cual es, en general, una relacién multivaluada. Cuando se especifica un valor para loga, la
funcién a? es una funcién entera, lo cual es consecuencia de la regla de la cadena, pues esta funcién
es composicion de funciones enteras. A saber,

da*  dexp(zloga)

i i =loga exp(zloga) = a*loga.
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e

|
P
A
=

Figura 4.7: Representacién del dominio de la funcién f(x) = vz2+1

4.5.5 Las funciones trigonométricas

Definicion 4.5.10 Se definen las funciones trigonométricas como:

elZ + e—lZ elZ _ e—lZ
cosz = — senz = >
l

que se denominan respectivamente, las funciones coseno y seno.

Estas funciones son claramente holomorfas con radio de convergencia infinito, y asi, son
funciones enteras. Es inmediato de la definicién que

cosz=cos(—z) y sen(—z)= —senz.

Sustituyendo la expresion en serie de potencias de e'* obtenemos

2 4
I
COSZ 21 N

_, 2.7
senz—z—3!+5!—...

Para z = x € R estas expresiones se reducen al desarrollo de Taylor de la series cosx y senx, y tienen
propiedades similares a las funciones trigonométricas de variable real, pero también tendremos
diferencias significativas, tales como el hecho de que estas funciones no son acotadas.

Como consecuencia de las definiciones de las funciones cosz y senz tenemos la férmula de
Euler.

Proposicion 4.5.7 Para cada z € C, las funciones trigonométricas satisfacen las siguientes relacio-
nes:

La férmula de Euler: ¢ = cosz+isenz,
cos?z+sen’z = 1,

sen(z+w) = senz cosw + cosz senw,
cos(z+w) = cosz cosw — senz senw.

.

124 —Iz 1z —IZ
. C g e*+e e —e
Demostracion. Por definicion, cosz = ——— y senz =

————— para demostrar la férmula de
2 21
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Euler basta substituir estas expresiones en el lado derecho de la relacién 1 :

elz _i_e*lz elZ _ e*lZ
cosz+isenz = +1

2 21
_ (e 4 (e —e)
N 2
2e% -
= =e".
2

Para nuestro segundo enunciado, notamos que

6212 422 _1_67212 eth +2 _1_67212

2
cos“ 7z = =
4 4
mientras que
2 2% Qe R f e M _D 4 om0
sen“z = — =
4 4
de donde
5 5 B eZzz + 2 +e—2lZ eth _ 2+ 6—212 B
cos“z+sen“z = 1 — 1 =1.

Nuestro tercer enunciado es consecuencia de la férmula de la adicién.

l@tw) _ p—ilztw)

sen(z+w) = 5,
B et(z+w) _ eft(sz) _i_et(sz) o e*t(erw)
N 41
1(z+w) —i(z—w) _ Li(z—w) _ ,—1(z+w)
n e +e e e
41

e — e e L eV

- (5) (55
eite 2 e — W
(=) ()

= Senzcosw -+ CcoSzsenw.

El cuarto enunciado es andlogo al tercero

ol tw) + e l(ztw)

cos(z+w) = 3
B ez(z+w) +e—l(z—w) +et(z—w) +e—z(z+w)
N 4q
1(z4w) _ ,—i(z—w) _ ji(z—w) —1(z+w)
n e e e +e
41

elZ _|_e*lZ elW _|_ele
- (=) (55
el — e eV — e
21 21

= senzcosw-+coszsenw.

También es fAcil verificar que
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Proposicion 4.5.8 Las funciones trigonométricas coseno y seno son enteras, y sus derivadas estdn
dadas como

/ !
COS Z= —s€nzg, S€n 7= COSZ.

Demostracion. Como estas funciones trigonométricas son suma de funciones enteras, por ende,
son enteras, ademds como consecuencia de la proposicién 4.3.8 y de la definicion de la funcién
exponencial tenemos que

1d 174 —IZ 1
COS’Z — 2(eéi—e) = E (lelZ 1e lZ)
b4
B i . 2 LA
= 5 (e5=e) ( 21
= —senz.
La otra propiedad es andloga
1d(e?—e 2
sen’z = Zz(edz,e) =5 (ze’Z —Hef’z)
L l B el — e
= Z(ez‘f‘e lz):(z >
= COoSsZ.

Ademads, como la funcién exponencial es periddica de periodo 27z, tenemos que las funciones
trigonométricas seno y coseno son periddicas de periodo 27. Ademds

(G-
sen| —~ —z) =cosz.
2

Es interesante notar que las funciones seno y coseno complejas se relacionan con las funciones
trigonométricas hiperbdlicas reales, esto es, si x € R entonces 2

coshx =cos(zx) 'y 1senhx = sen(wx).

Ya que
( ) el(lx)_’_efl(lx) e ¥+~ N
Ccos(x) = = = cosnx
2 2 ’
y
et(zx) e~ (x) e X _ o~
sen(ix) = =

21 21

. . . . ef+e ™
ZRecordamos que las funciones hiperbélicas reales se definen respectivamente como coshx = — Y senhx =
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2k+1)x
tenemos que esta funcién es C—diferenciable si senz # 0, es decir, cuando z € C '\ { (—g) ke Z} .

Nétese que

lim |tanz| = co.
(2k+ 1)1

—
2
Para la funcién tangente, las férmulas de adicion nos dicen que

) ( n ) tanz +tanw
an(z+w)= ——
1 —tanztanw

en particular

tanx(1 —tanh?y) (1 +tan?x)tanhy
1+tan2xtanh’y 14 tan?xtanh’®y

tan(x+1y) =

Esta ultima férmula muestra que tanz € R si y sélo si, z € R. Mientras que tanz tiene parte real
cero si x es multiplo de 7 /2. Los tdnicos ceros de la funcién tangente son de la forma z = k7 con
k € Z, y tanz es una funcién periddica de perfodo 7.
Se deja como ejercicio mostrar que para cada k € Z la imagen de la banda
2k—1)m 2k+1)xm
x+wyeC; !<x§!
2 2
bajo la funcion tangente es C\ {£:}.
Finalmente, como lim tanhy = 1, tenemos que

y—reo

yngtan(Xi 1y) = +u.

Las otras funciones trigonométricas, al igual que en variable real, estdn definidas en términos
de las funciones cos y sen, y se deja como ejercicio dar su expresion en términos de la funcién
exponencial, asi como verificar sus principales propiedades.

4.5.6 Funciones hiperbdlicas

El seno y coseno hiperbdlicos de una variable compleja se definen de igual manera que en una
variable real, a saber:

Definicion 4.5.11 Se definen las funciones seno y coseno hiperbélico como:

eZ _ e—Z eZ _|_ e—Z
senhz= ———, coshz=——71—
2 2
Como €* y e % son funciones enteras, se sigue que senhz y cosh z también son funciones enteras.
Ademas
d senhz d coshz
———— =coshz, ———— =senhz.
dz dz

—1senh(iz) =senz, cosh(iz) =cosz
—sen(1z) =senhz, cos(iz) = coshz

Proposicion 4.5.9 Las funciones seno y coseno hiperbélico satisfacen las siguientes identidades:
1. senh(—z) = —senhz, cosh(—z) = coshz

cosh’z —senh’z = 1

senh(z +w) = senhz coshw + coshz senhw

cosh(z+w) = coshz coshw + senhz senhw

senhz = senhx cosy+icoshx seny

A



4.5.7

4.5 Funciones elementales Q3

6. coshz = coshx cosy+isenhx seny
7. |senhz|?> = senh®x 4 sen’y
8. |coshz|? = senh?x+cos?y

donde z = x +1y.

Demostracion. Se deja como ejercicio. |

La periodicidad de senz y cosz implican que senhz y coshz sean periddicas con periodo 27:.
Como senhz = —isen(iz) tenemos que senhz = 0 si, y solamente si sen(i1z) = 0, es decir, z = nm
con n € Z. De manera andloga tenemos que coshz = cos(1z) de donde coshz = 0 si, y solamente si

. T
cos(1z) =0, es decir, z= ( = +nm)i1conn € Z.
La tangente hiperbélica de z se define como

y es C— diferenciable siempre que coshz # 0. Las funciones cotangente, secante y cosecante
hiperbdlica, que denotamos coth, sech y csch respectivamente, son las reciprocas de tanhz, coshz
y senhz respectivamente. De manera analoga al caso de una variable real tenemos

Proposicion 4.5.10 Las funciones trigonométricas hiperbdlicas satisfacen Is siguientes propieda-
des:

d tanh
1. ¢ faniz = sech’z
d o
2. gdeoliz csch’z
z
d sech
3. asechiz —sechztanhz
d dzh
4. ez —cschzcothz
dz
Demostracion. Se deja como ejercicio. |

Funciones trigonométricas e hiperbdlicas inversas

Ya que las funciones trigonométricas e hiperbdlicas son periddicas, éstas no poseen una inversa
global, sin embargo, en aquellos puntos donde la derivada no sea nula tendremos, al menos
localmente, una funcion inversa.

Las inversas de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas se pueden describir en términos de
logaritmos, por lo que, dependiendo del problema, serd necesario elegir apropiadamente las ramas
de logaritmo que se utilizardn.

Para calcular la funcién inversa del seno procederemos de manera similar a lo que hicimos
cuando definimos la funcién logaritmo: dada w € C determinaremos aquellos puntos z que satisfacen
senw = z, es decir,

senw =z si, y solamente si, —, ¢
!

o equivalentemente, tenemos la ecuacién cuadratica en e
(e™)? —21ze"™ — 1 =0.
Resolviendo en ¢" obtenemos
e =1z+\1-722

Tomando logaritmo en ambos miembros de la ecuacién anterior tenemos la expresion

w = —1log (zzj: V1 —z2> )
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Asi, para obtener todas las soluciones de la ecuacidon senw = z debemos resolver las dos
ecuaciones

arcsen(z) = w = —ilog <zz—|— 1 _Zz)

arcsen(z) =w = —tlog (lZ— V1 —22)

respectivamente.
Como la funcién logaritmo es multivaluada, también lo es la funcién arco seno.
Como consecuencia de la definicion de logaritmo

log<zz—|— l—zz)zln‘zz+\/1—z2‘+z(arg(zz+ 1—z2)+27rn),
conne€Z,y —n < argf < w de donde, si w = arcsenz, se sigue que
arcsenz:(arg<12+ 1—22>—|—27rn>—zln‘zz+\/l—zz)

conneZy—n<argz < T.
Por otra parte, como

- L_f__Oz—vqt250z+wﬂiI?)_ —1
1z+vV1-22 z+vV1-22
—1
entonces In|————| = —1In|iz+ mh
iz+V1-722
Ademads
argz ' = —argz y arg(—z) = m4argz

por lo que, para cada z € C\ {0} tenemos que

-1
arg(iz—V1-22) = arg <>
( ) 1iz+V1—-z2?

1
1z4+V1—2?
= m—arg(iz+Vv1—2%)

moédulo 27n, con n € Z, de donde

log (zz— V1 —z2> = —ln‘tz—i— \/1—12’+l<—arg <1z+ 1—z2> +(2n—|—1)7r>

conn € Z.
Asi, para obtener la solucién de w = —ilog (ZZ —-V1 —zz) bastard multiplicar el renglén

anterior por —1, esto es:

arcsen(z) =w = — <arg (lz+ 1 —z2> +(2n+ 1)7r> +11n

17+ \/1—Z2’

conn € Zy—n <argz < . Como consecuencia de lo anterior tenemos que senw = z cuando

arcsen(z) = (arg (zz+ 1 —z2> +27rn> —1ln ’zz—i— V1 —12’
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o bien
arcsen(z) = — (arg (zz—l— 1 —zz> +(2n+ 1)7:) —&—zln‘zz—i— V1 _Zz‘

conn€Zy—m<argz<T.
De manera similar, si deseamos encontrar todas las soluciones de la ecuacién cosw = z, es decir

elW + e—lW

> ¢

implica que (e")? —2ze"™ + 1 = 0, luego entonces e’ = z++/72 — 1.
Tomando logaritmo en ambos miembros de la ecuacién, y multiplicando el resultado por —:
tenemos:

arccos(z) =w = —tlog(z+ V2 — 1),
0 equivalentemente
arccos(z) = w = —tlog(z+1v'1 —22).

Como el logaritmo es multivaluado, también lo es la relacién arco coseno, y procediendo de
manera andloga a la vista anteriormente, debemos considerar una rama de logaritmo para que la
funcién arco coseno quede bien definida.

Por ultimo,

senw 1 /e —e™W 1/e* —1
Z=tanw = =\ )=\
cosw 1\ eV e 1 \esW+1

Resolviendo esta ecuacién para e** tenemos

2w 1

e
de donde & =

Z=—=— = :
e 1’ 1—1z

es decir

1 1
arctanz = w = — log R si z# +1.
2 1—-1z

Como el logaritmo es una relaciéon multivaluada, también lo es la relacién arco tangente, de

donde
1 1
+ = |arg i +2nn|, newz,
2 1—1iz

1
arctanz = — In

1+1z
21

1—1z

donde —7 < argz < 7.
Ejemplo 23
1. Si consideramos arcsenz como una relaciéon multivaluada, la expresion
arcsenz = —tlog (lZ+ 1— ZZ>
nos dice que
arcsen(1) = —ilog(—14+/2)

Ahora bien, como

In|—1+2|

1
In \f2—1 =1In
| | 142

= —In|14+V2|



96

Capitulo 4. Funciones C-diferenciables

y arg(—14+/2) = 04 27n, entonces
log(—1+v2) = —In|1 + V2| +2n71, para n € Z.

Por otra parte, tenemos que In| — 1 —+/2| = In(1++/2) y arg(—1 —+/2) = 7+ 27n, entonces
log(—1 —v2) =In(14+v2)+(1+2n)7, con ne€Z

los nimeros (—1)"*'In(1 ++/2)| 4+ nx, con n € Z constituyen el conjunto de valores de
log(—1£+v/2).

Luego entonces, todos los valores posibles w tales que senw = 1 son de la forma

arcsen(t) =nm+1(—1)"In(1+v2), neZ.

. Si consideramos arccos z como una relaciéon multivaluada, la expresion

arccosz = —tlog (zi V1 —ZZ)
nos dice que
arccos(1) = —tlog(1 £ V2).

Si consideramos la expresién —zlog(1 4 v/2) tenemos:

—tlog(1+ \/H)
= —ilog (z(l—i—\ﬁ))
= — [ln|z(1+\f2)|+l[arg (l(1+\f2)>+27mﬂ
= —1 [ln|1—|—\ﬁ)]+l(g+27£n>]
_ <;+2n>n’—z<ln|l+ﬁ|>.

Procediendo de manera andloga con la otra rama de la raiz cuadrada tenemos que

—tlog(i—V112—1)
—tlog (z(l - \@))

= — {ln\z(l —V2)|+1 {arg (z(l —|—\f2)> —|—27rn“ .

Como
1

S TRk

entonces
1

Infi(1 —v2)|=1In l(H-\@)‘ = —In[i(1+V2)| = —In[1+V2].

Ademas
1 V4

arg ((1 - \6)1) = arg <M> = —arg (l(l +\6)) =5

entonces

1
arccos(1) = <2n 2) T+1 (ln|1 + \f2|) con n€Z.

Uniendo ambas expresiones tenemos que

<;+2n>n—z<lnl+\6\)

arccos(1) = con neZ.

<2n—;)n+z(ln1+\f2\)
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Para obtener funciones univaluadas debemos elegir una rama para la raiz de 1 — z> y una rama
de logaritmo, por ejemplo si elegimos la rama ++/1 — z? y la rama principal de logaritmo tenemos
que

arcsen(1) = —tlog (lz + \@) = —1log(—1+2),
y como

log(—1++v2) =In(v2—1) = —0.88137

arcsen(1) = —tIn(v2 — 1) = 0.88137..

De manera similar, eligiendo la rama v/z2 — 1 y la rama principal de logaritmo tenemos que
arccos(1) = —tlog (H— \az ) = —1log(1+vV—2)

comoln\z(l—i—ﬂ)\:1n]1+\@]&0.88137yarg<( —|—\f) —, asi
arccos(1) = 1.57079 — .88137..

Eligiendo ramas apropiadas para la funcién logaritmo, cuando esto es necesario, obtenemos
funciones univaluadas.

Asi, eligiendo una rama para la raiz cuadrada y la rama principal de la funcién logaritmo
tenemos que las inversas de las funciones trigonométricas estin dadas como:

arcsenz = —1log(iz

arccosz = —tlog

arctanz = —-log

arcsecz = —ilog

arccscz = —ilog (
z

1 <Z+l>
arctanz = —log| —
21 -1

Y como las funciones trigonométricas inversas son composicion de funciones C—diferenciables,
ellas son funciones C—diferenciables en sus respectivos dominios.

De las expresiones anteriores es facil obtener sus derivadas, mientras las dos primeras dependen
de los valores que se adoptan para las raices cuadradas, la tercera no depende de cémo se hace
univaluada, asi

d arcsenz B 1

dz V1=
darccosz _ 1

dz N V1i—=72
d arctanz _ 1

dz 14

Una notacién alternativa para la funcién inversa de arcsen es sen™!, para la de arccos es cos ™!

y para arctan es tan~ !
De manera similar, se pueden calcular las funciones hiperbdlicas inversas, y obtenemos
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Proposicion 4.5.11 Las funciones hiperbdlicas inversas satisfacen las siguientes relaciones:
1. arcsenh(z) = log(z + V1 +22)

2. arccosh(z) =log(z++vz+ 1vz—1)
1 l+z

3. tanh(z) = <1 P

arctanh(z) 5 0g<1_z>

Demostracion. Se deja como ejercicio deducir las férmulas anteriores. |

4.6 Funciones armoénicas

Las funciones arménicas de dos variables reales aparecen frecuentemente en la fisica como fun-
ciones potenciales de campos planos de vectores, y sus propiedades estdn sumamente relacionadas
con la teorfa de las funciones C—diferenciables. En la presente seccion daremos la definicién de fun-
cién armonica y sus propiedades mas elementales, y posteriormente, en el capitulo 9 estudiaremos
mas a fondo sus propiedades y aplicaciones.

Definicién 4.6.1 Sea Q C C un conjunto abierto, y sea u € €*(Q), es decir, una funcién
cuyas derivadas parciales de orden menor o igual a 2 existen y son contunuas para cada z € Q.
Definimos

%u  d%u

Au=2200
" 8x2+8y2

El operador u — Au se denomina el operador Laplaciano en C.
También se puede definir el operador

2%u
0707

Au =

El operador A€ se denomina el Laplaciano complejo.

Es inmediato de las definiciones de d/dzy d/dzZ que

. 1
Au = ZAu.
Ejemplo 24
1. Es claro que la funcién u : C — R definida como u(x,y) = 3x* +y? es de clase €2 y

A 9u N 0%u

U = =—5+-=

dxz  0dy?

= 6+2=8.

2. Consideremos ahora la funcién u : C — R definida como u(x,y) = x> —y?, claramente u es
de clase €%y

A d%u N d%u
U = =5+
dx*  dy?
= 2-2=0.
3. Siu:C\ {0} — R se define como u(z) = zZ, es facil ver que u es de clase €2 y
u

dz07

. d (d(z7)
- dz \ 0z
9z _
oz

Au =

1.
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Definicion 4.6.2 Sea Q C C un conjunto abierto, conexo y sea u : Q — R una funcién de clase
€?(Q). Diremos que u es una funcion arménica, o funcién potencial, en Q si el Laplaciano de
u es cero en Q, es decir:

2 2
Au(z) = <3XL; + 3;) (z) =0 paracada z€Q.

La ecuacion Au = 0 se llama la ecuacion de Laplace.

Ademds, es claro que la suma de dos funciones armoénicas es una funcién armoénica, y si se
multiplica una funcién arménica por una constante real se obtiene una funcién arménica. Como
consecuencia de esto, el conjunto de las funciones arménicas definidas en Q, dotado de la suma de
funciones, y el producto de funciones por escalares reales es un R-espacio vectorial.

Como consecuencia de las ecuaciones de Cauchy tenemos que las partes real e imaginaria de
una funcién holomorfa son armonicas, esto es:

Proposicion 4.6.1 Sea Q C C un conjunto abierto no vacio, y f : Q — C una funcién C—diferenciable
de clase €2 en Q, entonces u = Re f y v =Im f son funciones arménicas en Q.3

Demostracion. Como f es C—diferenciable y u € 6(Q), las funciones u y v al menos son de clase
% en Q, pero como una funcién C—diferenciable satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Uy =Vy Y Uy = —Vy.
Tenemos que ty, = Vyy, Uyy = —Vyy = —Vyy, Vyy = Uy Y Vax = —Uyy, de donde
Au =ty +tyy = Viy —Viy =0y Av = vy +Vyy = —ttyy + 1ty = 0.
Por lo que # y v son funciones arménicas en €. |

Ahora nos planteamos si el problema reciproco seré cierto: es decir, ;las funciones arménicas
son la parte real de alguna funcién C—diferenciable?

Un respuesta parcial estd dada en el siguiente resultado, aunque como veremos posteriormente,
una funcién arménica en una region €2 no necesariamente es la parte real de una funcién C—dife-
renciable definida en Q.

Proposicion 4.6.2 Sea Q C C un subconjunto abierto no vacio y sea u : Q — R una funcién
armoénica en €, entonces existe D un disco abierto contenido en € y una funcién v: D — R tal que
f =u+1ves C—diferenciable en D.

du du )
= —. Como u es armo-

aiyu q ax

Demostracion. Consideremos la diferencial pdx+ gdy con p = —

nica, p y ¢ tienen derivadas parciales continuas en Q y

dap ’u  d*u dq

ENRF il o N
Se sigue de célculo que la diferencial pdx+ gdy es localmente exacta.! En otras palabras, existe

un abierto D C Q y una funcién v : D — R tal que su diferencial es dv = pdx+ qdy, es decir, en D
tenemos

dv_ _ du o dv__du
ax PT79y Y 9y 79T o

luego entonces, como consecuencia del teorema de Lomann-Menchoof 4.3.4 la funcién f = u+ v
es C—diferenciable en D. [

3Pedir que f € €2(Q) es una condicién superflua, pues como mostraremos posteriormente en el capitulo 5, corolario
5.2.2, pagina 125, toda funcién C—diferenciable es de clase €.

IRecordamos que: una diferencial pdx+ gdy es localmente exacta en £ si es exacta en alguna vecindad de cada
punto en Q.
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Definicién 4.6.3 Si f: Q — C es una funcién C—diferenciable, entonces u =Re fyv=1Im f
reciben el nombre de armonicas conjugadas.

Ejemplo 25 Si f(z) = 42> — 31z = 4(x+1y)? — 31(x+1y) = (4x* — 4y + 3y) +1(8xy — 3x), entonces
u(x,y) = 4x> —4y? + 3y, v(x,y) = 8xy — 3x.
Puesto que u y v satisfacen la ecuacién de Laplace, # y v son arménicas conjugadas.

Proposicion 4.6.3 Si Q C C es un conjunto abierto conexo y vy, va : Q — C son dos funciones
armonicas conjugadas de la funcién arménica u : Q — C entonces v; — v, es una constante.

Demostracion. Como las funciones f; =u+1wv; y f» = u+1v; son C—diferenciables en Q, entonces
la diferencia g = f| — f» = 0+1(v; — v;) es C—diferenciable en Q.
Aplicando las ecuaciones de Cauchy-Riemann a la funcién g tenemos que

d(vi —w) 0y d(vi —w) _o
dx dy )
Y como Q es conexo tenemos que v; — v, s una constante. [ |

A continuacién mostramos algunos ejemplos de funciones armoénicas.
Ejemplo 26

1. Las funciones arménicas més simples son las funciones lineales u(x,y) = ax+ by + ¢ con
a,b,ceR
Es fécil ver esto ya que uy, = uy, = 0, de donde Au = 0, asi, u es armonica.

2. La funcién u(re'®) = r*cosn@ es arménica en C para cada n € N,
Si z € C se expresa en coordenadas polares como z = re'® conr >0y 0 € [0,27) como con-
secuencia del teorema de D’Moivre, 7" = r"*(cosn6 +1senn@), de donde Re 7" = r" cosn6 =
u(re'?). Como la funcién f(z) = 7" es C—diferenciable, entonces u = Re f es arménica.

3. Sean {a,}y {b,} dos sucesiones de niimeros reales, si

1
limsup~/a, + b, N

entonces la serie trigonométrica

R>0,

ap+ Z (aycosn6 + b, senn)r" 4.3)

n=1

define una funcién arménica en B(0, R).
Seaz = re'?, si ¢, = a, — b, entonces

' = (an—1iby)r'"e™®
(an —1by)(r" cosn@ +1r' sennf)

= (aycosn6 +b,senn6)r" +1(a,senn6 — b, cosn6)r"

oo

Asi, Re ¢,7" = (ay,cosnb + b, senn@)r". Como la serie ) ¢,z" = f(z) define una funcién
n=0

holomorfa si

1 1
o limsup /|c,|  limsup {/|a, + by|

concluimos que la serie dada en la ecuacién (4.3) define una funcién arménica en B(0,R).
4. La funcién log |z| es arménica en Q@ = C\ {0}, pero no posee funcién arménica conjugada
en dicho abierto.
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Para mostrar que u(z) = log|z| es arménica en Q serd suficiente mostrar que u que satisface
la ecuacién de Laplace. Como u(x,y) = In+/x2 +y? entonces

*u  d%u
Au(x,y) = <8x2+8yZ> (xay)
P —x2 2—y?

(227 " g2

Por otra parte, u no puede tener una armonica conjugada en Q. Para ver esto, consideremos el
abierto Qo = C\ {z € R;z < 0}, la funcion identidad en Qy, que denotaremos 1q,, nunca es
nula en el conjunto simplemente conexo £, como consecuencia del corolario 6.1.4, pagina
154, que estudiaremos posteriormente, existe una funciéon holomorfa g : Q¢ — C tal que
lg,(z) = exp(g(z)), en esta rama, podemos tomar la funcién logaritmo principal

log(z) =1In|z| +1argz.

Si u(z) = log|z| tuviera arménica conjugada en €, existiria una funcién arménicav: Q — R
tal que f = u + v seria holomorfa en Q, y en particular, en €. Por ende, v y argz serfan
armoénicas conjugadas de u |q, . Como € es conexo, por la proposicion 4.6.3 las funciones
vy argz difieren por una constante, asi v serfa discontinua en cada punto de la semirrecta
{z € R;z < 0}, lo cual contradice el hecho que v € €(Q).

Observacion 7 Es decir, una funcién arménica en Q no necesariamente es la parte real de una
funcién holomorfa en Q.

Proposicion 4.6.4 Si u: Q — R es una funcién armdnica, entonces

du Jdu
== —1= 4.4
fl)=5-~135 5 (4.4)
es una funcién C—diferenciable.
. . y du du
Demostracion. Si escribimos U = —, V = —— tenemos
ox dy
ou 9u B 0%u A4
ox  odx2  9yr 9y’
wo_ P _ v
dy  dxdy  dx’
Como consecuencia del teorema de Looman Menchoff 4.3.4, pdgina 70, tenemos que f es una
funcién C—diferenciable en Q. |

Lo anterior es la forma mds natural de pasar de funciones arménicas a funciones C—diferenciables.
Dada la parte real (o imaginaria) de una funcién C—diferenciable, la otra se puede determinar
salvo una constante aditiva arbitraria.

Ejemplo 27

La funcién u(x,y) = x> —y?> +xy es arménica en C y podemos determinar su arménica conjugada
como sigue:
1. Calculando las derivadas parciales de primer y segundo orden tenemos que:

uy = 2x+y, uy, = —=2y+x,
Uy = 2, Uy = -2,
de donde Au = 0, asi u es armoénica en C.

2. Como v, = u, = 2x +y, entonces

2
V(x,y)=/uxdyz/(2x+y)dy=2xy+y5+g(X)-
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3. Por otra parte v, = 2y +g'(x) = vy = —u, = 2y —x, de donde g'(x) = —x.
2
4. Asig(x) = —% +c.
5. De donde
2 2

x
v(x,y) = —?+%+2xy+c.

6. Como x = % yy= Z2;Z’ haciendo el cambio de variables tenemos que
!

0 = (5 -(5) () (%)
1
2

e = () () () ()

1 1
= —Z (Zz+22) - 5 (22 22) +c
7. Por lo que
l
u(z,2)+w(z,2) =2° — 522 +c.

8. La funcién f(z) = (1 —1/2)z> + ¢ = u(z,Z) +1v(z,Z), con ¢ constante es C—diferenciable.

De manera general, dada una funcién u arménica en un abierto conexo Q C C, conocemos las
derivadas parciales de su arménica conjugada v a través de las condiciones de Cauchy-Riemann
cuando ésta exista, de manera que el cdlculo de primitivas de funciones reales de una variable real
0, equivalentemente, el cdlculo de las funciones potenciales de la forma diferencial

—uy(x,y)dx+uc(x,y)dy

nos lleva, en casos sencillos al menos, a expresiones explicitas para la funcién v (salvo constantes
aditivas). Este procedimiento es ficilmente “automatizable", y resulta cémodo llevarlo a cabo
mediante programas de cdlculo simbdlico como Maple, Mathematica, Matlab, Scilab, wxMaxima.*

Téngase en cuenta que los programas de cdlculo numérico, como los antes citados, no pro-
porcionan constantes de integracion. Ademds, el nimero de funciones cuyas primitivas se pueden
calcular “explicitamente” es limitado.

Proposicién 4.6.5 La composicién de una funcién C—diferenciable de clase €% con una funcién
armonica es una funcién arménica, esto es, si Q,Q, C C son abiertos, f : Q; — C es una funcién
C—diferenciable de clase €2 en Q; con Q) CQryg:Q — R es una funcién arménica,
entonces go f : Q; — R es una funcién armoénica.

Demostracion. Sean u =Re fy v =1Im f, entonces

go f(x,y) = g(u(x,y),v(x,y)).

Aplicando la regla de la cadena

d(gof) dgdu  dgdv

“ax  udx  dvox
deos) _ asou ogon
dy  Judy IJvady

Derivando nuevamente con respecto a la variable x tenemos

4Scilab y wxMaxima son aplicaciones basadas en la filosofia de Open Source, Scilab tiene un lenguaje de programa-
cion similar a Matlab,mientras que el lenguaje de programacion de wxMaxima es similar al de Maple.
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az(gof) = %@+ag82 +872g % 2+2 82g auav_FLZg @ :
o0x2  Judx®2  Jdvoxr  Jdu? \odx ovou ) dxodx 2 \adx)

De manera andloga

9%(go f) dgd*u dgd*v g <8u>2+2< 9%g ) dudv g (8v>2.

7 oudy avay a2 \dy vau) aydy v \ 9y

Luego entonces

d%(go d%(go
Agof) = (8gx2f)+ (agy2f)

_dg (Pu o) dg (d%v I
T ou\dx? ' 9y? v \ox2 ' 9y?
o [(any (] e[y (v’
8u dx dy ovZ |\ dx dy
42 2%g 8u8v+@@
ovou) \dxdx dydy)’

Como consecuencia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann se tiene que

() () - () ()

y
dudv dudv_Fu Pu_ v P
oxdx dydy 9x2  dy2  9xr dyr
de donde
ou\® [ou\’ 12
seon)=se|(5) +(5) ] ~ (AP
Como g es arménica Ag = 0, de donde A(go f) = 0. |

Basados en la ecuacién (4.4) tenemos la 1 —forma diferencial

du du du du
dz = dx+—=—d dx+ =—d 4.5
fdz (aeray) (a +ay) (4.5)
En esta expresion la parte real es la diferencial de u,
du du
du = —dx+ =—dy.
u B X+ Iy y
Si u tiene a v como su armdnica conjugada, entonces la parte imaginaria puede escribirse como
dv dv du du
dv=—=—dx+ s—dy=—=—dx+ =—d
R HPT TN T R Y

En general, no hay una funcién conjugada tnica, y en estas circunstancias es mejor no utilizar
la notacion dv. En su lugar escribiremos

du du

la cual se denomina la diferencial conjugada de du. Como consecuencia de la ecuacion (4.5)
tenemos

fdz=du+1xdu. 4.7)
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4.7 Ejercicios

1.

11.

12.

13.

14.

15.

Utilice la definicién de derivada para demostrar directamente que, si f(z) = — entonces
Z

(@)= —iz para z # 0.
Utilice la (feﬁnicién de derivada para demostrar directamente la proposicién 4.3.1, pagina 67,
si f:Q — C es una funciéon C—diferenciable en Q, entonces f es continua en Q.

Verifique que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen para las funciones f(z) = z

yfz)=2.

2

. Demuestre que una funcion C—diferenciable no puede tener médulo constante a menos que

sea constante.

. Demuestre que f es C—diferenciable en Q C C si, y solamente si f* : Q* — C definida como

f*(z) = f(z) es C—diferenciable, donde Q* = {z € C;z € Q}.
Si Q = Q*, observe que Q es simétrico con respecto al eje real. Concluya que g: Q — C
definida como g(z) = f(z) — f*(z) es C—diferenciable.

. Obtenga las partes real e imaginaria de las siguientes funciones, y verifique que, en sus

respectivos dominios, satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

a) f(Z)ZiJ_ri'
b) f(z) =Z—1-
Z

. Demuestre la proposicién 4.3.8 usando primeramente la definicion de C—diferenciable y

posteriormente el criterio de Carathéodory dado en la proposicion 4.3.7.
Demuestre que no hay funciones holomorfas f = u -+ con u(x,y) = x> + .

. Si f: C— C es una funcién C—diferenciable de la forma f(x+1y) = u(x)+wv(y), demuestre

que f es un polinomio de primer grado en z.

Sea Q C C abierto conexo, si f: Q — C es una funciéon C—diferenciable y Re f = u es
constante, demuestre que f es constante. Similarmente, si Im f = v es constante, entonces f
es constante.

Sea Q C C abierto conexo, si f : Q — C es una funcion C—diferenciable y, en cada punto
z € Q se tiene que f(z) =00 f'(z) = 0, demuestre que f es constante. Sugerencia: considere
la funcién f2(z).

Sea Q C C un conjunto abierto y conexo, zg € Q, y sean fy g dos funciones C—diferenciables
en zo, con g'(zo) # 0. Demuestre o refute el siguiente enunciado:

o f@) _ f@)

=ug(z)  &(z0)

Regla de L’Hopital Sean fy g dos funciones C—diferenciables en un abierto conexo Q,
20 € Q y supongamos que f(zo) = g(z0) = 0, pero g'(zo) # 0. Demuestre que
/
o £ f@)

=2 g(z)  8'(20)

Calcule, si existen, los siguientes limites:
6
. +1
a) lim——-.
=i 72+ 1
1 —cosz
)
1 —cosz

b) lim
z—0

¢) lim .
—0 senz?

1 —cosz

d) lim——.
z—0 Senzg

. 1—cosz

e) lim —
=0 Sen<z

cosz—1
Iim —————
f) z—0 zz
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Sea f: C — C la funcién definida como

2

S z#0
fla)=4 *
0 si z=0

. d . . 0 .
Demuestre que, si zg = 0, entonces —f = 1. A continuacién demuestre que —f =—1si

d dz
z=x(141) con x # 0. Concluya de aql);l’ que no existe f’(0). Verifique que, a pesar de esto,
se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el origen.

Demuestre que f’(z) no existe en ningdn punto para
a) f(z)=z—2z
b) f(Z) — eRezeImz'
¢ Qué puede decir de la funcién f(z) = zz?
Definamos D = {z € C; |z| < 1}, y para w € D definamos la funcién f,, : D — C como
fw(Z) = 1W_WZZ-
Demuestre los siguientes enunciados:
a) f, transforma el disco unitario en si mismo.
b) f, es C— diferenciable en .
¢) f, intercambia los puntos O y w.
d) Si |z =1, entonces |f,,(z)| = 1.
e) fw:DD— D es biyectiva.
Sean U, V subconjuntos abiertos de C, f:U — V, g: V — C funciones diferenciables,
defina i : U — C como h = go f. Demuestre la regla de la cadena:

n_3gaf agaT | ah_3gaf 9gd]

9z dfdz 9fdz 1 9z afdz  af oz
Seaz=x+1y € Q C C\ {0}, f: Q — C una funcién C—diferenciable en Q. Supongamos
que Re f = u, Im f = v, y consideremos el cambio de coordenadas

x=rcos@, y=rsen6.

Demuestre que

I _ M ot P send, 2 = P rien + 2 rcos

3, = 9, % 7y sen®, o = —5 rse ayrcos .
y que

av 8v av av av av

5 = 35 sG—i—a—ysenG, 58 = arsene—i-a—yrcose

Deduzca de aqui las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar.

Si Q C C es un conjunto abierto conexo, zp € Q y suponiendo que la funcién f(z) =
u(z) +1v(z) estd definida en una vecindad U C Q del punto zg = roe'® y que las primeras
derivadas parciales de u y v con respecto a r y 0 existen en U. Si esas derivadas parciales son
continuas en zq y satisfacen la forma polar

au dv  du dv
ar 22,
"or — 96" 96 or
en 70, demuestre que f7(zo) existe.
Sea Q C C un abierto conexo, y f : Q — C una funcién C— diferenciable, con f(x+1y) =
u(x,y) +w(x,y). Si existen constantes reales a, b, y ¢ no todas cero tales que au(x,y) +

bv(x,y) = c. Demuestre que f es constante en Q. ;La conclusion continta siendo vélida si
a, by c son nimeros complejos, no todos reales?



106 Capitulo 4. Funciones C-diferenciables

23. Sean Q = {z € C;Rez > 1}, y f: Q — C una funcién C—diferenciable. Suponga ademds
que

du dv

—+=—=0 Q.

Ix + Iy en
Demuestre que existen una constante real ¢ y una constante compleja d tal que f(z) = 1cz+d
para cada z en Q.

24. Sean Q C C un conjunto abierto conexo y f : Q — C una funcién C—diferenciable de orden
al menos n+ 1 en Q. Suponga que f"**1) (la (n+ 1)—ésima derivada de f) existe y es
idénticamente cero en Q. Demuestre que f es un polinomio de grado a lo mas n.

25. Sea Q C C un conjunto abierto conexo, f : £ — C una funcién C—diferenciable de segundo
orden en Q. Demuestre que

N 1e flz+h)=2f(z)+ f(z—h)
f(z) = lim 12 '
h#0
26. Demuestre que sobre la circunferencia z = re'?, se tiene que
|etz| — efrsene
27. Verifique que las funciones hiperbdlicas satisfacen las siguientes relaciones:
coshz =cos(iz) y senhz= —isen(iz)
respectivamente. Muestre que las funciones son real valuadas para valores reales de la variable
z y utilice los teoremas de adicién para obtener las partes real e imaginaria de estas funciones.

28. Describa la imagen del conjunto C\ {0} bajo la funcién y/z definida en la rama principal de
la funcién logaritmo {z € C; —m < argz < 7}.

29. Demuestre que si w € R, entonces |z"| = |z]".

30. Exhiba z,w € C tales que |2"| # |z|"].

31. Resuelvacosz=1/2,ysenz=1+1.

32. Utilice el hecho que ¢ = cosz+1senz y las identidades

elZ _"_ e*lZ elZ _ e*lZ
COsg=———, senz=— —
para demostrar las siguientes identidades trigonométricas:
a) sen(2z) = 2senzcosz.
b) cos(2z) = cos?>z —sen’z.
b4
c) sen <z+ 5) = COSZ.
b4
d) sen (Z— 5) = —Cosz.
e) |senz|? = sen®x+senh?y.
f) |cosz|?> = cos?x+ senh?y.
g) tan(z+m) =tanz.
33. Demuestre que

d tanz 2
= SeC™ Z.
dz

d cotz 2
= —cscz.
dz

dsecz

p dz
d) esex _ —csczeotz.
dz
d arcsenz 1
e) = .
dz 1—22

a)

b)

c)

= secztanz.
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34.

35.

36.
37.

38.
39.

40.
41.

42.

43.
44.

45.

d arctanhz 1
) = iz
Demuestre la proposicién 4.5.9
a) senh(—z) = —senhz, cosh(—z) = coshz.

b) cosh?z—senh?z = 1.
¢) senh(z; +z2) = senhz; coshzy + coshz; senhz;.
d) cosh(zj +z2) = coshz; coshzy 4 senhz; senhz,.
e) senhz = senhxcosy-icoshxseny.
f) coshz = coshxcosy+isenhxseny.
g) |senhz|? = senh?x 4 sen?y.
h) |coshz|? = senh?x + cos?y.
donde z = x +1y.
Demuestre la proposicion 4.5.10, para los valores de z donde las expresiones tengan sentido:

d tanh
a) amz _ sech?z.
d dzth
b) comz _ —csch?z.
d dzh
c) Seent _ sechztanhz.
d th
d) esehz _ —cschzcothz.
dz

1
Demuestre que arcsenz +arccosz = —T+ 27wn paran € Z.

Deduzca las expresiones correspondientes para las funciones hiperbdlicas inversas arcsenh,
arccosh y arctanh que aparecen en la proposicion 4.5.11.

Z
Sean log y , /~ dos ramas cualesquiera de las funciones logaritmo y raiz cuadrada respectiva-

mente. Demuestre que si z # 0, 1, entonces

<1 1+lz> |
cot | —log =—.
1 1—1iz Z

Encuentre todas las funciones holomorfas f = u+ 1w tales que u(x,y) = x> —y°.

Sea Q C C un conjunto abierto y conexo que no contiene al origen, y supéngase que la
funcién f;Q — C es C—diferenciable en Q. Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
coordenadas polares y suponiendo la continuidad de las derivadas parciales, demuestre que
la funcién u(r, 0) satisface en Q la forma polar de la ecuacion de Laplace, a saber,

1
Demuestre que arccothz = arctanh () .

2u 19du 1 du

o2 T rartrae =0

Determine si cada una de las siguientes funciones u(x,y) son arménicas en algiin dominio y
encuentre de ser posible, para cada una de ellas, una conjugada arménica v(x,y).

a) u(x,y) =e ¥ (xseny—ycosy).

b) u(x,y) =2x(1—y).

o) u(x,y) =2xy+3xy*—2y°.
Resuelva la ecuacién diferencial parcial Au = x> — y?.
Sea Q C C un conjunto abierto y conexo, suponga que en € la funcién v es arménica
conjugada de u y a su vez u es arménica conjugada de v. Demuestre que u y v son constantes
en Q.
Suponga que Q C C es un abierto conexo tal que, z € Q < 7 € Q. Demuestre que las
funciones u(z) y u(z) son simultineamente arménicas en Q.






5.1

En este capitulo veremos que la generalizacién inmediata de una integral real a los ndmeros
complejos es definir la integral de una funcién compleja sobre una curva. Este concepto nos
permitird estudiar una serie de propiedades fundamentales en el andlisis de funciones de una variable
compleja, las cuales son muy complicadas de demostrar sin el uso de la integracién compleja,
propiedades mediante las cuales iniciaremos la distincion fundamental entre los funciones real
valuadas de variable real y las funciones holomorfas. Estos resultados son el objetivo principal de
este libro.

Algunas de las propiedades fundamentales que estudiaremos en el presente capitulo son:

= LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY: Si f es C—diferenciable en el interior y sobre la

circunferencia y(¢) = a+¢*™ con 0 <t < 1, entonces

1 1@

2m Jyz—a

dz = f(a).

Esta formula constituye la pieza fundamental de las funciones holomorfas, y esencialmente
nos dice que el valor promedio de una funcién C—diferenciable sobre una circunferencia es
igual al valor de la funcién en el centro de la circunferencia.

= TODA FUNCION C—DIFERENCIABLE ES INFINITAMENTE C—DIFERENCIABLE.

= TODA FUNCION C—DIFERENCIABLE ES HOLOMORFA.

Es posible demostrar que una funcién C—diferenciable es holomorfa sin utilizar integracién a
lo largo de curvas, aunque las demostraciones suelen ser mas complicadas, R. L. Plunket demostré
la continuidad de la derivada en A fopological proof of the continuity of the derivate of a function
of a complex variable. Bull. Amer. Math. Soc. 65, (1959); 1-4. Mientras que E.H. Connel y P.
Porcelli demostraron la existencia de todas las derivadas en A proof of the power series expansion
without Cauchy’s formula. Bull. Amer. Math. Soc. 67, (1961); 177-181. Ambos articulos basan sus
demostraciones en una demostracion topoldgica del teorema de la aplicacidn abierta, pues éste se
encuentra muy relacionado con la estructura de las funciones holomorfas, segtin demuestra Stoilow,
cuya disertacion puede encontrarse en el libro de C. T. Whyburn Topological analysis, 2nd ed.
Princeton. 1964.

Integracion Compleja

Como mencionamos anteriormente, las demostraciones cldsicas donde se prueba que las
funciones C—diferenciables son holomorfas se basan en la integracién a lo largo de curvas, por lo
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cual iniciamos la presente seccioén recordando algunas definiciones y propiedades fundamentales
de curvas e integracion.

Definicion 5.1.1 Una curva o trayectoria en una regiéon Q C C., es una funcién continua
Y : [a,b] — Q, para algin intervalo [a,b] C R, con interior no vacio, es decir a < b.

Los puntos y(a), y(b) se denominan los extremos de la curva, y(a) se denomina el punto
inicial, y y(b) se denomina el punto final. También se suele decir que ¥ inicia en ¥(a) y termina
en y(b).

Dados xg, x; € Ce, diremos que la curva ¥ : [a,b] — C. une xp con x; si: y(a) = xp y
7(b) = x1. En este caso también decimos que ¥ es una curva de xg a x;.

1.

Diremos que Y es una curva cerrada si y(a) = y(b). Si xo = y(a) = y(b), también decimos
que Y es un lazo en xy.
Diremos que ¥ es una curva simple si ¥ es una funcién inyectiva, esto es, si s,t € [a,b]

con s # ¢, entonces Y(s) # Y(1).

. Diremos que ¥ es una curva cerrada simple si s,t € (a,b) con s # t, entonces Y(s) # Y(t)

y ¥(a) = y(b). Una curva cerrada simple también se denomina curva de Jordan.
Decimos que ¥ es una curva suave (o curva lisa) si

(1) = lim v+ h})l — ()

existe para cadaz € [a,b] y 7: [a,b] — C es continua.

. Se dice que Y es una curva suave por partes (o curva lisa por partes) si Yy es continua y

existe una particiéon a =ty < t; < ... < t, = b del intervalo I = [a, D], tal que Y es suave
sobre cada subintervalo [t;_1,#;], con 1 < j < n.

Denotamos la imagen de la curva y como im(y), o ¥([a,b]), esto es im(y) = {y(1);t €
[a,b]}. La imagen de y también se denomina la traza, o soporte de la curva.

. Dada la curva y en X, definimos la curva inversa de Y, que se denota —7 (o también

Y1) como —y: [a,b] — X, dada por —y(t) = y(b+a—t). Note que —y(a) = y(b),
—y(b) = y(a), y ademds im(—7y) = im(y). La curva inversa de 7y es la curva que recorre
la traza de 7 en sentido opuesto.

Siy :[ai,bi] = X, 7 : [az, ba] — X son dos curvas tales que el punto inicial de 9, coincide
con el punto final de 7, esto es, y»(az) = ¥1(b1), definimos la curva y = ¥, + 9> como
sigue:

}/:[a,b]—>X, con a=ay, b=b+by—ay,

’}/1(t) si a<t<b,
) =
Y(t+ar—b1) si by <t<bi+by—a.
Como Y (by +az —b1) = p(az) = y1(b1), esta funcidn estd bien definida y es continua.
Nétese que im(y1 + 72) = im(y1) Uim()»), esta curva se obtiene recorriendo primero y; y
posteriormente ;.

Observe que, en el inciso 8, la contiuidad de ¥ en B es consecuencia del lema del empaste.
Recordamos que una funcién ¥ : [a,b] — C tiene derivada J(¢) para cada punto ¢ € [a,b] si

WD Y0

h—0 h

existe para a < t < by los limites laterales derecho e izquierdo existen parat = ay t = b respecti-
vamente. Por supuesto, esto es equivalente a pedir que las curvas real valuadas Rey e Im y tengan
derivada.

Ademds, una curva cerrada simple es homeomorfa a una circunferencia, esto es, hay una funcién
biyectiva y bicontinua de una curva en la circunferencia. Como una circunferencia separa el plano
en una region acotada, llamada el interior de la curva y otra no acotada, el exterior de la curva, esta
propiedad se hereda a las curvas de Jordan.
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Y(tn)
Y(tn-1)

(%)

h, 4 P Z”FI t’fl

T T T

Figura 5.1: Curva suave por partes

Teorema 5.1.1 — Teorema de la curva de Jordan. Si y: [a,b] — C es una curva cerrada sim-
ple, el complemento de Y es la unién de dos conjuntos abiertos conexos mutuamente excluyentes,
y cada punto de 7y es un punto frontera de cada dominio. Uno de los dominios determinado por ¥
es acotado, y se denomina el interior de la curva, el otro, es no acotado, y se denomina el exterior
de la curva.

Para mas informacidn sobre este resultado puede consultar (Dugundgi, 1978, Chap. XVII, §Thm.
5.4 pg. 362), o bien, (Munkres, 2000, Chap. 10 §63, pg. 390).

Exterior

Figura 5.2: Curva de Jordan

Podemos notar que, si ¥ es una curva suave por partes en £, entonces —7 también lo es. Si y;
y 7% son curvas suaves por partes en £, y el punto final de y; coincide con el punto inicial de 75,
entonces Y| + 7» €s una curva suave por partes.

Definicion 5.1.2 Sean v : [ax,br] — Cw, k = 1,2 dos curvas en C., diremos que > es una
reparametrizacion de 7, (o que J» se obtiene de y; por medio de una reparametrizacién), si
existe una funcion continua, suprayectiva, y estrictamente creciente 4 : [az,by] — [a1,b] tal que
N oh= Y.

Ejemplo 28

1. Siy :[0,27] — C se define como 7;(t) = e’ y 1 : [0, 1] — C se define como p(t) = ™
entonces }» es una reparametrizacion de 7y pues, si 4 : [0,1] — [0,27] estd dada como
h(t) = 2mt, entonces

(noh)(t) = n(h(r)) = n(2me) = ™ = p(1).

2. Dados z9, z1 € C, z0 # 21, si %1 : [0,1] — C se define como % (t) =zo+1(z1—20) y % :
[0,1/2] — C se define como 1 (t) = zo +2t(z1 —z0) entonces ¥, es una reparametrizacion
de 71 yaque, sih:[0,1/2] — [0,1] estd dada como h(t) = 2t, entonces

(11 o) (1) = 71 (h(t) = 11 (21) = 20+ 21(21 — 20) = 12(0)-



112 Capitulo 5. Teorema de Cauchy

En este caso im(y;) = im(7). Si X es un subconjunto abierto de C, y si J; son curvas suaves
por partes, se pedird adicionalmente que /4 sea diferenciable.

Definicion 5.1.3 Sean a,b € R, con a < b. Diremos que una funcién ¥ : [a,b] — C, es de
variacion acotada si existe un nimero real positivo M tal que para toda particién

P={a=tn<h<..<ty,=>b}

del intervalo cerrado [a,b] se tiene que la variacién de y respecto a la particién &2, que denotare-
mos V(y; &) es:

v(y, ) = kzl 7(t0) = Y{ter)| < M.

La variacion total de y, que denotamos V() se define como
v(y) =sup{v(y; &); & es una particién del intervalo [a,b]}.
Es facil ver que, si ¥ es de variacion acotada, entonces Rey e Im Y son de variacién acotada y
reciprocamente.
Definicion 5.1.4 Diremos que ¥ es una curva rectificable si la variacion total de 7 es finita, es
decir,
v(y) = sup{v(y; &); & es una particion del intervalo [a,b]} < co.
Cuando sea necesario escribiremos v2(y) con el fin de hacer énfasis en el intervalo donde se
define la curva 7.
Ejemplo 29

1. Un poligono regular de n lados, tales como un tridngulo equildtero, un cuadrado, un penta-
gono, un hexagono son ejemplos de curvas rectificables.

2. La curva de Koch es un ejemplo de curva no rectificable de longitud infinita, que encierra un
drea finita!.

VAN

PBi B2
B3 Ba

Figura 5.3: Porcién del proceso de construccién de la curva de Koch

Para construir ésta curva, consideremos un tridngulo equildtero cuyo lado es una unidad.
Dividimos cada lado en tres partes iguales de longitud 1/3. En cada uno de los lados,
sustituimos el segmento central por dos segmentos de tamafo idéntico formando un diente
como se muestra en el primer cuadro de la figura 5.3 en la iteraciéon n = 1. Obtenemos asi

1
una curva poligonal 3| de longitud 3-4- <3> = 4. Repetimos la operacién (n = 2) con

IKoch, H. Von. Sur une courbe continue sans tangente, obtenue par une construction géometrique élémentaire. Arkiv
for Matematik Astronomi och Fysik 1, 1904, 681-704.
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cada uno de los cuatro nuevos segmentos de cada uno de los “lados”. Obtendremos asi la

1 16
curva 9, de longitud 3 - 42 7)=3 La iteracién indefinida nos proporciona la isla de
Koch o copo de nieve de Koch. En la n—ésima iteracion la curva estard formada por 3 - 4n

4n
trozos, de perimetro ——. La curva de Koch resulta del paso al limite de la sucesion de

curvas poligonales 33,,. Cuando n tiende a infinito la longitud de esta curva ‘Pn serd

n

’}ggolongitud(mn) = 11rr01o T =

En la figura 5.3 se muestra el proceso hasta la cuarta iteracion.

Proposicion 5.1.2 1. Si y: [a,b] — Cesrectificabley & ={a =1ty <t; <...<t, =b} es
una particion del intervalo [a,b], entonces

Z Vi, (v
2. Sin, 7 : [a,b] — C son rectificables y o, f € C, entonces ay; + 7 : [a,b] — C dada por

(an+Br)() :==oan(t)+Br(t)

también es rectificable y

vian +Bn) <lafv(n)+[B|v(r)-

Demostracion. La primera propiedad es consecuencia inmediata de la definicién y del hecho que
si Zy &' son dos particiones de [a, b] tales que & C & entonces V(y;, &) < v(y, &).

Y1) = V(6 n)
Y(o) =) V()

Figura 5.4: Si &2 C &' entonces v(y, &) < v(y; ).

Para la segunda parte, si & = {a =1y <t < ... <t, = b} es una particion del intervalo [a, b],
entonces

(ngE

vien+Bp) = (o +Bp) () — (an +Br) (k1)

~
I
=

Il
(agE

[(an (t) — on (1)) + (Br(t) — Bra(t-1))|

~
Il
_

(1) — an ()| + Y 1Ba(e) — Bralter)]

k=1

= Ia\Zm ) = Y1 (tk—1 \+|ﬁ\ZWz t) — P (tc-1)|
=1

IA
(agE

-
Il
—_

IN

|0¢|V(% )+ Blv(r:2).
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Proposicion 5.1.3 Si y: [a,b] — C es una curva suave por partes, entonces Y es rectificable y

/ |7(2)|dt,

dond t
onde 711) = 7 (1)
Demostracion. Sea & ={a=1ty <t <...<t, = b} una particién del intervalo |a,b] y suponga-
mos que Y(¢) estd definida para cada t € [t;,fx11],y k=1,...,m — 1, entonces
m o
v(,?) = ZWfk Yt 1|—Z t y(t)dt
—1 1/ f%—1
n
< Z/ (0)|dt = / 76 dr.
k=1"t-1
La desigualdad anterior implica que
b .
< [ 1ito)lar 5.1)
a

y en particular Y es rectificable.

Ahora, como ¥ es continua en el compacto [a,b], entonces es uniformemente continua y asf,
para todo € > 0 existe 6; > 0 tal que |s — | < 8; implica que |}(s) — ¥(¢)| < €. Sea &, > 0 tal que
si la norma de la particion || 22| := max{|tx —tx_1|;k=1,...,m} < &, entonces,

<E.

[T S
a k=1

donde Ty es cualquier punto en [fx_1,%]. Se sigue que

A

b

/’}/(Z)’dl‘ > 8+Z’}’Tk tk—[kl _g_|_Z
‘ k=1
8+Z +Z

Tk
/ Tk)dt
Tr—1
/ ¥(¢)dt

Si||Z2|| < 8 =min{&;,d,} entonces |y(1) — J(¢)| < € para cada r € [t;_1,#]. Como conse-
cuencia del teorema fundamental del calculo

IN

))dt

b m
/W(t)!dt < 8+Zetk—tk1 Z V(1)

a k=1 k=1

= et+elb—a)+v(r,?) <e(l+b—a)+V(y)
Cuando € — 0" tenemos que

b

[ 1 < v(). 52)
Luego entonces,
b .
= [ 1#te)lar.
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Definicion 5.1.5 Sea y: [a,b] — C una curva suave, la longitud de arco de y se define como:

(= [ 1ol = [\ serar

La longitud de arco también es independiente de la parametrizacion.

Corolario 5.1.1 Si 7,71, 7 son curvas suaves por partes definidas en Q, entonces

(n+rn)=Ln)+Lr) vy L=y =)

Ejemplo 30

1. Si y(t) = exp(it), cont € [0,27], es una parametrizacion del circulo unitario, entonces

2r 2r
oy) = / sen?t 4 cos? tdt = dt =2m.
0 0

2. Sizp,21 € C, el segmento de recta que une a zo con z; es la curva ¥ : [0, 1] — C definida por
y(t) = (1 —1t)zo+1z1, y su longitud de arco es |zo — z1|-
Desde luego, lo que deseamos hacer es generalizar la integral de linea real al caso complejo, es
decir, deseamos que esta integral siga siendo independiente de las reparametrizaciones y que sea
C—lineal, para lo cual daremos la siguiente definicién:

Definicion 5.1.6 Sea Q C C un conjunto abierto no vacio, ¥ : [a,b] — Q una curva suave en Q,
y f: Q — C una funcién C—valuada, y continua definida en Q. Se define la integral de linea a

lo largo de v, 1a cual denotamos / fdz o simplemente / f, por la férmula:
Y Y

b
[ raz= [ sy

Nuevamente, podemos escribir la funcién continua f en términos de sus partes real e imaginaria
como f(z) = u(z) +1v(z), con u,v funciones R—valuadas definidas en Q, y y(r) = x(¢t) + 1y(¢),
entonces

F@)y(e) = [u(y()) +w(y(0)][EE) + ()]

de donde
fraz = [ [tat060 2~ vtxor) 220 a

suf [u<x<t>,y<r>>dy(” +v<x<r>,y<t>>dx(’)] a,

dt

la cual resulta mas facil de recordar si escribimos formalmente

/yfdz:/ab[udx—vdy}+1/ab[udy+vdx]

o bien

/yfdz—/ab[w'c—vy]—i—t/ab[uy—i-vx]dt.

Desde luego, atin debemos verificar que, con esta definicidn, se extienden las propiedades de
la integral de linea, y que la integral, en este caso, resulta C—lineal. Y si y es una curva de zp a

71, podemos preguntarnos si [ f depende, o no, de la curva 7. En esta seccidn trataremos de dar

Y
respuesta a estas preguntas, pero antes veremos algunos ejemplos.
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Ejemplo 31

1. Evaluemos ahora / ¢°dz, donde y(t) = e, con t € [0,7/2]. En este caso
Y

i
/éﬂ _ /2ﬂm
b4 0

T

= /2 e(COSTHISent) | (_gent + 1cost)dt
0

= /2 —e“![cos(sent) - sent + sen(sent) - cost|dt
T

+ 1/2 —e“'[sen(sent) - sent — cos(sent) - cost]dt

= ¢™'cos(sent)|, x/2 +ze°°s’sen(sent)]g/2

= €

/2
cost+zsent‘ / = —e.

2. Ahora evaluaremos /fdz, donde f(z) = (z—a)~L,y y(t) = re*™ +a, cont € [0,n],n € N.
Y

Tenemos

1 n 1 "
/ dZ:/ 2—-27rr1t-e2m[dt:27'[l/ dt =2mnau.
yz—a o (re*™ +a)—a 0

Esta férmula posteriormente nos serd muy util. A continuacién veremos que la integral no depende
de la reparametrizacion de la curva, esto es:

Proposicion 5.1.4 Sea y: [a,b] — C una curva suave. Si 0 : [¢,d] — C es una repametrizacién de
¥, entonces

L=/

para toda funcién continua f definida sobre un conjunto abierto que contenga a la imagen de la
curva .

Demostracion. Como o es una reparametrizacion de 7, existe una funcién & : [¢,d] — [a,b],
continua, diferenciable y creciente tal que o(¢) = (yoh)(t). Si s = h(t), entonces

d d
| remswar = [ sirome)mnanna

b
= [ reons)ds = /y f.

Proposicién 5.1.5 Sea Q C C un conjunto abierto, no vacio, f,g : Q — C funciones continuas, A
una constante compleja, y sean ¥,y; y 7 curvas suaves, tales que el punto final de ¥; coincide con
el punto inicial de 7. Entonces:

/y?tf /I/f
/f+g /f+/g~
] -

SRS
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Demostracion. (1) Si f =u+1v, conu,v: Q — R funciones R-valuadas, continuas definidas en Q,
A=AL+12 €C, con } € R, y y(t) = x(t) + wy(t), con t € [a,b] C R, entonces:
Af = (Mu—2Av)+1(A4 v+ Au), de donde

b b
/6 Af = / (At — Aav)k — (v + Aou)3)dr +1 / (At — Agv)y + (Arv + Agu)idr

a a

b b b b
— A / (wk —v§)dt — 2 / (uy+ vi)dt +1 </11 / (uy -+ vi)dt + Ao / (w‘c—vy')dt)

- A/abf.

(2)Si f=u; +1vy, g =uy+1vy, Y como antes, entonces:

b b
/G(f—i—g) _ /[(u1+u2)X—(v1+vz)y]dt+l/ [(u1 + 42)y -+ (v +v2)idt
b b b b
_ / 1% — viy)di +1 / [+ vidld + [ [zt —vayldr +1 / U2y + vai]dt

A

(3) Si f'y yson como en el inciso (1), entonces —y(¢) = y(b+a —t), y como consecuencia de la
regla de la cadena

d(=y)(@) _dy@)d(b—1) _ _dy(r)

dt dt dt dt ’
dedonde,sis=b+a—t:

/ / y(b+a—1))y(b+a—t)(— / f(y /f

(4) Finalmente, sea f como en el inciso (1), y considere las curvas ¥ (¢) = x1(¢) +1y1 (), sit € [a, D]
y 1a(t) = x2(t) +1y2(t), sit € [b,c], con y1(b) = 1»(a). Entonces:

[re 1 = [smemoars [ roao)mo
b

b c c
_ / (w1 — vi1 )t + 1 / (s vin )i+ [ (i = via)di + /h (w2 + viia)dt

b c b c
_ / (w1 — vy )i + / (w2 — vy2)dt +1 < / (ur + vier )dr + / (uy2+vxz)dt>.
a b a b

Como estamos integrando funciones real valuadas, tenemos que

b c c
/ (k) —vyl)dt—i-/ (uxz—vyz)dt:/ (ux — vy)dt
a b a
y que
b c c
/ (uy1+vx1)dt—|—/b (uyz—i—vxz)dt:/ (uy — vx)dt

donde x(t) = x;(t) sit € [a,b] y x(t) = x2(t) sit € [b,c], procedemos en forma andloga para y(t).
De donde:

Jr b=t

como deseabamos mostrar. [ |
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Definicién 5.1.7 Sea 7 : [a,b] — Q una curva suave por partes, con a = ap < a; < ... < a, = b,
una particién de [a,b] tal que Y = ¥4 ,4,.,) €5 SUave para k = 0,...,n — 1. Definimos /fdz
Y

como

n—1
/yfdzzkzz)/ykfdz.

Podemos notar, como consecuencia de la proposicion anterior, que el valor de la integral de f a
lo largo de ¥ no depende de la particién utilizada.
La siguiente propiedad nos permite obtener una estimacién del valor de las integrales.

Proposicion 5.1.6 Si Q C C es un conjunto abierto no vacioy y: [a,b] — Q es una curva suave
por partes en Q, f una funcién continua, tal que existe una constante real M > 0 con |f(z)| <M
para toda z € im(Y), entonces

Lfﬁwﬂ

En forma mds general tenemos:

Afgémmu

donde, por definicion,

[istia = [ ol

Demostracion. Como / f= / S (y(t))y(t)dt entonces

/v (1)) dt

= /If DIt \dz</Myy )|dt = Me(y)
(v(t))| < M paratoda t € [a,b). -

t)dt| <

pues, por hipétesis,

Teorema 5.1.7 — Teorema fundamental del cdlculo para integrales de linea. Si 7 :
[a,b] — Q es una curva suave por partes, y f es una funcién C—diferenciable definida en un
abierto Q C C, entonces

| @dz= ) = (rta))
En particular, si ¥ es una curva cerrada, es decir, y(a) = y(b), entonces

Af@mzu

Demostracion. Si f es C-diferenciable, entonces
() = u(t) +v(2),
con u,v : [a,b] — R diferenciables, y

d(f(¥(t))) _ du dv
pramie i QRS OF
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de donde
b d bd
/ﬂ@az %Hyflm
Y

a

d
Aplicando el teorema fundamental del célculo a las funciones reales de variable real d—l:, di‘t)’
tenemos
b du b dy
’ Edt—u(b)—u(a), y ; d—dt—v(b)—v(a),

y como

(u(b) —u(a)) +1(v(b) —v(a)) = f(v(b)) — f((a))
podemos concluir que

| @z = 1) = 1 (xta)

|

Corolario 5.1.2 Si f: C — C es una funcién polinomial, y ¥ es cualquier curva cerrada en C,
suave por partes, entonces

Afza

Ejemplo 32

Sizg=1, 71 =¢€* paraalgin a € (0,7), y es el segmento que une zg con z1, y f(z) = 1/z,
dlogz 1

sabemos que , donde log estd definido en la rama principal, {z € C;—n < argz < 7}.

Z
Como log(z;) =1a, y log(1) = 0, entonces /f =10.
Y

Definiciéon 5.1.8 Sean a,b,c,d € R tales que a < b, ¢ < d. El conjunto
=la,b] x[c,d]={z€C;a<Rez<b, c¢<Imz<d}

se denomina rectdngulo cerrado.

El interior del rectangulo R, el cual estd dado por {z € C; a <Rez< b, y c <Imz<d},
se denomina rectdngulo abierto.

Los puntos vi = a+1c,vy = b+1c,v3 = b+1d,v4 = a+1d se denominan los vértices del
rectdngulo R.

Proposicion 5.1.8 — Version compleja del teorema de Green. Si Q es un subconjunto abierto
no vacio en C, R un rectdngulo cerrado contenido en Q y f : Q — C es una funcién de clase ¢! en
Q, entonces

af 1
//Ra—zdxdy—z/(mfdz.

Demostracion. SiR = {x+1y € C; x € [a,b] y € [c,d]} es un rectdngulo cerrado contenido en
Q, con vértices vi =a+1c, vo =b+1c,v3 =b-+1d,y v4 = a—+1d, los lados de R, se pueden
parametrizar como ¥; (t) =t +1c,cona <t < b, (t) =b+ut,conc <t <d,y(t) =b+a—t+1d,
cona<t<byu(t)=d+c—tconc<t<d.Pordefinicién

// ~ dxdy 2//( +t>ﬂ@
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va=a-+1d 1 v3i=b+1d
Yay R 0 v
vi=a+ic N vo=b+ic

Figura 5.5: Rectangulo cerrado en Q

Como

[[Gawr = [([FLas)a=[voar-rwena= [ sz [ s

de manera similar obtenemos:

//Rgicdxdy——z</y2fdz+ VAfdz>.

Sumando las integrales anteriores obtenemos:

of 1 & 1
—dxdy = = dz = — dz.
//Raz e 2; s 2z/aRf ¢

Corolario 5.1.3 Si f € €' (Q), y f es C-diferenciable en Q, entonces para cada rectangulo cerrado
R C Q tenemos

fdz=0.
JR

Demostracion. Si f es C-diferenciable, entonces d f /dZ = 0, como consecuencia de la proposicién
anterior 5.1.8, tenemos [, fdz =0. [ |

Este teorema es cierto en el caso en que f sea una funcién holomorfa.

A diferencia del corolario 5.1.3, el siguiente resultado no pide que la funcién f sea de cla-
se €', y es un resultado que juega un papel fundamental en nuestro estudio de las funciones
C—diferenciables, en particular, nos permitird ver que estas funciones son holomorfas.

Teorema 5.1.9 — Teorema de Cauchy-Goursat. Si Q es un conjunto abierto en C, y f es
una funcién C—diferenciable definida en Q entonces, para cualquier rectangulo cerrado R C Q,

fdz=0.
JR

Demostracion. Consideremos un rectangulo cerrado R = {x+ 1y € C;a <x < b,c <y <d}
contenido en Q, donde a,b,c,d € R, cona < by c < d,y denotemos por vy, k =1, ...,4 los vértices
deR,estoesvi =a+ic;va=b+1c,v3=b+1dyvs =a+ 1d, y tomemos los siguientes puntos
auxiliares:

1 1

1
Vo = Z(v1 +va+vitvg), wi= E(Vl +v2), wr= 5("24“’3)7

1 1
w3 = §(V3+V4), wyq = E(Vl +ws)
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Esto es, vy es el centro del rectangulo R, y los puntos wy son los puntos medios de cada uno de los
lados de R.

Dividamos R en cuatro rectdngulos cerrados Ry, R, R3 y R4, donde R tiene vértices vy, wy, vy y
wy; los vértices de Ry son wi,va, Wy Yy vo; R3 tiene vértices vo, wy, v3, w3, y finalmente, los vértices
de R4 son wy,vo, w3 y v4, en este orden, por lo cual cada dRy, se recorre en sentido levégiro, como
muestra la figura 5.6.

Como consecuencia de la proposicién 5.1.5, tenemos que

/(mfdzzé/amfdz.

V4 w3 V3
R4 R;
\ v
Wy 0 w2
A
R Ry
V] w1 - 12

Figura 5.6: Rectdngulos cerrados en Q

Denotemos por

A= /azefdz

entonces

.
A l;l/akadz /akadz

En particular, existe v; € {1,2,3,4} tal que

/ fdz
IRy,

1
Ademds, ((dRy,) = Eé(&R), y el didmetro de Ry, es la mitad del didmetro de R, es decir:

Y

)

k=1

Y

1
A.

>
=4

diam(Ry,) = 3 diam(R). De manera similar a la anterior, ahora dividamos Ry, en cuatro rectangulos

Ry, y, con u =1,...,4, introduciendo el centro, y los puntos medios de los lados de Ry, , tenemos

4
fdz= / fdz,
/RV1 !;1 IRvi p

luego entonces, existe v2 € {1,2,3,4} tal que

1
/ fdz| > 1 '/ fdz
IRy, vy IRy,

ademas,

1
2 EA’

1 1
UORy, ) = 5UIRy) = 35(IR),

1 1
diam(dRy, v,) = Ediam(ﬁva) = ?diam(aR).

Iterando este proceso, encontramos una sucesion de rectdngulos cerrados {Ry, v,
que satisfacen las siguientes propiedades:

v, 1 ke N}

3ty
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L. RV|,V2-,--»,V1<‘,V1<+1 CRV1,V2,--»7V1<7

1
2‘ g(ava,Vz,.‘.,Vk) - ?K(QR),

. .
3. diam(Ry, v,,..v,) = 2% diam(R), y

1
4. fdz| > —A.
IRy, vy 4

El inciso (1) nos dice que tenemos una sucesion

{va,vz,...,vk : k S N}
de compactos anidados, aunado esto al inciso (3) tenemos que existe un unico punto ¢ € R tal que

ﬂ Ry, vyv = {06}

keN

Definimos € : Q — C, por €(z) = f(z) — [f (&) + f'(a)(z— a)].
Como f es una funcién C—diferenciable en Q, entonces € es C—diferenciable en Q, y €(a) =0.
Asi

tim £ _ g € ZE(@)

—oz—0 I—o — O

=0.

Por tanto, dada € > 0 existe § > 0 tal que 0 < |z — &| < & implica |e(z)| < €|z — &].
Como f(a)+ (z— o) f'(a) es un polinomio en la variable z, como consecuencia del corolario
anterior 5.1.3,

| se)+ G- =o.
IRy, v,

Vi

Luego entonces

J,

Por otra parte, como lim diam(Ry, v,....v,) = 0, existe k € N suficientemente grande, tal que
o V2,

diam(Ry, v,...v,) < 6. En particular |z — a| < 8, si z € Ry, v,,....v,. De aqui se deduce que

/ fdz| = ‘/ edz
(9va ava

Ve Vi Ve Vie

edz = / fdz.
v d

V2V Ryyvy.v

1

A=

. 1 . 1
< ediam(Ry, v, v, ) {(Rv, v,...v,) = € 7% diam(R) ?K(R),

es decir, A < € diam(R) £(dR).
Como € es arbitraria, entonces A = 0. [ |

Para poder aplicar este teorema necesitamos una versiéon mds fuerte.

Teorema 5.1.10 Si Q es un conjunto abierto en C, f una funcién C—valuada y continua en €,
70 € Q,y f es C—diferenciable en Q\ {zo}, entonces para cualquier rectdngulo cerrado R C Q

fdz=0.
JdR

Demostracion. Si zo ¢ R, aplicamos el teorema anterior. Si zo € dR, sea R, un rectangulo cerrado
contenido en el interior de R, y cuyos vértices convergen a R cuando € — 0.
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V4 P V3
~ — el
V47,g V37g

A
Vie V2.e
P — ~
Vi g Vo

Figura 5.7: R — R cuando € — 0

Como f es continua en Q y R es compacto, entonces f es uniformemente continua en R, luego
entonces

lim fdz:/ fdz.
JdR

£—=0J0R,

Pero, como consecuencia del teorema de Cauchy-Goursat / fdz =0, de donde / fdz=0.
JR; JdR

Finalmente, supongamos que zo es un punto en el interior del rectdngulo R, esto es zg €
(a,b) x (c,d), digamos zo = a+1f3. Sea R; el rectdngulo con vértices vi = a+1c, w; = a +1c,
wo = +1dyva=a-+1d, Ry el rectdngulo con vértices wy,vy =b+1c, v3 = b+1d, wy, como se
muestra en la figura 5.8.

V4 wo V3

\4 Rl R2 1
¢20 = O+ IB

Vi wi - V2

Figura 5.8: El punto zj en el interior del rectingulo R

Entonces
[ raz=[ fazt | rde
JdR JR; JR
Como zg9 € IRy y zo € dR», en el caso anterior mostramos que fdz=0, para k = 1,2, de
IR,
donde

/()RdeZ/aledz—i-/aszdz:O.

5.2 Elteorema de Cauchy para rectdngulos

A partir de este momento, y a menos que se especifique lo contrario, si R es un rectingulo
cerrado, su frontera dR, se recorrerd en sentido levdgiro.

Lema 5.2.1 Si R es un rectangulo cerrado en C, y zo € R\ dR es un punto en el interior de R,
entonces

1
/ dz =2m.
JRZ—20
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Demostracion. Dado t € [0,1], existe un tinico p(¢) tal que, en la frontera de R, tenemos el punto
20+ p(t)e*™". Consideremos la curva suave por partes r(t) = zo + p(t)e*™!. Entonces

1 1 1 dp(t)ezmt 1p/(t) 1
dz — / dt = / dt / 21d
/<9RZ—ZO < o p(r)e2 dt o p(r) + 0 !

In(p(1)) —In(p(0)) + 21 = 271

donde el logaritmo es el logaritmo real de un nimero positivo, y como p(0) = p(1), entonces
In(p(1)) — In(p(0)) =0. -

Teorema 5.2.1 — Teorema de Cauchy para rectangulos. Si Q C C es abierto no vacio,
f : Q — C una funcién C—diferenciable en Q, R C Q un rectangulo cerrado, zo un punto en el
interior de R, entonces

f(z0) = L i@

= dz.
2w Jor 2— 20

Demostracion. Para z € Q, la funcién

f@) = fl) 7€ Q\ {2},
(pf(z): Z—20

1 (z0) si z=20.

dada en la proposicion 4.3.7, pagina 72, es continua en Q, y C—diferenciable en Q\ {zo}, asi como

consecuencia del teorema 5.1.10 y el lema 5.2.1, se tiene / Qrdz=0,y
JdR

¢ordz = Mdz: f(z)dz—f(zo)/ dz
JR JdR Z—20 JRZT—20 JRZT—20
= LZ)dz—ZMf(m),
JdRT—20
de donde f(z9) = L /@) dz. [ |

271 Jor 2— 20

Teorema 5.2.2 Si Q C C es un abierto no vacio, y f es una funciéon C—diferenciable en €,
entonces f es holomorfa en Q, es decir, dado zg € Q, existe r > 0, la cual depende de zp y Q, y
existe una sucesion de nimeros complejos {c, } tal que

Y calz—20)"
n=0

converge a f(z) para toda z tal que |z — zo| < -

Demostracion. Sea zp € Q,y sea R C Q un rectdngulo cerrado tal que zp € R\ JR, y tomemos
r > 0 tal que B(zo,r), la bola cerrada con centro en zo y radio r esté contenida en el interior del
rectdngulo R. Como consecuencia del teorema de Cauchy para rectdngulos tenemos:

flw) = L &dz.

S 2miJorz—w

Por otra parte

1 1 w—20 ! 1 & [(w—2)\"
= <1— > = Z( ) st [w—2z0| <|z—20].
I—=w -2 Z—20 2—20 =\ 2—20
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Siw € B(zo,r) y z € dR, entonces |w —z9| < T|z—2zp], con 0 < T < 1,y T solo depende de ry
R. Luego entonces

) = 50 [ FO L S0

27 Jor * (z—z0)"+!

y como la serie converge uniformemente para w € B(zo,7), y z € dR, podemos intercambiar la
suma con la integral, de donde

z—129)

fw) = 217”;</8R(_f<z>n+1dz> (w—z0)",

I f(2)
27” dR (z—z0)"*!
Es decir, toda funcién C dlferen01able es holomorfa. [ |

o equivalentemente f(w Z cn(w—120)", conc, =

En vista de esto, los conceptos C—diferenciable, holomorfo y C—analitico, son equivalentes

y los usaremos indistintamente a partir de este momento. Més adn, como f(z) Z cn(z—20)",

1
entonces ¢, = l f () (z0), y el valor ¢ es independiente de R, ademds la identidad

=Y culz—2)",
n=0

se satisface para |z — z9| < p, donde p es el radio de convergencia de la serie.
Corolario 5.2.1 Si f € €'(Q),y df/dZ=0en Q, entonces f es holomorfa.

No podemos suprimir la condicién df/dz = 0, pues como sabemos, la funcién f(z) =z €
€'(Q) y f no es holomorfa.

Corolario 5.2.2 Toda funciéon C—diferenciable en Q es infinitamente C—diferenciable.
Corolario 5.2.3 Si f: Q — C es C—diferenciable, entonces f(z) Z cn(z—20)", si|z—z0| < p,

donde p es la distancia del punto z a la frontera de Q, esto es, p d(z0,0Q) Recuerde que
d(z0,9Q) = min{d(z0,w) € R; o € IQ}.

Corolario 5.2.4 Si Q C C es abierto no vacio, f : Q — C una funcién holomorfa en Q, R C Qun

rectangulo cerrado, y zo un punto en el interior de R, entonces (k) 20 ( ) dz.
g Y 20 p y f ( ) 27” faR (Z Z())k_H
Demostracién. Como mencionamos anteriormente f*)(z9) = klcy = K I3 f(2) d [
211 7R (7 — z9)kH!

Teorema 5.2.3 — Teorema de Morera. Si Q C C es un abierto no vacio, f: Q — C es una
funcién continua en Q, y si / fdz =0 para todo rectangulo cerrado R C Q, entonces f es
JdR

holomorfa en Q.

Demostracion. Dado zo = a+1p € Q, consideremos r > 0 tal que B = B(zp,7) C Q.

Siz € B(z0,R), es de laformaz=x+1y, (x,y € R), sean 7/ = x+ lﬁ y Y% =%+ 7%, donde 7
es el segmento de recta que une 7o con 7', y % es el segmento que une 7’ con z, los cuales podemos
parametrizar como: y;(t) =1+ 1, cont € [a,x]; y %2(t) =x+ 17 cont € [B,y] respectivamente.

Definimos F(z) = / fw)dw.

Y
Si h # 0 es un nimero real tal que z+ th € B(zp,r), entonces
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ct=nNn+Pr

Figura 5.9: El teorema de Morera

(Z—Hh h/f

donde A es el segmento de recta que une z con el punto z + 14, por ende, A(t) = x+1t, con
y<t<y-+h,yA(t) =1 Entonces

F(z+ih)—F +h
(Z+l}3 (Z):;/y) Flx+at)dt.

De donde, para cada z € B(zo,r) tenemos

m
8y h—0 h

Por otra parte, si 7/ = o+ 1y, y I, es la curva I'; + 17, donde Iy es el segmento de recta que
une zo con 7”, y I'; el segmento que une 7’ con z, si & # 0 es un nimero real suficientemente
pequefio, entonces:

(z+h h/f

donde L es el segmento de recta que une z con el punto z+ h, por ende, A(t) =t + 1y, con
x<t<x+hy L(t) =1, y procediendo de manera similar a la realizada en el pérrafo anterior,
tenemos

Afirmamos que:

L=/

Six=# ayy# P,y consideramos el rectdngulo R con vértices zg, 7/, z, 7", su frontera JR, esta

dada por ¥, —I';, y por hipétesis / f =0, luego entonces:
JdR
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Ozékﬁjéf—ﬁj-

Por otra parte, si x = o, entonces 7 =z y 7/ = z, de donde

[r= oo for=]= 7

ya que z()z se reduce a un punto y por tanto _, f=0.
Z()Z

_>
Andlogamente, como 7”7 se reduce a un punto / f= / f.

Cuando y = 8 se procede de manera similar a la anterior, de donde / fw)dz = / f(w)dw.

Como las derivadas parciales dF /dx = f, y dF/dy = 1 f, existen, son continuas y satis-
facen las ecuaciones de Cauchy-Riemann JF /dx = f = —i(1f) = —1(dF /dy), entonces F es
C-diferenciable en z, para cada z € B(zo,r), y como zp es un punto arbitrario de Q, y por la
proposicién 4.3.3 F es holomorfa en Q. |

Como consecuencia del teorema fundamental del calculo, si tenemos una funcién holomorfa F,

definida en un abierto conexo no vacio Q C C, tal que F’ = f, entonces / fdz =0 para cualquier
Y
curva cerrada, suave por partes contenida en Q. Reciprocamente, el resultado anterior nos dice que,
si f satisface la condicion / f =0, para cualquier rectdngulo cerrado contenido en €2, entonces f
R

es holomorfa, lo cual proporciona otra caracterizacion de las funciones holomorfas.
En otras palabras, hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 5.2.4 — Caracterizaciéon de funciones holomorfas. Sean Q C C un conjunto
abierto conexo, y f : Q — C una funcién continua, entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:
1. La funcién f es C—diferenciable en Q.
2. La funcién f tiene derivadas parciales en cada punto de €, y se satisfacen las ecuaciones
de Cauchy Riemann en cada punto Q.
3. Para cada rectangulo cerrado R C Q se tiene que

[ f@ac=o.
JdR
4. Para cada rectangulo cerrado R C Q se tiene que

Ui(9)

R E—2z

fl2) = dg

para cada punto z en el interior de R.
5. La funcién f admite un desarrollo en serie de potencias alrededor de cada punto z € Q.

Demostracion. En el capitulo 4 demostramos en la proposicién 4.3.2 que 1 = 2, y del teorema de
Looman-Menchof 4.3.4 se tiene que 2 = 1.

En el presente capitulo, demostramos el teorema de Cauchy-Goursat 5.1.9, el cual nos dice que
1 = 3 y también el teorema de Morera 5.2.3 que nos da el reciproco del teorema de Cauchy-Goursat,
es decir, 3=1.

También demostramos el teorema de Cauchy para rectingulos 5.2.1 por lo que 1 = 4.

Como consecuencia del teorema de Cauchy para rectdngulos 5.2.1 obtenemos en el teorema
5.2.2 que nos dice que toda funcién C—diferenciable es holomorfa.

Por otra parte, en la proposicion 4.3.12 demostramos que toda funcién holomorfa es C—dife-
renciable.
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Finalmente, el teorema de Cauchy para rectingulos implica que toda funcién diferenciable es
holomorfa. |

Definicion 5.2.1 Sea Q C C un conjunto abierto, no vacio, f una funcién holomorfa en Q. Una
primitiva de f sobre Q es una funcién F, holomorfa en Q, cuya derivada es f, es decir, F' = f.

Como consecuencia de que toda funcién holomorfa admite un desarrollo en serie de potencias,
tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 5.2.5 Si ) c,(z—z0)" converge a f(z) en la bola abierta con centro en zo y radio r,
n=0
B(zo,r), entonces f tiene una primitiva en B(zo,r).

oo

. c .
Demostracion. Definamos F(z) = Z ;’ 1 (z—2z0)""!, claramente F’ = f y como consecuencia
n
n=0
del corolario 4.3.4, el radio de convergencia de F' coincide con el de f. Por tanto, F' es una primitiva
de f en B(zo,r). [

Proposicion 5.2.6 Sea Q C C un conjunto abierto, conexo, y sea f una funcién holomorfa en Q.
Si F y G son dos primitivas de f en Q, entonces F — G es constante por la proposicion 4.3.11.

Demostracion. Como F y G son primitivas de f en Q, entonces (F —G)' =F' -G = f— f =0,
y como Q2 es conexo, tenemos que la funcién F' — G es constante. |

Consecuencias del teorema de Cauchy

En la presente seccidn, analizaremos el comportamiento de las funciones holomorfas, en
particular veremos como ciertas condiciones locales determinan el comportamiento global de la
funcién.

El siguiente resultado es uno de los principales teoremas sobre la convergencia de funciones
C—diferenciables, este teorema fue formulado por Karl Weierstrass aproximadamente en 1860.

Teorema 5.3.1 — Teorema de Weierstrass de convergencia de funciones C—diferenciables|
Sea Q C C un conjunto abierto conexo, y sea { f,,} una sucesién de funciones C—diferenciables
definidas en Q. Si { f,,} converge uniformemente a f sobre cada disco cerrado contenido en €,
entonces f es C—diferenciable. Ademads, ,}glc}o f, = f' puntualmente sobre Q y uniformemente

sobre cualquier disco cerrado contenido en Q.
Andlogamente, si {g;} es una sucesién de funciones C—diferenciables definidas sobre un

abierto conexo Q C C, y si g(z) = ) gk(z) converge uniformemente sobre cada disco cerrado
n=1

contenido en Q, entonces g es C—diferenciable en Qy ¢'(z) = Y g (z) puntualmente sobre Q y
k=1

uniformemente sobre cualquier disco cerrado contenido en €.

La demostracion del teorema de convergencia de funciones C—diferenciables depende del
teorema de Morera 5.2.3 y del teorema de Cauchy para rectdngulos 5.2.1, que estudiamos en la
seccion anterior. Para la demostracion de este teorema requeriremos ademds del siguiente lema.

Lema 5.3.1 Sea Q C C un subconjunto abierto conexo, y: [0,1] — Q una curvaen Qy sea { f,}
una sucesion de funciones continuas definidas en ([0, 1]) las cuales convergen uniformemente a f
en Y(]0, 1]). Entonces
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Andlogamente, si {g, } es una sucesion de funciones continuas definidas en ([0, 1]) tales que

oo

Y gn converge uniformemente sobre ([0, 1]), entonces

n=1
/(Zgn> dz= Z/gndz.
Y \n=1 n=177

Demostracion. Como consecuencia del Criterio de Cauchy para convergencia uniforme, se sigue
que la funcién f es continua, por tanto, integrable. Dado € > 0, podemos elegir N = N(¢) € N tal
que sin > N entonces |f,(z) — f(z)| < €/4(y) para toda z € ([0, 1]).

Entonces, como consecuencia de la proposicion 5.1.6,

—\/y(fn—ﬂ\s/y‘rfn—fudzke-

La segunda afirmacidon es consecuencia de la primera, aplicando el resultado a la sucesién de
sumas parciales. |

A continuacién presentamos la demostracion del teorema de convergencia de funciones
C—diferenciables.

Demostracion. Basta demostrar la primera parte. Sean zo € Q y r > 0 tales que B(zo,7) C Q,
como { f, } converge uniformemente a f sobre B(zo,r), entonces f es continua sobre B(zp,r). Sea

Y cualquier curva cerrada en B(zp,r). Como f, es C—diferenciable, entonces / f.=0. Como

consecuencia del lema anterior 5.3.1, se tiene que lim / o= / f, de donde / f=0. Asi, porel
Y Y Y

teorema de Morera 5.2.3 f es C—diferenciable en B(zo,r).

Debemos demostrar que f, converge uniformemente a f’ en conjuntos cerrados. Para hacer
esto, usaremos del teorema de Cauchy 5.2.1. Sea r > 0 tal que B(zp,r) C Q, y sea p > r tal que la
circunferencia con centro zg y radio p, ¥ = z0 + pe*™, con t € [0, 1] esté contenida en Q.

Para cada z € B(zo,r), como consecuencia del teorema de Cauchy 5.2.1, pagina 124, tenemos

/ n / 1
0= [ F5hat v ro=g [ L

Por hipétesis la sucesion { f,, } converge uniformemente a f sobre el disco cerrado B(zg,p) C Q.
Entonces, dada € > 0, podemos elegir N = N(€) € N tal que si n > N entones | f,(z) — f(z)| < &€

sobre ¥([0,1]). Ademas,
fa(8
27 / dC‘

Como |§ —zo| = p y z € B(zo,r), entonces |§ —z| > p —r. Por lo cual, si n > N, se tiene que

@)~ @)=

1 € ep
/ _ / < o E — .
1D~ 1'QN S gD = 5oy
Como p y r son constantes fijas independientes de z € B(zo,r), tenemos que f, converge uniforme-
mente a f’ sobre discos cerrados. |

Un resultado que nos habla del comportamiento especial de las funciones holomorfas es el
siguiente:

Teorema 5.3.2 — Principio de continuacién andlitica. Sea Q un subconjunto abierto, conexo,
no vacio de C, y sea f : Q — C una funcién holomorfa. Si existe un subconjunto abierto no vacio
U contenido en Q tal que f(z) = 0 para cada z € U, entonces f(z) = 0 para toda z € Q.
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Demostracion. Paran > 1 denotemos por /) la n—ésima derivada de f,y f(©) = f, y denotemos
por E, el conjunto de puntos z € Q cuya n—ésima derivada es cero, esto es,
E,={zeQ; f"(z) = 0}, y definimos E = () En-
n>0
Queremos demostrar que E = Q, para lo cual demostraremos que E es un conjunto no vacio,

cerrado y abierto en , y como  es conexo, entonces E debe coincidir con Q.

Como f(z) =0 paratoda z € U # 0, entonces U C E, por ende, E # 0.

Como £ es continua, y E, es la imagen inversa de un punto, que en particular es un conjunto
cerrado, entonces E, es un conjunto cerrado. Por otra parte, como la interseccién arbitraria de
conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, entonces £ es un conjunto cerrado en Q.

Ahora demostraremos que E es abierto, sea zo € E, como f es holomorfa en Q, existe r >0y

una sucesioén de nimeros complejos {c, } tales que f(z) = Z cn(z—20)", paratoda z € B(zo,r) y
n=0

como toda funcion holomorfa es diferenciable tenemos

oo

PR =Y nn=1)-(n—k+ Dea(z—20)"",
n=0

% (20)
k!
toda k > 0, por lo que f(z) = 0 para toda z € B(zo,r), es decir B(zo,r) C E. Por tanto, E es abierto.

Como E es abierto, cerrado y no vacio en un conjunto conexo, entonces £ = €, y por tanto,

f=0enQ. |

donde ¢, = . Como zj € E, entonces f¥) (z0) = 0 para toda k > 0, de donde ¢, = 0 para

Definicion 5.3.1 — Serie de Taylor. Sea Q C C un abierto no vacio, f una funcién holomorfa
en Q,y zo € Q. La serie

z—2z0)"

i}f(ﬂ)(z())(

n!
se denomina la serie de Taylor de f en z.

Como consecuencia del principio de continuacién analitica, teorema 5.3.2, pagina 129, tenemos
que la serie de Taylor de f en zg converge a f en una vecindad de zg, ademds de que es la tnica
serie ch (z—2z0)" con esta propiedad.

Ejemplo 33

1. Consideremos la funcién f(z) = (1 —z)~!, claramente f es holomorfa en C\ {1}, en parti-
cular en el punto zo = 0. Por lo que, podemos obtener la serie de Taylor de f en zg = 0.
Como f(z) = (1 —z)~!, podemos ver que f'(z) = (1 —z) 72, y en general, la n—ésima deri-
vada de f estd dada como £ (z) = n!(1—z)~**1) por tanto, f")(0) = n! los coeficientes
de la serie de Taylor de f estan dados como ¢, = f")(0) =n! = 1, paran > 0.

Luego entonces la serie de Taylor de f alrededor del punto zop = 0 estd dada por la serie

oo

geométrica: Z 7", la cual tiene radio de convergencia r = 1.
n=0
2. Como consecuencia de esto, la serie de Taylor de la funcién g(z) = (1 —z)~? alrededor

de zp = 0 estd dada como Z nzZ"!, pues f(z) = (1—2z)~', implica que f'(z) = —(1 —
n=1

) H(=1)=(1-2)"2=¢(2).

3. Consideremos ahora la funcion,

log(z+1) =1In|z+1|+rarg(z+1),
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con —7 < arg(z+ 1) < m, en particular zo = 0 estd en el dominio de analiticidad de la funcién
log(z+1).
dl 1
Como oglz+ )
dz z+
(7 l)n—l

(n—1)!
. (_l)n 1 (_1)n—1
z0 = 0 estdn dados por ¢p =log(1) =0,y ¢, = 1! /n! = ————_ Por tanto, la
n—1)! n
) ) L) (_l)n—l ; )
serie de Taylor de log(z+ 1) alrededor de zp = 0 estd dada por Z ————2", y la serie
n

n=1

I entonces la n—ésima derivada de log(z+ 1) estd dada como

(z+1)7" si n > 1. Por ende, los coeficientes de su serie de Taylor alrededor de

converge si |z] < 1.

1
4. Sih(z) = ——F———.
) (z—1)(z—2)
plejos A y B, tales que

aplicando fracciones parciales podemos encontrar nimeros com-

A B 1

z—1 +z—2 (2= D(z—2)

asaber A= —1y B =1, es decir:

1 —1 1 1 1
(z—1)(z—2) z—1 z-2 1-z z-2

Como vimos anteriormente, la funcién (1 —z)~!

en zp = O tiene serie de Taylor Z 7", por
n=0
otra parte, procediendo de manera andloga al primer ejemplo, tenemos que la serie de Taylor
= —1
~1 p . . .
de (z—2)7" estd dada por ZZ) ﬁzn, la cual tiene radio de convergencia 2.
P

Por lo que, la serie de Taylo; de h(z) en z9 = 0 estd dada por

ol
¥ (%)=L L

y la serie converge si |z]| < 1.
n

5. Laserie de Taylor de e alrededor de z9 = 0 esta dada por Z Y tiene radio de convergencia

infinito, es decir, la expresion converge para toda z € C. Esto es consecuencia de la definicion
de la funcién exponencial, y de la unicidad de la serie de Taylor.

De manera similar, podemos demostrar que:
2n

6. La serie de Taylor de ¢ alrededor de zo = 0 esta dada por Z , y tiene radio de conver-
gencia infinito, es decir, la expresién converge para toda z € C
[=5) _1 n
7. La serie de Taylor de senz, alrededor de zg = 0, estd dada por Z (2()1)@2"1, y esta
= (2n !

expresion converge para toda z € C.

=) _ 1 n
8. La serie de Taylor de cos z, alrededor de zg = 0, estd dada por Z (=1)" 2
n=0

77", y esta expresion
(2n)!
converge para toda z € C.
9. A continuacién procederemos a obtener los primeros términos de la serie de Taylor para la
funcién tanz, alrededor de zg = 0.
Como tanz = senz/cosz y cos0 = 1, tenemos que tanz es holomorfa en una vecindad de

zo = 0, luego entonces, existe r > 0 y una sucesién de nimeros complejos c, tales que
oo

tanz = Z cnZ", y la expresion converge si |z| < r.
n=0
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En particular

senz = tanzcosz = (Z cnz”> cosZ.

n=0

Sustituyendo las expresiones en serie de Taylor de senz y cosz en zop = 0 obtenemos:

- (_l)n 2n—1 __ - n - (_l)n 2n
;ﬂ%—mz _,;”Z Eﬁhﬂz‘
Usando ahora el hecho de, (Z an> (Z bm> = Z d,,cond, = Z ayb,_j, tenemos que:
n=0

n=0 m=0 k=0
2 2 7
Z_ﬁ_'_ﬁ_ﬁ—i_“'
= coteizt(cr— )P+ (c3— )
= ctaztla—5)z 3757
2 €0 (SIS |
Hea— o+ ) +Hes— 5+ )7
¢4 € 0,6
+<C6_E+ﬂ_§)z +...

Comparando término a término, obtenemos el sistema de ecuaciones:

0 = () 126‘1
o co 1_ C1
0T ey B
O B - S
0 = a-5tg TR TRAVY
- C4 o Co
0 = C6—2*!+4*!—a"‘
. C1 1 1
de donde, podemos deducir 0 =cp=cr =cs =cg=...yc1 =1, C3:§—§:§,

L ez a2
520 4 150

1 2
Por ende, la serie de Taylor de tanz en z = O estd dada por z+ 523 + TSZS + ...,y la serie

Cs

converge si |z| < /2.

Teorema 5.3.3 Sea Q C C un subconjunto abierto conexo, y f una funcién holomorfa en Q. Si
Zp:={z€Q; f(z) =0}

entonces Zy es un conjunto discreto si f no es idénticamente nula. Es decir, Z¢ es un conjunto
cerrado y cada punto de Zy es aislado.

El conjunto Z; es el conjunto de ceros de la funcion holomorfa f.

Demostracion. Como f es continua entonces Z; es un conjunto cerrado. Sea zg € Zy, entonces
existe una vecindad U de zp y una expansion en serie de potencias

flz)= i cn(z—z20)", z€U
n=0

Tenemos que co = f(z9) = 0. Como f no es idénticamente nula, como consecuencia del principio
de continuacién analitica, teorema 5.3.2, existe n € N tal que ¢, # 0. Sea k el minimo entero positivo
n tal que ¢, # 0. Entonces

£ = =20 Y enle— 20" = (.~ )*s()

n=k
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Claramente g(a) = ¢, # 0, por lo cual, existe una vecindad V C U de a tal que g(z) # 0 para cada
z € V. Luego entonces

Zf nv = {ZO}
es decir, zg es un punto aislado de Z;. |

Corolario 5.3.1 — Principio de la identidad. Si Q C C es un subconjunto abierto conexo, si f'y
g son dos funciones holomorfas en Q y si el conjunto

{z€Q; f(z) =g(2)}

tiene un punto de acumulacién en €, entonces f coincide con g en Q.

Demostracion. Sea h = f — g, como Z, tiene un punto de acumulacién como consecuencia del
teorema anterior Z; no es discreto, por lo tanto 2 =0 en Q. |

Corolario 5.3.2 Si f es una funcién holomorfa, C—valuada definida en un abierto conexo Q. y f
no es idénticamente cero, entonces para cada zo € Q con f(zp) = 0 existe un entero n > 1 y una
funcién holomorfa g definida en una vecindad de zo tal que g(zo) # 0y f(z) = (z—z20)"g(z) para
toda z € Q. Esto es, cada cero de f tiene multiplicidad finita.

Demostracién. Sea n— 1 el maximo entero positivo tal que f*) (z0)=0para0<k<n—1y
definamos

BLAC N
(z—20)"
8(z) =
f’/(io) si z=129
Como f es holomorfa, y f(z0) = f'(z0) = ... = f""1(z9) = 0, entonces

=Y a2 =Y al—f=G—w)Y al—w}t"
k=0 k=n

k=n
de donde g(z) = ) ci(z— 20)*™" es holomorfa en una vecindad de z. [ ]
k=n

En este caso se dice que f tiene un cero en zo de multiplicidad n.

Teorema 5.3.4 — Teorema de independencia de trayectorias. Si f es una funcién continua
sobre un conjunto abierto conexo Q C C, los siguientes enunciados son equivalentes:
1. (Independencia de la trayectoria) Si zp y z1 son dos puntos en £, y las curvas ¥ y 7 son

trayectorias en  de zp a z;, entonces | f= [ f.
b4 Y

2. Si yes una curva cerrada contenida en Q, entonces / f=0.
14

3. Existe una primitiva (global) de f en Q.

Demostracion. Es claro que las condiciones 1 y 2 son equivalentes.

Que el enunciado 3. implique el 1. es consecuencia del teorema fundamental del cdlculo para
integrales de linea.

Reciprocamente, como consecuencia del teorema de Morera 5.2.3, f es holomorfa en Q, de
donde, f es C—diferenciable en Q, y como consecuencia del principio de continuacion analitica, f
tiene primitiva en Q. [ |
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Teorema 5.3.5 — Teorema de Cauchy-Goursat para bolas. Si f es holomorfa en la bola
con centro en zg y radio p, entonces f tiene una primitiva en B(zo,p). Ademds, para cada curva

cerrada y contenida en B(zg, p) tenemos que / f=0.
Y

Demostracion. Como consecuencia de la proposicién 5.2.5, 1a funcién f tiene primitiva en B(zo, p).
Y como consecuencia del teorema de independencia de las trayectorias 5.3.4, tenemos que,

para cualquier curva cerrada 7y contenida en B(zp, p), se tiene que / f=0. |
Y

Teorema 5.3.6 — Férmula integral de Cauchy para bolas. Si Q C C es un conjunto abierto,
20 € Qy r>0es tal que B(zg,r) C Q, entonces, para cada funcién f : Q — C holomorfa y cada
w € B(zo,r) se tiene que:

fon =50 [ T4

S 2mSyz—w

)

donde y: [0,1] — Q esta dada como y(t) = zg + re*™.

Demostracion. Definimos la funcién ¢ : Q — C como

or(z) = f(ziifv(w) 2€ O\ {w}
f(w) Z=w

Entonces ¢y es holomorfa en €, para ver esto, basta verificar que ¢ es holomorfa en una vecindad

de w. Como f es holomorfa en Q, f admite un desarrollo en serie de potencias f(z) = Z cn(z—w)"
n=0

en una vecindad de w, y tenemos que @f(z) = Z cn(z—w)"! para estos valores de z, como
n=1

consecuencia del teorema anterior 5.3.5, se tiene / ¢@r = 0 de donde
Y

O:/y([)f(Z)dZ:/yf(Zi_f(W) dz = &dz— mdz,

w yZi—Ww y<—WwW

asf f(z)dZZf(w)/dZ =2mif(w). [ ]
Y

yZ—Ww —Ww

Este resultado se puede generalizar y determinar el valor de la k—ésima derivada de la funcién

f(2)

f en un punto zg en términos de la integral de la funcién ( Jer para lo cual, demostraremos
Z—20

primeramente el siguiente resultado:

Lema 5.3.2 Supongamos que ¥ : [0,1] — C es una curva rectificable, y que ¢ estd definida y es
continua sobre la traza de la curva 7. Para cada entero m > 1, si se define

[ o)
Fn(2) .—/y(c_z)md(:

para cada z ¢ im(y). Entonces cada F, es una funcién holomorfa en C\ {im(y)} y
F(2) = mEp1(2)-

Demostracion. Primeramente veremos que cada funcion F,, es continua. Si fijjamos un punto
z0 € Q= C\ {im(y)} y definimos r = d(zo, ¥), note que como im(y) es un conjunto compacto y
¢ es una funcién continua en im(y), entonces su imagen es compacta, en particular es acotada,
digamos |¢(&)| < M para todo § € im(y).
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Como a" —b" = (a—b)(a" ' +a"2b+...+ab™ >+ "), entonces

1 1 1 m 1
C-2m (C—ZO)’":(C—Z —ZO>Z — )k (£ —zo)k!

(z— )( : + : +.+ : )
AN (e R (e (e A (=5 (=S I

Multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por ¢({), e integrando a lo largo de 7,
obtenemos:

L 0(0) p(C)
e~ = =) [ (=St ) € 69

donde z € B(zo,7/2) y § € im(y), por lo que |z —zo| <r/2,|{ —zo| >r>r/2y|§—z| <r/2,

luego entonces
2 m+1
<(3) m
r

Para toda € > 0, si 8 := min{ er <Ly ] | < 8 como consecuencia de la
,810 (= ml T ¢ S = 17— u
2 Mi(y)amit [ = YT

?(8)
(& —2)m*(E —zo)*H!

ecuacién (5.3) tenemos que

)~ Futeol < =i (2) <semm ()" <

es decir, la funcion F;, es continua.
Ahora, dividiendo ambos lados de la ecuacioén (5.3) por z — zg tenemos

)bl _p( 000
v ~ %)

Z—20 —2)™(§ —20) (E—2)(¢
B o(0) o(0)

- /c—zw(c—zo)d“'“ﬂc T

) /(,, e PO

o

Como zg ¢ im(y), la funcién

i 9©)
(p(C)(C_ZO) - (C_Zo)k'

es continua en la traza de la curva 7y para cada k. Por el argumento de la primera parte de la
demostracion se sigue que cada una de las integrales del lado derecho es una funcién continua de z.
Por lo tanto, si z — zop se sigue que

Fn(z) — Fa(z0)

F’:l (ZO) - Zli}nzlo Z—20
e o()
=l y<C—z>m<c—z>d““'+<c— D€ -

_ . [e& —Zo p(8)(E—z0)™
= Z];n;()/ dC—l— .+ (C_Z) dg

- /V(C(piC))deC+ +/7m+1dé

= mFy11(20).
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Corolario 5.3.3 — Férmula integral de Cauchy para derivadas. Sean f una funcién holomorfa
definida en un abierto conexo Q, y zo € Q. Si r > 0 es tal que B(z9,r) C Q, y 7 es la circunferencia
con centro en zg y radio » > 0 parametrizada por y(t) = zo + re*™ con 0 < t < 1. Entonces, para
cada z € B(zo,r) se tiene que

0y K f(©)
P00 = 3 fy g

T 2m

Demostracion. Dado z € B(zp,r), como consecuencia de la férmula integral de Cauchy para bolas,
teorema 5.3.6,

160)= 55 | £ at.

Aplicando el lema 5.3.2, f'(z) = 217rz/ (Cf(_i))z d{,y aplicando el mismo lema 5.3.2 a f'(z)
tenemos ! '
ny_ 2 [ f()
1'0= 5 ), g%

Y al iterar el procedimiento tenemos:
k! f(&)
*) () = & / _Ie)
PO = am g
para cada k > 0. |
Atn mas, podemos ver que el valor de una funcién holomorfa en un punto es siempre el

promedio de los valores que dicha funcién toma sobre los puntos de cualquier circunferencia que
tenga a dicho punto como centro, esto es:

Corolario 5.3.4 — Principio de la media. Si Q C C es un conjunto abierto, zo € Qy r > 0 es tal
que B(zo,r) C Q, entonces, para cada funcién f holomorfa en Q se tiene que

1 2
f(zo)zﬁ/o f(zo+re")dt.

Demostracion. Como consecuencia de la formula de Cauchy para bolas, si y: [0,27] — Q estéd
dada por y(t) = zo +€" se tiene que

f(z0) =

2m Jyz—20

L f(Z) dZ _ 1 /271: Mle”dt = L /2ﬂf(Z0+€lt)dt.
0 .

T 2m (z0+e") —zo 27 Jo
|

Como consecuencia del principio de la media 5.3.4 tenemos

Corolario 5.3.5 — Desigualdad de la media. Si Q C C es un conjunto abierto, zo € Qy r >0
es tal que B(zo,r) C Q. Entonces, para cada funcion f holomorfa en Q se tiene que

2n
|f(z0)| < 2171/0 | f(z0+re")|dt.

Demostracion. Como consecuencia del principio de la media 5.3.4 tenemos:

‘f( )’ 171. ” ( lt) S 17; /zn ’f( ”’ f
= +re d +re dt.
20 3 ) f(zo ) o 20

La férmula integral de Cauchy para bolas nos permitird obtener la serie de Taylor de una
funcién holomorfa dada.
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Teorema 5.3.7 — Teorema de Taylor. Sea zp € C, r > 0 y sea B(zg,r) la bola abierta con
centro zp y radio r. Si f es holomorfa en B(zo, r), entonces la serie de Taylor

= (n)
Z{) / (!ZO) (z—20)"

n

converge a f(z) para toda z € B(zo, ).

Demostracion. Sea0 < p <ryw € B(zg,p) fijo, entonces

f) = oo [ I

S 2m)yz—w

dz,

donde ¥(t) = 70+ pe*™ para 0 <t < 1.
Ahora

1 1 w— - = (w—2z0)"
= <1— ZO) :Z(E_ZOZ)(L)Ha

=W Z—20 Z—20 frr

la serie converge uniformemente para |z —zo| = p y |w — 20| < p, entonces

= — — aZ.

> 1
fw)=Y ca(w—2z0)" donde c,= / /@)
Como consecuencia del principio de continuacién analitica 5.3.2, pagina 129,

f(n) (Zo).

n!

Cp —

De donde, la serie de Taylor de f en zo converge a f sobre B(zp,p). Como p < r es arbitraria, esto
demuestra el resultado. |

Teorema 5.3.8 — Desigualdades de Cauchy. Sean zo € C,y R€ R, R > 0. Si f es una

funcién holomorfa en B(zo,R), y si para 0 < p < R definimos M, = sup |f(z)|, entonces
|z—z0|=p

M,
£ (z0)] < = e

n

Equivalentemente, si Z cn(z—20)" es la serie de Taylor de f en zo, entonces
n=0

Mp
lea| < ra paracada n>0.

Demostracién. Como consecuencia del teorema anterior, si y(t) = zo +pe*™ para0 <t < 1,y
n>0
—n—1 i

yr (peZnn) dt

1 1 1
¢, = /y( f(Z)n+1 dz = 277.“/0 f(20+p62nzt)(p62ﬂlt)

211 Jy (z—20)

1
_ p—n/ f(ZO+p62ﬂzt) .e—lmntdt’
0
de donde

1
el <P [ (a0 +pe™|dr < Mpp .
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Definicién 5.3.2 Diremos que una funcién es entera, si la funcién estd definida y es holomorfa
en todo el plano complejo C.

Ejemplo 34

1. SiceC,y f(z) = c para toda z € C, entonces f es entera.

2. Sif(z) =ap+aiz+...+a,z" es una funcién polinomial de grado n con a, # 0, entonces f
es entera.

3. f(z) = ae’, con a,b € C fijos, es una funcién entera.

4. La suma, el producto, y la composicién de funciones enteras, es entera.

En particular, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 5.3.6 Si f es una funcién entera, entonces f tiene una representacion en serie de
potencias

flz)= Z ",
n=0

con radio de convergencia infinito.

Teorema 5.3.9 — Teorema de Liouville. Si f es una funcién entera y acotada, entonces f es
constante.

Demostracion. Como f es acotada, existe M > 0 tal que |f(z)| < M para toda z € C; como f es
entera, en particular es holomorfa en B(zo, R) para toda zo € C y R > 0. Aplicando las desigualdades
de Cauchy para n = 1 tenemos:

M
/
)< —.
@<
Como R es abitraria, tomando el limite cuando R tiende a oo tenemos f’(z) = 0 para cada z € C,
y como C es conexo, entonces f es constante. |

Si p(z) y ¢(z) son polinomios con coeficientes complejos, el algoritmo de la division nos dice
que podemos encontrar dos polinomios s(z) y r(z) tales que p(z) = s(z)q(z) + r(z), donde el grado
de r(z) es menor que el grado de ¢(z) (si r(z) = 0 diremos que r(z) tiene grado —eo).

En particular, si zp es un nimero complejo tal que p(zo) = 0, entonces p(z) = (z—20)q(2); si
q(z0) = 0, podemos factorizar nuevamente z — zo de ¢(z), continuando con este proceso tenemos
p(z) = (z—120)"t(z), con 1 <m < grado de p(z), y #(z) es un polinomio tal que #(zg) # 0.

Corolario 5.3.7 Las tnicas funciones holomorfas en el plano extendido son las constantes.

Definicion 5.3.3 Si f: Q — C es una funcién holomorfa, y zo € Q es un punto que satisface
f(zo0) = 0, diremos que 7o es un cero de multiplicidad m > 1 si, existe una vecindad B(zg,r) C Q
del punto zp, y una funcién holomorfa g : B(zp,r) — C, tal que f(z) = (z—z20)"g(z) para toda
2 € B(z20,7) y 8(20) # 0.

Teorema 5.3.10 — Teorema fundamental del dlgebra.. Si p(z) es un polinomio no constante,
con coeficientes en C, entonces existe un nimero complejo zo tal que p(zo) = 0.

Demostracion. Supongamos que p(z) # 0 para toda z € C, entonces f(z) = 1/p(z) es una funcién
entera.
Como p(z) no es constante, entonces 1im p(z) = oo, de donde:
7300

lim f(z) = 0. En particular, existe R > 0 tal que |f(z)| < I si |z] > R.
o0

Por otra parte, como f es continua, en particular, existe M > 0 tal que |f(z)| < M si |z] <R.
Sea N = max{1,M}, entonces |f(z)| < N paratoda z € C.

Es decir, f es entera y acotada, y como consecuencia del teorema de Liouville 5.3.9, f es
constante, lo cual implica que p también es constante, lo cual contradice nuestra hipétesis. |
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Corolario 5.3.8 Si p(z) es un polinomio no constante, y ai, .. .,d, son sus ceros, tal que a; tiene
multiplicidad k;, entonces

p(2) =c(z—a)* - (z—am)"™,

para alguna constante ¢, ademds k; + ...+ k,, es el grado de p(z).

Una generalizacién del teorema de Cauchy para derivadas puede usarse para definir una funcién
holomorfa y sus derivadas por medio de una integral como sigue:

Teorema 5.3.11 — Teorema de Cauchy para derivadas. Sean Q C C un conjunto abierto
conexo, y ¥ [a,b] — C una trayectoria en . Sea g una funcién continua definida en la traza de
Y. Si z no estd en la traza de v y definimos

&= [ ﬁdc.

Entonces f es holomorfa en el complemento de ¥ en Q, y sus derivadas estdn dadas por

f®(z) =n! /y(é,g_(f))nﬂdé.

Demostracion. Seazg € Q\ y([1,b]). Como ¥([a,b]) es compacto, entonces 0 < & = min{d(zo, ¥(t)); 1 €
[a,b]},yseaR € Rcon0 <R < d tal que B(zo,R) C Q.
Sea 0 < r < R, en particular B(zo,r) C B(zo,R), de manera similar al teorema de Cauchy 5.3.11

(o o] k
1 Z < 7—20 )
-z C—Zok:() -2
Y la serie converge de manera unifore y absoluta si |z —zo| < s.
Luego entonces

o = §(_§)ch

B > (z—z0)k
- /y<k_zo<<c—zo>k+l>>g“)dc
e (%) 3
- L (5 [ i ree) e
= Y a2,

k=0

1 (%)
27Tl/y (& —z0)kt!

donde a; = dg. [

5.3.1 Valores propios de matrices

Un valor propio para una matriz A de tamafio n X n es un nimero complejo A tal que la matriz
AL, — A es singular, donde I, denota la matriz identidad de tamafio n x n.

Como consecuencia del teorema fundamental del dlgebra 5.3.10 una matriz de tamafio n X n
tiene al menos un valor propio complejo. El determinante det(z/, —A) es un polinomio de grado
n en la variable z. Este es el polinomio caracteristico de A. Como consecuencia de la regla de
Cramer A, — A es singular para un valor determinado A si, y solamente si, det(Al, —A) = 0, esto
es, cuando y sélo cuando A es un cero del polinomio caracteristico de A. Es decir, A tiene un valor
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propio. Este resultado es crucial para demostrar que toda matriz con coeficientes complejos es
triangulable. 2
1 -3

Por ejemplo, dada la matriz A := ( 3 |

> su polinomio caracteristico estd dado como:

x—1 3 . 2 2
det< 3 e > =@x—1)"4+9=x"—2x+10.

Como consecuencia de la férmula del binomio de Newton sus ceros son 1+ 37y 1 —3:. Esto es,
los valores propios de A son 1 + 31y 1 — 31.

Ecuaciones diferenciales homogéneas

El teorema fundamental del dlgebra también tiene aplicaciones en ecuaciones diferenciales. Se
dice que una ecuacién diferencial homogénea con coeficientes constantes es una ecuacion de la
forma:

a,,y(”)—l—an_]y(”’l)+...—|—a1y’+aoy:O (5.4)

donde y*) es la k—ésima derivada de y.
Podemos ver facilmente que esta ecuacién tiene una solucion de la formay =e
ya que, si y = e** entonces

n n
Y ap® = Y qdk | M
k=0 k=0

y como la exponencial es una funcién nunca nula, esta expresion es cero cuando, y solamente
cuando el polinomio auxiliar }';_, a;A¥ se anula para alguna A € C, esto es, cuando A es una raiz
del polinomio auxiliar. Como consecuencia del teorema fundamental del dlgebra, todo polinomio
no constante tiene un cero, por lo cual la ecuacion (5.4) tiene una solucién de la forma y = M.

Por otra parte, si A1,...,A, son las raices de (5.4), y ellas son distintas, entonces la solucién
general de (5.4) es una combinacion lineal de las funciones oM

Cuando los coeficientes de (5.4) son niimeros reales, estamos interesados en obtener tinicamente
las soluciones reales a esta ecuacion diferencial. Como la ecuacién polinomial asociada solamente
tiene coeficientes reales, si A € C es un cero del polinomio asociado, entonces A también lo es. En

particular, si A = o+ 13, entonces A = o — 3. Como

Axcon A € C,

elx + elx w“ B e?Lx _ elx
e " senpx = —
2 7 20

para obtener las soluciones reales de (5.4) debemos tomar cualquier combinacién lineal

e cosfx =

Ce™ cos fx+ De®* sen Bx = e**(Ccos fx+ Dsen fx)

conC,D e R.
Por ejemplo, la ecuacion

y' =2y +10y=0

tiene ecuacién polinomial asociada x> — 2x + 10 = 0, cuyas soluciones son 1 =4 3z. Asf la solucién
general es

y= Ae(1+31)x +Be(1*3’)x
con A, B € C, y cuya solucion general real es

y=¢"(Ccos3x+Dsen3x) con C,D € R.

2Gabriel Cramer (1704 — 1752), fue profesor en la ciudad de Ginebra, Suiza. Trabajé en andlisis y determinantes, fue
reconocido sobre todo por su trabajo Introduction a I’analyse des lignes courbes algébriques en la cual publicé la regla
de Cramer en 1750.
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Caracterizacion de polinomios

En la demostracion del teorema de Liouville solo se utiliza la desigualdad de Cauchy para la
derivada de primer orden de una funcién holomorfa. Es posible generalizar este resultado usando
las estimaciones de las derivadas de orden superior.

Teorema 5.3.12 Sea f una funcién entera, entonces f es un polinomio de grado a lo més 7 si, y
Unicamente si existen constantes positivas A y B tales que

|f(z)] <A+ BJz|" paracadaze C. (5.5)

Demostracion. Primeramente, mostraremos que todo polinomio satisface la desigualdad (5.5).
Supongamos que f(z) = ao+aiz+ ... +a, 12"~ +a,z" es un polinomio de grado a lo més 7,
entonces

Como consecuencia de la desigualdad del tridngulo

/(2]

|z|"

<|an|+1 si |z] >R.

Sea B = |a,| + 1, entonces |f(z)| < B|z|" si |z| > R.

Por otra parte, como f es continua 'y B(0,R) = {z;|z| < R} es compacto, entonces f es acotada,
de donde, existe A > 0 tal que | f(z)| < A si |z] < R. Combinando ambas desigualdades tenemos
que | f(z)] <A+ B|z|" para cada z € C.

Reciprocamente, como f es entera, f admite desarollo en serie de Taylor alrededor de zo =0,
con radio de convergencia infinito, es decir:

Z° paracada z € C.

Para cada k > 1, como consecuencia de la desigualdad de Cauchy tenemos

n+k (n+k)' 4 I
o) < S [ (e
(-l 7
< sor | s
(n+k)!  (n+k)
< yntk A+ 7k B’

k)! k)!
(n :rk) A+ (n +k ) B — 0 cuando r — oo, entonces | f"+%)(0)| = 0 para toda k > 1. Luego
r r

entonces, f(z) es un polinomio de grado a lo mas n. |

y como

El principio del médulo méximo

En esta seccion estudiaremos el principio del médximo y el teorema de la aplicacion abierta, los
cuales son fundamentales en el estudio de las funciones holomorfas. Para demostrar el principio
del méaximo utilizaremos algunas propiedades de las funciones arménicas que ya estudiamos en el
capitulo 4 seccion 4.6.
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Lema 5.4.1 Sea I un subconjunto abierto conexo de Ry ¢ : I — R una funcién de clase €(I). Si
existe 7y € I tal que ¢ (¢) < @(19) para toda r € I, entonces ¢ (¢y) < 0.

Demostracién. Como ¢ € ¢*(I), como consecuencia del ejercicio 25, pagina 106 tenemos:

(P”(tO) — lim ¢(t0 +h) + ¢(t0 — h) - 2¢(t0)

h—0 h2
h0

y ¢(to£h) < ¢(to), entonces @ (to +h) + ¢ (to —h) —2¢(tp) < 0 para cada h, de donde, la segunda
derivada de ¢ en 1) es negativa, simbdlicamente ¢” (zp) < 0. [

Proposicién 5.4.1 Sea Q C R? un conjunto abierto y sea u € ¢*(Q) una funcién real valuada
definida en Q. Supdngase que existe (xg,yo) € Q tal que u(x,y) < u(xo,yo) para toda (x,y) € Q.
Entonces

Au(xg,y0) < 0.
Demostracion. Como consecuencia del lema anterior
(9%u/9x)(x0,y0) < 0y (9%u/dy*)(x0,y0) <0,

de donde Au (xo,y0) < 0. [

Teorema 5.4.2 — Version débil del principio del maximo. Sea Q C C un subconjunto
abierto, y sea u € €%(Q) una funcién real valuada. Supéngase ademds que

Au(z) >0 paratoda z€ Q.

Entonces, para cada conjunto abierto U C Q cuya cerradura en Q es un conjunto compacto, se
tiene:

u(z) < sup u(w) paratoda ze€U. (5.6)
wedlU

Demostracion. Supéngase que Au(z) > 0 para cada z € Q, y consideremos U un subconjunto de
Q cuya cerradura en Q sea un conjunto compacto, y sea zo € U tal que

u(zo) = sup u(w). (5.7)
wel
Entonces, si la desigualdad (5.6) no se cumple, zp no puede pertenecer a dU, de donde zo € U, y
tenemos u(w) < u(zp) para toda w € U. De la proposicién anterior 5.4.1 se sigue que Au (z9) <0,
lo cual contradice la hipétesis. Por lo cual la desigualdad (5.6) se satisface si Au > 0 sobre Q.

Supdngase ahora que Au > 0 sobre €2, sea € > 0y en Q definimos la funcién real valuada u,
como sigue:

ue(2) = u(z) + €lz|*

Entonces Aug = Au+4€ > 0. Como U es un subconjunto de  con cerradura compacta en
tenemos

ue(z) < sup ug(w) zeU
wedU

Cuando € — 0 se tiene la desigualdad (5.6). |

Corolario 5.4.1 Sean Q es un conjunto abierto en C, y f una funcién holomorfa en Q. Si U es
abierto y tiene cerradura compacta en £, entonces

[f ()] < sup {|f(w)[}, paracada zeU.

weadU
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Demostracion. Siu(z) = |f(z)|* = f(z)f(z), entonces

Au = 4A°u _43faf_4\f( )|* >0,

lo cual permite aplicar el teorema 5.4.2 y concluir que

|f(z)] < sup {|f(w)|}, paracada z€U.
wedlU

Teorema 5.4.3 — Teorema de la funciéon abierta. Si Q C C es un conjunto abierto conexo y
f: Q — C es una funcién holomorfa no constante, entonces f es una funcién abierta de Q en C,
esto es, para cualquier conjunto abierto U C €, el conjunto f(U) es abierto en C.

Demostracion. Sea zp € Q, bastard demostrar que f(Q) es una vecindad de f(zo). Reemplazando,
si es necesario, la funcién f por f — f(zo) podemos suponer que f(zo) = 0. Sea r > 0 tal que

B(z0,r) CQy f(z) # 0 para cada z € B(z0,7) \ {20}
Sea5—| inf [f(z)|>0.Seaw e C,w¢ f(Q). Si definimos

i— Z0:r

ya que |w| > 8/2 se sigue que ¢ es holomorfa en B(zg,r) C Q, y como consecuencia de la version
débil del principio del méaximo 5.4.2

1
inf |f(z) —w|

lz—z0|=r

=[0(z0)| < sup |¢(2)| =

W] lz—z0|=r

Tenemos |f(z) —w| > |f(z)| — |w| > & — |w| si |z—z0| = r. Luego entonces, si [w| < & se cumple

I I
Wl =5l

es decir,

i|w|>do]|w| > d/2.Porlo tanto

9
2 Y

asi, f(Q) es una vecindad de 0 = f(zo). [ |

f(Q)> {WG(C;

Teorema 5.4.4 — Principio del médulo méximo para funciones holomorfas. Si Q C C es
un conjunto abierto, conexo, no vacio, y f : Q — C es una funcién holomorfa y existe zg € Q tal
que |f(z0)| > |f(z)| para todo z € Q, entonces f es constante.

Demostracion. Como Q es abierto, dada zp € Q, existe 0 > 0 tal que B(z9,0) C Q. En particular
B(z0,8/2) C Q. Para cualquier r < § /2 la traza de la curva y: [0, 1] — Q dada por y(t) = zo + re*™
esta contenida en B(zp,8/2). Como consecuencia de la férmula integral de Cauchy para bolas,
teorema 5.3.6, pdgina 134 se sigue que

flz0) =

27D 711 e
/ f(zo+ re ™) 2mure it

2m )y §— Zo T 2m re2m

1
= / flzo+ rezmt) dt.
0
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Como | f(zo +re*™)| < |f(z0)|, y £(y) = 27r, entonces

1 1
el = | [ e re ™y < [t a

IN

[ 1l =1rt)l,

es decir,

1
|f(z0)] :/0 | f(zo0 +re*™)| dt.

Por lo tanto

1
/0 (1f(z0)| = | f (z0 +re*™)|) dt =0, (5.8)

pero por hipétesis | f(z0)| > |f(z)| para todo z € Q, en particular |f(zo)| — | f(z0 + re*™)| > 0 para

cadat € [0, 1], como consecuencia de la ecuacion (5.8), | f(z0)| = | f(zo +re*™)| para cadat € [0, 1]
y todar € (0,0/2). Luego entonces, la imagen de la bola abierta B(zp, 0 /2) bajo f es el arco circular
lw| = |f(z0)|, lo cual contradice el teorema de la funcién abierta 5.4.3, es decir, f(z) = f(zo) para
cada z € B(z9,r). Como consecuencia del principio de la identidad 5.3.1, f(z) = f(z0) para cada
7€ Q. [

Teorema 5.4.5 — Principio del médulo maximo para funciones holomorfas, segunda
version. Si Q C C es un conjunto abierto, acotado, conexo, no vacio, y f : Q — C es una funcién
holomorfa, y definimos

M = sup | limsup|f(z)| |,

el ¢
z2EQ

entonces |f(z)| < M para toda z € Q a menos que f sea constante.

Demostracion. Como Q es acotada, entonces Q es cerrado y acotado, por tanto, compacto. Como
|| es continua en Q, entonces |f| alcanza su maximo en Q. Es decir, existe zop € Q tal que
|£(z0)| > | f(z)| paratodo z € Q. Si f es constante, no hay nada que demostrar. Si f no es constante,
como consecuencia del teorema 5.4.4, el punto zp no puede estar en Q, por lo tanto, zp € Q. W

Es decir, las funciones holomorfas definidas sobre regiones acotadas alcanzan su mdédulo
maximo en la frontera.

Cabe notar que no es posible remover la hipétesis de ser acotada, por ejemplo, si Q = {z €
C; Rez>0}y f(z) = ¢, entonces |f(w)| =1 paracadaw € dQ = {z € C; Rez =0}, pero f no
es acotada en Q.

En particular, podemos aplicar el teorema del médulo méximo para estudiar el comportamiento
de las funciones holomorfas, por ejemplo:

Lema 5.4.2 — Lema de Schwarz. Si f es una funcién holomorfa definida sobre D y |f(z)| < 1
para toda z € Dy f(0) =0, entonces |f(z)| < |z| paratodaz € Dy |f'(0)| < 1. Si|f(z0)| = |z0]
para algin zo € D\ {0}, entonces f(z) = cz para alguna constante c, |c| = 1.

Demostracion. Si definimos la funcién @7 : D — C como @¢(z) = f(z)/zsiz# 0,y @r(z) = f'(0)
si z=0, entonces ¢ es continua, y holomorfa en C\ {0}, y como consecuencia del teorema de
Morera 5.2.3, ¢y es holomorfa en D.

Si D, = B(0,r) para 0 < r < 1, por el principio del médulo maximo |@s(z)| < 1/r, para
toda z € D,, de donde |f(z)| < |z|/r, para z € D fija, consideremos r — 1, entonces |f(z)| < |z|.
Claramente |@;(0)| < 1; es decir, |f'(0)| < 1.
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Si |f(zo)| = |20, y 20 # 0, entonces |@¢(z0)| = 1 es mdximo en D,, donde |z9| < r < 1,y asi
¢y es constante en D, y como la constante es independiente de r, entonces f(z) = cz, para alguna
constante de médulo uno c. |

5.5 Ejercicios

1. Simy n son dos nimeros enteros, demuestre que

2r :
/ etmeefme do = { 0 S% m 7& n
0

2 si m=n.

2. Utilice el ejercicio anterior para evaluar la integral

/ 7"7'dz
Y

donde m y n son enteros y ¥ es la circunferencia unitaria recorrida en sentido levégiro.

3. Evalde /xdz, donde 7y es el segmento de rectade —1 —ra 141
Y

4. Evalte / xdz, donde 7y es la circunferencia de radio r con centro en el origen recorrida en
Y

sentido levogiro.
5. Evalde (1—1) /(Z+Z)2dz alo largo de la curva y(t) =t +2u? para 1 <t < 2.
Y

6. Sin evaluar, demuestre que

/ dz

yat—1
donde y:[0,7/2] — C estd dada como y(t) = 2¢".

7. Siy:[0,1] = C estd dada como ¥(t) = re*™ con r > 1. Demuestre que

lo 2w +In
/%Zdz‘ <2m <+r> .
v < r
Posteriormente utilice la regla de L’Hopital para demostrar que el valor de esta integral tiende

a cero cuando r — oo,
8. Si N denota un entero positivo, y ¥y es el cuadrado recorrido en sentido levégiro con vértices:

T
=3

b= <N+;> T—1—1), v = <N+;> 2(1—1),

vy = <N+;> T(1+1), y va= <N+;> n(—1+1).

a) Siz=x+uy, utilice las desigualdades |senz| > |senx| y | cosz| > | cosx| para demostrar
. T .
que |senz| > 1 en los lados verticales de yy y |senz| > senha en los lados horizontales.

b) Utilice el inciso anterior para demostrar que existe una constante positiva M, indepen-
diente de N, tal que |senz| > M para todo punto z en la traza de yy.
¢) Basandose en los incisos anteriores, demuestre que

/ dz
2
W < senz

y que, por tanto, el valor de esta integral tiende a cero cuando N tiende a infinito.
9. Evalde la siguiente integral

/ dz
=222 =1

donde la circunferencia estd recorrida en sentido positivo.

16
2N+ 1)aM

=



146

Capitulo 5. Teorema de Cauchy

10

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Si v es una curva cerrada simple que encierra una regién Q de area A, demuestre que

1
A=— [zdz
21/7/2 z

Evalde / (247 4 97) dz alrededor de la hipocicloide x*/3 4 y*/3 = ?/3.
Y

Verifique el teorema de Cauchy para la funcién f(z) = z> + 31z + 2 sobre el cuadrado con
vértices —1 —1, 1 —1, 1 41, —1 41 recorrido en sentido levdgiro.

Suponga que f(z) es holomorfa en una regién que contiene a la curva cerrada y. Demuestre
que

[F@r @z
JY

tiene parte real cero.
Suponga que f(z) es holomorfa y satisface la desigualdad |f(z) — 1| < 1 en una region Q.
Demuestre que

re
Af&fk_o

para cada curva cerrada en Q.

Obtenga el valor numérico de / e“dz, donde ¥ es la circunferencia unitaria con centro en el

Y
origen recorrida en sentido levégiro, y demuestre que:

2 21
/ % cos(0 +sen 6) dO =/ ¢ sen(6 +sen6)d6 = 0.
0 0

4—31
Muestre que / (3122 +47) dz tiene el mismo valor a lo largo de las siguientes curvas:
a) Larecta qur;el:l une 3 +4i con4 — 3.
b) La curva que se obtiene recorriendo primero la recta que une 3+4:1 con 4+41y
posteriormente 4 + 4: con 4 — 3:
¢) El arco de circunferencia |z| = 5 que une los puntos mencionados en el inciso anterior.
Sea G(z) = /Z sen6zdz.
w(1—1)
a) Demuestre que G(z) es independiente de la trayectoria que une (1 — ) con el punto z.
b) Obtenga el valor G(2m1).
¢) Demuestre que G'(z) = sen6z.

1 1 -7
Zdz= te
1

T 3n
(1 —1), donde 7' estd definida si —5 <argz < —- por

7' = exp(tlogz), con |z| > 0, y donde la trayectoria de integracién es cualquier curva que
vaya de z = —1a z =1 por el semiplano superior H; = {z € C; Imz > 0}.

eZ
Evalie / si
y< +2
a) v es la circunferencia con centro en el origen y radio 3 recorrida en sentido levdgiro.

b) v es la circunferencia con centro en el origen y radio 1 recorrida en sentido levégiro.
c) ves la circunferencia con centro en —2 y radio 1.

Evalde / CZszl dz alrededor del rectangulo con vértices —1 — 21, 1 — 21, 1 +21, —1 4 21.
Y <

Demuestre que /

2t

Demuestre que / dz =2misent sit > 0y 7 es la circunferencia con centro en el

Y Z2 + 1
origen y radio 3.
Si 7 es la circunferencia de radio r con centro en el origen recorrida en sentido levégiro,
demuestre que

Z+2z-5

lim =0
r—e Jy (22 4+9) (22 +2242) ¢
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.
32.

33.

34.

35.

Seay: [~m,mt] — C dada por ¥(0) = ¢'®. Demuestre que para toda constante a € R se tiene

que
az

/e—dz =2m.
Yy <

A continuacion, utilice la definicién de integral de linea para expresar esta integral en términos
de la variable 0 y deduzca que

T
/ 4“9 cos(asen0)dO = 7.
0

Utilice la desigualdad de Cauchy para obtener una aproximacién de la derivada de senz en
z =0, y determine el error en la aproximacion del calculo.

Una funcién no constante f : C — C es tal que f(z+a) = f(2),y f(z+1b) = f(z) donde
a 'y b son constantes reales positivas dadas. Demueste que f no puede ser holomorfa en el
rectingulo R={x+1ye C; 0<x<a,0<y<b}.

Si f: C — C es una funcién entera tal que |f(z)| > 1 para toda z € C, demuestre que f es
constante.

Realice todos los detalles de la demostracion del teorema fundamental del dlgebra para
demostrar que la funcién polinomial f(z) = z* — 42> 4+ 7z — 6z + 2 tiene exactamente cuatro
ceros, y determine los ceros de f(z).

Determine todos los ceros del polinomio

f(z) = 2> —1z> — 247261

2 T
Evalide / sen’ (E —1—26’6) de.
Obtenga (2:1 valor maximo del médulo de la funcién f(z) en el disco unitario con centro en el
origen si f(z) = z2 +3z+2.
Encuentre el maximo de |¢°] si |z] < 1.
Sea f una funci6én holomorfa en una regién Q y suponga que f’(z) # 0 para cada z € Q. Sea
20 € Q y suponga que f(z9) # 0. Dado € > 0, muestre que existe z € Qy § € Q tales que
lz—z20| <&, | —z20| <€,y

F@I> 1) [F(E)] <1f(20)l-

Sugerencia: Aplique el teorema del médulo méaximo.

Sean @ # Q C C un conjunto abierto y simplemente conexo, y f, g : Q — C funciones

holomorfas tales que |f(z)| = |g(z)| para cada z € Qy con f # 0 salvo en puntos aislados.

Demuestre que existe una constante 6 € [0,27) tal que f(z) = e%g(z).

Demuestre la siguiente generalizacién del lema de Schwarz:

R(z—z0)

R? —Zpz
abierta de radio R biyectivamente sobre la bola abierta con centro en el origen y radio 1.

b) Sea f una funcién holomorfa sobre la bola abierta con centro en el origen y radio R
y suponga que f es acotada en el interior de la bola con centro en el origen y radio R,
es decir, existe una constante real positiva M tal que |f(z)| < M si |z| < R. Suponga
ademds que f(z9) = wo. Demuestre que

M(f(z) —wo) <‘R(Z—Zo)
M2 —wof(z) | ~ | R2—Z0z

a) Si |zo| < R, demuestre que la transformacién T (z) = transforma la bola

Si f: C — C es una funcién entera y | f(z)| < M para z en la circunferencia con centro en el

origen y radio R, donde R > 0 es una constante real fija, demuestre entonces que para cada z

o . . . k'M

en el interior de la bola con centro en el origen y radio R se tiene que | £ (z)| < R
-z

para cada entero no negativo k.
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36. Sean @ % Q C C un conjunto abierto y conexo, y f : Q — C una funcién holomorfa, zg € Q
tal que f’(z9) # 0. Demuestre que, si ¥ es una circunferencia con centro en 7z de radio
suficientemente pequeio, entonces
2 / &
f(zo) Sy f(2) = flz0)
(Sugerencia: Aplique el teorema de la funcion inversa).
37. Desarrolle cada una de las siguientes funciones en una serie de Taylor alrededor del punto
indicado y determine la regién de convergencia en cada caso:
a) f(z) =senzenz=rm/2.
b) f(z) =22 +3z%+4z+2enz=—2.
o) f(z) = eéo‘fs'l enz=0.
Z
d) f(Z) = Z2—2 enZZO-
e) f(z) =zefenz=1.
38. Sin efectuar el desarrollo, determine si las funciones dadas admiten desarrollo en serie de
Taylor alrededor del punto indicado y determine la regién de convergencia.
senz
a) f(z) = 24 er31z:O.
7—
b) f(z) = +———<enz=2.
) @) (z+1)(z—4)
e 7
= =0.
c) f(2) senhz <%
d) f(z) =cotzenz=0.
39. Eligiendo la rama de f(z) = v/1 4 z* que toma el valor 1 en z = 0, demuestre que
1 1 13 135
=1-=4+=2—-==+... 1.
s 27 T24% Taae° T IS
40. Eligiendo la rama de arcsenz que toma el valor 0 en z = 0, demuestre que

+1z3+13z5+135z7+ <1
arcsenz=z+-—+--—+-—-——=+... .
LTS3 245 2467 Iz



Para extender el teorema de Cauchy-Goursat a regiones mas generales que rectangulos y bolas,
necesitamos demostrar algunos teoremas de deformacioén, por lo cual se introduce el concepto de
homotopia y se dan condiciones que garanticen la independencia de la integral de una funcién
holomorfa en un conjunto Q de las curvas que consideramos en ella. Para simplificar nuestra
notacién, a menos que se especifique lo contrario, todas las curvas que consideremos en el presente
capitulo estardn parametrizadas por el intervalo [0, 1].

6.1 Homotopia

Definicion 6.1.1 Sea (X,d) un espacio métrico, y sean xp,x; € X. Si %, 71 : [0,1] — X, son
dos curvas de xg a x1, diremos que Y es homotdpica a Y en X con puntos extremos fijos, si
existe una funcion continua H : [0,1] x [0, 1] — X que satisface las siguientes condiciones:

1. HO,t) =) si0<r<1;

2. H(1L,t)=n()si0<r<1;

3. H(5,0)=xpsi0<s<1,y

4. H(s,1)=x;s10<s<1.

La idea de la definicién es muy simple, pues cuando s varia de O a 1, tenemos una familia de
curvas que se deforman continuamente de la curva 7y a la curva 7;.

>

X1

- P N

0 1 X0

Figura 6.1: Homotopia en X con puntos extremos fijos

Para sy € [0, 1] fijo, definimos la curva ¥, (t) := H(so,t). Para cada s, la curva ¥, es una curva
en X con extremos %(0) =xo y %(1) = x;.
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Y se deja como ejercicio verificar que la propiedad de que dos curvas sean homotdpicas con
puntos extremos fijos es una relacion de equivalencia.

Ejemplo 35

SiX=C, w(t)=t(1+1),y 7(t) =t +11%, entonces } es homotSpica a };, con extremos fijos
0y i+1, y una homotopia estd dada por la funcién continua, H(s,t) =t +1¢175.

A

x1=1+1

Y

"

Figura 6.2: 1(t) = (1+1)t y ¥ (¢t) = t + 1> son homotdpicas con extremos fijos.

Definicion 6.1.2 Sea (X,d) un espacio métrico. Si ¥, 71 : [0,1] — X, son dos curvas cerradas
en X, diremos que Yy es homotdpica, como curva cerrada, a v, en X, si existe una funcién
continua H : [0, 1] x [0, 1] — X que satisface las siguientes condiciones:

1. H0,1) =y(t)si0<r<1;

2.H(L,t)=n()si0<r<1;

3. H(s,0)=H(s,1)si0 <s < 1.

Nuevamente, si so € [0, 1] fijo, se define ¥, (¢) := H(so,). Cada curva ¥, : [0, 1] — X es cerrada
en X.
Ejemplo 36

1. Si X =C, lacurva y(t) = cos2mt 41 sen27t, es homotdpica a y; () = 2cos 27t +1 sen27t,
como curva cerrada.
Una homotopia, como curvas cerradas, estd dada por la funcién continua

H(s,t) = (1 +s)cos2mt +1sen2mt.

Claramente H(0,1) = cos 2t +1sen2mt = Yy(t), ademds H(1,7) = (1+ 1) cos2nt +1sen 2wt =
71(t), mientras que
H(s,0) = (1+s)cosO+isen0=(1+s)
= (1+4s)cos2m+sen2mw = H(s, 1).
2. SiX =C, y(t) =cos2mt +1sen2mt, y ¥ (t) = 0, entonces Y es homotdpica, como curva
cerrada, a 1, y una homotopia estd dada por,

H(s,t) = (1 —s) (cos2mt + 1 sen2mt).

3. SiX =C\{1/2}, y consideramos las curvas cerradas y(¢) = cos2nt +sen2nt,y y;(t) =0,
para t € [0, 1], entonces  no es homotdpica, como curva cerrada, a ;. Se deja al lector
verificarlo.

Definicion 6.1.3 Sea (X,d) un espacio métrico, @ # Q C X. Decimos que Q es simplemente
conexo si toda curva cerrada en Q es homotdpica a un punto, esto es, a una curva constante.

Ejemplo 37

1. C es un conjunto simplemente conexo.



6.1 Homotopia 151

10) 4l

Figura 6.3: Las curvas yp(f) = cos2mt +1sen2mt y i (t) = 2cos2xt +1sen27t son homotdpicas
como curvas cerradas.

2. Sizg € Cy r>0entonces B(zg,r) = {z € C; |z—z0| < r} es un conjunto simplemente
conexo.
3. Sizp € Cy r> 0 entonces la bola agujerada con centro zo y radio r, B(zo,7) \ {20} = {z €
C; 0 < |z—z0| < r} no es un conjunto simplemente conexo.
Las demostraciones de 1 y 2 son similares a dadas en el ejemplo 2, y se omite la prueba del
inciso 3.
Definicion 6.1.4 Sea Q C C, decimos que Q es convexo si, para toda zp,z; € Q, se tiene que
Azo+ (1—2A)z1 € Q, paratodo A € [0,1].

O &

Figura 6.4: A la izquierda mostramos un conjunto convexo, a la derecha, un conjunto no convexo

Esto es, un conjunto €2 es convexo si contiene todos los segmentos de linea recta que pueden
construirse entre una pareja arbitraria de puntos en Q.

Ejemplo 38

1. Sizg € Cy r> 0, claramente la bola con centro zo y radio r, B(zo,r) = {z € C; |z—z0| < r}
€s un conjunto convexo.

2. Sizg € Cy r> 0, claramente la bola agujerada Q = B(z9,r)\{z0} = {z € C;0 < |z —z0| < r}
no es un conjunto convexo, pues el segmento de recta que une los puntos zo — r/2'y zo +r/2

no esta contenido en Q.

Proposicion 6.1.1 Si Q es un conjunto abierto y convexo en C, entonces cualesquiera dos curvas
cerradas en £ son homotdpicas, como curvas cerradas, en Q. Ademds, cualesquiera dos curvas con
los mismos puntos extremos fijos son curvas homotdpicas con puntos extremos fijos.

Demostracion. Sean Y : [0,1] = Q y 7 : [0,1] — Q dos curvas en Q, definamos la funcién
H(s,t) =sy1(t)+ (1 —s5)y(t), claramente H es continua, H(0,t) = %(), H(1,1) = y1(¢).
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Si % y 71 son curvas cerradas, entonces Y;(0) = (1) para k =0, 1. Asi,
H(s,0) = sy(0)+ (1 —5)71(0) = sy(1) + (1 —s)n (1) = H(s, 1).

Por lo cual H es una homotopia, como curvas cerradas, de % a 7;.
Por otra parte, si %(0) = 71(0) =20y %(1) = 71 (1) = z1, al evaluar H en 5,0 obtenemos:

H(5,0) =s7(0)+ (1 —5)10(0) =sz0+ (1 —5)z0 =20, ¥

H(s, 1) =sn (1) + (1 =9)n(1) = sz + (1 =s)zu = 21,

por lo cual H es una homotopia de 9 a ¥, con puntos extremos fijos. |

Corolario 6.1.1 Un conjunto convexo es simplemente conexo.

Teorema 6.1.2 — Teorema de deformacion. Sea Q C C un conjunto abierto no vacio, y
suponga que f : Q — C es una funcién holomorfa, y que las curvas % : [0, 1] — Q, parak =0, 1,
son suaves por partes en Q.

1. Si1(0) =%(0) =z, Y(1) =% (1) =z1, ¥ % es homotépica a ; en Q, entonces

fdz= [ fdz
Yo N

2. Si  y 71 son homotdpicas, como curvas cerradas, en 2, entonces

fdz= | fdz.
Y N

Demostracion. Como Y es homotdpica a y;, existe una funcién continua A : [0, 1] x [0, 1] — Q tal
que

1. HO,t) = (1) si0<r <1,
2. HLt)=n()si0<tr <1,
3. H(5,0) =z0si0<s<1,y
4. H(s,1)=z1si0<s<1.

Para cada valor de s¢ € [0, 1] fijo, la funcién ¥, (¢) := H(so,¢) es una curva intermedia que se
obtiene durante el proceso de deformacién. Andlogamente, para cada valor fijo 7y € [0, 1], la curva
I';,(s) = H(s,fp) es una curva con extremos

[, (0) = H(0,20) = (to) y I't, (1) = H(1,20) = W (to)-

Luego entonces, las rectas horizontales y verticales en el cuadrado corresponden a una red de
curvas en Q, donde el lado izquierdo del cuadrado corresponde a la curva %, y el derecho a la curva
1. Por otro lado, los lados superior e inferior del cuadrado corresponden a los puntos extremos de
la curva, esto es I'o(s) = zo y I'1 (s) = z1, como muestra la figura 6.5:

Sean0=sp<s1<...<s,=1,y0=1p <t <...<t, =1 particiones de [0, 1].

Como H es continuaen Q y K = [0, 1] x [0, 1] C C es compacto, entonces la imagen de K bajo
H, que denotamos H(K), es un subconjunto compacto de Q.

Sea p = d(H(K),C\Q). Concluimos asi que, si |H(s,7) —z| < p entonces z € Q. Como
H es uniformemente continua en K, existe & > 0 tal que |H(s,t) — H(s',t')| < p siempre que
d((s,t),(s',1")) < 6.

o . 1 V2
Si elegimos las particiones de [0, 1] regulares de longitud . para n > — tal que cada subcua-

0

drado tenga didmetro menor que 8. Si Ry; denota el rectangulo con esquinas

(Sk—1,tj=1), (S tj—1) (Sks 1), (s — 1,2)),
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21

R ik H

n

\ 4

<0

Figura 6.5: Subdivision para la demostracion del teorema de deformacién

entonces la imagen bajo H del rectédngulo R j esta contenida dentro de la bola con centro (Sk—1,tj-1)
y radio p, que denotamos By; = B(H (sx—1,tj—1),p), la cual, por construccion, estd contenida en Q.
Denotemos por I'y; la imagen bajo H de la frontera del rectingulo Ry ; recorrida en sentido levégiro,
esto es, I'rj = H(JRyj) y I'x; es una curva rectificable.

Entonces

L Lokl

Como I' j es una curva cerrada contenida completamente en la bola By ;, sobre el cual la funcién
f es holomorfa, el teorema de Cauchy para bolas implica que, cada integral en la suma del lado
izquierdo es cero, por ende,

=) [

Como I'g(s) =z0 y I'1 (s) = z1, entonces / f= f=0,dedonde, / f=
I I

Cuando las curvas ¥ y 71 son cerradas, se procede de manera similar, y se aphca el hecho que
To(s) =H(s,0) =H(s,1)=T(s). [ ]

Como consecuencia del teorema de deformacién obtenemos la siguiente generalizacién del
teorema de Cauchy-Goursat:

Teorema 6.1.3 — Version homotépica del teorema de Cauchy-Goursat. Sea Q ¢ C un
conjunto abierto conexo. Si f : Q — C es una funcién holomorfa, entonces

/yfdz:O

para cualquier curva cerrada Y homotdpica a un punto en Q.

Demostracion. Ya que la curva y es homotdpica a la curva constante ¢, como consecuencia del
inciso 2 del teorema de deformacion 6.1.2,

[r=[r=0
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Corolario 6.1.2 Sea Q C C un conjunto abierto y simplemente conexo (véase definicién 6.1.3,
pagina 150). Si f : Q — C es una funcién holomorfa, entonces

/dez:O

para cualquier curva cerrada ¥ en Q.

Corolario 6.1.3 Si Q C C es un conjunto simplemente conexo, y f : Q — C es holomorfa, entonces
f tiene una primitiva en Q.

Demostracion. Como consecuencia del corolario anterior / fdz =0 para toda curva cerrada y en
Y

Q. Aplicando el teorema de independencia de trayectorias 5.3.4, esto es equivalente a que f admita
una primitiva global en Q. |

Corolario 6.1.4 Si Q C C es simplemente conexo, Q # C, y f : Q — C es holomorfa nunca nula, es
decir, f(z) # 0si z € Q, entonces existe una funcién holomorfa g : Q — C tal que f(z) = exp(g(z)).
Ademas, sizo € Qy " = f(z0), podemos elegir g tal que g(z9) = wo.

/
Demostracion. Ya que f es nunca nula, entonces 7 es holomorfa en €, y como consecuencia del

/
corolario anterior, — admite una primitiva g, esto es, existe una funcién holomorfa g : Q — C tal

f/
f p

Entonces e (fe ®)=(f'—fg)e®=0.

Z

Como Q es simplemente conexo 6.1.3, l1a funcién fe~$ es constante, es decir, existe ¢ € C tal
que fe 8 = ¢. Mas aiin, como f y la funcién exponencial son no nulas en €, tenemos que ¢ # 0.
Luego entonces, existe & € C tal que ¢* = c¢. Como fe 8 = ¢ = e® tenemos que f = eSe® = 81%,

Si hubiera otra funcién holomorfa i : Q@ — C tal que f = ¢, entonces e® = f =¢". Si j=g—h

entonces j es holomorfaen Qy e/ = 1, de donde j’e/ = 0, luego entonces j es una funcién constante
con e/ = 1, es decir, existe k € Z tal que j = e>™. -

que g’ =

La funcidn g tal que f = e obtenida en el corolario anterior se denomina una rama de logaritmo
de f en Q.

Observacion 8 Asi, el corolario anterior nos dice que, en un subconjunto simplemente conexo
(véase definicion 6.1.3) contenido propiamente en el plano complejo, siempre podemos definir
ramas de logaritmo.

Corolario 6.1.5 Si Q C C es simplemente conexo, Q # C,y f: Q — C es holomorfa nunca nula
en Q. Entonces, para cada n € Z\ {0}, existe una funcién holomorfa i : Q — C tal que " = f.

Demostracion. Como consecuencia del corolario anterior, existe una funcién holomorfa g : Q — C
tal que €8 = f, si definimos h = ¢8/", entonces h" = (eg/")” =ed=f. |

El indice de una curva

Es fécil ver que /
y<Z—20
lizaremos en la siguiente proposicién:

dz =2misi y(t) = z0 +re*™ con 0 <t < 1, este resultado lo genera-

Proposicion 6.2.1 Sizp € C,y 7:[0,1] — C es una curva cerrada, suave por partes que no pasa
por zo, es decir, zo ¢ im(y), entonces

l/ dz
271 Jyz—20

€S un numero entero.
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Demostracion. Bastard demostrar este resultado en el caso en que Y sea una curva suave. Definimos
g:10,1] = C como

g(t) = /Ot y(y(s)ds.

s) — 20
dz
Claramente g(0) =0,y g(1) = / .
Yy<—20

Ademas

J .

dt ¥(t) — zo0

Consecuentemente

d

S0 -2) = 050 - g0 (110 ~20)

_ —g(t y _ ’}/(t) _ _
. ”(y(r) 0w zo>>—o.

Luego entonces la funcién ef") (y(r) — zo) es constante, y como 7 es una curva cerrada, y(0) =
¥(1), en particular

&0 (1(0) —20) = 10) 20 = Y1) 20 = ¢ V) (¥(1) )

lo cual implica que, 1 = ¢80 = ¢=¢(1) pues zq ¢ im(y). Entonces g(1) = 27k, para algiin entero
k. |

Definicion 6.2.1 Si y:[0,1] — C es una curva cerrada, suave por partes, para cada zo ¢ im(7y),
el indice de 7y con respecto al punto 7, se define como

1 d
n(%ZO) = /'J/ <

C2m 7—20

Este nimero también se denomina el niimero de vueltas de 7y alrededor de z.

Como consecuencia de la proposicién anterior, el indice de una curva con respecto a un punto
es un ndmero entero.

Recordamos que, si ¥: [0, 1] — C es una curva suave por partes, la curva —7 definida como
—7y(t) = y(1 —t) es una reparametrizacion, que cambia la orientacion, de la curva inicial, y
si 0:[0,1] — C es otra curva tal que y(1) = 6(0), entonces Y+ o es la curva definida como
(y+0)(t)=7(2t)si0<t<1/2,y(y+0)(t) =c(2t—1)si1/2<r< 1.

Proposicion 6.2.2 Siy, o :[0,1] — C son dos curvas cerradas, suaves por partes, con el mismo
punto inicial, zgp € C entonces:

L. n(7,20) = —n(—7,20), sizo & im(7).

2. n(y+0,20) =n(¥,20) +n(0,z0), si zo ¢ im(y+ o).

3. Sizo ¢ im(y)Uim(o) y si y es homotépica a 6 en C\{zo}, entonces n(7,z0) = n(0,z).

Demostracion. Las primeras dos propiedades son consecuencia de la proposicion 5.1.5, mientras
que la tercera propiedad es consecuencia del teorema de deformacién 6.1.2. |
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Teorema 6.2.3 Sea y una curva cerrada en C, suave por partes, Q := C\ im(7y). Entonces
n(y,z0) es localmente constante, esto es, para cada componente conexa U de Q, existe una
constante cy € Z tal que n(Yy,z0) = cy para cada zo € U. Ademds, n(7,zo) = 0 si zo pertenece a
la componente no acotada de Q. ¢

“Una componente conexa de un espacio topoldgico (X, 7) es un subconjunto méximo conexo, esto es, ¥ C X es
una componente conexa de X si, Y es un conjunto conexo y si Z contiene propiamente al conjunto Y, entonces Z
es disconexo. Las componentes conexas de X forman una particion de X, y si X es conexo, entonces X es su tinica
componente conexa.

Demostracion. Definamos f : Q — C como f(z) = n(7,z), a continuacién demostraremos que f
es continua. Como £ es abierto las componentes conexas de £ son conjuntos abiertos. Sea zp € Q,
demostraremos que f es continua en zg.

Sea € > 0 y definamos r = d(zo,im(Y)), la distancia de la curva ¥ al punto z9, como Q es
abierto, r > 0.

nrle
Sié ::ml’n{;, %r(y)}’ entonces 0 > 0. Dada z € C tal que [z— 29| < 0 < %, por la definicién

de indice de una curva tenemos:

[f(@) = flo)l = In(r,2) = (%ZO

1
- C—z /C—ZO
1 Z—20
= o A(C—z)—zodc‘
De donde
1 Z—
@)= flo)l = 5- W
\z

B Zo\ d{|

- /rc—zuq—m
4g)|

= 2n/|c—z|c—zo|

Como ¢ € im(y), entonces | —zo| > r > %, | —z| > %, ademds |z —zo| < 6 < %, de donde

;r/ym—zﬁ?—zd g (rZ /"’CD ST

Luego entonces | f(z) — f(z0)| < €&, por lo que f es continua en Q.

De donde, im(f) C Z, y para cada componente conexa U C Q, se tiene que f(U) es un punto,
en particular f es constante, digamos cy € Z, en el conjunto U.

Si ahora Uy denota la componente no acotada de Q, existe R > 0 tal que Uy D {z€ C: |z] > R}.
Si € > 0, elegimos zo con |z0| > Ry |z —z0| > (27e)14(y), uniformemente para z € im(y),
consecuentemente |n(Y,z0)| < €, en particular Zh_)rg n(7,z0) = 0,y como n(7,zo) es constante en U,

entonces n(7Y,zo) = 0 para cada zg € Up. [
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Ejemplo 39

Si consideramos la curva 7y que se muestra en la figura 6.6

°
<0
Y

Figura 6.6: El indice de una curva ¥ en los puntos z;

podemos ver que n(y,20) = 0, n(,21) = —1, n(y,22) = ~2, n(,23) = 3, n(y,24) = 2, y finalmente

n(y,zs) = 1.
Como consecuencia de esto, el interior de una curva cerrada 7y puede definirse como

{zeC: n(r,2) #0},

y esta definicidn, para curvas cerradas simples, coincide con el interior de una curva definido por el
teorema de la curva de Jordan.

6.3 Elteorema de Cauchy

En esta seccién presentamos la generalizacion del teorema de Cauchy a cualquier curva cerrada.

Teorema 6.3.1 — Férmula integral de Cauchy. Sea f una funcién holomorfa definida en un
abierto Q C C. Sea Y una curva cerrada en € suave por partes, sea zp un punto que no esté sobre
la imagen de la curva 7, y supongamos que Y es homotdpica a un punto. Entonces

1 f

dz.
2T Jyz—20

n(¥:20) f(z0) =

Demostracion. La demostracion es andloga a la del teorema de Cauchy para rectiangulos. Para
z € Q, definamos la funcién:

z)— flz .
f(i_f(o), si z€ Q\{z0}
r(z) = 0
1 (z0) si z=2p.
Claramente ¢ es continua en Q, y holomorfa en Q\{zo}, como consecuencia del teorema de

Cauchy 5.1.10 y el teorema de deformacién 6.1.2 se tiene que 0 = / Qrdz, y como
Y

_ [ f(&)—f(z0)
/yq)fdz _/y Z—20 d

= f(z)dz—f(zo)/ldz: ﬂdz—Zﬂzn()/,Zo)f(zo),
Y<—20 yZ—20 yZ—20
de donde n(y,z0)f(z0) = 1 fe dz. [

2w Jyz—20
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Como consecuencia del lema 5.3.2 visto en el capitulo 5, y del teorema 6.3.1 tenemos el
siguiente resultado:

Corolario 6.3.1 — Férmula integral de Cauchy para derivadas. Sea Q C C un conjunto
abierto no vacio, f : Q — C una funcién holomorfa, y 7 : [0,1] — Q una curva suave por partes.
Sea zp € © un punto que no esté sobre la imagen de la curva ¥, y supéngase que y es homotdpica a
un punto en 2. Entonces

n(1,20) ™ (20) = . /y(Zf(Z) dz

271 — o)k

A continuacién aplicaremos la férmula integral de Cauchy para obtener / f, donde v es una
Y

curva cerrada, y f es una funcién holomorfa en un abierto que contiene a la cerradura de la regién
acotada por v, salvo quizd un nimero finito de puntos. Adicionalmente se pide los puntos donde f
no es holomorfa no se encuentren en la traza de 7.

Ejemplo 40

ZZ

yz—1
Como f(z) = 7% es entera, 1 ¢ im(y), y n(y,1) = 1, aplicando la férmula integral de Cauchy:

L. dz, donde y(t) = 2e*™,con 0 <t <k, k € Z.

L[ o= ) = k=

% yZ*l

despejando obtenemos que 27k es el valor deseado.
2
—1
2. /Zidz donde y(t) = 2¢*™ con 0 <t < I.
y 2+1
Para poder aplicar la férmula integral de Cauchy, necesitamos que el denominador sea de la
forma (z — z)* para alguna k > 0. Notamos también que n(y,£1) = 1,y

zz—l_(z_l) 1 _z<z21>_z<z21>
21 (z+1)(z—1) 2\ z+1 2\ z—1
de donde

Z—1 1 (-1 1 (-1
/2 = / = - = dz
yzo+1 y\2 \ z+1 2\ z—1
_ ! Zz_l—i Zz_ldz
2)y 241 2Jy z—1
Aplicando la férmula integral de Cauchy

1 2 -1 2 2
— dz=(*=1 —2_1=-2
3w ], S e = (= () =

y
1 Z2_1 2 2
— dz=((—=1)"—1 —)=1r—-1=-2
3 ], e = (0P = Dty =

de donde

2
z7—1 1 l
/yz2+l ¢ 2( 2 2( )
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3. /Si#dz, donde (1) = ¥ si0 <t < 1.
Y
Aplicando la férmula integral de Cauchy para derivadas, con n =3y f(z) = senz entonces:
31 [ f(2)
B 0)n(y,0) = — / —dz.
19 Om(r0) = 5 [ £

Como n(y,0) =1,y f®)(z) = —cosz, entonces £(>(0) = —1, luego entonces

/sende: 27”(_1):_9_
Y

& 31 3
n
4. /<Z1> dzparatodan € N, donde y(t) = 1+¢e*™,con0 <t < 1.
Y \Z—

n n
. 2 Z . . ; .
Noétese que 1> = W, y si f(z) = 7", como consecuencia de la férmula integral
z— -

de Cauchy para derivadas

_ —1)! 7
D=1 py = / '
e R =
Como f(”_z)(z):(n—l)!,yn(}/,l):l,entonces/(Z1> =271,
Y \<—

También podemos aplicar la férmula integral de Cauchy para obtener integrales de la forma
/

/ ?, si f es holomorfa en una regién Q que contenga en su interior la regién acotada por la curva
Y

7. y que admita solo un nimero finito de ceros en €2.. Recordamos que, si zg es un cero de la funcién
holomorfa f, existe un entero positivo 2, y una funcién holomorfa g(z), tal que f(z) = (z—z0)"g(z),
con g(zo) # 0. De donde, si zi,...,z son los ceros de f con z; # zx si j # k, entonces existen
enteros positivos my, . ..,m, y una funcién holomorfa g tal que f(z) = (z—2z1)™ -+ (z— z5)™g(2)
con g(z) # 0, en particular

flz) = m@E—z2)""Yz—2)" - (z—z)™g(z) +...
+mi(z—z1)™ (2 —z)" (2= z)™g(2) + ..
tmy(z—z1)" (2 —22)™ - (z—25)™ 'g(2)
+(z—z21)" (z—22)"™ - (2 —2,)™¢ ().

Consecuentemente
fle) _ m mg  g(2)
= + ,
f@)  z—z -z g(2)
de donde
! /
Z m m b4
[T = (2 L g
y f(2) y\2—2z1 z—z,  8(2)
/
m My
— ! dz+...+ : dz+/£dz
yZ—21 yZ—Zs vy 8
/
Como g no se anula en Q, entonces g’ /g es holomorfa en Q, asi / & _ 0, y por la definicién del
v &
o dz
indice n(7y,z;) = 2m / , de donde
y<—Zk

1 f/(Z) B N
2m/yf(z) dz—kgbmkn(}/,zk). 6.1)
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Consecuentemente, si f es holomorfa en Q y 7 es una curva cerrada simple tal que la cerradura
de region acotada por ¥ este contenida en Q, entonces la expresion

1 !
1 re,
21 Jy f(2)
puede considerarse como una funcién que cuenta los ceros de f(z) en el interor de ¥, donde un cero

de multiplicidad k se cuenta k veces.
Esto lo podemos aplicar para calcular integrales como la siguiente:

241
/ %dz’ donde (1) = 2¢*™, con 0 <1 < 1.
y< <

Como z° — 1 = (z—1)(z*> +z+ 1), los ceros de z2 +z+ 1 son las raices ctibicas de la unidad ¢,
k=0,1,2 con §, = 1. Claramente |{;| = 1, y por ende, se encuentran en el interior de ¥, ademds
n(vy,&) =1, de donde

2z+1
/YWM —2mi(n(y, &) +n(1,5)) = 2mi(1 + 1) = 47

En particular podemos demostrar el siguiente resultado:

Proposicion 6.3.2 Sea zp € C, R > 0y suponga que f es una funcién holomorfa en B(zp,R). Sea
o = f(z0). Si f(z) — a tiene un cero de orden m en zp, entonces existen € >0y 6 > 0 tal que, si
0 < |§ —al < J, entonces f(z) = ¢ tiene exactamente m soluciones en B(zg, €).

Esta proposicion nos dice que, f(B(zo,€)) D B(ot,6). Ademds, el hecho que f(z) — o tenga un
cero de multiplicidad finita, garantiza que f no es constante.

Demostracion. Como los ceros de una funcién holomorfa son aislados, si m = 1, podemos escoger
€ > 0 tal que € < R/2. De donde, f(z) = o no tiene soluciones si 0 < |z —zo| < 2¢€,y f/(z) #0si
0 < |z—z0| < 2¢.(Sim > 2, entonces f'(z0) =0.)

Sea y(t) = zo +€e*™ , con 0 <t < 1, y consideremos la curva ¢ = fo7.

Como «a ¢ im(0), existe § > 0 tal que B(a,d)Nim(c) = 0.

De donde, B(, §) estd contenida en alguna componente de C\im(o); esto es, |o¢ — | < &
implica n(o,a) =n(o,{), yaque

1 f'(z)
"o zm/m@—adz
L P L dw
= smh Tow) e = am g ="

e L[PG, 1 fE
= no:6) = 27n/0 Foro) ¢ = 2m/y -t %

Y como n(7,z) debe ser cero, o uno, y tenemos exactamente m soluciones de la ecuacion
f(z) = € en el interior de B(zg,€). Como f'(z) # 0 para 0 < |z—zo| < €, cada una de las raices
debe ser simple. u

Teorema 6.3.3 — Teorema de la funcién abierta. Sea Q C C abierto y conexo, sea f : Q — C
una funcién holomorfa no constante. Entonces, f(U) C C es abierto si U C Q es abierto.

Demostracion. Sea U C Q un conjunto abierto, U # 0, y supongamos que zo € U, y sea & = f(20).
Como vimos en la proposicién anterior 6.3.2, podemos encontrar € >0y & > 0 tales que B(zo,€) C
Uy f(B(z0,€)) O B(a,9). u
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Corolario 6.3.2 Sea Q C C, abierto. Si f : Q — C es holomorfa e inyectiva, denotemos G = f(Q).

1
Entonces f~!: G — Q es C-diferenciable y (f~!)(w) = —————, donde w = f(z).

(= w)
Demostracion. Como consecuencia del teorema de la funcién abierta 6.3.3, f~! es continua y
Q es abierto. Como z = f~!(f(z)) para cada z € Q, como consecuencia de la regla de la cadena

(fFH(w) = W,dondew:f(z). [ ]

6.4 Ejercicios

1. ¢ Se satisface el teorema de Cauchy separadamente para las partes real e imaginaria de una
funcién holomorfa f ? Si es asi, demuéstrelo; si no, dé un contraejemplo.

2. Utilice una rama apropiada de la funcion logaritmo para evaluar / \/z, donde ¥ es la

parte superior del circulo unitario orientado en sentido levdgiro: primero directamente, y
posteriormente, usando el teorema fundamental de las integrales de linea.

3. Sean Q un conjunto abierto conexo, xp,x; € Q. y 1, % : [0,1] — Q dos curvas de xp a x;.
Demuestre que la relacidn Yy es homotdpica a 7y, con puntos extremos fijos es una relacion de
equivalencia.

4. Sean Q un conjunto abierto conexo, y Y, % : [0,1] — Q dos curvas constantes distintas.
Demuestre que, si ¥ : [0, 1] — Q es una curva cerrada rectificable y ¥ es homotépica a ¥, para
k=0,1, entonces }p es homotdpica a ;. Sugerencia: Conecte los puntos a y b por medio de
una curva.

5. Sean Q un conjunto abierto conexo, Y, %1 : [0, 1] — Q dos curvas cerradas. Demuestre que
la relacién Yy es homotopica a 7 como curvas cerradas es una relacion de equivalencia.

6. Sean Q C C un conjunto abierto, conexo, no vacio, f : Q — C una funcién holomorfa, y
7:[0,1] — Q una curva rectificable, demuestre que f oy también es una curva rectificable.

7. Seaw = re'® # 0 un niimero complejo fijo, y sea y una curva rectificable en C\ {0} de 1 a
w. Demuestre que existe un entero k tal que

1dz =logr+1(6 + 2nk).
Y <
8. Si Qp, Q) C C son dos conjuntos abiertos, simplemente conexos, y cuya interseccion es
conexa y no vacia, demuestre que ;N €Q; y Q; UL, son ambos simplemente conexos.
9. Demuestre que C \ {0} no es un conjunto simplemente conexo, (véase la definicién 6.1.3 en
la pagina 150).
10. Sea Q = C\{0}, muestre que cada curva cerrada en Q es homotdpica a una curva cerrada
cuya imagen est4 contenida en la curva y : [0, 1] — C dada por y(t) = e>™.
11. Evalde las siguientes integrales:

a) / (ZZ71)3dZ’ donde v es la circunferencia de radio 2 con centro en el origen orientada
er}; sentido levogiro.

b) / ;dz, donde 7 es la circunferencia de radio 1 con centro en el origen orientada en
sgntido levégiro.

2(172, donde ¥ es cualquier curva cerrada rectifica-
zz—1
ble en C cuya traza no contiene a los puntos +1.
13. Sea f una funcién holomorfa en el interior y sobre una curva cerrada simple y. Suponga que
f =0 sobre y. Muestre que f(z) = 0 para cada punto z en el interior de .
14. Evalde

12. Obtenga todos los valores posibles de /
Y

1 e d
Zm/y(zz—i— 2%

sit >0y y:[0,1] = C estd dada como y(0) = 3¢5,
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15. Sea f una funcién holomorfa sobre una regién , y sea ¥ una curva cerrada en €. Para
20 € Q\ im(y), demuestre que
/
r&—20 v (€ —20)
(, Puede generalizar este resultado ?
16. Suponga que f es entera y que lim LZ) = 0. Demuestre que f es constante.
700 7
17. Aplique la férmula integral de Cauchy para evaluar las siguientes integrales sobre la curva
y(t) =2¢*™ con 0 <t < 1.
) / dz
a
Y 22 —1
dz
b) / >
yz-+z+1
) / dz
c
Y Zz -8
dz
d "
) y2*+2z-3
18. Sea f holomorfa en una regién € que contiene a la cerradura de la bola con centro z y radio
r. Demuestre que
21)— f(z2
RGN
1 —22
1 1 1
= - - z)dz
27 /y ((Z—Zl)(z—zz) (Z—Zo)2> .
para z1,z2 en el interior de Y, donde 7 es la circunferencia con centro zg y radio r recorrida
una vez en sentido levégiro.
19. Obtenga la serie de Taylor de las siguientes funciones:
a) f(z)= SN lrededor de z0=1.
z
b) f(z) = z%¢* alrededor de zo = 0.
20. Obtenga los primeros términos de la serie de Taylor de la funcién f(z) = e*senz alrededor
de zo =0.
21. Calcule la serie de Taylor de las siguientes funciones en los puntos indicados:
a) ezz, alrededor de z9 =1
b) ——————, alrededor de zo =0
' G G-Y) °
22. Obtenga los primeros términos de la serie de Taylor de v/z2 — 1 alrededor de 0, utilizando
una rama apropiada para la funcién logaritmo.
23. Sea Q C C un conjunto abierto y conexo, y f : Q — C una funcién holomorfa e inyectiva,
demuestre que f’(z) # 0 para toda z € Q.
24. Demuestre que para cada entero positivo n se tiene que
n
. kUl (2k—1)
/ cos*0dO = ——2r.
° T2k
k=1
25. Aplique la férmula integral de Cauchy para demostrar el teorema de Cayley-Hamilton. Si
A es una matriz de orden n con coeficientes en C y x4(z) = det(z —A) es el polinomio
caracteristico de A, entonces y4(A) =0. !
26. Si p: C — R estd definida como p(z) = Re(z), demuestre que p es una funcién abierta pero

1
no cerrada. Sugerencia: Considere Q =< z€ C; Imz= Rea con Rez#0 ;.
ez

Ic. A. McCarthy, Amer. Math. Monthly, 82 (1975), 390-391
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27. Si p(z) es un polinomio de grado n > 1, y R > 0 es un nimero suficientemente grande tal
que p(z) no se anula fuera de B(0, ) Si y(t) = Re*™ para t € [0, 1], demuestre que

'P ()

p(2)

= 2min.

28. Aplique la férmula 6.1 para dar otra demostracion del teorema fundamental del dlgebra.
29. Si Q C C es un conjunto abierto, conexo y no vacio. Demuestre que los siguientes enunciados
son equivalentes:
a) Q es simplemente conexo.
b) C\ Q es conexo.
¢) Para cada funcién holomorfa f : Q — C tal que f(z) # 0 para cada z € Q, entonces
existe una funcién holomorfa g : Q — C tal que f = 8.
d) Para cada funcién holomorfa f : Q — C tal que f(z) # 0 para cada z € Q, y para cada
entero positivo n, existe una funcién holomorfa 4 : Q — C tal que f = h".
30. Si f es una funcién holomorfa en D tal que |f(z)| < 1 para cada z € D, demuestre que

) 1
QP = TP

Este resultado es el lema de Schwarz-Pick, y determina la invarianza del lema de Schwarz.

si zeD.
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7.1

En el presente capitulo estudiaremos funciones que son holomorfas en una bola cuyo centro
ha sido removido, esto nos llevard al concepto de un tipo particular de puntos, que llamaremos
singularidades aisladas, de las cuales hay de tres tipos, a saber:

1. removible;

2. polo;
3. singularidad esencial.
El primer tipo nos dice que la funcidn se puede extender a una funcién holomorfa en toda la bola,

99

es decir, puede removerse la singularidad. El tercer tipo nos habla del comportamiento “aleatorio
de la funcién en cualquier vecindad de dicho punto, esto es, la funcién toma practicamente cualquier
valor en una vecindad de tal punto. El segundo tipo de singularidades nos dice que, cerca de un
polo zp, una funcién holomorfa f alrededor de zg, salvo el punto zg, puede escribirse en la forma
flz) = (Zh(—i)N’ donde A(z) es una funcién holomorfa en zo y h(zo) # 0. Esto nos conducird, de
manera inme((iiata al concepto de funcién meromorfa.

Podemos decir que, los polinomios son el ejemplo extremo de la importancia que puede llegar
a tener el conocimiento de los ceros de una funcién en la determinacion y el estudio de la misma.
Sin llegar a tal extremo, el estudio de los ceros de las funciones holomorfas es también un aspecto
importante en su estudio. De manera similar, hay una serie de resultados significativos que pueden
aplicarse para determinar el comportamiento de una funcién meromorfa, en términos de sus ceros y
polos, los cuales estudiaremos a lo largo de este capitulo.

Introduciremos el concepto de serie de Laurent y clasificaremos las singularidades aisladas
de una funcién en términos de su serie de Laurent. En particular, demostraremos el teorema de
extension de Riemann, el teorema de Casorati-Weierstrass, y enunciaremos el teorema de Picard.

También demostraremos el teorema del residuo y algunas de sus consecuencias. Aplicaremos
el teorema del residuo para evaluar ciertas integrales definidas sobre la recta real, las cuales no
pueden ser evaluadas usando los métodos tradicionales del calculo.

Clasificacion de singularidades

Definicién 7.1.1 Se dice que una funcién f tiene una singularidad aislada en el punto zg € C
si existe R > 0 tal que f estd definida y es holomorfa en B(zo,R) \ {z0}, pero no en B(z,R).

Una singularidad aislada zp se denomina una singularidad removible si existe una funcién
holomorfa g : B(zp,R) — C tal que g(z) = f(z) para z # zo.



168 Capitulo 7. Laurent y residuos

Las funciones f(z) = 1/z, g(z) = cos(1/z) y h(z) = senz/z tienen singularidades aisladas en
el punto zp = 0, pero s6lo h(z) tiene una singularidad removible en zp = 0 ya que

senz 12 ZZnJrl e Z2n
e M e Mo
z 7= 2n+1)! = (2n+1)!
oo Z2n
para z # 0, y la funcién g(z) = n;)(—l)”m es holomorfa y tiene radio de convergencia
infinito. |
Por otra parte, la funcién f(z) = ——— tiene singularidades en z =0, y en z=1/n con
sen(7/z)

n € Z, los cuales estdn comprendidos en el segmento del eje real [—1, 1]. Salvo z = 0 todas estas
singularidades son aisladas. El punto singular z = 0 no es aislado porque toda vecindad agujerada
del origen contiene otros puntos singulares de la funcion, esto es, dado € > 0, si denotamos por
m € N a cualquier entero positivo tal que 1/€ < m, se tendrd que 0 < 1/m < &, lo cual implica que
el punto singular z = 1/m estd en la vecindad agujerada V ={z € C; 0 < |z]| < €}.

Teorema 7.1.1 — Teorema de extensiéon de Riemann. Si la funcién f tiene una singularidad
aislada en el punto zp € C, entonces el punto zp es una singularidad removible si, y solamente si,

lim (z—2z0)f(z) = 0.

720

Demostracion. Sea R > 0y supongamos que f es una funcién holomorfa en B(zo,R) \ {20}, ¥
lfm (z—2z0)f(z) = 0, definamos
=20

g(z):{ (z—20)7f(z) si z#z0,

0 si z=20.

Entonces g es continua y holomorfa en B(zo,R) \ {20}, ain mds, como

2
— - )0
lim 8@ 78G0) _ o 2=20)fH -0 _ o (z—20)f(z) =0,
2—20 Z—20 220 Z—20 =20

entonces g es holomorfa en B(zo,R) y g'(z0) = 0, por lo tanto, la funcién g admite un desarrollo en
serie de Taylor

g(z) = i g(";(‘z()) (z—20)" = (z—20)* i g(";('zo) (z—z0)" 2
n=0 : n=2 :

o (1)
En particular, f(z) = Z ¢ @)

' (z—20)" 2 para z # 29, y como la funcién
n.
n=2

o o)
o) = LS e

n

es holomorfa en B(zg,R) tenemos que z( es una singularidad removible de la funcién f.

Reciprocamente, supongamos que la funcién f tiene una singularidad removible en el punto zp,
por tanto existe R > 0 y una funcién holomorfa g : B(z9,R) — C tal que g(z) = f(z) para z # zo,
en particular

lim (z—z0) f(z) = lim (z—20) g(z) = lim (z — z9) lim g(z) = 0.

Z—20 7—20 Z—20 7—20
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Notese que lo anterior nos dice que, si zo es una singularidad removible de f, entonces lim f(z)
Z—20

existe.

Como consecuencia del teorema de extensién de Riemann tenemos que el punto zp es una
singularidad removible de la funcién f si, y solamente si, la funcién f es acotada en una vecindad
del punto zg.

Definicion 7.1.2 Si zo € C es una singularidad aislada de la funcién f, entonces zo es un polo
de f si lim f(z) = 0. Esto es, para cada M > 0 existe € > 0 tal que | f(z)| > M siempre que
=20

0<l|z—z0| <e.

Es fécil ver que la funcién f(z) = 1/(z— z9)" tiene un polo en 7y para cada n € N.

Proposicion 7.1.2 Si Q C C es una regién con zp € Q y si f es una funcién holomorfa en Q\ {zo}
la cual tiene un polo en zy, entonces existe un entero positivo m y una funcién holomorfa g: Q — C
tal que

8(z)
(z—z0)™

f(2)= (7.1)

Demostracion. Si f tiene un polo en zp, entonces 1/f(z) tiene una singularidad removible en zo,
por lo cual, la funcién

1
h(z) =4 [f(2)
0

st z# 20

si z=129

es holomorfa en B(zg,R) para algiin R > 0. Como h(z9) = 0, por el corolario (5.3.2), existe un

entero m > 0 y una funcion ¢ holomorfa en B(0,R) tal que h(z) = (z—z0)"@(z) con @(zo) # 0.
1

Esto es (z—z0)" f(z) = 1/¢(z) tiene una singularidad removible en zo. Témese g(z) = —— para

?(2)

obtener la igualdad 7.1.

Definicion 7.1.3 Si f tiene un polo en zo y m es el minimo entero positivo tal que (z—z9)" f(z)
tenga una singularidad removible en zg, diremos que f tiene un polo de orden m en z.

Si f tiene un polo de orden m en z9 y f(z) = g(z)/(z —z0)™, como g es holomorfa en B(z9, R),
ésta admite expansion de serie de potencias en zg. Sea

gz)=cot+ci(z—z0) ... Fem1(z—20)" '+ (z—20)" ) Cmik(z—20)

k=0
entonces
co 1 Cn-1 | v X
7)) = + +...+ + c 7—3
f@) (z—z0)™  (z—2z0)"! =20 (= mik(2 = 20)
(7.2)
C| C Cip—
= L 1 h(2)

(z=z0)"  (z=z0)""

2—20
donde A(z) es una funcién holomorfa en B(zo,R), y ¢o # 0.
Definicion 7.1.4 Si f tiene un polo de orden m en 7y y f satisface la ecuacién anterior, entonces

o C1 Cm—1
S(z) = + +...+
(2) (z—z20)™  (z—2z0)"! 7—20

se denomina la parte singular (o parte principal) de f en zg.
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La parte principal de f en zp mide qué tan singular es f en el punto zp.
Ejemplo 41
p()

Sea f(z) = ﬁ una funcién racional, es decir, el cociente de dos polinomios, y supongamos
q(z

que los polinomios no tienen factores comunes. Entonces, los polos de f(z) son los ceros de ¢(z) y
el orden de un polo de f es la multiplicidad del cero correspondiente de g(z). Supongamos que z
es un cero de ¢(z) y sea S(z) la parte singular de f(z) en zp, es decir,

f(z) = S(z) + h(z) con h(z) holomorfa en B(zor).

Entonces, f(z) —S(z) = h(z), con h(z) holomorfa en B(zp,r) y ademds h(z) es una funcién racional
cuyos polos diferentes de zo también son polos de f(z). Mds atn, si S(z) es la parte singular de 4(z)
en uno de sus polos, entonces S(z) también es la parte singular de f(z) en ese polo.

Por induccién, si z1,...,z, son los polos de f(z) y si S;(z) son las partes singulares de f(z) en
los polos z;, entonces

f) =Y S, +R() 7.3)
=1

donde R(z) es una funcion racional sin polos y por lo tanto es un polinomio, por lo que 7.3 es la
descomposicién en fracciones parciales de f(z).

Definicion 7.1.5 Si una singularidad aislada no es removible ni polo, entonces se denomina
una singularidad esencial.

No es dificil ver que zo = 0 es una singularidad esencial de exp(1/z), y dejamos como ejercicio
verificar esto.

Series de Laurent
Definicién 7.2.1 Seazg € C, y sean Ry, y R, dos niimeros tales que 0 < R; < R, < . Se define
el anillo con centro en z, radio interior R y exterior Ry, que denotaremos an(zop; Ry, R,) como
el conjunto

an(zo;R1,Ry) :=={z€ C: Ry < |z— 20| < R2}.

Por ejemplo an(0; 1,e0) corresponde a los puntos que estdn fuera de la bola cerrada de radio
1 con centro en el origen, esto es, an(0; 1,00) = C\ B(0, 1), mientras que an(0; 1,2) corresponde
a los puntos que estan fuera de la bola cerrada de radio 1 con centro en el origen, pero dentro de
la bola abierta de radio 2 con centro en el origen, finalmente an(0;0, 1) es la bola agujerada con
centro en el origen y radio 1, esto es, an(0;0,1) = B(0,1) \ {0}. Para la representacion del caso
general véase la figura 7.1.

En lo que sigue, también escribiremos

/ fdz obien / f(z)dz
|lz—z0|=r Jz—z0l|=r

o alguna otra notacion similar, para denotar [, f donde ¥,(t) =zo + re*™ con 0 <t < 1, donde r
denota un niimero real no negativo.

Cabe notar que dentro del anillo an(zo; R, R;) las funciones holomorfas tienen un buen com-
portamiento, esto es:
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Figura 7.1: Representacion del anillo an(zo;R;,R2)

Lema 7.2.1 — De Cauchy para circunferencias concéntricas. Sea zp € Cy sean R; y R; tales
que 0 < R; < Ry < oo. Sup6ngase ademds que f es una funcién holomorfa en el anillo an(zo; R, R3).
Entonces, para cada nimero real r tal que Ry <r < Ry :

/C—Zo—rfdg

es independiente de r.

Demostracion. En caso necesario se realiza el cambio de variable { = z — zp, por lo cual, sin perder
generalidad podemos suponer que zgp = 0. Para r € R con R; < r < R, definimos la funcién

10):= [ sgac

di(r) 0
dar
Sea y(t) = re*™ para 0 <t < 1, una parametrizacién de la circunferencia con centro en el

origen y radio r, entonces

Para ver que I(r) es independiente de r bastard ver que

1 1
¢ f(&)d¢ :/ f(re®™) - 2mur- 2™ dt :27U/ g(re®™) dr,
=r 0 0

donde g(&) = £ f(&£). Como consecuencia de las reglas de Leibniz obtenemos

dl d L s L dg(re*™)
E(r) = dr<2m/0 g(re”™")dt 727”/0 Tdt

relm!
= L[ = g™ = 1 (5(r) 500

r ot
= 0.
pues
P 27t P! 27t
e (;et ) o 280 (ger ). (7.4)
Esto es, la integral es independiente de r. |

Lema 7.2.2 — Férmula integral de Cauchy en una regién anular. Si R; y R, son tales que
0 <R; <Ry <.y f es una funcién holomorfa en el anillo an(zo;R;,R;), si z € an(zo,R;,R2).
Elegimos R3 y R4 tales que R; < R3 < |z— 20| < R4 < Ry, entonces

1 SO o 1 10
fla)= 27 /|g20|—R4 C—ch 2m /CZO—Rs C—ZdC'
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Demostracion. Nuevamente, y sin perder generalidad, podemos suponer que zop = 0. En el anillo
an(0; Ry, R,) definamos la funcién

FO—FQ)
o (O)={ -z e
(@) sif =z

Claramente la funcion ¢ es homolorfa en an(0; R, R>) \ {z} y continua en an(0;R;,R;). Como
consecuencia del teorema de Morera 5.2.3 la funcion ¢y es holomorfa en an(0; Ry, R»).

Como consecuencia del lema anterior 7.2.1, la integral es independiente de r si R| < |r| < Ry,
de donde

Qordl = @rdg.
/§|—R3 ! ke

Como
/ d¢ :{ 271 si|€—z <p,
= -z L0 si[§—z>p.
De donde

gy
/C|—R4 C_ZdC 2mif @) /Cl —r, € —

despejando f(z), se obtiene el resultado deseado. [ ]

(C) dc

I

Si consideramos las funciones

folz) = _ZIM/CZO—R3 JCC(_CidC para R3 < |z—zo|,

dadas en el lema anterior 7.2.2, se tiene que
f(z) = fiz) + fo(z) para R3 <|z—2z0| <Ra.

En el siguiente teorema 7.2.1 veremos que la funcién f;(z) es holomorfa en B(zg,R4) y por
lo tanto tiene una serie de Taylor 5.3.1 alrededor de zg, es decir, existe una sucesion de nimeros
complejos {a,} tal que

(2) =) an(z—z0)", para |z—zo| <Ra.

Por otra parte, veremos que la funcion f(z) es holomorfa si R3 < |z —zo|, es decir, la funcién
/> es holomorfa en una vecindad del o, y se puede expresar como una serie de Laurent en potencias
negativas de z en una vecindad del infinito, esto es, existe una sucesién de nimeros complejos {b, }
tales que

Z (z—2z0)" Zb (z—2z0)", para Ry < |z— 2o

n=1 n=—o0
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Luego entonces, si

e .| an para ne NU{0}
"1 b, prra -—neN

obtenemos

flz)= i cn(z—20)",

donde
1/ f(&)
Cp=— ——2~ _—d{ paraR3 <r<R4y,n€Z.
2701 D e (€ =2y 46 P2 K3 !

Teorema 7.2.1 — Teorema de Laurent. Sizg € C, R|, Ry son tales que 0 < R} <Ry < ooy
f es holomorfa en el anillo an(zo; Ry, R2), entonces existe una sucesion de niimeros complejos
{¢n tnez tal que la serie:

oo

Y can(z—2)", (1.5)

n—=—oo

converge absoluta y uniformemente a f(z) en la cerradura de an(zo; R3,R4) donde R3, R4 son
numeros tales que R; < R3 < R4 < R;. Los coeficientes ¢, estdn dados por la férmula:

L AR )
[ctapmids: nez

" 2m —20

donde la curva y: [0,1] — Q, estd dada como ¥(t) = zo + re*™", para cualquier r € R con
R| < r < R,. Ademads, dicha serie es la inica con estas propiedades.

La demostracién se basa en los dos lemas anteriores 7.2.1'y 7.2.2:

Demostracion. Sin perder generalidad, supongamos que zo = 0. Sea z € an(0 : Ry, R») y elijamos
nimeros reales R3 y R4 tales que

R1<R3<‘Z‘<R4<R2,

ysear € Rtalque R <r < Rj;.
Para cada n € Z se define

s
S T

dc.

Como consecuencia del lema 7.2.1, los nimeros ¢, no dependen de r.
Como |z| < Ry, si |{| = R4, entonces:

: i <
. n+1
-z n=0 ¢
y la serie converge uniformemente. Asi,

1 f& . 1 - <
file) = 2m/|¢—R4Cde B 2m/|c—R4f(C) (gCH) *

- B pne) o= Lot

n=0
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Por otra parte, si fijamos z tal que R3 < |z] y || = R3 de manera similar a la vista anteriormente
tenemos

T Z Zn-‘rl

y la serie converge uniformemente. Luego entonces

_ b JE) ye_ L _y &
I e M e [ /M_R}f@( ,;()Z,,H)dc

= X (o [ S0F) = L e

n—-—oo

donde m = —n—1.
Como consecuencia del lema 7.2.2

= Z .

Nn=—oo

(=

Supongamos que una serie de la forma Z a,7" converge para cada punto z en el anillo

Nn—=—oo
aH(O;Rl,Rz).
Luego entonces 1im |a,|p" =0y lim |a_,|p " = 0 siempre que R; < p < R,.
n—yoo n—yoo

Como consecuencia de la demostracion del lema de Abel 3.6.1, la serie Z ayz" converge
n=0
~1
uniforme y absolutamente para |z| < Ry <R, y Z a,Z" converge uniforme y absolutamente si

Nn——oo
R| < R;3 < || para cualesquier R3 y R4 tales que R; < R3 < R4 < R,. Lo anterior demuestra la
existencia de la serie.
Para demostrar la unicidad, supongamos que existe otra sucesion de nimeros complejos {ay } ez
tal que

f(z) = Z anZ", para z € an(0;R,R2).

n—=—oo

Por la propiedad de convergencia uniforme antes demostrada, si r € R es tal que R| < r < Ry,
ymeEZ

/1 f(reth)efbrzmt dt = / 27ttt)n672n'tmt dt
0 0 p=—o

— Zan/ n2n’tnmtdt

Nn——oo
= amrmv

de donde

N ey G (D,

Con lo cual se demuestra la unicidad. [ |
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Sizo e C,0<ry f es una funcion holomorfa en el abierto B(zo,r) \ {z0}, el teorema de
Laurent 7.2.1 muestra que existe una tnica expresion de la forma

Z en(z—z20)", 0<l|z—z0|<r
n——oo
Corolario 7.2.1 Sea zp € C una singularidad aislada de una funcién f, holomorfa en an(zy;0,R)
para algtin R > 0, y sea

Y culz—=z0)"
n=—oo
su desarrollo en serie de Laurent en an(zo;0,R). Entonces

1. zo es una singularidad removible de f si, y Unicamente si, ¢, = 0 para todo n < 0;

2. zp es un polo de orden k de f si, y solamente si, existe k € N tal que ¢_; # 0y ¢, = 0 para
todo n < —k;

3. zo es una singularidad esencial de f cuando, y solamente cuando, ¢, # 0 para infinitos valores
negativos de n.

Demostracion. Si z es una singularidad removible de f, por definicidn existe una funcién holo-
morfa g tal que f(z) = g(z) para cada z # zo. Como g es holomorfa 5.3.1 existe una sucesioén de
nimeros complejos {c,} tal que

=Y cu(z—20)",
n=0

y por la unicidad de la serie de Laurent 7.2.1 tenemos que f(z) = g(z) = Y_ cu(z—20)" para cada
n=0
z € an(z0;0,R), y, en particular ¢, = 0 para cada entero negativo n.

Reciprocamente, si f(z) admite un desarrollo en serie de Laurent g(z Z cn(z—20)" como

consecuencia del teorema de Taylor g es holomorfa en una vecindad de zg, y C(;)mmde con f para
Z # 20, por lo que f tiene una singularidad removible en z.

Para la segunda parte, supongamos que c¢_; # 0 para algin k € N y que ¢, = 0 para todo
n < —k, entonces

= i en(z—20)",

n=—k

de donde

(z—20)*f(2) = (z—20) chz 20)" chz 20)" = Zcm "

n=—k n=—k

Y por la definicién de orden de un polo 7.1.3 tenemos que la funcién f tiene un polo de orden k en
Z0 y reciprocamente.

Finalmente, si f tiene una singularidad esencial en zp, por definicidn, zg no puede ser singulari-
dad removible ni polo, como consecuencia de los incisos anteriores, hay una infinidad de valores
¢, 7 0 con n un entero negativo y reciprocamente. |

En el punto del infinito “se invierten los términos”, como era de esperar. Si una funcién f tiene
una singularidad aislada en oo, ésta serd holomorfa en an(0; R, <), para algin R > 0, y de acuerdo
con el teorema de Laurent 7.2.1

Y
n—-—oo

para z € an(0; R, ). Denominaremos a esta serie el desarrollo en serie de Laurent de f en el
infinito.
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Corolario 7.2.2 Sea f una funcién con una singularidad aislada en oo, holomorfa en an(0; R, o)
para algiin R > 0, y sea

Q=Y e

n—=—oo

su desarrollo en serie de Laurent en an(0; R, o). Entonces:
1. oo es una singularidad removible si, y solamente si, ¢, = 0 para todo n > 1;
2. oo es un polo de orden £ si, y unicamente si, cx # 0y ¢, = 0 para todo n > k;
3. o es una singularidad esencial cuando, y solamente cuando, ¢, # 0 para infinitos valores
positivos de n.

Demostracion. Es consecuencia de aplicar el corolario anterior el punto singular 0 de la funcién F
definida en an(0;0, 1/R) por

tendra como desarrollo de Laurent

F(z) = i cz = i c_m?”"

n—-—oo m—=—oo

donde m = —n. [ |

Definicion 7.2.2 Sea Q un subconjunto abierto en C, zp € Q, y supdéngase que f es una funcién
holomorfa en Q\ {z0}. Si r > 0 es un nimero suficientemente pequefio para que el anillo
an(zo;0,r) esté contenido en €, tenemos una expansion

flz)= i en(z—20)", 0<|z—zo| <7

n——oo

la cual se denomina la serie de Laurent de la funcién f en el punto zp.

El coeficiente c_q del término

c_1 = Res(f,z()).

se denomina el residuo de f en zp, y lo denotaremos
Z—20

Nétese que c—; = Res(f,20), el residuo de f en zp, es el dnico nimero complejo con la
propiedad de que la funcién

tenga primitiva en an(zo;0, 7). Como consecuencia de esto, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 7.2.2 Si f es holomorfa en un abierto conexo Q\ {zo} y tiene una singularidad aislada
en zo con residuo c_1 en zo. Si B(zo,7) \ {z0} C Q, y si y(t) = z0 + re*™ para 0 <t < 1, entonces

/f(z) dz =2mic_;.
Y

Demostracion. Como zg es una singularidad aislada de f, entonces f admite una expansién en
serie de Laurent

Q=Y a2

n—=—oo0

por lo tanto

/yf(Z)dz: /y (ﬂiwcn(z—m)"> dz:niw/ycn(z—zg)”.
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La aplicacion z — (z —zo)" tiene primitiva para n # —1, por lo que

/cn(z—zO)"dz:O, paran # —1
Y

/cfl(z—zo)_] dz=2mic_y,
Y

de aqui se concluye el resultado. |

Como consecuencia de lo visto en el corolario 7.2.2 podemos decir que

Definicion 7.2.3 Dado un nimero real R > 0, supéngamos que f es una funcién holomorfa en
an(0; R, o), y definamos F(z) = f(1/z). Entonces

1. La funcién f tiene un polo de orden k en o si F tiene un polo de orden k en 0.

2. Lafuncién f tiene un cero de orden k en o si F tiene un cero de orden k en 0.

3. Definimos el residuo de f en oo, que denotaremos Res( f,), como

Res(f,e0) = —Res (;F(z)ﬁ) ,

o equivalentemente

1
Res(fes) =~ [ 1

21
donde y: [0,27] — C se define como y(t) = p e'' para p > R.

Otro concepto que juega un papel fundamental en el estudio de las funciones de variable
compleja es el siguiente:

Definicion 7.2.4 Sea Q C C un conjunto abierto, E C Q un conjunto discreto y f una funcién
C—valuada holomorfa en Q\ E, diremos que f es meromorfa en  si cada punto de E es un
polo de f.

Es decir, una funcién f es meromorfa si para cada puntos w € E, existe una funcién g,

(gw(z))N’ para cada
Z—20)™

z € Uy,. Esto es, f puede escribirse localmente como el cociente de dos funciones holomorfas.
Supongamos que f es una funcién meromorfa en Q, podemos extender la funcién f a una
funcién f: Q — C. como

holomorfa en una vecindad U,, de w y un entero positivo N,, tal que f(z) =

F(2) = f(z) siznoesun polo de f,
T e si z es un polo de f.

Con el fin de simplificar la notacién, simplemente escribiremos f en lugar de f.
Por definicién zg es un polo de f si lim f(z) = oo, tenemos que f es una funcién continua de Q
—20

en C.. Asi, podemos pensar a las funciones meromorfas como funciones holomorfas en C., con
singularidades en las cuales se puede remover la discontinuidad de Ia funcién f.

Lema 7.2.3 Sear >0, zp € C, y supéngase que f es una funcién holomorfa en an(zo;0,r). Sea

flz)= Z cn(z—120)" la expansion en serie de Laurent de f en zy. Entonces f es meromorfa

n——oo

sobre B(zo,r) si, y solamente si, existe un entero positivo N tal que ¢, = 0 para cadan < —N.

Demostracion. Supdéngase que f es meromorfa en B(zg,r), y sea U una bola centrada en z
sobre la cual hay definidas dos funciones holomorfas g, A, con h(z) # 0 paracadaz € U\ {z0} y
h(z) - f(z) = g(z) para cada z € U N (B(z0,7) \ {20})-



178 Capitulo 7. Laurent y residuos

Sea h(z) = Y an(z—20)" = (z—20)" ¢(z), donde N es el minimo n > 0 tal que a, # 0. Enton-

n=0
ces ¢(z0) = ay # 0, consecuentemente, existe una bola V centrada en zo, talque V. C U 'y ¢(z) # 0
para cada z € V. En particular, la funcién g/¢ es holomorfa en V. Sea Z bn(z—2z0)" la expansion

n=0
en serie de Taylor de g/¢ en zp. Entonces

oo

f@)=) bu(z—20)""", para z€V\{z}

n=0
como consecuencia de la unicidad de la expansion en serie de Laurent

=Y elz—w)

n—=—oo

tenemos que ¢, = b,y paracadan > —N,y ¢, = 0 paracadan < —N.

Reciprocamente, si f(z) = Z ¢n(z—z20)", como consecuencia del lema de Abel 3.6.1 tenemos
n=—N

oo

que existe un entero positivo N tal que la funcién (z—z0)" f(z) = ¥ ca_n(z—20)" es holomorfa
n=0
en B(zo,r). [ ]

En particular, si una funcién f : Q — C. es meromorfa, entonces que la imagen inversa del
punto oo,

ffl(oo) = {polos de f en Q},

que es un conjunto discreto.

Teorema 7.2.3 Sean Q un conjunto abierto en C, zo € Q y supongamos que f es holomorfa en
Q\ {z0}. Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. Existe un entero positivo N tal que (z—z0)" f(z) es acotada en una vecindad de zo.

2. Existe una funcién holomorfa g : Q — C con g(zp) # 0 y tal que

fz)= (Z(i(j()))N’ paracada z € Q\ {zo}.

3. Existe una vecindad abierta U C Q de zg y una funcién holomorfa 4 : U — C no nula en
U\ {z0} y con un cero de orden N en z, tal que

flz)= paracada z€ U\ {z}-

4. lim |f(z)| = oo, es decir, para cada M > 0 existe 0 > 0 tal que 0 < |z —zo| < & implica
Z—20
[f(2)] = M.

Demostracion. Demostraremos que 1 =2=3=4=1.

(1 = 2:) Supongamos que existe un entero positivo N tal que (z — z0)" f(z) es acotada en
una vecindad de zg, por el teorema de extensién Riemann 7.1.1, la funcién (z —zo)V f(z) tiene
una singularidad removible en zg, es decir, existe una funcién holomorfa g : Q — C tal que

8(z) = (z—20)f(z) para cada z € Q\ {z0}, con g(z0) # 0.
(2 = 3:) Supongamos que existe una funcién holomorfa g : Q — C con g(zp) # 0 y tal que

flz) = (g(Z)N, para cada z € Q\ {z0}. Como los ceros de una funcién holomorfa no constante
72— 20
son aislados, y g(zo) # 0, entonces existe una vecindad abierta U C Q tal que g(z) # 0 para cada
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(z—z0)"

z € U. Luego entonces la funcién h(z) = es holomorfaen U, h(z) #0siz€ U\ {z},y

8(z
h(z) tiene un cero de orden N en zo, y f(z) = 1/h(z) siz€ U\ {z0}-
(3 =4:) Si existe una vecindad abierta U C Q de zo y una funcién holomorfa #: U — C

1
no nulaen U \ {zp} y con un cero de orden N en z, tal que f(z) = mpara cadaz e U\ {z0}.
z
Entonces h(z) = (z—20)"¢(z), donde @ es una funcién holomorfa y no nula en U. Luego entonces
1 1 1 1
lim |f(z)] = lim = lim = lim =
AV = I el T P le@l 9O < G

(4 = 1:) Supongamos que para cada M > 0 existe § > 0 tal que 0 < |z —z0| < § implica
1

| f(z)| > M. Luego entonces lim 7@l =0si0< |z—2z0| < 0. Porlo tanto 1/f(z) estd acotada en
=20 Z
una vecindad de zp y como consecuencia del teorema de extensién de Riemann 7.1.1
1
im — =0,
20 (Z)
por lo que 7o es una singularidad removible de 1/f(z).
Si
1 i1
YN 1 Z 20,
8(&) =1 [f(2)
0 Si z=2Z0,

entonces g(z) es una funcién holomorfa en una vecindad U C Q de zp. Como zg es un cero de g(z),
existe un entero positivo N y una funcién holomorfa ¥ con y(z9) # 0 tal que g(z) = (z—z0)¥ w(z).

1
Por lo tanto (z—2z0)" f(z) = v con 1/y(z) holomorfa en una vecindad de zg, y por lo tanto,
z

acotada en una vecindad de zj. [ |

Definicion 7.2.5 Sea Q un conjunto abierto conexo en C y sea f una funcién meromorfa no
idénticamente nula en Q.
Seazp € Q,y sea

f@)= ¥ ealz—20)"

n=—oo

la expansion en serie de Laurent de f en zp.
Se define el orden de f en zo, que denotaremos ord,, (f) como min{n € Z ; ¢, # 0}. Si f es
la funcidn cero en Q, se define ord,, (f) = o.

Como consecuencia de las definiciones, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 7.2.4 Sea Q un subconjunto abierto conexo de C, y f una funcién meromorfa en Q,
no idénticamente nula. Sea zg € Q

1. zp es un polo de f si, y solamente si, ord,, (f) < 0. En este caso, la funcién 1/f tiene un cero

de multiplicidad — ord,, (f) en zo.

2. fes holomorfa y tiene un cero en zo si, y dnicamente si, ord,, (f) > 0. En este caso, ord,, (f)
es la multiplicidad del cero de f en zg.
f es holomorfa en zg € Q cuando, y solamente cuando, ord,, (f) > 0.
f es holomorfaen zo y f(z0) # 0 si, y solamente si, ord,,(f) = 0.
5. Si f y g son funciones meromorfas definidas en Q, entonces

ord, (f-g) = ordy,(f) +ord(g).

6. Si f y g son funciones meromorfas definidas en Q y A € C,A # 0, entonces
ord, (A f) = ord,, (f), ademds ord,, (f +g) > min{ord,,(f),ord,,(g)}
Finalmente, si ord,, (f) # ord,,(g), entonces

ord, (f +g) = min{ord,, (f),ord,,(g)}-

Sl
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Definicion 7.2.6 Sea f una funcién meromorfa sobre el conjunto abierto Q C C, y sea zg € Q.

Decimos que f tiene un polo simple en zg si ord,, (f) = —1.

Decimos que f tiene un cero simple en zg si ord,, (f) = 1.

Si ord,, (f) =k > 0, decimos que f tiene un cero de orden k en zg. En particular, un cero
simple es un cero de orden uno.

Si ord,, (f) = —k con k en N, decimos que f tiene un polo de orden k en zy. En particular,
un polo simple es un polo de orden —1.

Como consecuencia de lo visto anteriormente, zo es una singularidad esencial de una funcién f
si, en la expansion de Laurent Z cn(z—z0)" de f en 7o, hay una infinidad de enteros n < 0 con

= oo
cn # 0.

En este caso, por lo visto anteriormente, cuando una funcién f(z) tiene una singularidad esencial
en zp, como la singularidad no es removible los valores |f(z)| cerca de zp no estan acotados, y
como tampoco es un polo, no existe Zlirg) |f(2z)|. Asi, los valores de f(z) deben estar “vagando”

por casi todo C. El teorema que probaremos a continuacién nos dice en forma precisa cudl es el
comportamiento de los valores de f(z) para valores de z suficientemente cercanos a una singularidad
esencial zg.

Teorema 7.2.5 — Teorema de Casorati-Weierstrass. Sean zp € C, r > 0, y considerese el
anillo an(zp;0,r) = {z € C; 0 < |z—z0| < r}. Sea f una funcién holomorfa en an(zp;0,r), y
supongamos que z tiene una singularidad esencial de f. Entonces f(an(zo;0,7)) es denso en C.

Demostracion. Supongamos que el resultado es falso, entonces existen ¢ € C, y 6 > 0 tales que
flan(zo;0,r))N{w e C; lw—c| <8} =0.

Entonces la funcién g = (f —c)~! es holomorfa en an(z;0,7) y |g(z)| < 8~!. Por el teorema
de extension de Riemann existe una funcién G holomorfa en B(z, r), tal que G(z) = g(z) para cada
z € an(z0;0,r). Entonces G es nunca nula sobre B(zo,r), ademéds G- (f — ¢) = 1 sobre an(zp;0,r) y

1
la funcién f estd dada como f(z) = ¢+ —— sobre an(zp,0,r).

G(z)

Por lo tanto f se extiende holomorfamente a B(zp,r), con f(zo) = c+ , lo cual es una

1
. o N | Glz0)
contradiccion a la hipétesis de que zg es una singularidad esencial de f. |

No sélo esto es cierto, se tiene el teorema de Picard que asegura que existe a lo mds un valor
c € Ctal que ¢ ¢ f(an(zo;0,r).

Teorema 7.2.6 — Teorema de Picard. Sea R > 0, zp € C, an(z0;0,R). Sea f una funcién
holomorfa en an(zo;0,R), y supongamos que f tiene una singularidad esencial en zy. Entonces
f(an(zp;0,R)) contiene a todos los niimeros complejos con a lo mds una excepcion.

Este teorema forma parte de un curso avanzado, por lo cual, su demostracién no queda incluida
en el presente texto. Para una demostracion, puede verse (Narasimhan, 1985, pg. 95, Cap. 4).

Residuos

Como consecuencia de lo visto en la seccidn anterior, si zg es un punto singular de la funcién
f,ysi lim (z—2z0)f(z) existe y no es cero, entonces f tiene un polo simple en 7, y este limite
=20

coincide con el residuo de f en zg. Aplicaremos este resultado para obtener un método para calcular
el residuo de la funcién f en el punto zp.

Proposicion 7.3.1 Sean g y h funciones holomorfas en zg y supéngase que g(zo) # 0, h(zo) =0, y
h'(z0) # 0. Entonces f(z) = g(z)/h(z) tiene un polo simple en zq y

Res(f,z0) = i((zz(;))
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Demostracion. Sabemos que

h(z) —h
Iim M =N(z0) #0,
720 Z—20
por lo tanto

fim <%0 — 1
=0 h(z)  M(z0)

Por eso
. 8(z) _ &(z0)
1 — —_— =
5= )by = i)
existe y es igual al residuo de f en zg. |

En general, si g(z) tiene un cero de orden k y h(z) tiene un cero de orden / con [ > k, entonces
g(z)/h(z) tiene un polo de orden [ — k, pues g(z) = (z —z20)*¢(2), h(z) = (z —z20)'w(z), donde
#(z0) #0y w(z0) #0. Asi

8(z) _ 9(2)/y(2)
k

h(z)  (z—2z0)""

donde la funcién ¢ /y es holomorfa en zp y no nula en zo. Generalizando el resultado anterior
tenemos:

Proposicion 7.3.2 Supdngase que g(z) tiene un cero de orden k en zg y que h(z) tiene un cero de
orden k + 1, entonces g/h tiene un polo simple con residuo

gV (z0)

8 _
Res (f,z()) = (k+ l)h(k“)(z())

h

Demostracion. Como g(z) tiene un cero de orden k en zp, como consecuencia del teorema de
Taylor tenemos que

8(x)=(z— zO)kg(ljc(!ZO) +(z—20)""9(2)

donde ¢(z) es holomorfa en una vecindad de zo y ¢ (z0) # 0. Andlogamente

(k+1)(

h(z) = (z—20)""! " ) o

R +(z2—20)

v(2)

con y(z) holomorfa en una vecindad de zo y w(zo) # 0.
Por lo tanto

g® (z0)
(= 20)8) = 4 (2= 20)9(2)
") )

(k+1)!

+(z—20)y¥(2)

y cuando z — zp, este valor converge al cociente de los limites

g(k) (z0)

(k+ 1>‘h(k+1)(ZO)'
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En particular, esto muestra que

8" (z)

lim (7 —z0)~< = (k"‘l)h(kT)(Zo)‘

=20 g (Z)
Para polos de orden mayor o igual que 2, podemos desarrollar férmulas que nos permitan
calcular el residuo, por ejemplo:

Proposicion 7.3.3 Si f tiene una singularidad aislada en zg y si k es el minimo entero positivo
tal que 1im (z—z0)*f(z) existe, entonces f(z) tiene un polo de orden k en zy y si escribimos
Z—20

0(z) = (z—20)Ff(z), entonces ¢ puede definirse en forma tinica en zo tal que ¢ es holomorfa en zg
y

¢%(z)

Res(f,z0) = I

Demostracién. Como 1im (z — z)* f(z) existe, la funcién ¢ (z) = (z — z9)*f(z) tiene una singulari-
720

dad removible en zg, y en una vecindad de zy tenemos que

0(z) = (z—20)"f(2) = cx+eppi(z—20)+...+e1(z—20) " +colz—z0)" +...
y asi

C—k C—k+1 C—1
7) = s
f@) (z—z20)F * (z—2z0)F! 7—20

+cot+ci(z—z20)+---

Sic_; =0, entonces lim (z — z9)* ' f(z) existe, lo cual contradice la hipétesis. Por lo tanto zo
Z—20

es un polo de orden k.

Finalmente, considerando la expansion de ¢ en serie de Taylor en zg, y derivando k — 1 veces,
obtenemos que ¢ % (z9) = (k—1)!c_;. [

Ejemplo 42

1. A continuacion encontraremos todos los residuos de la funcién:

2 ZZ

)= 5
= @ va)

Solucion: Como f(z) es el cociente de los polinomios g(z) =72 —2z=z(z—2) y h(z) =

(z+1)%(z>+4), y g(z) =0 cuando z = 0, 0 bien, z = 2, mientras que /(z) = 0 cuando z = —1

0 z = 121, tenemos que g y k no tienen factores comunes y la funcién f(z) es holomorfa en

C\{—-1,£2:}.

De lo anterior es facil ver que zp = —1 es un polo doble de f(z), mientras que z; =21 'y
7o = —21 son polos simples de f(z).

Examinaremos primeramente el polo doble zo = —1.

Como consecuencia de la proposicién 7.3.3, si definimos

9(2):= (2= (~1)*f(2),

tenemos que:
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1 d
Res(f,—1) = @jﬁﬁ£¢@m:4
d 72-2z

dz 7+ o=
(@ +4)(22-2) - (2~ 22)(22)

- (22+4)2 |10:71
2774838

= @gap

14

25

Ahora, examinaremos z; = 2:. De acuerdo con la proposicién 7.3.1

g(z1)

Res(f,z1) = W)

Como

H(E) = 2@+ 1)@ +4)+(+1)%(22)
2P+ Haz+4)+ (P22 +1+1)(22)
= 422462410z +8,

entonces h'(21) = —16 — 121,y g(21) = —4 — 41, de donde

g(z1) —4—4 T+

R = = N '
es(f,z1) W(z) —16—121 25

De manera andloga

8() _ —4+4 T
R — — pr— .
es(f,z2) W(z) —16+121 25

Z

2. Sea f(z) = ¢ csc’z = como ¢° es nunca nula y senz tiene un cero simple si zx = k7

2 )
sen‘z
con k € Z, entonces sen’ z tiene un cero de orden dos en los puntos zx = k7 con k € Z, por lo
que f(z) tiene polos de orden dos en dichos puntos.

Aplicando la proposicién 7.3.3, si ¢(z) = (z—zx)?f(z) tenemos que:

¢’ (zx)
1

Res(f,z) =
De donde Res(f,z) estd dado como:

Res(f,zx) = jz((z—zk)%zcsczz)
km

= ¢fese?z (—2(z—km)*cotz+ (z—km)?)
+efesc?z(2(z— k)|,

([ —2(z—km)*cosz+ (z—km)*senz

¢ < sen’ z >

b (2(z — k) senz)

sen3 z

x

km

km
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Sustituyendo u = z — k7, tenemos

Res(f,z) =
irsu (U sen(k7 +u) + 2usen(k7 + u) — 2u? cos(k7 + u)
e
sen’ (k7 +u) =0
i (W sen(km +u) + 2usen(k7 + u) — 2u® cos(k7 + u)
e .
sen3 (k7 + u) e
Aplicando la regla de L’Hopital, tenemos que:
Res(f,km) =
1im [ “ 2sen(km +u) + 2usen (k7 + u) — 2u® cos (k7 + u)
u—0 sen3 (k7 +u)
2 2
s u Lol sen(kmw +u) — u” cos(kmw+u)
u—0 \ sen? (k7 + u) sen? (k7 + u)
ekn : u

40 sen(k7m + u) cos(km + u)
2 (1im —% Y (1fm sen (k7w + uz) —ucos(kmw+u)
u—0 sen(kﬂ + I,t) u—0 sin (ky‘c + u)

km m 1
u—0 cos? (km + u) — sen? (k7w + u)

Lok (hm 2 ) <h’m sen(u+ k) +ucos(k7t+u)>

u—0 cos(km+u) ) \u—0 2sen(km+u)cos(km+ u)

1 usen(km+ u)
1+2 li
< + cos (k) e 2sen(u+km) cos(km + u) >
, sen (k7w +u) + ucos(km + u)
1+ lim
cos(km) u—0 (cos?(kmw +u) — sen?(kxw +u)den
kﬂ?(l + O) — ekn’

Es decir, Res(f,km) = ek cos (k).

Por otra parte, si desarrollamos f(z) = e“csc?z en serie de Laurent alrededor de z; = k7 y
obtendremos el coeficiente de 1/(z — km) obtendremos el residuo buscado. Sea u =z —kmw'y
desarrollemos la serie de Laurent en torno a u = 0, entonces e +* csc? (k7 + u)

Utilizando el desarrollo en serie de Taylor para " y senu, tenemos

et esciu =

I/t2 I/t3
<1+u+ +at )

M2 1_£2+2L_u76+
3 45 315

Asi, Res(f, k) = ek

=e e CsC U.
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7.4 Elteorema del residuo

Teorema 7.4.1 — Teorema del residuo. Sea Q un subconjunto abierto de C y sea E un
conjunto discreto en Q. Sea y una curva cerrada en Q \ E la cual es homotdpica a una curva
constante en .

Entonces, para cada funcién holomorfa en Q\ E, el conjunto {a € E; n(y,a) # 0} es finito y
tenemos

2m/f )dz= Y Res(f.a)-n(y.a).

ackE

Demostracion. Sea y:[0,1] - Q\ E, y sea H : I x I — Q una homotopia de y a una constante
fijando y(0) = y(1). Sea .# = H(I x I); como .%#" es la imagen bajo una funcién continua de un
conjunto compacto, £~ es compacto, y asi £ NE es finito. Sia € Ey a ¢ £, entonces H es una
homotopia de y a una constante en C\ {a}, por lo tanto n(y,a) = 0. Por lo que {a € E ; n(y,a) #0}
estd contenido en EN %"y este conjunto es finito. Supongamos que EN % = {aj,...,a,},y seag;

p
la parte principal de f en a;. Entonces f — Z gj | es holomorfa en un conjunto abierto U D %,

j=1
y ¥ es homotdpica a una constante en U. Como consecuencia del teorema de Cauchy

p
fdz= Z g;jdz.

Y j=177

Sea

Como la serie converge uniformemente sobre im(y) tenemos
/gjdz— Z e / z— aj)"dz:27rzc(ji-n(y,aj)
n=—co Y

ya que (z —a;)" tiene primitiva sobre C — {a;} para n # 1. Por lo tanto

2m/fdz- Zn Y.a;j)c (i Zn(}/,aj)-Res(f,aJ Zn v,aj)Res(f,a;)

j=1 acE
pues n(y,a) =0sia € E, a # a;. [

Ejemplo 43

1. A continuacién obtendremos el valor de la siguiente integral:
~1/z
/ e /*sen(1/z7)dz
|z|=1

Nétese que la funcién f(z) = e~ '/*sen(1/z) es holomorfa en C\ {0}, y en zg = O tiene una
singularidad esencial.

Como
1 1 1
STETIE IS T S
¢ PR R T
y
1 1 1
sen(1/z) = —

3173 518
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al realizar el producto de las series tenemos

_ 1 1 1 1
e Visen(1/z) = <I—Z+2Z2—...> <Z—3!23+...>
1 1

1
1 1
22 31
1
+35
1
z 2

De donde Res(e~'/Zsen(1/z)) = 1.
Aplicando el teorema del residuo

/| e Vsen(1/z)dz = 2mu.
7]=1

2. Ahora obtendremos el valor de la integral:

eZ
/ dz
|z|=5 coshz

Notamos que €* es una funcién entera nunca nula, y como la funcién coshz =

efte?
T 2
es entera y tiene ceros simples en los puntos de la forma z; = —i¢+ k71, con k € Z, con-

secuentemente, los puntos z; con k = —2,—1,0, 1 estdn en el interior de la circunferencia
|lz] =5.

En la figura 7.2, podemos apreciar los ceros simples de la funcioén coshz con médulo menor
que cinco.

Figura 7.2: Ceros de coshz en B(0,5)

Como
T
i o zsen(a + k)
Re | = = 2 =1.
oshz senh(z) zsen(a + k)
De donde
et ! et
dz = 2=xm R —_— =2m(l+14+1+1)=38m.
/|Z|5 coshz ’k:Z_2 ° (coshz’zk> (I+1+1+1) !

Como consecuencia del teorema del residuo 7.4.1 podemos dar otra demostracion de la férmula
integral de Cauchy
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Corolario 7.4.1 — Férmula integral de Cauchy. Sea Q un conjunto abierto en C y sea ¥ una
curva cerrada en Q, homotdpica a una constante. Sea f una funcién holomorfaen Qy zg € Q\ im(7).
Entonces

' f(2)

27'L'l yZ—20 dz—n(}/,zo)f(zo).

Demostracion. La funcion g(z) = f(z)/(z—z0) es holomorfa en Q\ {z0} y Res(g,z0) = f(z0).
Como consecuencia del teorema del residuo, tenemos que

f@
2m yadz_m%zo)f&o).
[ |

Supongamos que f es holomorfa y tiene un cero de orden n en zy, entonces f(z) = (z—z0)"¢(z)
con @(zp) # 0. Por tanto,
fQ_ om0
f@ z-20 ¢
y ¢’/ ¢ es holomorfa en una vecindad de z.
Por otra parte, supongamos que f tiene un polo de orden m en zg, esto es, f(z) = (z—20) "¢ (z2),
donde g es holomorfa y ¢(zo) # 0. Entonces

fie) _ —m ¢
f@) z—z20 ¢

y nuevamente ¢’/¢ es holomorfa en una vecindad de z.
Usando el anélisis anterior podemos deducir el siguiente resultado:

Teorema 7.4.2 — Principio del argumento. Sea f una funcién meromorfa en Q con polos
Ply---,Pm Y C€ros z1,...,z, contados de acuerdo a su multiplicidad. Si 7y es una curva cerrada
homotépica a una constante en £ y que no pasa por los puntos pi,..., Pm,Z21,- - -, Zn, €NtONces

1 f/(z) B n m
271'1/;/ dZ— n(y,z) — ; (v,pj)-

f(2)

Demostracion. Aplicando repetidamente las expresiones obtenidas en el parrafo anterior tenemos
que

f’(Z) B n m ,(Z)
f(Z)_,Z’lz le p )

donde ¢ es holomorfa y nunca nula en Q. Como ¢’/¢ es holomorfa, como consecuencia del
teorema de Cauchy tenemos

1 1f(2) _ 1 '(Z)
27n/yf(z)dZ N 2m/y<kz’lz % le pj (z))dZ

= Zn(Y7zk Z }/7pj
k=1 j=1

Usando la definicién de orden de una funcién en un punto, podemos reescribir este resultado
como:

o [ n(y,a)orda()

Z anfUPf

donde Z; es el conjunto de ceros de f'y Py es el conjunto de polos de f.
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Ejemplo 44

A continuacidn, aplicaremos el principio del argumento 7.4.2 para evaluar

/ tanzdz.
lz|=3

Como tanz = senz/ cosz, si consideramos f(z) = cosz, f es una funcion entera, por lo que Py
. , T . . . . £
es el conjunto vacioy Zy = {5 + wk;k € Z}. En el interior del circulo de radio 3 tenemos sélo los

ceros z.+ = +7/2, y el indice de la curva y(t) = 3¢*™ con 0 <t < 1 con respecto a las puntos z+
estd dado como n(y,z4) = 1.

dcosz
Como

= —senz, podemos deducir que:
Z

/tanzdz = —/ ML e = amn(y,ze) +n(y,z.)) = —2mi(1+ 1) = 4.
% y COSZ

El por qué se denomina “principio del argumento,” se debe a lo siguiente:

Si pudieramos definir log f(z), entonces log f(z) seria una primitiva de f’/f, y tendriamos

asf que / f'/f = 0. Como ningtn cero o polo de f estd sobre im(y), para cada z € im(Yy) existe
Y

un disco B(z,r;) en el cual se puede definir una rama de log f(z). Las bolas forman una cubierta
abierta %/ de im(Yy), y por el teorema de la cubierta de Lebesgue, véase (Munkres, 2000, Lema
27.5, pg. 175), existe un nimero positivo €, llamado el niimero de Lebesgue para la cubierta % , tal
que para cada z € im(y) podemos definir una rama de log f(z) sobre B(z, €). Usando la continuidad
uniforme sobre ¥ (donde 7 : [0,1] — Q,) existe una particién 0 =1y <} < ... <1, = 1 tal que
y(t) € B(y(tj—1),€) parat;_; <t <t;y 1 < j<k. Sea/l;laramade log f definida en B(y(tj—1),€)
paral < j <k

Como (t;) € B(Y(t;),e) N\B(¥(tj+1),€
b (y(R2)) = G(Y(12));- - -5 b1 (V(te-1)) =

[tj-1,j], como £ = f'/ f, entonces

f
v f

Entonces

), podemos elegir ¢4, ..., ¢ tales que £1 (y(t1)) = L2 (y(t1));
U

Y(t—1)). Siy; denota la restriccion de v al intervalo

Lde=(v6)) ~ (v(t1)) para 1< j<k.

f J
/ =Y | dz_ek (7(1)) = &1(7(0)).

Como 7 es una curva cerrada, entonces ¥(0) = (1) = zp, por lo que existe un entero K tal que

G(y(1)) = 6(7(0)) = li(z0) — 41 (20) = 2m K.

Como 2m:K es un nimero imaginario, tenemos que Im(#;(zo)) —Im(¢;(z0)) = 2nK. Es decir,
cuando z se desplaza a lo largo de v, arg f(z) cambia por 27K.

Teorema 7.4.3 — Version débil del teorema de Rouché. Sean f'y g funciones meromorfas
en una vecindad de B(zp,R), sin ceros o polos sobre la circunferencia con centro zg y radio r,
y={z2€C; |z—z| =R}. Si Zy, Z, (respectivamente Py, P,) son los niimeros de ceros (polos)
de fy g en el interior de ¥ contados de acuerdo con sus multiplicidades y si

1f(2) +8(@)| < If ()| +g(2)]
sobre Y, entonces

Zy—Pp =2, — Py
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Demostracion. De las hipétesis

sobre y. Si A = f(z)/g(z) y si A es un nimero real positivo, la desigualdad anterior nos da que
A +1< A +1,lo cual es absurdo. Asi, la imagen de la curva y bajo la funcién meromorfa f/g estd
contenida en Q = C\ [0,¢0). Si £ es una rama de logaritmo sobre Q entonces £(f(z)/g(z)) es una
primitiva bien definida de (f/g)’/(f/g) en una vecindad de y. Entonces

s s (5 9) -

Este enunciado del teorema de Rouché fue descubierto por Irving Glicksberg (Amer. Math.
Monthly, 83 (1976), 186-187). En el enunciado clésico se supone que f'y g satisfacen la desigualdad
|f+g| < |g|. Pero la version débil nos permite dar diversas aplicaciones, por ejemplo, es posible
dar otra demostracién del teorema fundamental del dlgebra.

Corolario 7.4.2 — Teorema fundamental del dlgebra. Todo polinomio p(z) con coeficientes

complejos de grado n > 1 tiene exactamente n ceros.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el término principal del polino-
mio p(z) es uno. Si p(z) = 2" +ai7" ' +... +a,, entonces

a a
@:1+—1+...+—,’f
Z Z

Zl’l

y como lim p(z)/z" = 1, existe R > 0 suficientemente grande tal que, si |z| = R entonces
700

p(@)
Zl’l

—1'<1,

es decir, |p(z) —7"| < |z|" si |z| = R. Por la version débil del teorema de Rouché 7.4.3, p(z) debe
tener n ceros en el interior de |z| = R. |

Teorema 7.4.4 — Teorema de Rouché . Supongamos que:
1. f(z) y g(z) son holomorfas en los puntos de una curva cerrada simple ¥ y en su interior.
2. |f(z)| > |g(z)] en todos los puntos de la traza de 7.
Entonces f(z) y f(z) + g(z) tienen, contando multiplicidades, el mismo nimero de ceros en
el interior de 7}.

Demostracion. Por hipétesis, si z estd en la traza de y

f@I >8>0y [f(z)+8()| =lf ()| - Ig(2)]| > 0.

SiZsy Zs, denotan los ceros de fy f + g en el interior de ¥, contando multiplicidades, como
consecuencia del principio del argumento 7.4.2

L rf), 1 (1 (f+g)(z),
s LT Y g e E B

Como

[
N
\
/?
+
~ 100
N——
N———

f+g=f<1+jl> y (f+g)
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entonces
_ (48
“ree = 2nu£<f+gxa‘k
(+5)+ (1)
B 1/f —i-f +f +f .
277:[')/ <1 g)
f +f
g/
I+=
_ 1 f < f>
f
g/
1+=
G
= f“rzm/); 1+§ dz.
f
Pero

8 8(2)
1+ -1 | £ <)
‘ < f f(2)
lo cual significa que la imagen de la traza de y bajo la transformacién 1+ 8 estd en la bola con

centro en 1 y radio 1. Luego entonces, esta imagen no encierra al origen. As{

1+4

L)
b (123

Consecuentemente, Zy = Zy . |

Ejemplo 45

1. A continuacion determinaremos el nimero de soluciones de la ecuacion
7
=47 +z-1=0

en el interior de la bola con centro en el origen y radio uno.
Sea

fR)=-4 y gl =7 +z-1

Si |z| = 1 entonces |f(z)| = | —4z°| =4 y ademis |g(z)| < |z|”+ |z]> +1=3.

Se cumple asi que |f(z)| > |g(z)| en |z| = 1, y que f'y g son holomorfas en todos los puntos de
|z| = 1. Entonces f'y f + g tienen el mismo nimero de ceros en el interior de la circunferencia
|z] = 1, por lo que f(z) + g(z) también tiene tres ceros en el interior de esta circunferencia.
Las aproximaciones numéricas a las soluciones de la ecuacion

=47 +z-1=0

estan dadas por: zo = —1.313849700, z; = —0.7920616533, 7o = —0.02488372890 — 1.4561259321,
73 = 22, 24 = 0.377267571 — 0.4254767091, 75 = Z4 z6 = 1.401143669, y de lo anterior es
claro que z1, z4 Y 25 = Z4 son los valores aproximados de los ceros de f+ g en D.
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2. A continuacién mostraremos que todas las soluciones de la ecuacién z’ — 5z° + 12 = 0 estén
en el anillo an(0; 1,2).
Primeramente veremos que esta ecuacién no tiene soluciones si |z| < 1, para lo cual definimos

fR):=12 y g(z):=2 —52.
Sobre |z| = 1 tenemos
8(2)| =" = 52| <[o" + 152 | =1+5=6<12=|f(2)].

Por el teorema de Rouché 7.4.4, las funciones f(z) +g(z) =z’ — 52> + 12y f(z) tienen el
mismo niimero de ceros dentro de la circunferencia |z| = 1, pero f(z) = 12 es no nula, es
decir, g(z) no se anula dentro de la circunferencia |z| = 1.

Consideremos ahora la circunferencia |z| =2, y en este caso definimos

f2):=7" y gz):=12-57.

Si |z] = 2 tenemos que |f(z)| = |z’| = 27 = 128, por otra parte, podemos acotar el médulo de
la funcion g(z) como |g(z)| = [12— 52| < |12 +|52%| = 12+ 40 =52, estoes, |g(z)| < | £ (2)]-
Por el teorema de Rouché 7.4.4, el polinomio f(z) + g(z) =z’ — 5z° + 12 tiene el mismo
ndmero de ceros en el interior de la circunferencia |z| = 2 que f(z) =z, esto es, todos los
ceros estdn dentro del circulo |z| < 2.

Consecuentemente, todas las raices del polinomio p(z) =z’ — 57> + 12 estén en el anillo
an(0;1,2).

Una aproximacion a los valores numéricos de las soluciones de la ecuacion

Z—5724+12=0

son zo = —1.661302392, z; = —0.681586035 —1.0022981981, z0 = 71, 23 = 0.1743265244 —
1.590690159:, z4 = 73, z5 = 1.337910707 — 0.36058325381, z6 = Z5.

3. Sia > e, mostraremos que la ecuacion e* = az" tiene n soluciones en el interior del circulo
unitario.
Sea f(z) = €* y g(z) = —az". Entonces g tiene exactamente n raices. Debemos mostrar que,
para |z] = 1 se tiene | f(z)| < |g(z)|- Si z=x+1y con |z] = 1, entonces |f(z)| = |¢*| = &* <e.
Como |g(z)| = a > e, como consecuencia del teorema de Rouché 7.4.4, la ecuacién e* = az"
tiene n soluciones en el interior del circulo unitario.

Teorema 7.4.5 — Teorema de Hurwitz. Sea Q una regién y supongamos que {f,} es una
sucesion de funciones holomorfas en €2 la cual converge uniformemente en cualquier subconjunto
compacto de Q a la funcién f. Supdngase que f no es idénticamente nula, sea zg € € y tomemos
R > 0 tal que B(z,R) C Q'y f(z) # 0 para |z— z9| = R. Entonces existe un entero positivo N tal
que paran > N, f'y f, tienen el mismo nimero de ceros en B(zo,R).

Demostracion. Como f(z) # 0 para |z —zo| = R, sea
6 =inf{|f(z)] €R; |[z—z20| =R} > 0.

Como f, converge uniformemente a f sobre el conjunto {z € C; |z—z9| = R}, existe un entero
N tal que sin > Ny |z—z0| = R, entonces f,(z) #0. Si |z—z0| =Ry

1f(2) = ful2)] < g <@ <1f @)+ /(2]

Como consecuencia del teorema de Rouché 7.4.3 f y f, tienen el mismo nimero de ceros en
B(z0,R) |

Corolario 7.4.3 Si Q es una regién y {f,,} es una sucesion de funciones holomorfas en Q la cual
converge uniformemente en cualquier subconjunto compacto de Q a la funcién f, y f, nunca se
anula en Q, entonces f es idénticamente nula, o bien, f es nunca nula.
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Definicion 7.4.1 Sean Q y Q' dos conjuntos abiertos en C. Una aplicacion holomorfa f de Q
en Q' es una funcién holomorfa definida en Q tal que f(Q) C Q.

Decimos que f es un isomorfismo analitico de  sobre Q' si existe una aplicacién holomorfa
g: Q' — Qtal que go f es la aplicacién identidad en Q y f o g es la identidad en Q'.

SiQ=0Q"y f:Q— Qesunisomorfismo analitico, entonces f se denomina un automorfismo
analitico de Q.

Si f: Q — Q' es una aplicacién holomorfa, diremos que f es localmente un isomorfismo
analitico si para cada 7 € Q existe una vecindad U de zj tal que f(U) = U’ es abierto y Jlues
un isomorfismo analitico sobre U’.

Proposicion 7.4.6 Sean Q un conjunto abierto en C, f una funcién holomorfa en Q, y zg € Q.
Entonces f’(z9) # 0 si, y solamente si, existe una vecindad U de 7 tal que Jiu es inyectiva.

Demostracion. Sea y(t) = zo + re*™ para 0 <t < 1. Entonces n(y,b) = 1 si b € B(zo,r), mientras
que n(y,b) =0sir <|b—z

Supéngase que existe | > 0 tal que B(zo,71) C Q'Y fip(z, ) €8 inyectiva. Sea 0 < r < ry tal
que f'(z) #0para 0 < |z—z0| <.

Supongamos que f’(z9) = 0, como f es inyectiva sobre B(zo, 1), el dnico cero de f — f(z0) es
el punto zyg. Como consecuencia del principio del argumento 7.4.2

1 f'@) B o
s T = o~ ) > 2, ya e a0) 0.
Sea § = | jn‘fi |f(z) — f(z0)] >0,y seaw e C, un punto tal que |w— f(z0)| < 6. La funcién
1 f'(2)

es claramente continua en B(f(z9),6). Como consecuencia del principio del argumento 7.4.2 esta
funcidn sélo toma valores enteros. Por lo tanto

1 f'(2)
zm/mz)_wdzn, w € B(f(z0),6).

Nuevamente, aplicando el principio del argumento 7.4.2

1 f

% yf—W

dw = ) ordy(f —w).
beB(zo,r),f(b)=w
Por la eleccion de r, f'(z) # 0 si z € B(zo,7), 2 # zo. Asi, deben existir al menos dos puntos
distintos by, by € B(z0,7) con f(b1) =w = f(b2), lo cual contradice la hipétesis de que fip(z,.,) €s
inyectiva. Por lo cual f/(zo) # 0.
Reciprocamente, si f/(zo) # 0, elegimos r tal que

B(z0,r)N{z € Q3 f(2) = f(20)} = {20}
Como f7(z9) # 0 debemos tener ord,, (f — f(z0)) = 1, por lo que

LR
e e e Lot

Siéd= inf |f(z)— f(z0)| entonces 6§ > 0y ademds,

lz—z0|=r

! f@
2m/yf(z)—wdz_1’ para  [w—f(z0)| <.

El principio del argumento 7.4.2 implica que existe un tnico punto z € B(zp,r) tal que f(z) =w,

w € B(f(z0),90).
De donde, si U = B(z,r) N f~'(B(f(z0),6)), fiy es inyectiva y f(U) = B(f(z0),8). [
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Teorema 7.4.7 Sean Q,Q’ dos subconjuntos abiertos de C, dada una aplicacién holomorfa
f:Q— Q si fesbiyectiva entonces f es un isomorfismo analitico de Q sobre €'.

Demostracion. Por el teorema de la aplicacién abierta, £~ ! es una aplicacién continua de Q' en Q.
Como consecuencia de la proposicién anterior, f7(z) # 0 para toda z € Q.
Seaa € Q,b= f(a)ysear>0tal que B(a,r) C Q. Definamos 6 := inf |f(z)—b|. Como

|z—al=r

f~!es continua, existe € > 0, con 0 < € < § tal que f~!(B(b,€)) C B(a,r).
Sea wo € B(b,€),20 = f~' (wp), entonces f(z0) = wo y

flm 1
f(z)—wo_z—zo+h(z)’ zeQ

donde £ es holomorfa en Q. Ya que ord, (f —wo) =1y f(z) # wo si z € Q\ {z0}, tenemos
f(z) =wo = (z2—20)¢(z) con ¢ holomorfaen Qy ¢(z) # 0 paracada z € Q, asi h = ¢’/ ¢.
De donde

z2f'(2) z 20
f@)=wo  z—20 h(2) Z2—20 th(z)
Asi
_ 1 zf'(2)
1
wo)=20=-—— [ ————dz, wo€B(b,E).
1) == g [ T o e Bbe)
g 1 zf'(2) )
La funcién w — — [ ———"—dz es holomorfa en B(b,€). Yaque a € Q y b € Q' son
2w Jy f(z) —w
arbitrarios, se sigue que f~! es holomorfa en Q'. |

Corolario 7.4.4 Si Q,Q’ son abiertos en Cy f: Q — Q' es una aplicacién holomorfa, entonces f
es localmente un isomorfismo analitico si, y solamente si, f'(z) # 0 para cada z € Q.

Integrales impropias y el teorema del residuo

El teorema del residuo suele utilizarse como una eficiente herramienta en la evaluacién de
integrales definidas.

Esta tiene su importancia particular cuando es imposible encontrar la integral indefinida ex-
plicitamente, pero si los métodos de cdlculo pueden aplicarse, el uso de los residuos suele ser
frecuentemente laborioso.

El hecho de que el célculo de residuos se realice con respecto a integrales complejas y no reales
no es una desventaja, ya que la evaluacion de una integral compleja es equivalente a la evaluacién
de dos integrales reales.

Debemos advertir que existen serias limitaciones y el método no es infalible. En primer lugar,
el integrando debe estar relacionado con alguna funcién holomorfa, lo cual no es muy serio, pues
basta extender el dominio a los complejos. Sin embargo, la técnica de integracién compleja se
aplica solamente a curvas cerradas, mientras que las integrales reales siempre se extienden sobre un
intervalo. La eleccién del camino puede requerir de gran ingenio.

A continuacién describiremos algunas clases de integrales en las que puede aplicarse el teorema
del residuo. Sugerimos ver el libro de Marsden y Hoffman (Marsden y Hoffman, 1987, Cap.4,
pp-294-329 ), asi como el libro de Spiegel de la serie Schaum’s (Spiegel, 1971, Cap. 7, pp.173-200)
para obtener una gran variedad de ejemplos.

Definicion 7.5.1 En cdlculo, la integral impropia de una funcion continua f(x) definida sobre
la semirrecta x > 0 se define como

/wa(x)dx: 1im /ORf(x)dx.

R—yo0

Cuando el limite de la derecha existe se dice que la integral impropia es convergente y que
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converge a ese limite.
Si f(x) es continua para toda x € R, la integral impropia de f(x) sobre la recta —oo < x < o0
se define como:

/wf(x)dx: lim ’ f(x)dx+ lim sz(x)dx

Ry —eo —R; Ry—o0 [
y cuando los dos limites de la derecha existen se dice que la integral impropia / f(x)dx
converge a su suma. N

A veces resulta ttil otro valor asignado a / f(x)dx, conocido como el valor principal de
Cauchy (V.P)). -
Definicién 7.5.2 El valor principal de Cauchy (V.P.) se define como el nimero

V.P./w f(x)dx = lim /Zf(x)dx

R—o0

siempre que este limite exista.

Si / f(x)dx es convergente, su valor principal de Cauchy existe y es el nimero al que

convergg la integral, ya que
R 0 R
[ rwax= [ fwavs [ reas
—R —R 0

y los limites de estas dos integrales para cuando R tiende a oo existen si la integral / f(x)dx
converge. -

Observacion 9 La existencia del valor principal de Cauchy no asegura que la integral / f(x)dx

sea convergente.
Ejemplo 46

Podemos apreciar que si f(x) = x el valor principal de Cauchy existe, pero la integral no es
convergente, esto es:

V.P./ xdx=0
pero

/ xdxno existe.

Notamos que

R—oo J_R R—o0

oo R .X2 R
V.P./ xdx = lim xdx = lim [2] = lim 0=0.
e R
Por otra parte

0o 0 Ry
/ xdx = lim xdx+ lim xdx
—oo Ry —o0 —R Ry,—0.J0

Rk 21"
= lim |— + lim | —
Ri—o | 2 R, Ry—0 | 2 0
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)

y puesto que la suma de estos dos dltimos limites no existe, la integral impropia / xdx no existe.

—oo

Si f(x) es una funcion par, es decir, si f(x) = f(—x) para cada x € R, la simetria de la gréfica
de y = f(x) respecto del eje y nos permite escribir

/ORf(x)dx: ;/I;f(x)dx

y vemos que / f(x)dx converge a la mitad del valor principal de Cauchy
0

R—o0

V.P./w f(x)dx= lim /R f(x)dx
—oo —R

cuando este valor exisoge.

Ademds, como [ f(x)dx converge y
0

0 Ry
f)dx= | f(x)dx
Ry 0

la integral / f(x)dx converge al doble de / f(x)dx.
oo 0

Con esto hemos demostrado que, si f(x) es una funcién par y el valor principal de Cauchy
existe, entonces

V.P./_Zf(x)dx:/_o;f(x)dx:Z/wa(x)dx.

7.5.1 Integrales de tipo V.P. [~ f(x)dx.

A continuacion evaluaremos

—d
/0 x04+1 *

x2

Fi 7.3: La gréficad =—x€R
igura a gréfica de f(x) ot
2
Lo primero que notamos es que la funcién real valuada de variable real f(x) = ol se
X
extiende de manera natural a la funcién meromorfa de variable compleja f(z) = %, y es claro
Z
que la funcién f es par, puesto que
(=2)° Z
—Z = = = Z 5
()= e = g1 =10
por lo que

V.P. ——dx= ——dx == —dx.
/0 PO /o PO 2/_mx6+1 *
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. Z . . . .
Observamos que la funcién f(z) = 611 tiene singularidades aisladas, las cuales son los ceros
Z

del polinomio z° + 1; utilizando la férmula D’Moivre, notamos que las raices sextas de —1 estdn
dadas como

2k
zk:exp<(”+6”)l) k=01,....,5

y es claro que ninguna de ellas estd en el eje real, como lo muestra la figura 7.4.
Las tres primeras raices estdn en el semiplano superior.

Cuando R > 1, los puntos z; para k =0, 1,2 estan en el interior de la region semicircular acotada
por el segmento ¥, (1) = con —R <t < R del eje real y la mitad superior }»(1) = Re” con0<t<m
que va desde el punto z = R hasta el punto z = —R.

\ 4

Tz4

Figura 7.4: La curva I utilizada para evaluar / g

dx
o X041

Integrando f(z) en sentido levégiro a lo largo de la curva I = 9 4 7 tenemos que
2 2 2
Z Z Z
——— = 2mi|Res| ——,z0 | +Res| ——,z
/yz6+1 [ (z6+1 °> <z6+1 1)
2
+Res <Z6_H,Z2>:| .

Como los polos de f(z) son simples, como consecuencia de la proposicién 7.3.3, si ¢(z) =
(z—z) f(z) tenemos:

De donde, para cada R > 1 se tiene que

/_I;f(x)dx: z—/}lzf(z)dz.
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Cuando |z| = R, tenemos
=Ry [°+1 = |- 1 =R ~1.

Luego entonces, si z es cualquier punto en la traza de »

2 2
R
= <
0= || < et
de donde
2 T 2 2 3
Z R R TR
d dt = AR) = — .
/y2z6+1 A=), o i R = g

Ya que el grado del numerador es menor que el grado del denominador, este cociente tiende a
cero cuando R tiende a oo, es decir:

nR?
AR

Luego entonces

2
dz=0.

Iim c
R—oo Jyy 22+ 1

De lo anterior se deduce que

Ii
Rgr-}o Rx6+1 /f

de donde
© 52 T
Lm X0+ 1 dx = 3

X
Como f(x) = m

(oo} 2
x T
="
/0 1976

Los aspectos que podemos destacar en el presente ejemplo son:

1. Extender la funcién f de variable real a variable compleja.

2. La funcién f(z) no tiene puntos singulares en el eje x.

3. Lacurva I es la frontera de un semidisco cuyo interior contiene los puntos singulares de f
que se encuentran en el semiplano superior H, y contendra al eje x cuando R — co.

es una funcién par, concluimos que

4. La funcién f es tal que hr% ’ fdz| =0.
)2

5. Por el teorema del residuo
/ f(x)dx:2mZRes(f,a).
- acH

Generalizando el proceso anterior podemos deducir el siguiente resultado:

Proposicion 7.5.1 Supongamos que f es holomorfa sobre un conjunto abierto que contenga al

semiplano superior H; = {z € C; Imz > 0}, salvo para un nimero finito de singularidades aisladas

ninguna de las cuales se encuentra sobre el eje real, y que existen constantes M >0, R >0y p > 1
M

tales que |f(z)| < — siempre que z € H y |z| > R. Entonces

z|P
V.P./m f(x)dx=2m Z Res(f,a).

acH,
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Y

> > >

r —r

Figura 7.5: La curva ¥, utilizada para evaluar V.P. / f(x)dx

Demostracion. Sear > Ry consideramos la curva §, = ¥.1 + %2 donde %, () =t para —r <t <r,
Y ¥2(t) = re' para 0 <r < m, y elegimos r suficientemente grande para que % contenga en su
interior todos los polos de f que estdn en el semiplano superior, véase la figura 7.5.

Como consecuencia del teorema del residuo 7.4.1

f(z)dz=2m Y Res(f,a).
"

a€H+

Por otra parte
r T
fl2)dz= f(x)dx+/ f(re'®yire® d@.
¥ —-r 0

Como |f(z)| < M/|z|P siempre que z € H y |z| > R, entonces lim |f(z)| =0, de donde
e

|e|—eo
T M M
10 10 _
/0 f(re'® )re d@‘ Sﬂ'ﬁr_ o
y como p > 1, lgn 1/rP~1 =0, por lo que
T
lim / f(re’e)lre’ede' =0.

r—01(Jo
Entonces

rlglgo 7rf(x)dx:2m Z Res(f,a).

acH

M
Como f es continua en R y como |f(z)| < W para |x| > R, entonces f es integrable como
Z

funcion de x € R, de donde

lim ' (x)dx=V.P. /<><> f(x)dx.

r—eo |,

De aqui concluimos que

V.P. /jof(x) dx = anaEZ]HL Res(f,a).

Corolario 7.5.1 Si f = p/q donde p y g son polinomios con coeficientes reales tales que degg >
deg p +2y g no tiene ceros reales, entonces

V.P./j;f(x)dx:2m Z Res(f,a).

acH
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Demostracion. Sea n = deg p, entonces degg > n+ p con p > 2. Como p es un polinomio, si
lz] > 1 existe M; > 0 tal que |p(z)| < M;|z|", andlogamente existen M> > 0y R > 1 tal que
|9(2)| = Moz|"*P.

Por lo tanto

'p(z) <M1 1 <M1 1

T Moy lzlp T My |22

q(2)

para |z| > R. Por lo cual se satisfacen las hipétesis de la proposicion anterior. |
Ejemplo 47
A continuacién procederemos a evaluar
°  dx
X1

La funcién f(z) = (z* +1)~! es holomorfa salvo en las raices cuartas de —1, ninguna de las cuales
se encuentra sobre el eje real, por lo que cumple las hipdtesis del corolario anterior.

2

Figura 7.6: La gréfica de f(x) = ,xeR

x+1

/4 3mi/4 5mi/4 Tmi/4

Las raices cuartas de —1 son zg = €™/, 71 =e ,p=e¢e yzz=e , y corresponden a
polos simples de f, pero solo los dos primeros estdn en el semiplano superior. Como consecuencia

3
de la proposicién 7.3.1, el residuo en uno de tales puntos zx es %k = —%k, asi
-1 -1
Res(f,em/4) +R6S(f, 637171/4) _ T(671:1/4_’_6371,'1/4) _ Tem/ét'(l +em/2)

_ -t <1+’> (+1)=——"—
4 \ V2 2V2
de donde

V2

< odx /4 3m/a _
V.P.L i =2m (Res(f,e )+ Res(f,e )) ==

x4

Transofrmadas de Fourier

A continuacién presentaremos una técnica que permita evaluar integrales de la forma

/:of(x) cos(wx)dx 'y /:of(x) sen(wx) dx,

las cuales se denominas las transformadas de Fourier seno y coseno de f. Si f es una funcién
definida sobre el eje real para el cual estas integrales tienen sentido, las dos integrales anteriores
pueden relacionarse con la expresion

F(w)= /_if(x)e*’“’xdx, weR,
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la cual define una nueva funcién denominada la transformada de Fourier de f.
De manera andloga se define la transformada inversa de Fourier como

flx)= /_O;F(w)e’xwdw. xeR.

Este tipo de integrales tienen gran importancia en ecuaciones diferenciales. Si @ y f(x) son
reales, las transformadas de Fourier seno y coseno son las partes real e imaginaria de las transfor-
madas de Fourier

[ " f(x)cos(@x)dx = Re F (o)

/_ Z £(x) sen(x) dx = — Im F (@)

Si o es real y f satisface ciertas condiciones, estas integrales pueden evaluarse usando la
siguiente proposicion

Proposicion 7.5.2 Si @ > 0, y f es una funcién holomorfa sobre un conjunto abierto que contenga

al semiplano superior H = {z € C;Imz > 0}, excepto para un nimero finito de singularidades

aisladas ninguna de las cuales estd sobre el eje real. Supongamos que lim|f(z)| = 0, entonces la
z€H

=S) c 0
integral / f(x)e'®* dx existe en el sentido de que lim / f(x)e'*dx y lim / F(x)e'® f(x)dx
—o0 C—r O C—r —c

existen, entonces

/ f(x)e' dx =211 ) Res(f(z)e',a).
- acH

Si f(x) es real para x € R, entonces / f(x)cos(mwx)dx y / f(x)sen(wx)dx son iguales
respectivamente a sus partes real e imaginaria.
Demostracion. Sea @ > 0, y sea ¥ el contorno del rectdngulo con vértices (—x;,0), (x2,0), (x2,y1),
y (—x1,y1),donde y; >x1,x2 > 0y x1,x2,y; se eligen suficientemente grandes para que en el interior

de ¥ se encuentren todos los polos de la funcidn f pertenecientes al semiplano superior, véase la
figura 7.7.

L)1

—X1 X2

Figura 7.7: Curva Yy usada para evaluar las integrales de Fourier

Por el teorema del residuo 7.4.1, pagina 185

/}/f(z)e’“’Z dz=2m Z Res(f(z)e'“%,a).

acH
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A continuacién estimaremos el médulo de las siguientes integrales:

Vi
I = / ') £(x 4 yi)idy;
0

.
b :/ e’“’(”y”)f(x—i-yll) dx;

X2

0
L :/ O F(xy 4 yi)idy.
"

Dada € > 0, elegimos R tal que |f(z)| < € siempre que |z| > Ry z € H. Sea

My = max{|f(xa+y1)]; 0<y <y},
M := max{|f(x+y11)] ; —x1 <x < a0},

M; :=max{|f(—x;+y1)|; 0 <y <y }.

Siy; >x; > Ryy; >x >R, entonces M| < €, My < € y M3 < €, de donde

|

IN

Vi
/0 e | f(xa+y1)|dy

Vi M M
Ml/ e_wydyzzl(l—e_wy‘)g—l
0

o

IN

Analogamente, |I3| < M3/®. Finalmente

X2
\Izlg/ e | f(x+yi1)|dz < Mape " (xp +x1).
—x

Como @ > 0, podemos elegir y; suficientemente grande para que e~ (x; +x,) < €. Como
X

’ f(x)e® dx

—X1

/ F()ef(D)dz =T + b+ +
Y
tenemos que

" f(x) e dx—2m Z Res(f(z)e'*%,a) = —(I1 + L+ 13).

- acH
Asi,
2
(x)e'®dx—2m ) Res(f(z)e',a)
X acH
M, M
< El + ;3 + Mye ' (x1 +x2)
2
< —+E€
(0]

Como € es arbitraria

X2
1im F(x) - f(x)dx
e
existe y es igual a 271 Z Res(f(z)e'*,a). [
acH
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Corolario 7.5.2 Si f(x) = p(x)/q(x) con p(x) y g(x) polinomios, degqg > deg p y g no tiene ceros
sobre el eje real, entonces

/m f(x)e'”dx =21 ) Res(f(z)e'",a).

acH

Demostracion. Si f(x) = p(x)/q(x), con degqg > degp + 1, para |z| > 1, existe un M; > 0 tal
que [p(z)| < Mi|z|", donde n = degp, y existe R > 1y M, > 0 tal que para |z| > R tenemos
lq(z)| > M,|z|""!. De donde

p@I _ M

l9(x)| — Malz|

para |z| > r, por lo cual se satisfacen las hipétesis de la proposicion anterior. |

Ejemplo 48

1. Calcularemos

/°° cos3x dx
ceo (24 1)2

/I\

cos3x
m parax c R
Como el integrando es una funcidn par, bastara ver que existe el valor principal de Cauchy
de la integral y calcularlo.
Sea

Figura 7.8: Grifica de la funcién

1

f@zm

y notamos que f(z)e™>? es una funcién holomorfa si {z € C;Im z > 0} \ {1}. La singularidad
z =1 estd en el interior del semiplano superior, y es un polo de orden dos.
Como consecuencia del teorema del residuo 7.4.1, pagina 185

/w f(x)e*dx = 2miRes (e3z’f(z),l) )

Como z =1 es un polo de orden dos de la funcién f(z), entonces z =1 es un polo de orden
dos de la funcién f(z)e**. Si definimos

9(2) = (2= 1)*f(2)e™,

entonces
3z !
e 92 1
Res((z2+1)2”>_z33 T
De donde

* 1 2r
or gy —om [ — ) = =2,
/_wf(x)e X m<w3> 3
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Figura 7.9: Gréfica de la funcion CZOSX
x=+1

Como

—oo

/ " fl)etdx — 1 Z F(x) cos(3x) dx+1 1 Z F(x)sin(3x)

2
=N
Comparando partes real e imaginaria tenemos que

/_ i () cos(3x) dx — 2?7;

2. Como segundo ejemplo, deseamos mostrar que:

/°° COSX d e !
X = .
0o x2+1 2

.. COSX
Como la funcién x — ——— es par, entonces
X

+1
/°° Ccosx / cosx
0 x*+ 1 T2/l 1
14
A continuacién calcularemos los residuos de 201 en el semiplano superior. Notamos que
z

el tinico polo en el semiplano superior es ¢, el cual es un polo simple, por lo que

e efl
Res | 1) = —.
es <Z2+1,l> 2

(o} _1
/ Czoj_xl dx =Re <27L’l (621>> =me L.

., COoSx
Como la funcién 5
x 41

es par, se sigue que

o ~1
/ c20$x Ay — e
0o x*+1 2
Las proposiciones 7.5.1 y 7.5.2 no se pueden aplicar en casos muy importantes, es claro que
estos criterios fallan si hay singularidades en el eje real, aunque veremos posteriormente como
subsanar este problema.
Un ejemplo importante lo constituye una funcién cuya conducta sobre el eje real, o sobre el

semiplano superior, no es la requerida por estas proposiciones, a saber, la funcién de probabilidad
normal

fl) = =P

El problema radica en que ¢~ no tiene la conducta apropiada cuando z — 0. A lo largo del
eje real tiende a cero més réapido que cualquier polinomio, sin embargo, a lo largo de las rectas a
argz = +7m/4 o argz = —37/4, su valor absoluto es constante igual a 1, y en ambas direcciones a
lo largo del eje imaginario crece més rdpido que cualquier polinomio. Sin embargo, como veremos
posteriormente, es posible evaluar su integral.
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Integrales trigonométricas

Proposicion 7.5.3 Sea R(x,y) una funcién racional de las variables x, y cuyo denominador no se
anula sobre la circunferencia unitaria. Entonces

27
R(cosB,sen6)d0 =21 Z Res(f(z),a),
0 aeD

f(z):llzR (; (z—i—i) ,% <z—i>>

Demostracion. Siz = x+ 1y esta sobre la circunferencia unitaria, entonces

otz 11 =z 11
T T a\&T) Y Y m T \f )

Como R no tiene polos sobre la circunferencia unitaria, f tampoco, luego entonces si Y = e
con 0 <r <1 es una parametrizacion de la circunferencia unitaria, por el teorema del residuo 7.4.1

/f anZRes f,a)

acD

2wt

Entonces

21 10 -0 10 _ ,—i6 10
R(cosB,sen6)dd = / (e te ,e ¢ ) 40
0

lo cual demuestra esta proposicion. |

Ejemplo 49

Deseamos evaluar

2 de
/0 10— 6¢cos 0’

Como consecuencia de la proposicion anterior

/2” de B / dz
0 10—6cosh 7/zz<10—3<z+1>>
4

_ dz

N /y 1(—3z2+10z—-3)

B 1dz

- / (z—3)(3z—1)
Los polos del integrando son z = 3y z = 1/3, por lo cual el integrando tiene solamente un polo en
el interior del disco unitario, y el residuo es

1 l 1
R — = = ——
es<f’2> -9 g

de donde

/2” de n
o 10—6cos® 4’
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7.5.4 Integrales de Fresnel

Las integrales de Fresnel son dos funciones trascendentales que hacen honor a Augustin-Jean
Fresnel y que son empleadas en campos que se basan en ecuaciones de ondas, como la ptica.
Las mismas se originan al realizar el analisis de fendmenos de difraccién de Fresnel en el campo
préximo, y se definen segun las siguientes expresiones integrales:

S(x):/oxsen(tz)dt y C(x):/oxcos(tz)dt.

Basados en el conocimiento de las series de potencias de las funciones sent y cost podemos
deducir que las integrales de Fresnel admiten las siguientes expansiones que convergen para todo x :

t4n+2
S(x) = %) dt = ) dt
®) / sen(t / 2+ 1)

B R |
- Z(2n+1)!/ = §(2n+1)z4n+3'

Figura 7.10: La gréfica de la funcién senx

Ademas

) 4n+1

(_1) n (
(Zn)!/o di = ,§0<2n>!4n+1

WANA A /TN AN
WVVV N VTV

2

C(x) :/0 dt / ( 1
i -1

Figura 7.11: La gréfica de la funcién cosx

Salvo en casos especiales, no es posible evaluar a las integrales que definen las funciones C(x)
y S(x) en forma cerrada. Usando la paridad de las funciones sen(x?) y cos(x*) podemos deducir
que las integrales:

/ cosx’dx y / senx” dx
. . |7
existen y son iguales a 5

A continuacién mostraremos que las integrales existen, y posteriormente, aplicaremos el
teorema del residuo para calcular explicitamente su valor.
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Recuerde que senx = 0 si x = 7k con k € Z, asi senx® = 0 si x; = v/7k con k € NU{0} o bien,
X_y=—vVmkconkéeN.

1
Comovn+l—yVn=—u-——
vn+1++/n
cuando 7 tiende a oo.

En particular, las cantidades

Xn+1 >
a :/ senx” dx
Xn

, la distancia entre dos ceros consecutivos tiende a cero

decrecen mondtonamente a cero.

Por el criterio de la serie alternante, Z a, converge a algtin nimero A.
n=0
Si R es cualquier nimero real, (para facilitar los célculos, supondremos R > 0), entonces existe
R N—1 N
un dnico N € Ntalque xy—1 < R <xy,y / senx” dx esté entre las sumas parciales Z any Z a,.
0 n=0 n=0

R
Por lo tanto I%im senx”dx existe y es igual a A.
—e0 ()

R
De manera aniloga se muestra que Igl’m cosx? dx existe.
— J(0
Consideremos ahora integrar la funcién

fl2)= sen(Vr2)

a lo largo de la trayectoria Y = y; + % + 5 + ¥4 ilustrada en la figura 7.12:

IRA YV
A
Ya Y2
NG NG -
2 2
A 4
—1R ?"1

Figura 7.12: Curva 7y usada para evaluar las integrales de Fresnel

La funcién f tiene un polo simple en el interior de ¥ en z = 0, y aplicando nuevamente la
proposicién 7.3.1:

e &0 1
Res| ——— 0| =———-=—.
sen(/7z) Vreos(0) /7
Como consecuencia del teorema del residuo 7.4.1 se tiene

1
f(R)dz=2m <> =2/
/7 VT
A lo largo de la curva ¥ (x) = x — Rt con —/7r/2 < x < /7 /2, tenemos que
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2

el | = et(x2—2R,x_R2) _ p2Rx
y

| oo _inn| L (a1

2 -2

de donde

/ 2 /\/E/Z 2Rx 1 eRﬁ —e‘Rﬁ

N Hige< T~ T
% eRVT _ 1 —V/2 R oRVZ_]

el cual tiende a cero cuando R tiende a infinito, es decir,

R—bo0

lim f1=0.
"
De manera andloga se demuestra que, si ¥3(f) = x+ Ri con —/7/2 < x < \/m/2, entonces

Calculando la integral en las trayectorias faltantes 1 (t) = /& /2 41t y y(t) = —/T/2 — 1t con
—R <t <R tenemos

g R el(ﬁ/2+ll)2 R et(f\/ﬁ/Zfzt)2
- d
/yzf ) /7R sen(m/2 + /) +/,R sen(—1/2— /an)
R ot(V/m/2+u) R oV7/24u)
= / zdt—i—/

(—1)dt

_r cos(y/Ttt1) _Rm(—l)dt

R el(m/4=1%) (e*\/ﬁf _|_e\/ﬁt>

- l/—R cos(1/mt) dt

el (e_ﬁ’ —|—e\/ﬁ’)
— /4
2ue /4& eV 4 eV

R
2
= 21e‘”/4/ e " dt
—R

R
— 28371'1/4/ e—ll‘2 dt
—R

R R
= V2(—1+)) (/ costzdt—z/ sentzdt>.

—R —R

Cuando R tiende a infinito obtenemos

2V/m = V2(~1+1) (/ cosxzdx—z/ senxzdx> ,

—o0

V2m = (—/ cosx2dx+/ senxzdx>

—oo

+1 (/ cosxzdx+/ senxzdx> .

La parte real de esta ecuacién muestra que las integrales son iguales, mientras que la segunda

V2m |
parte muestra que el valor comtn es > =\ 7 de donde

(oo} oo 7t
/cosxzdx:/ senxzdx:qlz.
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La integral gaussiana

Un ejemplo clésico de las aplicaciones del teorema del residuo es la evaluacién de la integral
. . . . 2 .
impropia de la funcién gaussiana e™ sobre toda la recta de los niimeros reales. Debe su nombre al
matematico y fisico alemén Carl Friedrich Gauss, y su valor es:

/ e dx = VT

—o0

X

Figura 7.13: La gréfica de la funcién e~ 2, conx € R

—b)?
La funcién f(x) = ¢~ es un caso particular de las funciones gaussianas f (x) =aexp <— (x22)> ,
c

las cuales, aunque son funciones elementales, no poseen primitivas elementales. Sin embargo, el
valor exacto de la integral impropia sobre todo el rango real puede derivarse a partir del valor de la
integral de Gauss obteniéndose que:

/m P <—(x2_cf)2> dx = alc|V2T.

—oo

El valor de la integral es 1 si, y Unicamente si, a = en cuyo caso la funcién gaussiana

1
le|v2r’
es la funcién de densidad de una variable aleatoria con distribucién normal de media u =by
varianza 6> = ¢2. Las funciones gaussianas con ¢> = 2 son las autofunciones de la transformada de
Fourier. Esto significa que la transformada de Fourier de una funcién gaussiana no es solamente
otra funcién gaussiana, sino que ademads es un multiplo escalar de la funcién original. La gréfica de
la funcién es simétrica con forma de campana, conocida como campana de Gauss. El pardmetro a
es la altura de la campana centrada en el punto b, y |c| determina el ancho de la misma.

La primitiva de una funcién gaussiana es la funcién error. Estas funciones aparecen en numero-
sos contextos de las ciencias naturales, ciencias sociales, matematicas e ingenieria, por ejemplo:

En estadistica y teoria de probabilidades, las funciones gaussianas aparecen como la funcién
de densidad de la distribucién normal, la cual es una distribucion de probabilidad limite de sumas
complicadas, segin el teorema del limite central. Véase por ejemplo, (Cinlar, 2010, Cap. 2),
y(Roman, 2004, Cap. 8).

A continuacién mostraremos como evaluar la integral

i 2
/ e " dx
—o0

utilizando el teorema del residuo.

Sea f(z) = e y consideremos la integral de f a lo largo de la curva Y = y; + 9 + 93 como
muestra la figura 7.14:

Para 7, y 73 se tiene

R 2
f(z)dz:/ e dx
" JO

0 R
flR)dz= / e ™ dt = 65”’/4/ (cost? —isenr?)dr.
b2 R 0
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Ren1/4

\i

Figura 7.14: Curva y usada para evaluar la integral Gaussiana
Alolargo de z=Re"
‘f(Z)| — |efR2(0032t+lsen2t)‘ — e*RZCOSZt'

Como 0 <t < /4 tenemos que cos2r > 1 —4¢/m, de donde

1f(2)| < e K etFrim,

luego entonces

/4
/ f‘ < / ‘e—Rze4R2t/7r(lRell)
» 0

oo

Como f(z) = e~ es entera / f(z)dz =0, de donde
Y

0= / g —[/Owcos(xz)dx—l/owsen(xz)dx].

. . . T
Como ambeas integrales de la derecha existen y son iguales a L, tenemos que

2V2

dt :Re—’*%(e’?z =T e,

De donde lim
R—yo0

Fere-5(557) -7

5>
Usando el hecho de que el integrando es una funcién par tenemos que

[ dx*Z/ dx*

7.5.6 Transformadas de Mellin
La transformada de Mellin de una funcién f estd definida como:

(@)= [ ¥

Esta transformada integral estd relacionada con la teoria de las series de Dirichlet, y es usada
habitualmente en teoria de nimeros; el cambio de variables x = e~ " muestra que la transformada
de Mellin estd sumamente relacionada con las transformadas de Laplace y de Fourier y la teoria de
la funcién gamma, y forma parte de las funciones especiales.
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Nétese que para extender la funcién x*~! f(x) a variable compleja, necesitamos utilizar la
funcién z%~! f(z), y como z¢~! = exp ((a— 1)logz), eso implica que la funcién holomorfa z4~! f(z)
no esté definida a lo largo de un “corte” de ramificacion. Véase la definicion de corte, 4.5.6 en la
pagina, 86.

Ejemplo 50

El origen y el rayo 8 = & determinan un corte para la rama principal de la funcién logaritmo
log(z) =In|z| +rargz con —7m<argz<T.

El origen es un punto de ramificacién para las ramas de la funcién logaritmo.

Proposicion 7.5.4 Sea f holomorfa en C salvo un niimero finito de singularidades aisladas, ninguna
de las cuales estd sobre el eje real positivo. Sea a > 0 con la restriccién a € Z y supongamos que
1. Existen constantes M|, Ry > 0y b > a tales que para |z| > Ry, se cumple:

M,
1f(2)] < IZT; y
2. Existen constantes M, R, > 0y 0 < d < a tales que para 0 < |z| < R;, se cumple:
M,
7)< —=.
G <
Entonces la integral / x4 f(x)dx existe, en el sentido de que es absolutamente convergente,
0
y
o T —Tai
/ X f(x)dx = e Res(z" ' f(z),a)
0 Sen(a7) oe sing )\ (0)
donde z%~! = exp ((a—1)logz) usando la rama 0 < argz < 27.

Demostracion. La existencia, en el sentido de la integrabilidad absoluta, de la funcién

* . . M .
/ x1f(x)dx es consecuencia de las condiciones |f(x)| < —hl para x suficientemente gran-
0 x

M . . o .
dey |[f(x)] < F? para x suficientemente pequefia, junto con los criterios de comparacién para

integrales.

Para analizar la integral recordamos que z*~! = exp ((a — 1)logz), estd definido en la rama de
logaritmo 0 < argz < 27. Como 0 es claramente un punto de ramificacién de z*~! f(z), la curva
que usaremos estd dada como Yy =7 + %+ 1+ donde ¥ () = re’ con0<n <t <2mw—n,
—p(t)=teMcone<t<r—p(t)=¢ce’'conn<t<2m—nyY(t)=te" cone <t <rcon
€ y n suficientemente pequefios y r suficientemente grande, tales que € < Ry, r > R;; y tal que ¥
encierra a todos los polos de f(z) excluyendo el polo en el origen. Se muestra y en la figura 7.15

Denotemos

1= /z“ilf(z)dz,
Y
yparak=1,2,3,4

L= [ ' f(z)dz.
Ye

Esto es
I=L+L+5L+1
Como consecuencia del teorema del residuo

I=2m Y Res(z*"'f(z),p).
pe(Sing f)\{0}

Es claro que las singularidades de z%~! f(z) son las mismas que las de f(z), salvo quizé z = 0.



7.5 Integrales impropias 211

"

Ya

V3 h2]

Figura 7.15: Curva y usada para evaluar la transformada de Mellin

Mostraremos primero que lin(l) I3 =0yque lgn I = 0 independientemente del valor de 1.
£— r—oo

Recordamos que, cuando a € R |z971| = |z]971, asf

a—1
< [ el < | B o

= MzEa_d_lf(}@) < 27[M28a_d.

a—d

Como 0 < d < a, entonces h’n% 2aMye"“ =0, de donde lin}) |I;| = 0, independientemente del
€ £

valor de 7).
Por otra parte

3 Zafl B
i< [ 1@l <o | EEac) < 2wt
n n

Como b > a entonces a — b < 0, de donde hm 2 M, r*"” =0, independientemente de 7.

A continuacién estudiaremos la conducta de 12 e I; cuando 1 — 0, € y r permanecen fijos.

Notamos ademds que hay una discontinuidad en la funcién z*~! f(z) al cruzar el eje x positivo,
por lo que no es de esperarse que I, = —Iy.

Por definicién

L= /E(te(Zﬂn)t)alf(te(27rn)t)e(27tn)tdt.

Cuando 1 — 0 tenemos que

(te(27rfn)z)a71f(te(27r7n)t)e(27rfn)l N tafleZn'alf(t)

uniformemente sobre [, r]; asf,

€
lim I, = / 14712 £ (1) dt

n—0 r
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Anélogamente,

£
lim14:/ V() dt,
n—0

r

de donde

1
lim(L+1;) = (1—e2’””)/ 17V f(1) dt
n—0

= —Ze"‘“(senﬂ:a)/ 1L f(1) dt.
£

Supongamos que se ha dado 6 > 0, podemos elegir r > 0 suficientemente grande y € > 0
suficientemente pequefla para que

L9
"

/srt“‘lf(t)dt—/Owt“‘lf(t)dt

Ademds, podemos elegirlos en forma tal que

|41 6 15 6

|2ie™@ (senma)| 4  |2we™(senma)| 4

Y podemos elegir ] suficientemente pequefia para que

L+1 /r a1 o
— t t)dt| < —.
'—ZZeﬂal(senna) € ) 4
Esto implica que
/Wt””f(t)dt— S Y )
0 2ie™a(sen ma)

Como § es arbitraria, entonces

° 1
“f)dt =
/0 J) —21e™4 sen(ma)
— e Tl
= ——— Y Res(z'f(2).p)
SN(T)A e sing )\ 0}
|
. . . . P(z)
Corolario 7.5.3 Las hipétesis de la proposicién 7.5.4 se cumplen si f(z) = 00 donde P(z) y
z

Q(z) son polinomios de grados p y g respectivamente y satisfacen las siguientes condiciones:
1. 0<a<gqg—p.
2. Sing es el orden del cero de Q en z = 0 (con la condicién de que ng = 0si Q(0) # 0) y si
np es el orden del cero de P en z = 0, entonces ng —np < a. (Esta condicién se cumple si
ng = 0)
Ejemplo 51

Si 0 < a < 1 mostraremos que

/"" P
o l+x senarm’
Esta integral impropia es importante en el estudio de la funcion gamma. En este ejemplo

podemos notar que tal integral es impropia no sélo a causa de su limite superior de integracidn,
sino ademds porque su integrando tiene en x = 0 una discontinuidad. La integral converge caundo
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0 < a < 1 porque el integrando se comporta como x~¢ cerca de x = 0 y como x “~! cuando x
tiende a infinito. X
: S : .
Al considerar la funcién 112 tenemos que z = 0 es un punto de ramificacion.
<
La funcién f(z) = oz es holomorfaen C\ {—1} y en z= —1 = €™ tiene un polo simple, y
Z

Res 2! —1 )= lim (z+ l)ﬁ = (M) = ele D™
1+2’ 21 z+1 '
Ademds, Q(z) =1, P(z) =1+z, porloque p=0,g=1, y por hipétesis 0 < a < 1 = g — p;
y ng —np = 0 < a, por lo que se cumplen las condiciones del corolario 7.5.3, asi, se cumplen las
hipétesis de la proposicién 7.5.4.
Aplicando la proposicién 7.5.4 tenemos que

oo —1 —Tait a—1 —Tat
/xa dx = ¢ Res Z—,—l = T anm
o 1+x senam 1+z senam
T _ T
= — e M= )
senamw senam

El teorema de Runge

Sabemos que toda funcién holomorfa es localmente el limite de una sucesién de polinomios
(las sumas parciales de su serie de Taylor), luego cabe preguntarse si esto sigue siendo cierto
globalmente, es decir, si dada una funcii holomorfa en un abierto es el limite de una sucesién de
polinomios. La respuesta es negativa en general. De hecho solamente es cierto en los conjuntos
abiertos simplemente conexos, pero en el caso general tenemos al menos que toda funcién holomorfa
es el limite de una sucesién de funciones racionales.

Proposicion 7.6.1 Sean Q C C un conjunto abierto, conexo, no vacio, y -# un conjunto compacto
en Q; entonces existen segmentos de recta y1, ..., %, en Q\ ¢ tales que para cada funcién holomorfa
f definida en Q,

_yv L@
f(Z)—kgzzm dg

wz—C
para cada z € J# . Los segmentos de recta forman un niimero finito de poligonos cerrados.

Demostracion. Sin perder generalidad, supondremos que .# = #°. Sea § > 0 tal que 28 <
d(#,C\ Q) y se colocard una cuadricula de lineas rectas horizontales y verticales en C de tal
manera que dos lineas rectas consecutivas del mismo tipo disten menos que 8. Sean Ry, ...,R,, los
rectangulos que se obtienen al intersectar tales rectas con 2. Como %~ es compacto, solamente
hay un nimero finito de tales rectangulos, y consideremos dRy, la frontera del rectdngulo Ry, como
un poligono orientado en levdgiro para 1 < k < m.

Siz € Ry, para 1 < k < m, se tiene que d(z,.#) < /2§, de donde R; C Q. Supongamos que
Ry y R; tienen un lado en comun, y denotemos por ¢ y ¢; los segmentos de recta en dR; y dR;
respectivamente, tales que Ry "R, = {{x} = {¢;}. Ya que dR y JR; estan orientados en levégiro,
los segmentos de recta £ y ¢; estan dirigidos en sentido opuesto. Consecuentemente, si ¢ es una
funcién continua definida sobre {/; }, entonces

/(p+/(p:O.
b 2

Sean 71, ..., 7%, aquellos segmentos dirigidos de recta que constituyen un lado de exactamente uno
de los rectdngulos R; para 1 < j < m. Entonces

= 7.6
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m
para cada funcién ¢ continua en U JR;.

j=1
Y, — X
},3'}’2 R )4~
Ry Ry

~r/

/

T

LN
L4

Figura 7.16: Los segmentos orientados 71, ..., ¥, son los lados de los poligonos buscados.

Afirmamos que ¥ estd contenida en Q\ J#". De hecho, si uno de los 7; intersecta %", es facil
ver que hay dos rectangulos en la cuadricula con 7, como un lado y por lo tanto ambos estdn en .Z".
Es decir, y; es la parte comun de dos de los rectdngulos Ry, ..., R, y esto contradice la eleccién de
Ye-

Si z pertenece a . y no esta en la frontera de cada Ry, y la funcién f es holomorfa en Q,
entonces la funcién

00 =55 (F2)

T2m\C—z

m
es continua sobre U dR;. Como consecuencia de la ecuacién 7.6 se obtiene
j=1

- 1o f(6)
Yo q»-@dg (1.7)

1

21t Jor, ¢

F L[ 0

j=1
Como z estd en el interior de exactamente uno de los R}, si z ¢ R; se tiene

A (SR
2 Jow, T2 0=

y si z € R; como consecuencia del teorema de Cauchy 5.2.1 tenemos que la ecuacion 7.7 nos dice
que

f(Z)Zgzlm (Pig(_cidé- (7.8)

m
siempre que z € %\ U dR;. Y como ambos lados de la ecuacién 7.8 son funciones continuas
J=1
sobre %" y coinciden sobre un subconjunto denso de %", entonces la ecuacién 7.8 se satisface
para toda z € 2. Por construccién los segmentos de recta forman un nimero finito de poligonos
cerrados. |

Lema 7.6.1 Sea y: [0,1] — C una curva rectificable y .#" C C un conjunto compacto tal que
2 N{y} =0. Si f es una funcién contunua sobre la traza de Yy € > 0, entonces existe una funcién
racional R(z) cuyos polos sélo estdn sobre {7y} y tal que

/f(C)dC—R(C)‘ < € paracada ze€ 7.
y&—z
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Demostracion. Como [0,1] C R es compacto, y ¥ es continua, entonces im(y) es compacto,
de donde im(y) x £ también es compacto, y como la funcién g : {y} x # — C dada por

g(8,2) = é;((:) es continua en im(y) X £, entonces la funcién g({,z) es uniformemente con-
-z
tina en {y} x ¢, por ende, existe § > 0 tal que si s,z € [0,1] y |7(¢) — y(s)| < &, entonces
'f OIS
—z y(s)—z

paratoda z € 7,

€
SV
donde v(7) denota la variacién acotada de la curva rectificable y, como vimos en la definicién 5.1.4.
Luego entonces, podemos tomar una particion 0 =ty < t; < ... <, = 1 del intervalo [0, 1] tal que

€
< paratoda t;_1 <t <t z€ X, (7.9)

‘f(v(t)) _ fv@y)
v(7)

() —z

Se define

n

Z e tll ) (v(t:) = v(ti-1))-

t:l

Claramente R es una funcion racional cuyos polos son los puntos ¥(0), y(1), ..., ¥(t,—1). Como
consecuencia de la ecuacién 7.9 se obtiene

(1)) 7(e)di — Z frtiz1)) (Y(t:) — y(ti-1)

Sag-re)| -
<

. OB Syti)—z

s fv@) - F(v(i)

: J= l/f/ ! <7(t)—Z Y(ti1)—z C) Y(r)dt
Lo | fe)  feD)

: j—Zl‘/tjl y(t)—z  Y(tj-1)—z |[7(1)|dt
£ & [l

< Sk, o

= €

Paratoda z € 7. _

Se deja como ejercicio al lector mostrar que, si 2 C C es un conjunto compacto, las com-
ponentes conexas acotadas de C\ #” son las mismas que las de C. \ %" y las componentes no
acotadas se diferencian tinicamente en el punto oo.

Consideramos el espacio ¢'(.#") de todas las funciones continuas en .#” con valores en C, y
sobre éste espacio definase la funcién distancia p dada como

p(f,g) =sup{ |f(z) —g(z)|; z€ X}, para f,g€C(X).

Se deja como ejercicio mostrar que
lim p(f,,f) =0<= lim f,, = f uniformemente en 7.
n—yoo n—yoo

Con lo cual € (%) es un espacio métrico completo. Atin mds, .# C C es un dlgebra con la
suma y el producto definidos puntualmente.

Se define A (£") como el conjunto de todas las funciones f € €' (.#) para las cuales existe
una sucesion de funciones racionales {R,} con polos en E tal que f = 31_{130 R, uniformemente sobre

el conjunto compacto % .
También se deja como ejercicio mostrar que % (#") es una subdlgebra cerrada de € (.#") que
contiene cada funcién racional con un polo en E.
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Decir que B (%) es una subdlgebra de €' (%) significa que si f,g € Be(H )y o € €,
entonces a f, f+ g, fg € Br(X), es decir, si dos sucesiones de funciones racionales con polos
en E tienden a dos funciones de % (%), entonces la suma y el producto de las sucesiones tienden
a la suma y el producto de las funciones, luego siguen en B (%").

Antes de enunciar el teorema de Runge, necesitaremos los siguientes resultados topoldgicos:

Lema 7.6.2 Sea Q un subconjunto abierto en C, entonces existe una sucesion {.%, } de subconjun-

tos compactos de € tales que Q = U . Ademads, los conjuntos .%#, pueden elegirse de manera
n=l1
que satisfagan las siguientes condiciones:

(@) JH C A0
(b) Si # C Qy # escompacto, entonces £ C ., para algunan € N;
(c) Cada componente de C., \ ./, contiene una componente de Co \ Q.

Demostracion. Para cadan € N sea
P 1
= B(0,n)N {z eC; -< d(z,C\Q)} ;
n

como %, es la interseccion de dos conjuntos cerrados, entonces es cerrado, y como esta contenido
en un conjunto acotado, también es acotado. Como consecuencia del teorema de Heine-Borel .77,
€s un conjunto compacto.

Ademés, el conjunto

1
B(O,n+1)ﬂ{z€@, por <d(z,(C\Q)},

es abierto, contiene a %, y estd contenido en %, 1, por lo que %, C 4,7, ;.

(e} (<]
Claramente Q = U J%,, aun mds, como consecuencia del inciso anterior = U ,°; Con-
n=1 n=1

secuentemente, si % C Q es compacto, los conjuntos {.%,°;n € N} constituyen una cubierta
no

abierta de %', y por ende, existe ng tal que % C U . Como consecuencia del inciso (a)

n=1

H C Hy,. Para la tltima parte, como %, C Q, entonces C.. \ .7, D C. \ Q, asi podemos notar
que la componente conexa no acotada de C. \ /%, debe contener al punto c y por ende, deberd
contener a la componente conexa de C., \ Q que contiene al punto . Asi la componente no acotada
de C.. \ % contiene an(0;n, o), por lo que, si D es una componente acotada de C.., \ %, existe

z € D tal que d(z,C\ Q) < —. Luego entonces, existe un punto w € C\ Q tal que |w—z| < —.
n n

1 .
Asi B (w, ) C Cw \ A5 como los discos son conexos y z estd en la componente conexa D de
n

1
Cw \ A, se sigue que D C B (w, > . De donde, si D; es la componente conexa de C. \ Q que
n

contiene a w, entonces D| C D. |

Lema 7.6.3 Sean U,V C C conjuntos abiertos tales que V C U 'y dVNU = 0. Si H es una
componente conexade U 'y HNV # 0, entonces H C V.

Demostracion. Siz€ HNV y G CV es la componente conexa de V que contiene a z, como
consecuencia de 3.3.6 tenemos que H UG es conexo, y ademds HUG C U. Como dG C 9V y por
hipétesis JGNH = 0, entonces

H\G=HN((C\G)UJG) =HN(C\G),
por lo que H \ G es abierto en H. Pero, por hipétesis H es abierto, lo cual implica que

H\G=HnN(C\G)
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es cerrado en H. Como H es conexoy G # 0, entonces H\ G = 0. De donde, H=G C V. |

Lema 7.6.4 Sea # C C.. un conjunto compacto, si a € C\ %', entonces (z —a) ' € Bg(X).

La demostracion se dividird en dos casos, a saber, oo € E e oo ¢ E.

Demostracion. Sieo ¢ E,seanU =C\.# yV ={a€C; (z—a)~' € B(#)}. Por definicién
EcvcU.

SiaeVy|b—al<d(a,*),entonces b €V. (7.10)

Por lo tanto, existe 7 con 0 < r < 1 tal que |b —a| < r|z—a| para cada z € . Y como

1 1 7.11)
z—b z—a l_b—a .
zZ—a
|b—adl : . .
entonces | | < r < 1 para cada z € Z, como consecuencia del criterio M de Weierstrass 3.6.3,
Z—a
pagina 47, tenemos que
z—a 1 > (b—a\"
= = 7.12
Z*b l_b—a B(Za> ( )

Z—a
converge uniformemente sobre 7 .

no/h— k
Si Q,(z) = Z < a> ,como a € V'y Bg(X) es un dlgebra, entonces (z —a) ' Q,(z) €
k=0 \<—4d
P (). Como Br(H) es cerrado, la ecuacién 7.11 implica que (z —b) ' € Br(¥), por lo que
beV.
Como consecuencia de la condicién 7.10, el conjunto V es abierto.
Por otra parte, si b € dV y {a,} es una sucesién enV tal que lim a, = b, como V es abierto,
n—soo

b ¢V y como consecuencia de 7.10 se tene que |b —a,| > d(a,,-#"). Ya que la distancia de un
punto a un conjunto es cero si, y solo si el punto esta en la cerradura del conjunto, tenemos

d(b, %) = limd(a,, #)=0 obien be 7.
n—oo

Por lo tanto dV NU = 0. Si H es una componente de U = C\ ¥ entonces H NE # (, consecuen-
temente H NV = (. Como consecuencia del lema 7.6.4, H C V. Y como H es una componente
arbitraria, tenemos que U C V, o bien, U =V.

Por otra parte, si o € E, dado ap un punto en la componente no acotada de C\ % tal que

x(ap) < %d(oo,%) y lao| > 2méx{ |z||;z € # '}, donde x es la distanica cordal en C.., véase
3.7.2, pagina 56.

Sea Eg = (E \ {eo}) U{ao}, entonces Ej intersecta cada componente de C. \ .#". Sia € C\ %
como conecuencia del primer caso (z —a) ™2 € B, (K ).

Como |z/ag| < 1/2, para cada z € ¢, entonces

1 1 1 i(z)
Z—Aa ao (1_Z> a()n:O ap
ap

converge uniformemente sobre .7 .

1 & "
Como Q,(z) = w0 ) (;()) es un polinomio y
k=0

lim Q,(z) = (z—ag) ™"

n—yoo

uniformemente sobre #". Ya que Q) tiene su tnico polo en e, entonces Q,, € A (A ), por lo que
(z—ao)~' € Bg(X). |
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Teorema 7.6.2 — Teorema de Runge. Seas K un subconjunto compacto de C, E un subcon-
junto de C.. \ %" que intersecta cada componente de C.. \ #". Si f es una funcién holomorfa en
un abierto que contenga al conjunto " y € > 0, entonces existe una funcién racional R(z) cuyos
polos se encuentran solamente en E y tal que

|f(z) —R(z)| < € paracada z € 7.

La demostracién que aqui se presenta se debe a S. Grabiner (Amer. Math. Monthly, 83,
(1976),807-808.)

El teorema de Runge nos dice que si una funcién f es holomorfa en una vecindad de un
conjunto compacto %, y € > 0, entonces es posible encontrar una funcién racional R(z) con polos
solamente en E tal que p(f,R) < €.

Demostracion. Si f es holomorfa en un conjunto abierto Q y 2~ C Q, como consecuencia de la
proposicién 7.6.1 y del lema 7.6.1 para cada € > 0 existe una funcidn racional con polos solamente
en C\ 7 tal que si z € ', entonces | f(z) — R(z)| < €. Como consecuencia del lema 7.6.4 y el
hecho que % (%) sea un dlgebra se sigue que R € B (X). [

El teorema de Runge puede enunciarse de un modo topolégico mas natural:

Corolario 7.6.1 Sean Q un subconjunto abierto de C, E un subconjunto de C. \ Q tal que
E intersecta cada componente conexa de C. \ Q, si Zg(Q) denota el conjunto de todas las
funciones racionales cuyos polos estan solamente en E, y consideramos % () como subespacio
del espacio de funciones holomorfas en 2, entonces para cada funcién holomorfa f en Q existe una
sucesion {R, } en Zg(Q) tal que r}ggo R, = f. Es decir, Zr (Q) es denso en el espacio de funciones

holomorfas definidas en Q.

Demostracion. Sea % un subconjunto compacto de Q 'y € > 0, como consecuencia del lema 7.6.2
existe un conjunto compacto .#; tal que % C %] C Q y cada componente conexa de C.. \ %]
contiene una componente conexa de C., \ Q. De donde E intersecta cada componente de C.. \ .%#].
Como consecuencia del teorema de Runge 7.6.2, existe R € Z(Q) tal que |f(z) — R(z)| < € para
cada z € J# . Iterando éste proceso se obtiene la sucesion deseada. |

Corolario 7.6.2 Si Q es un subconjunto abierto de C tal que C.. \ Q es conexo, entonces para
cada funcién f holomorfa en Q, existe una sucesién de polinomios {p,} tal que lim p, = f en el
n—soo

espacio de funciones holomorfas en Q.

7.7 Ejercicios

1. Cada una de las siguientes funciones tiene una singularidad aislada en el punto zop = 0.
Determine si la singularidad es removible, polo o esencial.

1 —cosz
a) fz) = ———
b) f(z) =exp(z™).
log(z+1
o 9 98D
, ?
7—1
d = .
) f(Z) ZZ(Z+ 1)
. o . Z+1
2. Determine los polos y las partes principales de la funciéon —————-.
2 —3z+2z
3. Determine los polos de la funcién f(z) = P y obtenga la parte principal de f en el punto
et —
z0 =0.
4. Determine los polos de las funciones
a) tan z.
b) cotz.

Obtenga el orden de cada uno de los polos, asi como las partes principales.
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5.

10.

11.

12.

13.

1
Sea f(z) = m, determine la expansion en serie de Laurent de f en cada una de

las regiones indicadas:

a) an(0;0,1).
b) an(0;1,2).
¢) an(0;2,00).
d) an(—1;0,1).
e) an(—1;1,2).
(—

f) an(—1;2,0).

. Sean p(z) y ¢g(z) son dos polinomios sin factores comunes, y z = zo es un cero de g(z). Para

los casos indicados, encuentre la parte principal de la funcién

7l =22

q(z)

a) Si zo es un cero simple de g(z).
b) Si z9 es un cero de multiplicidad dos de ¢(z).

. Dados zg, z1 € C con zg # z1, sea

f(2) =log =2,

Z—121

a) Determine cudl es el mdximo abierto  en el cual la funcién f es holomorfa.

b) Si f tiene singularidades aisladas, determine cuéles son y clasifiquelas.

c) Determine, si existe, el desarrollo en serie de Laurent de la funcién f en el infinito,
determinando en qué dominio es vélido el desarrollo.

. Calcule el desarrollo en serie de Laurent de la funcién

1 Z—1
fz) = Z_izlog <Z+l>

en las regiones indicadas:

a) an(0;1,2).

b) an(0,2,).
Sea Q C C abierto; si f : Q — C es holomorfa salvo en los polos de f, demuestre que los
polos de f no pueden tener un punto limite en €.
Sea Q C C abierto. Si f: Q — C no es idénticamente nula en Q y si f tiene una singularidad
aislada en zp, demuestre que si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

lim [z —z0|*[f(z)] = O (7.13)
Z—20
lim [z —z0*[f(z)] = oo (7.14)
7—20

para algin ndmero real s, entonces existe un entero m tal que la ecuacién 7.13 se cumple si
s >my la ecuacién 7.14 se cumple si s < m.
Una funcién f: Q — C tiene una singularidad esencial en zq si y solamente si las ecuaciones
7.13 y 7.14 no se satisfacen para cualquier nimero real s.
SeaR>0y Q={z¢€C; |z] >R}. Recordamos que una funcién f : Q — C tiene una
singularidad removible, polo, o una singularidad esencial en infinito si f(z~!) tiene una
singularidad removible, un polo, o una singularidad esencial en cero respectivamente.
a) Demuestre que una funcién entera tiene una singularidad removible en infintio si y
solamente si la funcién es constante.
b) Dé una caracterizacion de aquellas funciones racionales que tienen una singularidad
removible en infinito.
Sea Q C C un conjunto abierto. Si f es una funcién meromorfaen Qy f: Q — C., se define
por

F(2) = f(z) siznoesunpolode f
YT = si z es un polo de f,

demuestre que f es una funcién continua.
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14. Sea Q C C una region, denote por .77 (Q) el conjunto de funciones holomorfas en Q, y por
A (Q) el conjunto de funciones meromorfas en Q dotados de las operaciones usuales de
suma y producto.

a) Demuestre que .77’ () es un dominio entero.
b) Demueste que .# () es un campo.
¢) (Es . (Q) el campo de fracciones de .77 (Q)?

15. Demuestre la siguiente generalizacion del principio del argumento: sea f una funcién me-
romorfa en una regiéon Q con ceros zi,...,2, y polos pi,...,pn, contados de acuerdo a su
multiplicidad. Si g es holomorfa en Q y 7y es una curva cerrada rectificable homotépica a una
curva constante en Q y tal que la traza de ¥ no pasa por los ceros o polos de la funcién f,
entonces

m

21:; /yg(z) ];((ZZ)) dz= ;g(z.i)”(%z./) - k;g(pk) n(Y.pi).

16. Demuestre que

exp [‘2’ <z— i)} =Jo(a)+ i (&"+(=2) ") Ju(a)

n=1
donde J,(a) es la funcién de Bessel
o ( -1 )kan+2k

W@ = X st

17. Demuestre que la funcién

<
et —1

f(2)=

tiene una singularidad removible en zg = 0 y por lo tanto su serie de Laurent, alrededor de

zo = 0, es una serie de potencias de la forma Z cpZ". Demuestre que el radio de convergencia

n=
de esta serie es 27. Escriba los coeficientes ¢, de la serie de potencias anterior como
¢n = By /n!, es decir, defina B, := n!c,, de tal forma que la serie anterior es:

oo

__* _ By n
flz) = g _ngbﬂz para |z] <27.

a) Demuestre que By = 1.

b) Demuestre que B; = 1.

¢) Demuestre que B, =0 sin > 1 es impar.

d) Calcule los primeros coeficientes B, digamos para n < 10.
e) Demuestre que los nimeros B,, son racionales.

f) Demuestre la siguiente formula de recurrencia:

i 1
Z <n—|— )Bk:()
i\ k

n+1 . . . .
paran > 1, donde L es el coeficiente binomial correspondiente.

Los niimeros racionales B,, dados anteriormente se conocen como los niimeros de Bernoulli.

18. Evalte las siguientes integrales utilizando el teorema del residuo 7.4.1

Z
D S SIS de
O PPy e Ty
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.

28.

Z

c) / dz.
g1=6 (2—2)(z—3)(z—5)
b4
d) dz.
—5/=1 (z—2)(z—3)(z—5)
Z
=3l=1/2 (z—2)(z—3)(z—5)
Determine cudntos ceros tiene la funcién f(z) = z% —4z° +z> — 1 en el interior del disco
unitario D. Sugerencia: Considere g(z) = —4z°, y aplique el teorema de Rouché.

Evalie las siguientes integrales

a)/ 2_x—1 x—l
2

b

)/ 2—|—cos9

) / logx
¢
(1+x2)2

Demuestre que, para cada n € N se tiene

dz.

ceo (14 x2)+L  2.4.6---(2n)

/°° dx 1-3-5---(2n—1)n_
(

Demuestre que, si a > 1 entonces

/2” de _ 27a
0 (a+cosB)?  (a2—1)3/2

Demueste que, para cada { € R se tiene

/_ZWW = g(l +2m|¢]) e el

Suponga que f tiene un polo simple en zp y sea g una funcién holomorfa en un abierto que
contiene al punto zg. Demuestre que

Res(f g,z0) = g(z0) Res(f,20)-

Utilice el ejercicio anterior para demostrar que, si Q C C es una regién y f es holomorfa en
Q salvo por los polos simples zg, z1,- - -, Z4, ¥ Si g s una funcién holomorfa en Q, entonces

o /y.f(z)g(z) dz= Y () s(a) Res(f)

k=0

para cualquier curva rectificable y contenida en el conjunto Q\ {zo, ..., z,} con ¥ homotépica
a una curva constante en €.

Si f es una funcién entera, demuestre que f tiene una singularidad esencial en oo.

Si f es una funcién holomorfa en C salvo por un nimero finito de singularidades aisladas
20, 21, - - - , Zn, demuestre que

Res(f, Z Res(f,zx).

1
Sea y la frontera del rectdngulo con vértices vi = n(1 +1) + 7 2= n(—1+1)— >

1 1
vy =n(—1 —1)—27ryV4:n(1 —z)—i—i.
a) Evalde / 5 cotnz dz cuando a no es un nimero entero.
Jy (Z + a)
T
b) Demuestre que lim | ——— cotmzdz =0.

%y (eta)?
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29.

30.

31.
32.

33.

34.

¢) Utilizando la primera parte demuestre que

m Z 1
sen?ma W (a+n)?

Sugerencia: 7 =x+1 = |cosz|?> = cos’x +senh?y y |senz|? = sen®x + senh? y. Demuestre
que |cotmz| < 2 para z en la traza de ¥ si n es suficientemente grande.

Demuestre que si .#~ C C es un conjunto compacto, las componentes conexas acotadas de
C\ # son las mismas que las de C.. \ .# y las componentes no acotadas se diferencian
Unicamente en el punto co.

Demuestre que lim, . p(fy, f) = 0 si, y solamente si, r}l_r)lgo fn = f uniformemente en %,

donde

oo

pUfnf) = X min{1,mix{|u(2) ~ /(2

i=1

; 2E€ Kt

Es decir, el espacio € (") de todas las funciones C—valuadas, continuas en %', es un
espacio métrico completo.

Demuestre que ¢’ (#") es un dlgebra con la suma y el producto definidos puntualmente.
Demueste que A (%) es una subdlgebra cerrada de ¢’ (.#") que contiene cada funcién
racional con un polo en E.

Demuestre la siguiente version del teorema del desarrollo de Mittag-Leffier.

Sea f una funcién holomorfa en zp = 0 y meromorfa en C, cuyas tnicas singularidades
en C son una sucesion infinita de polos simples 2, z2,... ordenados en forma tal que
a1] < Jaf <zl <. <z <.,y tales que lim |z, | = oo, Sean by = Res(f,24) ¥ %
circunferencias de radio r, que no pasan por ningtin polo de f y sobre las cuales |f(z)| < M
donde M es independiente de n y y}g{}o Fy = oo.

Entonces

1
+Z’]b (z—zn zn>'

Sugerencia: Si § # 0 no es un polo de f, entonces la funcién g(z) = tiene polos en { y

f2)
o
en z,, para cada n. Aplique el teorema del residuo a las funciones g(z) y f(z)/z sobre todos
los polos interiores al circulo de radio r,.

Aplique el teorema del desarrollo de Mittag-Leffler visto en el ejercicio anterior para demos-

trar
1

! 1
2z<(7r/2)2—zz + (Br/2)? -2 + G2 +>
% COtZ:izz(Zz : + : + ! +>

a) tanz =

1 3 5
0 soei=x (Gt R A T )
d) cscz:i—2z< ! + +.. )

2-m oz —47r2 z —97t2



8.1

Una aplicacién conforme es aquella que preserva dngulos en cada punto de su dominio, véase
la figura 8.1. Las aplicaciones conformes han sido utilizadas por matematicos, cartégrafos y fisicos
para estudiar regiones cuidando que la forma de las regiones se preserva a pequefia escala.

Estudiaremos el comportamiento general de las aplicaciones conformes definidas sobre un
abierto Q C C.., asi como una familia especial de este tipo de aplicaciones conocidas como las
aplicaciones de Mobius.

En el presente capitulo demostraremos el teorema de la aplicacién de Riemann, 8.7.1 pagina 254,
el cual es uno de los teoremas mds importantes de la teoria de funciones de una variable compleja. El
problema bésico consiste en determinar bajo qué condiciones existe una transformacién conforme
f de un conjunto abierto no vacio Q C C en D, la bola con centro en el origen y radio 1.

Dado un abierto Q C C., el problema de encontrar un homeomorfismo conforme entre Q y
un abierto mds sencillo Q' tiene gran trascendencia desde el punto de vista de las aplicaciones.
El isomorfismo conforme permite efectuar un cambio de variable con el que cierto problema,
planteado inicialmente en Q, se puede convertir en un problema similar, planteado en Q', el cual es
mas sencillo de trabajar.

Aplicaciones conformes

Si y:[a,b] — C es una curva suave y fo € (a,b), es un punto tal que, 7(fy) # 0, su derivada
en 1y sea distinta de cero, entonces ¥ tiene una recta tangente en el punto zo = ¥(fo), a saber, la
recta que pasa por el punto zy con vector de direccién (1), o equivalentemente, con pendiente

tan(arg(7(10)))-
Definiciéon 8.1.1 Si y; : [a,b] — Cy % : [¢,d] — C son dos curvas suaves en C que pasan por
el punto zg. es decir 71 (t1) =20 = (t2) cona <t) <b,c <t <d,y W (tx) # 0 para k = 1,2,
definimos el dngulo entre las curvas 1 y 7 en el punto zg como el angulo formado por sus
rectas tangentes en 2o, esto es

arg(fa(r)) —arg(i(n)).

Consideremos, por ejemplo, la funcién C—diferenciable f(z) = z?, identificando R? con C
via (x,y) — x + 1y nos permite ver a f(x +1y) como u(x,y) + tv(x,y), donde u(x,y) = x*> — y?,
v(x,y) = 2xy, si consideramos las rectas verticales x = c, tenemos que u = ¢> —y*> y v = 2cy, de



224 Capitulo 8. Aplicaciones conformes

hn) 72

20 N

Figura 8.1: Angulo 6 = arg(}5(t2)) — arg(7 (1)) entre 11 y 7.

donde v = 4¢?y? = 4c?(c? — u), es decir, cada recta vertical x = ¢ se transforma en la pardbola
horizontal v? = 4¢?(c? — u) con vértice en (c?,0) y que abre hacia la izquierda, mientras que las
rectas horizontales y = d se transforman en las parabolas horizontales v? = 4d?(u 4 d?) con vértice
(—d?,0) que abren hacia la derecha.

_—

X i

) A~
e \\ \ u
L f

S

Figura 8.2: Geometria de la funcién f(z) =

AL

El lector puede probar que estas pardbolas se intersectan ortogonalmente en todos los puntos de
la forma (c¢? — d?,+|2cd|), como se muestra en la figura 8.2.

Cabe notar que cuando c tiende a cero, la pardbola v = —4c?(u — ¢?) tiende al semieje real
v=0.
El hecho de que se preserven los dngulos no es un fendémeno exclusivo de las rectas que elegimos,

o de la funcioén en si; el hecho de que se preserven los dngulos es una propiedad, denominada
conforme, que exploraremos de manera general en la presente seccidn.

o T 4/Z G2

|

Figura 8.3: La imagen de Q bajo g(z) = /2

Podemos examinar con més detalle esta funcién. Por ejemplo, de los capitulos anteriores
sabemos que f(z) = z* transforma el circulo con centro en el origen y radio 7 > 0 en el circulo con
centro en el origen y radio 7% cubriéndolo 2 veces.

Adn més, si tomamos la forma polar de un punto zo = re'® € C\ {0}, la semirecta que va del

origen a zo bajo f se transforma en la semirecta que pasa por el origen y el punto z; = r2e?.

Luego entonces, si S(¢t, B) :={z€ C; o <arg(z) < B} con0 < —o < 7, como consecuencia
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de lo anterior vemos que, bajo f, este conjunto se transforma en
S2a,2B):={z€C; 20 < arg(z) < 2B},

por lo que en el origen, y s6lo en el origen, no se preservé el dngulo B — @, esto se debe a que la
funcién f(z) = z* deja de ser conforme en el origen.

Esta pequeiia discusién nos da una idea de la naturaleza de la funcién f(z) = z?, y nos orienta
sobre el comportamiento general de la teoria de las funciones C—diferenciables.

Antes de enunciar el resultado que nos dice bajo qué condiciones una funcién C—diferencia-
ble preserva dngulos recordamos que, si ¥ : [a,b] — Q es una curva suave con Q C C abierto, y
f:Q — C es una funcién C—diferenciable definida en Q, entonces ¢ := f oy también es una
curva suave, y como consecuencia de la regla de la cadena 6(r) = f/(y(z)) ().

Si paraty € R con a <ty < b denotamos ¥(ty) = zo, y suponemos que ¥(to) # 0y f'(z0) # 0,
entonces 6(fy) # 0, atin mds, arg(6(t)) = arg(f'(z0)) +arg(¥(t)).

Teorema 8.1.1 Sea Q C C un conjunto abierto, y f una funcién C—diferenciable definida en
Q. Entonces f preserva dngulos en cada punto zg € Q donde f(zo) # 0.

Demostracion. Siy, : lay,bi] = Qy % : [az,ba] — Q son dos curvas suaves contenidas en Q que
pasan por zg, en particular, existen 7 € (a1,b1) y ta € (a2,b;) tales que zo = ¥ (t1) = %(t2), con
Ti(tx) # 0 para k = 1,2.

Como o} = f o, entonces

arg(61(11)) —arg(y1 (1)) = arg(f'(z0)) = arg(62(r2)) — arg(1a(12)),

o0 equivalentemente

arg(6y(12)) — arg(61 (1)) = arg(a(2)) — arg(1 (1))-

Esto significa que f transforma cualesquiera dos curvas que pasen por zp en dos curvas que
pasan por f(zo) y, cuando f'(zg) # 0, los dngulos entre las curvas se preservan en magnitud y
sentido. |

Asi, 1a funcién f(z) = z? preserva dngulos, en magnitud y sentido, si zg # 0. Mientras que la
funcién g(z) = z+ 1 preserva dngulos, en magnitud y sentido, si g'(z) = 1 — % # 0, esto es, si
70 # £1, nétese queZO no estd en el dominio de g(z), por lo que no se estudia el cgmportamiento de
g(z) enzo =0.

Definicion 8.1.2 Sea Q C C un conjunto abierto, zg € Q, y f una funcién C—valuada definida

en Q. Diremos que f es una aplicacion conforme en zy si, f tiene la propiedad de preservar
angulos, en magnitud y sentido, en el punto zg, y ademads existe el siguiente 1imite:

@)~ ()]

=720 ’Z — Zo‘
Diremos que f es conforme en Q, si f es conforme en z para cada z € Q.

En particular, como consecuencia del teorema 8.1.1, si f es C—diferenciable y f(z) # 0 para
cada z, entonces es conforme.

Ejemplo 52

Como consecuencia del teorema 8.1.1, la funcién exponencial es conforme en todo C. Si
consideramos las rectas verticales z = a+1y con a € R fijo, entonces f(z) = e“¢? son circunferencias
con centro en el origen y radio e?. Mientras que, la imagen de la recta horizontal z = x4 1b, con
b € R fijo, estd dada como f(x) = e“e’’ y corresponde a la semirrecta que forma un dngulo b con el
eje real positivo. En la figura 8.4 mostramos el comportamiento de una familia de dichas rectas.

Cuando f(z9) = 0, no necesariamente se preservan los dngulos.

Recordamos que, si f: Q — C es una funciéon C—diferenciable, un punto zop € Q donde
f"(z0) = 0 se denomina un punto singular.
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y Y

crrom) ST

Figura 8.4: Geometria conforme de la funcién exponencial

Observacion 10 Nétese que la funcién f(z) = 7 preserva los dngulos en magnitud, pero invierte
el sentido, por lo que esta funcién no es conforme. Si una transformacién preserva dngulos en
magnitud y direccién, pero no necesariamente en sentido, se llama isogonal.

Proposicion 8.1.2 Sea Q C C un conjunto abierto no vacio, f : Q — C una funcién C—diferenciable,
y denotemos por Q' la imagen de Q bajo f. Si f: Q — Q' es conforme y biyectiva, entonces
f1: Q' — Q también es conforme y biyectiva.

Demostracion. Como f es biyectiva, su funcién inversa f~! existe, y como consecuencia del
teorema de la funcién inversa, f —1 es C—diferenciable, y

df '(w) 1 _
D =A@ donde  w=f(z).
dz

Como f es conforme f’(z) # 0, asi # 0, de donde, f~! es conforme. |

df " (w)
dw
Proposicion 8.1.3 Sean Q; C C, conjuntos abiertos no vacios para k = 1,2,3,y fi : Q — Qi1
funciones C—diferenciables, para k = 1,2. Supongamos que f] y f> son conformes y biyectivas,

entonces f> o f1 : Q1 — Q3 es conforme y biyectiva.

Demostracion. Como fi y f» son funciones biyectivas y C—diferenciables, entonces f; o f; es
biyectiva y C—diferenciable. Como consecuencia de la regla de la cadena

(f20.f1)(2) = f2(f1(2) - fi(z) #0,
lo cual implica que f> o f| es conforme. |
Corolario 8.1.1 Sea Q C C un conjunto abierto no vacio. Entonces

{f:Q—Q; f es C—diferenciable, conforme y biyectiva}
constituye un grupo bajo la composicién de funciones.

Definicion 8.1.3 Si Q; & C son abiertos y conexos, k = 1,2. Diremos que ; y Q; son
conformemente equivalentes si existe una transformacién conforme y biyectiva de Q; en Q.

El teorema de la aplicacién abierta de Riemann 8.7.1 implica que dos regiones simplemente
conexas, propiamente contenidas en C, son conformemente equivalentes.

En la figura 8.5 mostramos el efecto de algunas aplicaciones conformes sobre algunos subcon-
juntos del plano.

El teorema de la aplicacién abierta de Riemann 8.7.1 implica que dos regiones simplemente
conexas, propiamente contenidas en C, son conformemente equivalentes.

En la figura 8.5, pagina 227, en el segundo inciso, D\ {0} y C\ B(0,1) no son regiones
simplemente conexas.
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Figura 8.5: Geometria de algunas aplicaciones conformes

8.2 Aplicaciones conformes en C..

Después de haber extendido la nocién de derivada al caso de funciones definidas en un abierto
Q C C., con valores en C. consideramos aqui el significado geométrico de la condicién f’(a) # 0.
Cuando a = o0, 0 bien cuando f(a) = oo, la interpretaciéon geométrica se logra a través de la
aplicacién inducida mediante la proyeccion estereografica en la esfera de Riemann.

El hecho de que las transformaciones derivables en sentido generalizado con derivada no nula
inducen en la esfera de Riemann aplicaciones que preservan dngulos orientados es la principal
motivacion para la definicion (4.4.2) de funcién C-derivable en oo (0 en un punto a con f(a) = oo.)
La nocién de dngulo orientado entre un par de vectores no nulos se puede dar en todo espacio
euclidiano orientado de dimensién dos, después de identificarlo con C mediante una base ortonormal
positiva.

Si E1, E; son espacios euclidianos orientados de dimension dos, dada una aplicacién f: U — E»
definida en un abierto U C Ej, se puede extender la nocion de preservacion de dngulos orientados
en un punto a € U. En este contexto se sigue cumpliendo que una aplicacién lineal L : E; — E»
preserva angulos orientados si, y solamente si es no singular y el angulo orientado entre cada
par ordenado de vectores no nulos (wj,w;) de E coincide con el formado entre sus imagenes
(L(w1),L(w2)).

Después de esto, la nocién de aplicacién que preserva angulos orientados en un punto se puede
extender al caso de una aplicacién F : U — C,, cuyo dominio U es un abierto de la esfera de
Riemann y C.. = {v € R?; ||[v|| = 1}. Dado un punto p € C., sea E, ~ C el espacio vectorial
tangente a C.. en p dotado de la estructura euclidiana inducida por la del espacio ambiente R* en el
que se considera inmerso, y orientado mediante el vector normal entrante, es decir, {u;,u, } es base
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positiva de E,, cuando {u;,us,n} es base positiva para la orientacién canénica de IR3, siendo n el
vector normal entrante a C. en p.

Definicion 8.2.1 Una aplicacién F definida en un abierto U C C.., con valores en C., se dice que
preserva dngulos orientados en p € U cuando ocurre lo siguiente: Si ¥;,% : [—€, €] — U son dos
curvas derivables por p = ¥ (0) = 12(0) con vectores tangentes no nulos v; = 7, (0), v» = 2(0)

entonces sus imdgenes son curvas derivables por ¢ = F(p), con vectores tangentes no nulos

d(F d(F
w) = M(O), wy = (dOYZ)(O) y el dngulo orientado del par (w;,w;) coincide con el

angulo orientado del par (v, vs).

A la hora de interpretar, sobre la esfera de Riemann, el significado geométrico de las aplicaciones
conformes conviene tener presente que la proyeccion estereografica conserva angulos orientados
(véase el teorema 3.7.2 en la pagina 54) segtn la anterior definicién.

Definicién 8.2.2 Una funcién f : Q — C. se dice que es conforme en el abierto Q C C. si f
es derivable en cada z € Q con f'(z) # 0. Un isomorfismo conforme del abierto Q; C C.. sobre
el abierto Q, C C.. es una aplicacion biyectiva f : Q — Q, tal que fy f~! son conformes.

En la préxima seccién, estudiaremos las transformaciones de Mébius, y demostraremos que
estas transformaciones son conformes en C...

Transformaciones de Mobius.

En la presente seccion estudiamos una familia especial de aplicaciones conformes, asi como la
forma de obtener aplicaciones conformes especificas entre dos regiones dadas.

Uno de los ejemplos mds simples y ttiles, de aplicaciones conformes que discutiremos son las
fraccionales lineales, esto es, aplicaciones de la forma:

_ az+b

T(7) = >~
(2) cz+d’

con a,b,c y d nimeros complejos tales que ad — bc # 0.

Este tipo de aplicaciones fueron utilizadas por Mobius en 1853 para estudiar una clase de
aplicaciones geométricas la cual denominé Kreisverwandtschaften. Este tipo de aplicaciones
también se denominan homografias. !

Definicion 8.3.1 Una aplicacion fraccional lineal

_az+b
 cz+d

T(z)

es una aplicacion de Mobius si los nimeros complejos a,b,c y d satisfacen la condicién
ad —bc # 0.

La condicién ad — bc # 0 simplemente nos dice que la aplicacién T no es constante, ademas
basta pedir ad — bc = 1, y se deja como ejercico al lector verificar estos hechos.

Nétese que

az+b
cz+d

—dw—+b
cow—a

lim

z——d/c

= o0

w—a/c

':oo, y  lim

Lo anterior permite extender la aplicacion de Mobius T : C\ {—} — C a la aplicacién
c

T : Coo — Co como sigue:

IKreis verwandtschaften: circulo de afinidades
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az+b
i C\{—d
ota z€ C\{—d/c}
T(z) =% oo si z=—d/c
a .
- si z=oo.
c
az+b

Proposicion 8.3.1 Si T'(z) = p es una aplicacién de Mobius, entonces T es conforme y

cz
biyectiva de C.. sobre C...

Demostracion. Si definimos

dz—b
< si z€C\{a/c}
S(Z): —cz+a )
o0 si z=a/c ’
—d/c Si z=o0

podemos ver facilmente que 7 0 S(z) = SoT(z) = z. Por lo que S = 7! es la aplicacién inversa de
T,y es claro que T~! también es una aplicacién de Mdbius.

d d—b
Sizg e C\ {_c} , entonces T'(zo) = ﬁ # 0, por lo que T es C-diferenciable para

d
F——.
c
. . d . .
Para estudiar la conformidad de T en los puntos —— e oo, consideraremos primeramente el caso
c

c#0.
De acuerdo con las definiciones (4.4.2) y (8.2.2) T es conforme en oo si t(z) = T(1/z) es
conforme en zg = 0, pero

‘) =T <1> _a+bz

z)  c+dz
de donde
bc —ad bc —ad
t'(z) = —————, dedonde (0)= 0
(0= (o ramy dedonde 1(0)="5 7
Es decir, T es conforme en oo.
d d
Por otra parte, si z = ——, aplicando las definiciones (4.4.2) y (8.2.2) T es conforme en zg = ——
c c
1
sit(z) = —— es conforme en 7y = ——. Pero
1 cz+d p cb—ad
tH(z2) = — = t'(z) = —.
@) T(z) az+b (2) (az+b)?

d c?
Asi, i’ —= ) = .
o < c> bc —ad

Finalmente, si ¢ = 0, podemos escribir la transformacioén 7'(z) como T'(z) = az+b con T (e0) =
oo, en particular 7'(z) = a # 0 si z € C. Finalmente, para verificar que T es conforme en 7y = o,
tenemos que

1 z
t(z) = /2 =T Com 1(0)=0
de donde
f(z) = m £0

Por lo cual ¢ es conforme en 0, es decir, T es conforme en zy = oo. |



230 Capitulo 8. Aplicaciones conformes

Proposicion 8.3.2 SiS:C.. — C. y T : C.. — C., son dos transformaciones de Mobius, entonces:
1. SoT es una transformacién de Mobius.
2. T~! es una transformacién de Mobius.
3. 1d(z) = z es una transformacién de Mgbius.

. az+b az+ B
Demostracion. SiT(z) = =
) cz+d Y yz+6

o az+b 4B
az—I—b) cz+d

entonces

(SoT)(z) = S(T(Z))ZS(C +d) "~ [az+b
Z 7<cz+d>+6

(aa+Bc)z+ (ab+Bd)
(ya+dc)z+ (yb+ dd)

Y notamos que
(aa+Bc)(yb+6d)— (ab+Bd)(ya+c) = (ayab+ Bybc+ adad+ Bdcd)
—(ayab+ Byad + adbc + Bddc)
= ad(ad —bc)—yB(ad —bc)
= (ad—bc)(ad—yB) #0

por lo que So T es una transformacién de Mobius.

dz—b
De acuerdo con la proposicién anterior T~!(z) = < m es una transformacién de Mobius.
- a
1z+0
Claramente la funcién identidad 1d(z) = Ozi = zes de Mobius. [ |
F4

La proposicién anterior nos dice que el conjunto de las transformaciones de Mébius definidas
en la esfera de Riemann (plano complejo estendido), T : C., — C.. constituye un grupo bajo la
composicion, el cual denotaremos Mdb.

Por otra parte, si GL(2,C) denota el grupo de matrices invertibles, 2 x 2 con coeficientes
complejos, es claro que tenemos un homomorfismo de grupos y : GI(2,C) — Méb, dado como:

a b '_Z'_)az%—b
v c d | cz+d

+b I .
Ademds, si T'(z) = azi es una aplicacion de Mobius, y A € C\ {0}, entonces
(&4
(0) = Aaz+Ab
7 Aez+ad

esto es, los coeficientes a, b, ¢ y d no son dnicos.

A nivel de grupos esto significa que el homomorfismo Y no es inyectivo, y su niicleo estd dado
como kery = {A-L € GL(2,C); A € C\ {0}}, donde I, denota la matriz identidad 2 x 2. Como
consecuencia del primer teorema de isomorfismos de Noether, el grupo Mob es isomorfo al grupo
GL(2,C)/kery.

Aun mads, el grupo Mob es isomorfo al grupo SL(2,C) = {A € GL(2,C); det(A) =1}.

Observacion 11 Como consecuencia de lo visto anteriormente tenemos que una transformacién
de Mobius es un automorfismo de C.,

Ahora cabe preguntarse si el grupo Mdb coincide con el grupo de automorfismos de C.., que
denotaremos Aut(C).
Para responder esta pregunta, consideremos ahora el grupo cociente

PSL(2,C) = SL(2,C) /{£h},
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el cual se llama el grupo proyectivo lineal.
Ahora es claro que la sucesién

1 = {+h} — SL(2,C) % Aut(C..) (8.1)
es exacta, donde las dos primeras flechas denotan la inclusién. 2
Como vimos anteriormente, la imagen de y es precisamente el grupo Mob, por lo cual es
isomorfo a PSL(2,C).
En otras palabras, tenemos los siguientes isomorfismos de grupos:

Méb ~ GL(2,C)/kery
~ SL(2,C){£h}) ~ Aur(C.).

Podemos destacar algunos casos especiales de aplicaciones de Mdbius, a saber:

Definicion 8.3.2 Si T : C., — C. es una aplicacién de Mobius, entonces:
1. SiT(z) =z+b,conb # 0, entonces T se denomina una traslacion;
SiT(z) = az, cona > 0, entonces T se denomina una dilatacion;
SiT(z) = €%z, con 6 € R, T se denomina una rotacion;
SiT(z) =az,cona e C\ {0}, T se denomina una homotecia, en particular, una homotecia
es una composicion de rotaciones y dilataciones; finalmente
5. SiT(z) =1/z, T se denomina una inversion.

e

Geométricamente hablando: Una traslacién por b € C mueve un punto z € C una distancia |b|
en la direccidn arg(b), sélo el punto al infinito permanece invariante bajo traslaciones.

Una dilatacién expande el plano si a > 1, y lo contrae si a < 1. Sélo el origen y el punto al
infinito permanecen invariantes bajo dilataciones.

Una rotacién por un dngulo 6, gira todo punto z alrededor del origen un dngulo 6, y sélo deja
invariantes el origen y el punto al infinito.

Una inversion es la composicién de dos reflexiones, la primera sobre el eje real y la segunda
sobre la circunferencia unitaria, aunque ninguna de estas aplicaciones sea una transformacion de
Mobius. Los puntos z = =1 son sus tnicos puntos fijos.

Proposicion 8.3.3 Si T es una aplicacién de Mobius, entonces T es la composicién de traslaciones,
homotecias e inversiones.

b b
Demostracion. Si c =0, entonces T (z) = gz—k 7 definamos T (z) = %z yh(z) =z+ 7 Clara-
mente T =T, o0Tj.
Si ¢ # 0, definamos:
d 1 bc—ad a
Ti(2)=z+—, B(2)=-, Be)=—F—2zy Ta(z) =2+~
1@) =2+, 1(2) ot 3(2) a2y L@ =2+,
entonces T =TyoTs0T>0T]. |
az+b

Notamos ademads que, si T'(z) = es una aplicacion de Mobius, entonces z es un punto
cz

+d
fijode T, esto es, T(z) = z si, y Unicamente si az+b = z(cz+d), lo cual implica

c22+(d—a)z—b=0. (8.2)

Como esta ecuacién es cuadratica, concluimos que: una transformacion de Mobius, distinta de la
identidad, tiene a lo mds dos puntos fijos, o equivalentemente, si una transformacién de Mdbius fija
al menos tres puntos, entonces es la identidad 7d(z) = z.

2Una sucesi6n es exacta si para cada par de funciones consecutivas en la sucesion, el niicleo de la secunda funcién
coincide con la imagen de la primera.
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Cuando pedimos ademads que ad — bc = 1 podemos decir un poco mas, la transformacién de
MGobius T'(z) tiene un tnico punto fijo, si y solamente si, la ecuacion cuadratica 8.2 tiene una tnica
solucién, lo cual sucede cuando, y solamente cuando, (a —d)? 4 4bc = 0, y como bc = ad — 1 1o
anterior equivale a pedir que (a+d)> —4 =0.

Ademis, T (z) tiene exactamente dos puntos fijos si ¢ # 0y (a —d)? +4bc # 0, o equivalente-
mente, cuando (a+d)* —4 # 0.

Como el grupo Méb es isomorfo a SL(2,C)/{£L}, de acuerdo con lo discutido en el parrafo
anterior, tenemos que los puntos fijos de 7" son determinados por la traza cuadrada de T esto es, si

b
T(z) = Zid yAr = < Z Z ) es su representacion matricial, el valor (a +d)?, es precisamente
el cuadrado de la traza de la matriz Ay = < ‘cl Z ) .

Como tr(A_7) = —tr(A7) y tr(As - Ar - Ag')) = tr(Ar) para cada S,T € Mob, la aplicacién
T : Mob — C dada por 7(T) = tr?(Ar) estd bien definida.

az+b

Proposicion 8.3.4 SeaT(z) = g e transformacion de Mobius distinta de la identidad con
cz

ad — bc = 1, entonces:
1. Si ©(T) =4, entonces T tiene un tnico punto fijo.
2. Sit(T) # 4, entonces T tiene dos puntos fijos.

Demostracion. Para demostrar el primer inciso supondremos primeramente que ¢ # 0, como
7(T) = 0, de la ecuacién cuadrdtica 8.2 se sigue que (a —d) +4bc = 0, por lo cual T tiene un tinico
punto fijo. Por otra parte, si c = 0 se sigue que ad = 1, por lo que T(z) = a*z+ab, si z fuera un punto

fijo de T, entonces a’z + ab = z 0 equivalentemente z = Como ©(T) = (a+a')> =4, se

a
a?—1’
sigue que a®> = 1. Luego entonces T (z) = z+ by como T es distinta de la identidad, por lo tanto T
tiene un tnico punto fijo en co.

Procediendo de manera andloga para el segundo inciso, si ¢ # 0, como 7(7') # 0 de la ecuacién
cuadritica 8.2 se sigue que (a —d)? +4bc # 0, por lo cual T tiene dos puntos fijos. Si ¢ = 0

entonces oo es un punto fijo, y el otro punto fijo estd en z = Za T Como 7(T) # 4 concluimos
a2 —
b
quea’#1y 2a 2 oo, |
a—1

Definicion 8.3.3 Decimos que dos transformaciones de Mobius S 'y T son conjugadas en
PGL(2,C) si existe R € PGL(2,C) tal que S=RoT oR™ .

Es claro que la conjugacion define una relacién de equivalencia en el grupo PGL(2,C), y nos
interesa determinar cémo son sus clases de conjugacion.

Proposicion 8.3.5 Toda transformacién de Mobius distinta de la identidad, T € PGL(2,C), es
conjugada a una traslacién de la forma z — z+ 1 o0 a una transformacién de la forma z — az.

1

Demostracion. Si T tiene un dnico punto fijo zo consideremos la transformacion U (z) = ,
7—20

entonces U manda zq a oo y la transformacién U o T o U ! fija unicamente a oco.

Como consecuencia de la proposicién 8.3.4 tenemos que T(z) = U o T oU ' (z) = z+ b, para
algtin b € C\ {0}. Sea V(z) = z/b, entonces Vo T,oV~!(z) = z+ 1, y por lo tanto, (VoU)oT o
(VoU)™'(z) =z+1.Estoes, T es conjugada a la traslacién Ty (z) = z+ 1.

Si T tiene dos puntos fijos zo y z;, entonces existe R € PGL(2,C) que manda los puntos zg, z;
en 0, oo respectivamente. Consecuentemente la transformacién Ro T o R~ fija los puntos 0 e oo.
Como consecuencia de lo visto previamente en la pagina 231, se sigue que (RoT oR™1)(z) = az
para algina € C\ {0,1}. [ ]
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Proposicion 8.3.6 Cualesquiera dos traslaciones en el grupo PGL(2,C) son conjugadas. Ademas,
dos transformaciones 7' (z) = az y S(z) = bz son conjugadas en PGL(2,C) si, y solamente si, b =a
ob=al.

Demostracion. La primera parte es consecuencia de la proposicion anterior 8.3.5. Para demostrar
la segunda parte, supongamos que Sy T son conjugadas en PGL(2,C), donde a, b # 1. Entonces
7(T) = ©(S), es decir

1 1

at-—+2=b+-+2.

a b
Esto implica b = a o b = a~'. Reciprocamente, si b = a~!, entonces JoSoJ~! = T, donde
J(z) =z~ ! es la inversi6n. Por lo tanto, S y T son conjugadas en PGL(2,C). [

Corolario 8.3.1 Cualesquiera dos transformaciones de Mobius distintas de la identidad son conju-
gadas en PGL(2,C) si y solamente si tienen la misma traza cuadrada .

Definicion 8.3.4 Una transformacién de Méobius 7' se llama
1. Parabdlica, si T es conjugada a una traslacion de la forma 7'(z) = z+ 1.
2. Eliptica, si T es conjugada a una rotacién Rg(z) = €'z, con 6 € R.
3. Hiperbdlica, si T es conjugada a una dilatacién H, (z) = Azcon A > 0.
4. Loxodrémica, si T es conjugada a una homotecia de la forma L(z) = az donde a € C\ R*
y la] # 1.

Como consecuencia de lo visto anteriormente tenemos el siguiente resultado:

Teorema 8.3.7 Si T € PGL(2,C) \ {Id}, entonces:
1. T es eliptica si, y solamente si, 0 < 7(7T) < 4.
2. T es parabdlica si, y unicamente si, 7(7) = 4.
3. T es hiperbdlica cuando, y sélo cuando, 7(7T) > 4.
4. T es loxodrémica si, y sélo si, 7(7T) <00 7(T) ¢ R.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector |

Si T es una aplicacion de Mobius, a, b, ¢ € C., son tres puntos distintos con @ =T'(a), B =T (b)
y=T(c) y S es otra aplicacién de Mobius tal que o = S(a) B = S(b) v = S(c), entonces S~ o T
fija los puntos a, by ¢, por ende S~! o T = Id, de donde S = T. En resumen:

Proposicion 8.3.8 Una aplicacién de Mobius estd determinada, en forma tnica, por su accién

sobre cualesquiera tres puntos distintos en C.
Si 22,723,724 € Ce con i # z; para k # [, definamos T : Co. — C. como:

Z—23)( %2 —% .
(z—z4)(z2—23)
Z—23 .

S1 Zz:OO
Z—24

T(z) =

22 —Z4 .

S1 Z3:OO
I—Z24
Z—423 .

S1 4 = 00,
2 —13

En cualquiera de estos casos 7'(z2) = 1, T(z3) =0y T'(z4) = oo, ademds T es la tinica aplicacion
de Mobius con esta propiedad.
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Definicion 8.3.5 Si z; € C., entonces (z1,22;23,24), la razon cruzada de z1, 22, 23 y z4, es la
imagen de z; bajo la tnica aplicacién de Mobius que transforma zx en 1, zz en Oy z4 en oo.

Por ejemplo,
(22,22;23,24) = 15 (23,22;23,24) = 03y (2,1;0,00) = 2.

Ademads, si T es cualquier aplicaciéon de Mobius y wp,w3 y w4 son puntos tales que
T(wz) =1,T(w3) =0y T(ws) = oo, entonces T (z) = (z,wa; w3, ws).

La razon cruzada se empezo a estudiar en el siglo XVII, en el contexto de la Geometria Proyec-
tiva, donde desempefia un papel importante, como el principal invariante de las proyectividades.
Los términos razén armonica y razén doble son usados como sinénimos de razén cruzada. De estas
dos la primera es més frecuente, pero razén cruzada es la mas usada de las tres.

Proposicién 8.3.9 Si z;,z3,z4 son puntos distintos en C.., y T es cualquier aplicacién de Mobius,
entonces

(21,22:23,24) = (T (21), T (22); T (z3), T (z4))
para cada z; € C..

Demostracion. Sea S(z) = (z,22;23,24), la razén cruzada de z, z2, z3 y z4, entonces S es una
transformacion de Mobius, tal que S(z2) =1, S(z3) =0y S(z4) = co.
SiU=SoT"! entonces

U(T (z)) = (So T~ )(T(zx)) = S(z),

donde U(z) = (z,T(22)),T(z3),T(z4)) para toda z € Cw.
En particular, si z = 7'(z; ) tenemos

(z1,20523,24) = (T(21),T(22); T (23), T (z4)).
[ |

Corolario 8.3.2 Si z3,z3,z4 son puntos distintos en C., y wp, w3, w4 también son puntos distintos
en C.., entonces existe una unica aplicacion de Mobius T tal que T (zx) = wy, para k = 2,3,4.

Demostracion. Dadas las transformaciones de Mobius S(z) = (z,22;23,24) y U (2) = (w, wa; w3, wa),
entonces T (z) = U~ ! 0S(z) es una transformacién de Mobius tal que T'(z;) = wy, para k = 2,3,4.
Si R fuese otra transformacién de Mobius tal que R(z;) = wy, para k = 2,3,4, entonces R~ o T
deja fijos tres puntos distintos, por lo que coincide con la funcién identidad, es decir R = T, por lo
que T es tUnica. |

Como sabemos de geometria elemental, tres puntos no colineales en el plano R? = C, de-
terminan una unica circunferencia. Si pensamos C.. como la compactificacion de C por medio
de la proyeccion estereografica (véase el capitulo pagina 52), podemos ver que las rectas en C
corresponden a circunferencias en C., que pasan por . En particular, a una recta en el plano
también la llamaremos circunferencia en Ce..

Proposicion 8.3.10 Una aplicacién de Mobius transforma circunferencias en circunferencias.

Demostracion. De acuerdo con la proposicién 8.3.3, podemos escribir 7 como una composicion

de traslaciones, homotecias e inversiones, concretamente, 7 = Tyo T30 T, 0Ty, con Ty (z) = 7+ —,
c

1 bc—ad a
Tr(z) = p T3(z) = — 2y Ty(z) =z+ -
En R?, de geometria analitica elemental, sabemos que las traslaciones (7} y T3), y las homote-
cias (73) transforman circunferencias en circunferencias, y rectas en rectas, por lo que bastard ver
que las inversiones transforman circunferencias o rectas en circunferencias o rectas.
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De geometria analitica bdsica sabemos que una circunferencia, o recta, satisface una ecuacién
de la forma

Ax+By+C(x¥*+y*)=D

con A,B,C,D € R, constantes no todas cero.

1

Seaz=x+41y#0,seaz” =u+1v, entonces u = 5, la ecuacion de la

X y
_ yv=— Y
. . . x2+y? 2+y
ClrcunferenCIa €S equ1valente a:

Au—Bv—D(u* +v*) = —C,
la cual también corresponde a una recta o a una circunferencia. |

Proposicion 8.3.11 Si z;,22,23,2z4 son cuatro puntos distintos en C.., entonces (z;,22;23,24) €s un
ndmero real si, y solamente si, los cuatro puntos estdn en una circunferencia en C..

az—l—b'

Demostracion. SiT : Co — Co es la aplicacion T'(z) = (z,22;23,24) entonces T'(z) = il
cz

z=x€R,yw=T"1(x) # 1, entonces x = T (w), de donde T (w) = T (w), es decir

aw+b aw+b
cw+d  @w+d

lo cual implica
(ac —ac)|w|* + (ad — be)w + (be — da)w + (bd — bd) = 0.

Si ac € R, entonces ac —dc = 0. Sean a = 2(ad — bc), B = 1(bd — bd), y multiplicando la
ecuacion anterior por : tenemos

0=Im(aw)— B =Im(aw—f)

pues B € R. Esto es, w estd en la recta determinada por la ecuacién anterior.
Si ac no es real, la ecuacion

(a —ac)|w|? + (ad — bc)w + (bc — da)w + (dd — bd) = 0,

se transforma en

W +w+7yw—8=0
para algunas constantes Y € C, 6 € R. En particular |w+ y| = A, donde

12 lad — bc|

A =(y*+9) >0

 |lac—ac| ~

Como Y y A son independientes de x y como la ecuacién |[w+y| = A es la ecuacién de una
circunferencia, concluimos que (z;,z2;23,24) es un nimero real si, y solamente si, los cuatro puntos
estdn en una circunferencia. |

Corolario 8.3.3 Dadas dos circunferencias ¢’y ¢’ en C.., existe una aplicacién de Mobius tal que
T(¢)=%¢".

Observacion 12 Un caso particular se tiene cuando el valor de la razén cruzada es —1
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7Bl A :

Figura 8.6: C es conjugado arménico de D con respectoa Ay B

Recordamos que, en la geometria proyectiva cuatro puntos colineales A, B, C'y D son arménicos,
si existe un cuadrangulo completo en el cual dos lados opuestos pasan por A, otros dos lados
opuestos pasan por B, y los lados restantes pasan por C'y D respectivamente.

El punto C se denomina el conjugado arménico de D con respecto aA 'y B. 3

El concepto de conjunto armonico procede de la musica, pues expresa la relacion de los puntos
que una cuerda AB que produce una cierta nota, debe oprimirse para obtener las otras notas de la
triada mayor, es decir, si dos teclas blancas A y B de un piano producen las notas do y sol, las teclas
blancas correspondientes a C y D son las que producen las notas mi y el siguiente do.

Desde luego, la condicion de que cuatro puntos A, B, C y D formen un conjunto arménico
puede reducirse a pedir que la razén doble sea —1, esto es:

AC
(A,B;C,D) = % =1
DB

Desargues descubri6 que la razén doble de cuatro puntos colineales es invariante bajo proyec-
ciones.

Cabe notar que, dados cuatro puntos colineales A, B, C y D hay 24 = 4! permutaciones
diferentes de ellos, por lo que hay 24 razones cruzadas posibles, sin embargo los valores de éstas
razones cruzadas no son todos diferentes. Las 24 permutaciones pueden ser agrupadas en seis
grupos de cuatro tales que las razones cruzadas de cada grupo son iguales. M4s ain, si uno de estos
valores es A, los cinco valores restantes son

1 1 A—1 A
e Ay i wl A

Regresando al estudio de las transformaciones conformes en C, si ID es el disco unitario abierto
con centro en el origen, podemos ver que:

Lema 8.3.1 Si |a| < 1, la aplicacion ¢,(z) = °~ % &5 un automorfismo holomorfo en ID.

1—az

Demostracion. Claramente @, no es constante y es holomorfa si z # 1 /a. Como |a| < 1 entonces
1

1
= ﬁ > 1. Por lo tanto ¢, es holomorfa en ID.
a

a

3Un cuadrangulo (completo) es un conjunto formado por cuatro puntos, donde cualesquiera tres de ellos no son
colineales, y las seis rectas determinadas por estos cuatro puntos. Los puntos se llaman vértices y las rectas lados del
cuadrangulo
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Cuando |z] = 1, tenemos que

19a(2)] =

Por el principio del méximo ¢,(D) C D. Ademas ¢_,(D) C Dy es claro que ¢_, es la funcién
inversa de ¢, esto es,

G009 =9¢—q0,=Idp.

Proposicion 8.3.12 Sizy € D,y 0 € [0,27) fijos, la aplicacién

Z—20
:eze

T(z) —

es conforme y biyectiva de D en D y reciprocamente.

Demostracion. Primeramente veremos que, si |z| = 1, entonces |T'(z)| = 1. Como |z| = 1, entonces
zz =1, de donde:

_ llz—z|
|| |z —Zol

6 220 7—20

T(2)] = —
72— 702

e

1 —70z

Como consecuencia de lema anterior 7' es C—diferenciable en ID.

Como T(z9) =0 € D, por continuidad, 7' transforma el interior de ID en s mismo. Y como 7'
es la restriccion a D de una transformacion conforme, T es conforme de D en D.

Sean f un automorfismo holomorfo de D, y b = f(0), entonces F = ¢, o f es un automorfismo
de D con F(0) =0.

Como consecuencia del lema de Schwarz 5.4.2

|F(z) <|z|, paracada ze€D.
Ahora F~! : D — D también es un automorfismo de D con F~!(0) = 0. Asi
|[F~'(z) <|z|, paracada zeD,

si tomamos z = F(w), con w € D, entonces |w| < |F(w)| con w € D.
Asi |F(z)/z| =1, por lo que F (z) = ¢z para alguna constante 8 € R. Por ende f(z) = €' 9, (z),
donde a = —¢'%b.

Obtenemos que toda aplicaciéon conforme y biyectiva de D sobre D es de la forma
Z—20
T(z)= 6197*7
@) 1 —Zoz
|
Otro conjunto interesante a estudiar es el semiplano superior H el cual, estd definido como
H, ={z€C; Imz > 0}.
Proposicion 8.3.13 Sea H., el semiplano superior. Cualquier aplicacién de la forma

B az+b
 cz+d

T(z)

es conforme y biyectiva de H; en H siy sélosia,b,c,d € R,y ad —bc > 0.
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Demostracion. Si T es una aplicacién de la forma indicada en el enunciado, con a,b,c,d € R,

entonces T deja invariante el eje real extendido R.., y como Im 7' (1) = (ad — bc) /(c* +d?) > 0,

por conexidad, la imagen del semiplano superior H bajo T es el semiplano superior H., .
Reciprocamente, si 7' deja invariante el semiplano superior, en particular 7 (Re) = Re.. Como

los tres puntos zo = T~ (1), z3 = T71(0), z4 = T~'(e) estdn en R... Usando la férmula de
+b

la razén cruzada para T(z) = (z,22;23,24) tenemos que 7'(z) = azidv donde a,b,c,d € Ry

cz

ad —bc = (> +d?) ImT (1) > 0. [ ]

En otras palabras, el grupo de automorfismos conformes del semiplano superior Aut(H., )
coincide con PSL(2,R).

El estudio de éstas familias de automorfismos es importante ya que D y H; constituyen un
modelo de la geometria hiperbdlica bidimensional, y son conocidos respectivamente como el disco
de Poincaré y el semiplano de Poincaré. Para mds informacion sobre éste modelo puede consultarse
el libro (J. P. Gilman. I. Kra, 2007, Chap 8. §8.4 pgs. 158-167).

Estos dos modelos son conformemente equivalentes via la transformacion de Cayley C : H —
D dada por

7—1
C(z) =—.
(@&)="+

De acuerdo con lo anterior concluimos que

Aut(D) =C-PSL(2,R)-C~' = {“Hc
cz+

sa,c € Cylal* —|c]* = 1}.

Simetria.

Recordamos que dado un punto (x,y) € R?, el punto (x,—y) es simétrico a (x,y) con respecto al
eje x, la transformacién p(x,y) = (x, —y) es una transformacién R—lineal que preserva distancias.

De manera mas general, puede definirse simetria con respecto a cualquier otra recta y = mx,
como:

po(x,y) = (ReopoR_g)(x,y)

donde m =tan @,y Rg(x,y) = (xcos @ —ysenB,xsen 6 +ycos ) es la rotacion que gira el plano
un angulo 6 en el sentido contrario a las manecillas del reloj.

Figura 8.7: 7 es simétrico de zo con respecto a ¢

También podemos ver esta transformacién directamente de la ecuacién de la recta y = mx sin
necesidad de utilizar el dngulo 6, para lo cual, consideramos 8 = {(1,0),(0,1)} la base canénica
de R? y la base ortogonal B’ = {(1,m), (—m, 1)}, entonces la matriz de cambio de coordenadas de
la base B’ en la base 3 esta dada como:

0= )6, = (,}1 - )
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Asi

_ ' 1 1 m
o IZ[IRZ]/ﬁs :1+m2(—m 1)'

La matriz asociada a la transformacion p,, que da la reflexion con respecto a la recta y = mx es

B 1 0\, 1 1—m? 2m
[pm]B'_Q<0 —1>Q _1+m2< 2m m2—1>
de donde

Pm(x,y) = (1 —m*)x+2my, 2mx + (m* — 1)y).

1+m?

Finalmente, si deseamos reflejar con respecto a cualquier linea y = mx + b, con b # (0 bastara
considerar, de manera adicional, la traslacién #,(x,y) = (x,y — b), y considerar la composicién
t_p o py oty para obtener el simétrico de un punto con respecto a una recta. Ahora bien, podemos
generalizar esta idea, y considerar el simétrico de un punto con respecto a una circunferencia como
sigue:

Definicion 8.4.1 Sea % una circunferencia en C., que pase por los puntos z;,z3 y z4. Dados
z, ¥ € C., diremos que z* es el punto simétrico a z con respecto a % si, y solamente si

(z*,22:23,24) = (2,22 23, 24)-

Cabe notar que, de manera similar al caso de las rectas en R? :
= La definicion sélo depende de %', y no de los puntos 25,23 y z4.
= zes el punto simétrico a z* con respecto a %
= Los puntos de € son los Unicos que son simétricos a ellos mismos, es decir, z = z* si, y
solamente si, z € €.
» La tranformacidn z — z* es biyectiva, y se denomina la reflexion con respecto a &’.
Para ver que esto es realmente una generalizacion del caso descrito anteriormente, supongamos
74 = oo, asi € corresponde a unarectaen C, y
z—23 2—73

Z*—Z3 % -
= (",22;23,) = (2,22; 23,%°) = _ T
L~ -2 -3

esto implica

de donde |z* — z3| = |z — 23], por lo cual z y z* equidistan de cada punto de %’. Ademds

=z 7—23 7—23
=Im - =—Im .
2—23 22—173 2—23

Im

Por ende, y a menos que z € €, tenemos que los puntos z y z* estdn en distintas componentes
determinadas por ¥". Ademads, la recta que une z y z* es perpendicular a %
Por otra parte, si o ¢ %, podemos suponer

¢ ={z€;]z—a|=R}, O0<R<o

y aplicando sistemdticamente la invariancia de la razén cruzada para una aplicacién de Mobius
(véase la proposicion 8.3.9), podemos concluir que:

(5 22323,) = (22:333,2) = (2—a,22—a;23 —a,24 — a)

R? R? R? R?
= (z—aq, ; ) =\|-——=%4+4a,22,23,24 | -
p—a 73—a 4—da Z—a




240 Capitulo 8. Aplicaciones conformes

Esta ecuacién muestra que el punto simétrico de z es z* = a+ R*(Z—a) !, o equivalentemente
z'y Z* satisfacen la relacién

(z* —a)(z—a) =R*.

Consecuentemente, el producto de las distancias de z y z* al centro es R, estoes, |z —al-|z" —a| =
R?. Ademds,

—a R?

i—a lz—al?

>0,

lo cual significa que z y z* estan en la misma semirrecta con punto inicial a.

Supongamos ahora que ¢ = {z € C; |z—a| = r}, si z es un punto en el interior de la regién
acotada por %, hay una construccién geométrica muy simple para z*, la cual describimos en la
figura 8.8:

Figura 8.8: El punto z* es el simétrico de z con respecto a ¢

= Considere la semirrecta que pasa por z € inicia en a.

= Considere la perpendicular £ a la semirrecta anterior y que pasa por z.

= Sea p el punto de interseccién de £ con €.

» Considere la recta tangente 7,% a ¢ en el punto p.

» Al estudiar la semejanza de los tridngulos Aapz* y Aazp es claro que z* es el punto de

interseccion de la semirrecta az con 7,% .

De manera similar, si z es un punto en el exterior de la region acotada por €, procedemos de la

siguiente forma

Figura 8.9: El punto z* es el simétrico de z con respecto a ¢

= Trazamos el segmento £ que une los puntos a y z.

= Se toma el punto medio m del segmento /.

» Se traza la circunferencia ¢” por a con centro en m.

= Sean py p’ los puntos donde intersectan las circunferencias ¢’y ¢”. Las rectas zp y zp’ son
las tangentes a € por el punto exterior z.
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» Tomamos el segmento de recta ¢’ que une p con p'.

» El punto z* es el punto de interseccién de £ con ¢, lo cual se deduce de la semejanza de los
tridngulos rectangulos Aapz y Aapz*, véase la figura 8.9.

En particular, los puntos a e e son simétricos con respecto a €.

Proposicion 8.4.1 — El principio de simetria.. Si una aplicacién de Mobius manda la circunfe-
rencia %) sobre la circunferencia %>, entonces cualquier par de puntos simétricos con respecto a 6]
se transforman bajo T en un par de puntos simétricos con respecto a 6.

Demostracion. Si 73,73y z4 son tres puntos distintos en €7, si z y z* son simétricos con respecto a
%1,y T es una aplicacion de Mobius que transforme %] en %>, entonces

(2%, 22523,24) = (2,223 23, 24)-

Como consecuencia de la proposicion 8.3.9 tenemos que:

(T(Z"),T(22):T(z3),T(za)) = (2",22523,24)
= (z,22:23,24)
= (T(2),T(22);T(23),T (z4))

Luego entonces T(z) y T(z*) son simétricos con respecto a 5. [

8.5 Otros ejemplos de aplicaciones conformes

8.5.1 La aplicacion de Joukowski

La aplicacién de Joukowski en el plano complejo, es la mds simple de un conjunto de transfor-
maciones de la forma

a a a
J@) =apz+—+ =+ =+
Z Z Z

Estas modifican el plano sensiblemente para valores pequefios de z, pero J(z) ~ apz cuando |z| — oo.
Ademds, como veremos en la subseccion 8.5.2, pagina 249, la aplicacién de Joukowski nos
ayuda a entender el comportamiento geométrico de las funciones trigonométricas, las cuales son
de suma importancia en el estudio de la matematica, asi como en los problemas de aplicaciones
relacionados con fendmenos que muestren comportamientos peridédicos o casiperiddicos.

Definicion 8.5.1 La aplicacién J : Co, — C. definida por

J(z) = ;(m—i) si z#0,00

se denomina la aplicacién de Joukowski.

1 1
Usando la definicién 4.4.1 se comprueba fécilmente que, si z # 0, o0, entonces J'(z) = 5 <1 — 2> ,
Z

mientras que J'(0) = J'(e0) = 2, y es facil mostrar que J'(z) = 0 si, y tinicamente si, z = +1. Luego
entonces J es conforme en cada abierto Q C C.. \ {£1}.

En los problemas concretos de representacion conforme, frecuentemente hay que averiguar
cudndo la funcién es inyectiva en un abierto € contenido en su dominio. Una condicién necesaria
para ello es que su derivada no se anule en Q, pero como la condicién no es suficiente, el problema
se debe afrontar directamente para la funcidn concreta.

En particular, la condicién J(z9) = J(z1), con z9,z; € C se escribe como

1
—a)(1-—) =0,
(1)
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luego entonces J(z9) = J(z1) con zg # z; si, y solamente si, zoz; = 1. En toda vecindad de +1
existen puntos zg # zj con zpz; = 1, esto es, Q C C. \ {£1} es una condicién necesaria para que
J|q sea inyectiva. Una condicion més fuerte que es necesaria y suficiente para la inyectividad de J|o
es la dada en la siguiente proposicion.

Proposicion 8.5.1 Dado un abierto Q C C., \ {£1}, la condicién z € Q con 1/z ¢ Q es una
condicién necesaria y suficiente para que J|q sea inyectiva. En este caso J establece un isomorfismo
conforme entre Q y su imagen J(Q).

Demostracion. Si Jig es inyectiva, de acuerdo con lo visto anteriormente si z € €, entonces
1/z ¢ Q. Por otra parte, para caracterizar los abiertos Q sobre los cuales Jiq es inyectiva debemos
encontrar los abiertos contenidos en C\ {£1} y considerar el conjunto S, = {z € Cw;J(z) = 0}.
Noétese que Q C Co. \ {£1} implica que J(Q)N{x1} = 0, por lo que podemos suponer que
w¢ {£1}.

Si w # oo, la ecuacién J(z) = o tiene dos soluciones distintas zo, z1 = 1/z0 € C, a saber, las
soluciones de la ecuacién de segundo orden 7> — 2wz + 1 = 0.

Cuando w = o € J(Q) la ecuacién J(z) = oo también tiene dos soluciones distintas zo =0y
7] = oo,

Asi, la condicién del enunciado garantiza que para cada @ € J(Q) el conjunto S, N Q sélo
tiene un elemento, luego entonces J|g es inyectiva.

Finalmente, como J'(z) # 0, tenemos que Jig : Q — J(Q) es un isomorfismo conforme. W

Es claro que los abiertos D = {z € C; |z| < 1} y H} = {z; Im z > 0} cumplen la condicién de
la proposicién 8.5.1, de modo que J establece isomorfismos conformes entre cada uno de ellos y
sus imagenes. Siguiendo la filosofia de la primera seccion, tenemos que

u(x,y) =ReJ(z) = (12‘) (%) |

v(x,y) =ImJ(z) = (%) <x2+y2—1> |

x2+y2

Si ¢ € R es constante, entonces

c(c® +1—"2uc)
2u—c

)

C) <c2—|—y2+1

u(c,y) = (5 . > , de dondey? =

reemplazando este valor en v?(c,y) obtenemos la ecuacién cibica:
vie(u—c) = (c—u)?(® —2uc+1).

Procediendo de manera andloga, si d € R es constante, entonces

d\ [(x*+d*—1
v(x,d):<2> <x2+d2 ),

,  d*—2vd*—d ) -
de donde x~ = —d y reemplazando este valor en u”(x,d) obtenemos la ecuacion
v

cubica:
d(2v—d)u?* = —4vd® +5v*d*> —2°d +d* — d* + 2vd — V.

En la figura 8.10, pdgina 243 mostramos el efecto que tiene la transformacién de Joukowski en
lasrectasx =Rez=c,y=1Imz=d para —2.5 < c¢,d < 2.5

Una descripcidn de la aplicacion de Joukowsky que resulta util para estudiar el efecto que tiene
esta transformacién sobre una region determinada es la siguiente:
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15

-1.5

-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10 15

Figura 8.10: La imagen bajo J(z) de una familia de rectas.

Proposicion 8.5.2 La transformacion J : C., — C., dada por

1 1

— — i Ooo
J(z) = 2<Z+z> st 270,

[ee] Si Z:O’oo

se puede descomponer como:

J(z) = (T "o foT)(), (8.3)

z—1
donde T'(z) = Y y f(z) =22
En particular, esta descomposiciéon nos permite obtener la imdgen J(DD) del disco
D={z€C; |zl <1}y la imagen J(H.) del semiplano superior H, = {z € C; Imz > 0}, a
saber:

J(D)=Co\{xeR; |x| <1}yJ(H;) =C\{x€R; |x| > 1}.

Demostracion. Como T~!(z) = (z+1)/(1 —z), entonces

- () -4erd)

A continuacién usaremos esta descomposicion para estudiar las regiones J(ID) y J(H.).

Primeramente notamos que 7(H,) = H,, y f(z) = z> establece un isomorfismo conforme
entre el semiplano superior H; y Q@ = C\ {x € R; x > 0}. Ademds 7! transforma el semieje real
positivo en {x € R; |x| > 1}, asi tenemos que

JH) =T(Q)=C\ {xeR; |x| > 1}.

Anélogamente, 7(D) = {z€ C; Rez <0} =Hy, y f(Hy) es el abierto Q' = C\ {x € R; x <0},
de donde

JD)=T"1Q)=C.\{xeR;—1 <x<1}.
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La descomposicion de Jj, como

- -1
H, SH, Lo JHy)
permite obtener una férmula explicita para la inversa de Jy, . La inversa de f: Hy — Q es

h(z) = 1/—z, luego entonces, para la inversa de Jj, se tiene la férmula

_ 1+A(T(2))

w= (T 'ohoT)(z) = 1—h(T(2))

multiplicando numerador y denominador por 1+ /(7 (z)) la férmula se simplifica a

[1—z2
W:Z+l(1+2) m

De manera andloga, si usamos la descomposicion de Jjp dada por:

-1
DL Lo D)

y usando que g(z) = —+/z es la inversa de f : H, — Q' se tiene que la inversa de Jpp es:

T oo (r) = Lo VIE
w=(T""og T)(Z)—ler,

cuando z # o se puede simplificar la férmula a
z—1
w=z—(z+1)4/—.
( ) z+1

Una de las aplicaciones de ésta funcioén es el estudio de perfiles aerodindmicos.

En aerondutica se denomina perfil aerodindmico, o simplemente perfil, a la forma del area
transversal de un elemento, que al desplazarse a través del aire es capaz de crear a su alrededor una
distribucién de presiones que genere sustentacion.

El disefio aerodindmico de las alas de los aviones existe un inmensa variedad de perfiles aerodi-
ndmicos, no obstante, la forma bésica es siempre la misma: El perfil tiene un borde redondeado,
Ilamado borde de ataque, que se enfrenta a la corriente incidente y un borde de salida, llamado
borde de fuga en la parte posterior.

extradds

intradds
borde de ataque borde de fuga
Figura 8.11: Componentes del perfil aerodindmico

Normalmente los perfiles se dibujan horizontales denomindndose extradds o cara de succidn a
la parte superior del perfil de aspecto convexo e intraidds o cara de presién a la inferior de aspecto
concavo. Cada una de estas caracteristicas geométricas cumplen funciones especificas que juntas
caracterizan el eficaz comportamiento aerodinamico de los perfiles.?

Una de las aplicaciones que se le ha dado a la aplicacién de Joukowski es que convierte a una
circunferencia de radio a > 1 en la forma de un perfil aerodindmico, véase la figura 8.12.

ZProviene del latin intra, dentro y dorsum, dorso. Se contrapone con la voz trasdés o extradds.
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Figura 8.12: Perfil de Joukowski

El comportamiento del aire al pasar por el borde del ala, se puede estudiar en términos del
comportamiento del aire al pasar por la circunferencia y la aplicacién conforme asociada.

Una aplicacién conforme en todo el plano z, aplicada a una circunferencia, no podria generar
un perfil con borde de fuga afilado, porque cualquier quiebre en la curva violaria la conservacién de
angulos que impone la condicién de ser conforme. Pero en este caso, si uno de los puntos de la
circunferencia es z = +1. en la imagen de ese punto puede aparecer un quiebre en la curva: ese
punto se transforma en el borde de fuga del perfil. En el ejemplo de la figura 8.12, es el punto
z=—1. Como el punto z = 1 queda en el interior del circulo, su imagen queda dentro del perfil, y
no afecta los dngulos que lo tienen como vértice, ni el campo de flujo alrededor del mismo.

1 1
Examinemos la aplicacion de Joukowski J(z) = 5 <z + > . En coordenadas cartesianas escri-
2

bamos z = x+1y y J(z) = u+ 1w, entonces

1 x—1y
u—Hv:E (x—i-ly)—#-]ﬁy2

lo cual implica que

b 1 y 1
L S o). 8.4
“ 2( +x2+y2>’ Y 2( x2—|—y2> (84)

Las coordenadas de los puntos en la circunferencia original se obtienen de la ecuacién

y(t) =zo+ae”, con 0<r<2m.

Figura 8.13: Circulo que pasa por —1 con radio a y dngulo 3

Las coordenadas del centro del circulo quedan determinadas por su radio a, y por el dngulo 8
que muestra la figura 8.13, de modo que el punto z = —1 sea la interseccién de la circunferencia
con el eje real negativo.

A continuacién analizaremos algunos casos particulares:
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1. TRANSFORMACION DE LA CIRCUNFERENCIA CENTRADA EN EL ORIGEN: En el caso
general, con 1 < g, la transformacion es conforme en todos los puntos de la circunferencia.
La ecuacioén de tal circunferencia es:
y(t) = ae", con 0 <t < 2m, (8.5)
o equivalentemente x> + y> = 4. Si se despejan x y y en funcién de u y v (ecuacién 8.4)
obtenemos
u %
X = T~ y = — -
1 1 1 1
1+ = 1==
() 2 02)
y considerando la ecuacién 8.5, obtenemos:
2 2
u v 9
L, 11 1 -
2 a? 2 a?
es decir,
2 2
u v
e — =1 .
1 4 1 + 1 1 ’ (8.6
A 2\" "4
que es la ecuacién de una elipse.
Figura 8.14: Imagen de ¥(r) = ae” bajo J(z) paraa > 1.
En el caso limite en que a = 1 la circunferencia se transforma en el segmento del eje real
—1 <x<1. Se observa que si a = 1, los puntos z = &1 pertenecen a la circunferencia, y se
transforman en J(z) = £1 respectivamente. En este caso no es aplicable la ecuacién (8.6), ya
que el denominador del segundo témino se anula. Sin embargo, en coordenadas polares la
transformacion es muy sencilla:
J(z) = ! Z—i—1 _! (e’g—ke*’g) =cosf, 0<O<2m
2 z 2 9 =~
Al variar 0, el segmento es recorrido dos veces, desde 1 hasta —1 y viceversa.
2. TRANSFORMACION DE UNA CIRCUNFERENCIA CENTRADA EN (0,y): La ecuacion de la

circunferencia con centro (0,y¢) y radio a estd dada por

¥4 (y—yo)? =a® obien y(r) =1yp+ae” con 0<r<2n.
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Entonces J establece un isomorfismo conforme entre el interior (respectivamente exterior)
de la region limitada por ¥ en C. y el complemento de un arco de circunferencia que pasa
por +1 e 1yp. Para ver esto, notamos que bajo 7'(z) = (z—1)/(z+ 1) la circunferencia y se
transforma en una linea recta. Luego H = T(Q) es un semiplano abierto, la imagen G de
este semiplano bajo f(z) = z% es el complemento de una semirrecta que parte del origen.
Por otro lado J(Q) = T~ !(G) es el complemento de un arco de circunferencia de extremos
T-'(0) =1y T~ () = —1. Como la circunferencia con centro en 1y tiene radio a y pasa
por los puntos +1, entonces a*> = 1+ y3, de donde, J(i(a +yo)) = tyo, tenemos asi que la
circunferencia y(r) = 1y + ae" se transforma en el arco de circunferencia que pasa por los
puntos 1, —1,1y9, como podemos apreciar en la figura 8.15.

1Yo

Figura 8.15: Imagen de y(r) = 1yy + ae” bajo J(2)

También aqui, el limite cuando yp — 0 es el segmento [—1, 1].
3. TRANSFORMACION DE LA CIRCUNFERENCIA CENTRADA EN (x0,0), xo > 0 : Este caso
corresponde al pardmetro § = 0. La transformacién da un perfil simétrico, como se muestra

en la figura 8.16.
aj Y@, |
X0

Figura 8.16: Imagen de y(r) = xo + ae” bajo J(z)

El punto z = —1 se convierte en el punto J(—1) = —1, que es el borde de fuga del perfil. La
imagen del punto z =1, J(1) = 1 queda en el interior del perfil. El borde de ataque es la
imagen del punto z = xo +a = 2xo + 1 (cruce con el eje x), y es el punto J(xo+a).

4. CASO GENERAL: CIRCUNFERENCIA CON CENTRO EN z9 = (x9,y0): En este caso la cir-
cunferencia se transforma en un perfil no simétrico, como puede apreciarse en la figura
8.17.

De los ejemplos vistos, se puede inferir que los pardmetros que determinan la forma del perfil

son las coordenadas del centro de la circunferencia. En particular:

» La coordenada x relacionada con el cociente 1/a, determina el espesor del perfil resultante.
Los casos en que el centro cae sobre el eje y, con xg = 0, dan arcos de circunferencia.

= La coordenada y relacionada con el dngulo 8, determina la curvatura de la linea media del
perfil. Los casos en que el centro cae sobre el eje x (f = 0) dan perfiles simétricos, es decir,
su linea media es el segmento de recta que constituye el eje de simetria

Una antigua construccién grifica para J(z) = z + b?/z, sin calcular componentes, sigue los
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Figura 8.17: Imagen de ¥(r) = zo + ae" bajo J(z)

siguientes pasos, como se muestra en la siguiente figura:*

G

Figura 8.18: Perfil de Joukowski J(z) = z +b%/z

1. Desde el origen de coordenadas O se marca el punto z = —b.

2. Desde z = —b, con dngulo B y a una distancia a, se ubica el centro del circulo al que

Ilamaremos Q.

Con centro Q y radio a, se traza la circunferencia Cj, que es la que se quiere transformar.

El segmento OQ y el eje y determinan el dngulo §.

5. Con el mismo dngulo § medido desde el eje y hacia la direccién negativa de x, se traza el
segmento OM, donde M es el punto de interseccién con OQ.

6. Con centro en M y radio (—b)M, se traza la circunferencia C.

7. Para trazar el perfil, se dan valores a 0 desde 0 a 2. Con 0, se determina sobre C; el punto
b
Py :z=re'®, ycon —8, sobre C; quedael punto P : — = —e™

Rl

10

,
8. La suma vectorial de ambos (por el método grafico del paralelogramo), da el punto P’ que
pertenece al perfil, y es la imagen de P;. Recorriendo todos los valores de 8, queda dibujado

el perfil de Joukowsky.

La forma de este perfil presenta el extradds y el intradds tangentes en el borde de fuga (el perfil
tiende a un espesor nulo en ese punto). Esto es un problema tanto desde el punto de vista constructivo,
como desde el de resistencia estructural. Por otro lado, las caracteristicas aerodindmicas tampoco
son buenas: el minimo de presién estd muy cerca del borde de ataque, por lo que el flujo debe
recorrer gran parte del extrados con un gradiente de presidon adverso. Hay otras aplicaciones
conformes que generan mejores perfiles, sin embargo, la aplicacién de Joukowsky fue la primera
explorada analiticamente.

4Véase el articulo Trefftz,E. Graphic construction of Joukowski wings, from: “Zeitschrift fiir Fllugtechnik Motorlufts-
chiffahrt", Technical Memorandums, National Advisory Committee for Aeronautic, No. 336, May 31, 1913, reimpreso
en Washington, October, 1925, pp. 17-26, puede conseguirse en la siguiente liga: http://ntrs.nasa.gov/archive/
nasa/casi.ntrs.nasa.gov/19930090787 .pdf.


http://ntrs.nasa.gov/archive/nasa/casi.ntrs.nasa.gov/19930090787.pdf
http://ntrs.nasa.gov/archive/nasa/casi.ntrs.nasa.gov/19930090787.pdf
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Funciones trigonométricas

1Z —IZ
Consideremos la funcién cosz = %, esta funcién puede escribirse como
cos(z) = (Joexpo)(z)
- - . 1 1
donde @(z) = 1z es una rotacién por /2, exp(z) es la funcién exponencial, y J(z) = E(Z +-)
z

es la aplicacién de Joukowsky. Ahora bien, como ¢'(z) = 1, tenemos que @ es un automorfismo
conforme de C... Ademads, la funcién exponencial es inyectiva en cualquier region del tipo

Wop ={2€C; a<Imz<b} fcon b—a<2nm.

Finalmente, la aplicacién de Joukowski J es inyectiva en D, el disco unitario abierto.
Consideremos ahora la regién

Q={zeC; —m<Rez<m 0<Imz},
como ¢(z) = 1z corresponde a una rotacién de 7 /2 radianes en levdgiro, entonces
Q' =¢(Q)={z€C; —w<Imz<r, Rez<0}.

Size Q, y x=Rezentonces |¢‘| = ¢* < 1, y como la funcién exponencial es inyectiva en Q/,
tenemos que la imagen de Q' bajo la funcién exponencial corresponde al interior del disco unitario
con centro en el origen, esto es, exp(Q) =D ={z € C; |z| < 1}.

Como hemos visto anteriormente,

JD)=Cu\{xeR; —1<x<1},

es decir, tenemos la siguiente situacion:

Q C\[-1,1]

cosz
1
0(z) =1z J(%):H_Z
D
expz

Figura 8.19: La funcién cosz

T y/
Como sen(z + E) =cos(z) y cos(z — 5) = senz, si ahora tomamos

3n b2
Q={zeC; —7<Rez<§,0<lmz},
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tenemos que la imagen de esta regién Q nuevamente es C\ [—1,1].
Si ahora consideramos la funcién

seng le*—e™% 1 —e*2

== =1
cosz 1ei4e & 1422’

esto es:

tanz = (T o yoexpog)(z),

1—
donde ¢(z) = 1z, exp es la funcién exponencial, y(z) =z y T(z) =1 ] ¢

Para a € R una constante fija, consideremos la recta ¢, = {z € C; Rez = a}, su imagen bajo ¢
es ahora larecta L, = {z € C; Imz = a}. La imagen bajo la funcién exponencial de esta recta es
la semirrecta que parte del origen con pendiente a. A su vez, la imagen de esta semirrecta bajo la
funcién w(z) = 7% es la semirrecta que parte del origen con pendiente 2a, y bajo la transformacién
de Mobius T, la imagen de esta semirrecta es una semicircunferencia.

De manera similar, si b € R es una constante fija, y L, = {z € C; Imz = b}, entonces su
imagen bajo ¢ es la recta ¢, = {z € C;Rez = —b}. La imagen de esta recta bajo la funcién
exponencial es la circunferencia con centro en el origen y radio e . Bajo la funcién w/(z) = 7% esta
circunferencia se transforma en la circunferencia con centro en el origen y radio ¢ ~2?. Finalmente,
bajo la transformacién T esta circunferencia se transforma en una circunferencia. En particular, las

T T . . . c .
rectas Rez = 2 y Rez = 1 se transforman en las dos mitades de la circunferencia unitaria.

Algunas aplicaciones de las transformaciones conformes

Las transformaciones conformes tienen una gran cantidad de aplicaciones, tanto en matemaéticas
como en otras dreas de la ciencia, tales como fisica, ingenieria, hidrodindmica, ptica entre otras. En
la presente seccién mencionaremos algunas de ellas, y daremos algunas referencias para aquellos
que deseen profundizar més en el tema.

Un ejemplo geométrico de ello es la siguiente generalizacion de uno de los problemas de
Apolonio:’

Consideremos %) y %) dos circunferencias en C tangentes una a la otra en un tnico punto
20, y supongamos que %7 estd contenida en el interior de %p. Consideremos ademas {%;}}_, una
cadena de circunferencias sucesivamente tangentes entre si, y a su vez tangentes a 6y y 41 como se
muestra en la figura 8.20.

CNY N NN
AAAAL

T(%0) T(€) T(%1)
Figura 8.20: Familia de circunferencias mutuamente tangentes

Usando la geometria de las transformaciones conformes es facil ver que los puntos de tangencia

de todas las circunferencias 6 estdn sobre una misma circunferencia €. Para esto, si 7'(z) =
Z—20

5Los problemas de tangencias de Apolonio: Dados tres objetos tales que cada uno de ellos puede ser un punto, una
recta o una circunferencia, dibujar una circunferencia que sea tangente a cada uno de los tres elementos dados.
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tenemos que 7T (z9) = oo y las circunferencias %y y % se transforman en dos rectas paralelas. y
la cadena de circunferencias tangentes en un haz de circunferencia tangentes a esas dos rectas
paralelas, luego sus puntos de tangencia estdn en otra recta T (%) paralelaa T (%) y T(%1) que la
transformacion inversa transforma en una circunferencia que pasa por los puntos de tangencia del
haz original.

Otro ejemplo interesante es el siguiente, consideremos dos circunferencias no concéntricas %}
y %>, de manera que % esté propiamente contenida en el interior de 4. Deseamos encontrar una
transformacion conforme 7 tal que 7(%7) y T (%) sean dos circunferencias concéntricas.

Con el fin de simplificar los cdlculos podemos suponer que 41 = {z € C; |z] =1}, y que
¢, = {z € C; |z—c| = ¢} es una circunferencia con centro en ¢ que pasa por el origen, donde ¢ € R
es un punto tal que 0 < ¢ < 1/2, véase la figura 8.21, pagina 251.

Como una aplicacién de la forma

-
T(z) = & o lor] < 1

transforma el disco unitario en si mismo y las aplicaciones de Mobius transforman circunferencias en
circunferencias podemos encontrar un valor explicito para ¢ que transforme % en la circunferencia
con centro en el origen y radio r, esto es, {z € C;|z| = r}. Para lo cual, elegiremos & € R en forma
tal que 7(0) = —ry T(2c) =r.
2c—o . _
Dedonde —r=T(0)=ayr=T(2c)= e 1 lo cual implica que 2¢ — ot = (02c¢ — 1) (— ).
c—

Obteniéndose asi la siguiente ecuacion cuadratica

ca*—a+c=0
y como 0 < ¢ < 1/2 sus soluciones reales estdn dadas como

—1+V1—-4c? —1—V1—4c?
= —--—-- y —_—m

o 0 =
2c 2c

pero ¢ > 1, por lo que este valor no es admisible, y 0 < o < 1, por lo que

C1-visae
T(2) = - T 2c _ 2cz— (1 =v1—4c?

CGz—1 —1—1-42 1 (1—VI—42)z—2¢
—iovloae
2c

Noétese que el radio de la circunferencia T (%) no necesariamente es el mismo que el de 6.

1

z—a

7 /\T(%)

Figura 8.21: T transforma circunferencias no concéntricas en circunferencias concéntricas

La cartografia estudia el problema de transferir las distancias medidas sobre la superficie de
la Tierra, la cual es una superficie con curvatura en un mapa, el cual resulta ser una superficie
plana. Los métodos que se utilizan para realizar este trabajo se denominan proyecciones. Algunas
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proyecciones son tales que, los dngulos y consecuentemente las formas, son tan cercanas a la
realidad como sea posible.

Histéricamente, la proyeccion desarrollada en 1569 por Gerhardus Mercator, es una proyeccion
cilindrica conforme.

Este sistema ha sido muy utilizado para la navegacion por su sencillez de manejo. Los navios
en alta mar al dirigirse de un punto a otro no siguen una linea recta, sino que describen una linea
denominada linea loxodrémica, que corta a los meridianos con el mismo dngulo, es decir mantiene
el rumbo constante. Al representar esta linea loxodrémica en una proyeccién de Mercator, esta
se transforma en una linea recta que une los puntos de origen y destino, cortando a todos los
meridianos con el mismo dngulo.

Figura 8.22: Proyeccion de Mercator, 1569. Imagen tomada de Wikipedia.org

Gauss confirmé este hecho en su trabajo “Allgemeine Auflosung der Auigabe: Die Theile
einer gegebnen Fliche auf einer andern gegebnen Fldche so abzubilden, dass die Abbildung dem
Abgebildeten in den kleinsten Theilen dhnlich wird.” (K. F. Gauss, 1894, pg. 55-81) que podemos
traducir al espaifiol como “Una solucion general al problema de ransformar partes de una superficei
en otra superficie de manera que la imagen y las partes transformadas sena similares a pequeria
escala ". En esencia este resultado nos habla de la existencia de coordenadas isotermas en el caso
analitico. Cabe recalcar que este estudio precede y es en parte motivado por el trabajo de Gauss en
el que se desarrolla la nocién de curvatura de una superficie. Otro hecho importante es la conexién
que hay entre las coordenadas isotermas y las funciones holomorfas en una variable compleja, por
ejemplo, la proyeccion de Mercator basicamente estd dada como z — logz, la cual es holomorfa. El
aspecto global de esta teoria lo constituyen las superficies de Riemann.

La relacién entre lo local y lo global es uno de los principales objetivos de la geometria
conforme: a saber, poder entender la geometria diferencial desde un punto de vista cldsico, es decir,
separar los aspectos analiticos de los topoldgicos para entenderlos de la mejor forma posible, y
relacionarlos con las nociones primitivas de la geometria tales como dngulo, distancia, drea, lineas
rectas (geodésicas), etcétera.

El “teorema de la aplicacién de Riemann” nos dice que si Q es un subconjunto abierto y
simplemente conexo contenido propiamente en el plano complejo C y zg € Q; entonces existe una
unica aplicacion conforme y biyectiva f que transforma el conjunto Q en el disco unitario con
centro en el origen, tal que f(z0) =0y f(z0) es un nimero real positivo.

Este teorema, es ampliamente utilizado para reducir el estudio de un problema en una regién
complicada a una regién mds simple.

Muchos problemas que plantea la Fisica se resuelven buscando soluciones de la ecuacién de
Laplace, véase el capitulo 9:

I A

Af=55 5 =0.

Esta ecuacion tiene solucion, pero no es tnica; sin embargo, cuando se establecen condiciones
iniciales o condiciones de contorno, se estudia bajo qué condiciones dicha solucidn si es tnica.
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El problema de hallar una funcién arménica en un dominio especifico que satisfaga sobre su
contorno condiciones previamente establecidas es muy importante en matemdtica aplicada. Si se
conocen los valores de la funcidn sobre la frontera el problema se denomina como un problema
de contorno de primera especie, o problema de Dirichlet. Si se conocen los valores de la derivada
normal a la funcidn sobre la frontera, se dice que es un problema de contorno de segunda especie, o
problema de Neumann.

Problema de Dirichlet: Encontrar una funcién u(x,y) derivable dos veces en un dominio Q
que satisfaga la ecuacion de Laplace en todo punto de dicho dominio, es decir, tal que u(x,y) sea
armonica, cuyos valores en todo punto de la frontera de Q estan especificados. La solucién de este
problema estd determinada en forma tnica.

Problema de Neumann: Encontrar una funcién u(x,y) derivable dos veces en un dominio Q
que verifique la ecuacién de Laplace en todo punto de dicho dominio, suponiendo que se conoce
la derivada direccional de la funcién u en la direccién del vector normal a la curva que define la
frontera de Q.

Los dominios mds frecuentes son simplemente conexos, y como una funcién armoénica en
un dominio simplemente conexo tiene siempre asociada una arménica conjugada, en ocasiones
la solucién de un problema de contorno para tales dominios es la parte real o imaginaria de una
funcién C—diferenciable. El éxito de este procedimiento depende de la simplicidad del problema.
Un problema de Dirichlet se transforma mediante una aplicacién conforme en otro problema de
Dirichlet, y un problema de Neumann se transforma en un problema de Neumann.

Las condiciones de contorno mencionadas pueden quedar inalteradas bajo cambios de variables
asociados a una aplicacion conforme. La técnica bdsica consiste en transformar un problema de
contorno dado en el plano xy en otro més sencillo en el plano uv, resolverlo, y escribir la solucién
del problema original en términos de la solucién obtenida para el mas sencillo.

Se pueden utilizar las transformaciones conformes para resolver problemas relativos a la
ecuacion de Laplace en dos variables independientes, lo que permitird comentar aplicaciones sobre
conduccidn térmica, potencial electrostético o flujo de fluidos.

Por ejemplo, las aplicaciones conformes han sido utilizadas para estudiar problemas de fluidos
en dos dimensiones. La idea, que se encuentra detras del andlisis del aler6n por medio de transfor-
maciones conformes, la cual consiste en relacionar el flujo de un campo alrededor de una regién
conocida con el campo del flujo de un alerén.

La figura conocida mds usada es el circulo, asi el problema consiste en encontrar una funcién
holomorfa que relacione cada punto del disco con un punto correspondiente del alerén. Por ejemplo,
Joukowski not6 que la aplicacion z — z+ 1/z transforma el circulo unitario en una especie de ala.
Tomando el origen en diversos puntos del disco se pueden producir distintos tipos de alerones.
Véase, por ejemplo, los articulos:

Benson, J. Thomas.Interactive Educational Tool for Classical Airfoil Theory, NASA Lewis
Research Center, Cleveland Ohio, 1996. http://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/
FoilTheory.pdf.

El teorema de la aplicacion de Riemann

Riemann enunci6, alrededor del afio 1860, el teorema de la aplicacidn abierta en su disertacién
Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verdnderlichen complexen Grosse.
Collected Works®, paginas 3-45, para lo que actualmente conocemos como superficies de Riemann
compactas con frontera, siendo dicho teorema mds general que la versién usual que enuncia-
mos en la presente seccién. El basa su demostracién en el principio variacional de la ecuacién
’u  d*u
Hilbert quien, en 1904, da la justificacién del mismo en su articulo Uber das Dirichletsche Prinzip.
Math. Annalen 59 (1904), 161-186. Collected Works, vol. 3, pp. 15-37.

=0, aunque segun observé Weierstrass, Riemann no justifica su principio, siendo

“La disertacién de Riemann puede conseguirse en la direccién http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/
People/Riemann/Grund/Grund.pdf.


http://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/FoilTheory.pdf
http://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/FoilTheory.pdf
http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Riemann/Grund/Grund.pdf
http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Riemann/Grund/Grund.pdf
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La versién que a continuacidén enunciamos es una caso especial del teorema de la aplicacién
abierta de Riemann, la cual fue demostrada por Osgood en 1900.

Teorema 8.7.1 — Teorema de la aplicacion abierta de Riemann. Si Q C C es un subcon-
junto abierto, simplemente conexo de y si Q # C, entonces existe una aplicacion conforme y
biyectiva f : Q — . Atin mds, para cada zp € Q fijo, podemos encontrar una f tal que f(zo) = 0.
Tal aplicacién estd determinada en forma unica salvo rotaciones, es decir, multiplicacién por
¢'% para algiin 6 € R, y entonces f estd determinada en forma tinica bajo la condicién adicional

f'(z0) > 0.

Para demostrar el teorema de Riemann 8.7.1, en primer lugar necesitaremos demostrar la
existencia de funciones holomorfas inyectivas que transformen el conjunto Q en D y que lleven
el punto zp en el origen. Ademds, la familia de éstas aplicaciones es normal, en el sentido de
que dada una sucesion en la familia, existe una subsucesién que converge uniformemente en
cada subconjunto compacto de Q. En segundo lugar, si condsideramos la derivada f’(z), la cual
tiene médulo acotado, elegimos una sucesion { f, } en la familia tal que |f; (zo)| converge hacia el
supremo de todos los valores de |f'(z)| para toda f en la familia. Entonces se demuestra que hay
un elemento f en la familia tal que | f'(zo)| es igual a este supremo, el cual ademds es méximo, y
ésta funcidn f es precisamente el isomorfismo buscado de € en D. La tdltima parte del teorema se
reduce a la aplicacién del lema de Schwarz.

. . I L z—1
Al estudiar las transformaciones de Mobius vimos que la transformacién T'(z) = pnp €s una
Z+1

aplicacién conforme y biyectiva del semiplano superior H, en ID, mientras que S(z) = z% es una

aplicacion conforme y biyectiva del primer cuadrate € = {z € C; 0 < argz < 7/2}, en el semiplano

. Z l . .
superior H , por lo que 7T 0 S(z) = F es una transformacién conforme del primer cuadrante €
7 +1
en el disco unitario D.

A continuacién veremos como son los automorfismos conformes de C y C.. en si mismos.
Ejemplo 53
1. Si f € 7(C) es inyectiva entonces existen a,b € C tales que f(z) = az+ b, para cada z € C.

Ya que, si f(z) = Z a,7", y hay una infinidad de coeficientes a, # 0 entonces la funcién
n=0
g(z) = f(1/z) tiene una singularidad esencial en 0, como consecuencia del teorema de

Casorati-Weiestrass 7.2.5 la imagen bajo f de C\ B(0,1) es denso en C. Por otro lado, el
teorema de la funcién abierta 5.4.3 nos dice que f(B(0, 1)) es abierto, de donde

F(B(0,1))(Vf(C\B(0,1)) #0

lo cual contradice la inyectividad de la funcién f.

Por ende, solamente un ndumero finito de los coeficientes a, son no nulos, es decir, f es un
polinomio. Si el grado de f fuera mayor que 1 entonces f” serfa un polinomio no constante, y
como consecuencia del teorema de la funcién inversa 4.3.10 f tendria un cero zp en torno a la
cual no seria inyectiva. Luego entonces la funcién f es un polinomio de grado 1. Recordamos
que los polinomios de grado 1 no solamente son funciones inyectivas en C, de hecho son
funciones biyectivas.

2. Las funciones inyectivas en C.. son las transformaciones de Mébius. Si f : C.. — C.. es una
funcion tal que f(e0) = z € C., entonces existe una transformacién de Mobius 7' : Co. — Coo
tal que T'(z) = co. Por lo que bastard mostrar que g = f o T es una transformacién de Mobius.
Como g es composicion de funciones meromorfas e inyectivas, g es meromorfa e inyectiva,
ademds, por construccion g(eo) = oo, en particular, g no tiene polos en C, luego entonces su
restriccién a C es una funcién entera e inyectiva. Por el inciso anterior g es un polinomio
de grado 1, y en particular es una transformacién de Mabius, de donde f = go7 ! es una
transformacién de Mobius.

Las transformaciones de M&bius también son las dnicas transformaciones conformes entre
anillos:
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Teorema 8.7.2 Consideremos en C dos anillos an(z;;r1,R1) y an(za;r2,Ry) con 0 < rp < Ry < oo
para k = 1,2. Entonces existe una transformacién conforme entre ellos si, y solamente si,
R /r1 =Ry /r, y ental caso cualquier transformacion conforme entre ellos es una transformacion
de Mobius.

Demostracion. Considerando las traslaciones 7(z) = z — zx, podemos restringirnos al caso z; =
72 = 0y aplicando las homotecias h(z) = z/ry con k = 1,2, que son transformaciones de Mobius,
podemos suponer que r; = r, = 1. Por lo que el teorema se reduce a demostrar que an(z;;71,R;) y
an(zp; 72, Ry) son conformemente equivalentes si, y s6lo si, R; = R, y, en tal caso, cualquiera de
ellas es una transformacién de Mdobius.

Supongamos que f : an(0;1,R;) — an(0;1,R;) es una transformacién conforme, entonces

f~Y(B(0,+/R,)) es la imagen inversa bajo una funcién continua de un conjunto compacto, y en
particular, es un subconjunto compacto de an(0; 1,R; ), luego entonces, existe un € > 0 tal que

an(0;1,1+¢) ﬂf_] (B(0,v/R;)) = an(0;R; — £,R») ﬂB(O,\/ITz) =0.

Entonces V = f(an(0; 1,1+ ¢€)) es un subconjunto conexo de an(0; 1,R;) que no corta a la bola
cerrada B(0,+/R5), de donde V C an(0;1,+/R;) o bien V C an(0; Rz, R7).

En el segundo caso podemos sustituir la funcién f por su composicién con la transformacién
z+> Ry/z, la cual deja invariante al anillo an(0;1,R;) y asi se cumple V C an(0;1,r), y si esta
nueva f es una transformacién de Mobius, entonces f también serd una transformacién de Mobius.

Luego entonces, W = f (an(0;R; — €,R;)) C an(0;r,R,), pues si W C an(0; 1, r), entonces una
sucesién en an(0;1,R,) que convergiera a R, se corresponderia con una sucesion en
an(O;R; — €,R1), por lo que deberfa tener puntos de acumulacién en el anillo an(0;1,R;), lo
cual es imposible.

Asi pues, si {z,} es una sucesion contenida en an(0;1,R;), entonces 1 < |z, < 1+ €y
l}l_r>1010|z,,| =1, de donde la sucesién {f(z,)} estd contenida en V = f(an(0;1,1+¢€)) y no tiene

puntos de acumulacién en an(0; 1,R;), luego sus puntos de acumulacién estdn en la frontera de
an(0; 1, R, ), pero como estd contenida en an(0; 1,r), se tiene que 1im | f(z,)| = 1.
n—soo

De manera andloga podemos ver que, si

lim |z, =Ry entonces lim |f(z,)| = R,.
n—soo n—soo
logR>»
logR,

Como consecuencia de lo anterior, u(z) tiende a 0 en la frontera de an(0; 1,R;). Ahora bien,
como u(z) es una funcién armoénica, entonces u(z) idénticamente nula.

Asi pues, log|f(z)| = alog|z| para todo z € an(0; 1,R)), es decir, | f(z)| = |z|*.

Podemos expresar an(0;1,R|) = % U %, donde %; es abierto simplemente conexo para
Jj = 1,2. En cada uno de los conjuntos %; existe una rama uniforme de logaritmo y, por lo
tanto, estéd definida la funcién holomorfa z* = exp(alogz), que cumple |z%| = exp(aRe(logz)) =

e®log|z| = |z|*.
fz)
ZO{

secuencia del teorema del médulo maximo para funciones holomorfas 5.4.4, la funcién g(z) es
una funcién constante, es decir f(z) = cz*. Derivando obtenemos f'(z) = cz*(at/z) y de aqui
f'(2)/f(z) = a/z, lo cual es vélido para cada uno de los abiertos %; por separado, luego también
en todo an(0; 1,Ry).

Sea 7y una circunferencia con centro zop = 0 y recorrida una vez en levégiro contenida en
an(0; 1,R;). Entonces

LLPQ)
o e @ am e a0 e

Sea o =

y definimos u(z) = log|f(z)| — otlog|z|.

Asi pues, la funcién holomorfa g(z) = tiene médulo constante igual a 1, y como con-
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y por otra parte en la demostracién del principio del argumento 7.4.2 vimos que esta integral es
n(yo f,0), en particular & € N.

Ahora podemos afirmar que f(z) = cz* para todo z € C con 1 < |z| < Ry, y como o es un
ntimero natural la funcién z% estd definida en todo A = an(z;;r1,R;). La inyectividad de f implica
que o = 1 y por lo tanto f es una transformacién de Mobius y R; = R;. |

Familias de funciones continuas

Si Q C C es un conjunto abierto no vacio, denotaremos % (Q) el espacio de todas las funciones
continuas C—valuadas definidas en Q, y por €' (Q,D) el subconjunto de funciones continuas cuya
imagen estd contenida en la bola unitaria .

Definicién 8.7.1 Si.# C J7(Q) es una familia de funciones holomorfas, se dice que .# es una
Sfamilia normal si toda sucesion de funciones de la familia tiene una subsucesion que converge
uniformemente para cada subconjunto compacto de €2, aunque no necesariamente a un elemento
de Z#.

A las familias normales también se les denomina relativamente compactas. La palabra relativamente
compacto se adapta a las nociones generales de espacios métricos, recordamos que S C C es
relativamente compacto si su cerradura en un conjunto compacto, o equivalentemente, si toda
sucesion en S tienen una subsucesion convergente. La subsucesion convergente no necesariamente
converge a un punto en S, por definicién.

Definicion 8.7.2 Si.7 C €(Q), es una familia de funciones continuas, se dice que .# es una
familia puntualmente acotada si para cada z € Q existe un nimero real M(z) tal que |f(z)| <M
paracada f € 7.

Esto es, la familia .# es puntualmente acotada si para cada z € Q el conjunto

{fx); feF}
tiene cerradura compacta.

Definicion 8.7.3 Si.# C 7 (Q), es una familia de funciones holomorfas, se dice que .# es
una familia uniformemente acotada sobre conjuntos compactos en € si para cada conjunto
compacto %~ C Q existe un nimero positivo B(.%") tal que

|f(z)| <B(X#) paracada fe.F, z€ X

Definicion 8.7.4 Si .% C ¥ (Q), es una familia de funciones continuas, diremos que .# es una
familia equicontinua si para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que siz, w € Qy |z—w| < 8, se tiene
que |f(z) — f(w)| < € paracada f € .%.

En particular, si .# C J#(Q) es una familia de funciones continuas, y # C Q es un conjunto
compacto, se dice que .% es equicontinua sobre % si, para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que si
z,7 € X y|z—7| < 8, entonces

|f(z) — f(Z)| < & paracada f¢€.Z.

El teorema de Ascoli para andlisis real afirma que una familia equicontinua de funciones
continuas sobre un conjunto compacto es normal (relativamente compacto), véase por ejemplo
(Munkres, 2000, pg. 278, Theorem 45.4), (Dugundgi, 1978, pg. 276, Theorem 6.4). (Rudin, 1986,
pg. 245, Theorem 11.28, Arzela-Ascoli).

Teorema 8.7.3 — Teorema de Ascoli. Si.7# C J#(Q), es una familia uniformemente acotada
sobre subconjuntos compactos en Q. Entonces .# es una familia equicontinua sobre cada
conjunto compacto y es normal.

Demostracion. Primero demostraremos que, si .%# es uniformemente acotada, entonces es equicon-
tinua sobre cada conjunto compacto.
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Sea J# C Q un conjunto compacto, como consecuencia del lema 7.6.2, pagina 216, existe una

sucesion {.%,} de subconjuntos compactos de Q tales que Q = U JHy; ademds # C ., para
n=1
algunan € Ny y J, C 7,7 .
Siz € %, en particular z € .%#,°, de donde existe 6, € R con 0 < §, < 1 tal que B(z,9,) C .%,°.
Supongamos que z, 7 € % son tales que |z — 7| < 8,/2, ya que
1 1 z—7

{—z ¢-7Z (-2(¢-72)

si ¥ es la circunferencia con centro en z y radio &,, como consecuencia de la férmula integral de
Cauchy

f(¢
27rl/ —ZC y e 27Cl C—Z 3
de donde

: 1 /f(C) / —Z’/ f(©)
— = = dg.
fl@)=f(z) 2m ), C =277 2m C—z 2m Sy (CE—2)(C —7) ¢
Si § estd en la traza de 7, entonces | — z| = §,, finalmente como |z — 7| < §,/2 entonces
|§ — 7| > 8,/2, de donde
2
E—zllE =2 &

por otra parte, como .# es una familia uniformemente acotada sobre subconjuntos compactos en .,
existe B(, 1) > 0 tal que |f(z)| < B( 4..) paracada f € 7, z € 11, y como consecuencia
de la proposicién 5.1.6 pagina 118 tenemos:

R | W 1S Y S O e V(S 1104
-1l = S| el S A
< 'Zz‘nz'(%B(moznan_ o= 2|B(Hs). 8.7)

On €6,
2" 2B(H)
como consecuencia de la ecuacion 8.7 se tiene que |f(z) — f(Z')| < € para cada f € .F

Lo cual demuestra la equicontinuidad de la familia .% .

Para demostrar que la familia .# es normal, utilizaremos que ya se demostré la equicontinuidad.

Sea {f,} una sucesién de funciones con f,, € .%, siguiendo la demostracion clésica de Ascoli,
demostraremos que existe una subsucesion de { f,} la cual converge uniformemente en % .

Sea {z;} un subconjunto denso numerable de .%#". Como %" es compacto y cada f, € .7 es
continua, la sucesién {f,(z;)} es acotada para cada j, y como toda sucesién acotada tiene una
subsucesion convergente, existe una subsucesion {f, 1} C {f,} tal que la sucesion {f, 1(z1)} es
convergente. Como la sucesion { f,,,1(z1)} es acotada, existe una subsucesion { f, 2} C {fu.1} tal que
{fn2(z2)} es convergente. Porcediendo de manera andloga, obtenemos una familia de subsucesiones
{fn,j} de {f,} tales que las sucesiones

(@)} Afnj@2) s A fag (@) -

convergen.

Entonces la subsucesion diagonal { f,,,} de {f,} es tal que { f,.,(zj)} converge para toda j.

A continuacién se demostrard que la subsucesién diagonal { f,, , } es uniformemente convergente
sobre £ .

Por lo que, dada € > 0, si 6 = mm{ },yz,z’ € . son tales que |z— 7| < O
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Como .7 es una familia equicontinua sobre %", para cada € > 0 existe § > 0 tal que siz,7’ € %
y |z— 72| < 8, entonces |f(z) — f(Z)| < €/3 para cada f € .%. Como {z;} es un conjunto denso
en %, entonces {B(zj,8)} constituyen una cubierta abierta de %", por lo que existe k tal que
H CB(z1,6)U...UB(z,9).

Como {f,.(zj)} converge para toda j, existe N € N tal que si n,m > N entonces

| fan(2j) = fum(z;)| < €/3 para j=1,2,... k.

Si z€ ', como {B(z;,0); j=1,...,k} constituyen una cubierta abierta de %, existe
i€{l,...,k} tal que z € B(z;, ), de donde

‘fn,n(z) _fm,m(z)’ < ’fn,n(z> _fn,n(zi)‘ + | fun(zi) _fm,m(zi)’ + ‘fm,m(zi> _fm,m(z)’

< S+iiiog

33 3 7
Con lo cual se ha construido una subsucesion { f, ,} de { f,} la cual converge uniformemente sobre
A [ ]

La demostracion del teorema de Riemann

Si Q es un subconjunto simplemente conexo contenido propiamente en C y zg € Q para
demostrar el teorema de Riemann se considera la familia

F ={f:Q—D; fesholomorfa, inyectiva, y f(z9) =0},

y se demuestra que .# es una familia no vacia y uniformemente acotada, de donde existird un
elemento f] € .7 tal que

|fi(z0)] = méx{ | f'(z0)

el elemento f) es una aplicacién conforme y biyectiva con f}(z9) =0, y como los tinicos automorfis-
mos de ID que dejan fijo el origen son las rotaciones, es posible elegir 8 € R tal que f(z) = €% f(z)
satisface adicionalmente f’(zg) > 0, lo cual determina, en forma tnica, la funcién buscada.

Como Q & C, existe wo € \ Q, de donde la funcién holomorfa /(z) = z —wp no se anula en
Q. Como Q es simplemente conexo, como consecuencia del corolario 6.1.5, pagina 154, existe
una funcién holomorfa ¢ : Q — C tal que ¢*(z) = z—wo, para cada z € Q. Si @(z1) = ¢(z2) en
particular

s feT,

71 —wo = (pz(Z1) = (Pz(Zz) =22 —Wo,

de donde z; = 722, es decir, ¢ es una funcidn inyectiva.

Luego entonces, para cada zg € Q existe r > 0 tal que B(¢(z0),r) C ¢(Q). En particular,
podemos elegir r tal que 0 < r < |@(z0)].

Ademas, @(Q)NB(—¢(z0),r) =0, ya que, si existiera z € Q tal que ¢(z) € B(—¢(z0),7),
entonces

|9(z) = (—0(20))| <1

es decir | — ¢(z0) — @(2)| < r.
Consecuentemente, —@(z) € B(¢(zp),r) C @(Q) de donde —¢(z) = ¢(z;) para algin z; € Q.
Como z; —wp = ¢(z1) = (—¢(z))? = z — wy, entonces z = 7, y por lo tanto ¢(z) = —(z).
Se sigue de lo anterior que z—wp = ¢(z) = 0, y por lo tanto wy = z € Q, lo cual es una
contradiccion, pues wy ¢ Q.
En particular, para cada z € Q se tiene que @(z) — @(zo) # 0. Esto permte definir la funcion
holomorfa e inyectiva

v:Q—C
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como

Atin mds, como |¢(z) — ¢(z0)| > r para cada z € Q, se sigue que

‘|<p <zo>‘ o) — 90|

por lo que la imagen de y esta contenida en D, es decir, la familia .# es no vacia.

Como consecuencia del teorema 8.7.3 de Ascoli la familia .# es normal.

Sea p = sup{|f'(z0)| € R; f € #}. Como los elementos de .# son funciones holomorfas e
inyectivas, sus derivadas no se anulan en , por lo que u > 0. Por definicién de p existe una
sucesion { f, } de elementos de .7# tal que hm o] =

<1,

Como la familia .# es normal, existe una subsucesmn {fn,} de {f»} que converge uniforme-
mente en subconjuntos compactos de Q a una funcién f.

Como consecuencia del teorema 5.3.1 de convergencia de Weierstrass, pagina 128 lim f,’,m =f
uniformemente en subconjuntos compactos de Q.

Por lo tanto

@)l = i |f;, | =n

Y como pu > 0, se sigue que f no es una funcién constante. Ademds, como f, (Q) C D, implica
() C D, y como f es holomorfa no constante, como consecuencia del teorema de la funcién
abierta, 5.4.3 pagina 143, el conjunto f(Q) es abierto, de donde f(Q) C D. Atdn mds, como
consecuencia del teorema 7.4.6, pagina 192 la funcién f es inyectiva.

Por otra parte, como consecuencia del lema 8.3.1, pdgina 8.3.1, la transformacién de M&bius

¢, : D — D dada por ¢,,(z) = 1Z __ V_VZ es un automorfismo holomorfo en I, en particular, si w =
f(z0) la composicién
Oryof: Q=D
dada por
S@) — f(z0)

@r) o @) = 77552

también es un elemento de .7, y claramente (@, © f)(z0) = 0.
Supongamos la funcién f € .7 es tal que
f=mix{|¢'(z0)]: g € F cong(zo) =0}

y que f(Q) S Dyseawc D) f(Q). Entonces la composicién ¢, o f dada por

f(z)—w
o 7)) = —=—
es holomorfa, inyectiva y no se anula en Q. Como Q es simplemente conexo, aplicando nuevamente
el corolario 6.1.5, pagina 154 existe una funcién holomorfa e inyectiva y : Q — C tal que

(8.8)

2
Vi(2) =5 (8.9)
W()
que no se anula en Q. Definase /1 : Q — C como h(z) = @y, © Y, esto es,

1—y(z0) ¥(2)
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y ademds h(Q) C D. Es claro que h(z9) = 0, y & es inyectiva, por lo que h € .F
Como consecuencia de la regla de la cadena

Como f(z9) = 0, se sigue de la ecuacion 8.9 que |y/(zo)

W 20) = Byt W) ) = By () ) = 1 ®.11)

|> = |w|. Por otra parte, derivando en

z0 ambos lados de la ecuacion 8.9 y ya que f(z9) = 0 se obtiene que

(1=wf(z0)) f(z0) + (f (z0) =w) W /" (z0)

Prlavia) = (= f(a)?
= f'(z0) (1 =w) = f'(z0) (1 = w]),
de donde
RO EIE)

2y(20)

que al sustituir en la ecuacion 8.11 se obtiene

‘h/(ZO)‘ = Il—‘l|/l/§Z(O))‘2
f'(z0) (1 = [wl?)
2y (z0) (1 —[w])
|f"(z0)| (1 + [w])
2/lwl

‘ V' (20)

1—|w|

_ o) (X +|wl)
2|g(z0)|

>1f'(20)l,

y yaque f € % y h(zp) =0, la desigualdad anterior contradice el hecho de que f maximiza el
valor absoluto de la derivada de funciones en .# que se anulan en zj.

Por lo que no es posible que exista w € D\ (), consecuentemente f(Q) = D. Como se
esperaba demostar.

Corolario 8.7.1 Solamente hay dos clases de equivalencia conforme de regiones simplemente
conexas en C, la clase que consta sélo de C y la clase que consta de las regiones simplemente
conexas contenidas propiamente en C.

8.8 Ejercicios

1.

2.

Diga cudles subconjuntos de S? corresponden, respectivamente a los ejes real e imaginario al
identificar el plano extendido con S? bajo la proyeccién estereografica.

Muestre que, bajo la proyeccion estereografica, lineas en C corresponden a circulos que
pasan por N.

Obtenga la imagen del primer cuadrante bajo la aplicacién T'(z) = z°.
Determine la region del plano en la cual se transforma la region limitada por las rectas x = 1,
y =1y x+y=1bajo la transformacién f(z) = z°.

. Sea 7 el tridngulo en el plano con vértices 1, 1 —1, 1+ 1. Determine la imagen .7’ de .

bajo las transformaciones:
a) T(z)=3z+4-2u
b) T(z) =1z+2—1.
T

¢) T(z)= S5e3 7—2+4u.
Compare las formas geométricas de . y 7.
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6. Considere la funcién f(x,y) = u(x,y) +w(x,y), donde u(x,y) = 2x> +y* y v(x,y) = y*/x.
Muestre que las curvas u = constante y v = constante se intersectan ortogonalmente, pero f
no es C—diferenciable.

7. Para cada una de las siguientes aplicaciones, determine el maximo subconjunto Q de C donde
la aplicacién sea conforme:

a) fi(z) =z+i
b) fo(z) =2° +72

o) f3(z) = 112

d) falz) =2
e) f5(z) =senzcosz
8. Demuestre que si f : A — B es biyectiva, C—diferenciable, y con inversa C-diferenciable,
entonces f es conforme.
9. Encuentre una aplicacion conforme del conjunto A = {z € C;0 < argz < /2, 0 < |z] < 1}
en el disco unitario D = {z € C; |z| < 1}.
10. Sea g(z) = z— 1z + 1. Determine la imagen bajo g de
a) El eje real.
b) El circulo con centro en 0 y radio 2.
¢) El circulo con centro en 0 y radio 1.
d) El eje imaginario.
11. Encuentre una aplicacion de Mobius T que satisfaga 7'(zx) = wy parak = 1,2,3, si
a) 21 =1,20=0,3 — 1,w; = 0;wp = —i,w3 = oo,
b) z1=1,22=0,z3 — L, w; = —1,w, = 0, w3 = o0,
C) 21 =1L, = 0,Z3 — 1,W1 = —3,W2 = —l,W3 =0.
12. Encuentre una aplicacién de Mobius T que transforme el disco unitario D sobre si mismo, y
que satisfaga T(1/4) = 1/3.

13. Muestre que K(z) = - transforma biyectivamente el disco unitario D = {z € C;|z| = 1}
Z

(1-
sobre el conjunto C\ {z€ C; Rez=0, y Imz< —1/4}.

- . .
14. Muestre que T (z) = ' — ) con 0 < ImA transforma el semiplano superior sobre el
7—
disco unitario D.
. az+b . res . .
15. SiT(z) = d es una transformacién de Mobius, encuentre condiciones necesarias y
cz

suficientes para que T(S!) =S!, donde S' = {z € C; |z] = 1}.
16. Considere una aplicacién de Mobius de la forma

T()=a C:Z)

Demuestre que circunferencias que pasan por los puntos b y d se transforman en lineas que
pasan por el origen.

17. Las circunferencias con ecuacion

i_fl = é, denominados los circulos de Apolonio, se
transforman bajo T en las circunferencias con centro 0 y radio r. (Ahlfors, 1979, pg.84-88)

18. Si una aplicacién de Mobius transforma un par de circulos concéntricos en otro par circulos
concéntricos, demuestre que la razén entre sus radios debe ser la misma.

19. Si un circulo esta contenido en el interior de otro, y son tangentes en un en el punto zy. Sea
Q la regién comprendida entre los dos circulos. Demuestre que existe una transformacion
conforme de Q en el disco unitario .

20. Determine si es posible encontrar una transformacién conforme del disco unitario D sobre
{zeC; 0<|z| < 1}.

21. Encuentre una aplicacién que envie las circunferencias |z| = 1y |z— (1/4)| = 1/4 en circun-
ferencias concéntricas. { Hay alguna relacién entre las razones de sus radios?

22. Si T es una aplicacién de Mobius, T # Id, muestre que una aplicacion de Mobius S conmuta
con 7T si Sy T tienen los mismos puntos fijos.
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23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.

35.

36.

Si SL,(C) es el subgrupo de GL,(C) que consta de todas las matrices con determinante 1,
muestre que la imagen de SL,(C) bajo el homomorfismo y : GLy(C) — Mob, descrito en la
pégina 228 es Mob. ;Cudl es el nicleo de y en SL,(C)?

Considere dos circunferencias secantes %y y 41 y una cadena {%}; de circunferencias
tangentes entre si y a 6y y %1. Demuestre que los puntos de tangencia estan todos ellos sobre
una misma circunferencia la cual pasa por los puntos de interseccién de 6 y 6.

Sean %), 6> y ;3 tres circunferencias tangentes dos a dos. Demuestre que existen dos
circunferencias 4y ¢” que son tangentes a 6} parak = 1,2, 3.

Encuentre todos los subrupos abelianos del grupo de las transformaciones de Mobius.
Demuestre que el grupo de las transformaciones de Mobius es un grupo simple. Recuerde
que: Si (G,-) es un grupo, y N = G es un subrupo de G, entonces N es un subgrupo normal
de G, y se denota N < G, si para cada g € G se tiene gNg~! = N. Se dice que un grupo G es
simple, si sus Unicos subgrupos normales son el grupo trivial y el mismo.

La curvatura k de una circunferencia se define como el reciproco de su radio, esto es, si
1 _. az+b
¢ :={z€C;|z—z0| =r} entonces k = —. Si T(z) =
r cz+d

con ad — bc = 1, demuestre que T transforma la recta real en una circunferencia de curvatura

2¢2Im <d> ’ .
c

Demuestre que una aplicacién de Mobius de la forma
az+b
T()=7——
bz+a

puede re-escribirse en la forma

es una aplicacién de Mobius

K=

con |a| > |b|

71—«
T(z)=e®~—= con |a|<]I.
az—1
a) Muestre que esta familia de transformaciones forma un grupo bajo la composicién de
funciones.
b) D¢ una interpretacion geométrica del hecho de que estas transformaciones constituyen
un grupo.
Demuestre que el conjunto de aplicaciones de Mobius de la forma
az+b
T(z)=———— con |a*+|b*=1
—bz+a
forma un grupo bajo la composicién de funciones. Interprete geométricamente el hecho de
que esta familia sea un grupo.
Demuestre el teorema 8.3.7 dado en la pagina 233.

az+b

a
SeaT(z) = ot d

una transformacién de Mébius, y sea [T] = < J

> su matriz asociada

en GL(2,C). Demuestre que:

22 22
Como consecuencia del teorema 8.7.1 de la aplicacién abierta de Riemann enuncie y demues-

tre el teorema de Riemann para regiones simplemente conexas Q C C..

Para cada n € N, encuentre una transformacién conforme del sector angular Q = {z € C; 0 <
argz < m/n} sobre el disco unitario .

Encuentre la transformacion conforme f dada por el teorema 8.7.1 de Riemann de la banda
Q={z€C;0 <Imz< 1} en el disco unitario D que satisface f(1/2) =0y f'(1/2) > 0.
Demuestre que la transformacién f(z) = e(™V/P) transforma el interior de la pardbola
y* =4p(p —x) en el semiplano superior H, , mientras que h(z) = i(y/z— \/p) transforma el
exterior de dicha pardbola en el semiplano superior H, .

( <l > es un vector propio de [T] si, y Unicamente si, z = *L es un punto fijo de T'(z).

7La parébola y? = 4p(p—x) divide a C en dos regiones, llamaremos el interior de la pardbola a la regién que contiene
al foco de la parabola.
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Como mencionamos en las secciones 4.6 y 8.6 las funciones arménicas de dos variables reales
aparecen frecuentemente en la fisica como funciones potenciales de campos planos de vectores.
Asi por ejemplo, si una placa metalica plana ocupa la regién Q y su distribucién de temperatura
permanece estacionaria, entonces la funcion r = u(x,y) que da la temperatura ¢ del punto (x,y) € Q
es una funcién arménica. Esta funcién arménica es una funcién potencial del campo vectorial
Q : Q — R? que describe el flujo de calor. Pueden consultarse los libros de Churchill (J. W. Brown,
2004, Cap. 10) y Dimon Kellog (1954) para una gran y variada cantidad de ejemplos.

Recordamos que en la definicién 4.6.2 vimos que, si Q C C es un conjunto abierto, conexo y
u: Q — R es una funcién de clase (), entonces u es una funcién arménica en  si

2 2
Au(z) = (% + g—yg) (z) =0 paracada ze€ Q.

A lo largo del presente capitulo estudiamos algunas propiedades fundamentales de las funciones
armonicas y las caracterizaremos localmente como la parte real de una funcién holomorfa. En el
teorema 9.1.5, pagins 266, se presenta una caracterizacioén de los conjuntos simplemente conexos
en términos de funcicones armoénicas y holomorfas. Ademas presentamos la definicién de nicleo
de Poisson y la representacion de funciones armdnicas via el nicleo de Poisson.

Funciones armonicas

Dada una funcién arménica definida en un abierto conexo Q C C, por medio de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, conocemos las derivadas parciales de su conjugada arménica v. Cuando
la conjugada armonica v de la funcién u exista, el calculo de las funciones potenciales de la
forma diferencial —uy dx + u,dy nos lleva. al menos en casos sencillos, a expresiones explicitas
para la funcién v. Un “método analitico"para tratar el problema, es el denominado método de
Milne-Thomson, véase por ejemplo Needham Needham (2002). Aunque precise ciertas condiciones
restrictivas, este método proporciona directamente funciones holomorfas f con parte real prefijada
u.

Su justificacion se basa en los siguientes resultados: toda funcion holomorfa es C—diferenciable
y reciprocamente, ademds dos funciones holomorfas definidas en un abierto conexo €2 son iguales
si, y solamente si, coinciden en un conjunto de puntos de  que tenga al menos un punto de
acumulacién en Q, véase el teorema 5.3.3, pagina 132.
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Sea Q C C un abierto conexo que corte al eje real, con lo cual la interseccién de Q con R
contendrd al menos un segmento abierto.
Dada entonces una funcién # armdnica en , notemos que la funcién definida en €2 como

filx+1y) = uc(x,y) —uy(x,y)

es holomorfa en Q.
Supongamos que sabemos encontrar una funcién g holomorfa en Q tal que

g (x) = f1(x) = ux(x,0) — 1y (x,0) para todo x € QNR;

como consecuencia del principio de continuacién analitica, teorema 5.3.2, 129, se tiene que
g'(z) = f1(z), y la parte real de g difiere de u en una constante real, es decir, Reg = u + ¢ para
alguna c € R.

La funcién f = g+ ¢, para una constante real adecuada c tiene como parte real la funcién
armoénica u.

El método de Milne-Thompson puede programarse en programas de andlisis numérico como
Maple, Mathlab, Mathematica, Scilav, Octave, wxMaxima entre otros. Pero tanto si se usa este
método sigue siendo necesario verificar los resultados obtenidos y valorar el alcance de los pro-
cedimientos empleados, muy especialmente debido a que los programas de cdlculo simbdlico, en
general, no tienen en cuenta el dominio de las funciones que intervienen, manipulando tan solo
funciones dadas por férmulas, por decirlo de alguna manera.

El método de Milne-Thompson.

El método de Milne-Thompson puede esquematizarse como sigue, dada una funcién arménica
u(x,y) definida en un abierto Q que intersecte al eje real en un abierto no vacio:
1. Calcilese u,(x,y), la derivada parcial de u respecto de x;
Calcilese ahora uy(x,y) la derivada parcial de u respecto de y;
En u,(x,y), la derivada parcial de u con respecto a x, sustitiyase y = 0 para calcular u,(x,0);
En uy(x,y), la derivada parcial de u con respecto a y, sustitiyase y = O para calcular u,(x,0);
Sustitiyase x por z = x+1y = (x,y) en la expresion u,(x,0) — 1, (x,0) para obtener la funcién
fi(2);
6. Intégrese la funcién fi(z) con respecto a la variable z, es decir, obtenéngase una primitiva
2(z) de la funcioén fi(z);
7. Calcilese f(z) = g(z) —Re g(xo) + u(xo,0) para cualquier xo € QN R. Entonces f(z) +ic,
con ¢ € R, es una funcién holomorfa con parte real u para cada c.
8. Si se busca una funcién arménica conjugada de u, determine la parte imaginaria de f(z).

A

Ejemplo 54

A continuacién aplicaremos el método de Milne-Thompson para la funcién u(x,y) = e* cosy.

Es claro que uy, = €* cosy y u,, = —e"* cosy de donde Au = 0 para cada (x,y) € R?, es decir, u
es una funcién arménica en R?> = C.

1. uy(x,y) = €* cosy,

etdz = et
g(z) —Re e +€cos0 = g(z), xo=0€R,
(z) =€ +c, ceR,
Im f(z) =Ime* ™ = " seny.
10. Por lo tanto f(z) = €° es una funcién holomorfa con Re f(z) = u(x,y).
Para una funcién arménica definida en Q C C, en la seccién 4.6, ecuacion 4.6, pagina 103,
establecimos la diferencial conjugada de u,

Jdu u u u
*du = adx—i— a—ydy = —a—ydx—l— ady,

,0)
,0)207

A A o
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a continuacién mostraremos que ésta forma es cerrada, es decir, d(xdu) = 0.

Proposicion 9.1.1 Sea Q C C un conjunto abierto conexo. Si u : Q — R es una funcién arménica,
entonces la forma diferencial
du

du
xdu = —a—ydx—i— ga’y

es cerrada en Q.

u du .
Demostracion. Como *du = ———dx+ —dy, por definicién

dy dx

dy

0%u 2%u

2%u 2%u
= 2 ndy+ 28

92 HNT g3

= Au(x,y)dxAdy.

d(xdu) = d<—audx+3l;dy>

dxNdy

Y como u = u(x,y) es una funcion arménica Au = 0, luego entonces d(xdu) = 0, consecuente-
mente *du es una forma cerrada. |

A continuacién mostraremos algunas consecuencias de éste resultado.

Proposicion 9.1.2 Sea Q C C un conjunto abierto. Para una funcién arménica u : Q — R los
siguientes enunciados son equivalentes:
1. La forma diferencial *du = —uy,dx+ u,dy es exacta en Q.
2. Existe una funcién arménica v : Q — R tal que F' = u+1v es holomorfa en Q. (Esto es, existe
una funcién armonica conjugada de u en Q).
Cuando se cumplen estas condiciones, cada primitiva v de la forma diferencial *du es una
funcién arménica conjugada de u en Q.

Demostracion. Supongamos que la forma diferencial *du = u, dx + u, dy es exacta en Q. Si existe
una funcidn diferenciable v : Q — R tal que dv = *du entonces F = u + 1v es diferenciable en Q y
su diferencial es

dF(z) = du(z) +1dv(z) = du(z) + 1% du(z) = f(z)dz

donde f(z) = u, — 1y, es decir, las coordenadas complejas de la aplicacién lineal dF (z) respecto
a la base {dz,dz} son (f(z),0), y esto significa que F es holomorfa en Q. Por lo tanto v es una
funcién armdnica conjugada de u.

Reciprocamente, si v es una funcién arménica conjugada de u, con las ecuaciones de Cauchy-
Riemann para la funcién holomorfa f = u+ 1v se obtiene que

*du= —uydx+uydy =vydx+vydy =dv,
luego *xdu = dv es exacta. |

Observacion 13 En las condiciones de la proposicion anterior si Q es conexo y la forma diferencial
*du es exacta, para conseguir una funcién armonica conjugada de u en Q basta obtener una primitiva
v de la forma diferencial * du. Segin los resultados generales sobre integrales de linea esto se logra
mediante la integral de linea v(z) = fyz xdu donde ¥, es una curva suave por partes en £ con punto
inicial zp € Q y punto final la variable z € Q.
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Corolario 9.1.1 Sea Q C C abierto, 79 € Q y supéngase que r > 0 es tal que B(zo,r) C Q. Si
u es una funcién arménica en B(zg,r) entonces u posee una funcién arménica conjugada dada
explicitamente por la férmula

v(x,y):/}yux(x,t)dt—/xuy(s,yo)ds

0 X0

donde xog = Re z9 y yo = Im zp.

Demostracion. Como la forma xdu es cerrada, entonces *du posee primitiva en B(zo,r), por
ende, es exacta en B(zp,r). De acuerdo con la proposicién anterior existe una funcién arménica
v : B(zo,r) — R tal que F = u+1v es holomorfa en B(zp,r). Segun la observacion anterior, la
funcién armoénica conjugada v se obtiene mediante la integral de linea de la forma *du a lo largo
de la trayectoria con punto inicial zo = xo + 1yp y punto final z = x+ 1y, dada como la suma de la
trayectoria que unen los puntos xg + 1yg con x +1yg y la trayectoria que une los puntos x + zyy con
el punto x + ry. Escribiendo explicitamente esta integral se obtiene el resultado. |

La independencia de la trayectoria queda demostrada por el siguiente resultado

Proposicion 9.1.3 Sea Q C C un abierto. Si u es arménica en Q entonces

/*mr—/f—ﬁz+—ﬂw 0 ©.1)
para todo ciclo 7 homdélogo a un punto en Q.

Demostracion. Como consecuencia del teorema de Cauchy, la integral de fdz se anula a lo largo
de cualquier ciclo homdélogo a un punto en Q. Por otra parte, la integral de la diferencial exacta du
se anula a lo largo de todo ciclo cerrado. |

Proposicion 9.1.4 Siu: © — R es armonica, entonces u es infinitamente diferenciable.

Demostracion. Si zg = xy+1yp es un punto fijoen Qy 0 es tal que B(zp,8) C Q, como consecuencia
del corolario 9.1.1 u tiene una funcién arménica conjugada v en B(zg, ). Es decir, f = u+1v es
analitica, y consecuentemente, infinitamente diferenciable en B(zp,§). Consecuentemente u es
infinitamente diferenciable. |

Teorema 9.1.5 — de caracterizacion de conjuntos simplemente conexos. Sea O g C un
conjunto abierto y conexo no vacio. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) Q es simplemente conexo.

(b) n(y,a) =0 para cada curva cerrada rectificable y en Q y cada punto a € C\ Q.

(c) Cx\ Q es conexo.

(d) Para cada funcién holomorfa f en Q, existe una sucesién de polinomios que converge a f

en Q.
(e) Para cada funcién holomorfa f en Q y cada curva cerrada rectificable y en Q, se tiene

Af:&

(f) Paratoda f : Q — C holomorfa, existe F : Q — C holomorfa tal que F' = f.

(g) Para cada funcién holomorfa f: Q — C tal que 0 ¢ f(Q) existe una funcién holomorfa
g:Q— Ctalqueed =f.

(h) Para cada funcién holomorfa f: Q — C tal que 0 & f(Q2) existe una funcién holomorfa
g:Q — Ctal que g2 = f.

(i) © es homoemorfo al disco unitario ID.

(j) Toda funcién arménica u : QQ — R posee una funcién arménica conjugada.
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Demostracion. Demostraremos que (a) = (b) = ... = (i) = (a) e (i) = (j) = (g)-

(a) = (b) : Supongamos que Q es simplemente conexo. Si ¥ es una curva cerrada rectificable
en Qy aes un punto en C\ Q, entonces (z—a)~! es holomorfa en Q, como consecuencia del
teorema de Cauchy 6.3.1, pagima 157, se tiene que n(y,a) = 0.

b) = c¢) : Supongamos que n(7y,a) = 0 para cada curva cerrada rectificable y en Q y cada
punto a € C\ Q. Si C. \ Q no es conexo, entonces existen dos conjuntos A, B C C. disjuntos,
cerrados, no vacios tales que C.. \ Q = AU B. Sin perder generalidad, podemos suponer que o € B.
Luego entonces, A es un subconjunto cerrado y acotado en C, y como consecuencia del teorema de
Heine-Borel, A C C es compacto. Entonces Q; = QUA = C., \ B C C es un subconjunto abierto,
y A C Q. Como consecuencia de la proposicién 7.6.1, pagina 213, existe un nimero finito de
poligonos i,...,%m en £ \ A = Q tales que para cada funcién holomorfa f en Q; se tiene

R N (9]
f(Z)—k;m et

para toda z € A. En particular, si f(z) es la funcién constante 1, entonces
m
1= Z n(Y/ﬁZ)
k=1

para cada z € A. Asi, para cada z € A, existe al menos un poligono ¥, en Q tal que n(y,z) # 0. Lo
cual contradice n(y,a) = 0 para cada punto a € C\ Q.

(¢) = (d) : Es consecuencia del segundo corolario del teorema de Runge, véase el corolario
7.6.2, pagina 218.

(d) = (e) : Sea y una curva cerrada rectificable en Q, y f una funcién holomorfa en Q, y sea
pr una sucesion de polinomios tales que f = lirolcl) pn en Q. Como los polinomios son funciones

enteras y como € es simplemente conexo Y es homotdpica a un punto, de donde fy pn = 0 para
cada n, y como {p, } converge a f uniformemente sobre la traza de y entonces

(e) = (f) : Sia € Q, como consecuencia del inciso (e) la funcién F : Q — C definida como

F(z) = / f donde 7 es una curva rectificable del punto a al punto z. Como consecuencia del
Y

corolario 6.1.3, pdgina 154, se tiene que F' = f.

(f) = (g) : Si f(z) # 0 para cada z € Q, entonces '/ f es holomorfa en Q. Como consecuencia
del inciso (f), existe una funcién F tal que F’ = f’/f, como consecuencia del corolario 6.1.4,
pégina 154, existe una funcién g : Q — C tal que f(z) = €8 (2) para cada z € Q.

(g) = (h) : Es consecuencia del corolario 6.1.5, pagina 154.

(h) = (i) : El resultado es consecuencia del teorema de la aplicacion abierta de Riemann 8.7.1,
pagina 254.

(i) = (a) : Sea h : Q — D un homeomorfismo, y y: [0,1] — Q una curva cerrada en Q,
entonces la curva o : [0,1] — D dada por o(s) = h(Y(s)) es una curva cerrada en D. Como D es
simplemente conexo, existe una funcién continua H : [0, 1] x [0, 1] — D tal que H(s,0) = o(s) si
0<s<I1,H(s,1)=0si0<s<1yH(0,¢) =H(1l,7) si 0 <t < 1. Luego entonces, la funcién
H=h"10H:[0,1] x[0,1] — Q es una funcién continua, y la curva y es homotépica a un punto,
es decir, Q es simplemente conexo.

(i) = (j) : Como Q # C, el teorema de la aplicacién de Riemann, 8.7.1, pagina 254, implica
que existe una funcién holomorfa 2 : Q — C la cual es inyectivay 2(Q) =D. Siu: Q — R es una
funcién armdnica, entonces u; = uoh ! es una funcién arménica sobre . Como consecuencia
del corolario 9.1.1, pagina 266, existe una funcién conjugada arménica v : D — R tal que f| =
u1 + 1vy es holomorfa en D. Si f = f] o h, entonces f es holomorfa en Q y u = Re f, en particular
v=1Im f = vj oh es una armdnica conjugada de u, tenemos que el resultado buscado.
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(j) = (g) : Supongamos que f : Q — C es una funcién holomorfa nunca nula, y sean u = Re f,
v=Imf. SiU : Q — R se define como

U(x,y) =log|f(x+1y)| =log (1’ (x,y) +V*(x,y)) ,

entonces U es armoénica. Sea V una funcion armoénica sobre € tal que g = U + 1V es holomorfa

en Qy sea h(z) = exp(g(z)). Entonces & es holomorfa y nunca nula, ademads ;ZEZ;' = 1 para cada
z
z € Q. Luego entonces, existe ¢ € C\ {0} tal que
f(z) = ch(z) = cexp(g(z)) = exp(g(z) +c1)-
De donde g(z) + ¢ es una rama de log(f(z)), como esperdbamos demostrar. [ ]

Proposicion 9.1.6 Sea Q C C un conjunto abierto y conexo, y sean u,v : Q — R funciones
arménicas. Si u |G = v|; para algin abierto no vacio G C Q entonces u = v.

Demostracion. Bastara demostrar el resultado cuando v = 0. Consideremos el conjunto £ formado
por los puntos a € Q para los que existe r > 0 tal que u ! B(a,) €S idénticamente nula. Observemos
en primer lugar que, por definicidn, Qg es abierto en Q y como @ # G C Qg tenemos que Qg # 0.
Como € es conexo, para concluir que Q¢ = Q basta ver que € es la interseccién de un cerrado en
C con Q.

Dado a € Q)N Q, existe una sucesién de nimeros complejos a, € Qg tal que nh_r>£10 a, =a. Sea
r > 0 tal que B(a,r) C Q; de acuerdo con la proposicién 9.1.1, pagina 266, existe f : B(a,r) — C
holomorfa tal que Re f = u ’ Bla,r) -

Como la sucesién a, converge al punto a, existe n € Ny 0 > 0 tales que B(a,,8) C B(a,r)y
u ] B(ay,5) = 0. Como f(B(ay,r)) no es abierto usando el teorema de la funcion abierta 5.4.3, pagina
143, se tiene que f es constante.

Lo mismo le ocurre a su parte real u ‘ B(a,r)» que debe ser idénticamente nula debido a que
u(a,) = 0. Asi queda demostrado que a € Qg y con ello que Qo NQ C Q.. [

Hay una generalizacién importante de la ecuacién 9.1 la cual se da para una pareja de funciones

armonicas. Antes de ver esta generalizacion recordamos de célculo que una forma diferencial
pdx—+qdy es localmente exacta si, y solamente si,

/pdx+qdy:O
Y

para toda ¥ = dR donde R es un rectdngulo contenido en Q.
Como consecuencia del teorema de Cauchy esta condicién se cumple si f(z)dz = p(z)dx+
q(z)dy con f analitica en Q.

Proposicion 9.1.7 Si pdx+ qdy es localmente exacta en Q, entonces
/ pdx+qdy=0
Y

para cada ciclo Y homélogo a un punto en Q.
Para una demostracion de este resultado pude consultarse (Ahlfors, 1979, Teorema 16, pg.144).

Proposicion 9.1.8 Si u; y us son arménicas en una region Q, entonces
/ul*duz—uz*dul =0 9.2)
Y

para cualquier ciclo ¥ que sea homdélogo a un punto en Q.
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Demostracion. De acuerdo con la proposicién 9.1.7 basta mostrar el resultado para Y = dR, donde
R es un rectdngulo contenido en . En R, las funciones arménicas u; y u, tienen funciones
conjugadas univaluadas v y v, y podemos escribir

upx duy —up * duy = uydvy —updvy = uydva +vyduy — d(upvy)
donde d(uy vy ) es una diferencial exacta, y u; dv, + vi duy es la parte imaginaria de
(uy +wv1)(duy +1dvy).

La tdltima diferencial puede escribirse como Fj f> dz donde Fi(z) y f2(z) son analiticas en R. Como
consecuencia del teorema de Cauchy, la integral de Fj f> dz se anula, en particular, la integral de su
parte imaginaria. |

Si aplicamos la proposicion 9.1.8 con u; = logr y u; igual a una funcién arménica u en B(0,p),
con Q = B(0,p)\ {0}, y yelciclo C; — C, donde C; es la circunferencia de radio r; con 0 < r; < p
recorrida en levégiro. Sobre una circunferencia |z| = p tenemos *du = p(du/dr)d0 asi de la
ecuacion 9.2 se tiene

9 9
togry [ n%tdo~ [ uao—togr [ n5ta0~ [ uae.
G r G G r G

En otras palabras, la expresiéon

/ ud@—logr/ r@de
=" [el=r Or

es constante, y esto es cierto incluso si s6lo se sabe que u es armoénica en un anillo. Como
consecuencia de la ecuacion 9.1, pagina 9.1, tenemos nuevamente al considerar el ciclo C; — C; que

es constante en el caso de un anillo y cero si u es armoénica en todo el disco. Combinando estos
resultados se tiene

Proposicion 9.1.9 La media aritmética de una funcién arménica u sobre circunferencias concéntri-
cas |z| = r es una funcion lineal de logr,

1 /
— ud6 = alogr+ 9.3
27 J|o|=r gr+p )

y si u es arménica en el disco B(0,p), con r < p, entonces & = 0 y la media aritmética es constante.

En el dltimo caso B = u(0). Por continuidad, y cambiando a un nuevo origen se tiene el
siguiente resultado, que es el andlogo de la férmula integral de Cauchy.

Teorema 9.1.10 — El teorema del valor medio. Sean Q C C abierto, u : Q — R una funcion
armoénica y B(zo,r) C Q; entonces

1 2r
I / u(zo + re'®) d6. 9.4)
21 Jo

Demostracion. Sea R > 0 tal que B(zo,r) C B(z9,R) C ©; como B(0,R) es un conjunto abierto
simplemente conexo contenido propiamente en C, existe f una funcién holomorfa en B(0,R) tal
que u = Re f. Como consecuencia del principio de la media para funciones holomorfas, (véase
5.3.4) tenemos que

1 4

flzo0) = 27 Jo f(zo+re")dt.
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Tomando las partes reales en ambos lados de la igualdad anterior se tiene

1 2
u(zo) = Ref(zo):Re—/ flzo+ re'")dt
27w Jo
1 2r .
= — "dt.
275/0 u(zo+re'")d

Definicion 9.1.1 Sean Q C C abierto y u : Q — R una funcién continua; diremos que u tiene la
propiedad del valor medio si cuando B(zo,r) C Q entonces

1 2 "
u(zo) = E/o u(zo+re")dt.

Uno de los resultados que veremos posteriormente consistird en mostrar que cualquier funcién
continua definida en una regién que satisface la propiedad del valor medio es una funcién arménica.
Uno de los principales resultados que se usa para demostrar este hecho es el andlogo del teorema
del médulo méximo para funciones armonicas.

Teorema 9.1.11 — Principio del médulo mdximo (primera versién). Sea Q C C un conjunto
abierto conexo y supongase que u :  — R es una funcién continua que satisface la propiedad
del valor medio. Si existe un punto zo € Q tal que u(zo) > u(z) para todo z € Q entonces u es
una funcién constante.

Demostracion. Consideremos el conjunto A definido por
A={z€Q; u(z) =u(z0)}.

Como u es una funcién continua, el conjunto A es cerrado en Q.

Si a € A podemos elegir r > 0 tal que B(a,r) C Q. Supongamos que existe un punto b € B(a,r)
tal que u(b) # u(zo); por hipétesis u(b) < u(zp). Por continuidad, u(z) < u(z9) = u(a) para toda z
en una vecindad del punto b. Si p = |a—b|y b=a+ pe'P,0 < B < 27 entonces existe un intervalo
1S [0,27] tal que B € 'y u(a+ pe'®) < u(zy) para toda 6 € I. Por la propiedad del valor medio

9.1.1 tenemos que

1 2n
u(a) = ﬁ/o u(a+pe')dt < u(a),

lo cual es una contradiccién.
Consecuentemente B(a,r) C A, por lo que el conjunto A también es abierto, y por conexidad de
Q, tenemos que A = Q, es decir, la funcién u es constante. [ |

Teorema 9.1.12 — Principio del médulo maximo (segunda version). Sea Q C C un
conjunto abierto y conexo, y sean u,v : Q — R dos funciones continuas y acotadas en Q que
tienen la propiedad del valor medio. Si para cada punto a en la frontera extendida de €, es decir,
para cada punto de a en la frontera de Q como subconjunto de C... que denotaremos a € 9.2,
se tiene que

limsupu(z) < liminfv(z)
7—a —a

entonces u(z) < v(z) para cada z € Q o bien u = v.

Demostracion. Fijemos a € d.Q y para cada 0 > 0 consideremos Q5 := QN B(a, §). Por hipétesis,
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0o > (%11% [sup{u(z); z € Q5} —inf{v(2); z € Qs}]
= é{g}) [sup{u(z); z € Qs} +sup{—v(z); z € Qs}]
> limsup{u(z) —v(z); z€ Qs}.

6—0

De donde, limsup|u(z) — v(z)] < 0 para cada a € d-Q. Por lo cual, basta demostrar el teorema
Z—a

bajo la hipétesis v(z) = 0 para cada z € Q.
Supongamos que para cada a € d..Q

limsupu(z) <O0. 9.5)

Z—a

Por la primera versién del principio del médulo médximo bastard mostrar que u(z) < 0 para cada
z € Q. Supongamos que u satisface 9.5 y que existe un punto b € Q con u(b) > 0. Sea € > 0 tal que
u(b) >eyseaB={z€Q; u(z) > €}. Sia € d.Q entonces 9.5 implica que existe un 6 = §(a) tal
que u(z) < € paratoda z € QN B(a, ).

Como consecuencia del lema de la cubierta de Lebesgue, puede elegirse una 6 independiente
de a. Esto es, existe un 0 > 0 tal que si z € Qy d(z,0.Q) < 6 entonces u(z) < €. Asi,

BC{z€Q; d(z,0-Q) > 8}.

Por tanto B es acotado en el plano, y como claramente B es cerrado, B es compacto. Si B # 0,
existirfa un punto zo € B tal que u(zo) > u(z) para toda z € B. Como u(z) < € para z € Q\ B, esto
significa que u alcanza su valor maximo en Q. Por tanto u debe ser una funcién constante. Pero
esta constante debe ser u(zp) la cual es positiva, lo cual contradice la ecuacién 9.5. n

Corolario 9.1.2 Sea Q C C un conjunto abierto, conexo y acotado y supongamos que w: Q — R
es una funcién continua que satisface el principio del valor medio en Q. Si w(z) = 0 para toda
z € dQ entonces w(z) = 0 para toda z € Q.

Demostracion. Tomemos v =0y w = u en el teorema 9.1.12. Asi w(z) < 0 para toda z o bien
w(z) = 0. Ahora tomemos w = v y u = 0, entonces w(z) > 0 para toda z o bien w(z) = 0. Como
ambos casos se satisfacen w = 0. |

El principio del mdximo tiene la siguiente consecuencia:

Corolario 9.1.3 Si u es una funcién continua definida en un conjunto conexo, cerrado y acotado
Q C Cy es arménica en el interior de 2, entonces u esta determinada univocamente por sus valores
en dQ.

Demostracion. Una funcién arménica satisface el principio del médulo maximo, véase 5.4.4, esto
implica que si dos funciones u y v son armdnicas en una regién £, continuas en Q, y coinciden en
dQ, entonces u = v. Lo anterior es consecuencia de que u — v tiene maximo y minimo igual a 0,
por lo tanto u = v. |

Observacion 14

Para las funciones armonicas no es valido el principio de identidad similar al de las funciones
holomorfas; por ejemplo, la funcién u(z) = log|z| es arménica en C\ {0} y se anula sobre S! =
{z € C; |z| = 1}, pero no es idénticamente nula.



9.2

272 Capitulo 9. Funciones arménicas

El nGcleo de Poisson

Si B(zo,r) C Q y u es una funcién arménica en Q, el teorema del valor medio determina el
valor de la funcién arménica u en el punto zg, y nos basta con esto, pues usando una transformacién
de Mobius podemos enviar cualquier punto z; € B(zo,r) en el punto zp, (véase el lema 5.4.4).

Para ser explicitos, supongamos que u es armoénica en B(0,R). La transformacién de Mobius

= s(p) = et

mapea el disco unitario cerrado con centro en el origen y radio 1 en el disco cerrado con centro en
el origen y radio R, ademds S(0) = zo. La funcién u(S()) es arménica en el disco unitario cerrado
con centro en el origen y radio 1, y como consecuencia del teorema del valor medio tenemos

1

) = g [, St
Como
_ R(z—20)
6= R? -7z
tenemos

d 1 z
dargl = —zé,:—l( 4+ >dz

4 z—z20 R*—7Z0z

z 202
= + do.
(Z—Zo Rz—zoz>

Sustituyendo R* = 7z, el coeficiente de d6 en la tiltima expresién puede reescribirse como

Z 20 _Rz—|20|2
z—z20 2—2 |z—z0|?

o0 equivalentemente, como

{ o
1 <z—|—zo +z+zo> Re <z+zo>.
2\z—20 Z—720 7—20

Asi obtenemos las dos formas de la formula de Poisson

1 R? —|20)?

M(ZO) = M/Z_R|Z_Z02M(Z)de (96)
1 Z+z2

- M/Z_RRe (Z_Z(;) u(z)do, 9.7)

y en coordenadas polares

R e (Re'®)d6 ©8)
W= 0r b R2—2chos(6—t)+r2u ¢ ' '

Definiciéon 9.2.1 Sea a € C, R > 0. Definimos el niicleo de Poisson para B(a, R), 1a bola abierta
con centro en a y radio R, como la funcién

Reé"+(z—a)

P, t)=Re | ———F=
ak(2,1) =Re (Re”(za)

) , z€B(a,R),t eR.

Si ¢ es una funcién definida sobre {z € C; |z—a| = R}, y si la funcién t — ¢(a+ Re") es
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integrable sobre el intervalo [0,27], se define la integral de Poisson de ¢ como la funcién

1 2

Par(9)(z)

Sia=0yR =1, escribimos

=57 | Puren)9(atRe")dr.

14z

P(z) = Py,1(z,0) =Re <1 _Z) , paralz] <1;

si z=re'® (r > 0), escribiremos

P(0)=P(re®) = Re<1+re”>

1 —ret

1—r2
= e
1—r2

- 1472 —2rcos@’ ©-9)

Como consecuencia de la ecuacién 9.9 es claro que P,(60) es una funcién no negativa, par y
periédica de periodo 27, es decir, 0 < P.(0) = P.(—0) = P.(6 +2m).
Para |z| < 1 se tiene que

1+z

—=(142) ) "=1+2) 7,
I—z n=1 n=1

de donde

P.(6)=1+2) r"cosnf= Y rlnlemn®.

n=1 n=-—oo

Ademis, si z € B(a,R) tenemos que z = a + re'?, por lo que

Pur(z,t) =P (% e’<9*’>) .

Lema 9.2.1 Sea Q C C un conjunto abierto, y supongamos que f : Q — C es una funcién

= . L. . 1 = .
holomorfa, entonces f'y f son funciones arménicas en €2; en particular Re f = 5( f+ f) también
es armoénica.

Demostracion.

c_a af_cf_ii?—iz_
Af_8z<az>_0’ Af_az<az>_az<az>_0'

Lema 9.2.2 El nicleo de Poisson satisface las siguientes propiedades:
1. Parar € R fijo, el niicleo de Poisson P, g(z,?) es una funcién arménica en B(a, R).
2. Pur(z,t) >0y
3. Paraz € B(a,R), 0 < r < R se tiene que

1

2w
E/o Porla+re® 1)do=1.

Demostracion. Parat fijo, es claro que la funcién

_Re"+z—a

file) = Re"—z+a
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es holomorfa en B(a,R). Como consecuencia del lema anterior Re (f;) es arménica en B(a,R),
luego entonces

Re" 4 (z—a)

Far(z,1) =Re <Re" —(z—a)

) =Res(a

es armonica en B(a,R).
Supongamos 0 < r < R, siz=a+re'® y p = r/R, entonces
Pur(z) = P(pe®)) = By(0 —1).
Como 1+ p?—2pcos(6 —t) > 1+p%2—2p = (1—p)? > 0, tenemos que

L—p? >0

Par(z,t) = Fp (6 —1) = 14+ p%2—2pcos(6—t)

Finalmente

Lema 9.2.3 Sea0 < § < m/2. Entonces, para0 < 6 <271 — J se tiene

1—r2
1 —cos?d pafa

En particular, h’rr]l P,(6) = 0 uniformemente para d < 6 <2m —§.
r—

0<P(0)< 0<r<l.

Demostracion. Sim/2 <0 <3m/2, entonces cosd <0, de donde 1+ r*—2rcosO > 1. Siademas
0 <0 <x/2, tenemos que 0 < cos O < cos d, asi que

14+r>—2rcos® > 1+r>—2rcosd
= 1—cos’8+ (r—cosd)>>1—cos’$.

Un argumento similar se aplicasi37/2 <0 <2m—§. [

Teorema 9.2.1 Sea ¢ una funcién continua y real valuada definida sobre la circunferencia
unitaria S! = {z € C; |z| = 1}. Siz=re'®, 0 < r < 1, considere la integral de Poisson de ¢:

_ 1
Y

u(2) /O 7 B(8 =)0 (e")dr.

Entonces, u es arménica en D y u(z) — ¢(e”) cuando z — ¢"; ademds la convergencia es
uniforme en ¢.

Demostracion. Si0<r<lyz= re'?, entonces

21

u(z) = P.(6—1)p(e")dt

1

27
Ll
~ Re (;ﬂ /OM (%) ¢(e”)dt>
~ Re <217r/027r (jj;;j) d)(e”)dt).

S—
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Definimos g : D — C como
L etz o,
= [ === dt.
8@ =57 | Sao(e

Como u es la parte real de g, basta demostrar que g es holomorfa en ID. Es decir, necesitamos
mostrar que el siguiente limite existe:

1im 8@ 6) —s8(2)
-0

z#0

Como

g(z+¢) —g(z2)

¢

= ¢l (FErg a5 eena)
21 el .

— 217r/o (e”—(z+2C)) 2 o (e")dt

1 2@ 2" .
— T2 p(eyar,
5 27{/0 )

Como consecuencia del lema 9.2.2, pagina 273, si 0 < r < 1 entonces
1 2
— P.(6—1)d6 =1.

Luego entonces, dado 79 € R fijo tenemos que

2n
w0 = o [T RO-nodr— (e
1 2z
= 5 | Re=n (@0 ar

Como ¢ es continua en S', dada & > 0 podemos elegir § > 0 tal que
|p(e") — ()| <& si | —e™| < 8.

Ademds, si | — 0| > § y si ¢'? es suficientemente cercano a €0, entonces |e'( %) — 1| > § /2.
Como consecuencia de los lemas 9.2.2 y 9.2.3, existe una constante C(J) que depende sélo de
0 tal que

=
—~
2N
~—
|
<
—~
R
S
=
IA

@)1 -7 [ o)~ o(e)ar

0
+e§ /OMP,(O —1)dt
< (M+2m|¢(e)])C(8)(1 - ) +e

2
donde M = / |0 (e")|dt. Si r es suficientemente cercano a 1, este nimero es menor a 2€. Por lo

cual u(z) — ¢(e") uniformemente en ¢ cuando z — e". [ ]

Por medio de un cambio de variable podemos reescribir este teorema como sigue:
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Teorema 9.2.2 Sean a € C, R > 0 y ¢ una funcién continua sobre la circunferencia {z €
C; |z—a| = R}. Entonces la funcion u sobre B(a,R) dada por

_ | Pur(9)(z), si z€B(a,R)
u(Z)_{ ¢(§), si |g—al =R’

es continua en B(a,R) y arménica en B(a,R).

Como una consecuencia inmediata del teorema 9.2.1 tenemos:
Corolario 9.2.1 Siu: D — R es una funcién continua que es arménica en ID entonces
1 27
u(re'®) = — P.(6 —1)u(e")dt
21 Jo
para 0 <r < 1ytoda 6. Ademads, u es la parte real de la funcién holomorfa

@)= /'Menﬂu(el’)dr.

S 2n)o et—z

Corolario 9.2.2 Seaa € C, p > 0, y supéngase que ¢ es una funcién continua y real valuada sobre
{z € C; |z—a| = p}; entonces existe una tnica funcién continua w : B(a,p) — R tal que w es
arménica en B(a,p) y w(z) = ¢(z) si |z—a| = p.

Demostracion. Consideremos f(e'®) = ¢(a+ pe'®); entonces f es continua en la frontera de la
bola unitaria con centro en el origen, es decir, S'. Si u : D — R es una funcién continua tal que u es
arménica en Dy u(e'®) = f(e'?), entonces

wo0-+(55)

es la funcién deseada sobre B(a,p) [

Ahora es posible enunciar el reciproco del teorema del valor medio 9.1.10.

Teorema 9.2.3 Sea Q C C abierto, si u : Q — R es una funcién continua que satisface la
propiedad del valor medio, entonces u es armonica.

Demostracion. Paraa € Q elegimos p > 0 tal que B(a,p) C Q; bastard demostrar que u es arménica
en B(a,p). Como consecuencia del corolario 9.2.2 existe una funcion continua w : B(a,p) — R
que es arménica en B(a, p) y tal que w(a+ pe'®) = u(a+ pe') para toda 8. Como u — w satisface
la propiedad del valor medio y (u—w)(z) =0 si [z—a| = p, luego por el corolario 9.1.2 tenemos
que u = w en B(a,p); en particular, u debe ser armoénica. |

La férmula de Poisson 9.7 nos permite expresar una funcién arménica por medio de sus valores
en una circunferencia, lo cual tiene como consecuencia el siguiente resultado:

Teorema 9.2.4 — Desigualdad de Harnack. Dada una funcién u : B(a,R) — R continua,
armoénica en B(a,R) y u > 0, entonces para 0 < r < Ry toda 6 se tiene que

R—r R+r
0) < <
RO su@ s gz

u(0) 9.10)

Demostracion. SiR >0y 0 <r <R, para |z| < r podemos escribir la férmula de Poisson 9.7 como

1 27 RZ_ ;2 0
=— ————u(Re"”)dO 9.11
W)=z | e g R0, ©.11)
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de donde

R—r RZ— 2 R+r

< < : 9.12
R+r~ |Re®—z>? — R—r ©-12)
De la férmula 9.11 obtenemos la siguiente estimacién
1 R+r (27
< — Re?)|ao.
)| < 5 [ u(Re?)
Ya que u(Re'?) > 0, podemos utilizar las desigualdades de 9.12 para obtener
1 R—r [?7 1 R+r [2m
— Re®)dO <u(z) < —— / Re)do.
27rR+r/o u(Re™)d6 < u(z) < 2t R—rJo u(Re")
Como la media aritmética de u(Re'®) es igual a u(0) tenemos que
R—r R+r
< < .
o ou(0) < u(z) < T u(0)
|

9.3 El principio de reflexion

Algunas funciones cumplen la condicién f(z) = f(Z) en ciertos dominios y otras no, por
ejemplo, las funciones f(z) =z -+ 1y g(z) = z* tienen esa propiedad cuando el dominio es todo
el plano, pero no ocurre lo mismo para /(z) = z+1 0 k(z) = 1z>. El teorema, conocido como el
principio de reflexion, permite predecir cudndo m = f(2).

El principio de reflexién se basa sobre en el hecho de que si u(z) es una funcién arménica,
entonces u(Z) también es arménica, y si f(z) es una funcién holomorfa, entonces f(Z) también
es holomorfa. De manera més precisa, si u(z) es arménica y f(z) es holomorfa en un abierto
conexo Q, entonces u(z) es arménica y f(Z) es holomorfa como funcién de z en el conjunto
Q* = {z € C; z € Q} que se obtiene reflejando Q sobre el eje x; esto es, z € Q* si y Unicamente si

7€ Q.

Teorema 9.3.1 — Principio de reflexion de Schwarz. Sea Q C C un conjunto abierto conexo
tal que Q=Q*. Si Q, =QNH,, Q={z€Q; Imz=0}, Q_ ={z€ Q; Imz <0}, y si
f: Q — C es holomorfa, entonces

f@)=fR)

en todo punto z € Q si, y solamente si f(x) € R para cada x € Q.

Demostracion. Supongamos que Q* = Q; como Q es conexo, éste debe intersecar el eje real a
lo largo de, al menos, un intervalo abierto . Supongamos ahora que f(z) es holomorfa en Q y
f(z) €Rsiz€R. Como h(z) = f(z) — f(Z) es holomorfa y se anula a lo largo de un intervalo,
como consecuencia del principio de identidad 5.3.1, h(z) debe ser idénticamente nula, es decir
f(z) = f(z) en Q. Si f = u—+w entonces u(z) = u(z), v(z) = —v(2).

Reciprocamente, si m = f(z) y escribimos f = u+ v, entonces

u(@) —w(z) =u(z) +w(z).

En particular, si (x,0) es un punto en un segmento del eje real contenido en Q, y si z=x+1y = (x,y)
entonces

u(x,0) —w(x,0) = u(x,0) + v(x,0)

e igualando las partes imaginarias tenemos que v(x,0) = 0. Por tanto, f(x) € R en ese segmento. W
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L4

Q

Figura 9.1: Q es un conjunto abierto tal que Q = Q*

Teorema 9.3.2 Sea Q C C un abierto conexo, y supongamos que Q = Q*. Supongamos que
v(x) es una funcién continua en Q. UQ, arménica en Q. , y cero en Q. Entonces v tiene una
extension arménica a Q la cual satisface la relacién v(zZ) = —v(z). Bajo las mismas hipétesis, si
v es la parte imaginaria de una funcién analitica f(z) en ., entonces f(z) tiene una extension
analitica la cual satisface f(z) = f(2).

Demostracion. Para demostrar este teorema, consideremos la funcion

v(z) si z€Qy
V(z) = 0 si z€Qp
—v(z) si ze(Qp)

Debemos mostrar que V (z) es una funcién arménica en Q. Para esto, sea xo € I y consideremos
una bola B(xo, R) con centro en xy contenida en Q, y denotemos por

Py r(V)(2)

la integral de Poisson con respecto a esta bola determinada por los valores frontera V. Entonces
V — Py, gV es armonica en la semibola superior. Se anula sobre la semicircunferencia, y por el
teorema 9.2.2, también sobre el didmetro, ya que V tiende a cero por definicion y Py r se anula por
simetria. Como consecuencia de los principios del mdximo y el minimo V = P, g en la semibola
superior, el mismo argumento se utiliza para la parte inferior. Concluimos asi que V es arménica en
B(xo,R), y en particular, en xp.

Para la parte restante del teorema, consideremos nuevamente una bola con centro en xg € I,
extendamos la funcién v a toda la bola, entonces v tiene una funcién arménica conjugada —ug
en la misma bola la cual podemos normalizar en forma tal que up = Re f(z) en la mitad superior.
Consideremos la funcién Uy(z) = uo(z) — uo(z). Sobre el didmetro, que estd contenido en R, es

U
claro que =0 y ademds
ox
U _ 90 _ 50V _
dy dy ox
Consecuentemente la funcidn analitica
Uy Uy
-0 _ ==
dx dy

se anula sobre el eje real, y asi, es identicamente nula. Por lo cual Uy es una funcién constante, y
dicha constante es cero, consecuentemente uo(z) = uo(Z)-

Ya que la construccién puede repetirse sobre bolas arbitrarias, uy deberd coincidir en aquellas
que se traslapen, asi puede extenderse a toda Q. |
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El problema de Dirichlet

El problema de Dirichlet, quiza el mds importante en la teoria de las funciones armonicas,
consiste en lo siguiente:

Dado un conjunto abierto Q C C y una funcioén continua ¢ sobre dQ, ;existird una funcion
continua h definida sobre Q, arménica en Q, tal que h|yo = ¢ ?

Formalmente tenemos la siguiente definicion:

Definicion 9.4.1 Sea Q C C un conjunto abierto y acotado, y sea ¢ : dQ — R una funcién
continua real valuada sobre dQ. Diremos que el problema de Dirichlet es soluble con valores
frontera ¢ si existe una funcién 4 continua sobre Q tal que /|q es arménicay h|yq = ¢.

Si el problema de Dirichlet con valores frontera ¢ es soluble para toda funcién continua ¢
definida sobre dQ, diremos que el problema de Dirichlet es soluble sobre Q, y diremos que Q
es una regién de Dirichlet.

El teorema 9.2.1 nos dice que la integral de Poisson da una solucién al problema de Dirichlet
en la bola unitaria con centro en el origen y para una funcién ¢ continua definida en la frontera
de la bola unitaria con centro en el origen. Pero el caso de regiones arbitrarias es mucho mds
dificil. Los abiertos simplemente conexos son regiones de Dirichlet (véase (Conway, 2010, Vol. I,
Cap. X, Cor. 4.18, pg. 274)). Aunque aqui no demostraremos este resultado general, para ciertos
abiertos simplemente conexos g C es posible demostrar que son regiones de Dirichlet y obtener
explicitamente la solucién del problema de Dirichlet a partir de la solucién del problema en D.

Segun el teorema de la aplicacién de Riemann 8.7.1 todo abierto simplemento conexo ; Ces
conformemente equivalente a [D. Cuando un abierto simplemento conexo g C tiene la propiedad
de que el isomorfismo conforme 4 : Q — ID se puede extender a un homeomorfismo h:Qw—D
diremos que € tiene la propiedad de extension.

En este caso la restriccién de 7 a la frontera 9. es un homeomorfismo entre las fronteras
0. 'y dD luego, una condicién necesaria para que Q tenga la propiedad de extensién es que
su frontera sea una curva cerrada simple sobre la esfera de Riemann (en el caso de un abierto
acotado €, serd una curva de Jordan en el plano, es decir, una curva cerrada homeomorfa a
una circunferencia). Esto es, una condicién necesaria para que un abierto acotado simplemente
conexo Q g C tenga la propiedad de extension es que su frontera sea una curva de Jordan. Esta
condicién necesaria también es suficiente. Aunque no demostramos aqui este resultado, la idea es
la siguiente: en primer lugar se demuestra que si dQ es una curva de Jordan entonces cada punto

a € dQ es un punto frontera simple, 1o cual significa que para cada sucesioén a, € Q con lim a, = a
n—soo

existe una funcién continua y: [0,1) — Q con tlgl} Y(t) = a, y una sucesion estrictamente creciente
0<t1 <th<...<t, <ty <...tal que ¥(t,) = a, para cada n € N, véase (Rudin, 1986, Chap.
14)).

Después de lo antes mencionado, es ficil dar un ejemplo de un abierto simplemente conexo
sin la propiedad de extension: El conjunto Q =D\ {x € R; 0 <x < 1} no tiene la propiedad de
extension, pues cada x € [0, 1) es un punto frontera que no es simple.

Proposicion 9.4.1 Todo abierto simplemento conexo Q ; C con la propiedad de extension es una
region de Dirichlet.

Demostracion. Sea h: Q — I un isomorfismo conforme que se extiende a un homeomorfismo
h: Q. — D. La restriccién ho de & a la frontera d.Q es un homeomorfismo entre las fronteras
ho : 0Q — 9D, luego toda funcién continua @ : 9.Q — R es de la forma ¢ = ¢ o hy donde
¢ : 9D — R es continua. Sea u : D — R la solucién del problema de Dirichlet en D dada por el
teorema 9.2.1. La funcién continua &7 = uoh : Q.. — R coincide con (5 sobre la frontera d..Q y es
armonica en Q, luego entonces « es la solucién del problema de Dirichlet en  con la condicién de
frontera (5 . |

Ejemplo 55 El problema de Dirichlet en el semiplano superior
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Para solucionar el problema de Dirichlet en el semiplano superior consideremos la transforma-
cién de Mobius 7' : H; — I dada por

z—1 1 1Z+1
T(z) = ——, entonces T "(z) = .
@) Z+1 @) —z+1

i(z) =u(T(z)) =Re <21m /|c|—1 gf;g o(T7({)) df)

Con el cambio de variable t = T~!({) 1a solucién del problema de Dirichlet para la funcién
continua ¢ : JH, — R sera:

L= yot)
/_( dt 9.13)

9.5 Ejercicios

1.

n
Sea f(x,y) = Z arx*y' para toda x,y € R. Demuestre que f(x,y) es arménica si, y sola-
k,1=0

mente Si:

a) k(k - l)ak71_2 +l(l — l)ak_z_j =0para2 <k, <n.

b) a,_1;=a,;=0para2 <[ <n.

¢) gp—1=ar, =0para2 <k <n.
Si Q C C es un abierto conexo y f es una funcion holomorfa nunca nula en Q, demuestre
que la funcién u = log | f| es una funcién arménica en Q.
Utilice la expresion 9.1.1 para obtener una arménica conjugada de la funcién arménica
u(x,y) = x> — 3xy. Escriba la funcién holomorfa resultante en términos de la variable com-
pleja z.
La aplicacion f(z) = €° transforma la franja horizontal Q = {z € C; 0 < Imz < 7} en el
semiplano superior H, = {z € C; Imz > 0}. Por otra parte, la funcién h(x,y) = x> —y* es
armonica en H, .
Aplique esta informacién para demostrar que la funcion H(x,y) = e
Q. Posteriormente, verifique el resultado directamente.

2¥cos2y es arménica en

. Demuestre que cualquier funcién armoénica que depende solamente de la distancia r a un

punto fijo zo € C debe ser de la forma a Inr + b con a y b constantes.

Si f(z) = u(x,y) +w(x,y), donde z = x+1y, es conforme en los puntos de una curva suave
Y, y I' la imagen bajo f de la curva 7. Si una funcién h(x,y) satisface en los puntos de T’
alguna de las condiciones

dh

h = hy %—0

donde hg es una constante real y dh/dn denota la derivada normal a I', demuestre qur la
funcién

H(x,y) = h(u(x,y),v(x,y))
satisface en los puntos de Y la condicién correspondiente

dH

H:h —_— =
0 % UN

0,

donde dH /dN denota la derivada normal a .!

dh
IRecuerde que N gradhi- N, donde grad i denota el gradiente de 4 en un punto (x,y) de I y N es un vector normal

unitario a T en (x,y).
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7. Encuentre una funcién armoénica en el semiplano superior H; que sobre el eje x tome los
valores

(b(x):{ tp si x>0

0 si x<0

donde #y € R es una constante.
8. Sia > 1 es una constante real, resuelva el problema Au = 0 en H; si

tp si x<-—a
lim ux,y)=¢(x)=¢ 1 si —a<x<a
y=0 th si a<x

donde 19, t; y t» son constantes reales.
9. Encuentre una funcién arménica en D que toma los valores prescritos por

I si 0<O<m
‘7’(9)_{0 si m<6<2m.






10.1

A lo largo del presente capitulo introduciremos las nociones de producto infinito de nimeros
complejos y producto infinito de funciones holomorfas. Asimismo presentamos una introduccién al
estudio de algunas propiedades elementales de las funciones gamma, theta y zeta.

Productos infinitos

Los productos infinitos aparecen por primera vez en 1579 en el trabajo de F. Vieta Opera, p.
400, Leyden, 1646, en donde presenta la siguiente expresion para 7 :

2_\/T 1+1\/T L1 1+1\/T
7 V2 V2 2V2 \N2 2V2 2V2 7

y en 1655 J. Wallis descubre que
T 22 44 6-6 2n-2n

2 133557 (2n-1)-2n+1)

resultado que aparece en Arithmetica infinitorium, Opera 1, p. 468, sin embargo L. Euler es el
primero que trabaja los productos infinitos de manera sistemadtica Euler (1796), y es gracias al
trabajo de Weierstrass que los productos infinitos logran encontrado su lugar permanente un andlisis
alrededor de 1854.

En la presente seccién primeramente consideraremos productos infinitos de nimeros complejos,
asi como los resultados fundamentales de su teoria de convergencia y veremos como se relaciona
su estudio con el estudio de las series de potencias. Posteriormente aplicaremos los resultados
obtenidos para estudiar productos infinitos de funciones holomorfas. Para un estudio detallado
sobre éste tema pueden consultarse los libros Remmert (1998) y Knopp (1974).

Si {au }nen es una sucesién de nimeros complejos, el producto infinito de los a; se entiende
como el limite de un producto finito, donde dicho limite se hace en el indice superior del producto

oo n
]l:llaj = r}glgojl;llak.

es decir, que al igual que las series se entienden como limites de sumas parciales, un producto
infinito se entiende como limite de productos parciales.
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oo

Definicion 10.1.1 Si {a, },cn es una sucesion de nimeros complejos, denotaremos Ha ; al
J=1

producto infinito de los niimeros a;. Diremos que el producto infinito Ha j €s convergente
j=1

n
si aj # 0 para cada j € N, y la sucesion {p,} tiene un limite p # 0, donde p, = Ha jesel
j=1

n—ésimo producto parcial de los factores a;. En éste caso denotaremos p = H a; al producto
j=1
infinito de los nimeros a;, esto es:

n [
= lim p,, = lim a; = a;.

Finalmente, diremos que un producto infinito es divergente si no es convergente.

Ejemplo 56

it 1
1. 1 — —— | converge, ya que
H( <n+1>2> Be

= 10 -Gw)

- (-2)(-5) (-gime)
3
4
1

n®+2n

._
W
)
=
3

[\ ]
|
—_

8

916 25 n* n’42n+1
13 2.4 3.5 (n—1)-(n+1) n-(n+2)
T 2.2 3.3 4.4 n-n (n+1)-(n+1)
13243 n—-1 n+l n n+2
T 22334  nan 'n—l—l.n—&—l
1 n+2
N E'n—l—l

. 1., nt+2 1
dedonde’}ggpn_igl_r&n_i_l =5

it 1
2. H <1 — n+1> diverge, esto es:

n=1
n (—1)/ 123 n—1 n 1
= 1 —_— = —— — s =
Pn JHI( +j+1> 2347 0n n+l ntl

de donde lim p, = lim
n—yoo n—oo p +

= 1 s 1
3. H <1 + n) = H % diverge, ya que

n=1 n=1

1= 0, asi el producto infinito diverge a cero.

de donde lim p, = lim n+ 1 = oo, por lo que el producto diverge a infinito.
n—yoo n—soo
Proposicion 10.1.1 Si {a,} es una sucesién de nimeros complejos, a, # 0 para cada n € N, una

condicién necesaria para que el producto infinito H aj converja es que
j=1

lima, = 1. (10.1)

n—soo
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Demostracion. Supongamos que {a, },cn es una sucesion de nimeros complejos, tales que a, # 0
n

paracadan € N,y que p = lf_r>n pn # 0, donde p, = I I a; es el n—ésimo producto parcial de los
n—oo .
Jj=1

. Pn+1
numeros aj. Como a, = y entonces
n
n+1
[1e
. . j= p
lim a, = lim ===1.
n—oo n—oo n p

Por otra parte podemos observar que, si a, = a es la sucesion constante con |a| < 1, entonces

Pn= Han = Ha =d", de donde hm N py = 0, aunque hm N a, = a #£0.
=1 —
Cé)mo la eicponenmal de una suma es el producto de las exponenciales de los términos inivi-
duales, es posible discutir la convergencia del producto infinito Ha i, cuando el cero no estd
j=1
involucrado, por medio de la serie Z loga;.
j=1

Si Ha j, €S convergente, entonces r}gg a, = 1, en particular, para n suficientemente grande se
Jj=1
satisface que Rea, > 0. Sin perder generalidad, en los enunciados que realizaremos a continuacién
podremos suponer Rea, > 0 para cadan € N.

Proposicion 10.1.2 Supongamos que {a, },cn es una sucesion de nimeros complejos tales que

Rea, > 0 para cada n € N. Entonces Ha j converge a un nimero distinto de cero cuando, y
j=1

solamente cuando, la serie Z logaj converge.

Jj=1

n
Demostracion. Supongamos que la serie Z logaj converge a s. Si s, = Z loga; denota la
J=1 J=1
n—ésima suma parcial, entonces lim s, = s,y lim exps, = exps.
n— Nn—soo0
n oo oo
Pero ,}5130 exps, = ’}gi; 1_11 aj= 1_11 aj, consecuentemente 1_11 a; converge a exps 7# 0.
Jj= Jj= Jj=

n
Reciprocamente, si p, = Haj y lim p, = p #0, entonces p=re'®, con0 <ry —m < 0 < 7.
n—soo
j=1
Ya que Rea,, > 0 para cada n € N, en la rama principal de logaritmo

logp, =In|p,|+16,, con 6—-7w<6,<60+m.

n n
Sis, = Z logaj, entonces exps, = Haj = p,. Por lo tanto s, = log p, + 27wk, con k, € Z.
j=1 j=1
Como 11’_r>n pn = p, se sigue que lim s, —s,—1 = loga, = 0.
n—eo n—oo
Ademais, lim (log p, —log p,—1) = 0, luego entonces lim (k, — k,—1) = 0. Como k, € Z para
n—soo

n—yoo

cadan € N, se sigue que existen N € Ny k € Z tales que k,, = k paracadam > N.

Por lo tanto lim s, = log p + 271k, es decir, la serie Z loga; converge. |
n—yoeo ’
Jj=1
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Definicion 10.1.2 Sea {an}neN una sucesion de niimeros complejos distintos de cero. Diremos

que el producto infinito H an converge absolutamente si hm a, =1 ylaserie Z loga; converge
j= 1 j=1

absolutamente, esto es, Z |loga | converge.
=1

Bajo esta condicién de convergencia absoluta, como lim a, = 1, existen b, € C tales que
n—soeo

ap, =1—b, con lim b, =0y, por lo tanto, la serie
n—soo

Z loga, = Z log(1—b,)
n=1 n=1

converge, de donde, la sucesién de sumas parciales

n
o Zlog(l —bj)
j=1

tienen un limite.
Consideremos ahora la expansion en serie de potencias de la funcién log(1 + z) alrededor del
punto zo = 0.

log(1+2) = Z ) 1Z (10.2)

la cual tiene radio de convergencia r = 1. Si |z| < 1 se sigue que

2l

log(1+2z) 1
21—z

Z

‘1_

|2z 1 2 _
=5 3+...'§2(!z!+\z! +..) =

. . 1 .
En particular, si |z| < 5 S sigue que

log(1+2z)
Z

S,

1—
| >

lo cual implica

2l

Bl < Jrog(1 42 < 2.

2

Lema 10.1.1 Sea {b, } ey una sucesion de nimeros complejos, con b, # 1 para toda n € N.

(10.3)

Suponga ademds que Z |bn| converge. Entonces H (1 —by) converge absolutamente.
n=1

Demostracion. Como Z |b,| converge, en particular

lim |b,| =0
n—soo

. 1. P :
consecuentemente existe N tal que |b,| < 5 sin > N. Luego entonces log(1 — b, ) estd bien definido

por la serie 10.2 en una vecindad de zg = 0.
Como consecuencia de 10.3 tenemos que

3
|10g(1 _bn)‘ < §|bn|

Por la convergencia de la serie Y. |b,| y el criterio de comparacién 3.4.7, pagina 3.4.7 la serie
Y log(l —b )] converge, por la definicién de convergencia absoluta 10.1.2 pdgina 286 tenemos

que H (1 —b;) converge absolutamente |
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Ejemplo 57
1 11 1

3T Ty } , es claro que ésta sucesion no converge

Consideremos la sucesion {a, } = {

absolutamente, pues

ia,\—ZZ

JIJ

Pero

[1(1+a)

Jj=1

i (103) (1) (44) (1-3) (22)

1
= lim(l——
(-
como consecuencia del criterio de la p— serie, proposicién 3.4.8, pagina 38, sabemos que la serie
oo 1 [ee]
Zl m es convergente, y por lema 10.1.1 tenemos que I]l (14 aj) converge.
Jj= Jj=
Este lema reduce el estudio de la convergencia de un producto infinito al estudio de la conver-
gencia de una serie. Como una aplicacién de lo anterior podremos considerar el producto infinito

de funciones acotadas, y determinar la convergencia del producto.

Definicion 10.1.3 Sea {f,},cn una sucesion de funciones C—valuadas definidas sobre un
conjunto X. El producto infinito

oo

[T-fiz) (10.4)
j=1

1. Converge puntualmente en X si para cada z € X se tiene que la sucesion de nimeros
complejos

n

pn(z) = Hl(l —fi(2))

j_

converge, es decir, hm pn = lim H (1—fj(z)) existe y es distinto de cero.
—)oo

2. Converge uniformemente en X si la sucesmn de productos parciales

n

pn(x) =[] —fi(2) (10.5)

J=1
converge uniformemente en X a una funcién p(z) que es distinta de cero para cada z € X.

Lema 10.1.2 Sean X un conjunto, f, f1, f2, ... funciones C—valuadas definidas en X tales que la
sucesion f,(x) converge uniformemente a f(x) para x € X. Si existe una constante C € R tal que
Re f(x) < C para toda x € X, entonces exp f,(x) converge uniformemente al valor exp f(x) para
cadax e X.

Demostracion. Como la funcién exponencial es continua en C, en particular, para € > 0, existe
8 >0tal que [¢* — 1| < ge €, siz] < 6.
Sea N € N tal que | f,,(x) — f(x)| < & para toda x € X, si n > N. De donde

exp.f(x)

g™ > e~ 1] = [exp (i) = F() = 1] = | 2

|
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asi, paracadax € X,sin > N

|exp fu(x) —exp f(x)| < ee”[exp f(x)| <e.
|

Lema 10.1.3 Sean Q C C un conjunto abierto, conexo no vacio, .# un subconjunto compacto de
Q, y {fn}nen una sucesion de funciones C—valuadas continuas definidas en Q, donde cada f,, no
es identicamente nula.

Supongamos que la serie Z fn(z) converge uniforme y absolutamente para cada z € ¢,

entonces f(z) = [ J(1+ fu(z)) converge unifrome y absolutamente para cada z € % .
J=1
Ademds, si zg es un cero de f, existe un entero N tal que f,,(z) = —1 paraalginncon 1 <n <N.

Demostracion. Si & C Q es compacto, como Z fn(z) converge uniformemente para cada z € 7,

1
existe N € N tal que |f,,(z)] < 5 bara toda z € # y n> N. Lo anterior implica Re (1 + f,(z)) > 0.
Como consecuencia de la desigualdad 10.3 se sigue que

3
[log (14 fu(2))] < §|fn(2)| paracadan >Ny z€ ¥ .

Consecuentemente

s@= Y log(1+£()

n=N-+1

converge uniformemente para cada z € #". Ya que g(z) es una funcién continua en el compacto
¢, en particular es acotada, por ende, existe una constante C tal que Reg(z) < C paracadaz € 7 .
Aplicando el lema 10.1.2 se sigue que

oo

expg(z) = [] (1+/u(2))

n=N-+1

converge uniformemente para cada z € %'.
Luego entonces

N
f(2)= Hl(l +/i(2)) -expg(z)
J:

y como expg(z) # 0 para cada z € JZ, se sigue que f(z) = 0 si, y solamente si, 1+ f,(z) = 0 para
alginn,con1 <n<N. [ |

Teorema 10.1.3 Sean Q C C un conjunto abierto, conexo no vacio, y {f,} una sucesion de
funciones holomorfas no identicamente nulas definidas en Q. Si Z (fu(z) — 1) converge absoluta

y uniformemente en subconjuntos compactos de €2, entonces H fj(z) converge a una funcién
j=1

holomorfa en Q. Si zg es un cero de f, entonces zg solamente es un cero de un nimero finito de

fn, y lamultiplicidad del cero de f en zg es igual a la suma de las multiplicidades de los ceros de

las funciones f;, en el punto zp.

Demostracion. Como Z (fu(z) — 1) converge absoluta y uniformemente en subconjuntos compac-
tos de Q, por el lema anterior tenemos que f(z) = H fj(z) converge uniforme y absolutamente
j=1

sobre subconjuntos compactos de . Como cada f; es holomorfa, entonces el producto infinito
converge a una funcién holomorfa en Q.
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Por otra parte, si f(z9) = 0, podemos elegir » > 0 tal que B(0, ) C Q. Por hipétesis Z (fu(z) = 1)
converge absoluta y uniformemente en B(0, ).

Como consecuencia del lema 10.1.3 existe un entero N, y una funcién g(z) que no se anula en
B(0,r) tal que

N
= (I:Ilfj(Z)> -8(2)

por lo que f,(z0) =0 paraalgunancon 1 <n <N. [

Ejemplo 58
Consideremos la sucesion de funciones

{2} = {z, —z%—%%—g}

y K un subconjunto compacto de C. Nétese que la serie Z |fn(z)| es divergente para cada z # 0,

Jj=1
pues

oo oo 1

Y 1) = Zi—zm Y-
j=1 J

sin embargo, como % es compacto, y las funciones f;, son continuas, si definimos el nimero C

2
C .
como C» = méx{|z|*;z € '}, tenemos que @ < ‘,—)2{, de donde la serie
J J

> |22
£

converge uniformemente sobre .#". Y como consecuencia del teorema 10.1.3 y el criterio M— de
Weierstrass, proposicion 3.6.3 pagina 47, tenemos que

ﬁ (1+£,z) = (1+z)-(1—z)~<1+§)-<1—§)-~-=ﬁ(1_i>

i=1 j=1 J

~.

converge uniformemente sobre .7 .

Funciones holomorfas con ceros predeterminados

El objetivo de la presente seccion es construir una funcién holomorfa cuyos ceros estén en un
conjunto discreto previamente determinado, para esto estudiaremos primeramente las funciones
elementales, introducidas por Weierstrass y utilizaremos el teorema 10.1.3 para construir la funcién
holomorfa deseada.

Definicién 10.2.1 Se definen los factores elementales como las funciones
EO (Z) =1- e

yparap € N

Ey(z)=(1-2) exp(ii)

Nétese que para cada entero no negativo p, se tiene que £,(0) =1,y E,(z) = 0 si, y solamente
si z=1. Ademds, z = 1 es un cero simple de la funcién E,(z).
. . . < . . L.
Como consecuencia de lo anterior tenemos que la funcién E), <7) tiene un cero simple Unica-
a
mente en 7 = a.
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Lema 10.2.1 Si|z| < 1, entonces |1 — E,(z)| < |z|P*! para todo entero no negativo p.

Demostracion. Es claro que, si p =0 |1 — Ey(z)| = |z| por lo que la propiedad se cumple en este
caso. Si p € N, consideremos la expansion en serie de potencias de E, alrededor de zo = 0,

z7)=1+ Zakzk.
k=1

Derivando con respecto a z tenemos

=Y kayd ™' = —zPexp Z -
k=1 ik
Comparando ambas expresiones obtenemos a; = 0 para j = 1,..., p; ademds, como todos los
Pk
coeficientes en la expansién de exp Z % son positivos, tenemos que a; < 0 parak > p+1.
k=1
De donde, |a;| = —ay para k > p+1; asi
0=E,(1)=1+ Z ak,
k=p+1
es decir,
Z |ak]:— Z ak:].
k=p+1 k=p+1
Luego entonces, si |z] < 1,
E@-1 = | ¥ a1 ¥ ad ! <l Yl = 2
k=p+1 k=p+1 k=p+1
Ey(z)] < |z|P*! siempre que 7| < 1. [ |

Teorema 10.2.1 — de los factores elementales. Sea {a,} una sucesion de niimeros complejos
tales que lim |a,| = oo, y a, # 0 para toda n € N. Si {p,} es cualquier sucesién de nimeros
n—yoo

enteros no negativos tales que para todo nimero real positivo r se tiene
oo . 14+pp
Z() < oo, (10.6)
n=1 |an |

entonces el producto infinito

=115 (3

define una funcién entera. La funcién f(z) tiene ceros tnicamente en los puntos a,. Si zo aparece
en la sucesion {a, } exactamente m veces, entonces f tiene un cero en z = zo de multiplicidad m.
Finalmente, si p, = n — 1 entonces la condicion dada en la ecuacién 10.6 siempre se satisface.

Demostracion. Primero veremos que la condicién 10.6 se satisface para p, =n — 1, para lo cual
debemos probar la convergencia de la serie

%)
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r

1/n
Como hm |an| = oo, entonces hm << > ) = 0 y como conecuencia del crriterio de la raiz,

|an|
proposicién 3.4.10, pagina 40 se tiene la convergencia de la serie

5] n
n=1 |an |
Supongamos ahora que la sucesion de enteros no negativos {p, } satisfacen la condicién 10.6.
Como consecuencia del lema 10.2.1, si |z| < r < |a,|, entonces

1+pau I+pa
g (2)] < (N
an |an|

Como lim |a,| = oo, para 0 < r fijo, existe N € N tal que |a,| > r siempre que n > N.
n—yoo

Z

an

o 1+pn
Consecuentemente Z <1 -E,, < )) < Z <‘ ‘> , y como consecuencia del criterio
an

n=1
de comparacion, la serie

(- (2))

converge en el compacto B(0, ).

_ Z .

Luego entonces, la serie Z <1 —E,, <>> converge absolutamente a una funcién entera.

a
n=1 n

. T z .
Como consecuencia del teorema 10.1.3 el producto infinito | I E,, () converge a una funcién
a
n=1 n

entera. [ |

Teorema 10.2.2 — de factorizacion de Weierstrass. Sea f una funcién entera, supongamos
que f tiene un cero de multiplicidad m en zop = 0 y sean {a, } los otros ceros de f repetidos de
acuerdo con su multiplicidad. Entonces existe una funcién entera g y una sucesién de enteros

{pn} tales que

f(z) =2" (expelz HEpn < > :

Demostracion. Como consecuencia del teorema 10.2.1 existe una sucesion de enteros {p, } tales
que la funcién

- Z
o) ="[1Ep, <>
n=1 an

tiene los mismos ceros que f con las mismas multiplicidades. Por lo que la funcién f(z)/h(z) tiene

singularidedes removibles en 0,ay,a, . ... Por lo tanto f(z)/h(z) es una funcién entera y, no tiene
. . . Z

ceros. Como C es simplemente conexo, existe una funcion entera g(z) tal que ;:Ei =exp(g(z)),
Z

De aqui se deduce que

£(2) = (expg(2)) h(z) = (expg(2)) " [ En, (Z> |
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Ejemplo 59

La funcién sen(7z) es una funcidn entera con ceros simples en los puntos a, = n conn € Z, ya

o 1.2
. < .
que la serie Z ‘—2 converge en la bola cerrada B(0, r) para cada 0 < r < e, como consecuencia
~ n
j=1
del teorema 10.2.1 la funcién

po-efi(-3)

es entera, y solamente tiene ceros simples en los nimeros enteros.
Luego entonces, por el teorema de factorizacién de Weierstrass 10.2.2, existe una funcion entera
g(z) tal que

%0 2
sen(mz) = exp(g(z)) f(z) = 59 2 I <1 — fﬂ) ;

n=1

Derivando obtenemos

oo

1 2z
meos(nz) = (g’(Z) +-+ 22) sen(7z),

o0 equivalentemente

meot(nz) = gz)+-+

siempre que sen(7z) # 0.
Ademas

1
g'(z) = - :
@=L e s
Esto nos dice que g (z) es una funcién entera, periédica, de periodo 1, y como consecuencia
del teorema de Liouville 5.3.9, pagina 138, g”(z) es constante.
Y como |sen(nz)mz|> = sen?(wRez) + senh?(wImz) se sigue que para 0 < Rez < 1y [Imz| >
1, g"(z) converge uniformemente a cero cuando Imz — oo, entonces

> 1 n?
0= — .
n;w (z—n)?  sen(7mz)
Como g"(z) = 0, entonces g'(z) debe ser constante, y ya que g’(z) = —g’(—z), la constante

debe ser cero. Obtenemos asi la identidad

- 1 1 1 & 2z
meot(nz) = — + + —— 4y
(72) 4 ,;(z—n z+n> z n;ﬁ—nz

Finalmente, como g’(z) = 0, entonces e%(¢) = ¢ es constante, de donde

T T
Ya que lim m

= T, se sigue que ¢ = T, es decir,
z—0 nz

oo 2
sen(rz) = 7wz [ ] (1 - Iiz) . (10.7)

n=1
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Como consecuencia de ésta formula, para z = 1/2 obtenemos la férmula de Wallis

-1 (2n) (10.8)
2 4 (@2n—-1)2n+1)
Atn mds, ya que senh(z) = —sen(iz) se sigue de la identidad 10.7 que
senh(nz) = 7z [ | (1 + 2) : (10.9)
n=1 h

Corolario 10.2.1 Si f es una funcién meromorfa definida en un conjunto abierto Q C C, entonces
existen dos funciones holomorfas g y & en Q tales que f = g/h.

La funcién gamma de Euler

En 1814 Adrian Maria Legendre propuso llamar funcién Gamma, y representarla con la letra
correspondiente I', a una funcién que habia sido introducida por primera vez en una carta que
escribié Leonard Euler a Christian Goldbach en el afio 1729. Esta funcién fue descrita inicialmente
en forma infinitesimal, como el limite de la expresion discreta:

S N

I'(s) = lim nin lim "
S) = - 9

n—eos(s+1)---(s+n) noees(l+s/2)---(14s/n)
cuando s > 0 que fue utilizada posteriormente por Euler para obtener la representacion integral, de
segundo tipo:

F(s):/ e 't ldr sios>0.
0

Posteriormente se obtuvieron otras expresiones integrales para ésta funcion.

En la presente seccidon presentamos una introduccién al estudio de ésta funcién y sus propieda-
des, una de las cuales es que es una funcién meromorfa en C, que evaludada en un entero positivo
n coincide con (n—1)!.

Definicién 10.3.1 Para z € C se define la funcién

oo

G(z):H(H%) e_g.

n=1
Ya que {—n},cn es una sucesion de nimeros distintos de cero, que satisface lim | —n| = oo, y
n—soo

o . . o 1 .
por el criterio de la p—serie, pagina 38, z — < o como consecuencia del teorema de los factores
n
n=1

elementales 10.2.1, pagina 290 el producto infinito
HE] (—E) = H (1 + E) e~im
n=1 h n=1 h
converge a una funcion entera G(z) con ceros simples en cada entero negativo.

Sih(z) = p sen(7z), afirmamos que

h(z) = 2G(2)G(—2).
Por definicién es claro que

- Z

2 oo e
G(z)G(—z) = H(1+§>eiﬁ - _l(l—f)en

n=1 n

- 11(-3).

n=1
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que, como vimos en el ejemplo 10.1 converge y, como consecuencia de la ecuacién 10.7 se sigue
que

Luego entonces

n dlogh 1
h((zz)) _ sz (2) _ 1 Z T = 1t cot(7z).

n=1

La funcién G(z — 1) es entera y tiene ceros simples en cada entero no positivo, y no tiene otros
ceros y, como consecuencia del teorema de factorizacion de Weierstrass 10.2.2, existe una funcién
entera g(z) tal que

G(z—1) =229 G(z) (10.10)
Para determinar la funcién g(z) derivamos la ecuacién 10.10, obtenemos

L (i)t E ()

n=1

g’(z):ic—nil)q:o.

n=1

Luego entonces, la funcién g(z) es una constante, llamada la constante de Euler. que denotaremos
con la letra y. Si en la ecuacién 10.10 tomamos z = 1, obtenemos 1 = G(0) = ¢"G(1), de donde

1
oo l o
e”zH(l—i—)e n,
n=1 n
asi
(1r5%-+3)
(14—
e V=1lim(n+1)e 2 nj,
n—soo
De donde

1 1
—y = lim [log(l—i—n)— (l—i——i-...—i-)],
n—yoo 2 n

1
y como lim (log(n+ 1) —logn) = 1im log (1 + > = 0, tenemos que, el valor de la constante de
n—soo n—soo n

Euler y estd dada por

1 1
Y= lim Kl—i——i—...—i—) —logn].
n—soo 2 n

Si definimos H(z) = e"*G(z) se sigue que

H(z—1)=e"“VG(z—1)=¢"2G(z) = zH(2).
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Definicién 10.3.2 Se define la funcién gamma de Euler como

1
zH(2)

I'(z) =

Figura 10.1: Grafica de I'(x) parax € (—4,6)

Como consecuencia de lo visto anteriormente, la funcién I" de Euler es meromorfa en C, y
tiene polos simples en los enteros no positivos. Ademas, la funcién I no tiene ceros.

z
Yaque,H(z):eyZG(z):eYZH(l—kE) e 1, entonces
n=1 n
I(z) N  FETEARS . (10.11)
= —1—7) -en .
9= M0+,

Proposicion 10.3.1 — La férmula de Euler. Para cada nimero z € C\ {0,—1,—2,...} se tiene

n!'n®
I'(z) = lim 10.12
) nlﬁwz(z+1)--~(z+n) ( )

Demostracion. Como consecuencia de 10.11 tenemos que

I e 7t 142 a2
— d .en
@ = - I(1+;) -
n=1
—yz m -1 =
= i [[(1+3) en
7 m—oo L n
n=1
<
e 1z nen

Z m—eoz74n

If ¢ m! ( (1+1+ +1>>
= m €X Z = — .
m—ez(z+1) -+ (z+m) P 2 m

e Tex IR |
plz et =

1 1
= mtexp <z<—}/+1+2+...+m—logm>)

Como
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1 1
y Y= lim [<1+2+...+> —logn] , entonces
n

n—yoo

1 1
m!m* exp <z <—y+1—{—+...+—logm>>
Iz) = lim 2 m
m—eo Z(z+1)--(z+m)

m!m*

lim
m—eo z(z+ 1)+ (z+m)

como deseabamos demostrar. [ |

Aun més, ya que

m(+l)
nt = <1—|—>
m=1 m

lim = m [ ——
m—eo (z41)(z+2) -+ (z4+m) m=eo \z4+1) \ 242 z+m

Como consecuencia de la demostracion de la férmula de Euler tenemos que

m!m*
I'(z) = Ilim
) m—eo z(z+ 1)+ (z+m)
|
= lim m‘ :

U Y (o (LY
= I ) ) (T (1)
100 -1 1 Z
- 10+ <1+>,
=i m m
es decir,
I(2) 1ﬁ<1+z>—1<1+1>z (10.13)
7)=-— = — . .
Z =i m m

Proposicién 10.3.2 La funcién I satisface la ecuacién funcional
[(z+1) =2z(z). (10.14)

Demostracion. Como H(z— 1) = zH(z), tenemos que

T(z+1) = : -
(z+1)H(z+1) H(2)

zI'(2),

como esperdbamos demostrar |
Corolario 10.3.1 Para cada entero positivo n se tiene que

[(z+n)=z(z+1)---(z+n—1)I(2). (10.15)
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Proposicion 10.3.3 La funcién I' satisface la siguiente ecuacion

T
I'z)rr(l1—z) = sen(72) (10.16)
Demostracion. Como vimos al principio de la presente seccién
sen(7z)
h(z) =26(2)G(~2) = ——,
por lo cual
1 1 1 1
I'(z)T(1- = - = .
@r=2) zH(z) (1-2)H(1—z) ze"*G(2) (1—2z)e"1-9G(1—7)
1 1
~ (1-9e6()G(1-2)  (1-2)Glz—1)-G(1—2)
= h(l-2)
B T T
~ sen(w(1—z)) sen(mz)
. T
es decir, I'(z) ['(1 —z) = sen(7d)” [

Proposicion 10.3.4 — La funcién factorial y la funciéon gamma. Para cada entero positivo 7 se
tiene que

I(n)=(n—1)! (10.17)

Demostracion. La demostracién se hace por induccién, pimeramente notamos que

1
oo 1 -1 _
=e']] (1 —|—) en,
n=1 n

1
=) 1 _
peroe ' = I I <1+> e n, implicaque I'(1)=1=0.
n

n=1
Como consecuencia de la ecuacién 10.14, I'(z+ 1) = zI'(z), por loque I'(2) =T(1+1) =
IT'(1) =1 = (2—1)!. Aplicando la hipétesis de inducciéon I'(n+1) =nl'(n) =n- (n—1)! = n!,
como era de esperar. |

Ya que la funcién I' es holomorfa en el semiplano derecho, (meromorfa en C,) y coincide con
la funcidn factorial en los enteros positivos, se considera a la funcién I' como una extension de la
funcioén factorial al semiplano derecho complejo.

Como consecuencia de la ecuacién 10.16, cuando z = 1/2 tenemos que

r(Syr(i-H = _»
2 2 SenE
2

lo cual implica que

y aplicando nuevamente la ecuacién 10.14 podemos ver que

@)-r)-r()-F
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y como consecuencia de la ecuacién 10.15
2n+1 1
r = T -
(57) = o()
1 /1 1 1
= —.(Z+1)---(= —1\r( =
(a0 ) G )

= ¢Ef1@k—1y

n
2 k=1

Proposicion 10.3.5 Para cada entero no negativo n se satisface la siguiente identidad:

(="

Res(I', —n) = ~—
n!

Demostracion. Como consecuencia del teorema de extension de Riemann 7.1.1, pagina 168, se
tiene que Res(I", —n) = lim (z+n)I'(z), y como consecuencia del corolario 10.3.1 se sigue que
7——n

_ T(z+n+1)
(z+n)I(z) = 2(z+1)--(z+n—1)’

de donde

I'(z+n+1)
R F — = 1, F — 1,
es(l’,—n) zi@n(ZjLn) @) Sonz(z+ 1) (z4n—1)

r(1) e

(—=n)(—n+1)---(—1) n!

Proposicion 10.3.6 La funcién I satisface
d (F’(z)) B i 1
dz\T(z) ) = (z+n)*
Demostracion. Como consecuencia de la ecuacién 10.11 tenemos que
d (T'(2) d (d
— =— | —log(T
dz <F(z) dz \ dz 2l))

Z
d | d eVt 2 N1 -
e (1 7) cen
dz | dz 8 Z H +n ¢

z
d o -1 =
= 7l log(e™") —logz+ ) log (1—1—2) en

n=1
2
d > Z =
= il —Yz—logz—i—Z —log(1+£>+logen
n=1

,;) (z+n)?
En particular tenemos

F’(z)__ 1 ¢ 11
I(z) ’ z Z(z+n n) (10.18)

n=1
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Proposicion 10.3.7 — Férmula de duplicacion de Legendre. Si z € C\ {0,—1,-2,...},

entonces
1
VAT(22) = 2% 'T()T <z + 2) .
Demostracion. Por la proposicién 10.3.6 tenemos que
' z+ !
dr'(@) , d T2 i 1 +i 1
Bl all - - ]
dzT'(z) dz r <Z+ 1) = (z+n)? = (24 +n)2
2 2
> 1 > 1
[ng) (2z+2k)? ng()2z+ 1+42n
1
pr 4 _—
n;) (2z+n)?
_ d (T'(22)
- Tdz\T'(22) )

Integrando esta igualdad con respecto a la variable z obtenemos que existe una constante a € C tal

que
1
/ J—

re b <” 2)

)t F<Z+;> =a+2

0, equivalentemente

;Zlogr(zz) _ jzlog <F(z)F <z+ ;)) —a

Y, volviendo integrar en una rama apropiada de logaritmo

logT'(22) = log (F(z) v <z+ ;)) —az—b

o0 equivalentemente

[(27) ¢+ = T(z)T <z + ;)

) o 1 ) )
Si sustituimos 7 = 5 en la ecuacién anterior obtenemos

r(l)e;”b - r<1> r(1)=vx

1 1 . . - .
por lo que 54 +b= 3 log . Por otra parta, si en la misma ecuacién sustituimos z = 1 tenemos

3 Nz
rQ)e ™’ =r()r(=)=>=
@t —rr(3) =Y
i 1
es decir,a+b = 3 logm —log?2.
1
Resolviendo el sistema tenemos que a = —2 log2y b = 3 logm +log?2, por lo que

VaTL(2z) =257 ()T (z + ;) .
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Proposicion 10.3.8 — Férmula de Gauss. Si z es un nimero complejo con Rez > 0, entonces

1;((5)) - /0°° <ezt 1 e—:t> di

Demostracion. Ya que

° dt
logZ:/ (e"—e) - si Rez>0,
0

como consecuencia de la férmula 10.18, tenemos que

ro - e

n=0
N71 {ee)
= lim | logN — Z/ e~ Tt gy
e n=0
= lim el —e M _te Z’Z | A
N=eJo n=0 !

como esperdbamos demostrar. |

Como consecuencia de la formula de Gauss tenemos

Corolario 10.3.2

y = /O (1_le_t—:>e‘dt. (10.19)

Y -l (10.20)

Se sigue de la definicién de la funcién I' que, I'(x) > 0 para cada x € R, x > 0. Por otra parte, la
proposicién 10.3.6 la segunda derivada de logI'(x) es positiva para cada x > 0. Consecuentemente,
la funcién I es logaritmo convexa si x > 0. Esto, junto con el hecho que I'(1) = 1 permite dar otra
caracterizacion de la funcién I'(z).

Teorema 10.3.9 — de Bohr-Mollerup. Sea f una funcién definida en el conjunto de los niimeros
reales positivos, y tal que f(x) > 0 para toda x € (0,00). Si f satisface las siguientes propiedades
1. log f(x) es una funcién convexa.
2. f(x+1)=xf(x) para toda x € (0,00).
3. f(1)=1.
entonces f(x) = I'(x) para cada x € (0,).

Demostracion. Ya que f(x+1) =xf(x),y f(1) = 1, para cada entero no negativo n, se satisface
la siguiente relacion:

fx+n)=x(x+1)---(x+m—1) f(x). (10.21)

En particular, f(m) = (m— 1)! para cada entero positivo m.
Como consecuencia de la ecuacién 10.21, bastard ver que f(x) =I'(x) para0 < x < 1.
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Para cada entero n > 2, se satisfacen las siguientes desigualdades
logf(n—1)—logf(n) _ logf(x+n)—logf(n)

(n—=1)—n - (x+n)—n
< log f(n+ 1) —1log f(n)
- (n+1)—n ’

de donde

log f(x+n) —log(n—1)!
x

logn! —log(n—1)!

—log(n—2)!+log(n—1)!

A

o equivalentemente
x(—log(n—2)!+log(n—1)!) log f(x+n)—log(n—1)!
x(logn! —log(n—1)!),
es decir,
xlog(n—1) <log f(x+n)—log(n—1)! < xlogn.

Sumando log(n — 1)! en cada lado de las desigualdades anteriores, y aplicando la funcién exponen-
cial obtenemos

(m=1)"(n—=1)!' < f(x+n)<n"(n—1).
Aplicando la relacién 10.21 tenemos
(n—1)y"(n—1)!

r DG S W
n*(n—1)!
x(x+1)--(x+n—1)

n*n! xX+n
x(x+1)--(x+n—1)(x+n) n ~

Ya que lim xn =1, tenemos que
n—oeo X
— 1Y (n=1) 1Y (n—1)
m (n—1)(n—1)! < i) < (n—1)"(n—1)! 7
n—eo x(x+1)---(x+n) x(x+1)---(x+n)

es decir f(x) =I'(x) six € (0, 1]. Como consecuencia de las ecuaciones funcionales 10.21 y 10.14
tenemos que f(x) =I'(x) para cada x € (0,00). [ |

10.3.1 Forma integral de la funciéon I
Como mencionamos anteriormente, si s es un nimero real positivo, la integral / e 't Ldr
0

converge a I'(s).
Esta integral debe interpretarse como una suma, a saber:

o 1 b
/ e ldt= lim | et 'di+1im [ e'r . (10.22)
0

a—0t Ja b— J1

Por otra parte, la expresion
V.P. / e ' dr (10.23)
0
converge solamente cuando Rez > 0, ya que su derivada estd dada por

V.P. / e ' ntde
0

la cual converge solamente cuando Rez > 0.
Por ende, la expresion dada en la ecuacién anterior 10.23 no puede utilizarse cuando Rez < 0.
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Proposicion 10.3.10 La funcién ¢(s) = V.P. / et~ 1dt, coincide con la funcién I'(s) para cada
0

nimero real positivo s.

Demostracion. Si ¥ (s) =V.P. / e~ 't*~1dr, aplicando integracién por partes tenemos que
0

G(s+1) = /Owe*‘tsdt

= = ft“'e_t‘:qts/ e ' dr
0
= sY(s).

Consecuentemente ¢ (s + 1) = s¥ (s).

Ademids, es claro que ¢4(1) = V.P. /w e’'dt = e”‘: = 1, y aplicando induccién tenemos
G(n+1)=n!. ’

Finalmente, si 1 < p < oo,y 1 + 61] =1, y ya que la funcién ¢ es Riemann-integrable, aplicando

la desigualdad de Holder tenemos que

¢ (2+2) <90 g )
P q

aplicando la funcién logaritmo en ambos lados de la desigualdad
x y 1 1
logd | —+=) < —log¥(x)+ —log¥(y)
P q p q

por lo que log¥ es una funcién convexa en (0, o0).
Como consecuencia del teorema de Bhor y Mollerup 10.3.9, pdgina 300, tenemos que ¥ (s) =
I'(s) para cada nimero real positivo s, como esperdbamos demostrar. |

A continuacién mostraremos que podemos extender la funcién ¢ (s) a los niimeros complejos
cuya parte real sea positiva definida.

Teorema 10.3.11 — La férmula integral de Euler. La funcion I satisface la siguiente propiedad

I(z) = / e 't dt, (10.24)
0

siempre que Rez > 0.

t n
Demostracion. Supongamos que Rez > 0, como e™' = lim (l - 7) , por lo que
n—soo n

oo

%) t n
V.P. / e lgr = vip [ lim (1—7) gl
0 0 n—e n
n—soo

n t n 1
— lim (177) s
0 n

. t , . .
Si T = —, entonces dt = nd 7, ademas, para t = 0 tenemos T = 0, mientras que, si t = n tenemos

n
que T = 1. Consecuentemente

(e} 1
V.P. / e ' ldr = lim n? / (1-1)"t ldr (10.25)
0 0

n—oo
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Aplicando integracién por partes tenemos que

1 1 1
/(l—f)”fz’1 = 7(1—1)”T|Z\(1)+ﬁ/ (1—-1)" 7%z
0 4 zJo

1
= E/ (1—1)" 7%t
0

<

Iterando el proceso anterior obtenemos

: ne—t_ nn—1)(n—2)---(2)(1)
/0(1_T)T = 2(z+1)---(z+n)

Sustituyendo la expresion anterior en la ecuacién 10.25 tenemos que, si Rez > 0, entonces

it g mn(n—=1)(n—2)---(2)(1)
V-P-/O et 1‘”_,}5130? (z+1)---(z+n)

Como consecuencia de la férmula de Euler, proposiciéon 10.3.1, si Rez > 0 obtenemos

['(z) :V.P./ e 't L,
0

como era de esperar. |

1
Usando la representacion integral de la funcion I'(z) 10.24, el hecho de que I' <2> =/Tyel

cambio de variable r = x* tenemos que

/ et 2 =2 / Cdx = / e dx, (10.26)
0 0

—o0

lo cual nos proporciona otra forma de calcular la integral gaussiana.
Finalmente, demostraremos que la integral

1

— VP / i lde (10.27)
21senmz C

proporciona una representacion integral de la funcién I'(z), denominada la representacion integral
de Hankel, que es vélida para todo nimero z € C\ Z, donde C es la trayectoria que se muestra en
la figura 10.2, lo cual proporciona una extension analitica de la ecuacién 10.24. Cuando Rez > 0,
como consecuencia de la regla de L’Hopital, la ecuacién de Hankel puede extenderse analiticamente
al semiplano derecho.

Cuando z es cero, 0 un entero negativo, la integral en la ecuacién de Hankel 10.27 es finita,
pero el denominador se anula a primer orden, por lo que la expresién tiene polos simple.

Puesto que ¢/¢°~! es una funcién holomorfa en z, la representacion de Hankel 10.27 es holomorfa
si senmz # 0.

Proposicion 10.3.12 La integral 10.27 proporciona una extension analitica de la representacion
integral 10.24 de la funcién I'(z) que es vdlida para todo nimero z € C\ Z.

Demostracion. Sea

0

u@:ve/

—o0

iV de :/e’tzfldt
c

Supongamos que 0 < € < 1/4,, si definimos la curva y; (x) = xe'™ +1esen((1 —€)x) para € < x < co,
la semirecta por encima del corte; 15 (x) = xe ™ —igsen((1 — €)x) para € <t < oo, la semirecta
por debajo del corte; y 73(0) = €e'®, para —(1 — &) < 6 < (14 ¢€)x, el arco de circunferencia
alrededor del origen, entonces:
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Figura 10.2: La trayectoria C para la expresién de Hankel. Los argumentos inicial y final para ¢
son —TT y 7 respectivamente.

/e’tz_ldt = /e’tz_ldt+/ ettz_]dt—i—/e’tz_ldt:Jl(z)—l—Jz(z)+J3(z).
c i ) P&
Cuando € — 0 tenemos que

Wz = (e7) /me_xxz_ldx
0
0
h(z) — (e_’”)z/ e %" dx

T
5(z) = / & (€09 1 d(ge).
-7
Como la dltima integral es proporcional a € y Rez > 0 entonces J3(z) — 0. Por lo tanto
Jiz) = (e’”)z/ e ldx + —e*’”)z/ e dx
0

0
= ((em)z—(efm)z)/ e ¥ ldx

0

= 2isennmz (/ e’tZIdt>
0

Como esperabamos demostrar. |

De la representacién de Hankel 10.27 podemos notar que I'(z) tiene puntos singulares removi-
bles, o polos simples, si z es un entero, pues son los puntos donde se anula la funcién sen 7z, y no
hay otro punto singular porque el integrando en la representacién de Hankel es una funcién entera.

Si z es un entero positivo, el integrando de J(z) no tiene singularidad en el origen. Tampoco hay
singularidades en el contorno de Hankel, ni puntos rama. La funcién J(z) se anula a primer orden si
z es un entero positivo. Como consecuencia, de lo anterior, los enteros positivos son singularidades
removibles en la expresion de Hankel.

Si z es un entero no positivo, la rama que se introduce para calcular #*~! no es totalmente
necesaria, y podemos reducirla a una pequeia circunferencia alrededor del origen. Por ende, si
z= —m < 0 es un entero entonces

2
J(—m) = / drmlgr =
lt|=1 m!

Y tenemos que

Res(T,—m) — lim (Z—HnH(Z)) LT < arm ): (="

z=—m \ 218en Tz m! z——m \ 2isenmz

Es decir, la funcién I'(z) es una funcién meromorfa en C, cuyas tnicas singularidades son polos
simples, las cuales se encuentran en los enteros no positivos.

Corolario 10.3.3 La funcion I'(z) es una funciéon meromorfa en C, cuyas tinicas singularidades
son polos simples, las cuales se encuentran en los enteros no positivos.
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La funcién theta y su ecuacion funcional
La primer funcién, considerada como una funcién theta, se debe a Leonhard Euler (1707-1783),

quien introdujo la funcién

1

H 1—x"z

n=1

en el primer volumen, capitulo 16, de Introductio in analysin infinitorum, concerning the partition of
numbers publicado en 1748, Euler obtuvo propiedades de productos infinitos similares, cuyas series
asociadas habian sido investigadas previamente por Jacob Bernoulli (1654-1705). Las funciones
de theta también aparecen en La theorie analytique de la chaleur de Jean-Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830).

En ésta ocasién estudiaremos solamente una funcién theta, aquella que nos permite establecer
la ecuacién funcional de la funcién zeta, y que presentamos en la siguiente definicién:

Definicion 10.4.1 Si s > 0 se define la funcidn theta como

B(s)= Y e (10.28)

n=-—oo

Ya que ¥(s) = Z e TS = 142 Z e_”"z“, para mostrar que 0(s) es convergente si s > 0,
n=0

n=—oo

7

. . v )
bastard demostrar que la serie Z e " es convergente di s > 0.

n=1
2
Como 7n’s < 1+ wn*s < ™9, entonces
2. 1 1 .
0<e ™ < < si 0<s.

= 14 7rn2s — zwnss’

Por lo tanto

oo

a1
Ze nsgﬂg‘ll—i-ﬂ:nzsS

n=1

oo oo 1

1 1
Z“mﬂs:az";2

n=1 n=1

oo

y como Z ) es convergente, se sigue que ¥ (s) converge si s > 0.
n=1
, , . 2 2 2 2 2 .
Adn més, siz=s+1t,y s,t € R, s >0 como e™ ¢ =™ 5™y |2 = ™F ge sigue que
- S .
la funcion ¥ (z) = Z e~ ™% converge absolutamente si Rez > 0.

n=—oo0

A continuacién estudiaremos el efecto de la transformada de Fourier sobre algunas clases de
funciones especiales.

Teorema 10.4.1 Si existen nimeros reales positivos a, y A tales que f es holomorfa en la banda
horizontal

W_pa={z€C;|Imz| < a}

A
y ademds |f(z)] < 17RZS para toda z € W_, 4, entonces existe B > 0 tal que la transformada
ez
de Fourier F (&) de f(x) satisface

[F(&)] < Be ™14

paracada 0 < b < a.

Demostracion. Si b =0, como F (&) = / f(x)e 2™ dx, con & € R, debemos mostrar que

[, f(x)e 2% dx| < B, es decir, F(&) es una funcién acotada.
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Ya que & € R, se sigue que |f(&) para algtin A > 0y |e"2**¢| = 1, de donde

FE) s [

o 1 +x2

<A

como consecuencia del corolario 7.5.1, pagina 198, se sigue que |F(&)| es acotada.
Supongamos ahora que 0 < b < a, y 0 < &, dada la funcién holomorfa g(z) = f(z)e 25 en
la banda W_, ,, consideremos la curva y = 1 + % + ¥ + ¥4 descrita en la figura ??

—R " R
0
Ya 12
—R—1b v R—1b

Figura 10.3: Trayectoria para el estudio del comportamiento de la transformada de Fourier

Como consecuencia del teorema de Cauchy 5.1.9, pagina 120

4
0= /g(z)dz =Y [ gx)dz
Y j=177
Pero

/ g(z)dz| < / ‘ f(=R—bt)e (R0 gy
Vs

A 2
< o —ﬂlédt
< /O -

b
< A/ e 28 gy

A 67271'16
R? | -2m&

A
= —— 1= —2mb& ‘
2néR? ‘ ¢

I
e

Por lo que lim | g(z)dz =0y, de manera andloga se concluye que lim / g(z)dz
R—yo0 Va R—o0 7
Consecuentemente / g(z)dz+ | g(z)dz=0.

" P
Por lo que,

lim [ g(z dz—hm/ fx)e ™5 dx = F(&)

R—o0 T R—o0
y
lim / ¢(x)dz = —lim / flx “2m(x=1b)6 g

_ / f —2mi(x— 1b)<§dx
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Por lo tanto, la transformada de Fourier F (&) de f(x) también satisface la ecuacién

F(&)= /_ Zf(x—tb)e’z”’(x*”’ﬁdx. (10.29)

Lo anterior nos permite dar la siguiente estimacion para el crecimiento de la trasnformada de
Fourier:

[F(S)]

IN

/ |f(x _ lb)e—2m(x—zb)§ \dx

oo A _
S [m me 277:]95 dx

< Be 28

para alguna constante B > 0.
De manera similar se demuestra el caso en que & < 0, solamente que ahora la trayectoria se
dibuja sobre el eje real. |

Teorema 10.4.2 — La férmula de la suma de Poisson. Si existen nimeros reales positivos
a, y A tales que f es holomorfa en la banda horizontal W_, , = {z € C;|Imz| < a} y ademds

1f(2)

A
| < I—FT’ para toda z € W_, 4, entonces
ez

Y fm=Y F)

n—=—oo n——oo

Demostracion. Elijamos b con 0 < b < a. La funcién tiene polos simples en cada entero

ny

82mz -1

" 1 o
€S 762”11 1 n| = Tm

Como f es holomorfa si |[Imz| < a, se sigue que la funcion 27];EZ) I tiene, a lo mds, polos
e2mz
simples en los enteros todos n y ademés Res f(2) | = fin) .
e2mz — 1 27
Si yy es la trayectoria que se describe en la siguiente figura:
N ! +1b NN N+ ! +1b
5t , 5t
YoN
—(N+1)—-N -1 1 N | N+1
YanN
N ! b N+ ! b
3 1 BN 2 1

Figura 10.4: Trayectoria Yy de la férmula de la suma de Poisson

Como consecuencia del teorema del residuo 7.4.1, pagina 185

N N f f
n:z:’Nf(n) =21 ) Res <62mEZ) 1 ,n> = Y eZﬂ?tEZ) 1dz.

n=—N
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A A
Como |f(z)| £ ———, en particular |f(n)| < ——, de donde
£(Q)| € ey en particular £ (n)| < =
Y s < X lfwi< Y

| |
< A <1+2};1 an) <A <1+2’;1 ;ﬂ) :
: o . A o
Como consecucuencia del criterio de la p—serie tenemos que ), — converge, y por el criterio
n

M de Weierstrass, Z f(n) converge uniformemente.
n——oo

A continuacién procederemos a dar una estimacion del médulo de las siguientes integrales:

f(2)
I = d
2,N /Yz,N e2mz 2

iy = /y /(@)

2m
yeTr—1

1 1
donde y» (1) = —N — 5~ Bun(t) =N+ 3 +ut,si—b <t <b.
Como ¢?™% — 1 = 0 cuando z = ¥; n(t), para j = 2,4 y el intervalo [—b,b] C R es un compacto
sean

8in =min{|X™6N0D _1|; —p <t <b} j=2,4.

por lo tanto

1

— <
|62my,—_N(t) _ 1| —

1
— j=2,4.
v

Consecuentemente, para j = 2,4 se tiene

I B

o €7 =177 7 8 NN 8jNN?

Asi,

1fm @ 4o j=24

N—soo v eZmz -1

es decir, en el limite, las integrales sobre las rectas verticales tienden a cero.

Por lo que,
lim i f(n) = i sy = [ =L @) 4o [ _SB)
neyeo M= - = - " e2mz _ | " e2mz _ |

donde 7y y 75 son traslaciones del eje real por +:1b respectivamente.
Si |w| > 1, sabemos que

1

:W—l - wh
w—1 r;)

Por lo que, sobre ¥, donde |¢>*| > 1 tenemos
1 oo

_ e—2mz Z e—2mnz'
n=0

62mz —1
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Por otra parte, si |w| < 1, entonces " ==Y _ow", asi, sobre la curva 3 tenemos

1 oo
2ming
—_—_— = — e .
eanz —1 ng(t)

Ya que y1 y 93 son traslaciones por +:ib del eje real, como consecuencia de la ecuacion 10.29,
pagina 307, tenemos que

i f(n) = f(Z) (eZmZ ieZmnz> dz—i—/ f(Z) <i82mm> dz
n n—=0 7 =

n—=—oo

oo

_ Z f(z)efzm(rﬁl)zdz_i_z/ f(Z)ezngdZ
N n=0 Vel

_ Z/ f(x)e—an(n+l)xdx+Z/ f(x>62mnxdx
n=0" "% n=0"7 "%

= Y F(n+1)+ ) F(-n)

n=0 n=0

= i F(n).

n——oo
Como esperdbamos demostrar. |

Ejemplo 60
. . ., 2 .
1. Si consideramos la funcién f(x) = e~ ™ | demostraremos que f es su propia transformada
de Fourier, es decir

[ e mmsar = e ().

Si & =0, como consecuencia de la ecuacién 10.26, tenemos
1 1

/_me*”xzdx = \/lﬁ/_me(ﬁx)z\/ﬁdx: \/lﬁ/_me"zdu: ﬁl“ (2> =1=F(0).

. ., 2 .
Supongamos ahora que & > 0, y consideremos la funcién entera f(z) = e~ ™, si yes la curva
que se describe en la siguiente figura, recorrida una vez en levogiro.

—R+i N R+1&

7 Ya

—R 0 V3 R

Figura 10.5: f(z) = e es su propia transformada de Fourier

Como consecuencia del teorema de Cauchy, pagina 120

/e*mzdz =0.
Y

La integral sobre 73 es ffR e*”xzdx, la cual converge a 1 cuando R — oo.
Por otra parte,
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/ e 7 = /5 e_”(R'“y)zzdy
b2 0

Como & es fijo, y
0 0

0
tenemos que

2
lim | e ™ dz=0.
R—yc0 )

De manera andloga se demuestra que

. 2
lim | e ™ dz=0.
R0 )y,

Finalmente

/e_”zzdz = —/R e THEY gy
N —R

R

2 2

= ™ / e g2t gy
-R

Por lo tanto, cuando R — oo,

0 = /efnzzdz—l—/efﬂzzdz—i— ez | e dg
N 12 &l Y4

— / TR 2m 04 ] 40,
de donde -

2 [ 2
eﬂé / e X e Zﬂlxédx — 1,
es decir

oo o B )
/ eﬂ.’ermx&dx:e mﬁ

Si £ < 0, se procede de manera anéloga, considerando la curva simétrica a ¥ con respecto al
eje x.
De lo anterior se concluye que, si & € Ry f(x) = e~

F& == [

—o0

2
TX" entonces

e T2 g /°° f(x)efzmxédX,

por lo que, f(x) = e ™ es su propia transformada de Fourier.

2. Para valores fijos & > 0y a € R, el cambio de variable x — &'/2(x+a) en la integral
anterior demuestra que la transformada de Fourier de la funcién f(x) = e 75+’ eg F(£) =
xfl/Zefﬂ.'éz/x eZmaé )

Aplicando la férmula de la suma de Poisson a la pareja f(x) = e*¢ (xta)? yF(&)= x~1/2e= 78 /x g2mial
se obtiene la relacion

i o TE(n+a)? _ i g-1/2g- T & g2mma, (10.30)

Esta identidad tiene notables consecuencias, en el caso especial en que a = 0, esta es la ley de
transformacién de una version de la funcién theta, en particular, de la ecuacién 10.30 se obtiene

Corolario 10.4.1 — Ecuacién funcional theta. Sir > 0, entonces
1
O (1) =1"1%0 <t) . (10.31)

Esta ecuacidén es la clave que permite obtener la ecuaciéon funcional de la funcién zeta de
Riemann, y por ende, determinar su continuacién analitica.
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La funcién zeta de Riemann

Riemann toma como punto de partida la férmula

1 1

n P [1-—
pS

de Euler, donde n corre sobre todos los enteros positivos, y p sobre todos los nimeros primes. Esta

férmula actualmente se conoce como la formula del producto de Euler, y se obtiene al expander

cada uno de los factores del producto de la derecha como:

S S S B
-1 PPy Py
1—ps
y observar que su producto es entonces una suma de términos de la forma
1
(P1' Py pr)’
donde py, p>, ... p, son primos distintos, y ny,ny,...,n, son nimeros enteros positivos. Aplicando

ahora el teorema fundamental de la aritmética Euler concluy6 que la suma de estos términos es,

. 1 :
simplemente Z —, para cualesquier valor entero s.
n

Dirichlet, l’)lasandose en éste resultado, demuestra rigurosamente que la férmula 10.32 es vélida
para todo niimero real s > 1. Posteriormente Riemann, quien fuera discipulo de Dirichlet extiende
dicha expresion a variable compleja, y demuestra que la serie converge en el semiplano Res > 1,
pero en 1859 Riemann va mucho mads alld de esto, y en sus estudios sobre los nimeros primos
demuestra las propiedades mas sobresalientes de la funcién {(z), tanto en su relacién con los
nimeros primos como con la funcién I'(z), véase Riemann (1998).

En el afio 1900, David Hilbert pronuncié una conferencia durante la celebracion del Congreso
Internacional de Matematicas en Paris, donde enuncid, lo que desde su punto de vista, debian ser
considerados los 23 problemas matemadticos aln no resueltos mas importantes del momento, y
en los que la comunidad matemadtica deberia volcar todos sus esfuerzos, de ahi su famosa frase:
“Debemos saber, y sabremos”. El problema nimero 8 trataba precisamente la hip6tesis de Riemann,
que dice lo siguiente:

Todos los ceros no triviales de la funcion zeta de Riemann, definida como continuacion analitica
de la forma

estdn en la franja critica vertical, formada por los niimeros complejos s tales que Re(s) = 1/2,
esto es, en mitad de la franja critica.

En la presente seccién presentaremos algunas propiedades fundamentales de la funcién zeta de
Riemann, su relacién con la funcién I y los niimeros primos.

Definicién 10.5.1 Se define la funcién zeta de Riemann como
1
C(z)=) — si Rez>1. (10.33)

Si Rez > 1, entonces |n~?| = |e~?1°¢"| = p=Rez por lo que, si Rez > 1+ 8 > 1, entonces
1Y n % < Y n~ (=149 1a cual converge por el criterio de la p—serie 3.4.8. Como consecuencia del
criterio de convergencia normal de series, la funcion {(z) es holomorfa si Rez > 1.

Aun més, como consecuencia del teorema de convergencia analitica, tenemos que

{'(z) = i n"*logn.
n=1
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Proposicion 10.5.1 Si Rez > 1, entonces

Cg) ﬁ <1 - 1) (10.34)

n=1 Pn

Demostracion. Siguiendo la idea de Riemann tenemos que:

1 1 1 1
(D) =145 45+t ta
asi
1 1 1 1
<1—2Z>C(z) = ltgtmtat (1035)
1 1 1 1 1
(5 (1 3) 0 = g (1036)

1 1 1 1 1
() () (1350 = g e (1037

la suma en la ecuacién 10.35 corre sobre todos los enteros positivos impares; la suma en la ecuacion
10.36 corre sobre todos los enteros positivos que son primos relativos con 2 y 3; la suma en la
ecuacion 10.37 corre sobre todos los enteros positivos primos relativos con 2, 3y 5.

Luego entonces

(-5)($)(-$eo-g

donde la suma corre sobre todos los enteros n que son primos relativos con los nimeros primos

2,3,...,pn. El primer término en la suma es 1, y el siguiente
PN+1
Iterando el proceso anterior se obtiene

1;[(1;> {(z)=1, Rez>1

donde el producto corre sobre todos los nimeros primos p.
Por lo tanto

N 1
lim <l—> =1.
N—veo 3 pn

1
Como consecuencia del teorema 10.1.3, pdgina 288, y la convergencia del producto [, (1 — S) ,
n

1
tenemos que el producto H (1 - S> converge si Res > 1, y es no nulo.
p
P

o0 equivalentemente

C(S)I;<llnl‘>

converge si Res > 1.
En particular, la funcién {(s) es una funcién holomorfa si Rez > 1. [
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Ya que
[(z) = / le7'dt Rez >0,
0
reemplazando ¢ por n7T en la integral anterior obtenemos

n—zr(z) — / tz_le_mdt,
0
de donde, si Rez > 1, entonces

(@) = ilnzr(z)
_ - . z—1 _—nt
= ’;/O e dr
= /wtz_l (i e‘”’) dt
1 n=1

00 tZ*l
= dt
/o e—1""

o0 equivalentemente

oo tZ—l e—f

CQrE = | T

T .
Por otra parte, como I'(z)['(1 —z) = ——, se tiene que
sen7mz

121

dr.
el —1

C(T()T(1—2) = T(1—2) /O )
Asi
(senmz)[(1—z) = !
g =28 [

Obtener la continuacién analitica de la funcién {(z) a una funcién meromorfa en C es mds
sutil que en el caso de la funcién I'(z), siguiendo la idea de Riemann, presentaremos la relacién
que tienen éstas funciones con la funcién theta, véase 10.28 pdgina 305, la cual estd definida como

B(r) = Z ¢~ ™'Y como vimos en la ecuacién 10.31, pagina 310 la funcidn theta satisface la

n—=—oo
1
ecuacién funcional 9 (r) = t~'/2% (t) sit>0.
Tal relacién implica, por un lado,
®(r) <Ctr~'? cuandor — 0

2

2 _ .
y como e ™ < 7™ ge tiene que

(e} 2 (e} .
Z e*ﬂ.'n t S Z e*ﬂ?nt S Ceint, si IZ 17
n=1

n=1

de donde
|9(r) — 1| < Ce ™

para alguna C > 0, y todat > 1.
Lo anterior nos permite demostrar el siguiente resultado:
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Teorema 10.5.2 Si Rez > 1, entonces

Z
n’r (%) $(z) = ;/0 B (S (u) —1)du (10.38)

Demostracion. Si Rez > 1, como consecuencia de la expresion integral de I'(z), dada por la
ecuacién 10.24 tenemos que

Z .
1“(7) :/ 27 o
> A t e 'dt

reemplazando ¢ por n*u obtenemos

F(E> = nznz/ u2 e""’z”du,
2 0

de donde

Z

o I

ﬂ_z/zn_zr(g):/ u2 e_m‘z”du,
0

Luego entonces
—z/2 < — /2~ ( %
n e (3) = Y P (3)
- o <
= Z/ uiileﬂmzudu
n=170
z

= /mui_1 Ze*””Z“ du
J0 n=0

z
|
= f/ u2  (O(u)—1)du.
2 Jo
Como esperabamos demostrar. |

A continuacién estudiaremos la funcion xi, que es una modificacién de la funcién zeta, pero
cuyo estudio es mds simple pues tiene mas relaciones de simétria.

Definicion 10.5.2 Si Rez > 1, definimos la funcion xi como

E(z)==m 2T (*) (z). (10.39)

Teorema 10.5.3 La funcién & (z) es holomorfa si Rez > 1, y puede prolongarse analiticamente
a C como una funcién meromorfa que solamente tiene polos simplesenz=0y z=1.
Ademis &(z) = &(1 —z) paratodaz € C\ {0,1}.

Demostracion. Sea

] &
y(u) = % =Y e ™/ 0. (10.40)
n=1

Como consecuencia de la ecuacion funcional de theta 10.31, p4gina 310

O (u) =u" "% <1> siu > 0.

u
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se sigue de 10.40 que

-= 1 1 1
=u 2 - —_— . 10.41
v = 2y (3) +—1 3 (10.41)
2u?2
Por el teorema 10.5.2, se sigue que

2 .z
20 (3)¢e) = /Ou2 "y(u)du

z
= /u2 v (u du+/u2 v (u)du
0
1

i oo 11 - 2
_ /uz u 21,,<>+1_ du+/ w2 w(u)du
0 u 2 1

2u?2
s—1 S
1 1 o |
= — f—l—/ u 2 +u? y(u)du,
I z /i

siempre que Rez > 1. Consecuentemente

z—l Z

E(z) = Z_il—*-i—/ 2 —i—ui_] y(u)du.

Como la funcién y(z) tiene decaimiento exponencial cuando Rez — oo, la integral I(z) =
s—1 s

= ——1
/ u 2 +u? W (u) du, define una funcién entera, y por lo tanto &(z) admite una conti-
1

nuacion analitica a una funcién meromorfa en C con polos simplesenz=0y z=1.
Ademads, es claro que la integral permanece invariante si se reemplaza z por 1 — z, asi como

1 1—i.Porlotantof(Z)_g(l_Z)' u

para la suma de los términos

Teorema 10.5.4 — Extension analitica de {. La funcién {(z) admite una continuacién
analitica a una funcién meromorfa, cuya tinica singularidad es un polo simple en z = 1.

Demostracion. Por definicion, la funcién meromorfa &(z) estd dada como

lo cual implica que

Z
5 6z
() =n22
()
2
Como I (%) es una funcién meromorfa con polos simples en 0, —2, —4, ..., por lo tanto el polo

1
simple de £ (z) en el origen se cancela con el cero correspondiente de 75
2

Luego entonces la dnica singularidad de {(z) es un polo simple en z = 1. [
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Ademds, como consecuencia del teorema del producto 10.1.3, pagina 288, tenemos que (z)
no se anula si Rez > 1. Finalmente, si escribimos la relacién & (z) = & (1 —z) en la forma

1—zp(Ll=2
ﬂ_§1“<z) C(z)= ﬂ_zzr<2>C(1 —2)

r(3)

De lo anterior podemos concluir que, si Rez < 0
1. {(1 —z) no tiene ceros, pues Re(1 —z) > 1.

] _
2. T <2Z> no se anula.

3. —7 se anula en z = —2n, con n un entero positivo.
r(3)
2 . .
Por lo tanto, los tnicos ceros de {(z) en Rez > 0 corresponden a los enteros negativos pares.

Corolario 10.5.1 Los tnicos ceros de la funcidn zeta fuera de la banda O < Rez < 1 son los enteros
negativos pares.

| Definicidon 10.5.3 La banda critica para la funcion zetaes {z € C; 0 <Rez < 1}.

Como consecuencia de la ecuacion funcional de { y el hecho de que la funcién zeta no tiene
ceros en la recta Rez = 0 implica que la funcién zeta no tiene ceros en la recta Rez = 1.

1
En 1915 Hardy demostr6 que hay una infinidad de ceros de la funcién §(z) tales que Rez = ok

siendo el primer resultado concreto sobre la conjetura de Riemann.

En el afio 2004 Xavier Gourdon verificé la conjetura de Riemann numéricamente para los
primeros diez trillones de ceros no triviales de la funcién zeta.

Hasta el 2005, el intento mds serio para explorar numéricamente los ceros de la funcidn zeta, es
el ZetaGrid, un proyecto de computacion distribuida con la capacidad de verificar billones de ceros
por dia. El proyecto finalizé en diciembre de 2005, y ninguno de los ceros encontrados proporciona
un contraejemplo de la hip6tesis de Riemann.

Para adentrarse en el estudio de la funcién zeta pueden consultarse el libro de Edwards Edwards
(1974), asi como el articulo de Riemann Riemann (1998).

La disertacion de Riemann Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grose,
puede consultarse en Riemann (1998).

10.6 Ejercicios
1

i 1
1. D t 1—-—= | =-.
emuestre que nI;[] < n2) 5
2. Demuestre que ﬁ 1-— 2
' d ok} n(n+1)

> 2
. Demuestre que 1-— =
e Hz< n3+1>

4. Demuestre que, si |z] < 1 entonces

)

. Demuestre que senz =z H (1 .
n

n=1

—

(98]
(98]

—s SIS

(1+2*") converge absolutamente a ]
—Z

(9]

SIS
v ||
_
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10.

11.

Demuestre que I'(m) = 2/ 2mle g, para cada m > 0.
0 {ym
Sim € N demuestre que, I'(z) — =Dt es holomorfa si |z+m| < 1.
m!(z+m)

1
Aplique la prolongacién analitica de la funcién gamma para demostrar que I <—> =

2
—2V/7.

Demuestre que, si a,b > 0 entonces

I°—°I n(n+a+b) T(a+1)T'(b+1)
(n+a)(n+b) Ia+b+1)

n=1

Use que I'(s) (1 —5) =

1
‘F (2 +lt>

siempre que ¢ € R.
Se define la funcion beta como

para demostrar que
senms

2n

eitt _|_ e*ﬂt

B(a,B) = /01(1 e By,

[(a)T'(B)

L(a+pB)

Sugerencia: I'(a)T'(f) = / / 1% 'sP1e™"=dt ds, y haga los cambios de variable
0o Jo

s=ur,t =u(l—r).

a) Demuesre que B(a, ) =

a—1

“ u
b) D ¢ B(a, :/ S )
) Demuestre que B(ct, ) 0 (Tru)eP u
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12. D t la transf da de Fourier de f(x) ! F(&) ! Ded
. Demuestre que la transformada de Fourier de f(x) = es = . Deduz-
q cosh 7x cosh&
—2max

caque, si & >0,y a> 0, la transformada de Fourier de f(x) = cosh(zx /) es F(&) =

“osh (n-(xg o)’ y por la férmula de la suma de Poisson se tiene

i e72man _ i g
L& cosh(mn/€) — &=, cosh(m(n +a)&)’

13. Demuestre que, si s € R o Res = 1/2, entonces & (s) = */*I'(s/2) {(s) es un ntimero real.
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