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Introduccion

Este libro estd pensado como una introduccién a la geometria pla-
na euclidiana para estudiantes universitarios o pre-universitarios con
una fuerte vocacion por el estudio de las Matemdticas. El contenido
del libro Fundamentos de geometria abarca el contenido completo de la
Unidad de Ensefianza y Aprendizaje del mismo nombre de la Licen-
ciatura en Matemadticas de la UAM Iztapalapa. Ademas, contiene otros
temas tales como: una introduccién a la geometria afin, los teoremas
de Menelao y Ceva en dos enfoques distintos: dentro de la geometria
euclidiana, mediante la semejanza de tridngulos y una segunda pre-
sentacién dentro del contexto de la geometria afin. También se estudia
el modelo de Poincaré para la geometria hiperbélica, se construye el
plano cartesiano a partir de la geometria euclidiana y, al final del libro,
se introducen los conceptos de consistencia, independencia y comple-
titud de axiomas y se compara la axiomatica de Birkhoff con la de
Tarski y con la de Hilbert a un nivel elemental.

Justificacion y relevancia

Después de mds de dos mil afios de existencia de los Elementos de
Euclides ;otro libro de geometria? Estudiar geometria el dia de hoy a
nivel universitario y, por afladidura en la UAM, plantea varias dificul-
tades y cuestionamientos didacticos. Primero, ;cudl es el nivel previo
de conocimientos de geometria sintética de los estudiantes de la UAM?
Segundo, a partir de estos conocimientos previos ;cudles son los con-
ceptos y métodos que todo estudiante de matemadticas debe manejar
con fluidez durante su carrera y su vida como matematico? Tercero,
¢como desarrollar todo lo considerado anteriormente en once sema-
nas que dura un curso de la UAM? Con respecto a los conocimientos
previos puedo afirmar, a partir de mi experiencia como profesor, que la
mayoria de estudiantes de la Licenciatura en Matematicas tiene conoci-
mientos previos casi nulos en los métodos de la geometria axiomatica.
Desafortunadamente, el razonamiento deductivo y los sistemas axio-
maticos fueron expulsados de la ensefianza preuniversitaria, aunque
fueron parte esencial de la ensefianza de las matematicas a nivel me-
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dio en las generaciones anteriores a los afios 8o. De esta manera, al
enfrentar el curso de geometria en la universidad, los estudiantes tie-
nen dificultades atin para distinguir entre las hipétesis y la tesis de un
teorema, para no hablar de los métodos de demostracién de la geo-
metria. Asi que los conocimientos previos de los estudiantes, segiin he
constatado en mi practica docente, estdn basados en la resolucién de
triangulos, uso basico de las funciones seno y coseno, asi como ciertas
aplicaciones del teorema de Pitdgoras, aunque la mayoria de los estu-
diantes son incapaces de enunciar correctamente el famoso teorema.
En cuanto a los temas relevantes de geometria euclidiana, tomando en
cuenta los conocimientos previos y el programa oficial de la UAM, se
han escogido como imprescindibles para un matematico los teoremas
de congruencia y semejanza de tridngulos, tres teoremas basicos de la
circunferencia y el teorema de Pitadgoras, entre otros. Referente a las
aplicaciones de la teoria de semejanza de tridngulos, primero se cons-
truye la trigonometria sobre el circulo unitario para, a partir de este
saber, construir los niimeros complejos que, a su vez, serdn aplicados
en el estudio del modelo del disco de Poincaré de la geometria hiper-
bélica. Finalmente, dada la problemética planteada, ;como se puede
trabajar todo el contenido del curso en once semanas? La propuesta
de este libro es estudiar el sistema axiomatico de Birkhoff', que es
uno de los aproximamientos més breves a todos los temas requeri-
dos de geometria plana, con un minimo de axiomas y con el minimo
de prerrequisitos, sin abandonar la formalidad necesaria en un curso
de geometria universitario. Si bien la axiomatica de Birkhoff ha sido
incorporada en varios libros de texto, como el de Moise?, no existen
libros en espafiol que presenten dicha axiomadtica. Ademads, la versién
de este libro es lo mds cercana posible al articulo original de Birkhoff,
pero presentada con ejemplos y ejercicios adecuados al nivel de nues-
tros estudiantes. Otra novedad en nuestro enfoque es el uso de regla
y compads virtual, lo cual se aplica desde el primer capitulo del libro
mediante el programa GeoGebra, el cual no es un programa comercial,
sino de uso libre y gratuito, con cédigo abierto y con instrucciones,
ayudas y comandos en espariol.

Los ejemplos de demostraciones matemadticas en varias partes del
libro se presentan como problemas, con la finalidad de que el lector
enfrente primero las dificultades que implican las construcciones geo-
métricas de las demostraciones y el acto mismo de construir demos-
traciones, pero al final del capitulo, se dan las soluciones completas de
estos problemas. El lector principiante jamds aprenderd a demostrar
teoremas si no emprende por si mismo tal actividad, pero podra te-
ner una guia para corregir o corroborar sus propias soluciones con los
ejemplos resueltos incluidos en cada capfitulo.

Al final del libro se presenta un acercamiento a los sistemas axio-

* George B. Birkhoff. A set of Postulates
for Plane Geometry Based on Scale and Pro-
tactor. Annals of Mathematics, Second
Series. Vol. 33, No. 2 (Apr. 1932), pp. 329-
345

>Edwin E. Moise. Elementary Geometry
from an Advanced Standpoint. Addison-
Wesley, 1974



maticos de Tarski y de Hilbert, sin los cuales ningtin acercamiento a
la geometria contemporédnea estaria completo, aunque este tema no
estd incluido en el temario oficial, se puede incluir como un tema de
discusién para terminar el curso.
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Introduccion a los conceptos bdsicos

Siguiendo la sana préctica constructivista comenzaremos este libro
suponiendo que el lector 1o es una pagina en blanco, sino que tiene
saberes previos de los objetos estudiados en la geometrfa plana: pun-
tos, rectas, semirrectas, d&ngulos, tridngulos, etcétera. Con estos saberes
construiremos una primera aproximacién a la geometria establecien-
do claramente cudles conceptos y saberes mantendremos asi, como ya
sabidos, y cudles conceptos redefiniremos. Posteriormente, a partir del
segundo capitulo, trataremos la geometria de una forma totalmente di-
ferente a nuestra primera aproximacién, centrandonos mayormente en
el enfoque abstracto por excelencia del método axiomético deductivo
de la geometria, el cual ha perdurado por milenios, desde los babilo-
nios, pasando por la luminosa cultura griega antigua, hasta nuestros
dias. Nuestro plan de trabajo en esta primera aproximacién es el si-
guiente:

e Preliminarmente aceptaremos ciertos términos como conocidos.

e Estudiaremos la circularidad en las definiciones y posteriormente,
estableceremos cudles serdn los conceptos primitivos y los definibles
en una lista inicial.

e Estudiaremos el concepto de conjetura en matemadticas, establecere-
mos algunas conjeturas empiricamente.

e Estudiaremos el método deductivo en geometria de manera prelimi-
nar, usando las conjeturas a las que se haya llegado, para preparar
la formulacién de una axiomaética formal que se desarrollara en los
siguientes capitulos.

Objetos bdsicos en la geometria

Los maés elementales objetos en la geometria son los puntos. En la
Figura 1 se muestran varias representaciones de estos objetos. Obvia-
mente, el lector debe distinguir entre una representaciéon de un punto
y la idea abstracta de este objeto en la cual los puntos no tienen di-
mensiones. En nuestro enfoque, los puntos serdn denotados con letras

Figura 1: A, B, C, son representaciones
de puntos, en el concepto abstracto de
“punto” debe entenderse que tales obje-
tos no tienen dimensiones al contrario de
las representaciones de las figuras.
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mayusculas A, B, C, etcétera y sus representaciones podran tener dife-
rentes tamafios y colores para enfatizarlos cuando sea conveniente.

Los segundos objetos mas usados en la geometria son las rectas.
Aceptaremos por el momento, que el lector “reconoce” una recta intui-
tivamente. Las rectas las denotaremos con letras caligraficas 7, 7, 7.
A veces las rectas se representan con dos flechas en los extremos (sobre
todo en los ejercicios) indicando con ello que el objeto representado se
prolonga sin limites, ejemplo de esto es la recta ¢ en la Figura 2.

En tercer lugar, aparecen los segmentos. Los segmentos estdn defini-
dos por dos puntos llamados extremos del segmento P, Q y todos los
puntos de una recta que estdn entre los extremos. Al segmento forma-
do por todos los puntos entre P y Q lo denotamos con PQ. No debe
confundirse un segmento con su longitud, la cual denotaremos m(PQ)
(medida de PQ) y estudiaremos en el préximo capitulo.

En cuarto lugar, supondremos que el lector conoce lo que es un

dngulo. Hay tres figuras asociadas a un dngulo las cuales se muestran
en la Figura 3. Una de estas figuras es el objeto que consta de los
tres puntos A, O, B. Al punto O situado “entre” A y B se le llama
vértice del &ngulo ZAOB. El segundo objeto al que también se le llama
angulo estd formado por dos segmentos O'C y O’'D, los segmentos
tienen como punto comun el vértice O/, a este dngulo también se le
denota con ZCO'D. El tercer objeto al que también llamamos dangulo
y que se denota Z720"¢, esta formado por dos semirrectas ¢ y 7 con
origen comun (o vértice) en el punto O”. Observe que las semirrectas
terminan en una flecha para indicar que se extienden indefinidamente
en la direccién indicada, esta notacién se usara frecuentemente en los
ejercicios.
Nota. Bajo ninguna circunstancia se debe confundir el objeto geométrico
llamado angulo, representado en la Figura 3, con su medida, (lo cual
es un niimero). De la medida supondremos por el momento que el lec-
tor sabe asignar una medida en grados a un dngulo (aqui aparecen
los babilonios mencionados al principio) usando un trasportador. Dis-
tinguiremos las medidas de los dngulos de los dngulos mismos, por
ejemplo, con el simbolo mZAOB, denotamos la medida del dngulo
ZAOB. Las medidas en radianes las trataremos formalmente hasta el
préximo capitulo.

Definiciones y conceptos primitivos

El lector observara que, por ejemplo, se podria partir de alguna de
los tres objetos geométricos asociados con un dngulo en la Figura 3 y se
podrian describir las otras dos en términos de tal objeto. Por ejemplo,
se podria definir angulo como una figura formada por tres “puntos”
diferentes, tales que uno de ellos estd “entre” los otros dos y a partir

Figura 2: Las representaciones de las rec-
tas tampoco deben confundirse con el
concepto abstracto, por ejemplo, que las
representaciones tengan anchura, no sig-
nifica que las rectas la tengan.

°w

OI!

Figura 3: Tres figuras geométricas dife-
rentes a las que se les suele llamar dngu-
los.



de esta definicién incluir las otras dos figuras (;c6mo?). Se han puesto
entre comillas las palabras puntos y entre para destacar que quiza nues-
tra definicién no estaria completa si no se entiende lo que significan
estas palabras con anterioridad. Claramente al tratar de definir pun-
to aparecerdn palabras que serdn muy probablemente mas dificiles de
definir que el objeto mismo a definir. Por ejemplo, si se define punto
como un objeto sin dimensiones, seguramente quien lo haga asi, tendra
dificultad para definir “dimensién”. Pero lo peor que puede ocurrir en
una definicién es lo que se conoce como circularidad. Por circularidad
entenderemos lo que ocurre al tratar de definir un concepto donde
aparecen palabras que al tratar de definirlas a la vez, se llega a fin de
cuentas a la primera palabra con la que se comenzé.

Para evitar la circularidad y con ello la autoreferencia, y para evitar
que al tratar de definir un concepto simple, aparezcan términos mucho
mas complejos que lo que se desea definir, en geometria (y también en
muchas ramas del saber humano) se aceptan conceptos indefinidos a
los cuales se les denomina conceptos primitivos.

En nuestro enfoque de geometria aceptaremos sin definir los siguien-
tes términos:

i) Punto.
ii) Recta.
iii) Plano.
iv) Conjunto.

También aceptaremos sin definir la relacién “estar en”. Por ejemplo,
cuando decimos que un punto estd en una recta o cuando decimos que
un objeto estd en un conjunto. Consideramos equivalentes las relacio-
nes “estar en un conjunto” y “pertenecer a un conjunto”.

Implicacién I6gica

La implicacion l6gica =" significa, en el mas rudimentario sentido,
que si los asertos o afirmaciones P y Q estdn relacionadas de tal forma
que se cumple que

P=qQ,

con ello queremos decir que cuando P es verdadero (o simplemente,
se cumple), no existe la posibilidad de que Q sea falso (o que Q no
se cumpla). Pero en un sentido mds sutil, una implicacién involucra
dos proposiciones, asertos o afirmaciones de manera que uno se de-
riva a partir de otro. A veces, una proposicién se deriva de otra de
una manera elegante y nada obvia, y a veces, de manera muy directa,
pero siempre a partir de los postulados o de teoremas, lemas, etcétera,
aceptados dentro de un sistema axiomatico.
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Ejemplo de definicién circular:

Circulo: figura en forma de rueda

)

Rueda: figura en forma de circulo

4

Circulo: figura en forma de circulo
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El lector deberd desarrollar la habilidad (si todavia no la tiene) de
traducir las afirmaciones matemadticas en forma de implicacién o con-
dicional 16gica siempre que sea necesario.

Ejemplo. Escriba en forma de implicacién la afirmacién Todos los tridn-
gulos son isdsceles3.

Solucién. Primero tenemos que interpretar la afirmacion en forma de
implicacion por lo cual debe reescribirse como:

“Si X es un tridngulo entonces X es isésceles”, lo cual es equivalente
a “si X es tridngulo = X es isosceles”. Evidentemente tal implicacion
es falsa universalmente y con este ejemplo queremos evidenciar que
no por que algo este escrito en forma de condicional necesariamente
es verdadero, lo que deberia ser obvio. Un ejemplo que hace evidente
que una implicacién es falsa se llama contraejemplo. En la figura 4 se
muestra el contraejemplo de un tridngulo que no es is6sceles.

Equivalencias de implicaciones en espafiol

Existen muchas formas de escribir en espafiol una implicaciéon que
en légica sélo tiene la forma P = Q. Como una guia para el prin-
cipiante mostramos algunas oraciones que son equivalentes desde el
punto de vista 16gico. También debemos advertir que desde el punto

Equivalencias de “si X es tridngulo = X es isésceles ”

1. Si X es tridngulo entonces es isdsceles.
2. 5i X es tridngulo, es isésceles.

3. X es isOsceles si X es triangulo.

4. X es tridngulo implica X es is6sceles.

de vista de la légica, son equivalentes P = Q y -Q = —P, donde
—Q denota la negacién de Q. De esta forma a nuestra tabla debemos
agregar: (5) si X no es isésceles entonces X no es tridngulo. La implica-
cién =Q == —P se llama contrapositiva de P = Q y suele aparecer
en muchas circunstancias técnicas.

Si y solo si. La expresién “si y solo si” significa una doble implicacién.
Es decir, por la expresiéon P si y solo si Q entenderemos P = Q' y
Q = P, en simbolos,

P <<= Q.

Cuando dos términos estan relacionados en una doble implicacién 16-
gica se suele decir que son equivalentes l6gicos o que son términos equi-
valentes.

Definiciones

Partiendo de los conceptos primitivos, se construyen conceptos de-
rivados, por ejemplo, partiendo de “rectas”, se define el concepto de

3 El lector interesado encontrara una de-
mostracion deliberadamente falaz de es-
ta afirmacién en el libro Geometria Plana
de René Benitez, op. cit.

AC =977
AB = 5.64

Figura 4: Se muestra un tridngulo que no
es isdsceles, 1o cual es un contraejemplo de
la proposicién “si X es tridngulo = X
es isdsceles”.



recta transversal.

Definicién [Transversales]. Cualquier recta Z que corta a un par de
rectas £, e, simultdneamente en puntos diferentes, se llama transver-
sal.

De especial interés son las transversales a rectas paralelas, las cuales
estudiaremos mas adelante. En las trasversales, a partir de una figura
se pueden indicar ciertos dngulos sin dar la definicién precisa (el lector
que asi lo desee intentara dar una definicién en los ejercicios).

Angulos en transversales. En la Figura 5, ciertos pares de angulos
formados por transversales tienen los siguientes nombres:

1. ayc,dyb, hy f, ey g, sellaman opuestos por el vértice.

2. a,b, h, g, sellaman internos.

3. d, e, ¢, f, se llaman externos.

4. ay g, hyb,sellaman alternos internos.

5. dy f, cy e, sellaman alternos externos.

6. aye,dyh,cyg by f sellaman correspondientes.

7. ayh, by g, se llaman colaterales internos.

8. dye, cy f, se llaman colaterales externos.

Formalizacion y definiciones

Cuando se procede de manera formal en matematicas las definicio-
nes suelen escribirse en forma de un bicondicional, por ejemplo: Cual-
quier recta 7 que corta a un par de rectas ¢, 7z, se llama transversal si
y solo si corta a las rectas simultdneamente en puntos diferentes.

Con ello se entiende que:

(i) Si ¢ corta simultineamente a #, 7z en puntos diferentes entonces
se llama transversal.

(ii) Si ¢ es transversal entonces corta simultdneamente a £, 72 en dos
puntos diferentes.

Nota. El lector de matematicas encontrard en su vida muchas defini-
ciones las cuales no estardn escritas en forma de bicondicional. Normal-
mente, las definiciones apareceran en la forma (i) o en la forma (ii). Sin
embargo, para el principiante serd una buena practica escribir siem-
preque sea posible las definiciones en forma de bicondicional, es decir,

. ., def . .
con un “si y solo si” <. Lo que denota el simbolo, en primer lugar
es, por supuesto, una doble implicacién, es decir, entenderemos que
P = Q y Q = P, pero estas implicaciones no son consecuencia de

23

m_—¢/f

Figura 5: La recta Z es transversal a las
rectas £, .
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otras proposiciones, sino que simplemente indican que as{ se ha defi-
nido un término o un objeto. Asi cuando en una definicién se tenga

. D . de .
una doble implicacién lo denotaremos con el simbolo <:f> También
algunas veces estableceremos igualdades por definicién y en tal caso,

i . . de . -
escribiremos andlogamente el simbolo ) , para evitar ambigiiedades?.

Todo en geometria es condicional

Después del largo paréntesis de los rudimentos de légica elemen-
tal, tenemos que decir a los lectores que no estén informados que toda
afirmacion en geometria es condicional. Es decir, toda proposicién que no
sea axioma o postulado en geometria, es implicada por algo. Dado este
hecho, si no se aceptaran términos sin definir, al desarrollar la teo-
ria nos verfamos en una situacién similar a la que enfrentamos con
las definiciones. Para evitar el problemas de circularidad en la funda-
mentacién es que se deben aceptar sin argumentacion en la base de la
construccién de la geometria algunas proposiciones que sustenten to-
do el edificio conceptual, llamadas Postulados o Axiomas. Esta realidad
que inquietaba al gran filésofo y matemético Bertrand Russell cuan-
do era nifio®, no debe inquietar a ningtn lector moderno. Si bien los
postulados guardan algiin parecido con el caracter de los términos sin
definir en la definiciones, también tienen un aspecto fundamental que
los diferencia. Los postulados son los generadores en cierto sentido
de todas las proposiciones de un sistema axiomaético. Imagine el lector
que con unas cuantas palabras, digamos cinco, pudieran construirse
todas las palabras de un idioma ;podria ser esto posible? Sin embargo
con solo algunos postulados, por ejemplo cinco en la axiomatica que
estudiaremos, podremos derivar todas las proposiciones de la geome-
tria euclidiana. Si bien la geometria que desarrollaremos no tiene en
ningtn sentido el cardcter de verdad pura y absoluta, en las infinitas
aplicaciones que tiene, alcanza un grado de precisién que es inobjeta-
ble e insoslayable para el que desea conocer las ciencias que requieren
de las matematicas para su entendimiento.

Aproximacion histérica posible, pero indemostrable

Pero si lo antes mencionado no convence al lector de lo apropiado
del método axiomatico, haremos ahora una primera aproximacién, en
cierto sentido complementaria, a la geometria que no sea axiomética
deductiva, sino inductiva que fue como casi seguramente este saber se
desarroll6 a lo largo de la historia. Para concretar, ubiquémonos en el
tiempo de los babilonios hace unos 4500 afios. La geometria de esos
pueblos, patente en su arquitectura, artes y escritos, es la producida

4 Ejemplo del uso del simbolo &, para
definir:

s def . .
A es isésceles 2L tiene dos lados iguales.

5> Un gran evento en mi vida a la edad de on-
ce fue comenzar con Euclides, el cual era en-
tonces un libro de texto de Geometria acep-
tado. Encontré una gran delicia en el libro
cuando pude superar mi decepcion al dar-
me cuenta que comenzaba con axiomas, los
cuales tenian que ser aceptados sin demos-
tracion. Bertrand Russell



por cuerdas materiales, cuerdas de las armas llamadas “arcos” y de
las plomadas de la construccién. Con las cuerdas, tenfan una buena
representacién de segmentos de lineas rectas y podian trazar circunfe-

rencias. Se sabe que los babilonios®

, como perennes observadores de
los astros, habian dividido la circunferencia” en 360°. Podemos especu-
lar que después de numerosas observaciones los astrénomos pudieron
notar que existe una recta que pasa por el centro de una circunferen-
cia®y que la divide en dos partes iguales. Esta observacion la estable-

cemos como nuestra primera conjetura:

Conjetura “babilénica” [Angulo rectilineol. La medida en grados de

un angulo situado sobre una recta con vértice en el centro de una

. . . . o
circunferencia y extremos en la circunferencia es 180° = 3620 .

Llamaremos, de esta forma, conjetura, a toda afirmacién que estd
fundamentada en hechos empiricos: observaciones, mediciones, etcé-
tera y que no forma parte del conjunto de axiomas de ningtn sistema.

Razonamiento deductivo, una primera aproximacion

Antes de describir lo que entenderemos por una demostracién for-
mal en nuestro enfoque de la geometrfa, usaremos conjeturas para
ilustrar la manera de proceder con el razonamiento deductivo en las
demostraciones. Aceptando como verdadera la conjetura del dngulo
rectilineo, se puede deducir la siguiente proposicion.

Proposicién de dngulos opuestos por el vértice

Proposicién. Si Z1 y /3 son opuestos por el vértice entonces m/1 =
mZ3.

[ Argumentacion intuitiva para la conjetura “angulos opuestos por el vértice”

Afirmaciones Razones

1. Z1y /3 son opuestos por el vértice 1. Hip6tesis.

2. /1y /2 tienen un lado en una misma recta. 2. Por (1).

3. Z2'y /3 tienen un lado en una misma recta. 3. Por (1).

4. mZ1+m/2 = 180° 4. De (2) y la Conjetura babilénica
del dngulo rectilineo.

5. mZ2+mZ3 = 180° 5. De (3) y la Conjetura babilénica
del dngulo rectilineo.

6. mLl+ms2 =ml2+m”L3 6. . La relacién de igualdad es
transitiva y usando (4) y (5).

7.mLl =ms3 5. Cancelacion en (6) de m /2.

Esta proposicién que aparece en muchos manuales de geometria
como el primer teorema®, explica muy bien lo que entendemos por
razonamiento deductivo.
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¢ Ivor Thomas. Greek Mathematical Works.
Loeb Classical Works

7 Sin embargo, la primera mencién en un
texto griego de la divisién del circulo del
zodiaco en 360° se encuentra en un texto
de Hipsicles que sobrevivié hasta nues-
tro dias y que fue escrito aprox. 120 a. C.
(vea el libro de Thomas op. cit.).

8 Proclo afirmaba que Tales fue el prime-
ro en “demostrar” esta proposicion (Eu-
clides ni siquiera lo demuestra, sino que
lo establece como definicién), pero este
saber estd implicito en los circulos sec-
cionados que pueden ser vistos en mo-
numentos y vasijas egipcias de la déci-
mo octava dinastia muy anterior a Tales
de acuerdo con Cantor (vea las referen-
cias en el interior del libro de Thomas op.
cit.).

Figura 6: Conjetura: Angulo con vértice
en O en el centro de una circunferencia
y extremos A y B sobre la circunferencia
mide 180°.

/3 /1

Observe que al aparecer conjeturas en
las razones, lo mostrado en las tablas no
puede considerarse como una demostra-
cién formal. En las demostraciones forma-
les solo aparecen postulados, teoremas,
etcétera como razones vélidas y nunca
conjeturas.

9 George Wentworth y David Smith. Geo-
metria Plana y del espacio. Editorial Po-
rria, 1984
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Recapitulando: Si se considera verdadera la conjetura babilénica, por
medio de proposiciones elementales de suma de dngulos se llega me-
diante la implicacién légica a que todos angulos que sean entre si
opuestos por el vértice, tienen medidas iguales.

Nota: La forma de presentar la argumentacién de la proposicién an-
terior se llama “forma tabular” o argumentacién “en forma de tabla”.
Esta presentacion es un recurso didéctico indispensable para organizar
una argumentacion y se utilizard extensamente a lo largo del texto.

Correspondencias entre figuras

Denotaremos la correspondencia entre dos objetos A, B mediante el
simbolo
A < B,

significando con ello, que al objeto A le corresponde el objeto B y
reciprocamente. A tal correspondencia le llamaremos correspondencia
biuntvoca entre los objetos.

Correspondencia entre tridngulos. Dados dos tridngulos AABC y
ADEF, los vértices se pueden poner en la correspondencia A <> D,
B <+ Ey C « F, lo que también determina la correspondencia de la-
dos AB <+ DE, BC <+ EF y CA <+ FD y la correspondencia de dngulos
LA < /D, /B < LEy ZC <+ ZF. Todas estds correspondencias las
denotaremos con ABC <+ DEF, es decir:

P A+ D, B+ E, C+ F
ABC <> DEF &4, ) AB <+ DE, BC < EF, CA < ED
/A /D, /B<s /E, /C< /F

Resumiendo, con el simbolo ABC <+ DEF denotamos la correspon-
dencia de cada uno de los tres puntos A, B,C con D, E, F, respecti-
vamente, de cada uno de los lados AB, BC y CA con DE, EF y FD,
respectivamente y de los dngulos ZA, ZB, ZC con 4D, ZE y ZF, res-
pectivamente. A lados y dngulos en correspondencia se les indica en
las figuras con las marcas homdlogas que se muestran en la Figura 8.

Meétodo empirico de superposicion

Otra forma de generar conjeturas y argumentaciones intuitivas (que
no serd vélida a partir del préximo capitulo) es el método de superpo-
sicién de figuras geométricas'®. Tal método es extensamente usado en
libros didacticos contempordneos de ensefianza preuniversitaria como
por ejemplo en el libro de Serra®*. Utilizaremos la superposicién para
argumentar intuitivamente si es plausible o no el Teorema de Tales y la
Conjetura LAL, los cuales presentamos a continuacion.

E AABC < ADEF

D E
A
A B
Figura 7: Los lados y angulos marcados

estdn en correspondencia biunivoca en la
correspondencia AABC <+ ADEF.

Figura 8: Se muestran las marcas de co-
rrespondencia mas usadas entre figuras.

En muchos enfoques didacticos con-
temporaneos se superponen tridangulos y
otras figuras empleando papel transpa-
rente para obtener descubrimientos de
propiedades geométricas.

" Michel Serra. Discovering Geometry, An
Investigative Approach. Key Curriculum
Press, 2008



Teorema de Tales

Un teorema atribuido a Tales por Proclo (vea el libro de Thomas op.
cit. y referencias al interior), se puede formular de la siguiente manera.
Proposicién [Tales]. En todo tridngulo a lados de medida igual se opo-
nen angulos de medida igual.

Argumentacién empirica. Suponga que se puede superponer el tridngulo
AABC sobre si mismo de tal forma que el punto A que de sobre B y
viceversa, se tendria que el ZA caerfa exactamente sobre /B, es decir,
ZA = /B, lo que se lee '*: el dngulo A es congruente con el angulo B.

[ Argumentacién empirica del Teorema de Tales que no consideraremos vélida |

Afirmaciones Razones
1. AC =2 BC 1. Hipotesis.
2. /C=/C 2. La congruencia es reflexiva.

3. Método empirico.
por (1) y (2) coincide consigo mismo.
4. Por (3).
5. Por (4), dado que los dngulos quedan
superpuestos exactamente.

3. El tridngulo AABC se superpone
sobre si mismo al invertirlo.

4. LA < ZB.

5. mLA =m/B

Conjetura LAL

Conjetura LAL. '3 Si dos tridngulos tienen en correspondencia dos la-
dos iguales y el angulo formado por los dos lados en correspondencia
en cada tridngulo iguales, tendrén el tercer lado igual entre si y serdn
los dngulos restantes en correspondencia iguales.

Argumentacion empirica. Para dar alguna evidencia en favor de esta pro-
posicién™ superponga el lado AC sobre DF y el lado BC sobre el EF
de forma que el ZC coincida con el ZF. Por lo tanto, el lado AB cae-
ra sobre el lado DE y los dngulos LA y /B caeran sobre /D y ZE,

respectivamente.

[ Argumentacién empirica de la conjetura LAL, tampoco la consideraremos vélida ]

Afirmaciones Razones
1. m(AC) = m(DF), m(BC) = m(EF) 1. HipOtesis.
y mZC = mZF.

2. Se superpone AABC sobre ADEF.
3 AABC = ADEF.

2. Método empirico.

3. El lado AB caeréd sobre el lado DE y
los dngulos ZA y ZB caeréan sobre
ZD 'y ZE respectivamente.

Meétodo empirico de construccion con regla y compds

Hasta ahora hemos visto que cierta evidencia empirica de las pro-
posiciones geométricas fue dada histéricamente al manipular objetos
(fisicamente o mentalmente) como por ejemplo:
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> En este capitulo introductorio el sim-
bolo de congruencia = denota solo que
las figuras en la relacién de congruen-
cia podrian superponerse una encima
de otra, de tal manera que coincidieran
exactamente, no se dice como esto es po-
sible, se supone que existe la posibilidad.

B b A

3 Este es el Teorema 1.4 en Los Elementos
de Euclides. El acrénimo LAL significa
Lado-Angulo-Lado.

4 Esta es la idea de la demostracion en
los Elementos de Euclides.

D E

Figura 9: Se superponen los AABC y
ADEF para ver que son congruentes. Es-
te método no se considera valido en la
geometria sin coordenadas.
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e Al tomar mediciones, como en la conjetura del dngulo rectilineo.

e Al superponer figuras geométricas, como en el teorema de Tales y
la conjetura LAL.

Una tercera manera empirica de obtener informacién geométrica
estd dada por la posibilidad de realizar construcciones con regla y
compads.

Proposicién [Construccién de perpendicular]. Dada una recta y un
punto sobre la recta se puede construir una y sélo una perpendicular
a la recta que pase por el punto.

Construccion. Sean una recta £ y un punto P, dados. Construya una
circunferencia con centro en P y sean A y B las intersecciones de la
circunferencia con la recta £. Con centro en A y radio m(AB) construya
otro circulo. Repita el paso anterior con centro en B. Sea P’ cualquiera
de las intersecciones de las circunferencias con centros en A y B. Por
Py P’ pasa la recta perpendicular a #, llamada ¢’.

Figura 10: Construccién con regla y com-
pés de rectas perpendiculares. 1)
Recta ¢ y un punto P dados. 2) Cons-
truya una circunferencia con centro en
P y sean A y B las intersecciones de la
circunferencia con la recta ¢. 3) Con cen-
tro en A y radio m(AB) construya otro
circulo. 4) Repita (3) con centro en B. 5)
Sea P’ cualquiera de las intersecciones
de las circunferencias con centros en A
y B. 6) Por Py P’ pasa la recta perpendi-
cular a Z, llamada #’.
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[ Argumentacion empirica de la construccion con regla y compds, tanpoco la consideraremos vdlida. ]

Afirmaciones Razones
1. P estd sobre 7. 1. Hipétesis.
2. m(PA) = m(PB). 2. Las circunferencias con centros en A y en B
tienen el mismo radio.
3. AAPP' = ABPP'. 3. Por (2), ademas m(PB) = m(PA) y m(PP") = m(PP’).
4. mZBPP' = m/APP'. 4. En los tridngulos congruentes por (3)

son dngulos en correspondencia.
5. mZBPP' +mZAPP' =180°. 5. Por la conjetura del dngulo lineal.
6.2m/APP" = 180°. . Dado que por (4) miden lo mismo ZBPP' y ZAPP.

7. mZAPP' = @ =90°. 7. De (6) dividiendo por 2.

=)}

Teorema de Pitdgoras

Para finalizar este capitulo debemos mencionar que incluso el Teo-
rema de Pitdgoras debe ser incluido en la lista de saberes descubiertos
empiricamente. Este hecho lo evidencia la existencia de la tableta Plim-
ton'> donde aparecen ejemplos ternas pitagoéricas (;debemos llamarlas
babilénicas?), es decir, nimeros naturales 4, b, c, tales que a2+ b =c?
los cuales se muestran en la siguiente tabla, note que las cantidades

estdn escritas en el sistema posicional sexagesimal de los babilonios.

a b c
2,0 (=120) 1,59 (=119) 2,49 (=169)
57,36 (= 3456) 56,7 (= 3367) 3,12,1 (=11521)

1,20,0 (=75600) 1,16,41 (=4601) 1,50,49 (= 3949)

El lector debe observar que esta tabla muestra un conocimiento muy
superior a un mero balbuceo con ntimeros. Quien no esté familiarizado
con el sistema base sesenta de los babilonios observe que, por ejemplo,
2,0=(2x60)+(0x1);1,59 = (1x60)+ (59 x1);,y249 = (2x
60) + (49 x 1). No olvide el lector elevar al cuadro estos ntimeros en
base sesenta, para que se dé cuenta de los conocimientos que requiere
para operar tal sistema posicional.

Argumentaciones vilidas

Se ha mencionado someramente en este capitulo que no seran consi-
deradas vélidas, las argumentaciones tomando mediciones ni la super-
posicion (real o imaginada), de figuras geométricas ni las construccio-
nes con regla y compds. Tampoco se considerard valida ninguna con-
jetura vista hasta el momento. Cabe preguntar, ;cudles argumentacio-
nes serdn vélidas? En el siguiente capitulo solo serdn vélidas aquellas
argumentaciones que apelen a los axiomas o postulados, las definicio-
nes y los teoremas que se demuestren con la axiomaética de Birkhoff
incluyendo los lemas y corolarios, las cuales serdn introducidas en el

5 O. Neugebauer and A. Sachs, Mathe-
matical Cuneiform Texts (American Orien-
tal Series 29, New Haven, 1945) pp. 38-

41.

Cuadro 1: Ternas pitagoéricas de la table-
ta Plimpton, aprox. 1800 a. C.
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momento apropiado. Se supondra que el lector estd familiarizado con
las propiedades de campo de R (las propiedades de los niimeros reales
las cuales pueden consultarse al final de este libro), asi que todas las
propiedades que se deducen de las propiedades de campo y orden de
los ntimeros reales también serdn consideradas vélidas. Sin embargo,
una vez definido el plano cartesiano en capitulos posteriores, los mo-
vimientos de figuras se consideraran validos una vez que se defina el
grupo de isometrias en cada geometria donde se utilice tal grupo.

Finalmente, ninguna definicién de objetos geométricos tratada en
este capitulo (incluyendo los ejercicios de este capitulo), debe ser con-
siderada como una definicion definitiva. Solo las definiciones dadas a
partir de la axiomaética de Birkhoff, las cuales serdn introducidas en el
siguiente capitulo, deberdn ser utilizadas en las demostraciones futu-
ras.



Ejercicios con definiciones

Al comenzar el estudio de la geometria es conveniente que el lec-

tor haya tenido la experiencia (y se haya equivocado y haya corregido,

como se hard en los ejercicios) de formular ciertas definiciones basi-

cas. Para comenzar con ese ejercicio proponemos seguir los siguientes

pasos para crear una definicién (por ejemplo de cuadrado):

Clasifique el término a definir. ;Qué es? (“Un cuadrado es una figu-
ra de 4 lados...”).

Diferencie el término a definir. ;En qué se diferencia de los demas
de esa clase? (“...de todas las figuras de 4 lados el cuadrado se di-
ferencia en que tiene cuatro lados congruentes y cuatro angulos
rectos”).

Pruebe su definicién buscando un contraejemplo.

Para comenzar con un ejercicio de definiciones se recomienda al

lector que trate de definir dngulos opuestos por el vértice a partir de la

Figura 5.

1.

2.

4-

Utilice la Figura 5 para definir dngulos: opuestos por el vértice,
alternos internos, alternos externos, correspondientes.

Euclides en los Elementos'® da las siguientes definiciones:

D.I.1 Punto es aquello que ya no tienen partes.

D.IL2 Linea es longitud sin anchura.

Analice las definiciones anteriores y muestre que o bien se llega a
circularidad o que bien se llega a conceptos mas complejos que los
términos a definir si se intenta establecer la definicién de partes en
D.L1 o latitud y longitud en D.L2.

. En la Figura 11 se muestran dngulos rectos y dngulos que no son

rectos. Considere que ya se ha definido el concepto de dngulo y
defina dngulo recto a partir de lo que se ve en las figuras.

=

Y =95.65°

Defina dngulo agudo y dngulo obtuso a partir de las figuras.
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¢ Buclides con traduccién de J. D. Gar-
cia Bacca. Elementos de Geometria. Uni-
versidad Nacional Auténoma de México,

1992

Figura 11: A la izquierda, en la figura,
se muestran dngulos que son rectos; a la
derecha, se muestran dngulos que no son
rectos. A partir de las figuras intente de-
finir dngulo recto.
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a=168.52°

p=13237°
y=1464°

a=15.07°

B =82.87°

Ejercicios de paralelas

En esta parte se trata de dar ciertos argumentos para concluir que
ciertos dngulos formados por paralelas y una transversal tienen las
mismas medidas. Se deben suponer como verdaderas las afirmacio-
nes de que dngulos opuestos por el vértice miden lo mismo y, otras
afirmaciones que por el momento solamente tienen el cardcter de con-
jeturas. Se trata de una primera aproximacién al razonamiento de-
ductivo, por lo que se esperan argumentaciones perfectibles.

Para esta seccién daremos alternativas para un estudio deductivo
de las medidas (positivas) de angulos formados por paralelas corta-
das por una transversal:

Primera versién provisional de la geometria de las paralelas

Conjetura 1. Angulos opuestos por el vértice tienen la misma medida
positiva.

Conjetura 2 Angulos alternos internos tienen la misma medida po-

sitiva.

a) Suponiendo validos las conjeturas 1 y 2, demuestre que dngulos
correspondientes tienen la misma medida positiva.

b) Suponiendo vélidas las conjeturas 1 y 2 demuestre que angulos
alternos externos tiene la misma medida positiva.

c) Suponiendo vélidas las conjeturas 1 y 2, demuestre que dngulos
colaterales internos son suplementarios.

Segunda versién provisional de la geometria de las paralelas

Conjetura 1. Angulos opuestos por el vértice tienen la misma me-
dida positiva.
conjetura 2. Angulos correspondientes tienen la misma medida
positiva.

d) Suponiendo validas las conjeturas 1 y 2/, demuestre que dngulos
alternos internos tienen la misma medida positiva.

Figura 12: A la izquierda se muestran 4n-
gulos agudos y a la derecha se muestran
angulos que son obtusos. Intente definir
dngulo agudo y dngulo obtuso tomando en
cuenta la Figura.
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e) Suponiendo vélidas las conjeturas 1 y 2’, demuestre que dngulos
alternos externos tiene la misma medida positiva.

f) Suponiendo validas las conjeturas 1 y 2’, demuestre que angulos

colaterales internos son suplementarios.

6. Resuelva los siguientes ejercicios. Argumente todas sus afirmacio-
nes mediante la primera o segunda versién provisional de la geo-
metria de las paralelas.

a)w:?/ b)z =7
63/
/

7. El cuadrildtero ABCD es un paralelogramo. ;Cudnto mide y?
8. Larecta 7z es paralela a 7 jcuanto mide /z? A B

Figura 13: Figura correspondiente al pro-
blema 7.

m

65° n

Ejercicios bdsicos de tridngulos

Dos tridngulos son congruentes si existe una correspondencia entre
ellos tal que tienen medidas iguales de los lados y de los dngulos
en correspondencia. Es decir, para verificar que dos tridngulos son
congruentes se deben comparar tres medidas de sus lados y tres
medidas de sus angulos en correspondencia. Una primera conjetu-
ra que sirve como un atajo para no tomar tantas mediciones es la
siguiente:

Conjetura LAL para tridngulos congruentes. Dos tridngulos son con-
gruentes si y solo si la medida en un tridngulo de dos lados y el
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~ A7
ACAB = A? ATAN = 4
D N
C E g
B F A
T
A
M
/ o~ A7
b ALMN = A AABC = A?
D c
L M A B

dngulo comprendido entre los lados es igual a la medida de dos
lados y el dngulo comprendido entre ellos, del otro triangulo. La
palabra LAL es acrénimo de “lado dngulo lado”. Utilice la conjetu-
ra LAL para resolver el ejercicio 9.

9. Para la figura 14 diga cudles tridngulos son congruentes. Establez-
ca sus observaciones como una proposicién y demuéstrela formal-
mente usando tablas. Si no puede afirmarse nada de las figuras,
indiquelo claramente y argumente.

Ejercicios bdsicos de construcciones con regla y compds

10. Realice las construcciones que se piden y trate de realizar una
argumentacion intuitiva que justifique su construccién.

a) Dados tres segmentos ;es posible siempre construir un tridngulo
con ellos? jpara cudles tridangulos es posible? Para aquellos trian-
gulos que sea posible, constrtiyalos usando regla y compas.

b) Divida un segmento dado en dos partes iguales.

c) Dado un dngulo, construya un segmento tal que divida al angulo
en dos dngulos congruentes.

AMIU =2 A?
|4 U

M I

ANAFC = A?
C B

Figura 14: Ejercicios bésicos de con-
gruencia de tridngulos.
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Solucién completa de ejercicios seleccionados

Solucién del ejercicio 5a. Etiquete cualquiera de los angulos alternos internos del sistema de paralelas, con
los simbolos £1 y £2, respectivamente. Considere uno el dngulo opuesto por el vértice a £1, observe que
debe ser un dngulo correspondiente con el dngulo Z2. Llame a este dngulo £3. Use los dos axiomas 1y 2
para argumentar que la medida positiva de los dngulos Z2 y Z3 son iguales. Recuerde que debe usar las
reglas de la aritmética bésica en la demostracién.
Regla y compds

Primero, antes de pasar a las soluciones de los problemas de construccién con regla y compas introdu-
ciremos como trabajar con la regla y compas de GeoGebra. La herramienta compds se encuentra al dar click
sobre el icono de la circunferencia, el cual es el sexto icono al contar de izquierda a derecha. La herramienta
compads permite dibujar una circunferencia dado un segmento de longitud cualquiera y colocarla en el plano
donde se desee. Los segmentos se generan con el tercer icono de izquierda a derecha. Requeriremos tam-

1{3 GeoGebra Classic 5

Archive Edicion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

X Ml AL~ I O lz2ll 2|

bién determinar las intersecciones de segmentos y circunferencias, esto se obtiene en el ment punto, el cual
es el segundo icono. Finalmente, si solo requerimos quedarnos con los puntos de interseccién, las figuras
se pueden borrar (ocultar) desplegando el ment del dltimo icono, donde aparece la opciéon Mostrar/ocultar
objeto.

Solucién del problema 10a. Un tridngulo no degenerado se obtiene solo si la suma de las longitudes de
los lados menores es mayor que la longitud del lado mayor. Sea AB el segmento mayor y CD EF, los
otros dos segmentos tales que m(AB) < m(CD) + m(EF), donde m denota la medida de los segmentos. La
construccién se realiza como sigue.

i) Con centro en el punto A construya una circunferencia ¢; de radio m(CD).

ii) Con centro en el punto B construya una circunferencia c, de radio m(EF).
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iii) Encuentre el punto X de interseccién de las circunferencias dibujadas en (i) y (ii) y después oculte tales
circunferencias.

iv) Borrados los circulos, dibuje el segmento AX, el cual mide lo mismo que CD, ;por qué?

v) Dibuje el segmento BX, el cual mide lo mismo que EF, ;por qué?



vi) El tridngulo AABX es el tridngulo buscado.
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El camino mds corto al Teorema de Pitdgoras

En este capitulo estudiaremos la axiomética de Birkhoff'7, la cual,
desde mi punto de vista, nos lleva lo més pronto posible a los resulta-
dos fundamentales de la geometria euclidiana, entre ellos al teorema
de Pitdgoras. Para ilustrar este punto, mientras en nuestro enfoque el
famoso Teorema es el séptimo, en los Elementos de Euclides es el Teo-
rema 47, lo cual no quiere decir que se requieren las 46 proposiciones
anteriores para demostrar el teorema, pero si muchas de ellas. Otra
cosa que hay que mencionar es que no seguiremos al pie de la letra la
formulacién de Birkhoff, sino que se ha agregado un quinto postulado,
el cual no considera el citado autor. También hay que mencionar que
no usamos arcos ni segmentos dirigidos, sino sélo medidas de segmen-
tos y de arcos las cuales son estrictamente no negativas. Ademas, sirva
de advertencia que en el trabajo de Birkhoff, nuestro 5° postulado se
deduce del Postulado LAL, el cual serd nuestro postulado IV*8, aplica-
do a un tridngulo degenerado, pero los tridangulos degenerados no se
usan en nuestra version. El lector avezado, al recordar lo ocurrido al 5°
postulado de Euclides a lo largo de la historia, notar4 la ironia de que
nuestro 5° postulado pueda ser demostrado dentro de otra axiomaética,
pero todo sea por una conveniencia meramente diddctica en la versién
que presento a continuacion.

Los postulados, teoremas y definiciones de este capitulo serdn las
definitivas en este enfoque y serdn las que se utilicen en todas las
demostraciones a partir de este momento.

Conceptos y relaciones indefinidos

Los conceptos indefinidos o primitivos son:

a) Puntos, denotados con mayusculas A, B,C,. ...

b) Ciertos conjuntos de puntos llamados lineas rectas (o simplemente
rectas), denotados con caligraficas mindsculas, Z, 772, 7, etcétera.

Las relaciones indefinidas son:

c) Distancia entre dos puntos cualquiera A, B denotada por d(A, B), lo
cual es un namero real no negativo: d(A, B) > 0.

7 George B. Birkhoff. A set of Postulates
for Plane Geometry Based on Scale and Pro-
tactor. Annals of Mathematics, Second
Series. Vol. 33, No. 2 (Apr. 1932), pp. 329-
345

®La conjetura LAL del cépitulo intro-
ductorio pasara a ser un postulado en la
axiomatica de Birkhoff.

m(AB)

Figura 15: Al segmento AB se le asigna
una medida denotada m(AB).
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d) Medida del dngulo formado por tres puntos no colineales A,O, B
tales que A # O, B # O, denotada por mZAOB lo cual es un
numero real no negativo menor igual que 7.

Postulado de la medida en una recta

Postulado I [Rectas en correspondencia con IR] . Los puntos A, B, ...
de cualquier recta pueden ponerse en correspondencia biunivoca con
los ntimeros reales, de tal forma que si x4 es el nimero real corres-
pondiente al punto A y xp es el nimero correspondiente a B se tiene
|xg — x4| = d(A, B) para todos los puntos A, B.

Definicién [Estar entre puntos]. En una recta dada, un punto B estd
entre Ay C, para A # C, lo cual se denota A — B — C si y solo si
X4 < xg < Xc obien xy > xg > xc.

Nota. Evidentemente una regla marcada estd incluida en el Postulado
I. El lector debe tomar en cuenta que la regla marcada fue excluida
de la geometria de Euclides de manera paradéjica ya que la palabra
geometria incluye el concepto de medida. La siguiente proposicién es
inmediata del Postulado I.

Propiedades basicas de la distancia entre puntos. La distancia entre
dos puntos satisface las siguientes propiedades:

1. d(A,B) =0siysolosi A=B.

2. Dados tres puntos distintos en una recta, B estd entre A y C, es
decir, A — B — C, si y solo si

d(A,C) = d(A,B) +d(B,C).

3. Si se establece una numeracién diferente para una recta ¢, entonces
para todos los puntos A de la recta, si x/; corresponde al punto A
en el segundo sistema, entonces se tiene que existe d tal que o bien
Xy =xp+dobienx, = —x,+d.

Ejercicio. El lector debe verificar que las propiedades mencionadas
se siguen inmediatamente del Postulado I (Rectas en correspondencia
con R).

Nota. Observe que (3) simplemente dice que la numeracién en la escala
estd determinada por el punto de origen marcado con 0 y la direccién
que se tome como positiva. Por otra parte, tanto el origen como la
direccién son totalmente arbitrarios.

Definicién [Segmento]. El segmento AC se define como el conjunto
de todos los puntos P que estdn entre A y C, es decir, se consideran
todos los puntos P que satisfacen x4 < xp < xc, obienxg > xp > xc.
Los puntos A y C se llaman extremos del segmento.

Figura 16: Angulo ZAOB .

-2-1 0 1 2 3

Figura 17: Correspondencia biunivoca
entre R y una recta cualquiera



Definicién [Medida de un segmento]. Dado un segmento AB se defi-
ne la medida del segmento m(AB), por la relacién

m(AB) = d(A, B).

Definicién [Congruencia de segmentos]. Dos segmentos AB, CD son
congruentes, lo cual se denota AB = CD si y solo si m(AB) = m(CD).
Definicién [Tridngulo]. Dados tres puntos distintos A, B y C, los tres
segmentos AB, BC y CA se dice que forman un tridngulo AABC con
lados AB, BC, CA y vértices A, B, C. En general los puntos que forman
un tridngulo no son colineales, en el caso en el que los puntos estén
sobre la misma recta, a la figura formada por estos puntos se le llama
tridngulo degenerado.

Postulado de la recta que pasa por dos puntos

Postulado II [Dos puntos definen una recta]. Una y solo una recta #
contiene dos puntos dados distintos P, Q.

Como consecuencia inmediata del Postulado II, dadas dos rectas
distintas ¢, 7z ocurre que o bien tienen sélo un punto en comutn o
no tienen ningtn punto en comudn. En el primer caso se dice que se
intersecan en el punto comun; en el segundo caso se dice que las rectas
son paralelas. Toda recta se considera paralela a si misma. A las rectas
paralelas se les representa con el simbolo ||.

Nota. Reciprocamente, el Postulado II (Dos puntos definen una recta)
garantiza que por cada dos puntos distintos pasa una y sélo una recta.
Sobre este hecho dependen todas las construcciones geométricas de la
geometrfa euclidiana.

Definicién [Semirrecta]. Dados dos puntos O y A en la recta £ de-
finida por ellos. Si al punto O se le pone en correspondencia con el
namero 0 y al punto A le corresponde un ndmero x4 > 0 entonces la
semirecta o rayo, denotada por OA es el conjunto de todos los puntos
P tales que xp > 0. Al punto O se le llama extremo u origen de la
semirecta o rayo.

Postulado de la medida de dngulos

Postulado III [Angulos en correspondencia con R]. Los dngulos for-
mados por las semirrectas ¢, 7z con origen comin O pueden ponerse
en correspondencia biunivoca con los ndmeros reales entre 0 y 7. Re-
ciprocamente, para cada ntimero real 2 entre 0 y 77 puede construirse
un angulo & con mZx = a 'y vértice O, en cualquier punto del plano.

Nota. Si bien el Postulado I puede verse como la posibilidad de medir
segmentos con una regla marcada de tamafio arbitrario, el Postulado
III debe verse como la posibilidad de medir dngulos con un transpor-

Figura 18: Semirrecta o rayo.
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tador marcado con ntimeros de cero a 7t (radianes). Nuestro transpor-
tador es realmente la semicircunferencia de radio uno a la cual se le ha
puesto la longitud de arco correspondiente en radianes en cada punto
de ella. El origen O del dangulo se coloca en el centro de la semicir-
cunferencia y los puntos A y B corresponden a la interseccién de la
circunferencia con los rayos respectivos, los ntimeros reales correspon-
dientes sobre la semicircunferencia se denotan por a4 y ag. Si bien la
correspondencia que establece el Postulado II es solo entre los dngulos
y el intervalo [0, 77, la correspondencia entre los angulos y R se define
de manera coherente sobre la circunferencia al introducir el concepto
de arco orientado a partir de dicho postulado. Estudiaremos el con-
cepto de arco orientado en el capitulo dedicado a la trigonometria.
Propiedades basicas de medidas de dngulos. Al dngulo formado por
rayos £, 7z con origen comuin O se le denota Z£O72. Los siguientes
hechos son inmediatos:

1. 0 <m(LEOm) < .
2. m(££Om) =0siysolosit = m.
3. SiZ, m, n son tres semirrectas con origen comun O, entonces

m(LEOm ) + m(LmOn) = m(LEOn).

Ejercicio. Compruebe las propiedades (1) a (3) de los dngulos.
Definicién [Angulos congruentes]. Dos angulos ZAOB y Z/CPD son
congruentes, lo cual se denota ZAOB = ZCPD, siy solosi m(£AOB) =
m(ZCPD).

Definicién [Angulo rectol. Dos semirrectas ¢, 7z con origen comtn O,
se dice que forman un dngulo recto si m(£¢Om) = /2.

Definicién [Angulo rectilineo]. Dos semirrectas #, 7 con origen co-
mun O, forman un dngulo rectilineo si'y solo si

mZ¢On = 1.

Nota. El lector tenderd a pensar que un angulo rectilineo estd conteni-
do siempre en una recta y que esto es obvio, sin embargo este hecho es
algo que en algunos enfoques de la geometria debe establecerse como
postulado.

Definicién [Angulos suplementarios]. Dos angulos /A y /B se lla-
man suplementarios si y solo si mZA +mZB = .

Definicién [Angulos complementarios]. Dos angulos ZA y /B se lla-
man complementarios si'y solo si mZA +mZB = /2.

Definicién [Angulos adyacentes]. Dos angulos son adyacentes si y solo
si tienen un vértice y un rayo comun.

Definicién [Par lineal]. Los dngulos ZAOC y ZBOC forman un par
lineal si y solo si son adyacentes y A — O — B, es decir, O estd entre A

y B.

Figura 19: Al dngulo AOB le correspon-
den sobre la semicircunferencia puntos
ap y a, tales que mediante ellos se pue-
de asignar una medida al dngulo en el
intervalo [0, 7t].

n

Figura 20: La medida de dngulos es adi-
tiva, de acuerdo a la propiedad 3.

Figura 21: Las semirrectas ¢, 7z con ori-
gen comtn O, forman un angulo rectili-
neo si y solo si mZ£07 = .

Figura 22: Angulos ZCOA y Z/COB for-
man un par lineal.



Nota. Se establece como convencién que dos rectas, dos segmentos
o dos rayos que forman un dngulo con medida cero, son una y la
misma recta o segmento o rayo. También convenimos en que toda recta
forma un angulo con medida cero con ella misma y se extiende esta
convencién para segmentos y rayos.

Postulado de semejanza de tridngulos

Postulado IV [LALL Si en dos triangulos AABC, AA’B'C’ y para al-
guna constante k > 0, se tiene (reetiquetando los vértices si es necesa-
rio) m(AB) = km(A'B"), m(AC) = km(A'C’) y ademés m(£BAC) =

m(£B'A’C’), entonces se tiene m(BC) = km(B'C’), también m(ZCBA) =

m(£C'B'A") y m(£LACB) = m(£LA'C'B’). A la constante k, se le llama
constante de proporcionalidad.

Nota. Este postulado se conoce como LAL en los textos clasicos de
geometria. El acrénimo LAL significa Lado-Angulo-Lado, es decir, dos
triangulos serdn semejantes (o congruentes) si tienen proporcionales
(o congruentes) dos lados y el dngulo comprendido entre ellos. Es
importante el orden en el que estan escritas las letras ya que LAL indica
que el dngulo congruente debe estar entre los lados.

Definicién [Tridngulos semejantes]. Dos tridngulos son semejantes si
existe una correspondencia entre sus lados tal que los tridngulos tie-
nen lados correspondientes proporcionales y sus tres angulos en co-
rrespondencia congruentes.

Definicién [Tridngulos congruentes]. Dos tridngulos son congruentes
si existe una correspondencia entre sus lados tal que lados en corres-
pondencia son congruentes y también angulos en correspondencia son
congruentes entre si. Obviamente, dos tridngulos semejantes son con-
gruentes si la constante de proporcionalidad es k = 1.

Observacién. Resumiendo, por definicién, para que dos tridngulos
sean semejantes se requiere que se cumplan seis propiedades: tres
proporcionalidades de lados de los tridngulos y tres congruencias de
angulos. De esta forma, el postulado LAL es un atajo para verificar se-
mejanza, ya que solo se requiere verificar tres propiedades: semejanza
de dos lados y congruencia del angulo comprendido entre tales lados.
Nota. La nocién de semejanza puede ser extendida a todo tipo de po-
ligonos de manera natural con la constante de proporcionalidad k que
representa el que una figura pueda ser agrandada o reducida depen-
diendo si k es mayor o menor que uno.

Con los postulados I a IV pueden demostrarse una serie de teore-
mas que caracterizan la geometria euclidiana plana y que aparecen
en los textos elementales. El lector debe notar que varios resultados
que aparecen como postulados en otros enfoques, aqui aparecen como
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Figura 23: Postulado IV [LAL] de tridn-
gulos semejantes.
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teoremas. Un ejemplo de ello es el Postulado V que se establece ahora.

Postulado de dngulo rectilineo

Postulado V [Angulo rectilineo]. El angulo ZAOB es un angulo recti-
lineo si y solo si existe una recta £ que contiene a las semirectas OA y
OB con el punto O como origen comun de ambos semirayos.

Teoremas de tridngulos

Ahora pueden demostrarse los teoremas mas comunes de tridngu-
los.

Teorema I [AA]". Si dos tridngulos AABC y AA’B'C’ estan en una 9 AA es el acrénimo de Angulo-Angulo
lo cual es una buena referencia para re-

correspondencia biunivoca tal que tienen dos dngulos en correspon-
cordar de lo que trata este teorema.

dencia congruentes, entonces los tridngulos son semejantes.

~

Demostracién. Supongamos por ejemplo que ZABC = ZA’B'C'y ZCAB =

I AR/ s m(A/B/) 1 : Fall
ZC'A'B'. Defina k = ———~ y sea C" un punto en la semirecta A'C
m(AB)
m(Alcl/)
tal que “M(AC) k. Claramente por el Postulado IV [LAL], AA’B'C”

es semejante a AABC con dngulos en correspondencia con medidas
iguales. De esta forma,

/A'B'C" = /ABC = /A'B'C'.

Por el Postulado ITI [Angulos en correspondencia con R], B'C’ debe A cA o
estar en la misma semirecta que B'C”. Por lo tanto C” debe coincidir
con C’ por el Postulado II (Dos puntos definen una recta), ya que C” . 5 _

. Figura 24: Tridngulos semejantes del
estd en la linea B'C’ y también en A’C’. Se concluye que AA'B'C’ es Toorema L.
semejante a AABC, como se propuso. U
Teorema II [Tales]. Si m(AC) = m(BC) en el tridngulo A ABC, enton-
ces LA = /B.
Demostracion. Compare los tridngulos ACAB con ACBA. Observe que c
por hipétesis m(AC) = m(BC), asi también m(BC) = m(AC). Clara-
mente mZACB = mZBCA. Por el Postulado IV [LAL], los tridngulos
son congruentes y se concluye que mZA = mZB. O

Los triangulos con dos lados iguales del teorema anterior tienen un
nombre especial. A B

Definicién [Tridngulos Isésceles]. Los tridngulos con dos lados con-
Figura 25: Tridngulo isésceles del Teore-

gruentes se llaman isdsceles.
ma IL

Teorema III [LLL]. Dos tridngulos AABC y AA’B'C’ son semejantes
si sus lados correspondientes son proporcionales.

Demostracién. Construya el AA’B'C” semejante al AABC de tal mane-
ra que ZC"A'B' y ZC'A’B’ sean adyacentes (Figura 26) con lado co-
mun A’'B’ y vértice comtn A’ de tal manera que m(A'C") = m(A'C")



y m(B'C") = m(B'C"). El lector debe ser capaz de justificar esta cons-
truccién con los postulados I y III y se deja como ejercicio.

Basta demostrar que AA’B'C’ y AA’B'C" son semejantes. Por cons-
truccion, los lados en correspondencia de los tridngulos AA'B'C’ y
AA'B'C" tienen medidas iguales. Por el Teorema II (Tales), aplicado a
los tridngulos is6sceles AC'A’C” (tridangulo azul claro en la Figura 27)
y AC'B'C” (triangulo azul oscuro en la Figura 27) tenemos

LAC'C = 2ACIC,
/C'C'"B' = 2C"C'B
Sumando las medidas de los dngulos tenemos
LA'C'B = £A'C"B.

De esta manera, por el Postulado LAL, AA'B'C' y AA’B'C” son se-
mejantes. Por lo tanto por transitividad de la relacién de congruencia
AABC y AA’B'C’ son semejantes. O

Angulos internos de un tridngulo

Ahora estudiaremos uno de los teoremas que caracteriza a la geo-
metria euclidiana, el teorema de la suma de los dngulos internos de
un tridngulo®°. Pero antes de estudiar este teorema, requerimos una
definicién previa.

Definicién. El punto medio D de un segmento rectilineo AB es un pun-
to de dicho segmento que satisface A —D — B y m(AD) = m(DB).
Observe que tal punto existe por el Postulado I (Rectas en correspon-
dencia con R).

Teorema IV [Suma de dngulos internos]. En todo tridngulo AABC, la
suma de las medidas de los angulos internos es 7, es decir,

mZA+msB+m/C = .

Demostracion. Dado el tridngulo AABC, sean K, L, M, los puntos me-
dios (¢por qué existen?) de los lados BC, CA, AB respectivamente.
Notamos que por el Postulado IV [LAL], AAML, AMBK, ALKC
son semejantes a AABC con k = 1/2 y medidas de dngulos en co-
rrespondencia iguales. Se tiene que m(LM) = 1/2m(BC), m(MK) =
1/2m(CA), m(KL) = 1/2m(AB). Asi el AKLM es congruente con
cada uno de los tridngulos pequefios por el Teorema III (LLL). Sean
m/A =, mZB =y mZC = . Tenemos por la semejanza de trian-
gulos m/MKL = «, mZKLM = By mZLMK = . Ahora, notamos
que el angulo mZAMB es la suma:

mZLAMB =a+ B+
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C
A AB
Vel
C//

Figura 26: Construcciones en la demos-
tracion del Teorema III.

C
AAB
CI
’
! ® v
C//
Figura 27: Triangulos is6sceles en la de-
mostraciéon del Teorema IIL

* Decimos que este teorema caracteri-
za a la geometria eucludiana ya que en
otras geometrias como la eliptica o la hi-
perbdlica no se cumple la igualdad.

Figura 28: Tridngulo ABC de la demos-
tracion del Teorema IV.
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dado que todos los tridngulos pequefios son semejantes y por otra
parte,

m/ZAMB =1t

por el Postulado V (Angulo rectilineo), ya que ZAMB es par lineal
formado, por ejemplo, por ZAMK 'y ZBMK. Se concluye que mZA +
msB+m/C = . O

La propiedad del bisector perpendicular

Definicién [Rectas perpendiculares] Rectas no paralelas se llaman per-
pendiculares si y solo si el dngulo que forman dos rayos en rectas dis-
tintas con origen en el punto de interseccién es recto.

Nota. El lector debe demostrar que en rectas perpendiculares los cua-
tro dngulos formados con rayos en rectas distintas y origen en el punto
de interseccién miden lo mismo mediante el postulado V y las propie-
dades basicas de medidas angulos y se deja como ejercicio.
Definicién [Equidistar]. Los puntos A, B equidistan de un punto P siy
solo si d(A,P) = d(B,P).

Definicién [Bisector perpendicular]. El bisector perpendicular a un seg-
mento rectilineo AB es la recta que pasa por el punto medio D de
AB perpendicular al segmento (para denotar que las rectas £ y 7z son
perpendiculares, se escribe £ L 772).

El bisector perpendicular tiene la siguiente propiedad importante.
Teorema V [Bisector perpendicular]. Todos los puntos que equidistan
de dos puntos distintos A y B yacen en el bisector perpendicular®' del
segmento AB.

Demostracién. Sean A, B y un punto P, dados tales que m(AP) =
m(BP). Sea M el punto medio de AB. Una el punto P con M.

Los dos triangulos AAMP y ABMP son congruentes por el Teore-

ma III (LLL) dado que

m(AP) = m(BP), m(AM) =m(BM), m(MP) = m(MP).

De esta forma, /MPB = /MPA. También /BMP = /AMP. Dado
que mZAMB = m, por ser dngulo rectilineo (Postulado V (dngulo
rectilineo)) y puesto que

m/AMB = m/AMP + m/PMB = 2m/AMP,

podemos concluir que 7w = 2mZAMP, es decir, nZAMP = /2. Por
lo tanto P estd en el bisector perpendicular de AB.

Mas atin, supongamos que P es cualquier punto en el bisector per-
pendicular de AB. Entonces en los tridngulos AAMP, ABMP ,

ZAMP = /BMP, m(AM) = m(MB), m(MP) = m(MP).

>t Al bisector perpendicular también se
le llama mediatriz del segmento.

A

A M B

Figura 29: En la figura MP 1 AB.



Por lo tanto, por el Postulado IV [LAL], los tridngulos son congruen-
tes y de acuerdo con esto m(AP) = m(BP), con lo que concluye la
demostracién. O

Existencia de una perpendicular 1inica por un punto a una recta

El siguiente teorema muy importante, es equivalente al Postulado
V de Euclides y diferencia nuestro enfoque de la presentacion cldsica.
Teorema VI [Perpendicular por un punto]. Existe una y s6lo una recta
perpendicular a una recta dada £ que pasa por un punto dado P.
Demostracion. Si el punto P estd sobre Z, se sigue del Postulado III
[Angulos en correspondencia con R].

Si P no estd en ¢, sean A, B dos puntos distintos sobre dicha recta.
Construya un AAP'B, congruente con AAPB con P’ distinto de P,
como en la Figura 30.

Para este fin, construya el rayo ﬁ de tal forma que Z/P’AB =
ZPAB y m(AP) = m(AP’) (mediante los postulados I y III). Como A
y B estan cada uno de ellos a la misma distancia de P y P’, entonces
estdn en el bisector perpendicular del segmento PP’'. Asi PP’ y AB
son perpendiculares y de esta forma se ha demostrado la existencia de
al menos una perpendicular. Si hubiera otra perpendicular (ver Figu-
ra 66) a AB que pasara por P, sean PM y PM’ las perpendiculares en
cuestion con My M en 7.

Por el Teorema IV de la suma de los dngulos internos de un tridn-
gulo tendriamos que

T=m/MMP+m/MPM+ m/PMM’

o bien
n:g—i-méM’PM—i-g

y por lo tanto
mZM'PM = 0.

De esta forma M'P y MP estarian en la misma recta, contrario a
nuestra suposicion. O

El Teorema de Pitdgoras

Uno de los teoremas mds importantes de la geometria euclidiana es
sin duda el teorema de Pitdgoras que ahora presentamos y demostra-
mos usando la axiomatica estudiada en este texto.

Teorema VII [Pitidgoras]. En todo tridngulo rectingulo AABC con

T
/ZACB = =
mLAC X

m(AB)? = m(AC)% + m(CB)>.
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Figura 30: Perpendicular a ¢ por P.

Figura 31: Suponga que existe una se-
gunda perpendicular PM’ a £ por P.

Figura 32: Tridngulo rectangulo del Teo-

rema de Pitdgoras: a® + b? = c2.
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Demostracién. Sea m(AB) = ¢, m(CB) = a y m(AC) = b se desea
demostrar que ¢ = a? + b?.

BI — A//

Se se construye un tridngulo semejante al triangulo AABC con una
constante de proporcionalidad k = b con lo que se obtiene un nuevo
triangulo AA’C'B’con lados de medidas ab, b?, bc semejante al pri-
mero por el Teorema III [LLL], con ZA'C’B’ obtenido (ver Figura 33)
congruente con ZACB. De igual forma se obtiene un tridngulo seme-
jante AA”B"C" con k = a y lados de medida a?, ab, ac respectiva-
mente y dngulo ZA”C"B" recto. Se colocan estos tridngulos como en
la Figura 33, de tal manera que los segmentos B'C’ y A”C" coincidan.
Se obtiene asi que

m/ACB" =m/A'C'E +m/BCB = 7+ 7 =,
asf, C’ estéd en la linea A’B" entre A’ y B”, por el Postulado V [Angulo
rectilineo]. Mds atin, como por la propiedad aditiva de los angulos y
el Teorema IV de la suma de los dngulos internos de un tridngulo,

m/B"B'A" = m/B"B'C' +ms/C'B A
— m/BAC +m/CBA = g

Se sigue que el AA’B”B’ es semejante a AABC con factor de escala
k = c y que los lados tienen longitud ac, bc. Por lo tanto, el tercer lado
debe tener longitud c?. Pero ademéas m(A’B") = m(AC') + m(C"B"),

2

es decir, ¢2 = a2 + b%, como se desea demostrar. O

El reciproco del teorema de Pitdgoras

El reciproco del teorema de Pitdgoras también se cumple, como de-
mostramos a continuacién siguiendo la manera clésica de Euclides en
el Teorema 1.48 (op. cit.).

Figura 33: Demostracién del teorema
de Pitdgoras. Se construyen dos tridn-
gulos semejantes al AABC, AA'B'C' y
AA"B"C" con proporciones K = a'y
k = by se colocan como se muestra en
la figura.



Teorema VII' [Reciproco del teorema de Pitiagoras]. Si en un tridngulo
el cuadrado de la longitud de uno de los lados es igual a la suma de los
cuadrados de las longitudes de los otros dos lados, entonces el dngulo
comprendido por los lados més cortos del tridngulo es recto.

Demostracién. Sea el triangulo AABC, tal que m(BC) = a, m(CA) =b
y m(AB) = c y a? + b = ¢2. Construya la perpendicular a CB y fije el
punto A’ # A sobre la perpendicular tal que m(CA) = m(CA’). Enton-
ces el tridngulo ACBA’ es rectangulo por construccién, y m(BA') =,
dado que por hipétesis a* + b*> = ¢?> y BA/, es el lado més largo de un
tridngulo rectangulo. Es decir, si m(BA’) = ¢/, por el teorema de Pité-
goras, a2 + b2 =2, asi que ¢’ = c. Por el Teorema III [LLL], tenemos
que AABC = AA’BC y por lo tanto, el angulo formado por BC 'y CA
es recto. g

Paralelas

La propiedad fundamental de las rectas paralelas queda establecida
en el siguiente teorema, el cual es equivalente al quinto postulado de
Euclides el cual se presentard mds adelante.

Teorema VIII [Paralelas]. Existe una y solo una paralela a una recta £
dada que pasa por un punto P dado.

Demostracion. Si el punto P esta en la recta, el teorema se cumple dado
que toda recta es paralela a si misma, por definicién.

Si P no estd en ¢, considere la tinica perpendicular PD a ¢, donde
D es la interseccién de la perpendicular con ¢, y construya la recta
m 1 PD que pasa por P (la cual existe por el Teorema VI).

La recta 72 no puede intersecar # dado que, de otra forma, habria
dos perpendiculares a PD distintas (ya que pasaria una por P y otra
por D) que pasarian por el punto de interseccion de las rectas ¢ y 72
contradiciendo el Teorema VI [Perpendicular de un punto a una recta].
Se concluye que 7z es paralela a ¢ (en simbolos 72 || ).

Para demostrar que 7z es la tnica paralela a £ que pasa por P pro-
cedemos por contradiccién. Suponga que existe otra paralela 7z a £ que
pasa por P (Figura 36).

Sea Q distinto de P en » y desde Q construya la perpendicular a
PD y sea R la interseccién de esta perpendicular y PD (Figura 37).
Considere segmento DS en ¢ tal que

m(SD) _ m(QR)
m(PD) — m(PR)

observe que mZQRP = m/ZSDP = % El APDS es asi, semejante al
APRQ con angulos en correspondencia congruentes, por el Postulado
IV [LAL]. De esta manera la semirecta PS coincide con PQ ya que el
angulo ZDPS = ZRPQ y los dngulos tienen el mismo vértice. Por lo
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A/

A c B

Figura 34: Si en un tridngulo se cumple
a2 + b2 = c2, el tridngulo es rectangulo,
siendo ¢ la medida de la hipotenusa de
tal tridangulo.

Figura 35: Por el punto P exterior a £ se
construye la perpendicular PD. La recta
m es perpendicular a su vez a PD y pasa
por P.

m

Figura 36: Suponga que existe otra para-
lela 7 a ¢ que pasa por P

Q | r

<1,

m

n

I D S

Figura 37: Considere segmento DS en

¢ tal que Z;E[l,)gg = ”Z((%Ié)), entonces el

APDS es asi, semejante al APRQ, lo
cual lleva a una contradiccién.
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tanto, la recta 7 no es paralela a # dado que corta a £ en S, lo que
contradice nuestra hipétesis. U
Corolario I [Paralelismo es relacién transitival. Si £, 772 y 7 son tres
rectas tales que || 772 y 7 || » entonces ¢ || 7.

Demostracion. Si ¢ interseca a 7 se tendrian dos paralelas a 7z desde

tal punto de interseccién lo cual contradice el teorema VIII [Paralelas].
d

Resultados bdsicos

Lema I [Par lineall. Si dos angulos forman un par lineal entonces son
suplementarios.
Demostracion. Sean A, B, C, O que forman un par lineal como en
la Figura 22. Dado que por definicién de par lineal A — O — B, los
puntos A, O, B estdn en una misma recta y asi, m£ZAOB = 7 por el
Postulado V [Angulo rectilineo]. Por el Postulado III [Angulos en co-
rrespondencia con R], mZAOB = mZAOC + mZBOC. Se concluye
que mZAOC + mZBOC = m, por lo que por definicién los dngulos
ZAOC y ZBOC son suplementarios como afirma el lema. O
Ahora podemos demostrar algunos de los teoremas clésicos de trian-
gulos.
Definicién [Angulo exterior a un triangulo]. Se define un angulo ex-
terior a un tridngulo como cualquier dngulo que forma un par lineal
con alguno de los dngulos internos de un triangulo.
Teorema IX [Medida del dngulo exterior]. Dado cualquier angulo in-
terior Za en un tridngulo, el 4ngulo exterior a este mide la suma de las
medidas de los otros dos dngulos interiores al tridngulo.
Demostracion. Sean 'y 7y los dngulos interiores del tridngulo distintos
de a. Sea ¢ el angulo exterior a a. Dado que por definicién el dngulo
exterior 6 forma un par lineal con el angulo « se tiene

mio +msd =1

por el Lema I [Par lineal]. Por otra parte, por el Teorema IV de la suma
de los dngulos internos de un tridngulo,

mlo+msp+mly =T

Por transitividad y cancelando mZa en la primera igualdad tenemos

entonces
mie+mss = mla+mLp+mly
msé = mLB+mly.
Que es lo que se desea demostrar. O

Lema II [Angulos opuestos por el vértice]l. Angulos opuestos por el
vértice son congruentes.

i o )
A B

Figura 38: Angulo exterior a un tridngu-
lo, en este caso, el 4ngulo exterior forma
un par lineal con el dngulo B que es in-
terior al tridngulo.

Figura 39: Los angulos & y 7y son opuestos
por el vértice.



Demostracion. Sean ¢y » dos rectas que se intersecan en un solo punto.
Sean los angulos &, § y v formados por ¢ y 7, de tal forma que & y y
son opuestos por el vértice y B es adyacente a ambos dngulos. Notamos
que a y B forman un par lineal y que también § y - forman par lineal.
Tenemos asi por el Lema I de par lineal

mio+miB=mLB+mly=m

asi mZa = mZvy, lo cual se obtiene de restar mZf en las primeras dos
igualdades. Se concluye que los dngulos en cuestién son congruentes
como se desea demostrar. O
Teorema X [Alternos internos congruentes implica paralelismo]. Un
par de rectas cortadas por una transversal son paralelas si y solo si
dngulos alternos internos son congruentes.

Demostracién. Supongamos que las rectas £ y 7z son paralelas, y son
cortadas por la transversal Z. Queremos demostrar que angulos alter-
nos internos son congruentes. Sean Q, P los puntos de interseccién de
¢ con ¢ y m, respectivamente. Si 7 es perpendicular a ¢ y 7z no hay
nada por demostrar. Supongamos que ¢ no es perpendicular a £ y 7.
Sea O un punto del segmento PQ con P — O — Q y distinto de P y de Q.
Sean M, N los puntos de interseccién de la perpendicular a las parale-
las que pasa por O. Los tridngulos AOQN y AOPM son semejantes.
Efectivamente, Z/PMO = ZQNO, por ser rectos; ZMOP = ZNOQ,
por ser opuestos por el vértice; se concluye que ZOPM = ZOQN, por
el Teorema I [AA], con lo que queda demostrada la primera parte del
teorema.

Supongamos ahora que en dos rectas ¢, 7z, cortadas por una trans-
versal Z, se forman dngulos alternos internos congruentes. Suponga-
mos, contrariamente a lo que se desea demostrar, que las rectas no son
paralelas y sea S el punto de interseccién. Sean P y Q como antes, los
puntos de intersecciéon de ¢ con ¢ y 7z, respectivamente. Considere
el triangulo APQS. Dada la hipétesis podemos suponer que ZSQP es
congruente con el dngulo externo a ZSPQ, llamese Za. De esta forma,
por el Teorema IX (Medida del angulo exterior)

mZo = mZSQP+m/PSQ

y por hipétesis mZa = mZSQP. Al restar ambas desigualdades se
tiene
mZPSQ = 0.

Se concluye que o bien 7z y 72 son la misma recta por el Postulado
I [Angulos en correspondencia con R], o bien las rectas son para-
lelas, lo que contradice en ambos casos nuestras hipétesis de que las
rectas se intersecan y son transversales a ¢ (y por lo tanto no pueden
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Figura 40: La recta ¢ es transversal a las
paralelas #, 72 .

m S

Figura 41: Demostracién del reciproco
por contradiccién: la recta ¢ es transver-
sala?, my Za = ZSQP.
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ser la misma recta, ni ser paralelas). Por el principio de contradiccién
concluimos que las rectas son paralelas. U

Con la teorfa construida hasta ahora podemos demostrar dentro de
la axiomaética de Birkhoff un corolario equivalente al quinto postulado
de Euclides>.

Corolario II [Postulado V de Euclides] En un par de rectas cortadas
por una transversal los d&ngulos colaterales internos suman 7 si y solo
si las rectas son paralelas.

Demostracion. Rectas cortadas por una transversal son paralelas si y so-
lo si tienen angulos alternos internos congruentes, por el Teorema X
[Angulos internos congruentes]. Sean a, f, 7y éngulos internos forma-
dos por las paralelas con la transversal consideradas. Suponga que &
y ¥ son alternos internos entre si y que 5 es adyacente a «. Entonces
y 7 son colaterales internos, mZa = mZyy mZa + mZB = 7 (por ser
par lineal). Tenemos asi

msy+msp = T

La dltima igualdad demuestra que rectas paralelas tienen colate-
rales internos suplementarios ya que B y -y son colaterales internos
arbitrarios. La demostracién de que dos rectas cortadas por una trans-
versal con colaterales internos suplementarios implica que las rectas
son paralelas, se deja como ejercicio. g
Nota. Aqui una aclaracién para el lector que no es experto en légica. El
hecho de que nuestro Corolario I sea equivalente al quinto postulado
de Euclides es consecuencia de la equivalencia l6gica

P+~ Q=-Q <= —P.

Es decir, de nuestro Corolario II se sigue inmediatamente que, si dos
rectas cortadas por una transversal tienen dngulos colaterales internos
que no suman 77, entonces las rectas no son paralelas. Ademds, tendran
que intersecarse del lado que la suma de los colaterales internos sea
menor que 7T, ya que de otro modo se violaria el Teorema IV [Suma de
los dangulos internos].

Desigualdades geométricas

Dos desigualdades que se refieren al tridngulo contenidas en el Co-
rolario III y en el teorema Teorema XII siguientes son esenciales para
tener una comprensién completa de la geometria elemental. En par-
ticular, la desigualdad del tridngulo (Teorema XII) que en geometria
analitica requiere la desigualdad de Schwarz, se demuestra aqui con
técnicas mds elementales.

> El quinto postulado de Euclides en tra-
duccién de Garcia Bacca op. cit. a la letra
dice, Postiilese que, si una recta incidente
sobre dos rectas, hace dngulos internos y de
la misma parte menores que dos rectos, pro-
longadas esas dos rectas al infinito coincidi-
rdn por la parte en que estén los dngulos me-
nores que dos rectos.

Figura 42: Los dngulos B y -y son colate-
rales internos.

Figura 43: El angulo ZDBC es exterior al
triangulo AABC.



Se sigue de la definicién de angulo exterior a un tridngulo que dado
un AABC, si D es un punto sobre AB tal que A — B — D, el dngulo
ZDBC es un dngulo exterior al tridngulo. Los dngulos ZA y ZC, inte-
riores al tridngulo, se llaman dngulos remotos a los &ngulos exteriores al
angulo interior ZB. Observe que todo tridngulo no degenerado tiene
seis d&ngulos exteriores.

Corolario ITI [Angulos exteriores mayores que dngulos remotos]. To-
do dngulo exterior a un tridngulo es mayor que los dngulos remotos a
este.
Demostracién. Los angulos ZDBC y ZD’BA son exteriores al tridngulo
AABC. Por definicion ZDBC y ZB forman un par lineal, al igual que
/D'BAy /B.

Asi m/DBC +m/B = m, ademas como m/ZA +m/B+m/C =1t
por el Teorema IV [Suma de los dngulos internos] tenemos

m/DBC = m/A +m/C.

En todo caso, se tiene ademds que mZA + mZC > mZA 'y mLA +
mZC > mZC, dado que las medidas de dngulos en tridngulos no
degenerados son mayores que cero. Por lo tanto mZDBC > mZA'y
mZDBC > mZC. Las desigualdades m/D'BC > m/ZA y mZD'BC >
mZC, se demuestran de manera similar. O

Nota. Claramente el Corolario III se deduce facilmente del Teorema
IX, se recomienda realizar tal demostracién como ejercicio.

Una de las desigualdades méas importantes en geometria es la de-
sigualdad del tridngulo, la cual establecemos y demostramos ensegui-
da de un par de lemas.

Lema [DT II. Si dos lados de un tridngulo no son congruentes, enton-
ces los dngulos opuestos a ellos no son congruentes, siendo el dngulo
mayor opuesto al lado mayor.

Demostracién. Sea AABC un tridngulo tal que m(AB) > m(AC). Se
desea demostrar que mZC > m/B.

Sea D, un punto sobre el rayo AC tal que m(AD) = m(AB). Por
el Teorema II [Tales], ZD = ZABD. Como A — C — D obtenemos que
mZABC < mZABD, por las propiedades basicas de las medidas de
angulos. Por lo tanto

mZABC < m4D. (1)
Como ZACB es exterior al ABCD, tenemos
msLD < mZLACB. (2)

Considerando (1) y (2) se tiene mZABC < mZACB, por lo tanto en el
tridngulo AABC, se tiene mZB < mZC, como se desea demostrar. []
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DI

Figura 44: Los dngulos ZDBC y ZD'BA
son exteriores al tridngulo AABC, y for-
man un par lineal con £B, cada uno de
ellos.

Figura 45: En el tridngulo AACB,
m(AB) > m(AC).
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Lema [DT II]. Si dos dngulos de un tridngulo no son congruentes,
entonces los lados opuestos a ellos no son congruentes, siendo el lado
mayor opuesto al &ngulo mayor.

Demostracion. Sea AABC un tridangulo tal que m/B < mZC. Se desea
demostrar que m(AC) < m(AB). Si AC = AB, entonces por el Teore-
ma II [Tales] se cumple que ZB = ZC, lo cual es falso, por hipétesis.
Por otra parte, si m(AC) > m(AB), por el Lema [DT I], m£B > mZC,
lo cual también es falso. La tinica posibilidad que queda, por el Axio-
ma I de los Numeros Reales (ver el Apéndice), es m(AC) < m(AB),
como se desea demostrar. U

Teorema XI [Desigualdad del tridngulo]. Dados tres puntos no coli-
neales cualquiera A, B, C, se tiene que m(AC) + m(BC) > m(AB).
Demostracion. Construya el tridngulo AABC. Sea D sobre CB tal que
B—C—-DyCD = CA. Entonces

m(BD) = m(BC) +m(CD). (3)

Por otra parte por el Postulado IIT [Angulos en correspondencia con
R], m£ZDAC < mZDAB. Como ADAC es isosceles con m(CD) =
m(CA), se sigue que mZD = mZDAC, por el Teorema II [Tales], y por
lo tanto

m/D > m/DAB. (4)

Al aplicar el Lema [TD II] al tridngulo A ADB, obtenemos que m(BD) >
m(AB). Dadas (3) y (4) se obtiene que

m(AC) +m(BC) > m(AB)

como se desea demostrar. O

B

Figura 46: En todo tridngulo m(AC) +
m(BC) > m(AB).



Problemas y ejercicios de paralelas y tridngulos

El lector que haya comprendido el contenido de lo estudiado hasta
aqui debe ser capaz de demostrar las proposiciones que no se hayan
demostrado y se dejan como ejercicio.

Ejercicios de resultados bdsicos de paralelas con transversales

1. Escriba las definiciones formales de los dngulos introducidos en la
Definicién de dngulos en transversales.

Los siguientes teoremas y sus reciprocos se demuestran a partir del
Lema II y del teorema X.

2. Proposicién [Angulos formados por transversales]. Si dos rectas
paralelas son cortadas por una transversal, entonces:

a) Angulos alternos externos son congruentes.
b) Angulos correspondientes son congruentes.
c) Angulos colaterales internos son suplementarios.

d) Angulos colaterales externos son suplementarios.

3. Escriba y demuestre el reciproco de cada una de las proposiciones
del problema anterior.

4. Proposiciéon [Equivalencia entre pares de dngulos]. Si un par de
rectas son cortadas por una transversal, se cumplen las siguientes
equivalencias:

a) Angulos alternos internos son congruentes si y solo si dngulos
alternos externos son congruentes.

b) Angulos alternos externos son congruentes si y solo si dngulos
correspondientes son congruentes.

c) Angulos correspondientes son congruentes si y solo si colaterales
internos son suplementarios.

d) Angulos colaterales internos son suplementarios si y solo si co-
laterales externos son suplementarios.

5. Dado un tridngulo cualquiera construya una paralela a uno de los
lados. Use la Figura 47 y el teorema de congruencia de dngulos
alternos internos para dar una demostracién diferente de que la
suma de los dngulos internos de un tridngulo suman 77. Demuestre
primero que existe una y solo una paralela que pasa por un punto
dado que este fuera de una recta dada.
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Figura 47: En C del AABC construya la
paralela a AB.
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6.

7.

8.

10.

11.

Ejercicios de resultados bdsicos de semejanza de tridngulos

Dado un tridngulo AABC construya un tridngulo semejante AA’B'C’
tal que m(AC) = km(A’C"), m(BC) = km(B'C') y m(AB) = m(A'B’)
usando solo los postulados I, Il y IV.

Demuestre que en rectas perpendiculares los cuatro dngulos forma-
dos con rayos en rectas distintas y origen en el punto de interseccién
miden lo mismo

El primer resultado bésico para tridngulos, ademds de los teoremas
que hemos demostrado hasta el momento, es que no hay ningiin
teorema [LLA] de semejanza ni de congruencia de tridngulos.

Contraejemplo. En la Figura 48 se muestran los triangulos AOPQ
y AOPR que tienen dos lados congruentes OP = OP y OQ = OR
(son isdsceles) lo cual es evidente ya que estdn inscritos en una
circunferencia. Ambos tridngulos tienen el mismo angulo &, pero
en AOPR este no estd comprendido entre los lados congruentes. Clara-
mente los tridngulos no son semejantes. Con ello el lector debe darse
cuenta que el orden de las letras en los acréonimos (AAL# ALA) es
relevante.

Construya otros contraejemplos donde los tridngulos no sean isds-
celes si esto es posible.

. Se define tridngulo equidngulo como un tridngulo con sus tres an-

gulos internos iguales. Demuestre que todo tridngulo equiangulo es
equilétero.

Demuestre las siguientes proposiciones, no olvide hacer los dia-
gramas correspondientes.

a) Proposicién [ALA] Si en un par de tridngulos se tienen dos 4n-
gulos en correspondencia congruentes y un lado comtn a los
dos angulos en correspondencia proporcional, los tridngulos son
congruentes.

b) Proposicién [LLL congruencial. Si un par de tridngulos tienen
tres lados en correspondencia congruentes, entonces los tridngu-
los son congruentes.

c) ¢Qué se entenderfa por una proposiciéon [AAL]? Entinciela y de-
miuestrela si es que no encuentra contraejemplos.

Tridngulos rectdngulos

En la Figura 49 se muestra un tridngulo rectdngulo, el lado ¢ se
llama hipotenusa, los lados 4, b se llaman respectivamente, catetos

Figura 48: Se muestran dos triangulos
con dos lados y un dngulo congruente
que 1o son semejantes.



opuesto y adyacente al angulo «. Defina: tridngulo rectdngulo, hi-
potenusa, cateto opuesto y cateto adyacente.

12. Demuestre los siguiente teoremas que se refieren a a tridngulos
rectdngulos.

a) Teorema HC. Dos tridngulos rectdngulos son semejantes si la hi-
potenusa y un cateto de uno son respectivamente proporcionales
con la hipotenusa y un cateto del otro.

b) Teorema LA. Dos tridngulos rectingulos son semejantes si un
lado es proporcional a un lado del otro y si tienen angulo con-
gruente ademds del dngulo del recto.

Ejercicios del teorema de Pitdgoras

13. Si las diagonales de un cuadrildtero se cortan en un dngulo recto,
la suma de los cuadrados de los lados opuestos es igual a la de los
cuadrados de los otros dos.

14. Proposicién [Hipotenusa-cateto]. Si la hipotenusa y un cateto de
un tridngulo rectangulo son congruentes a la hipotenusa y un cateto
de otro triangulo, los tridngulos son congruentes.

15. Proposicién [Area independiente de la base]. Defina los concep-
tos: base y altura de un tridngulo. Demuestre que en todo triangulo,
el producto de la base y la altura correspondiente es independiente
de la forma en la que se escoge la base.

Sugerencia. Reenuncie la proposicién de la siguiente manera: Dado
un tridngulo AABC, sea m(AD) la altura de A a BC, y sea m(BE)
la altura de B a AC. Entonces m(AD)m(BC) = m(BE)m(AC).

16. Defina perimetro de un cuadrado. ;Cual es el perimetro del cua-
drado ABCD?

18v2

17. El s6lido de la Figura 51 es un cubo ;jcuanto mide d?
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Figura 49: Tridngulo rectangulo.

Figura 50: Figura correspondiente al pro-
blema 15.

H G
E \\ d
\\\ F
D ‘\\ C
A B
m(AB) = 10

Figura 51: Cubo con diagonal d.
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Demostracién alternativa de teorema reciproco del teorema de Pitd-
goras

18. Teorema VII' [Reciproco del teorema de Pitagoras]. Todo tridngu-
lo tal que existe un etiquetado 4, b, ¢, de las longitudes de los lados,

2

de tal forma que se cumple a? + b? = ¢? es rectangulo, siendo c la

longitud de la hipotenusa.

Sugerencia: Si los dngulos que forman los catetos con la hipotenusa
son agudos, baje la perpendicular del d&ngulo opuesto a la hipote-
nusa y use postulado LAL para demostrarlo.

19. La demostracién anterior del reciproco del teorema de Pitdgoras
tiene un hueco como se indicé. Para construir & en el interior del
tridngulo se debe garantizar que los dngulos A y B sean agudos.
Demuestre que un tridangulo tal que a® + b? = ¢?

to al lado de longitud a, ZB opuesto al lado de longitud b y ZC

, siendo ZA opues-

opuesto al lado de longitud c, no puede ocurrir que mZA > 7t/2 ni
msB > /2.

Sugerencia: Primero suponga que mZA = /2 y use el teorema
de Pitdgoras para llegar a una contradiccién. Suponga que mZA >
7/2 y construya un tridngulo como el de la Figura 52 para llegar
una contradiccién.

Rectdngulos

Figura 52: En el tridngulo de la figura no
. 2 . . o g . i+ a2 2 _ 2
20. Defina rectdngulo y partiendo de su definiciéon demuestre el si- puede ocurrir a” 4 b% = c*.

guiente Teorema:

Teorema XII [Existencia de rectdngulos]. Sean ¢; y ¢, paralelas dis-
tintas, y 721, 729, paralelas entres si, distintas y perpendiculares a
las dos primeras lineas. Las rectas se intersecan en cuatro puntos m o
distintos, sean P, Q, R, S tales puntos. Entonces los pares de lados

opuestos del paralelogramo PQRS son congruentes entre si y los ho |8 R
dngulos internos miden 71/2, es decir, el paralelogramo es un rectdn-

gulo.

Sugerencia: Trace una transversal apropiada. La demostracién mds 7, P <
simple usa la Proposicién [ALA] (ver problema el 104) y también [ [

debe usar teoremas de dngulos cortados por una transversal. .
) P Figura 53: &) || 2, mq || may €1 L mea,

L. . . determinan un rectangulo.
21. Demuestre en forma tabular el siguiente corolario cuya idea de la

demostracién se incluye.

Corolario IV [Proporcionalidad]. Toda recta que corta a un tridngu-
lo, paralela a uno de los lados del tridngulo, determina segmentos
proporcionales.

Figura 54: La recta que pasa por Ey D
es paralela a BC y asi, los lados AE, AB
estan en la misma proporciéon que AD y
AC.
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Idea de la Demostracién. La demostracion es inmediata del Teorema I

[AA], aplicado a los tridngulos AABC y AADE, con constante de
proporcionalidad r = AE _ A—D 0
AB  AC
22. Con el Teorema V [Bisector Perpendicular] podemos dividir un
segmento en dos partes iguales. Ademads, con el Corolario III, po-
demos dividir un segmento en cualquier ntimero entero de partes.
A continuacién se muestra la construccién, como ejemplo, para di-
vidir un segmento en tres partes iguales. Haga una demostracién
que justifique cada paso de la construccién siguiente y bosqueje un

dibujo que corresponda a la construccién.

a) Dado un segmento AB que se desea dividir, construya un rayo
que no contenga el segmento AB, con origen en A o0 en B, que
forme un dngulo agudo con AB (;cudl postulado garantiza esta
construccion?).

b) Partiendo de A, por ejemplo, marque tres unidades (;cudl postu-
lado garantia que esto es posible?). Sean X;, X, y X3 los puntos
correspondientes a los ntimeros 1, 2, y 3 sobre el rayo.

c) Construya un segmento que pase por B y el punto marcado con
el nimero 3, es decir, con X3 (puede el lector garantizar dentro
de nuestra axiomaética esta construccion?).

d) Construya las paralelas a BX3 que pasan por X; y X jpor qué
existen estas paralelas?).

e) Sean X| y X} los puntos donde las paralelas respectivas inter-
secan AB. Entonces los segmentos AX], X1 X} y X}X} son con-
gruentes (;por qué razén?). Asi el segmento AB ha quedado di-
vidido en tres partes iguales.

Visitando a Euclides

Muchos ejercicios interesantes pueden hacerse demostrando dentro
de nuestra axiomatica las proposiciones de Euclides, a continuacién
se proponen ejercicios de este tipo. Note que usaremos nuestra no-
tacién y nuestras definiciones, no las de Euclides.

23. Demuestre con los postulados y teoremas, que hemos estableci-
do dentro de la axiomdtica de Birkhoff, los siguientes teoremas y
corolarios en forma tabular.

a) Teorema Euclides I.1. Dado un segmento es posible construir
sobre este un tridngulo equilétero.

Idea de Euclides de la demostracién. Sea AB el segmento dado. Con

centro en A construya una circunferencia de radio AB. Con cen-

tro en B construya una circunferencia con el mismo radio que la Figura 55: El segmento AB est4 dado, se

construye un tridngulo equildtero sobre
este.
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c)

anterior. Sea C cualquier punto de interseccién de las circunfe-
rencias. El tridngulo AABC es equilatero.

Nota. Sin embargo este argumento o es vdlido dentro de la axiomd-
tica de Euclides dado que nunca se demuestra que las circunferen-
cias tienen un punto comun y esto tampoco esta en los postula-
dos ni en los axiomas. Por lo tanto la argumentacién de Euclides
no es vilida.

Corolario del Teorema Euclides I.1. En todo tridngulo equildtero
cada dngulo interno mide 7t/3.

Observe que este Corolario no esté en el libro de Euclides ya que
requiere el teorema de la suma de los dngulos internos de un
tridngulo, lo cual no estd demostrado en estos primeros teoremas
del famoso libro, sino posteriormente.

Teorema Euclides I.2 En un punto dado es posible construir un
segmento igual a otro segmento dado.

d) Teorema Euclides 1.3 Dados dos segmentos desiguales se puede

e)

restar la longitud del mayor del menor.

Nota. El Teorema de Euclides 1.4 es nuestro Postulado IV [LAL]
y por ello no lo incluimos en esta lista.

Teorema Euclides 1.5 En los tridngulos isdsceles los dngulos de
la base son congruentes entre si. Si se prolongan las dos rectas
iguales, los dngulos debajo de la base serdn también iguales.

Idea de la demostracion de Euclides. El lector debe notar que la pri-
mera parte de este Teorema es nuestro Teorema II [Tales]. Para
la segunda parte considere la Figura 56. La hipédtesis del teore-

~

ma es que AB = AG lo que se demuestra en la primera parte
es que ZABG = ZAGB. Lo que se desea demostrar es que si
se prolongan AB hasta AZ y AG hasta AH con AZ = AH, en-
tonces ZGBD = /BGE. La idea de Euclides es demostrar que
ABHG = AGZB. Use la idea de Euclides para demostrar la sequnda

parte del teorema.

Dé una demostracion alternativa de que ZGBD = /BGE en el
Teorema de Euclides 1.5 mediante el Teorema IX.

Ejercicios de desigualdades

24. La bisectriz de un dngulo es un rayo o segmento que divide un

angulo dado en dos dngulos congruentes. Considere el tridngulo

AABC, sea M el punto de interseccién de la bisectriz al dangulo

ZC con el segmento AB. Suponga que CM = MB. Demuestre que
CB > CM.

Figura 56: Famosa figura del Teorema
Euclides L5 que ha sido identificada con
un puente por generaciones y que le dio
el malicioso nombre de “Pons Asino-
rum”, es decir, el puente de los burros.



25. Use el Lema [DTI] o Lema [DTII] para demostrar que el segmen-
to de menor longitud desde un punto a una recta es el segmento
perpendicular.
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Ejercicios de primer acercamiento a la geometria

Primera actividad para el capitulo. Lo primero que se recomienda es rees-
cribir en una lista los postulados I a V con los nombres que les hemos
dado. También debe reescribir los enunciados de los teoremas que va-
yan surgiendo. Se recomienda reescribir las demostraciones en forma
tabular abreviada, procurando no copiarlas, sino que el lector debe ha-
cerlas por si mismo. Esta actividad ayuda a comprender los teoremas
y las demostraciones, asi como a memorizar los postulados, definicio-
nes, etcétera.

Después puede proceder a hacer las demostraciones incluidas en
los siguientes ejercicios

1. Haga el ejercicio de la pagina 42.
2. Resuelva el ejercicio de la pagina 44.

3. El primer resultado basico, ademads de los teoremas que hemos de-
mostrado hasta el momento, es que no hay ningiin teorema [LLA] de
semejanza ni de congruencia de tridngulos.

Contraejemplo. En la Figura 57 se muestran los triangulos AOPQ
y AOPR que tienen dos lados congruentes OP = OP y OQ = OR
(son isdsceles) lo cual es evidente ya que estdn inscritos en una
circunferencia. Ambos tridngulos tienen el mismo angulo &, pero
en AOPR este no estd comprendido entre los lados congruentes. Clara-
mente los tridngulos no son semejantes. Con ello el lector debe darse
cuenta que el orden de las letras en los acréonimos (AAL# ALA) es
relevante.

Construya otros contraejemplos donde los tridngulos no sean is6s-
celes, si esto es posible?3.

4. Demuestre que en rectas perpendiculares los cuatro d&ngulos forma-
dos con rayos en rectas distintas y origen en el punto de interseccién
miden lo mismo.

5. Demuestre que si dos rectas cortadas por una transversal tienen
dngulos colaterales internos suplementarios, entonces las rectas son
paralelas.

6. Demuestre que por un punto fuera de una recta existe una tinica
paralela a la recta dada.

7. Demuestre que todo paralelogramo tiene lados opuestos de la mis-
ma medida.

8. Defina distancia entre rectas. Demuestre que rectas paralelas son
equidistantes.

Figura 57: Se muestran dos tridngulos
con dos lados y un dngulo congruente
que 1o son semejantes.

3 Aqui se desea hacer énfasis en que
el Postulado IV [LAL] indica que para
que dos tridangulos sean semejantes, bas-
ta que dos lados sean proporcionales y
el angulo comprendido entre los lados de-
ben ser congruentes en ambos tridngu-
los.



Solucién completa de ejercicios seleccionados

Ejercicio: Propiedades basicas de la distancia entre puntos.
Demostracion (1). Por demostrar: d(A,B) = 0 si y solo si A = B. Sean
x4, xg € R los nlimeros en correspondencia con los puntos A y B, es
decir, A <+ x4y B <+ xp.

[ Demostracion (1) = ]
Afirmaciones Razones

1.d(A,B) =0. 1. Hipétesis.
2.|x4 —xg| =0. 2. De (1), por definicién, aplicando el Postulado L

3. x4 —xp =0. 3. De (2) por las propiedades del valor absoluto en R.
4. XA = Xp. 4. De (3) propiedades de R.
5.A=8B 5. Por (4) dada la correspondencia A <+ x4 y B < xp.

[ Demostracién (1) <= ]

Afirmaciones Razones
1. A= B. 1. Hipotesis.
2.X4 = Xp 2. De (1) dada la correspondencia

A xp y B < xp.
3.d(A,B) = |xa —xp| =0 3. De (2) aplicando el Postulado L

Para el ejercicio (2) se requiere la siguiente definicién:
Definicién [Estar entre puntos]. Un punto B esti entre A y C, para
A # C,lo cual se denota A — B—C, siysolosixg < xg < xc o bien
XA 2 XB 2 Xc.

Demostracion (2). Por demostrar: A— B —C,siysolosid(A,C) = d(A,B) +
d(B,C). Sean A, B, C, tres puntos sobre una recta tales que A — B —

C. Sean x4, xg, xc € R, los nlimeros reales en correspondencia con

A, B, C, respectivamente.

[ Demostracién (2) =

Afirmaciones Razones

1.A-B-C 1. Hip6tesis.

2.Sixy <xp <xc 2. De (1), aplicando la definicion de A — B — C.

3. [xa, xc] = [xa, xB] U[xB, xc] 3. De (2), a cada segmento le corresponde un intervalo en R.

(al segmento AB le corresponde el intervalo [x4, xg])
4. |xa —xc| =|xa — x|+ |xg —xc| 4. De (3), dado que la longitud de los intervalos es aditiva.
5.d(A,C) =d(A,B)+d(B,C) 5. De (4), aplicando el Postulado I

Nota. Observe que en (2) dice “Si x4 < xp < x¢”, ya que también
existe la posibilidad de que x4 > xp > x¢, pero en tal caso la demos-
tracion sigue igual, al escribir el intervalo [xc, x4] = [xc, xg] U[xB, x 4],
etcétera. La demostraciéon “(2) <", se obtiene de la Demostracién “(2)
=", empezando en (5) y terminando en (1), invirtiendo la argumen-
tacion, y se deja como ejercicio.
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Demostracion (3). Por demostrar: Si se establece una numeracion diferente
para una recta ¢, entonces para todos los puntos A de la recta, si x'; corres-
ponde al punto A en el sequndo sistema, entonces se tiene que existe d tal que
obien x'y = xp +d obien X'y = —xp +d.

Sea ¢ una recta tal que se le ha asignado al punto A, el nimero
real x4. Supongamos que se le asigna una numeracién diferente a la
recta, de tal forma que al punto A, le corresponde el nimero x/;, en el
nuevo sistema. Si la reasignacién preserva la orientaciéon de la nume-
racién (Figura 58), es decir, si los ndmeros positivos quedan del mismo
lado del cero en ambos sistemas de numeracion, sea m = |x/; — x4].
Tenemos asi, dos casos:

Xy =xa+m, sixy —x4 >0 (5)
Xy=x4—m, six)y —x4<0 (6)
Definimos d = m en la primera ecuacién y d = —m en la segunda y

se obtiene lo que se desea demostrar en el caso de que se preserve la
orientacion. En el caso en el que la reasignacioén tenga la la orientacion
contraria (Figura 59), es decir, que los ntimeros positivos estén en lados
distintos del cero, entonces multiplicando x4 por —1 se obtienen la
misma orientacién con lo que se regresa al caso ya estudiado y asi se
obtiene x/; = —x4 +d, que es lo que se desea demostrar.

Nota. Las demostraciones de existencia son un poco mds sutiles que las
que hemos estudiado hasta el momento. En la demostracién anterior,
se desea demostrar la existencia de un niimero d que satisfaga la tesis
de la proposicién y se logra midiendo el desplazamiento relativo de
las dos escalas que es lo que significa el ndmero m.

Construccion para el Teorema 111 [LLL]

Ejercicio: Dado un tridngulo AABC construya un tridngulo seme-
jante AA’B'C’ tal que m(AC) = km(A'C’'), m(BC) = km(B'C') y
m(AB) = km(A’B’) usando solo los postulados I, Il y I'V.
Demostracion. Tome un dngulo cualquiera del tridngulo AABC diga-
mos el ZA. Por el Postulado III puede construirse un dngulo con me-
dida m(ZA) con vértice en cualquier punto que se desee, sea A’ tal
punto y sean AM y AN dos rayos sobre el dngulo construido. Por
el postulado I, sobre el rayo AM construya un segmento con medida
m(A’C"). De manera similar construya un segmento sobre el rayo AN
con medida m(A’B’). Una los extremos de los segmentos y etiquételos
con las letras A’, B’ y C'. El triangulo AA’B'C’ es semejante al AABC
por el Postulado IV [LAL].

Ejercicio: En rectas perpendiculares los cuatro dngulos formados con
rayos en rectas distintas y origen en el punto de interseccién miden
lo mismo.

¥y =1z442
.”1,“4=3
-4-3-2-10 1 2\3 4

—27101234/56

Ty =5

Figura 58: Se muestra un ejemplo de
dos correspondencias donde se conserva
la orientacién de la numeracién.

=—x24+2

o~

X
T4=—3
4 3 2 1 07172\5374

-2-10 1 2 3 4/5 6

Figura 59: Se muestra un ejemplo de dos
correspondencias donde no se conserva la
orientacion de la numeracién.
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Demostracion. Angulos adyacentes en rectas que se intersecan forman
un par lineal con medida 7. Si uno de los dngulos en este par de
rectas adyacentes mide 77/2 en consecuencia el otro mide 77/2. Repita
este argumento con los otros dos dngulos formados con rectas que se
intersecan.

No existe teorema LLA

Ejercicio: Dé un contraejemplo que muestre que la siguiente pro-
posicién es falsa: Si dos tridngulos tienen en dos lados congruentes y el
dngulo no comprendido entre dichos lados congruente entonces los tridngulos
son congruentes.

Contraejemplo. Los triangulos AABC y AABC’ en la Figura 60, tienen
los lados AC y AC’ congruentes y un lado comun AB, también com-
parten el angulo ZB asi que satisfacen la hipétesis de la proposicién,

PEero no son Congruentes.

Ejemplos de demostraciones en forma tabular

Ejercicio: Demuestre en forma tabular los teoremas I a VI. IZ%:;?: ) fgneiozostrijgiglfsngfuﬁ; §
Demostracion del Teorema [ [;‘hjl]. Sean AABCy AA'B'C' con ZA = LA un dngulo congruente, pero los tridngu-
y B2 /B'.Seak = Wriq((i\g)) y sea C, un punto en la semirecta A’C’ os no son congruentes.

tal que % = k. Se desea demostrar que el tridngulo AABC es

semejante al triangulo AA’B'C/, lo cual se denota como AABC ~
NA'B'C'.

[ Demostracion del Teorema I [AA] ]

Afirmaciones Razones
1. LA~ /A 'y /B> /B 1. Hipétesis. Figura 61: Tridngulos semejantes de la
A/ " .z
2. AA'B'C" ~ AABC. 2. Postulado IV [LAL], dado que % =k demostracion del Teorema I
_ m(A'B)
k= 1 (AB) y (1).

3. LA'B'C" = LZABC = ZA’B'C'. 3. De (2), los dngulos en correspondencia
son congruentes.

4. B'C' e B'C". 4. De (3) y el Postulado III.
5.C"=C 5. Por (4) y el Postulado II.
6. AABC ~ NA'B'C'. 6. De (5) y la transitividad de la relacién ==.
c
Demostracion del Teorema II [Tales]. Sea AABC con m(AC) = m(BC). Se
desea demostrar que ZA = ZB.
A B

Figura 62: Tridngulo is6sceles de la de-
mostraciéon del Teorema II.
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|

Demostracién del

Teorema II [Tales] ]

Afirmaciones Razones

1. m(AC) = m(BC) y m(BC) = m(AC). 1. Hipétesis.

2.m/ACB = m/BCA. 2. Reflexividad de la medida de angulos.

3. AACB = ABCA 3. De (1) y (2) con el Postulado IV [LAL].

4. mLA = m4B. 4. De (3) y la correspondencia ACB <+ BCA.
Demostracién del Teorema III [LLL]. Sean AABC y AA'B'C’ tridngulos ¢
con lados proporcionales con constante de proporcionalidad k y en N A@ B
correspondencia dada por ABC <+ A’B'C’. Construya el AA'B'C"” se- &

mejante al AABC con la misma k, dada anteriormente como cons-

tante de proporcionalidad, de tal manera que ZC"A'B' y LC'A’B’ A B

sean adyacentes (Figura 63) con lado comtn A’B’. Se desea demos-
trar que AABC ~ AA'B'C/, para ello basta demostrar que AA’B'C' y (el

AA'B'C"” son semejantes.

Figura 63: Construcciones en la demos-
tracion del Teorema III.

|

Demostracion del

Teorema III [LLL] ]

Afirmaciones Razones

0. AA’B'C" ~ ANABC. o.

1. m(AC) = km(A'C") = km(A'C"), 1.
m(AB) = km(A'B’)
y m(BC) = km(B'C") = km(B'C")

2. AC'A’C" y AC'B'C" son is6sceles. 2.

3. LA'C'C' 2 LA C'C" y 3.
/C'C'"B' = £C"C'B'.

4 LA'C'B' = LAC'B. 4

5. AA'B'C' ~ AA'B'C". .

6. AA'B'C' ~ AABC. 6.

Construccién hipotética
posible por el postulado III.
Hipétesis y (0).

Por (1).
En (2) Teorema II [Tales].

De (3) sumando la medida

de dngulos adyacentes.

Postulado IV [LAL] con (3) y (4).

De (5) y la transitividad de la relacién “~”.

Demostracion del Teorema IV [Suma de los dngulos internos]

Afirmaciones Razones

o.m(LM) =1/2m(BC), o.

m(MK) =1/2m(CA),
m(KL) = 1/2m(AB).

1. AAML, AMBKy ALKC ~ AABC. 1.
2. AKLM =2 AAML = AMBK. 2.
3. mLLMK = . 3.

4. mZAMB = a+ B+ . 4.
5. mZAMB = . 5.
6.a+B+y=r. 6.

Construccién hipotética
posible por el Postulado 1.

En (o) con k = 1/2 por el Postulado IV [LAL].
Por el Teorema III (LLL).

Por (2) e igualdad de dngulos

en correspondencia.

Postulado III [LAL] y ZAMB = ZBU ZyU Zua
Por el Postulado V (Angulo rectilineo).

Por (4) y (5) y transitividad de la relacién “=".

Demostracion del Teorema IV [Suma de dngulos internos]. Sea AABC un

tridngulo cualquiera y sean mZA = &, mZB = py mZC = . Sean K,



L, M los puntos medios de los lados BC, CA, AB, respectivamente. Se
desea demostrar que « + p + ¥ = 7.

Demostracion del Teorema V [Bisector perpendicular]. Sean A, B y un punto
P dados, tales que m(AP) = m(BP). Sea M el punto medio de AB y
construya el segmento que une P con M. Se desea demostrar que P
estd sobre el bisector perpendicular de AB, es decir que PM 1 ABy
reciprocamente.

[ Demostracién “==" del Teorema V [Bisector perpendicular] ]

Afirmaciones Razones
o. m(AM) = m(BM). o. Construccién hipotética
posible por el Postulado 1.
1. m(AP) = m(BP). 1. Hipétesis: P equidista de A y B.
2. AAMP = ABMP. 2. Por el Teorema III (LLL) con (o), (1)
y m(MP) = m(MP).
3. m£LBMP = mZAMP. 3. Por (2) e igualdad de dngulos
en correspondencia.
4. mZAMB = . 4. Postulado V [Angulo rectilineo]
5. mLAMB = m/AMP 4+ m/BMP. 5. ZAMB = ZAMP U ZBMP y Postulado III.
6. mZAMB = 2m/AMP. 6.De (3) y (5)
7.2mLAMP = . 7. De (6) y (4).
8. LAMP = . 8. De (7).
9. PM 1 AB. 9. De (8) y ().
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Figura 64: Tridngulo ABC de la demos-
tracion del Teorema IV.

D S

Figura 65: Demostracién del Teorema YV,
observe que MP 1 AB.

[ Demostracién “<=" del Teorema V [Bisector perpendicular]

Afirmaciones Razones

1. PM L ABy m(AM) = m(BM). 1. Hipétesis: P estd en bisector perpendicular.

2. ZAMP = /BMP, m(AM) = m(MB), m(MP) = m(MP). 2. Por (1) y reflexividad de la relacién “="

3. AAMP =~ ABMP. 3. Por (2) y el Postulado IV [LAL]

4. m(AP) = m(BP). 4. De (3) AP y BP son lados en correspondencia.

Demostracion del teorema VI [Perpendicular de un punto a una recta]. Si el
punto P esta sobre #, se sigue del Postulado IIT [Angulos en corres-
pondencia con R].

Si P no estd en 7, sean A, B dos puntos distintos sobre dicha rec-
ta. Construya un AAP'B, congruente con AAPB con P’ distinto de P,

como en la Figura 30. Para este fin, construya el rayo le de tal forma
que ZP'AB = /PABy m(AP) = m(AP') (mediante los postulados I
y III). Como A y B estdan cada uno de ellos a la misma distancia de
Py P/, entonces estén en el bisector perpendicular del segmento PP'.
Asi PP' y AB son perpendiculares y de esta forma se ha demostrado
la existencia de al menos una perpendicular. Si hubiera otra perpen-
dicular (ver Figura 66) a AB que pasara por P, sean PM y PM’ las
perpendiculares en cuestion con M y M’ en £. Por el Teorema IV de la
suma de los dngulos internos de un tridngulo tendriamos que

T=m/LMMP+m/M PM +m/PMM'
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o bien
= g —l—mLM’PM—i—g

y por lo tanto

m/M'PM = 0. MM

De esta forma M'P y MP estarian en la misma recta, contrario a
nuestra suposicion. O

l Figura 66: Suponga que existe una se-

[ Demostracién del Teorema VI (Existencia) [Perpendicular por un punto] -
gunda perpendicular PM’ a £ por P.

Afirmaciones Razones
-1.SiPe’. -1. Por Postulado III, no hay nada

0.S5iP ¢ ¢, AAPPB= AAPBy P #P.  o.Construccién hipotética

posible por los postulados Iy IIL
1. m(AP) = m(BP) y m(AP’) = m(BP’). 1. Por (0) e igualdad de lados

en correspondencia.
2. PP 1 AB. 2. Por (1) y el Teorema V.

Se ha demostrado existencia de L.

que demostrar. p
1
1
1
1
1
i
1
1
1
1

P/
Figura 67: Demostraciéon Tabular del
[ Demostracion del Teorema VI (Unicidad) [Perpendicular por un punto] | Teorema VI. Perpendicular a £ por P.
Afirmaciones Razones
o.PMyPM' 1 AB,M, M € ¢. o. Construccién hipotética
1. 1 =mLMM'P+m/M PM+ m/PMM' 1. Teorema IV
2.7T= g +m/M' PM + g 2. Por (1) y (0).
3. mZM'PM = 0. 3. De (2) simplificando.
4. PM = PM' (1) 4. Contradiccién por (3) y el Postulado III.
5. PM es tinica L a AB. 5. De (4), principio de contradiccién.

Solucién del problema 7. Sean A, B,C, D los vértices de un paralelo-
gramo cualquiera con AB || CD y BC || AD. Se desea demostrar que
m(AB) = m(CD) y m(BC) = m(AD). Construya la diagonal del para-
lelogramo AC como en la Figura 69. Los tridngulos AABC y AACD Figura 68: Suponga que existe una se-
son congruentes dado que tienen un lado comdn y dngulos congruen- gunda perpendicular PM'a £ por P-
tes por ser alternos internos. Se tiene que m(AB) = m(CD) por ser
AB y CD lados en correspondencia de tridngulos congruentes. Simi-

larmente m(BC) = m(AD) y asi queda demostrado lo que se desea.

Solucién del problema 8. La distancia entre dos rectas paralelas se de-
fine como la distancia de cualquier punto de una recta a la otra recta.

La distancia de un punto fuera de una recta a la recta se define como
la medida del segmento del punto fuera de la recta al pie de la per-
pendicular que pasa por tal punto. Dados dos puntos distintos en una Figura 69: Lados opuestos de paralelo-
recta construya las perpendiculares que pasan por dichos puntos. Se gramos son congruentes.

obtiene un rectdngulo y por la solucién del problema 7 los segmen-

tos que unen los puntos con los pies de las perpendiculares miden lo

mismo. Asi, rectas paralelas son equidistantes (;por qué?).



Demostraciones de los Teoremas de Euclides

Mediante los postulados, teoremas, que hemos establecido dentro

de la axiomadtica de Birkhoff y solo mediante tal axiomdtica deben de-

mostrarse los siguientes teoremas y corolarios en forma tabular.

1. Teorema Euclides I.1. Dado un segmento es posible construir sobre

este un triangulo equilétero.

Idea de la demostracion. Sea AB el segmento dado. Construya la recta
¢ que pasa por A, B. Sea C un punto que no estd en ¢ tal que
mZBAC = 11/3. Construya el rayo AC. Sea C’ un punto que no esta
en ¢ del mismo lado de la recta que el rayo AC, tal que mZABC' =
7t/3. Sea C” la interseccion de los rayos R y ﬁ El AABC" es
equilétero.

—
Nota. Que los rayos AC y BC’ se intersecan, se demuestra dentro
de la axiomatica de Birkhoff una vez que se han introducido coor-
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denadas.
[ Demostracion del Teorema Euclides 1.1 [Existen los tridngulos equilateros]]
Afirmaciones Razones
1. 3C tal que mZBAC = 7t/3. 1. Postulado III [Angulos en correspondencia con R].
2. 3C' del mismo lado que C, tal que m/ABC' = /3 2. Postulado III [Angulos en correspondencia con R].
3. 3C” intersecci6n de las rectas AC y BC'. 3. Las rectas AC y BC' no son paralelas por (1) y (2).
4. m/AC'B = 1t/3. 4. Por (1), (2) y el Teorema IV [Suma de los dngulos internos].
5. El AABC” es equilétero. 5. Por el reciproco del teorema de Tales m(AB) = m(AC")
y m(AC") = m(BC"), usando (1), (2) y (4).
c
/3
A B

Nota. El Teorema de Euclides 1.4 es nuestro Postulado IV [LAL] y
por ello no lo incluimos en esta lista.

. Teorema Euclides 1.5 En los tridngulos isésceles los angulos de la
base son congruentes entre si, y, si se prolongan las dos rectas igua-
les los dngulos de debajo de la base serdan también iguales.

Idea de la demostracion de Euclides. El lector debe notar que la pri-
mera parte de este Teorema, es nuestro Teorema II [Tales]. Para la
segunda parte, considere la Figura 70. La hipétesis del teorema es
que AB = AG lo que se demuestra en la primera parte es que
ZABG = ZAGB. Se desea demostrar es que si se prolongan AB

D

Figura 7o: Famosa figura del Teorema
Euclides I.5 que ha sido identificada con
un puente por generaciones y que le dio
el malicioso nombre de “Pons Asino-
rum”, es decir, el puente de los burros.
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hasta AZ y AG hasta AH con AZ = AH, entonces ZGBD = /BGE.
La idea de Euclides es demostrar que ABHG = AGZB. Use la idea
de Euclides para demostrar la segunda parte del teorema..

Dé una demostracién alternativa de que ZGBD = ZBGE en el Teo-
rema de Euclides 1.5, mediante el Teorema IX.

. Demostracién del ejercicio 18.

Teorema VII’ bis [Reciproco del teorema de Pitagoras]. Todo trian-
gulo tal que existe un etiquetado a,b,c, de las longitudes de los la-

2

dos, de tal forma que se cumple a* 4 b? = c?, es rectdngulo, siendo

c la longitud de la hipotenusa.

Demostracion. Sea el triangulo AABC, tal que m(BC) = a, m(CA) =
by m(AB) = cy a®?+b* = c2. Construya la perpendicular a AB que
pasa por C y denote con D el punto donde la perpendicular corta®4
a AB. Sean m(AD) = g, m(DB) = p y m(DC) = h, de esta forma
¢ = p+4q. Dado que los tridngulos AADC y ADBC son rectangulos
por construccién, tenemos las siguientes relaciones:

P = a ?)
P+ = b ®)
A+ = pPPgt 2, )

donde (9) se obtiene sumando (7) y (8). Ademds como ¢ = p + 4

tenemos ¢ = pz + q2 +2pgq y como por hipdtesis a? + b = 3,

usando (9) se llega a

PPHg*+2n = PP+t +2pg
o= pg
ho_
9
Dada la relaciéon h = % concluimos que los tridngulos AADC y

ADBC son semejantes dado que son rectingulos por construccién
y por el Postulado IV [LAL]. Se concluye que la semejanza esta dada
por la correspondencia I <+ p, g <> hy a <> b. Se tiene asi que

/CAD = /BCD
/DCA = /DBC.

Ademads, como mZBCD + m/ZDBC + /2 = 7 por el Teorema IV
[Suma de los dngulos internos], entonces m(ZBCD) + m(£DBC) =
7t/2. Por lo tanto m/DCA +m/CAD = 7t /2. O

c
b a
h
A q D p B
c=p+q
A =ad’+ b

Figura 71: Si en un tridngulo se cumple
a2 +b? = c2, el tridngulo es rectangulo,
siendo ¢ la medida de la hipotenusa de
tal tridangulo.

> En los ejercicios se indica como se pue-
de demostrar que no puede ocurrir que
mZA o mZB sean mayores que 71/2.
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4. Solucién del ejercicio 13. Si las diagonales de un cuadrildtero se
cortan en un angulo recto, la suma de los cuadrados de los lados
opuestos es igual a la de los cuadrados de los otros dos. Sugeren-
cia: recuerde que un cuadrildtero no tiene que ser necesariamente
un paralelogramo. Sean los lados del cuadrilatero hy, hp, h3, hy, tales
lados, por construccién, son las hipotenusas de los tridngulos rec-
tdngulos formados con las diagonales del cuadrildtero Figura 2. Se

desea demostrar que h? + h3 = h3 + h3. Use el teorema de Pitdgoras.

Solucién de los ejercicios de desigualdades

1. Demostracién del ejercicio 24: La bisectriz de un angulo es un rayo Figura 72: Cuadrilatero del ejercicio 13.
o segmento que divide un dngulo dado en dos dngulos congruentes.
Considere el tridngulo AABC, sea M el punto de interseccién de la

c
bisectriz al dngulo ZC con el segmento AB. Suponga que CM = T
MB. Muestre que CB > CM.
Idea de la demostracién: Debe demostrar que mZMCB < mZCMB A’
M
B

(¢por qué?). Sea o« = mZCMB, p = mLMBC = mZMCB, v =
mZCAB. Note que mZMBC = m/ZMCB por el Teorema II [Tales].
Dado que v+ 38 = 7ty a+ 28 = 7 (justifique), se sigue que a =

B + 7, de donde se sigue lo que se desea demostrar. Figura 73: En el tridangulo AABC, CM
es bisectriz del angulo C y CM = BM.
2. Solucién del ejercicio 25. Sea ¢ una recta y P un punto fuera de Muestre que m(CM) < m(CB).

ésta. Sea Q el punto sobre # con PQ perpendicular a #. Sea R cual-
quier otro punto distinto de Q sobre #. Se desea demostrar que
m(PQ) < m(PR). Efectivamente, dado que mZPQR = 7/2, el 4n-
gulo exterior a este dngulo del APQR también mide 71/2 (justifi-
que). Entonces la suma de las medidas de los dngulos no rectos
ZQPRy ZQRP es /2.AsmZPQR > mZQRP (;por qué?). Se con-
cluye que m(PQ) < m(PR) (justifique), para cualquiera que sea el
punto R sobre £ con R # Q.






Tres teoremas sobre la circunferencia

Los teoremas que estudiaremos aqui son basicos en las matematicas
superiores y en la mayoria de los textos de Célculo suelen ser citados
como sabidos. Pues bien, estimado lector, este es el momento en que
tales teoremas pueden ser aprendidos y demostrados. Pero antes de-
bemos comenzar con algunos conceptos elementales.

Definicién [Circunferencia]. Una circunferencia es el conjunto de to-
dos los puntos del plano que se encuentran a una distancia constante,
llamada radio, de un punto fijo llamado centro de la circunferencia.
Nota. En algunos textos a la circunferencia se le suele llamar “circulo”
y tal palabra se usa como sinénimo. Aqui mantendremos la tradicién
de llamar circulo al disco limitado por la circunferencia.

Definicién [Segmentos relevantes de la circunferencial. Se llama cuer-
da a cualquier segmento cuyos extremos estdn sobre una circunferen-
cia. Se llama didmetro de la circunferencia a una cuerda que contiene al
centro de la circunferencia. Se llama secante a la circunferencia a una
recta que interseca a la circunferencia en dos puntos. Se llama tangente
a la circunferencia a una recta que toca a la circunferencia en un sélo
punto, llamado punto de tangencia.

Con las definiciones dadas ahora podemos enunciar y demostrar
los teoremas con mayores aplicaciones de la circunferencia.

Teorema I-C [Tangentes son perpendiculares al radio]. Si una recta
es tangente a una circunferencia entonces es perpendicular a un ra-
dio. Reciprocamente, si una recta perpendicular a un radio pasa por
el punto de interseccién del radio con la circunferencia, tal recta es
tangente a la circunferencia.

Demostracion. Primero demostramos que toda tangente a una circun-
ferencia es perpendicular al radio que contiene al punto de tangencia.
Sea ¢ una recta tangente a una circunferencia dada con centro en el
punto C y sea T el punto de tangencia. Supongamos contrariamen-
te a lo que se desea demostrar, que la recta £ no es perpendicular al
radio CT. Por el Teorema VI [Perpendicular por un punto] existe un
punto U distinto de T tal que CU L 7. Por el Postulado I [Rectas en
correspondencia con RR], existe un punto VenZtalque T—-U~-Vy
m(TU) = m(UV).

Figura 74: Circunferencia con centro en
el punto C. El punto P es un punto cual-
quiera sobre la circunferencia el radio de
la circunferencia estd dado por m(CP).

Figura 75: Cuerda es el segmento que pa-
sa por R, S; didmetro, es la cuerda PQ
que pasa por el centro C; secante es la
recta £ que corta a la circunferencia en
dos puntos; tangente es la recta 7 que
toca a la circunferencia sélo en T.

Figura 76: Si CT no es L a 7. Construya
la L a # que pasa por C.
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Dado que CU L # (hipétesis, principio de contradiccién), ZCUT =
ZCUYV por Lema I [Par lineal]. Dada esta congruencia de angulos, ade-
mas de que por construcciéon TU = UV y que CU = CU concluimos
que ACTU = ACUYV, por el Postulado IV [LAL]. Asi CT = CV, por
ser lados en correspondencia de tridngulos congruentes. Por lo tanto
V debe estar en la circunferencia por definicion ya que m(CV) es igual
al radio. Pero dado que T es distinto de V y V esta sobre la circunfe-
rencia la recta £ no puede ser tangente, sino secante, lo cual contradice
nuestra hipétesis inicial. Por lo tanto, # L CT.

Supongamos ahora que una recta ¢ es perpendicular a un radio en
el punto P, donde el radio corta a la circunferencia. Se desea demos-
trar que la recta ¢ es tangente a la circunferencia. En efecto, si A es
cualquier otro punto sobre £ y si m(CP) = m(CA), es decir, si A per-
tenece también a la circunferencia, entonces el ACPA es isOsceles. Pero
entonces tendriamos un tridngulo con dos dngulos rectos, ya que lados
congruentes se oponen dngulos congruentes, por el Teorema II [Tales],
lo que contradice el Teorema IV de la suma de los dngulos internos de
un tridngulo, es decir P = A. Concluimos que ¢ toca a la circunferen-
cia en un sélo punto y por lo tanto, es tangente a la circunferencia por
definicién. 0
Teorema II-C [Tangentes concurrentes son congruentes]. Si dos tan-
gentes a una misma circunferencia se intersecan en un punto, entonces
los segmentos de las tangentes que tienen por extremos el punto de in-
terseccién y el punto de tangencia son congruentes. Ademads, el rayo
que tiene como origen el punto de interseccién y que pasa por el centro
de la circunferencia forma con las tangentes dngulos congruentes.
Demostracion. Sea P el punto de intersecciéon de las tangentes. Sean
AP, BP tangentes a la circunferencia cuyo centro estd es C. Entonces,
de los tridngulos APAC y APCB sabemos que: son rectdngulos por el
Teorema I-C, que ademads m(AC) = m(BC) por ser radios de la circun-
ferencia y que m(CP) = m(CP). Asi, por el Teorema VII [Pitdgoras],
concluimos que m(AP) = m(PB).

Para la segunda parte por el Teorema IIT [LLL], los tridngulos APAC
y APCB son congruentes y por lo tanto ZCPA = CPB por ser dngulos
en correspondencia. U

Para el tercer teorema importante de circunferencias necesitamos
algunas definiciones mas.

Definicién [Angulos centrales e inscritos]. Dados dos puntos distin-
tos A y B sobre una circunferencia con centro en C, se llama dngulo
central al &ngulo ZACB, es decir, al dngulo con vértice en el centro de
la circunferencia. Se llama dngulo inscrito al angulo ZADB, donde el
vértice D, es un punto sobre la circunferencia distinto de A y B.

Teorema III-C [Angulo inscrito es mitad del dngulo central]l. Todo
dngulo inscrito mide la mitad del 4ngulo central con los mismos extre-

Figura 77: Si ¢ es L CP. Sea A tal que
m(CP) = m(CA). Entonces ACPA ies
isdsceles!

B

Figura 78: Si AP y BP son tangentes a la
circunferencia y se cortan en P, entonces
AP = BP.

D

Figura 79: El dngulo ZACB es un angulo
central, el angulo ZADB es inscrito.



mos.
Demostracién. Se tienen tres casos distintos, estudiaremos cada uno se-
paradamente.
i) El dngulo ZADB es inscrito y C esta sobre este mismo dngulo, siendo
C vértice de ZACB.

Tenemos que

m/ACB = mZCDA +mZCAD,

por ser ZACB exterior al AADC y el Lema I [Angulo exterior a un
tridngulo]. Dado que CB = CD, el tridngulo AADC es isosceles y
mZCDA = mZCAD, por el Teorema II [Tales]. Tenemos asi que

m/ZACB = mZCDA+m/ZCAD
= 2mZCDA.
Se concluye que mZADB = %, como se desea demostrar.

ii) El 4ngulo ZADB es inscrito y C estd en el interior de este mismo
angulo, siendo C vértice de ZACB .

Construya el didmetro DE que pasa por D y por el centro de la
circunferencia C. De esta forma, m/BDA = m/BDE + m/ZADE. Al
mismo tiempo mZBDE = 1/2m/BCE y mZADE = 1/2mZACE, am-
bos por el caso anterior. Asi

m/BDA = wm/BDE+m/ADE
= %mABCE + %mLACE

= %mABCA,

donde la dltima igualdad se cumple por una de las consecuencias del
Postulado IIT [Angulos en correspondencia con RR].

iii) El1 angulo ZADB es inscrito y C estd en el exterior de este mismo
angulo, siendo C vértice de ZACB.

Construya el segmento DE con el didmetro de la circunferencia que
pasa por D y C. Tenemos m/BDA = m/EDA — m/ZEDB, por la aditi-
vidad de las medidas de los angulos (lo cual es consecuencia inmediata
del Postulado 1T [Angulos en correspondencia con IR]). Por otra parte,
m/ZEDB = 1/2m/ZECBy mZEDA = 1/2mZECA, por el inciso i) de
este mismo teorema. Entonces,

m/BDA = %(mAECA—mLECB).

Por otra parte como consecuencia del Postulado III (correspondencia
biyectiva entre los dngulos y arcos), mZBCA = m/ECA — mZECB.
Por lo tanto,

m£BDA = %mZBCA
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D

Figura 8o: Caso i) el angulo ZACB es un
angulo central, y C esta sobre el angulo
ZADB inscrito.

Figura 81: Caso ii) el angulo ZACB es un
angulo central, y C estd en el interior del
angulo ZADB inscrito.

Figura 82: Caso iii) el dngulo ZACB es
un dngulo central, y C estd en el exterior
del éngulo ZADB inscrito.
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como se desea demostrar, con lo cual concluye la demostracién de los
tres casos posibles. U
Corolario I-C [Angulo inscrito en una semicircunferencial. Todo 4n-
gulo inscrito en una semicircunferencia es recto.

Demostracion. Sea AB el didmetro de una circunferencia cualquiera con
centro en el punto C. Sobre la circunferencia, sea D distinto de A y B.
Se afirma que mZADB = /2. Efectivamente, mZACB = 7 por el
Postulado V (Angulo rectilineo), ya que forman un angulo rectilineo.
Por el Teorema II-C (Angulo inscrito es mitad del angulo central) se
concluye mZADB =1/2m/ACB = 7t /2. O

D

Figura 83: El ZBDA al estar inscrito en
una semicircunferencia mide 7t /2.



Ejercicios sobre circunferencias

Los ejercicios de esta secciéon sirven de apoyo para comprender me-
jor los teoremas y corolarios del capitulo. Antes de emprender la solu-
cién de los ejercicios recuerde que

e No porque dos segmentos parezcan congruentes se pueden suponer
congruentes, si no se especifica explicitamente, ya sea con marcas
o como hipétesis, no se pueden suponer congruentes.

e No porque dos rectas parezcan congruentes se pueden suponer con-
gruentes, si no se especifica explicitamente, ya sea con marcas o
como hipétesis, no se pueden suponer congruentes.

1. Con los resultados de este capitulo se pueden demostrar una serie
de proposiciones de variada utilidad. Pero antes defina circulos con-
gruentes. Busque la definicién en libros de texto, sitios web, etcétera
y compare con su definicién.

2. Demuestre formalmente las siguientes proposiciones haciendo uso
de las definiciones del ejercicio anterior:

a) En un circulo o en circulos congruentes dos cuerdas son con-
gruentes si y solo si equidistan del centro.

b) El segmento perpendicular desde el centro de la circunferencia
a una cuerda biseca la cuerda y reciprocamente, el segmento que
une el centro de una circunferencia con el punto medio de una
cuerda es perpendicular a esta.

c) Por tres puntos distintos puede trazarse una circunferencia y una
sola.

d) Si dos circulos son tangentes, la linea que une los centros pasa
por el punto de contacto.

3. Escriba en forma tabular las demostraciones de los teoremas I a III
de la circunferencia.

Problemas sobre circunferencias

4. Los siguientes problemas de construccién son clasicos en el estudio
de la geometria. Debe proponer la construccién y demostrar for-
malmente sus afirmaciones. También, debe usar tridngulos de va-
rios tipos distintos a los mostrados en las figuras para verificar los
teoremas.
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a)

Dado un triangulo cualquiera existe una circunferencia que pasa
por los tres vértices del tridngulo.

Sugerencia: El AABC tiene puntos medios de los lados AB, BC,
CA, en los puntos my, m3 y m; respectivamente. Se construyen
las perpendiculares que pasan por estos puntos, puede demos-
trarse que se intersecan en un punto O que es el centro de una
circunferencia que pasa por A, B, C. (ver Figura 84). No olvide
usar el teorema del bisector perpendicular.

Dado un tridngulo cualquiera, existe una circunferencia interior
al tridngulo tangente a los tres lados del tridngulo.

Sugerencia: Note que la bisectriz de un dngulo equidista de los
lados del dangulo que biseca y por lo tanto se intersecan en un
punto O. E1 AABC tiene por bisectrices de los dngulos ZB y ZC
(por ejemplo) las rectas my y my, respectivamente, las rectas se
intersecan en un punto O.

Con centro en O existe una circunferencia tangente a los tres la-
dos del tridangulo. Para demostrarlo baje desde O las perpendicu-
lares a cada uno de los lados y demuestre que son congruentes
(ver Figura 85). No olvide usar el teorema del bisector perpendi-
cular.

5. Considere una circunferencia con centro en P y sea AABC un

triangulo equilédtero inscrito en la circunferencia. Demuestre que
ZAPB = /BPC = ZCPA.

6. Demuestre que todo paralelogramo inscrito en una circunferencia

es un rectangulo.

Sugerencia: Use el Corolario II [Postulado V de Euclides].

7. Demuestre que el didmetro de una circunferencia inscrita en un

tridngulo rectangulo mide la suma de la longitud de los catetos

menos la longitud de la hipotenusa.

8. Dadas dos circunferencias que se intersecan, si por uno de los pun-

tos de interseccién se trazan didmetros a cada una de ellas, la recta

que une los extremos de tales didmetros pasa por el otro punto de

interseccion.

9. La altura de un tridngulo equilatero es tres veces el radio de la

circunferencia inscrita.

10. En una circunferencia, secantes congruentes son subtendidas por

angulos centrales congruentes y reciprocamente, angulos centrales

congruentes determinan secantes congruentes.

11. Dada una circunferenciacualquiera, localice el centro de la misma.

Figura 84: Vea la sugerencia del proble-
ma 44.

Figura 85: Vea la sugerencia del proble-
ma 4b.
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Solucién de los ejercicios seleccionados de la circunferencia

Demostracion tabular “=" del Teorema I-C. Sea ¢ una recta tangente
a una circunferencia dada con centro en el punto C y sea T el pun-
to de tangencia. Supongamos por contradiccién, que la recta £ no es
perpendicular al radio CT. Entonces, por el Teorema VI, existe U tal
que CU L 7. Construya V tal que TU = UV y CU = CU. Se desea
demostrar que £ L CP.

[ Demostracién = del Teorema I-C [Tangentes son perpendiculares al radio] ]

Afirmaciones Razones Figura 86: Si CT no es L a ¢. Construya
-1.7/noes L aCT. -1 Hipétesis, principio de contradiccién.  la L a £ que pasa por C.
o.JUtalque TU=UV,CU=CUyCUL?¢. o.Construcciéon hipotética por (-1)

y Teorema VI.

=

1. £ es tangente a la circunferencia. . Hipétesis.
23VenstalqueT-U-V. 2. De (o) por el Postulado I [Rectas en
correspondencia con R]
y m(TU) = m(UV).
3. ZCUT = ZCUV.
4. ACTU = ACUV.
5.CT=CV.
6. ¢ no es tangente, (!) con la hipétesis (1).

. Lema I [Par lineal] y (2).

. De (3), (0) y el Postulado IV [LAL].

. De (4).

De (0), T # V y de (4), V estd sobre

la circunferencia y sobre #.

7.¢ L CT. 7. De (6) por el principio de

contradiccion. c

oUW

Demostracion tabular “<=" del Teorema I-C. Supongamos que £ L CT.
Sea A en ¢ tal que m(CP) = m(CA). Se desea demostrar queA = P,
es decir, £ es tangente a la circunferencia.

[ Demostracién <= del Teorema I-C [Tangentes son perpendiculares al radio] ]

Afirmaciones Razones Figura 87: Si # es L CP. Sea A tal que

1.2 L CT. 1. Hipotesis. m(CP) = m(CA), es decir A esta sobre la

2. A=P. 2.Si A # P entonces AACP es is6sceles circunferencia. Entonces ACPA jes isés-
ya que m(CP) = m(CA), celes!

asi por el Postulado IV [ALA] y la
demostracién anterior AACP tiene
dos angulos interiores rectos (!),
contradice el teorema IV.
3. ¢ es tangente a la circunferencia. 3. De (2) y la definicién de tangente. A

Demostracion tabular del Teorema II-C. Sean AP y BP tangentes a la cir-
cunferencia con centro en C. Se desea demostrar que m(AP) = m(BP)
y mZAPC = m/BPC. B

Problema 6. Demuestre que todo paralelogramo inscrito en una cir-

cunferencia es un rectangulo. Figura 88: Si AP y BP son tangentes a la
circunferencia y se cortan en P, entonces
AP = BP.
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Demostracion del Teorema II-C [Tangentes concurrentes son congruentes]

Afirmaciones

Razones

1

. AP, BP son tangentes a la circunferencia.

2. AAPV, ABPC son rectangulos.

(S5)

4

5
6

.m(AC) = m(BC).
.m(AP) = m(PB).

. APAC = APCB.
. ZCPA = /CPB.

1. Hipétesis.
2. Por (1) y Teorema 1-C.
3. Por construccién son radios
de la circunferencia.
4. Teorema de Pitagoras VII, con (2), (3)
y m(CP) = m(CP).
5. Por el Teorema III [LLL] con (2), (3) y (4)-
6. De (5) y la correspondencia APC «+ BPC.

Solucién. Considere una circunferencia cualquiera con centro en O y
radio rcomo en la Figura 89. Construya un paralelogramo con vérti-
ces A, B,C, D sobre la circunferencia. Dado que es un paralelogramo
tiene lados opuesto de la misma medida (;por qué?). Supongamos
que m(DA) = m(BC). Se concluye que AAOD = ACOB dado que
A, B,C, D son puntos sobre la circunferencia y la medida del centro O a
cada uno de ellos es r. Por lo tanto mZOAD = mZODA = mZOBC =
mZBCO. Con el mismo razonamiento se concluye que mZOAB =
m/OBA = m/0OCD = m/Z0ODC. Por lo tanto, m/DAB = m/ABC
los cuales son colaterales internos (formados con las paralelas AD y
BC con la transversal AB) y por lo tanto sus medidas suman 7, por el
Corolario II [Postulado V de Euclides]. Asi

mZDAB+m/ZABC =2m/DAB = .

Es decir, n/DAB = mZABC = 7t/2. De la misma manera se concluye
que mZBCD = m/ZADC = 7t/2 y por lo tanto el paralelogramo es
rectdngulo. O

Problema 7. Demuestre que el didmetro de una circunferencia inscrita
en un tridngulo rectdngulo mide la suma de la longitud de los catetos
menos la longitud de la hipotenusa.

Solucién del problema 7. Demuestre que el didmetro de una circunfe-
rencia inscrita en un tridngulo rectdngulo mide la suma de la longitud
de los catetos menos la longitud de la hipotenusa.

Solucién. Considere el tridngulo rectangulo AABC con hipotenusa
AB y catetos BC y CD. Sea O el centro de la circunferencia inscrita de
radio r. la cual existe por el problema 4b. Denotamos la longitud de la
hipotenusa por h y h = hy + hy, donde se ha definido iy = m(AP) y
hy = m(PB). Sea m(CA) = ¢; + ¢}, donde ¢; = m(RA) y ¢j = m(CR),
por ultimo, sea m(BC) = ¢, + ¢}, donde c; = m(QC) y ¢4 = m(BQ).
Note que todas estas medidas estdn justificadas por el Postulado I

Figura 89: Paralelogramo inscrito es rec-
tangulo

B

Figura go: Didmetro igual a suma de lon-
gitudes de cateto menos la longitud de la
hipotenusa.



[Rectas en correspondencia con IR]. Por el Teorema II-C tenemos:

h1 = (1 (10)
h o= & (11)
o = d. (12)

Por construccion, O equidista de P, Q y R; ademas QO || CRy RO |
QC, de donde se concluye que r = m(CQ) = ¢ y r = m(CR) = c}. Asi

dado que el didmetro de la circunferencia mide 2r tenemos

2r = +o
= cj+eit+ceatch—(c1+ch)
= cteit+et+ch—(h+h), (13)

donde ¢; + ¢} = hy + hy por (10) y (11) y 2r = ¢} + ¢ por (12). Con
(13) se obtiene
2r = m(CA)+ m(BC) — m(AB)

Que es lo que se desea demostrar. U
Solucién del problema 8. Dadas dos circunferencias que se intersecan,
si por uno de los puntos de interseccién se trazan didmetros a cada una
de ellas, la recta que une los extremos de tales didmetros pasa por el
otro punto de interseccion.

Solucién. Sean O, O’ los centros de dos circunferencias que se inter-
secan y sean P y P’ los puntos de interseccion como en la Figura 91
. Construya un didmetro a una de ellas que pase por OP y también
construya el didmetro de la otra circunferencia que pase por OP’. Sean
Ay B los extremos de tales didmetros distintos de P. Se desea demos-
trar que A, P’ y B son colineales. En efecto, dado que el ZPP’A esta
inscrito en una semicircunferencia, por ser AP un didmetro, tenemos
m/PP'A = 7/2 por el Teorema II-C [Angulo inscrito es mitaddel an-
gulo central]. Similarmente mZPP'B07t/2. Por lo tanto P’A L PP’y
P'B L PP’ dado que por el punto P’ pasa una y solo una perpendicu-
lar a PP, por el Teorema VI [Perpendicular por un punto], se concluye
que A, P'y B son colineales. U

Solucién del problema 9. La altura de un tridngulo equilatero es tres
veces el radio de la circunferencia inscrita.

Solucién. Sea AABC un tridngulo equildtero. Construya la altura CD
con pie de la perpendicular en AB como en la Figura 92. Construya
la perpendicular a CA que pasa por el centro de la circunferencia O y
lldmese P al pie de la perpendicular. Sea P la interseccién de la altura
CD con la circunferencia en el punto interior del tridngulo. Los dngulos
ZACD y ZDCB son congruentes (argumente) y tienen medida /6
(puesto que el tridngulo es equildtero y cada dngulo mide 7/3). Dado
que el angulo ZCPO es recto por construccion y mZACP' = 1/6,

Figura 91: Figura del problema 8

Figura 92: Figura del problema 9
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dado que ZACP' = ZACD. Entonces como la suma de los dngulos
interiores de un tridngulo es 7t se tiene que mZPOC = m— /6 —
/2 = m/3. Por otra parte, puesto que OP = OP’, por ser ambos
radios de la circunferencia, entonces mZOPP’" = mZOP'P (por ser
angulos opuestos a lados congruentes en un tridngulo). Entonces

n = m/POP' 4+ m/OPP'm/OP'P
= n/3+2m/OPP,

de donde mZOPP" = 1/2(w — n/3) = /3. Y asi mZOP'P = /3y
por lo tanto el triangulo AOP'P es equilatero dado que sus tres dngu-
los miden 71/3 (a dngulos congruentes se oponen lados congruentes),
es decir PP’ = OP es decir PP’ mide lo mismo que el radio de la
circunferencia.

Finalmente, el triangulo APP'C es isésceles con P'C 2 OP, es decir

P'C mide también lo mismo que un radio. Efectivamente, mZCPP’ =
n/2—m/3 = m/6 = mZP'CP y por el teorema de Tales m(P'C) =
m(PP’). Se concluye que la altura del triangulo CD mide m(OD) +
m(OP’) + m(P'C) = 3m(OP) como se desea mostrar. 0
Solucién del problema 10 En una circunferencia o en circunferen-
cias congruentes, secantes congruentes son subtendidas por dngulos
centrales congruentes y reciprocamente, dngulos centrales congruen-
tes determinan secantes congruentes.
Solucién. En una circunferencia con centro en O, sean dos cuerdas
congruentes AB y CD como en la Figura 93. Los tridngulos AABO
y ACDO son congruentes, por tener tres lados en correspondencia
congruentes. Por lo tanto ZBOA = ZDOC, por ser dngulos en corres-
pondencia de tridngulos congruentes.

Por otra parte dados dos dngulos centrales congruentes ZBOA =
DOC puesto que las intersecciones de tales dngulos con la circunfe-
rencia forman triangulos con dos lados congruentes y el dngulo com-
prendido entre tales lados congruente (por hipétesis), se sigue del Pos-
tulado IV [LAL] que los tridngulos son congruentes y por lo tanto las
cuerdas determinadas por los dngulos son congruentes por ser lados
en correspondencia de tridngulos congruentes. O
Solucién del problema 11. Dada la circunferencia, construya una se-
cante cualquiera. Por el punto medio de la secante construya la recta
perpendicular. Encuentre el punto medio del segmento de la perpen-
dicular dentro de la circunferencia. Tal punto medio es el centro de la
circunferencia. Justifique cada paso.

Figura 93: Figura del problema 10



Teoremas de Menelao y Ceva

Los teoremas que veremos en este capitulo son el primer paso a
la geometria proyectiva y constituyen una aplicacién notable de los
teoremas de semejanza.

De aqui en adelante, la semejanza de los tridngulos, por ejemplo,
AABCy AA'B'C’ sera denotada

AABC ~ ANA'B'C'.

Llamaremos al punto de interseccién de una recta con una perpen-
dicular pie de la perpendicular.
Teorema [Menelao sin signo®>]. Una recta interseca los tres lados AB,
BC y CA de un tridngulo AABC, o sus prolongaciones, en los puntos
C’, A’ y B respectivamente, si y solo si
m(AC") m(A'B) m(CB')

m(BC) m(AC) m(AB) "

Demostracion. Sea P el pie de la perpendicular bajada de B a la recta
C'B" y sea Q el pie de la perpendicular bajada de A a la misma recta.
Asi, dado que los tridngulos formados son rectangulos con un par de
dngulos opuestos por el vértice tenemos (ver Figura 95),

APBC' ~ AQAC,

m(AC)  _ m(AQ)
m(BC') ~  m(BP)’

(14)

Similarmente, sea R el pie de la perpendicular bajada de C a la recta
B’ A’ (ver Figura 96), entonces dado que los tridngulos son rectangulos
y, ademads, tienen un dngulo comun,

ABA'P ~ NACAR,

/
Finalmente, también tenemos que (ver Figura 97)

AAQB' ~ ACRP,

o) | mien

Figura 94: Teorema de Menelao.

% Los teoremas con signo se demuestran
en el capitulo de geometria afin.

Figura 97: Ademas, AAQB’ ~ ACRB’
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Al multiplicar las cantidades del lado derecho de (14), (15), (16) e igua-
larlas con la multiplicaciéon de las cantidades del lado izquierdo de las
mismas ecuaciones se obtiene la igualdad a 1, mediante la cancela-
cién de todas las cantidades del lado derecho, que es lo que afirma la
primera parte del teorema de Menelao sin signo®.

Para demostrar el reciproco, supongamos en el AABC se tienen los
puntos C’, A’ y B’ en los lados o prolongaciones de los lados AB, BC

y CA tales que se cumple

m(AC') m(A’B) m(CB') _q
m(BC') m(A'C) m(AB')

Se desea demostrar que los puntos C’, A’ y B’ son colineales. Se
considera la recta que pasa por C'B’, sea A” la interseccion de tal recta
con BC o la prolongacién de BC. Entonces por el teorema de Menelao

m(AC'") m(A”"B) m(CB)
m(BC") m(A"C) m(AB)

=1 (17)

Al igualar las dos ecuaciones anteriores obtenemos,

= m(Ac) (18)

m(AC") m(A"B) m(CB")  m(AC') m(A’B) m(CB')
m(BC")  m(A"C) m(AB') — m(BC") m(A'C) m(AB)
m(A"”B) m(A’'B)
)

Con la ecuacion (18) se demuestra facilmente que A’ = A” mediante
el Postulado I [Rectas en correspondencia con R] y la demostracién se
deja como ejercicio. O
Teorema [Ceva sin signo]. Considere las tres rectas que pasan por los
vértices de un tridngulo AABC, pero que no coinciden con ninguno de
lo lados del triangulo. Sean A’, B/, y C’ las intersecciones de tales rec-
tas con los lados opuestos a los lados respectivos. Entonces las rectas
concurren en un punto O, si y solo si

m(AC") m(BA’) m(CB’) _1 (19)
m(BC') m(A’'C) m(AB’) ’

Demostracion. Se traza una recta paralela a uno de los lados, por ejem-

plo a BC, y se prolongan los lados CC’ y BB’ hasta cortar la paralela
en los puntos C” y B”, respectivamente.

Considere los tridngulos AC"OA y ACOA’, los cuales son seme-
jantes ya que con vértice en O tienen un dngulo opuesto por el vértice,
ademads, dado que BC es paralela a B”C”, tenemos ZOAC" = ZOA'C.
Obtenemos asi que

m(OA’")  m(OA)
m(A'C) ~ m(AC")

(20)

0 En este capitulo no usamos proporcio-
nes con signo, por lo que no aparecen
cantidades negativas. El teorema de Me-
nelao con signo se estudia mds adelante.

Figura 98: Reciproco del teorema de Me-
nelao. Sea A” tal que se cumple (17).

Figura 99: Las rectas AA’, BB/, CC’ se
cortan en un punto O, si y solo si se cum-

ple (19).

C// A B//

Figura 100: Se tiene, AC"OA ~ ACOA’,
por construccién.

C/I A BN

Figura 101: También se tiene, AOBA’ ~
AOB" A, por construccion.



Por otra parte, si consideramos los triangulos AOBA’ y AOB"A,
que también son semejantes (Figura 101), tenemos

m(BA")  m(B"A)
m(A'O)  m(AO) "

(21)

Ademas, AAB'B” ~ ABCB’ (Figura 102) y, finalmente, AC"C'A ~
ACC'B (Figura 103), por lo que se tiene

m(CB") _ m(BC) (22)
m(AB') m(AB")
m(AC')  m(AC")
m(BC) ~ m(BC) 3

Al multiplicar todos los lados derechos de (20), (21), (22) y (23), entre
si, y respectivamente todos los lados izquierdos entre si, obtenemos

~ m(OA") m(BA') m(CB") m(AC')
m(A'C)  m(A’0) m(AB") m(BC") —
m(OA) m(B"A) m(BC) m(AC")
m(AC")  m(AO) m(AB") m(BC) (24)

Cancelando los inversos

m(BA’) m(CB') m(AC)
m(A'C) m(AB") m(BC")

=1 (25)

Reordenando términos se llega de (25) a (19).

Para demostrar el reciproco, supongamos que A’, B' y C’ son tres
puntos en los lados BC, CA y AB respectivamente que satisfacen (19).
Sea O la interseccion de BB’ y CC’. Por AO construya una recta y sea
A" la interseccion de tal recta con BC (Figura 104).

Dado que

m(AC") m(BA”) m(CB’)
m(BC") m(A”C) m(AB’)

=1
y puesto que A’, B, C’, satisfacen la parte del teorema que ya demos-
tramos

m(AC") m(BA"”) m(CB’)
m(BC") m(A"C) m(AB)

m(AC") m(BA') m(CB)
m(BC')  m(A'C) m(AB)

Simplificando,

m(BA")  m(BA")
m(A"C)  m(A'C)’

(26)

De la ecuacion (26) se sigue facilmente que A’ = A” mediante el
Postulado I [Rectas en correspondencia con R] y la demostracién se
deja como ejercicio. O
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Figura 102: También, ACB'B ~
AAB'B".
C// A B//

Figura 103: Ademds, AC'C'A ~
ACC'B.

B A A c

Figura 104: A, B’ y C’ son tres puntos en
los lados BC, CA y AB respectivamente
que satisfacen (19). Sea O la interseccién
de BB’ y CC'. Por AO construya una rec-
ta'y sea A” la interseccién de tal recta
con BC.
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Conclusién

Los teoremas de Ceva y Menelao demostrados en este capitulo son,
junto con la trigonometria, el non plus ultra de las aplicaciones de tridn-
gulos semejantes. Sin embargo, versiones mds refinadas de estos teo-
remas se veran en capitulos posteriores, donde se nombran como teo-
remas de Menelao y Ceva con signo.



Problemas y ejercicios de los teoremas de Menelao y Ceva

1. En la demostracion “=" del Teorema de Menelao se afirma que

APBC' ~ AQAC/,

dado que tienen un par de angulos opuestos por el vértice (ver Fi-
gura 95). Dé las razones de esta argumentacion citando exactamente
los teoremas o postulados que se utilizan. También se afirma que

m(AC") _ m(AQ)
m(BC')  m(BP)’

Dé la razon de esta afirmacion.

. En la demostracién “<=" del Teorema de Menelao (ver Figura 98)
se afirma que ACA'B’ =2 ACA" B’ (Teorema III [LLL]) y por lo tanto
A’ es el mismo punto que A”. Dé las razones de esta afirmacion.

. Reescriba la demostracion del Teorema de Menelao tomando en
cuenta las observaciones de los ejercicios 1y 2.

. En la demostracion del Teorema de Ceva (ver Figura 100) se afirma
que AC"OA ~ ACOA’, por construccion. Justifique esta afirma-
cién y dé las razones exactas.

. En la tltima parte de la demostracién del Teorema de Ceva se afir-
ma que los tridngulos AAA'C y AAA"C (Figura 104) serian con-
gruentes con el angulo comun ZC y por lo tanto A’ es el mismo A”.
De las razones para que esta argumentacién sea valida.

. Considere los ejercicios 4 y 5, para reescribir la demostracién del
Teorema de Ceva en forma de tabla.

. En la Figura 105 se muestran los segmentos M;C y M;B los cuales
se llaman medianas de un tridngulo AABC. Use las marcas en los
segmentos para definir mediana de un tridngulo.

. Mediante la definicién que obtenga en el ejercicio 7 use el Teorema
de Ceva o Menelao (el que se aplique mejor) para demostrar que las
tres medianas de un tridngulo son concurrentes®”. No olvide que su
demostracién debe estar en cada paso justificada con razones.

Sugerencia. No olvide apoyarse en un dibujo que contenga las tres
medianas.

. En la Figura 106, las rectas que pasan por los puntos B, B, y C, By,
respectivamente, son bisectrices de los angulos del tridngulo AABC.
Use que LACB; =2 Z/B1CBy LABB; = £/B,BC, para definir bisectriz.
Note que los segmentos AB; y B1B no son congruentes en general.
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A

Figura 105: Los segmentos M;C y M>B
son medianas del tridngulo AABC.
*’ Las medianas de un tridangulo concu-
rren en un punto llamado baricentro.
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Figura 106: Las rectas que pasan por los
puntos B, B, y C, By son bisectrices de los
angulos del triangulo AABC.

10. Use la definicién que obtuvo en el ejercicio 9, también teoremas de
tridngulos semejantes para demostrar que las tres bisectrices de un

triangulo son concurrentes®®. La demostraciéon debe estar en forma * Las bisectrices de un tridngulo concu-
de tabla rren en un punto llamado incentro.

Sugerencia. No olvide apoyarse en un dibujo que contenga las tres
bisectrices.

11. En la Figura 107 se muestran dos mediatrices del AABC. Las me-
diatrices son las rectas que cortan perpendicularmente los segmen-
tos AB y AC Defina madiatriz.

12. Use la definicién que obtenga en el ejercicio 11 para demostrar
que las tres mediatrices de un tridngulo son concurrentes®9.

Sugerencia. ;Se pueden usar los teoremas vistos en este capitulo Figura 107: Las rectas que cortan perpen-

para demostrar la proposicién anterior? Recuerde el teorema del dicularmente los segmentos AB y AC

bi dicul son mediatrices de los lados del tridngulo
isector perperdicular. AABC.

. ., * Las mediatrices de un tridngulo concu-
13. En la Figura 108 los segmentos HiB y HC son alturas del tridn- rren en un punto lamado circuncentro.

gulo AABC. En general se le llama altura a la longitud del segmento
del mismo nombre.

a) Defina altura de un tridngulo.

b) Demuestre que las rectas que contienen a las tres alturas de un
tridngulo concurren en un punto. A dicho punto de concurrencia
se le llama ortocentro del triangulo.

14. Se define la base de un tridngulo isésceles como el lado no congruente
con los otros lados del tridngulo. Demuestre que la altura sobre
la base de un tridangulo is6sceles es mediana y bisectriz de dicho

Figura 108: Alturas de un tridangulo.

tridangulo.



15. Demuestre que existe una circunferencia con centro O, en el cir-
cuncentro de un tridngulo que pasa por los tres vértices del mismo
(Figura 1009).

16. Demuestre que de la relacion (18) se sigue que A’ = A" en el
teorema de Menelao

17. Demuestre que si en un segmento se cumple la relacién (26) enton-
ces A’ = A” y con ello queda demostrado el reciproco del teorema
de Ceva.
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Figura 109: Existe una circunferencia con
centro en el circuncentro de un tridngulo
que pasa por los tres vértices del tridngu-
lo.
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Respuestas a los problemas seleccionados del capitulo “Teoremas
de Menelao y Ceva”

Ejercicio 7. Se define mediana de un tridngulo como el segmento que
une un vértice del tridngulo con el punto medio del lado opuesto al
vértice.

Ejercicio 8. Con la notacién de la Figura 110, se tiene m(CM,) =
m(MpA), m(AMy) = m(MB) y m(BM3) = m(M3C), de donde se
cumple la ecuacién (19).

Ejercicio 16. Por el Postulado I [Rectas en correspondencia con R] po-
demos poner a los puntos B y C en correspondencia con los nlimeros
0 y I, respectivamente, y también con A’ y A”, los nameros x y y.
Entonces la ecuacion (18) se puede escribir como:

Yy ox
y—1 x-=I

dedondey(x—1) =x(y—1)yasiyl = xl ycomo! # 0 (yaque B # C),
se concluye x = y y por ello, A’ = A” como se desea demostrar. [

M,

A°

Figura 110: Los segmentos M;C y M,B
son medianas del triangulo AABC.



Construccion del plano cartesiano y Trigonometria

Con todos los resultados de geometria obtenidos hasta ahora te-
nemos una buena fundamentacién para construir el plano cartesiano
que es donde se desarrolla la geometria analitica plana. A tal labor
dedicaremos parte de este capitulo.

Entre estos resultados que tenemos esta la existencia de una per-
pendicular a una recta dada dada por el Teorema VI, la existencia de
paralelas dada por el Teorema VIII y el teorema de Pitagoras, ademas
usaremos el Postulado I de correspondencia entre las rectas y R. Para
construir la trigonometrfa usaremos todos los teoremas de semejanza
de tridngulos, en particular los teoremas relativos a triangulos rectan-
gulos.

Aqui cabe una advertencia para el lector con conocimientos de teo-
ria de conjuntos. Nuestra aproximacién no parte de la definicién con-
juntista de producto cartesiano, sino al revés. De nuestra construc-
cién puramente geométrica es posible definir el producto cartesiano
R x R = R?, que es el espacio natural de la geometria plana desde el
punto de vista del dlgebra y la teoria de conjuntos.

Comenzamos con una definicién, siguiendo a Birkhoff3°.

Definicién [Sistema de paralelas]. Una coleccién de rectas paralelas
a una recta dada ¢, y por lo tanto paralelas entre si, se llama siste-
ma de paralelas y queda determinado por cualquiera de las lineas de
la coleccién. Una y sélo una de las rectas del sistema pasa por cada
punto dado del plano. Cada recta que no esté en este sistema se llama
transversal al sistema.
Nota. Por supuesto, cada transversal a un sistema de paralelas inter-
seca cada una de las rectas del sistema (jdemuéstrelo si lo requiere!).
Ademads, una recta perpendicular a una recta de un sistema de parale-
las es claramente perpendicular a cada linea del sistema y cada par de
rectas perpendiculares a un sistema, son paralelas entre si.

Red rectangular

Establecida la definiciéon de sistemas de paralelas obtenemos una
red rectangular formada por un par de sistemas mutuamente perpendi-

3 George B. Birkhoff. A set of Postulates
for Plane Geometry Based on Scale and Pro-
tactor. Annals of Mathematics, Second
Series. Vol. 33, No. 2 (Apr. 1932), pp. 329-
345
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culares en el cual, una y s6lo una recta de cada sistema pasa por cada
punto del plano. Por supuesto, cada red estd determinada de manera
Unica.

A partir del Teorema XII [Existencia de rectangulos], se puede dar
una direccién positiva sobre las rectas de un sistema de paralelas, di-
gamos, aquel obtenido asignando (por el Postulado I trasladando la
numeracién si fuera necesario) el mismo niimero x al punto R de ¢ a
todos los puntos en correspondencia S sobre la interseccién con cual-
quier otra recta 7 del sistema, es decir estableceremos xg = xg, como
se muestra en la Figura 111. Establecido el sistema de rectas con una
orientacion, diremos que el sistema estd orientado y nos referiremos a
este como sistema orientado.

En esta etapa todos los teoremas concernientes a sistemas de parale-
las pueden ser demostrados, por ejemplo, el hecho de que toda trans-
versal dirigida interseca a un sistema de rectas paralelas en el mismo
dngulo (definiendo dngulo entre rectas como el dngulo agudo formado
por ellas). Todos los teoremas de paralelas se deducen de manera facil
a partir de este momento y se dejardn como ejercicio.

Coordenadas rectangulares

Se escogen una recta de un sistema de paralelas orientado que lla-
maremos X y otra recta de un sistema orientado perpendicular al pri-
mero que llamaremos y. Con ello, podemos definir las coordenadas
rectangulares, con la siguiente construccién.

Sean ¢ y 72 un par de rectas perpendiculares de un par de sistemas
de paralelas orientados perpendiculares entre si. Se denota con O al
punto de interseccién de las rectas ¢ y 772, al que llamaremos origen de
coordenadas. A partir de las propiedades basicas de la distancia entre
puntos se establece un sistema de numeracién tal que en O los nime-
ros correspondientes en cada recta sean 0, en cada una de ellas3’. A
cada punto P del plano se le asigna un par de numeros (x,y), llama-
do coordenadas rectangulares de P (o simplemente coordenadas de P),
determinadas por la perpendicular tinica 7z, a ¢ y la perpendicular
Unica 2, a 72 que pasan por P, donde x es el ntimero asignado a la
interseccién de 22y y £, y el nimero y estd dado por la interseccién de
Ry y 77t
Definicién. [Coordenadas rectangulares]. El par (x,y) se llama coor-
denadas del punto P en el sistema determinado por las rectas ¢ y 7z,
donde x, y, son los tinicos ntimeros asignados a la interseccién de las
perpendiculares tnicas 2y L £y 2y L 72, que pasan por P, respecti-
vamente. A la recta #, se le llama ¢eje x o eje de las abcisas, y a la recta 7z,
eje y o eje de las ordenadas. Dada la correspondencia biunivoca de todos
los puntos P del plano P <> (x,y), escribiremos P = (x,y) para cada

R<—>J’R SHIS

Figura 111: El ndimero real xg correspon-
diente al punto R se le asigna a todos los
puntos sobre una perpendicular al siste-
ma de paralelas representado por 7z por
ejemplo, al punto S sobre 72, le corres-
ponde el nimero xg = xg.

31 Esto es posible, por la propiedad (3),
de las propiedades basicas de la distan-
cia entre puntos.

m
P =(z,y)
Y py L m
p, L1
o z l

Figura 112: A cada punto P del plano se
le asigna un par de numeros (x,y), lla-
mado coordenadas rectangulares de P de-
terminadas por la perpendicular tnica
72¢ a ¢y la perpendicular tnica 2, a 7
que pasan por P, donde x es el niimero
asignado a la intersecciéon de 2, y ¢, y el
nimero y estd dado por la intersecciéon
de 2, y 7.



punto del plano euclidiano.
Notas. Cabe hacer las siguientes precisiones:

e Claramente cada punto sobre el eje x tiene coordenadas de la forma
(x,0) y cada punto sobre el eje y tiene coordenadas de la forma
(0,y). Al punto O le corresponde el par (0,0).

o Laeleccion de las rectas £ y 72 de los sistemas de paralelas, asi como
lo sistemas de paralelas son totalmente arbitrarios, lo que permite
hacer un cambio de seleccién de ejes a conveniencia discrecional-
mente.

e La correspondencia biunivoca P <> (x,y), atribuida a René Descar-
tes, es el motivo por el cual al plano euclidiano con coordenadas se
le llama plano cartesiano en honor al filsofo y matematico.

e Para los lectores avezados: La construccién del plano a partir del
concepto de producto cartesiano ha constituido un ejemplo clésico
de deslizamiento metacognitivo en la teoria de situaciones didacti-
cas y con ello una distorsién en la ensefianza. Veamos, se define el
producto cartesiano como el conjunto

]I{XR@IRZ:{(x,y):xE]R,yGR},

donde (x,y) = {{x}, {x,y}}, asi se deduce (a,b) = (b,a) < a = b.
Pero el producto cartesiano R x R jno tiene geometria rectangular
en absoluto! Para usar ejes rectangulares ademés del producto car-
tesiano se requiere introducirlos fuera del contexto de la teoria de
conjuntos y aceptar la existencia de perpendiculares o introducir
tal existencia como axioma. El caso extremo que evidencia el uso
erréneo del producto cartesiano al usarlo solo como conjunto, se
evidencia cuando el par de numeros (r,0) denota un radio y un an-
gulo. Claramente el par (7,0) estd en R?, aunque la interpretacion
geométrica de este par es radicalmente distinta a la de (x,y).

Geometria Analitica

En el plano cartesiano con coordenadas rectangulares tenemos para
los puntos P; = (x1,0) y P, = (x2,0) sobre el eje x que d(Py, P) =
|x; — x2| de acuerdo con el Postulado I [Rectas en correspondencia
con R]. Similarmente para puntos P; = (0,y1) y P» = (0,y2), sobre el
eje y, d(P1, P2) = [y1 — y2l.

Con esta informacién, se sigue directamente del Teorema de Pitago-
ras la formula para la distancia entre dos puntos cualquiera Py = (x1,y1)
y P, = (x2,12), estd dada por

AP, Py) = /| 51— x2 [+ [y — a2 |2
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Figura 113: Es posible asignar a cada
punto P del plano un par de ntmeros
(x,y) atn cuando los ejes no son perpen-
diculares # [ 7, por lo que se requiere
introducir geometria al conjunto R x R,
no basta el conjunto solamente.

Py = (21,31)

e

A g °

Py = (22,92)

Figura 114: La férmula de distancia en-
tre dos puntos se sigue directamente del
teorema de Pitdgoras en sistema rectan-
gular de coordenadas.
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Claramente, dado que | x |= V/x2 se obtiene la formula estandar

d(Py, Py) =/ (k1 — 22)2 + (y1 — )2
Conocida la férmula de distancia entre dos puntos, puede encon-
trarse la ecuacién que satisfacen todos los puntos de una circunferen-
cia. Por ejemplo, para una circunferencia & de radio r, con centro en
O = (0,0), se tiene, de acuerdo con la definicién de circunferencia

€ ={P=(x,y): dO,P)=r}

asl

\VX2+y? = r

2yt o=

La dltima ecuacién se conoce como ecuacién de la circunferencia
con radio 7 y centro en el origen de coordenadas. Llegamos de es-
ta manera a la esencia de la geometria analitica plana, esencia que puede
ser descrita como el establecimiento de correspondencias entre conjun-
tos de puntos que satisfacen ciertas ecuaciones y las curvas descritas
dentro la axiomatica de la geometria sintética. En el ejemplo de la cir-
cunferencia %, se tiene la correspondencia

Puntos que equidistan de un punto dado < %.

La existencia de puntos que equidistan de un punto dado, est4 garan-
tizada por el Postulado I [Rectas en correspondencia con IR] mientras
que la ecuacion de la circunferencia solo es posible en un sistema de
coordenadas cartesiano. Debe observarse que toda curva descrita en la
geometria sintética le corresponde un conjunto de puntos que satisface
una ecuacién o sistema de ecuaciones. La evolucién de las matemati-
cas a partir de esta concepcién del plano euclidiano fue colosal y la
discusién detallada de este tema constituye el objeto de estudio de la
Geometria Analitica. El lector interesado puede ver, por ejemplo, el
libro de mi autoria3?.

De particular interés para nuestro estudio es la circunferencia de
radio uno y centro en el origen de coordenadas denotada S':

S'={(xy): ¥ +y* =1}

llamada circunferencia unitaria.

Interseccion de rectas y circunferencias en el plano euclidiano

El problema pricipal de el sistema de axiomas de Euclides es que
no puede deducirse de los postulados de esa teoria que dos objetos

P = (z,y)

2
x° + y2 =2

Figura 115: La esencia de la geometria
analitica es poner curvas en correspon-
dencia con ecuaciones. En este caso, con
€ = {P = (x,y) : d(O,P) = r} se tiene
la correspondencia & « x% + y? = r2.

3 Gabriel Lépez Garza. Geometria Anali-
tica a través de problemas, actividades y uso
de TIC. Textos CBI, Universidad Auténo-
ma Metropolitana Iztapalapa, 2021



que se crucen tengan un punto en comun. Este problema no podia ni
siquiera formularse en la época de Euclides, dado que no se conocian
a profundidad las propiedades fundamentales de los ntimeros reales,
propiedades que en la axiomatica de Birkhoff estdn incorporadas en
los Postulados I y III.

El problema real es un problema de continuidad ;podrian cruzar-
se dos rectas no paralelas sin tener puntos en comun? La respuesta
es que si solo existieran los ntimeros racionales, sin los irracionales,
algunas curvas se atravesarfan sin cortarse. Pero recalcamos que esto
podria ocurrir si no se acepta la existencia de los niimeros irracionales
0, mejor, si no se acepta el Axioma del Supremo de los Niimeros Reales.

Por ejemplo, la famosa demostracién del Teorema Euclides I.1 que
se trabajé en la seccién de ejercicios. La argumentacién tiene un defec-
to un hueco (0 gap) ya que nada garantiza en el sistema de Euclides que
las circunferencias tengan un punto en comun, a pesar de que eviden-
temente se cruzan. En la axiomaética de Euclides, dos curvas podrian
cruzarse sin tener puntos en comtin. Recordemos lo que este teorema
afirma: con un segmento dado se puede construir un tridngulo equila-
tero sobre este.

La idea de Euclides se puede formular como sigue: si se tiene un
segmento AB dado, con centro en A se construye una circunferencia
de radio AB. Posteriormente, con centro en B se construye una circun-
ferencia con el mismo radio que la anterior. Si es C cualquier punto de
interseccion de las circunferencias. El tridngulo AABC seria equilate-
ro. El problema es que en el sistema de Euclides jnada implica que tal
punto C exista! Sin embargo, en el plano cartesiano si podemos garan-
tizar la existencia de C, como veremos. Primero partiendo del plano
cartesiano introducimos las siguientes proposiciones.

Proposicién [Ecuaciones de Rectas en IR?]. En el plano cartesiano rec-
tangular IR?, una recta es el conjunto de todos los puntos (x, ) para los
cuales existen ntiimeros A, B y C, con al menos uno de los coeficientes
A, B, distinto de cero tales que

Ax+By+C=0.

Demostracion. Los puntos que satisfacen la ecuacion deben cumplir con
el Postulado II [Dos puntos definen una recta] de Birkhoff. Sean P =
(x0,40) y Q = (x1,1) dos puntos distintos que estdn en la recta Ax +
By 4+ C = 0. Supongamos para comenzar que A, B # 0, entonces se
debe tener,

Axo+Byy = —-C
Ax1+Byy = —-C
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Figura 116: El segmento AB estd dado,
se construye un tridngulo equildtero so-
bre este auxiliandose con dos circunfe-
rencias. A pesar de que las circunferen-
cias se cruzan, el sistema de Euclides no
garantiza que tengan puntos en comun.
Se requiere para ello el Axioma del su-
premo de R o algiin postulado equiva-
lente.
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Y al restar ambas ecuaciones

A(XO — x1) + B(yo — yl) = 0.

Supongamos que Py Q satisfacen otra ecuaciéon A’x+ B'y+C' =0y
que no existe k tal que A’ = kA, B = kB y C' = kC, es decir los dos
puntos satisfacen dos ecuaciones distintas. Definimos &« = xp — x1 y
B = yo — y1, entonces se debe tener

wA+BB = 0
A"+ BB = 0.

Pero entonces se debe tener AB’ — A’'B = 0, ya que si AB'— A’B # 0,
por la regla de Kramer, tendrfamos o« = xg —x1 =0y =yo—y1 =0,
lo que no es posible por hipétesis. De esta forma

AB'—A'B=0 & AB =A'B
A/
B'="-B=kB
- A p

donde k = A’/ A, lo cual es una contradiccién con nuestra suposicién
de que las rectas son distintas ya que tendriamos A’ = kA, B = kB y
entonces

—kC = kAxo + kByg = Alxg + B/yo =-C
lo cual es una contradiccién. Los casos en los que A = 00 B = 0 se
dejan como ejercicio.

Por otra parte, consideramos el caso x; — xg # 0. Se define m = u.
X1 — Xp

= m, satisfacen una

Entonces todos los puntos (x,y), tales que %

ecuacion de la forma Ax+By+C = 0,donde A = —m, B =1y (2,2)
C = mxg — Yo, y por lo tanto estdn en una recta. El caso x; — xg = 0 se

deja como ejercicio. O ) 5
El ndmero m en la demostracién anterior se llama pendiente de una

recta. Se puede demostrar (y se debe hacer en un curso de geome-

tria analitica) que dos rectas distintas son paralelas si y solo si tienen Figura 117: Dos rectas distintas no para-
lelas cualquiera Iy, I, en R?, necesaria-
mente tienen un punto (x*,y*) € R? en
en comun, es decir, si se tienen dos rectas distintas y = mix +b; y comtin.

la misma pendiente. Dos rectas no paralelas deben tener un punto

y = mpx + by que no son paralelas, existe un tnico (x*,y*) € R?, que
satisface ambas ecuaciones. En efecto el sistema

y=mx+b & y—mx =b

Yy =mpx+by & y — max = by.

Tiene solucién tinica, por la regla de Kramer, dado que el determinante
del sistema

1 —mq

=my —my # 0.
1 —nip




Por lo tanto existe un tnico (x*,y*) € R? que satisface ambas ecuacio-
nes. 0

Nota. Entonces segtn el resultado anterior, claramente dos rectas dis-
tintas no paralelas en el plano IR? no pueden atravesarse sin tener un
punto en comun, lo cual no puede deducirse en el sistema axiomdtico de
Euclides salvo en algunos casos y por este motivo, por ejemplo, tuvo
que ser incluido el axioma de Pasch en el siglo XIX en la axiomatica
de Euclides.

Esta seccion tiene solo un cardcter ilustrativo por lo que no trata-
remos todas las posibilidades de intersecciones entre circunferencias
y rectas, ni circunferencias con circunferencias. Sin embargo podemos
demostrar que las circunferencias de la demostracién del Teorema Eu-
clides L1 tienen dos puntos en comtin, como ejemplo de las posibili-
dades del sistema cartesiano.

Lema [Circunferencias de Euclides se cortan en R?]. Dada una circun-
ferencia cualquiera, si se traza otra circunferencia con centro situado
sobre un punto de la primera circunferencia y con radio igual al de la
primera, las circunferencias se cortan en dos puntos de R.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que la primera
circunferencia tiene ecuacién x? +y* = r? y la segunda (x —r)2 4+ y? =
r2. Ambas circunferencias cumplen con las hipétesis de la proposicién
(¢;por qué?). Tenemos asi el sistema

24 y2 - 2
(x—r)?+y*> = 12
De donde
X2 4 yz - 2
x2+y2—2xr+r2 = 7
Al restar ambas ecuaciones se tiene que
”
r=r2 & x= ok

Al sustituir este valor de x en la circunferencia x> + y? = 12 se llega a

r? 2 3, V3

1 +y =r S vy il & y== >
Se tienen asi las intersecciones (7/2, V3/ 2r)y (r/2, —V/3/ 2r) para to-
dar>0enlR. O

¢Podrian atravesarse las curvas sin tener puntos comunes?

Desde el punto de vista practico, usando circunferencias que se ob-
tienen con los trazos de un compas, resulta “evidente” que no es po-
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(0,0)

Figura 118: Dos circunferencias como las
de la demostraciéon del Teorema 1.1 Eu-
clides en IR?, se cortan en dos puntos.
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sible que dos curvas se atraviesen sin tener puntos en comun. Basta
dibujar las curvas para “ver” que tienen un punto en comun, pero esto
es solo el error tipico de confundir la representacion de un objeto con el objeto
mismo. Habrian de pasar mds de veinte siglos, hasta la formalizacién
de los ntiimeros reales, para que se revelara que no hay nada evidente,
que la existencia de puntos comunes no se deduce de los postulados ni
axiomas de Euclides y que esto no es en absoluto un problema trivial.
Tampoco es trivial el axioma del supremo de R y sus consecuencias,
con lo que subsana este hueco en la teorfa. El axioma del supremo, en-
tre otras cosas, garantiza la existencia de los ntimeros irracionales en IR
y con ello las curvas en IR? no pueden atravesarse sin tener puntos en
comun. Mostraremos con un ejemplo que si no existieran los nlimeros
irracionales, una recta podria atravesar la circunferencia x> + y*> = 3
isin tocarla! El ejemplo que presentaré a continuacién, es mi versiéon
del presentado en el libro de Havil 33.

Contraejemplo. Si no existieran los ntimeros irracionales, la recta y =
x atravesaria la circunferencia x? + y*> = 3, pero no tendrfan puntos en
comun.

Claramente al sustituir y = x en la ecuacién de la circunferencia

tenemos
24+x = 3
2% = 3
3
= £4/=.
X 2

) 3 . s .
De aqui tenemos que y = £ 5y los puntos de interseccién serian

3 /3 3 3 o
>V Y\ "V V3 ) Ambos puntos son irracionales y por

lo tanto las recta y la circunferencia no tendrian puntos en comiin, si no
existieran los irracionales. O

Finalmente, el hecho de que v/3/2 es irracional es consecuencia del
teorema tomado del libro de Niven 34:

Teorema [Irracionales elementales]. Si un ntiimero real x satisface una
ecuacion de la forma

Mo e, =0, n>1,

con coeficientes niimeros enteros, entonces o bien x es un ntiimero en-
tero o bien es un ntimero irracional.

Demostracion. Supongamos que x = —, con 1 como méaximo comun di-

a
: b
visor de a y b. Se debe tener entonces

a" = —b(c1a" P+ a2+ b Y.

3 Julian Havil. The irrationals. A Story of
the Numbers You Can’t Count On. Prince-
ton University Press, Princeton and Ox-
ford, 2012

Figura 119: Si el lector no cree en la exis-
tencia de los ntmeros irracionales, en-
tonces la circunferencia x2 + yz =3yla
recta y = x, se atraviesan, pero no tienen
puntos comunes.

34Ivan Niven. Irrational Numbers. The
Mathematical Association of America,

1956

Se denota (a,b) = 1 cuando el maximo
comun divisor de a y b es 1.



Sib > 1, entonces todo divisor primo p de b debe dividir a” por el
teorema fundamental de la aritmética. Pero esto contradice la condi-
cién (a,b) =1, asi b = 1, lo que establece que x si es racional es un
entero. g

Con el teorema anterior, dado que v/3/2 = v/6/2 y dado que v/6
satisface la ecuacién x> — 6 = 0, se concluye que x = /6 es irracional
puesto que x no es entero. Por lo tanto v/3/2 = 1/6/2 es irracional.

La circunferencia x> + y* = 3 no existe

Si el lector quedo atrapado con el titulo amarillista de esta seccién,
habra cumplido su objetivo de llamar la atencién. Pero ahora, debemos
decir més honestamente que la circunferencia x> +y? = 3, no existiria si
no existieran los niimeros irracionales, como se muestra en la proposicién
siguiente, pero antes de estudiar este tema se requiere una definicién.

Definicién [Punto racionall. Un punto racional en R? es un punto
cuyas coordenadas son racionales, es decir sus coordenadas son de la

forma (Z,:) conp,q,t,s €Z,q,s #0.

Con la anterior definicion podemos establecer el sorprendente lema
siguiente.

Proposicién [Circunferencia sin puntos racionales]. La circunferencia

no tiene puntos racionales.

L . r .
Demostracion. Supongamos que un punto racional (Z, S) estd sobre

la circunferencia x? + y*> = 3. Entonces

N
m‘ﬁ
NN

+5=3 < p?s? + g1 = 3¢°s*

&N“G

e (po)*+ (ar)* =3(g5)”
Se concluye la existencia de enteros a,b,c € IN tales que
a®> +b* = 3c?, (27)

lo cual no es posible, como veremos.

Dado que la suma de dos niimeros pares es par y la suma de dos
impares también es par, debe ocurrir en (27) que a2 o bien b? sea impar,
Supongamos a = 2m y que b = 2n + 1 (suponemos que a es par y que
b es impar ya que al elevarlos al cuadrado cada uno es respectivamente
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Teorema fundamental de la aritmética. Todo
entero positivo excepto 1 puede ser es-
crito como producto de factores primos
de manera tinica exceptuando el orden
de los factores.

No hay que olvidar que el Postulado III
de Euclides garantiza la existencia de la
circunferenica de radio 3.

b

Figura 120: Si el lector no cree en la exis-
tencia de los nlimeros irracionales no tie-
ne derecho a graficar la circunferencia de
la figura, ya que jno tendria puntos!
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par e impar). Tenemos asi

a2+ = 4mP+nP+n)+1
4N +1

2
= 3¢5,

donde N € IN. Entonces c¢ puede escribirse en una de las siguientes
formas
c=4M,4M +1,4M +2,4M + 3,

es decir, si se divide c por 4 debe dejar residuo 0o 1 02 o 3, por lo que
al elevar cada caso al cuadrado respectivamente da las posibilidades

¢> = 4N, 4N +1,4N,4N + 1.

El lector debe verificar que las formas anteriores son las tnicas po-
sibles y que por lo tanto se tienen los siguientes casos respectivos al
multiplicar por 3:

3¢2 = 4N', 4N’ +3,4N’, 4N’ + 3.

Pero se deberia tener también 3c?> = 4N’ + 1 = 25 + 1 para algtin S. Es
decir, se debe tener la posibilidad de que 3c* sea impar, con lo que se
tiene una contradiccién. g

Como lo comenta Havil (op. cit. p. 80) el teorema de Fermat, suma
de dos cuadrados, da lugar a la existencia de infinitas circunferencias
problematicas, por lo que no sélo existe el ejemplo que mostramos.

Longitud de arco

Consideraremos ahora la posibilidad de aproximar la longitud de
arco de la circunferencia unitaria. Tenemos ciertos elementos para rea-
lizarlo. Por el Teorema de Euclides I.1 (primer teorema del libro uno
de los Elementos que puede verse y demostrarse en los ejercicios del
capitulo “El camino mds corto al teorema de Pitdgoras”) podemos
construir un tridngulo equildtero por medio de dos circunferencias del
mismo radio. Sea este radio r = 1, es decir, consideremos la circunfe-
rencia unitaria. Con el teorema de Tales podemos ver que los dngulos
de un tridangulo equildtero miden todos lo mismo (demuéstrelo) y por
lo tanto miden 7t/3 (por el Teorema IV, también debe poder demos-
trarlo). Esto nos indica que podemos inscribir un hexdgono regular en
la circunferencia con longitud de cada lado el radio de la circunferen-
cia, en esta caso r = 1. Denotamos la longitud de la semicircunferencia
unitaria por 7T (por el momento es s6lo una notacién). Entonces dado
que la mitad del perimetro del hexdgono queda inscrito en la semicir-
cunferencia, podemos concluir que 3 < 7.

Teorema Suma de cuadrados de Fermat. Un
entero positivo 7, puede ser escrito como
la suma de dos cuadrados si y solo si
cada uno de sus factores primos de la
forma 4k + 3 ocurre como una potencia
impar.

Figura 121: Hexagonos inscritos y cir-
cunscritos en la circunferencia unitaria
dan un primera aproximacién a la cons-
tante 7r.



Ahora, con el Teorema V [Bisector perpendicular] se puede bisectar
cualquier lado del hexdgono inscrito. Después, se puede encontrar con
el Teorema VI [Perpendicular a una recta] la tangente a la circunferen-
cia construyendo la perpendicular al bisector perpendicular (la cual es
tangente a la circunferencia por el Teorema I-C). repitiendo el proce-
dimiento anterior en cada lado del hexdgono inscrito se construye un
hexdgono circunscrito que se muestra en la figura 121.

En realidad, para calcular las aproximaciones a 7t necesitamos sélo
la mitad de las cuerdas y con ello introducimos tridangulos rectdngulos.
En la figura 122 podemos ver la construccién requerida. El angulo 7t/3
del hexagono se reduce a la mitad, es decir a 7t/6. Tenemos también los
tridngulos semejantes AOAB y AOCD. Ademéas m(OC) = m(OB) =
1 por ser radios de la circunferencia y m(AB) = 1/2 ya que es la
mitad de un lado del hexdgo el cual mide 1, por el Teorema 1.1, de los
Elementos de Euclides. Por el Teorema de Pitdgoras

m(OA) = 1[1— (;)2 - ?

Por la semejanza de tridngulos

= m(CD).

Concluimos asi que la longitud de un lado del hexdgono circunscrito
es de 2/v/3 = 24/3/3. Por lo tanto 7 < 2v/3 (¢por qué?). Por lo tanto
3 < 71 < 3.4641. El lector que no debe estar muy impresionado con este
célculo 35, le podemos decir que, por supuesto, esto se puede mejorar
rédpidamente, conociendo las longitudes de las cuerdas de otros poli-
gonos regulares. A esta actividad de calcular tamafos de cuerdas le
dedicé algtin tiempo Ptolomeo en el siglo II, al ser capaz de calcular
primero la longitud de un lado de un decdgono regular y posterior-
mente calcular la longitud de cuerdas equivalente a una tabla de senos
para cada angulo hasta 9o°, en intervalos de un cuarto de grado. Cla-
ramente, el lector avezado habra notado que

=
>

=
I

sen (71/6)
tan(7t/6).

=
@)

S
[

Por lo tanto, la medida de la cuerda que es el lado de un hexagono
inscrito es 2 - sen (71/6) y la medida del lado del hexdgono circunscri-
to es 2 - tan(71/6). Si construimos la figura geométrica de doce lados
mediante la divisién de los lados del hexdgono a la mitad se tiene
una mejor estimacién de 71 y prosiguiendo este método de divisién
de lados se obtiene cada vez una mejor aproximacién. A este méto-
do de aproximacion, se le llama método de exhaucién y fue inventado
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(0] A C

Figura 122: Para la medida de la longi-
tud de un lado del hexagono circunscrito
utilizamos tridngulos semejantes.

% Para el lector impaciente da-
mos las mil primeras cifras de pi:
=3.14159265358979323846264338327
950288419716939937510582097494459230781
6406286208998628034825342117067982148086
513282306647093844609550582231
7253594081284811174502841027019
385211055596446229489549303819644288109
756659334461284756482337867831652712019
0914564856692346034861045432664
82133936072602491412737245870066
06315588174881520920962829254091715364
367892590360011330530548820466521
3841469519415116094330572703657595919
53092186117381932611793105118548
07446237996274956735188575272489122793
818301194912983367336244065664308
6021394946395224737190702179860943702
7705392171762931767523846748184676694
051320005681271452635608277857713
427577896091736371787214684409012
2495343014654958537105079227968925892
354201995611212902196086403441815981
3629774771309960518707211349999998
37297804995105973173281609631859502
44594553469083026425223082533446850
352619311881710100031378387528865875
3320838142061717766914730359825349
04287554687311595628638823537875937
51957781857780532171226806613001927
876611195909216420199...
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por Eudoxo. Para darnos una idea de las posibilidades del método de
exhaucién usamos el célculo de Ptolomeo para una cuerda de medio
grado la cual equivale a la construccién de una figura de 720 lados,
con lo que obtenemos 3.14155 < 7T < 3 .14167, lo cual es una sustancial
mejora.

Puede demostrarse, por ejemplo por medio de las herramientas del
calculo diferencial, que 7r es una constante universal que aparece en el
calculo del perimetro & de cualquier circunferencia de radio r y que
P =2mr,y que ademas, el drea o de cualquier circulo estd dada por
o = mr?. Ademds, debemos mencionar que el nimero 7T es un ntime-
ro irracional, es decir, no es cociente de ntimeros enteros3®. Como con-
secuencia de no ser racional el desarrollo decimal de 7=3.1415926...,
no termina nunca, ni es periédico.

Trigonometria analitica

La idea central de la trigonometria es que, conocido un tridngulo,
pueden saberse las medidas de otro semejante sin medirlas directa-
mente (como hicimos para el cdlculo de la longitud del lado del he-
xdgono circunscrito a la circunferencia unitaria), lo cual tiene infinitas
aplicaciones en las ciencias y la ingenierfa. El caso mds simple de se-
mejanza ocurre con los tridngulos rectangulos como consecuencia del
Teorema [AA]. Tal teorema es el sustento de toda la trigonometria en la
antigiiedad, sin embargo la generalizacién que se alcanza en la mate-
matica moderna, no requiere de tridngulos rectangulos como veremos
a continuacion.

Medida en radianes

Ahora estableceremos una correspondencia entre puntos de la cir-
cunferencia unitaria y la longitud correspondiente a partir del punto
(1,0) desde el cual comenzamos a medir (lo cual puede hacerse por
el Postulado IIT [Angulos en correspondencia con R]). Denotamos por
6 las longitudes de arco de circunferencia. Se establece que las longi-
tudes positivas 6 > 0, se miden a partir de (1,0) en sentido contrario
de las manecillas del reloj y que las longitudes negativas se miden a
partir de (1,0) al moverse en el sentido de las manecillas del reloj.

Al partir del punto I = (1,0), cuando se llega al punto | = (0,1) se
habra recorrido un cuarto de circunferencia con lo que a J le corres-
ponde la longitud 7r/2. Al llegar al punto (—1,0) habremos recorrido
media circunferencia, por lo que a este punto le corresponde la longi-
tud 7t (véase la figura 123). De esta misma manera al llegar al punto
(0, —1) habremos recorrido una circunferencia de 3/2m. Al llegar al
punto (1,0) otra vez habremos recorrido una circunferencia completa

#E]l namero 7t es todavia més compli-
cado que los irracionales como V2, ya
que ademads es un nimero trascendente.
El lector interesado en este tema puede
consultar el libro de Ivan Niven citado
en la bibliograffa.

0 > 0/
0 <0\

(—1,0) -7 (00) (170)

Figura 123: Descripcion de los arcos
orientados, positivos y negativos.



de longitud 27t. A los ntimeros reales puestos en correspondencia con

el arco de la circunferencia unitaria se les llama radianes, por lo que al

recorrer la circunferencia completa se habran recorrido 27t radianes.

Si a partir de (1,0) nos movemos en el sentido de las manecillas del

reloj al llegar a (—1,0) habremos recorrido una distancia de —7. De

esta manera moviéndonos en el sentido de las manecillas del reloj al

punto (—1,0) le corresponde —, etcétera. En general para cualquier

numero real 6, positivo, negativo o cero le corresponde un punto sobre

la circunferencia unitaria. Si se piensa la longitud 6 como un segmento

o una cuerda, debe pensarse que al enrollar la cuerda sobre la circun-

ferencia unitaria se encuentra el punto de coordenadas (x,y) al cual le

corresponde a 6.

Las funciones trigonométricas

Definiremos ahora las funciones trigonométricas sobre la circunfe-

rencia unitaria. De esta forma, podremos extenderlas para todos los

valores reales § € R, mientras que cuando se definen sélo para tridn-

gulos rectangulos, los valores que pueden tomar los angulos se en-

cuentran restringidos a 0 < 6 < 71/2.

Sea 6 € R un numero real cualquiera, sea (x,y) el punto sobre el

circulo x> + y? = 1 al que le corresponde el arco de circunferencia 6.

Se definen las funciones trigonométricas por medio de la férmulas

senf

cos 0

tan 6

Yoy (28)
E (29)
de

4L xzo (o)
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Figura 124: Definicién de seno y coseno

sobre el circulo unitario.
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Gridfica de las funciones trigonométricas

En la Figura 125, podemos observar las semicuerdas asociadas a
sen 6. Del lado izquierdo sobre la circunferencia, partiendo del punto
(1,0), tenemos 6 = 0 y por lo tanto sen0 = 0.

- sen 6
0,1) = 6= 5

1S
o

Si aumentamos 6 en el sentido contrario a las manecillas del reloj,
observamos que senf crece hasta llegar al médximo que es el radio
de la circunferencia r = 1, lo cual ocurre en # = 7t/2. Por lo tanto
senrt/2 = 1.

0
(1,0) < 6 =0 o8
0 1
o=" ’
2 0,-1) o m ks 3 T
1 2 T
(—1,0) & m -1

Para el coseno en la Figura 126, notamos que la circunferencia esta
rotada de tal forma que (1,0) aparece en la parte superior de la cir-

Figura 125: Gréfica de la funcién seno y
su correspondencia con la circunferencia
unitaria.

Figura 126: Gréfica de la funcién coseno
y su correspondencia con la circunferen-
cia unitaria. Observe que la circunferen-
cia estd rotada, de manera que el punto
(1,0) esta en la parte superior de la cir-
cunferencia a diferencia de la circunfe-
rencia de la figura anterior.



cunferencia, de manera diferente a la funcién seno. En este caso, para
6 = 0, tenemos cos0 = 1, lo que corresponde al radio de la circunfe-
rencia unitaria. Para el valor 8 = 71/2, tenemos cos 7/2 = 0.

Periodicidad de las funciones trigonométricas

En la forma en que hemos construido las funciones trigonométricas,
puede verse que después de recorrer una vuelta completa sobre la
circunferencia, las funciones vuelven a tomar los mismos valores. De
esta forma, para todo 6 € R:

cos(0+2m) = cosb (31)
sen(f + 27)

sen 6. (32)

Debido a esta propiedad se dice que las funciones trigonométricas son
periédicas de periodo 27. Al ndmero 27t se le conoce como periodo de
las funciones seno y coseno.

Funciones impares y pares

Podemos ver mediante un argumento geométrico simple sobre la
circunferencia unitaria que para las funciones seno y coseno se cumple
que

sen (—0) = —sen6 (33)
cos(—0) = cos®b. (34)

Efectivamente en la siguiente figura puede observarse que sen (—6)
estd por debajo del eje x y por lo tanto es negativo y de magnitud
igual al senf. Por otra parte se tiene que cosf y cos(—6) estdn del
mismo lado del eje y y por lo tanto son ambos positivos y de la misma
longitud.

senf = —sen (—6) cos 6 = cos(—0)

sen 0 0
o
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~
sen(—0) / _p

-

Como sen (—6) = — sen 6 se dice que la funcién seno es impar y como
cos(—60) = cosB se dice que la funcién coseno es par. Las identidades

Figura 127: Identidades de paridad de
las funciones seno y coseno.
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(33) y (34) se conocen como identidades de paridad de las funciones
seno y coseno respectivamente y estas implican que

tan(—0) = —tan6,
como puede ficilmente verificar el lector, lo cual quiere decir que la
funcién tangente es impar.

Rectprocas de las funciones trigonométricas

Los inversos multiplicativos de las funciones trigonométricas defi-
nen las funciones, cosecante, secante y cotangente, respectivamente:

d
csc éf 1
sen
d
secf ;f 1
cos 0
cotf d;f cos 6 .
sen 6

Identidades trigonomeétricas

Al definir las funciones trigonométricas sobre la circunferencia uni-
taria x2 +y?> = 1 se tiene que para cualquier § € R, x = cosf y

y = senf, de donde es inmediato37 que 7 La férmula cos? 0 + sen?§ = 1 es una
expresién equivalente al teorema de Pi-
cos’6 +sen’ =1, paratodo § € R. (35) tagoras para 6 # m7m/2, m € Z.

Nota. La notacién cos? §, recordamos, quiere decir que se eleva al cua-
drado el coseno, es decir,

cos? 0 = (cos ).

La notacién cos 62 quiere decir que 6 se eleva al cuadrado y después se
toma el coseno. Estas notaciones no deben confundirse por ningiin motivo.
El siguiente lema se deduce facilmente de la identidad (35).
Lema I-T [Tangente al cuadrado]. Para los valores de 6, donde es- Identidad de la tangente al cuadrado
tdn definidas las funciones tangente y cotangente respectivamente, se 1+ tan? 0 = sec” 6.

cumplen las identidades

1+tan’0 = sec’0 (36)
14+cot?f = csc?6. (37)

Demostracion. Para 6 # +(2n + 1)7t/2 se sabe que cos 6 # 0. Dividien-
do ambos lados de la identidad (35) por cos 8 se tiene

cos?f sen?6 1
cos?0  cos?0 cos? 0
1+tan®0 = sec? 0,
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donde la segunda identidad se obtiene de la definicién de las recipro-
cas de las funciones trigonométricas. La segunda parte se deja como
ejercicio. g

Férmulas de suma y diferencia de dngulos

La férmula de distancia entre puntos es suficiente para demostrar
las identidades trigonométricas para suma y diferencia de angulos,
las cuales apareceran con frecuencia a lo largo de este libro. Primero
demostramos la identidad para el coseno de una diferencia de dngulos.
Lema II-T [Coseno de diferencia de 4ngulos]. Para cualquier u,v € R Coseno de diferencia de angulos

se cumple la identidad cos(# — v) = cos U cosv + senu sen v.

cos(u — v) = cos U cosv + sen u sen v. (38)

Py = (x1,1)

Figura 128: Diferencia de angulos y arcos
Demostracion. Consideramos el caso 0 < v < u < 27r. Denotamos con de circunferencia.
I = (1,0) el punto sobre la circunferencia x> + y> = 1, el cual se en-
cuentra en la interseccion con el semieje positivo x. Sea P; = (x1,y1)
el punto correspondiente al arco v, sea P35 = (x3,y3) el punto corres-
pondiente al arco u y sea P, = (xp,¥2) el arco correspondiente a u — v.
Por construccién, el arco IP; es igual al arco P; 3, por lo tanto también
se tiene que los segmentos 1P, y P; P3 tienen la misma longitud (vea la

seccion de problemas sobre circunferencias), lo cual implica que

Ve 12402 -02 = /(xs— 1)+ (ys — y1)?

Al elevar al cuadrado y simplificar se tiene

x§—2x2+1+y% = x§—2x1x3+x%+y§—2y1y3+y%
(G+y3)+1-2x = (F+y35)+ (6] +y7) —2x1%3 — 2y1Y3
1+1-2x = 141-—2x3x1 —2y3y1
X2 = Xx3X1+Y3Y1.

Dado que estamos sobre la circunferencia unitaria x, = cos(u — v),
X3 = COsl, X] = COsU, Y3 = senu y y; = senv, de donde se obtiene la

identidad que se desea demostrar3®. g 38 La demostracion fue tomada del libro
de Cynthia Young, Trigonometry. Hobo-
ken, N. J.: Wiley, 2007.
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Cofunciones

Corolario I.1-T [Cofunciones]. Para toda v € IR se cumple

cos(v—m/2) = senv (39)

sen (v —m/2) = —cosv. (40)

Demostracion. Aplicamos la férmula (38) para obtener

(3 ~v) =cos () cosv s sen () seno
Ccos 5 U] = COos 5 Ccos se: 5 se: .

Ahora, dado que cos (§) =0y sen (5) =1 se obtiene
cos(7t/2 —v) = senw. (41)
Finalmente, dado que la funcién coseno es par se tiene
cos(mm/2 —v) = cos(—(v—71t/2)) = cos(v — 71/2).

Para demostrar que sen (v — 71/2) = — cosv, ponga sen (v — 71/2) =
cos((v —m/2) — 11/2), etcétera. O
Nota. La identidad cos(v — 7t/2) = senv implica que las gréficas de
las funciones coseno y seno son idénticas, si desplazamos el coseno
7t/2 unidades a la derecha. La funcién obtenida desplazando a una
funcién conocida cierto ntimero de unidades se le llama co-funcién, de
donde proviene la palabra “coseno”.

A partir de aqui el lector debe ser capaz de escribir las demostraciones por
si mismo en forma detallada, en caso de dudas puede ver las demos-
traciones en la parte de la solucién de ejercicios.

Corolario 1.2-T [Coseno de suma de dngulos]. Para toda u, v € R se
cumple
cos(u + v) = cOs U cosv — sen u sen v. (42)

Demostracion. Escriba u +v = u — (—v), use la férmula (38) y las for-
mulas de paridad de funciones trigonométricas. g

Corolario 1.3-T [Seno de suma de angulos]. Para toda u, v € R se
cumple

sen(u+1v) = senu cosv-+senvcosi, (43)

sen (U —1v) = SeNu COSTV — SeN v cos U. (44)
Demostracion. Para demostrar (43), use la expresién
s
sen (1 +v) = cos (5 — (u +v)>

y desarrolle usando los corolarios anteriores. Para demostrar (44), es-
criba 4 —v = u + (—v) y recuerde la paridad de las funciones seno y
coseno. 0

Identidad de cofunciones

cos(v — 7/2)

sen (v — 71/2)

senv,

— COSs 0.

Coseno de la suma de dngulos

cos(u 4+ v) = cosucosv — senusenv

Seno de la suma de dngulos

sen (1 +v)

sen (1 —v)

seni cosv + senvcos u.

senu COSU — senovCcos u.
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. . . < T: te de la dif. ia de dngul
Corolario I.4-T [Tangente de diferencia de dngulos]. Para toda u, v € angenie de fa diferencia de angulos

R se cumple tan(u — o) = AN —tano.
1+tanu tanov

tan(u — v) = tanu — tanv (15)

"~ 1+tanu tano 45

5 . sen (U —v .
Demostracion. Escriba tan(u — v) = sen (1 —v) y desarrolle aplicando
cos(u —v)
los corolarios anteriores. g

Férmulas del dngulo doble

Las férmulas del dngulo doble son muy ttiles para simplificar mu-
chos célculos.
Férmulas del dngulo doble:

Corolario L5-T [Angulo doble]. Para toda u € R se cumplen las
identidades:

sen2u = 2senucosi,
sen2u = 2senucosi, (46) cos2u = cos’u—sen’u.
cos2u = cos®u — sen’u. (47)
= 2cos’u—1 (48)
= 1-—2sen’u. (49)

Demostracion. Escriba 2u = u + u en las férmulas para coseno y seno
de suma de dngulos y obtenga las identidades (46) y (47) partiendo del
Lema II-T. O

Férmulas de reduccién de potencias:

Algunas integrales del Calculo pueden simplificarse con las férmu-

Lo . 1 —cos2u
las del siguiente corolario. senu = —
Corolario I.6-T [Reduccién de potencias]. Para toda u € R se cumple oy _ Lcos2u

- 2
ue
q tanlu = 1—cos2u
2 1 —cos2u 2 1+ cos2u > 1 —cos2u 1+ cos2u
sen‘y = ———; cos‘ U = ——; tan“y = ———.
2 2 1+ cos2u

Demostracion. Use del Corolario I.5-T y las férmulas (48) y (49). O

Corolario I.7-T [Férmulas del dngulo mitad]. Para toda u € R se
cumplen las férmulas

u 1—cosu
2= 4/

sen2 > (50)
u 1+ cosu

cosE = 44/ — (51)

donde los signos “+” de senu/2 y cosu/2, dependen del cuadrante

en que se encuentra u /2.

. . . Fé 1 14 1 i
Demostracion. En las férmulas del Corolario 1.6-T ponga u = v/2y drmulas del dngulo mitad

despeje. O o, [Tcosa
2 2
1
os u_ + cosu

2 2
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Foérmulas: suma a producto y viceversa

Finalmente, cuando el lector trabaje con las series de Fourier las
siguientes identidades serdn imprescindibles.
Corolario 1.8-T [Férmulas producto — suma]. Para toda u,v € R se
cumplen las férmulas:

senusens — % (Cos(u — 0) — cos(u + v)> (52)
cosucosy = % (cos(u — 0) + cos(u + v)) (53)
senucosy — ;<sen(u+v) +sen(u—v)> (54)
cosusenv — ;<sen(u+v) — sen (u —v)) (55)

Demostracion. Es inmediata de las férmulas de seno y coseno de sumas
y diferencias de angulos y se deja como ejercicio. O

Corolario I.9-T [Férmulas suma — producto] Para toda u,v € R se
cumplen las férmulas:

senx + seny = 2sen <x—;y) cos <x;y) (56)
x+y xX—y

senx — seny = 2cos <2) sen (2) (57)

cosx+ cosy = 2cos <x—;—y) cos (x;y) (58)
x+y xX—y

cosx — cosy = —2sen 5 )sen |~ (59)

Demostracion. Considere x = u + vy y = u — v. Resuelva el sistema
para u y v, después sustituya en las férmula del Corolario I1.8-T. O

Resolucion de Tridngulos

La resolucion de tridngulos es una de las aplicaciones mas extensa-
mente usadas de la trigonometria. Basicamente tal resolucién consiste
en encontrar todas las medidas de los lados y de los dngulos de un
triangulo dado, conociendo un minimo de datos. Usualmente se cono-
cen dos lados y un dngulo, dos dngulos y un lado, pero hay que ad-
vertir que existen casos ambiguos. La resolucién de tridngulos rectan-
gulos es la mds sencilla dado el teorema de Pitdgoras, la Proposicién
[Hipotenusa-cateto], el Teorema I [AA] y los valores de las funciones
seno y coseno para valores en [0, 77/2], que se supondran conocidos,
dados en tablas o con el uso de calculadoras. Para resolver tridngulos
que no son rectangulos, requeriremos dos resultados maés: la ley de



senos y la ley de cosenos. De estas leyes mayormente es de lo que se
trata esta seccion.

Resolucién de tridngulos rectdngulos

La trigonometria plana se basa en el hecho de que todo tridngulo
rectdngulo es semejante a un tridngulo rectdingulo con hipotenusa de medida
uno, como el tridngulo AOQP mostrado en la Figura 129. El tridn-
gulo AOQP para el cual el 4ngulo ZPOQ, opuesto al dngulo recto,
tiene medida 6 correspondiente al arco de la circunferencia unitaria
asociado al punto P = (cosf,senf) e hipotenusa igual al radio de la
circunferencia (dado que x? + y? = 1 para todo punto sobre la circun-
ferencia unitaria).

Para los casos en los que los tridngulos que se desea resolver sean

rectdngulos, en los que se conoce un lado y un dngulo ademas del an-
gulo recto, la resolucién se basa en la siguiente proposicién, en la cual
se establece la correspondencia entre tridngulos rectdngulos y los tridan-
gulos definidos por semicuerdas dentro de la circunferencia unitaria,
como el mostrado en la Figura 129.
Proposiciéon [Resolucién de tridngulos rectingulos]. Dado un tridn-
gulo rectangulo AABC con m(AB) = ¢, m(BC) = a,m(CA) = b donde
la hipotenusa es AC y el dangulo A, con medida «, es opuesto a BC, se
cumple que

a  cateto opuesto

sengg = - = ——————, (60)
b hipotenusa
c  cateto adyacente

cose = - = : Y , (61)
b hipotenusa
a cateto opuesto

tana = - = P . (62)
c cateto adyacente

Demostracion. Si b = 1 la demostracién es inmediata de la definicién
de las funciones trigonométricas, ya que se trata de un tridngulo como
el de la Figura 129.

Si b # 1, construya sobre la hipotenusa AC un segmento AC’ de
longitud m(AC’) = 1 (prolongando si fuera necesario) como en la Fi-
gura 131 (Postulado I [Rectas en correspondencia con R]). Desde C’
baje la perpendicular a AB (o a su prolongacién si fuera necesario) y
sea B’ la interseccion de la perpendicular con AB (Teorema VI [Per-
pendicular de un punto a una recta]).

Tenemos AAB'C’ ~ AABC por el Teorema I [AA]. De esta forma,
dado que m(AC’) =1, tenemos por semejanza de tridngulos

senu a

TR
con lo que queda demostrada la igualdad (60). Las igualdades (61) y

(62) se siguen inmediatamente de la semejanza de los tridngulos. [
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P = (cosb,sen )

ﬁ Q = (cos6,0) I(LO)

Figura 129: El tridngulo AOQP es rec-
tangulo. El arco 0 es la medida del éngu-
lo opuesto a QP. Todo tridngulo rectdn-
gulo es semejante a un tridngulo como
AOQP, esto constituye el sustento tedri-
co de la trigonometria plana.

Figura 130: Resolucién de tridngulos rec-
tangulos.

Figura 131: Demostraciéon para el caso
m(hipotenusa) = m(AC) > 1.

Figura 132: Demostraciéon para el caso
m(hipotenusa) = m(AC) < 1.
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Nota. Dentro de la axiomadtica de Birkhoff, lo que se ha hecho en la
demostracién anterior al construir un tridngulo de hipotenusa con me-
dida 1, es colocar una circunferencia unitaria con centro en A y medir
asi el arco a sobre la circunferencia unitaria y proceder a calcular el
seno de «, el cual se supone ya conocido o conocible. Esto constituye la
razén de ser de la trigonometria y la resolucién de tridngulos. Desde los ba-
bilonios hasta Ptolomeo e Hiparco en la antigiiedad, se conocen tablas
de cuerdas asociadas a dngulos.

Ejemplo de resolucion de un tridngulo rectdngulo

Ejemplo. Se conoce que un angulo agudo a de un tridngulo rectdngulo
mide 34° y que el cateto adyacente mide 20 metros. Resuelva el tridn-
gulo.
Solucion. Se conoce la medida de un dngulo y el cateto adyacente de un
tridngulo rectdngulo, se pide calcular la medida del otro dngulo agudo,
y la medida del cateto opuesto y de la hipotenusa del tridngulo. Sea 3
el &ngulo agudo desconocido. Por el Teorema IV [Suma de los dngulos
internos] tenemos 34° + B 4 90° = 180°, y asi B = 180° — 124° = 56°.
Para el célculo de la hipotenusa y el cateto opuesto se usa primero
la igualdad (62) para resolver para a,

a = ctana

a ~ 20-0.67 =134

Para el célculo de b se puede usar el Teorema de Pitagoras o bien la
igualdad (61) dado que

c

b =
cos «
20
b = @—24.1

Nota. Los demds casos de resolucién de tridngulos rectdngulos son
equivalentes al ejemplo anterior donde las tinicas variantes son: a) Se
conoce el cateto opuesto y el angulo agudo que define al cateto y b)
se conoce la hipotenusa y cualquiera de los angulos agudos del tridn-
gulo. El lector interesado podréd encontrar decenas de ejemplos en los
libros de educacién preuniversitaria, por ejemplo en el libro de Cynt-
hia Young39.

Ley de senos

La ley de los senos puede usarse para resolver tridngulos que no
son rectangulos, llamados tridngulos oblicuos. Los casos que se pueden
resolver son los siguientes, donde se conocen:

Figura 133: Tridngulo del ejemplo

3 Cynthia Young. Trigonometry. Hobo-
ken, N. J.: Wiley, 2007



e Dos dngulos y cualquier lado (AAL) y (ALA).

e Dos lados y un dngulo opuesto a alguno de esos lados (LLA).

Lema III-T [Ley de senos]. Dado un tridngulo cualquiera AABC con
lados de medidas m(AB) = ¢, m(BC) = a, m(CA) = b, se cumple que

senA senB senC
a b ¢

(63)

Demostracion. Consideramos el caso en el que los d&ngulos A y C son
agudos. Sea & la altura del tridngulo mostrado en la Figura 134, enton-
ces se tiene que

senA:% < h=bsenA
h
senB:E & h=uasenB
bsenA = asenB.

Para la igualdad que falta se puede hacer la construccién mostrada en
la Figura 135, suponiendo que C también es agudo.

h
senA:% < hy=csenA
hy
senC:; < hp=asenC
csenA = asenC.

Se concluye que se cumple (63) para el caso de dos dngulos agudos

Para el caso en el que el dngulo A es obtuso como el caso en la
Figura 136. Primero procedemos con los dngulos agudos que como en
el caso anterior da

senB:% < hyp =csenB
h
senC:?2 < hy =bsenC
csenB = bsenC.

Finalmente para la igualdad que falta considere la figura 137.

Tenemos que sen B = o ademads sen (m — A) = 2 Pero
sen(m—A) = senmcosA—senAcosn
= senA.
Por lo tanto bsen A = asen B y asi se cumple (63), también. O
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Figura 134: Ley de senos, caso dngulo A
agudo.

Figura 135: Segunda parte de la demos-
tracion de la Ley de senos, caso angulo
C agudo.

Figura 136: Ley de senos, caso angulo A
obtuso.

h @b

Figura 137: Ley de senos, caso angulo A
obtuso.
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Aplicaciones de la ley de senos

Muiltiples aplicaciones en la ciencia y en la ingenieria de la ley de
senos no son sino una sustitucién directa de datos en las férmulas
(63). Esto se cumple en los casos AAL y ALA, de los cuales el lector
encontrard algunos ejercicios en la seccién dedicada a problemas. Sin
embargo hay que tener cuidado del caso LLA4° el cual puede tener dos
soluciones o incluso ninguna.

Ejemplo sin solucion, caso LLA. Demuestre mediante la ley de senos que
no existe tridngulo con medidas de los lados 2 =1, b = 2 y dngulo A,
opuesto al lado 4, con medida A = 47/9.

Solucién. Aplicando directamente las férmulas (63) tendriamos que si

existiera un tridngulo (ver Figura 138) que satisficiera los datos ten-
senA  senB

driamos , de donde la sustitucién directa de los datos

a
del problema da

senB — b seanA

= 2sen4m/9 ~ 1.96, (!)

lo que contradice que [sena| < 1 para todo « € R.

Ejemplo con dos soluciones, caso LLA. Encuentre todos los tridngulos con
a=45b=9yA=m/9.
Solucion. La férmula (63) da

senB = = 2sen /9 ~ 0.6840.

bsen A
a
En la Figura 139, se muestra que existen dos soluciones del dngulo B
paraa =45b=9y A=rm/9.

Es decir, jexisten dos valores distintos de B para los cuales sen B =
0.6840! La razén de esto, es que la funcién seno no es inyectiva en
todo su dominio. La recta horizontal por 0.684, corta la grafica de la
funcién seno en dos puntos, los cuales son soluciones de la ecuacién
sen B = 0.684, lo cual se muestra en la Figura 140.

Nota. A pesar de los dos ejemplos anteriores cabe hacer notar que el
caso LLA, si puede tener solucién iinica, como el lector podra descubrir
en los ejercicios del capitulo.

Ley de cosenos

La ley de cosenos se utiliza mayormente para resolver tridngulos
oblicuos en los siguientes casos:

e Se conocen los tres lados de un tridngulo y se desea conocer los
angulos internos (LLL).

4 Hay que recordar que no existe teore-
ma de semejanza de tridngulos LLA, lo
que estd detrds del caso ambiguo LLA
para la ley de senos.

Figura 138: La ley de senos no puede
aplicarse ciegamente para el caso LLA. Se
muestra que no es posible construir un
tridangulo con lados a = 1, b = 2 y dngu-
lo con media A = 47t/9.

Figura 139: Para el caso LLA, pueden
existir dos soluciones, por ejemplo con
a=45b=9yA=m/9.



y = senf

0.684

R

e Se conocen dos lados y el dngulo incluido [LAL] y se desea conocer
los otros dos dngulos y el lado faltante.

Establecemos la ley de cosenos en el siguiente lema.

Lema IV-T [Ley de cosenos]. Dado un tridngulo cualquiera AABC con
lados de medidas m(AB) = ¢, m(BC) = a, m(CA) = b, se cumple que

a> = b? +c® — 2bccos A, (64)
b = a® + > — 2accos B, (65)
¢ =a®+b>—2abcosC. (66)

Demostracion. Consideramos el caso en el que el tridngulo tiene tres
dngulos agudos. Colocamos los ejes coordenados de tal forma que A =
(0,0), B = (¢,0) y C = (x,y). Por construccién y por las ecuaciones
(60) y (61), x = bcos Ay y = bsen A. Dado que a es la distancia de B
a C tenemos

@ = J(x—c2+(y—002
> = (bcosA—c)?+b*sen’A
b* cos®> A — 2bc cos A + ¢ 4 b sen’ A
b*(cos? A +sen®A) — 2bc cos A + c*
= b>+c®—2bccos A,

con lo que hemos obtenido#' la ecuacién (64). Para demostrar las otras
ecuaciones del Lema, se realiza una construccion similar colocando
el origen de coordenadas (lo cual es posible por el Postulado I) en los
vértices C y B respectivamente. El caso del dangulo obtuso se deja como
ejercicio??. O

Aplicaciones de la ley de cosenos

Las aplicaciones consisten generalmente en sustituir los datos en las
ecuaciones (64), (65) y (64). Debemos notar que cuando se requieren las
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Figura 140: Se muestran dos valores dis-
tintos de B para los cuales sen B = 0.684.

¢ =(,y)
b a
Yy
T ;o
A c B = (c,0)

Figura 141: Para el caso de tres dngulos
agudos, sittie el origen de coordenadas
en el vértice A.

4 El lector debe poder reconocer que
se ha usado la identidad pitagérica
cos? A+ sen?A = 1 en la demostracion.

4 La demostracion fue tomada del libro
de Cynthia Young (op. cit.).
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férmulas para calcular los dngulos, por ejemplo en el caso (LLL), las
férmulas de la Ley de cosenos se presentan en la forma equivalente:

b? +c% —a?

COsA = T (67)
2., 2 2

cosB = % (68)
a? 4+ b? — 2

cosC = T (69)

Con las férmulas (67), (68) y (69) debe usarse la funcién inversa
del coseno para calcular la medida de los angulos A, B y C, respec-
tivamente. Con la ley de senos también, notard el lector, debe usarse
la funcién inversa del seno para calcular los valores de los dngulos.
Por los motivos anteriores en este momento es oportuno hablar de las
funciones inversas.

Funciones trigonométricas inversas

En los cursos elementales la ensefianza de las funciones trigono-
métricas inversas se reduce a mostrar a los estudiantes como usar la
calculadora. Se les muestra el uso de las teclas | sen ‘ y | cos™! ‘, se-

gun sea el caso, lo cual quiza es lo apropiado en ese nivel. Un problema
surge cuando, como en el ejemplo de la ley de senos, se desea calcu-
lar el ntimero B para el cual sen B = 0.684 para el cual la calculadora
s6lo da el namero sen™? (0.684) = 0.753232, es decir, la calculadora no
“sabe” que hay dos valores diferentes de B para los cuales el seno da el
resultado 0.684.

Las funciones inversas estdn definidas propiamente en los interva-
los en los que las rectas horizontales cortan la grafica de la funcién en
un punto solamente. En la Figura 140, vemos que eso no ocurre para
la funcién seno en el intervalo [0, 7]. Un intervalo mds apropiado para
definir la inversa de la funcién seno es donde el seno crece, que es el
intervalo [—7/2,7t/2]. Para la funcién coseno un intervalo apropiado
para definir la inversa es donde la funcién coseno decrece, por ejemplo
[0, 7T], por lo que la funcién inversa del coseno si da informacién para
dngulos mayores de 71/2, es decir, la funcién inversa del coseno, co-
mo veremos, si da informacion para la resolucion de tridngulos con dngulo
obtuso para los cuales la funcién coseno es negativa.

Definicién [Funciones inversas de seno y coseno]. La funcién inversa
del coseno, denotada “arccos”, es la tnica funcién definida en [—1, 1]
tal que

arccos(cosa) = a, para toda « € [0, 77].

y=ux

y = arccosx o /2

-1 1

Figura 142: Gréfica de la funcién y =
arc cos X.



Reciprocamente,
cos(arccos x) = x, para toda x € [—1,1].

La funcién inversa del seno, “arcsen”, es la tinica funcién definida
en [—1,1], tal que

arcsen (sena) = a, para toda a € [—71/2,71/2].
Reciprocamente, para toda x € [71, 1],
sen (arc senx) = x.

Para toda x € [—1,1] tenemos que —71/2 < arcsenx < 77/2.

Nota. Observe que para toda x € [—1,1], tenemos que 0 < arccos x <
7T, asi, la imagen de la funcién arccos es el dominio de la funcién co-
seno donde esta tiene inversa y reciprocamente el dominio de arccos
es la imagen de la funcién coseno, es decir, el intervalo [—1, 1]. Similar-
mente ocurre para la la funcién seno ya que —7t/2 < arc senx < 77/2,
como puede apreciarse en las gréficas.

Note también que las inversas son entre si simétricas respecto a
la recta y = x, como puede verse en Figura 142 y Figura 143. Las
funciones arc cos & y arc sen «, suelen nombrarse arco cuyo coseno es alfa
y arco cuyo seno es alfa, respectivamente y de manera muy apropiada,
ya que un arco de la circunferencia unitaria es precisamente lo que
determinan.

Tangente inversa

Esta seccién no estaria completa sin la funcién inversa de la tan-

gente, la cual se presenta enseguida, pero antes debemos estudiar la
grafica de la funcién tangente.
Grdfica de la funcién tangente. La funcién tangente que definimos como
tanx = ﬂ, tiene la particularidad de no estar definida para los va-
lores de x donde cos x = 0. De esta forma la tan x no estd definida para
x==+(2k+1)t/2,donde k =0,1,2,....

Las gréficas de las rectas verticales x = £ /2, £37/2,£57/2,...
(representadas como rectas punteadas en la Figura 144) son asintotas
para la funcién tangente, es decir la tangente se aproxima a ellas tanto
como se quiera, pero nunca las toca. Claramente cualquier recta ho-
rizontal corta a la gréfica de la tangente en infinitos puntos, por ello,
para definir la inversa debemos restringir la tangente a un intervalo
solamente. El intervalo escogido es (—71/2,71/2). La tangente definida
en el intervalo anterior se llama rama principal de la tangente y para esta
rama es que se define la tangente inversa, llamada arcotangente,
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| v=arcsenw
2
Y =senw
T -1 1T
2 2
Yy =2 T
' 2

Figura 143: Gréfica de la funcién y =

arc sen x.

37

™

/2/2

Figura 144: Gréfica de la funcién y =

tan x.

oS

y =tanx

y = arctanx

TS

Figura 145: Gréfica de la funcién y =

arctan x.
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Definicién [Funcién inversa de la tangente]. La funcién inversa de la
tangente, denotada “arctan” es la tinica funcién definida en todo R tal
que

arctan(tanw) = «, para toda a € (—7t/2,71/2).

Reciprocamente, para toda x € R,
tan(arctanx) = x.

Para toda x € R se tiene que —71/2 < arctanx < 71/2.

Nota. Observe que la gréfica de la funcién arcotangente tiene dos asin-
totas horizontales, una en y = —7t/2 y otra en y = 71/2. Curiosamente
arctan, es un ejemplo de una funcién creciente con dominio en todo R
que esta acotada.

Ejemplo de solucién de tridngulos oblicuos: ley de cosenos

Resolviendo un tridngulo (LLL). Dado el tridngulo con lados a = 9.47,b =
6.12 y ¢ = 14, calcule la medida de los dngulos internos del triangulo.
Solucion. Se calcula el d&ngulo opuesto C al lado mads largo ¢ por medio
de la ley de cosenos:

a? + b* — c?
cosC = o
= -0.59
C = arccos(—0.59) ~2.2.

El lector puede notar que dado que cosC < 0, el angulo C es nece-
sariamente obtuso, es decir, debe medir mas que 77/2 ~ 1.57, como
efectivamente ocurre. También el lector debié haber observado como
se uso la relacién “arc cos(cos C) = C”, para calcular C. Por otra parte,
los dos dngulos que faltan pueden calcularse usando la ley de cose-
nos, pero la ley de senos también puede usarse una vez conocido C
y requiere menos operaciones. Los cdlculos que faltan se dejan como
ejercicio.

Figura 146: Tridngulo del ejemplo: Resol-
viendo un tridngulo (LLL).



Cdlculo de funciones trigonométricas y series de Taylor

Hemos mencionado repetidas veces que en la antigtiedad el célculo
de las funciones trigonométricas se bas6 en las tablas de semicuerdas
de las que un ejemplar que pervivié hasta nuestros dias es el Almagesto
con las tablas de Ptolomeo quién calculé semicuerdas desde cero hasta
90°, con incrementos de un cuarto de grado. Hubo que esperar hasta la
época de Newton para mejorar las tablas de Ptolomeo sustancialmente.
En la actualidad el célculo de senos y cosenos se realiza mediante
las formulas de Taylor (quien fuera discipulo de Newton), las cuales
se demuestran en cualquier curso decente de Calculo Diferencial e
Integral. Las férmulas de Taylor méas relevantes y que utilizaremos
formalmente (es decir, sin demostrar) en otros capitulos de este libro
se presentan en el siguiente teorema.

Teorema [Férmulas de Taylor]. Para toda x € R se cumplen las si-
guientes férmulas

B3 45 x2n+1
o DY —_— ni DY
senx = x— oot + ( (2n+1)!+ ,  (70)
2 A el
cosx = 1—i+a+~~~+(—l) (2n)!+.”’ (71)
2 n
. X X x
e L TR THR R s B L (72)

donde el simbolo 7! es el factorial de #, el cual se define como
n=1-2---(n—1)n,

d
y, por otra parte, 0! ) 1.
Para la arcotangente se tiene la siguiente serie la cual se cumple
para |x| <1
3 5 2n+1
X7 X x
t — 0y _ i . —1)"*
arctanx = x 3+5+ + ( )Zn—i—l

Para el lector novicio mencionamos que los puntos suspensivos al

+oee (73)

final de las férmulas de las series, significan que las sumas son infini-
tas. Obviamente las computadoras no pueden realizar sumas infinitas por
lo que para calcular las funciones trigonométricas y otras funciones se
tienen que truncar las series de Taylor en algtn lugar, lo que acarrea
un error de aproximacion que generalmente es muy pequefio.

Finalmente, en este capitulo se vio una aproximacién histérica al
calculo de 7. Ahora, dado que sen 71/4 = cos 77/4, se tiene que tan T =
1,y asi § = arctan 1. Por lo tanto*3,

119

Férmulas de Taylor para senx, cosx

¥ K
x7—3!+—5!+-~
~ ¥ oxt
cosx = ferIJr---

sen x

4 Esta férmula da aproximaciones que
requieren muchos célculos para determi-
nar unos cuantos digitos exactos, asi que
no es la mejor que se puede obtener para
7T, sin embargo no deja de ser notable.
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Coordenadas Polares

Como una ultima aplicacion bésica de la trigonometria, introduci-
mos las coordenadas polares. La forma mds sencilla de empezar con
las coordenadas polares, desde mi punto de vista, es hacer notar que
dado que en la circunferencia de radio r = 1, con centro en (0,0),
cualquier punto P = (x,y), sobre la circunferencia tiene coordenadas
x = cosf, y = senf. Entonces para una circunferencia de radio arbi-
trario 0 < r # 1, digamos x? + y? = 12 se debe tener

x=rcosf, y =rsenb,

dadas las identidades (60) y (61) que surgen en la solucién de tridngu-
los rectangulos.

Cada punto del plano estd sobre una circunferencia con centro en
el origen de coordenadas. Por lo tanto, en coordenadas polares un
punto queda especificado por su distancia  al origen O, llamado polo,
y por el dngulo 6 que forma con el semieje positivo x, llamado eje
polar. Representaremos en coordenadas polares un punto P con un par
de nimeros P = (r,6), como se muestra en la Figura 148.

Mediremos el dngulo polar como lo hicimos en coordenadas car-
tesianas. Es decir, para los arcos positivos, se parte del eje polar en
direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj, los dngu-
los negativos se miden a partir del eje polar en la direccién en las que
se mueven las manecillas del reloj. Los dngulos los mediremos siempre
en radianes, por supuesto.

Conversién de coordenadas polares a cartesianas

Dado un punto en coordenadas polares P = (r,0) sabemos que r
representa la distancia del origen al punto, por lo que si se conocen las
coordenadas cartesianas del punto, es decir, si P = (x,y) en coordena-
das cartesianas, se obtienen facilmente las coordenadas polares.

r=/x*+y (74)

0= arctan% (75)

Reciprocamente, conociendo las coordenadas polares (r, 0), obtenemos
las coordenadas rectangulares del punto P = (x,y).

X = vrcos#, (76)
y = rsenf. (77)

Nota. Es muy importante recordar que debe comprobarse que al con-
vertir coordenadas, el punto quede en el cuadrante correcto y medir

P = (rcosf,rsend)

€T

Figura 147: Cada punto P = (x,y) en
el plano puede representarse como P =
(rcos, rsenf), donde r = /x2 + 2.

(=r,0)

Figura 148: Coordenadas polares.



los angulos con el signo adecuado, con el fin de obtener coordenadas
correctas.

Ejemplo 1. Encuentre las coordenadas rectangulares del punto cuyas
coordenadas polares son P = (1,27/3).

Solucion. Usamos las férmulas (76), (77) con lo cual obtenemos

2n 1
x r cos cos — >
21 V3
y = rsen9:1sen?:7.

La solucién estd ilustrada en la Figura 149.
Ejemplo 2. Encuentre las coordenadas polares del punto cuyas coorde-
nadas cartesianas son P = (1,1).

Solucién. Dado que las coordenadas cartesianas de Psonx =1,y =1,
se obtiene

V12412 = V2,

0 = arctanl—E
o 1 4

ﬁ
|

Por lo que las coordenadas polares del punto son

P = (V2,1/4).

Curuvas en coordenadas polares

El lector que se haya familiarizado con la localizacién de puntos en
coordenadas polares puede comenzar sin dificultad el estudio de las
curvas en coordenadas polares. Las curvas mds simples en coordena-
das polares se obtienen poniendo una de las coordenadas ya sea r o
f constantes. Al igual que en coordenadas cartesianas si una variable
no aparece en la ecuacién se sobreentiende que tal variable toma todos los
valores posibles sobre R.

Como ejemplo, tomamos una circunferencia en coordenadas carte-
sianas con centro en el origen de coordenadas y radio rg. En este caso
la ecuaci6n cartesiana es x> + y*> = r3. Con las ecuaciones de transfor-
macién (76) y (77), tenemos:

13 =x2 4 y? = (rcosf)? + (rsen6)? = r*(cos? 6 + sen?6),

o simplemente
r=rp

Llegamos asi a nuestra primera proposicién, para lineas en coordena-
das polares.
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Figura 149: Coordenadas cartesianas de
P=(1,21/3).

Figura 150: Coordenadas polares de P =
(1,1).
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Proposicién. En coordenadas polares la curva r(6) = rg, donde ryg > 0
es una constante, corresponde la ecuacién de una circunferencia con
centro en el origen y radio ry.

Remarcamos aqui que dado que la variable 8 no aparece en la ecua-
cién r = ry se considera que ¢ toma todos los valores posibles. Es
decir cada circunferencia % con centro en el polo (0,0) y radio ry en
coordenadas polares es el conjunto

€ ={(r,0):r=ry, —00 <6 < oo}.

Observe que en realidad para describir la circunferencia basta tomar
6 € [0,27), y asi simplemente

€ ={(r,0):r=ry, 6 €[0,2m)}.
De manera similar, si escribimos 6 igual a constante, digamos
0=c

se obtiene la ecuacién de una recta que pasa por el polo y que forma
un angulo ¢ con el eje polar. Llegamos asi a la siguiente proposicion.
Proposicién. Toda semirecta £ que pasa por el polo O = (0,0), tiene
representacion 6(r) = ¢, donde ¢ es una constante. Tal semirecta es el
conjunto

£={(r0):0=c 0<r}.

La cardioide

Una curva maés interesante estd dada en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3. Dibuje la gréfica de la curva con ecuacién polar

r=1-—cosb,

la cual corresponde a una curva llamada cardioide.

Solucién. Podemos calcular algunos puntos y a partir de ellos tratare-
mos de obtener la gréfica. Algunos valores de r se han calculado para
los angulos mostrados en la tabla 2.

0 cosf 1—cosb r

0 1 0 0
/6  .086 134 134
t/3 5 5 5
/2 0 1 1
2n/3 -5 1.5 1.5

57/6 -.866 1.866 1.866
T -1 2 2

Figura 151: Circunferencia r = 3 en coor-
denadas polares. El punto O es el polo y
la semirecta 6 = 0 es el eje polar.

Cuadro 2: Tabla correspondiente al
Ejemplo 3



Dado que el coseno es una funcion par, es decir, cos(—6) = cos 6, se
obtienen los mismos valores de r para dngulos negativos. Esto quiere
decir que la gréfica de r es simétrica respecto al eje polar, como se
muestra en la figura 152.

También debemos notar que la curva es una figura cerrada dado que
r = 1—cosb es periddica de periodo 27t. Es decir r(0) = r(27) = 0.
Toda curva en coordenadas polares donde 7 es funcién de 6 es cerrada
siy solo si es periédica.

Finalmente, como ningtin ntimero de ejemplos podré sustituir lo
que el lector haga con sus propias manos, le sugerimos pasar a la
seccién de problemas y ejercicios de coordenadas polares.
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Figura 152: Gréafica de ¥ = 1 — cosf que
corresponde a la cardioide del ejercicio
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Ejercicios de Construccion del Plano cartesiano

1. Escriba la demostraciéon del Teorema [Irracionales elementales] y de la Proposicién [Circunferencia sin
puntos racionales] en forma tabular.

2. Demuestre que v/3,/5,v/7 son irracionales. Construya un triangulo rectdngulo con catetos de longitud
V2 y 1y muestre que el teorema de Pitdgoras garantiza la existencia de /3 y por lo tanto la existencia de
un triangulo con hipotenusa v/6.

Ejercicios de Trigonometria

Nivel elemental

3. Para que el lector se familiarice con las funciones trigonométricas y sus reciprocas se recomienda el
siguiente ejercicio. Al parametro 6 = 0 le corresponde el punto (x,y) = (1,0), a 8 = 71/6, le corresponde
el punto (x,y) = (1/3/2,1/2) encuentre los valores de las funciones seno, coseno y tangente de estos
dngulos, por medio de las definiciones (28) y (29).

4. Compruebe que la funcién cosecante es impar, la funcién secante par y la funcién cotangente impar,
mediante las identidades de paridad (33) y (34).

5. El siguiente ejercicio ayudara a memorizar las identidades de esta seccion.

a) Demuestre la identidad (37).

b) Si se sabe que cos 8 = 0.8, encuentre los valores de todas las demds funciones trigonométricas en 6 por
medio de identidades.

c) Si se sabe que 6 es un dngulo agudo tal que tanf = 4, calcule el valor de todas las demds funciones
trigonométricas en ese angulo.

d) Verifique los resultados de los problemas 5a y 5b por medio de una calculadora, no olvide usar el modo
radianes.

6. En la ensefianza elemental se miden angulos con grados, lo cual corresponde a la divisién de la circunfe-
rencia en 360°. Sin embargo, esta medida no es conveniente en matematicas superiores por varias razones.
En el siguiente ejercicio se mencionan algunas de ellas.

Al estudiar dngulos es decir, un par de segmentos de recta unidos en uno de sus extremos, la abertura
entre ellos se puede medir en grados, por medio de un transportador o en radianes usando el circulo
unitario. Algunas comparaciones son importantes.

a) (Conoce medidas negativas en grados? ;Conoce medidas en grados mayores de 360°? ;Conoce medi-
das en valores irracionales de grados, por ejemplo V2’, es esto posible?

b) ¢Cudl es la relacién entre grados y los radianes, es decir, las unidades en términos de la longitud de
arco de la circunferencia unitaria? Es decir, ;cudntos radianes corresponden a 360°?

¢) Las funciones seno, coseno, etcétera se definen sobre tridngulos, ;tiene sentido hablar del sen(500°)?
Argumente por qué para tridngulos rectangulos los valores que pueden tomar los dngulos para las
funciones seno y coseno se encuentran restringidos a 0 < 6 < 7r/2.

7. Utilizando la identidad del Teorema de Pitdgoras (35) y otras identidades, calcule los valores que faltan
en la siguiente tabla



Funcién | 6 =n/4 6=n/6 O0=mn/6 O06=-m/4 O0=-7/3 0=-—-71/6

sen 0 V2/2

cos 0

tan 0

sect

csc

cotf

V3/2

. Utilice la tabla anterior y la férmula para suma de dngulos para encontrar

a) El valor de cos(75°) = cos(30° + 45°).
b) El valor de senn/12,si t/12 = /3 — 1t /4.

Resolucion de tridngulos

. Resuelva los tridngulos siguientes.

C
a=4
A b6 B
4)
B A
| v
a=4
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A c=30 B

10. Encuentre un valor de b para el cual un triangulo ABC cona =35y A = 36° tiene

a) una solucion,
b) dos soluciones,

c) ninguna solucién.
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Nivel medio

11. Evaltie cos(97t/2) utilizando la periodicidad de la funcién coseno.

12. Al arco @ = 571/4 le corresponde el punto (x,y) = (—+/2/2, —+/2/2) sobre la circunferencia unitaria.
Encuentre sen57/4, cos5m/4 y tan57/4.

13. Demuestre la identidad 1 + cot? = csc? 6.
14. Escriba sen3x en términos de sen x.
15. Encuentre una férmula para tan(u + v) y para tan2u .

16. Aplicacion al Cdlculo. Verifique que

sen (x +h) —senx senh 1—cosh
=cosX - —— —senxy- ———.
h h h
17. Simplificacion de expresiones. Mediante las férmulas del capitulo, simplifique las expresiones siguientes.
2) cos x tanx, b)tanysecy — tan 9 COS X CSC X costa —sen*a
1—senx ’ ysecy Yr tanx ' cos?a

Sugerencia. Factorice, use las funciones reciprocas, cuando se requiera escriba la tangente como seno entre
coseno, etcétera.

18. Un poste de 4 m proyecta una sombra de 6 m directamente sobre la pendiente de un terreno inclinado,
cuando el sol se encuentra a un dngulo de elevacién de 40°. Encuentre 6, el dngulo de elevacién del
terreno.

19. Por alguna razén, a alguien se le ocurrié establecer unos ejes de coordenadas oblicuos que forman un
angulo de /3. Encuentre la férmula para la distancia entre dos puntos cualquiera en este sistema de
coordenadas.

Py = (z1,11)

Py = (2,92)
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20. En la figura superior se muestra un paralelogramo. Resuélvalo, si se sabe que
a)a=4b=6y0=rm/6.
b) a=10,b=14yc=20.
c) a=15b=25y ¢ =2m/3.

Sugerencia. Qué significa resolver un paralelogramo: debe conocer a,b,¢,d,0 y ¢.

Nivel universitario

La trigonometria no se aprende sino comprobando por uno mismo las identidades trigonométricas. A
este fin se dedican los siguientes ejercicios. Debe hacer sus demostraciones en forma tabular.

21. Demuestre los Corolarios 1.2-T, 1.3-T y 1.4-T.
22. Use los corolarios L.2-T y L.3-T en los siguientes ejercicios.

a) Encuentre la férmula para sen (1 — v) y demuéstrela.

b) Demuestre mediante identidades trigonométricas que las funciones seno y coseno son periédicas, es
decir, cumplen las identidades

c) Demuestre la férmula de cofuncién para seno: sen (71/2 — v) = — cosv.
Sugerencia: sen (1/2 —v) = sen(—(v —m/2)) = —sen (v — 7/2) = cosv, por lo cual se cumple la
férmula en cuestion. Cubra los detalles.
23. Demuestre el Corolario I.5-T [Angulo doble]
24. Demuestre el Corolario 1.6-T [Reduccién de potencias].
25. Demuestre que sen*x = {(3 — 4 cos 2x + cos 4x).

4 2

Sugerencia: Escriba sen“x = (sen?x)? y después use las férmulas de reduccién de potencias del Corolario

L6-T.
26. Demuestre el Corolario L.7-T [Férmulas del d&ngulo mitad].

27. Compruebe que todas las soluciones de la ecuacién 2 cos?(x/2) + sen?x — 2 = 0 son soluciones de la
ecuacion cos x(cos x — 1) = 0 y encuentre tales soluciones en el intervalo [0, 37].

Sugerencia: Use el Corolario L.7-T.
28. Demuestre el Corolario 1.8-T [Férmulas suma — producto].

29. Demuestre el Corolario 1.9-T [Férmulas suma — producto].
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Figura 153: El 4rea A, en color azul es el
drea de un sector circular.

30. Suponiendo verdadera la férmula para el drea de un circulo A = 772, calcule el 4rea del sector circular
de la Figura 153.
Sugerencia: Sea A el area del sector circular, entonces A dividida por el drea total de la circunferencia es
igual a la medida del arco del sector circular 0 dividido por la longitud de la circunferencia (justifique),
de aqui despeje A para obtener A = 1/2r26.

Ejercicios de coordenadas polares

Estudiaremos ahora algunas de las curvas clasicas en coordenadas polares cuyas graficas en coordenadas
cartesianas, sin ayuda de una computadora, son dificiles de visualizar. Sin embargo, como se verd, en
coordenadas polares no resultan tan complicadas.

31. Dibuje las gréaficas en coordenadas polares de las siguientes curvas

a) Espiral, r = 0.

b) Lemniscata, r*> = sen 26.

c) Rosa de cuatro hojas, r = sen 26.

32. Conocida la grafica de r* = sen 20, ;c6mo es la grafica de r* = sen 30 y la gréfica de r = sen 36?

33. ¢Qué puede decirse de r> = sen (n6) y r = sen (n6)?

34. A partir de la gréfica de la lemniscata, ;qué puede afirmarse de la gréfica de 1> = a?sen26 dando
diferentes valores de a? Obtenga las graficas paraa = 2,-1/2,3.

35. ¢Como es la grafica de > = cos (26)? Antes de dibujarla intente enumerar las diferencias de la curva
con sen 26 y la curva con cos 26, despues proceda a dibujar la grafica.

Una vez que el lector ha realizado algunas graficas en coordenadas polares es pertinente que trate de
generalizar las nociones de simetria de las curvas en general, a partir de sus experiencias particulares.
36. Elsiguiente ejercicio es una guia para deducir patrones de simetria para curvas en coordenadas polares.

a) ¢La grafica que se obtiene para r = cos 6 es la misma que para r = cos(—0) ;Por qué? Dibuje la gréfica.
Qué puede decirse de cualquier curva la cual se obtiene la misma gréfica para 6 que para —6? ;Qué
sucede si se cambia r por —r y al mismo tiempo se sustituye 6 por 7 — @ en la curva % = cos (26)?

b) ¢Qué sucede en la curva r = sen® si se sustituye 0 por 7w — 6? ;Qué sucede en la misma curva si
se sustituye 6 por —6 y al mismo tiempo r por —r? Argumente sus afirmaciones. Dibuje las gréficas
correspondientes.

¢) ;Qué sucede en la curva r? = sen (26) si se sustituye r por —r? ;Qué sucede si se sustituye 6 por 7 + 6?2

d) Generalice los resultados de los puntos anteriores a curvas en general. Escriba sus conjeturas.
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Soluciones de los ejercicios seleccionados

1.

Solucion del ejercicio 6. El inciso 6a debe discutirse grupalmente. A la medida de 27 radianes le corres-

ponden 360°.

. Solucion del ejercicio 6¢c. La suma de los angulos internos de un tridngulo es 180° por lo que no tiene sentido

hablar de funciones trigonométricas para dngulos mayores de este valor para ninguin tridngulo.

. Solucion del ejercicio 11. Dado que 971/2 = 47t + 17t/2 se tiene

cos(97t/2) = cos(4mt + 1t/2) = cos(rt/2) = 0.

Claramente, en general se tiene que cos(6 + 2m ) = cos 6 para cualquier entero .

. Solucién del ejercicio 12. De acuerdo con la definicién,se tiene cos5m/4 = x = —\@/ 2,senbnt/4 =y =

—/2/2 y, finalmente, tan577/4 = y/x = —\@/2/(—\@/2) =1.

. Demostracion Corolario 1.2- T. La férmula para cos(u + v) puede derivarse de la férmula (38) si escribimos

u+v=u— (—v) y se utilizan las férmulas de paridad de las funciones trigonométricas (33) y (34):
Solucién. Como se indica en el ejercicio tenemos dada la férmula (38) y dado que la funcién seno es impar
y coseno par,

cos(u+v) = cos(u—(—v))
= cosucos(—v)+ senusen(—v)

— COSUCOSU —senusenov.

Con lo cual hemos obtenido la férmula (42). O

. Solucion del ejercicio 14. Tenemos que

sen3x = sen (2x + x)
sen 2x cos x + cos 2x sen x
2sen x cos® x + (1 — 2sen®x)sen x
2senx(1 — sen?x) + (1 — 2sen®x)sen x

= 3senx — 4sen3x,

donde la tltima linea de las igualdades anteriores se obtiene después de simplificar y cancelar términos
semejantes. O

. Demostracion Corolario 1.1-T. Muestre que se cumple la férmula

sen (v — 71/2) = — cos(v)

Solucién. Dada la primera férmula del corolario

sen (v — 11/2) cos(u —mt/ — m/2) = cos(u — 1)
= COSUCOS 7T+ senusen 7t

= —costu,

dado que cosm = —1ysenm = 0. O
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8. Demostracién Corolarios 1.3-T y 1.4-T. El objetivo de este ejercicio es obtener la férmula para suma y dife-
rencia de dngulos de las funciones seno y tangente. Procederemos paso a paso.

Solucién. De la férmula (41) se sigue facilmente que

sen(u+v) = COS(%*(H+1))):COS((gfu)*U)
= (oS <§7u> COS U + sen (g —u) senv

= senucosv -+ cosusenuv.

Para la férmula de sin(# — v) usamos la féormula de suma de angulos como sigue

sen(u—v) = sen(u-+(—v))
= senucos(—v) + cosusen (—v)
= Senucosv — Cosisenv,
dado que cos(—v) = cosv y sen (—v) = —seno.

Para la férmula de la tangente tenemos

sen(u —v
tan(u — v) = sen ( — )
cos(u —v)
_ SenuCcosv — COSUSsen v
COS U COS DV + sen u sen v
sen 1 CoOS v—Cos U sen v
— COSUCOSTV
COS U COS V+Sen U sen v
COSUCOSTV
_ tanu —tanv
1+ tanu tanv’
Verifique los detalles de esta deduccién. O

9. Solucion del ejercicio 29. El sistema x = u+ v, y = u — v puede resolverse para u y v como u = (x +y)/2,
v=(x—y)/2

10. Solucion del ejercicio 19. Considere el tridngulo AP;P,Q, mostrado en la figura, y utilice la ley de los
cosenos.

Py = (2, 92)

/3

Solucion del ejercicio 31.

31a Debemos insistir que las unidades de los dngulos aqui empleadas son radianes y que el uso de grados
no tiene sentido, ya que la ecuacién r = 0 requiere unidades de longitud en ambos lados de la igualdad
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para ser coherente. La grafica simplemente representa el hecho de que r crece sin limite conforme la varia-
ble angular 6 lo hace también. Se recomienda al lector principiante que realice una tabla para esta gréfica
de 7 versus 0 y que la trace sobre papel polar antes de utilizar computadoras. La gréafica correspondiente
a esta espiral se encuentra en la figura 154.

Figura 154: Gréfica de la espiral = 6.
31b Observamos que dado que sen (26) es negativo si @ € (7/2,7) y 6 € (3/2m,2m) y dado que 1* > 0,
no puede haber gréfica en tales intervalos. Es decir s6lo puede haber grafica para 6 € [0, 1/2] U [r,3/27].

Figura 155: Grafica de 12 = sen (26).
Una tabla con algunos valores pertinentes se muestra en el Cuadro 3.

0 sen (29 ) 12 Cuadro 3: Tabla correspondiente a la
lemniscata 72 = sen (26).
0 0 0
/6 .860 0.75
t/4 1 1
/3 .860 .75
/2 0 0

31c Finalmente, para la rosa de cuatro pétalos se puede usar el mismo Cuadro 3 salvo que ahora r puede
ser negativo (a diferencia de r2). Intente algunos trazos sobre papel polar.

11. Solucion del ejercicio 36.

a) Dado que la funcién coseno es una funcién par, se tiene cosd = cos(—6) por lo que la gréfica de
r = cos f es simétrica respecto al eje polar como se muestra en la Figura 157.
b) Dado que
sen (11 —0) = sen 7w cos(f) — senf cos T = sen,

la grafica de r = sen@ es simétrica respecto al eje § = /2. Como la funcién seno es impar se tiene
senf = —sen (—0) por lo r = senf, no cambia si se sustituye § por —6 y al mismo tiempo r por —r.
Por lo tanto la grafica es simétrica respecto al eje 6 = 7r/2. {Dibuje la gréfica!
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Figura 156: Graficas de r = sen20 y r =
sen 3.

¢) La curva r? = sen (26) no cambia si se sustituye r por —r. Tampoco cambia si se sustituye 6 por 7 + 6.

La curva es en este caso simétrica respecto al polo (0,0).

Figura 157: Gréfica de r = cos 6, en coor-
denadas polares.



Los niimeros complejos y el plano cartesiano

Al plano cartesiano R?> = {(x,y) : x, y € R} se le pueden asignar
dos estructuras algebraicas. Una es la de espacio vectorial sobre R
y otra es la de campo. El plano R? visto como espacio vectorial es
el tema de un curso universitario de geometria analitica. El ejemplo
de campo mads familiar para el lector, casi seguramente, es el de los
nameros reales IR. Un campo es un conjunto donde se han definido dos
operaciones, las cuales satisfacen todas las propiedades algebraicas de
las operaciones suma y producto en R. Nos interesa ahora ver a los
pares (x,y) como ntmeros, para este fin se definen las operaciones
suma y producto de la manera siguiente:

Definicién [Suma y producto en CJ. Para todo (a,b), (c,d) € R?, se
definen las operaciones suma y producto mediante las férmulas#4

(a,b) + (¢, d)
(a,b)(c,d)

d
f (a+cb+d), (78)
d
kf (ac — bd,ad + be). (79)
Denotaremos con C el conjunto IR? con las dos operaciones suma y
producto.
Con la definicion anterior, el lector puede verificar por si mismo que
la suma y producto son conmutativas y asociativas:

(P 1) Para todo (a,b), (c,d) € C

(a,b) + (c,d) = (c,d)+ (ab),
(a,b)(c,d) = (c,d)(a,D)

es decir, las operaciones suma y producto son conmutativas.
(P 2) Paratodo (a1,b1), (az,b2) y (a3,b3) € C, se cumple
( (a1,b1) + (a2, b2) ) +(a3,b3) = (a1,b1) + ( (a2,b2) + (a3, bs) )
( (a1,b1) (a2, b2) ) (a3, b3) (a1,b1) ( (a2,b2) (a3, b3) ) -

El lector también debe verificar que existen algunos elementos en C
con propiedad de neutros.

# Para denotar la multiplicacién no es
conveniente usar los simbolos x y -, los
cuales tienen significado especial en los
espacios vectoriales.
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_d
(P 3) El elemento 0 ) (0,0) € C satisface que para todo (a,b) € C

(a,b) +0= (a,b).
(P 4) Elelemento1 = (1,0) € C satisface para todo (a,b) € C
1(a,b) = (a,b)
También se puede verificar que existen elementos inversos.

d
(P 5) Sea z = (a,b), entonces el elemento —z f (—a,—b) € C satisfa-
ce

z+ (—z) =0.
o _ ) _q def a —b
(P 6) Siz= (ab)# 0 entonces existe z~ = (M , M) , tal
que
zz 1 =1.

Finalmente, se puede verificar que en C se cumple la propiedad
distributiva.

(P 7) Paratodo (a1,b1), (az,b2) y (a3,b3) € C se cumple
( (a1,b1) + (az, b2) ) (a3,b3) = (a1,b1)(a3,b3) + (a2, by)(az, b3).

Es indispensable que el lector verifique por si mismo las propieda-
des (P 4) y (P 6), al menos.
Definicién [Campo]. Un conjunto K, donde se han definido dos ope-
raciones @, ® que satisfacen las propiedades (P 1) a (P 7), se llama
Campo. Un campo suele denotarse con una terna (K, &, ®).

El niimero i

Ahora definimos el famoso niimero complejo i y seguidamente su
propiedad mas importante.

Definicién [El niimero i]. El nimero complejo i se define mediante la

def

formulai = (0,1).

Lema. Se cumple que i aef (0,1)(0,1) = —1.

Demostracion. Por las definiciones de i y de producto en C se tiene
0,101 = ((0-0)=(1-1),(0-1)+(1-0))

(_1/ 0)
= -1,

La propiedad mds importante del niime-
roiesi? = —1, o bien

i=+-1

como suele escribirse.



asi i2 = —1, como se desea demostrar. O

Ahora es pertinente hacer algunas definiciones basicas.

Definicién [Conjugado complejol. Para todo namero z = (a,b) € C
de define

i) el conjugado de z, como el numero z = (a4, —b),

ii) el mddulo de z, como el namero real |z| = Va? + b2

Con la definicién anterior se llega al siguiente lema muy importante
para el célculo de inversos multiplicativos.
Lema [Inverso de un nimero complejo]. Para todo z # 0 se tiene que

4z
21>

Demostracién. Sea z = (a,b) # (0,0). Dado que |z|?> = a® + b? y dado
que por definicién z = (a, —b), el lema se sigue inmediatamente. ~ [J

Representacion geométrica de los niimeros complejos

Hemos identificado C con el producto cartesiano R2. Al dotar al
plano cartesiano con un par de ejes perpendiculares, tenemos inme-
diatamente toda la geometria del plano euclidiano heredada por el
plano complejo. Asi, a cada z = (a,b) € C le corresponde un punto
en el plano euclidiano, el médulo |z| = Va2 + b2 es la distancia del
punto al origen de coordenadas (0,0). Entonces, si denotamos r = |z|,
tenemos por las identidades (76), (77),

z = (rcosf,rsenf). (80)

Dada la representacién polar (80), podemos dar un sentido geomé-
trico a la multiplicacién de nimeros complejos.

z = (rcosf,rsenf) z=(2,9)
o]

135

Figura 158: Representaciones polar y car-
tesiana de un ntimero complejo z.
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Representacion geométrica de la multiplicacién de niimeros complejos

Comenzamos multiplicando dos niimeros complejos z1, z» que estén

sobre la circunferencia unitaria con representacion polar z; = (cos 6y, sen6)

y zp = (cos by, sen6;). Tenemos entonces que su producto es, por de-
finicién,
z1z2 = (cosby, senf;)(cos b, senb;)
= (cosb; cosf, —senb senb, , cosb; sen b, + cos b, senby)

(cos(6y + 62), sen (61 + 67)),

donde la dltima ecuacién se cumple por los Corolarios 1.2-T y 1.3-T
(seno y coseno de suma de dngulos). Hemos obtenido que si denota-
mos por z3 = z1 z el nlimero z3 es un punto que se encuentra sobre la
circunferencia unitaria rotado un dngulo 6; + 6.

Comprendido el significado del producto de ntimeros sobre la cir-
cunferencia unitaria, es facil ver que para dos ntimeros complejos cua-
lesquiera zy = (rycosty, risenfy) y (racosby, rasents), se tiene la
férmula general del producto de ntimeros complejos.

z120 = (ryrpcos(01 + 6), rirasen (61 + 6)). (81)

La demostracién de la férmula general (81) se deja como ejercicio.

Formula de De Moivre

Un caso particular de la férmula (81) es cuando z; = z; = z, de
donde obtenemos
7% = (r? cos 26, 1% sen 26).

Para una potencia cualquiera n € IN, se tiene la famosa férmula de De
Moivre.

Teorema [Férmula de De Moivre]. Para toda n € IN y todo z =
(rcosf, senf) € C se tiene

z" = (r" cosnf, r" sennb). (82)
Demostracion. La demostracién se hace por induccién aplicando repe-
tidas veces la férmula (81) y se deja como ejercicio. g
Representacion a 4 bi de niimeros en C

Teniendo la representacién geométrica de los ntimeros complejos
y la identificacién de C con R?, podemos pasar a la representacién
clésica (o histérica) de los nimeros complejos.

Figura 159: Producto de dos ntimeros
complejos sobre la circunferencia unita-
ria z1 zp = z3.

Férmula de De Moivre

Z" = (¢" cosnf, r" sennb).



Dado un vector u = (u1,u;) € RR?, se define el producto por un
escalar (namero real) « € R como au = (auy, auy). Similarmente, en C
definimos el producto de un ntimero real « por un ntiimero complejo
z = (x,y) como

az = (ax,ay).

Recordando que se tienen los dos nimeros complejos 1 = (1,0) y
i = (0,1) se obtiene para toda z = (x,y) en C:

z=(xy)=x(1,0)4+y(0,1) =x1+yi

o bien simplemente
z=x+yi, i=+—-1 (83)

Al nimero x se le llama parte real de z y al namero y, parte imaginaria
de z. La parte real e imaginaria de un niimero complejo z se denotan
respectivamente re (z) e im (z).

También para la representacion polar z = (rcos @, rsenf), se tiene

z=r(cosf+isen®). (84)

Nota. Al lector que ha tenido paciencia para llegar hasta aqui tenemos
que confesar que abandonamos desde este momento la notacién z = (x,y)
y para siempre. Pero no asf las notaciones (83) ni (84). La principal fi-
nalidad de la notacién que ahora abandonamos (ademas de identificar
C con R?) fue evitar que alguien piense que los ntimeros complejos
tienen algo de imaginario. Se le llamé imaginario al ntimero i por razo-
nes histéricas, ya que cuando apareci6 por primera vez no se conocia
ningtin nimero tal que al elevarlo al cuadrado fuera negativo.

Operaciones con la notacién cldsica

La primera ventaja de la notacién histérica sobre la de pares orde-
nados es que no hay que recordar la férmula del producto sino sim-
plemente hay que operar los niimeros como siempre ha hecho el lector
con los nimeros reales, aplicando las leyes distributivas, asociativas y
etcétera, pero recordando siempre que i = —1.

Ejemplo. Obtenga el producto de 1 +i con 2 — 3i.

Solucién. Tenemos que

(1+i)(2-3i) = 1-(2-3i)+i-(2—3i)
2-3i+i-2+i- (=30
2-3i4+2i-3  (peroi*=-1),
(2+43) + (—3i +2i)

= 5-i
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Notaci6én: z = (x,y) = x+yi = x + iy
o bien,

z = (rcos@, rsenf) = r(cosf +isenb).

z=x+1iy

Figura 160: La notacién clésica o histéri-
ca de un ntmero complejo.
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El lector debe ser capaz de justificar cada paso de la multiplicacién
anterior mencionando la propiedad o propiedades de campo de los
niimeros que se utilizaron y debera hacerlo de esa manera siempre en
los ejercicios.

Ahora debemos ejercitarnos en la aritmética de los ndmeros com-
plejos, el primer paso es traducir las definiciones de pares ordenados
a la notacion clésica.

Ejercicio. Escriba los pares para el conjugado, el inverso multiplicativo
y el cuadrado de un niimero complejo en la forma z = a + bi y dibuje
la representacion gréfica del conjugado y del inverso.

Solucioén. Si z = a + bi entonces su conjugado Z es

z=ua—Dbi

y su representacion geométrica se presenta en la Figura 161.
Para el inverso z~!, de z tenemos que
_ z
z7l = 5
2]
por lo tanto, para z = a + bi, se tiene

-1 _ a—bi

C a2 4%
Finalmente,
22 = (a+bi)(a+bi)
= a® +abi + b*i* + bia
= a*—b* + 2abi.
Ejemplo. Dado un ntimero complejo z = rcos® + irsenf, escriba la

férmula de De Moivre en la forma a + bi. Determine la parte real ima-
ginaria de z".

Solucién. La f6rmula de De Moivre se escribe directamente
z" = 1" cosnf + ir" sennd.
Por lo tanto

re(z") =r"cosnf y im(z")=r"sennf.

No olvide que la parte imaginaria es solamente el niimero real que multi-
plica a i.

Las siguientes proposiciones son muy importantes para la aritmé-
tica en C y sus demostraciones son un mero célculo, pero es muy
importante que el lector las realice por si mismo para familiarizarse
con las propiedades de los niimeros complejos.

Oz:a+bz

o_ .
Z=a—bi

Figura 161: El conjugado de un ntimero
complejo z = a + bi, estd dado por z =
a — bi. Geométricamente Z estd dado por
punto simétrico a z respecto al eje real x.

® r=a+bi

o, a-bi €
z = = G
a’ + b’

Figura 162: El inverso multiplicativo de
un nimero complejo z = a + bi estd da-
do por z7! = aglbbé' Si el moédulo de z
es mayor que uno, el médulo del inver-
so es cercano al cero y reciprocamente.
El inverso de un nimero de médulo uno
estd, por supuesto, sobre la circunferen-
cia unitaria.




Proposicion I [Propiedades del médulo complejol. Para todo z, z1, z €
C, se cumple:

i) |z122] = |21 |22]-

ii) |21/22] = |z1]/]22]-

i) |z"| = |z|™.
iv) |z)> = z)? =2z = 22 + 2
Demostracion. La demostracion se deja como ejercicio. g

Proposicién II [Propiedades del conjugado complejo]. Para todo z, z1, z2 €

C, se cumple:

i) Z =z

ii) Z=z < im(z) =0.

i) z1 +2, =21 + 22.

iv) 7123 = 71 2.

v) re(z) =re(2) =1/2(z+2).

vi) im (z) = —im (2) = i/2(z — 2).

Demostracion. La demostracién se deja como ejercicio. U

Imposibilidad de extender el orden de R a C

El orden en R es algo mds que poder comparar dos ntimeros reales
con la relacién “mayor que”, se requiere también que el conjunto de
niimeros positivos sea cerrado bajo la multiplicacién y suma. El orden
en IR se establece por medio del siguiente axioma.

Axioma I [Orden en R]. El conjunto de ntimeros reales IR contiene un
subconjunto P llamado conjunto de miimeros positivos con las siguientes
propiedades:

i) Siay b € P, entoncesa+b e PyabcP.

ii) Sia € R, entonces una y s6lo una de las siguientes proposiciones
es cierta: a € P, obien —a € P, o biena = 0.

Con el conjunto P se pueden definir los signos >, <, <, etcétera.

Definicién [Mayor quel. Si 4,b € R, entonces a > b significa que
a—b € P; a < b significa que b > a; a > b significa que a > b o bien
que a = b.

Propiedad basica del médulo
de un nimero complejo:

|2* = [z = 2z

139
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En el siguiente Teorema se muestra que no es posible extender el
conjunto P a todo C.

Proposicion [El orden de IR no se extiende a C]. Existen elementos de
C que no satisfacen (i) ni la ley de tricotomia (ii) del Axioma I.

Demostracion. Supongamos que el conjunto P C R puede ser extendido
a C, de tal manera que se cumplan las propiedades (i) y (ii) del Axioma
I, para toda a,b € C. Demostraremos que ni i, ni —i, pueden estar en
P. Efectivamente, si i € P, entoncesi-i € P, peroi-i = i2=—-1¢P.
Por otra parte si —i € P, también se deberia tener (—i)(—i) € P, pero
(—i)(—i) = i> = —1 ¢ P. Finalmente como i # 0, no puede existir un
conjunto P C C, tal que para todoa € C,o0a € P,obien —a € P, 0
bien 2 = 0 y que al mismo tiempo se cumpla para P la propiedad (i)
del Axioma L O
Nota. Con la proposicién anterior el lector debe expulsar de su mente para
siempre la posibilidad de escribir zq < zp, siz1 y zp tienen parte imaginaria
distinta de cero.

No obstante el teorema anterior, los nameros reales rez, imz y |z|
formados a partir de un niimero complejo si pueden ordenarse (dado
que son numeros reales) y de hecho, se cumplen las siguientes propie-
dades basicas.

Proposicién III [Desigualdad del tridngulo y otras desigualdades].
Para todo z, z1, zp € C se cumplen las siguientes desigualdades:

i) rez <|rez| < |z|.
i) imz < |imz| < |z|.

iif) |21 + 22| < |z1] + |22/, en general, |YN ; z,| < YN | |z,], llamada

desigualdad del tridngulo.
) |z1] = |z2] <fz1 — 22| < |21 + 20|

Demostracion. (i) Sean x = rez y y = imz. Si x > 0, entonces x = |x|; si
x < 0, entonces x < |x|, ya que |x| > 0 para toda x € R. Se concluye
que rez < |rez|. La demostracion de que imz < |imz| es similar. La
segunda parte de la desigualdad se sigue de |z| = /x> +y? y por lo
tanto,

2 > [x[? y |z > |y
Consecuentemente, |rez| < |z| y |[imz| < |z].

(iii) Tenemos por (iv) de la Proposicién I y dado (iii) de la Proposi-
cién III,

|z1 +Zz|2 = (z21+22)(Z1 + 22),

Dos ntimeros complejos z1, z2, no pueden
en general ser comparados entre si de tal
forma que pueda afirmarse que se cum-
pe una de las tres posibilidades:

z1<22,021 >23, 021 =22

y que al mismo tiempo se mantenga la
cerradura bajo suma y producto del con-
junto P de ntimeros reales mayores que
cero.



ademads,
(z1+22)(Z1 +22) = 2171+ 222 + 2122 + 227 (85)
= |z1]* + |22|* + 2re(z1 22) (86)
<zl + 2 + 2z |2 (87)
= (lz1l + z2)* (88)

El lector no debe tener dificultad en verificar que (85) es simplemente
la aplicacién de la propiedad distributiva de C; (86) es la propiedad
(iv) de la Proposicién I, junto con las propiedades (v) y (vi) de la Pro-
posicién IL; y (87) es por (i) de la Proposicion III. Podemos concluir que
|21 + 22|? < (|z1] + |22])? de donde se sigue la primera parte de (iii) de
la Proposicién IIL

La propiedad (iv) se deja como ejercicio. g

Teorema de De Moivre para exponente racional

Con argumentos geométricos hemos podido constatar que sin € IN,
se tiene
(cosf +isen®)" = cosnf + isennb

esta férmula se puede generalizar inmediatamente para n < 0.
Proposicién IV [Férmula de De Moivre para exponentes negativos].

Para toda n € IN se cumple que (cos6 + isenf)™" = cos(—nf) +
isen (—nf).

Demostracién. De hecho se tiene

1
) n

(cosf +isenf) = Tcos0+isend) (89)

1
~ cosnf +isennd (90)
= cosnb —isennf (91)
= cos(—nb) +isen(—nb). (92)
El lector debe justificar (89), (90), (91) y (92), como ejercicio. O

Pasamos al calculo de raices de nidmeros complejos, esta férmu-
la es muy importante en la solucién de ecuaciones y en las famosas
construcciones de Gauss relacionadas con la posibilidad de construir
poligonos con regla y compés.

Definicién [Raiz n-ésimal. Un ntimero complejo w tal que w = z",

para cierto z € C dado, se llama raiz enésima de z. Se denota w'/" = z
a una raiz de z.
Para el célculo de las raices comenzamos con niimeros complejos

sobre la circunferencia unitaria y de ahi se parte a las raices en general.
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Férmula de De Moivre para
exponentes negativos

(cos@+isenf) ™" = cos(—nb) +isen(—nb)
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Proposicién V [Raices de ntimeros complejos]. Sea z = cos 4 i sen 6
dado, entonces todas las raices n-ésimas de z para n € IN estan dadas
por la férmula

(cosf +isenf)/" = cos <9+2k71r> +isen <9+2k71

>,k€Z. (93)

Nota. Obviamente k = 0,£1,%2,... es lo que se dice con k € Z,
pero en realidad solamente hay # raices distintas dadas por 6/n,0/n +
2rt/n,...,0/n+ (n—1)2rt/n, dada la periodicidad de las funciones

SeNo y coseno.
Solo hay 7 raices distintas dadas por:

Demostracién. Supongamos que (cos6 + isen8)/" = cos¢ + isen o,
pong que ( ) ¢ ¢ 00 a0 2nln-1)
n'n n’ " n

entonces n n

cosf +isenf = (cos¢+isen¢)”
= cosng +isenng.
Dado que dos niimeros complejos z; y z son iguales si y solo si

rez; = rezp y imz; = imzp, tenemos que cosf = cosn¢ y al tomar
cosenos inversos llegamos a n¢ = 8 + 2k, k € Z. Por lo tanto

_ 6+2k7r’ kez.

De donde se sigue la férmula (93). O

Raices enésimas de la unidad

Muy importantes en el dlgebra son las raices de la unidad, las cuales
podemos calcular facilmente con la férmula (93). Procedemos a reali-
zar el calculo de algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo. Encuentre las raices cuadrada y ctbica de 1 en C.
Solucién. Debemos resolver las ecuaciones x> = 1y x3 = 1 en C. Cla-
ramente x> = 1 si y solosi x> —1=0siysolosix =10 x = —1, pero
deseamos calcular estos nimeros usando la férmula (93). Escribimos
1 = cos0+isen0 por lo que ¢ = 0/2,0/2+ 27t/2. Por lo tanto, se
tienen las raices cuadradas de 1 dadas por z; = cosO +isen0 =1y
Zy =cosm+isenwt = —1.

Para el célculo de las raices ctibicas de 1 primero resolvemos la
ecuacién x3 — 1 = 0. De esta forma se tiene que

B-1=(x-1)x*+x+1)=0

dedondex:10x2+x+1:0,pero

PHrx+1=0&x=

1+ /12—4N)(1)  —-1+/-3
5 -

2



1 /3i

o bien, x = — - & ——. Deseamos calcular estos ntimeros complejos
mediante la férmula (93). Tenemos que las raices estdn dadas por ¢ =
0,27t/3,47/3, asi las tres raices de 1 son

z1 = cosO+isen0 =1,

27 . 2w 1 V3i
zZy = cos?+zsen?——§+7,
z3 = cos4—n+isen4—ﬂ*—1—@
S 3 3 2 2

En general hemos obtenido que la ecuacién x" ! +x" "2 4 ... + x +
1 =0, n > 2, tiene soluciones dadas por la raiz enésima de la unidad,
dado que

XM—1=0 & (x-DE" 1+ Hx+1)=0
s x=lox" 144" 24+...+x4+1=0,

como el lector puede comprobar simplemente desarrollando el pro-
ducto (x —1)(x" 1+ x"2+ ...+ x+ 1), lo que también da lugar a la
féormula,

x"—1

P :xn71+xn72+_..+x+1/

six # 1.

El procedimiento para calcular las raices n-ésimas de la unidad nos
da la forma de construir un poligono de n lados#>, lo que inspir6 a
Gauss para encontrar un método para decidir cuales poligonos pue-
den construirse usando solamente regla sin marcas y compads. Gauss
descubrié que podia construirse el poligono de 17 lados y otros més,
construcciones que no tenian precedente en la historia. La estatua de
bronce de Gauss en Gotinga, erigida después de su muerte, tiene la
forma de un 17-d4gono, honrando su logro. Pero mds atin, este des-
cubrimiento impulsé a Gauss a estudiar matematicas a la edad de 19
afios en lugar de filologfa, para la cual se cuenta que también tenia
extraordinarios dotes. Quien desee conocer mas del método de Gauss
puede consultar el libro de Bold4°.

Aplicaciones

La teoria de variable compleja es de interés en si misma desde el
punto de vista de la investigacién contemporanea. Tiene a a la vez
multiples aplicaciones dentro de la misma matemaética y en otras cien-
cias. Aqui veremos algunos ejemplos que pueden considerarse como
aplicaciones.
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V3i

| =
)

Figura 163: Las raices ctibicas de 1 estan

dadasporzlzl,zzzf%Jr@yQ:

4 Los griegos sabian dividir la circunfe-
rencia en n partes iguales, cuando n =
23,5, 0 cualquier multiplo de estos ni-
meros.

4 Benjamin Bold. Famous problems in Geo-
metry and how to solve them. Dover Publi-
cations, Inc. New York, 1969
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Solucién de ecuaciones y factorizacion

La primera aparicién del ntimero i ocurrié en la solucién de ecua-
ciones cubicas durante el Renacimiento. Por ahora, estudiaremos como
aparece i en la ecuacién de segundo grado.

Solucién de ecuaciones de segundo grado. Es conocida la solucién de
toda ecuacién de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0, la cual estd dada
por la férmula
_ —b£Vb? —4ac
X=
Se tienen los siguientes casos de acuerdo al signo del discriminante
b? — dac.

—b
1. b? — 4ac = 0 se tiene una raiz doble x = 5 Vse obtiene la factori-
zacion:
2
> —b
ax“+bx+c=alx— | .
2a

—b+ Vb? — 4ac

2. b?> —4ac > 0 se tienen dos raices en R, x; = > y
a

_ —b—Vb?>—4ac

o . Se obtiene la factorizacion:

X2
ax®> + bx +c = a(x — x1)(x — x2).

—b+V4ac —b2i

3. b*> —4dac < 0 se tienen dos raices en C, z = o y
—b — v4ac — b%i
zZ = o . Se obtiene la factorizacién en C:

ax®> +bx +c = a(x — z)(x — 2).

El lector, antes de este curso, debe haber tenido multiples experien-
cias resolviendo ecuaciones de segundo grado con soluciones en R.
Sin embargo, el caso (3) anterior pudo haberse soslayado dada la pre-
sencia de las raices complejas. Por ello es relevante en este momento
ejemplificar los casos mds relevantes de ecuaciones cuadraticas donde
aparecen ntimeros complejos.

Ejemplo. Encuentre la solucién de la ecuacién x? + 1 = 0 y factorice.
Solucién. Aqui no es necesario usar la férmula cuadrética, aunque pue-
de usarse:

¥P+1=0 & 1*=-1
&S x =+ -—1=4i.

Se obtiene asi la factorizacién

1= (x+i)(x—1i)

y=22+1

(07 0) xT

Figura 164: Se muestra la gréfica de la
funcién y = x2 + 1, 1a cual no corta al eje
x debido a que la ecuacién ¥24+1=0,
no tiene solucién en IR, sino en C.



Es oportuno recordar que la gréfica de la funcién y = x? + 1 no corta
al eje x, dado que la ecuacién x2 41 = 0, no tiene solucién en R, sino
en C.

Ejemplo. De hecho ya hemos resuelto la ecuaciéon x" —1 = 0 la cual tie-
ne como solucién las raices n-ésimas de la unidad y puede factorizarse
como

M—1=(x—1(x—wy)(x —wp) - (x —wy_1),

donde wy, ..., w,_1 son las raices de la ecuacién
n—1 n—2 _
XA+ x+1=0,
llamada ecuacion ciclotomica.

Ejemplo. Solo para completar se incluye un ejemplo donde se puede
usar la férmula cuadrética, muchos més ejemplos se encuentran en la
seccién de ejercicios. Resuelva la ecuacién x? + x + 1 = 0.

Solucién. Para x*> + x +1 = 0 se tiene mediante la férmula cuadratica
que

x_—li\/—S_li\@i
- 2 2

Teorema fundamental del dlgebra

En general, las intersecciones de la gréfica de un polinomio con el
eje x indica el niimero de raices reales del polinomio. En la Figura 165
se muestra la gréfica de una ctbica. La grafica inferior corresponde a
y = (x+1)(x+2)(x—1), la cual tiene tres raices reales: x = -2, —1, 1.
La gréfica intermedia también tiene tres raices reales, pero una de ellas
es una rafz doble. Finalmente la gréfica superior corresponde a y =
(x+1)(x+2)(x—1) +4 la cual solo tiene una raiz real, como puede
observarse en la figura.

Para un polinomio de grado n > 2, se tiene el teorema fundamental
que enunciamos sin demostracion ya que las técnicas para demostrarlo
exceden los objetivos de este libro. El lector interesado, puede encon-
trar la informacién pertinente en cualquier texto de Andlisis Complejo.

Teorema fundamental del dlgebra. Todo polinomio de grado n,
p(x) = x" +a, X"+ +arx +ag,

con coeficientes ag,a1,...,a,—1 € C, puede ser factorizado como el
producto de exactamente n factores,

p(x) = (x —2z1)(x —2z2) -+ (¥ = zn),

donde z1,2y,...,2z4 € C, son raices de la ecuacién p(x) = 0.
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Ecuacién ciclotémica

x4 1=0

=

T

Figura 165: Una ctbica puede tener tres
raices reales (con la posibilidad de una
raiz repetida) o una raiz real y dos com-
plejas.

Teorema fundamental del dlgebra

X a, X"y bag = (x—z1) - (x—2)

con zq,...,z, € C.
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Nota. Dado que R C C, no hay que olvidar que los zy,...,z,, pue-
den ser reales, tampoco hay que olvidar que en la factorizacién de
p(x) puede haber raices repetidas. El lector debe notar que el teorema
fundamental del Algebra garantiza la existencia de las raices, pero no
indica como encontrarlas. Para cerrar, solo mencionaré que existe for-
mula para calcular raices de polinomios con grado n con 2 < n < 4.
Para grado mayor que o igual a cinco no existe férmula general para
resolver la ecuacién con radicales.

Aplicaciones para series de Fourier

En multiples aplicaciones se requiere poder expresar potencias de
senos y cosenos en términos de senos y cosenos de dngulos multiples
y al revés. Mostraremos con ejemplos como hacerlo.

Ejemplo. Exprese cos 30 y sen 30 como polinomios en cos 0 y sen 6, res-
pectivamente.

Solucién. Sea z; = cos 36 + i sen 30. Dado que cos 30 +isen 360 = (cos 6 +
isen)® y dado que

(cos@ +isenf)® = cos® 6+ 3icos? 0 send + 3i% cosfsen’ O + i> sen’ 0
= (cos®0 —3cosfsen? ) + i(3cos® O senf — sen’ 0)
d
;f Zy.

Como dos ntimeros complejos z1 y zp son iguales si y solo sirez; =
rezp e imz; = imzy, igualando la parte real de z; con la parte real de
z1 obtenemos:

cos30 = cos®0—3cosbsen’d
= c0s’6 —3cos0(1 — cos?6)

= 4cos® 0 — 3cosb.

Igualando parte imaginaria con parte imaginaria se llega a

3cos’fsenf — sen’ 0
= 3(1—sen?0)senf —sen®d

= —4sen®0 +3senb.

sen 30

Ejemplo. Exprese cos®6 en términos de funciones trigonométricas de
angulos multiplos.

Solucién. Una forma de ver la férmula de De Moivre es poner z =
cosfl +isenf y de esta forma

Expresiones ttiles de la férmula de De

cosnf =

NI =

Moivre

(2"+z7"),

sennf =

i
2

(72"



z" = cosnb + isenno, 27" = cosnf — isennf (94)

cosnb = %(z” +z™), sennf = %(Z_n —z") (95)

Donde la primera ecuacién en (95) se obtiene sumando las ecuacio-
nes en (94) y la segunda ecuacién se obtiene restdndolas.

Para expresar cos® 8 como se desea, se usa la férmula (95), primero
desarrollando las potencias:

1\3
22 cos?0 = (z+>
1

1 1
= 23—|—3227+3z—2+—3
z z¢  z

1 1
= <z3+3) +3(z+>
z z

= ¢0s30 + 3cosH.

Por lo tanto4” 1 3
cos® = 3 cos 30 + 3 cos 0.

Foérmula de Euler

Suponiendo sin justificacién#® que las reglas para sumas infinitas de
numero reales se cumplen para los complejos podemos obtener algu-
nas férmulas que son indispensables en las matematicas contempora-
neas. Pero no hay que olvidar que estas formulas son demostradas los
cursos serios de calculo diferencial, por ejemplo en el libro de Michel
Spivak49.

Recordamos las férmulas

B R — — .. J— ni .« e
senx = X 3!+5!+ + ( (2n+1)!+ }
2 4 2n
— X X n X
cosx = 1—§+E+...+(_1)M+...,
oo X x2 X"
e = —|—ﬁ+i+...+m+...’

las cuales son vélidas para toda x € R, pero si las suponemos vdlidas
para x = i € C, dado que i?" = (—1)" y i?"*! = (—1)"i, obtenemos,

0 0 (i0)? (i0)"
el = 1+F+ o1 + -+ ! + -
_ (.2, ¢ (g OO
= —54‘?"‘ +1 —§+§+

= cosf +isenf. (96)
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47 El lector con conocimientos de series
de Fourier reconocera los coeficientes en
la solucién de este ejercicio que se han
encontrado sin necesidad de ninguna in-
tegracion.

# Suponer algo sin justificacién es una
buena manera de inventar matemaéticas
y probablemente asi creé Euler la fér-
mula que da nombre a esta seccién, solo
hay que cerciorarse posteriormente que
las formulas sean validas.

49 Michel Spivak. Calculus. Reverte, 2018
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De donde se obtiene una representacién mas para los nimeros com-
plejos dada la forma polar z = r(cos6 + isen#),
z=re".
Poniendo 6 = 7 en la férmula (96) se obtiene la sorprendente rela-
cion
et =—1

la cual es posiblemente una de las férmulas méas espectaculares de la
matemadtica, ya que se relacionan las constantes 7, i y la constante de
Euler, ¢, en una forma por demds simple.

Funciones trascendentes de variable compleja

Es posible demostrar>® que las series de Taylor para seno, coseno y
la exponencial se cumplen para todo valor de z € C, lo cual da lugar a
las férmulas

[ L2n+1
senz = z—§+§+---+(— (2n+1)!+.”' (97)
2 4 2n
z¢  z z
- 1-Z 4z —1)"
cosz TRV T +(-1) )1 +e, (98)
2 n
_ z z z
T R TR T e (99)

Dado que la la férmula para los exponentes debe ser vélida, al poner
z = x + iy se debe tener

z ex+iy
= %
= ¢*(cosy+iseny),

lo cual nos permite definir la exponencial de ntimeros complejos me-
diante la férmula

. de s
¢ = oty X e*(cosy +iseny),

Propiedad multiplicativa de la exponencial

La propiedad fundamental de la funcién exponencial en R es e¥1e*2 =

e"117%2, propiedad que se extiende a C, lo cual se expresa en el siguien-
te teorema. Recuerde que las demostraciones rigurosas requieren que

Férmula de Euler

1 =0

% Lars V. Ahlfors. Complex analysis : an
introduction to the theory of analytic fun-
ctions of one complex variable. Dover Pu-
blications, Inc. New York, 1966

Definicion de e*

e e*(cosy +iseny)



hayan demostrado previamente las férmulas (97), (98) y (99) lo cual so-
brepasa los objetivos de este libro, por lo que esta parte debe considerarse
solo como una exposicion divulgativa solamente.

Teorema [Propiedad multiplicativa de la funcién exponencial]. Para
toda z1,z; € C se cumple

efle2 = 1122,
Demostracion. Sean z1 = x1 + i1, z2 = X2 + iy2 elementos de C :

ef1e2 = e*(cosy; +isenyq)e™2(cosy, +isenyy)
= 1" 2(cos(y; +y2) +isen (y1 +y2))

etz

El lector debe poder justificar cada paso de la demostracién anterior y
se deja como ejercicio. g

Otras expresiones para cos z y demds funciones trigonométricas

Ademas de las series (98) y (97) hay otras formas de expresar estas
funciones trigonométricas en términos de la exponencial utilizando

(99) dado que

. 22 Z4 . Z3 ZS
cosz +1senz = E+Z+ +1<23!+5!+ >
_ i (iz)"
B n=0 n!
= ¢

De la misma manera puede verse que también se tiene cosz —
isenz = e~ "*. A partir de estas férmulas se obtiene (ver ejercicios)

1 . ,

cosz = E(elz +e %) (100)
_ 1 iz —iz

senz = o (e —e™) (101)

Con las identidades (100) y (101) se definen las demads funciones
trigonométricas de variable compleja

senz ez — e~z

tanz = = — - (102)
cosz  i(e +e %)

z ! 2 (103)

secz = = — ‘

COSz er ez 3
1 2i
cscz = = (104)

senz ez —e~iz

cosz  i(er ez
cotz = = ( . . ) (105)
senz ez —e 1z
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Otras expresiones para cosz y senz

cosz = - (e +e7%)

[ = N =

senz = — (e —e71%)

N
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Propiedades de las funciones trigonométricas complejas

Muchas propiedades de las funciones trigonométricas son hereda-
des por las funciones de variable compleja. Algunas no, por ejemplo
|cosz| > 1 para ciertos valores de z, pero |cosx| < 1, si x € R. Pero
la periodicidad y las férmulas del d&ngulo doble, asi como la identidad
pitagoérica se extienden a todo C.

Teorema [Propiedades de las funciones trascendentes en C]. Para to-
da z,z1,z2 € C, se cumplen las siguientes identidades:

27 =1.

i) cos?z + sen
ii) sen(z1 & zp) = senzj coszp + sen zp cos z1.
iii) sen(z +2m) =senz.

Demostracion. (i) Basta sustituir las identidades (100) y (101) para obte-
ner:

1 . \?2 1 . \?2
cos?z+sen?z = (=(e?+e 7)) + | =(e —e )
2 2i
1 2iz —2iz 1 2iz —2iz
= E(e +2+e )_Z(E —24e )
= 1

El lector debe argumentar cada paso de la demostracién anterior.
(if) Sustituimos (100) y (101) en el producto 2 sen z1 cos z; con lo que
se tiene

1 . o ,
2senzjcoszy = (et —e F1)(e*2 e '%2)

2i
= l(eimeizz 4 eizlefizz _ e*iz1eizz o eﬂ‘zleﬂ'zZ)

2i
_ 1 i(z1+22) —i(z1+22) 1 i(z1—2) —i(z1—23)
= 5 (e e )+ T (e e )

= sen(z;+2p) +sen(z; — zp).
Ahora como sen (—z) = —senz (demuéstrelo como ejercicio), entonces
2senzpcosz; = sen (z1 +2z3) — sen (z1 — 2p)

Al sumar 2 sen zj cos zp con 2sen zp cos z1 y simplificando se llega a lo
que se desea demostrar.
La propiedad (iii) es inmediata de (ii). O

Funciones hiperbdlicas

Las funciones hiperbdlicas tienen en variable compleja una sorpren-
dente proximidad con las funciones trigonométricas. Sorprendente da-
do que en variable real la exponencial y las hiperbdlicas no son perié-
dicas en absoluto. El misterio queda aclarado con la variable compleja,

La identidad pitagérica también se
cumple en C

cos?z+sen’z=1, ¥z € C



donde la exponencial se vuelve periédica y donde las trigonométricas
dejan de ser acotadas. Daremos ahora es una introduccién elemental a
las funciones hiperbélicas en C. Recordamos algunas de las propieda-
des de las funciones hiperbélicas para comenzar.

Empezamos observando que la hipérbola x?> — y*> = 1 puede para-
metrizarse mediante las férmulas:

x = cosht (106)
y = senht, teR (107)
t ot bt
donde senh t = % y cosht = ete

Es un ejercicio simple de dlgebra verificar que
cosh?t — senh?t = 1.

Por tal identidad es que se aprecia una primera proximidad entre las
funciones trigonomeétricas definidas sobre la circunferencia unitaria y
las funciones hiperbélicas sobre la hipérbola equilétera.

Las funciones hiperbélicas, como las trigonométricas, pueden exten-
derse al plano complejo, como se establece en la siguiente definicién.

Definicién. Para toda z € C se define

def €*—e %

senhz > (108)
d Z —Z
coshz X %. (109)
def senhz
nhz = .
tanhz coshz (110)

Nota. Las funciones sechz, cosechz y cothz, se definen de manera
similar a como se hace con las funciones trigonométricas y se deja
como ejercicio.

Enunciamos las propiedades basicas de las funciones hiperbdlicas
complejas en el siguiente lema.

Lema [Propiedades de las funciones hiperbélicas]. Para toda z, z, zp €
C, se satisfacen las siguientes propiedades:

i) coshz = cosh(—z) y senh (—z) = —senhz.
ii) coshz +senhz = ¢* y coshz —senhz = e %.
iii) cosiz = coshz y seniz = isenhz.

iv) senhiz = isenz y coshiz = cosz.

v) cosh?z —senh?z = 1y cosh? z + senh? z = cosh 2z.

vi) senh (z; + zp) = senh z; cosh zp + senh z; cosh z;.
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y = cosht

y = senht

Figura 166: Aqui se muestran las graficas
de las funciones hiperbélicas senh y cosh
en IR?. Observe que no son acotadas a
diferencia de sus contrapartes sen y cos.
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vii) cosh (z1 + z3) = cosh z; cosh z; + senh z1 sen z;.

Demostracion. (iv) Por demostrar: cosiz = coshz. Se sigue inmediata-
mente de las definiciones de cos y cosh, efectivamente
1

cosiz = E (ei(iz) + e—i(iz))

1
= S +E)

= coshz.

Las demds demostraciones de estas propiedades son un ejercicio
instructivo y elemental de operaciones con niimeros complejos que el
lector debe verificar por si mismo y se han incluido en la seccién de
ejercicios. ]

Nota. El lector debe notar que a pesar de que las funciones hiperbdlicas
parecen ser extremadamente diferentes de las trigonométricas en IR, al
definirlas en C, resultan ser muy semejantes. Lo cual estd dado por las
propiedades (iii) y (iv) del lema anterior. Observe, por ejemplo, que la
identidad

cosz = coshiz

nos indica que para obtener el coseno hiperbélico a partir del coseno
jbasta rotar al argumento 77/2!
Las funciones de variable compleja pueden escribirse como

flx+iy) = u(x,y) +iv(x,y),

donde u, v son funciones de variable real, cuyas graficas de hecho son
superficies en R3. Como un ejemplo, estudiaremos como son: la parte
real, la parte imaginaria y el médulo de la funcién cos z.

Ejercicio. Encuentre la parte real, imaginaria y el médulo de la funcién

f(z) = cosz.

Solucién. Escribimos z = x + iy con lo que se obtiene

cosz = cos(x+1iy)
= COSXCOSiy —senxseniy

= cosxcoshy —isenxsenhy,

donde en la tltima igualdad se usaron las propiedades (iii) y (iv) del
lema anterior. Tenemos de esta manera,

re(cosz) = u(x,y) = cosxcoshy, (111)

im(cosz) = wv(x,y) = —senxsenhy. (112)

Figura 167: Grafica de la parte real de la
funcién cos z.

Figura 168: Grafica de la parte imagina-
ria de la funcién cos z.



Ahora para el médulo, tenemos mediante las férmulas (111) y (112)

2

|cosz|*> = cos?xcosh®y 4 sen?

xsenh?y
cos? x cosh? y + (1 — cos? x) senh? y
cos? x(cosh? y — senh? y) + senh? y

= cos?x+senh?y

_ 1—|—c052x+cosh2y—1
B 2 2

_ cos2x + cosh2y
-2

Por lo tanto

cos 2x + cosh 2y
|cosz| = —

La gréfica de la Figura 169 muestra que el médulo de cos z, a diferencia
del coseno real, no estd acotado en el intervalo [—1, 1].

Las férmulas para cosh2z y senh 2z, usadas en el ejemplo anterior,
se dejan como ejercicio.

Transformaciones de C en C

La representacion grafica de funciones de R en R nos lleva al plano
cartesiano R?, dado que la gréfica de una funcién f de R en R es
el conjunto {(x, f(x)) : x € domf} C R2 Para las funciones con
valores en los complejos f : C — C, al identificar C con IR?, observa-
mos que la gréfica de tales funciones es imposible de visualizar de-
bido a que es un subconjunto de R*. La gréfica de f es el conjunto
{(x,y,u(x,y),0(x,y)) : (x,y) € domf} C R*, donde ref(z) = u(x,y)
e imf(z) = v(x,y) con z = x +iy. Una técnica que se utiliza para
visualizar como una funcién transforma el plano en el mismo plano
para las funciones complejas consiste en observar como acttia la fun-
cién sobre conjuntos de puntos como rectas, circunferencias y etcétera.
Es decir, se trata de visualizar cuando es posible la imagen de curvas
bajo las transformaciones definidas por una funcién f. Estudiaremos
estas transformaciones para las funciones mas simples, los casos mas
complicados pueden estudiarse en los libros de variable compleja o de
anélisis complejo.

Funciones de la forma f(z) = az

Para las funciones f(z) = az, a # 0, notamos que |f(z)| = |al|z|.
Por lo que la funcién contrae el plano si |a| < 1, lo expande si |a| > 1
y no cambia el tamafio si |a| = 1, este tipo de contraccién o expan-
cién se llama homotecia. Ademads, dado que al multiplicar por 4, to-
do el plano complejo rota un dngulo dado por el argumento de 4, la
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Figura 169: Gréfica del médulo de la fun-
cién cosz.
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transformacién dada por az queda determinada. Por lo tanto bajo esta
transformacion circunferencias se transforman en circunferencias.

Ejemplo. Determine el efecto de la transformacién f(z) = iz en todo el
plano C.

Solucién. Dado que |i| = 1, la funcién no contrae ni expande el plano
complejo, pero dado que argi = 71/2, el plano completo rota un cuarto
de circunferencia.

Ejemplo. ;Como se transforma el plano complejo mediante la funcién
f(z) =322

Solucién. En este caso |3| = 3, por lo que el plano completo se expande
tres unidades, pero como arg3 = 0, el plano no rota.

fE) =B+

i— —1+3i

i
6 = arctan(1/3)

Ejemplo. Estudie como la funcién f(z) = (3 + i)z, transforma el plano
complejo.

Solucién. Ahora, tenemos que |3+ i| = /10y arg (3 +i) = arctan(1/3).

El plano se expande /10 unidades y rota en un angulo 6 = arctan(1/3).

Funciones de la forma f(z) = az+b

Comenzamos por estudiar la funcién mas simple f(z) = z+ b, la
cual representa una traslacién de todo el plano complejo por el nimero

b.
Ejemplo. Determine la imagen de la circunferencia |z| = 1 dada por la
funcién f(z) =z+1+1.

Solucién. Si z = x + iy, entonces f(z) = x +1+i(y + 1), por lo que la
circunferencia |z| = 1 se transforma en la circunferencia |f(z) —b| =1,
donde b = 1 + i, la cual es una circunferencia de radio uno, con centro
enb=1+1.

Al componer las funciones f(z) = az con g(z) = z + b se obtiene

(g0 f)(z) =g(f(2)) = f(z) +b=az+b,

la cual es una rotacién y homotecia, seguida de una traslacién. Por lo

Figura 170: La funcién f(z) = (3 +1i)z,
por ejemplo, expande la circunferencia
¥+ yz = 1 en /10 unidades. Se mues-
tra un ejemplo con el ntimero i el cual
se transforma en —1 4 3i, con lo que se
evidencia la rotacién del plano en un én-
gulo de § = arctan1/3.

2| =1 IF(z)—bl =1

Figura 171: La funcién f(z) = z+ 1+,
traslada todo el plano al sumar a cada
punto z el niimero complejo b.



tanto, también bajo esta transformacién circunferencias se transforman
en circunferencias.

1
Funciones de la forma h(z) =
f (2) az+b
Sabemos ya que la funcién j(z) = % = & invierte puntos respecto

al eje real e invierte el médulo de z al valor 1/|z|. Por estas razones,
a esta transformacion se le llama apropiadamente inversion. La fun-
cién h(z) se obtiene mediante la composicién las funciones gy f del
ejemplo anterior con j(z) de la siguiente manera

1
az+b’

h(z) = (jogo f)(z) = jlaz +b) =

Otras cosas que se pueden observar de esta funcién es que cuando
|z| = o0, h(z) — 0 y ademads cuando z — —b/a entonces h(z) — oo.

Nota. Mientras en R el signo oo no representa un ndmero real, en C
puede asignarse a co un punto sobre la esfera unitaria de IR?, la cual
puede ponerse en correspondencia con cada punto del plano complejo,
lo que se conoce como compactificacion de C, de tal forma que oo, si
bien no es un ndmero (ya que no tiene inversos), se le puede dar un
tratamiento mds concreto que como mero simbolo, de tal forma que es
usual escribir h(c0) = 0y h(—b/a) = oo, omitiendo el signo “—", sin
causar mayor revuelo.

Una propiedad importante de la funcién i es que que en general,
tiene dos puntos fijos donde “punto fijo” se define como sigue.

Definicién [Punto fijol. Un punto fijo de una funcién f es un nimero
z* € dom f tal que f(z*) = z*.

Ejemplo. Con la definicién de punto fijo en mente observamos que la
funcién f(z) = az, si a # 1, solo tiene como punto fijo al origen de
coordenadas, en efecto al resolver la ecuacién

flz) = az=z
a = 1, siz#0.

y como f(0) = 0, el tnico punto fijo es z* =0, sia # 1.

La funcién f(z) = 1/z tiene dos puntos fijos: z* = +1, dado que
f(z) = 1/z = z, implica que z> = 1, de donde z = +1. Este patrén se
repite para la funciones que envuelven inversiones, por ejemplo para
la funcién h tenemos

z="h(z) = & at4+bz—-1=0,

. —b+Vb?+4a
=

Punto fijo. f(z*) = z*
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Asf hay dos puntos fijos distintos si b? +4a # 0, en otro caso los puntos
fijos se funden en uno.

. , . b
Funciones fraccionales lineales f(z) = Zi 7

La funcién f(z) = Zis,

mada transformacion de Mobius. Manteniendo la discusion de los ejem-

se llama fraccional lineal y también es lla-

plos anteriores podemos ver que los puntos fijos de la funcién f pue-
den calcularse de la manera siguiente:
_az+b
oz +d

& z(cz+d)=az+b,

& 24 (d—a)z-b=0,

_a—d+\/(d—a)?+4bc
- > .

=

De esta manera tenemos dos puntos fijos si (d — a)? + 4bc # 0.

) 1
Ejemplo. Encuentre los puntos fijos de h(z) = zi_ T
Solucién. Se debe resolver la ecuacion z = h(z), asi

z = z+1 & 22—22—120,
z—1

Ziz\/gzli\/i.

Funciones inversas de las fraccionales
Existencia de inversas. Condicién nece-
Otro tema que se debe considerar es el de las inversas de las fun- saria y suficiente para la existencia de la
ciones fraccionales lineales, ya que forman un grupo que es muy im- inversa de una funcién racional lineal:
portante en el modelo de geometria hiperbdlica de Poincaré. Haremos ad —be # 0
una discusién heuristica donde paso a paso iremos descubriendo los

requerimientos para la existencia de una funcién inversa.

Proposicién [Inversa de fraccional]. Las funciones de la forma

az+b
fz) = cz+d

poseen inversa si y solo si ad — bc # 0.

Demostracion. Primero, para la existencia de una inversa se requiere
que la funcién sea inyectiva. Una funcién es inyectiva si f(z1) = f(z2),
implica que z; = z. Partiendo de la hipétesis f(z1) = f(z2), tenemos
que

azy+b  az+b
czi+d  czp+d

&< (az1 +b)(czoy+d) = (azp +b)(cz1 + 4d)

& aczizp 4+ adzy + bezo + bd = aczyzq + adzy + bezq + bd
< (ad —be)(z1 —zp) = 0.



Por lo tanto ad — bc # 0 es una condicién necesaria y suficiente para
que z1 = zp y por lo tanto para la existencia de la inversa de la funcién
racional lineal.

Una vez garantizada la existencia de la inversa procedemos a calcu-

az+b

larla. Recordamos que la inversa de f(z) = p—— satisface la relacién

b
f(f~1(z)) = z, 1o que poniendo v = f~1(z), llevaa z = ZZ——::d' Ahora
resolvemos para v, para encontrar la expresioén algebraica de la inver-
sa.

av+b
2= ord & cvz+dz=av+b
& v(cz—a)=—dz+D
dz—b
& v=—
cz—a
dz—b
-1 _
e ffE=-_—

Ejemplo. Determine si las funciones siguientes poseen una inversa, de
ser asi, encuéntrela.
2z -1
1. h(z) = .
2) 4z —2

2z -1
2. g(z) = w3

Solucién. (a) Para h(z), tenemos a = 2,b = —1,¢ = 4,d = —2, por
lo que ad — bc = 2(—2) — (—1)4 = 0, por lo que h no posee inversa.
De hecho el lector debe verificar por si mismo que si z # 1/2, la
funcién es constante h(z) = 1/2. Esta situacion se generaliza ya que
las fraccionales lineales que no son inyectivas, son constantes.

(b) La funcién g tiene inversa dado que ad — bc = 2(—2) —3(—1) =
—1 # 0. Se recomienda no usar férmulas, sino repetir el procedimiento
desarrollado arriba para encontrar inversas.

20 —1
2= 5 © (3v—2)z=2v
< 0v(3z-2)=2z-1
o p— 2z -1
322
Poniendo v = ¢~ !(z), se llega a la férmula para la inversa de g. O

Imdgenes de rectas y circunferencias bajo racionales lineales

Esta parte la desarrollaremos primero con algunos ejemplos, para
después pasar a la teoria general.
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Férmula para la inversa

7dz—b

cz—a

@) =

Figura 172: Gréfica de la familia de cir-
a2 a?
-2 =%

cunferencias ) i



158

1
Ejemplo. Dada la funcion f(z) = o halle las imégenes de las curvas
siguientes:

1. La familia de circunferencias x> + y?> = ax, a € R.

2. El haz de rectas paralelasy = x+0b, b € R.

Solucién. (1) Ponemos w = f(z). Completando cuadrados se obtiene la

féormula )

(+-3) 4=

X— = = —
2) TV Ty

la cual representa una familia de circunferencias con centro sobre el eje

real en el punto (a/2,0) y radio a/2. Al representar esta circunferencia
con ntmeros complejos se obtiene,

S RGP R
21 4 2 2] 4

o (L_ay(1_ay_e& 1
w 2)\w 2) 4 " w

m(z - aZU)(Z - aZU) =
& Pl = 4 — 2aw — 24T + a*wwo

1
& rew = —.
a

Debe notarse que rew = constante, representa rectas paralelas al eje
imaginario, por lo que la imagen de la familia de circunferencias dadas
es una familia de rectas paralelas al eje i, pero sin incluirlo. El lector
debe cubrir los detalles del desarrollo anterior como ejercicio.

(2) La familia de rectas y = x + b puede escribirse como

imz =rez+b.

Recordando las identidades, rez = (z +z)/2 eimz = (z — z) /2i, tene-
mos

z—zZ z+z

5 = +b & z—z=i(z+7Z)+2bi
& (1—i)z—(1+i)z=20bi
1 1
1—i)= — (1+1)= = 2bi
< z)w (—i—z)w i
< w(l—1i)—w(l+i) = 2biww
i+1_ —i+1 »
& w = blw|*.
Poniendo w = u + iv, se llega a
b(u? +v%) = —1+Z(u+iv)—ﬁ(u—iv)

2
= —u+wo.

2

rew=1/a

Figura 173: Imagen de la familia de cir-
cunferencias de la Figura 172 es la fami-
lia de rectas rew = 1

7



Asi la imagen de la familia de rectas y = x + b, se convierte en la
familia de circunferencias u? + v2 = 1/b(—u + v) en el plano u, v bajo

. 1
la transformacién f(z) = o
La teoria general indica que bajo la transformacién f(z) = Z;is,

rectas se transforman en rectas o circunferencias y circunferencias se
transforman en rectas o circunferencias. Desarrollamos esta parte de
la teoria primero recordando algunos hechos de geometria analitica.

Recordamos que la ecuacién de la circunferencia en IR? tiene la for-
ma x% + y?> + Dx + Ey + F = 0, donde D? + E?> — 4F > 0, la demos-
tracién elemental de este hecho se puede consultar, por ejemplo, en el
libro de Lopez Garza>" (Teorema 3.1 p. 40.) Si escribimos la ecuaciéon

A(x> +y*) +Dx +Ey+F =0, (113)

se tiene una circunferencia si A # 0y D? + E2 —4AF > 0 o la ecuacién
de una recta si A = 0y, o bien E, o bien F, o ambos son distintos de
cero. Con notacién de ntimeros complejos z = x + iy, la ecuacién (113)
se puede escribir como Azz + D (252) + E (%) + F = 0 0 equivalen-
temente como

D —iE

D +iE_
2 ‘Tt

z+F=0,

Azz +
0 equivalentemente

Azz+D'z+D'z+F =0, (114)

D —

donde D' = . De esta forma se tiene una circunferencia si D'D’ —

AF > 0, etcétera. Podemos ahora enunciar el siguiente teorema:

y=x+b

59

Figura 174: Representacién de la familia
de rectas paralelas y = x + b

Figura  175:  Representaciéon  de
la familia de circunferencias

PR S SRR b S B
b b) T a2 a

cuales son la imagen de las rectas

¥ = x + b, bajo la funcién f(z) = %

' Gabriel Lépez Garza. Geometria Anali-
tica a través de problemas, actividades y uso
de TIC. Textos CBI, Universidad Auténo-
ma Metropolitana Iztapalapa, 2021
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1
Lema [Imagen de circulos o rectas bajo inversién]. La funcién w = 2
transforma circulos o rectas en circulos o rectas.
Demostracion. Se sustituye en la ecuacién (114), z = 1/wy z = 1/w,
con lo cual se tiene

1 i R | — = _
A—+D'—+D'=—+F=0 & A+Dw+D'w+ Fww=0.
ww w w

La ecuacién A + D'w + D'w + Fww = 0 tiene la forma (114), por lo tan-
to, escribiendo w = u + iv, representa una recta o una circunferencia

en el plano complejo u, v. g
az +b

Para la transformacién racional lineal general de la forma w = ard
cz

conad —b # 0, ¢ # 0, podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema [Imagen de circulos o rectas bajo racionales lineales]. La

. az+b ,
funcién w = o d con ad —bc # 0y ¢ # 0, transforma circulos o
rectas en circulos o rectas. La funcién w — Z.: I 2, con ad — be # 0
. _ az+b az + . .
Demostracion. Podemos escribir w = ———, como w = ﬁ Efecti- ye # 0, transforma circulos o rectas en
cz+d z+0 circulos o rectas
vamente, si ¢ # 0, podemos escribir
az+b
w =
cz+d
a b
_ EZ + c
zZ+ %
_az+p
- z+487
a b d
donde - =¢, - = - =94.
c c Py c
Ahora observamos que
az + —ud
B_ .8
z4+06 z+96
C oy B—uad
por lo que si definimos f(z) = z+J, g(z) = — h(z) = a+z,

tenemos que

—ad
w=(hogo f)(z) = hg(f(z) = higlz+0) = (B ) =
y como f, g, h transforman circunferencias o rectas en circunferencias
o rectas, el teorema queda demostrado. g
Nota. El anterior teorema es muy importante en el modelo de Poincaré

de la geometria hiperbdlica.

Determinacién de una funcién racional lineal

Vimos que una transformacion de la forma f(z) = Z;ts

siy solo siad — bc # 0, ahora veremos que si ¢ # 0, esta transformacién

es inyectiva



queda determinada por sus valores en 0, 1, c0. Sea f(0) = g, f(1) =

B
8B f(o0) = “Fs _ 4 Bntonces B=f(0)y

1+67 1+%
(1+0)f(1) = f(e0)+£(0)0
_ fleo) = f(1)
f(1) = £(0)

Siendo f inyectiva, si ad — bc # 0 se tiene f(1) — f(0) # 0y, asi d queda
perfectamente definido y, por lo tanto, queda definido B. Tenemos de

a = f(oo) (115)
L f(eo)— F1) N

F = IO ) (116)
o)~ £1) N

* = - fo) (117)

Con lo que hemos demostrado el lema:

Lema [Tres puntos determinan racionales lineales]. La transforma-
cion f(z) = g;ig, con ad —bc # 0y c # 0, queda determinada de
manera Unica por los valores f(0), f(1), f(c0) dados por las férmulas

(115), (116), (117).

Ejemplo. Una transformacion fraccional lineal toma los valores f(0) =
i, f(1) =1y f(c0) =0, determine los coeficientes w, , J.

Solucién. Podemos escribir directamente f(z) = “erf y sustituir los
valores dados:
0 = fleo)=un
' P
= 0 = —
i = f0)=£
p
1 = 1) = ——.
f1) 1+4
‘ -1 -1—i —1—i —1
Porlotanto,l—l—é-z&,dedondeé—1_1,— 5 yB=1 =y
1-i ~
5 1—i
_ 2 —
fz) = 2+ 2z2-1-1i
Se recomienda verificar que los valores sean correctos. Debemos tener
f0) =iy
1—1
1—1
(-0
C1-2i442

~.

2
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Por otra parte,

1—i

f) = 393
1
o1 —i

= 1

Una transformacién racional lineal también queda determinada con
tres puntos finitos como mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Halle una funcién racional lineal que transforma un tridngu-
lo con vértices en 0,1, i en otro tridngulo con vértices en 0,2,1 + i.

Figura 176: El tridngulo de la izquierda
1+ se transforma en el tridngulo de la dere-
i cha bajo la transformacién

f(z) :2(1+i)zi+i.

Solucién. Suponemos f(z) = D(ZZ:_ f. Pondremos también f(0) = 0,

f(1) =2y f(i) = 141, entonces B/J = 0, y se concluye f = 0
Debemos tener ademas:

F) 146
y .
fiy=1+i © L —1+i
i+96 '
Asi se obtiene el sistema,
o -2 = 2
ai— (14146 = —1+4i.
Este sistema tiene solucion
2 -2
—14+i —-1—i 4
1 ) —141
i —1—1i
1 2
i =1+ _1_3
(5 frd = l l = 1.
1 ) —1+i

i —1—i




Por lo tanto
z

f(z) = 2(1—|—i)z+i.

Nota. El ejemplo dice “Halle una transformacién” y no “Halle la trans-
formacién” ya que hay varias, en los ejercicios se pide encontrar otra.

El ejemplo anterior es un caso particular incluido en la proposicion
siguiente.

Proposiciéon [Determinacién de una racional lineall. Tres puntos dis-
tintos z1, zp, z3 € C tales que z1,2p,2z3 # —6, determinan de manera
Unica a una transformacion fraccional lineal de la forma

_az+p
flz) = z+4+68 "

az +f

Demostracion. Dada la transformacion f(z) = 5

para tres puntos

distintos z1, 2o, z3 € C, se tiene el sistema

{XZ]+,B
z1 490
azy + B
Zo+ 6
az3 +
z3+08 "

f(z1)
f(z2)
flzs) =

De donde
zie+B—f(z1)6 = f(z1)z

na+B—f(z2)0 = f(z2)z
zze+ B —f(z3)0 = f(z3)zs.

Resolvemos para f en la primera ecuacién para obtener § = —zia +
f(z1)0 + f(z1)z1 y sustituimos en las demds ecuaciones, obteniendo
asi un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

(za —z1)a+ (f(z1) = f(z2))d = flz2)z2— f(z1)71
(z3 —z1)a+ (f(z1) — f(z3))6 = f(z3)z3 — f(z1)z1.

Este sistema tiene solucién tnica si el determinante del sistema es
diferente de cero.

z2—z1 f(z1) — f(22)
zz3—21 f(z1) — f(z3)

Pero si el determinante fuera cero tendriamos:

(f(z1) — f(z3))(z2 — z1) — (f(z1) — f(22))(z3 —21) = 0.

£ 0. (118)
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O bien

f(z3)_f(zl) 23— 171 .
f(ZZ)*f(Zl)_zg—zl' (119)

Por otra parte,

(26—B)(z3—21)

flz3) = f(z1) _ Gatd)te)
= (120)
— (x0—PB)(22—21)
fle) = flen) - S
. . . . Zp 49
Al igualar (119) y (120) y simplificando, se obtiene que Py ly
3
asi
2+ .
Z3+(5_1 & Zy+6=2z3+90

= Zy = Z3.

Lo cual es una contradiccién ya que z; # z3 por hipotesis. Por lo
tanto se cumple (118) y existen tnicas &, 8, J para la transformacion f,
determinados por z1, 22, z3. O
Nota. El lector debe notar que el Lema [Tres puntos determinan racio-
nales lineales], es un corolario de la Proposicién anterior, sin embargo
se consideré mas didactico proceder de la forma como hicimos, con
ejemplos y no de manera més formal, sino para finalizar la exposicién
de este tema.

Al cumplirse (118), los coeficientes dados por la regla de Kramer
son:

f(z2)za — f(z1)z1 f(z1) — f(z2)
f(z3)z3 = f(z1)z1 f(z1) — f(z3)
a = (121)
z2—z1 f(z1) — f(z2)
zz3—z1 f(z1) — f(2z3)
z) — 21 f(Zz)Zz - f(z1)z1
6 = (122)

(
z3—21 f(z3)z3 — f(z21)z1

(

(

)
)
zp—z1 f(z1) — f(22)
)

zz3—21 f(z1) = f(zs

Sin embargo quiza la férmula de Kramer no es el método mds eficiente
para resolver este tipo de problemas.

Razén doble bajo racionales lineales se conserva

Dados cuatro ntimeros complejos a4, b, ¢, d, la razén doble denotada
(a,b,c,d), se define como

il
2

(a,b,c,d) g

o
W‘

(123)

0
|
2

SV
|
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La razén doble es un invariante en geometria proyectiva y tam-
bién resulta ser invariante bajo funciones racionales lineales, por lo
cual existe una sutil conexién entre la geometria proyectiva y la varia-
ble compleja. Méas atn, el hecho de que la razén doble sea invariante
permite definir una métrica en el modelo de Poincaré de la geome-
tria hiperbdlica, lo cual se explicard en el capitulo dedicado a otras
geometrias. Por lo mencionado anteriormente, el teorema siguiente es
importante

Teorema [Invarianza de la razén doble bajo racionales lineales]. Da-
da una transformacion racional lineal arbitraria g(z) = ?515
bd # 0, la razén doble de cualesquiera puntos distintos se conserva, es

decir, si w; = g(z;) parai=1,...4,

con ac —

(wll w3, Wy, ZUZ) = (er Z3,24, 22)'

Demostracion. Para establecer la invarianza de la razén doble bajo trans-
formaciones lineales, primero haremos algunas observaciones. Dada la

z+ B
+6
meros z1,2zp,23, para los cuales f(z1) = 0, f(z2) = 1y f(z3) = oo.

Entonces deberiamos tener

- s o . .
funcién f(z) = , supongamos que se quieren encontrar los nu-

xz
0 = i’g =N zZ1 = _é
z1+6 %
xzy + -0
1 = z27TP 'B = 2= 'B
Zo+ 6 11—«
az
o = 2P + 'B < 23 = —
z3+ 90
Obtendriamos asi
zZ—Z7
zZ)=u )
fla) = ai2
) p—o
Pero ademas de z; = T tenemos
723 — 2
Zp—azp=Bf—6=—-az1+z3 & a= SR
Z1 — 22
Por lo tanto,
Zp —2Z3 Z—2Zq
flz) = —— —
Zp —2Z1 Z—2Z3
Z—Z7
_ z2—23
T -z
22723
= (21,23,2,22). (124)

Dada g(z) la transformacién racional lineal tal que g(z1) = wy, g(z2) =
wy v (z3) = w3, donde wy, wy, w3 € C. Debido a (124), obtenemos que
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la funcién
def w—wy
] w—ws
h(w) T wy—wq
Wy —wWs3

hace corresponder w1, wp, w3 con 0,1, co, respectivamente. Por lo tanto

(hog)(z) = f(z) y asi

w—wq z—21
w—ws3 _ zZ—2Z3
Wy —Wq T zp—z¢”
Wy —ws3 Zp—2Z3
De donde
(wy, w3, w,wp) = (21,23,2,22).

Sustituyendo z4 y ws = g(z4) se llega a la identidad que se queria
demostrar. O

La transformacion f(z) = z* y los fractales

Hemos visto que la transformacién racional (también llamada trans-

formacion homogrdfica) f(z) = Ziig, con ad — bc # 0y ¢ # 0, transfor-

ma biyectivamente el plano complejo en si mismo. Se requieren he-

rramientas més sofisticadas, que no estudiaremos, para demostrar que
es la 1inica transformacion (incluyendo el caso ¢ = 0) de C en C que lo
hace biunivocamente. Enseguida, veremos algunos ejemplos mas de
transformaciones en los niimeros complejos.

La funcién f(z) = z? transforma el plano en dos copias del mismo
plano complejo ya que, por la férmula de De Moivre, si z = rcos 6 +
isenf, cuando 0 < 8 < 7wy 0 < oo, se habrd cubierto todo el plano
complejo, por lo que al variar 6 de 0 a 27, se habra cubierto el plano
complejo dos veces.

Por otra parte, al utilizar la representacién cartesiana z = x + iy,
tenemos

22 = x% —y? 4 2xyi.

2 —y? = u y 2xy = v son hipérbolas que se cortan

Notamos que x
ortogonalmente, de modo que las hipérbolas dadas en el plano xy son
transformadas en las rectas paralelas a los ejes en el plano uv, donde
f(z) =22 = u+iv.

Pero lo més interesante de la funcién f(z) = z?

ocurre al iterar-
la para obtener los famosos fractales. La siguiente exposicién se ba-
sa en el articulo de Devaney>? cuyo texto completo en inglés pue-
de verse en el sitio de la revista https://plus.maths.org/content/
unveiling-mandelbrot-set.

Primero observamos lo que significa iterar. Si componemos la fun-

cién f(z) = z2, consigo misma obtenemos (f o f)(z) = f(f(z)) =

52 Robert L. Devaney. Unveiling the Man-
delbrot set. Plus Magazine, Cambridge
University, September 1, 2006
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= S

(f(2))? = (z2)? = z*. La repeticion de este proceso puede realizarse

o

indefinidamente. Denotaremos con f" el proceso de componer una
funcién consigo misma 1 veces, por ejemplo f> = fofof, ft =
fofofof,etcétera. Un proceso de iteracion que lleva a un compor-
tamiento mas impredecible ocurre con la funcién f(z) = z? + ¢, donde
¢ es una constante arbitraria. Observamos que

(F)z) = (P4 ) +c=2 +22%c+ 2 +c.

Repitamos este proceso con zp = 0. Obtenemos

z1 = f(0)=c
n o= flm) = (A)0) = At
3 = flz1)=()0)=(P+c)+c=c"+20+2

La lista de ntimeros zg, z1, ..., generada bajo esta iteracién se llama
orbita de z( bajo la iteracion de f. La siguiente tabla contiene ejemplos:

c Z1 ) zZ3 Z4 25
c=1

zo =10 1 2 5 26 677
c=0

zo =0 0 0 0 0 0
c=-1

zo=0 -1 0 -1 0 -1
c=-11

zp=0 —1.1 A1 —1.0879 .083526 —1.09302
c=-19

z0 = -1.9 1.71 1.0241 —0.8512 —1.1754
c=i

zo=0 i 0 -1+ —i —1+i
c=2i

zo=0 2i —442i 12 — 14i —52 —334i —108852 + 34738i

El lector debe notar que mientras para algunos valores de c, la su-
cesioén tiende a estacionarse, por ejemplo conc =0,c = —1,¢c =i, con
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Figura 177: Hipérbolas equil4teras x? —

y?> = cy xy = cen el plano xy.

Figura 178: El conjunto de Mandelbrot
esta formado por los puntos en color ne-
gro de la figura.
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otros valores la sucesién se aleja del origen de coordenadas, por ejem-
plo con ¢ = 1y con ¢ = 2i. Con estas observaciones podemos definir
el conjunto de Mandelbrot.

Definicién [Conjunto de Mandelbrot]. El conjunto de Mandelbrot
consiste en aquellos valores ¢ € C, para los cuales la érbita de 0 bajo
f(z) = z% + ¢ no escapa a infinito.

De acuerdo a la definicién, los puntos ¢ = 0, ¢ = —1, ¢ = i, perte-
necen al conjunto de Mandelbrot, mientras que ¢ = 1y ¢ = 2i, no. El
conjunto lleva el nombre del computélogo y matematico Benoit Man-
delbrot quien descubri6 este objeto en 1980. En https://plus.maths.
org/content/os/issue9/features/mandelbrot/index el lector encon-
trard como hacer un programa sencillo para generar el conjunto de
Mandelbrot.

La frontera del conjunto de Mandelbrot es un ejemplo de lo que se
denomina fractal y es uno de los objetos mas complejos de las mate-
maticas. En Internet pueden encontrarse una coleccion de videos de
acercamientos a la frontera, en la Figura 179 se muestra un acerca-
miento de una parte al azar.

La mads elemental definicién de fractal se refiere a un objeto auto-
similar sin importar la escala a la que se observe. Pero lo més impor-
tante y novedoso del descubrimiento es que a la frontera del conjunto
de Mandelbrot se le puede asignar una dimensién mayor que uno y
menor que dos, de alli la palabra fractal que tiene que ver con la di-
mensioén fraccional de un objeto. Con la existencia de los fractales se
trasciende a la geometria griega para siempre y desde su aparicién
se han encontrado aplicaciones en todas las ramas de la ingenieria, la
fisica y la biologfa. En la biologia la tendencia a tener estructura frac-
tal, por ejemplo del sistema circulatorio y de muchos otros sistemas,
a dado lugar a una revolucién en el modelado matematico y con ello
su estudio ha adquirido una importancia inobjetable en el avance de
la ciencia.

Funciones logaritmo, Log y log

La discusiéon elemental de la funciones de variable compleja debe
incluir el estudio de la funcién logaritmo, funcién inversa de la ex-
ponencial. En C el logaritmo aparece también en la definicién de las
inversas de las funciones trigonométricas y con ello, parte de su im-
portancia.

Definicién [Logaritmo de niimeros complejos]. Sean z,{ € C con z =
e%. Se define Logz, el logaritmo natural de z, como

Logz Y Z.

Figura 179: Cambiando de escala, la
frontera del conjunto de Mandelbrot
muestra su complejidad fractal.
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Nota. La funcién Logz es multivaluada, es decir, dado z existen mul-
tiples valores para ¢, de hecho infinitos.

Cdlculo de logaritmos

Sea{ =T+niyz=re? con —m < 6 < 7, tenemos que

z=r(cosf+isenf) = et
et

= e"(cosn+iseny)
De donde se concluye que

r=et & t=logr, r>0
tanf = tany & n=0+2kn, keZ

y finalmente para z = x + iy, con |z| # 0,

y

Logz =logr+i(0+2km), ke Z, r=]|z|,z#0, 6 = arctan ;.(125)

También se define una funcién univaluada para —7 < 6 < 7, lla-

ulll

mada valor principal de Log z, denotada con “1” mintscula, log z. Pero

antes se requiere la definicién del argumento de ntiimeros complejos.

Definicién [Argumento de un niimero complejol. Dados x, y € R, no
siendo ambos cero, y z = x + iy cualquier valor de 6 tal que cos = x/r
y senf = y/r, donde r = |z|, se llama argumento de z, lo que se denota
como

0 = Argz (con “A” maytscula),

El valor tnico de 6 tal que —7r < 0 < 7 se llama valor principal del
argumento y se denota por

"

6 = argz (con “a” mindscula).

Con la definicién anterior a la mano definimos el valor principal del
logaritmo.

Definicién [Valor principal del logaritmo]. Seaz = x +iy € C, z # 0.
Se define el valor principal, log z, de la funcién Log z como

logz = log |z| +iargz, (126)
de donde se concluye que

Logz =logz+2kmi, keZ.

Nota. Observe que el logaritmo de nliimeros complejos no estd definido
solo para z = 0.

Valor principal del logaritmo

logz = log |z| +iargz
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Ejemplo. Calcule el logaritmo complejo de: a) z = —1,b) z = i y ¢)
z=1+i

Solucién. Calcularemos solo el valor principal del logaritmo.
a) Paraz = —1, |z| =1y argz = 7 por lo que

log(—1) =log | — 1|+ mi = mi.
b) 1ogi:10g|i|+§i: s

2
. ) .1 .1 ,
c)log(1+i) =log|1+i|+ gl = Elog2+ %z =5 <log2+ %z)

Si bien la funcién Logz podria parecer artificial al principio, para
esta funcién es para la cual se cumple la ley de adicién y sustraccion
de logaritmos como se presenta en la siguiente proposicion. Log(z1z2) = Logz; + Logzy

Proposiciéon [Logaritmo de producto de ntimeros]. Dados dos ntime-
ros complejos distintos de cero z1,z2 € C, se cumple
Log(z1z2) = Logzi + Logz, (127)
Log (2) = Logz; — Logz, (128)
Demostracion. Sean z; = rycosf; +isenf; y zo = rjcosth + isenbs.
Entonces z1zp = r172(cos(01 + 62) +isen (6 + 6,)) y asi,
Log(z1z2) = log(rirp) +i(61 + 62 + 2km),
= logry +logry +i(61 + 62+ 2kmt) k€ Z.
Por otra parte,
Logzy = logry +i(01 +2kim)
Logzy = logry+i(61 + 2kpm).
Y al sumar se tiene
Logzi +Logzy = logry+i(6h +2kim) +logry +i(61 + 2kpm)
= logry +logry +i(01 + 02 + 2(ky + ko) 7).
Al tener ky + ky € Z, se tiene la identidad que se desea demostrar. La

identidad para cociente de ntimeros se deja como ejercicio. g

Con las herramientas que tenemos hasta ahora, podemos demostrar
la ley de las potencias para Log z. Logzf = pLlogz, p€Q.

Proposiciéon [Logaritmo de potencia de niimeros]. Si z # 0 es un
namero complejo y p € Q se cumple

Logzl = pLogz. (129)

Demostracion. La demostracion se deja como ejercicio. g



Potencia compleja de niimeros complejos

El dltimo tema a discutir en este capitulo es como se debe elevar
un nimero complejo a una potencia compleja, para lo cual se tiene la
siguiente definicion.

Definicién [Exponente general]. Si z, { € C y z # 0 se define

Z6 def ebLogz — exp (¢ Logz). (130)

Nota. Al ser la funcién Log z multivaluada, la exponencial resulta mul-
tivaluada.

Ejemplo. Calcule: a) i y b) iV2.

Solucién. a) Por la definicién (130), i = e'°8%. Ya hemos calculado
.o ) T .
logi = 51, asi, Logi = (E + 2k7r) i. Por lo tanto

i = exp ((g +2k7‘[> i2> = exp (—g —an) , kez

Note que i jestd en R!
b) Por definicion, iV2 = exp(v/2 Logi), por lo tanto
exp (\6 (—g + 2k7'c> i)
Uy , T
cos V2 <_§ +2k7'c> +isenV/2 <_E +2k7r) , keZ.

V2

Definicién de exponencial

& — pflogz
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Ejercicios de niimeros complejos

1. Demuestre las propiedades (P 4) y (P 6).

2. Se define Q = {(p,q) : p, q € Z,q # 0} y se definen en Q las operaciones (a,b) + (c,d) “f (ad + bc, bd),
(a,b) x (¢, d) “f (ac, bd). Demuestre que

a) Si(a,b) # (0,0) existe (a,b) ! tal que (a,b) x (a,b)~! = (1,1).
Sugerencia. Encuentre una expresion exacta para el inverso y cuando la halle, muestre que efectiva-
mente es inverso.

b) (Q,+,x) es campo y es indistinguible de los nimeros racionales conocidos de todos. Indicacién:
Indistinguible significa que existe un isomorfismo entre ambos campos.

3. Demuestre la férmula general del producto de ntiimeros complejos (81).

4. Demuestre por induccién la férmula de De Moivre (82).

Aritmética en C

5. Sizy =2+43i, zg =141, z3 = i, realice las siguientes operaciones:
a) z1Zpz3,
-1
b) z; z,
3
) z3,
-2
d) 22 7
) z7lz
3 “2
6. Simplifique las expresiones siguientes

a) (741i)(4—1i). Solucién: 29 — 3i.

-

) ’ J_r z Solucién: (27 + 11i) /17.
-\ 3

0 (121 2;) ' Solucion: (—44 + 117i) /125.

Propiedades del conjugado complejo

7. Demuestre las siguientes proposiciones.

a) Proposicion I [Propiedades del conjugado complejo]. Para todo z, z1, z2 € C, se cumple:
i) z =z
i) z=z < im(z) =0.
iil) z1 +22 =271 + 22
iv) 2123 = 7212
v) re(z) =re(z) =1/2(z+2).
vi) im (z) = —im (2) =i/2(z — 2).
b) Proposicién II [Propiedades del médulo complejo] Para todo z, z1, z; € C, se cumple:

i) |z122] = |z1] |22]-
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i) |21/22| = |z1]/]22.
iii) |2"| = |z|™.
iv) |z]? = |z]? = 2z = 2 + 2.
8. Demuestre que |z| = \/x2 + y2 implica |z|? > |x|? y |z]2 > |y|?.

9. Demuestre ‘Zﬁjzl zn| < YN |zu| por induccién sobre N.

10. Demuestre que para todo z1,z; € C, se cumple que |z1| — |z2| < |z1 — 22| < |21 + 22]-
11. Demuestre que |z| =4, si |z + 16| = 4|z + 1].
12. Argumente por qué se cumplen (89), (90), (91) y (92).

Argumento de un niimero complejo

13. Demuestre que
a) Argz = argz+2nm, n € Z.
b) Arg(z1zp) = Argz; + Argzp, sizq,zp # 0.

Férmula de De Moivre

14. Calcule las raices quintas y sextas de la unidad, grafique estas soluciones y construya el poligono co-
rrespondiente a estas raices.

15. Encuentre una férmula para z"/", donde m, n € Ny z = r(cos 6 + isen ).

Grupos y férmula de De Moivre

Definicién [Grupol. Un grupo es un conjunto G donde se ha definido una operacién o : G x G — G tal
que para todo a,b,c € G se tiene que:

i) ao(boc)=(aob)oc.

ii) Existe1 € Gtalqueloa=ao0ol =a.

1 1

iii) Existea ' € Gtalqueaoa!=a"loa=1

16. Demuestre que las raices n-ésimas de la unidad forman un grupo con la operacién o, definida como el
producto de nimeros complejos.

17. Demuestre que Z con la operacién suma es un grupo.

Raices y factorizacién de polinomios

18. Resuelva las siguientes ecuaciones y y factorice el polinomio:
a) 20+ 2223 +125 = 0. Solucién: 142i,v/3 —1/2+ (1+1/2v3)i, —(v/3+1/2) £ (1 — 1/2V/3)i.
b) x4+ 6ix® —12=0.
) x> +x+5=0.
d) 2+iz+1+i=0.
e) 2+i)22+(1—i)z+i=0.
f B+1=0. Sugerencia: Calcule las raices ctibicas de —1.

g) x"+1=0. Sugerencia: Resuelva primero el ejercicio anterior.
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Aplicaciones a series de Fourier

i

19. Demuestre las férmulas cosnf = }(z" +z7"), sennd = (z™" —2z") a partir de las relaciones z" =

cosnb +isennb, y z~" = cosnf — isennb.
20. Exprese cos 560 y sen 58 como polinomios en cos 6 y sen 8, respectivamente.

21. Exprese sen>0 y cos? 0 sen® 0 en términos de funciones trigonométricas de angulos multiplos.

Funciones trascendentes

22. Argumente cada paso de la demostracién del Teorema [Propiedad multiplicativa de la funcién exponencial].

23. Dadas las féormulas cosz — isenz = e~ 2 y cosz+isenz = ¢, demuestre las férmulas (100), (101).

Sugerencia. Sume las dos ecuaciones, simplifique, etcétera, asi obtendrd la primera ecuacion.
24. Argumente cada paso de las demostraciones del Teorema [Propiedades de las funciones trascendentes en C]J.

25. Sustituyendo directamente las identidades (100) y (101) en las funciones seno y coseno, demuestre las
siguientes propiedades

2 2

a) cos“z —sen<z = cos2z.

b) cos(z1 +zp) = cosz1 coszy F senzy senzy
Sugerencia: Proceda como en la demostracion de sen (z1 + z2).

Funciones hiperbdlicas

26. Defina las funciones sech z, cosechz y cothz, para toda z € C.
27. Compruebe que se cumple la identidad cosh?z — senh?z = 1y cosh?z 4 senh? z = cosh 2z.
28. Verifique que la funcién cosh z es par y la funcién senh z es impar.

29. Demuestre todas las propiedades del Lema [Propiedades de las funciones hiperbdlicas] que no haya
demostrado.

30. Demuestre las férmulas cosh? x = (cosh2x 4+ 1)/2 y senh? x = (cosh2x — 1) /2.

31. Encuentre la parte real, la parte imaginaria y el médulo de las funciones senz y tanz y grafiquelas como
funciones de R? — RR, usando un programa computacional.

Funciones racionales lineales

32. Encuentre los puntos fijos de las siguientes funciones y compruebe sus resultados.

a) f(z) =3z+i.

_(2+i)z+1
b) 8(z) = 2—iz-1
iz+1
C) g(Z) - 22_ 1
33. Calcule las inversas de las siguientes funciones. Compruebe sus resultados.
W fz) = 22,

zZ—1
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4z +5
(2+i)z—-3+i
h(z) = —F———.
9 M) =G o1
34. Halle las imagenes bajo h(z) = 1/z, de las curvas siguientes:
a) La familia de circunferencias x> + y* = by. Solucion: v =1/b.
b) El haz de rectas y = kx Solucion: v = —ku.

35. Determine los coeficientes «, §, 6, de la transformacion racional lineal que:

a) toma los valores f(0) =0, f(1) =iy f(o0) =1,

b) toma los valores f(0) =1, f(1) =1+iy f(o0) =0,

c¢) toma los valores f(0) =2 —1, f(1) =1+iy f(o0) =3 +2i,

d) toma los valores f(0) =1+1i, f(1) =0y f(i) = 2. Solucion:f(z) = (141i)(1 —z).

36. Las transformaciones racionales lineales pueden ponerse en correspondencia con matrices de 2 x 2:

az+b a b
T(z) = cz+d < (c d>'

a) Escriba la matriz de la transformacién inversa y compruebe que la matriz de T por la matriz de T,

es la matriz identidad ((1) (1)>

ez+ f
+h
de la composicion es igual al producto de matrices de cada una de las transformaciones.

b) Dada la transformacién S(z) = , encuentre la transformacién T o S. Compruebe que la matriz

Sugerencia. El producto de matrices esta definido como

(a b) ( f) _ ((a,b) (e,g) (ab)- (ﬂh))
c dj\g h (cd)-(e,8) (cd)-(fh))’
donde (a,b) - (e,g) = ae + bg, es el producto punto o producto interior en R2.

37. Sean T; transformaciones racionales lineales tales que

a;,z + b;
T‘ — 1 1
i(z) ciz+d;’

A; =

Demuestre las siguientes proposiciones:

a) T = T; o Tj es una transformacion racional lineal con determinante A = A;A;.

b) La composicion de transformaciones es asociativa, (T3 0 Tp) o Ty = Tz o (Tp o Ty).

¢) Para toda transformacion T;, existe una inversaTl-_1 tal que T; o Tl._1 =T 'oT, =1, donde I (z) =zes

1
la transformacién identidad. ;Cuél es el determinante de la inversa?

Sugerencia. No haga célculos ;cudl es el determinante de la matriz identidad?, ;cudl es el determinante de
un producto de matrices?

38. Encuentre ejemplos que muestren que la composicién de transformaciones racionales lineales rno es
conmutativa en general.
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Conjunto de Mandelbrot

39. Para f(z) =z +cconzg=0,z; = f(0) = c, z0 = (f?)(0) = c? + ¢, encuentre z, y zs, ;puede encontrar
una férmula para z,? Calcule z;, i = 1,...5, parac = —1+1i,¢ = 1,9, ¢ = 1 +i. Use calculadora o un
programa computacional.

40. Encuentre el punto fijo de f(z) = z? + c. Ponga c en coordenadas polares y haga la grafica de algunos
puntos fijos dando valores a ¢ arbitrarios. Use calculadora.

Funciones logaritmo, Log y log

41. Calcule el logaritmo de los ntimeros complejos a) 3 +4i, b) —i, c) —1 +i.
42. Demuestre la identidad Log (%) = Logz; — Logzy.
43. Demuestre que si z # 0 es un nimero complejo y p € Q, se cumple
Logz/ = pLogz.
Sugerencia. Use la férmula de De Moivre para z*.
44. Calcule a) (1+41i)!,b)i~", c) il*.

45. Demuestre la formula de De Moivre para exponente « irracional: z* = r*(cosa + isenw).

Sugerencia: Use la férmula (130).
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Solucién de problemas seleccionados

iz 41
1. Solucion del problema 32c. Ponemos i

o =z, de donde
iz+1 .
2z—1
iz+1 = z(2z—-1)
222 - (14+i)z—1 = 0.

Se tiene una cuadréatica en z la cual tiene solucién

. 14+i+/(1+i)24+8 14i+2y4+42i
B 4 - 4 '

El lector debe ser capaz de calcular la raiz cuadrada /4 + 2i y escribir las soluciones como un nimero
complejo de la forma z = x £ yi.

. Solucién del problema 34. Completando cuadrados se tiene x> + (y — b/2)? = b?/4, lo cual en términos de
numeros complejos corresponde a la circunferencia

bil*> b2 -
z — 5 =7 {por qué?
De aqui poniendo w = 1/z,
1oL, i) _ 8
w 2)\w 2) 4
(2 — ibw) (2 + ibw) = wwb?
Vwm + 2ib(—w + @) +4 = wwob?
2ib(—2i-imw) = -4
imw = 1
= 5
Recuerde que poniendo w = u + iv, se tiene —w + W = —2iv = —2i - im w, asi la solucién son las rectas
v = 1
=5

Donde para b # 0, se trata de rectas paralelas a eje real en el plano u, v.






Geometria hiperbolica

Ningtin libro de geometria universitaria estd completo sin el estudio
de otras geometrias. Histéricamente la geometria hiperbdlica aparece
al tratar de demostrar que el Postulado V de Euclides no era postu-
lado, sino teorema. Abreviando, el quinto postulado es un postulado
y durante la trifulca de centurias se descubrieron nuevas geometrias.
La historia de lo que he mencionado, un poco en broma por abreviar,
es en realidad un recorrido fascinante del desarrollo de una idea. Al
mirar de lejos, la forma en como evolucioné una teoria por més de dos
milenios, desde Euclides hasta los grandes matematicos del siglo XIX,
se evidencia la manera tortuosa y compleja como se desarrolla el pen-
samiento humano en general. El lector interesado en la parte histérica
de este tema puede consultar el libro de Greenberg?3.

Comenzaremos el estudio de la Geometria Hiperboélica con el mo-
delo de Poincaré por dos motivos. El primero es que este libro esta
dedicado a quienes por primera vez enfrentan la geometria axiomati-
ca y que liberarse de las imadgenes de la geometria euclidiana puede
resultar oneroso, al menos que se presente primero un modelo, como
haremos nosotros. La segunda razén es que quienes hayan cubierto
el capitulo de los ntimeros complejos de este libro tendrdn una fuerte
herramienta para comprender, desde el punto de vista de las transfor-
maciones, la esencia del modelo que veremos.

El modelo de Poincaré de la geometria hiperbélica

El universo del modelo de Poincaré de la geometria hiperboélica es
el interior del disco unitario, |z| < 1, del plano complejo C. Es decir,
la circunferencia |z| = 1 no estd incluida y se considera esta circun-
ferencia el infinito de este universo. Los puntos de este plano son los
puntos dentro del circulo que, como es costumbre, denotaremos con
mayusculas P, Q, ..., también, denotaremos a las rectas con mintscu-
las y las llamaremos /-rectas. Las /%-rectas son los didmetros de la
circunferencia y los arcos de las circunferencias que cortan a |z| = 1
perpendicularmente, es decir, arcos cuyas tangentes en el punto de
interseccién con la circunferencia unitaria son perpendiculares a las

% Marvin J. Greenberg. Euclidean and
non-Euclidean Geometries Development and
History. W. H. Freeman and Company,

1993

Figura 180: Las /-rectas de la figura son
las trayectorias que recorreria la luz en el
universo hiperbélico plano de Poincaré.

En los ejercicios correspondientes a este
capitulo indicaremos como construir con
compés las #-rectas.
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tangentes de dicha circunferencia. Nunca debe olvidarse que los puntos
de |z| = 1 no pertenecen al universo. Por artificial que pueda parecer al
principio este universo hiperbdlico, Poincaré mostré que si la luz obe-
decia cierta ley, la trayectoria que seguiria seria la de las 7%-rectas. Para
una aproximacién histérica y que toca varios modelos hiperbélicos, el
lector puede consultar el libro de Greenberg>4.

El lector debe liberarse de ciertos prejuicios. No porque nosotros
veamos el universo hiperbélico como un circulo, es un circulo para
los habitantes de ese universo. Y por poner sélo algunos ejemplos de
prejuicios, enumeramos los siguientes:

e No por que un punto parezca el centro de la circunferencia, es el
centro del universo hiperbélico. Todo punto del disco equidista del
infinito que nosotros vemos como |z| = 1.

e De lo anterior debe deducirse que la forma de medir en el univer-
so hiperbélico no es la forma como nosotros medimos, y podemos
adelantar que encontraremos una férmula que nos de la manera de
medir en ese universo, desde una perspectiva de observador fuera
de ese universo.

e No se cumplirdn muchos teoremas de la geometria euclidiana. La
suma de los dngulos de los tridngulos no miden 7, y los triangulos
son semejantes si y s6lo si son jcongruentes!

Cabe preguntar entonces ;qué es lo que si cumplen las %-rectas? La
respuesta es que satisfacen dentro del disco el Postulado II de Birkhoff
(postulado que estd en todas las axiomaticas de la geometria euclidia-
na), es decir, por dos puntos distintos pasa una y sélo una 7%-recta.

El postulado de Euclides que no se cumple es el equivalente al pos-
tulado que dice que, por un punto que no esta en una recta, existe solo
una paralela que pasa por ese punto. Pero antes de pasar al nuevo
postulado debemos tener una representaciéon de cémo son las rectas
paralelas en el modelo de Poincaré. La definicién de paralelas en este
modelo son rectas que no se cortan en el interior del circulo aunque
podrian tener un punto comun sobre |z| = 1. En la Figura 181 se
muestran varias /-rectas paralelas a la %Z-recta I.

Al entender en el modelo de Poincaré lo que son las representacio-
nes de paralelas, podemos ver que por un punto fuera de una recta
pasan infinitas paralelas. En la Figura 182, se muestran dos paralelas
m, n que pasan por P, paralelas a I. ;Puede el lector visualizar por qué
hay infinitas rectas paralelas a I que pasan por P?

En la Figura 183 una representacién de un tridngulo en el mode-
lo de Poincaré. Observe que la medida de los dngulos que nosotros
percibimos puede ser definida por el dngulo entre los arcos de la cir-
cunferencia que lo forman. Se puede demostrar que las suma de los

5 Marvin J. Greenberg. Euclidean and
non-Euclidean Geometries Development and
History. W. H. Freeman and Company,
1993

Figura 181: Todas las /-rectas de la figu-
ra, son paralelas a la %-recta [.

m

Figura 182: Por el punto P, pasan infini-
tas paralelas a I. En la figura se muestran
dos m, n.

[

Q

Figura 183: Se muestra un triangulo hi-
perbélico ordinario formado por tres /-
segmentos que unen los puntos P,Q y
R.



dngulos internos de todo triangulo hiperbdlico mide menos que 7 ra-
dianes.

Antes de pasar a la axiomadtica examinaremos un poco mas el mo-
delo de Poincaré. Lo primero que se debe hacer es determinar la forma
en que mediremos los segmentos y cudl es el grupo de isometrias, es
decir el grupo de transformaciones que preservan las medidas. Con
estas dos acciones, de acuerdo al enfoque de Klein, quedara determi-
nada completamente la geometria del modelo de Poincaré.

En el capitulo dedicado a los ndmeros complejos estudiamos con
algtn detalle las transformaciones racionales lineales, también llama-
das transformaciones de Mobius. Un subgrupo de tales transformacio-
nes, aquellas que transforman el disco unitario en sf mismo, forman
el grupo de isometrias del modelo de Poincaré. Dado que las transfor-
maciones racionales lineales dejan invariante la razén doble (también
definida y estudiada en el capitulo citado), la forma de medir la lon-
gitud de segmentos estard definida en términos de esta razén, como
veremos.

Medida de segmentos en el modelo de Poincaré

Dado un segmento AB se prolonga hasta encontrar las interseccio-
nes con la circunferencia unitaria. Sean «, B tales intersecciones. Aqui
es oportuno recordar que estos tltimos puntos no pertenecen al espa-
cio geométrico ya que |z| = 1 no pertenece al espacio. Se considerd la
razén doble

s~ ]

—K
A—a’
B

[o5]
=

(a,p, B, A) =

bN

Llegamos de esta manera a la siguiente definicién.

Definicién [Medida de un segmento hiperbélicol]. Se define la lon-
gitud m; (AB), del segmento AB, o lo que es lo mismo la distancia
hiperbolica de A a B denotada dj (A, B), mediante la formula

d
s (AB) = dy (A, B) Y log |(a, B, B, A)|. (131)
Nota. Observe que:

e Se toma el logaritmo del médulo de la razén doble, y para que la
medida sea positiva, debemos tener |(«, 8, B, A)| > 1.

e Lamedida debe satisfacer ciertas propiedades, por ejemplo, ser adi-
tiva, lo cual se cumple al tomar logaritmo como demostraremos.

e La invarianza de la medida bajo racionales lineales queda garanti-
zada por el Teorema [Invarianza de la razén doble bajo racionales
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Figura 184: Para medir un segmento en
el modelo de Poincaré se debe tomar la
razén doble (v, B, B, A), donde a y 8 es-
tan sobre la circunferencia [z| =1y Ay
B, son los extremos del segmento.
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lineales]. Pero antes de demostrar esto, debemos determinar cuales
transformaciones racionales lineales transforman la circunferencia
unitaria en la circunferencia unitaria.

En la axiomética de Birkhoff es fundamental poder medir segmen-
tos y dngulos. En la geometria hiperbélica mediremos los dngulos eu-
clidianos con los dngulos formados por las tangentes de los arcos de
circunferencia como se muestra en la Figura 186. También mediremos
la longitud de los segmentos como se ha definido en (131), por este
motivo, es pertinente formalizar lo que se entiende por una medida,
como haremos a continuacioén.

Proposicién. La funcién m, definida en el disco |z| < 1, es una medi-
da, es decir, satisface las siguientes propiedades:

i) Para todo A,B € {z € C : |z| < 1}, se cumple que m;(AB) es un
ntimero no negativo.

ii) La medida se conserva bajo isometrias, en el caso de la geometria
hiperbdlica, segmentos transformados por las funciones de la forma
Z p—

14
1 la] <1, |ul=1, (132)

flz)=p
se definen como congruentes.

iii) La medida de un segmento debe ser aditiva, es decir,si A — B —C
entonces

Demostracion. (ii) Comenzamos por demostrar que todas las funciones
de la forma (132) transforman el disco unitario en el disco unitario.

Sea w = ”%ﬂ’ con |a| <1y |u| =1, entonces
zZ—w
pr— —_— 1—7 pr— —_
W=p = w(l —wz) = pz — puo
& wHpx = (pu+aw)z
W+ pe
= zZ = —"
U+ aw

Ahora si zZ = |z|? < 1, es decir, si z esté en el disco unitario, se tiene

A

c’

Figura 185: Se muestran dos tridngu-
los hiperbdlicos congruentes. En geome-
tria hiperbdlica dos tridngulos son con-
gruentes si existe una funcién de la for-
ma (132) que transforma un tridngulo en
el otro.

(wH”X) (w+W>:zz<1 o (w+ pe)(@+7w) < (1 + aw) (i + o)

U+ aw W+ aw
& ([1—|af)fwl <1—|af?

& |w| <1,
donde uy = |u*> = 1y 1—|a]?> > 0, por hip6tesis. Asi, si |z| < 1,

se tiene |w| < 1, por lo que la funcién (132) transforma el interior del
disco unitario en el interior del disco unitario.



Ahora veremos que las funciones que transforman el disco unitario
en si mismo son necesariamente de la forma (132). En efecto, sea

Z—K

= L = )\7’
@ (2) z—o*

cualquiera transformacion racional lineal con « — a* # 0. Entonces,
esta transformacion es inyectiva en el plano complejo, L(ax) = 0y
L(a*) = o0. Asi, si |a| < 1, este punto es transformado en el centro de
la circunferencia unitaria. Si garantizamos que |z| = 1 se transforme
en [w| = 1y a* sea un punto exterior de la circunferencia unitaria,
entonces L transformaréa el disco unitario en si mismo, dada la conti-
nuidad de la funcién en el disco. Para garantizar que a* esté fuera del
disco unitario, basta poner

*
=
S|~

o o S
En efecto, Ta es un vector unitario en la direccién de a y como |a| < 1
o

entonces 1/|a| > 1, lo que garantiza que a* esté fuera de la circunfe-
rencia unitaria. Ahora notamos que

z—a zZ—u
w = A il ea——
z— = 1—uaz
oz
I
donde u = —aA. Finalmente, para comprobar que |z| = 1 es transfor-

mado en |w| = 1 basta ver que, siguiendo un procedimiento similar al
anterior:
Z—u w+ po
p— Al Z=————
1—-az u+wa

w=u

Por lo tanto, si |z| = 1 entonces zz = 1y

1= (SR (BEE) & (o )@ ) = (o ) (7 )

utwe) \ i+ wa
& |wP—laf) = [uP1 - |a?)

wl=1 & [uf=1,

donde 1 — |a|?> # 0, por hip6tesis. El lector debe comprobar por s
mismo los detalles del desarrollo anterior. Hemos demostrado asi que
toda transformacién del circulo unitario en si mismo es de la forma
(132).

Por otra parte hemos demostrado en capitulo de ntimeros comple-
jos que las transformaciones racionales lineales mantienen invariante
la razén doble (a, B, B, A) y por lo tanto la razén doble es invariante
bajo transformaciones de la forma (132). Por este motivo es coherente
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El punto a* es un punto simétrico res-
pecto a la circunferencia |z| = 1, en un
sentido preciso que se especificard en los
ejercicios.
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definir las isometrias del modelo de Poincaré en términos de transfor-
maciones de la forma (132).

(i) Establecida la veracidad de (ii), podemos demostrar que m, (AB) es
un nimero no negativo. Efectivamente, por (ii) y dado que las trans-
formaciones racionales lineales quedan determinadas por tres puntos
(de acuerdo a lo visto en el capitulo donde se estudian los niimeros
complejos, existe una funcién L, tal que la %-recta AB puede ser lleva-
da sobre el didmetro (—1,1), de tal forma que L(a) = —1, L(A) =0,
L(B) = B' > 0y L(B) = 1. Dado que la razon doble se conserva,
debemos tener

(2, B,B,A)| = |(-1,1,B,0)| = | o > L

como se desea demostrar. También de aqui se concluye que d4 (A, B) =
O0siysolosi A=B.
(iii) Si A — B — C, se tiene

my (AC) = log |(a, B,C, A)| = log|(x, B, B, A)| + log|(w, 8, C, B)),

dado que
i =
(a,B,B,A) = 5=, (a,,C,B) = <L
yi BB
y asi
g it g it g—a
(2, 8,C,A) = (a,8,B,A)(a, 8,C,B) = (A ’j) (3 f) -
A-p B-p A-p
Con lo cual se termina la demostracién de la proposicién. O

Nota. Hay otras propiedades que no demostramos de las transforma-
ciones racionales lineales y que son titiles en el modelo de Poincaré.
Por ejemplo, si dos curvas forman un angulo «, las imdgenes de estas
curvas bajo racionales lineales conservan el mismo angulo. Este hecho
se cumple en general para las funciones derivables de variable comple-
ja en los puntos donde la derivada es distinta de cero y por tal motivo
a tales transformaciones se les llama conformes. A pesar de que la de-
mostracién de este hecho no es dificil, requiere del uso de limites y por
lo tanto no lo estudiamos aqui, el lector interesado puede consultar el

libro de Ahlfors (op. cit) o el libro de Markushevich35.
Medida de dngulos en geometria hiperbdlica

Hay dos tipos de segmentos para quienes viven fuera del univer-
so hiperbélico: los que estdn sobre didmetros y los que estdn sobre

Figura 186: En el modelo de Poincaré se
pueden medir los dngulos entre rectas
como el dngulo entre las tangentes a las
circunferencias, debido a que las trans-
formaciones racionales lineales son con-
formes.

55 Alekséi Markushevich. Teoria de las
funciones analiticas. Editorial MIR Mos-
cu, 1970



circunferencias ortogonales a la circunferencia unitaria. De esta for-
ma hay tres tipos de dngulos: los formados solo por didmetros, los
formados solo por circunferencias y los formados por didmetros y cir-
cunferencias. Mediremos los dngulos de la misma manera que en la
geometria euclidiana, pero para los segmentos sobre circunferencias,
utilizaremos las tangentes a las circunferencias en los puntos que se
midan los dngulos como se muestra en la Figura 186.

Teorema de la suma de dngulos de tridngulos hiperbélicos

Conocidas las propiedades de las transformaciones racionales linea-
les podemos demostrar dentro del modelo de Poincaré de la geometria
hiperbélica un teorema fundamental, pero antes requerimos un lema.

Lema. Todo tridngulo hiperbélico en el modelo de Poincaré con un
vértice en 0 tiene dos lados y solo dos sobre radios de la circunferencia
lz| = 1.

Demostracion. Toda Z%-recta que pasa por 0 es necesariamente un did-
metro ya que si el punto a # 0 estd en la circunferencia unitaria, siem-
pre existe un didmetro que pasa por « y 0, tal didmetro es la tinica
/-recta que pasa por 0 y &, ya que por dos puntos distintos, pasa una
y solo una recta (ejercicio 1). Claramente un tridngulo que tiene dos la-
dos sobre didmetros no puede tener un tercer lado sobre un didmetro,
ya que la recta que contuviera a ese lado tendria que pasar por 0, al ser
didmetro, y por lo tanto los tres vértices del tridngulo serian colineales,
lo cual es una contradiccion con nuestra definicién de tridngulo. O

Teorema [Suma de angulos de tridngulos hiperbélicos] La suma de
los dngulos internos de un #%-tridngulo suman menos que 7.

Demostracion. Dado un tridngulo cualquiera AABC, existe una trans-
formacién racional lineal de la forma (132) que lleva cualquier vértice
que se desee al punto A’ = 0 del disco unitario. Sea A tal vértice lle-
vado al vértice A’ (reetiquetando los vértices si es necesario), y sea la
correspondencia ABC <+ A’B'C’. Por el lema anterior, el lado A’B’ esta
sobre un radio, al igual que A’C’ estd sobre un radio diferente del pri-
mero. Ahora el lado B'C’ estd sobre un arco de circunferencia que es
concavo hacia el vértice A’ del tridngulo AA’B'C’ (vea la Figura 187).
Esta concavidad opuesta al vértice A’ ocurre siempre dado que la /%-
recta formada por la circunferencia que pasa por B’ y C’ tiene centro
en el punto simétrico a A’ respecto a la circunferencia unitaria (vea
el gjercicio 3 para la construccién de los segmentos sobre circunferen-
cias). Puesto que los dngulos del tridngulo euclidiano con vértices en
A’,B’,C" suman 71, los dngulos del %-tridngulo A A’B’C’ suman menos
que 7. O
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c’

Figura 187: La suma de los dngulos in-
ternos de un %-tridngulo en el modelo
de Poincaré miden menos que 7. La de-
mostracion se hace trasladando uno de
los vértices del tridngulo al centro del
circulo |z| = 1.
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Nota. El lector debe hacer los ejercicios donde se dibujen tridngulos
hiperbdlicos y donde encuentre férmulas de las transformaciones ra-
cionales lineales para desarrollar intuicién en la geometria hiperbélica.
En la Figura 187, los tridngulos mostrados son tridngulos hiperbdli-
cos reales y el tridngulo AA'B'C’ se obtuvo de AABC mediante la

A
transformacion f(z) = i%+ donde A = 04i, B= —0.25+0.72i y
z

+i’
C = —0.66 + 1.45i, como puede comprobar el lector. En los ejercicios

también se indica cémo pueden construirse los segmentos hiperbélicos
con un compas.

En geometria hiperbdlica no hay rectdngulos

Finalmente, antes de comenzar a revisar un sistema de axiomas de
la geometria hiperbdlica, podemos mencionar uno de los resultados
que dieron fundamento a las teorfas geométricas no euclidianas que
se establece en el siguiente teorema. Para el lector que no tenga expe-
riencia en este tema se recomienda hacer los ejercicios 2a a 2d, antes de
estudiar la demostracion del siguiente teorema.

Teorema [Inexistencia de rectingulos en geometria hiperbélical. En
geometria hiperbdlica no existen rectdngulos, si en un cuadrilatero se
tienen tres dngulos rectos, necesariamente el cuarto dngulo mide me-
nos que 77/2.

Demostracion. La idea de la demostracién es construir paso a paso un
cuadrilatero con tres dngulos rectos congruente con cualquier cuadri-
latero que tenga tres angulos rectos y mostrar que es imposible que el
cuarto dngulo sea recto. Sea ABCD un cuadrilatero con tres dngulos
rectos ZA, /By ZC. Construimos un cuadrildtero congruente con el
dado (mediante una transformacion racional lineal) que denotaremos
con las mismas letras ABCD de tal forma que A sea el vértice del cua-
drildtero en el centro de circunferencia unitaria y sean B y D otros dos
vértices del cuadrilatero ubicados sobre dos radios perpendiculares de
la circunferencia unitaria. El segundo paso es construir el segundo seg-
mento del cuadrildtero que forme angulo recto con el radio que pasa
por AB. Para este fin se requiere construir una circunferencia ortogo-
nal a AB, la cual por las propiedades de la circunferencia vistas en el
capitulo que trata de las propiedades de la circunferencia (el lector de-
be justificar cudl teorema garantiza esto), debe tener su centro sobre el
rayo AB. Sea C el punto del cuadrildtero que estd en correspondencia
con el cuadrilatero inicial. Debemos construir el cuarto lado del cua-
drilatero de tal forma que el ZC sea recto. Para este fin se construye
la 7%-recta (es decir, la circunferencia ortogonal al arco) BC, que pasa
por C. El punto D esta determinado por la interseccién de esta tltima
/-recta con la /-recta que pasa por AD. Se afirma que el ZD no es



recto. Efectivamente, dado que AD es un radio, la %-recta ortogonal
a AD debe tener necesariamente su centro en el rayo AD, lo cual es

imposible si la %-recta debe pasar por C. U
A D A D
B B ;C

Nota. El hecho de que el dngulo D no es recto puede demostrarse
de manera analitica de la siguiente manera. Dado que el centro de la
circunferencia H que pasa por CD esta sobre el radio AD, debe tener
la forma H = x 4 01, es decir, im H = 0. Por otra parte el punto C debe
tener la forma C = ¢ + ¢4, con 0 < ¢1,¢cp <1y D =d; +0i. Con la
formula obtenida en 2b (vea la seccion de soluciones), el centro de la
circunferencia que pasa por CD ortogonal a |z| = 1, es decir, la %-recta
que pasa por CD debe tener centro en un punto de la forma:

_ —di(1+c2+c3)+ (c1 +ic)(1+d?)
—dlzimC !

H

el cual no tiene parte imaginaria 0, dado que c(1+d;) # 0. O

Axiomadticas de la geometria hiperbélica

Si recordamos como desarrollamos la geometria euclidiana con el
sistema de axiomas de Birkhoff, recordaremos que obtuvimos la si-
guiente cadena de implicaciones:

i) El Postulado LAL implica que la suma de los dngulos internos de
todo tridngulo suman 7.

ii) La suma de los angulos internos de todo tridngulo suma 7t implica
la existencia de una perpendicular tinica a una recta por un punto
dado.

iii) La existencia de una perpendicular tinica a una recta por un punto
dado implica la existencia de una paralela tinica a una recta por un
punto dado que no esté en la recta.

Abreviadamente y con simbolos:
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Figura 188: Se construye un 7%-
cuadrilatero congruente a un cuadriléte-
ro dado con el vértice A, en el centro del
la circunferencia unitaria y dos lados
sobre radios ortogonales. Si los angulos
LA, ZB y ZC son rectos, el ZD no
puede ser recto.

L7

C

Figura 189: El 4ngulo /D, de un #%-
cuadrilatero con tres dngulos rectos ZA,
/By ZC, no puede ser recto en geome-
tria hiperbdlica.

Postulado LAL = (Suma de Zs internos de todo A es 7t) = (3 L tnica)=- (3 || tnica.)



188

Desde un punto de vista de légica formal, la proposicion P = Q
es equivalente a -Q = —P. Por lo que si negamos la existencia de
una paralela tnica a una recta dada por un punto fuera de la recta se
obtiene la siguiente cadena de negaciones.

(A || tnica) = (A L tnica) = (3A cuya suma de Zs internos # 71) = No se cumple Postulado LAL.

No surge ninguna contradiccién al negar el quinto postulado o sus
equivalencias y aceptar los otros postulados de una axiomética dada.
Por ejemplo, en nuestro caso, aceptando los postulados LII, IIl y V,
con la negacién de la existencia de paralelas tinicas a una recta dada
por un punto dado, no solo no se obtienen contradicciones, sino que se
obtienen nuevas geometrias. Ahora bien hay dos formas de negar la
existencia de paralelas.

e Por un punto exterior a una recta pasa mds de una paralela.
e Por un punto exterior a una recta no pasa ninguna paralela.

Tomando estos puntos como postulados, se obtiene con el primer pun-
to la geometria hiperbdlica y con el segundo, una geometria eliptica.
De acuerdo con lo anterior, se puede construir un sistema axiomaético
para la geometria hiperbdlica, partiendo de los postulados I, II, III y
V del Capitulo El camino mds corto al Teorema de Pitdgoras, sin suponer
vélido el Postulado IV. En lugar del postulado IV, se puede considerar
valido el siguiente postulado.

Postulado hiperbélico. En la geometria hiperbélica existe al menos
una recta ¢ y un punto P, no en 7, tal que al menos dos rectas distintas
paralelas a # pasan por P.

Los sistemas axiomaticos de geometria hiperbélica que siguen este
camino generalmente demuestran primero el lema de inexistencia de
rectangulos, para luego demostrar el teorema de la suma de dngulos
internos como se enuncian a continuacion.

Lema [Inexistencia de rectdngulos]. En geometria hiperbélica no exis-
ten rectdngulos.

Teorema I-GH. Si existe un tridngulo cuya suma de dngulos internos
es 7T, entonces existe un rectdngulo. Si existe un rectdngulo, entonces
cada tridngulo tiene suma de dngulos internos igual a 7.

Combinando el Lema y el Teorema (anterior) se demuestra el si-
guiente resultado fundamental.

Teorema II-GH En geometria hiperbélica las suma de los dngulos in-
ternos de todo tridngulo es menor que 7.
Dado que en este libro hemos demostrado ambos resultados funda-

Figura 190: El Postulado hiperbélico su-
pone la existencia de al menos dos para-
lelas que pasan por un punto P, fuera de
una recta 7.



mentales en el modelo del disco de Poincaré, no volveremos a demos-
trarlos en el contexto puramente sintético. Muchos otros resultados
interesantes pueden deducirse dentro de la geometria hiperbélica, por
ejemplo:

e Tridngulos semejantes son necesariamente congruentes.

e El area de los /-tridngulos depende de la suma de los angulos in-
ternos del tridangulo.

o El drea de los /-triangulos es finita sin importar que los vértices del
tridngulo estén en el infinito, es decir sobre |z| = 1.

Dado que nuestro enfoque es meramente introductorio no desarro-
llaremos mas la teorfa. El lector interesado en estos y muchos otros
hechos fascinantes de la geometria hiperbélica, puede profundizar su
saber en los libros citados o bien en el libro de Coxeter.
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5 Harold S. M. Coxeter. Non-Euclidean
Geometry, sixth edition. The Mathematical
Association of America, 1998
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Ejercicios de geometria hiperbélica

1. Demuestre que por dos puntos distintos en el interior del disco unitario pasa una y sélo una %-recta.

2. Para dibujar los segmentos hiperbélicos AB como los de los triangulos de la Figura 185, se debe construir
una circunferencia ortogonal a |z| = 1 que pase por A y B. La construccién puede hacerse de la manera
siguiente: Sean &« = a1 +iny y p = B1 +iB, con |a|, |B| < 1. Se desea encontrar el centro a de la
circunferencia & que pasa por « y B ortogonal a |z| = 1.

a) Demuestre que si & es ortogonal al disco unitario y tiene radio r entonces |a| = 1 + 2.

b) Se tienen como incégnitas el centro a4 y el radio v de €. Junto con el inciso (2a), use las ecuaciones
o —a| =ry |B—0b| =rparacalcularay r.
Sugerencia: ;Por qué se cumplen las tltimas relaciones? No olvide que es mejor trabajar con los
médulos al cuadrado zZ = |z|?, para resolver ecuaciones.

c) Haga un programa computacional que determine a y r para cualquiera a y .

d) Haga un programa computacional donde la pueda calcularse transformacién (132) para cualquier z y
cualesquiera parametros y, .

3. Utilice los programas del ejercicio anterior para dibujar con GeoGebra los 7%-tridngulos con vértices en:

a) A=5+5i,B=02+3iyC=—.1+.4i.

by A=—-7+5,B=01-1liyC=—.1+.4i.

c) Use el gjercicio (2¢) para transformar los tridngulos de los incisos anteriores en tridngulos que lleven
uno de los vértices al centro del circulo unitario.

4. Con la experiencia adquirida en los ejercicios anteriores muestre con tres ejemplos que tridngulos con un
vértice en (0,0) tiene dos lados sobre los radios de la circunferencia |z| = 1.

5. Demuestre que el centro de la circunferencia ¥, ortogonal al disco unitario, es el simétrico a* del punto
«, respecto a la circunferencia unitaria en la transformacién (132).

6. Demuestre que se cumple |z*| - |z| = 1, con lo cual se determina la transformacién de inversion para la
circunferencia |z| = 1. Demuestre que en general |z* —a| - |z — a| = r?> determina la transformacién de

inversion para la circunferencia |z —a| = r.

7. Demuestre que las transformaciones de la forma (132) forman un grupo.

Axiomdticas de la geometria hiperbélica

Para el desarrollo tedrico de otras axiomaticas se requiere antes de abordarlas conocer equivalencias al
Postulado V de Euclides. Los siguientes ejercicios estdn dedicados a tal actividad. Para conveniencia del
lector repetimos aqui el enunciado del Postulado V de Euclides:

Postulado V [Euclides]. Si dos rectas son cortadas por una transversal de tal manera que la suma de los
angulos colaterales internos de un lado de la transversal suman menos que dos dngulos rectos, entonces
las rectas se intersecan del mismo lado en el que se encuentran dichos dngulos.

También se requiere el axioma de paralelismo de Hilbert:

Axioma de paralelismo [Hilbert]. Para cada recta £ en el plano y cada punto P no en 7, existe a lo més
una recta 7z que pasa por P tal que 7z es paralela a #.
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8. Demuestre que el quinto postulado de Euclides y el axioma de paralelismo de Hilbert son equivalentes.

9. Demuestre que el axioma de paralelismo de Hilbert es equivalente a que si una recta corta a una de dos
rectas paralelas, entonces también corta a la otra.

10. Demuestre que el axioma de paralelismo de Hilbert es equivalente a que si 7 es transversal a ¢, 7,
£ || m,y¢ L ¢ entonces ¢ L m.

11. Demuestre que el axioma de paralelismo de Hilbert es equivalente a que la suma los dngulos internos
de todo tridngulo es 7.

12. Se define rectdngulo como un cuadrildtero cuyos cuatro angulos internos miden cada uno 71/2. Demues-
tre que si existe un tridngulo cuya suma de dngulos es 7, entonces existe un rectdngulo, y si existe un
rectdngulo, entonces la suma de los dngulos internos de todo triangulo es 7.

13. Se define el defecto § de un tridngulo como la diferencia entre 7t y la suma de los dngulos internos.
Demuestre que si existe un tridngulo con § > 0, entonces todos los tridngulos tienen § > 0.
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Soluciones de los ejercicios de geometria hiperbdlica

1. Solucién del problema 1. Es conocido que por un par de puntos distintos del plano pasan infinitas cir-
cunferencias. Lo que se afirma, sin embargo, es que por un par de puntos distintos en el interior de la
circunferencia unitaria pasa una y solo una circunferencia ortogonal a ella, o bien, los puntos estdn sobre
un didmetro de la circunferencia. Sean & = a1 + ayi, B = B1 + B2i dos puntos en el interior de la circun-
ferencia |z| = 1y sea |z — a| = r una circunferencia con centro en a = aj + api y radio r, ortogonal a la
circunferencia unitaria. Se desea demostrar que existen tinicos a y  dados a y .

Entonces dada la condicién de ortogonalidad de las circunferencias se debe tener por el teorema de

Pitagoras:
la|> =142 (133)
|z—a|l =7
o—
a
Figura 191: La circunferencia |z| = 1y
Tenemos |1,z+7rg|7:a2r son ortogonales si y solo si

P=|z—a?® = (z—a)z—7)

= |z 4 |a)* +az +az
Al sustituir en la dltima ecuacién la identidad (133), obtenemos
|z|? +2re (aZ) +1 =0 (134)

Al sustituir en la ecuacién (134) z = a y z = 5, obtenemos un sistema lineal para a, el cual queda
perfectamente determinado cuando los puntos no estan sobre un didmetro de la circunferencia unitaria.
Efectivamente, se tiene el sistema

(a2 +ad) +1

K141 + &pa; = — 5
2, 2
+p5) +1
Ahora, como el determinante ;1 ;2 = 1By — apB1 # 0, puesto que los puntos & y B no estdn sobre el
1 P2

mismo didmetro, el sistema tiene solucién tinica para a = a; + axi. O
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2. Solucién del problema 2a. Esta parte ya se resolvid en el problema 1, vea la Figura 191.

3. Solucién del problema 2b. Conocidos « y j, se obtienen las ecuaciones

aw+an = 14 |af?
ap+ap = 1+|pP

de donde, para puntos que no estdn sobre el mismo didmetro, se obtiene la solucién

1+ |a?> «
B 148> B B a2 —a—a|B?
ap—ap ap—ap
o= 1+

4. Solucién del problema 2c. Los programas computacionales permiten definir funciones, por ejemplo en Md-
xima, basta definir una funcién f como sigue:

_ BtlaPB—a—alp]?
f(DC_, IB—) T E,B - DCB

solo debe tenerse cuidado en escribir los médulos y los conjugados de los niimeros complejos con la

7

sintaxis pertinente en cada programa.

5. Solucién del problema 7. Se desea demostrar que el conjunto

zZ+w
L={f: -y 1 =1

GL={fic~ i) =ntty, W<y =1

con la operacién o : GL x GL — GL, definida por (f1 o fo) = f1(f2(z)), satisface las propiedades: i) La
operacién es cerrada en GL; ii) La operacion es asociativa; iii) existe I € GL tal que para toda f € GL,
fol=1Iof=f;iv)paratoda f € GLexiste f~! € GLtalque fof ' =flof =1

En los problemas del capitulo de niimeros complejos se demostré que para componer funciones racionales
lineales basta multiplicar sus matrices asociadas y dado que toda transformacioén de la forma (132) tiene

oo —Hax
-x 1 /7

basta multiplicar tales matrices, para comprobar las propiedades de grupo. Para demostrar (i) debemos

asociada una matriz de la forma

comprobar que al componer dos funciones de la forma (132), f1(z) = u; %, fa(z) = VZ%r
se obtiene una funcién de la misma forma. Para este fin multiplicamos las matrices asociadas, y asf

i ) [ p2 —p2az) a2 T & —Hipae2 — ik

—Qq 1 —a 1 —01 Yy — Ko Moo +1

pipa(1+ @) —pp(fiom +a2) |
—(Hoa1 +a2) 1+ poasmy
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De esta manera podemos escribir

(fiofo)(z) = Ptz (1 + olan1)z — o (o1 + )
— (o1 + a2)z + (1 + pootty)
2
Z —
) |z|2mm—ﬁzfl' (135)
1+ inx

2
donde v =1+ aoa1y B = . Dado que ’|1|2y”42 =1, la ecuacién (135) tiene la forma (132),

con lo que se ha demostrado la propiedad (i) de grupo.

La asociatividad de la operacién “o”, fue demostrada para las funciones racionales lineales en general en
los ejercicios de niimeros complejos. La funcion identidad f(z) = z ciertamente tiene la forma (132), con
a« =& = 0y u = 1. Finalmente, la funcién cuya matriz asociada es

1 (1 ;wc)
p—la?) @ p )’

corresponde a la inversa a una f de la forma (132), como el lector puede comprobar por s{ mismo mul-
tiplicando las matrices. A partir de la matriz anterior la transformacién inversa de f puede escribirse

como ) )
1, 1a
fﬁl(z) _ P‘;Z+ Hﬁ,
fz+1
I3
1 . .
la cual, dado que ﬁ =1, ciertamente tiene la forma (132). O

6. Solucién del problema 8. Suponga verdadero el axioma de paralelismo de Hilbert. Sean # y 7z un par de
rectas cortadas por una transversal ¢, tal que las rectas forman con la transversal dngulos colaterales
internos cuya suma de medidas es menor que 7r. Sea P el punto de intersecciéon de 7z con ¢. Por el
axioma de Hilbert existe una tnica paralela a £ que pasa por P y por lo tanto esta recta no puede ser
m ya que rectas paralelas forman colaterales internos cuyas medidas suman 7. Como Z y 72 no son
paralelas, entonces se intersecan y lo hacen del lado que estan los colaterales internos en cuestién ya que
si no lo hicieran de tal lado se violaria el teorema de la suma de los dngulos internos de un tridangulo
(demtestrelo).

7. Solucién del problema 9. Suponga verdadero el axioma de paralelismo de Hilbert. Sean # y 72 cortadas por
una transversal ¢ y suponga que esta recta solo corta a 7z en el punto P. Entonces ¢ seria paralela a £ con
lo que se tiene una contradiccién, ya que habria dos paralelas a £ que pasarian por el punto P.



Otras geometrias

Ademads de la geometria euclidiana y de la geometria hiperbdlica
existen otras geometrias. Estudiaremos de manera introductoria algu-
nos temas relacionados con la geometria afin y con la geometria pro-
yectiva. Nuestro acercamiento sera a partir del concepto de grupo de
transformaciones e invariantes bajo la accion de tales grupos. El enfo-
que de grupos, introducido por Klein>7, se considera como la version
moderna de la geometria y no emprenderemos la via sintética. Quien
desee introducirse al estudio axiomatico deductivo puede hacerlo en
los libros de Coxeter3®,59, por ejemplo.

El programa de Klein

El programa de Klein consiste en el uso de invariantes bajo grupos
de transformaciones, semejante al que utilizamos al estudiar la geo-
metria hiperbélica. Por ejemplo, estudiamos las transformaciones ra-
i 2 +a
. —az+1 .
con z € C. A partir de estas transformaciones, se definieron dos /-

cionales lineales de la forma f(z) =e sobre el disco |z| < 1,
tridngulos como congruentes si existe una transformacién de la forma
dada que lleve un /%-tridangulo en otro. Aquellos lectores que realiza-
ron los problemas correspondientes a grupos del capitulo anterior, no
tendrdn problema en la formalizacién que llevaremos a cabo. La idea
bésica de los grupos de transformaciones en geometria nace de la po-
sibilidad de superponer una figura geométrica sobre otra e incorporar
estos movimientos como una posibilidad vélida en la argumentacion.
Por ejemplo, el famoso Teorema I.5 de los elementos de Euclides (op.
cit.) en muchas cartillas de geometria es demostrado imaginando que
se puede sacar el tridngulo del plano, invertirlo y superponerlo sobre
s{ mismo, con lo que “de acuerdo a las viejas cartillas” demuestra que
en un tridngulo isésceles a lados iguales se oponen dngulos iguales.
Este tipo de movimientos que seguramente fue la fuente empirica de
muchos teoremas de congruencia, fue soslayado y considerado como
no vélido, hasta que pudo ser formalizado con la teoria de los grupos
de transformaciones.

57 Felix Klein.  Elementary Mathematics
from an advanced standpoint Geometry. Do-
ver Publications Inc, 2004

53 Harold S. M. Coxeter. Projective Geo-
metry, second edition. — Springer-Verlag
New York Berlin Heidelberg, 1987

59 Harold S. M. Coxeter. Introduction to
Geometry. John Wiley & Sons, Inc., 1969
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Basicamente, en geometria euclidiana a partir de Klein, son consi-
derados vélidos los movimientos de traslacién, rotacién y reflexion,
como el mostrado en la Figura 192, o un movimiento seguido de otro
de los mencionados (composicién de transformaciones).

Es fundamental que exista la posibilidad de revertir los movimien-
tos, lo cual implica la existencia de transformaciones inversas. También
es fundamental que se puedan hacer més de dos operaciones consecu-
tivas, lo que implica la propiedad asociativa. Ademds, tomando como
modelo los movimientos de la geometria euclidiana, lo mds bdsico es
que una vez realizado el movimiento, se conserven los angulos y la
longitud de los segmentos. Los conceptos fundamentales se definen a
continuacion.

Definicién [Isometrial. Dada una transformacién T : V — W don-
de V, W son espacios donde se ha definido la distancia entre puntos
dy, dw, respectivamente en cada espacio, se dice que T es una isometria
siy solo si para todo v, v € V, se tiene

dy(v1,v2) = dw (T (v1), T(v2)).

Nota. Consideraremos solamente transformaciones T : V — V, es de-
cir, transformaciones de un espacio en s mismo, por lo que se omitirdn
los subindices V, W en la notacion.

Ejemplo. En C, las rotaciones, traslaciones y reflexiones son isometrias.
Efectivamente, la transformacién T : C — C, definida por
T(z)=z+a, a#0,
es una traslacion y se tiene, dado que d(z1,22) = |z1 — 22|,
T(z1) = T(z2)| = [21+a—(22+4a))
= |z1— 2.

Las rotaciones R : C — C, al rededor del origen en un dngulo 6, son
las transformaciones definidas por

R(z) = ¢z
con lo que observamos que
[R(z1) = R(z2)] = [°(z1 — )]
= [¢*||z1 — |
= |z1— 2l

Finalmente, las reflexiones S : C — C, respecto a una recta [ que pasa
por el origen y que forma un dngulo ¢ con respecto al eje real, se
definen mediante la férmula:

S(z) = %9z,

Figura 192: Si se piensa en los tridngu-
los AABC y ABAC de la figura como
tridngulos de papel se puede superpo-
ner uno sobre otro al sacar uno del plano
girdndolo, con lo cual se obtiene una re-
flexion.



y por lo tanto,

S(z1) = S(z2)| = [*(z1 —2)|
= |z1 — 2z
= |Z1 —Zz|-

Con lo que concluimos que las traslaciones, rotaciones y reflexiones
en C son isometrias.

Notamos que cada una de las isometrias de C tienen una inversa
bajo composicién de funciones:

a) La inversa de la traslacion T(z) = z +a es la funcion T~1(z) =
z — a. Efectivamente,

(ToT ™ HN(z)=T(z—a)=(z—a)+a=z

b) La inversa de la rotaciéon R(z) = ¢z es la rotacién R71(z) = e,

Claramente,

(RoR™1)(z) = R(e7z) = e (e72) = 2.

c) La inversa de una reflexién es la reflexién misma dado que

S(e29'Z) = e2ie20iz
2P o207

(SoS)(z)

= Z

Con el ejemplo anterior queda motivada la siguiente definicién de
grupo, a la cual el lector diligente conocié probablemente desde los
ejercicios de trigonometria.

Definicién [Grupo]. Un grupo es un conjunto G donde se ha definido
una operaciéon o : G x G — G tal que para todo T, R, S € G, se tiene:

i) To(RoS)=(ToR)oS.
ii) Existe ] € Gtalque paratodaT € G, IoT=Tol=T.
iii) Paratoda T € G, existe T"' € Gtalque ToT ' =T 1oT =1.

Nota. Para el grupo de isometrias de C, tenemos que I(z) = z, llama-
da transformacion identidad, o simplemente identidad, la cual satisface las
propiedades de grupo y claramente, la operacién o es la composicién
de transformaciones (S o T)(z) e S(T(z)). La propiedad de grupo (i)
nos dice que la operacién binaria o puede extenderse de dos a cual-
quier nimero de elementos sin dificultad y que en realidad, es valido
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w

S(z) = 'z

o _
z

Figura 193: En C la reflexién de un pun-
to z, respecto a una recta /, la cual forma
un angulo ¢ con el eje real, se obtiene a
partir del conjugado z, al rotarlo un an-
gulo 2¢.
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omitir los paréntesis al componer tres o més funciones. Debe observar-
se que la operacién en un grupo no requiere ser conmutativa, en general
la composicién de transformaciones no conmuta.

Ejemplo [Isometrias en C]. El conjunto de isometrias en C forma un
grupo. El grupo completo de isometrias en C debe incluir la reflexién
deslizada la cual es la composicién de reflexién respecto a una recta
seguida de una traslacion.

Ejemplo [Isometrias en geometria hiperbdlical. Las transformaciones
o Z+w

delaforma f(z) = ¢ ————

/() —az+1

un grupo de isometrias con la distancia 44, definida entre puntos A, B,

sobre el disco |z| < 1, con z € C forman

en el disco dada por

ds (A, B) Y log|(a, B,B,A),

donde (&, B, B, A) es la razén doble de los puntos A, B con los puntos
sobre la circunferencia unitaria, estando A, B, «,  sobre una circunfe-
rencia ortogonal a |z| = 1, como se estudi6 en el capitulo dedicado
a la geometria hiperbdlica. La demostracién de este hecho fascinante
se dej6 como ejercicio en el capitulo anterior y se recomienda al lec-
tor realizarlo, o al menos estudiar la solucién dada al final del mismo
capitulo.

Congruencia en general

Dado un grupo de transformaciones definido sobre un espacio da-
do, se definen conjuntos congruentes como aquellos para los cuales
existe una transformaciéon que lleva un conjunto en otro, mas formal-
mente:

Definiciéon [Conjuntos congruentes]. Dados dos conjuntos A, A’ en
un espacio V se dice que son congruentes si y solo si existe una trans-
formaciéon T : V — V, la cual es elemento de un grupo de transforma-
ciones tal que T(A) = A’, donde T(A) = {T(x), Vxe A}

Nota. Observe la generalidad de la definicién de congruencia. Si el
grupo de transformaciones es un grupo de isometrias, la definicién de
congruencia coincide en el plano euclidiano con la idea de congruencia
manejada desde tiempos de Euclides, es decir la idea de que una figura
(o conjunto de puntos cualquiera) puede superponerse sobre otro de
tal manera que coincidan exactamente. La idea de que dos tridngulos
hiperbélicos aparentemente distintos son congruentes dado que existe
una transformacién racional lineal que lleva uno a otro, probablemente
chocé con la intuicion del lector. Sin embargo, la posibilidad de llevar
un tridngulo hiperbélico o un poligono hiperbdlico a otro maés facil

A

B

Figura 194: Dos tridangulos hiperbélicos
son congruentes si existe una transfor-
macioén del grupo de isometrias del dis-
co de Poincaré que lleva un tridngulo a
otro. En la figura se muestran un par de
/-tridngulos congruentes.



de visualizar, es fundamental para demostrar hechos en el enfoque
de Klein de la geometria, como veremos en la siguiente seccién, aun
cuando las transformaciones no sean isometrias.

Un primer acercamiento a la geometria afin

En la geometria afin nos interesan las transformaciones que llevan
rectas en rectas y que conservan las proporciones entre segmentos y
las incidencias de rectas. No son de interés los dngulos ni las distancias
entre puntos. A pesar de lo simple que pueda parecer esta geometria
los teoremas de Menelao y Ceva son teoremas bésicos en estd teoria y
seran facilmente demostrados mediante las transformaciones afines.

Coordenadas baricéntricas de puntos colineales

Las coordenadas baricéntricas son fundamentales para el estudio de
la geometria afin. Si A, B, C son puntos sobre una recta, dado el Postu-
lado I de Birkhoff podemos establecer una correspondencia biunivoca
entre R y los puntos de tal recta. Sean x4, xp, x¢c, los niimeros reales
dados por tal correspondencia. Se tiene el siguiente lema.

Lema [Coordenadas baricéntricas sobre una rectal. Si A, B, C, son
tres puntos colineales distintos, entonces existen «, B € IR, tales que
o, B#0,a+B=1y

Xc = axy + Bxp. (136)

XC — XB BZXA—XC

XA — XB XA — XB
tamente a (136). 0

Demostracion. Poniendo a = , se llega inmedia-

Nota. El lector con conocimientos de sistemas de ecuaciones observara
que a y B se calculan simplemente resolviendo el sistema

axp+Pxp = xc
x+p = L

Proporciones con signo

Xpa—xc 1-—ua
Xp—Xc =«
determina si el punto C esta en el interior del segmento o fuera de este.

Lema [Proporciones con signo]. El signo del cociente

Si C esta fuera de AB, el signo es negativo, si estd en el interior de AB,
el signo es positivo.

Demostracion. Observe que si x4 < xc < Xp, se tiene que

B

Xc—X X4 — X
c A__ 74 C:—E>O 0 sea ;<0.

Xp — XC XB — XC o
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Figura 195: El signo de (1 — &)/« deter-
mina si xc estd dentro o fuera del seg-
mento (x4, xp).
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Por otra parte, si por ejemplo x4 < xp < x,

xa—xc _ B
Xp — X¢C o

>0,
yaque x4 —xc <0y xp—xc <0.
También, si xc < x4 < X3,

Xxa—xc P
XB — XC o

> 0.

ya que xg —xc > 0y x4 —xc > 0. Con un argumento similar se puede
verificar que el lema se cumple si x4 > xp, el lector debe completar
los detalles como ejercicio. O

Resumiendo si A, B, C, son tres puntos distintos y x4, xp, xc son
los ntimeros correspondientes sobre la recta respectivos, el cociente

. X — X . . .
de incrementos % determinasi A—C—B,osiC—A—B, o
A — 4AB
si A — B — C, es decir, determina si C estd entre A y B, o fuera del

segmento AB.

Coordenadas baricéntricas dados tres puntos no colineales

Por la seccién anterior dados tres puntos colineales distintos con
numeros asignados por el Postulado I de Birkhoff, x4, xg y x¢, po-
demos encontrar nimeros «,f tales que a,8 # Oya+p =1y
xc = axy + Bxp. Este hecho puede ser usado para determinar coor-
denadas baricéntricas en una recta poniendo en correspondencia con
el punto C sobre la recta AB las coordenadas (&, 8) 4p. Estas coorde-
nadas pueden usarse para los mismos puntos A y B si consideramos
que x4 = lxg +0xp y xp = Ox4 + lxp asi los puntos A, B, C tienen
asignadas las coordenadas

A & (110)AB
B + (0,1)ap
C < (wp)as

Claramente al escoger el punto A como determinante de la prime-
ra coordenada es totalmente arbitrario y puede escogerse cualquiera
de los otros puntos de la recta como referencia. El par de nimeros
(«, B) ap se llaman coordenadas baricéntricas del punto C con respecto al
marco AB.
Ejemplo. El punto medio de un segmento AB cualquiera tiene coor-
denadas (1/2,1/2) 4p. Observe que ningun punto sobre la recta AB,
tiene coordenadas (0,0) 45.

Las coordenadas baricéntricas se pueden generalizar para localizar
cualquier punto en el plano dados tres puntos no colineales, como
mostraremos a continuacion.



Lema [Coordenadas baricéntricas de tres puntos no colineales]. Da-
do un tridngulo AABC y un punto D en el plano que no esté sobre
ninguno de los lados del tridngulo, existen 4, b tales que a,b # 0y

xp =axa +bxg+ (1 —a—Db)xc, (137)

donde xp es el ndmero real que corresponde al punto D (por el Pos-
tulado IIT [Angulos en correspondencia con RR] sobre la recta que pa-
sa por C y D. Se dice que xp es una combinacién convexa del marco
A, B, C.

Demostracion. Sea T el punto de interseccién de la recta CD con la recta
AB (el cual existe por el Postulado ITI [Angulos en correspondencia con
R], tomando el angulo ZACB). Entonces por el Lema [Proporciones
con signo], existe v tal que

xp = yxr + (1 = 7)xc.

Ademads, dado que x1 estd sobre el segmento AB por construccion,
existe « tal que
xr=waxs + (1 —a)xp.

Por lo tanto
xp = yaxg +7(1—a)xp + (1 —7)xc.

Sean a = ya y b = v — ya, entonces v = a + b y se obtiene (137). U
Nota. Si se define c =1 —a — b en (137), se obtiene

Xp = axs +bxg+cxc, cona+b+c=1,

que es como normalmente se presentan las coordenadas baricéntricas
de un triangulo.

Definiciéon [Coordenadas baricéntricas]. Los coeficientes a, b, ¢ deter-
minados por la combinacién convexa xp = ax4 + bxp + cxc, se llaman
coordenadas baricéntricas del punto D, respecto del triangulo AABC.
Una vez que se fija un tridngulo AABC, como referencia se escribe

D=aA+bB+cC, a+b+c=1,

y se dice que las coordenadas baricéntricas de D, son (4, b, ¢) respecto
del triangulo AABC.

Ejemplo. Por ejemplo, para los vértices del tridngulo de referencia,
se tienen las coordenadas baricéntricas A = (1,0,0), B = (0,1,0) y
C = (0,0,1). Para los lados del triangulo se tiene, por ejemplo, que
los puntos en AB deben tener la forma (a,b,0). Note que ningtin pun-
to tiene coordenadas baricéntricas (0,0,0). Note que el baricentro del
tridngulo tiene coordenadas (1/3,1/3,1/3) y que la suma de las coor-
denadas baricéntricas siempre debe dar 1.
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Figura 196: Los coeficientes a, b, ¢ de-
terminados por la combinacién convexa
Xp = ax + bxg + cxc se llaman coor-
denadas baricéntricas del punto D respec-
to al tridngulo AABC, y suele escribirse
D = (a,b,¢).
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Vectores en el plano of

Los segmentos orientados o flechas que ahora estudiaremos, son lla-
mados vectores por fisicos e ingenieros, mientras que en matemdticas
el concepto de vector es mucho mas amplio. Un vector es un elemento
de un espacio vectorial y no tiene por que tener una representacién
pictérica como flecha. Por ejemplo, en el espacio de funciones conti-
nuas de R a IR, todas las funciones continuas son vectores, sin que ten-
gan en absoluto asociada una representacion de flecha. Por otra parte,
las flechas son muy utilizadas en campos vectoriales para representar
velocidades, fuerzas, etcétera. Los segmentos orientados o vectores li-
bres estdn plenamente justificados y definidos, como veremos, en la
geometria afin. Una vez definidos los vectores libres estos pueden ser
incorporados en el plano R?, lo que lleva, segtin mi experiencia, a al-
guna confusion entre los lectores inexpertos entre la nocién de punto
y vector. Espero que la siguiente presentacion ayude a esclarecer las
dudas que surgen al comienzo del estudio de la geometria analitica.

Segmentos orientados libres

La calificacion de “libres” para los segmentos orientados que con-
sideraremos vectores (y que puede demostrarse que son elementos de
un espacio vectorial) corresponde a que en realidad estos objetos no
estdn fijos sobre ninguna recta en especifico. Dos vectores del tipo que
consideraremos se consideran iguales si tienen la misma magnitud y
direccién, aunque sean paralelos, es decir que dos vectores se consi-
deran iguales aunque tengan puntos iniciales y finales distintos lo que
no ocurre con los segmentos a los cuales se consideran distintos, por
el solo hecho de tener puntos iniciales y finales distintos.

Nota. En algunos libros y software para distinguir entre vectores y pun-
tos se usan diferentes notaciones, por ejemplo, en GeoGebra un vector
siempre se denota con mintscula y se utiliza un vector columna pa-
ra determinar sus coordenadas, mientras que los puntos se denotan
con maytsculas y se describen como matriz renglén. Sin embargo mu-

Figura 197: a) Los segmentos A — P — B
y C— P — D, son considerados distin-
tos por el solo hecho de estar en rectas
distintas. b) Contrariamente, los vectores
representados con flechas son iguales si
tienen la misma magnitud y direccién.
En esta figura todos los vectores son el
mismo vector u, a pesar de que tienen
diferentes puntos iniciales y finales.



chos libros no distinguen con ninguna notacién entre vectores y pun-
tos, dada la correspondencia biunivoca que existe entre los segmentos
orientados libres y los vectores de posicién, como explicaremos mas
adelante.

En un plano &, se fija por el momento un punto O, que seréa refe-
rencia para definir los segmentos orientados libres llamados también
flechas o vectores. Veremos que en realidad no se requiere en absolu-
to este punto. Dado un punto cualquiera P del plano se construye el
segmento orientado OP con punto inicial O y punto final P lo cual se
representa con una flecha que termina en P.

Al segmento OP se le llama vector de posicion de P respecto de O.

Definicién [Vector en el plano &/]. Dados dos puntos cualquiera P, Q €
o, se define el vector PQ, lo cual se representa con una flecha que co-
mienza en P y termina en Q, como el segmento orientado que va de P
a Q. Denotamos —P(Q), al segmento orientado que va de Q a P. La lon-
gitud del vector 1@, denotada H@H, es la longitud del segmento PQ.
Todos los vectores con la misma magnitud y orientacién se consideran
equivalentes.

Existe una correspondencia biunivoca entre los puntos del plano &/
y los vectores. A cada punto P del plano se le pone en correspondencia
con su vector de posicién respecto a O y reciprocamente para cada

N
vector I@ existe un tnico punto Q' tal que l@ = 0Q'. A los vectores
o flechas del plano &, se les denota con letras mintsculas en negritas o
simplemente con letras mindsculas cuando no hay lugar a confusién,
por ejemplo, q = Iﬁ

Definiciéon [Suma de vectores].
Siu= Iﬁ yVv= Q? entonces

u—l—v:@Jr(jing;ﬁ. (138)

El lector debe observar que la definicién (138) corresponde al diagrama
del paralelogramo de suma de fuerzas que se ensefia en la educacién
media regularmente en los cursos de fisica y que se muestra en la
Figura 199.

Nota. El lector no experimentado puede pensar que esta definicion
estd limitada al caso en el que los vectores tienen un punto en comiin,
lo cual no ocurre dado que siempre existe un vector equivalente a un
vector dado que puede ponerse con punto inicial el punto final del
vector al que se quiera sumar. Por ello es que llamamos a los vectores
flechas definidos anteriormente, segmentos orientados libres.

Definicién [Producto por un escalar en el plano &/]. Para todo &« € R
y todo vector r en el plano &, se define el producto por un escalar
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Pq

Figura 198: Se parte de un punto O, en
el plano ¢, y dado un punto cualquiera
P, se construye un segmento orientado
OP, cuya orientacién estd representada
por la flecha que va de O a P.

Figura 199: La suma de vectores se de-
fine mediante la relacién (138). Observe
que dado que los vectores son libres es
posible visualizar que u +v = v+ u, des-
de el punto de vista geométrico.
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mediante la férmula
ap Y 20P. (139)

Alternativamente, si u = Iﬁ, entonces

au = al@,

es decir, el vector zx@ tiene longitud |«|||PQ| y la misma orientacién
que PQ, si « > 0y la orientacién contraria, si & < 0. El vector cero

—d
020w, oeR,
definido para toda U, tiene longitud cero y no tiene orientacién algu-
na.

Si el lector ha comprendido el concepto de segmentos orientados
libres no tendra dificultad en asimilar la siguiente definicién.

Definicién [Vectores paralelos]. Dos vectores Iﬁ y 1@ en el plano &
se dicen paralelos si y solo si existe un a € R tal que

PO = a RS.

Nota. Un conjunto V donde se ha definido una operacién + tal que
(V,+) es grupo conmutativo respecto a esta operacion y donde se
ha definido ademads la multiplicacién por un escalar donde el escalar
es elemento de un campo K se llama espacio vectorial si ademads se
cumplen:

a) Paratodou € V,1u = u, donde 1 € K es el neutro multiplicativo
de K.

b) Paratodow,f € Kyu eV, a(Bu) = (af)u.
c) Paratodow,p e Kyu eV, (a+ pu) = au+ pu.
d) Paratodoa € Ky u,v eV, a(u+v) = au+ av.

Puede demostrarse, y el lector lo puede hacer como ejercicio, si asi lo
desea, que el conjunto de segmentos orientados libres o flechas defini-
das sobre el plano & es efectivamente un espacio vectorial. Por ejemplo
para el vector 0 = P_f’, donde P es arbitrario en el plano afin y para to-
do u = PQ, se tiene por definicién que —u = (—1)u que también estd
en el plano afin. Observe que el vector 0, se puede ubicar en cualquier
punto del plano, dado que es un vector libre.

Definiciéon [Punto que divide un segmento en una razén dadal. Se
define el punto R que divide PQ en la razén n/m mediante la relacion:

ﬁﬁ “f %1@ (140)

Figura 200: Se muestra el producto de
1/2uy (-1)u.



Se denota
RQ n’ 4
PR m , m
donde RO~ n se lee: la razén de PR con PQ es pr

Nota. El lector debe tener claro que no estamos dividiendo vectores.
El plano donde definiremos las transformaciones afines es R?, con
coordenadas baricéntricas, pero con estructura de espacio vectorial da-
da por los segmentos orientados libres. Dados tres puntos no colinea-
les A, B,C en R?, para cualquier punto P existen ntiimeros 4,b,c € R,
cona+b+c =1, tales que P = aA + bB + cC, los ntimeros 4, b, c, se
llaman coordenadas baricéntricas de P y suele denotarse P = (a,b,c). Sin
embargo la suma de puntos con coordenadas baricéntricas no da otro
punto con coordenadas baricéntricas como lo demuestra el ejemplo
A= (1/2,0,1/2) y B =(1/3,1/3,1/3) al sumar sus coordenadas se
obtiene (5/6,1/3,5/6) y5/6+1/3+5/6 =2 # 1 por lo que el punto
(5/6,1/3,5/6) no pertenece al plano con coordenadas baricéntricas.

Definicién [Plano o/]. El conjunto </ es el espacio R?, provisto de
coordenadas baricéntricas, al que se le aflade la estructura de espacio
vectorial por medio de la suma de segmentos orientados y producto
por un escalar definidos en la seccién anterior.

Nota. Es decir, las coordenadas baricéntricas por si mismas no definen
un espacio donde podamos sumar, restar y multiplicar por un escalar
a los elementos del espacio. Se requiere ademds dotar al espacio de
estructura de espacio vectorial para poder definir las transformaciones
afines. Observe sin embargo que en nuestra version, la estructura de
espacio vectorial tiene un sentido més bien geométrico que algebraico,
al ser los vectores segmentos orientados libres. Esta diferencia es pri-
mordial con el espacio vectorial R?, donde las coordenadas de puntos
coinciden con las coordenadas de los segmentos orientados o vectores
de posicién asociados (si no se indica ninguna diferencia de notacién),
lo que a veces confunde a los novicios en geometria. De esta forma
cuando escribimos P 4 Q para P, Q € &, entendemos que estamos su-
mando los vectores de posicion de tales puntos y nunca que sumamos
sus coordenadas baricéntricas.

Teorema de Menelao en geometria afin

Teorema [Menelao en geometria afin]. Si una recta interseca los tres
lados AB, BC y CA de un tridngulo AABC, o sus prolongaciones, en
los puntos C’, A’ y B/, respectivamente, entonces

AC' BA' CB
CB AC BA (142)
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o C=(0,0,1)

A

(1,0,0) o
B=1(0,1,0)

Figura 201: El plano &, es R? con las
coordenadas baricéntricas dadas por un
tridangulo cualquiera a cuyos vértices se
les asignan las coordenadas mostradas
en la figura. Se debe recordar que para
cualquier punto P = (a,b,c) € &, se de-
be tener a + b + ¢ = 1, lo cual caracteriza
al plano &.
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Nota. El lector no debe dejar de ver que en la anterior reformulacién
del teorema de Menelao, en la ecuacién (142) no escribimos incremen-
tos de segmentos, sino la notacién de razones dada por (141), exclusiva
de la geometria afin. El lector que revise el capitulo dedicado a las ver-
siones elementales de los teoremas de Ceva y Menelao verd que son
teoremas del tipo “<” y no solo como se presentan en capitulo actual,
como implicaciones en una sola direccién. Sin embargo el lector debe
ser capaz de formular y demostrar el reciproco del teorema anterior
sin grandes dificultades.

Demostracién. Podemos escribir,
B = aA+BC, a1+pi=1, a;,p1#0 (143)
A" = wB+BC, ar+Pr=1 aypPr#O0. (144)

Al multiplicar (143) por B2 y (144) por B1 y al restar las ecuaciones
obtenidas se llega a

B2B' — B1A" = w12 A — w281 B. (145)

La ecuacion (145) determina un tnico punto en A’B’, que al mismo
tiempo estd en AB, el cual por definicion es C’, y de esta forma

(B2 — B1)C' = B2B' — p1 A, (146)

Note que B, — 1 # 0, ya que de otra forma AB y A’B’ serian paralelos,
lo que no ocurre por hipétesis. Entonces con las ecuaciones (145) y
(146) obtenemos

(B2 — B1)C" = 1B A — a1 B,

de donde llegamos a

AC’ _wp

C/B - _(XZﬁl (147)
CB _ B

B/A - E (148)
BA’ 1%

ac T E (149)

Por lo tanto
ACT BA" CB'  wmpy fi ar
C'B A'C B/A_—Dézﬁl 01 ,32_

Que es lo que se desea demostrar. g

—1.

Teorema de Desarques

El teorema de Menelao también implica el teorema de Desargues el
cual es muy importante en la geometria proyectiva. El teorema requie-
re del concepto de tridngulos en perspectiva del cual trata la siguiente
definicién.

Figura 202: Teorema de Menelao.

Figura 203: Los tridngulos AABC y
AA'B'C' estan en perspectiva desde el
centro de perspectiva O.



Definiciéon [Tridngulos en perspectival. Se dice que dos tridangulos
estdn en perspectiva si existe una correspondencia entre sus vértices de
forma tal que las rectas que pasan por los vértices en correspondencia,
son concurrentes. Al punto de concurrencia O en la Figura 203, se le
llama centro de perspectiva.

Teorema [Desargues]. Si dos tridngulos estdn en perspectiva los pun-
tos de interseccién de lados en correspondencia son colineales. La linea
que contiene a tales puntos se llama eje de perspectiva.

Demostracién. Se considera el tridngulo AOB’A’. Los lados OB’, B'A’
y OA' del tridngulo son cortados en B, Q y A, respectivamente, por lo
que por el Teorema [Menelao en geometria afin], tenemos

A(OB) A(B'Q) A(A'A) _ q, (150)

A(BB') A(QA')  A(AO)

donde, para cualesquiera puntos M, N, se define

d
AMN) < xy =,
siendo xp, xp) los ndmeros dados por la correspondencia de la recta
que pasa por los puntos M, N, y R dada por el Postulado I [Rectas en
correspondencia con R].

Similarmente, considerando el tridngulo AOA’C’, el cual es cortado
por una recta en los lados OA’, A’C' y C'O, en los puntos A, Py C,
respectivamente.

Aplicando el Teorema de Menelao nuevamente se obtiene,

A(OA)
A(AA")  A(PCY)

A(A'P) A(C'C)
: A(CO) — -1 (151)

Finalmente, consideramos el triangulo AOB’'C’ el cual es cortado
en los lados OB’, B'C' y C'O en los puntos B, R y C, respectivamente.
Aplicando el Teorema de Menelao una vez mas,

A(OB) A(B'R) A(C'C) | (152)

A(BB') " A(RC’) ~ A(CO)
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Figura 204: Los tridngulos AABC vy
AA'B'C’ estén en perspectiva y los pun-
tos de interseccién de lados en corres-
pondencia son colineales.

Figura 205: Se considera el tridngulo
A = OB’A/, el cual es cortado por una
rectaen A, B, Q.

o] B B

Figura 206: Se considera el tridngulo
A = OA'C’, el cual es cortado por una
rectaen A, P, C.

Figura 207: Se considera el tridngulo
AOB'C/, el cual es cortado por una recta
en B, R, C.
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Al multiplicar (150) por (151),

A(OB)  A(B'Q) .A A A A0 A'P) AC'C)\ _
(36w - ataat - ata01) (5(aah - alret  3co))
- (2555% stom) (5 ?57)' @) =1 G

Al dividir (153) por (152),

( (0B) ~A(B ))( (A'P) (CC))

A(BB') " A(QA") ) \A(PC") " 'A(CO) ) _ A(B'Q) A(A'P)
A(OB) A(B'R)  A(C'C) — A(QA") T A(PCT)
A(BB") " A(RC") " A(CO)

__ A(B'Q) A(A'P) A(C'R) _
A((QA’)) : AEPC’)) : AERB’? =-1 (154)

La ecuacion (154) nos indica que en el triangulo AA’B’C’ los lados
A'B', A’'C" y C'B’ son cortados en Q, P y R, y que estos puntos son
colineales, por la implicacién “<«" del Teorema de Menelao. O

También se cumple el reciproco del Teorema de Desargues.

Teorema [Reciproco del Teorema de Desargues]. Si lados en corres-
pondencia de dos tridngulos se cortan en tres puntos colineales, enton-
ces los tridngulos estdn en perspectiva.

Demostracién. Supongamos que los tridngulos AABC y AA'B'C con
la correspondencia ABC <+ A’B'C’ tienen lados en correspondencia
que se cortan en tres puntos colineales (en realidad partimos de la
misma grafica de la Figura 209). Por otra parte, los tridngulos ACC’P
y ABQB’ tienen como centro de perspectiva a R. Por lo tanto, por
el Teorema de Desargues lados en correspondencia se cortan en tres
puntos colineales. Los lados en correspondencia estdn dados por la
correspondencia CC'P <+ BB'Q y los lados CC’' y BB’ concurren en
O; los lados C'P y B’Q concurren en A’; los lados PC y QB concurren
en A. El hecho de que el teorema de Desargues garantice que O, A
y A’ sean colineales significa que O es centro se perspectiva para los
triangulos AABC y AA’B'C.

El lector interesado en saber més de la geometria proyectiva puede
acercarse al libro de Coxeter®

Teorema de Pasch

El Teorema de Pasch es uno de los teoremas que no se pueden de-
mostrar dentro de la axiomaética de Euclides por lo que, para completar
tal sistema, se debe anexar como axioma. De tal forma se le presenta
muchas veces como el Axioma de Pasch. Sin embargo, dentro de la axio-
matica de Birkhoff si es demostrable como veremos.

Procederemos a resolver el problema de interseccién de rectas de
una manera elegante mediante las coordenadas baricéntricas. La de-

e

Figura 208: Al prolongar los lados del
triangulo AA’B’C’ estos son cortados en
los puntos P, Q y R, de tal forma que se
cumple la relacién (154), por lo tanto los
puntos son colineales.

o A

0° ;

Figura 209: Los tridngulos AABC y
AA'B'C’ tienen lados en corresponden-
cia que se cortan en tres puntos colinea-
les, por lo tanto estdn en perspectiva.

Figura 210: Figura de la demostracién
del reciproco del Teorema de Desargues.
®Harold S. M. Coxeter. Projective Geo-
metry, second edition.  Springer-Verlag
New York Berlin Heidelberg, 1987



mostraciéon que daremos, es una simplificacién de mi autorfa de la
presentada en el articulo de Abeles®’.

Teorema de Pasch. Si AABC es un tridngulo tal que B—C—Fy C —
E — A, entonces existe un punto D en la recta FE tal que A — D — B.

Demostracion. Como F estd en la recta BC, entonces existe e tal que

A(BF) 1—e

xp=exg+(1—e)xc vy AFO) ~ e <0. (155)

También como E € CA, entonces existe ¢ tal que

A(CE)_l—c
y A(EA)_ c > 0. (156)

xg =cxgp+ (1 —c)xc

Sea P € ABy A — P — B, entonces existe a tal que

A(AP) 1—a

xp=axp+(1—a)xg y APA) ~ @ > 0. (157)

Sea D en la recta FE y D — E — F, entonces existe ¢ tal que

_ A(FD) 1—t
xp = txg + (1 —f)xp y A(DE) = < 0. (158)
Al sustituir (155) y (156) en (158) se obtiene
xp=t1—c)xg+e(l—t)xp+[tc+ (1 —1t)(1—e)]x. (159)

Basta demostrar que existen ntimeros reales tales que xp = xp, con
lo cual D = P. Al igualar (157) con (159) tenemos:

t(l—c) = a, (160)
e(1—t) = 1-a o e= % (161)
tc+(1—t)(1—e) = 0 o C:_W' (162)

Por el Teorema de Menelao, dadas las razones (155), (156), (157), los
puntos P, E, F son colineales si y solo si

(1-e)(Q—-c)1—a) _ 1

(163)
Pero usando (160), (160), (160) se tiene

1—a —(1-t)(1—e)

aec:t(l—c)-l_t- ;

=—(1-¢c)(1—a)(1l-e),

con lo cual termina la demostracion. O
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Figura 211: Teorema de Pasch: si B—C —
Fy C—E— A, entonces existe D tal que
A-D-B.
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Transformaciones afines

Definicién [Transformaciones Afines]. Una transformaciéon T : of —
9 se llama transformacion afin siy solosi paratodo A,Be dya+f =
1, se tiene

T(xA + BB) = aT(A) + BT(B). (164)

Nota. Lo que dice la ecuacién (164) es que las transformaciones afi-
nes conservan la proporcién ente puntos de un segmento, ya que si P
estd entre Ay B, es decir, A—P — By m(AP) = a, m(PB) = b, en-

m(PB) b . .

tonces = —, como demostraremos mds adelante. Tenemos asf
m(AP) a

T(P)T(B b

que para las transformaciones afines T, se cumple M = -,

m(T(A)T(P)) a
por lo que las transformaciones afines conservan las razones en los
segmentos rectilineos en o .

Ejemplo [Rotacién en el plano Afin]. Para un punto P = (x,y) € R?
con coordenadas baricéntricas P = (a,b,c), con a+ b+ ¢ = 1, determi-
nadas por el tridngulo con vértices en A, B, C, la transformacién T, que
manda el punto A al B, el Bal C y el C al A, es una transformacién
afin.

Vamos a representar esta transformacién mediante la multiplicacién
de matrices

T(P) =

o = O
—_ O O
O O =
a S X
Il
Y

En coordenadas baricéntricas tenemos A = (1,0,0), B = (0,1,0) y
C = (0,0,1). Calculamos T(A), por ejemplo:

T(A) =

O = O
_ O O
o O =

El lector debe comprobar por si mismo que T(B) = Cy que T(C) = A.
Ahora podemos comprobar que T es una transformacién afin, es decir
debemos comprobar T(aA + BB) = aT(A)+ BT(B), sia+p = 1.
Pero la multiplicacién de matrices permite ver facilmente que (164) se



cumple. En efecto, si A = (a,b,¢) y B = (ay,b1,¢1),
0 1 aa + Bay
T(aA+pBB) = 1 0 ab + Bby
0 1 0 ac + Beq
ac + Beq
= | aa+ Pfaq
ab + ,Bbl
c C1
= ala|+B|m
b by

= aT(A)+ BT(B).

Lo tnico que falta verificar es que T(aA + BB) da coordenadas bari-
céntricas de un punto en &, lo cual se cumple dado que la suma de
las coordenadas del punto transformado es uno, ya que

(ac+ Ber) + (aa+ Bay) + (ab+ Bby) = a(a+b+c)+ Blag+ by +cp)
= a+p=1.

Consideramos ahora las traslaciones en el plano &.

Teorema [Traslaciones son afines]. La transformacién T, definida por

T(P) Y Py 4, (165)

donde A, P € &, es una transformacion afin.

Demostracion. Sean o, 8 € R tales que a + =1y A,P,Q € . Tene-
mos por (165)

aT(P) = wa(P+A)=aP+aA (166)
BT(Q) = B(Q+A)=pQ+pA. (167)

Al sumar (166) y (167) dado que a + B = 1 se tiene

«T(P)+BT(Q) = aP+aA+pQ+pA
aP+BQ+ (a+p)A
aP+BOQ+A
= T(aP+ BQ).
Por lo tanto la transformacién definida en (165) es una transformacién
afin. O
Multiplicar por un escalar magnifica o contrae segmentos por lo

tanto, tiene sentido llamar a la transformacién definida en el siguiente
teorema de dilatacion.

211

P

\

P+ A

Figura 212: En el plano &, la transfor-
macién T(P) = P+ A, donde A € o es-
td dado y P es un punto cualquiera del
plano, es una transformacién afin.

Figura 213: En el plano &, la transfor-
macién T(P) = mP + A, donde m € R,
A € 9 estd dado y P es un punto cual-
quiera del plano, es una transformacién
afin.



212

Teorema [Dilataciones son afines]. La transformacién T, definida por

T(P) Y mp + A, (168)

donde A,P € &/, m € R, es una transformacién afin.

Demostracion. Dado que

aT(P)+BT(Q) = amP+aA+ pmQ+ BA
= m(aP+BQ)+ (x+p)A
m(aP 4 BQ) + A
= T(&P+pQ),

puesto que a + 3 = 1. Asi, queda demostrado que la transformacién
definida en (168) es afin. ]
Las transformaciones lineales son muy importantes y surgen de ma-
nera natural en las transformaciones afines. La siguiente definicién es

para el plano &, pero puede generalizarse mas apropiadamente a es-
pacios vectoriales arbitrarios.

Definicién [Transformacién lineall. Una transformacion T : &/ — o
se llama transformacién lineal si y solo si se cumplen las siguientes dos
propiedades:

i) Paratodaa € Ry P € o, se cumple
T(aP) = «T(P).
ii) Para toda P,Q € &/, se cumple
T(P+Q)=T(P)+T(Q).

Con la definicién anterior podremos caracterizar las transformacio-
nes afines en términos de las lineales, pero antes requeriremos el lema
siguiente.

Lema. Si T es afin y T(0) = 0 entonces T es lineal.

Demostracion. (i) Sea T : o/ — o una transformacién afin tal que
T(0) =0.Seana € Ry P,Q € o, entonces

T(aP) = T(aP+ (1—a)0)
= aT(P)+ (1—a)T(0)
= aT(P),
dado que T(0) = 0.
(ii) Por otra parte, como
1 1 1 1
§0+§(P+Q) = §P+§Q/



obtenemos que

1 1 1 1
1 1 1
ET(P+Q) = ET(P)+§T(Q)'
Por lo tanto T(P + Q) = T(P) + T(Q). O

Tenemos ahora el importante teorema que afirma que toda transfor-
macién afin es una transformacién lineal seguida de una traslacién.

Teorema [Transformaciones afines determinadas por lineales]. Sea
T : o — o, una transformacion afin. Entonces existe una transforma-
cién lineal L : &/ — ¢/ tal que para todo P € &,

T(P) = L(P) + A,

para algin A € &. A la transformacién L, se le llama parte lineal de la
transformacion afin.

Demostracion. Sea A ef T(0) y defina
L(P) = T(P) — A. (169)

demostraremos que L definida en (169) es lineal comprobando que L
es afin y que L(0) = 0, con lo que, por el lema anterior, L serd lineal.
Para ver que L es afin, sean «, § € R tales que & + B = 1. Tenemos asi,
paratoda P,Q € &,

L(aP+BQ) = T(aP+ BQ)—
= aT(P)+BT(Q) —
= aT(P)+BT(Q) - (“4—[‘5)
= a(T(P) - A)+B(T(Q) — A)
= aL(P)+ BL(Q).

Por lo tanto, L definida en (169) es afin y como, por definicién, L(0) =
0 se concluye que L es lineal. O

Inversa de una transformacion afin

Para definir la inversa de una transformacién afin se requiere la
inversa de una transformacién lineal, dado que solo seran invertibles
aquellas transformaciones afines cuya parte lineal sea invertible. Pa-
ra estudiar la inversa de una transformacién lineal, primero se debe
establecer el teorema fundamental que dice que toda transformacién
lineal de un espacio vectorial a otro tiene asociada una tnica matriz y
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viceversa, toda matriz determina una transformacién lineal. Estableci-
do dicho resultado fundamental, se determina que una transformacién
lineal tiene inversa si y solo si la matriz asociada es invertible. Lo cual
ocurre cuando la matriz es no singular y tiene por lo tanto determinan-
te distinto de cero. No procederemos con este estudio por estar fuera
de nuestros objetivos, pero los resultados mencionados pueden encon-
trarse en cualquier libro de Algebra Lineal, por ejemplo en el libro de
Hoffman y Kunze®.

Dicho lo anterior procederemos de manera formal sin demostrar los
teoremas relativos a inversas de transformaciones lineales y solo para

completar los resultados de este capitulo. Se tiene el siguiente lema.

Lema [Inversa de una transformacién afin]. Sea T(P) = L(P) + A
una transformacién afin con parte lineal L invertible, entonces existe
la inversa de T, denotada T~1, y

Demostracion. Formalmente se tiene,

T(TH(Q)) = LILY(Q)-L'(A)+A4
L(LH(Q) ~ L(L7}(A)) + A
= Q-A+A=Q
Similarmente, el lector puede comprobar que T~!(T(P)) = P. O

Ejemplo. La transformacion lineal T, definida por

0 0 1 X
T(x,y,z)=|a b 0 vy,
c d 0 z
es invertible con
0 0 1 X
T YW xyz)=| d b 0| |y],
—c a 0 z

como el lector puede comprobar por si mismo.

Teorema [Conservacién de razones bajo transformaciones afines]. Si
T es una transformacion afin y el punto R divide PQ en la razén n/m,
entonces T(R) divide T(P)T(Q) en la misma razoén.

Demostracion. Obsérvese que por definicién,

mPR =nRO < m(R—P) =n(Q—R)
< (m+n)R=mP+nQ. (170)

62 Kenneth Hoffman y Ray Kunze. Linear
Algebra. Pearson, 2015



Asi la relacion (m +n)R = mP 4 nQ se conserva bajo transformaciones
afines dado que tendriamos

m n m n

R = P+ Q, con + =1

m-+n m-+n m+n m+n

De esta forma, si T es una transformacién afin, por definicion,

m n

T(R) = —ST(P)+-1_T(Q)
(m+n)T(R) = mT(P)+nT(Q).
Por lo tanto, -

T(P)T(R) = ™ T(R)T(Q
Asi T(R) divide T(P)T(Q) en la razén n/m.

Nota. Se tiene por la relacién (170) que (m + n)a% =m 07’ +n Oﬁ,
pero la relacién (m + n)OR no depende del punto O, como el lector
puede demostrar como ejercicio.

Ecuaciones Afines

Ahora podemos generalizar la relacién bédsica de combinaciones
convexas de dos elementos en geometria afin a un ntimero cualquiera
de elementos con la siguiente definicién.

Definicién [Ecuacién afin]. En el plano &/, una ecuacién de la forma
miPy + -+ miPp=n1Q1 + - - +mQx, (171)
se llama ecuacion afin si'y solo si
my+-o+mp=mny+- -+ (172)
Tomando en cuenta la definicién anterior se llega al siguiente teorema.

Teorema [Independencia del origen de las ecuaciones afines]. Una
ecuacion afin (171) es independiente del punto O, que se haya estable-
cido como origen.

Demostracion. Por una parte tenemos

p— — —
miOP; + - -+ + 771107]‘ =mOQ1 + -+ - + mOQ. (173)
Sea O’ un punto cualquiera del plano o/, dado que se cumple (172),
tenemos
0 T — OO 0
mO 0+ +mO00=n00+---+n00. (174)

Al sumar (173) con (174) llegamos a

b b 54 5
mO'P+---+mOP=m0OQ+--+n0Q. (175)
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con lo que queda demostrado el teorema. O

Ejemplo. En el plano &, dado el teorema anterior, se tienen muchas
ecuaciones equivalentes, por ejemplo 3P = 20Q7 + Q; es equivalente a
la ecuacion afin

301P = 20101 + 0103 = Q105

y también
— —  —
0 — 3PP = 2PQ; + POy,

Ejemplo. Reconocemos ahora la combinacién convexa P = aA + bB +
¢C, donde a + b + ¢ = 1, como una ecuacion afin, la cual tomando A
como origen puede escribirse como

ﬁ‘zbzﬁ%—cﬁ.

Con la caracterizacién dada por (175), podemos escribir un vector
cualquiera en el plano &, como combinacién lineal de otros vectores
del plano, generalizando la definicién ﬁ =1A+(-1)B=A-B.

Teorema de Ceva en geometria afin

Los teoremas de Menelao y Ceva pertenecen a la geometrfa afin y
con las resultados obtenidos hasta ahora, en particular podemos de-
mostrar ficilmente el teorema de Ceva dentro del contexto de las coor-
denadas baricéntricas.

Teorema [Ceval. Considere las tres rectas que pasan por los vértices
de un AABC, pero que no coinciden con ninguno de lo lados del
triangulo. Sean A’, B/, y C’ las intersecciones de tales rectas con los
lados opuestos a los lados respectivos. Si las rectas concurren en un
punto O, entonces
AC' BA" CB'
C'B A'C BA

(176)

Nota. El lector no debe dejar de ver que en la anterior reformulacién
del teorema de Ceva, en la ecuacién (176) no escribimos medidas de
segmentos, sino la notacién de razones dada por (141), exclusiva de la
geometria afin.

Demostracion. Sea O un punto que no estd sobre AB ni BC ni CA.
Supongamos que AO interseca BC en A, CO interseca AB en C' y BO
interseca AC en B'. En las coordenadas baricéntricas determinadas por
AABC tenemos

O=aA+bB+cC, a+b+c=1.

Figura 214: Las rectas AA’, BB, CC’ se
cortan en un punto O, entonces se cum-

ple (176).



Se afirma que b+c # 0y (b+c)A’ = bB + ¢C. Por contradiccion, si
b+c =0, entonces b = —c y a = 1, con lo que se obtiene

O=A+b(B-C).

—
Es decir, OA’ es paralelo a ﬁ, lo cual es una contradiccién ya que OA’
interseca BC en A’. Obtenemos asi, dada la ecuacién del lado derecho
de la doble implicacién en (170),

BA" b

(b+c)A'=bB+cC = e~ o (177)

es decir, la razén de BA’ entre A’C es b/c. Similarmente se obtiene

CB’
(a+c)B =aA+cC = B’Azg (178)
y también
AC’
(a+b)C' =aA+bB = o= g (179)

Con las ecuaciones (177), (178) y (179) llegamos a

AC' BA" CB" a b ¢
C'B A'C BA b ¢ a

con lo cual termina la demostracion. O

Grupo afin

Sabemos que las transformaciones afines son de la forma L(P) + A,
donde L :  — &, es una transformacion lineal y P, A € . Trabaja-
remos entonces con transformaciones afines T : &/ — &, que actden
sobre vectores definidos en el plano afin de la forma

T(u) =L(u) +a, (180)

dondeu=P—-Q,a=R-5, P,Q,R,S€ ¢,dadoquesiu=P—-Q €
g y L es lineal, se tiene

T(w) = T(P-Q)=L(P)-L(Q)+(R-S)
= (L(P)+R) - (L(Q)+5) € o,

Resumiendo, la matriz asociada a la transformacién L, ademaés de ser
lineal, debe mandar puntos del plano & al mismo plano, es decir, la
suma de los elementos de cada una de las columnas de L debe ser 1.
Una vez que se han establecido los detalles finos de las transformacio-
nes que se requieren y del espacio vectorial donde actdan, podemos
determinar el grupo afin.
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Proposiciéon [Grupo Afin]. El conjunto de transformaciones de la for-
ma (180) con parte lineal L, invertible, forman un grupo respecto a la
composicion de transformaciones lineales, al cual denotaremos GA.

Demostracion. Debemos demostrar:

i) Paratodou € o,y toda T € GA, se cumple T(u) € .
ii) Paratoda Ty, T, € GAyu € & se tiene (Ty o Tp)(u) € &
iii) Existe ] € GAtal que paratodaT € GA, Tol=1oT =T.

iv) Para toda T € GA, existe una inversa T-1 € GA tal que T o T-1=
T loT =1

v) La composicién de transformaciones de la forma (180), es asocia-
tiva.
Demostracion (i). Como T(u) = L(u) +a,siu=P —Q,
T(u)=L(P)-L(Q)+a=v+acd,

dado que L(P),L(Q) € &, v =) L(P) — L(Q), y los vectores en & se

definen con la diferencia afin de puntos en /.
Demostracion (ii). Sean Tj(u) = Li(u) +ay, To(u) = Lp(u) +az y
Ly(u) = v. Tenemos

(Tl1oT)(uw) = T

= L1 V) + Ll(az) +ai,

pero por (i) L1(v),Li(az) € &/ y dado que & es espacio vectorial la su-
ma de elementos del espacio estd necesariamente en el mismo espacio.
Demostracion (iii). La transformacién I estd dada por

1 00
I(u)y=10 1 0|u, ued.
0 01

Efectivamente, I, es transformacién afin dado que la suma de cada una
de las columnas de la matriz asociada es 1y, para la matriz M asociada
aT,setiene MI = IM = M.
Demostracion (iv). Para toda T(u) = L(u) + a, la inversa estd dada
por
T (w) Y L (w) - L7 (a).

En efecto,

(ToT)(u) = T(L7'(u)—L ()



Solo faltaria demostrar que L~!(u) € &, para toda u € &, lo cual se
deja como ejercicio.

La demostracién de (v) es un mero célculo y también se deja como
ejercicio. g

Aplicaciones del grupo afin de transformaciones

La mayor ventaja de la geometria afin sobre otras geometrfas cuan-
do se trata de teoremas de incidencia y de razones se vera en las si-
guientes aplicaciones. De una manera similar a la que se us6 en geome-
tria hiperbélica cuando un tridngulo arbitrario se llev a un tridngulo
con dos lados sobre radios de la circunferencia unitaria. En geometria
afin, a veces se puede transformar un triangulo arbitrario en uno equi-
latero donde puedan estudiarse més facilmente ciertas propiedades.
Para este fin demostramos el siguiente teorema.

Teorema [Todos los tridangulos son o/-congruentes]. Se considera el
plano &, con coordenadas baricéntricas determinadas por el tridngulo
AABC. Sean A/, B' y C' tres puntos no colineales. Entonces existe una
Unica transformacion afin tal que T(A) = A/, T(B) = B’y T(C) = C'.
Asfi todos los tridngulos son congruentes en geometria afin, por lo cual,
se dice que todos los tridngulos son &/-congruentes.

Demostracion. Consideramos la matriz formada con las coordenadas
baricéntricas de A’, B’,C’ como columnas. Sean A" = (aq,by,¢1), B =
(a2,by,¢c2) y C' = (a3, bs,c3), cona; +b;+¢; =1, i =1,2,3, entonces
la transformacién T, del teorema, puede escribirse como,

ay dy 4as
T(P)=|b; by, bs|PT,
Ci C2 (3
donde
a
P=(ab,c), PT=|0b
c

El lector puede comprobar que efectivamente dado que A = (1,0,0),
B =(0,1,0) y C = (0,0,1), se cumple que T(A) = A’, T(B) = B’ y
T(C) = C'. Tenemos que demostrar que T es una transformacion afin.
Sean P; = (u1,v1,w1) y P» = (up, v, wy) elementos del plano & y sean
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Figura 215: En el plano &, siempre exis-
te una transformacién afin que lleva un
tridangulo cualquiera en otro tridngulo
cualquiera.
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«, B € R tales que & + B = 1, entonces

a; a, az auq + Buy
T(aP; + ,BPQ) = by by b3 xvy + Bog
1 ¢ c3 awi + Pwn

a1 (auy + Bup) + ax(avy + Poa) + as(awq + Pwy)
= | by(auy + Buy) + by(avy + Poa) + bz (awy + pwy)
c1(auq + Buy) + co(avq + Pop) + c3(awy + Pws).
(181)
Primero demostramos que T(aP; + BP,) € o, es decir, debemos de-

mostrar que la suma de las componentes del tltimo vector es uno, por
ejemplo, al sumar el primer sumando de cada renglén obtenemos,

a1 (auy + Pup) + by (auq + Buy) + ¢1(auy + Pup) = aug(ag + by +c1) + Bua(ag + by +¢1)
= auy + Puy, (182)
similarmente, el segundo sumando da
ap(avy + Boa) + ba(avy + Poa) + ca(avy + Pva) = avy(az + by + ) + Poa(ay + by + ¢2)
= avy + poy, (183)
y el tercer sumando da
az(awy + Bwy) + by(awy + Pwy) + c3(awy + Bwy) = awq(az + bz + c3) + Pwa(az + bz + c3)
= aw; + Pws. (184)
Al sumar (182), (183) y (184), se tiene
auy + Pup + avy + Boa +awy + Pwy = a(uy + o1+ wq) + Blup + vo + wo)
= a+B
= 1

Por lo tanto T(aP; + BP,) € o.
Por otra parte,

ay dp as uy
lXT(Pl) = o b1 bz b3 U1
1 2 G w1

a(ayuy + axvq + azwq)
= | a(biug + bovy + b3wy) (185)

a(ciu + cpv1 + c3wy)

Similarmente
ap a4z as Uz
BT () = B (bl by bs| | v
€1 €2 €3 w2

a1ty + axvp + azwy)

Bl
= ﬂ(b1u2 + bzvz + bng) (186)
B(cruz + 202 + c3wy)



Al sumar (185) y (186) se obtiene (181), de las propiedades conmutati-
va, asociativa, etcétera de los niimeros reales.

La unicidad de la matriz formada por las coordenadas baricéntricas
es consecuencia de la unicidad de las matrices asociadas a transforma-
ciones lineales y remitimos al lector al libro de Hoffman y Kunz (op.
cit.). g

Con el teorema anterior se puede demostrar de una forma simple
el teorema de las medianas de un tridngulo, demostrdndolo para un
tridngulo equilatero.

Teorema [Interseccién de las medianas de un tridngulo]. En todo
tridngulo las medianas se intersecan en un punto.

Nota. El teorema se demuestra facilmente usando el reciproco del teo-
rema de Ceva, pero usando el teorema anterior se puede demostrar en
el contexto de la geometria afin usando un triangulo equilétero.

Demostracion. Dado un tridngulo cualquiera AABC use una transfor-
macién afin T, garantizada por el teorema anterior, para llevarlo a un
tridngulo equilatero AA’B’'C’. Claramente las medianas y los puntos
medios de los lados de del tridngulo AABC son llevadas a las me-
dianas y puntos medios del triangulo AA’B'C’/, dado que T es una
transformacién afin. Las medianas de un tridngulo equildtero se in-
tersecan, dado que la interseccion de dos medianas esta en el bisector
perpendicular del lado perpendicular a la tercera mediana ya que esta
misma es bisector perpendicular. g

El ejemplo anterior muestra una de las aplicaciones mas impresio-
nantes del las aplicaciones de los grupos de isometrias en una geome-
trfa dada. La técnica puede resumirse asf:

o Buscar entre todas las figuras equivalentes bajo un grupo de iso-
metrias aquella que es mds facil de tratar, por ejemplo, un tridngulo
equilatero en el teorema anterior.

e Concluya que todas las figuras tienen la propiedad demostrada
para la figura escogida, por ejemplo, todos los tridangulos tienen la
propiedad de que las medianas se cortan en un punto dado que los
triangulos equilateros tiene tal propiedad.

Recordamos al lector que la mencionada técnica también se utilizé
destacadamente en los resultados principales de geometria hiperbdli-
ca, ya que mediante una traslacién se llevan las figuras al centro de la
circunferencia del modelo de Poincaré, donde “pueden verse” mejor
las figuras en cuestién desde fuera del espacio hiperbélico.
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Ejercicios de “Otras geometrias”

1. Encuentre los puntos fijos, si existen, de las isometrias en C. Recuerde que un punto fijo de una transfor-
macioén T es un punto z*, tal que T(z*) = z*.

Teorema de Menelao con signo

2. Resuelva para a y f3 el sistema:

axs+Bxp = xc
a+p = 1

3. Demuestre el Lema [Proporciones con signo] para el caso en el que x4 > xp.

4. Demuestre el teorema de Menelao con signo usando proporciones con signo y teoremas de triangulos
semejantes.

Figura 216: Teorema de Menelao con
signo. Observe que el signo negativo ex-
presa el hecho de que en este ejemplo A’
esta fuera de C'B'.

Transformaciones afines

5. Compruebe que la transformacién

010 a c
T(P) = |1 0 0| [b]=1a
0 0 1 c b
es afin y que deja fijo el centroide (1/3,1/3,1/3).
6. Compruebe que la transformacién lineal T, definida por
0 0 1\ [x
T(x,y,z)=|a b 0] |y|,
c d 0/ \z
es invertible con
0 0 1\ [x
T Y x,y,2) = d —b 0| |y

—c a 0 z

Sugerencia. Basta demostrar que el producto de las matrices asociadas a las transformaciones da la matriz
identidad I, de 3 x 3.
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7. Demuestre que el conjunto de segmentos orientados libres o flechas definidas sobre el plano &/ es un
espacio vectorial sobre R.
Sugerencia: Por ejemplo el vector 0 = P.lg, para cualquier P, en el plano afin y para todo u = 1% se define
—u=(-1)u.

8. Demuestre que el conjunto de flechas o segmentos orientados y libres en IR?, definidos de manera equi-

valente a como se hizo con el plano &, es un espacio vectorial sobre IR.
9. Demuestre que la relacion (170) no depende del punto que se elija como origen O.
' i O i / ’ /
Sugerencia. Demuestre que si O' es otro punto cualquiera entonces (m + n)O’'O = mO’O +n0O’O y que
—

entonces, mediante sumas y restas apropiadas, se tiene que (m +n)O'R = mO’P 4+ nO’Q.
10. Demuestre que la ecuacién (145) es una ecuacién afin.
11. Demuestre que L~!(u) € V,, para toda u € V.

12. Demuestre que la composicién de transformaciones de la forma (180) es asociativa.






Otras axiomdticas de la geometria euclidiana

En este libro partimos de la axiomatica de Birkhoff (op. cit), prin-
cipalmente por motivos didacticos relacionados con la brevedad con
la que se llega a resultados fundamentales de la geometria euclidia-
na. Ademads, con la axiomdtica de Birkhoff, el plano estudiado en la
geometria analitica queda perfectamente fundamentado desde la pers-
pectiva de una axiomadtica de la geometria. Muchas otras axiomaticas
existen en la actualidad y desde la antigiiedad, la desarrollada por Eu-
clides fue cuestionada, por ejemplo por Proclo, aduciendo la posible
y nunca demostrada dependencia del Postulado V de los Elementos
de los demds postulados. Desde la perspectiva moderna, hay algunos
huecos en la teorfa de Euclides, siendo el principal, desde mi punto
de vista, la continuidad de los segmentos, rectas y demds curvas exis-
tentes en el plano euclidiano la cual no se sigue en absoluto de los cinco
postulados de Euclides.

Hay dos posibilidades de incorporar la continuidad requerida de las
lineas y superficies. Una es mediante el axioma de Arquimedes y las
cortaduras de Dedekind, como hacen Tarski y Hilbert con sus respec-
tivas axiomaticas. Otra posibilidad es como lo hace Birkhoff, estable-
ciendo una correspondencia biunivoca entre R y las rectas en el plano,
con la alternativa de establecer directamente una correspondencia en-
tre R? y el plano euclidiano, como se hace en la geometria analitica.
Para el lector inquieto con la duda de cudl axiomatica es “mejor” estd
dedicado este capitulo. Podemos adelantar que las axiomatica de Tars-
ki, Hilbert y la Birkhoff son equivalentes, por lo menos para efectos
de las demostraciones de los teoremas méas importantes de la geome-
tria euclidiana plana. En el libro de Greenberg® capitulo 3, se puede
encontrar la demostracién de los postulados I y III de Birkhoff a par-
tir de la teorfa de Hilbert y como veremos los otros postulados estdn
incorporados en ambas teorias.

Parte de lo que veremos en este capitulo serd como demostrar los
postulados de Tarski y Hilbert partiendo de los de Birkhoff. Pero pri-
mero revisaremos los postulados o axiomas de Tarski, para pasar en-
seguida a estudiar los de Hilbert.

®Marvin J. Greenberg. Euclidean and
non-Euclidean Geometries Development and
History. W. H. Freeman and Company,

1993
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Postulados usados por Tarski

En el texto principal usaremos nuestra notacién en lugar de la de
Tarski, manteniendo en el margen derecho la formulacién original de
Tarski. La axiomatica de Tarski se desarrolla considerando solo puntos,
no rectas, es decir se considera “punto” como concepto primitivo®4.
Ademas hay dos relaciones sin definir (primitivas): la congruencia =
y “estar entre”, que denota con B(abc), lo que nosotros denotamos por
a — b —c, como siempre hemos hecho (solo que nosotros usamos ma-
yusculas para los puntos). A continuacién presentamos los axiomas de
Tarski, traduciendo al espafiol la notacién de la l6gica como estd escrita
en el texto original®. El lector debe tener en cuenta que en la axioma-
tica de Tarski no se representan los objetos con dibujos, ya que se
espera deducir todos los teoremas de la geometria con puras relacio-
nes légicas y que las relaciones que contienen los axiomas ocurren solo
entre puntos y no en segmentos, sin embargo nuestra representacién
gréfica corresponde a la traducciéon de los postulados de Tarski a la
Teorfa de Birkhoff.

La actividad que haremos a continuacién sera demostrar algunos de
los axiomas de Tarski para geometria plana, suponiendo verdaderos
los postulados de Birkhoff.

Ejemplo. Demuestre mediante los postulados de Birkhoff del capitu-
lo segundo de este libro que la relacién de congruencia definida por
Tarski es una relacién de equivalencia.

Axioma I-TG. La congruencia es reflexiva, es decir, para todo A, B,
AB = BA.

Demostracién. En la axiomaética de Birkhoff, si x4, xp son los niimeros
reales en correspondencia con los puntos A, B respectivamente, enton-
ces

m(AB) = |xa — x| = |xp — x4| = m(BA)
de donde se sigue la congruencia AB = BA. O
Axioma II-TG. La congruencia es transitiva. es decir, si AB = PQy

AB = RS, entonces PQ = RS.

Demostracion. La transitividad de la congruencia se sigue de la transi-
tividad de la igualdad de medidas. Los detalles de la demostraciéon se
dejan como ejercicio. U

Axioma III-TG. Si AB = CC, entonces A es el mismo punto que B.

Demostracion. Dado que para todo C, m(CC) = 0, por el postulado I de
Birkhoff, y dado que m(AB) = 0 implica A = B, como consecuencia
del mismo postulado. g

% En otras palabras las variables de pri-
mer orden que considera Tarski son solo
los puntos, los cuales denota con minds-
culas. Las equivalencias de simbolos son:

4
d
Ent (abc) Ya_p—c
6 Alfred Tarski y Steven Givant. Tarski’s
System of Geometry. The Bulletin of Sym-

bolic Logic, Jun., 1999, Vol. 5, No. 2 (jun.,
1999), pp- 175-214

Ax. 1-TG. ab = ba.

Ax. 2-TG.ab=pq Nab=rs & pg =rs.

Ax. 3-TG.ab=cc<a=b.



Ejemplo. Demuestre el axioma iv de Tarski partiendo de los postula-
dos de Birkhoff.

Axioma IV-TG. Dado un segmento BC, para toda toda semirecta QA,
existe X en la semirecta tal que QAX y AX = BC.

Demostracion. Es inmediata del Postulado I de Birkhoff y los detalles
se dejan como ejercicio. g

Ejemplo. El lector con experiencia en la geometria debe reconocer que
el quinto axioma de Tarski, enunciado a continuacién, es equivalente al
Postulado IV [LAL] de Birkhoff. Dé una demostracién simple basada
en el postulado IV de Birkhoff.

Axioma V-TG. Dados dos triangulos AACD y AA'C'D’, y dados los
puntos interiores B 'y B’ de los lados AC y A'C’, respectivamente, si
AB = A'B', BC = B'C/, AD = A'D’' y BD = B'D’ se concluye que
CD =2 C'D’, es decir, NACD =2 NA'C'D’.

Demostracién. Por el Teorema III [LLL], tenemos que AABC = AA’B'C’
y por lo tanto ZA = ZA’. Ahora por las hipétesis concluimos que
AC =2 A'C''y AD = A'D’. Por lo tanto AACB = A'C'B’, de donde
DCx=D'C'. ]

Ejemplo. Demuestre el sexto axioma de Tarski usando la axomatica de
Birkhoff.
Axioma VI-TG. Para todo A, Bsi A — B — A, entonces A = B.

Demostracion. Por definicion A — B — A si y s6losi x4 < xp < x4, €s
decir x4 < xpy xp < x4, por lo tanto x4 = xpy asi A = B. O

En la axiomatica propuesta por Tarski en “Tarski’s system of Geo-
metry” (op. cit), el axioma 7 es un equivalente al axioma de Pasch
y puede consultarse en la seccién de ejercicios de este capitulo. Los
axiomas 8 y 9 se refieren a la existencia de objetos de una y dos di-
mensiones en el espacio geométrico. Por otra parte, el axioma 10 se
presenta en cuatro variantes, una de las cuales, el axioma 10.3 es equi-
valente a que la suma de los dngulos internos de un tridngulo suma 7,
lo cual se deja como ejercicio. Los axiomas 11 a 20 estdn relacionados
con la continuidad de los objetos implicados en el sistema de Tarski y
son quizd los axiomas mas técnicos y dificiles para quien comienza a
estudiar geometrfa. En nuestro enfoque no continuaremos el estudio
de la axiomética de Tarski dado que tal refinamiento técnico estéd fuera
de los objetivos de este libro.

Postulados usados por Hilbert

66

Los axiomas o postulados con los que Hilbert °° construy6 su teoria

estdn divididos en cinco grupos: relaciones de incidencia, relaciones
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Ax. 4-TG. 3X (Ent (QAX) A AX = BC).

Figura 217: Nuestra representacién gra-
fica del Axioma IV corresponde a la tra-
duccién de los postulados de Tarski a la
Teoria de Birkhoff.

Ax. 5-TG.

[a # b A Ent (abc) A Ent (a'b'c’)
Aab=a'b ANbe=b'c' Nad = d'd’
ANbd=bd] = cd=cd.

D
D A B '
o
dJ o o
A B C

Figura 218: El Axioma V de Tarski es
equivalente al Postulado IV de Birkhoff.

% David Hilbert. Foundations of Geometry.
Open Court Publishing Company, La Sa-
lle, Illinois, 1971
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de orden, relaciones de congruencia, continuidad y paralelismo. Los
términos indefinidos para la geometria plana son: puntos (denotados
con mayusculas como en nuestro enfoque) y rectas. Las relaciones in-
definidas son “estar en”, “estar entre” y “ser congruente” y quedan
determinadas por los axiomas enumerados més abajo. Puede ser un
interesante ejercicio demostrar los axiomas de Hilbert partiendo de la
axiomética de Birkhoff, lo cual, dejamos como ejercicio al final del ca-
pitulo. A continuacién presentamos la traducciéon de los axiomas de

Hilbert (op. cit.) a nuestro idioma.

Axiomas de Orden

Axioma H-O1 [Orden I]. Si A — B — C, entonces A, B y C son tres
puntos distintos que estdn en la misma rectay C — B — A.

Axioma H-Oz [Orden II]. Dados dos puntos B y D existen puntos
A,C, E sobre la recta BD, talesque A—B—-D,B—-C—-DyB—-D—E

Axioma H-O3 [Orden III]. Si A, B y C son tres puntos distintos que
estan sobre la misma recta, uno y solo uno de los puntos esta entre los
otros dos.

Definicién [Lados definidos por una rectal. Sea # cualquier recta y
sean A y B puntos cualquiera que no estin en #. Si A = B, o si el
segmento AB, no contiene puntos en #, se dice que A y B estdn en el
mismo lado de £, mientras que si A # B y el segmento AB interseca a
la recta 7, se dice que A y B estdn en lados distintos de ¢.

Nota. Esta definiciéon, que en Hilbert (op. cit., p. 8) se muestra con
un diagrama similar al de la Figura 219, es inapropiada ya que sin
los axiomas de continuidad no queda garantizada la interseccién del
segmento con la recta. Sin embargo en el contexto de la Teoria de
Birkhoff se obtiene una definicién menos dependiente de un diagrama,
como el lector puede comprobar por si mismo.

Axioma H-O4 [Rectas separan el planol. Para cada recta £ y para
cualesquiera tres puntos que no estdn en ¢ se tiene que :

i) 51 Ay B estdan en el mismo lado de ¢ y B, C estan en el mismo lado
de 7, entonces A y C estdn en el mismo lado de 7.

ii) Si Ay B estan en lados opuestos de ¢ y B, C estdn en lados opuestos
de ¢, entonces A y C estdn en el mismo lado de 7.

Nota. El Axioma H-O4 garantiza que se trata de la geometria sobre
un plano euclidiano ya que lo establecido en el axioma no ocurre en
el espacio de tres dimensiones. La definicién de lado se requiere en
el quinto postulado de los elementos de Euclides. Una consecuencia

Figura 219: Los puntos A y B, estdn del
mismo lado de la recta # ya que el seg-
mento AB no corta a la recta. En cambio
los puntos A y C estan en lados opuestos
ya que el segmento AC corta a 7.



del postulado H4 es la proposicién que afirma que toda recta separa
el plano en dos semiplanos de forma que tales semiplanos no tienen
puntos en comun. Este resultado cldsico es de la clase de la que to-
do mundo piensa que dice algo obvio, pero que, sin embargo, debe
demostrarse o establecerse como axioma. Otro resultado de este tipo
“obvio” es el Teorema de Pasch que afirma que si una recta corta un
lado de un tridngulo entonces también corta al menos otro lado. La
demostracién de estos hechos a partir de los postulados de Hilbert
puede consultarse en el libro de Greenberg (op. cit.)

Axiomas de la relacién de congruencia

Axioma de congruencia H-C1. 5i A y B son dos puntos distintos y si
A’ es cualquier punto, entonces para cada rayo », con origen en A’,
existe un tnico punto B, en 7, tal que B’ # A’y AB >~ A’'B’.

Axioma de congruencia H-C2. Si AB = CD y CD = EF, entonces
CD = EF. Ademas todo segmento es congruente consigo mismo.

Axioma de congruencia H-C3.SiA—B—C, A’ —B' —C/, AB= A'B
y BC = B'C’, entonces AC = A'C’.

Axioma de congruencia H-C4. Dado cualquier ZBAC y dado cual-
quier rayo A’B’, con origen en A’, existe un tnico rayo A’C’, con este
lado sobre la recta A'B’, tal que Z/B’A'C’ = Z/BAC.

Axioma de congruencia H-Cs. Si /A = /By LA = ZC, entonces
ZB = /C. Ademaés todo angulo es congruente consigo mismo.

Axioma de congruencia H-C6 [LAL]. Si dos lados de un tridngulo
y el dngulo formado por ellos son congruentes con dos lados y el
dngulo formado por ellos de otro tridngulo respectivamente, entonces
los tridngulos son congruentes.

Nota. Este axioma no se demuestra dentro de la teorfa de Birkhoff ya
que es exactamente el Postulado IV.

Axiomas de continuidad

En este grupo de axiomas Hilbert incluye dos axiomas de conti-
nuidad siendo uno de ellos el Axioma de Arquimedes. Sin embargo
ambos axiomas de Hilbert son consecuencia del axioma de Dedekind
como se demuestra en el libro de Greenberg (op. cit.)

Axioma de continuidad de Dedekind. Suponga que el subconjunto
¢’ de todos los puntos de una recta Z es la unién disjunta de dos
conjuntos no vacios Dy y Dy, es decir ¢/ = Dy UD, y D1 N Dy =@, de
tal manera que ningtin punto de cada conjunto estd entre dos puntos
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Figura 220: Figura correspondiente al
Axioma H-C4.
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del otro conjunto. Entonces existe un tnico punto O en ¢ tal que ¢ =
Dy, U D, U{O}.

Axioma de paralelismo

Sin este axioma se obtienen una gran cantidad de resultados que
se nombran geometria neutral, sin embargo los mds profundos resulta-
dos de la geometria euclidiana plana requieren el axioma siguiente o
alguna de sus equivalencias.

Axioma de paralelismo. Para cada recta £ y cada punto P no en 7,
existe a lo mds una recta 7z que pasa por P tal que 7z es paralela a 7.

Axiomas de la relacién de incidencia

Axioma H-I1. Para cualesquiera dos puntos A, B existe una recta que
contiene cada uno de los puntos A y B.

Axioma H-I2. Para cualesquiera dos puntos A, B existe a lo mas una
recta que contienen cada uno de los puntos A y B.

Axioma H-I3. Existen al menos dos puntos en una recta. Existen al
menos tres puntos que no estdn en una recta cualquiera.

Aqui termina la lista de axiomas de Hilbert, la cual hemos incluido
para que el lector pueda tenerla completa, lo cual serd de utilidad
para los ejercicios y para comparar sistemas axiométicos, tema que
introduciremos en la siguiente seccién.

Comparando axiomdticas

Después de revisar a lo largo de este libro varios sistemas axiomati-
cos de la geometria Euclidiana, una pregunta valida que posiblemen-
te se haga el lector es, ;hay algiin sistema axiomdtico que sea “me-
jor”? Para responder a esta pregunta debemos decidir primero que se
entenderfa por “mejor”. A continuacién introduciremos definiciones
precisas que nos permitan establecer maneras de comparar diferentes
axiomaticas.

Definicién [Consistencia, independencia y completitud de sistemas
axiomdticos]. Un sistema axiomaético se llama:

i) Consistente, si no existen en el sistema un par de axiomas, un axioma
y un teorema o un par teoremas que se contradigan entre si.

ii) Independiente, si cada axioma del sistema no puede demostrar a
partir de los demés axiomas del sistema.

iii) Completo, si cada afirmacion que contenga términos indefinidos o
definidos en el sistema puede demostrarse vélida o no valida, en



otras palabras, no es posible afiadir un axioma independiente al
sistema.

Ejemplos. El sistema axiomético de Euclides no es completo, ya que por
ejemplo, no puede demostrarse el axioma de Pasch dentro de la axio-
matica de Euclides y no forma parte de los postulados. Sin embargo
el sistema de Euclides es independiente ya que ninguno de los cinco
postulados puede demostrarse a partir de los otros®7.

El sistema axiomatico de Tarski de geometria elemental es comple-
to, como el lector puede constatar en su libro®8, donde por elemental
se entiende una geometria que no hace uso de nociones de teoria de
conjuntos, en particular, no hace uso de cuantificadores existenciales.

Para el lector que ha llegado hasta aqui debe ser claro que un sis-
tema axiomdtico donde una afirmacién y su negacién pueden ser de-
mostrados es absolutamente inservible, de aqui la necesidad de contar
con algiin método para determinar si un sistema axiomaético es con-
sistente. El método usual para mostrar la consistencia se basa en la
existencia de un modelo del sistema axiomatico. Un modelo se obtiene
encontrando interpretaciones de los términos sin definir, de tal for-
ma que los axiomas se convierten en afirmaciones verdaderas con las
interpretaciones. El ejemplo mds conocido de interpretacién de la geo-
metria euclidiana es la geometria analitica, donde como recordara el
lector, la nocién indefinida de punto tiene la interpretaciéon de par or-
denado de ntimeros reales.

Un ejemplo simple de como puede construirse un modelo para mos-
trar la consistencia de un sistema axiomaético lo estudiaremos para la
geometria de cuatro puntos en la siguiente seccién.

Axiomas de la geometria de cuatro puntos

En la geometria de cuatro puntos, cuya tnica finalidad es puramen-
te diddactica, se tienen los términos indefinidos: punto, recta y “estar
en”. Los axiomas son los siguientes:

Axioma 1. Existen cuatro puntos y solo cuatro puntos.
Axioma 2. Dos puntos distintos estdn en una y solo una recta.
Axioma 3. Toda recta estd en exactamente dos puntos.

Consistencia. Un modelo de la geometria de cuatro puntos es mos-
trado en la Figura 221, donde los puntos se interpretan como las pe-
quenias circunferencias numeradas del uno al cuatro y las rectas, se
interpretan como los segmentos que unen las circunferencias y la rela-
cién “estar en” se interpreta de manera que dos puntos distintos estan
en extremos de un segmento y un segmento estd en dos puntos extre-
mos exactamente. En este modelo los axiomas 1 a 3 son proposiciones
verdaderas, por lo que el modelo implica que la geometria de cuatro
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7 Nota. Hay que recordar aqui que en la
época moderna se han vuelto sinénimos
las palabras “axioma” y “postulado”, lo
que no era asi en la época de Euclides.
% Alfred Tarski. A decision method for ele-
mentary Algebra and Geometry. Rand Cor-
poration, 1948

Figura 221: En la figura se muestra un
modelo de la geometria de cuatro pun-
tos.
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puntos es consistente.

Independencia. La independencia de un axioma se muestra encontran-
do un modelo que incluya la negacién de tal axioma. De tal forma que
para demostrar que un sistema axiomdtico con n axiomas es indepen-
diente se deben construir 7 modelos donde cada modelo contiene la
negaciéon de uno de los axiomas del sistema.

Axioma 1’. Existen dos y solo dos puntos.

Un modelo vélido se obtiene con el Axioma 1" y los Axiomas 2
y 3. El Axioma 1’, como el lector puede constatar, es una negacién
del Axioma 1. El hecho de la existencia del modelo ilustrado en la
Figura 222 muestra que el Axioma 1 es independiente de los Axiomas
2y 3. La existencia de modelos de las negaciones de los axiomas 2 y 3
se dejan como ejercicio.

Nota. La larga historia de la demostracién de que el quinto postulado
de Euclides es independiente de los demds axiomas muestra que, en
general, demostrar que un axioma o postulado es independiente de
los demds no es nada trivial. El lector, después de haber estudiado el
capitulo de geometria hiperbdlica de este libro, debe saber ademads que
no existe una verdad absoluta de ningtin sistema axiomatico.

Completitud. Demostrar que un sistema es completo no es posible en
general y el hecho de que exista la demostracién de Tarski (op. cit.),
de que la axiomatica de la geometria elemental presentada por él sea
completa, no carece de interés. El mds famoso y trascendente resultado
conocido en esta area del saber humano es el Teorema de Godel® el
cual afirma que cualquier sistema axiomdtico consistente que incluya
los teoremas de teoria de ntiimeros no es completo.

Para concluir este capitulo debemos informar al lector que no hay re-
sultado mds incomprendido en la historia de las matemdticas que el teorema de
Godel. De todas las cosas que no demuestra el famoso teorema debemos
incluir:

1. El teorema de Godel no demuestra que nunca seremos capaces de
formular una teorfa de la realidad fisica que sea final.

2. El teorema de Godel no demuestra que los mateméticos no pueden
capturar toda la verdad matemadtica en sus sistemas.

3. El teorema de Godel no demuestra que las computadoras nunca po-
drédn razonar como los humanos.

4. El teorema de Godel no estd implicito en el budismo Zen.

El lector interesado puede encontrar una discusién racional de estos
y otros muchos temas relacionados con los teoremas de Godel en el
libro de Franzén7°. Por otra parte, una deliciosa introduccién a los

Figura 222: Una negacién del Axioma 1,
consiste en afirmar que existen dos y so-
lo dos puntos.

% Kurt Godel. Obras completas. Alianza
Editorial, 1981

7° Torkel Franzén. Godel's Theorem: An In-
complete Guide to Its Use And Abuse. A. K.
Peters, Ltd., 2005
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teoremas de Godel puede encontrarse el libro Godel, Escher, Bach: An
Eternal Golden Braid de Hofstadter y, finalmente, una introduccién mas
directa a la demostracién de los teoremas de Godel puede estudiarse
en el libro clasico Godel’s Proof de Nagel y Newman.
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Ejercicios de “Otras axiomdticas”

1. El siguiente axioma se conoce como el Axioma de Pasch. Una pro-
posicién equivalente fue demostrada dentro de la axiomadtica de
Birkhoff en el capitulo dedicado a la geometria afin. Demuestre la
equivalencia entre ambas proposiciones.

Axioma VII-TG. Si una recta interseca un tridngulo en uno de su la-
dos y no pasa por ninguno de los vértices entonces interseca alguno

de los otros dos lados. Ax. 7-TG. Ent(apc) A Ent(bgc) =
Jx [Ent (bxp) A Ent (gxa)].
2. Demuestre que el axioma 103 de Tarski, enunciado enseguida, es

equivalente a que en todo tridngulo la suma de los dngulos internos
suma 7.

Ax. 103 El segmento que conecta los puntos medios de dos lados de
un tridngulo mide la mitad de la longitud del tercer lado.

3. Del sistema de Hilbert demuestre, mediante los postulados de Birk-
hoff, los axiomas: Axioma H-O1 , Axioma H-O12, Axioma H-O3,

H-C1, H-C2, H-C3, H-C4 y H-Cs.
3 4y 3 Figura 223: El Axioma VII de Tarski es
es una de las versiones del axioma de

4. Escriba los detalles de todas las demostraciones de los axiomas usa- Pasch

dos por Hilbert en forma tabular. ;Por qué queda demostrado el
axioma H-O3? Justifique cudl técnica se usa, ya sea reduccién al
absurdo o contrapositiva en la demostracion.

5. Demuestre que los axiomas 2 y 3 de la geometria de cuatro puntos
son independientes y que, por lo tanto, el sistema axiomético de tal
geometria es independiente por definicién.

6. Demuestre que en la geometria de cuatro puntos existen seis y solo
seis rectas.



Solucién de los problemas seleccionados

Axioma H-O1 [Orden I]. Si A — B — C, entonces A, B, C son tres pun-
tos distintos que estdn en la misma rectay C — B — A.

Demostracion. Dado que en la axiomaética de Birkhoff, por definicién
A — B —C siy solo si los niimeros reales en correspondencia x4, xp
y xc satisfacen x4 < xp < xc 0 x4 > xp > xc. La afirmacién del
Axioma H-O1 se sigue del Postulado I de Birkhoff. O

Axioma H-O2z [Orden IIl. Dados dos puntos B y D, existen puntos
A,C, E sobre la recta BD, talesque A—B—-D,B—-C—-DyB—-D—E

Demostracion. Se sigue del Postulado I de Birkhoff dado que para cual-
quier nimero, digamos xg € R existe una cantidad infinita de ntme-
ros x con x < xp. Se escoge cualquiera de ellos y se encuentra el punto
en correspondencia con x y se le denota con A. Las demds partes se
siguen de la misma forma. O

Axioma H-O3 [Orden III]. Si A, B y C son tres puntos distintos que
estan sobre la misma recta, uno y solo uno de los puntos esté entre los
otros dos.

Demostracion. Si, digamos, A — B — C y A — C — B, entonces por defi-
nicién xp < xc v x¢c < xp, por lo tanto xg = x¢. Por el Postulado I de
Birkhoff B = C. 0
Axioma de congruencia H-C1. S5i A y B son dos puntos distintos y si
A’ es cualquier punto, entonces para cada rayo 7, con origen en A,
existe un tnico punto B’ en #, tal que B’ # A’y AB = A’B’.

Demostracion. Es inmediata del Postulado I de Birkhoff. O

Axioma de congruencia H-C2. Si AB = CD y CD = EF, entonces
CD = EF. Ademas todo segmento es congruente consigo mismo.

Demostracion. Partiendo de las hipétesis, por definicién de congruencia
en la axiomatica de Birkhoff, tenemos m(AB) = m(CD) y m(CD) =
m(EF) de donde, por la transitividad de la relacién de igualdad en R,
se obtiene m(CD) = m(EF) y por lo tanto CD = EF. O

Axioma de congruencia H-C3.S5iA—B—-C, A’ — B —C/, AB= A’B
y BC = B'C’, entonces AC = A'C.

Demostracién. Mediante el Postulado I de Birkhoff se tienen los ntime-
ros reales x4, Xg, Xc Yy X4/, Xp, Xc tales que, por ejemplo, x4 < xp <
xcy xa < xp < xcr. Ademds, por hipétesis |x4 — xp| = x4 — xp/|
y |xp — x¢c| = |xp — xr|. Por lo tanto, por las propiedades derivadas
del Postulado I de Birkhoff

|xa —xc| = |xa —xp|+|xp —xc| = [xar —xp/| + [xp — xc/| = |x a7 — X1,

235
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de donde AC =2 A'C'. O

Axioma de congruencia H-C4. Dado cualquier ZBAC y dado cual-
quier rayo A’B’, con origen en A’, existe un tnico rayo A’C’, con este
lado sobre la recta A’B’, tal que ZB’A’C’ = /BAC.

Demostracion. Es inmediata del Postulado III de Birkhoff. O

Axioma de congruencia H-Cs. Si /A = /By LA = ZC, entonces
£B = ZC. Ademas todo dngulo es congruente consigo mismo.

Demostracion. Dadas las hipotesis tenemos por definicién de congruen-
cia que mZA = m/ZBy mZA = mZC y asi por la transitividad de la
igualdad en R, se obtiene mZB = mZC y por lo tanto, /B = ZC. Es
inmediato que todo dngulo es congruente consigo mismo ya que la
igualdad en RR es reflexiva. O



Apéndice: Campo, Espacio Vectorial

Preliminares de Niimeros Reales

Como referencia se establecen las propiedades de campo de R.

Propiedades de campo

Para todo a,b, c € R, se cumplen las siguientes propiedades
i) a+b=>b+a.
ii) ab = ba.
iii) a+ (b+c)=(a+b)+c.
iv) a(bc) = (ab)c.
v) a(b+c) =ab+ac.

vi) Existe un elemento de IR denotado O tal que 2 +0 = 0+ a4 = a y un elemento de R denotado 1 tal que
al = 1a = a para todo a en R.

vii) Para todo a € RR, existe un elemento denotado por —a tal que a + (—a) = 0. Para todo a # 0 en R, existe

1 1
un elemento denotado por Py tal que a (a) =1

Axioma I [Orden en R]. El conjunto de ntimeros reales IR contiene un subconjunto P llamado conjunto de
niimeros positivos con las siguientes propiedades:

i) Siay b e P, entoncesa+b e PyabeP.

ii) Sia € R, entonces una y sélo una de las siguientes proposiciones es cierta: a € P, o bien —a € P o bien
a=0.

Con el conjunto P se pueden definir los signos >, <, <, etcétera. Si a,b € IR, entonces a > b significa que
a—b € P; a < bsignifica que b > a; a > b significa que a > b o bien que a = b.
Teorema [Propiedades de ordenamiento en R]. Supongamos que 4,b,c € R.

1. Sia>byb > ¢, entonces a > c.
2. Sia>b,entoncesa—+c>b+c.
3. Sia >byc >0, entonces ac > bc.

4. Sia>byc <0, entonces ac < bc.
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Con las propiedades de orden podemos definir los intervalos de niimeros reales como sigue.
Definicién [Intervalos en R]. Se definen los siguientes conjuntos de nimeros, llamados intervalos de la
manera siguiente:

a) el intervalo abierto (4,b) = {x e R:a < x < b},

b) el intervalo cerrado [a,b] = {x e R:a < x < b},

c) los intervalos semiabiertos (a,b] = {x e R:a < x <b}y[ab)={xeR:a<x<b},

d) los intervalos semiinfinitos (a,00) = {x e R:a < x}, [a,00) ={x e R:a < x}, (—oo,b) ={x e R:x <
b}y (—oo,b) ={x e R:x < b}

Ejemplo. Sean I} = (—1,1), I = [-2,3], I3 = (0,5) intervalos de ntimeros reales. Encuentre los conjuntos
LNk LUL, I, \ Is.
Solucién. Tenemos que [} NI = (—1,1)N[-2,3] = (—1,1). Porotraparte [ UL, = (—1,1)U[-2,3] = [-2,3]

(¢por qué?). Finalmente I \ I3 = [-2,3] \ (0,5) = [—2,0], compruébelo.

Valor absoluto

El valor absoluto de un ntimero real es utilizado extensamente a lo largo del libro con lo visto en este
apéndice hasta ahora se puede definirlo formalmente.
Definicién [Valor absolutol. El valor absoluto |a| de un niimero real a se define mediante las relaciones

a, sia>0
la| = . (187)
—a, sia<0.

Lema [Propiedades del valor absoluto]. Para todo ntimero real a se cumple que |a| = Va2
Demostracion. Sea a un nimero real cualquiera entonces a2 > 0,asi Va2 > 0. Asi,sia >0, la| =a=+V a2 > 0.
Si a < 0, entonces como Va2 > 0 se tiene Va2 = —a = |a|. O

Espacio Vectorial

Propiedades del espacio vectorial IR?. El conjunto IR? junto con la suma y el producto por un nimero real
satisface las propiedades siguientes:
Sean u,v,w € R? yr,s € R.
i) u+v=v+u.
i) u+ (v+w)=(u+0v)+w.
iii) Existe un elemento denotado por 0 tal que para todo u € R? se tiene u + 0 = 0 + u.
iv) Para todo u € R? existe un elemento denotado por —u tal que u + (—u) = 0.
v) (r+s)u =ru+su.
vi) r(u+v) =ru+ro.
vii) (rs)u = r(su).
viii) 1u = u, donde 1 € R es el elemento neutro de R.

Espacios vectoriales generales. Dado un conjunto V arbitrario y un campo K donde se han definido las
operaciones + : VxV — Vy . .:KxV — V, las cuales satisfacen las propiedades i) a viii) anteriores para
todo u,v,w € Vytodor,s € K, la cuarteta (V, K, +, -) se denomina espacio vectorial V sobre el campo K. Sin
embargo, para un primer acercamiento no se requiere llegar al concepto mas abstracto de espacio vectorial.
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