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Introducciéon

La presente obra es un libro de texto, el cual estd dirigido a los estudiantes
de la licenciatura en Matematicas. Por lo cual su propésito es ayudar a los
estudiantes de matematicas a introducirse al estudio del analisis matemético
que indudablemente es una de las areas mas importantes de esta ciencia.

A pesar de que existen muchos libros de texto sobre este tema en todos los
idiomas del mundo, considero que es necesario escribir este material, pues creo
que cada universidad debe elaborar libros de texto y problemarios adecuados
a sus programas de estudios, tomando en cuenta las caracteristicas de los
estudiantes que ingresan a sus programas de estudio.

Es necesario tener ciertos anos de experiencia para conocer las dificuldades
que afrontan nuestros estudiantes y los tipos de “trampas”, en las cuales suelen
caer en los primeros anos de sus estudios.

Por lo tanto aunque se mostrara la teoria de forma clara, logica y consis-
tente, no lo haria un texto satisfactorio. El siguiente requisito por cumplir seria
que incluyera una seleccion cuidadosa de ejemplos, contraejemplos, ejercicios
resueltos y ejercicios para resolver.

Muchos estudiantes creen que el conocimiento de las definiciones y de los
teoremas es suficiente para aprobar el curso. Sin embargo es muy importante
convencerlos que los teoremas que tienen que aprender no son una molestia
mas, sino una bendicién que les permite aprovechar los conceptos introducidos
para resolver problemas cada vez més concretos.

La conexién entre los conceptos introducidos y los teoremas se entiende
mejor estudiando las demostraciones de los teoremas. Durante las clases debe
hacerse hincapié de que las demostraciones son la mejor forma de entender
para qué sirven los teoremas.

Resumiendo: el propdsito de este texto es didactico. Por lo que solo el
lector podré opinar si dicho propésito fue logrado.

En los cursos de célculo se han estudiado los conceptos de conjunto abier-
to, cerrado, compacto, conexo como propiedades de subconjuntos del espacio
euclidiano. Por lo tanto, las funciones y aplicaciones continuas que aparecen
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en estos cursos estan definidas sobre subconjuntos de R™ y toman valores en
RE.

El paso principal que se hace en el curso de Analisis I consiste en la in-
troduccion y manejo de los conceptos topoldgicos en espacios mucho més
generales que R", a saber, en los espacios métricos.

En particular el estudiante vera que las funciones y aplicaciones forman
espacios en los cuales se puede introducir el concepto de distancia y por medio
de ésta se pueden extender a dichos espacios las nociones de convergencia de
sucesiones, de conjuntos abiertos y cerrados y otros conceptos conocidos de la
geometria del espacio euclidiano, como lo son la compacidad o conexidad.

En el dltimo capitulo se presentan las soluciones a los ejercicios y problemas
propuestos en los capitulos anteriores. Con el simbolo 4 estdn marcados los
problemas resueltos rigurosamente con todos los detalles. En caso de los demés
ejercicios y problemas se presentan extensas sugerencias dejando al lector la
tarea de efectuar los calculos y completar las soluciones.

El manuscrito de este libro fue escrito originalmente en el idioma que
se podria llamar ”la lengua mexicana con fuerte acento polaco®. Estoy muy
agradecido al Dr. Javier Carmona Lomeli quién se encargo de la tarea de
traducir el producto al idioma castellano.
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Espacios Métricos

Muchos de los conceptos que forman parte de la rama de las matematicas
llamada topologia surgieron como el resultado de tomar una propiedad im-
portante de un espacio euclideano o de alguna clase de subconjumtos de este
espacio y asi considerar los espacios abstractos que poseen dicha propiedad.
Dentro del desarrollo de este texto vamos a ver diversos ejemplos del fun-
cionamiento de dicho esquema. Un primer ejemplo de esto es la introduccién
de los espacios métricos.

Consideremos un espacio euclidiano, en particular en el plano identifica-
do con R?, en el cual se tiene definida la funcién distancia, cuya propiedad
fundamental es la desigualdad del tridngulo y esta constituye una de las leyes
mas importantes a la cual estamos sujetos en la vida real.

Asi pues pensemos en todos los espacios a los cuales podemos dotarlos de
una funcién distancia que satisfaga la desigualdad del tridangulo, ademés de
otras propiedades obvias de la distancia euclideana y a partir de ello observe-
mos que objetos podemos definir y que otras propiedades se pueden deducir
partiendo unicamente de estos datos.

A los espacios dotados de una funcién distancia, los llamaremos espacios
métricos. La definicién de un espacio métrico aparecié por primera vez en la
tesis doctoral escrita por el matemético frances M. Fréchet en el afio 1906.

1.1. Definiciones basicas

A continuacion se da la definicén formal de un Espacio Métrico.

Definicién 1.1 Un espacio métrico es un par (X,d), donde X es un conjunto
no vacio y d es una funcion real definida sobre el producto cartesiano X x X
y que satisface las siguientes condiciones:



2 1 Espacios Métricos

1° d(z,y) = 0,
2° d(z,y) =0 si y sélo si x =y,
3% d(x,y) = d(y, x),
4° st x,y,z€ X
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
A la funcion d, la llamaremos métrica del espacio X .

Las propiedades anteriores son naturales si interpretamos a la afirmacién
d(z,y) = c como “el punto z se encuentra a una distancia ¢ del punto y”. Por
lo cual al valor d(x,y) lo llamaremos la distancia entre z y y. Dicha funcién
distancia no puede ser negativa (inciso 1°), es nula solo si nos quedamos en
el mismo lugar (inciso 2°), es simétrica (inciso 3°) y satisface la desigualdad
del tridngulo (inciso 4°).

Para reconstruir las propiedades de la distancia en cualquier espacio basta

con pensar en la relaciéon entre los lados de un triangulo con vertices x, ¥y, z en
el plano euclidinao.

La siguiente proposicién nos presenta una forma equivalente de reescribir
la desigualdad del tridngulo.

Proposicion 1.2 Para todos x, y, 2 € X
|d(z,y) — d(z, 2)| < d(z,y).

Podriamos pensar que es sélo otra formula para sobrecargar la memoria, pero
no lo es, si nuevamente pensamos en el mismo tridngulo de vértices x, y, z.

Demostracion. La desigualdad d(z,y) < d(zx, z) 4+ d(z,y) implica que
d(z,y) — d(z,z) < d(z,y).

Ademas, por la definicién 1.1 tenemos que
d(x,z) < d(z,y) + d(z,y),

de donde d(z, z) — d(z,y) < d(z,y) y asi se obtiene el resultado deseado.
]
A la siguiente proposicién se le conoce como la desigualdad del cuadrangu-
lo.

Proposicion 1.3 Para x, y, u, v € X arbitrarios
|d(l‘, y) - d(“’v ’U)| < d(l’, u) + d(y7 U)'

Demostracién. Sugerencia: Antes de empezar la demostracién dibuja un
rectangulo con vértices x, y, u, v. Posteriormente aplica dos veces la desigual-
dad del triangulo para obtener
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d(e,) < d(z,u) + d(u,y) < d(e,u) + d(,v) + dy,v),
de donde
d(z,y) — d(u,v) < d(z,u) + d(y,v).

Luego intercambia los papeles de las parejas (z,y) y (u,v) y utiliza la
propiedad de simetria para obtener d(u,v) — d(z,y) < d(z,u) + d(y,v). Y
de ahi concluir lo deseado.

]

Definicién 1.4 Sean (X,d) un espacio métrico, x € X yr > 0. Al conjunto
B(z,r) ={u € X : d(z,u) <r} lo llamaremos la bola de radio r centrada en
x.

Diremos que un conjunto A C X es acotado si existe una bola B(x,r) que lo
contenga.

Como se ha mencionado anteriormente el concepto de espacio métrico es
una generalizacién de los espacios euclideanos, asi pues un primer ejemplo de
un espacio métrico es un espacio euclideano como vemos a continuacion.

Ejemplo 1.5 ESPACIO EUCLIDIANO. En el espacio R™ = Rx- - - xR definimos

la métrica por la formula

n

d((xlv"'al'n)’(ylv"'vyn)): Z(xj_yj)z )

Jj=1

y al espacio C™ con la métrica

Nl

d((21, - zn), (i, wn)) = [ (25 = wy) (5 — wy)
j=1

Estos espacios son de los objetos principales de estudio de los cursos de Cdlcu-
lo, en los cuales se han demostrado las propiedades de sus correspondientes
métricas.

Cabe mencionar que los espacios euclidianos son el caso mds sencillo de los
espacios normados, los cuales serdn estudiados en la siguiente seccion.

o

Los siguientes ejemplos de espacios métricos son dotados de una estructura
mas “exotica”.

Ejemplo 1.6 METRICA DISCRETA. Sea X un conjunto arbitrario. Para x,

y € X se define la métrica
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0, st z=y,
d(x,y)—{l’ si x #£y.

Es claro que las propiedades 1° - 3° de la métrica se satisfacen. Ahora six =y
se tiene que 0 = d(z,y) < d(z,u)+d(u,y) para toda v € X y asi se satisface la
desigualdad del tridngulo pues d(z,u),d(u,y) > 0. Para el caso en que x # y
yu ==z 6u =1y la desigualdad del triangulo toma la forma 1 < 1. Si los
tres puntos son distintos la desigualdad de triangulo afirma que 1 <1+ 1. Es
decir, en cualquier caso se cumple que

d(z,y) < d(z,u) + d(u,y).

Notemos que en un espacio discreto la bola B(x,r) consta de un solo punto
{z} cuando r <1 y es todo el espacio X cuando r > 1.

El espacio de la métrica discreta es fdcil de visualizar cuando contiene
muy pocos elementos. Por ejemplo cuando X = {x,y} podemos pensar en dos
puntos en la recta que se encuentran a la distancia 1. Si X = {x,y,z}, el
triangulo equildtero en el plano describe bién la estructura de dicho espacio.
Cuando X contiene 4 elementos, podemos pensar en una pirdmide egildteral
en el espacio R3. Si el espacio discreto consta de 5 elementos queda fuera
de nuestra imaginacion. Sin embargo, si podemos construir un conjunto de 5
puntos en el espacio R* tal que la distancia entre cada par de puntos sea 1.

iSe deja al lector como un ejercicio de geometria euclidiana!

¢

El ejemplo anterior demuestra que en los espacios métricos generales apare-
cen fenémenos que no se observan en el espacio euclidiano. Otros fenémenos
de este tipo se pueden ver en el siguiente ejercicio.

Ejemplo 1.7 METRICA “SOCIAL”. Esta métrica se define en un conjunto de

personas que actualmente viven en nuestro mundo.

Sean A, B dos personas. Si A = B, es decir, si se trata de la misma se de-
fine d(A, B) = 0. Si existe un conjunto de personas P = {Py,..., Py} tal que
P; y Pjy1 se conocen, 1 < j < n—1, diremos que P es una cadena de conocidos
de longitud n. Para personas distintas A, B, se define a la distancia d(A, B)
como la longitud de la cadena mas corta tal que P = A y P, = B. Es claro
que el dominio de esta funcion no estd bién determinado, pues la distancia
entre Tu y el miembro de algina tribu perdido en la selva no se puede calcular.

¢
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Observemos que la bola unitria contiene tinicamente un elemento, su cen-
tro, como en el espacio discreto. La bola de radio 2 contiene a la misma persona
y sus conocidos directos. Es interesante que dicha métrica no alcanza valores
muy grandes. Por ejemplo, intenta calcular la distancia entre tu persona y el
Presidente de México, el Papa é cantante mas famoso de la actualidad.

Ejemplo 1.8 METRICA DE CAMINO MAS CORTO

FEste caso se trata de una amplia clase de métricas en distintos conjuntos.
Por ejemplo, si X es una esfera la distancia entre dos puntos de la esfera se
puede definir como la longitud del arco mas corto que une a estos puntos. Por
otro lado un automovilista mide la distancia entre dos punto de la superficie
terrestre como la mas pequena de longitudes de las carreteras que unen a estos
puntos. El espacio X en este caso es el conjunto de puntos sobre las carreteras
que llegan al lugar, donde se encuentra el automouilista. De forma semejante,
para un turista en una ciudad, la distancia “vuelo de pajaro” es irrelevante.
La longitud del recorrido por las calles ¢ y senderos es lo que realmente define
la distancia por recorrer.

¢

Los Ejercicios 4 y 5 de este Capitulo nos proporcionan ejemplos de este
tipo, los cuales estan formulados de forma analitica.

Ejemplo 1.9 ;FEs posible que exista algin espacio métrico cuya una bola de
radio 2 contenga a una bola de radio 37 La respuesta es: jsi!

Sea X = {f%, -1,0,1, %} En este espacio con su métrica natural d(z,y) =
|z —y| tenemos B(0,2) = X y B(2,3) = X\ {—2}. Sin embargo, se puede de-
mostrar que en ningin espacio métrico se puede lograr que B(x,2r) C B(y,r)
( Vea el ejercicio 10 de este capitulo y en caso necesario la sugerencia en
Capitulo 11).

¢

Ahora podemos pasar a los ejemplos que seran fundamentales en el mate-
rial de estudio de este texto. Como hemos advertido en la introduccién, una
de las novedades mas importante que debe asimilar el estudiante de este curso
es el hecho de que un objeto tan complicado como una aplicacién puede verse
como un solo punto en un espacio, en nuestro caso particular en un espacio
métrico adecuado.

En algunos problemas tendremos que tratar al mismo tiempo con varios
espacios métricos y por consiguiente con varias métricas. En dichos casos
lo més adecuado serd denotar a la métrica en el espacio X como dx. Solo
en algunos casos, cuando en lugar de X aparezca un espacio con notacién
demasiado complicada (por ejemplo cuando X = L?(M,du)), vamos a buscar
otra forma de denotarla.
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En el siguiente ejemplo se define una métrica en un espacio en el cual sus
elementos son aplicaciones.

Ejemplo 1.10 METRICA DE LA CONVERGENCIA UNIFORME

Sea C' un conjunto cualquiera y (X,dx) un espacio métrico. Decimos que
una aplicacion F: C — X es acotada si F(C) es un conjunto acotado en X.
Denotamos por B(C, X) al espacio de todas las aplicaciones acotadas entre C
y X. En este espacio introducimos la siguiente métrica:

doo(F,G) = sggdx(F(a),G(a)),

para F, G € B(C, X). Esta métrica tiene una importancia especial en el andli-
sis matemdtico. Dicha métrica lleva el nombre de métrica de la convergencia
uniforme, pues en el caso de que C C R™ y X C R la convergencia de suce-
siones correspondiente a esta métrica coincide con la convergencia uniforme
de funciones que conocemos del curso de cdlculo.

Verifiquemos que la funcion d es efectivamente una métrica en B(C, X).
Observemos que las propiedades de la positividad y de la simetria son obvias.
Si deo (F,G) = 0, se sigue dx(F(a),G(a)) = 0, de donde F(a) = G(a) para
todo a € C. Entonces F' = G.

Sea H € B(C,X). Para todo a € C se cumple que
dx (F(a),G(a)) < dx(F(a), H(a)) + dx (H(a), G(a))
y por la definicion de de
dX(F(a)7H<a')) + dX(H(a)7 G(a)) < doo(F’ H) + doo(Hv G)a

entonces
dX(F(a)7 G((I)) < doo(F7 H) + doo(H7 G)

Tomando el supremo del lado izquierdo obtenemos la desigualdad del tridngulo
para la funcion doo .

o

Decimos que la métrica dx en el espacio X es acotada si existe ¢ > 0
talque dx(x,y) < ¢ para todo z, y € X, asi la métrica d, estd bién definida
en el espacio C¥ de todas las aplicaciones F: C — X.

El Ejercicio 11 nos proporciona informacién muy importante (su solucién
la podemos ver en el Capitulo 11). Para cualquier espacio métrico (X.d), la
funcién definida por

d(z,y)
S(z,y) = —LY)
(@,y) 1+ d(z,y)
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es una métrica en X. La métrica d es acotada (cuya cota es ¢ = 1), por lo
tanto, para cualquier conjunto C' podemos definir la métrica d., de la conver-
gencia uniforme.

Los espacios cuyos elementos son sucesiones nos proporcionan una gran
cantidad de ejemplos de espacios métricos. Por lo cual vamos a definir los
espacios mas importantes de esta clase y a introducir la notaciéon adecuada
para los mismos.

Definicién 1.11 Definimos como una sucesion en un espacio X a una apli-
cacion que va del dominio N y con valores en X.

De acuerdo con la notaciéon general una sucesién a se debe denotar como
N3 n — a(n) € X, sin embargo por tradicién la denotamos por (ay).

Las sucesiones que toman solo los valores 0 y 1 forman un conjunto de la
misma cardinalidad que el eje real. Lo sabe hasta la mas simple calculadora.
El espacio de todas las sucesiones valuadas en X se denota por X" aunque
en algunos casos, por ejemplo cuando X = R se usa la notacién R*°.

Si E es un espacio vectorial sobre el campo K, en EN tenemos la estruc-
tura vectorial natural. Para a = (a,), b = (b,) € EN y t € K se define la
combinacién lineal como

a+tb = (an + thy).

Si ademaés el espacio F es también un dlgebra definimos la estructura del
algebra en EN como:
ab = (apby).

Los espacios R* se sumergen en RY por medio de aplicaciones que conservan
la estructura vectorial de los mismos. Vamos a usar estas aplicaciones en al-
gunas ocasiones, entonces conviene introducir la notacién correspondiente.

Para (ai,...,ay) € E¥ = E x --- x E sea
or(al,...,ar) = (ar,a2,...,0a5,0,0...).
En cambio, el espacio EN se proyecta sobre E¥ por medio de la aplicacién
me(a) = (a1, ..., a).

Ejemplo 1.12 SUCESIONES ACOTADAS

Las sucesiones acotadas son un caso particular de aplicaciones acotadas
que hemos estudiado en el Ejemplo 1.10, entonces solo introduciremos aqui su
notacién.
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El espacio de todas las sucesiones acotadas en X se denota por [°°(X).
Unicamente en el caso que X = R en lugar de escribir [*°(R) escribimos
simplemente [*°. Para el espacio {°°(X) se usa la métrica de convergencia
uniforme definida anteriormente:

deo(a,b) = supdx (an,by).
neN

para a = (an), b = (b,) € I*°(X).

1.2. Espacios normados

Los espacios normados ocupan un lugar intermedio entre los espacios eu-
clidianos y los espacios métricos generales. Ademds, estos espacios conservan
algunas propiedades de R™ 6 C™ y al mismo tiempo nos proporcionan ejemplos
de fenémenos nuevos que ocurren en los espacios métricos méas generales.

Definicién 1.13 Un espacio normado E es un espacio vectorial sobre el cam-
po R 6 C (usualmente denotamos por K al campo) dotado de una funcién
II-|I: E — K llamada norma que satisface las siguientes propiedades:

1° ||lz|| > 0 para todo x € E,

2° ||z|| = 0 implica x =0,

3° |laz|| = |al||z|| pare xz € E, a € K,
4z +yll < llzll + llyll para z, y € E.

[e]

Observese que cada espacio normado admite una métrica de manera nat-
ural.

Proposicién 1.14 Sea (E,|| - ||) un espacio normado y d(z,y) := ||z — y|.
Entonces el espacio (E,d) es un espacio métrico.

Demostracion. Las propiedades 1°, 2°, 3° de la norma implican exactamente
las propiedades 1°, 2° 3° de la métrica. Luego,

dz,y) =[lz -yl =llz —u+ -y <llz—ul +|lu-1yl
=d(z,u) + d(u,y),

por la propiedad 4°.

El siguiente es un ejemplo de norma en los espacios euclideanos.

Ejemplo 1.15 ESPACIOS EUCLIDIANOS

Las métricas que se definen en los espacios euclidianos R™ y C™ (Ejemplo
1.5) son casos particulares de métricas provenientes de normas. En ambos
casos la norma correspondiente se puede escribir como:
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1
]| = ZI%I )2,

para x = (T1,...,2Ty).

¢

Los espacios de sucesiones [2(R) y [?(C) pueden ser considerados como
generalizaciones a dimensién infinita de los espacios R y C” respectivamente.

Ejemplo 1.16 Sea I*(K) = {a = (a,) € K®: 2511 la;|?) < oo}. La norma
en ambos espacios I*(R) y [?(C) estd dada por

oo

1

lafla = O lay[*)=.
j=1

También en este caso las propiedades 1°, 2°, 3° de la norma son obuias.
Ast sdlo queda por probar la desigualdad del tridngulo. Sean a = (ay) y b =
(by) en 1. En los espacios R™ y de C™ se cumple la desigualdad

" 1 l " 1
O la; + ;)2 Z|a3| + O b2
Jj=1 j=1

Por hipdtesis las series Z;’il laj|? y E]Oil |bj|* convergen. Puesto que la fun-
cion raiz es continua, pasando al limite n — oo en la expresion del lado
derecho de desigualdad obtenemos que

M

o oo

D%w F < Ol + Q) <

j=1 j=1

paran € N arbitrario. Por lo tanto la serie 3 ;7 |a; + bi|? también converge

y
la+bll2 < [lal[2 + [b]]2.

o

Ejemplo 1.17 En el mismo espacio R™ podemos definir otras normas, de las
cuales las mds tmportantes son las siguientes:

n
lally = Zl lajls llallee = méx Jayl.
]:

<j<n
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Los espacios normados de sucesiones andlogos a (R™, || - [|1) v (R™, | - [loo)
son los espacios I y [ que describimos a continuacién.

Ejemplo 1.18 Sea }(K) = {a = (a,) € K> : > ey laj| < oo} La norma en
este espacio se define como

o0
lalls = laj-
j=1

Para un espacio normado arbitrario (E, ||-||) podemos construir el espacio
de sucesiones sumables en E, esto es:

PE) = {(an) € Y= ) lan]| < oo}

neN

@)l =D lla]-

neN

con norma

o

Ejemplo 1.19 FEn la seccion anterior definimos el espacio de sucesiones aco-
tadas valuadas en un espacio métrico arbitrario. Dicho espacio métrico es un
espacio normado (E, || - ||). El espacio {*°(E) es un espacio normado con la
norma

llalloc = sup [lallz = doo (0, a),
neN
donde 0 = (0,0,...) es la sucesidn nula. Por lo tanto
lla = blloc = doo(a, b).

Paro los casos E = R y E = C vamos a usar la notacidn 1> y 1°°(C),
respectivamente.

¢

Sabemos de varios ejemplos de espacios de aplicaciones F': X — M valu-
adas en un espacio métrico, en los cuales se puede definir una métrica de tal
manera que F,, — F implica que F,(z) — F(x) para todos los z € X. Es
natural preguntarse si en el caso de un espacio normado (E, || - ||), el conjunto
F(X,E) de todas las aplicaciones entre X y FE, el cual tiene la estructura
de un espacio vectorial, se puede definir una norma de tal manera que la
convergencia en esta norma implique la convergencia puntual.

En este caso, si el espacio X no es finito, la respuesta es negativa. En el
Capitulo 11 presentamos como problema resuelto el caso del espacio de todas
las sucesiones reales y ademdas se demostrard que en este espacio no existe
ninguna norma que tenga la propiedad mencionada.
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La estructura lineal que tenemos en los espacios normados nos permite
hablar de conjuntos convexos en estos espacios. La convexidad juega un papel
muy importante en el analisis de espacios normados, cuando existe un vinculo
entre la estructura vectorial y la estructura métrica. En los capitulos sigu-
ientes vamos a observar algunas de estas relaciones, por lo cual es conveniente
recordar los hechos bésicos sobre los conjuntos convexos.

Dados F un espacio vectorial real y a, b € E. El conjunto
I(a,b) :=={ta+ (1 —-t)b: 0<t <1}

es el segmento lineal que une los puntos a y b. Decimos que un conjunto A es
convezo si para todo a, b € A se cumple que I(a,b) C A.

El interes de estudiar los conjuntos convexos se explica en parte por el
hecho de que las bolas en los espacios normados son convexas.

Proposicién 1.20 Sean (E, | - ||) un espacio normado, © € E y r > 0, en-
tonces B(x,r) es conveza.

Demostracion. Sean a, b € B(x,r) y 0 <t < 1. Entonces
[ta + (1 = )bl| < [[tall + [|(L = )b]| = t]lal| + (L =t)[[o]| <tr+ (1 —t)r =1

Por lo tanto, ta + (1 — t)b € B(x, ).
]

Definicién 1.21 Para A C E cualquiera, se define la cdscara convera de A
como el conjunto convexo mds pequeno que contiene al conjunto A. La cdscara
conveza de A se denota por conv(A).

La definicién de la céscara convexa que hemos usado es elegante, pero poco
manejable. Dados A C E'y a € E, jcomo averiguar si a € conv(A4)?

La siguiente proposicién da una descripcién de la conv(A4) més técnica,
pero también de cardcter més constructivo.

Proposicién 1.22 Sea A un subconjunto arbitrario de un espacio vectorial
real E. Entonces

k k
conv(A) = {thaj tkeN, a; € A, th =1,0<t;, 1<j<k}
j=1 j=1

Demostracién. Denotemos por C'(A) al conjunto que aparece de lado derecho
de la igualdad. Es claro que A C C(A). Verifiquemos que C'(A) es un conjunto

convexo. Sean a = Z?Zl tja; yb=> 1" s;b;cona; € A, Z?Zl ti=1,b€A
y Yo, si=1.Sit+s=1se tiene que
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k m
ta + sb = Zttjaj + Z $8;b;
j=1 i=1

la cual es una combinacion lineal con coeficientes no negativos de elementos
de A. Observemos que

k m
Zttj—i—z,ssi =t+s=1,
j=1 i=1

por lo tanto ta + sb € C(A). Luego el conjunto C(A) contiene a A y es con-
vexo, entonces conv(A) C C(A), pues conv(A) es el conjunto mds pequeno
con estas dos propiedades.

Ahora tenemos que probar que C(A) C conv(A). Vamos a demostrar que
siai,...,ap € A, 0 < t;paratodol < j<ky 2?21 t; = 1, entonces las
combinaciones lineales de la forma Z?Zl tja; pertenecen a conv(A). Para esto
utilizamos la induccién con respecto al indice k.

Determinamos la hipétesis inductiva de la siguiente forma: para ay, ..., a; €
A y los niimeros no negativos t1, ..., t; tales que ijl t; = 1 la combiunacién
Zj:lk‘ tja; es elemento de conv(A).

Comenzando con la induccidn, si k = 1, se cumple forzosamente que ¢; = 1
y para cada a; € A tenemos que t1a; = a1 € A C conv(A). Ahora supéngamos

que la hipétesis es valida para k y tomamos a,...,ax+1 € A, 0 < ¢; tales que
k+1
ijl t; = 1. Sean
k
SZth y ty=t;/s
j=1
con 1 < j < k. Entonces se cumple que Zle t’ = 1y por lo tanto, gracias
a la suposicién inductiva b = 25:1 tha; € conv(A).

Asi tenemos que tgy1 + s = 1, b, agy1 € conv(A) y por la convexidad de
conv(A) se satisface que sb + tyy1ak41 € conv(A). Asi tenemos lo deseado

pues
k

sb + thyr1Qry1 = S(Z t;aj) + thr1Qry1 = thaj.
j=1 j=1
|
A los elementos del conjunto conv(A), les llamaremos combinaciones con-
vezas de elementos de A.
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1.3. Sucesiones convergentes

La convergencia de sucesiones es indudabemente el origen y el concepto
fundamental de la teoria de espacios métricos. Durante varios siglos los con-
ceptos de la integral y de la derivada usados exitosamente en tantas ramas de
las matematicas y de la fisica se basaban en argumentos poco convincentes
de los “infinitesimales”. En la segunda mitad del siglo XIX en los trabajos
de Cauchy aparecieron las definiciones y demostraciones relacionadas con los
conceptos de limites que ahora consideramos correctas. Anos mas tarde en los
trabajos de Heine surgié la idea de definir la continuidad de funciones utilizan-
do las sucesiones. Desde entonces el concepto de sucesién convergente ocupa
un lugar central en andlisis. El hecho de que las sucesiones son suficientes
para manejar la continuidad en los espacios métricos esta estrechamente rela-
cionado con la estructura del eje real. Esto no se generaliza a los espacios
topoldégicos mas generales.

Definicién 1.23 Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que una sucesion
(an) en X es convergente si existe a € X tal que d(an,a) — 0, En forma
explicita

Ve>0 INeN, Vn>N: day,a)<e.

Denotamos este hecho como a,, — a. Al elemento a se le llama el limite de
la sucesién (a,) y se denota por lim,,_, a,. Si una sucesién es convergente,
entonces su limite estd definido univocamente gracias a las propiedades basicas
de la métrica.

Proposicion 1.24 Sia, — a y a, — b entonces a = b.

Demostracién. Sea € > 0. Por la desigualdad de triangulo tenemos que
d(a,b) < d(a,a,) + d(an,b),

para n cualquiera. Asi para n suficientemente grande se tiene que ambos

términos del lado derecho de la desigualdad son menores que £/2 y por tanto

d(a,b) < e para todo € > 0. Lo cual implica que d(a,b) = 0, de donde a = b.
]

Definicién 1.25 Sea n: N 3 k — ni € N una sucesion creciente y sea
a = (ay) una sucesion en X. La composicion aon se llama subsucesion de a
y siendo también una sucesidn, se denota como (an, ).

Observemos que una subsucesion se forma con un numero infinito de dis-
tintos elementos de la sucesién original conservando el orden entre ellos.

Proposicién 1.26 Si una sucesion (a,) en un espacio métrico X es conver-
gente, entonces cada subsucesion de (a,) converge al mismo limite.
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Demostracién. Sean a,, — a y (an,) una subsucesién de (ay). Dado € > 0,
sea N € N tal que d(a,,a) < e para todo n > N, entonces existe K € N
tal que nxg > N, Si k > K entonces ny > nx > N pues ng es una sucesién
creciente. Asi d(a,, ,a) < e cuando k > K, por lo tanto limy_,oc @y, = a.

|

Ejemplo 1.27 Sean a = (a,) €' y
am = (al,ag, . ,CLm,0,0, . )

Es claro que (a,,) es una sucesion en I'. Ademds, para cada m € N tenemos
que [lam|l1 < llall y

oo

lo—anlli=">" lal-

j=m+1

Del hecho que [|ally = 3272, |aj| < 0o se deduce que limy, o0 3252, 41 laj| = 0.
Por lo tanto a,, — a.
Sin embargo, si definimos a,, de la misma manera que en el espacio [ en-
tonces
lla = amllec = sup |a;|
j>m

y este valor tiende a cero si y sdlo si (a,) es convergente a cero.

1.4. Ejercicios

1. ¢ En el espacio N x N definimos la funcién:

0, n=nm,
d(n,m){1+nim,n7§m.

Demuestre que d es una métrica en N.

2. Demuestre que las siguientes funciones son métricas en el espacio R" y
para el caso de R? trazar las bolas unitarias correspondientes.

= d(a,b) = Z?:l laj — b;l.
= d(a,b) = maxi<j<n |a; —byl.

= d(a,b) = \/2?21 ¢jlaj —bj]?, donde ¢; > 0,1 < j < n.

3. La métrica del bosque. Demueste que la siguiente funcién en el plano es
una métrica. Para a = (a1, a,), b = (b1,b2) € R? sea

_ [ lail+lay = bi| + [b2], a1 # b,
d(a’b)_{ag—b2|, a; = by.

Dibuja la bola centrada en el punto (1, 1) y de radio 2.
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Demuestre que la siguiente funcién es una métrica en R2, explique su
nombre “la metrica de puente” y dibuje la bola centrada en (1,—1) de
radio 1+ v/2.

\/(a1 — b1)2 + (CLQ — b2)2, si (ag >0, by > 0)
o (CLQ <0, by < 0),
Va3 +ad+ /b3 +03,  si(az >0, by <0)
6 (ag <0, by > 0)

d(a,b) =

La métrica Metro parisiense. Demuestre que la siguiente funciéon es una
métrica en R?:

\/(al —b1)2+ (ag — b2)?, siexistet € R,a=tb,
d(a,b) =

Va3 + a3 + /b + b3, si tal nimero no existe.

Traze las siguientes bolas en el espacio métrico definido en el ejercicio

anterior:
B((0,0),1), B((1,1),1), B((1,1),2).

En el espacio R? con la norma ||(z,y,2)|1 = |z| + |y| + || describe la bola
unitaria B(0,1).

Sean A={zeR: 1< |z|<2, z#1}y

|z —yl, si xy > 0,

d(z,y) =
|z] + |y] — 2, sizy <O0.

Demuestre que d es una métrica en A.

. Demuestre que si una bola de radio 7 esté contenida en una bola de radio

3, ambas son iguales como conjuntos.

Sea (X, d) un espacio métrico. En el mismo conjunto X x X definimos

d(z,y), cuando d(z,y) <1,

d(z,y) =
1, cuando d(z,y) > 1.

Demuestre que d es una métrica en X y que z,, — z en (X, d) si y s6lo si

Zn — x en (X, d).

o d(z,y)
Sean (X,d trico, 7, y € X y 6(z,y) = —2 Y D
¢ Sean (X, d) un espacio métrico, z, y € X y §(z,y) T+ d(.g) e

muestre que ¢ es una métrica en X.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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¢ Sean f: R — R una funcién no negativa que se anula tinicamente en
cero y sea d(x,y) = f(z —y). ;Cuando J es una métrica?

¢ Sean & (z,y) = |z — y|® y da(z,y) = \/]x — y|. Cual de estas funciones
define una métrica en R?

Para 0 < p < oo, sea [P el espacio de sucesiones reales (a,) tales que
Yoo an|P < oo

a. Demuestre que para 0 < p < 1 la funcién dp((an), (b)) = > oo lan —
b, |P es una métrica.

Sl

b. Demuestre que para 1 < p < oo la funcién [[(an)|l, = Or—; |an?)
una norma.

es

Sea C([a,b]) el espacio de las funciones continuas sobre el intervalo [a, b].
Para f € C([a,b]) sea

b
1]l = / ().

Demuestre que || - ||; es una norma en C([a, b]).

Demuestre que la funcién definida en el espacio M, x,(C) de matrices

complejas n x n por la formula ||A| = (tr(AA*))2 es una norma.
(Para A = (a;;) se define A* = (c;5) con ¢;; = a@j; y tr(A) = 377, aj;).

Sean X un espacio métrico arbitrario y Y un espacio métrico discreto.
Pruebe que B(X,Y’) es un espacio discreto.

Sean (X, d) un espacio métrico y ap € X. Si X es el espacio de todas
las sucesiones a = (a;) con valores en X tales que > 72, d(aj,ag) < o0,
demuestre que la funciéon D: X x X — R dada por la férmula

oo

D(a,b) =Y d(a;,b;),

J=1
estd bién definida y es una métrica en X.

Pruebe que en un espacio normado (E, || - ||) para cada = € E se tiene que

1
|z]| = nf{t >0: 7T € B(0,1)}.

¢ Sea RN el espacio de todas las sucesiones reales con su estructura natural
de espacio vectorial. Demuestre que en RY no existe ninguna norma || - ||
tal que si (aj,) = a, — a = (a;) ¥ |lan —a]] — 0 implique que
'.Il‘)OO n—oo
aj, — a; paratodo j € N.
n—oo
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Demuestre que el espacio ® de todas las métricas definidas en el conjunto
X es un cono convezxo, es decir para todo d, d € ® y para todo s > 0,
t > 0 se cumple que sd + td' € D.

Sean (E,| - ||) un espacio normado y (z,), (y») sucesiones convergentes
en F. Demuestre que para a, b € K se tiene que

lim (az, + by,) = a lim z, +b lim y,.
n—oo n—oo n—oo

Sean A, B conjuntos convexos en un espacio vectorial E. Demuestre que
el conjunto A+ B:={x+y: z€ X, y €Y} es convexo.
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Espacios completos

La construcciéon del eje real R partiendo del campo de los nimeros
racionales QQ tiene como propésito asegurar que para cada conjunto acotado
A los ntimeros sup A e inf A existan. Esta propiedad resulta ser equivalente
a decir que cada sucesién de Cauchy en R tiene limite. El concepto de la
sucesion de Cauchy se generaliza a espacios métricos de forma automaética.
Decimos que un espacio es completo si tiene la propiedad de que cada suce-
sion de Cauchy en el es convergente.

El resultado mas importante de esta seccién dice que asi como los niimeros
racionales se insertan en el eje real, cada espacio métrico se inserta en un
espacio completo.

2.1. Sucesiones de Cauchy

Definicién 2.1 A una sucesion (r,) en un espacio métrico X se le llama
sucesion de Cauchy si

Ve>0 ANeN, Vam>N dxp,xm) <e.
Cada sucesion convergente es de Cauchy. En efecto, si z,, — x, entonces
Ve>0 IANeN, Vn>N d(z,z)<e/2
Si ademas m > N, obtenemos que
A(xp, Tm) < d(xp, ) +d(z, 2m) < €.

Luego la sucesién (z,,) es de Cauchy.

No todas las sucesiones de Cauchy son convergentes. Conocemos los con-
traejemplos en el espacio Q de los niimeros racionales. La aproximacion deci-

mal del ntiimero /2 es una sucesién de Cauchy en Q que no converge en este
espacio.
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Veamos otro ejemplo de una sucesién de Cauchy de funciones que no es
convergente.

Ejemplo 2.2 Sea X = C[—1,1] con la norma ||f|1 = f_ll |f(t)|dt. En este
espacio definimos la sucesion

1, 1<z<0,
falz) =< 1 —nx, 0<x<71l,
0, Lor<i

La funcidn f, es constante e igual a 1 en el intervalo [—1,0], luego decrece
linealmente al valor cero que alcanza en el punto % y queda nula en los demds
puntos del dominio. La sucesion satisface

1
”fn - fn+k||1 <o
2n
entonces es una sucesion de Cauchy. Sin embargo para la funcion discontinua

-1 <2 <0,
0, O0<a<1.

se cumple ||frn — fll1 < ﬁ No existe una funcion continua que sea el limite
de la misma sucesion.

¢

El resultado siguiente es muy 1til, cuando buscamos el limite de una suce-
sién de Cauchy.

Proposicién 2.3 Sea () una sucesion de Cauchy en un espacio métrico
X. Si una subsucesion (x,,) converge a x € X, entonces © = iy, o0 Tp.

Demostracién. Por hipdtesis se tiene que
Ve>0 3IKeN, Vk>K d(z,,z) <e.
La sucesion original es de Cauchy, entonces
Ve>0 INeN, Vnm>N dz,,zm) <e.
Para cada n > méx{N,nk} y k tal que n; > max{N,nk} se cumple
d(xn, ) < d(Tp, Tn,) + d(Tn,, ) < 2€.

Por lo tanto la sucesién (x,,) converge a x.
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Definicién 2.4 Un espacio métrico X se llama completo si cada sucesion de
Cauchy en X es convergente.

Como sabemos, el espacio euclidiano es completo. Varios de los espacios
mencionados anteriormente también son espacios completos. Para probar la
completez de varios espacios de sucesiones necesitamos hacer una digresion
sobre la convergencia de series.

Proposicion 2.5 Sean ani > 0, n, k € N. Entonces
o0 o0 o0 oo
DD k=D au
n=1k=1 k=1n=1

Demostracion. La positividad de los términos de las series es muy impor-
tante, pues nos asegura que las sumas parciales forman sucesiones no decre-
cientes. Supongamos que la primera serie converge al valor A, mientras que
la serie del lado derecho converge a B > A. Entonces existe Ky tal que

o0 o0 KO o0 oo K(]
E any = A< E E Ank = E E ank < A.
n=1 k=1 k=1n=1 n=1 k=1

La contradicciéon que obtuvimos demuestra que si una de las series converge,
la otra coverge al mismo valor. Por lo que si una diverge a infinito, lo mismo
pasa con la otra.

]

Ejemplo 2.6 Los espacios ', 1% y I°° son completos.

S6lo vamos a probar el caso para . Los demds casos se demuestran con
los mismos argumentos. Sea (a,,) una sucesién de Cauchy en I*. Si denotamos
(am) = (amn), entonces la informacién que tenemos es la siguiente:

o0
Ve>03INeN, Vm k>N |ay,—a| :Z|amj —agj| <e.
j=1

Vamos a buscar una subsucesién (a,,,) cuyos elementos nos den valores
lam, — am,||1 muy pequenos.

= Sea my tal que para [ > my se cumple ||a,, — a1 < 3.
= Sea mg > my y tal que para | > ng se cumple |[a,,, — a;|l1 < %.
= Seamg > ny y tal que para [ > ng se cumple [|an,, — a1 < 3.

Cada uno de estos pasos esta justificado por la definicién de una sucesién de
Cauchy. Siguiendo con este procedimiento obtenemos la subsucesién (a,,, ) tal
que

1

Hamk - amk+1H1 < 27
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Para simplificar la notacién denotemos by = a,,, = (bx;). De esta forma
se obtiene una sucesién que satisface

loxll+ Y lbrer — brll < [lbafl+ Y 27"

k=1 k=1
En forma explicita
Z\bul +ZZ|b<k+1)J bij| < 0. (2.1)
k=1 j=1
La convergencia de esta serie asegura que la sucesién de las sumas
n
n =01+ Z(bk.H — bk)
k=1

forman una sucesién de Cauchy en I'. En efecto,

n-+l n+4l
ot —suli = S b —byl < S 2 <2t
k=n+1 k=n+1

Si s, = (sp;) entonces obviamente par cada j se cumple
|5(nt)s — Snjl < [ISntt — sl <2877

Para cada j la sucesién numérica n — s,; es de Cauchy en el espacio R que
es completo, entonces existe una sucesion s = (s;) = (im;,, 00 5n;). Vamos a
probar que esta sucesién es elemento de [!.

sl —ZIS]I—ZI lm sy, 72 lm |5,

fm ([b15] + Z [b(k+1); — Ojl)

I
2
=

j=1 k=1
= Z |11 +ZZ [b(k+1); — O
j=1 j=1k=1

La ecuacién (1) afirma que, cambiando el orden de las sumas obtenemos un
valor finito entonces por Proposicién 2.5 concluimos que ||s||; < oo, es decir
s = lfms,, € I'. Ahora debemos darnos cuenta de que

Sp=b1+ > (brr1 —bg) =bpyr =an,,.
k=1

Acabamos de probar que la subsucesion (ay,_, ) de nuestra sucesién de Cauchy
(a,) tiene limite s en I*. Por la Proposicién 2.3 se cumple que
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lim a, =s.
n— oo

Y por lo tanto el espacio ! es completo.

¢

Ejemplo 2.7 La afirmacion: “un limite uniforme de funciones continuas es
una funcion continua” nos dice exactamente que el espacio BC(X) de fun-
ciones acotadas y continuas con la norma

[flloc = sup [f(2)|
reX

es un espacio completo.

¢

Ejemplo 2.8 Dados X un conjunto arbitrario, Y un espacio métrico comple-
to y F,, una sucesion de Cauchy en el espacio B(X,Y), entonces se satisface
lo siguiente:

Ye>0 3N, Vnm>N do(F,, Fn) <e.
Por consiguiente para todo x € X
dy (Fp(z), Fn(2)) < e. (2.2)

La sucesion (F,(x)) es de Cauchy en'Y para cada valor x € X. El espacio Y
es completo, entonces podemos definir

F(z) = lim F,(x).

n—oo

Pasando al limite m — oo en la desigualdad 2.2 obtenemos que
dy (F,(z),F(z)) <e

en todo dominio X y paran > N, entonces doo (Fp,, F') < €, lo cual demuestra
que la aplicacion F es acotada y ademds F,, — F en el espacio B(X,Y).

o

2.2. Completacion

Los espacios completos juegan un papel muy importante en andlisis. Mas
adelante vamos a probar varias de sus propiedades. Sin embargo muchos es-
pacios no son completos. En esta seccién vamos a demostrar un teorema muy
confortador, el cual nos dice lo siguiente: Cada espacio métrico se puede com-
pletar.
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Definicién 2.9 Sea X un espacio métrico y D C X. Decimos que S es denso
en X st, para todoe >0 yx € X,

B(z,e)ND # @.

Definicién 2.10 Una aplicacion Z: X — Y entre dos espacios métricos es
isométrica si dy (Z(z),Z(y)) = dx(z,y) para todo x, y € X.

Una isometria inserta al espacio X en Y conservando las distancias entre
los puntos.

Teorema 2.11 Para cada espacio métrico X existe un espacio métrico com-
pleto Y y una isometria T: X —'Y tal que la imagen Z(X) es densa en Y.

Demostracion. La demostraciéon del teorema es larga y consta de varias
etapas que senalamos explicitamente.

Construccion del espacio Y

Empezando la construcciéon del espacio Y. Denotamos por %) al conjunto de
todas las sucesiones de Cauchy en X. En este enorme espacio introducimos
una relacion de equivalencia de la siguiente manera
a=(ap) ~b=(b,) cuando lim dx(ay,b,)=0.
n—oo

Observemos que la propiedad a ~ a es obvia, al igual que la propiedad
de simetria. La transitividad es consequencia de la desigualdad de trian-
gulo. De hecho, si a ~ by b ~ ¢, tenemos: lim, o dx(an,b,) = 0y
lim,, oo dx (bn, cn) = 0 y se sigue que

0 <dx(an,cn) < dx(an,bn) + d(bn,cn) — 0,

es decir a ~ c.

Verifiquemos que una sucesién (a,) que es equivalente a una sucesién con-
vergente a,, — a, converge al mismo limite. En efecto, para ¢ > 0 existe Ny
tal que dx (an,a) < £/2, si n > N; y existe Ny tal que d(al,,an) < /2, si
m > Ny. Tomando m > max{ Ny, Na} obtenemos

dx(a,,,a) <d(al,,am)+ dx(am,a) < e.

’ I
Asi pues hemos probado que a;, — a.

Sea Y =9)/ ~. Los elementos del espacio Y son clases de equivalencia de
elementos de ). La clase del elemento a € ) se denota por [a].

Sumergimos X enY

Definimos de una vez la aplicacién Z: X — Y asociando primero al elemento
x € X la sucesién constante ¢ = (z,z,x,...) € 9 para luego poner Z(z) = [¢].
En seguida tenemos que definir en Y una métrica dy para luego probar que
dy (Z(z),dy (Z(y)) = dx (z,y).
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La métrica en'Y
Para [a] = [(ay)], [6] = [(bn)] € Y sea

dy ([a],[6]) = lim dx(an,bn).
n—oo
Antes de aceptar dy como una funcién sobre Y X Y tenemos que verificar que
el limite del lado derecho existe y luego probar que el resultado no depende
de los representantes de las clases [a], [b] que hemos usado en la definicién.
Segun la desigualdad del cuadrangulo (Proposicién 1.3) tenemos

|dX(anabn) - dX(amabm” S dX(anvam) + dX(bnybm)

Ambas sucesiones (a,) y (b)) son de Cauchy, entonces para cierto N y para
todos n, m > N se cumple dx (an, am) < €/2, dx (b, bm) < £/2, y asi

|dx (an,bn) — dx (am, bm)| < e.

La sucesién (dy (an,b)) es de Cauchy en el espacio completo R, entonces
lim,,—, 00 dx (an, by) existe para cada par de representates de las clases [a] y
[6]. En seguida probamos que el el limite no depende de representantes par-
ticulares. Sean (al,) ~ (an) y (b)) ~ (by).

Nuevamente, por la desigualdad del rectdngulo estimamos:

|dx (an, bn) — dX(a’:Ub/n” < dX(an,a;m) + dX(bnab;z)-

La definicién de sucesiones equivalentes afirma que para los n's mayores que
cierto N dx (an,al) < ey dx(by,b),) < &, por lo cual las sucesiones de Cauchy
(dx(an,bn)) v (dx(al,bl)) son equivalentes y como tales tienden al mismo

limite. Por lo tanto la funcién dy estd bién definida y es una métrica en el
espacio Y.

Prueba que T es una isometria

Cuando [a] = Z(a) = [(a,a,...)] vy [b] = Z(b) = [(b,,...)], obtenemos:

dy (Z(a),3(b)) = dy ([a], [b]) = lim dx(a,b) = dx(a,b).

n—oo
La aplicacién Z: X — Y si es una isometria.
Prueba que Z(X) es denso en' Y

Sea [a] = [(an)] ¥ sea € > 0. Debemos encontrar un elemento de la imagen
Z(X) que estd a distancia < € de [a].

Existe N tal que dx(ay,an,) < € para n, m > N. Para el elemento de la
imagen Z(an+1) se cumple

dy ([a], Z(an+1)) = lm dx(an,an1) <e
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Prueba que el espacio Y es completo

Sea [a,,] una sucesién de Cauchy en Y. Por la densidad del conjunto Z(X) en
Y para cada n € N existe z,, € X tal que dy (Z(z,),[a,]) < 1. Luego, como
7T es una isometria, se sigue

L(zn), L(zm)) < dy (Z(zn), [an]) + dy ([an], Z(zm))
I(zn), [an]) + dy ([an], [am]) + dy ([am], Z(zm))

dX(mna xm) =

La sucesién [a,] es de Cauchy, entonces para cierto N y para m,n > N
se cumple dy ([a,], [a]) < €/3. Si ademés tomamos n, m > 2 obtenemos

dx (Tp, Tm) < €.

La sucesién (z,) construida en X es de Cauchy. Terminaremos la de-
mostracién probando que [(z,,)] = lim,—c0[a,]. Hacemos una estimacién de
la distancia dy ([(zm)], [an])-

dy ([(zm)], [an]) < dy ([(zm)], I(2n)) + dy (3(@n), [an])

1
< lm dx(zn,xm) + —

m—r o0

Cuando n — oo ambos términos del lado derecho tienden a cero, entonces
efectivamente [a,] = [(zm)]-
|
. Que pasard, si aplicamos el procedimiento de la completaciéon a un espa-
cio completo?

Obviamente obtenemos un espacio isométrico con el espacio original. Si X
es completo y [a] es una clase de sucesiones de Cauchy equivalentes, todos los
elementos de esta clase son sucesiones convergentes al mismo limite a € X.
De tal manera obtenemos una aplicacién )/ ~> [a] — a € X que es inversa
a la aplicacién Z y por lo tanto es también isométrica.

El primer caso de una completacién de un espacio métrico que hemos
conocido en el curso de Célculo fue la obtencién del eje real R a partir del
campo de los numeros racionales. Desafortunamente el Teorema 2.10 no se
aplica a este caso, porque en su demostracién hemos usado la completez del
eje real. Sin embargo, el método de clases de equivalencia de sucesion de
Cauchy si funciona para obtener la completacién del espacio Q. Necesitamos
Unicamente una modificacién al momento de definir la distancia en el espacio
R.

Nuestro punto de partida es el espacio Q provisto de la norma |z| y la
métrica d(p, ¢) = |p—¢q| que toman valores en el mismo espacio Q. La definicién
de la sucesion de Cauchy no necesita ninguna modificacién y tampoco la
definicién de la equivalencia de tales sucesiones.
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El problema surge al momento de definir la métrica en el espacio R definido
obviamente como el espacio )/ ~ de clases de equivalencia de sucesiones de
Cauchy valuadas en Q. La definicién d([(pa)], [(qn)]) = im0 [P — @n| que
hemos usado debe ser substituida por

d([(pn)]; [(gn)]) = [(IPn — qul)]

después de haber probado que en estas circunstancias la sucesién |p, — gn|
es una sucesién de Cauchy. Todos los demds elementos de la demostracién
funcionan perfectamente en este caso. El hecho de que Q tiene la estructura
algebraica de un campo agrega un aspecto adicional al asunto. Obviamente
nos gustaria obtener la misma estructura algebraica en el espacio completado.
El problema se resuelve positivamente.

Teorema 2.12 Sean (E,| - ||) un espacio normado y F su completacion. El
espacio F tiene la estructura de espacio normado y E se sumerge en F por
medio de una aplicacion isométrica y lineal J. Si ademds E es un dlgebra tal
que ||ab|| < ||al||[b]| con a, b € E entonces F tiene la estructura de dlgebra y
J(ab) = J(a)J(b). Si E es un campo, el espacio F es un campo.

Demostracion. La demostracion es mas larga que dificil. Definiendo el espa-
cio F' como el conjunto de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en
FE, tenemos que introducir la operacion de suma de elementos en F', el pro-
ducto de un elemento por un ntimero y en el caso de una algebra el producto
de dos elementos de F'. Luego, debemos probar que la estructura algebraica
obtenida es de un espacio vectorial, de dlgebra y de campo, respectivamente.

Las definiciones de la suma y productos en F' es natural. En la seccién 1.1
hemos definido la suma y el producto en el espacio de sucesiones con valores
en un algebra. Para [a], [b] € F, t € K definimos:

[a] + [b] := [a+b], ¢[a]=[ta], [a]-[b] :=][a-b].

Para justificar estas definiciones tenemos que probar que suma de dos suce-
siones de Cauchy en un espacio normado, es una sucesion de Cauchy, que en
un algebra normada el producto de dos sucesiones de Cauchy es una sucesion
de Cauchy. Ademsds es necesario verificar que las definiciones correspondientes
no dependen de los representantes de las clases.

Dejamos esta labor como ejercicios al Lector.

A continuacién senialamos las etapas que debe realizar el Lector para comple-
tar la demostracion.

Como sabemos, la norma en el espacio E define la métrica en el mismo
espacio segin la férmula dg(a,b) = ||a—b||. De tal manera que ||a|| = dg(0, a).
En la demostracién de Teorema 2.10 se define en F' la métrica dr([a], [b]). Para
obtener una norma en F ponemos entonces: ||[a]|| := dp([0], [a]).
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Hay que probar que ||[a]|| es una norma en F'. Si E es una dlgebra, queda
por probar que ||[a][6]1] < |[a]|][b]]]

Finalmente, cuando F es un campo, debemos probar que cada elemento
de F distinto de cero tiene inverso en F'. El elemento nulo en F es el conjunto
de sucesiones en E que convergen a cero. Si a = (a,) es una sucesién de
Cauchy que no converge a cero, entonces solo un nimero finito de elementos
ay, pueden anularse. Ademads, ninguna subsucesion de (a,,) convergeria a cero,
lo cual significa que existe r > 0 tal que |la,|| > r para casi todos n € N.
Ignorando el nimero finito los elementos nulos de la sucesién podemos definir

[(an)) ™ = [(az )],

Falta probar que (a,!) es una sucesién de Cauchy que es el elemento inverso

de [(an)].
|

El punto débil del Teorema 2.10 es que los elementos de la completacién son
objetos complicados. Si tomamos como X al espacio de funciones polinomiales
en el intervalo [a,b] C R con la norma [|pllec = supsc(q ) [P()[; €l hecho de
que los elementos de la completacién son clases de equivalencia de sucesiones
de Cauchy de polinomios no nos da mucha informacién. Es mucho mas util
la informacién de que, segin Teorema de Weierstrass (vea Capitulo 10) este
espacio se identifica con el espacio de todas las funciones continuas sobre el
intervalo [a, b].

2.3. Ejercicios

1. Dadas dos sucesiones (x,,) ¥ (y,) de Cauchy en un espacio métrico (X, d).
Demuestre que (d(zy,yn)) es una sucesién de Cauchy en R.

2. 4 Dadas dos sucesiones (z,) y (y») de Cauchy en un espacio métrico
(X,d). Sea
Tk, si n=2k—1,
Uy =
Yk sin = 2k.

Demuestre que la sucesion (u,) es de Cauchy si y solo si

lim d(z,,yn) = 0.
n—oo
3. Sea (x,) una sucesién de Cauchy en un espacio métrico (X,d). Supong-
amos que la sucesion (y,) en X satisface que d(zn, yn) < |ay|, donde (ay)
es una sucesién en R convergente a cero. Demuestre que (y,,) es de Cauchy.
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4. En el espacio RY introducimos la métrica
0, (an) = (bn),
m =min{n : a, # b, }.

Demuestre que d es una métrica y que (RY,d) es un espacio completo.
5. Sea Cp(R) el espacio de funciones continuas sobre R que se anulan fuera
de cierto intervalo. Demuestre que Cy(R) no es un espacio completo con

respecto a las normas || f|loec = sup,er | f(2)| ¥ || f]l1 = fR |f(z)|dz.

6. ¢ Con el fin de probar que el espacio de las funciones polinomiales sobre
el intervalo [—1, 1] no es completo con respecto a la norma ||+ || considera
los polinomios

1 t
wn(t) = 7/ (1 a2y,
Pn Jo
donde p,, = fol(l — 2%)"dx y prueba que w,(t) — sgn (t) uniformemente
sobre cada conjunto de la forma [—1,—¢] U [e, 1].
Ademds pruebe que los polinomios v, (t) = fot wp,(z)dx aproximan uni-
formemente sobre [—1,1] a la funcién ¢t — [¢].

7. Demuestre que los espacios métricos (I,d,) con 0 < p < 1y los espacios
normados ({7, ||-]|p) para 1 < p < oo definidos en Ejercicio 14 del Capitulo
1 son completos.
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Conjuntos abiertos, conjuntos cerrados

3.1. Conjuntos abiertos

Cuando un fisico, un bidlogo o un ingeniero hablan de sus objetos de estu-
dio, por ejemplo de una particula, una planta o un puente, estd absolutamente
convencido de que se trata de algo “existente”. Los conceptos que introducen
y utilizan los matematicos “existen” en un sentido muy diferente. Podemos
pasar horas y dias discutiendo la siguiente pregunta: ; En que sentido existe
el nimero 7?.

Indudablemente los conceptos de nimero o de triangulo se han formado
como resultado de experiencias cotidianas de gente que no necesariamente esta
relacionada con el pensamiento matematico. Sin embargo la situacion es difer-
ente cuando se trata de conceptos relacionados con matematicas a un nivel
mas avanzado, especialmente en la etapa de la investigacion y de la creaciéon
de areas nuevas. Los matematicos de inicios del siglo XX estaban probando
importantes teoremas sin usar los conceptos de conjuntos abiertos y cerrados.
i Incluso la nocién de un espacio vectorial fue introducida en el siglo XX!.

Las dudas que preocupan a los alumnos, cuando tienen que estudiar los
conceptos que aparentemente tienen poco que ver con las experiencias de la
vida cotidiana son absolutamente naturales. Sin embargo, el enorme progreso
en muchas de las ramas de las matematicas que se ha observado a lo largo del
siglo XX, en gran medida se debe a la aparicién y el desarrollo de la nueva
rama de matematicas -la topologia-, en la cual abundan conceptos de gran
nivel de abstraccién, dicha rama se dedica al estudio de conjuntos abiertos.

Basta con muy poca experiencia en matematicas para aceptar que el con-
cepto de aproximacién de un objeto por una sucesién de objetos mas simples
es fundamental. Mientras generaciones de geometras estaban haciendo esfuer-
zos de construir un intervalo de longitud 7 con la regla y el compés, otros se
dedicaban a determinar esta longitud con una exactitud cada vez mejor.



32 3 Conjuntos abiertos, conjuntos cerrados

La derivada y la integral fueron fundamentos de la ciencia contemporanea,
aunque las definiciones de estos conceptos que se usaron durante varios siglos
son para nosotros poco aceptables. Pero sin duda alguna el estudio de las
reglas que gobiernan los procesos de aproximacién fue el motor del desarrollo
de las matematicas desde hace mucho tiempo. La apariciéon de la topologia
esté relacionada con una observacién muy sencilla: se simplifican muchos ra-
zonamientos y muchas demostraciones si en lugar de estudiar los métodos de
aproximacion nos ocupamos de estudiar los métodos para separar unas cosas
de otras. He aqui donde aparece el concepto de conjunto abierto:

-un conjunto cuyos elementos
estan bién separados del “mundo exterior”-.

Definicién 3.1 Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto O C X es abierto
en X si para cada x € O existe r > 0 tal que B(x,r) C O.

El conjunto O es abierto en X si para cada elemento x de O, existe una
bola centrada en x, que esta completamente contenida en el conjunto O. Los
elementos de un conjunto abierto O no pueden ser aproximados por elementos
del complemento de O, el cual se denota por O€¢. Al definir los conjuntos abier-
tos en espacios métricos generales, estamos construyendo objetos andlogos a
los intervalos abiertos en el eje real R.

Ejemplo 3.2 Sea X =R. Elintervalo O = (a,b) ={z € R: a < x < b} es el
ejemplo fundamental de un conjunto abierto. Observemos que para x € (a,b)
yr = min{x — a,b — x}, la bola B(z,r) es el intervalo (x — r,x + r) el cual
estd contenido en O.

O

Es muy importante observar la relatividad de concepto:
“ser abierto”.

En los siguientes dos ejemplos podemos observar por que decimos que el
concepto de abierto puede ser relativo.

Ejemplo 3.3 El intrevalo [a,b) no es abierto en X = R, debido a que su
elemento a no estd separado del complemento [a,b)® = (—00,a) U [b,00). En
efecto, para cualquier v > 0, la "bola”(a — r,a + 1) contiene elementos de
[a,b)c.

O

Ejemplo 3.4 Observemos que el mismo intervalo [a,b) es abierto si lo consid-
eramps como subconjunto del espacio X = [a,00). En este caso la bola B(a,r)
es el intervalo [a,a + 1) y para r < b— a se cumple que B(a,r) C (a,b).

Ejemplo 3.5 En el espacio X = {(m,n) € R? : m,n € Z} provisto de la
métrica cartesiana, todos los subconjuntos O C X son abiertos, pues las bolas
B(x,1) consisten de un solo elemento: el mismo x.

O
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La situacién del ejemplo anterior se presenta en cada espacio dotado de la
métrica discreta.

Ejemplo 3.6 Sean X =R" y
O={x=(x1,....,2p): 2; >0,i=1,...,n}.

El conjunto O es abierto, ya que para cada x = (x1,...,T,) € O, si tomamos
r =min{z1,...,z,} obtenemos que para cada 'y € B(x,r)

Ti—Yi X-Yy T = Ti,
| | <lx-yll<r=

1 <i<mn, de donde y; > x; — |x; — y;| > 0. Por lo tanto, se ha probado que
B(x,r) C O.
O

Sin embargo, en el espacio [! de las sucesiones sumables se tiene que existe
un conjunto definido en forma semejante que no es abierto.

Ejemplo 3.7 Sea A = {(a,) € I' : a, > 0, n € N}. Este conjunto no es
abierto en I'. Sean (a,) € A yr > 0. Si la sucesion (a,) converge a cero,

entonces existe ng tal que anp, < 5. Sea

Gp, n 7é no,
Yn =
—Qn, n =ng.

La sucesion (y,) es elemento de I*, pero obviamente no pertenece a A. Sin
embargo ||(an) — (Yn)|l1 = 2an, < r. Cada elemento de A puede aproximarse
con los elementos del complemento de A, por lo cual A no es abierto.

¢

Ejercicio 3.8 Sean C' C N un conjunto finito y
Ac ={(an) €l*: a, >0, ne€C}.

Demuestre que Ac es abierto en It

Ejemplo 3.9 Sean X = R? con la métrica usual

d((x,y), (u;v)) = (2 —w)* + (y —v)?)=.

Nl

O={(z,y) eR:z—-1<y<l-—z —z—-1<y<z+1}

Queremos probar que O es un conjunto abierto. Para x = (x,y) € O tenemos
que determinar explicitamente el valor del radio r > 0 para el cual B(x,r) C
O. El conjunto O es el cuadrado limitado por las rectas x+y =1, v —y =1,
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—x+1=1, —x —y = 1. Recordando la férmula para calcular la distancia de
un punto a una recta obtenemos que

1
r=—mn{zr+y—-l,z—y—-1,—z—y—1.—-xz+y—1}
7 {z+y y y y—1}
Incluso en este caso extremadamente simple tenemos que apoyarnos en formu-
las de geometria analitica para probar lo deseado.

Si queremos ser igual de concretos en el caso del conjunto
U={x:y>z*y—z<l1}

no lo lograriamos sin usar el cdlculo diferencial para calcular la distancia
de un punto de la pardbola. En realidad, si nuestro problema es dnicamente
demostrar que U es abierto, entonces mo nos interesa el valor exacto de r,
sino solamente su existencia. Los teoremas que vamos a probar en el capitulo
siguiente nos serviran para convertir este problema en uno mds sensillo. Sin
embargo recomendamos al lector demuestre que U es abierto directamente de
la definicion.

¢

En cada espacio métrico existen conjuntos abiertos.

Proposicién 3.10 Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada x € X y R >0
la bola B(x, R) es abierta.

Demostracién. Sean y € Bz, R) y r = R\ d(x,y). Por suposicién r > 0. Si
u € B(y,r) se sigue que

d(u,z) < d(u,y) +d(y,z) <r+d(y,z) = R.

Asf hemos probado que B(y,r) C B(z, R), entonces el tltimo conjunto es
abierto.
u

Ejemplo 3.11 Sean a <beR y X = C([a,b]) con su norma

[flleo = sup |f(z)]

z€[a,b]

Consideremos O = {f € X : Yz € [a,b] f(zx) > 0} y f € O. Cada funcién
continua sobre un intervalo cerrado alcanza en dicho intervalo su minimo.
Sea m = mingejqay f(x) = f(xo). Como f(xo) > 0 entonces m > 0. Si
g € B(f,m) entonces para todo x € [a,b] tenemos que

—m < g(x) = f(z) <m,
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luego
9(x) = g(x) = f(z) + f(z) > g(x) = f(z) +m > 0.
Asi B(f,m) C O y por lo tanto O es abierto.
¢

Hay cierta analogia entre el ejemplo anterior y el ejemplo 3.6. En ambos
consideramos el conjunto de funciones (sobre N y [a, b] respectivamente) que
toman exclusivamente valores positivos.

En el siguiente teorema vamos a probar las propiedades béasicas de la fa-
milia compuesta de todos los conjuntos abiertos.

Teorema 3.12 Sea (X, d) un espacio métrico.

1. X es abierto en X.

2. 0 es abierto en X.

3. Si O, C X es abierto en X para cada o € A, entonces |
en X.

4. 8i0; C X, j=1,...,n son abiertos en X, entonces ﬂ?zl O; es abierto
en X.

aca Oa es abierto

Demostracion. El inciso 1. no requiere de explicacién.

2. Un conjunto A no es abierto si existe x € A tal que cualquier bola B(z, )
contiene elementos que no son de A. En el caso de A = () la afirmacién
“existe x € (...” nos da una contradiccién y asi probamos que el conjunto
vacio () es abierto.

3.5z € UaeA O., existe ag tal que z € O,,. Sabemos que O,, es abierto
y podemos encontrar 7 > 0 tal que B(z,7) C Ony C [Jyey Oa y asi se tiene
este inciso.

4. Para cada z € ﬂ;;l 0,1 < j < nexiste r; > 0 tal que B(x,rj) C
O;. Tomando r = min{rq,...,r,} obtenemos B(z,r) C ﬂ;;l O;. Luego el
teorema estd probado.

]

Inmediatamente debemos aclarar por qué en el inciso 4. se considera el
numero finito de conjuntos. Facilmente encontramos un ejemplo de un espa-
cio con un ntmero infinito de conjuntos abiertos con interseccién que no es
abierta.

Ejemplo 3.13 Sean X =R y I,, = (-1, 1). Cada intervalo I,, es abierto en

n’n

R, pero (2, I, = {0} no es abierto en R.
%
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En el caso del eje real R, que es exepcional en muchos aspectos, es posible
describir a todos los subconjuntos abiertos.

Teorema 3.14 Cada abierto O C R es la unidn a lo mas numerable de in-
tervalos abiertos mutuamente disjuntos.

Demostracién. Secan ¢ € O y r > 0 tal que B(z,r) = (x —r,x +r) C O.
Cada elemento de O pertenece a un intervalo abierto contenido en O. Sea
O, la unién de todos los intervalos abiertos que contienen a x y que estan
contenidos en O. Por Teorema 3.12 el conjunto O, es abierto en R como
unién de abiertos. Obviamente

o= ] 0.

z€O

Vamos a probar que cada O, es un intervalo abierto. Sea a < y < b con
a =inf(0,) y b=sup(0,). Siy < z, existe u € O, tal que u < y por la defini-
ci6én del infimo. Ahora, por la definicién de O, el intervalo (u,x) pertenece a
O, y obtenemos y € O,. De forma andloga concluimos que = < y < b implica
y € O,. Entonces O, = (a,b).

Supongamos que para y, x € O con y # x tenemos que O, N O, # . La
unién de dos intervalos abiertos que se intersectan es también un intervalo
abierto, que contiene a ambos puntos z, y.

De donde obtenemos que y € O, y € Oy, es decir O, = O,. La familia
de conjuntos {O, : = € O} consta de intervalos abiertos mutuamente ajenos.
Cada uno de ellos contiene algin elemento racional, entonces la cardinalidad
de esta familia no puede superar la cardinalidad de Q - que es numerable.

]

Aunque esta descripcién de los conjuntos abiertos en R parece muy sencilla,
la estructura de los abiertos en el eje real tiene sus sutilezas.

Ejemplo 3.15 Sean N> n — a, € Q una una biyeccion, € > 0 y

o0
0=J(an - 2%,%+2in).

n=1
El conjunto O es abierto y contiene a todos los numeros racionales, lo que
sugiere que O "casi llena” al eje. Su complemento O¢ no contiene ningun in-
tervalo. Sin embargo la suma de las longitudes de los componentes que definen
a O esigual a €, entonces el "tamano”de O es en este sentido minimo en com-
paracion con el de O°. Esto ultimo es un problema que estudia la teoria de la
medida.

¢

Como hemos explicado anteriormente, el concepto de conjunto abierto
tiene su origen en los estudios de las separaciones de puntos y conjuntos.
Veamos el caso mas sencillo de estos fendmenos.
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Teorema 3.16 Sean (X, d) un espacio métricoy x,y € X. Six # y, entonces
existe r > 0 tal que B(x,r) N B(y,r) = 0.

Demostracién. Sea r = id(z,y). Observemos que r > 0 pues z # y. Si
u € B(z,r) N B(y,r), entonces por la desigualdad de triangulo obtenemos:

d(z,y) < d(z,u) +d(u,y) <r+r=d(x,y).

Asi la contradiccién demuestra que la interseccién es vacia.
]

Cada subconjunto Y de un espacio métrico (X, d) es un espacio métrico
con la métrica definida por restriccion. Es importante conocer la relacién entre
los conjuntos abiertos en (X, d) y (Y, d).

Teorema 3.17 Un conjunto U C Y es abierto en'Y siy solo si exviste en X
un abierto O tal que U =0NY.

Demostracién. En este caso tenemos que distinguir entre las bolas en X y
en Y. Es claro que, para y € Y se cumple que

By(y,r):={u €Y : d(u,y) <r}=:Bx(y,r)NnY.

Resulta obvio que para O C X abierto en X el conjunto O NY es abierto en
Y. Ahora supongamos que U C Y es abierto en Y. Paray € Y, sea r, > 0 tal
que By (y,ry) C U. Definimos

0= U Bx (y,ry).

yey

Obviamente U C ONY. Seau € ONY. Entonces U € Y y existe y € U tal
que d(u,y) < 1y, lo que implica u € U.

Hemos probado la contensién ONY C U completando asi la demostracién.
|

En algunos problemas es importante saber si un conjunto determinado
contiene a un abierto. Para ello es conveniente definir el concepto del interior
de un conjunto.

Definicién 3.18 Sea A C X. Se define como el interior de A al conjunto
Int(A) ={x € A: 3r >0, B(z,r) C A}.
Si x € Int(A), decimos que A es una vecindad de x.

Note que un conjunto tiene el interior no vacio si contiene un subconjunto
abierto. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. A es abierto.
2. A=Int(A).
3. A es vecindad de cada uno de sus elementos.

Ejemplo 3.19 En el ejemplo 3.6 tenemos el caso del conjunto A definido
como la interseccion del nimero numerable de conjuntos abiertos

A, = {(an) S AR ap > 0}

Lo que hemos probado es que no solamente A no es abierto, sino que ademds
Int A = ().
O

Definicién 3.20 Sean (X,d) un espacio métrico y Tg la familia de todos los

conjuntos abiertos del espacio (X, d). A esta familia, la llamamos la topologia
del espacio (X, d).

St en un espacio X estdan definidas dos métricas dyi, do y se satisface que
Ta, = Ta,, entonces decimos que las métricas dv y da son equivalentes.

Ejemplo 3.21 Sean (X,d) un espacio métrico y

d(z,y)

3z, y) = m

La funcion § es una métrica. La métrica § toma valores acotados por el nimero
1, sin importar cual sea la métrica d. Ademds las métricas d y § son equiva-
lentes.

Ambos hechos estan probados en la seccion de problemas resueltos.

La convergencia o divergencia de sucesiones se puede expresar en términos
de vecindades y conjuntos abiertos.

Proposicién 3.22 En un espacio métrico (X, d) una sucesion (ay) converge
ax € X siy sdlo si para cada vecindad V() de x la condicion x,, & V(x) se
cumple solo para un niumero finito de los indices n.

En la demostracion de este resultado se utilizan inicamente las definiciones
de los conceptos correspondientes, por lo cual dejamos esta tarea al Lector.
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3.2. Conjuntos cerrados

Definicién 3.23 Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto C C X es cer-
rado en X si su complemento C¢ es abierto en X.

Inmediatamente debemos enfatizar que el hecho de que un conjunto cer-
rado es complementario a un abierto no significa que estas propiedades son
contrarias.

Ejemplo 3.24 En el espacio X = [—1,0) U (0,1] los subconjuntos mutua-
mente complementarios [—1,0) y (0,1] son ambos abiertos y cerrados.

Las formulas de De Morgan

(U 4= N 45 (N 4= U A2

acA acA acA acA

conducen a las propiedades de los conjuntos cerrados que son duales a las
propiedades de los abiertos. Dejamos al lector como ejercicio la demostraciéon
del siguiente teorema.

Teorema 3.25 Sea (X,d) un espacio métrico.

1. X es carrado en X.

2. 0 es cerrado en X.

8. 8i Oy C X es cerrado en X para cada o € A, entonces (),c 4 Oa €s
cerrado en X.

4. St los conjuntos O; C X, j = 1,...,n son cerrados en X, entonces
U;‘L:1 O, es cerrado en X.

El Teorema 3.16 tiene también su analogo en el caso de conjuntos cerrados.

Teorema 3.26 Sean (X, d) un espacio métricoyY C X. Un conjunto C CY
es cerrado en (Y, d) siy sdlo si existe D C X cerrado en X tal que C = DNY.

Demostraciéon. Dejamos la demostracién al lector como ejercicio.
]

Hasta este momento podemos tener la impresiéon de que la introduccién
de los conjuntos cerrados es solamente un juego sin gran importancia porque
mediante las formulas de de Morgan las propiedades de los abiertos y de
los cerrados estan en una correspondencia uno a uno. Las siguientes son dos
razones importantes por las cuales estudiamos a los conjuntos cerrados:

1. El papel de sucesiones convergentes en el estudio de los conjuntos cerrados.

2. Laimportancia del concepto de la cerradura de un conjunto que seria poco
manejable en términos de los conjuntos abiertos.
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Teorema 3.27 Un conjunto A C X es cerrado si y solo si cada sucesion en
A que es convergente en X tiene limite en A.

Demostracién. Sean A C X un conjunto cerrado en X y (a,) una sucesién
de elementos de A. Supongamos que a,, — a € X. Si a € A, entonces a es el-
emento del complemento de A el cual es un conjunto abierto. Entonces existe
r > 0 tal que B(a,r) C A°. La bola B(a,r) no contiene ningtin elemento de
la sucesién (ay,), lo cual es una contradiccién. Luego hemos probado que a € A.

Ahora supongamos que A tiene la siguiente propiedad: toda sucesion en A
que convergente en X tiene su limite en A. Sea a € A°. Si A° no es abierto,
entonces para cada n € N la bola B(a, %) contiene a un elemento de A,
digamos a,,. Luego A 3 a,, — a pero a € A. Lo cual es una contradiccién. Y
asi concluimos la demostracion del teorema.

|

La caracteristica de conjuntos cerrados contenida en Teorema 3.27 se puede
expresar utilizando el concepto de un punto de acumulacion.

Definicién 3.28 Sea A un conjunto en un espacio métrico X. Un punto
x € X es un punto de acumulacién de A si en cada bola B(x,r) se encuentra
un elemento de A distinto de x. A los elementos de A que no son sus puntos
de acumulacion los llamamos puntos aislados de A. A un conjunto que no
tiene puntos aislados lo llamamos perfecto

Proposicion 3.29 Un elemento a € X es punto de acumulacion de A C X
si y sdlo si en A\ {a} existe una sucesion (a,) convergente a a.

Demostracién. Si a es un punto de acumulacién de A, entonces para cada
n existe un elemento a, € AN B(a, 1) tal que a,, # a. Asf obtenemos una
sucesién A\ {a} 3 a, — a.
Por otro lado, suponiendo que a,, € A\ {a} y a,, — a, obtenemos que cada
bola centrada en a contiene un nimero infinito de elementos de la sucesion,
entonces a es un punto de acumulaciéon de A.

|

Proposicion 3.30 Un conjunto A C X es cerrado si y solo si contiene a
todos sus puntos de acumulacion.

Demostracién. Sea A un conjunto cerrado. Como afirma Proposicién 3.29,
los puntos de acumulacién de A son limites de elementos de A, entonces por
Teorema 3.27, pertenecen a A. Por lo tanto, cada conjunto cerrado contiene
a todos sus puntos de acumulacién.

Ahora supongamos que A contiene todos sus puntos de acumulacién. Sea
A > a, — a. Si para algin n( tenemos a,, = a, ya sabemos que a € A. En
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caso contrario a es un punto de acumulacién de A y por suposicién pertenece
a A. Asi por el Teorema 3.27 A es cerrado.
]

Definicién 3.31 La cerradura de A en X es la union de A y de todos sus

., —- =X .
puntos de acumulacion en X. La cerradura de A en X se denota A o A~ si
queremos enfatizar cual es nuestro universo de trabajo.

Proposicién 3.32 La cerradura de A C X es un conjunto cerrado en X.

Demostracion. Segiun la Proposicién 3.30, para probar que la cerradura es
cerrada, es suficiente demostrar que cada punto de acumulacién de A pertenece
a A, es decir es punto de acumulacién del mismo A.

Tomemos z € X tal que cada bola B(x,r) contiene un elemento u € A.
Cada bola centrada en u, en particular la bola B(u,r — d(z,u)), contiene
a un elemento a € A. Sin empargo, B(u,r — d(z,u)) C B(z,r), entonces

a € B(xz,r). Asi hemos probado que cada elemento de A pertenece a A. Por
lo tanto la cerradura de A es cerrada.
|

En el siguiente Teorema enunciamos algunas propiedades de la operacién
cerradura.

Teorema 3.33 La operacion A — A tiene las siguientes propiedades

1. AC A,

2. ACB = ACB,
3. A=A,

4. AUB=AUB.

Demostracion. Las propiedades 1. 2. son obvias por la definicién. Las
Proposiciones 3.32 y 3.30 implican el inciso 3.

Las contenciones A C AU B y B C AU B implican por la férmula 2.

que A C AUBy B C AUB, es decir AUB C AU B. Por otro lado,
aplicando nuevamente el inciso 2. a la férmula AU B C A U B, obtenemos

que: AUB C AU B. Sin embargo el conjunto A U B es cerrado como unién
de dos conjuntos cerrados y por lo tanto es igual a su cerradura. Finalmente
AUB C AU B, lo que temina la demostracion.

]

Existe otra manera de caracterizar la cerradura de A que es muy impor-

tante para generalizar este concepto a espacios topoldgicos que no son espacios
métricos.

Teorema 3.34 Sean X un espacio métrico y A C X. La cerradura de A es
igual a la interseccion de todos los conjuntos cerrados que contienen a A.
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Demostracién. Denotemos por A la interseccién de todos los cerrados que
contienen a A. La cerradura A es uno de los conjuntos cerrados que contienen
a A, entonces A C A. _

Por inciso 3 de Teorema 3.25 el conjunto A es cerrado y obviamente con-
tiene a A. Aplicamos las propiedades 2. y 3. del Teorema 3.33 a la contencién
A C A obteniendo que A C A = A. Asf hemos probado que A = A.

]

Pasando a los ejercicios sobre el tema de la cerradura y los conjuntos cer-
rados debemos subrayar que en cada caso tenemos la opcion de utilizar el
método de sucesiones del Teorema 3.27 o bién las propiedades expresadas en
los Teoremas 3.25 y 3.33 respectivamente. El método de sucesiones es mas
natural para las personas que piensan “geométricamente” mientras que el se-
gundo método es més “algebraico”.

La demostracién del inciso 4. del dltimo teorema pertenece a la segunda
categoria. Como ejercicio hagamosla utilizando el método de sucesiones.

Ejercicio 3.35 Vamos a probar las siguientes dos contenciones: AUB C
AUB y AU B C AU B por el método de sucesiones.

Si un elemento x pertenece a AUB, existe una sucesion (x,,) convergente a
x que consta de elementos de A unicamente o de elementos de B unicamente.
En ambos casos la sucesion pertenece a AU B entonces x € AU B.

Six € AU B, entonces existe x,, — x, tal que para cada n determinada
sucede que x, € A o x, € B. Entre los conjuntos N ={n € N: z, € A} y
M ={n e N: z, € B} al menos uno es infinito, entonces la sucesion (x)
tiene una subsucesion que pertenece a A o una subsucesion que pertenece a
B. Asi obtenemos que x € A o x € B.

Ejercicio 3.36 La igualdad 4. de Teorema 3.25 facilmente se extiende a las
untones finitas de conjuntos. Es natural pensar en la relacion entre los con-

Juntos Uycp Aa ¥ Uaen Ao, cuando el conjunto A es infinito.

Aplicando la operacion de cerradura a relacidn A, C |J A, obtenemos:

U4 c U Ao

ac/ a€cA

acA

Un simple ejemplo demuestra que la igualdad no siempre se da.

L
n

obtenemos el intervalo (0, 1], mientras que la cerradura de la unidn nos da el

intervalo [0,1]. Lo que si se puede probar es la igualdad

Sean X = R y A, = [+,1]. De la union de los conjuntos cerrados A,
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pero dicha prueba se la dejamos al lector como ejercicio.

Ejercicio 3.37 No menos natural es preguntarse por la relacion entre los
conjuntos ANB y AN B. Cerrando ambos lados de la relacion ANB C ANB
obtenemos la contencion

ANBcCANB.

Observemos que la igualdad no se cumple si consideramos los siguientes
subconjuntos del eje real. St A = (0,1) y B = (1,a), el lado izquierdo de la
relacion es el conjunto vacio, mientras que el lado derecho consta del conjunto

{1}.

Proposicién 3.38 Sea (E,|| - ||) un espacio normado. Entonces para cada
relB, r>0

B(xz,r) = B(x,r).
Recordemos que B(x,r)={y € X : |z —y| <r}.

Demostracién. Ya hemos visto que B(z,r) C B(z,r). Por la relacién C' =
B(z,r) \ B(z,r) = {y € E: [z —y| = 1} es suficiente demostar que C' C

B(z,r).
Sea u € C. Denotemos v = u —x y uy = x + tv, 0 < t < 1. Tenemos
d(xz,us) = |Jug — z|| = [|tv]| = tr. Para t < 1 el vector u; es elemento de

B(z,r). Luego

d(ur,u) = [lug —ul| = [lo + t(u —2) —ul|(1 = t)(z —w)| = (1 = t)r.

Cuando t 1 los elementos u; de la bola B(z,r) tienden a u. Hemos probado
que C C B(z,r), entonces B(z,r) = B(z,r).
]
De los cursos de édlgebra lineal conocemos la construccién de un espacio
cociente E/F cuando F' es un subespacio vectorial del espacio vectorial F
(real 6 complejo). Cuando el espacio E es un espacio normado, es natural
pensar en una norma para un espacio cociente.

Proposicién 3.39 Sea (E, || - ||) un espacio normado y sea F C E un sube-
spacio vectorial cerrado. La funcién definida en el espacio cociente E/F por
la formula
2]l := [l + 2]
€F

es una norma.

Demostracion. Primero vamos a estudiar la funcién sobre E definida por la
férmula:
v(z) = inf ||z + hl|.
heF



44 3 Conjuntos abiertos, conjuntos cerrados

El valor v(z) obviamente existe y es no negativo. Ademds v(z) < ||z + hl|
para cualquier h € F'. La desigualdad del triangulo en E implica que para =z,
ye Eyh, h € F se cample que

vz +y) < llz+y+h+h| <2+ A +[ly+ 2.
Tomando los infimos del lado derecho obtenemos
v(z+y) <viz) +v(y).

La funcién v se anula sobre el subespacio F' y por lo tanto, si y — x € F
entonces:

v(z) =v(y+ (z —y)) <v(y) +v(z —y) = v(y),

y de la misma manera

v(y) =v(z+ (y — v)) <v(z).

Por lo tanto v(z) = v(y) cuando z —y € F.

La funcién v toma el mismo valor sobre todo el conjunto [z] = z + F. La
definicién de ||[]|| como funcién sobre el espacio cociente es correcta y satisface
lo siguiente

Iz + Il = e+ ylll = vz +y) < v(@) +viy) = (=]l + Y]l

Por la definicién del infimo, para cada x € E existe una sucesion h,, en
el subespacio F tal que v(x) = lim, o |2 + hynll. Si v(z) = 0 tenemos que
0 =v(x) =limy_ oo ||z + hy||. Asi la sucesién (hy,) es entonces convergente y
su limite es el vector —z. El subespacio F' es cerrado, asi por el Teorema 3.27
se sigue que x € F. La funcién ||[-]|| se anula tnicamente sobre la clase [0].
Por lo tanto es una |[|[-]|| norma.

]

Ejercicio 3.40 Denotemos por cq al espacio de todas las sucesiones conver-
gentes a cero. Obviamente cq C [*°. Vamos a probar que cg es un subespacio
cerrado en [*°.

Sea ¢ > a, = (ank) — a = (ag) en [®°. Entonces tenemos que
limy, o0 SUP ey |ank — ax| = 0.

Luego, existe N tal que |lang — ar| < €/2 para k € N. Sabemos ademds que
para cadan € N se cumple que limy_. oo anr = 0. Entonces existe K tal que si
k> K se tiene que lank| < €/2. Asi obtenemos que |ai| < |ank| +¢/2 < €,
cuando k > K. Hemos probado que limyg_.oc ar = 0, es decir a € cqg y por el
Teorema 3.27 el espacio ¢y es cerrado en [*°.

3.3. Ejercicios

1. Pruebe que en R™ cada conjunto abierto es una uniéon numerable de bolas.
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. En cada espacio métrico los conjunto finitos son cerrados.

. Encuentre un espacio métrico (X,d) distinto del espacio discreto en el
cual exista una bola B(z,r) C X tal que

B(x,r) # B(z,r) ={y € X : d(z,y) <r}.

. Seandy d dos métricas en el mismo espacio X. Demuestre que las métricas
d, d son equivalentes (d ~ d) si y sélo si para cada sucesién (z,) en X se
cumple que (z, = = en (X,d)) <= (z, — x en (X, d)).

. Sean d, d dos métricas en el mismo espacio X. Supongamos que existen
a, b € R tales que para x, y € X
ad(z,y) <d(z,y) < bd(z,y).

Demuestre que las métricas d, d son equivalentes. Ademads, mediante un
ejemplo demuestre que esta condiciéon no es necesaria para la equivalencia
de las métricas.

d(z,y)

. 4 Sean (X, d) un espacio métrico, z,y € X y §(z,y) = Ty Demuestre
que § es una métrica equivalente a la métrica d.
. En el espacio R definimos la métrica:
|z —yl, z,y € Qouwx,y e Q°,

d(z,y) =
|z + |y, en otros casos.

a. Demuestre que d es una métrica.

b. Verifique si el espacio (R, d) es completo.
c. Describa las bolas en este espacio.

d. Encuentre Int Q, Int Q¢, Q, Qc.

. 4 En el espacio I! de las sucesiones sumables tenemos la norma natural

de este espacio:
o0
lal = la|
n=1

y la estructura métrica dada por la férmula

di((an), (b)) = [[(arn) — (bn)[l1 = Z larn — byl

Demuestre que la métrica doo((an), (bn)) = sup,cy |@n — bn| 00 es eqiva-
lente a la métrica d;.

. Sean (z,) una sucesién en un espacio métrico (X, d) convergente a x y
Y = {2} U {x, }nen. Describe los conjuntos cerrados en (Y, d).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Demuestre que para cada familia { A, }aeca de subconjuntos de un espacio

métrico se cumple que
U4a=U 4.
ac acA

4 En el plano R? definamos
1
A= {(z,sen—): x > 0}.
T

Describe la cerradura de A.

¢ Demuestre que el espacio ! no es cerrado en el espacio cg, este tltimo
provisto de la norma ||(an)|lco = SUp,cy |@nl-

Sea 0 < p < o0, los espacios [P estan definidos en el Ejercicio 14 del
Capitulo 1. Si

A, ={(an) Elp:Zan:L an > 0},

n=1

determine si los conjuntos A, son cerrados en los espacios ¥ correspondi-
entes.

Sea A un conjunto en un espacio métrico (X, d). Demuestre que
r€A < fnf d(z,y)=0.
yEA

Demuestre que en un espacio normado la cerradura de un subespacio
vectorial es un subespacio vectorial.

Sea C' un conjunto en el espacio euclidiano R™ tal que B(0,7) C C C
B(0,7). Demuestre que C es convexo. ;Es cierta esta afirmacién si en
lugar de la norma euclidiana consideramos otra norma en R"™? Encuentre
un ejemplo positivo y un contraejemplo.

Sean A y B dos subconjuntos de un espacio normado. Denotamos: A+ B =
{r+y: ax € A, y € B}. Demuestre que si A es un conjunto abierto
entonces A + B también lo es.

Sea A un subconjunto en un espacio métrico X. Demuestre que el interior
de A es el conjunto abierto méas grande contenido en A.

Demuestre las siguientes propiedades del interior de conjunto:
1. Int(AN B) = Int(A4) N Int(B).

2. Int(A°) = (A)°.

3. (Int(A))c = Ac.

(Es cierto que Int(A U B) = Int(A) U Int(B) para A, B
arbitrarios?
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Para un subconjunto A C X de un espacio métrico (X,d) se define la

frontera de A como ;1 = AN Ac. Demuestre las relaciones:
a. A= A° b. X =AUInt(A4) UInt(A°),

c. ACA, d. Int(4) C A4,

e. (AUB)CAUB, f. (AnB)C AnB.

En los casos c., d., e., f. demuestre que las igualdades no son validas.
Sea V' un abierto en un espacio métrico (X, d). Demuestre que para todo

A C X setiene que VN A C ANV. ;Sigue siendo valida la relacién si no
se supone que V es abierto?

Sea (E,|| - ||) un espacio normado y sea C' C E un conjunto convexo.
Demuestre que la cerradura C' es también un conjunto convexo.

Sea c el espacio de todas sucesiones reales convergentes y sea cg el espa-
cio de sucesiones convergentes a cero. Demuestre que ambos espacios son
cerrados en [*°. ;Es ¢ cerrado en c¢?

¢ (Teorema de Cantor) Sea F,, una familia descendiente de conjuntos no
vacfos cerrados en un espacio completo tal que d(F,) = sup,, ,cp, d(z,y) —
0. Demuestre que (), oy Fn consta de un sélo punto.

¢ Sean (E,|| - ||) un espacio normado completo (espacio de Banach) y
F C E un subespacio vectorial cerrado. Demuestre que el espacio E/F es
completo.

¢ Sean (E,| - ||) un espacio normado y F C E un subespacio vectori-
al. Supongamos que F' y E/F son espacios completos. Demuestre que el
espacio E es completo.
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Teorema de Baire

El Teorema de Baire de Categorias tiene un papel fundamental en el andli-
sis y especialmente en andlisis funcional. Los famosos teoremas tales como el
Teorema de Banach-Steinhaus, el Teorema de la Gréfica Cerrada, el Teorema,
de Operador Abierto, el Teorema de Mazur-Orlicz y muchos mas son corolar-
ios del Teorema de Baire.

Entre los alumnos de anélisis este teorema tiene mala fama. Su formu-
lacién en términos de conjuntos de primera y segunda categoria resulta poco
accesible para principiantes en topologia. Afortunadamente la parte crucial
de esta teoria puede ser presentada sin introducir conceptos nuevos. La de-
mostracién del Teorema de Baire es un bonito ejercicio acerca de conjuntos
abiertos, sucesiones de Cauchy y la completez de espacio métrico.

Después de haber conocido el Teorema de Baire y sus consecuencias, la
introduccién de los conjuntos de primera y segunda categoria se vuelve muy
natural.

4.1. Teorema de Baire basico

Definicién 4.1 Recoordemos que un subconjunto D C X es denso en X si
D=X.

Teorema 4.2 (Baire) Sean n € N y O,, una familia de conjuntos abiertos y
densos en un espacio métrico completo X . Entonces ()~ O €s un conjunto
denso en X.

Demostracién. Denotemos por D al conjunto ﬂff:l O,. Sean zg € X y

ro > 0. Para probar que D es denso en X, serd suficiente con demostrar que
cada bola B(xg, o) intersecta a D.

Por hipdtesis el conjunto O; es abierto y denso en X, ademéas observemos
que B(zg,r9) N O1 es un conjunto abierto y no vacifo, entonces contiene a
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alguna bola B(xy,s). Sea r; = min{s/2,1/2}. La bola més pequena B(z1,71)
satisface que B(x1,71) C B(zg,71) N O;.

Como el conjunto Oy es abierto y denso en X entonces podemos usar los
mismos argumentos con B(z1,r1) en lugar de B(xg,79) para encontrar un
0 <71y < 1/4 tal que B(xza,r2) C B(x1,71) N Os.

Asi por induccién, utilizando los mismos argumentos, podemos construir
dentro de B(zg, () una familia de bolas tales que

B(xzy,7r1) D B(xa,m2) D B(xz,73) D -+ D B(xp,mn) D ...

B(mna rn) - B(xn—larn—l) N Oy,

donde n =0,1,... yr, <27™
Notemos que la sucesién (z,,) conformada por los centros de estas bolas
satisface que
AT, Tpyr) < 27"

para todos los n, k € Ny por lo tanto es una sucesion de Cauchy.

Puesto que el espacio X es completo, existe x € X tal que x,, — z. Del
hecho que x4 € B(x,,r,) para todo k € N se sigue que z € B(x,,r,) C
O,, N B(zg,ro) para n € N arbitrario. Asi el elemento = pertenece a D N
B(xzg,1r0). Luego el teorema estd probado.

|

Como primera aplicacién del Teorema de Baire vamos a obtener informa-
cién importante sobre la estructura de espacios métricos que son completos y
numerables al mismo tiempo.

Corolario 4.3 Si X es un espacio completo finito o numerable entonces X
contiene un elemento aislado.

Demostracién. La prueba para el caso de un conjunto finito es inmediata.
Supongamos que X es numerable, entonces es de la forma X = |J, cy{zn}-
Recordemos que un espacio que no contiene elementos aislados se llama
perfecto. Estamos probando que un espacio completo y numerable no puede
ser perfecto.
Supongamos entonces que X es perfecto. Para cada n € N el conjunto
X\ {z,} es abierto y denso. Por Teorema de Baire también es denso en X el

conjunto
X\ {zn}) = ([J{za})* = X = 0.
neN neN

Esta contradiccién demuestra que X no es perfecto.
]

Ejemplo 4.4 Conocemos varios ejemplos de espacios completos perfectos.
Ademds de los intervalos en R y el mismo espacio R, el espacio de Can-
tor también es perfecto. Con el Corolario 4.3 demostramos de forma sencilla
que estos conjuntos son no numerables.



4.3 Ejercicios 51

Si en un espacio métrico X tenemos una sucesion (xn) convergente a
T, entonces A = {acj};-’io es un ejemplo sencillo de un espacio numerable
completo y no discreto.

Aunque el teorema de Baire nos dice iinicamente que un espacio completo
numerable tiene al menos un punto aislado, es facil ver que en un espacio X
de estas propiedades existe un nimero infinito de puntos aislados. En efecto,
si A ={x1,...,2;} es un conjunto finito de puntos aislados de X, entonces
X \ A sigue siendo numerable y completo, entonces contiene puntos aislados
que a la vez son puntos aislados de X.

4.2. Teorema de Baire generalizado

Para expresar el Teorema de Baire en forma mas tradicional necesitamos
la siguiente definicién.

Definicién 4.5 Un conjunto A en un espacio métrico X es denso en ninguna
parte si el interior de A es vacio.

Corolario 4.6 Si X es un espacio métrico completo y A,, C X son conjuntos
densos en ninguna parte entonces X # J,— | An.

Demostracién. Si A,, es denso en ninguna parte, entonces A,, tiene comple-
mento abierto y denso en X.

Por teorema de Baire ()7, (4,,)¢ # 0. Por la férmula de De Morgan se
tiene que (oo, A,,)¢ # 0, es decir, | J7—; A, # X. Asi se tiene que |J), A,
tampoco llena a X, pues es un conjunto mas pequeno.

]

En varias aplicaciones la siguiente forma de Teorema de Baire es més
conveniente.

Corolario 4.7 Si X es un espacio métrico completo que se puede representar
como X =, X, entonces existe k € N tal que Int(Xy) # 0.

Definicién 4.8 Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que un conjunto A C
X es de 1% categoria en X si existe una familia { Ay }nen de conjuntos densos
en ninguna parte en X tal que A = A,. Un conjunto B C X es de 2°
categoria si no es de 1* categoria.

neN

Teorema 4.9 (Teorema de Baire de categorias) Cada espacio métrico com-
pleto es de 2% categoria en si mismo.

4.3. Ejercicios

1. Sea a > 0. Demuestre que en el espacio C([—a, a]) los conjuntos de fun-
ciones lineales, de funciones polinomiales, de funciones impares y de fun-
ciones pares, tienen complementos densos.
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Utiliza Teorema de Baire para demostrar que el espacio QQ no es completo.

Demuestre que, si Y C X es de 2% categoria en X entonces X es de 2¢
categoria en si mismo.

Sean X un espacio métrico completo y O C X abierto. Demuestre que O
es de segunda categoria en X.

4 Demuestre que existen funciones continuas sobre [a,b] C R que son no
derivables en ninguna parte.

¢ Demuestre que en cada espacio métrico, completo y numerable el con-
junto de elementos aislados es denso.
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Separabilidad

En todos los enfoques de la teoria de los nuimeros reales, el eje R aparece
como la completacion del conjunto de los nimeros racionales QQ, aunque no
neceseriamente se usa esta terminologia. En muchos problemas de andlisis es
importante que el conjunto numerable QQ es denso en el eje real R.

El concepto de espacios separables aparece cuando nos preguntamos que
se puede decir sobre los espacios métricos que contienen un subconjunto nu-
merable y denso. La conclusién més importante es que la familia de todos
los conjuntos abiertos en tal espacio es también generada por una subfamilia
numerable.

Los Teoremas 5.14 y 5.17 son los resultados mas importantes de este
capitulo.

La primera seccién estd dedicada a un recordatorio sobre la numerabilidad
de los conjuntos.

5.1. Conjuntos a lo mas numerables

Definicién 5.1 Decimos que un conjunto C es a lo mds numerable si existe
en C una sucesion (cp) tal que C = {c, : n € N}. Si un conjunto a lo mds
numerable no es finito decimos simplemente que es numerable.

Las propiedades basicas de conjuntos numerables se deducen directamente
de las propiedades del conjunto de los nimeros naturales N, en particular del
principio de buen orden. Las dos ”obvias” propiedades siguientes son impor-
tantes para el estudio de numerabilidad:

1. Cada subconjunto no vacio de N es a lo mas numerable.
2. N x N es numerable.

El lector interesado puede encontrar la demostracién rigurosa de la propiedad
1 en el libro [Z], Capitulo II. La propiedad 1 implica de una manera natural
el siguiente corolario.
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Corolario 5.2 Cada subconjunto de un conjunto a lo mds numerable, es a lo
mds numerable.

Demostracién. Sean D C C'y C = {¢,}22,, definimos M = {n e N: ¢, €
D}. Si M es finito, D es finito. En caso contrario por la propiedad 1 existe una
sucesion N 3 k — ny € M que es suprayectiva. Por lo tanto N> k — ¢, € D
es una sucesion suprayectiva. Luego el conjunto D es a lo mas numerable.
]
La propiedad 2 se puede obtener construyendo explicitamente una biyec-
cion entre N y N x N.

Ejercicio 5.3 La funcion 7: N x N > (k1) — EltD) 11— 1 € N es una

biyeccion. ’

Sugerencia. Grafique el producto N x N en el plano y despues de calcular
los wvalores T7(1,1), 7(1,2), 7(2,1), 7(1,3), 7(2,2), 7(3,1), etc. encuentre la
interpretacion geométrica de la funcion 7.

¢

Como corolarios obtenemos dos resultados.

Corolario 5.4 Si X1, Xs, ..., XN son conjuntos a lo mds numerables, el
producto cartesiano X1 X Xo X --- X Xn es a lo mas numerable.

Demostracion. Es suficiente demostrar el hecho para dos conjuntos X, Y
y luego aplicar la induccién y la féormula X x YV x Z = (X x Y) x Z. Sea
7: N X N = N la funcién definida en Ejercicio 5.3.

Denotemos 771 (k) = (n(k),m(k)) para k € N. Si X = {z,} neny Y =
{Ym }men, obtenemos

X XY = {(Zn:Ym) }nm)yensxy = {(Znk) Ym)) Fren-

El tdltimo conjunto es a lo mas numerable.
]

Corolario 5.5 Sean n € N y C,, una familia de conjuntos a lo mds numer-

ables. Entonces C = J,cy Cn es un conjunto a lo mds numerable.

Demostracién. Cada uno de los conjuntos C,, es de forma C,, = {cpnk }ren,
entonces C' = {Cnk }(n,k)eNxN = {Cr—1(m)}men. Luego el conjunto C es a lo
mas numerable.

|

Ejemplo 5.6 El conjunto de nimeros racionales Q es numerable, porque se
puede identificar con un subconjunto del producto Z x N de pares (k,l) tales
que k y 1 no tienen divisores comunes no triviales.

El espacio Q™ es también numerable para cada n € N.

Veamos otro ejemplo, que resultard ttil en la seccién siguiente.
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Ejemplo 5.7 Sean X un espacio a lo mds numerable y S(X) el espacio de
las sucesiones a con wvalores en X y tales que a, es constante desde cierto
indice en adelante. Entonces el espacio S(X) es a lo mds numerable.

En efecto, para a € S(X) fijo, sea Ny el indice mds pequed desde el cual los
valores de a son constantes. Sea

qb(a) = (al,...,aNn) S XN“.

La aplicacion ¢ es wvisiblemente inyectiva y sumerge S(X) en el espacio
Unen X7 Por el Corolario 5.5 el dltimo espacio es numerable, entonces segin
Corolario 5.2, S(X) es a lo mds numerable.

¢

Ejemplo 5.8 FEl conjunto R de todas las sucesiones que toman unicamente
los valores 0 y 1 no es numerable. En efecto, supongamos que F: N — R es
una biyeccion. Denotamos

F(n) = (F(n)1, F(n),...,)
Definimos una sucesion por la formula
5 = (l—f(l)l,l—f(2)2,1 —f(?))g,)

La aplicacidn F es biyectiva entonces existe N € N tal que s = F(N).
Asi obtenemos una contradiccion pues el elemento N-ésimo de s es igual
al— F(N)n, mientras que el N-ésimo elemento de la sucesion F(N) es
F(N)n. Por lo tanto el conjunto R no es numerable.

¢

5.2. Espacios separables

Definicién 5.9 FEl espacio X es separable si contiene un subconjunto a lo
mds numerable y denso.

Ejemplo 5.10 El espacio R™ es una completacion de Q™ entonces Qn = R™.
El espacio Q™ es numerable y denso en R™, asi que R™ es separable paran € N
arbitrario.

O

Ejemplo 5.11 Un espacio discreto es separable si y solo si es a lo mas nu-
merable.

¢

Ejemplo 5.12 El espacio I' es separable. Recordemos que
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It = {a = (ay): o). = Z lan| < oo}.
n=1

Para a = (a,) hemos denotado por ox(a) a la sucesion (aq,...,a;,0,0,...).
Sea D el conjunto de elementos de ' con coordenadas racionales y de la forma
or(a) para algin k € N. El conjunto D es numerable como subconjunto del
espacio S(Q) el cual hemos definido en el Ejemplo 5.7.

Vamos a probar que la cerradura de D coincide con el espacio I'. Para ello

calculamos
o0

la—on(@)lli=" lanl-

n=k+1

La convergencia de la serie Y " |ay| significa que limy o0 Y0741 lan| =0,
entonces limy_, oo ox(a) = a. Por otro lado para cada elemento de la for-
ma ox(a) y para cada € > 0 exzisten nimeros racionales q1,...,qx tales que
25:1 lan — qn| < €, pues cada elemento de I' se puede aproximar por los
elementos del conjunto numerable D.

¢
De manera ansloga se puede probar que el espacio {2 es separable.

Ejemplo 5.13 El espacio [*® no es separable. Sea R el conjunto de sucesiones
que toman unicamente los valores 0y 1. Como sabemos estas sucesiones tienen
la misma cardinalidad que el mismo R, entonces R no es numerable. Por otro
lado, si a y b son elementos distintos de R tenemos que ||a — b|| > 2.

El conjunto R C I tiene la métrica discreta y es no numerable, por lo
tanto R y I°° son no separables.

¢

Existen otras formas de caracterizar la separabilidad de un conjunto, una
de ellas es en términos de conjuntos abiertos en lugar de aproximaciones. El
siguiente teorema da cuenta de ello.

Teorema 5.14 Un espacio métrico (X, d) es separable si y sdlo si existe una
familia a lo mds numerable {O,}22  de conjuntos abiertos tal que cada abierto
O C X se puede representar como O = U;il On, -

Demostracion. Supongamos que X es un espacio separable con un subcon-
junto denso D = {z,,}35_;. Sean (n,k) € Nx Ny O, = B(zy,, ). Los
conjuntos O,, ; son abiertos y forman una familia a lo mas numerable.

Sea O C X un abierto y sea i = {Op i : Op i C O}. Como subfamilia
de una familia numerable, I/ es una familia a lo mas numerable de conjuntos
abiertos. Vamos a probar que O = (J;; ¢, U.

Para x € O arbitrario debemos encontrar un elemento de la familia &/ que
lo contenga. Por ser O abierto, existe r > 0 tal que B(x,r) C O. Ahora sea
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k € N tal que % < r/2. Por la densidad del conjunto D existe z,, € D tal que
x, € B(zx, %) y se cumple que

1
x € B(xy, E) C B(z,r) C O.

La bola B(x,, %) pertenece a la familia i/ y contiene el elemento z € O. Luego
la familia U tiene las propiedades deseadas.

Ahora supongamos que en el espacio X hay una familia numerable U
tal que cada conjunto abierto se puede representar como unién de algunos
elementos de esta familia. Para O,, € U, sea z,, € O,, (jaxioma de seleccién!).
Vamos a probar que el conjunto {z,,}52; es denso en X.

Sean € X y r > 0. La bola B(x,r) es un conjunto abierto y se puede
representar como |Jy—, Oy, , donde O,, € U. Existe ky € N tal que = €
On,, - Por la definicién z,, € Opn,, C B(w,r). En particular d(x,x,, ) <.
As{ hemos probado que {z,,}22 ; es denso en X y por lo tanto X es separable.

O m

El Teorema 5.14 nos proporciona en realidad una definiciéon equivalente
de la separabilidad de un conjunto. De hecho esto nos ayuda a que algunas
propiedades de espacios separables se puedan demostrar mas facilmente.

Corolario 5.15 Sean (X, d) un espacio métrico separable yY C X. Entonces
(Y,d) es separable.

Demostracién. Si U = {U, },en es una familia de abiertos en X que tiene
las propiedades de la definida en el Teorema 5.14, entonces O,, = U, NY es la
familia de abiertos en Y que tiene las mismas propiedades. Luego el espacio
Y es separable.
]
Obviamente se puede demostrar el Corolario 5.15 utilizando la definicién
original de separabilidad. Lo recomendamos como ejercicio.

Definicién 5.16 Sea A un subconjunto del espacio métrico X. Una cubierta
abierta de A es una familia O = {O4}aca de conjuntos abiertos en X tal
que A C Jyen Oa- Si A C A entonces a la familia {Oa}aca, la llamamos
subcubierta de O.

El concepto de una cubierta abierta juega un papel fundamental en el
estudio de espacios compactos. Sin embargo, la separabilidad del espacio se
puede caracterizar también en estos términos. La familia de abiertos {O, }nen
del Teorema 5.14 es un ejemplo de una cubierta, pero en este caso la cubierta
tiene propiedades adicionales muy espaciales, a saber es muy fina.

El siguiente Teorema es otra caracterizacion de espacios separables, la cual
es conocida como el Teorema de Lindelof.
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Teorema 5.17 (Lindel6f) Un espacio métrico X es separable si y sdlo si
de cada cubierta abierta de X se puede seleccionar una subcubierta a lo mds
numerable.

Demostracion. Vamos a llamar la propiedad de Lindeldf a la condicién que
segun el presente teorema eqivale a la separabilidad de un espacio métrico.
Esta propiedad de cubiertas abiertas del espacio R™ fue observada por Lin-
delof en 1903 dando inicio a una teoria actualmente muy avanzada.

Supongamos que X es separable. Sabemos por el Teorema 5.14 que existe
una cubierta numerable O = {O,, },en de X tal que cada abierto O C X se
puede cubrir con una subfamilia de O.

SeaUd = {U, }aca una cubierta abierta de X arbitraria. Primero definimos
una subfamilia @’ de O. A un conjunto O,,, lo incluimos en O’ si existe o € A
tal que O,, C U,. La familia O’ es también una cubierta abierta a lo més
numerable de X. En efecto, para cualquier x € X existe @ € A tal que
z € U,. El abierto U, es unién de algunos elementos de la cubierta O. En
particular, para algun O,, se cumple x € O,, C U,.

Resulta que O,, € O’ y que cada = € X pertenece a algtin elemento de la
cubierta reducida O'. Ahora, para cada O,, € O’ escogemos uno de los U, que
lo contenga y ya tenemos una subcubierta numerable de ¢/. Hemos probado
que cada espacio métrico separable tiene la propiedad de Lindelof, es decir
cada cubierta abierta del espacio se puede reducir a una cubierta numerable.

Ahora supongamos que X tiene la propiedad de Lindeldf. Vamos a probar
que X es separable construyendo un subconjunto denso numerable.

Sea U,, la familia de todas las bolas en X de radio % Obviamente U, es
una cubierta abierta de X. Esta cubierta tiene una subcubierta numerable
que es de la forma U}, = {B(zn, =) : zn € X, k € N}

Repitiendo el procedimiento para cada n € N obtenemos un conjunto
numerable de elementos de X, a saber D = {x,, 1 : (n, k) € N x N}.

Inmediatamente vemos que el conjunto D es numerable y denso en X. Si
z e X yr >0, existe n € N tal que % < r. Luego, © € Uyen B(Tnk, %) y
por lo tanto existe k tal que « € B(n 1, +). En cada vecindad de z existe un
elemento de D. Por lo tanto D es denso en X. Y asi obtenemos lo deseado.

|

5.3. Ejercicios

1. ;Cuando un espacio discreto es separable?

2. Demuestre que el conjunto de todos los subconjuntos de N es no numer-
able.
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. # Sean (X, d) un espacio métrico separable y C' C X un conjunto que es
no numerable. Demuestre que C' contiene un niimero no numerable de sus
puntos de acumulacion.

¢ Sean (E,| - ||) un espacio normado y A C E un conjunto separable.
Demuestre que la la cdscara convexa de A es separable.

4 La siguiente funcién es una métrica en R?: (vea Capitulo 1, Ejercicio 6)
V(a1 —b1)2 + (a2 — b)2, si existe t € R, a = tb,
d(a,b) =
Va3 +ad + /b3 + b3, si tal ntimero ; no existe.

Demuestre que el espacio (R?,d) no es separable.

¢ Supongamos que en el espacio métrico X cada conjunto infinito tiene
un punto de acumulaciéon. Demuestre que X es separable.

Para A C N definimos la funcién (sucesién) caracteristica del conjunto A

como
1, ne€A,

lA(n) =
0, ng A

Demuestre que las combinaciones lineales de las funciones caracteristicas
forman un conjunto denso en [*°.
Sea G un subgrupo del grupo additivo (R, 4). Demuestre que G es denso
en R si y solo si inf(GNRy) =0.
Sea r € Q°. Demuestre que el conjunto {m + nr : m,n € Z} es denso en

R.

Demuestre que la métrica en un espacio métrico (X, d) es equivalente a la
métrica discreta si y sélo si el tinico subconjunto denso en X es el mismo

X.






6

Funciones y aplicaciones continuas

6.1. Definicién de continuidad

Existen dos opciones de definir la continuidad de aplicaciones entre los
espacios métricos, exactamente como en el caso de aplicaciones entre los espa-
cios euclidianos. Ambas definiciones son equivalentes, entonces es solamente
un problema didactico cual de las dos escogemos como la bésica. Consider-
amos como mas natural la definicion secuencial relacionada con el nombre del
matematico aleman H. E. Heine (1821-1881).

Definicién 6.1 Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos y x € X. Una apli-
cacion F: X — Y es continua en x si para cualquier sucesion convergente
xn, — x en X se cumple que F(xz,) — F(x) en Y.

La segunda de las definiciones mencionadas pertenece al francés A. L.
Cauchy (1789-1857), a quien se considera creador del andlisis funcional. Sus
definiciones y demostraciones precisas de "tipo €, §”, tan odiadas por los
alumnos, abrieron una época nueva en matematicas. Presentamos la definicién
de Cauchy en forma del siguiente teorema.

Teorema 6.2 Dados (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos. Sean F: X =Y
una aplicacion y x € X. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) Para todo € > 0 existe r > 0 tal que la distancia dx (x,y) < r implica que
dy (F(x), F(y)) <e.

(b) F es continua en x.

Demostracién. (a) = (b) Supongamos que la aplicacién tiena la propiedad
descrita en el inciso (a). Sea x,, — x en X. Fijemos ¢ > 0 y sea r > 0 el niimero
que existe de acuerdo con la condicién (a). Por la convergencia de la sucesién
(x,,) podemos encontrar N € N tal que paran > N se cumple que dx (2,,z) <
r. Por consiguiente para los mismos n se cumple que dy (F(z,, F(x)) <e. La
convergencia F'(xz,) — F(z) estd probada.
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(b) = (a) Supongamos que F es continua en z y que la condicién (b) no
se cumple. Vamos a llevar esta situacién al absurdo. La condicién (b) no se
cumple si podemos encontrar € > 0 tal que para ¢ > 0 arbitrario algin punto
x5 satisface que dx (xs,z) < d, mientras que dy (F(zs, F(z)) > €.

En particular, tomando § como % con n € N, se obtiene en X una sucesion
(zn) que converge a x, pero los valores F(x,) estdn a una distancia mayor
que ¢ del punto F'(z). La aplicacién no es continua en x contrario a nuestra
suposicion.

]

Ejemplo 6.3 En el caso de las funciones y aplicaciones sobre el espacio eu-
clideaano la existencia de objetos continuos es obvia, porque la estructura
vectorial del espacio mos proporciona las funciones - coordenadas que son con-
tinuas. En el caso de un espacio métrico, las funciones dadas por la misma
estructura del espacio son las distancias.

Sea (X, d) un espacio métrico. Para caday € X fijo definimos la siguiente
funcion
Vamos a probar que esta funcion es continua en cada punto x € X usando el
criterio de Cauchy de continuidad. Observemos que

[fy(@) = fy(u)] = |d(z, y) — d(z,u)| < d(z,u)

por la Proposicion 1.2. Ahora dado € > 0, es suficiente tomar r = € y de esta
manera bajo la condicion d(z,u) < r obtenemos que |f,(z) — fy(u)| < e, es
decir, funcion f, es continua.

O

Resulta que la familia de funciones que obtenemos de esta manera es bas-
tante amplia. Al menos es suficiente para separar los puntos de X.

Definicién 6.4 Una familia de funciones F definidas en el espacio X separa
los puntos de X si para cada par de puntos x #y en X existe f € F tal que

f(@) # [(y).

El ejemplo fundamental de una familia de funciones que separa los puntos
del dominio es el sistema de coordenadas en el espacio euclidiano. El caso
de las funciones f, definidas en Ejemplo 6.3 es muy sencillo, pero de suma
importancia.

Teorema 6.5 Sea (X,d) un espacio métrico. Para y € X fijo definimos
fy(@) =d(z,y). La familia de funciones D = {f, : y € X} separa los puntos
del espacio X.

Demostracién. Si z, y € X y x # y entonces la funcién f, separa estos
puntos. En efecto, f,(y) = 0, mientras que f,(z) = d(x,y) # 0.
]
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Ejemplo 6.6 La funcion distancia d: X x X — R es también continua con
respecto a la distancia

D((2,y), (u,v)) = d(z,u) + d(y,v)

definida en X x X . Para la demostracion usamos la desigualdad del rectdangulo
(Proposicion 1.3). Segin esta férmula

ld(z,y) = d(u,v)| < d(z,y) + d(u,v) = D((2,y), (u,v)).

Dado € > 0, es suficiente con que tomemos r = € y entonces la condicion
D((%,y), (u,v)) <1 implica que |d(z,y) — d(u,v)| <e.
O

Es conveniente formular la condicién (a) del Teorema 6.2 en términos
de las bolas en los espacios correspondientes. El siguiente resultado significa
Unicamente un cambio de lenguaje y es tan solo otra forma del Teorema 6.2.

Proposicion 6.7 Una aplicacion F: X — Y es continua en x € X si y solo
51
Ve>0 3r>0 F(Bx(z,7)) C By(F(z),¢).

A continuacién seguimos reformulando Teorema 6.2 para darle forma cada vez
mas “topologica” y menos “técnica”. El cambio es de gran importancia para
nuestra forma de pensar, pero también tiene grandes valores practicos.

Teorema 6.8 Una aplicacion F': X — Y es continua en x € X si y solo si
para toda vecindad U C'Y del punto F(x) la imagen inversa F~1(U) contiene
una vecindad de x.

Demostracion. Suponemos primero que F' es continua. Si U C Y es una
vecindad de F'(z), existe una bola By (F(z),e) C U. Por la Proposicién
6.7 existe r > 0 tal que F(Bx(z,r)) C By(F(x),e) lo cual implica que
Bx(z,7) € F7Y(U). Asi vemos que F~!(U) es efectivamente una vecindad
de z.

Ahora supongamos que F~1(U) es una vecindad de x, siempre y cuando

U sea una vecindad de F'(x). En particular para U = By (F(z),¢) la imagen

inversa F~1(By (F(z),¢)) es una vecindad de z y por lo tanto contiene una

bola Bx(z,r). Y asi la Proposicién 6.7 demuestra que la aplicacién F es
continua.

]

Definicién 6.9 Cuando una aplicacion F: X —Y es continua en todos los
puntos del dominio, decimos simplemente que F es continua. El espacio de
todas las aplicaciones continuas entre dos espacios métricos X, Y se denota
por C(X,Y). Por BC(X,Y) denotamos al espacio de las aplicaciones acotadas
y continuas.
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Teorema 6.10 Una aplicacion F: X =Y es continua si y sélo si para cada
U CY abierto F~1(U) es abierto en X.

Demostracién. = Sean F' una aplicacién continua y U C Y un conjunto
abierto. Sea z € F~1(U). El conjunto U es una vecindad de F(z), entonces
por el Teorema 6.8 F~1(U) contiene una vecindad de z y por lo tanto una
bola B(z,r). Asi hemos probado que F~1(U) es un conjunto abierto.

< Suponiendo que la imagen inversa de cada abierto U C Y es abierto en

X, fijamos z € X y una vecindad U del punto F'(z). Existe ¢ > 0 tal que la

bola abierta B(F(z),e) C U. El conjunto F'~!(B(F(z), ) es abierto y contiene

a x, entonces este es una vecindad de x y por el teorema 6.8 obtenemos la
continuidad de F' en cada x € X.

]

En muchos casos la continuidad de una aplicacion no es obvia, pero resulta
facil de probar si la tratamos como composiciéon de aplicaciones mas simples.

Teorema 6.11 Sean X, Y, Z espacios métricos y F: X =Y, G:Y = Z
aplicaciones. Si F' es continua en © € X y G es continua en F(z) € Y,
entonces la composicion G o F(y) := G(F(y)) es continua en x.

Demostracion. Vamos a aplicar Teorema 6.8. Sea V' una vecindad del punto
GoF(z) = G(F(z)). Debemos probar que (G o F)~1(V) contiene a una vecin-
dad de z. Por la definicién de la composicién (G o F)~1(V) = F~1(G=1(V)).
Aplicando Teorema 6.8 a la aplicacién G sabemos que G~1(V) C Y contiene a
una vecindad U de F(z), luego por continuidad de F' obtenemos que F~1(U)
contiene a una vecindad O de x, la cual estd contenida en (G o F)~*(V).

]

Ejemplo 6.12 Veamos como el Teorema 6.8 se usa en ciertos casos para
investigar si un conjunto dado es abierto. Sea

O={(r,y,2) eR®: 1<a2+y<3,0<z—yh

Para probar directamente por la definicion que O es abierto tendriamos que
hacer cdlculos relativamente complicados. En lugar de eso, definamos la apli-
cacion F: R® — R? dada por

F(Ivyaz) = (x—i_ywz_y)

Obtenemos entonces: O = F~1((1,3) x (0,00)). La aplicacion F es continua
en cada punto, el conjunto (1,3) x (0,00) es abierto, entonces por Teorema
6.8 nuestro conjunto O es una vecindad de cada uno de sus puntos. Por lo
tanto O es abierto.

Inmediatamente podemos generalizar este método.
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Ejemplo 6.13 Sean X un espacio métrico y f1,..., fr € C(X). Definimos
O={z:a1 < fi(x) <b1,...,ar < fe(z) < by}

Podemos representar O = F~((ay,b1) x --- x (ax, br)), donde la aplicacion
F: X — R¥ estd dada por: F(z) = (fi(x),..., fu(x)). Asi el conjunto O es
abierto como imagen inversa del cubo abierto (a1,b1) X -+ - X (ag, bx) bajo una
aplicacion continua.

¢

Ejemplo 6.14 Como sabemos, una matriz k X k real o compleja A es invert-
ible si y sélo si det A # 0. La matriz A es un elemento del espacio KF**
donde K = C 0o K = R, dependiendo del caso. La funcion determinante
det: KFXF — K es continua pues tiene forma polinomial. El conjunto de
matrices invertibles se representa como O = det™ (K \ {0}) y es abierto.

Un andlisis mas detallado permite calcular para cada A € O el radio
r(A) > 0 tal que B(A,r(A)) C O. Este radio depende tunicamente de la norma
de A en el espacio KF*Fk.

Por lo tanto, si A, es una sucesion de matrices que converge a la matriz
invertible A, entonces existe N tal que para todos n > N la matriz A, es
invertible.

Observemos que en este ejemplo los conjuntos abiertos aparecen no solo
como una herramienta para estudiar la continuidad sino como un criterio para
estudiar la invertibilidad de matrices.

6.2. Homeomorfismos, isometrias

Definicién 6.15 Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos. Un homeomorfis-
mo entre X y'Y es una biyeccion F € C(X,Y) tal que F~1 € C(X,Y). Los
espacios X, Y son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos. Una
aplicacion F: X —'Y es isométrica (es una isometria) si dy (F(x), F(y)) =
dx(x,y) para todos x, y €Y.

Cada isometria es inyectiva y continua. La aplicacién inversa a una isometria
es también isométrica, entonces cada isometria es un homeomorfismo sobre
su imagen.

Para establecer la existencia de homeomorfismo entre dos espacios dados
es importante ver cuales propiedades se conservan bajo los homeomorfismos.

Ejemplo 6.16 La completez de un espacio mo es una propiedad invariante
bajo homeomorfismos. Los espacios N yY = {% : n € N}, ambos provistos de
la métrica en R son homeomorfos por medio de la aplicacion N 3 n — % eyY.
El primer espacio es completo y el seqgundo no lo es.
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Ejemplo 6.17 Las propiedades de conjuntos “ser abierto”, “ser cerrado” son
mwvariantes bajo homeomorfismos.

Ejemplo 6.18 La separabilidad es una propiedad invariante bajo homeomor-
fismos. Gracias al Teorema 5.17 el hecho es obvio porque un homeomorfismo
transforma una cubierta abierta en cubierta abierta.

6.3. Continuidad uniforme

La propiedad de continuidad de una aplicacién es de caracter local incluso
considerando la continuidad en todos los puntos del dominio. Para un punto
x del dominio y € > 0 dado, el valor de r que asegure la implicacién

d(z,y) <r = d(F(z),F(y)) <e

depende no solamente de € > 0 sino también del punto z. Las aplicaciones que
admiten para € > 0 el valor de r que sirva para todos los puntos del dominio,
se llaman uniformemente continuas y son de importancia especial.

Definicién 6.19 Una aplicacion F: X — Y es uniformemente continua si
para todo € > 0 existe r > 0 tal que para z, y € X

d(z,y) <r = d(F(x),F(y)) <e.

Obviamente cada aplicacién uniformemente continua es continua. Las aplica-
ciones uniformemente continuas “respetan” a las sucesiones de Cauchy, cosa
que no se cumple para algunas aplicaciones continuas.

Proposicién 6.20 Sean F': X — Y una aplicacion uniformemente continua
y (zy,) una sucesion de Cauchy en X. Entonces (F(x,)) es una sucesidn de
Cauchy en Y .

Demostracion. El hecho se deduce directamente de las definiciones corre-
spondientes. Sean € > 0y § > 0 tal que

dx(z,y) <0 = dy(F(z),F(y)) <e.

Sea N tal que paran, m > N se cumple que dx (2, Z,) < 0. Para los mismos
n, m € N obtenemos dy (F(zy), F(zy)) < €, lo que demuestra que (F(z,))
es una sucesion de Cauchy en Y.

]

Teorema 6.21 Sean F: X — Y wuna aplicacion uniformemente continua y
X, Y las completaciones de los espacios X y Y, respectivamente. Entonces
existe una aplicacion uniformemente continua F: X 5Y ta que F|X =F.
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Demostracién. En los espacios X, Y denotamos las distancias por dx y
dy respectivamente. Tenemos que definir el valor F (u) para cada u € X
conservando la continuidad uniforme de la aplicacién.

Sea u = lim,_, o @, donde x,, € X. La sucesién (z,) es de Cauchy en
X entonces por la Proposicién 6.20 la sucesién (F(z,)) es de Cauchy en Y.
Asf existe lim,, o0 F'(z,) € Y. Definimos F(u) = lim,, 00 F(x,,). Observemos
que para n > N se cumple que dy (F(u), F(z,) <.

Debemos asegurarnos sin embargo, que el valor I:"(u) no depende de la
sucesién particular (z,) que aproxima a u. Si (y,) ~ (z,), existe M tal que
para n > M se cumple que dx (yn,x,) < 0 y nuevamente por la continuidad
uniforme dy (F(xy,), F(ym)) < €. Luego las sucesiones (F(z,)) v (F(yn)) son
equivalentes y asi

lim F(z,)= lm F(y,).

n—oo n—oo
Obviamente F(x) = F(z) para z € X. Ahora, sélo queda por probar que F
es uniformemente continua. Si v = lim,, o0 Tpn, v = My oo Yn ¥ Jx(u, v) <
0/3, entonces existe N tal que para n > N se cumple que JX(u,:rn) < 0/3,
Jx(u,yn) < 0/3, de tal manera que

dx (T, yn) < dx (u,2,) + dx (u,v) + dx (v, 2,) < 6.

Y por la continuidad uniforme de F' se sigue que:

dy (F(u), F@) < dy(Flu, Flan)) +dy (F(n), F(yn))
Ay (F(©), F(ya)

3e.

IN =+ IA

Es decir, la extensién F' de la aplicacién F' es uniformemente continua.
]

Ejemplo 6.22 FEl espacio métrico BC(X,Y). Para espacios métricos (X, dx)
y (Y,dy) denotamos por BC(X,Y) al espacio de aplicaciones f: X — Y
acotadas y continuas. El espacio BC(X,Y") dispone de la métrica natural

doo(f,9) = sup dy (f(x),9(z))

reX
heredada del espacio B(X,Y).

Teorema 6.23 FEl espacio BC(X,Y) es un subespacio cerrado de B(X,Y).
SiY es completo entonces BC(X,Y) también lo es.

Demostracion. Sea {f,} una sucesién en BC(X,Y’) convergente a una apli-
cacién f en B(X,Y). Debemos probar que f es una funcién continua.

Sea N tal que para todo n > N se cumple que do (f, frn) < /3. La funcién
fn es continua, entonces para todo x € X existe r > 0 tal que dx(z,y) <r
implica que dy (fn(z), fn(y)) < £/3. Para los mismos x, y calculamos:
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dy (f(z), f(y)) < dy(f(2), fn(@)) + dy (fn(2), fn(y) + dy (fn(y), f(y)

<e/3+¢/3+¢e/3=¢.

Hemos probado la continuidad de f en cada punto del dominio. El conjunto
BC(X,Y) es cerrado en B(X,Y'). Cuando Y es completo, el espacio B(X,Y)
es completo (ver Ejemplo 2.8) y asf su subespacio cerrado BC'(X,Y") también
es completo.

]

6.4. Continuidad de operadores lineales

Cuando (E, || - ||g) es un espacio normado, tenemos en E dos estructuras:
la lineal de suma y de multiplicacién por ntimeros y la estructura métrica.
La definiciéon de la norma establece la relaciéon entre estas estructuras. Es
natural pensar primero en la continuidad de las operaciones algebraicas en FE.
Estudiamos entonces la continuidad de dos aplicaciones:

S: ExXE> (v,y) 2x+y€ekE,

M: Kx E> (t,z) > tx € E.

En el espacio E x F fijamos la norma ||(z,y)|| = ||z|lz + |y|le yen K x E
la norma [|(¢, z)|| = [t + [|z]| -

Proposicion 6.24 Las aplicaciones S y M son continuas.

Demostracién. Para (z,y), (u,v) € E X E se tiene

15z, y) = S(w,v)lle = llz +y = (u+t o)z = [I(z —w) + (y = v)|e
<z —ulle + ly — vl = [I(z,y) = (u, 0|
= d((z,y), (u, v)).

La desigualdad asegura la continuidad de la operacion de adicién. En el caso
de la multiplicacién M calculamos:

IM(t,2) = M(s,y)l|e = [tz = sylls = [tz —y) + (- s)yle
<tz —yllz+ 1t —sllylle.

Cuando (s, yn) — (t,x), se obtiene que M (s,,yn) — M(t,x).
[

Sean F, F espacios normados sobre el campo K=RoCysea A: E = F
un operador lineal, es decir una aplicacién A: E — F tal que para todos =,
ye F,ackK

Az + ay) = A(x) + aA(y).
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Un operador lineal es continuo en todas partes si y sélo si es continuo
en cero. Lo vamos a demostrar en el siguiente teorema, donde incluimos otro
criterio de continuidad que tiene mucha importancia para la teoria.

Teorema 6.25 Sea A: E — F un operador lineal. Entonces son equivalentes
las siguientes condiciones:

(a) A es continuo en cero.

(b) A es uniformemente continuo.

(c) sup||A(y)|lr < oo.
lylle<1

(d) Existe C > 0 tal que para todo x € E
[A()||F < Cllz| e

Demostracién. (a) = (b) Suponemos que A es continuo en cero. En partic-
ular para cada & > 0 existe r > 0 tal que para € F con ||z||g < r se cumple
que ||A(x)||F < €. Silos puntos z, y € E satisfacen que ||z — y||g < r entoces
obtenemos que ||A(z) — A(y)|| = [|[A(z — y)||r < €. Es decir, el operador es
uniformemente continuo.

(b) = (c) La continuidad de A en cero expresada en términos del Teorema
6.2 inciso (a) implica que existe r > 0 tal que para ||z||g < r se tiene que
|A(z)||r < 1. Si ||y||le < 1, obtenemos qu;e HgylHE = §||7;2HE < r, entonces
HA(%y)HF < 1. Asi obtenemos ||A(y)|r = ;||A(§ry)||F < 2 < oo

(¢) = (d) Sea C = sup||A(y)||F < co. Para x # 0 tenemos ‘ Tols = 1.
lylle<1
Por lo tanto || A(+=5=)||lr < C, luego ||A(z)||r < C||z||g. Para = 0 la misma

lzlle
desigualdad se cumple.

(d) = (a) La desigualdad en cuestién implica que para ||z,||g — 0 se
cumple que ||A(z,)||F — 0 y la continuidad de A en cero estd probada.
[

El valor sup ., [A(y)||r se denota por [|A| y se llama norma del operador
A. El espacio de todos los operadores lineales continuos A: E — F' se denota
por L(E, F). Al espacio L(F,K) de las funciones lineales y continuas sobre E,
se le llama el espacio dual de E y se denota por E’. Para el espacio de todas
las funciones lineales sobre un espacio vectorial ¥ usamos la notacion E*.

Ejemplo 6.26 Veamos como se puede describir el espacio dual del espacio
co que es el espacio de todas las sucesiones complejas convergentes a cero. La
funcidn
o 3 a=(an) = [|afoc = sup|ay|
JEN
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€s una norma en Cy.
A cada ¢ = (c,) € 11, le podemos asociar un elemento de ¢y por la férmula

o0
we(a) = Z cjaj.
j=1

La serie del lado derecho converge pues
(oo} oo
loc(@)] = 1D ciazl < lejas] < lellillallo < oo
j=1 j=1

La misma desigualdad demuestra que . € ¢y y ademds ||¢c| < ||¢|l1-

Ahora vamos a demostrar que cada ¢ € ¢, es de esta forma, es decir existe
¢ € 1! tal que ¢ = ¢.. Para a = (a,) € c¢o arbitrario definamos una sucesion en
el mismo espacio convergente a a. Denotamos por ey a la sucesion de forma
e; =(0,...,0, 1 ,0,...) y definimos

J
N
ay = E aje; :(al,...,aN,O,O,...).
=1

Tenemos entonces que |[a — an | = sup;s y |a;| — 0, pues la sucesion a es
convergente a cero. Ahora calculamos aprovechando la continuidad de ¢:

N—oc0

N
=1 = 1If io(e;).
@) = Jin_olox) = i 3 ajolc)
]:
Sabemos que este limite existe, entonces
o0
p(a) = a;e(e)).
j=1

Ast, de esta manera hemos demostrado que p estd definido por una sucesion
¢ = (¢(en)) y queda por demostrar que ¢ € I*.

Cada nimero complejo ¢, = p(ey,) tiene la forma c, = |c,|e®, donde
0<a, < 2. Sea

N
by = (e, e* 2, ..., e N 0,0...) = E e'"Ye;.
j=1

Las sucesiones by pertenecen al espacio cg y son de norma 1, entonces

sup p(bn) < [lol-
NeN
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Sin embargo ¢(by) = Z;V=1 lp(en)| = Z;‘;l |o(en)]. De donde concluimos
que ¢ = ¢, con ¢ = (cn) = (p(en)) € 11 y ademds ||¢|l1 < ||lo||. Junto con el
resultado anterior se obtiene que ||| = ||pcl| = |¢]1-

La aplicacion I* > ¢ — . € ¢}, es lineal, suprayectiva y conserva la nor-
ma. Es entonces un elemento del espacio de operadores L(I*,c})). Obtenemos
asi una descripeion completa del espacio dual ¢y que simbdlicamente podemos
expresar como ¢ = 1.

¢

Ejemplo 6.27 Uno de los espacios mas importantes que se estudia en este
curso es el espacio de funciones continuas sobre un conjunto compacto. La
integral de Riemann define una funcidn sobre el espacio Cla,b], donde [a, ]
es un intervalo finito:

b
Clab] > f — olf) = / o

Como sabemos, esta funcion es lineal y ademds satisface
b
le(f)l = I/ f@)dt] < [b—al sup [f(t)] = [|f]loc-
a t€la,b]

La funcidn ¢ definida sobre el espacio métrico (Cla,bl, | |lec) es continua. En
realidad conocemos este hecho del curso de Cdlculo Avanzado como el teorema
que afirma: Si Cla,b] 3 f, — [ uniformemente entonces

/a ot / " Foy.

La norma ||| se calcula facilmente. La desigualdad de arriba demuestra que
llell < |b — al. El funcional ¢ alcanza este valor sobre la funcion f = 1,
entonces ||¢|| = |b — al.

¢

6.5. Ejercicios

1. De un ejemplo de una funciéon f: R — R que sea continua en un solo
punto.

2. & Sea

1 siz=

m
n’ n

, n > 0, n,m primos relativos,
flx) =
0, siz e R\ Q.

Demuestre que f es continua en cero y en los puntos irracionales y es
discontinua en puntos racionales # 0.
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10.

11.

6 Funciones y aplicaciones continuas

El eje real R es un espacio vectorial con el campo Q. Sabemos del curso
de algebra lineal que existe una base del espacio vectorial (R, Q) tal que
el nimero 1 es uno de los elementos de la base que denotamos por rg.
Representamos esta base como {ro} U{rs}aca. Para cada z € R tenemos
la descomposicion tnica:

x = qo(z)+ Z 9o (T)Ta,

acA

donde ¢o(z), go(x) € Q y solo un nimero finito de los coeficientes ¢, es
distinto de cero. Sea f(z) := go(x). Demuestre que la funcién f es aditiva
(f(x +y) = f(x) + f(y)) y discontinua en todos los puntos del dominio.

Construye una isometria del espacio A = {x e R: 1 < |z] < 2, x # 1}
con la métrica

|z —yl, sixy >0,

d(z,y) =
lz] + |y| — 2, sizy < 0.

sobre el intervalo [0, 2] con su métrica natural.

Sean (X,d) un espacio métrico y A C X un conjunto no cerrado. Con-
struya una funcién continua no acotada sobre A.

Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Demuestre que la funcién sobre
X definida por
d = inf d
(w) = inf d(z,y)

es uniformemente continua.

Muestre que si f: R — R es uniformemente continua, entonces existen
a,b> 0 tales que | f(x)| < alx| + .

Muestre que cada funcién f: R — R continua, mondtona y acotada es
uniformemente continua.

Sean f, g funciones uniformemente continuas y acotadas sobre un espacio
métrico X. Demuestre que fg es una funciéon uniformemente continua.
Mediante un ejemplo demuestre que es necesario suponer que las funciones
son acotadas.

Demuestre que una funcién f € BC(R) es uniformemente continua si
y s6lo si para toda sucesién z, — 0 se tiene que f(z + z,) — f(x)
uniformemente.

Sean X un espacio métrico arbitrario y Y un espacio discreto. Encuen-
tre una condicién necesaria y suficiente para que una sucesién (F),) en
B(X,Y) sea uniformemente convergente.
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Sean X, Y espacios métricos y F': X — Y una aplicacién. Demuestre que
F' es continua si y sé6lo si para cada conjunto cerrado B C Y la imagen
inversa F'~!(B) es un conjunto cerrado en X.

4 Sean X, Y espacios métricos y F': X — Y una aplicacién. Demuestre
que F es continua si y sélo si F~1(B) C F~1(B) para cada B C Y.

¢ Sean X, Y espacios métricos y F': X — Y una aplicacién. Demuestre

que F' es continua si y sélo si FI(A) C F(A) para cada A C X.

Demuestre que la funcién || - || sobre el espacio L(E, F') es una norma y
que ||A|| = inf{C > 0:Vz € E;||A(z)||lr < C|z|lg}-

i, Averigue si la propiedad “ser acotado” es invariante bajo homeomorfis-
mos?

¢ Demuestre que el cuadrante {(z,y) € R?: z >0, y > 0} y el conjunto
{(z,y) eR?: (z —1)2 +4y? <2, (x+1)? +y? < 2} son homeomorfos.

Sean E, F' espacios normados sobre el campo R y sea F': E — F una
aplicacién continua y aditiva: F'(x +y) = F(z) + F(y). Demuestre que F
es lineal.

¢ Sea (E,| - ||) un espacio normado sobre un campo K (=R 6 C) y sea
¢: E — K una funcién lineal no identicamente nula. Demuestre que ¢ es
continua si y sélo si Ker ¢ no es denso en E.

¢ Sea (X,d) un espacio métrico y ug un punto arbitrario en X. Para
z,u € X sea

fulz) = d(z,u) — d(z,up).

Demuestre que f, es una funcién acotada, continua sobre X y que la
aplicacion X 3 u — f,, € BC(X) es una isometria.

¢ Demuestre el Teorema 2.11 aplicando el resultado del ejercicio anterior.

¢ Sea D = {(z,y) € R? : |(z,y)]|> = 2% + y* < 1} el disco unitario en
el plano. Sea E = CB(R?) - el espacio de funciones continuas acotadas
sobre el plano provisto de la norma || - [|s. Sea ' = {f € E: f|D = 0}.
Encuentre una isometria lineal entre el espacio cociente E/F y el espacio
c(D).

Sean X, Y espacios métricos. Una aplicaciéon continua f: X — Y es
abierta si para cada O C X abierto f(O) es abierto. Demuestre que, si X
es de 2% categoriay f: X — Y es abierto, entonces Y es de 2¢ categoria.

4 Sea C'([a,b]) el espacio de funciones sobre [a,b] que tienen derivada
continua. Sea

d(f,g) = sup |f(x) —g(@)|+|f'(z) — ¢'(z)].

z€[a,b]
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Estudie la continuidad de la aplicacién T': C([a,b]) — C*([a,b]) cuando

L (Tf)() = [7 F(t)sen (a — )dt,
2. (Tf)(@) = [T F2t)dt.
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Espacios compactos

Cuando se trata de las propiedades de los conjuntos tales como la de ser
acotado, conexo, separable, se puede dar una idea de su significado a cualquier
persona utilizando ejemplos sencillos de subconjuntos del eje real.

No sucede asi cuando se habla de la compacidad de un conjunto. Esta es
una propiedad que posee el intervalo cerrado [a,b] C R, pero la importancia
de esta propiedad sali6 a la luz apenas en la segunda mitad del siglo XIX, en
realidad hasta finales del siglo. La compacidad del intervalo [a, ] constituye
exactamente el contenido del Teorema de Bolzano-Weierstrass.

En el ano 1894 Borel formulé otra propiedad para los intervalos cerrados
en R que resulto ser equivalente a la propiedad de Bolzano-Weierstrass no
solamente en el caso de los intervalos cerrados sino también para todos los
espacios métricos. Seguramente el teorema de Borel fue uno de los impulsos
m&s importantes para el nacimiento de una nueva rama de las matematicas,
a saber la topologia. En la topologia general la compacidad secuencial del
teorema de Bolzano-Weierstrass y la compacidad en el sentido de Borel son
conceptos distintos.

7.1. Compacidad secuencial

La aparicion del concepto de conjunto compacto esta relacionado con los
problemas donde se necesitaba encontrar una sucesién convergente dentro de
un conjunto. Por lo cual la definicién secuencial de compacidad parece més
natural y manejable.

Definicién 7.1 Decimos que un espacio métrico (X,d) es compacto si para
cada sucesion (x,) en X ezisten una subsucesion (zy,) y x € X tales que
limy oo Tn, = x. Un conjunto K C X es compacto si el espacio (K,d) es
compacto.

Observemos inmediatamente que por la definicién la propiedad “K es
compacto” es intrinsica, es decir, no depende del espacio X en el cual K
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estd sumergido, mientras se conserve la métrica en K. Por esta razén no es
necesario decir “K es compacto en X”.

La causa original de nuestro interés es probar la compacidad de un inter-
valo [a, b]. Por lo tanto repetimos aqui su demostracién llamada por algunos
“la caza del leén”.

Teorema 7.2 (Bolzano-Weierstrass) Sean a, b € R, a <b. El intervalo [a, ]
es compacto.

Demostracién. Sean n € Ny a,, € [a,b]. Para un intervalo I = [¢,d] C R
denotemos por d(I) su didmetro |d—c|. Vamos a probar que existe una sucesién
decreciente de intervalos I, C [a,b] tales que d(I}) < “)Q_—ka‘ y que cada Ij
contiene a x, para un numero infinito de indices.

Al menos uno de los intervalos [a, “t%] o [%F2,b] contiene z, para un
numero infinito de indices n. A este intervalo, lo llamamos ;. Si ya hemos
construido los intervalos Iy,..., I;, donde I} contiene a x, para un nimero
infinito de {ndices, partimos I; en dos intervalos de la misma longitud d(I})/2
y aquel de los dos que contiene x,, para un numero infinito de indices, lo
llamamos Ij 1. De esta forma obtenemos una sucesion descendiente de inter-
valos y aseguramos que d(Ix) < %. Ademsds cada intervalo contiene a x,,
para un numero infinito de indices.

En seguida construimos, también por induccién, una subsucesién z,, tal
que x,, € I escogiendo como z,, cualquier elemento de la sucesién que
esté en de I;. Luego , si ya hemos obtenido z,,,...,Z,,, podemos encontrar
en Ir41 un elemento xn tal que N > ng, ya que Ix41 contiene a z,, para un
numero infinito de los n’s. Definimos entonces ngy1 = N. La induccién nos
permite obtener la subsucesién deseada.

El hecho de que |z — zgq1] < Ib;—kf“‘, k, I € N significa que (x,, ) es una
sucesion de Cauchy, entonces convergente en R a un elemento z. El intervalo
[a, b] es cerrado en R y por lo tanto x € [a, b]. El intervalo [a, b] es compacto.

|

Los siguientes resultados son muy utiles para estudiar la compacidad de

conjuntos mas complicados.

Proposicion 7.3 Sean K, conjuntos compactos con n =1,..., k. Entonces
el producto cartesiano K1 X --- X K}, es compacto.

Demostracién. En virtud de que
Kl Xoee XKkgKl X (K2 XKk)

es suficiente probar que K7 x K5 es compacto y luego aplicar la induccién.

Sea (xy,, yn) una sucesién en K; x Ks. Por la compacidad de K existe una
subsucesién z,, — z. Consideramos en K5 la subsucesién (yy, ), que por su
lado tiene una subsucesién (ynkl) convergente con respecto a ! a un elemento
y € K5. As{ obtenemos que h’ml_,oo(a:nkl , ynkl) = (z,y). Luego la compacidad
del producto K7 x K esta probada.
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Proposicién 7.4 Si K es un compacto y A C K es cerrado en K, entonces
A es compacto.

La demostracién de la proposicién anterior es directa por la definicién de con-
junto compacto y el Teorema 3.25.

Como una aplicacién obtenemos inmediatamente el importante Teorema
de Heine-Borel que se enuncia a continuacién.

Teorema 7.5 (Heine, Borel) Un conjunto K C R™ es compacto si y sdlo
si es cerrado y acotado en R™.

Demostracion. = Supongamos que K es compacto y que no es acotado.
Para cada conjunto finito {z1,...,2,} C K contenido en una bola B(0, N)
existe un elemento z,,+1 € K que estd fuera de la bola B(0, N +1). Para cada
1 <j <m tenemos ||z; — Tm1|| > 1.

De esta forma podemos construir por induccién una sucesién (x,,) en K
tal que para todos i # j se cumple que ||z; — x;|| > 1. Esta sucesién no tiene
subsucesién convergente. Asi la contradiccion demuestra que K es acotado.

Si K no es cerrado en R™, entonces por el Teorema 3.25 existe una sucesién
(x,,) en K que converge a x € R™\ K y cada subsucesién converge al mismo z,
entonces no tiene limite en K. Nuevamente, la contardiccién demuestra que
K tiene que ser cerrado.

< Ahora suponemos que K es acotado y cerrado en R™. Entonces existe
una bola B(0,7) que contiene al conjunto K. Por lo tanto K C [—r,7] x - X
[—r,r] C R™. Asi K es un subconjunto cerrado de un producto cartesiano de
intervalos compactos. Luego K es compacto.

]

En muchos espacios métricos existen conjuntos acotados y cerrados que
no son compactos. En el siguiente ejemplo vemos uno de ellos.

Ejemplo 7.6 En el espacio I' de sucesiones sumables definamos C = B(0, 1),
el cual es un conjunto cerrado y acotado. Sea

k
=
te=(0,...,0,”1,0,0...).

Observemos que ||t||1 = 1, entonces ry € C. Para k # j se cumple que ||ty —
yillh = 2. Asi la sucesion (ry) no tiene ninguna subsucesion convergente, por
lo tanto C mno es compacto.

¢

Los espacios compactos tienen una propiedad mas fuerte que ser acotado y
que suponiendo que el conjunto es ademas completo, aseguran su compacidad.
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Definicién 7.7 Sean X un espacio métrico y A C X. Decimos que A es
totalmente acotado si para todo € > 0 existe un conjunto finito {z1,...,x,} C
X (llamado € - red de A) tal que A C U?Zl B(zj,¢€).

Usando el término de la cubierta, un conjunto {z1,...,2;} C A es una ¢ - red
de A si las bolas B(z;,¢), 1 < j < k forman una cubierta de A. Observamos
inmediatamente que cada subconjunto de un conjunto totalmente acotado es
totalmente acotado.

Proposicién 7.8 Sea (X, d) un espacio métrico completo y E C X. Entonces
el subespacio (E,d|gx ) es compacto si E es cerrado y totalmente acotado en
X.

Demostracion. Como E es un subespacio cerrado de un espacio métrico
completo, entonces F es completo. Ahora, supongamos que E no es com-
pacto, es decir E tiene una cubierta abierta O = {O4}aeca que no contiene
ninguna subcubierta finita. Definimos una sucesién {z;}$2; de puntos en E
de la siguiente manera: primero eligimos una e-red con € = 1/2 (esto lo pode-
mos hacer puesto que E es totalmente acotado). Sea z1 cualquier elemento
de la e-red con la propiedad de que ninguna subfamilia finita de {O4}aca es
una cubierta de B(x1,1/2). Como B(x1,1/2) es totalmente acotado, entonces
estd contenido en un nuimero finito de bolas abiertas de radio 1/4 cuyos cen-
tros estdn en B(x1,1/2). Asi pues existe z2 en B(z1,1/2) tal que B(xzo,1/4)
no puede ser cubierta por un nimero finito de elementos de {O4 } . De este
modo construimos de forma inductiva una sucesién de puntos {z;} tales que
si 2; € B(z4,2%) entonces B(w;11,2"") no puede ser cubierta por un niimero
finito de elementos de {Og }aca. Por lo tanto para toda k > i se tiene que

1 1 1
d(l’i7l'j) < d(.’Ei,fEi+1) + -4+ d(xj,l,xj) < ? +--+ 9i—1 < 21,7_1,
es decir, la sucesién {z;} es de Cauchy. Como F es completo entonces la suce-

sién {z;} converge a un punto y € E. Haciendo que j — oo en la desigualdad
anterior se tiene que

1
2i—1"
para toda i € N. Observemos que como y € E, existe O’ € O tal que y € O'.
Como O’ es abierto, entonces exite € > 0 tal que B(y,e) C O’. Sea i tal que
2,%1 < 5. Entonces para todo x € B(x;, %) se tiene que
1

1

de donde B(x;, 3-) C B(y,e) C O'. Lo cual es una contradiccién, por lo tanto
FE es compacto.
]
La propiedad principal de los conjuntos totalmente acotados esta formu-
lada en el teorema siguiente.
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Teorema 7.9 Un conjunto A es totalmente acotado si y sdlo si cada sucesion
(an) en A contiene una subsucesion de Cauchy.

Demostracién. = Sean A un conjunto totalmente acotado y (z,) una suce-
sion de elementos de A. Procedemos como en la demostracién de la com-
pacidad de un intervalo. Vamos a construir una sucesién decreciente (By) de
conjuntos tales que cada By esta contenido en una bola de radio % y ademas
para cada k existe un nimero infinito de indices n para los cuales z,, € By. El
método de construccion es inductivo. Sabemos que para ciertos ag, . ..,ar € X
se cumple que A C U?Zl B(aj,1). Alguna de estas bolas contiene los x,, para
un numero infinito de indices n y a esta bola la definimos como Bj.
Supongamos que ya tenemos construidos los conjuntos By D By D -+ D
By, tales que d(x,y) < % para xz, y € B, 1 < m < k, y que By con-
tiene un numero infinito de elementos de la sucesién. Como By es también
totalmente acotado contiene una k%rl -red {a¥,...,aF}. Uno de los conjuntos

By,NB (a?, k%_l) contiene un numero infinito de elementos de la sucesién y a
este conjunto, lo nombramos Bj.1.

As{ hemos obtenido por induccién la sucesién By. Sea (z,, ) una subsuce-
sién de la sucesién (x,,) tal que x,, € By. Para todos k, [ naturales tenemos
que d(Tn,,, Tn,,,) < k%rl entonces esta subsucesién es de Cauchy. Y asi ten-

emos probada la primera parte.

< Para probar la implicacion inversa, veremos que cada espacio A que no
es totalmente acotado contiene una sucesién de elementos z,, € A tales que
para algin € > 0 se tiene que d(x,, T, ) > . Nuevamente la construccién de la
prueba es inductiva y muy parecida a la que hemos usado en la demostraciéon
del Teorema de Heine-Borel.

Si A no es totalmente acotado, existe € > 0 tal que para ningin conjunto
finito {a;}5_, C A se logra que A C U]?:1 B(aj, ). Empezando con cualquier
a1 € A, existe ag € A tal que d(al,agj > ¢, pues A ¢ B(ay,e). Luego, si ya
tenemos el conjunto {a1,...,ax} tal que d(a;,a;) > ¢, ¢ # j, existe agy1 &
U?Zl B(aj,¢e). La sucesién (a,) obtenida inductivamente de esta manera no
contiene ninguna subsucesién de Cauchy. Y asi obtenemos lo deseado.

]

Teorema 7.10 Un espacio K es compacto si y solo si es completo y total-
mente acotado.

Demostracién. = Supongamos que K no es completo, entonces contiene
una sucesién de Cauchy (z,) que no es convergente. Cada subsucesién de
esta sucesion tampoco converge, lo cual contradice el hecho de que K es com-
pacto y por tanto cada espacio compacto es completo. Recordemos que cada
sucesion en espacio compacto K contiene una subsucesién convergente, es de-
cir es de Cauchy. Asi por el Teorema 7.9 se tiene que K es totalmente acotado.
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< Supongamos que K es totalmente acotado, entonces cada sucesioén (z,)
en K contiene una subsucesién de Cauchy (ver Teorema 7.9). Ademds la
sucesiéon x, — = para algin elemento de K, puesto que K es completo. Por
lo tanto la compacidad de K estd probada.

]

A continuacién consideramos el caso cuando K es un subconjunto de un
espacio completo.

Corolario 7.11 Sean X un espacio métrico completo y K C X. Entonces K
es compacto si y solo si es cerrado en X y totalmente acotado.

Este corolario es consecuencia inmediata del teorema anterior, ya que un
conjunto en un espacio completo X es completo si y s6lo si es cerrado en X.

Los espacios totalmente acotados tienen otra propiedad muy notable.

Teorema 7.12 Cada espacio métrico totalmente acotado es separable. En
particular tenemos que cada espacio compacto, es separable.

Demostracion. Para cada n € N tenemos que existe un conjunto finito
Ap = {a},..,2p } C X tal que X = U™, B(a?,1). Sea C' = U,y An- El
conjunto C' es numerable como unién numerable de conjuntos finitos.

Para probar la densidad del conjunto C' es suficiente ver que para cada
x € X ye >0 labola B(z,e) contiene a un elemento de C, es decir uno de

. . . .
los 2. Sin € N es tal que % < € entonces x € szl B(z7, %) y existe j tal
que x € B(z7, 1). Por lo tanto z? € B(z, 1), 1o que termina la demostracién.
]

Obviamente existen espacios separables que no son acotados. Un ejemplo
de esto es el eje real R.

7.2. Teorema de Borel

El teorema de Borel que presentamos a continuacién proporciona una
condicién necesaria y suficiente para la compacidad de un espacio métrico.
Como vamos a observar més adelante, el criterio de Borel es muy 1til para
probar de una forma répida varios teoremas, pero su importancia no termina
ahi. En caso de que los espacios topoldgicos no sean métricos, la compacidad
secuencial es una propiedad méas débil que la condicién encontrada por Borel.
El teorema de Borel sugiere la correcta definicion de compacidad para los
espacios topolégicos generales.

Teorema 7.13 (Borel) Un espacio métrico K es compacto si y sdlo si cada
cubierta abierta de K contiene una subcubierta finita.
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Demostracion. Vamos a referirnos a la propiedad: “cada cubierta abierta de
K contiene una subcubierta finita” como a “la propiedad de Borel”.

Empezamos probando que la propiedad de Borel implica la compacidad,
pues esta demostracion es mds sencilla. Suponemos entonces que K tiene
la propiedad de Borel. Dado ¢ > 0 construimos la cubierta abierta K =
Uzex B(x,€). Sea {B(x,¢)}E_; una subcubierta finita, entonces esta es una
¢ - red para K y asi se obtiene que el espacio K es totalmente acotado.

Supongamos que K no es completo, es decir, existe en K una sucesién de
Cauchy (x,) que no tiene su limite en K. El conjunto de todos los elemen-
tos de la sucesion es entonces cerrado, pues contiene a todos sus puntos de
acumulacién (jNo hay tales!).

Sea O = K\ (U(;ik{xj}) El conjunto Oy es el complemento del con-
junto {xg, k41, ..} Usando los mismos argumentos vemos que cada Oy es
abierto. Pero |J;—, O = K, entonces tenemos una cubierta abierta de K de
la cual podemos escoger una subcubierta finita. Asi, para un conjunto finito
{Zky, .- T, } tenemos que K = UL, Oy;.

Esto es un absurdo, ya que lo anterior significa que la sucesién de Cauchy
divergente (x,) toma un nimero finito de valores. Lo cual demuestra que K
si es completo y por el Teorema 7.10 es compacto.

Ahora probaremos que cada espacio compacto tiene la propiedad de Borel.
Sea O = {O4}aca una cubierta abierta del espacio compacto K. Por los
Teoremas 5.17 y 7.12 esta cubierta contiene una subcubierta numerable que
podemos denotar por {O, }nen.

Sea U, = Jp_, O. Visiblemente U = {U, }nen es también una cubierta
abierta que consta de una sucesién creciente de abiertos. Supongamos que
ninguno de los conjuntos U,, cubre a K. Sea z,, € K \ U,,. Existe una sub-
sucesion convergente x,, — € K porque K es compacto. El limite « de esta
subsucesién tiene que pertenecer a uno de los conjuntos de la cubierta, digamos
z € Uy,. Es decir, existe N € N tal que para k > N, z,, € U,, C Uy, , que
es una obvia contradiccién. Se cumple entonces que K = U,, = |J;_; Oy, para
n suficientemente grande. Por lo tanto la propiedad de Borel esta probada.

]

El siguiente Teorema es consecuencia del Teorema de Borel y tiene nu-
merosas aplicaciones en andlisis funcional.

Teorema 7.14 Un espacio métrico C' es compacto si y solo si para ca-
da familia decreciente de conjuntos cerrados F,, C C mno vacios se cumple

ﬂnENFn 7é @

Demostracion. Si C es compacto y la familia F,, de conjuntos cerrados es
decreciente, entonces O,, = F es una familia creciente de conjuntos abiertos.
Si Npen Fn = 0, por la formula de De Morgan

G On =
n=1

3

oo
Fe=(()F)° =X,
1 n=1

n
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entonces la familia {0, },en es una cubierta abierta de X que no contiene
subcubierta finita. Lo cual es imposible por el Teorema de Borel. Por lo tanto
ﬂnGN F” 7& w
|
Aunque sabemos perfectamente de otros cursos que los nimeros reales
forman un conjunto no numerable, es interesante ver que este hecho esté rela-
cionado con la compacidad del intervalo [0, 1].

Ejemplo 7.15 El conjunto [0,1] es no numerable.

Supongamos que los nimeros reales del intervalo I = [0,1] se pueden or-
denar en una sucesion de elementos (x,). El conjunto I\ {x1} contiene a un
intervalo cerrado Iy = [a1,b1]. El conjunto I \ {xz2} contiene algin interva-
lo cerrado Iy .... Siguiendo asi podemos construir una sucesion decreciente
de intervalos compactos tal que (., I, no contiene ningin elemento de la
sucesion (xy), es decir la interseccion es vacia, pero esto es imposible por el
Teorema 7.14.

¢

Ejercicio 7.16 Utilizando el método aplicado en el Ejemplo 7.15 demuestre
que el conjunto de Cantor es no numerable.

7.3. Aplicaciones continuas sobre espacios compactos

Las aplicaciones continuas sobre un dominio compacto tienen muchas
propiedades notables. En algunos casos la definicién secuencial de la com-
pacidad es mas conveniente para deducir estas propiedades, en otros casos es
mas conveniente usar el Teorema de Borel. Aqui presentamos algunas de estas
propiedades.

Teorema 7.17 Sean K un espacio compacto y X un espacio métrico. Si
F € C(K,X) entonces F(K) es un espacio compacto.

Demostracién. Sea n € N. Si y,, € F(K), entonces existen a,, € K tales que
F(an) = yn. Lasucesion (a,) tiene una subsucesién convergente a,, — a € K.
Como la aplicacién F es continua, entonces F(an,) = yn, — F(a) es la
subsucesién convergente buscada en F(K).
|
Para el caso de una funcién real obtenemos un resultado de suma impor-
tancia.

Corolario 7.18 Sean K un espacio compacto y f € C(K). Entonces existen
a, b € K tales que f(a) = maxzex f(x) y f(b) = mingex f(z).

Demostracién. Puesto que el conjunto f(K) C R es compacto entonces el
sup,ci f(x) y el infrex f(z) existen y pertenecen a f(K) siendo su méximo
y minimo, respectivamente. Esto es exactamente lo que dice el anunciado.
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]
El enunciado del Corolario 7.18 se puede expresar brevemente: cada fun-
cién continua real sobre un espacio compacto alcanza sus extremos.

Teorema 7.19 Sea K un espacio compacto. Si F € C(K,X) es una apli-
cacion biyectiva, entonces F~1 € C(X,K).

Demostracién. Supongamos que z, = F(a,) — « = F(a). Tenemos que
probar que F~!(z,) = a,, — a = F~1(x). Si no es asi, por la compacidad de
K existe una subsucesién a,, — b # a. La aplicacién F' es continua y se sigue
F(ayn,) = F(b) # F(a). Asf hemos obtenido una contradiccién que termina
la demostracién.
|
Sobre un dominio compacto la continuidad de una aplicaciéon implica su
continuidad uniforme.

Teorema 7.20 Sean K un espacio métrico compacto yY un espacio métrico.
Cada aplicacion continua F: X — 'Y es uniformemente continua.

Demostracion. La demostraciéon es mucho mas sensilla si usamos el teorema
de Borel. Sea € > 0. Para cada € K buscamos 7, > 0 tal que si d(z,y) <
r, entonces d(F(z), F(y)) < €/2. Las bolas B(z,r,/2), x € K forman una
cubierta abierta del compacto K. Por Teorema de Borel existen x1,..., g
tales que K = B(x1,74,/2)U---U B(xg, 74, /2). Elegimos r = max;<j<g e,
Sean u, v € K tales que d(u,v) < r/2. El elemento u pertenece a una de las
bolas, supongamos que u € B(z;,7/2). Se sigue que

d(v,z;) < d(v,u) +d(u,z;) <.
Y por lo tanto
d(F(u), F(v)) < d(F(u), F(2;)) + d(F(z;), F(v)) <e/2+e/2=¢
siempre que d(u,v) < r/2. La continuidad uniforme estd probada. |

El dltimo de los resultados enunciados habla de la convergencia de fun-
ciones reales y relaciona la convergencia puntual con la convergencia uniforme
que en general es mucho mas fuerte que la primera.

Teorema 7.21 (Lema de Dini) Sea K un espacio métrico compacto. Sean
fn € C(K) tales que para todo x € K fn(x) \y 0. Entonces fp, — 0 en C(K)
es decir, la sucesion converge uniformemente.

Demostracion. Fijamos ¢ > 0. Para cada * € K existe N, € N tal que
fn,(z) < e. Por la monotonia de la sucesién f,(z) < € para todos n > N.
La funcién fy, es continua y existe r(z) > 0 tal que en el dominio B(z, r(z))
el valor € mayoriza a fy, y a todas las fiunciones siguientes.

La cubierta abierta K = |J,cx B(z,7(x)) tiene una subcubierta finita
K = UL B(zj,r(z;)). Sea N = méx{Ny,,..., Ny, }. Siz € K, existe j tal
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que z € B(zj,r(z;)) vy para todo n > N se cumple que 0 < fo(z) < e.
Asf hemos probado que sup,cx fn < € para n > N. por lo tanto la sucesién
(fn) converge uniformemente a cero.

]

7.4. Operadores en espacios de dimension finita

En la seccién 3 del Capitulo 6 hemos estudiado la continuidad de apli-
caciones lineales en los espacios normados, las cuales son conocidas como
operadores. Los resultados de la 1ltima seccién conducen inmediatamente a
resultados importantes cuando adicionalmente los espacios vectoriales son de
dimension finita.

Vamos a demostrar que en este caso cada aplicacién lineal (operador) es
continua. Esta conclusién esta relacionada con otro hecho importante de que
todas las normas en un espacio de dimensién finita conducen a la misma
topologia y a la misma convergencia.

Definicién 7.22 Sean || - || y || - || dos normas en un espacio vectorial E.
Decimos que las normas son equivalentes (|- || ~ || - ||') si existen A, B > 0
tales que

Allz| < |l=|" < Bllz||
para toda x € E.

La relacién ~ es una relacién de equivalencia, cuya demostraciéon dejamos co-
mo ejercicio.

J
%[t = >0 |25 v 1X]loo = méxi<, ||, por mencionar las mas importantes
1= 2.5=11T51Y oo = 1<n |Tj|, P p .
Salta a la vista que en todos los casos la convergencia de una sucesién es equiv-
alente a la convergencia de las coordenadas del vector. Este fendémeno es de
caracter mas general.

1/
Conocemos varios ejemplos de normas en el espacio R™: ||x]||2 = (2?21 mQ)

Teorema 7.23 Sea (E, | -||) un espacio normado de dimensidn finita sobre
el campo K =R ¢ C. Todas las normas en E son equivalentes.

Demostracién. Sea {b;}7_; una base del espacio E. Definimos una apli-
cacion biyectiva entre el espacio K" y E:

A((a5)) = Zajbj-

Visiblemente A es lineal. Investigamos la continuidad de A considerando K™

n 1 ; .
dotado de la norma euclideana [|(a;)[l2 = (3_7_, laj|*)2. Asi por la desigual-
dad de Cauchy-Schwartz
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4] =12 sl < 3l

ZaJ\%Zuon)

j=1

N

= Bll(aj)]2,

donde B = (37_, [|b,[|?)>.

La esfera unitaria S"! = {a € K" : |jal]a = 1} es compacta segin el
Teorema de Heine-Borel. Por Corolario 7.18 la funcién f(a) = || Z?Zl a;b;||
alcanza su minimo en la esfera. Este minimo, que denotamos por m, es positivo
(pues cada norma se anula tinicamente en cero).

Sabemos entonces que para cada a = (a;) € K" de norma cartesiana igual
a 1 se cumple que || Z?:l a;b;|| > m. Para cada a # 0 tenemos T € Sn—t,

n b
ZLZJJ || > m, lo que demuestra la desigualdad

entonces || =
llall
1
(Z|a3| )2 =mllall2 < IIZagb I,

Jj=1

para a arbitrario. Asf hemos probado que para (a;) € K™ arbitrario se satis-
facen dos desigualdades

n na;
1 1
m(Y_ la; )2 Zb||<BZ|aj|2)2~
j=1
Si || - || es otra norma en el espacio F se cumple también
n n n
1 1
m' (Y lag)= < (1Y agbyll' < B'(Y lagl?)z,
j=1 = j=1
para constantes positivas m’, B’ que dependen tinicamente de la norma || - ||/

y de la base {b;}7_,. Asi obtenemos que

N n
mllzagb I" < mB( Zlagl )2 < B asby
Jj=1 j=1
1 BB &
Zl"']l )? < ”Zajb I

j=1
De donde
m n n B n ,
Pyl < I3 byl < S bl
j=1 j=1 j=1
Por lo tanto las normas || - || y || - || son equivalentes.
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Corolario 7.24 Para cada espacio normado (E,||-||g) de dimensién n sobre
K existe un operador lineal continuo J: E — K™ cuyo inverso es también
continuo.

Demostracién. Sea {by,...,b,} una base en . Paraa = >_"_ a;b; € E
definimos J(a) = (a1, ..., a,) € K". El operador inverso tiene la forma

Jﬁl(al, .. .,an) = Zajb]
Jj=1

De la demostracién anterior obtenemos las siguientes desigualdades
m|J(a)ll2 < [lallz = [T (J(@)]e < BllJ(a)]l2.

La primera desigualdad expresa la continuidad del operador J, mientras que
la segunda expresa la continuidad del operador inverso. Con lo cual queda
concluida la prueba.

]

Definition 7.25 A un operador continuo definido entre dos espacios nor-
mados cuyo inverso también es continuo, lo llamamos isomorfismo entre los
espacios normados.

Teorema 7.26 Sean (E,||-||g), (F,||-||r) dos espacios normados de dimen-
sion finita sobre un campo K igual a R 6 C y sea A: E — F un operador
lineal. Entonces A es continuo.

Demostracion. En principio probaremos que cada operador A entre dos
espacios euclidianos K™ y K™ es continuo. En ambos espacios denotamos
por || - |2 a la norma euclidiana. Sean {ey,...,e,} la base canénica en K" y
{f1,...,f,} la base canénica en K™. Entonces

n n n m m n
A( E xjej) = E xjA(ej) = E X E ajkfk = E E xjajkfk.
j=1 j=1 j=1 k=1 k=1j=1
=5 pes . 2 aati
Para a =} ., zje; obtenemos el valor [|A(a)l|3 estimado como

n 2 m n n [e'e)
S 205 sz(zw)(gaﬂ?) = 3 Jaelllal3,

=1 k=1 “j=1 j=1 4. k=1

m

lA@I3 ="

k=1

donde hemos aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Por lo tanto la
desigualdad demuestra la continuidad del operador A.
]
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Dado un espacio normado (FE, || - ||g) de dimensién n podemos construir

segin Corolario 7.24 un isomorfismo de espacios normados J,: £ — K". En
el caso del espacio F' de dimessién m existe un isomorfismo J,,: F — K™. La
composicién A=J,0Ao0 J 1 es un operador lineal entre los espacios K" y
K™, el cual es continuo por lo mencionado al principio de la demostracion.
Ademés el operador A = J,, o Ao J1 es continuo como composicién de
operadores continuos.

7.5. Ejercicios

10.

11.

12.

Describe los conjuntos compactos en un espacio dotado con la métrica
discreta.

Construya en R un conjunto numerable compacto con un niimero infinito
de puntos de acumulacion.

Construya una cubierta abierta del intervalo [0,1) que no tenga ninguna
subcubierta finita.

Demuestre que el producto cartesiano de dos conjuntos totalmente acota-
dos es totalmente acotado. Uselo para probar que un conjunto acotado en
R™ es totalmente acotado.

Demuestre que la relaciéon ~ (definida en la seccién 4 de este capitulo)
entre las normas en un espacio vectorial F es una relacion de equivalencia.

Demuestre que en cada espacio normado (RF,| - ||) una sucesién a, =
(ani,---,ank) converge siy sélo si para cada j la sucesién numérica (b,,) =
(an;) converge.

Demuestre que cada subespacio vectorial en un espacio normado de di-
mension finita es cerrado.

Sean (E, ||-1]), (F,]|-]|) espacios normados y A: E — F un operador lineal.
Demuestre que, si E es de dimension finita entonces A es continuo.

¢ Demuestre que para cada conjunto A totalmente acotado en un espa-
cio normado (F, || - ||) la cdscara convexa conv(A) es también totalmente
acotada.

4 Sea A un conjunto compacto en un espacio de Banach E. Demuestre
que conv(A) es un conjunto compacto.

¢ Supongamos que en el espacio métrico X cada subconjunto infinito tiene
un punto de acumulaciéon. Demuestre que X es compacto.

Sean X, Y espacios métricos. Una aplicacién ¢: X — Y se llama abierta
si para todo conjunto O C X su imagen ¢(O) es abierta. Demuestre que
cada funcién continua y abierta f: R — R es monotona.
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Espacios conexos

El origen del concepto de conexidad es muy natural, pues se trata de
espacios que son “de una sola pieza”. Sin embargo, ni siquiera en el caso del eje
real es obvio cuando debemos considerar que un subconjunto se descompone
en dos 6 més piezas. Observemos que podemos escribir el intervalo [0, 1] de
la siguiente manera: [0,1] = [0, %) U [%, 1], pero esta descomposicién es solo
una particién mental, porque no tiene ninguna explicacién en la estructura
del intervalo. Estas dos piezas estdn ”pegadas” en el punto % que pertenece
al segundo conjunto, pero se puede aproximar por elementos del primero.

La situacién es distinta en el caso del conjunto [0,1] \ {3} = [0,3) U
(%, 1], cuando cada elemento de uno de los componentes estd separado del
otro componente. Notemos que la descomposicién consta de dos conjuntos no
vacios que son abiertos en el espacio formado por la unién de estos conjuntos.

La definiciéon de conjuntos y espacios conexos empieza entonces con la
definicién de los espacios que no lo son, lo que dificulta al principio el manejo
de este concepto. Es mucho mas claro el concepto de conjuntos conexos por
arcos, por lo que ponemos énfasis en los ejemplos, donde se puede usar este
criterio.

8.1. Espacios conexos

Definicién 8.1 Un espacio métrico (X, d) es disconezo si se puede represen-
tar como X = O1 U Os, donde los conjuntos O1, Oy son abiertos, disjuntos y
no vacios. Decimos que un espacio es conexo, si no es disconexo.

En los espacios conexos los 1inicos subconjuntos abiertos y cerrados son
el mismo espacio y el conjunto vacio. Asi como el concepto de compacidad,
separabilidad y completez, la conexidad es una més de las propiedades del
intervalo finito [a, b] que se observa en otros espacios y se estudia por separado.
Primero debemos ver que un intervalo si tiene dicha propiedad.

Teorema 8.2 El intervalo [a,b] es conezo.
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Demostracion. Vamos a llevar a contradiccién la suposicion de que el inter-
valo es disconexo. Supongamos que [a,b] = O U Og, donde O1 N Oz = 0, los
conjuntos son abiertos y no triviales. Asi existen x € O1 y y € Os. Sin perdida
de generalidad podemos suponer que z < y. Como el conjunto O; es abierto
entonces para algun s € [a, b] se cumple que [z,s) C O;. Sea

sy =sup{s €R: [z,s) C O1}.

El nimero sy, pertenece al intervalo [a,b], por lo cual estd en uno de los
conjuntos O1, 6 Os. Si spr € Oy, entonces [z, spr] € O1. Nuevamente, por el
hecho de que el conjunto O; es abierto, entonces para algin r > 0 se cumple
que [spr, Spr+7) € O1. De tal manera que [z, sps +7) C Oq, lo cual contradice
la definicion de sjy.

Asi s6lo queda la opcién de que sy € Os, por lo cual (s, —&,sp] C Og
para cierto € > 0, pues Oy es también abierto. Esto también contradice la
definicién de sp;. Por lo tanto el intervalo es no disconexo.

|

En la dltima demostracién hemos usado como argumento decisivo el orden
que estd definido en el eje real. ;Como vamos a proceder por ejemplo en el
caso del disco en R2, que es también un conjunto “de una sola pieza”?

Los resultados siguientes nos proporcionan un método efectivo, para de-
terminar cuando un conjunto es de una sola pieza.

Teorema 8.3 Sean X un espacio métriuco conexo, Y un espacio métrico y
F: X =Y una aplicacién continua. Entonces F(X) es un conjunto conezo.

Demostracién. Supongamos lo contrario. Sea F'(X) = O U O2, donde O,
y Oz son conjuntos abiertos en F(X), no vacios, mutuamente ajenos. Los
conjuntos U; = F~(0;), i = 1,2 son abiertos en X, no vacfos, mutuamente
ajenos. Lo cual es una contradiccion que demuestra el teorema.

|

Definicion 8.4 Un espacio métrico X es conexo por arcos si para cada par
x, y € X existe una aplicacién continua ~y: [0,1] — X tal que y(0) = z y
(1) =y.

Teorema 8.5 Todo espacio métrico conexo por arcos es conero.

Demostracién. Supongamos que X es conexo por arcos y sin embargo dis-
conexo con la descomposicién correspondiente X = O; UO2. Entonces existen
x € 01, y € Oy y una curva continua ~: [0,1] — X que inicia en 2 y termina
en y. Sea I = [a,b]. La imagen de v se descompone en la forma siguiente:
~(I) = Uy UUs, donde Uy = v(I) N Oy, Uy = ~(I) N Os. El primer conjunto
contiene al punto z y el segundo al punto y, por lo cual ninguno de los conjun-
tos es vacio, ambos son abiertos en y(I) y su interseccién es vacia. Asi hemos
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probado que y(I) es disconexo, lo que es falso por el Teorema 8.2 y el Teorema
8.3. Por lo tanto, el espacio X es conexo.
]

Todos los conjuntos convexos en un espacio normado son obviamente
conexos por arcos y por lo tanto son conexos. También lo son los conjun-
tos llamados estrellados.

Ejemplo 8.6 Sea F' un espacio normado y sea E C F. El conjunto E se dice
estrellado si existe xg € E tal que para todoy € E y 0 <t <1 se cumple que
trg+ (1 —t)y € E.

Un conjunto E es estrellado si el segmento lineal que une a xy con cualquier
otro elemento de F pertenece a E. Observemos que cada conjunto estrellado
es conexo por arcos y de acuerdo con Teorema 8.5 es conexo.

En el siguiente ejemplo presentamos un conjunto que es conexo pero que
Nno €S CONexo por arcos.

Ejemplo 8.7 FEl subconjunto del plano:
1
C={0,t) eR*: t € [-1,1]} U{(z,sen =) : = € R\ {0}}
x

€S CONeTo pero no es conexo por arcos, pues los puntos (0,0) y (%, 0) pertenecen
a C y no se pueden unir con una curva continua dentro de C.

¢

Las operaciones de unién o interseccién de conjuntos conexos no respetan
la conexidad. Sin embargo existen teoremas sobre este tema, como el resultado
siguiente que trata de una “cadena”de conjuntos conexos.

Teorema 8.8 Sean n € N y C,, una familia de conjuntos conexos. Supong-
amos que C,, NCpi1 # 0 para cada n € N. Entonces C = UneN C,, es conexo.

Demostracién. Si C = O; UO3 con Oy, Oy abiertos y O; N0y = (). Entonces
para cada n € N tenemos que C,, = (01NC,)U(O2NO02) y por la conexidad de
C,, uno de los componentes es vacio, lo que significa que C,, C O1 6 C,, C Os.
Si suponemos que C; C O, la condicién C,, NCy, 11 # B implica por induccién
que C,, C O7 para todo n € N, es decir C C O1, mientras que Oy = (). Por lo
tanto el conjunto C' es no disconexo.

|

El hecho de que en el Teorema 8.8 solo consideramos una familia numer-
able de conjuntos representa cierta desventaja. Con los mismos argumentos
podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 8.9 Sean a € A y C,, una familia de conjuntos conexos en el es-

pacio métrico X. Si (e Ca # 0, entonces |J,c 5 Ca es un conjunto conezo.
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Ejercicio 8.10 Demuestre que en el eje real coinciden los conceptos: con-
junto convexo, conjunto conero, conjunto estrellado.

Una de las consecuencias del Teorema 8.8 es que cada espacio se descom-
pone en una unién de conjuntos conexos mutuamente disjuntos.

Definicién 8.11 Sean X un espacio métrico y x € X. La componente conexa
C(z) de z es el conjunto conexo mds grande que contiene al punto x.

La componente conexa C(z) estd bién definida, porque es igual a la unién
de todos los conjuntos conexos que contienen a z (y por el Teorema 8.9
es conexo). Por otro lado, si C(z) N C(y) # 0, entonces C(z) U C(y) es
conexo, contiene a x y por lo tanto coincide con C(z). Observemos que
X = U,ex C@) = Uyepy C(u), donde U es el conjunto formado a partir
del axioma de seleccién, que contiene un solo elemento de cada componente
conexa.

8.2. Funciones sobre espacios conexos

Hasta este momento hemos usado el Teorema 8.3 como un medio para el
estudio de la conexidad de los conjuntos. Pero en realidad se trata de una
herramienta de andlisis de funciones continuas.

Teorema 8.12 Sean X un espacio conexo y f € C(X). Si f alcanza en X
los valores a, b, entonces alcanza cada valor intermedio.

Demostracion. El conjunto f(X) C R es conexo y contiene por suposicién
a ambos puntos a y b. Por lo tanto contiene a todo el intervalo [a, b].
|

En el siguiente ejemplo presentamos otra aplicacion tipica del concepto de
conexidad.

Ejemplo 8.13 FUNCIONES LOCALMENTE CONSTANTES. Sea X un espacio
métrico. Supongamos que F: X — Y tiene la propiedad siguiente:

VeeX 3r>0,ceY flparn=c
Si F' tiene esta propiedad, decimos que F' es localmente constante.

Proposicién 8.14 Sean X un espacio métrico y F': X — Y localmente con-
stante. Si el dominio X es conexo, entonces F es constante.

Demostracion. Sea ¢ un valor que F' alcanza en algin punto. El conjunto
O.:={x € X : F(x) = ¢} es por lo tanto no vacio. Este conjunto es también
abierto por el hecho de que F' es localmente constante. Ahora sean y € By B
el complemento de O, en X. Por el mismo argumento de que F' es localmente
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constante vemos que F' toma el mismo valor F'(y) # ¢ en alguna vecindad de
y. Luego el conjunto B es abierto. Pero la conexidad de X implica que B = ()
y en consecuencia O, = X y por lo tanto la funciéon F' es constante.

]

La conexidad es una propiedad invariante bajo aplicaciones continuas, en-
tonces también es invariante bajo homeomorfismos. En el ejemplo siguiente
podemos ver como se puede aprovechar este hecho para demostrar que algunas
espacios son no homeomorfos.

Ejemplo 8.15 ; Existe un homeomorfismo entre R y R%2? La respuesta es:
iNo!. Para ver esto supongamos que ¢: R? — R es un homeomorfismo. La
misma aplicacion define un homeomorfismo entre R?2\ {0} y R\ {¢(0)}. De
esto obtenemos una contradiccion, puesto que R?\ {0} es un conjunto conexo,
mientras que R\ {¢(0)} no lo es.

¢

8.3. Ejercicios

1. Sea E un subespacio vectorial de dimensién n — 1 en R™. Demuestre que
R™\ FE es disconexo.

2. Demuestre que un espacio métrico X es conexo si y sélo si para cada par
de puntos x, y € X existe un conjunto conexo C' C X tal que z, y € C.

3. Sea C' C X un conjunto conexo en un espacio métrico. Demuestre que C'
es conexo.

4. Sea {As}aea una familia de conjuntos conexos en un espacio métrico X.
Supongamos que para cada par aq, ag € A se cumple que Ay, N Aq, # 0.
Demuestre que [ J, . Ao €s conjunto conexo.
5. Sea f: R — (—1,1) una funcién continua. Supongamos que
lim f(z)=-1 y lim f(z)=1.

Tr—r— 00 Tr—r00
Demuestre que f es suprayectiva.

6. #Sean A={xreR:1<|z|<2}y

ey, sioy>0,

d(z,y) =
|z| + Jy| — 2, sizy <O0.

Demuestre que el espacio (A, d) es conexo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

8 Espacios conexos
. Demuestre que el conjunto
S={(z,y,2): 2> +y*+2° =1, 2> 0}

€S conexo.

. 4 Demuestre que en R™ cada conjunto abierto y conexo es conexo por
arcos.

. Investigue la conexidad del espacio R con la métrica

‘.’L’ - y‘) TrT—yYE Qv
d(z,y) =
2, en otros casos.

Investigue la conexidad del espacio R? con la métrica

|1 — 2, Y1 = Y2,
d((z1,22), (Y1,92)) =
[z1] + @] + |y1 — v2l,  y1 # vo

Sea X un espacio métrico. Para z, y, z € X sean 1, 72 € C(][0,
curvas continuas tales que v1(0) = z, 71(1) = 12(0) = y, 12(1)
Construye una curva continua ~y tal que y(0) = z, v(1) = 2.

1], X)

zZ.

Un espacio métrico se llama localmente conexo si cada punto del espacio
tiene una vecindad conexa. Demuestre que cada espacio conexo y local-
mente CONexo es conexo por arcos.

Sean X un espacio métrico y A C X un conjunto tal que Int(A) # 0
y Int(A¢) # 0. Si a € Int(A) y b € Int(A°), demuestre que cada curva
continua que une a con b se intersecta con la frontera de A.

Sea A un conjunto conexo en un espacio métrico. {Es conexo el conjunto
Int A7

Sea C' C R? un conjunto numerable. ;Es conexo el conjunto R? \ C?

4 Investigue la conexidad del conjunto

A=(Q°xQU(@Q@xQ°) CcR.

¢ Investigue la conexidad del conjunto

B=(QxQ)u(@xQ) cR”



9

Teorema de Ascoli

Este capitulo estd dedicado al problema de la compacidad de subconjuntos
en el espacio de aplicaciones continuas definidas en un dominio compacto o
al menos totalmente acotado. Por razones histdricas en esta area se utiliza el
término de familias de aplicaciones en lugar del de conjuntos de aplicaciones.

Para un espacio K compacto y un espacio completo Y el espacio C(X,Y)
es métrico y completo. Como sabemos, (por el Corolario 7.11) un subconjunto
F C C(X,Y) es compacto si y solo si es cerrado y totalmente acotado.

El proposito de este Capitulo es encontrar un criterio que nos permita
averiguar de forma mas sencilla cuando la familia F es totalmente acotada.

9.1. Familias de aplicaciones uniformemente
equicontinuas

La propiedad que estudiamos en esta seccién es local y el concepto tiene
sentido para dominios X y codominios Y métricos arbitrarios.

Definicion 9.1 Una familia F de funciones F': X — Y es equicontinua en
x € X si para todo € > 0 existe 7, > 0 tal que para cada F € F se cumple
que F(B(z,ry)) C B(F(x),¢).

La tdltima condicién equivale a decir
d(z,y) <re = d(F(z),F(y)) <e.

Dicho de forma no muy rigurosa, la equicontinuidad de una familia de apli-
caciones en un punto determinado x significa que todos los miembros de la
familia son continuos en este punto y ademads su crecimiento en la vecindad
de = es “semejante”.
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Ejemplo 9.2 Sea L la familia de todas las funciones lineales sobre R. Esta
familia no es equicontinua en ningin punto x € R. Sin embargo, si para algin
C > 0 consideramos Lo = {f € L : f(x) = cx+b, conb € R, || < C}
obtenemos una familia de funciones equicontinua en cada punto del dominio.

Este ejemplo se puede generalizar de la siguiente manera.

En el espacio C'(R) de funciones derivables con derivada continua en R
€SCOgemos

Fo={f€C'R): |f(x)] <aparazc[-1,1]},

donde a > 0 es una constante. Supongamos que 0 < x < 1. Por teorema de
Fermat para cada f € F y |x — y| < 1 — z se cumple que

lf(y) = f(@)] < sup [tz —yl <alz—yl.
te[—1,1]

Dado ¢ > 0 podemos tomar 7, = min{,1 — x} para cumplir la condicién
flz—rg,z4+712)) C (f(x)—¢, f(x)+€). Enel caso de —1 < x < 0 es suficiente
tomar r, = x + 1. Asi la familia F, es equicontinua en todos los puntos del
intervalo (—1,1).

Definicién 9.3 Una familia F C C(X,Y) se llama uniformemente equicon-
tinua st dado € > 0, existe r > 0 tal que para cualesquiera FF € F yx € X se
cumple que F(B(z,r)) C B(F(x),¢).

Todos los elementos de una familia uniformemente equicontinua son fun-
ciones uniformemente continuas y ademéds su “rapidez” de crecimiento tiene
cota que no depende ni del punto ni tampoco del miembro de la familia.

En el teorema siguiente vemos una vez mas la importancia del concepto
de la compacidad.

Teorema 9.4 Sean K un espacio métrico compacto y 'Y un espacio métrico.
Si F C C(K,Y) es una familia equicontinua en cada punto x € K, entonces
F es uniformemente equicontinua.

Demostracién. En cierto sentido este teorema generaliza Teorema el 7.20
entonces el método de demostracién serd semejante. Nuevamente el Teorema
de Borel es el argumento mas conveniente. Sea € > 0. Para cada ¢ € K
tenemos 7, > 0 tal que para F' € F arbitrario

d(x,y) <r. = d(F(z),F(y)) <e.

La cubierta abierta K = |J, ., B(z,7,/2) tiene una subcubierta finita:

K= |J B(xj,rs,/2).

1<j<k
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Escogemos como r el valor i min{r,, : 1 <j <k}. Si @ € B(zj,ra,/2) y
d(z,y) < r se sigue

d(y, ;) < d(y, o) +d(z,2,,) <7Ts)-
Luego, para un elemento arbitrario F' de la familia F obtenemos que
d(F(z), F(y)) < d(F(x), F(2,;)) + d(F(y), F(2,;)) <e+e = 2e
Asi hemos probado que:
d(z,y) <r = d(F(x),F(y)) < 2

para cada F' € F. La familia F es uniformemente equicontinua.
]

Proposiciéon 9.5 Sean K un compacto y Y un espacio métrico. Si F C
C(K,Y) es una familia uniformemente equicontinua entonces F es también
uniformemente equicontinua.

Demostracién. Dado € > 0, sea r > 0 tal que para cada F € F y d(z,y) <
se tiene que d(F(z),F(y)) < e. Sean F 3 F, — F € F uniformemente.
En particular para todo n € N tenemos d(F,(z), F,(y)) < e. La distan-
cia es una funcién continua, entonces pasando al limite n — oo obtenemos
d(F(z), F(y)) < e. Por lo tanto la cerradura de F sigue siendo uniformemente
equicontinua.

]

9.2. Teorema de Ascoli

Como hemos advertido al principio del capitulo, nuestro propésito princi-
pal es determinar cudndo una familia de funciones F C C(K,Y) es compacta
con respecto a la métrica

d(F,G) = 52113 d(F(z),G(x)).

Buscamos primero las condiciones necesarias para la compacidad de F.

Teorema 9.6 Sean K un espacio compacto y'Y un espacio métrico. Supong-
amos que F C C(K,Y) es un conjunto compacto. Entonces

1. para todo x € K el conjunto {F(z) : F € F} CY es compacto,

2. la familia F es uniformemente equicontinua.



98 9 Teorema de Ascoli

Demostracién. Para © € K fijo consideramos la aplicacién ¢,: C(K,Y) >
F — F(z) € Y que es obviamente continua. Si F es compacta en C(K,Y),
su imagen bajo J, es compacta, lo que demuestra el inciso 1.

Como en cada conjunto compacto, la familia F es totalmente acotada.
Para ¢ > 0 determinado, existen Fy, ..., F € F tales que F C U?:l B(Fj,¢).
Fijamos ahora un punto z € K y para cada 1 < j < k por la continuidad
de F; podemos encontrar r; > 0 tal que si d(z,y) < r; obtenemos que
d(Fy(a), Fy(y)) < <.

Sea r = min{r; : 1 < j < k}, es claro que r > 0. Si F' € F, existe j tal
que F' € B(F},¢), lo cual significa que d(F(u), F;(u)) < ¢, u € K. Obtenemos
finalmente para d(z,y) < r:

d(F(z), F(y)) < d(F(z), Fj(x)) + d(Fj(x), F(y))
< d(F(z), Fj(x)) + d(Fj(x), Fj(y)) + d(F;(y), F(y))
<et+e+e
= 3e.

La familia F es equicontinua y por Teorema 9.4 es uniformemente equicon-
tinua.
]

Definition 9.7 Sean Z un conjunto de k elementos: Z = {z1,...,2,} y P =
{p1,...,pm} un conjunto de m elementos. Denotaremos por T al espacio de
todas las aplicaciones 7: Z — P, el cual consta de m* elementos.

El Teorema de Ascoli es casi exactamente inverso al teorema anterior. A
continuacion presentamos el teorema de Ascoli.

Teorema 9.8 (Ascoli) Sean K un espacio compacto yY un espacio métrico
completo. Si F C C(X,Y) es un conjunto cerrado, equicontinuo y para todo
x € K el conjunto {F(x) : F € F} es totalmente acotado, entonces F es
compacto.

Demostracién. Sabemos que el espacio C(K,Y) es completo y por hipStesis
F es un conjunto cerrado, entonces para probar que F es compacto solo nos
falta demostrar que F es totalmente acotado.

Fijamos € > 0 y procedemos a construir una e-red para JF. Por la Proposi-
cién 7.8 es suficiente buscar la red {F1,..., Fs} de elementos que pertenecen
a un espacio métrico en el cual F se sumerge isométricamente. Sea B(K,Y)
el espacio de todas las aplicaciones acotadas de K en Y con la misma métrica

d(F,G) = Sup, d(F(z),G(z)).

Nuevamente, gracias a la compacidad de K, la familia F es uniformemente
equicontinua y para cierto r > 0 la condicién d(z,y) < r, F € F implica
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que d(F(z), F(y)) < e. Ahora aprovechamos que K es totalmente acotado y

buscamos una r/2 - red para K. Existen z1,...,z; € K tales que
K= |J B(zj,r/2).
1<5<k

Necesitamos sin embargo una descomposicién de K en conjuntos mutuamente
ajenos tales que cada uno de ellos esta dentro de alguna de las bolas B(z;,r/2).
Definimos entonces Z; = B(x1,7/2), Za = B(xa,r/2) \ Z1 y asi sucesiva-
mente Z; = Bj(z;,7/2) \ Uf;ll Z;. De esta manera aseguramos las siguientes
propiedades:

a. Z; C B(zj,r/2),

b. Ziij:(Z)Sii#j,
k

c. K= Uj:l Zj.

En seguida seleccionamos en cada conjunto z; € Z; arbitrario. Por la suposi-
cién P; = {F(z;) : F € F} es un conjunto totalmente acotado y la unién

finita P = U§=1 P; es también un conjunto totalmente acotado en Y.

Sea P = {p1,...,pm} una ¢ - red para P. Vamos a definir m* funciones
“escalonadas” en B(K,Y) asociando a cada aplicacién 7: Z — P una funcién
F. € C(K,Y) que toma valores constantes en cada uno de los Z;. Para ello,
sea F.(z) = 7(z;) cuando « € Z;. Observemos que la definicién es correcta
pues cada x pertenece a un tnico Z;. La funcién F; es acotada porque toma
solo a lo més k valores. Ahora es suficiente probar que {F,},cr es una 2e-
red para el conjunto F. Dado F' € F arbitrario tenemos que encontrar 7 tal
que para cada x € K se cumpla d(F(x), F-(x)) < e. Tenemos que definir el
valor 7(z;) € P para cada z; € Z, donde 1 < j < k. Tomamos entonces
F(z;) € Py buscamos p; para el cual d(F(z;),p;) < €. Luego definimos
7(z;) = p;. Finalmente hacemos estimaciones para « € Z;, recordando que
d(F(x), F(z;)) <e:

d(F(z), Fr(x)) = d(F(z),pi) < d(F(z), F(z;)) + d(F (25, p:)
<e+e
= 2¢.
[ ]

Vale la pena observar que en la ultima parte de esta demostracién hemos
probado un hecho que se puede considerar otra versién del Teorema de Ascoli.

Proposicion 9.9 Sean K un espacio compacto y Y un espacio métrico. Si
F C C(X,Y) es una familia equicontinua y para todo x € K el conjunto
{F(x): F € F} es totalmente acotado, entonces F es totalmente acotado.
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Entre muchas de las aplicaciones que tiene el Teorema de Ascoli algu-
nas son de caracter general por tal motivo las presentamos como teoremas
separados.

Definition 9.10 Decimos que una funcion f € C™(K) si sus derivadas
parciales de orden n existen y son continuas.

Teorema 9.11 Sean O C R"™ un conjunto abierto acotado y K = O. Sea
Fo C CYHK) un conjunto acotado. Entonces la cerradura de Fy en C(K) es
compacta.

Demostracién. El conjunto F es acotado en el espacio CV) (K), cuya norma
estd definida por

Ifllx = sup | f(2)| + sup | f'()].
zeK rzeK
Entonces, existe A > 0 tal que para toda f € Fy

sup | f(z)| + sup |f'(z)] < A.
zeK zeK

En particular en cada punto x € K el conjunto {f(z) : f € Fo} es acotado
en R, por lo cual también es totalmente acotado. Por otro lado tenemos que
paraz,y € K

[f(x) = f(y)] < sup [[f ()]l =yl < Allz =y,
ucK

de donde concluimos que la familia es equicontinua.

Por lo tanto la familia de funciones F C C(K) satisface las suposiciones
del teorema de Ascoli, luego es compacta.
|

Ejemplo 9.12 Sean
D={z€C: |z|<1} y D.={z€C: |z| <r}

Una sucesion de funciones f, € C(D) converge a f casi uniformemente si
para cada 0 < r < 1 la sucesion de restricciones fn|p, converge a f|p, uni-
formemente. Esta convergencia no corresponde a una convergencia en un es-
pacio normado, pero si podemos construir una métrica d en C(D) tal que
d(fn, f) = 0 si y sélo si fr, — [ casi uniformemente.

S [
Seanrn =1— 7y

dn(f,9) = sup [f(z) —g(2)].

z€D,.,

A esta métrica, le corresponde la convergencia uniforme sobre el espacio D,. .
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La funcion d,, es una métrica sobre C(D,. ) para cada n € N y la funcion
definida por

B > q dn(f,9)
W=D 5 Trdurq)

es una métrica en C(D). La convergencia con respecto a esta métrica significa
la convergencia casi uniforme.

Definition 9.13 Denotemos por A(D) a la llamada dlgebra del disco, es de-
cir, el subespacio de C'(D) de las funciones que son analiticas en D y continuas
sobre su frontera. El espacio A(D) hereda la norma del espacio C(D).

El Teorema de Ascoli tiene aplicaciones importantes en la teoria de las
funciones analiticas. Una de ellas es el siguiente teorema.

Teorema 9.14 (Montel) Sea F C A(D) un subconjunto acotado. Entonces
cada sucesion f, € F tiene una subsucesion f,, que converge casi uniforme-
mente a una funcion f acotada y analitica en D.

Demostracion. Sea T la circunferencia unitaria parametrizada por el éngulo
0 <t < 2m. Observemos que existe A > 0 tal que para todo z € Dy f € F
se cumple que |f(z)] < A. Ahora el Teorema integral de Cauchy nos permite

representar a cada elemento de A(D) como f(z) = [; %, por lo cual
f'(z)=—J; {z('fzjl)f Para 0 <r < 1y z € D, obtenemos
uwwz/ﬂ@@i:i T (et)etdt
T (2 —w)? 21 | Jo (2 —eit)?

L[ | f(e)|dt

oty Izt
A
=2

La familia F, restringida al conjunto I, de los elementos de F es acotada y
ademads tiene las derivadas acotadas, entonces por el Teorema 9.11 la familia

F, es compacta. Luego, existe una subsucesion f,, que converge uniforme-

mente en C(D,.) entonces tiene limite el cual es una funcién analitica en D, y
continua en D,,.

Aplicamos estos argumentos al caso cuando r; = % y denotamos por f! la
sucesién obtenida. Para ry = % existe una subsucesién de (f!) que converge
uniformemente en D,.,. Siguiendo asi podemos definir por induccién funciones
f% de tal manera que para cada k € N la sucesién (f¥) de variable n es una
subsucesién de (f*~1) que converge uniformemente en D, cuando n — co. En
cada D, la funcién f = lim,, fff es una acotada por A y analitica en D,, .
Asi obtenemos una sola funcién f analitica y acotada definida univocamente

en todo D.
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Vamos a probar que f]! — f casi uniformemente en . Para 0 < r < 1
existe 1, > r entonces es suficiente demostrar que f,;' converge uniformemente
sobre cada D, . Sea Nj, € N, entonces para n > N}, se tiene que

[f(2) = fr(2) <e.

Es claro que podemos escoger N > k. Por la definicién de una subsucesion,
para cada m > Ny el elemento f;} es de la forma [, para algin n > Nj. Por
lo tanto |f(z) — f'(%)] < € cuando m > Nj,. Lo cual concluye la prueba.

]

9.3. Ejercicios

1. Sean X, Y espacios métricos. Para cada x € X definimos la aplicaciéon
dz: BO(X,Y) = Y por §,(f) = f(x).
a. Demuestre que ¢, es una aplicaciéon continua.
b. Sea F C BC(X,Y). Demuestre que F es una familia equicontinua en
g € X siy solo si la aplicacion

X 52— 6,|F € BO(F,Y)

es continua en xg.
c. Muestre que si F es uniformemente equicontinua, entonces dicha apli-
cacion es uniformemente continua.

2. ¢ Sean F C BC(X,Y) una familia equicontinua y
U={xecX: {f(x): f € F} estotalmente acotado}.

Muestre que U es un conjunto abierto y cerrado en X. Supongamos que
U # 0. Muestre que si X es compacto y conexo la familia F es totalmente
acotada.

3. Sean V un conjunto abierto y acotado en R y k(-,-) € BC(V x V). Deno-
tamos por K al operador integral definido sobre CB(U) por:

Kf(r) = /V Fy) f(y)dy.

Demuestre que K(B(0,1)) es un conjunto totalmente acotado en BC(U).

4. Sea X ={0, 3, %,...}. Utilizando Teorema de Ascoli describe los conjun-
tos compactos en C(X).

5. Para X = {0, 3, %,...} demuestre que el conjunto {f € C(X) : |f(z)| <
|z|} es compacto.
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Teorema de Stone-Weierstrass

El teorema clasico de Weierstrass afirma que cada funcién real continua
sobre un intervalo finito [a,b] se puede aproximar uniformemente por poli-
nomios. El Teorema de Stone-Weierstrass generaliza este resultado. Resulta
que el mismo fenémeno se observa en el espacio de las funciones continuas
sobre cualquier espacio compacto y si en lugar de los polinomios usamos un
algebra de funciones que contiene a la funcién constante y que separa a los
puntos del dominio.

Cuando consideramos el espacio de las funciones continuas complejas hay
que anadir una condicion mas: que dicha algebra sea invariante bajo la op-
eracion de la conjugaciéon compleja.

Como vemos, la estructura algebraica del espacio de las funciones continuas
tiene un papel muy importante en esta area, por lo cual dedicamos la primera
seccién del capitulo a la presentacion de los elementos de la estructura del
espacio C(K).

10.1. La reticula de funciones continuas
Sea (K, d) un espacio métrico compacto y C(K) el espacio de todas las fun-

ciones continuas reales sobre K. Entonces el espacio C(K) tiene las siguientes
propiedades:

1. Es un espacio normado con la norma

[flloc = sup [f ()]
rzeK

2. Es un algebra con el producto de la multiplicacién entre funciones:

(f9)(x) = f(x)g(x).
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10 Teorema de Stone-Weierstrass
La multiplicacién considerada como operacién
C(K) x C(K) > (f.9) = fg € C(K)

es continua. Y la desigualdad ||fg|lco < || fllcollglloc nos lleva a

1fg = hklloo = Ifg = FE+ Fk = hklloo <|[f(g = F)lloc + I(f = P)El
< N fllsollg = Elloo + [[Elloollf = Plloo-

Por lo que, si (hy, k) — (f,9) en C(K) x C(K) entonces h,k, — fg.

Es una reticula, es decir, que para cada f € C(K), la funcién

f(x), f(x) =0

pertenece al espacio C(K). Esta propiedad también se puede expresar de
la siguiente manera. Si definimos

Obtenemos las relaciones f~ = —(—f)* y f = f* — f~, mientras que
|fl = f + f~. El hecho de que C(K) es una reticula significa que es
un espacio cerrado con respecto a cualquiera de las operaciones: f — fT,
f—=f" of—=|f]- Ahora, sean f, g€ C(K) y

f A g(z) :=min{f(z),g(x)},
fVg(r) =max{f(z),g(x)}

Observemos la relacién que tienen estas operaciones con las anteriores. A
saber:

f hg(e) = 5(7@) + g(x) ~ 1 7@) — (2],

fvyz) = %(f(x) +9(x) +|f(2) —g(@)].

La forma mds sencilla de probar estas relaciones es verificarlas punto por
punto considerando los casos f(z) < g(z) y f(x) > g(z).

El hecho de que C(K) es una reticula significa que las operaciones A, V
actuan dentro de este espacio.

Ahora vamos a probar que la funcién [0,1] 3 ¢t — v/t € R* se puede aprox-

imar uniformemente por polinomios de la variable ¢t. Este hecho es interesante
por si mismo.
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Lema 10.1 Eziste una sucesion de polinomios p,, que converge a la funcion
V't uniformemente sobre [0, 1].

Demostracion. Definimos

t 2

) =5 p)=t—2 v Pena(t) =palt) + (- pa(t)/2

Primero veamos que en el dominio [0, 1] se cumple que p,,(t) < 1. Para este
fin calculamos

L= puaa(t) = 1= palt) = (6 = P2(0)/2 = 5 (1 = palt))? + (1~ 1) 20,

mientras 0 < ¢ < 1. Al mismo tiempo la sucesién p,, es mondtona creciente.
Lo probamos por induccién. En efecto, se cumple que

() -mit)=t -5 >0
D2 D1 =35 g =
Luego
1 2 1 2
Pnt1 — Pn = Pn + i(t _pn) —Pn-1— i(t _pn—l)

= (Pn — Pn-1)(1 — %(pn +Pn-1)-
El segundo factor es no negativo en [0, 1], entonces, si por la hipétesis inductiva
tenemos p,, — pn—1 > 0, la férmula implica p,11 — p, > 0 para todo n. La
sucesion p, es mondtona creciente, acotada por el valor 1, entonces converge
puntualmente. Por Lema de Dini obtenemos que la convergencia es uniforme
a una funcién continua, no negativa q(t). Queda por probar que q(t) = V.
En la relacién
Pt (t) = put) + (= P2(D)/2

pasamos al limite n — oo y obtenemos q(t) = q(t) + (t — q(t)?)/2, lo cual
implica inmediatamente que ¢(t) = v/t.

|

Teorema 10.2 Cada subdlgebra cerrada de C(X) es una reticula.

Demostracién. Si f € C(K) y p es un polinomio, denotamos

p(f)(t) = p(f(1)).

Cuando una sucesién de polinomios p,, converge uniformemente sobre el in-
tervalo [a,b] y f € C(K) toma valores en el mismo intervalo, la funcién p, (f)
converge uniformemente sobre K.

Para cada f € C(K) la funcién f/| f|leo toma valores en el intervalo [—1, 1].
Tomando la sucesién de polinomios p, (del Lema anterior) convergente a v/t
en este intervalo obtenemos
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o (SO U ol
s () = T = e

donde la convergencia es uniforme sobre K. Si A es una subdlgebra de C(K)
que contiene a la funcién constante y f € A, para cada polinomio p el elemento
p(f?) pertenece a A. Luego, como hemos visto

7‘f| = lim p (f2 )
[flloo — m=ee™" \[IfI%

Si A es ademaés cerrada, el valor absoluto de f pertenece a A como limite
uniforme de elementos de A.

El Teorema 10.2 implica que cada subalgebra cerrada de C'(K) es también
cerrada con respecto a las operaciones A y V. Terminamos los preparativos
relacionados con el Teorema de Stone-Weierstrass con un resultado muy sen-
cillo pero importante.

Proposicién 10.3 Sea A una subalgebra de C(K). Entonces la cerradura de
A en C(K) es también un dlgebra.

Demostracién. Si f, g € A, existen f,, g, € A tales que f,, — f v 9dg = g-
Como hemos visto en la misma seccién, fngn — fg, por lo cual fg € A. Por
lo tanto el espacio A es un édlgebra.

]

Recordemos que una familia F C C(K) separa los puntos de K, si para
cada par de puntos z # y en K existe f € F tal que f(z) # f(y).

10.2. Teorema de Stone-Weierstrass. Version real.

Teorema 10.4 Sea K un espacio métrico compacto. Si A es una subalgebra
de C(K) que contiene a la funcidn 1y separa los puntos de K, entonces A es
densa en C(K).

Demostracién. Dados dos ntimeros reales a # b y « # y en K, construimos
una funcién h € A tal que h(z) = a, h(y) = b. Entonces, existe g € A tal que
g(x) # g(y), porque la familia A separa los puntos del dominio. La funcién

(b—a)(g(u) —g(x))
)

bh—
hu) = a+ 9(y) — g(z)

tiene las propiedades deseadas. (Solo en este momento usamos la suposicién
de que A contiene a la funcién constante.)
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Sean f € C(K) y € > 0. Debemos encontrar un elemento g del algebra A
que satisfaga que f —e < g < f + e. Fijamos zg € K y sea z € K. Buscamos
h, € Atal que h,(z9) = f(x0) ¥y h2(2) = f(2) . La funcién h, — f es continua
y se anula en z, entonces existe un radio r(z) > 0 tal que para y en la bola
B(z,7(2)) se cumple que h,(y) — f(y) < .

Después de haber construido las funciones h, y los radios correspondientes
r(z) para todos z € K, representamos K = |J, ., B(z,7(2)). El espacio K es
compacto, asi que esta cubierta abierta de K tiene una subcubierta finita:

K= U B(zj,7(25))-

Sea gy, = hs A--- A h,, . Esta funcién pertenece a A y satisface las
condiciones g¢,, = f(z0) ¥ 9z,(y) < f(y) + € para todos y € K. Por la
continuidad de las funciones existe R(zg) tal que para u € B(xg, R(zo)) se
cumple f(u)—e < gz, (u). Ahora consideramos la familia de todas las funciones
9z ¥ los radios R(zg) > 0 para todo xg € K.

La cubierta K = |J,cx B(z, R(x)) tiene una subcubierta finita K

UY . B(zm, R(zy)). La funcién g = gy, V -+ V gz, que es elemento de A

m=1

satisface para u € K arbitrario que f(u) —e < g(u) < f(u) + €.

Los elementos del algebra A aproximan a cada elemento de C(K) en la
norma || - ||oc ¥ como A es cerrado en esta norma, obtenemos que

A= C(K).

10.3. Teorema de Stone-Weierstrass. Version compleja.

El hecho de que las funciones consideradas en la seccién anterior eran
reales fue usado en la demostracion del teorema. Esto no significa que real-
mente la suposicién sea necesaria. Para darse cuenta de que en el caso del
algebra C'(K, C) se necesita agregar otras suposiciones para obtener subdlge-
bras densas, veamos un ejemplo clésico.

Ejemplo 10.5 Tomemos como el dominio de funciones al disco unitario cer-
rado en C, el cual esta definido por

D={zeC:|z| <1}.

Sea A el algebra de funciones polinomiales de variable z restringidas al disco
con la norma || - ||l que es una subdlgebra en C(D,C) que contiene a las
funciones constantes y obviamente separa los puntos del disco. Las funciones
que son limites uniforme de elementos de A son analiticas en el interior del
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disco. Obviamente no todos los elementos de C(D,C) son analiticos en el
interior del disco, por lo cual A # C(D,C).
o

Teorema 10.6 Sea K un espacio métrico compacto. Entonces una subdlgebra
A C C(K,C) es densa si y solo si separa los puntos de K, contiene a las
funciones constantes y es cerrada con respecto a la operacion de la conjugacion
compleja f — f.

Demostracién. Si A es cerrada respecto a la conjugacién compleja, entonces
las operaciones de tomar las partes real e imaginaria de las funciones:

Ref=2(f+7), Tmf=_.(f-7)

actuan también dentro de A. B

Si denotamos A = {f € A: f = f}, se cumple Re(A) UIm(A) C A.
El espacio A es un algebra real y subalgebra de C'(K). Ademds, A separa
los puntos de K, porque para = # y existe f € A, que separa estos puntos.
Tenemos que f(z) = Re f(z) +iIm f(x) # Re f(y) + ¢ Im f(y) y por lo tanto
Re f(z) # Re f(y) 6 Im f(x) # Im f(y). En cualquier caso algin elemento de
A separa los puntos.

Por el Teorema 10.4 obtenemos que A = C(X). Para cualquier elemento
arbitrario g = Reg + i Im g existen f1, f> € A tales que IReg — filloo < £/2
v Img — folloo < €/2, de tal manera que ||g — (f1 + 7 f2)|lc < &, de donde
f1 +1 f2 c A

]

10.4. Aplicaciones

El Teorema de Stone-Weierstrass proporciona un método para construir
subconjuntos densos en espacios de funciones, lo que crea una relacién con el
estudio de la separabilidad de estos espacios.

Teorema 10.7 Sea (K,d) un espacio métrico compacto. El espacio C(K) es
separable.

Demostracion. El espacio K es separable de acuerdo con Teorema 7.12.
Sean {p, }neny un conjunto denso en K y f,(x) = d(z,z,). Los elementos de
la familia de funciones f,,, n € N son continuas y separan los puntos de X. En
efecto, si d = d(z,y), existe n € N tal que d(z, z,) < d/3. Por la desigualdad
de triangulo f,(y) = d(y, zn) > d(z,y) — d(z,2,) > d—d/3 = 2d. La funcién
fn separa los puntos x y y pues f,(y) — fn(z) > %d — %d = %d.

Sea A el espacio vectorial de las combinaciones lineales de funciones de la

forma
k1 kn
PR
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donde nj, k; € NU{0}. Visiblemente la suma y producto de dos combinaciones
siguen teniendo la misma forma, entonces A es un algebra de funciones, que
contiene a funciones constantes.

Por Teorema de Stone-Weierstrass se tiene que A es denso en C(K). Sea
Ag el subconjunto de estos elementos de A que son combinaciones lineales
con coeficientes racionales.

Si g € A se puede representar en forma g = Z;”:l a;9;, donde cada funcién

g; es de forma f,’ffv’, asi podemos encontrar qi, ..., ¢, tales que

‘Cl' _q| < -
T T mllggll

donde 7 =1,2,...,m. Se sigue que

m

m m
lg = a595llee = 1D (a5 = g))gillc <D laj = gjlllg;llo < e
j=1 j=1

J=1

El espacio Ag es denso en A y por lo tanto es denso en C'(K). Queda por
probar que el conjunto Ag es numerable. Un espacio vectorial sobre el campo
Q es numerable si y sélo si su base es numerable. La base de Ag estd formada
por funciones de forma f,’fﬁ . Es suficiente demostrar que el niimero de estas
funciones es numerable. Cada una de estas funciones esta determinada por dos
sistemas de niimeros enteros no negativos (ni,...,ny), (ki,...,ky), donde
N recorre el conjunto N U {0}. La base del espacio no es més grande que

U NZN

NeN

y este espacio es numerable como afirman los Corolarios 5.4 y 5.5.
|

Los teoremas famosos como el Teorema de Stone-Weierstrass deben su
importancia al hecho de que encuentran muchas aplicaciones en andlisis y
en otras areas de matematicas. Sin embargo la mayoria de las aplicaciones
no consisten en el uso directo del Teorema sino necesitan la creaciéon de un
vinculo - un “puente” - entre el problema original y el Teorema.

Tratandose del Teorema original de Weierstrass podemos formular varios
problemas a los cuales a primera vista no se aplica el Teorema. Por ejemplo:

Si una funcién continua sobre el intervalo [—1, 1] se anula en cero, jes posi-
ble aproximarla solo por polinomios que se anulan en cero?

Si la funcién del espacio C[—1, 1] es simétrica (o antisimétrica), ;podemos
aproximarla por polinomios simétricos? (resp. antisimétricos?)
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Las funciones que se anulan en cero, si forman un algebra, pero dicha alge-
bra no contiene la unidad y sus elementos no separan los puntos del intervalo
[—1,1]. Las funciones simétricas tampoco separan los puntos, mientras que
las funciones antisimétricas ni siquiera forman un algebra. Sin embargo la
solucién de estos problemas estd a la mano gracias al Teorema de Weierstrass.

Teorema 10.8 Sean K un espacio métrico compacto y xg € K. Si A C C(K)
es un algebra que separa los puntos de K y contiene a la funcion constante 1.

Si Ao ={f € A: f(xo) =0}, entonces
Ay ={feA: f(x) =0}

Demostracion. Sea f € C(K) tal que f(xy) = 0. Por Teorema de Stone-
Weierstrass existen f,, € A tales que f, — f uniformemente. En particular
frn(xo) — 0. Sean g, = f,, — fn(x0). Se cumple entonces que g, € Ay para
cadan € Ny g, — f € A uniformemente.

|

Otros problemas mencionados arriba también se pueden formular y re-
solver en forma ma&s general. Para una funcién f sobre un espacio vectorial
E denotemos f(:z:) = f(—=x). Una funcién es simétrica o par si f=7fy anti
simétrica o impar si f: —f.

Teorema 10.9 Sea K un conjunto compacto en un espacio normado E y tal
que — K = K. Sea A C C(K) un algebra que separa los puntos de K, contiene
a la funcion 1 y satisface f € A = f € A. Entonces cada funcion simétrica
(antisimétrica) de C(K) se puede aproxzimar uniformemente por elementos
simétricos (resp. antisimétricos) de A.

Demostracion. Cada funcién f sobre K se puede representar en forma tnica
como suma de componentes simétrica é antisimétrica:

Fla) = (@) + (-2 + 5(7(@) — F(=)) = fula) + fule).

Una funcién es simétrica si f = f y antisimétrica si f = f,. Sean f,, € A tales
que f, — f uniformemente. Sea (f,)s = fs ¥ (fn)a — fa- Si f es simétrica
obtenemos f = f; = lim,oo(fn)s ¥ en caso de una funcién antisimétrica
f = fa = Hmn—)oo(fn)a

La compacidad del dominio es una suposicién importante para la validez
del Teorema de Stone-Weierstrass. Sin embargo, en el caso de algunos do-
minios no compactos el Teorema proporciona resultados interesantes sobre
la aproximacién uniforme de funciones continuas. Antes de presentar estos
corolarios formulamos un lema sencillo sobre la convergencia uniforme.
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Lema 10.10 Sean (X,dx) un espacio métrico y (f,) una sucesion de fun-
ciones acotadas sobre X que convergente uniformemente a la funcion f. Sean
(Y,dy) y ¢: Y — X una aplicacidn suprayectiva. Entonces la sucesion fp, o ¢
converge uniformemente a f o ¢.

Sea

CooR)={f e CR): lim f(x)=0}.

z—+o0

El espacio Coo(R) es obviamente una subalgebra cerrada del dlgebra BC'(R)
que no contiene a la funcién 1 (La prueba de esto se deja como parte de los
ejercicios de esta seccién).

Teorema 10.11 Sea A un subdlgebra de C(R) que separa los puntos de R y
cuyos elementos no tienen ningin cero en comiun en R. Entonces A = Coo (R).

Demostracién. La funcién de variable compleja 7(z) = £=1 transforma el
eje real en la circunferencia S = {z € C: |z| = 1}. Su imagen es S\ {1} y

cuando x — %00 se tiene que 7(z) — 1.

La funcién inversa 7~ (w) = 2(5;%11) satisface entonces |771(e!®*)| — oo cuando
e’ — 1. De tal manera 7 define un homeomorfismo entre R y S\ {1} y ademés
para f € C(R) se cumple que

lim for'(z)= lim f(z)=0.

z—1 |z|— 00
Para f € C(R) la composicién f o 771 es una funcién continua en S\ {1}
que tiene limite cero en 1, entonces se extienda a una funcién continua sobre

S que se anula en 1. Sea

Ci(S)={feC(S): f(1) =0}
y definimos una aplicacién T': Co(R) — C1(S) por
z =

f(z),

0, z=1.

T(z), T € R,

Visiblemente T' es una isometria lineal suprayectiva, porque su inverso es el
operador que asocia a g € C1(S) la composicién g o 7. Las funciones de la
forma Tf, f € A forman en C;(S) una subalgebra B que separa los puntos
de S. (Suponiendo que en ningin punto de R se anulan todos los elementos
de A hemos asegurado que el punto 1 se puede separar de otros elementos
del circulo por algin elemento Tf, f € A). Por teorema 10.8 el dlgebra B es
densa en C(S) y como T es una isometria, entonces A es denso en Coo (R).
|

Definicién 10.12 Un espacio métrico (X,d) se llama o-compacto si existe
una familia numerable de conjuntos compactos K, C X con n € N tal que

X =U,en Kn-
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El ejemplo principal de un espacio o-compacto es el espacio euclidiano que
se puede representar como

R" = | J B(0,m).
meN

Definicién 10.13 Una sucesion de funciones (fy,) continuas sobre un espa-
cio a-compacto X = J,,cy Km converge a la funcion f casi uniformemente
st para todo m € N

lim sup |f,(2) — f()] = 0.

n—oo 2€K

En otras palabras, fn, — f casi uniformemente si para cada m € N f,|k, —
flk,, uniformemente.

El Teorema de Stone-Weierstrass conduce a un teorema sobre la aproxi-
macién casi uniforme de funciones continuas sobre un espacio o-compacto.

Teorema 10.14 Sean X un espacio o-compacto y A C C(X) una subdlgebra
que contiene a la funcidn 1 y que separa los puntos de X. Para cada f € C(X)
existe una sucesion f, € A tal que f, — f casi uniformemente.

Demostracién. Sea C,, = U;":l K;. Obviamente los conjuntos Cy, son com-
pactos y X = {J,,cy Cm- Denotamos: A,, = {f|c,, : f € A}. Por Teorema
de Stone-Weierstrass A,, es un subélgebra densa en C(C,,). Entonces existe
fm € A tal que

1
sup | fm () = f(z)] < —.
zeCp, m
Asi por induccién obtenemos una sucesién de elementos de A. Puesto que Cp,

es una sucesion creciente se sigue para cada m € N tal que n > m:

1
sup [fn(z) — f(z)| < —.
zeCp, n
La sucesién f,, converge casi uniformemente con respecto a la familia de com-
pactos Cp,. Y como K,, C (), entonces la sucesién converge casi uniforme-
mente con respecto a la familia original K,,.
|

La convergencia casi uniforme, asi como la hemos definido no corresponde
a la convergencia con respecto a una norma determinada sino a un sistema
de normas en los espacios C(K,,). Sin embargo si se puede introducir en el
espacio C'(X) una métrica D tal que la convergencia casi uniforme f, — f
tenga lugar si y sélo si D(fy, f) — 0, donde la métrica D esta definida de la

siguiente manera:
L Nf—9glm
D = _
) ZN 2" T+ [f =gl
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donde

[flln = sup [f(x)

€K,

10.5. Ejercicios

10.

11.
12.

. Encuentre una subélgebra de Coo(R) que separe los puntos de R y cuyos

elementos se anulen en cero.

Demuestre que el espacio vectorial de funciones de la forma p(:z:)e’a%z,
donde p es un polinomio y a € R un nimero fijo, es denso en C (R).

Sea f € Cla,b]. Demuestre que si para todo n = 0,1,2,... se tiene que
f(f t" f(t)dt = 0, entonces f = 0.

Una funcién f sobre R se dice periodica con periodo a si para todo x € R se
tiene que f(z+a) = f(z). Demueste que cada funcién continua, periodica
con periodo 27 se puede aproximar uniformemente por combinaciones
lineales de las funciones 1, sennz, cosnx, con n € N.

Demuestre que cada funcién periédica y continua es acotada e uniforme-
mente continua.

Demuestre que cada funciéon continua sobre el disco unitario D C C se
puede aproximar uniformemente por funciones de la forma P(z,Z%), donde
P es un polinomio de dos variables.

Demuestre que los polinomios de forma P(z) son no densos en C(D).
Demuestre que el espacio C(R) es separable.

Formule y demuestre las versiones complejas de los teoremas de la tltima
seccién de este capitulo.

Sean X, Y espacios métricos compactos y A el conjunto de las funciones
sobre X x Y dadas por

N
=1

donde ¢; € C(X) y ¢; € C(Y). Demuestre que A es denso en C'(X xY).
Demuestre que el espacio Coo(R) es cerrado en BC(R).

Demuestre Lema 10.10.
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13. Demuestre que para cada espacio o-compacto X la funcién D(-,-) defini-
da al final de este capitulo es una métrica en el espacio C(X) y que la
convergencia en esta métrica coincide con la convergencia casi uniforme.

14. 4 Sea K un subconjunto compacto de R™. Formule y demuestre la version
vectorial del Teorema de Weierstrass para el espacio C'(K,R™).
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Sugerencias y soluciones

Espacios métricos

1. 4 En el espacio N x N definimos la funcién:

0, n=m,
d(n,m) =
1+ -1 n#m.

n+m?’

Demuestre que d es una métrica en N.

Solucién. Solamente necesitamos demostrar la desigualdad de triangulo.
Observemos que si entre los tres nimeros m, n, k dos de ellos coinci-
den, entonces la desigualdad se cumple. Suponemos entonces que los tres
numeros son distintos. Lo que debemos probar es que

1 1 1
1 <1 14+ ——-
+n+m_ +n+k+ +k+m’
lo cual equivale a
1 < 1 1

1
n+m — +n—i—k—i_k;—&—m
y finalmente a

(n+k)(k+m) < (n+m)(n+k)(k+m)+ (n+m)(k+m)+ (n+m)(n+k).

Desarrollando la expresion que aparece del lado izquierdo de la desigual-
dad anterior, obtenemos el valor

nk + k% + mn + km.

En la expresion del lado derecho entre otros términos positivos aparecen
los valores nk, km y nm. Ademés aparece el término nk? que es mayor
que k2. Asf sin hacer mas célculos vemos que la desigualdad es cierta.

]
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2. Demuestre que las siguientes funciones son métricas en el espacio R™ y en
el caso de R? traza las bolas unitarias correspondientes.

a. d(a, b) = Z |Cl,j — bj|

fbj|2, dondec; >0y 1<y <n.

Sugerencia. En los tres casos se trata de métricas asociadas a una norma.
Por lo cual es suficiente demostrar que las funciones siguientes son normas:

n
a [lafl = la;l,
j=1

b flafl = méx |a],

Sélo la desigualdad de triangulo en el caso c¢. no es obvia. Sin embargo,
conocemos esta desigualdad en caso de la norma euclidiana

1 1
2 2

n 3 n n
(Sl +oi) = (Xlak) + (X k)
j=1 j=1 j=1
Apliquela a los vectores

o = (Verar,/e2as, ... \/Cran) vy b = (Verbi, /eaba, .. \/Cabn).

3. La métrica del bosque. Demueste que la siguiente funcién en el plano es
una métrica. Para a = (a1, a2), b = (b1, bs) € R? sea

‘a1‘+|al—b1|+|b2|, a17éb1,
d(a,b) =
lag — ba|, ay = by.

Dibuje la bola centrada en el punto (1,1) y de radio 2.

Sugerencia. Como sugerencia agregamos el comentario sobre la inter-
pretacion geométrica de esta métrica.

El eje horizontal X se interpreta como el terreno de un bosque compuesto
de “drboles”: los ejes verticales. (Un bosque bastante espeso).

Si los puntos a, b se encuentran sobre la misma recta vertical (sobre el
mismo “drbol”), la distancia entre ellos se mide a lo largo del “drbol”:
d(a,b) = |ag — ba|. Cuando a, b se encuentran sobre “drboles”distintos
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(a1 # by ), para medir su distancia tenemos que bajar del “arbol”al terreno
recorriendo la distancia |as|, luego sobre el terreno cubrimos la distancia
entre los dos “drboles”que es igual a |a; — b1| y finalmente llegamos al
punto b recorriendo a lo largo del “drbol” la distancia |bs|. En este caso
entonces d(a,b) = |ay| + |a; — b1| + |b2].

. Demuestre que la siguiente funcién es una métrica en R2, explique su
nombre “la metrica de puente” y traza la bola centrada en (1,—1) de
radio 1+ v/2.

\/(al — b1)2 + ((ZQ — b2)2, si (ag Z 0, bg Z 0)
6 (az <0, by < 0),
d(a,b) =

Va2 + a2+ \/b? + b2, si(ag >0, by < 0)
6 (ag < O, by > 0)

Sugerencia. El eje horizontal tiene el papel del “rio” y el punto (0,0) es

el “puente”. Si los puntos a, b se encuentran del mismo lado del “rio”,
entonces medimos su distancia eucidiana. Si estos puntos estdn en lados
opuestos del “rio”, para llegar del punto a al punto b tenemos que llegar
primero al puente recorriendo la distancia ||al| y luego cubrir la distancia
del puente a b que es igual a ||b]|.

. Demuestre que la siguiente funcién es una métrica en R2:

\/(al —b1)2+ (az — by)?, siexistet € R,a=1b,
d(a,b) =

Va3 + a3 + /b3 + b3, si tal nimero no existe.

Sugerencia. Si dos puntos son proporcionales, su distancia coincide con
lla—b]|, es decir con su distancia euclidiana. En caso contrario la distancia
es igual a ||a|| + ||6]|. Para probar la desigualdad de triangulo

d(a,b) < d(a,c)+d(c,b)

debemos considerar los casos siguientes:

a) los tres puntos son proporcionales y entonces la desigualdad coincide
con la del eje real,

b) los puntos a y b son proporcionales y ¢ es linealmente independiente.
En este caso la desigualdad toma la forma

lla =Bl < {lall + [le[} + [|B[] + [l

asi que es obvia.
c. Los puntos b y ¢ son proporcionales y a es independiente. La desigualdad
que queremos probar dice:
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l[all + 116/l < llall + [|e[| 4 [[o — ]|

la cual se verifica fdacilmente.

. Traze las siguientes bolas en el espacio métrico del ejercicio anterior:

B((0,0),1), B((1,1),1), B((1,1),2).

. En el espacio R? con la norma ||(z,y, 2)||1 = |z|+|y| + |2| describe la bola

unitaria B(0,1).

Sugerencia. Entre muchos posibles métodos de describir esta bola, pode-
mos empezar investigando su interseccion con el octante O = {(x,y, z) :
x>0,y >0,z>0}.

La condicion ||(z,y,2)||1 < 1 se vuelve mds sencilla tomando la forma:
x4+y—+z<1. Como ONB(0,1) obtenemos el conjunto de puntos de O
por debajo del plano de ecuacion z =1—xz — y.

Recorriéndo otros octantes del espacio obtenemos como B(0, 1) el octdgono
de vértices (1,0,0). (—1,0,0), (0,1,0), (0,—1,0), (0,0,1), (0,0,—1) y que
tiene forma de dos piramides pegados con sus bases cuadradas.

Sea A={xeR: 1< |z] <2, x#1}. Sea

[z —yl, si zy > 0,
d(w,y) =
|z| + ly| —2, siay<O.

Demuestre que d es una métrica en A.

Sugerencia. El espacio (A,d) es muy peculiar. Aunque, aparentemente
A consta de dos piezas separadas, el espacio es conexo. Visiblemente la
funcidn es no negativa en su dominio, es simétrica y se anula unicamente
para x =y.

En forma explicita A = [—2,-1] U [1,2]. En cada conjunto por separado
la métrica estd definida como la métrica natural del eje real. Queda por
probar la desigualdad de triangulo d(x,y) < d(z,z) + d(z,y) en los casos,
cuando los argumentos x, y, z no pertenecen al mismo intervalo.
Observe que la distancia no cambia si cambiamos a la vez los signos de
ambos argumentos. Por lo tanto es suficiente considerar dos casos:
lLz=14u,y=14v conu,v>0, z€[-2-1].

2.x=1+4u,vy, z € [-2,—1]. Escribe las desigualdades deseadas en cada
caso y verds que se cumplen trivialmente.

Demuestre que si una bola de radio 7 esta contenida en una bola de radio
3, ambas son iguales.

Sugerencia. Suponemos que B(x,7) C B(y,3). Tomamos u € B(y,3) y
queremos probar que u estd en la bola B(xz,7), es decir que d(u,z) < 7.
Por suposicion d(x,y) < 3. Aplique la desigualdad de triangulo.
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10. Sea (X, d) un espacio métrico. En el mismo conjunto X x X definimos

11.

d(z,y), cuando d(z,y) <1,
d(z,y) =
1, cuando d(z,y) > 1.

Demuestre que d es una métrica en X y que z, — z en (X, d) siy sélo si

x, = x en (X,d).

Sugerencia. Partimos de la desigualdad de triangulo para la métrica orig-
inal d:

d(z,y) < d(z,u) + d(u,y).
Primero pensamos en el caso de d(z,y) > 1, cuando d(x,y) = 1 < d(z,y).
Si al menos uno e los valores d(x,u), d(u,y) supera a 1, la desigualdad
1 =d(z,y) < d(z,u) + d(u,y) es obvia, porque del lado derecho también
aparece el valor 1. En caso contrario

d(z,y) =1 <d(z,y) < d(x,u) + d(u,y) = d(z,u) + d(u, y).

El caso de d(z,y) < 1 es mds sencillo todavia..

d(z,y)

Sea (X,d) un espacio métrico y sea é(x,y) = —————
¢ (X, d) P y (z,y) T+ d(.7)

,x,y € X.
Demuestre que § es una métrica en X.

Solucion. Las propiedades 1°, 2°, 3° de la métrica se cumplen visible-
mente. Queda por probar la desigualdad del trangulo 4°:

d(z,y) < d(z,u) d(u,y)
1+d(z,y) — 14+d(z,u)  1+d(u,y)

Para este fin es suficiente demostrar que, dados los numeros no-negativos
a, b, c tales que a < b+ ¢, se cumple

a b n c
1+a - 1+b 1+4c

Partimos de la desigualdad a < b+ ¢ y continuamos:

a(l4+b)(1+¢) =a+ ab+ ac+ abe
< b+ c+ ab+ ac+ abc + be + abe + be
=b(1+a)1+c)+c(1+b)(1+a).

Dividiendo ambos lados de la desigualdad entre (14 a)(1+b)(1+c¢) obten-
emos la formula deseada.
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¢ Sea f: R — R una funcién no negativa que se anula Unicamente en
cero. Sea §(x,y) = f(z —y). ;Cuando & es una métrica?

Solucion. Ya hemos asequrado que 6 es una funcidn no-negativa que se
anula unicamente cuando x = y. Para asegurar la propiedad 3° de la
métrica tenemos que suponer que f es simétrica, es decir f(—x) = f(x).
Supungamos ahora que 0 es una métrica, es decir f(x —y) < f(z —u) +
flu —vy) para z, y, u € R arbitrarios. En particular, poniendo u = 0
obtenemos f(x —y) < f(x) + f(—y) para todos x, y, entonces también
flea+y) < f(z)+ f(y). Entonces la dltima desigualdad es entonces la
condicion necesaria para que § fuera una métrica.

Supongamos que f es positiva, simétrica, se anula unicamente en cero y
satisface f(a+b) < f(a)+ f(b) para todos a, b € R. Tomando a = x — u,
b=wu—y se sigue

0(z,y) = flx —y) = fla+b) < fla) + f(b) = f(z —u) + f(u—y)
= (z,u) + o6(u, y).

La funcion § es una métrica.

Hemos obtenido el siguiente resultado:
Una funcion de forma 6(x,y) = f(x —y) define una métrica sobre el eje
real si y solo si es no-negativa, simétrica, se anula Unicamente en cero,
y es subaditiva, es decir satisface f(x +y) < f(x)+ f(y) para todos x,
y € R.

|

& Sean 01 (x,y) = |z — y|? y 62(z,y) = \/|z — y|. Cual de estas funciones
define una métrica en R?

Solucion. En ambos casos podemos usar el resultado que obtuvimos re-
solviendo el problema anterior. La funcion x2 no es subaditiva, porque
(1+1)2 > 12 4 12, entonces &1 no es una métrica. La funcion /]| es
creciente y para x, y del mismo signo se tiene

w1 ol < \lel + 2V VI + vl = (VI + VD2 = Vsl + VIl

Six yy son de signos opuestos, tenemos +/|z +y| < \/|z| + |y| entonces

la desigualdad sigue siendo vdlida. Y por lo tanto la funcion \/|z| es sub-
aditiva y 0o es una métrica.

¢ Para 0 < p < 00, sea lP el espacio de sucesiones reales (a,) tales que
D onet lan P < oo

a. Demuestre que para 0 < p < 1, d,((an), (bn)) = Y ory |an —bn|P es una
métrica.
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o=

b. Demuestre que para 1 < p < oo la funcion ||(an)|p, = (o lan|P)
es una norma.

Solucion. a. Vamos a usar el resultado probado en FEjercicio 12 para
probar que para 0 < p < 1 la funcidn (z,y) — |z — y|P es una métrica
en R. Para ello debemos verificar la desigualdad |z + y|P < |z|P + |y|P.
En el caso de p = % lo hemos hecho resolviendo el Fjercicio 13. Ahora
necesitamos un método mds general.

Paray > 0 yx > 0 fijos consideramos f(x) = 2P +y?—(x+y)P. La funcién
f es derivable con derivada continua f'(x) = pzP~t —p(z+y)P~ L. Cuando
p < 1 la funcion u — uP~' es decreciente sobre RY. Asi obtenemos que

f'@) =p(l2[P~! = |z +yP~H) >0
para x, y > 0. La funcion f se anula en cero y es creciente, entonces
0<[z[? +|yl" — |z +yl”,

que es la desigualdad buscada. Si z,y tienen signos opuestos |x + y|P <
[|z|+|y||P, entonces sigue siendo vdlida la desigualdad. Asi por el resultado
probado en el Ejercicio 12 obtenemos la desigualdad

la =" <a—cf’ +|c—bP

que podemos aplicr a las coordenadad de los elementos (ay), (bn), (cn) €
IP. Sumando las series obtenemos que

o] o) o]
Z ‘an - bn|p S Z |an - Cn‘p + Z ‘Cn - bn|p
n=1 n=1 n=1

b. El propésito es demostrar que para p > 1 se cumple

1 1 1
(Zan+bn|p) s(Dw) +(anw> :
n=1 n=1 n=1

suponiendo que las sumas del lado derecho son finitas. Esta desigualdad
se llama la desigualdad de Minkowski. Para obtenerla tenemos que probar
otras desigualdades importantes, a saber la desigualdad de Young y la de-
sigualdad de Holder.

Para p =1 la desigualdad es conocida. Suponemos entonces que p > 1.
Desigualdad de Young
Como sabemos del curso de Cadlculo que la funcion exponencial € es con-

vezxa pues tiene la sequnda derivada positiva en todo su dominio. La con-
veridad significa que para todos x, y € R y 0 <t <1 se cumple que
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et A=DY < e 4 (1 —t)eY.

Aldenotara=¢*,b=1¢€Y,t = %, q = 1—t = 25 obtenemos la desigualdad

P
de Young:
11 1 1
arbs < —a+ —b,
p q
para a, b>0yp>1, %—k%

Desigualdad de Holder

p
Supongamos ahora que ||(an)||, < 0o y ||(bn)|lq < 00. Hacemos a = @
b |4
yb= |(|b”|>”q y aplicamos la desigualdad de Young para obtener
n)llq

lanby| 1 |an|? 1 |65 ]4
Ham)llpll(br)llg ~ pllan)llp g 1(Gn)ll7

Sumamos en ambos lados de la desigualdad y llegamos a:
1 1

Z |an by
_n= 0 2 +-=1,
[(@n)llpll(ba)lle — 2 g

que se puede escribir como

[(@nbn)llx < ll(@n)llp + 1 (bn)llg;

y que es precisamente la desigualdad de Holder.
Desigualdad de Minkowski

En el dltimo paso suponemos que ||(an)|l, < 00 y ||(bn)]lp < co. Primero
verificamos que |[(a, + by)||p, < co. Estimamos:

an + bn|? (|an| + |bn‘)p

<
< (2max{anl, [bn|})? < 2°(Jan|” + [ba]").

Sumando de ambos lados la desigualdad vemos que al menos

l[(@n +bn)llp < 2°([[(@n)llp + [1(0a)lp) < oo

Ahora buscamos una estimacion mds fina.
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”(an + bn)”g = Z |an + bn‘p = Z |an + bn|p71‘an + bn|

n=1 n=1
o0 oo
-1 -1
< § lan +bn |7 Jan|” + § |an + 0" |bn [P
n=1 n=1
Ahora viene la parte mds ingeniosa de esta demostracion. Nuevamente,
_ P
sea q = ;5. Observemos que
o0 o0
—1\4
E (Jan + b, [P~1)" = E |apn, + bp|P < 0.
n=1 n=1

Tenemos un par de sucesiones (|an|) € 1P, (|by]) € 1P y (lan +by|P7h) € 19
con * +L1 =1. Podemos aplicar la desigualdad de Hélder en ambos casos.
Asi obtenemos que

o0 o0
l(an + 012 < 3 lan +balP anl? + 3 lan + P~ [bal?

n=1 n=1

< MI((@an + 00" Dlgll(@n)llp + [l ((an + ba)?~Hllgll(Bn) I
= ll(an + b [I5™" (an)llp + [1(bn)lln)-

Dividiendo ambos lados entre ||(an +by,)|[5~" obtenemos la desigualdad de
Minkowski que es la desigualdad del triangulo para la funcion || - ||,. A
diferencia del caso de p < 1 la funcién || - ||, es positivamente homogénea,
es decir, ||t(an)llp = [t|l|(an)|lp- Por lo tanto esta funcion es una norma.

Sea C(la, b)) el espacio de las funciones continuas sobre el intervalo [a,b].
Para f € C([a,b]) sea

b
1] = / £ ()dt.

Demuestre que || - ||1 es una norma en C([a,b]).

Sugerencia. Todas las propiedades de esta funcidn son consequencias
de la positividad de la integral y de la funcion valor absoluto. Para una
funcion no negativa y continua f se cumple que f; f)dt > 0. Ademds la
integral es lineal con respecto a la variable f. Las propiedades 1, 3, 4 se
deducen de inmediato. Para obtener la propiedad 2 tenemos que aprovechar
la continuidad de la funcion. Si f # 0 la funcion | f| toma en algin punto
el valor positivo. Si |f(z)] = r > 0 en algun intervalo [x — 6,z + ] se
cumple que |f(t)] > r/2 y f; |f(®)dt > r6. En efecto, ||f|l1 = 0 implica
f=0.
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Demuestre que la funcion definida en el espacio My,x,(C) de matrices
complejas n x n por la férmula |A| = (tr(AA*))2 es una norma.
(Para A = (a;;) se define A* = (¢;;) con ¢;j =a5; y tr(A) = Z?Zl aj;.)

Sugerencia. El espacio de matrices Myxn(C) como espacio vectorial es
lo mismo que C" . Calcule (tr(AA*))2 usando las definiciones correspon-

dientes y verd que ||A| = (szzl |aij|2) : , la cual es la norma conocida

en el espacio euclidiano de dimension n?.

Sea X un espacio métrico arbitrario y sea' Y un espacio métrico discreto.
Pruebe que B(X,Y) es un espacio discreto.

Sugerencia. El espacio Y es acotado, entonces en este caso el espacio
B(X,Y) coincide con el espacio de todas las aplicaciones F: X — Y. La
norma en B(X,Y) estd definida por
D(F7 G) = sup dy(F(iE), G(y))
zeX
y en nuestro caso dy toma unicamente los valores 0 y 1. ;Le falta algo
para terminar?

& Sean (X,d) un espacio métrico, a € X y X el espacio de todas las suce-
siones a = (a;) con valores en X tales que Zj’;l d(aj;,a) < co. Demuestre
que la funcion D: X x X — R dada por la formula

D(a,b) = id(@jvba‘),

estd bién definida y es una métrica en X.

Solucion. Por la desigualdad del triangulo que satisface la métrica d
tenemos que

> d(aj,b;) <Y (d(aj,a) +d(a,b;)) = > d(aj,a)+ Y d(a,b;) < o,
=1 ‘

Jj=1 Jj=1 Jj=1

entonces la funcion D estd bién definida. La funcion es no negativa y se
anula solo si b = a. La desigualdad del triangulo para D también se deduce
de inmediato:

D(a,b) =Y _d(a;,b;) <Y (d(aj,c;) + d(c;, b))
=1 j=1
= id(ajvcj) + id(cjabj) = D(CI, C) +D(C, b)
j=1 j=1
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Pruebe que en un espacio normado (F, || - ||) para cada = € E se tiene

1
lall = fnf{t > 0: So € BO,1)}.

Sugerencia. Sea A = {t > 0: 1z € B(0,1)}. Verifique que para t > ||z,

tenemos que H%JZH < 1, y por lo tanto t € A. Esto dltimo implica que
|z|| < inf{t > 0: }z € B(0,1)}. Luego considere que t, \, ||z|| para
obtener la igualdad.

¢ Sea RN el espacio de todas las sucesiones reales con su estructura natural

de espacio vectorial. Demuestre que en RN no existe ninguna norma tal

que (ajn) = a, — a = (a;) implique que aj, — a; para todo j € N.
n—oo n—oo

Solucién. Supongamos lo contrario: que para cierta funcién || - || el es-
pacio (RN, || -||) es normado y que la convergencia en esta norma implica
la convergencia puntual. Esta tltima suposicion significa que las formas
lineales ¢, con j € N definidas por ¢;((ax)) = a; son continuas. Obvia-
mente estas formas son lineales, entonces para cada j existe C; > 0 tal
que la;| = [¢;(a)] < Cjla (vea Ejemplo 6.26).

Sea ¢ = (jC;). Para cada j se cumple que jC; < Cj|[¢|| y como C; > 0,
se obtiene una contardiccién j < ||(¢)|| con j € N. Por lo tanto no existe
ninguna norma con las propiedades indicadas.

Demuestre que el espacio © de todas las métricas definidas en el conjunto
X es un cono convezo, es decir para todo d, d € Dy s > 0,t > 0 se
cumple que sd +td' € D.

Sugerencia. Hemos supuesto que el coeficiente s de la combinacion lineal
no es nulo, lo que asequra que la funcién D = sd + td’, obviamente no
negativa se anula unicamente para x = y. Para obtener la desigualdad
del triangulo para D la escribimos para d y d’, en sequida multiplicamos
ambos lados por coeficientes adecuados y los sumamos.

Sean (E,| - ||) un espacio normado y (z,), (y») sucesiones convergentes
en E. Demuestre que para a, b € K se cumple que
lim (ax, + by,) =a lim z, +b lim y,.
n—00 n—00 n—00
Sugerencia. Denotamos por x = lim, oo T, ¥y ¥y = limy, 00 Yn. Luego
calculamos
laz + by — (azn + byn)|| < [all|z — 2ul| + blly — yall

y usamos las suposiciones.
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23. Sean A, B conjuntos convexos en un espacio vectorial E. Demuestre que
el conjunto A+ B:={z+y: z€ X, y €Y} es convexo.

Sugerencia. Tome a, x € A y b, y € B. Considere la combinacion con-
vexa de a +b, x +y € A+ B: t(a+b) + (1 — t)(xz + y) y aproveche la
convezidad de los conjuntos A, B.

Espacios completos

1. Sean (z,), (yn) dos sucesiones de Cauchy en un espacio métrico (X, d).
Demuestre que (d(xy,,y,)) es una sucesién de Cauchy en R.

Sugerencia. La estimacion del valor |d(z,,yn) — d(Tm,ym)| se obtiene
immediatamente utilizando la Proposicion 2.3.

2. & Sean (x,), (yn) dos sucesiones en un espacio métrico (X, d) y

TE, sin=2k-—1,
Uy =
Y, sin=2k.

Demuestre que la sucesién (uy,) es de Cauchy si y s6lo si ambas sucesiones
son de Cauchy y
lim d(xy,,yn) = 0.

n—oo

Demostracion. Primero supongamos que la sucesién u,, es de Cauchy
entonces

Ve>0 INeN Vn,m>N dluy,un) <e.

Para los valores k € N tales que n = 2k — 1 > N y m = 2k obtenemos
exactamente la afirmacién: la sucesién d(xy, yx) converge a cero.

Si consideramos unicamente los indices n, m pares (impares), la misma
afirmacién nos dice que (x) (respectivamente (y)) es una sucesién de
Cauchy.

Para la segunda parte partimos de la informacién de que:

e>0 IneN Vn>N d(z,,y,) <e.

Ademads sabemos que las sucesiénes (z,,) y (yn) son de Cauchy. En el caso
de la sucesién (z,) esto quiere decir que

e>0 IKeN Vn,m>K dz,xm) <e.

Sean m > n > 2max{K, N}. Si ambos ntimeros son impares n = 2k — 1,
m = 2l — 1 obtenemos que u,, = xk, U, = x;, donde k, | > K y por lo
tanto d(up, um) < €.
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En el caso de los valores n = 2k, m = 2l se cumple

d(tn, um) = d(yr, y) < d(yr, vx) + d(xg, 2;) + d(x, 1) < 3e.

Estamos buscando una estimacién para d(u,,u,,) para n, m suficiente-
mente grandes. El caso de los n, m de paridad opuesta se procede analéga-
mente. Por lo tanto la sucesién (u,) es de Cauchy.

Observemos que en realidad sélo hemos utilizado la suposiciéon de que una
de las sucesiones es de Cauchy. [ ]

. Sea (z,) una sucesién de Cauchy en un espacio métrico (X, d). Supong-
amos que la sucesién (y,) en X satisface que d(zn,yn) < |an|, donde
(an) es una sucesién en R convergente a cero. Demuestre que (y,) es una
sucesién de Cauchy.

Sugerencia. Utilize el hecho de que d(x,,x,,) < € para n, m suficiente-
mente grandes y la desigualdad del rectingulo en la forma

A(Yn, Ym) < d(Yn, Tp) + d(Tp, Tr) + d(T0, Ym)-

. 4 En el espacio RY introducimos la métrica

0, (an) = (bn),

1

m’

d((an), (bn)) =

m =min{n : a, # b, }.

Demuestre que d es una métrica y que (RN ,d) es un espacio completo.

Solucién. La desigualdad de triangulo es la inica propiedad de la métrica
que en este caso no es obvia a primera vista. Sean (a,,), (by), (c,) € RY.
Supongamos que k el primer indice para el cual c; # by; [ el primer indice
para el cual ¢; # a;; m el primer indice para el cual a,, # b,,. Si j < k'y
J < lsecumple que a; = c¢; = b;. Por lo tanto m > k o m > | y obtenemos

que
1ottt 1.1
m = BT T

En el espacio métrico (RY,d) dos elementos de cualquier bola de radio
r > 0 coinciden para todos los indices menores que % Si (a,) es una
sucesién de Cauchy en este espacio, el limite a de la sucesién (ay) lo
encontramos de la manera siguiente. Para definir el elemento aj buscamos
N tal que para m, [ > N se cumple que d(a,,,q;) < % Ponemos ay, :={el
elemento de indice k en la sucesién a,, para cualquier valor m > N}. Y
asi por la definiciin de la métrica a = lim,,_,, a,. Por lo tanto el espacio
es completo.
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Sea Cy(R) el espacio de funciones continuas sobre R que se anulan fuera

de cierto intervalo. Demuestre que Cy(R) no es un espacio completo con
respecto a las normas

[flloc = sup[f(2)] ¥y ||f\|1:/|f($)|d$~
zER R

Sugerencia. Nosotros podemos construir la aproximacion de la funcion

g(x) = e (que no es elemento de Cyo(R)) por medio de elementos de
Co(R) y esta nos funciona para ambas normas. Sea
1, si |z] <,
falx)=14¢0, si|z] >n+1,

1—|z—n|, sin<z|<n+1.

La funcion fn,g es mo negativa, continua, coincide con g en el intervalo
[-n,n], es nula fuera del intervalo [—m — 1,n + 1] y en todas partes no
supera a la funcion g. Demuestre que

lg — 9fnllc =sup|(g — gfn)(x)| =0
z€R

Y que
lg — gfull :/Mgfgfn)(o:)\da:w.
R

¢ Con el fin de probar que el espacio de las funciones polinomiales sobre
el intervalo [—1, 1] no es completo con respecto a la norma || ||o, considere
los polinomios

1t

wp(t) = —/ (1 —2%)"dx,

Pn Jo
donde p,, = fol(l — 22)"dx y pruebe que w,(t) — sgn(t) uniformemente
sobre cada conjunto de la forma [—1, —¢|U[e, 1]. Pruebe que los polinomios
v (t) = fg wy(z)dx aproximan uniformemente sobre [—1,1] a la funcién
t— [t

Solucién. Vamos a probar primero que en el intervalo [e, 1] las funciones
1 — w,, convergen uniformemente a la funcién constante 1. Calculamos:
f(f(l —a?)"dr ftl(l — 2?)"dx

L—w,(t)=1- fol(l — z2)ndx - fol(l - xQ)ndm.

La funcién 1 — 22 en el intervalo [0, 1] es mondtona decreciente y no nega-
tiva, entonces ﬁl(l - < (1-t)(1 -ty fol(l —22)dx > s(1—s*)"
para cualquier 0 < s < 1.
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Para ¢ > 0 dado fijamos s < ¢ y para todo t € [e, 1] obtenemos

(1—-t)(1 -t < (1—¢e)(1—¢&%)n

1 — wn(t) < .
walt) < s(I—=s2)" = s(l—82)" n-ooo

0,

(1-¢%
1-)
tervalo [g] estd probada. Ademds hemos obtenido la informacién de que
1 —w, > 0 en dicho intervalo. Tomando en cuenta que w,(—z) = —w,
en el intervalo [0, 1] tenemos también la convergencia uniforme w, — —1
en el intervalo [—1, —¢]. Finalmente w,, — sgn uniformemente en cada
conjunto [—1, —e] U [, 1]. Ahora observemos que

puesto que < 1. La convergencia uniforme w, — 1 en el in-

¢ 1 1
[t] :/0 sgn(x)dx:/}t HILH;O wy,(z)dzx :Tlhﬁrr;O . wy ().

Vertifique que esta convergencia es también uniforme. Una funcién que no
es polinomial es limite uniforme de funciones polinomiales.

7. Demuestre que los espacios métricos (I, d,) con 0 < p < 1y los espacios
normados (I7,]| - ||,) para 1 < p < oo definidos en el Ejercicio 14 del
Capitulo 1 son completos.

Sugerencia. Sigue la idea de la demostracion de la completez del espacio
I demostrada en Ejemplo 2.6.

Conjuntos abiertos. Conjuntos cerrados
1. Pruebe que en R™ cada conjunto abierto es una uniéon numerable de bolas.

Sugerencia. FEn el caso de n > 1 y de un conjunto O C R™ abierto
no disponemos del orden en el espacio R™ y por lo tanto el resultado es
mds débil. Considere las bolas B(q,p) tales que ¢ € Q" NO yp > 0
son racionales. Pruebe que la familia de estas bolas cubre a O y que es
numerable.

2. En cada espacio métrico los conjunto finitos son cerrados.

Sugerencia. ;Es necesaria alguna sugerencia?. Por si acaso. Sabemos
que la union finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. Es sufi-
ciente entonces demostrar que un conjunto de un solo punto {x} es cerra-
do, es decir X\ {x} es abierto. Siy # = scual debe ser r > 0 que satisfaga
que ¢ & B(y,r)?
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Encuentre un espacio métrico (X ,(i) distinto del espacio discreto y una
bola B(z,r) C X tal que B(z,r) # B(z,r) ={y € X : d(z,y) <r}.

Sugerencia. Escoge en el espacio X = [0,1]U[2, 3] una bola adecuada de
radio 1.

¢ Sean d y § dos métricas en el mismo espacio X. Demuestre que las
métricas d, § son equivalentes (d ~ 6) si y sélo si para cada sucesion (xy,)
en X se cumple que (r, — x en (X,d)) <= (z, — v en (X,0)).

Solucion. Supongamos primero que d ~ J, es decir que un conjunto
O C X es abierto en el espacio (X, d) si y sdlo si es abierto en (X,0). Sea
zn — x en (X,d). Por la definicidn de convergencia sabemos que

Ve>0 INeN Vn>N dlz,,z)<e.

En otras palabras, para cualquier € > 0, sélo un nimero finito de ele-
mentos de la sucesidn queda fuera de la bola By(z, ). Supongamos que la
misma sucesion no converge a x en (X,0d). Es decir

dr>0 VYNeN dm>N §(xm,z) >

La 4ltima afirmacion significa que en particular para este radio r un
nimero infinito de elementos de la sucesidn estd fuera de la bola Bs(x,T).
Sin embargo la dltima bola es un conjunto abierto en (X,0) y por la su-
posicion es también un conjunto abierto en (X,d). En particular, existe
e > 0 tal que By(x,e) C Bs(z,r). De aqui se tiene que un nimero infinito
de elementos de la sucesion se encuentran fuera de la bola By(x,¢), lo
cual es contrario a la suposicion. Por lo tanto, si

x, = x en (X,d) entonces x, — x en (X,0).
Cambiando los papeles de d y 6, podemos concluir que si
d~§ = (r,—zen(X,d) < (z, = xen (X,9)).

Ahora pasamos a la demostracion de la implicacion contraria, queremos
probar que:

(xn, = zen (X,d)) < (z, > xen(X,0) = d~0d.

Para ello supongamos que la convergencia x, — x en (X, d) no implica
que x, — zen (X,0). Vamos a concluir que existe un conjunto abierto en
(X, 9) que no es abierto en (X, d). Nuevamente tenemos una sucesion ()
y x tales que para todo € > 0 solo un nimero finito de x| s estd fuera de
By(x,e) y por otro lado existe r > 0 tal que un ndmero infinito de los x} s
estd fuera de Bs(x,r). jLa bola Bs(x,r) no es abierta en (X,d)! En efecto,
si fuera abierta en este espacio, existiria € > 0 tal que By(x,¢e) C Bs(x, 1)
entonces solo un numero finito de elementos de la sucesion estaria fuera
de Bs(z,r). Esta contradiccion termina toda nuestra demostracion.
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5. Seand y d dos métricas en el mismo espacio X . Supongamos que existen
a, b € R tales que para todo x, y € X se tiene que

ad(z,y) <d(z,y) < bd(z,y).

Demuestre que las métricas d, d son equivalentes y mediante un ejemplo
demuestre que esta condicidn no es necesaria para la equivalencia de las
métricas.

Sugerencia. Segun la definicion de la equivalencia de métricas debemos
probar que los espacios (X,d) y (X, ci) tienen las mismas familias de con-
juntos abiertos. Observemos que para este fin es suficiente probar que
cada bola By(x,r) contiene a una bola By(x,p) y que cada bola Bj(x, p)
contiene a una bola Bg(x,r1) para r1 adecuado. Las desigualdades que
aparecen como suposicion lo asequran.

Para encontrar dos espacios de métricas equivalentes que mo cumplen
dichas desigualdades piense en Z con la métrica discreta y con la métrica
natural.

6. & Sean (X,d) un espacio métrico y §(x,y) = %7 z, y € X. De-

muestre que § es una métrica equivalente a la métrica d.

Solucion. Recordemos que las métricas definidas en el mismo espacio X
son equivalentes si conducen a las mismas familias de conjuntos abiertos.
Tenemos que probar que un conjunto O C X es abierto en el espacio
(X,d) siy solo si es abierto en el espacio (X,9).

Directamente por la definicion de la métrica § vemos que 6(x,y) < d(x,y),
entonces d(xz,y) < r implica que §(x,y) < r y de tal manera para
cualquier radio r y x € X se cumple que By(x,r) C Bs(x,r). Si un
conjunto O es abierto en el espacio (X,0), para cada x € O emiste
p > 0 tal que Bg(z,p) C O. Por la observacion anterior obtenemos
By(z, p) C Bs(z,p) C O, entonces O es abierto en (X, d).

La funcion f: t — l%rt es estrictamente creciente en el semieje [0, 00)
(verificalo calculando su derivada) y su imite en el infinito es 1, entonces
la funcion inversa existe en el dominio [0,1) y es también creciente. Ex-
plicitamente f~1(s) = =. De tal manera

(z,
o) = 7 0Co) = (o
y para 6(x,y) <r <1 se cumple que
da,y) < £ ) = 7.

Supongamos que O es abierto en el espacio (X,d) y que para x € O se
(

cumple By(z,7) C O. Sea §(x,y) < = r). Entonces se sigue que
d(z,y) < f~X(f(r)) = r, de donde Bs(x, ) C By(z,r) C O. Y por lo

_r_
1+r
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tanto, el conjunto O es abierto en el espacio (X, 0).

7. & En el espacio R definimos la métrica:

|I*y|, :177yEQ0/gj7y€Qc’
d(z,y) =
|z| + |y|, en otros casos.

a. Demuestre que d es una métrica.
b. Verifique si el espacio (R, d) es completo.
c. Describe las bolas en este espacio.

d. Encuentre IntQ, IntQ°, Q, Q¢.

Solucion.

a. Restringida al conjunto Q o al conjunto Q° la métrica coincide con la
métrica de R entonces tiene las propiedades deseadas. Asi solo debemos
probar la desigualdad de triangulo en el caso de que x, y y z sean tomados
de subconjuntos distintos. Si x, y € Q, z € Q° entonces tenemos que:

d(z,y) = |z —yl; d(z,2) = |z|+ 2]} d(y,2) = |y| + 2]

Bs claro que |z — 4] < |zl + 2] + [y] + |2]
Ahora consideramos el caso cuando x € Q, y € Q°, z € Q. Entonces
tenemos la desigualdad

d(z,y) =z + |y < |z — 2| + [yl + [2] = d(=, 2) + d(z,y),

observemos que se satisface la desigualdad. Por ultimo si suponemos que
z € Q°, entonces el lado izquierdo de la desigualdad no cambia, mientras
que el lado derecho aumenta su valor. Los demds casos corresponden a las
mismas estimaciones.

b. Sea (a,) una sucesion en QN [1,2] que converge a /2 en el espacio R
con su metrica natural. Entonces la sucesion (ay,) es también una sucesion
de Cauchy en (R,d). Para cualquier x € Q° tenemos que d(x,x,) =
|z| +|zn| > 1. La sucesion (xy,) no converge a ningin elemento de R. Por
lo tanto el espacio (R, d) no es completo.

c. Sean x € Q yr > 0. En la bola By(x,r) se encuentran todos los ele-
mentos racionales del segmento (x — r,x + 1) y ademds todos los puntos
irracionales p tales que |xz| + |p| < r. Sir < |z| la bola By(z,r) no con-
tiene ningin elemento irracional. Observemos que la bola B4(0,7) es un
caso especial pues es igual a todo el segmento (—r,r). Cuando x € Q° la
situacion es andloga.

d. Observemos que el punto x = 0 no pertenece al interior de Q, debido
a que cada de sus vecindades contiene algunos elementos irracionales.

Asi tenemos que IntQ = Q\{0} y IntQ° = Q°. Ademds Q = Q y Q¢ = Q°.
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Nétemos que podemos visualizar el espacio (R, d) como el subconjunto de
R? de elementos racionales del eje horizontal X y elementos irracionales
del eje Y.

. & En el espacio 1! de las sucesiones sumables tenemos la norma natural
de este espacio: ||(an)|l1 = > one; |an| y la estructura métrica dada por la
formula di((an), (b)) = [[(an) — (ba)ll1 = 22071 lan — bal.

Demuestre que la métrica doo((an), (bn)) = sup, ey |an — bn| no es eqiva-
lente a la métrica dy.

Solucion. Nuestra tarea es encontrar un conjunto abierto en alguno de
los espacios (I*,dy), (I*,ds) que mo es abierto en el otro. Es claro que

(@n)lloo = sup lan] < |an| = [I(an)]lr;
neN neN

lo cual nos dice que la inmersion natural del espacio (I',d1) — (I}, dwo)
es continua, por lo tanto cada conjunto abierto en (I',ds) es abierto en
(1Y, dy).

Vamos a probar que la bola unitaria en el espacio (I*,dy) no es un conjunto
abierto en (I',ds). Sea

Bi = {(an) € 1"+ [[(an)] < 1}

Como sabemos By es un conjunto abierto en (I*,dy) (Proposicion 3.10). El
elemento nulo pertenece a B1. Ahora para r > 0 arbitrario, consideremos

Boo(r) = {(bn) € I [(bn)lloo <7},

es decir la bola centrada en cero y de radio v con respecto a la métrica
doo. Sea N un numero natural mayor que % La bola Boo(r) contiene el
elemento

que no pertenece a By. Asi hemos probado que en el espacio (I', ds) ningu-
na bola centrada en 0 € By estd contenida en By. Por lo tanto el conjunto
B1 no es abierto en (I',ds), aunque si lo es en (I, dy).

Para construir nuestro ejemplo hemos aprovechado el hecho de que I' es
un espacio vectorial de dimension infinita. Recordemos que en los espacios
vectoriales de dimension finita todas las normas y las métricas correspon-
dientes son equivalentes.

. Sea (z,,) una sucesidn en un espacio métrico (X,d) convergente a x. Sea
Y = {2} U{an}nen. Describe los conjuntos cerrados en (Y, d) y los con-
juntos abiertos en (Y, d).
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Sugerencia. En el espacio Y existe un solo punto que es punto de acu-
mulacion de'Y , a saber el punto x. Demuestre que C' es cerrado en’Y <>
C es finito 6 x € C. Por lo tanto O es abierto en Y <= O no contiene
a x ¢ su complememto es finito.

Demuestre que para cada familia {Aq}aca de subconjuntos de un espacio

métrico se cumple
Ut-U
a€c aeA

Sugerencia. Utilice el Ejemplo 3.36 y los incisos 2 y 3 del Teorema 3.33.

¢ En el plano R? definamos

ae | (ron )0l

Describe la cerradura de A.

Solucion. El conjunto A se encuentra en el semiplano S definido por la
ecuacion x > 0 entonces la cerradura de A estd en la cerradura de S que
es el semiplano S = {(x,y) : © > 0}.

Los puntos de A tienen como sequndas coordenadas los valores de la fun-
cion seno entonces los puntos de la cerradura tienen tambén sus valores
en el intervalo [—1,1]. Vamos a probar que

A=AU{(0,y): ye[-1,1]}.

1

arcsen(y) + 2wk’
k € N, son soluciones de la ecuacion y = sen%. De tal manera que los
puntos (x,y) pertenecen a A y convergen al limite (0,y), lo cual prueba
que (0,y) € A para todo y € [—1,1].

Para cada y € [—1,1] los elementos de la forma x) =

& Demuestre que el espacio I no es cerrado en el espacio cq, el dltimo
provisto de la norma ||(an)||s = SUp, ey |anl-

SOLUCION. Recordemos que cq es el espacio de todas las sucesiones con-
vergentes a cero. Partiendo de la definicion de conjunto cerrado, debemos
probar que A = co \ I no es abierto. Para algin a € A y para r > 0
arbitrario debemos encontrar en la bola B(a,r) un elemento b [

El problema se resuelve con la observacion de que cualquier elemento en
a = (a;) € cq es limite de elementos del'. Sea a,, = (a1,as,...,a,,0,0,...).
Obtenemos ||a — ay,||co = SUPy~y, |ax| = 0, porque a, — 0.
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15. & Sea 0 < p < o0, los espacios IP estdan definidos en el Ejercicio 14 del
Capitulo 1. Sean

Ap:{(a”) Glp:Zan:L Qn ZO}

n=1

Investigue si los conjuntos A, son cerrados en los espacio P correspondi-
ente.

Solucion. Vamos a probar que en el caso en que p < 1 el conjunto es
cerrado y en los demds casos no lo es. Cuando p < 1 tomemos (a,) € [P
tal que Y07 1 a, =1y (by) € 1P tal que

dp((an), (bn)) == Z |an = bn|? < 1.
n=1
Asi tenemos que
I1— anl = | Zan - an| = | Z(an —bn)|
n=1 n=1 n=1 n=1

< Z |an - bn| < Z |an - bn‘p = dp((an)a (bn))
n=1 n=1

Si tenemos ay, € Ap y ap, — b = (by) obtenemos que
1= bn| < dy(ag,b) = 0,
n=1

por lo cual > 0" 1 b, =1y b € A, Y por lo tanto el conjunto A, es
cerrado.

Pasamos al caso cuando p > 1 y probaremos que A, no es cerrado. Como
0o k 1

sabemos la serie )", -~ es convergente, mientras que S(k) = > _;
tiende a infinito cuando k — oo. Sea
1 1 1 1

S(k)( ’2p’3p’ 7kp50707 )

ap =

La sucesion ay pertenece a A, y converge la sucesion a cero que no es
elemento de Ap,. Por lo tanto cuando p > 1 el conjunto A, no es cerrado.

14. Sea A un conjunto en un espacio métrico (X,d). Demuestre que

A «— infd =0.
T € [nf, (z,y)
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Sugerencia. Si x € A, existen x, € A tales que x,, — x.5Que dice esto

sobre el valor infyc 4 d(x,y)?

Siye Ay ingd(x,y) = 0 entonces los valores d(y,x) se acercan a cero.
ye

Para cualquier n existe y, € A que satisface que d(xz,y,) < % s Que
podemos decir sobre la convergencia de la sucesion (yy)?

Demuestre que en un espacio normado la cerradura de un subespacio vec-
torial es un subespacio vectorial.

Sugerencia. Como se ha mostrado en el Ejercicio 22 del Capitulo 1 en
los espacios normados se cumple que

lim (az, + by,) = a lim z, +b lim y,.
n—oo n—oo n—oo

De esto se deduce de inmediato, que si x, y pertenecen a la cerradura de un
subespacio vectorial F', su combinacion lineal pertenece a dicha cerradura.

Sea C un conjunto en el espacio euclidiano R™ tal que B(0,r) C C C
B(0,7). Demuestre que C es convexo. ;Es cierta esta afirmacién si en
lugar de la norma euclidiana consideramos otra norma en R™? Encuentre
un ejemplo positivo y un contraejemplo.

Sugerencia. Fijese que en la bola euclidiana ningun punto de la esfera
se puede representar como combinacion convexa no trivial de otros puntos
de la esfera. Piense en otras normas que conducen a esta propiedad y de
otras que no lo cumplen.

Sean A, B dos subconjuntos de un espacio normado. Denotamos:
A+B={z+y:x €A, ye B}
Supongamos que A es abierto. Demuestre que A + B es abierto.

Sugerencia. Sea y € B y seay+ A:={y+a: a € A}. Demuestre que

y+ A es abierto y luego aprovecha la representacion A+ B = U(y +A).
yeB

Sea A un subconjunto en un espacio métrico X . Demuestre que el interior
de A es el conjunto abierto mds grande contenido en A.

Sugerencia. Si se cumple que B(x.r) C A, entonces todos los elementos
de la bola abierta B(x,r) son elementos del interior. La misma definicion
Int(A) ={x € A: Ir >0, B(x,r) C A} presenta el interior de A como
unidn de bolas abiertas, entonces Int(A) es conjunto abierto contenido en
A. Y por la misma definicion cada abierto contenido en A pertenece al
interior de A, entonces Int(A) es efectivamente el mayor de los abiertos
contenidos en A.
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Demuestre las siguientes propiedades del interior de conjunto:
1. Int(AN B) = Int(A) N Int(B).

2. Int(A°) = (A)e.

3. (Int(A))c = Ae.

4. 3Es cierto que Int(AU B) = Int(A) U Int(B) para A, B
arbitrarios?

Sugerencias: Se puede justificar la igualdad 1. verificando que un punto
dado x € X pertenece a uno de los conjuntos st y sélo si pertenece al otro.
2. El conjunto del lado derecho es un subconjunto abierto del complemento
de A, entonces pertenece a Int(A€). Por otro lado un elemento x € Int(A¢)
estd aislado de A, entonces pertenece a (A)°.

3. Se demuestra de forma semejante al inciso 2.

4. Piense en subconjuntos A, B C R que tienen interiores vacios, pero

AUB=R.

Para un subconjunto A C X de un espacio métrico (X,d) se define la

frontera de A como ;1 = AN Ac. Demuestre las relaciones:
a. A= A° b. X = AUInt(A) UInt(A°),

c. chl, d. Int(A)C;l,
e. (AUB)C/olUJOB, f. (AmB)c;mJOS.

En los casos c., d., e., f. demuestre que las igualdades no son vdlidas.

Sugerencias. b. Si x ¢ Int(A), quiere decir que pertenece a A°. Si

— [e]
ademds = & Int(A°), quiere decir que x € A. Finalmente x € A. Cada
elemento de X pertenece a uno de los tres componentes de la union.

La prueba para los demas incisos se puede realizar de forma semejante.

Sea V' un abierto en un espacio métrico (X, d). Demuestre que para todo
A C X se tiene que VA C ANV. ;Sigue siendo valida la relacion si
no se supone que V es abierto?

Sugerencia. Six € VNA, existe x,, € A tales que x,, — x. El conjunto V
es abierto y salvo un nimero finito de elementos esta sucesion pertenece a
V. Estos elementos satisfacen x, € VN A lo que significa que x € V N A.
Para el caso cuando V' no es abierto busque un contraejemplo en el eje real
tomando a V' como un intervalo cerrado y A como un intervalo abierto
adecuado.

Sea (E,|| - ||) un espacio normado y sea C C E un conjunto convezo.
Demuestre que la cerradura C' es también un conjunto convero.
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Sugerencia. Para puntos x, y € C y 0 <t < 1 hay que demostrar que
tz+(1—t)y € C. Sabemos que x se puede representar como x = lim,, 0 T,
con Ty, € C yy=1lim, o0 Yp-

Por la convezidad de C tenemos que tx,, + (1 —t)y, € C, donde n € N.
Es suficiente demostrar que tx, + (1 —t)y, —tx+ (1 —t)y — 0 estimando
la norma de elementos del lado izquierdo.

Sea c el espacio de todas sucesiones reales convergentes con la norma
usual y sea cqo el espacio de sucesiones convergentes a cero. Demuestre
que ambos espacios son cerrados en [*°.

Sugerencia. Estamos en el espacio (I, || - ||leo). Cada sucesion conver-
gente es acotada, entonces ¢y C ¢ C [™°.

Para probar que el conjunto c es cerrado en [°° podemos usar la defini-
cion de conjunto cerrado como complemento de un abierto, ¢ podemos
aprovechar el método de sucesiones - Teorema 3.27.

Consideramos mds divertida la primera opcion. Probaremos que el con-
Junto 1%\ ¢ es un conjunto abierto.

Una sucesion acotada (x,) en R es convergente si y solo si

limsup x,, = liminf z,,.
n—oo n—oo

Para una sucesion (zy,) € [\ ¢ se cumple que

6 = limsup x,, — liminf z,, > 0.
n— o0 n—0o0

Probaremos que B((x,),d/3) C I*°\c. Sea (y,) € B((xy),0/3). Para cada
n € N se cumple que

Tp —0/3 <yn < x,+6/3.
De aqui se sigue que

limsupy, > limsupz, —§/3, y liminfy, <liminfz, + /3,
n—00 n—00 n—00 n—o0

de donde obtenemos que

limsupy,, — liminfy, > §/3.
n—00 n—00
Cada elemento de B((xy,),0/3) es divergente. Dejamos al lector la sequnda
parte de este ejercicio recomendando que lo haga aplicando Teorema 3.27
para variar.
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& (Teorema de Cantor) Sea F,, una familia descendiente de conjuntos no
vacios cerrados en un espacio completo y tal que

d(F,) = sue% d(z,y) — 0.
@, yEFy,

Demuestre que () F,, consta de un punto,

neN

Solucion. De cada conjunto F, escogemos un elemento x,. La sucesion
d(F,) es mondtona descendiente a cero. Si d(Fy) < e yn, m > N, se
tiene que d(Tn,Tm) < €. La sucesion (x,,) es de Cauchy. Por la completez
del espacio existe x = lim, o0 . Para m € N fijo y n > m se cumple
T, € Fp,. El conjunto F,, es cerrado, entonces x € F,, para todo m € N.
Hemos probado que la interseccion no es vacia. Si la interseccion contiene
otro punto y, entonces y, x € F, para todo n. Por consiguiente

d(z,y) < d(F,) — 0,

asi se tiene que d(x,y) =0y z =y.

¢ Sea (E,| - ||) un espacio normado completo (espacio de Banach) y sea
F C E un subespacio vectorial cerrado. Demuestre que el espacio E/F es
completo.

Solucion. Por la definicion de la norma en el espacio cociente
= inf h
=]l = fnf flz + &

vemos que ||[z]|| < ||z||, entonces para una sucesion de Cauchy (x,) en
E, la sucesion de clases ([z,]) es también de Cauchy y para una sucesion
convergente x,, — x en E tenemos [x,] — [x] en E/F.

Si ([yn]) es una sucesion de Cauchy en E/F, la sucesion (yn), no nece-
sariamente es de Cauchy. Sin embargo, es posible construir en E una
sucesion de Cauchy (x,) tal que [x,] = [yn]. La construccién de dicha
sucesion serd por induccion. Sea x1 = y1. Por la misma definicion de la
norma en E/F existe h € F tal que ||z1 — y2 + h| < [lz1 — y2|| + 5. Con
To9 = Yy — h obtenemos las propiedades

1

o] =lye] y w1 = @all < flex —wall + 3

Hagamos la siguiente hipotesis inductiva:

(H,) Supongamos que existen 1, Ta,...,Tny1 € E tales que [x;] = [y;]
para j = 1,2,....,n+ 1 y ademds ||zj41 — z;]| < |lyj41 — y;| + 5 para
ji=1,2,,...,n. Hemos verificado esta hipdtesis para n = 1. Supongamos
que la afirmacion (H,) estd verificada. Existe h € F tal que

1
lzn, — Ynt1 + Bl < |Xn — Ynsa |l + RS



140

26.

11 Sugerencias y soluciones

Si definimos T, 41 = Ynt1 — h, obtenemos la propiedad (H,41). Y asi por
la induccion obtenemos una sucesion (x,) en E que satisface (H,,) para
cada n € N. Los elementos de esta sucesion satisfacen:

||xn+k_mn|| = ||(xn+k_xn+k—1)+(mn+k—l_xn+k—2)+~ . ~+(xn+1_mn)||
k k
1 1
< Z |Zn+j — Tnyjall < Z onti—1  gni-
j=1 j=1

La sucesidn (x,,) es de Cauchy y E es completo. Por lo tanto existe x € E
tal que z, — x y luego [y,] = [x,] — [z] en E/F. Y asi tenemos que el
espacio E/F es completo.

¢ Sean (E,|| - ||) un espacio normado y F C E un subespacio vectori-
al. Supongamos que F y E/F son espacios completos. Demuestre que el
espacio E es completo.

Solucion. Sea (a,) una sucesion de Cauchy en E. Por la desigualdad
lalll < llall es claro que la sucesidn ([a,]) es de Cauchy en el espacio
completo E/F, entonces existe a € E tal que lim,_,[a,] = [a]. Ahora
de la definicion ||[an, — a]|| = Infrer ||an — a + h|| se sigue que para todo
n € N existe h,, € F tal que

1
llan =@+ ha|l < llan - alll + .

La sucesion (an, —a) es de Cauchy, antonces (hy,) es también una sucesion
de Cauchy en F. Este espacio es completo por suposicion y ademds existe
h =1lim, o h, € F'. Asi obtenemos que

lan — (a = h)[|=llan — (@ = hn) = hn + bl < lan — (@ = ko) || + |2y — B

1
< llen = alll+ - + 15 — .

Todos los términos del lado derecho tienden a cero, entonces la sucesion
(an) tiene limite (a — h). Y por lo tanto el espacio E es completo.

Teorema de Baire

1.

Sea a > 0. Demuestre que en el espacio C([—a,al), los conjuntos de fun-
ciones lineales, de funciones polinomiales, de funciones impares y de fun-
ciones pares tienen complementos densos.

Sugerencia. En el primer caso debemos probar que cada funcion lin-
eal es limite uniforme de funciones continuas que no son lineales. Sea
on(x) = %cos x. Los elementos de la sucesion no son funciones lineales
y la sucesion converge uniformemente a cero. Si f es una funcion lineal,
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gn = [+ ¢©n no es lineal y converge uniformemente a f. El complemento
del congunto de funciones lineales es denso en C([—a,a]) en su métrica
natural de convergencia uniforme. De forma andloga se pueden tratar los
demds casos.

. Utiliza el Teorema de Baire para demostrar que el espacio Q no es com-
pleto.

Sugerencia. Los conjuntos de un solo punto son cerrados en cada espacio
métrico. En el caso del espacio de los racionales estos conjuntos son densos
en ninguna parte. Forman una familia numerable. ;51 Q fuera completo,
que pasaria sequn Teorema de Baire?

. Demuestre que, si Y C X es de 2% categoria en X entonces X es de 2¢
categoria en si mismo.

Sugerencia. Supongamos que X es de 1% categoria en si mismo. En-
tonces existen conjuntos A; (donde j =1,2,...) cerrados en X tales que
IntAj =0y UjeN Aj = X. Considere la familia B; = A;NY y busca una
contradiccion.

. Sean X un espacio métrico completo y O C X abierto. Demuestre que O
es de segunda categoria en X.

Sugerencia. El espacio Y = O es también completo y por lo tanto es
de 2% categoria en si mismo, mientras que O es abierto en Y. Si O es
de 1% categoria en X, se puede representar como O = UjeN C; donde
las cerraduras de C;’s en X tienen interiores vacids. Observemos que las
cerradura de cada C; en'Y también tienen interiores vacios y que Y \ O
tiene interior vacio. Lo cual es una contradiccion.

. 4 Demuestre que existen funciones continuas sobre [a,b] C R que no son
derivables en ninguna parte.

Solucién. Este ejercicio es una aplicacién clasica del Teorema de Baire.
La demostracion consiste en probar que las funciones que son derivables
al menos en un punto forman un conjunto de 1% categoria en el espacio
C([a, b]), mientras que este espacio es completo y por el Teorema de Baire
es de 2% categoria en si mismo. Para n € N sea

Cn ={f € C(la,b]) : |f(z +h) = f(z)| < nlhl},

para algin z y para todo h tal que z+h € [a, b]. Si una funcién f € C(]a, b))
tiene derivada en un solo punto, entonces pertenece a uno de los conjun-
tos C,,. Vamos a ver que cada conjunto C), es cerrado y denso en ninguna
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parte. Para ello sean fi € C,, y supongamos que fr — f uniformemente.
Para cada k € N existe zy, tal que | fx(zr +h) — f(z1)| < n|h|. La sucesién
(2) tiene una subsucesién convergente, porque el intervalo [a, b] es com-
pacto. Para simplificar la notacién vamos suponer que zp — x € [a,b].
Para probar que f € C,, calculamos:

[f(x+h) = f@)|=|f(x+h) = flax +h)+ flzr + h) = felte +R)
+ fe(@r +h)— fr(or) + fr(or) = f(ar) + f(zr) — f(2)]
<|f(z+h) = flop +h)| + |f(zr) — f(2)]
+ | fe(zr +h) = f(zr + B)| + [ fr(zr) — f(or)]
+ | fr(@ +h) — frlzr)l

Para cualquier € > 0 los primeros dos términos de la suma son menores
que € para k suficientemente grande por la continuidad de la funcién f.
El tercer y cuarto termino se pueden dominar por € por la convergencia
uniforme f; — f. El tltimo término es menor o igual a n|h|, puesto que
todas las funciones pertenecen a C,,. Asi obtenemos la desigualdad

[f(z+h) = f(z)] < nlh|+2e
para € > 0 arbitrario y por lo tanto f € C),.

Si para algiin n € N se cumple que el Int C,, # (), entonces existe una
bola B(f,r) = f + B(0,r) C C,. Para probar que cada C,, es denso en
ninguna parte es suficiente probar que para cadan e N, r >0y f € C,
existe una funcién g ¢ C,, la cual satisface que ||f — g|lcoc < 7. Primero
construimos una funcién sobre R tal que en algunos intervalos de longitud
1 esta cambia su valor por 1. Sea

h(2k + z) = ||

para —1 < x < 1y k € N. La funcién es no negativa y con forma de
sierra; en cada intervalo [n,n 4 1] cambia el valor linealmente entre 0 y 1.
Si definimos ahora h,,(x) = rh(pz) obtenemos una funcién que cambia
de valor entre cero y r sobre intervalos de longitud %. Si f € C,, entonces
g = f+ hyony1 pertenece a la bola B(f,r), pero g ¢ C,,, porque sobre
intervalos pequenos esta funcién alcanza incrementos de tamafo (n+1)|h|.

Resumimos: los conjuntos C), son cerrados, densos en ninguna parte en
C(la,b]) y por el Teorema de Baire Y = J, .y Cn # C([a,b]). Todas las
funciones que tienen la derivada al menos en un punto estéan contenidas
en Y. Por lo tanto existen funciones continuas que no son derivables en
ningin punto.
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6. 4 Demuestre que en cada espacio métrico, completo y numerable el con-
junto de elementos aislados es denso.

Solucién. Sea X un espacio métrico, completo y numerable y sea A el
conjunto de elementos aislados en X. Supongamos que O = X \ 4 # (.
El conjunto O no contiene elementos aislados en X y es abierto, entonces
tampoco contiene elementos aislados en O. Sean o € O y r > 0 tal
que B(zg,r) C O. Consideramos el conjunto C' = B(zg,r/2), donde la
cerradura es tomada en X. Obviamente C' C B(zg,r) C O. Observemos
que C' es un subconjunto cerrado de un espacio completo y numerable, por
lo cual C' es completo y numerable. Por el Corolario 4.3 existe en C' un
elemento aislado a. Como elemento aislado de la cerradura a € B(xg, r/2).
Resulta que B(zg,7/2) contiene un elemento aislado en O, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto A = X.

Separabilidad

1. ;Cuando un espacio discreto es separable?

¢ Que prequnta? Obviamente si y sdlo si es numerable.

2. Demuestre que el conjunto de todos los subconjuntos de N no es numer-
able.

Sugerencia. Sea N la familia de todos los subconjuntos N. Para cada
C € N definimos la sucesion

1, sined,
ac(n) =

0, singC.

Aproveche el Ejemplo 5.8

3. # Sean (X, d) un espacio métrico separable y C' C X un conjunto que no
es numerable. Demuestre que C' contiene un niimero no numerable de sus
puntos de acumulacion.

Solucién. Como subconjunto de un espacio separable, C' es un espacio
separable. Sea N un conjunto numerable y denso en C. Supongamos que
C contiene solo un nimero numerable de sus puntos de acumulacién. Sin
embargo

C = N = N U {puntos de acumulacién de N}.

El dltimo conjunto es numerable. Asi hemos obtenido una contradiccién.
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¢ Sean (E,|| - ||) un espacio normado y A C E un conjunto separable.
Demuestre que la la cdscara convexa de A es separable.

Solucién. Recordemos que la cdscara convexa de A denotada por conv(A)
estd definida como el conjunto convexo més pequeno que contiene al con-
junto A. La céscara conv(A) se puede describir como

hE

{reEB:z=tix1+ - +tpxp, x1,...,25 € A, 01, t; =1}
j=1

Sea Ay un conjunto a lo mas numerable y denso en A. Denotemos

k
C(A) :{xGE:x:quaj},

Jj=1

donde aj,...,ar € Ay, 0 < q; €Qy Z?Zl g; = 1. Observemos que
C(A) C conv(A). Cada elemento de C(A) estd definido por un par (a,q)
donde a € A, q € Q*. Por lo tanto C(A) se sumerge en el espacio

Jax U
k=1 k=1

que es numerable, y as se tiene que C(A) es numerable (vea Capitulo 5,
sectién 1). Por lo cual sera suficiente con probar que C'(A) es denso en
conv(A).

Sean z = 3"

j=1tjz; € conv(A) y r > 0. La aplicacién

o0
RF x A% 5 (t,x) — thxj ek
j=1
es continua, entonces existe d > 0 tal que, si pgra todo 1 < kj < k se cumple
que |g; —t;] < 9, [laj —z;| <6, entonces || 325, tiz; — 375, qja4ll < r/2.
— s

1
La continuidad de la funcién en s = 1 significa que existe también

1
p > 0 tal que para |s| < p se cumple | sl < ! — . Por la densidad
s 2([lll + 5)
de Q en R y de Ap en A podemos encontrar g; € Q y a; € Ap tales que

lg; — t;| <min{é, p/k} y |la; — ;|| <9, lo que asegura que

k
lz = gjagll < r/2.

Jj=1

Sin embargo, Z?Zl gja; no necesariamente es elemento de C(A), porque

no hemos asegurado la condicién Z§:1 qg; = 1. Si |Z§:1 g — 1] < p,
entonces para ¢; = i ge tiene Zle gja; € C(A) y

j=19
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- O L oD Dy |
1Y a5 = > dhajll = —Z=—1>_ gja;ll.
j=1 j=1 2i—1 j=1

Segun nuestra construccién |1 — 25:1 gl <pyl 25:1 qajll < ||zl + 5,

entonces
k k
, r
1> g5, =Y djagll < 3
j=1 j=1

Asf hemos obtenido que Z§:1 gja; € C(A) tal que |z — Z§:1 giazl <.
El conjunto conv(A) contiene a C(A) que es numerable y denso en
conv(A). Por lo tanto la céscara conv(A) es separable.

. ¢ La siguiente funcién es una métrica en R2:

V(a1 —b1)2 + (ag — b2)2, siexistet € R,a=tb,
d(a,b) =

Va3 + a3 + /b3 + b3, si tal nimero no existe.

Demuestre que el espacio (R?,d) no es separable.

Solucién. La prueba seria complicada si partimos de la definicién original
de la separabilidad. En cambio, la prueba es inmediata si aprovechamos el
Teorema 5.14. Vamos a demostrar que en este espacio existe una familia
no numerable de bolas mutuamente ajenas. Por el Teorema 5.14 esto no
es posible en un espacio separable. Vamos a denotar por || - || la norma
euclidiana en R? y por B(a,r) la bola euclidiana (que en este caso es un
disco). La observacién mds importante para resolver el problema es que
para r < ||a|| la bola Bg(a,r) es un segmento lineal:

By(a,r)={ta:1—-r<t<l+r}
Cuando r > ||a|| tenemos la bola en forma de una “paleta”:
Bi(a,r)={ta:1—r <t <1+r}UB((0,0),]a] — 7).

La familia de los segmentos de la forma I, = {ta : 0 < t < 2}, donde
|la|| = 1 consta de bolas abiertas mutuamente ajenas y esta parametrizada
por los puntos de la circunferencia unitaria, asi esta es no numerable. Por
lo tanto el espacio (R?,d) no es separable.

. 4 Supongamos que en el espacio métrico X cada conjunto infinito tiene
un punto de acumulaciéon. Demuestre que X es separable.

Solucién. Sea r > 0. Por nuestra suposicion en el espacio X no existe
ninguna sucesion z,, tal que d(x,,xn1+x) > 7 para todos n, k € N, porque
una sucesién de estas propiedades no tiene puntos de acumulacion.
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El hecho de que tal sucesién no se puede construir significa que para todo
r > 0 existe ndmero finito de bolas B(xy1,7),..., B(Tym,,T) tales que
X = U;nzl B(z,,j,7). Tomamos los radios de valores ¢, para k € Ny
construimos las bolas correspondientes:

1
Bk’j = .B(.xllc“77 k),

que tienen la propiedad de que para cada k € N

m
3
U Br;=X.
j=1

Afirmamos que la sucesiéon compuesta de los centros de estas bolas es
densa en X. En efecto, para cada x € X y r > 0 existe k € N tal que
% < r. Para algtin valor j se cumple que x € By ;. En otras palabras

r1 ;€ B(z, 1) C B(z,r). El conjunto
C:{l'%’j:kEN, 1§]§m%}

es numerable y denso en X. Por lo tanto el espacio X es separable.

. Para A C R definimos la funcién caracteristica del conjunto A como

1, x€A,

1A(x) =
0, z¢&A

Demuestre que las combinaciones lineales de las funciones caracteristicas
forman un conjunto denso en el espacio B(R) de las funciones acotadas
sobre el eje R.

Sugerencia. Para f € B(R) dado € > 0 arbitrario debemos encontrar
una funcion de la forma

n
g= ZanlA" tal que || f — glloo < €.
j=1

Como una funcion acotada, la funcion f toma valores en cierto intervalo
finito [a,b] C R que por su lado estd contenido en algin intervalo de forma

[Ne, M) con N, M € Z. Sea
Aj={z cR: je < f(x) < (j+ 1)e},

con N < j <M — 1. Demuestre que

g= > [f(e)la,
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aprorima o [ adecuadamente.

Sea G un subgrupo del grupo additivo (R, +). Demuestre que G es denso
en R siy sélo si inf(GNRy) =0.

Sugerencia. La condicion es obviamente necesaria, pues la densidad de
G en R implica que para cada € > 0 algin elemento de G se encuentra
en el intervalo (0,¢). Supongamos ahora que inf(GNR4) = 0. Sea € > 0.
Eziste 0 < p € G tal que p < . Los elementos np tales que n € Z también
pertenecen a G.

Sir € Q°, demuestre que el conjunto {m +nr : m,n € Z} es denso en R.

Sugerencia. Podemos usar el resultado del ejercicio anterior. El conjunto
G ={m+nr: mmn € Z} forma un subgrupo del grupo aditivo R. Es
suficiente demostrar que los elementos positivos del conjunto G aproziman
a cero. Observemos que sia < b € G yb—a < g, entonces se tiene que
f(GNR;) <b—a, pues el dltimo elemento es positivo y pertenece a G.
La condicion inf(GNR ) = r > 0 implica que |a—b| > r para cualquier par
de elementos de G. Considera ahora el grupo cociente G/Z que se puede
identificar con un subconjunto del intervalo [0,1] y que por lo dicho tiene
que ser finito. Pruebe que r es racional, obteniendo una contradiccion.

Demuestre que la métrica en un espacio métrico (X, d) es equivalente a la

métrica discreta si y solo si el tinico subconjunto denso en X es el mismo
X.

Sugerencia. Una métrica § es equivalente a la métrica discreta d si y
sélo si en el espacio (X, 0) todos los conjuntos son abiertos. Si A C X es
un conjunto denso en X, cada abierto contiene a un elemento de A. jPero
cada conjunto de un punto es abierto!

Espacios de funciones y aplicaciones continuas

1.

2.

De un ejemplo de una funcién f: R — R que sea continua en un sélo
punto.

Sugerencia. Construye una funcion acotada y discontinua en todas partes
y luego multipliquela por la funcion f(x) = x.

¢ Sea

, sizg =12
n

, n > 0, n,m primos relativos,

0, siz e R\ Q.
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Demuestre que f es continua en cero y en los puntos irracionales y que es
discontinua en los puntos racionales distintos de cero.

Solucién. Empezamos con el estudio de la continuidad en cero. El valor
de la funcién en z = 0 es cero y el mismo valor toma la funcién en los
puntos irracionales. Es suficiente estudiar la continuidad en cero de la
funcién restringida a Q.

Dado € > 0, tomemos 0 = €. Para z = ™ la condicién |z| = |m|

< 0
implica que f(x) = ﬁ < § pues |m| > 1. Y por lo tanto la funcién es
continua en cero.

Por otra parte, sea z € R\ Q. Supongamos primero que x > 0. Tenemos
nuevamente f(x) = 0 por la definicién. Supongamos que la funcién es
discontinua en x. Entonces existe € > 0 tal que para toda k € N en el
intervalo (z — £, + ) existe yj, = k. m, n € N tal que f(yx) = ﬁ > €.
Para estos puntos “malos” se cumple que ni < % Luego existe solo un
nimero finito de los valores ng, mi; € N que satisfacen las condiciones
ng<ly T <z + 1. Asf la sucesién (yy) toma solo un niimero finito de
valores racionales. Por lo cual su limite es entonces un nimero racional.
Sin embargo yr — x por su definicién, lo que es una contradiccion. La
funcién f es continua en los puntos irracionales positivos. La funcion f es
par, entonces es continua también en los puntos irracionales negativos. La
discontinuidad en cada punto racional x # 0 es obvia, ya que en este caso
f(z) > 0, mientras que existen puntos irracionales z;, — = y f(x) = 0.

El eje real R es un espacio vectorial sobre el campo Q. Sabemos del curso
de dlgebra lineal que existe una base del espacio vectorial (R, Q) tal que
el nimero 1 es uno de los elementos de la base que denotamos por rg.
Representamos esta base como {ro} U{rs}aca. Para cada z € R tenemos
la descomposicion tnica:

z=qo(x)+ Z 0o (T)Tq,

acA

donde go(x) vy go(z) € Q y solo un ndmero finito de los coeficientes g, es
distinto de cero. Sea f(x) := go(x). Demuestre que la funcién f es aditiva
(f(x +y) = f(x) + f(y)) y discontinua en todos los puntos del dominio.

Sugerencia. La representacion de un vector como combinacion lineal de
elementos de una base es unica. De aqui se sigue que la funcion f es
aditiva y Q - lineal.

¢ Que forma tiene la funcion f sobre Q% Suponiendo que f es continua
demuestre que f(x) = x para todo xz € R. ;Porque esto es una contradic-
cion?
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4. Construye una isometria del espacio A = {x e R: 1 < |z] < 2, x # 1}
con la métrica

|z —yl, sixzy > 0,
d(z,y) =
|z| + Jy| —2, sizy<O.

sobre el intervalo [0, 2] con su métrica natural.

Sugerencia: Intentelo con la aplicacion ¢(x) = x — sgn(x).

5. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X un conjunto no cerrado. Con-
struye una funcién continua no acotada sobre A.

Sugerencia. Si A no es cerrado en X, entonces existe xg € A\ A. ;Que
propiedades tiene la funcion f(x) = d(z,x0)? ¢Que propiedades tiene la

funcion g = = ¢

6. 4 Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Demuestre que la funcién
sobre X definida por la férmula

da(x) = yuelf1 d(z,y)

es uniformemente continua.

Solucién. Sean x, y € A. Sin perdida de generalidad podemos suponer
que da(x) < da(y). Para cada € > 0 existe a € A tal que

<
d(z,a) < l}relg d(z,u) + ¢,

es decir d(x,a) < da(z)+e. Se sigue por la desigualdad del triangulo que:
da(y) < d(y,a) < d(y,z) + d(z,a) < d(z,y) + da(z) +¢.
Asi para e arbitrario obtenemos que:
[da(y) — da(z)] <d(z,y) +¢

y la continuidad uniforme esté probada.

7. Muestre que si f: R — R es uniformemente continua, existen a, b > 0
tales que |f(z)| < alz| + b.

Sugerencia. Por la continuidad uniforme en el dominio R existe 6 > 0
tal que |z —y| < & implica que | f(z)— f(y)| < 1. Seab = |f(0)| y seaa = }.
Represente x = nd + ¢ con 0 < ¢ < § y para terminar la demostracion
aplique la induccion con respecto a n.
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Muestre que cada funciéon f: R — R continua, monétona y acotada es
uniformemente continua.

Sugerencia. Consideramos el caso de una funcion f mondtona creciente.
Siendo ademds acotada la funcion tiene los limites en el + infinito iguales
am = mf{f(x): x € R} y M =sup{f(x) : x € R}, respectivamente.
Para € > 0 existen a < b tales que para © < a 6 b < x se cumple que

flz)—m<e/2 6 M- f(z) <¢e/2,

respectivamente. En el intervalo [a,b] la funcidn es continua entonces es
uniformemente continua y existe 0 tal que |f(x) — f(y)| < €/2, mientras
ambos puntos estén en [a,b] y |x —y| < §. Con estos datos en la mano
demuestre que para , y € R tales que |[x—y| < § se cumple | f(x)— f(y)] <
€ sin mas restricciones sobre los puntos. El caso de una funcion mondtona
decreciente g se resuelve considerando la funcion —g.

Sean f, g funciones uniformemente continuas y acotadas sobre un espacio
métrico X. Demuestre que fg es una funcién uniformemente continua.
Mediante un ejemplo demuestre que la suposiciéon de que las funciones
sean acotadas es necesaria.

Sugerencia. El incremento del producto se puede representar de la sigu-
iente forma:

|f(y)g(y) — f(x)g(=)]

lf()g(y) — f(w)g(z) + f(y)g(z) — f(z)g(x)]
|f(y)(9(y) —g(x)) + (f(y) — f |
[fFWllg(y) —g(@)| +1f(y) — f

Ahora es suficiente aprovechar ambas suposiciones y la continuidad uni-
forme estd probada. Para ver que ambas funciones deben ser acotadas
piense en las funciones f(x) = cosz y g(x) = x con dominio en R.

I A

Demuestre que una funcién f € BC(R) es uniformemente continua si
y s6lo si para toda sucesién z, — 0 se tiene que f(z + z,) — f(x)
uniformemente.

Sugerencia. Fste ejercicio es principalmente para recordar las dos defini-
ciones involucradas. La funcion f es uniformemente continua si

VYe>036>0 V|h| <d, xR d(f(z+h),flx)) <e.

Si para |h| < ¢ calculamos sup d(f(z + h), f(x)) obtenemos el valor < e.
z€R

Si hn, — 0, para n suficientemente grande se cumple que |h,| < § y
denotando fr(x) = f(xz+h) obtenemos doo(f1,,, f) < €, lo que significa la
convergencia uniforme de la sucesion.
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La implicacion opuesta también consiste en leer con atencion la definicion
de la convergencia uniforme.

Sean X un espacio métrico arbitrario y Y un espacio discreto. Encuen-
tre una condicién necesaria y suficiente para que una sucesién (F),) en
B(X,Y) sea uniformemente convergente.

Sugerencia. En un espacio discreto la condicion d(x,y) < 1 implica que
x =vy. La convergencia uniforme F,, — F implica F,, = F paran grandes.

Sean X, Y espacios métricos y F': X — Y una aplicacién. Demuestre que
F' es continua si y sé6lo si para cada conjunto cerrado B C Y la imagen
inversa F'~!(B) es un conjunto cerrado en X.

Sugerencia. La operacion de tomar la imagen inversa tiene la propiedad
F~Y(A) = F~1(A%)¢ (jverifiquelo!).

Si O es un abierto, su complemento es cerrado y por lo tanto F~1(0) =
F~=YO°)¢ es abierto como complemento del conjunto F~1(0¢) cerrado por
SUPOSICLON.

¢ Sea X, Y espacios métricos y I': X — Y una aplicacién. Demuestre
que F es continua si y sélo si F~1(B) C F~1(B) para cada B C Y.

Solucién. La operaciéon de tomar la imagen inversa tiene la propiedad
F~1(D¢) = F71(D)*, la cual se deduce directamente de la definicién.

Primero supongamos que F € C(X,Y). Entonces F~(B°) = F~(B)°
es un conjunto abierto como imagen inversa de un abierto. Por lo tanto

F~1(B) es cerrado. Aplicamos la cerradura a ambos lados de la relacién

F~1(B) c F~Y(B) obteniendo F~1(B) C F~1(B) = F~(B), pues este
conjunto es cerrado.

Ahora pasemos a demostrar el reciproco. Para ello observemos que para
probar la continuidad de F' es suficiente ver que la imagen inversa de ca-
da conjunto cerrado es conjunto cerrado. En efecto, si F' tiene la tltima
propiedad y O C Y es abierto, entonces F~1(0¢) = F~(0)¢ es un conjun-
to cerrado y por lo tanto F'~1(O) es abierto, probando la continuidad de F'.
Suponemos ahora que F~1(B) C F~!(B) para cada B C Y. Tomamos B
cerrado (entonces B = B) y obtenemos F~1(B) = F~}(B) > F~1(B), lo
que implica que F~1(B) es cerrado. Y asf la continuidad de F' estd proba-
da.

Nota. En esta demostracion no henmos usado el resultado del ejercicio
anterior, lo que se hizo fue repetir la demostracién del mismo.
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¢ Sean X, Y espacios métricos y F': X — Y una aplicacién. Demuestre

que F' es continua si y sélo si FI(A) C F(A) para cada A C X.

Solucién. Primero supongamos que F es continua. Sea 2 € A, entonces
existe a, € A tal que a, — z. Por la continuidad de F' se tiene que

F(A) > F(an) = F(x), entonces x € F'(A). Por lo tanto F(A) C F(A).

Demostremos el reciproco. Para ello supongamos que F'(A)
cumple para cada A C X. Sean B C Y cerrado (B=B)y A
entonces

F(F-1(B)) c F(F-1(B)) = B = B.

Resulta que cada elemento de F~1(B) se transforma en B bajo F', es decir
pertenece a F'~1(B), por lo tanto F~1(B) = F~1(B). Luego la imagen
inversa bajo F de cada conjunto cerrado es un conjunto cerrado. Y por el

ejercicio anterior esta propiedad implica la continuidad de F'.

Demuestre que la funcién || - || sobre L(E, F') es una norma y que
|Al = nf{C > 0:Vz € E;||A(z)||r < C|z|l£}-
Sugerencia. La norma definida como

[All = sup [[A(z)llr

llzlle<1

es un caso particular de una norma en el espacio de aplicaciones acotadas,
solo que no se calcula en el dominio entero sino solo sobre la bola unitaria.
Sea

D=mf{C>0:Vz € E,||A(z)||lr <C|z|g}

Es claro que el nimero D satisface la desigualdad || A(z)||r < D||z||g para
todo x € E. Tomando el supremo del valor del lado izquierdo sobre la bola
ungtaria de obtiene que ||A|| < D. La misma definicion de la norma || Al
implica que para cada x© # 0 en E se cumple que ||A(m)||p < || 4|l de

donde || A(2)||r < ||All|lx]|g. Por lo tanto D < ||All. Y asi la igualdad
D = ||A|| estd probada.

i, Averigue si la propiedad “ser acotado” es invariante bajo homeomorfis-
mos?

Sugerencia. Consulte la solucion del Ejercicio 3.7.

¢ Demuestre que el cuadrante {(z,y) € R? : 2 > 0, y > 0} y el conjunto
{(z,y) €eR?: (z —1)2+ 4% <2, (z+1)? + y* < 2} son homeomorfos.

Solucion. Existen muchos homeomorfismos entre estos espacios. Una for-
ma elegante de construir uno de ellos se basa en la teoria de funciones
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analiticas 6 mas exactamente en las transformaciones de Mcébius. Vamos
a aprovechar la estructura compleja que existe en el plano escribiendo el
elemento (z,y) € R? = C como z = z + 4y. Para una matriz no singular

A= zg tal que ¢ # 0 definimos la transformacién de Mé&bius del
plano como
malz) = az+b
AT e rd

El dominio de esta aplicacién es igual a C\ {5} y en este dominio la
aplicacion es obviamente continua. Cuando z tiende a —§ el valor [m4(z)|
tiende al infinito. De las transformaciones de M&bius se sabe que transfor-
man el conjunto de lineas rectas y circulos en si mismos. En otras palabras,
si C' es una recta 6 un circulo, m4(C) es también una recta o un circu-
lo. De este punto de vista una recta en R? es un circulo que pasa por
“el punto en infinito”.

El conjunto A = {(z,y) e R?: (z —1)? +¢y> <2, (z+1)* +y? < 2}
tiene como frontera dos arcos que se intersectan en los puntos v/2i y —/2i
y que pasan por los puntos 1 y —1, respectivamente. Vamos a buscar la
transformacién de Mdbius que envia el punto v/2i al infinito y transforma
el punto —4/2i en cero. La transformacién

24+ /2i
z—\/ii

satisface ambas condiciones. Las circunferencias que forman la frontera
de la regiéon A se transforman en dos rectas que pasan por el punto 0 y
m(l) = V2 = 11 4 2V2i) y m(-1) = = = (1 - 2v/2i),
ademds m(0) = —1. El conjunto m(A) esta entonces contenido en el semi-
plano izquierdo entre los semiejes que parten de cero y pasan por los

puntos —1 + 2v/2i y —1 — 2v/2i, respectivamente. Si definimos

m(z) =

f(2) = (=1 =2v2i)m(z)

obtenemos como imagen f(A) a la regién entre el semieje real positivo
y el semieje que pasa por el punto —7 + 41/2i. Si a es el argumento de
—7+4+/2i, definimos finalmente el homeomorfismo buscado por la férmula:

$(z) = ((1 - 2@@)?\‘%) .

Sean FE, F' espacios normados sobre el campo R y F: E — F una apli-
caci6n continua y aditiva, es decir, F(z + y) = F(z) + F(y). Demuestre
que F' es lineal.
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Sugerencia. Para tener la linealdad nos falta unicamente la propiedad
F(tx) = tF(x) para todo v € E yt € R. Para cada n € N, usando la
aditividad de la funcion tenemos que:

de donde F(tz) = LF(z). También para cada m € Z se sigue por el
mismo argumento que F(rx) = " F(x). Ya hemos probado que para ca-
da q € Q se cumple F(qx) = qF(z). Ahora es tiempo de aprovechar la
continuidad de la aplicacion F. Para t € R escogemos una aproximacion
Q> g =t y obtenemos F(tx) = F(lim;_,o qjz) = .... El resto del ejer-

cto se le deja al lector.

¢ Sean (E,| -||) un espacio normado sobre un campo K (=R 6 C) y
¢: E — K una funcién lineal no identicamente nula. Demuestre que ¢ es
continua si y sélo si Ker ¢ no es denso en E.

Solucién. Existe un elemento de y € F tal que ¢(y) # 0. Para x € F
arbitrario se cumple
w(y)

es decir x — %y € Kery para cada z € E. Cada elemento x de E se
descompone en forma tnica como x = ty + h, donde t € K, h € Ker ¢.
El espacio E tiene la forma de suma directa E = Ky + Ker ¢. El kernel
de una funcién lineal es de codimensién 1. Si ¢ es una funcién continua,
Ker ¢ es un conjunto cerrado como imagen inversa del conjunto cerrado

{0} y por lo tanto no es denso en E.

Ahora supongamos que F # Ker . Sea y € Ker¢ \ Ker ¢. Tenemos en-
tonces p(y) # 0 y por las observaciones hechas al principio se tiene que
E = Ker = Ky + Ker¢ lo cual es una contradiccién demostrando que
Ker ¢ = Ker . Acabamos de probar que Ker ¢ # E implica que Ker ¢ es
cerrado en E.

El espacio cociente E/Ker ¢ es un espacio normado de dimensién 1 y la
aplicacién p: E 3 © — [z] € E/Kerg es continua. La funcién ¢ sobre
E/Ker ¢ definida por la férmula ¢([z]) = ¢(z) estd bién definida y es lin-
eal entre dos espacios de dimensién uno. Por consiguiente ¢ es una funcion
continua.

Obtenemos que ¢ = ¢ o p demuestra la continuidad de ¢ como de la su-
posicién de dos aplicaciones continuas. As{ hemos probado que si Ker ¢
no es denso en E entonces ¢ es continua. El mismo resultado se puede
formular de la siguiente manera:
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Una aplicacién lineal sobre un espacio normado es discontinua si y sélo si su
kernel es denso en el dominio.

4 Sean (X, d) un espacio métrico y ug un punto arbitrario en X. Para x,
u € X sea f,(x) = d(x,u) — d(z,up). Demuestre que f, es una funcién
acotada, continua sobre X y que la aplicaciéon X > u — f,, € BC(X) es
una isometria.

Solucién. La continuidad de la funcién f, es clara, pues la distancia es
una funcién continua (vea Ejemplo 6.3). Por la Proposicién 1.2 sabemos
que |fu(x)| < d(u,up), por lo cual f,, € BC(X). Queda por probar que la
aplicacién X 5 u — f, € CB(X) es isométrica, es decir

||fu - vaOO = sup |fu(33) - fv($)| = d(u, U)-
reX
Calculamos:

[fu(z) = fo(@)| = ld(z,u) — d(z,uo) — (d(z,v) — d(z, uo)|
= ‘d(xau) - d(:L'7U)|
< d(u,v),

nuevamente por Proposicién 1.2. En los puntos * = v y en x = v la
funcién |d(x,u) — d(x,v)| alcanza el valor deseado d(u,v).

4 Demuestre el Teorema 2.11 aplicando el resultado del ejercicio anterior.

Solucién El Teorema 2.11 dice que cada espacio métrico X se inserta
isométricamente en un espacio completo el cual forma un subconjunto
denso.

Al resolver el Ejercicio 6.20 hemos construido (sin mucho esfuerzo) una
inyeccién isométrica ¢: X — BC(X). Este espacio es completo, entonces
la cerradura de ¢(X) en BC(X) es la completacién buscada.

Nota: Inmediatamente surge la pregunta de porque en el Capitulo 2
hemos usado una demostraciéon tan larga y complicada en lugar de la
que acabamos de hacer en media péagina. La respuesta es muy sencilla.
Uno de los casos més importantes de la completacion es la construccién
de los ntimeros reales como la completacién del campo de los racionales.
Para este fin no sirve la ultima demostracién en la cual se aprovecha la
completez del eje real.

Este momento es buena oportunidad para darse cuenta de la exepcional
importancia de los ntimeros reales en el andlisis. Tal vez el hecho de que
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cada espacio métrico estd contenido en el espacio BC(X) no es tan sor-
prendente, pero segun teorema de Banach y Mazur (1932) cada espacio
métrico seprable se sumerge isométricamente en el espacio C|0, 1] de fun-
ciones continuas sobre el intervalo [0, 1]. Después de “crear” un enorme
mundo de todos los espacios métricos (separables) de repente constata-
mos que todo este “cosmos” ya existié dentro de un espacio tan sencillo
como él de C0, 1] conocido de los cursos del calculo. No se puede evitar
la comparacion con el caso de los fractales...

¢ Sean D = {(z,y) € R? : ||(z,9)||* = 2% + y* < 1} el disco unitario en
el plano, E = C'B(R?) el espacio de funciones continuas acotadas sobre el
plano provisto de la norma || - ||oc y F = {f € E : f|p = 0}. Encuentre
una isometrfa lineal entre el espacio cociente E/F y el espacio C(D).

Solucién. Sea A(f) = f|g5. Si A(f) = 0, la funcién f se anula en el disco,
entonces f € F. Cada funcién continua g que se anula dentro del disco, es
nula en el disco cerrado. Tenemos entonces la igualdad ker A = F'. Asi la
definicién A([f]) = A(f) es correcta. El operador A: E/F — C(D) es
lineal é inyectivo. Vamos a probar que A es suprayectivo. Para g € C(D)
debemos encontrar una funcién continua acotada tal que f|; = g. Existen
teoremas generales sobre las extensiones continuas de funciones continuas
(Teorema de Tietze), pero en nuesto caso podemos construir tal extensién
en forma muy sencilla. Sea

gl@), el <1,
E(g)(a) =
gl llall > 1.

Fuera del disco la funcién £(g) es constante sobre cada rayo que parte
de la circunferencia. La funcién £(g) es continua, acotada y satisface que
A(E(g)) = g. Ademés se cumple la férmula

sup |€(g)(a)| = sup |g(a)].
aER? aeD

La ultima observacién es importante para probar que A es una isometria.
La norma en el espacio cociente en nuestro caso es

1111 = fnt sup 1(F + )a)],

por lo cual [|[f]|| < supgere |(f)(a)]. La funcién hg = E(A(f)) — f es un
elemento del subespacio F' (que se anula sobre el disco). Se cumple que

(LAl < sup [f + hol(a)| = sup [E(A(f))| = sup |f(a)| = [[A(f)l|oo-
acR? acR? ach

Para cada h que se anula sobre D tenemos
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sup |(f + h)(a)| = sup |(f)(a),
a€R? acD

de donde se sigue tomando el infimo con respacto a h € F' que:

A= A oo

Asf las dltimas dos desigualdades implican que ||[f]]| = [|A(f)|loo-

Sean X, Y espacios métricos. Una aplicacién continua f: X — Y es
abierta si para cada O C X abierto f(O) es abierto. Demuestre que si X
es de 2% categoria en si mismo y f: X — Y es abierto, entonces Y es de
2% categoria en si mismo.

Sugerencia. Supongamos que C,, es una familia de conjuntos cerrados en
Y tales que Y = |J,cn Cn. Debemos probar que uno de los conjuntos
C,, tiene interior no vacio. Los conjuntos f~1(C,) son cerrados en X y
cubren el espacio X. Si X es de 2% categoria, existe n, tal que Int Cy,, # (.
Ahora llega el momento de aprovechar el hecho de que f es una aplicacion
abierta.

4 Sean C'([a,b]) el espacio de funciones sobre [a,b] que tienen derivada
continua y

d(f,g) = sup |f(z) —g(@)|+ |f'(z) - g (2)|.

z€la,b]

Investigue la continuidad de la aplicacién T': C([a, b]) — C*([a, b]) cuando
L (Tf)(w) = [ f(t)sen (z — t)dt,
2. (Tf)(x) = [, fA(t)dt.

Solucién. 1. La métrica en el espacio C'([a,b]) estd relacionada con la
norma

IfIl="sup [f(z)]+]f ()l
z€(a,b]
Para obtener el valor |[(T'f)| tenemos que calcular la derivada de la
funcién T'f. Como recordamos del curso del célculo para derivar una
funcién de este tipo debemos introducir una funcién de dos variables
F(xz,y) = [ f(t)sen(y — t)dt y entonces se cumple que

(Tf) (x) = (,%F(x,x) + (%F(a:,x)

Asf por el Teorema Fundamental del Cdlculo %F(x, y) = f(x)sen(y — x).
La segunda derivada parcial es la derivada de una integral a un parametro
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y tiene valora— = [T ) gsen —t))dt = [ f(t)cos(y — t)dt.

De tal manera que
"(z) = / f(t) cos(z — t)dt.

En este caso el operador T es lineal, entonces su continuidad en todas
partes equivale a la continuidad en cero. Calculamos:

I7f = sup | [0+ / 2) cos(z — )|
z€la,b]
§2(b—a) sup |f(2)] = 2(b— a)[| flloc-
z€la,b]

Este operador es continuo como operador del espacio C([a,b]) sobre el
espacio C*([a, b]).

2. En este caso (T'f)(x) = f?(x) por el Teorema Fundamental del Célculo.
El operador no es lineal, entonces calculamos

b

d(Tf,Tg)= sup | [ (f(z)—g(x))*dt]

z€la,b] a
< (b—a) sup (f—g)*(x) < (b—a)( sup |f—gl(x))”
z€la,b] z€la,b]
= (b—a)llf — gll-

Por lo tanto, esta desigualdad demuestra la continuidad de la aplicacién

T: C([a,b]) — C*([a,b]).

Espacios compactos

1. Describe los conjuntos compactos en un espacio dotado de la métrica
discreta.

Sugerencia. Si en un espacio de métrica discreta X disponemos de un
numero infinito de elementos, podemos construir en X una sucesion en la
cual ningun elemeno se repite. Tal sucesion no tiene ninguna subsucesion
convergente. 5Conclusion?

2. Construya en R un conjunto numerable y compacto con un nimero infinito
de puntos de acumulacion.

Sugerencia. El ejemplo sencillo de un conjunto infinito compacto en R es
C ={0}U{L : n € N}. Este conjunto tiene un solo punto de acumulacion
en cero. Si construimos C1 = CU (14 C), obtenemos un conjunto con dos
puntos de acumulacion. Sigue asi...
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3. Construya una cubierta abierta del intervalo [0,1) que no tenga ninguna
subcubierta finita.

Sugerencia. Agregando el punto 1 al intervalo [0,1) obtenemos un con-
junto compacto, y sequn el Teorema de Borel cada cubierta abierta de un
compacto tiene una subcubierta finita. Construyendo una cubierta con las
propiedades deseadas tenemos que aprovechar la falta del punto 1 en nue-
stro conjunto. Sean [0,1) 3 x, /1 y O, = [0,2,). §Que tiene que ver
esta familia de conjuntos con nuestro problema?

4. Demuestre que el producto cartesiano de dos conjuntos totalmente acota-
dos es totalmente acotado. Use esto tdltimo para probar que un conjunto
acotado en R” es totalmente acotado.

Sugerencia. En el producto cartesiano de los espacios (X,dx), (Y,dy)
usamos la métrica

d/((x7y)7 (u7v)) = dX(x7u) + dY(yav)'

Siparae > dado, tenemos que X = 37| B(xj,¢/2), Y = 33,1, B(yk,¢/2),
demuestre que
{(zj,yr): 1 <j<n,1<k<m}

es una e-red para el producto X xY. Extiende este resultado a un producto
Xy x -+ x X,. En el caso de un subconjunto A acotado en R™ aproveche
el hecho de que A es un subconjunto de un producto que tiene la forma
[a1,b1] X -+ X [an, by], recordando también que en R™ todas las normas
son equivalentes.

5. Demuestre que la relacién ~ definida en la seccién 4 entre las normas en
un espacio vectorial E es una relaciéon de equivalencia.

Sugerencia. La relacidn ~ entre dos normas ||-| y || - || se tiene cuando

existen constantes A, B > 0 tales que para © € E cualquiera
Allz|| < [[z]|" < Bfj=]|.

A primera vista se puede dudar si esta relacion es simétrica. Sin embargo,
st se cumplen las dos igualdades, tenemos también que

1 1
Slal < ol <

entonces la simetria si tiene lugar. La transitividad también se demuestra
facilmente.
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Demuestre que en cada espacio normado (R¥,| - ||) una sucesién a, =
(aniy ..., ank) converge siy sélo si para cada j la sucesién numeérica (b,,) =

(an;) converge.

Sugerencia. El Teorema 7.23 afirma que en un espacio vectorial de di-
mension finita todas las normas son equivalentes. La equivalencia de las
normas significa que una sucesion convergente en una norma sigue siendo
convergente en cualquier otra norma. Por lo tanto es suficiente demostrar
el hecho que mos interesa utilizando la norma mds conveniente. Use la
norma euclidiana.

Demuestre que cada subespacio vectorial en un espacio normado de di-
mensién finita es cerrado.

Sugerencia. Por el Teorema 7.26 sabemos que cada operador lineal entre
dos espacios normados de dimension finita es continuo. Si E es un espacio
normado de dimensionn y F' C E es un subespacio vectorial de dimension
k, podemos construir el espacio cociente E/F el cual tiene dimension
n — k. Por la misma definicion del espacio cociente existe el operador
lineal A: E — F, cuyo kernel es exactamenye el espacio F'. Este operador
es continuo, por lo tanto F = A~Y(0) es un subespacio cerrado como
imagen tnversa de un conjunto cerrado bajo una aplicacion continua. Si
esta demostracion le parece demasiado complicada puede buscar otra. Hay
muchas formas de demostrar este hecho.

Sean (E, ||-1]), (F,]|-]|) espacios normados y A: E — F un operador lineal.
Demuestre que, si E es de dimensién finita, entonces A es continuo.

Sugerencia. Este hecho estd probado como el Teorema 7.26 en el ca-
so cuando ambos espacios son de dimension finita. Sin embargo, incluso
cuando dim F = oo, el subespacio F' = A(E) C F es un espacio normado
de dimension finita. Aplique el Teorema 7.26 al operador A tratado como
operador de E en F’.

¢ Demuestre que para cada conjunto A totalmente acotado en un espa-
cio normado (E, || - ||) la cdscara convexa conv(A) es también totalmente
acotada.

Soluciéon. En Proposicién 1.22 hemos obtenido la descripcién de la

céscara conv(A) como del conjunto combinaciones convexas de elemen-
. k k

tos de A, es decir vectores de forma: } ., t;a;, donde > 0 t; =1y

ademas los coeficientes t; son no negativos.

Si A es un conjunto acotado, entonces conv(A) es también acotado, pues
si suponemos que ||a]| < C para todo a € A obtenemos que
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k k k
1Y tiall < tillagll <> ;0 =C.
j=1 j=1 j=1

Por la definicién de un conjunto acotado (resp. totalmente acotado) se
observa que si A C E; C E donde A es un subconjunto acotado (resp.
totalmente acotado) en Ep, entonces es A también acotado (totalmente
acotado) en E. En un espacio normado de dimensién finita un conjunto es
totalmente acotado si y sélo si es acotado. Un conjunto finito en un espa-
cio normado tiene cdscara convexa totalmente acotada. En efecto, para un
conjunto finito {a1,...,any} C E, la cdscara convexa conv({ay,...,an})
pertenece al subespacio de domensién finita F; C E generado por estos
vectores y en este espacio su cascara es totalmente acotada. Pero esto
implica que la cdscara es totalmente acotada también como subconjunto
de E.

Volvamos al caso general de un conjunto A totalmente acotado en un
espacio normado E. Para ¢ > 0, sea R = {aj,...,an} una e-red de ele-
mentos de A. El conjunto conv(R) es totalmente acotado en E y existe
una e-red {z1,...,2a} de conv(R). Vamos a probar que el mismo con-
junto {x1,...,xp} es una 2e-red para A. Sea u = Zle tju; € conv(A).

k

Para cada j existe a;; € R tal que [la;; —uj| <e. Seaa =37,

Tenemos entonces un elemento a € conv(R) que satisface

k k k
lu—all = 1Yty = ai, || <D tylluy —ai, | <Yty =
=1 j=1 i=1

Por otro lado existe z,, € R tal que ||a — 2| < €. Por consiguiente

tjai]..

[ = 2mll < flu—al +[la = zm] < 2.

Hemos probado que para cada e existen {1, ...,z } C conv(A) tales que
M
conv(A) C U B(xm, 2¢).
m=1

Por lo tanto, la cdscara conv(A) es totalmente acotada.

4 Sea A un conjunto compacto en un espacio de Banach E. Demuestre
que conv(A) es un conjunto compacto.

Solucién. Por el Corolario 7.11 en un espacio completo cada conjunto
cerrado y totalmente acotado es compacto. En el problema anterior hemos
probado que conv(A) es un conjunto totalmente acotado. Para probar que
su cerradura es compacta basta observar que la cerradura de un conjunto
totalmente acotado sigue siendo totalmente acotada.
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¢ Supongamos que en el espacio métrico X cada subconjunto infinito tiene
un punto de acumulaciéon. Demuestre que X es compacto.

Solucién. Sean (z,) una sucesién en X y Y = {z,}°2;. Si este conjunto
es finito, la sucesion contiene una subsucesion constante que obviamente
es convergente en X. Si el conjunto Y es infinito, existe por nuestra su-
posiciéon z € X que es un punto de acumulacién de Y. Para cada k € N
existe z,, # = tal que d(z,,,z) < 1. La subsucesién (z,, ) converge a z.
El espacio X es compacto.

Sean X, Y espacios métricos. Una aplicacién ¢: X — Y se llama abierta
si para todo conjunto O C X su imagen ¢(O) es abierta. Demuestre que
cada funcién continua y abierta f: R — R es monotona.

Sugerencia. Sea f: R — R una funcion abierta, continua y no mondtona.
Una funcion abierta no puede ser constante. Supongamos que para algunos
z, y € R se cumple que f(x) < f(y). Si para algin z > y tenemos f(z) <
f), la funcion alcanza en el intervalo [z, z] su mdzimo M que es mayor
que f(x) y f(2). sEs abierto el conjunto f((x,z))? Asi la contradiccion
obtenida demuestra que la funcion es mondtona creciente. Si en principio
tenemos que x <y con f(x) > f(y), en forma andloga probamos que f es
mondtona decreciente.

Espacios conexos

1.

Sea E un subespacio vectorial de dimensién n — 1 en R™. Demuestre que
R™\ E es disconexo.

Sugerencia. Consideramos el espacio R™ con su estructura natural eu-
clidiana. Cada subespacio vectorial E es cerrado y la proyeccion natural
p: R" =5 R"/E es continua. Si dimE =n—1 se tiene que dimR"/E =1
y p(R™\ E) =R\ {0} que es un conjunto disconexo. Entonces R™ \ E es
disconexo, puesto que las aplicaciones continuas conservan la conexidad
de conjuntos.

Demuestre que un espacio métrico X es conexo si y sélo si para cada par
de puntos x, y € X existe un conjunto conexo C' C X tal que z, y € C.

Sugerencia. Si el espacio es conexo, obviamente cumple esta condicion
con C = X para cualquier par de puntos x, y € X. Para probar la impli-
cacion inversa supongamos que un espacio X que cumple dicha condicion
es disconexo con la descomposicion X = O1UO2 en dos conjuntoa abiertos,
disjuntos no triviales. Toma x € O1, y € O2 y sea C' el conjunto conexo
que contiene a ambos puntos. Su descomposicion C = (O1NC)U (02N C)
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contradice la conexidad de C, entonces X tiene que ser conexo.

. Sea €' C X un conjunto conexo en un espacio métrico. Demuestre que C'
€s conexo.

Sugerencia. Supongamos que C es disconezo y que C = O U O,, donde
01,0, son abiertos en C y no vacios. Sean O; = O; N C, i = 1,2, los
conjuntos O; son abiertos. ¢ Es posible que uno de ellos sea vacio ?. Luego
la contradiccion estd lista.

. Sea {A}aca una familia de conjuntos conexos en un espacio métrico X.
Supongamos que para cada par ai, as € A se cumple A,, N Ay, # 0.

Demuestre que | aeA A, es conjunto conexo.

Sugerencia. Supongamos nuevamente que el conjunto | o Aa es dis-
conezxo y se descompone en O U Oy con O;, i = 1,2 abiertos disjuntos,
no vacios. Observe que por la conexidad de cada componente, para cada
a € A el conjunto A, esta en Oy o estd en Oy. Ahora es facil encontrar
la contradiccion con el hecho de que Ay, N An, # 0 para cada par ai,
as € A.

. Sea f: R — (—1,1) una funcién continua. Supongamos que

Iim f(z)=-1 y lim f(z)=1.

T——00 T—00
Demuestre que f es suprayectiva.

Sugerencia. FEl eje real es conexo y la funcion f es continua, entonces
f(R) es un subconjunto conexo en (—1,1). Todos los conjuntos conexos en
R tienen la forma de un intervalo. Encuentre los extremos del intervalo

f(R).

. #Sea A={r eR: 1< |z| <2}. Sea

lz —yl, si xy > 0,
d(z,y) =
|z| + Jy| —2, sizy<O.

Demostrar que el espacio (4, d) es conexo.
Solucién. El conjunto A es la unién de los intervalos:
A=[-2-1U(1,2].

Dentro de cada intervalo la métrica coincide con la métrica natural de R,
entonces ambos intervalos con la métrica d son conexos. Si O1, Oy son
conjuntos abiertos y A = O7 U Oa, las intersecciones U; = O; N [—2, —1],
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1 = 1,2 son conjuntos abiertos en [—2, —1] y U; UUs = [-2, —1], entonces
por la conexidad del intervalo uno de los conjuntos, digamos Us es vacio.
Por lo tanto [-2,—1] € O1 y O2 C (1,2]. La bola centrada en —1 y de
radio r en A esigual a (—1—r,—1]U(1, 1+r). El conjunto O; es abierto en
A entonces contiene un intervalo (1, 1+7r) para algtin > 0. As{ obtenemos
que (1,2] = (01 N (1,2]) UOy y sabemos que O N (1,2] # 0. Por lo tanto
O3 = (). Luego el espacio A es conexo.

Demuestre que el conjunto
S={(z,y,2): 2> +y*+2° =1, 2 >0}

€S conexo.

Sugerencia. Hay muchas formas de demostrarlo. La semiesfera es una
union de “meridianos” que se intersectan en el “polo norte”.

4 Demostrar que en R™ cada conjunto abierto y conexo es conexo por
arcos.

Solucién. Sean O C R™ un conjunto abierto y conexo y zg € O. Deno-
tamos por D el conjunto de puntos de O que se pueden unir con xy por
medio de una curva continua:

D={z€0:3,€C(0,1],0), 7(0) = zq, 7,(1) = z}.

Para x € D existe r > 0 tal que B(z,r) C O, pues O es abierto. Dado
y € B(z,r), construimos una curva que una xo con y de la siguiente

manera:
vz (21), 0<t<i,

'Yy(t) =
(2-2t)z+ (2t —1)y, 3<t<1.

Esta curva es continua, ya que en cada uno de intervalos es continua y el
final del primer tramo coincide con el inicio del segundo. De tal manera
vemos que si z € D, entonces B(x,r) C D. Hemos probado que el conjunto
D es abierto. Ahora supongamos que existe yo € O \ D. Nuevamente
podemos encontrar 7’ > 0 tal que B(yg, ') C O. Siy € B(yo,r') yy € D,
entonces de la misma manera como arriba podemos unir ¥y con xy usando
primero la curva v desde xg hasta y y el segmento lineal que une y con yq.
Esto es una contradiccién, la cual demuestra que B(yo,r’) C O\ D. Por
lo que O\ D es también un conjunto abierto. Sin embargo, O es conexo,
y como D # () obtenemos que D = O, lo cual termina la demostracién.

Investigue la conexidad del espacio R con la métrica
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‘JJ - y‘? r—y S Q7
d(z,y) =
2, en otros casos.

Sugerencia. Demuestre que el conjunto Q es abierto y cerrado en el
espacio (R,d). Para este fin describe B(xz,1) cuando x € Q y cuando

r € Q°.

Investigue la conexidad del espacio R? con la métrica

|71 — 2], Y1 = Y2,
d((xhyl)ﬂ(xQuy?)) =
|z1| + 22| + ly1 —val, 1 # 2.

Sugerencia. Se trata de la “métrica del bosque”. Acuerdese de su inter-
pretacion geométrica y demuestre que este espacio €s COMeTo por arcos.

Sea X un espacio métrico y para z, y, z € X sean 71, v2 € C([0,
curvas continuas tales que v1(0) = z, y1(1) = 1%(0) = y, 72(1)
Construya una curva continua « tal que v(0) =z y y(1) = =.

1], X)

Sugerencia. Aproveche la construction usada en la demostracion anteri-
or.

Un espacio métrico se llama localmente conexo si cada punto del espacio
tiene una vecindad conexa. Demuestre que cada espacio conexo y local-
mente conexo es Conexo por arcos.

Sugerencia. Observe que la demostracion del Problema 7 de esta seccion
usa exactamente la conexidad local del espacio R™, entonces se adapta
perfectamente al caso general.

Sean X un espacio métrico y A C X un conjunto tal que Int(A) # 0,
y Int(A¢) # 0. Si a € Int(A) y b € Int(A¢), demuestre que cada curva
continua que une a con b se intersecta con la frontera de A.

Sugerencia. Supongamos lo contrario. Recuerde que

X = AUInt(A) UInt(A°).
Si una curva continua c: [a,b] — X une un punto x € Int(A) con

y € Int(A€) y no se intersecta con la frontera A podemos descomponer
el intervalo [a,b] en O1 = {t € [a,b] : ¢(t) € Int(A)} y O2 = {t € [a, ] :
c(t) € Int(A°)}. Lo cual es una contradiccion. sPor qué?.
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14. Sea A un conjunto conexo en un espacio métrico. jEs conexo el conjunto
Int(A)?

Sugerencia. Considere el conjunto

{(z,y) eR?: (x+ 1)+t <1} U{(z,y) €R*: (z — 1) +¢* < 1}.

15. Sea C' C R? un conjunto numerable. ;Es conexo el conjunto R? \ C?

Sugerencia. Tome en cuenta dos ejemplos:
1

A=R?*\Q* y B=R\{(=,0): neN}.
n

Demuestre que A es disconexo y que B es conexo.

16. 4 Investigue la conexidad del conjunto
A=(Q° xQU(QxQ°) CR?

Solucién. La diagonal A = {(z,z) € R* : z € R} es un subconjunto
cerrado en R? que no se intersecta con A. Su complemento es un conjunto
abierto y disconexo con la descomposicion A€ = Dy U Dy, donde

Di={(wy) Rz <y} v Ds={(a,y) €R?: x>y}

Asf obtenemos que A = (AND1)U(AND;), la cual es una descomposicién
en partes abiertas, no vacias. Por lo tanto el conjunto A no es conexo.

17. ¢ Investigue la conexidad del conjunto
B= (Q@°xQ)U(Q@xQ)cR.

Solucién. Supongamos que B = O U O4, donde O;, i = 1,2 es abierto
en B, no vacio. El conjunto Q x Q es denso en RZ, entonces es denso en
B. Los conjuntos O; N (Q x Q), i = 1,2 son no vacios. Sean

a=(z,y) €01N(Q@xQ) v b=(s,t) €02N(Q x Q).
El segmento en R? que une los puntos a y b tiene la forma
I(t) = (tx + (1 — t)u,ty + (1 —t)v), dondet € [0, 1].

Las coordenadas x, ¥y, u, v son racionales entonces para t € Q tenemos
I(t) e QxQ C Byparat € Q° x Q° se cumple I(t) € Q° x Q° € B. El
segmento esta totalmente contenido en B. Considerando

T,={te0,1]: I(t) € O1}, i=1,2

obtenemos la descomposicién del intervalo [0,1] en dos conjuntos no
vacios, abiertos lo cual es una contradiccién, pues el intervalo es conexo.
La contardicciéon demuestra que el conjunto B es conexo.
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Teorema de Ascoli

1. Sean X, Y espacios métricos. Para cada x € X definimos la aplicaciéon
dz: BC(X,Y) =Y por §,(f) = f(x).
a. Demuestre que §, es una aplicaciéon continua.
b. Sea F C BC(X,Y). Demuestre que F es una familia equicontinua en
xg € X siy solo si la aplicacion

X 3z — 6,|Fr € BO(F,Y)

es continua en xg.
c. Muestre que si F es uniformemente equicontinua, entonces dicha apli-
cacion es uniformemente continua.

Sugerencia.
a. La convergencia uniforme implica la convergencia puntual.

b. Directo por la definicion escribimos que significa que la familia F es
equicontinua en xg € X :

Ve>036>0Vf€EF, dx(y,z0) <6 = dy(f(y), f(zo)) <e.

Ahora afirmamos en forma explicita que la aplicacion X o x — 0,|F €
BC(F,Y) es continua en xo:

Ve>036>0Vdx(y,z0) <9 supdy(f(y), f(zo)) <e.
fer

sAcaso no es lo mismo?

c. En ambos casos agregando el adjetivo “uniformemente” decimos que
la misma § > 0 sirve para todo xg.

2. ¢ Sea F C BC(X,Y) una familia equicontinua. Sea
U={zeX: {f(x): f e F} estotalmente acotado}.

Muestre que U es un conjunto abierto y cerrado en X. Supongamos que
U # (. Muestre que para X compacto y conexo, la familia F es totalmente
acotada.

Solucién. Dado = € U, existe una § red del conjunto {f(z) : f € F},
la cual tiene la forma {f;j(z) : 1 < j < N}, donde f; € F. Ahora, la
equicontinuidad de la familia F en el punto x significa que existe 6 > 0
tal que dx(z,y) < § implica que dy(f(z), f(y)) < /3 para cualquier
feF. Sean f € FyjeN tal que dy(f(z), fj(x)) < e. Asi obtenemos

que:
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dy (f(y), f3 () < dy (f(y), f(2))+dy (f(2), f;(2)) +dy (f;(2), f;(y)) <e.

De esta manera hemos probado que, six € U y dx(x,y) < 0, entonces y €
U, es decir el conjunto U es abierto. Ahora vamos a ver que U es cerrado,
pues su complemento es abierto. Dado v € U€, existe un € > 0 para el
cual el conjunto {f(v) : f € F} no tiene ninguna ¢ - red. Sin embargo la
familia F es equicontinua en el punto v y existe r > 0 tal que dy (v,u) < r
implica que dy (f(v), f(u)) < &/3, f € F. Si el conjunto {f(u) : f € F}
tuviera una /3 - red, por el mismo célculo que hicimos arriba, tuvieramos
una ¢ red en v, que es una contradiccién. Asi, hemos probado que U€ es
abierto y que U es cerrado. Suponiendo que el conjunto X es conexo y
U # 0, obtenemos que U = X. Si ademds X es compacto, por el Teorema
9.4 la familia es uniformemente continua y asi la Proposicién 9.9 afirma
que F es una familia totalmente acotada.

Sean V un conjunto abierto y acotado en Ry k(-,-) € BC(V x V). Deno-

tamos por K al operador integral definido sobre CB(V') por:
Kf(e) = [ b))y,
%

Demuestre que K(B(0,1)) es un conjunto totalmente acotado en CB(U).

Sugerencia. Observe que es conveniente aplicar la Proposicion 9.9 a la
familia F = K(B(0,1)). La parte esencial de la demostracion es verificar
que la familia es equicontinua. La funcidon k(-,-) es continua en un dominio
compacto entonces es uniformemente continua. Sea § > 0 tal que

Ve—uP+—vP < = [|k(e,y) - k(uv)| <e.

Calculamos para f € K(B(0,1)):

K f(z) — Kf(u)| =

L (k) — K, ) f () dy

\%4

< /V () — K, ) |dy

<e /Jiy,
\%

cuando |x — u| < d. Por lo tanto la familia F es equicontinua.

Sea X = {0, %, %, ... }. Utilizando Teorema de Ascoli describe los conjun-
tos compactos en BC(X).

Sugerencia. Fl espacio X tiene un solo punto que no es aislado y ca-
da elemento f € C(X) se puede identificar con una sucesidn convergente
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ap = f(%) tal que f(0) = lim,,—,o a,,. Cada familia de funciones F es
equicontinua en los puntos aislados, entonces la equicontinuidad uniforme
es asequrada si F es equicontinua en cero. Por Teorema de Ascoli la fa-
milia F es compacta si y sélo si es cerrada, acotada y equicontinua en
cero.

5. Para X = {0,%,% ...} demuestre que el conjunto

199 3
{feCX):|f(x)] < |xf}
es compacto.

Sugerencia. Use el resultado del ejercicio anterior.

Teorema de Stone-Weierstrass

1. Encuentre una subélgebra de Coo(R) que separe los puntos de R y cuyos
elementos se anulen en cero.

Sugerencia. El espacio C(R) consta de funciones continuas que tienden
a cero en el infinito. Sea

A= {p(az)e_‘””z : p — un polinomio, a > 0}.

El espacio A es un dlgebra. La funciion ze~ % es impar entonces separa
los puntos de signos diferentes y separa cero de los demds puntos. Es
suficiente probar que cada par de dos puntos positivos se puede separar
por un elemento de A. Solo queda por probar que para x # y positivos
existe un polinomio p tal que p(:r)e*‘w2 # p(y)e™ V.

2. Demuestre que el espacio vectorial de las funciones p(x)e_a29”2, donde p
es un polinomio y a € R es un nimero fijo, es denso en C (R).

Sugerencia. Utilize el resultado del ejercicio anterior y el Teorema 10.11.

3. Sea f € C[a,b]. Demuestre que si para todo n = 0,1,2,... se tiene que
fab t"f(t)dt = 0, entonces f = 0.
Sugerencia. Por el Teorema de Weierstrass existe una sucesion de poli-
nomios p, — f uniformemente. Por lo tanto p, f — f2 también uniforme-

mente. La suposicion itmplica que para cada polinomio f: pn(x) f(x)dx =
0. sEntonces?
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Una funcién f sobre R se dice periodica con periodo a si para todo z € R se
tiene f(x+a) = f(x). Demueste que cada funcién continua periodica con
periodo 27 se puede aproximar uniformemente por combinaciones lineales
de las funciones 1, sennz, cosnx, n € N.

Sugerencia. Sea P el espacio de las funciones complejas, continuas y
periodicas de periodo 2w sobre R. A cada f € P le corresponde una
unica funcion f sobre la circunferencia unitaria S C C dada por la
formula f(eix) = f(x). La operacion P > [ — fe C(S,C) es un
homomorfismo de dlgebras. Observa que esta aplicacion es biyectiva.
Ademds sup|,— 1f(2)| = sup,ep |f(x)| entonces se trata de un isomor-
fismo isométrico de dlgebras.

El espacio C(S,C) es un dlgebra compleja completa con respecto a la nor-
ma ||-|lec- Sea A el espacio vectorial de combinaciones lineales de funciones
sobre S de la forma e, (z) = 2", donde n € Z. El espacio A contiene a
las funciones constantes, separa los puntos de S y es cerrada con respecto
a la conjugacion compleja, pues €, = e_,.. Por el Teorema de Stone-
Weierstrass en su version compleja, el dlgebra A es densa en C(S,C). Por
lo tanto cada funcion f € C(S,C) se puede aprozimar uniformemente por
funciones de la forma

g=0_pé_g+a_gt1€6_gy1+---+a_1e_1+ap+aier+ -+ amem.

Asi por la férmula de De Moivre e, (") = €™ = cos nx +isennx, obten-
emos que

g(e'®) = Z ap(cosnx + isennx).
—k<n<m

La aplicacion f — f es una isometria, entonces ||g— flloe < & implica que

sup
zeR

flx) — Z an(cosnz + isennzx| < €.
—k<n<m

Demuestre que cada funcién periédica continua es acotada e uniforme-
mente continua.

Sugerencia. Utilize la aplicacion f — f definida en la sugerencia ante-
7407

Demuestre que cada funcién continua sobre el disco unitario D C C se
puede aproximar uniformemente por funciones de la forma P(z,Z%), donde
P es un polinomio de dos variables.

Sugerencia. Solo queda probar que el conjunto de funciones de esta forma
es un dlgebra que satisface las suposiciones de el Teorema 10.6.
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. Demuestre que los polinomios de forma P(z) no son densos en C(D).

Sugerencia. Busque un funcional lineal continuo que no es nulo sobre el
espacio CB(D) pero se anula sobre las funciones 2™, n=1,2,....

. Demuestre que el espacio C (R) es separable.

Sugerencia. Aproveche el hecho probado en Ejercicio 2 de esta seccion y
siga las ideas de la demostracion del Teorema 10.7.

Formule y demuestre las versiones complejas de los teoremas de la dltima
seccién.

Sugerencia. La formulacion es la siguiente

Teorema 11.1 Sea (K, d) un espacio métrico compacto. El espacio C(K, C)
es separable.

Cada funcion f € C(K,C) se puede representar como f = f1 +1ifa, donde
f1, fo € C(K). Sabemos que el espacio C(K) es separable. SiC C C(K) es
un subconjunto numerable y denso, entonces C +iC' es denso en C(K,C)
y obviamente es numerable.

El mismo argumento funciona para demostrar las versiones complejas de
los Teoremas 10.8 y 10.11.

Sean X, Y espacios métricos compactos y A el conjunto de funciones sobre
X x Y de la forma

N
Fla) = 3 @il

donde ¢; € C(X), ¥; € C(Y). Demuestre que A es denso en C(x X Y').

Sugerencia. Se trata de una aplicacion directa del Teorema de Stone-
Weierstrass. Esta familia de funciones es una dlgebra, contiene a la fun-
cion 1. Es suficiente demostrar que la familia separa los puntos del pro-
ducto X X Y. Para este fin, dados (x,y) # (u,v) tenemos x # u 6 u # v
entonces es suficiente aprovechar el hecho de que C(X) y C(Y) separan
los puntos de su dominio.

Demuestre que el espacio Coo(R) es cerrado en BC(R).

Sugerencia. i f,, € Coo(R) y frn — f, entonces la funcidn f es continua
y acotada, pues BC(R) es un espacio completo. Queda por probar que
lim, o0 f(2) =0. Dado &€ > 0 existe n € N tal que

sup [f(z) = fu(@)| <e.

z€R
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Por otro lado existe y € R tal que

sup |fn(z)| <e,
o2yl

pues [, € Coo(R). Falta poco para concluir que

sup |f(z)] <e.
o=yl

Demuestre el Lema 10.10.

Sugerencia. La afirmacion se deduce de inmediato de la observacion de
que la aplicacion p: B(X) > f — fo¢ € B(Y) es una isometria. En
efecto,

I o6 = sup|£ o 6(u)| = sup | £(6(e))| = sup |£(a)] = 1]
yey yey zeX
ya que ¢ es suprayectiva.

Observe que si la aplicacion ¥ no es suprayectiva, entonces no tiene que
ser isométrica, sin embargo por la misma estimacion ||f o ¢|| < ||f|l, en-
tonces la convergencia uniforme en B(X) implica que la convergencia uni-
forme en B(Y).

Demuestre que para cada espacio o-compacto X, la funcién D(-, ) definida
al final del capitulo es una métrica en el espacio C'(X) y que la conver-
gencia en esta métrica coincide con la convergencia casi uniforme.

Sugerencia. Sea X = |J,,cy Kn, donde la familia {K,} es creciente y
consta de conjuntos compactos. En la solucion de ejercicio 5 del Capitulo
8 hemos probado que la métrica

If = 9glln = sup |f(z) —g(z)|

zeK,
sobre C(K,,) es equivalente a la métrica

||f_g||n )
L+ f = glln

Cada suma finita —_
2T T -l

lo y pasando al limite N — oo se concluye que D(f,g) satisface también
la desigualdad del tridngulo.

satisface la desigualdad del triangu-

Si dos funciones continuas [ y g satisfacen que D(f,g) = 0 se sigue que
flk, = glk, para cada n € N. La simetria de la funcién D es obvia,
asi que D es una métrica.
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La condicion D(fn, f) — 0, equivale a que || fn — flln — 0 para cada n,
que es exactamente la convergencia casi uniforme de la sucesion (fy,) a f.

¢ Formule y demuestre la versién vectorial del Teorema de Weierstrass
para el espacio C'(K,R™), donde K es un subconjunto compacto de R y
finalmente f = g.

Solucién. Cada funcién continua sobre K valuada en R™ tiene la forma
F(z) = (fi(x),..., fm(x)), donde las funciones f;, j = 1,2,...,m son
continuas. Por el teorema de Weierstrass clasico para cada e > 0y 1 <
J < m existen polinomios p; de grado r; tales que

sup |f;(z) — pj(2)] <e.
rxeK

Sea r = max{ry,...,r;}. Cada uno de los polinomios p; se puede repre-
sentar por

r
pi(x) = apa”,
k=0

donde los coeficientes a, son nimeros reales. Sean a; = (@1, - - -, Gmk) €
R™ y p la funcién valuada en R™ dada por

p(z) = Z apz”.
k=0

A una funcién de esta forma, la llamamos polinomio con coeficientes vec-
toriales. Asi obtenemos la siguiente estimacion.

m

IF = plloo = sup |F(z) —pll = sup | D (f;(x) — p;(2))* | <m?3e.
TEK zeK

j=1
Luego hemos probado el siguiente teorema.

Teorema de Weierstrass vectorial.

Sea K C R™ un conjunto compacto. Cada aplicacién F € C(K,R)
puede aproximarse por polinomios de valores vectoriales uniformemente
sobre K.






Referencias

[B] R. G. Bartle, The elements of real analysis, J. Wiley, 1964.
[Br] H. Brezis, Andlisis funcional. Teoria y aplicaciones, Alianza Ed., 1984.
[G] F. Galaz Fontes, Introduccién al andlisis matemético, UAM - Iztapalapa, (1992)

[JW] J. M. Jedrzejewski, W. Wilczyriski, Przestrzenie metruczne w zadaniach,
Wydawnictwo Uniwersytetu Lédzkiego, 1.6dz, 1999.

[KF] A. Kolmogorov, S. Fomin, Introductory real analysis, Prentice-Hall, Engle-
wood Cliffs, 1970.

[E] R. Engelking, General Topology, Polish Scientific Publishers, Warszawa, 1977.

[PS] W. Pusz, A. Strasburger, Zbiér zadani z analizy matematycznej, Uniwersytet
Warszawski, 1982.

[R] H. L. Royden, Real analysis, Macmillan, 1963.
[Ru] W. Rudin, Principios de andlisis Matemé&tico, Mc Graw-Hill, 1966.

[S] A. Soltysiak, Analiza Matematyczna, Wydawnictwo Naukowe UAM, Pozna,
2000.

[So] A. Soltysiak, Notas, Informacién privada.

[St] K. R. Stromberg, An introduction to classical real analysis, Wadswort Inc.
Belmont, 1981.

[T] V. Tkachuk, Curso bésico de topologia general, Ed. UAM Iztapalapa, 1999.

[WD] A. Wawrzyriczyk, J. Delgado, Introduccién al Andlisis, Ed. UAM - Iztapala-
pa, 1993.



176 Referencias
[Z] F. Zaldivar, Fundamentos de &lgebra, UAM, FCE, 2005.

[Y] K. Yosida, Functional analysis, Springer Verlag, 1968.



Indice alfabético

Algebra de funciones, 101
Aplicacion
acotada, 6
continua, 61
isométrica, 24
uniformemente continua, 66

Bola
B(z,r), 3

Céscara

convexa, 11
Cerradura de un conjunto, 41
Componente Conexa, 92
Conexo, 89

por arcos, 90
Conjunto

a lo mas numerable, 53

abierto, 32

acotado, 3

cerrado, 39

convexo, 11

de 1° categorfa, 51
Cubierta abierta, 57

Denso

conjunto, 24

en ninguna parte, 51
Desigualdad

del tridngulo, 2

177

Espacio

B(C,X), 6
BC(X,Y), 63
compacto, 75

dual, 69

Meétrico, 1

métrico completo, 21
normado, 8
separable, 55

Familia equicontinua, 95
Frontera, 47

Homeomorfismos, 65

Interior

de un conjunto, 37

Lema de Dini, 83

Métrica

De la convergencia uniforme, 6
Discreta, 3

Euclideana, 3

Social, 4

Norma

equivalentes, 84

Operador

continuo, 86



178  INDICE ALFABETICO

Teorema
operador Bolzano-Weierstrass, 76
lineal, 68 Borel, 80
Punto de Ascoli, 98
aislado, 40 de Baire, 49
de acumulacién, 40 de Baire de Categorias, 51

de Lindelof, 58

Subcubierta, 57 Heine-Borel, 77

Sucesién, 7

Cauchy, 19 Montel, 101
convergente, 13 Stone-Weierstrass, 106
Sucesiones Topologia del Espacio (X, d), 38

acotadas, 7 Totalmente acotado, 78





