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Prefacio

El aprendizaje es uno de los aspectos mds importantes en la vida de los pueblos. Las maneras
de llevarlo a cabo conforman los procesos educativos vigentes en cada cultura. En la actualidad, la
incorporacion a la vida occidental ejerce una presién hegemonica invisible sobre las manifestaciones
culturales de otras civilizaciones que alguna vez fueron auténomas y que actualmente han venido a
estar subsumidas en la civilizacién occidental. Los procesos educativos son una parte importantisima
de las manifestaciones culturales sujetas a la mencionada presién hegemonica, de tal manera que,
generalmente, no se nos ocurre siquiera preguntarnos si podria haber otras formas de aprender
y otros posibles significados de los aprendizajes, posiblemente mds armoénicos con el gusto por
la creacién, por el descubrimiento, por el conocimiento y por el disfrute de nuestra realizacién
como seres humanos. Es desde la educacion y desde la canalizacién de los flujos de riqueza, como
la civilizacién occidental va transformando en Unica, la manera de crear culturas y comprender
la vida. Sobre todo, cuando la mayoria de los seres humanos la consideramos como si fuera la
Unica civilizacién existente, que se contrapone a "la barbarie", nombrando asi a todo lo que no
es parte de la civilizacién occidental, mejor dicho, a todo lo que no se comprende desde los
canones dictados por la civilizacién occidental, acerca de otras formas de conocimiento de las
civilizaciones atin existentes en la actualidad. Sin embargo, dicha civilizacién occidental se ha
nutrido y sigue nutriéndose de las civilizaciones originarias, desde sus inicios en la Grecia clasica
hasta la actualidad, como puede ser reconocido si cada una de las civilizaciones es apreciada en su
originalidad y grandeza'.

Parece que lentamente nos movemos hacia la construccién de una civilizacién planetaria,
que deberia ser generada desde una “equidad civilizatoria", es decir, desde una participacién
igualitaria y respetuosa de todas las civilizaciones que siguen presentes en el mundo, aprendiendo
de cada una de ellas, sus hdbitos que mas dignifican al ser humano. Para hacer realidad esta equidad
civilizatoria, la evolucion de una civilizacién planetaria deberia mostrar preferencia por incorporar la
diversidad de formas y sentidos del vivir como seres humanos, que se han dado en las tlacanemilistin
originarias?, especialmente en aquellas que han sido diezmadas por la crueldad y el exterminio de

!Por ejemplo James Poskett (2022) describe las influencias de varias civilizaciones en el desarrollo la ciencia.
2Tlacanemilistli es una palabra nahuatl que significa el modo o la forma de vivir como seres humanos, lo cual equivale
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los procesos “civilizatorios, como ha ocurrido principalmente a las tlacanemilistin del Andhuac,
de Abya Yala y de Africa, desde la invasién europea a nuestro continente de Abyanahuac?, durante
el siglo X VI, y contintia hasta la actualidad con diversos procesos colonizadores.

Con una chispa de esperanza para lograr la equidad civilizatoria podemos ver cdmo, ain
con cierta ambigiiedad, las teorfas de la complejidad* van extendiendo el pensamiento cientifico
hacia su encuentro con otros modos de sabiduria que le son accesibles, cuando deja de erigirse
soberbiamente en la inica medida de toda sabiduria.

Esta reflexion sobre la formacion de una civilizacién planetaria sirve como un marco referen-
cial, que asocia significado y sentido a los cambios que produce el ser humano, estamos viviendo
las crisis simultdneas de multiples procesos de cambios civilizatorios, que requieren la adapta-
cién de las formas de ensefianza-aprendizaje, para responder a multiples cambios ambientales,
tan profundos como los representados por la reciente pandemia. Asi, profesores y estudiantes
nos incorporamos a esfuerzos de comunicacion inesperados, muchas veces intentando convertir
procesos informativos en procesos formativos, con muy diversos resultados y muy significativas
experiencias. En la universidad, se hace muy importante elegir cuidadosamente y bajo un conjunto
de criterios colegiados, los cursos presenciales que mayor formacién puedan aportar al estudiantado,
para redisefiarlos y aprovechar al mdximo las experiencias elegidas para que los grupos realicen
verdaderas transformaciones a comunidades de aprendizaje. Es en esta direccién en la cual me
gustaria que este texto pudiera contribuir, para generar oportunidades de ampliar y profundizar
discusiones que conecten los aspectos tedricos con los aspectos experimentales de la mecanica
de fluidos, desde y para el estudiantado, en comunidad con los profesores y los técnicos de los
laboratorios.

No es posible convertir los procesos informativos en procesos formativos, pues cada uno tiene
su propio dmbito y propdsito, y mas que una transformacion entre estos procesos, necesitamos abrir
las posibilidades de incorporar la educacién virtual en los procesos del intercambio de reflexiones y
experiencias, para transformar la informacién en conocimiento, dos términos que algunos usan
como sinénimos, inadvertidamente, pero que son radicalmente distintos: 1a informacién se codifica
en la memoria de los sistemas de informacidn y en las bibliotecas, y es necesario aprender claves y
estrategias para acceder a ella. Esto configura los procesos informativos. Los procesos cognitivos,
en cambio, son procesos formativos o educativos, requieren de sujetos mucho més participativos
e importantes; requieren de comunidades decididas a transformarse a si mismas. Los procesos
cognitivos transforman a su sujeto, y a la vez objeto, la comunidad de aprendizaje, porque no es
el individuo el sujeto fundamental del proceso educativo, sino la comunidad, la que se transforma
al llevar a cabo este proceso.

Generar comunidades educativas en torno de cuerpos concretos de conocimientos, tal

con ventajas a la palabra civilizacion, que se deriva de la voz latina civis=ciudad, porque ésta dltima limita el sentido de
civilizacion al ambito urbano, en oposicion a lo rural, que el eurocentrismo considera como lo primitivo y lo barbaro, sin
reconocer que hay diversas maneras de humanizarnos, devenir seres humanos, que constituyen el sentido de cada una de
las tlacanemilistin (plural de tlacanemilistli).

De acuerdo con lo expresado, por ejemplo, por Miguel Ledn Portilla, 1980, hay seis civilizaciones o tlacanemilistin
originarias, que son la Bantu (Egipto), la Babilénica (Irdn), la India, la China, la del Andhuac (Mesoamérica) y la del
Abya Yala (Sudamérica).

3El nombre de Abyanahuac, ha sido sugerido por Guillermo Marin (https://youtu.be/aigymkPIXDk, consultada el
27 de mayo de 2023) y surge de una conjuncién de dos palabras: el vocablo Abya, de la lengua kuna, de Panama, que
significa en pleno florecimiento, y de Andhuac, del ndhuatl, que significa lo situado entre las aguas, para nombrar a todo
nuestro continente, mal llamado América. También, en lengua aimara, podemos llamarlo Amaru Pacha, que significa la
gran serpiente de tierra, al referirse a la enorme cordillera que recorre el continente, desde los Andes, en la Tierra del
Fuego, hasta Alaska. Finalmente, este continente también puede nombrarse como Ixachilan = inmensidad.

“El trabajo de Edgar Morin destaca entre estas teorfas por su extensién a muchos campos del conocimiento occidental.
Otros enfoques al estudio del pensamiento complejo son la teoria general de los sistemas, iniciada por Ludwig Bertalanfty
desde los sistemas bioldgicos, asi como la sistematizacion lograda por Niklas Luhmann, en los sistemas de la sociologia
y el derecho. Ver una referencia seleccionada de cada uno de ellos en la bibliograffa.
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podria ser el objetivo educativo de los cursos presenciales en la universidad. En estos cursos, que a la
par con la integracidon de conocimientos curriculares, se trabaje sistematicamente en una educacién
que a partir de la observacién cuidadosa y reflexiva de los hechos, que a partir de la discusién de
pares que permita profundizar tanto en la informacién como en los significados, y también a partir
de la confrontacién de diversas teorias que pretenden dar cuenta de las observaciones, se haga
realidad comparar semejanzas, encontrar patrones, evaluar significados, proponer explicaciones
y explorar posibilidades diversas de significacién y resignificacion, ejercitando la flexibilidad del
pensamiento y la adaptacion a una diversidad de contextos.

Al pensar el proceso educativo como un proceso que llevan a cabo comunidades de aprendizaje,
es decir, al emprender el proceso de humanizarnos juntos, quiero aportar en estas notas algunas
ideas que han surgido de promover la discusion y la reflexién, en grupos de trabajo formados por
estudiantes que toman los cursos de laboratorio de mecanica de fluidos. Hay una variedad de
formas que han sido ttiles para promover el aprendizaje y me gustaria mencionar algunos ejemplos,
que no son otra cosa que el relato del ejercicio con el cual hemos ido descubriendo y construyendo
nuestro propio conocimiento, ya que cada grupo es diferente y genera sus propias posibilidades,
que al final, quedan representadas por las discusiones y acciones de las cuales estas notas dan
testimonio. Algunos grupos son muy agudos en las discusiones y generan 4mbitos de observacién y
reflexién que permiten arriesgarnos a probar diversos cambios. Los limites son indicados por la
seguridad de los participantes, la conservacion y el incremento de nuestro acervo de instrumentos y
experiencias y las posibilidades econdémicas que requieren los cambios propuestos, con miras al
cumplimiento de los programas de estudio de la carrera, que deben revisarse con frecuencia, bajo
criterios que nos permitan la critica del eurocentrismo.

Asi es como han surgido algunas de las practicas, como la de utilizar el viscosimetro de
Brookfield para determinar los pardmetros reoldgicos de harinas de maiz, pues lo tradicional en esta
préctica ha sido usar el viscosimetro para medir los pardmetros de shampu, catsup o mayonesa. Sin
embargo, al proponer al grupo trabajar con algliin material nuevo, surgié de inmediato la propuesta
de las harinas de maiz, que resulté ser un desafio, pues lo es el tema, ya por si mismo, pero lo fue
mads para las limitaciones de un laboratorio de docencia, que s6lo cuenta con viscosimetros muy
elementales. Con nuestros instrumentos, hemos podido llegar a ver que las suspensiones cercanas
al 52 % de concentracién presentan un comportamiento posiblemente viscoeldstico, el cual ya no
puede ser representado matemdticamente por el modelo del fluido newtoniano generalizado (FNG),
y ya no puede ser determinado con un viscosimetro que requiere operar en el régimen estacionario.
Sin embargo, las concentraciones entre un 48 % y alrededor del 51 % si pueden modelarse como
FNG, cuyos pardmetros son funciones de la concentracién, pero no del tiempo, a temperatura
constante. La colaboracién de los diversos equipos de trabajo experimental permite, al conjuntar los
resultados de todos ellos, cada uno trabajando con una concentracion distinta, elaborar las gréficas
del comportamiento del material, representado por el cambio de los valores de los mencionados
pardmetros en funcién de la concentracién.

La estrategia de distribuir las composiciones de las mezclas entre los equipos de trabajo experi-
mental y conjuntar resultados permiti6, ademads, encontrar el comportamiento de la viscosidad con
respecto a la concentracién en mezclas liquidas binarias (agua-etilenglicol y agua-glicerol) usando
viscosimetros capilares. También pudimos explorar algunos puntos de viscosidad de soluciones
ternarias (agua-etilenglicol-glicerol), aunque no hemos abarcado extensivamente mezclas liquidas
mads viscosas, pues se requieren viscosimetros de tamafios adecuados para mezclas de etilenglicol-
glicerol, sin embargo, la continuidad de este trabajo permitiria explorar la representacion de la
viscosidad de soluciones ternarias parecidas a las mencionadas, en gréficas de base triangular, para
la concentracién de las componentes del sistema ternario, y abordar posteriormente la elaboracién
de correlaciones para la estimacion de la viscosidad de mezclas liquidas basada, en mayor o menor
grado, en métodos de la termodindmica clasica y estadistica. Este objetivo implica la colaboracién
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de la diversidad de grupos que cursan este laboratorio a través del tiempo, y configura una de las
caracteristicas de las comunidades de aprendizaje, a las que me he referido tres parrafos arriba,
al proponer que formemos comunidades de aprendizaje en torno de cuerpos concretos de conoci-
mientos. Esta caracteristica estd asociada a la permanencia de las comunidades de aprendizaje a
través del tiempo; permanencia basada en la continuidad del trabajo de desarrollo de conocimientos
y procedimientos propios, que genera resultados también propios.

El libro que tienes en tus manos, o en la pantalla de tu computadora, no es un libro de texto que
deba estudiarse de forma secuencial, pues reconozco que muchos y muy buenos libros de texto de
mecénica de fluidos se han escrito y que cada quien elabora sus preferencias y comprende mejor
las discusiones en algunos textos que en otros, aunque no tan cabalmente como cuando ocurre
el intercambio de ideas y puntos de vista, estando en el contacto directo con las experiencias
propias y de los otros acerca de los flujos. En cuanto a la notacidén, me he adaptado en todo lo
posible a la de Bird, Stewart y Lightfoot, en su segunda edicién en espaiiol, de 2006. Este libro
es un clasico de la literatura de la ingenieria quimica, cuya primera edicién, de 1960, marc6 un
hito en la estructura de esta carrera, aglutinando en el tratamiento sistemadtico de los fenémenos
de transporte, las principales bases metodolégicas de la transformacion fisica de los materiales.
También serd nuestra principal referencia y se denotard simplemente como "el Bird".

Hay una variedad de excelentes y muy buenos libros de mecénica de fluidos, que presentan los
contenidos tedéricos desde una de las siguientes alternativas: por una parte, aquellos que al iniciar
proponen principios de balance y conservacién en los instrumentos o dispositivos de flujo, tomados
en su integridad. Estos aplican balances postulados que reconocen la existencia de cantidades
totales, como el flujo mésico, el caudal volumétrico, el 4rea de la superficie transversal al flujo
o de la superficie s6lida que lo limita y que ejerce una fuerza de resistencia al mismo, etc. Todas
estas cantidades se aplican al instrumento o dispositivo de flujo en su totalidad y son cantidades
que no se asocian localmente a un punto especifico del instrumento, son cantidades no-locales.
Otros libros de texto exploran una alternativa, pues inician por el movimiento y las fuerzas sobre
una particula muy pequeiia de fluido, aunque con un gran nimero de moléculas, de manera que
todavia es posible asociarle propiedades termodindmicas y mecdanicas, tales como la densidad, la
velocidad de flujo, la temperatura y la presion. La existencia de dicha particula material de fluido
estd ligada con dos hipétesis fundamentales de la mecanica de fluidos: la hipétesis del continuo y la
hipotesis del equilibrio local, las cuales se aplican a cualquier particula material, también llamada
cuerpo puntual de fluido. Este cuerpo puntual es una porcion muy pequeiia de fluido, digamos el
que ocupa el volumen de un cubo que tiene 1um de lado, el cual se localiza en alguna posicion que
cambia en el curso del tiempo, conforme se desplaza el fluido. Mientras en estos tltimos textos
los balances toman la forma de ecuaciones diferenciales parciales (EDP), cuya solucién requiere
de condiciones iniciales (CI) y condiciones a la frontera (CF) adecuadas, los balances postulados
son, a lo sumo, ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) en una variable independiente: el tiempo,
durante las etapas transitorias, y ecuaciones algebrdicas en el régimen de operacién estacionario,
que relacionan las variables no-locales, representativas de los flujos.

La formacién tedrica de la mecanica de fluidos estd suficientemente atendida, por textos
tales como el ya mencionado Fendmenos de Transporte, de Bird, Stewart y Lightfoot y varios
otros, muy conocidos entre las referencias de la ingenieria quimica, como Geankoplis, Whitaker
y Slattery, entre otros. Nuestro enfoque persigue la conexién de los aspectos tedricos, tratados
previa o simultdneamente en un curso basico de mecdnica de fluidos, con las observaciones y
el enriquecimiento de las experiencias. No se trata de un manual de practicas de laboratorio,
aunque también se han desarrollado los procedimientos seguidos en tales manuales, como parte
de las operaciones necesarias para obtener resultados experimentales significativos, que pueden
ser comparados con resultados previos. Sin embargo, a diferencia de los manuales de pricticas, se
procura incidir en la reflexion sobre las consideraciones de las teorias aplicadas, tanto como sobre el



17

significado de las mediciones realizadas con sentido critico, para proponer los cambios necesarios
que mejoren las capacidades de representacion de los modelos y las condiciones experimentales por
ellos representadas. Esto se logra al proponer los objetivos de la realizacién de las experiencias, que
comprendan la elaboracion de ecuaciones de trabajo, a partir de los principios de conservacion y
de balance, los cuales se simplifican para obtener relaciones significativas que pueden ser puestas a
prueba con las experiencias en el laboratorio.

Las posibilidades de conectar los contenidos teérico-conceptuales de la mecanica de fluidos
con el mundo empirico-observacional de las realizaciones en el laboratorio, tiene aspectos que
corresponden al interés de cada estudiante, asi como aspectos colectivos que corresponden al
desempeiio colaborativo de cada grupo, incluido el profesor y el personal técnico del laborato-
rio. Esta afirmacién es importante, pues incide directamente en el caracter del aprendizaje que
deseamos promover, que es entendido aqui como la generacion, la extension y la precision de
los significados relativos a una disciplina, en nuestro caso, la mecanica de fluidos. Lo que esta
afirmacion indica es que el aprendizaje tiene, no solamente una dimension individual sino, una
dimension social que es la que principalmente se desarrollard con el trabajo colaborativo del grupo.

En este texto deseo aportar elementos para la integracion de conocimientos de la mecanica
de fluidos en las comunidades de aprendizaje. Los temas corresponden a un curso tedrico basico
que se supone ha sido ya estudiado. Por esta razén no propongo un desarrollo lineal, sino la
posibilidad de multiples miradas que fortalezcan la relacion de unos temas con otros, aunque
siempre alrededor de los ejes principales del tema que se trata.

El texto estd dividido en tres partes: la primera son los Contenidos, que inicia con un plan-
teamiento general de los dos enfoques de la mecdnica de fluidos: el tratamiento local, con sus
principales temas que se establecen alrededor de los valores del nimero de Reynolds, y el trata-
miento integral, que puede surgir por integracion de los balances locales o puede ser postulado.
El segundo capitulo trata sobre las familias de modelos que pueden describir la realizacién de
un flujo y su comparacién con las determinaciones experimentales, que lleva a conclusiones en
cuanto a las posibilidades de representacion de una variedad de modelos, que se pueden generar
de acuerdo a la profundidad de los conocimientos sobre el tema. El énfasis del tercer capitulo
es sobre la estimacion de los tiempos caracteristicos de los transportes de masa y de momentum,
que son la base del desarrollo de los modelos cuasi-estacionarios, que se proponen en el cuarto
capitulo. En el quinto capitulo se revisa el modelamiento de los fluidos newtonianos generalizados
(FNG), a partir de su expresion tensorial, para generar el pardmetro de rapidez de deformacién y
el pardmetro de esfuerzos viscosos, que son escalares representativos de las normas (o el tamafo)
de las cantidades expresadas por ellos. Se propone la relacién de comportamiento de los FNG, en
términos de dichos pardmetros y se resuelve el caso transitorio de una placa plana que se pone
subitamente en movimiento a velocidad constante, deslizdndose tangencialmente. Finalmente,
se explora como encontrar los valores de los pardmetros del FNG a partir de mediciones de la
viscosidad efectiva, el parametro de esfuerzos y el de rapidez de deformacién. El capitulo sexto
aborda la teoria de la capa limite, incluyendo el desarrollo de las ecuaciones de la capa limite a
partir del estudio de 6rdenes de magnitud de los términos, dentro de la capa limite, su integracién
para obtener la ecuacién de von Kdrmén, para finalmente encontrar soluciones aproximadas, supo-
niendo perfiles polinomiales de la velocidad, conocidas como el método de Karman-Pohlhaussen.
También se proponen las ecuaciones de Blasius que dan lugar a su solucién numérica, la cual se
propone como ejercicio. El tratamiento fenomenolédgico de los flujos turbulentos se discute en
el septimo capitulo, incluyendo su surgimiento en la capa limite, a partir de la limitacion de la
disipacion viscosa cuando la energia cinética se incrementa mas alld de los limites que pueden
soportar los flujos laminares. Luego se define la velocidad de flujo turbulento como la suma de
un valor promedio mds su fluctuacién instantdnea, para llegar a las ecuaciones de Reynolds para
el flyjo turbulento. Se proponen los principios de la teoria de la longitud de mezcla de Prandtl,
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para estimar los esfuerzos de Reynolds y se aplica la expresiéon de Prandtl para resolver el flujo
turbulento en un tubo, simplificando las ecuaciones a dos casos limite asintéticos: cerca y lejos de
la pared. Los procesos de mezclado y agitacion se relacionan ampliamente con la ocurrencia de los
flujos turbulentos y el uso de potencia externa, y se tratan en el octavo capitulo. En el capitulo
noveno se define el vector de potencia local de flujo, cuya divergencia es equivalente al flujo local
de trabajo realizado por cada fuerza sobre la superficie de un cuerpo puntual, se muestra que puede
descomponerse en dos términos, uno de rapidez de trabajo debido a fuerzas conservativas mds
otro de disipacién, que representa la migracién del movimiento local a la escala molecular, es
decir, a energia interna que se manifiesta como incrementos de la temperatura o cambios de fase.
Se analiza la disipacion del trabajo viscoso para un flujo laminar incompresible en un tubo, para
encontrar la relacion entre la disipacion viscosa y el coeficiente de friccion en el tubo. Finalmente se
extiende el concepto de coeficiente de rozamiento o friccidén con relacién a las pérdidas de presién
en tuberias y accesorios, asi como en la capa limite de una pared plana. El funcionamiento ciclico
de las bombas de ariete es complejo, pero su fabricacién y operacién son muy sencillas e ilustran
los conceptos de la transformacion de la energia, por lo que es muy valioso abordar su discusién, en
el décimo capitulo, considerando algunos elementos importantes en su funcionamiento, como son
la compresibilidad y el golpe de ariete. Finalmente, el flujo alrededor de una esfera es la base de
muchos procedimientos de cdlculo de operaciones unitarias y procesos de separacion de fases con
una o varias fases dispersas. Estas operaciones de separacién se tratan en el capitulo undécimo
al desarrollar los métodos de las separaciones mecdnicas usadas en la industria, que resultan en
una sintesis de las operaciones unitarias de naturaleza mecdnica, las cuales se analizan desde sus
semejanzas y diferencias conceptuales.

La segunda parte del texto trata de los Instrumentos del laboratorio. Cada uno de sus siete
capitulos corresponde a un instrumento, el cual es descrito verbalmente y representado en imagenes;
se indica el procedimiento normal para su correcta operacién y después se describren los principios
fisicos de su funcionamiento, para dirigir la atencién hacia los aspectos que deben considerarse
importantes al elaborar sus modelos. En la cuarta seccién de cada uno de los capitulos de esta
segunda parte, se elaboran algunos objetivos que pueden ser establecidos, a manera de ejemplo,
como guias para la realizacion de experiencias que fortalecen el aprendizaje. En general, los
objetivos quedan abiertos a la observacion y a la imaginacién del o de la docente y deberian ser
complementados por la agudeza y las necesidades de la comunidad de aprendizaje, como parte de su
aportacion a las siguientes generaciones del estudiantado. El capitulo décimo séptimo incluye una
seccién de Construccion; se trata de construir una bomba de ariete, lo cual brinda la oportunidad
de identificar y utilizar accesorios usados en las redes de tuberias, ensamblarlos correctamente para
lograr la transformacion de la energia en sus diversas manifestaciones, como energia potencial,
cinética e intrinseca, que son los términos de la ecuacién de Bernoulli, para realizar el trabajo de
elevar agua a una altura superior a su nivel de alimentacion, sin utilizar el trabajo realizado por
alguna fuente externa.

La tercera parte del texto son los Métodos. Consta de cuatro capitulos que apoyan aspectos
informativos y formales del aprendizaje de la mecanica de fluidos. El capitulo décimo noveno trata
del nivel y la calidad del aprendizaje significativo, que es aquel aprendizaje que mayor formacién
puede aportar; incluye la elaboracién de mapas conceptuales y diagramas de flujo. En el vigésimo
capitulo estudiamos los estimados de cantidades medidas experimentalmente, analizamos las
incertidumbres inherentes a la medicion, determinamos las cifras significativas de conjuntos de
mediciones y la forma apropiada de reportar las cantidades medidas, asi como los valores de los
pardmetros y constantes de los modelos que se usan en las predicciones, de acuerdo con una teoria
0 un ajuste empirico a un modelo matematico. La organizacién de los proyectos experimentales
se trata en el capitulo vigésimo primero, con una parte medular que consiste en la representacion
tedrica del flujo por medio de un modelo, el cual conduce a obtener las ecuaciones de trabajo que
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informan sobre las cantidades que se deben medir, ya sean variables o pardmetros y las que se deben
obtener de la informacion disponible sobre el tema. Finalmente en el capitulo vigésimo segundo
se relata una manera de organizar y presentar los resultados en un reporte que implica trabajo
teodrico y experimental. Habia considerado que el dltimo capitulo estuviera relacionado con la
seguridad en el laboratorio. Un escrito que cubre el tépico con creces es un manual desarrollado
por la Sociedad Americana de Quimica, al cual referimos al lector interesado, y sobre todo, a toda
persona que emprenda la tarea de realizar algunas actividades pricticas para la integracion de sus
conocimientos.

San Baltazar Tetela, 16 de febrero de 2023,
vigésimo séptimo aniversario de la firma de los Acuerdos de San Andrés Larrainzar,
que siguen esperando su cumplimiento por parte de los gobiernos mexicanos.
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1.1

1. La mecdnica de fluidos y los fenédmenos de transporte

Intfroduccién

Los fluidos siempre nos han maravillado: el jugueteo del agua escurriendo entre las rocas para
aparecer aguas abajo en algiin remanso o en las filtraciones de una caverna, el sonido del viento
vibrando entre los dedos y los émbolos de un saxofén o el aterrador anuncio de un posible tsunami
siguiendo al hundimiento del piso ocednico, asi como los efectos relajantes al contemplar los peces
en sus danzas hidrodindmicas, deslizdndose mientras el aire burbujea suavemente oxigenando
el agua de la pecera, son s6lo algunos ejemplos de la diversidad e importancia de los fluidos
y de su comportamiento. Esta fascinaciéon ha guiado la reflexién de muchas mentes en las mas
diversas culturas, para ir desarrollando conocimientos, conceptos y metaforas, y para ir proponiendo
relaciones entre elementos importantes, que influyen en los movimientos de los fluidos. Aprender a
convivir con los fluidos y encauzar sus flujos de acuerdo con las necesidades de los grupos humanos
ha sido un enorme aliciente para indagar la naturaleza de los flujos expuestos a una diversidad de
situaciones.

La sistematizacién del estudio de los fluidos y sus movimientos (los flujos) se ha consolidado
en una disciplina sustentada cientificamente por los principios de la fisica: la mecanica de fluidos.
La biisqueda de sus principios viene desde Arquimedes, quien desarroll6 los principios de la
hidrostdtica en su escrito “Sobre los cuerpos flotantes".

La segunda parte del titulo de este capitulo, los fenémenos de transporte, se refiere al trata-
miento unificado de la mecénica de fluidos, considerada desde el punto de vista de la transferencia
de cantidad de movimiento, momentum o impetu, junto con otros fendmenos de transporte
como la transferencia de energia térmica y la transferencia de masa de materiales con varios
componentes o especies quimicas. El los fendmenos de transporte se puede también considerar
los flujos de materiales i6nicos en campos eléctricos y los flujos de fluidos electromagnéticos en
campos magnetohidrodindmicos.

Los fenémenos de transporte son una de las bases mas importantes para la ingenieria quimica,
asi como para otras ingenierias que se han formado posteriormente, alrededor de la fabricacion de
nuevos materiales, tanto bioquimicos como bioldgicos y poliméricos. La conceptualizacion de los
fenémenos de transporte se ha llevado a cabo en el Siglo XX, en concordancia con el desarrollo
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y la sistematizacion de la ingenieria quimica por su lado y de la teoria clasica de los campos,
por el lado de la fisica cldsica. Los fenémenos de transporte obtuvieron su completa identidad en
1960 con el libro Transport Phenomena de Bird, Stewart y Lightfoot y simultdneamente con el
capitulo Theory of Clasical Fields de Truesdell y Toupin en el Handbuch der Physik. Este capitulo
es un tratado de la teoria general de los fendmenos de transporte, que ha permeado el interés de los
circulos de la ingenieria quimica en menor amplitud.

Los fenémenos de transporte comprenden dos niveles de aplicacion relacionados con el objeto
de estudio. Asi, en el transporte del impetu, desarrollamos descripciones que se aplican a movimien-
tos locales e instantdneos de cualquier porcién infinitesimal de fluido, a la cual llamamos particula
material o cuerpo puntual de fluido, cuya definicidn y tamafio precisamos en la subseccién 1.2.2.
El flujo es el movimiento del fluido, pensado como un conjunto innumerable de dichas particulas
materiales, que conforman la corriente de bulto del mismo fluido. Esto nos conduce a describir
el movimiento de cualquier particula material de fluido en variables locales e instantdneas, es
decir, definidas para todo punto en el espacio y en el tiempo de trabajo, en la forma de ecuaciones
diferenciales parciales, dependientes del punto en el espacio que ocupa la particula material y del
instante de tiempo que transcurre. Este enfoque se conoce como de balances locales.

Otras descripciones se aplican a la totalidad del flujo en una regién del espacio, tal como
una pieza de equipo o un instrumento. Esto da lugar a descripciones en ecuaciones diferenciales
ordinarias, dependientes del tiempo pero no del espacio, en términos de variables representativas
de la totalidad del flujo, las cuales dependen exclusivamente del tiempo, es decir, son variables
instantdneas no-locales. Este enfoque se conoce como de balances integrales.

El paso de una representacién de balances locales a otra de balances integrales se lleva a cabo
por medio de un proceso de integracion de los balances locales, para abarcar la totalidad de la region
de flujo, lo cual se realiza generalmente utilizando herramientas matematicas conocidas como
teoremas integrales'. El resultado son ecuaciones de balance integradas en la regién espacial de la
totalidad del flujo, cuyas integrales se pueden re-editar para definir variables promediadas, que
corresponden a las variables no-locales, y coeficientes no-locales, propios de los balances integrales.
En este cambio de enfoque, del nivel local al integrado, se pierde la informacién detallada del
movimiento de las particulas materiales de fluido, como funcién de las coordenadas espaciales. Sin
embargo, es posible relacionar los coeficientes locales (en el sentido de que estan definidos para
cualquer particula material del fluido, como la viscosidad), con los coeficientes no-locales (que
estdn definidos para toda la regién de flujo, en su conjunto, como el coeficiente de rozamiento).
En particular, para los flujos laminares se puede utilizar un tratamiento local o uno integrado (o
no-local), dependiendo de los objetivos que persiga el estudio. Ademads, los flujos mas complejos,
como los flujos turbulentos o los flujos de fluidos con varias fases dispersas, viajando en el bulto®
de una fase continua, pueden asociarse, en promedio, a todo punto del espacio y del tiempo, y
es todavia posible obtener descripciones locales promediadas para las diversas fases o para las
fluctuaciones estocdsticas de variables como la velocidad de flujo. Por medio de integracién de
los balances locales en el volumen total del instrumento, aparato o pieza de equipo que ocupa el
fluido, es posible encontrar las descripciones integrales correspondientes, pero es también posible
proponer descripciones en términos de un conjunto de pardmetros y variables no-locales definidas a
priori, y no como resultado de un proceso de integracidn, es decir que también es posible aplicar los
principios generales de balance utilizando variables no-locales, variables definidas para el flujo en
su conjunto, para establecer balances postulados. Este procedimiento da por resultado ecuaciones
de balance, que deben ser equivalentes a los balances integrados. La equivalencia se obtiene al

ILos teoremas integrales del calculo vectorial mas usados en los fenémenos de transporte son el teorema de la
divergencia, el teorema del valor medio y el teorema de transporte, que pueden consultarse por ejemplo en Aris (1962),
Borishenko y Tarapov (1968), Whitaker (1968) y en un libro reciente del autor, Soria (2022).

2El término bulto se refiere al fluido de un volumen o una masa distinguible, pero no determinada.
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identificar el conjunto de variables y pardmetros de ajuste de las ecuaciones postuladas, con el
conjunto de variables y pardmetros integrados de los balances integrados. Usualmente, los modelos
postulados surgen en las etapas tempranas del desarrollo de un campo de trabajo, fortalecidos
por abundante experimentacion y un método de congruencia basado en el principio de no sumar
peras con manzanas, si lo que queremos es saber cudntas manzanas hay, es decir, la congruencia de
unidades elaborada por el teorema de los 7, que desarrollamos en la subseccién 2.2.1.

El tratamiento local

Distinguimos el movimiento en dos escalas de longitud: la escala local, cuyo valor minimo
estd en el orden de 107® m, y el movimiento en la escala molecular, cuyo valor estd en el orden de
la longitud de la trayectoria libre media, para los gases y en el orden del tamafio de las moléculas,
para los sélidos, muchos liquidos y los gases densos, de aproximadamente 10~'" m. El andlisis del
movimiento en la escala local conduce a términos cuyo significado se determina en el nivel local,
como la velocidad de flujo de un fluido en movimiento y su energia cinética de flujo, en tanto que
el movimiento en el nivel molecular se refiere al movimiento individual de las moléculas y conduce
a variables relacionadas con las fluctuaciones de la velocidad de las moléculas individuales, de
donde surge la temperatura, como una medida integral de la energia cinética de las fluctuaciones
de la velocidad de las moléculas, como es definida por los métodos de la termodindmica estadistica,
que no abordamos en este libro, aunque reconocemos su importancia y su interaccién con los
procesos en el nivel local, especialmente los relacionados con el aumento de la entropia.

Principios de conservacion y de balance

Algunas interacciones entre los cuerpos materiales se producen por la aplicacion de fuerzas.
Las fuerzas actdan en los fluidos y producen cambios que resultan en movimientos y deformaciones
de los cuerpos fluidos. Todo ello es el objeto de la mecédnica de fluidos. Podemos, en un nivel amplio
de generalidad, reconocer principios de balances de masa, de momentum lineal y de momento
angular, asi como de energia cinética, de energia interna y de energia total, que es la suma de
las dos anteriores. Llamamos balances locales a las aplicaciones de los principios de balance a
cualquier punto del flujo. Los balances locales tienen la forma de ecuaciones diferenciales parciales
(EDP) y son los principios rectores del andlisis del movimiento de los fluidos; Estos principios
requieren que las variables usadas, cantidades definidas en funcién del espacio y el tiempo, estén
definidas para todo punto del sistema, por lo cual es necesario reconocer que nos referimos a los
fluidos como materiales continuos en el espacio, sin pretender representar su comportamiento
en longitudes del orden de la escala de tamafio molecular, es decir, aceptando la hipétesis del
continuo, que implica suponer que el fluido se puede subdividir infinitamente y que cada porcién
de esta division tiene bien definidas sus propiedades termodindmicas y mecdnicas, tales como la
velocidad de flujo, v, y la densidad, p, en un punto. Estos principios dan lugar a las ecuaciones de
balance de los fluidos puros,® homogéneos e isotérmicos, las cuales, aplicadas a cualquier lugar
o punto fijo del espacio de flujo, son conocidas como la forma euleriana de las ecuaciones de
cambio, que son:

1. La ecuaciéon de continuidad, que representa el balance local de la masa de un fluido

homogéneo:

ap
P ——v-(pm. (12.1)

3Un fluido puro esta formado por una sola especie quimica o por una mezcla de especies, cuya composicién quimica
permanece inalterada en el curso del flujo, por ejemplo el agua o el aire, respectivamente.
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En esta ecuacion, el término del lado izquierdo corresponde a la rapidez temporal de cambio
de la masa del fluido en un punto fijo del flujo, que podemos denominar la tasa de acumula-
cion local de masa, en tanto que el término del lado derecho (incluyendo el signo negativo)
representa el flujo neto de masa que entra a ese punto fijo, ambos términos expresados
por unidad de volumen. Entonces, este balance local de masa se puede expresar diciendo
que

La tasa de acumulacion local de masa del fluido en un punto fijo es igual al flujo neto
de masa que ingresa en ese punto fijo.

. La ecuacién de balance local del momentum lineal o impetu, que representa la rapidez de

los cambios locales del impetu en un punto fijo, balanceados por el flujo del impetu que entra
en ese punto fijo, mds la suma de las fuerzas que actian localmente sobre el fluido en ese
punto fijo:

d
a—t(pv) =-V.-(pw)—-V-t+pg=—-V-(pvw)—-Vp—-V.-T+pg, (1.2.2)

donde @ = p1+ 7 es el tensor de esfuerzos moleculares, compuesto por la presion p, en
la direccién normal a cualquier superficie definida localmente, y determinada por el tensor
unitario 1 o delta de Kronecker, y el tensor de los esfuerzos viscosos T. Este balance local
del impetu se puede expresar diciendo que

La tasa de acumulacion local del impetu del fluido en un punto fijo es igual al flujo
neto del impetu que ingresa a ese punto fijo mas la suma de las fuerzas (intrinsecas,
viscosas y gravitacionales) que actiian localmente sobre el mismo punto fijo.

Este balance también estd expresado por unidad de volumen.

. La ecuacién de balance local del momento angular del impetu, que representa un balance

local de torques para un fluido homogéneo no-micropolar, que conduce a la relacién:
T=1!, (1.2.3)

expresion que representa la condicion de simetria del tensor de esfuerzos viscosos 7.

. La ecuacion local de la energia mecanica. Del balance local del impetu (1.2.2) se deriva

una ecuacioén local de la energia mecénica, que consiste en proyectar el balance local del
impetu en un punto, en la direccién de la velocidad de flujo y multiplicar la proyeccién de
cada término por la magnitud de la velocidad de flujo en ese mismo punto.

Los productos de estas proyecciones de las fuerzas por la magnitud de la velocidad
de flujo corresponden a las rapideces del trabajo mecanico realizado por las fuerzas
correspondientes, cuya suma equivale a la rapidez de cambio de la energia cinética
en el mismo punto.

La operacién que se aplica es el producto punto de la expresion (1.2.2) por el vector de la
velocidad de flujo, v. Después de arreglar las derivadas de los términos que representan los
cambios del impetu, es posible representar la ecuacion local de la energia mecanica como:

aat <;pv2> =-V. (;pvzv> —v-Vp—v-V-T+pg-v. (1.2.4)

Esta ecuacién, como las ecuaciones generales de balance, es intensiva. Sus términos tienen
energia potencia}

dimensiones de [ } , que equivalen a densidades de potencia, [

volumen - tiempo volumen
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1 1
energia/volumen . El término del lado

a rapideces de cambio de densidades de energia: [ -
tiempo

izquierdo representa la rapidez de acumulacién local de la energia cinética de flujo (en un
punto fijo dado), en tanto que el primer término del lado derecho corresponde al flujo neto
local de la energia cinética de flujo. El segundo término del lado derecho representa la rapidez
del trabajo mecdnico realizado por la fuerza de presion. De manera semejante, el tercero y el
cuarto término del lado derecho representan las rapideces de trabajo mecénico realizados por
la fuerza viscosa y por la fuerza externa (la gravedad o alguna otra), respectivamente.

Todos los términos de la ecuacion local de la energia mecanica, ecuacion (1.2.4), son
mecanicos, es decir, todos estan asociados a MOVIMIENTOS EN LA ESCALA LOCAL
del fluido.

Para afirmarlo, hemos de observar que el balance local del impetu, equivalente a un balance
local de fuerzas sobre el fluido (1.2.2), se ha multiplicado por la velocidad de flujo v. Ambos
factores estdn definidos en el nivel local, por lo que representan contribuciones a la potencia
debidas al bulto del fluido en el nivel local, no al movimiento individual de las moléculas,
como ocurriria si se considerara la velocidad individual de cada molécula y las fuerzas de
interaccidon moleculares. Entonces, los términos mecdnicos corresponden a la rapidez de
cambio de la energia cinética de flujo en el lado izquierdo de (1.2.4), asi como a la rapidez
de trabajo mecanico realizado por las fuerzas correspondientes, en el lado derecho de la
misma ecuacion.

5. El balance local de la energia cinética. Es un balance de energia en el nivel local, en el
cual se considera como los flujos locales de potencia: V - (fuerza - velocidad) modifican la
energia cinética local.

Los flujos locales de potencia incluyen efectos mecanicos y efectos disipativos.

Hemos discutido los efectos mecédnicos de la aplicacion de las fuerzas al analizar la ecuacion
(1.2.4). Ademas, los efectos disipativos también forman parte de los flujos locales de potencia,
pero no se incorporan a la energia cinética local, es decir, a la energia cinética de flujo, y es
necesario considerarlos como una pérdida de la capacidad de realizar trabajo sobre el
sistema local y elevar su energia cinética de flujo.

La potencia disipada, o simplemente la disipacion, es la parte del flujo local de
potencia sobre el fluido, que afecta su energia en el nivel molecular, es decir, que
aumenta las fluctuaciones de las velocidades individuales de las moléculas del fluido,
lo cual se manifiesta en el incremento de su temperatura.

El efecto disipativo es equivalente a un sumidero de energia cinética local, el cual debe
restarse en el lado derecho del balance local de la energia cinética, para mantener el
significado del balance.

Entonces, el balance local de la energia cinética, o balance de la energia cinética de flujo,
se puede expresar diciendo que

LA TASA DE ACUMULACION DE LA ENERGIA CINETICA DE FLUJO EN UN PUNTO
FIJO ES IGUAL AL FLUJO NETO DE LA ENERGIA CINETICA DE FLUJO QUE INGRESA
AL MISMO PUNTO FIJO, MAS LA SUMA DE LOS FLUJOS DE POTENCIA EFECTUADOS
POR TODAS LAS FUERZAS MENOS LOS EFECTOS DE DISIPACION DEBIDOS A LA
APLICACION DE DICHAS FUERZAS.

Hemos visto que las fuerzas aplicadas son las intrinsecas, cuyos esfuerzos son P1, las
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viscosas, con esfuerzos 7T y las fuerzas volumétricas, con densidad pg. Estas dltimas son,
generalmente, fuerzas conservativas,* que pueden ser expresadas como gradientes de un
potencial de fuerza, cuya consecuencia es la ausencia de disipacion, ver la seccién 9.1. El
balance de la energia cinética de flujo tiene la expresion:

aa; (;pv2> =-V. (;pv2v> —V-(PV)=V-(t-Vv)+pg-v—pDp—pD;, (12.5)

El término pDp es la densidad de la disipacién del flujo de potencia ocasionado por las
fuerzas de presién y el término pD; es la densidad de la disipacién del flujo de potencia
ocasionado por las fuerzas viscosas que actian sobre el sistema.

Al comparar la ecuacién de la energia mecdnica (1.2.4) con el balance de la energia cinética
(1.2.5), notamos que sus lados izquierdos son idénticos, de modo que sus lados derechos
son equivalentes. Esta observacién nos permite, al notar que los primeros términos del lado
derecho en ambas ecuaciones, también son idénticos, encontrar las equivalencias de los
restantes. Para lograrlo, igualamos los términos relacionados con la fuerza de la presion vy,
por separado, los relacionados con las fuerzas viscosas, notando que los flujos de potencia
se pueden desarrollar, aplicando la férmula de la derivada de un producto, para encontrar

que
—V-(Pv) = —v-VP —P(V-v)
flujo local de potencia rapidez de trabajo disipacién reversi— (1.2.6)
asociada a las = mecdnico ocasionado + ble por compresion
fuerzas de presion por fuerzas de presién 0 expansion.
y que’
—V-(T-V) = —v-(V-7) —7:(Vv)
: > . e - —
flujo local de potencia rapidez de trabajo disipacién (1.2.7)
asociada a las = mecdénico ocasionado + irreversible
fuerzas viscosas por fuerzas viscosas viscosa.

Ademads, al igualar los términos correspondientes a las fuerzas externas, también podemos
encontrar que

pg-v = pg-v
flujo local de potencia rapidez de trabajo (1.2.8)
asociada a las = mecanico ocasionado
fuerzas externas por fuerzas externas.

Esto indica que las fuerzas externas no presentan efectos de disipacién, como ha sido propuesto por
tratarse de fuerzas conservativas, es decir que

la potencia local, comunicada al fluido por las fuerzas externas, se manifiesta integramente
como rapidez de trabajo mecanico sobre el fluido.

Por otra parte, de la aplicacién de las relaciones (1.2.6) y (1.2.7) en la ecuacién (1.2.5), podemos
ver que los términos de disipacién incluyen la disipacién ocasionada por las fuerzas de presion:

pDp = —P(V-v) (1.2.9)

“4En la seccién 9.2 discutimos las propiedades y la importancia de las fuerzas conservativas y definimos el vector de
potencia, que es a la potencia lo que el tensor de esfuerzos es a las fuerzas.
SEn la seccién 9.3 abordamos la discusién sobre la reversibilidad e irreversibilidad de los efectos de disipacion.
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y la disipacién ocasionada por las fuerzas viscosas:
pD; = —7: (Vv). (1.2.10)

Estos términos de disipacion son sumideros en el balance de energia cinética en el nivel local,
es decir que,

los términos de disipacion, que se manifiestan en movimientos en el nivel molecular, son
porciones de los flujos de potencia, suministrados por fuerzas en el nivel local, que no
contribuyen al incremento de la energia cinética de flujo, sino que aportan energia a la
escala molecular, incrementando la energia cinética de las fluctuaciones de la velocidad
de las moléculas, las cuales se manifiestan, una vez integradas,” como incrementos de la
temperatura.

“Revisar los detalles de esta integracion en los libros de termodindmica estadistica o, al menos en un resumen
breve, en la subseccién 1.3.3 del libro de Soria, 2026. Dicho texto forma, en combinacién con el presente, un trabajo
de integracion de conocimientos en los fendmenos de transporte.

Al sustituir ambos términos, de las ecuaciones (1.2.9) y (1.2.10), en el balance (1.2.5), podemos
encontrar el balance de energia cinética en su forma euleriana:

i <;pv2> =-V. <;pv2v> —V-(Pv)=V-(T-v)+pg-v—(—P(V-v))—(—7:(VV)), (1.2.11)

Este balance equivale, en cuanto a su expresién matematica, a la ecuacién de la energia
mecénica (1.2.4), pero a diferencia de aquella, representa los términos fisicos del balance de la
energia cinética, en tanto que la ecuacién (1.2.4) contiene Unicamente los términos que representan
efectos mecanicos, es decir, efectos del movimiento en el nivel local.

Ejercicios

1.2.1-1. Flujos incompresibles

Un flujo donde la densidad del fluido tiene cambios despreciables (p = constante) es un flujo
incompresible. Expresa las ecuaciones (1.2.1) a (1.2.4) para los flujos incompresibles.

1.2.1-2. Ecuacion de continuidad en sistemas coordenados usuales

Expresa la ecuacion de continuidad (1.2.1) en (a) coordenadas rectangulares (x,y, z), (b) coorde-
nadas cilindricas (r, 0,7) y (c) coordenadas esféricas (r, 0, ¢). Verifica tus resultados comparando
con el Apéndice B.4 de Bird et al y (d) corrige cualquier diferencia considerando el Apéndice A
del mismo texto, en especial el procedimiento de la Seccién A.7.

E.1.2.1-3. Balance local del impetu en coordenadas usuales

Expresa la ecuacion de balance local del impetu (1.2.2) en (a) coordenadas rectangulares (x,y, z),
(b) coordenadas cilindricas (r,0,z) y (c) coordenadas esféricas (r, 0, ¢). Verifica tus resultados
comparando con el Apéndice B.5 de Bird ef al y consulta los procedimientos del Apéndice A del
mismo texto para encontrar los términos apropiados.

E.1.2.1-4. Flujo de Couette entre dos planos horizontales

Si la velocidad de un flujo en coordenadas rectangulares es la funcién vectorial v = [v,(z),0,0],
(a) demuestra que dicho flujo es incompresible y (b) si ademads se sabe que las dos Gnicas compo-
nentes distintas de cero del tensor T son T, = T, donde 7,, es la constante 7y, y p es una funcién
exclusivamente de z, es decir p = p(z) y ademds g = (0,0, g), donde g es la constante gravitacional,
encuentra las tres componentes escalares de la ecuacién vectorial de balance del impetu.

E.1.2.1-5. Flujo de Hagen-Poiseuille en un tubo vertical

Si la velocidad de un flujo en coordenadas cilindricas es la funcién vectorial v =[0,0,v.(r)], (a)
demuestra que dicho flujo es incompresible y (b) si ademads se sabe que las dos tinicas componentes
distintas de cero del tensor 7 son 7,, = T, que 7,, es una funcién exclusivamente de r, es decir
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T,, = T5;(r), que p es una funcién exclusivamente de z, es decir p = p(z) y que g = [0, 0, g], donde
g es la constante gravitacional, encuentra las tres componentes escalares de la ecuacion vectorial de
balance del impetu.

E.1.2.1-6. Flujo de Hagen-Poiseuille en un tubo horizontal

Si la velocidad de un flujo en coordenadas cilindricas es la funcién vectorial v = (0,0,v,(r)),
si también las dos tinicas componentes distintas de cero del tensor T son 7,, = T, donde 7,, es
una funcién exclusivamente de r, es decir 7,, = 7,,(r), ademads si p es, en general, la funcién
p=p(r,0,2)yg=(gr,80,0), donde g, = —gsen6, gg = —gcos O y g es la constante gravitacional,
encuentra las tres componentes escalares de la ecuacion vectorial de balance del impetu.

Parficula material de un fluido y sus ecuaciones de balance
Particula material o cuerpo puntual de un fluido

Una particula material o cuerpo puntual de un fluido es una masa muy pequena de fluido,
que ocupa un volumen también muy pequefio, que desde nuestra percepcion cotidiana, bien
podriamos asociar con un punto. Para dimensionar este punto en nuestras ideas, pensemos en
el volumen de un cubo de un micrémetro (1um = 107% m) de lado, es decir, un volumen de
10718 m? = 1 um?>. Si el cuerpo que tiene este volumen es una mintscula gotita de agua, cuya
densidad es puguq = 10° Kg/ m?, la masa de la gotita es de 107! g que, de acuerdo con su masa
molar Mq,, = 18 g/gmol, resulta ser de 5.5556 x 10~ gmol. Finalmente, el nimero de Avogadro
Navo = 6.022 x 10 moléculas/gmol, nos permite estimar que, en una gotita de agua con didmetro
de 1 pum habré, aproximadamente, 3 x 10'” moléculas de agua. Esta gotita mintiscula es una
representacion cercana a lo que podriamos considerar como una particula material de agua. Si se
tratara, en cambio, de aire en condiciones ambientales, con pg;r. = 1.29 Kg/ m? y Mire =29 g/gmol,
el mismo volumen de 1073 m? tendria

10718(1290)(6.022 x 10%) /29 ~ 2 x 107 moléculas de aire.

Estas cantidades de moléculas, en ambos casos: 3 x 10'° para el agua y 2 x 107 para el aire, son
muchisimas mds que las usadas en simulaciones de dindmica molecular, por lo cual es viable
proponer la longitud de 1 um como el tamafio caracteristico, indicativo o tipico de un cuerpo
puntual . Asi, tanto para el agua como para el aire, y para cualquier fluido, podemos decir que
el cuerpo o fluido € es el conjunto formado por todas sus particulas materiales: 4" = {& }, donde
cada una de ellas satisface la

HIPOTESIS DEL CONTINUO: & (x,7) es una particula material o cuerpo puntual, definido
como una masa muy pequeiia de fluido, que contiene un conjunto de moléculas suficiente-
mente elevado de manera que todas sus variables de estado termodinamico e hidrodinamico
son cantidades bien definidas, que cambian suavemente conforme transcurre el tiempo.

Mis atn, en cualquier flujo las cantidades termodindmicas, como la presion, la densidad y la
temperatura, y las cantidades hidrodindmicas como la velocidad de flujo, son variables locales e
instantdneas, es decir, variables que cambian de un punto a otro y de un tiempo a otro, asi que
es muy importante saber qué relaciones guardan entre si las diversas variables termodindmicas.
La respuesta que dieron Duhem y Hadamard® a este cuestionamiento se le conoce ahora como
la

HIPOTESIS DEL EQUILIBRIO LOCAL: Las relaciones entre las variables termodinamicas,
para una particula material de un fluido, son las mismas que las del equilibrio termodina-
mico.

De acuerdo a lo expresado por C. Truesdell, 1973, Pag.2.
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A cada particula material le corresponde una posicién en el espacio, conforme transcurre el
tiempo y llamamos trayectoria de una particula material de fluido a la funcién x = x(&,7), que
asocia una posicion en el espacio a cada particula material de fluido, que se desplaza en la regién
() del espacio fisico, ocupada por el fluido %'.

La velocidad de un cuerpo puntual o particula material de un fluido, también llamada
velocidad de flujo, es la rapidez temporal de cambio de la trayectoria de dicha particula:

ox dx
v— <8t>§:dt' (1.2.12)

Derivadas temporales

Ademads de su trayectoria y su velocidad, cada particula material tiene definidas sus propie-
dades termomecanicas, como su densidad, su temperatura, su aceleracion, su presion, su estado
de esfuerzos viscosos, etc... Si A es cualquiera de estos atributos o propiedades de estado, cada
una de ellas esta definida para cada particula material de una manera suave, es decir, que cambia
suavemente en casi todos los puntos del espacio, conforme transcurre el tiempo. Entonces

A :A(éat) :A(X(t)vt)v

y sus cambios en el tiempo estdn dados por las derivadas temporales:
1. Derivada parcial:

JdA JA
(a;)x ==, (1.2.13)

es la rapidez de cambio de A en una posicidn fija del espacio.
2. Derivada material:

DA 0A ox 0A 0A
(o) (5), (), =5 rvmn A

es la rapidez de cambio de A, viajando con la particula material &.
3. Derivada total:

d,A JA Jx JdA JA
i (ar),ﬁ (w)g (ax>t =5 TYvA (219

es la rapidez de cambio de A, viajando por una trayectoria arbitraria x,(¢), cuya velocidad es’

ox dx;

Ecuacion de continuidad de una particula material
La ecuacion (1.2.14) sugiere que podemos representar la ecuacion de continuidad para una
particula material, si derivamos por partes el producto pv, de la ecuacién (1.2.1):

?t)—l-v-Vp—i-pVN:(), (1.2.16)

y sustituimos los primeros dos términos por la derivada material de la densidad, utilizando la
ecuacion (1.2.14), con lo cual resulta:

7En el libro de Bird se encuentra una explicacién de estas tres derivadas temporales, con un ejemplo muy descriptivo,
donde A es la concentracion de peces en un rio y un observador estd parado en un puente (x fijo), o viaja en una lancha
con los peces (€ fijo) o enciende el motor de la lancha y viaja por donde quiere (sigue la trayectoria arbitraria Xy). En los
tres casos estima la rapidez de cambio de la concentracién de peces, A.
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Dp _

oy =P(VY) (1.2.17)

Presentada de esta manera, la ecuacion de continuidad expresa, del lado izquierdo el cambio
de estado masico, por unidad de volumen, representado por la rapidez temporal de cambio de
la densidad p de la particula material £. El lado derecho expresa el proceso de dilatacién que
produce dicho cambio de estado mdsico, es decir, la rapidez de cambio de volumen de la particula
material &, por unidad de volumen, que corresponde al significado fisico de la divergencia de la
velocidad.

Es muy importante sefialar aqui, desde esta primera ecuacion, que corresponde al balance
de masa en su forma lagrangiana, que del lado izquierdo encontramos los términos que indican
la rapidez de cambio temporal del estado del sistema, que es un sistema cerrado: la particula
material, y del lado derecho encontramos los términos que representan los procesos de interaccién
que producen dichos cambios de estado. Adelantamos que la intencién de este ordenamiento de
términos es recordar y facilitar la interpretacion de las expresiones en el contexto de las conexiones
entre la termodindmica y la mecédnica de fluidos. Asi, al representar el primer principio de la
termodindmica para un sistema cerrado, acostumbramos escribir la forma diferencial:

dU = 8Q + W, (1.2.18)

donde dU representa un cambio diferencial de una variable de estado, la energia interna, en tanto
que del lado derecho se representan las variables de proceso, y se sefiala que, mientras la variable
de estado s6lo depende de sus estados inicial, U; y final Uy, las variables del proceso dependen
de las trayectorias seguidas, por lo cual los cambios expresados por §Q y W no son verdaderas
diferenciales. La forma integral de la ecuacién (1.2.18) se acostumbra escribir como

AU =U;—U; = Q+W,

donde Q y W son cantidades totales que dependen de las trayectoria seguidas en los procesos.

La principal diferencia conceptual entre la expresién del primer principio termodindmico y los
balances que expresamos aqui, reside en que no asociamos los procesos a nuevas “variables de
proceso®, sino a transformaciones donde intervienen las variables de estado. Estas transformaciones
0 procesos se representan como operaciones matematicas sobre el conjunto de las variables de
estado, con expresiones adecuadas donde pueden intervenir pardmetros fenomenoldgicos. Asi, el
balance de masa, ecuacién (1.2.17), se refiere al estado mdsico del sistema, es decir, de la particula
material . En su lado izquierdo considera los cambios de la densidad mdsica conforme transcurre
el tiempo, en tanto que el lado derecho considera los procesos que generan dichos cambios, los
cuales, para la masa como variable de estado, son los procesos de dilatacién o cambio de volumen.

En efecto, si definimos la dilatacion del flujo, J,,, como el cambio de volumen, dV,,, de la
particula material &, con respecto a un volumen inicial o de referencia, dVj, es decir:

AV

Iy = =2
m dvov

(1.2.19)

y calculamos su derivada material, encontramos su relacion con la divergencia de la velocidad de
flujo:®

1D}, 1 D

_ P L Dy 1.2.20
V=7 D av, D™ (1.2:20)

8Ver R. Aris, 1962 y A. Soria, 2022.
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de modo que la ecuacién de continuidad (1.2.17) también se puede expresar como:

1D 1 DJ
L Y (12.21)
pDi T, Di

Esta forma de la ecuacién (1.2.17) muestra con claridad la interpretacion que se le ha dado. Ademas,
muestra como la densidad y la dilatacién son inversas, ya que la ecuacién (1.2.21) equivale a:

D
oy 1(pdn) =0, (1.2.22)

es decir que pJ,,, = constante, para toda particula material.

Balance del impetu de una particula material de fluido
El balance del impetu, expresado en la ecuacioén (1.2.2), se puede escribir para una particula
material, donde resulta:

D
pF::—Vp—V-‘L'—i—pg. (1.2.23)

La ecuacion (1.2.23) tiene la forma de un balance de fuerzas sobre la particula material .
Del lado izquierdo tenemos el producto de la masa por la aceleracion de la particula material £.
Esta forma del término se obtiene derivando los productos pv y (pv)v, de la ecuacién (1.2.2),
considerando la férmula de la derivada de un producto de dos funciones, y empleando la ecuacién
de continuidad (1.2.16) para simplificar los términos. Del lado derecho de (1.2.23) tenemos la suma
de las fuerzas aplicadas sobre la misma particula &, los dos primeros términos, —Vp =V - (—pl)
y —V - 1, representan densidades (de volumen) de las fuerzas que corresponden a las densidades
(de érea) de los flujos de momentum intrinseco y viscoso, respectivamente. El tercer término,
pg, representa la densidad (de volumen) de una fuerza externa, como la gravedad, donde g, es la
aceleracion de la gravedad, que corresponde a la fuerza de gravedad por unidad de masa.

La ecuacién (1.2.23) estd también organizada de manera que del lado izquierdo expresa el
cambio temporal del estado dinamico (0 mecanico) de la particula material, representado por
la rapidez de cambio de la velocidad de flujo o aceleracion del cuerpo &, en tanto que, el lado
derecho expresa los elementos del proceso dinamico que actdan sobre la particula &, los cuales
son una fuerza barimétrica o intrinseca, una fuerza viscosa y una fuerza gravitacional. Los
tres elementos del proceso representan densidades de fuerzas que, actuando sobre &, producen la
modificacién de su estado dindmico.

Balance de la energia cinética de una particula material de fluido

Los primeros dos términos del balance de la energia cinética, ecuacién (1.2.11) se pueden
reagrupar, con ayuda de la ecuacién de continuidad, para obtener la forma lagrangiana del balance
de energia cinética en sistemas isotérmicos, que se puede expresar en palabras diciendo que

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA ENERGIA CINETICA DE FLUJO DE UNA PAR-
TICULA MATERIAL, é, ES IGUAL A LA SUMA DE LOS FLUJOS DE POTENCIA EFECTUADOS
POR TODAS LAS FUERZAS MENOS LOS EFECTOS DE DISIPACION DE POTENCIA DEBIDOS
A LA APLICACION DE DICHAS FUERZAS,

que corresponde a la ecuacion

g <;v2> =-V-(pv)=V-(T-v)+pg-v—(—pV:-v)— (=T :VVv). (1.2.24)
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En el lado izquierdo de la ecuacién (1.2.24) se representa la rapidez de cambio del estado de
energia cinética de flujo de la particula material &, en tanto que del lado derecho de la igualdad se
representan los procesos de flujo de potencia de todas las fuerzas, hacia la particula material &,
menos los procesos de disipacién de potencia en la particula material &, debidos a las fuerzas
intrinseca y viscosa aplicadas.

Cambios de estado y modos de fransferencia

En resumen, es importante sefialar que, en la expresion de los balances locales utilizados en
la mecénica de fluidos, en su forma lagrangiana, entendemos los términos del lado izquierdo de
las ecuaciones de balance, como rapideces de cambio de las funciones que indican los estados
del sistema. El sistema, en el nivel local, es la particula material &. Los términos del lado derecho
de la igualdad representan los cambios locales de las funciones, que determinan los modos
de transferencia que ocurren para efectuar el proceso de transporte. Este ordenamiento de
términos se muestra en el balance de masa, ecuacién (1.2.17), en el balance del impetu, ecuacién
(1.2.23) y en el balance de la energia cinética, ecuacion (1.2.24).

En general, sea ¥ una funcion de estado y sean ¢, f'y o, funcionales que determinan el proceso,
las cuales gobiernan las maneras como se realizan los cambios.

La ecuacion general de cambio para una particula material &, se puede expresar como:
a% — (-V.9) + ot _ o,
= ——t = —_——
rapidez de cambio de flujo local neto accioén de campos disipacion o
una funcién de estado = haciael cuerpo + externos sobreel — sumideros en
del cuerpo puntual & puntual & cuerpo puntual & el cuerpo &,
(1.2.25)

y se resume en la tabla 1.1 para los balances de masa, impetu y energia cinética, que corresponden a
estados mdsicos locales, estados dindmicos locales y estados energéticos locales, respectivamente:

H Tabla 1.1. Funciones de estado y estructuras de proceso H

H Balance local H Coeficiente \ Funcién de estado H Estructuras del proceso H
o v ) f o
Masa 1 Inp v 0 0
Impetu p v pl+71 g 0
’ . . 1 2
Energfa cinética p 7Y pv+T-v|gv| —pV-v—7:Vy

Similitudes y diferencias con los procesos termodindmicos

En la tabla 1.1 hemos extendido el término funciones de estado, a partir del concepto de
variables de estado termodinamico, pero hemos de notar dos diferencias importantes: (1) la
primera diferencia estd relacionada con el tamafio del sistema, pues asumimos la validez de la
hipétesis del equilibrio local, aplicada al cuerpo puntual &, de modo que el estado del sistema
se define por conjuntos de valores de las funciones de estado del cuerpo puntual &, los cuales
se relacionan por medio de las ecuaciones de estado del equilibrio termodindmico, en tanto que
los sistemas de la termodindmica cldsica son cuerpos mucho mds extensos, cuyas variables de
estado tienen un solo valor en toda la extension del cuerpo, es decir que no son funciones de la
posicién espacial, pero satisfacen las mismas ecuaciones del equilibrio termodindmico. (2) El
segundo sefialamiento se relaciona con los limites del significado de estado del sistema, el cual
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se amplia para abarcar el estado mecdnico. En efecto, en el nivel local, la velocidad de flujo y la
energfa cinética local son consideradas funciones de estado, asi como la densidad de masa, p, Las
dos primeras no son variables termodindmicas, sino mecdnicas, es decir que

ampliamos el conjunto de variables de estado a las variables mecanicas locales, por lo cual
estudiamos los estados termomecanicos del sistema,

ya que consideramos, no s6lo los estados termodindmicos, sino también los estados mecénicos.
Dadas las restricciones de nuestro estudio, que se limita, solamente, a fluidos puros en condiciones
isotérmicas, las funciones de estado termomecénico no incorporan aquellas otras, que surgen cuando
hay cambios de temperatura, como la energia interna, o cambios de concentraciones en las especies
quimicas de mezclas fluidas, relacionadas con los cambios de las energias libres de Gibbs. Con
todo, el estudio de los fluidos puros en condiciones isotérmicas todavia nos ha permitido

distinguir entre las variables que son caracteristicas del estado del sistema y las estructuras
del comportamiento de los procesos de cambio.

Asi, podemos afirmar que la distincion entre los estados del sistema y los procesos de cambio
puede resultar muy util para la convergencia conceptual de la termodinamica y la mecanica
de los fluidos.

Ejercicios
E.1.2.2-1. Derivada total y derivada material.

Encuentra la derivada material de A a partir de su derivada total.

E.1.2.2-2. Aceleracion de flujo.

Encuentra la aceleracién de flujo, a = (3:) ,

(1) derivando la ecuacién (1.2.12) con respecfo al tiempo y

(2) considerando que A = v y usando la ecuacion (1.2.14) y

demuestra que son equivalentes, utilizando las propiedades de los vectores.
E.1.2.2-3. Divergencia de la velocidad de flujo.

Encuentra el signo de la divergencia de la velocidad de flujo

(1) en un proceso de compresion y

(2) en un proceso de expansion y

comprueba tus resultados interpretando las ecuaciones (1.2.17) a (1.2.21).

1.2.3 Relaciones de comportamiento

En un nivel de generalidad amplio, aunque no tanto como el precedente que aplica para
cualquier fluido, se establecen las reglas de comportamiento de clases especificas de fluidos, es
decir que se estudia como los fluidos responden o se comportan ante la aplicacién de fuerzas sobre
ellos. Sus comportamientos son observados, medidos, caracterizados y finalmente expresados por
medio de relaciones matematicas que llamaremos relaciones de comportamiento. Estas relaciones
causa-efecto establecen cémo las fuerzas aplicadas producen deformaciones en el fluido, o dicho
con mayor precision:

Las relaciones de comportamiento representan como los esfuerzos aplicados se relacionan
localmente con la rapidez de deformacion, o tasa de corte, en cualquier posicion del flujo.

Comportamiento del fluido ideal

Los fluidos se comportan idealmente cuando su resistencia viscosa es despreciable (T = 0),
por lo cual resisten solamente a las fuerzas de presion. La relacion entre el tensor de esfuerzos
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moleculares () y la presion aplicada (P) sobre los fluidos ideales es:

T = P1, (1.2.26)

donde, como ya se ha dicho, 1 es un tensor unitario o funcién delta de Kronecker.

La variable P es la presion termodindmica, relacionada con otras propiedades termodinamicas
del fluido puro por medio de una ecuacion de estado, que en condiciones isotérmicas se puede
representar como p = p(P)

Comportamiento del fluido newtoniano incompresible

Los fluidos newtonianos exhiben una relacion lineal entre el tensor de los esfuerzos viscosos
T y el tensor de rapidez de deformacion ¥, cuando se les somete a un esfuerzo cortante, por pequefio
que sea. Los esfuerzos moleculares 7 de los fluidos incompresibles se expresan como:

T=pl+T=pl—uy (1.2.27)

donde la presion p es una variable mecanica, que ya no esta relacionada con una ecuacioén de
estado, lo cual seria contradictorio con la hipétesis de incompresibilidad.

La hipotesis de incompresibilidad es equivalente al uso de una pseudo-ecuacion de estado:
p = constante.

La presion mecanica, p, es una variable que en algunos casos es conocida y en otros debe ser
especificada como parte de la solucidén al problema de flujo.

El agua, los liquidos inorgéanicos, los lubricantes, aziicares como la glucosa y la glicerina se
comportan en muchas situaciones como fluidos newtonianos incompresibles.

Comportamiento del fluido newtoniano compresible

Los fluidos newtonianos compresibles también exhiben una relacién lineal entre el tensor de
los esfuerzos viscosos T y el tensor de rapidez de deformacién ¥, cuando que se les somete a un
esfuerzo cortante, sin embargo, a diferencia de los fluidos incompresibles, los fluidos compresibles
exhiben un comportamiento viscoso dilatacional ante los esfuerzos normales, que se expresan como
un término adicional, proporcional a un coeficiente de viscosidad dilatacional Kk y proporcional
también a la divergencia de la velocidad, que representa el proceso mecdnico de la dilatacién, ver
arriba, la ecuacién (1.2.19) y la discusion subsecuente. El tensor de los esfuerzos totales para el
fluido compresible tiene la forma:

T=Pl+T=Pl—puy+ (iu—x) (V-v)1 (1.2.28)

donde la presién P es la presion termodinamica, que se relaciona con otras variables de estado
por medio de una ecuacién de estado, como p = p(P), en el caso de fluidos puros isotérmicos, o
p =p(P,T), en el caso de fluidos puros alotérmicos’.

La viscosidad dilatacional influye significativamente en algunos procesos especificos, como la

absorcion del sonido en gases poliatémicos y en la dindmica de liquidos con burbujas, sin embargo,

9Mientras la palabra isotérmico, que contiene el prefijo griego isos que significa el mismo, lo mismo, se refiere a
procesos efectuados a una sola temperatura constante, la palabra alotérmico contiene también un prefijo griego, dlos que
significa otro, distinto, la cual empleamos para indicar procesos en los cuales cambia la temperatura, ya sea en el espacio,
ya sea en el tiempo, ya sea en ambos, el espacio y el tiempo.
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en la mayoria de las aplicaciones es posible evitar la estimacién del coeficiente k; en el caso de
los gases, tratindolos de manera semejante a los monoatémicos, los cuales tienen k = 0, y en el
caso de los liquidos, considerdndolos incompresibles, en cuyo caso V-v =0, y el valor de k resulta
irrelevante.

Comportamientos de los fluidos no-newtonianos

Hay una diversidad de liquidos no-newtonianos que se apartan de la relacién lineal tipica
de los fluidos newtonianos, pero que pueden entenderse como una generalizacién de ellos: los
fluidos newtonianos generalizados, (FNG). Los fluidos cortante-adelgazantes o tixotrépicos,
como algunas mieles, requieren ejercer menores esfuerzos cortantes conforme aumenta la rapidez
de deformacion y por el contrario, los fluidos cortante-espesadores, como ciertas salsas y pinturas,
requieren mayores esfuerzos conforme aumenta la rapidez de deformacién. Estos comportamientos
no-lineales se representan a menudo por modelos empiricos polinomiales, entre los cuales, el mas
usado es seguramente el de Ostwald-de-Waele, o modelo de potencias:

n—1
T=—-m \/%7:7 Y (1.2.29)

Hay otros modelos que llevan los nombres de quienes los han propuesto y pueden tener también
dos pardmetros ajustables, como el de Eyring o tres, como el de Ellis y el de Carreau. Representan
comportamientos tipicos de pinturas y lodos, asi como de soluciones, suspensiones y emulsiones
poliméricas. Los plésticos de Bingham o liquidos visco-plasticos, como la pasta de dientes, la sangre,
algunas suspensiones de fibras, etc..., exhiben el comportamiento de los liquidos newtonianos, ya
sea en su forma lineal (ver ecuacién 1.2.29, con n = 1) o polindmica (n # 1), pero soélo al aplicar
un esfuerzo cortante que sea mayor a un cierto valor llamado esfuerzo de fluencia o umbral de
esfuerzo, 7y:

n—1
T—To=—m \/%'}':7 Y. (1.2.30)

Los liquidos viscoeldsticos exhiben un comportamiento mixto, de liquido viscoso y de s6lido
elastico; hay melazas, soluciones, emulsiones y suspensiones de origen polimérico que son de este
tipo, que se representan por un conjunto de relaciones de comportamiento que implican tiempos
de relajacién (0), y representan comportamientos viscoeldsticos, como los modelos de Maxwell,
Kelvin, Burgers y Jeffreys, entre otros. Asi, el modelo de Maxwell se puede expresar como:

‘C—I—Gﬁ:—mﬂ (1.2.31)
ot

Hasta aqui hemos hablado de los dos aspectos de la mas amplia generalidad en el tratamiento
local de la mecénica de fluidos, por una parte hablamos de las ecuaciones fundamentales que
surgen de los principios fisicos de conservacion y de balance. Estas ecuaciones aplican a los fluidos
no-polares, es decir, a los fluidos que no presentan micro-estructura interna. El segundo aspecto,
las relaciones de comportamiento, se refieren a la clasificacién de los fluidos, es decir de los
materiales en si, con relacién a su comportamiento o respuesta en un campo de fuerzas mecénicas.
Existe, por otra parte, un conjunto extenso de teorias y metodologias especificas para tratar
una amplia gama de problemas de flujo, que satisfacen algunas condiciones particulares de
operacion, las cuales simplifican el planteamiento de algunos problemas matematicos a resolver y

consecuentemente facilitan obtener sus soluciones.
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Hidrostatica

El caso mds simple es el de la hidrostatica, donde las fuerzas se aplican al fluido en reposo
y la velocidad es nula, es decir v = 0. De estas consideraciones, a partir de la Ecuacién (1.2.2),
surge la ecuacién general de la hidrostética:

Vp=pg, obien VZ =0, (1.2.32)

donde Z(x) = p(x) + pgh(x) es un potencial de presién conocido como la presién modificada, que
se usa con flujos incompresibles, cuyo valor constante indica el estado hidrostético. La ecuacién
(1.2.32) establece que en condiciones hidrostiticas, todo cambio de presion en un fluido corres-
ponde exclusivamente a la accion de las fuerzas gravitacionales. De este concepto es posible
extraer muchos resultados extremadamente ttiles como los teoremas de Arquimedes, condiciones
para el disefio de presas, de prensas hidrdulicas y de instrumentos de medicién como el barémetro
de mercurio, los manémetros de tubo en U y el hidrémetro, entre otros .

En el flujo de fluidos, hay un entendimiento de la hidrostatica generalizada, en el sentido de
considerar los movimientos del fluido como un cuerpo rigido, como parte de su hidrostética, ya que
en el movimiento de un cuerpo rigido, no existe movimiento relativo de una porcién cualquiera
del fluido con respecto a cualquier otra porcion. Los movimientos posibles en la hidrostética
generalizada son los de los cuerpos rigidos, es decir, traslaciones y rotaciones, como un sélido. La
aceleracién de un cuerpo rigido se puede expresar como

AV 40 ,

donde la velocidad v =V 4y x Q es la suma de una velocidad traslacional V mds una velocidad
rotacional y x Q. Los términos de la aceleracién se conocen como:

A% ., .
ar = aceleracidn traslacional,

—— = aceleracién angular,

dt
(y- Q) Q = aceleracién de Coriolis y

Q?y = aceleracién centrifuga.

La ecuacidén generalizada de la hidrostética resulta:

dv dQ
p<dt+y><dt+(y‘9)ﬂ>+vp—pﬂ2y+pg, (1.2.34)

donde el término de la aceleracién centrifuga se ha localizado del lado derecho de la ecuacién
(1.2.34), para enfatizar que, en algunos casos, la fuerza centrifuga equivale a lo que podriamos
tomar como un campo centrifugo externo.

Flujos reptantes y laminares

El niimero de Reynolds (Re) es la razén de dos magnitudes en un flujo. Podemos entenderlo
como una razén de dos fuerzas: el numerador proporcional a la magnitud de las fuerzas convectivas

10ver, por ejemplo, los temas de hidrostatica tratados en el libro de Whitaker, 1968, secciones 2.3 a 2.7 y los problemas
propuestos como ejercicios 2.1 a 2.14, al final del capitulo.
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o inerciales F. = pV? y el denominador proporcional a la magnitud de las fuerzas viscosas F, =
uV /L, de modo que Re = F,./F, También puede ser util, en el contexto de nuestro estudio, entender
el nimero de Reynolds como la razén de dos tiempos caracteristicos: en el numerador el tiempo
caracteristico de la propagacién de la difusién viscosa t, = L* /v, y en el denominador, el tiempo
caracteristico del movimiento convectivo 7. = L/V, es decir que Re =1, /t.. Aqui v=p/p esla
viscosidad cinematica, con lo cual podemos comprobar la equivalencia de las dos interpretaciones
del ndmero de Reynolds. Los flujos reptantes son lentos, escurren adheridos a las paredes de
los sélidos que limitan su espacio de flujo y las fuerzas viscosas son mucho mds importantes que
las inerciales, por lo que las ltimas no se toman en cuenta en la formulacién especifica de las
ecuaciones de cambio:

J
V) =-Vp-V-T+pg (1.2.35)

Su ndimero de Reynolds es relativamente pequefio; en sentido estricto deberia ser Re — 0. Bajo
estas condiciones, los flujos son laminares y frecuentemente pueden considerarse unidireccionales
en el sentido de tener una sola componente del vector de velocidad distinta de cero, como en el
caso de flujos radiales en geometrias cilindrica y esférica, flujos axiales en tubos, regiones anulares
y canales de flujo, flujos en pelicula delgada, como en las celdas de Hele-Shaw, en el flujo de
Couette plano o entre dos cilindros cuando uno de ellos gira sobre su eje axial, etc... Algunas de las
aplicaciones mas importantes de los flujos reptantes se dan en la viscometria, es decir la teoria
para el disefio de viscosimetros, que puede extenderse a la reometria, que es su equivalente para
medir los pardmetros reométricos de los fluidos no-newtonianos.

Flujos ideales y potenciales

El extremo opuesto es analizado por la teoria de los flujos ideales. La idealidad tiene una
connotacidn histérica, ya que las ecuaciones de balance del impetu, desarrolladas por Euler, con
anterioridad al descubrimiento de la viscosidad, consideraban obviamente los efectos inerciales
sin la contraposicién de los efectos viscosos y podian representar con bastante precision muchos
resultados experimentales. Los fluidos que mejor se adaptaban a las predicciones de las ecuaciones
de Euler, como el aire, eran considerados ideales, en tanto que los que se alejaban, como el agua
en similares condiciones, dejaban de ser considerados ideales. Actualmente reconocemos que la
condicién de idealidad recae parcialmente sobre las condiciones de operacidn, es decir, sobre
los flujos, ademads de la importancia de los materiales fluidos en si mismos. Podemos asociar la
idealidad a una condicion sobre el niimero de Reynolds, en el limite cuando Re — .

Entre las teorias de los flujos ideales de mayor importancia y utilidad destaca la de los flujos
potenciales y los flujos de Bernoulli, que satisfacen la ecuacion:

1 24
LN / FP 4 AL =0, (1.2.36)
1

para dos puntos cualesquiera sobre una linea de corriente o una linea vorticosa, asi como para los
flujos irrotacionales, donde la notaciéon Af = f|, — f|,. Enla Ecuacién (1.2.36) los tres términos del
lado izquierdo son la energia cinética, el trabajo interno o energia intrinseca y la energia potencial,
por unidad de masa. La suma de estas tres formas de la energia, en algiin punto del flujo, es igual a
la suma de las mismas tres, en cualquier otro punto, sobre una linea de corriente o vorticosa.

Los flujos potenciales bidimensionales conducen a un conjunto de soluciones por transfor-
maciones conformes que ha permitido optimizar el disefio de formas aerodindmicas en las que
se ha basado el disefio de alas de avidn. La teoria de los flujos potenciales tridimensionales es
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una extension de la teoria bidimensional, bajo la consideracién de simetria con respecto al dngulo
azimutal (¢) de las coordenadas esféricas (r, 8, ¢). Al estimar la fuerza total de un flujo ideal sobre
la superficie de una esfera sélida, resulta igual al peso de la esfera menos el del liquido desplazado
por ella, es decir, menos la fuerza de flotacion. Este resultado contradice la experiencia, que indica
un efecto adicional de arrastre debido al flujo viscoso alrededor de la esfera y que por ello fue
conocido como la paradoja de D’Alembert (1717-1783), en la época que adn se ignoraba la
existencia de las fuerzas viscosas.

Flujos en la capa limite

El éxito referido anteriormente, logrado por las teorias de los flujos ideales, hacia de la paradoja
de D’ Alembert un elemento perturbador y fue Ludwig Prandtl y su grupo de la Universidad de
Gotingen, en los inicios del Siglo XX, quien propuso la teoria de la capa limite, que concilia
los resultados exitosos de la teorfa del flujo potencial con la evidencia al experimentar el arrastre
viscoso debido al flujo sobre el objeto sélido. Esta teoria reconoce la existencia de una delgada capa
de fluido, cerca de la pared del sélido, en la que los efectos viscosos son tan importantes como
los inerciales. En esta capa limite no es posible despreciar la disipacion viscosa, hacerlo llevaria
a predecir, por ejemplo, que un avién volando en linea recta con una velocidad constante, podria
mantener su vuelo indefinidamente, es decir, sin necesidad de turbinas ni combustible. La teoria de
la capa limite conduce, entre otras cosas, a estimar el coeficiente de rozamiento y el espesor de la
capa limite. Este es muy pequefio, comparado con las dimensiones del objeto sélido, por lo cual se
considera correcto acoplar la solucién para el flujo ideal sobre el objeto s6lido, como condicién
a la frontera fuera de la capa limite.

Surgimiento de la turbulencia

Asi pues, en la capa limite existen notables cambios de la velocidad del fluido, pues cambia
desde cero en la regién de contacto con la pared s6lida inmévil, hasta algin valor tipico del flujo,
con el limite del flujo ideal, fuera de la capa limite. En la medida que aumenta la velocidad del
fluido, aumenta su energia cinética. Al interior de la capa limite, conforme el flujo se acerca a la
pared, la velocidad decae, lo cual implica una rapidez de pérdida de energia cinética por disipacién
viscosa que se vuelve mds, y mds elevada conforme se eleva el flujo. Mientras la energia cinética es
proporcional a la velocidad al cuadrado, la tasa de disipacion viscosa para los fluidos newtonianos
es proporcional al cuadrado del gradiente de la velocidad local. Esta rapidez de disipacién viscosa
estd limitada, en las paredes sélidas, por el gradiente de la velocidad del fluido en la capa limite y
no puede contender indefinidamente con el incremento de la energia cinética en el flujo fuera
de la capa limite, que crece también conforme la velocidad aumenta. Asi, cerca del limite de la
capa limite, llega el punto en el que el fluido, moviéndose muy cerca de la pared sélida con flujo
laminar, s6lo en una direccion, cambia cualitativamente su movimiento, apareciendo movimientos
transversales, o secundarios, a la componente principal de la velocidad. Este cambio local de
direccion hace posible que el flujo siga incrementando su energia cinética conforme aumenta la
velocidad y consecuentemente el nimero de Reynolds, sin que la disipacién viscosa aumente en la
misma proporcién que lo hacia en el flujo unidimensional de régimen laminar. El efecto de este
cambio da lugar al surgimiento de la turbulencia. Esta discusion se aborda con mayor detalle al
inicio del capitulo 7.

Flujos turbulentos

En los flujos turbulentos existe una estructura en cascada de remolinos turbulentos, desde los
mads pequefios, que viajan contenidos dentro de los intermedios y éstos viajan en otros mayores, y
asi sucesivamente hasta los de mayor tamano, que compite con el tamafio del aparato o dispositivo
de flujo, como fue observado ya desde el Siglo XVI por Leonardo da Vinci, y desde el siglo XV
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por los sabios anahuacas, quienes dejaron también constancia de ello en los cédices de su tiempo,
como podemos apreciar en la figura 7.2. Los remolinos son estructuras tridimensionales que
mantienen su identidad durante algin tiempo; los mas pequefios son disipativos, es decir que
son aquellos donde ocurre el mecanismo de disipacion de la energia cinética, transfiriendo el
movimiento de la escala local del flujo hacia la escala de los movimientos moleculares, con el
consecuente aumento de la energia interna. Los remolinos de tamaifio intermedio transfieren la
energia cinética, de los tamafios superiores a los inferiores y los de mayor tamafio son remolinos
que contienen la mayor parte de la energia cinética de flujo.

El estudio de los flujos turbulentos se ha abordado desde un enfoque fenomenolégico y desde
un enfoque estadistico. Ambos parten del tratamiento de la velocidad del fluido como una variable
estocastica (aleatoria) cuyos valores locales-instantdneos vi;k = 1,2,3, se pueden expresar en
términos de su valor medio local, Vi, al que se superponen sus fluctuaciones turbulentas v, de modo
que vi = Vi + V. Para obtener los valores medios se utilizan principalmente dos tipos de promedio:
(1) El enfoque fenomenoldgico, que utiliza el promedio temporal sobre un intervalo de tiempo de
magnitud 7', da lugar a las ecuaciones de balance tiempo ajustadas, donde surgen los esfuerzos
turbulentos, conocidos como esfuerzos de Reynolds, que se suman a los esfuerzos laminares en un
tensor de esfuerzos totales. Para representar los esfuerzos turbulentos Prandtl desarrollé su teoria
de la longitud de mezclado en 1905 y posteriormente Blasius, von Kdrmdn, Schlichting y Taylor,
entre otros, propusieron también expresiones para los esfuerzos de Reynolds. Estas expresiones
son necesarias para resolver las ecuaciones de flujo medio y se conocen en el &mbito matematico
como ecuaciones de cerradura. (2) Por otra parte, el promedio de ensamble sobre un conjunto
de realizaciones ha dado lugar al segundo enfoque: la teoria estadistica de la turbulencia, que
representa un enorme avance en la descripcién y comprension de estos flujos, ganadas en el Siglo
XX con los trabajos de varios autores entre los que habria que destacar a Kolmogorov.

Oftros flujos importantes

Los temas o teorias particulares tratadas por la mecanica de fluidos son inagotables, algunos
ejemplos son: ondas en fluidos, flujos compresibles, flujos estratificados, flujos burbujeantes, flujos
en medios porosos, transporte neumatico, flujos en ambientes de microgravedad, microflujos y
nanoflujos, reologia, flujos en sistemas al vacio, magnetohidrodindmica y un largo etc... Habria
que agregar también que para muchas aplicaciones de ingenieria, como el disefio y la operacién de
sistemas de flujo, basta con el uso de los balances integrados sobre todo el sistema o el aparato de
flujo, complementados por informacion tedrica y experimental sobre los coeficientes utilizados.
Si los balances se obtienen por integracién de las ecuaciones de continuidad, de momentum y de
energia mecdnica, que son ecuaciones locales e instantdneas, en una region del espacio, correspon-
diente a todo o a parte del aparato de flujo, obtenemos los balances integrados, propiamente dichos.
Esta forma de proceder constituye los métodos de promediado volumétrico, promediado superficial
y otros.

El tratamiento integral

Flujos y caudales

El enfoque integral se refiere a establecer los principios de balance en piezas completas de un
equipo o redes largas y complejas de tuberias. Las variables y pardmetros necesarios para elaborar
dichos balances, deben ser representativos de los flujos en tales sistemas. Asi, para determinar
el flujo que sale de un tubo, lo més sencillo es recoger el fluido que sale en un intervalo dado
de tiempo. Luego, a partir de la masa del fluido recuperado M y del tiempo transcurrido, ¢, es
inmediato definir el flujo mdsico w como la razén de la masa entre el tiempo, es decir w = M /t.
Si el fluido es un liquido, en vez de cuantificar la masa recuperada, es posible medir el volumen



42 Capitulo 1. La mecdnica de fluidos y los fenomenos de transporte

correspondiente y definir el caudal o flujo volumétrico Q como el volumen de fluido recuperado
V entre el tiempo transcurrido ¢, es decir: Q =V /r. La masa M y el volumen V se relacionan por
medio de la densidad del fluido p = M/V, de modo que w = pQ. Ademds, se puede asociar una
velocidad media de flujo (v) a la totalidad del fluido saliendo del tubo. Dicha velocidad se puede
asociar con una longitud, la que habria recorrido el fluido en el tubo, en el tiempo de un segundo
si todo el fluido que sale viajara a una velocidad constante. Dicha velocidad es (v), la velocidad
media de flujo. También podemos visualizar (v), a partir del volumen V/, si consideramos la forma
cilindrica del tubo y respondemos la pregunta: ;qué longitud L de tubo seria aquella donde se
contiene, exactamente, el volumen de fluido recuperado a la salida, en el tiempo de un segundo? El
volumen V deberia ser el que salid del tubo en el tiempo ¢? Entonces, si el drea de la superficie de
salida del tubo S es multiplicada por dicha longitud L tenemos que el volumen interno del cilindro
(el tubo) es V = SL. De lo anterior resulta que (v) = L/t = Q/S.

Con variables como las anteriores, representativas de las cantidades integradas o globales
de un flujo dado, que pueden determinarse experimentalmente de maneras sencillas, podemos
establecer relaciones que correspondan a las observaciones. Esta ha sido la manera de proceder
de los incansables hidrodinamicistas de los Siglos XVII y XVIII, que llevaron a descubrimientos
fundamentales para el desarrollo de la mecéanica de fluidos. Como un ejemplo tomemos lo referido
por Castelli, en una carta a Galileo, el 12 de noviembre de 1625. Dice Castelli:

“En estos dias he demostrado geométricamente con mucha facilidad la siguiente proposicion:
que la proporcion entre la cantidad de agua que escurre por un rio cuando este tiene cierta altura
de agua 'y la que escurre en el mismo rio cuando tiene otra altura estd en razon compuesta de la
velocidad con la velocidad y de la altura con la altura."

Galileo respondié que dicha proposicion le parecia “muy clara, siendo que, al mantenerse la
misma altura, el agua que escurre es como la velocidad y, manteniéndose la misma velocidad, ella
es como la altura; por tanto, combinando alturas y velocidades, las aguas que escurren tienen la
proporcion compuesta entre las dos."(Citas tomadas de “El agua segiin la ciencia, Vol. I"por Enzo
Levi, 1985, p. 189).

Las relaciones expresadas por Castelli y Galileo se refieren a un rio de seccién transversal
rectangular, con ancho constante (a), lo cual para ellos seguramente era obvio. Las variables en
juego son “la cantidad de agua que escurre"(w), “la altura de agua"(h) y “la velocidad"({v}).

La proposicién de Castelli se puede expresar matemdticamente como:

= () ()

Si multiplicamos y dividimos el lado derecho de (1.3.1) por la densidad constante del fluido,
P,y por el ancho constante del rio, a, obtenemos una expresién en las unidades apropiadas para
los flujos mésicos wy y wy, es decir, wy = p(v)1Sk; k = 1,2, en unidades de (masa/tiempo), donde
Sy = ahy, es el area de la superficie transversal del rio.

La proposicién de Castelli se demuestra apoydndose en otra proposicién previa de él mismo,
que se lee: “las secciones de un mismo rio descargan, en tiempos iguales, iguales cantidades de
agua, aunque las secciones mismas sean desiguales". Lo cual equivale a establecer la ecuacién de
continuidad integrada, a régimen estacionario, w; = wy, 0 su equivalente Aw = wy —w; = 0, Ec.
(7.1-3) de Bird et al.

He querido relatar la conversacién anterior, entre Castelli y Galileo, para hacer notar cémo, al
ir conceptualizando la hidrodindmica, la elaboracion de los conceptos y las relaciones entre ellos,
han requerido de un enorme esfuerzo que conjuga (1) la observacién cuidadosa, (2) la detallada
descripcidn de lo que se observa, (3) las hipétesis sobre dichas observaciones y (4) los acuerdos
sobre los nombres de los conceptos y sobre las relaciones entre ellos. Por ejemplo, el término de la
"razon compuesta* entre alturas y velocidades, se refiere al lado derecho de la ecuacién (1.3.1).




1.3.2

1.3 El fratamiento integral 43

Figura 1.1: Sistema integral de flujo. Los vectores unitarios uy y uz se localizan en los planos de
entrada y salida, respectivamente, en la direccion del flujo. ry y rp son vectores de posicion de los
planos de entrada y salida, respectivamente, con respecto a un origen O arbitrario. W, es la rapidez
de trabajo mecdnico realizado por el entorno sobre el sistema y Q es es el calor suministrado por el
entorno al sistema.

Balances postulados y balances integrados

El desenvolvimiento de relaciones entre una diversidad de cantidades importantes en deter-
minados fenémenos de flujo, como la relacién de velocidades y alturas, de la seccidén anterior,
di6 lugar a establecer, con el tiempo y la acumulacién de observaciones, principios de balances y
principios de conservacién de cantidades importantes. Varios principios se establecieron en rios,
canales, ductos de alimentacién de agua potable, drenajes, etc..., es decir, en los objetos completos
y en la integridad de los equipos o instalaciones de flujo. De esta manera diversos sistemas fueron
dando lugar a la definicién del concepto de lo que aqui llamamos sistemas integrales de flujo,
cuyos elementos y notacién pueden verse en la Figura 1.1.

Hay dos maneras de elaborar balances integrales en un sistema integral de flujo:

1. Balances postulados.- Principiar por definir un conjunto suficiente de cantidades representa-
tivas en el dispositivo completo y luego postular balances, es decir, relaciones de balance o
de conservacién, donde intervienen dichas cantidades, definidas previamente.

2. Balances integrados.- Elaborar balances locales de cantidades definidas para cualquier
punto del sistema de flujo y establecer sus condiciones iniciales y a la frontera. Luego, sin
considerar la solucién de estos modelos, integrar los balances locales en todo el dominio
del dispositivo; aplicar herramientas matematicas, principalmente teoremas integrales, para
expresar de manera més adecuada algunos términos de las expresiones integrales y definir,
finalmente, ciertas cantidades integrales, como propiedades representativas del flujo en todo
el dispositivo, es decir, como cantidades no-locales.

Los balances postulados y los balances integrados deben ser equivalentes, puesto que represen-
tan el mismo proceso fisico; ademds, aquellos que han sido integrados de las ecuaciones locales
(1.2.1) a (1.2.4), permiten definir la correspondencia de sus cantidades integradas con las variables
y pardmetros del balance postulado correspondiente. Como ocurrié en el desarrollo de la hidraulica,
es frecuente que primero se elaboren balances postulados con cantidades representativas de todo
el artefacto de flujo, y que posteriormente se propongan balances locales, que al ser integrados,
dan lugar a identificar sus términos aquellos que les corresponden en el enfoque postulacional. La
integracidn también permite desarrollar métodos de estimacion de los coeficientes, con la ayuda de
las ecuaciones integradas y de métodos de promediado adecuados.

Los balances integrales en un sistema integral de flujo, los cuales pueden ser postulados o
integrados a partir de los balances locales correspondientes, son como sigue:

1. El balance integral de materia, que puede establecerse diciendo que
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LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA MASA TOTAL mi;,; EN EL SISTEMA IN-
TEGRAL DE FLUJO EQUIVALE AL FLUJO MASICO NETO QUE INGRESA AL SISTEMA:

d

Emmt = —AW, (132)

donde —Aw = — (wp —wy) es el flujo mésico que entra (w;) menos el flujo masico que sale
(wy), es decir, el flujo neto que ingresa al sistema. Ademads, wy = pr < v > Si;k=1,2.

2. El balance integral de momentum lineal o balance integral del impetu equivale a estable-
cer que

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DEL MOMENTUM LINEAL TOTAL (O IMPETU
TOTAL) P;,; EN EL SISTEMA INTEGRAL DE FLUJO EQUIVALE AL IMPETU, O FLUJO
NETO DE MOMENTUM QUE ADQUIERE EL SISTEMA INTEGRAL DE FLUJO MAS LA
SUMA DE LAS FUERZAS DE PRESION EN ENTRADAS Y SALIDAS, MAS LAS FUERZAS DE
ARRASTRE EN LAS SUPERFICIES SOLIDAS MAS LAS FUERZAS DE GRAVEDAD, SOBRE
EL FLUIDO:

iP =-A <v—2>w+ S|lu+F, ., r+m (1.3.3)
dt tot — <V> y4 s—f tor S, o

donde u es un vector unitario en la direccién del flujo, en el centroide del plano de una
entrada o de una salida de la regi6n integrada, ver figura 1.1.
3. El balance integral del momento angular establece que

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DEL MOMENTO ANGULAR TOTAL L;,; EQUIVALE
AL FLUJO NETO DE MOMENTO ANGULAR QUE ADQUIERE EL FLUIDO EN EL SISTEMA
INTEGRAL DE FLUJO, MAS LA SUMA DE LOS MOMENTOS DE TORSION DE LA PRESION
EN LAS SUPERFICIES DE ENTRADAS Y SALIDAS, MAS LA SUMA DE LOS MOMENTOS
DE TORSION EN LAS SUPERFICIES SOLIDAS, MAS EL MOMENTO DE TORSION DE LAS
FUERZAS EXTERNAS, SOBRE EL FLUIDO:

dt

d (v?)
—L;s = —A Tw +pS | (rxu) p+Tsp+ Teu, (1.3.4)

donde r es un vector de posicién desde un origen fijo dado, hasta el centroide de un plano de
entrada o salida de la region integrada, ver figura 1.1.
4. El balance integral de la energia mecanica, que establece que

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA ENERGIA MECANICA TOTAL, LA CUAL ES
LA SUMA DE LA ENERGIA CINETICA TOTAL K;,; MAS LA ENERGIA POTENCIAL TOTAL
®,,,, EN EL SISTEMA INTEGRAL DE FLUJO, EQUIVALE AL FLUJO NETO DE DICHA
ENERGIA MECANICA, MAS LA RAPIDEZ DEL TRABAJO MECANICO REALIZADO POR
LAS FUERZAS DE PRESION EN LAS ENTRADAS Y SALIDAS DEL SISTEMA, LA CUAL ES
CONOCIDA TAMBIEN COMO EL FLUJO DE ENERGIA INTRINSECA AL SISTEMA, MAS
LA RAPIDEZ DEL TRABAJO REALIZADO POR SUPERFICIES MOVILES W,, MENOS LA
RAPIDEZ DE LA PERDIDA DE CAPACIDAD DE REALIZAR TRABAJO, POR LOS EFECTOS
DE DISIPACION DEBIDOS A LA COMPRESION O EXPANSION, E., Y A LA DISIPACION
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VISCOSA, E,, SOBRE EL FLUIDO:

d A
E (K10t+¢10t) = —AEmW+Wm—EC—Ev, (1.35)
A 1o o p . . . .
donde E,, = 3 ﬁ + &P+ E es la energia por unidad de masa del fluido, que equivale a
\

la suma de las energias cinética, potencial e intrinseca, por unidad de masa, en entradas y
salidas del sistema integral de flujo.
5. El balance integral de energia total, el cual establece que

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA ENERGIA TOTAL, LA CUAL ES LA SUMA DE
LA ENERGIA CINETICA TOTAL K;,; MAS LA ENERGIA POTENCIAL TOTAL ®;,; MAS LA
ENERGIA INTERNA TOTAL U, EN EL SISTEMA INTEGRAL EQUIVALE AL FLUJO NETO
DE ENERGIA TOTAL (E,, +U), QUE INCLUYE LA RAPIDEZ DE TRABAJO DEBIDA A LAS
FUERZAS DE PRESIN, LA CUAL ES LLAMADA ENERGIA INTRINSECA, MAS LA RAPIDEZ
DEL TRABAJO REALIZADO POR SUPERFICIES MOVILES W,,, SOBRE EL FLUIDO MAS
EL CALOR Q AGREGADO AL FLUIDO DESDE EL ENTORNO:

d 2 A
dr (Kiot +Pror +Uior) = —A(Ey +U)w + Wy + O, (1.3.6)
A oA 16 o poo . L . o .
donde (E,,+U) = 3 ﬁ +®+ =+ U es la energia mecdnica mds la energfa intrinseca, mds
v

la energia térmica, por unidad de masa.
6. El balance integral de energia interna considera todos los cambios de energia asociados a
cambios de temperatura y a cambios de fase. Establece que

LA RAPIDEZ TEMPORAL DE CAMBIO DE LA ENERGIA INTERNA TOTAL U, EN EL
SISTEMA INTEGRAL EQUIVALE AL FLUJO NETO DE LA ENERGIA INTERNA U = Uw MAS
LA RAPIDEZ DE DISIPACION REVERSIBLE DE LA ENERGIA MECANICA POR EFECTOS
DE COMPRESION/EXPANSION E., MAS LA RAPIDEZ DE DISIPACION IRREVERSIBLE POR
EFECTOS VISCOSOS E,, SOBRE EL FLUIDO, MAS EL CALENTAMIENTO Q AGREGADO
AL FLUIDO DESDE EL ENTORNO:

dUt ot

et —AUw+E,+E,+ 0, (1.3.7)

donde U es la densidad de energia interna por unidad de masa. Este balance también es
conocido como el balance integral del calor en un sistema abierto; se obtiene restando
el balance integral de energia mecdnica, Ecuacién (1.3.5), del balance integral de energia
total, Ecuacion (1.3.6). Es importante notar que siempre E, > 0, en tanto que E. > 0 en los
procesos de compresion, en tanto que E. < 0 en los procesos de expansion, por lo que la
disipacion viscosa siempre induce un calentamiento interno, en tanto que los procesos de
compresion/expansion inducen calentamiento/enfriamiento internos, respectivamente.

7. La ecuacién integral de la entropia se obtiene a partir del balance integral de energia
interna, Ecuacion (1.3.7), luego de utilizar la ecuacién fundamental para U (S,V), que es la
conocida ecuacién de Gibbs de la termodindmica, representdndola en su forma de diferencial
con respecto al tiempo.
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LA ECUACION DE LA ENTROPIA ES CONSECUENCIA DEL BALANCE INTEGRAL DE
ENERGIA INTERNA Y DE LA DEFINICION DE LA ENTROPIA:

dStot Ev + Q

=—AS
7 W+

(1.3.8)

donde Sy, es la entropia total del sistema integral, en tanto que S es la densidad de entropia
por unidad de masa.

8. La cantidad expresada en el balance (1.3.8) como una razén, corresponde a la rapidez de
produccion de entropia, de manera que el segundo principio de la termodinamica se
puede formular estableciendo que

E,+0Q
T

> 0. (1.3.9)

Es muy importante sefialar que, en un fluido constituido por una sola especie quimica,

LA PRODUCCION DE ENTROPIA DE UNA SUSTANCIA PURA TIENE DOS CONTRIBUCIONES,
UNA DEBIDA A LA DISIPACION VISCOSA Y OTRA DEBIDA AL CALENTAMIENTO. EL CAMBIO
DE LA ENERGIA INTERNA TIENE, ADEMAS, UN TERMINO E,., ASOCIADO A LOS PROCESOS
REVERSIBLES DE COMPRESION Y EXPANSION, VER ECUACION (1.3.7).

Noétese que el término £, no aparece en la ecuacién de la entropia, (1.3.8), porque no
contribuye a modificarla, ain cuando E. contribuye a los cambios de la energia interna, que
corresponden a cambios de la temperatura del fluido en los procesos de compresion y expansion,
0 a cambios de fase. E. es un término identificado, en el ambito de la termodinamica clasica,
con el producto —PAV, el cual aparece en la expresion del primer principio de la termodindmica,
aplicado a dichos procesos de compresion y expansion en un sistema cerrado, de modo que w =0y
se acostumbra escribir como:

AU = Q — PAV.

donde el signo de AV = V01 — Viniciar €8 negativo en los procesos de compresion y positivo en los
procesos de expansion. Sin embargo, como se ha demostrado, E. no contribuye a la entropia del
sistema, como muestra el balance de entropia (1.3.8), debido a la aplicacién de la relacion de Gibbs.
Esto nos permite concluir que E. es un término de produccion o consumo de energia térmica
reversible.

Ejercicios

E.1.3.2-1. Balance integral de la entropia

Obtener la ecuacion (1.3.8) a partir del balance de energia interna, ecuacién (1.3.7), y de la
ecuacion de Gibbs para U(S,V).
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Algunos aspectos elementales

La descripcidn del funcionamiento de un instrumento o equipo con flujo de un fluido da ele-
mentos para elaborar el andlisis de los fenémenos que producen el comportamiento observado. La
descripcidn principia por determinar y delimitar el sistema, identificar y reconocer sus elementos,
asi como las relaciones existentes entre ellos y con los elementos que estdn fuera del sistema,
pero que interactian con elementos que forman parte del mismo. En este propdsito la descripcién
conceptual cristaliza en representaciones basadas en las leyes generales de balance y conservacion,
complementadas con principios de aplicacidn general y relaciones de comportamiento propias de
los materiales del sistema. El andlisis desemboca en modelos y sus soluciones, generalmente expre-
sados en el poderoso lenguaje de las matematicas. Estos modelos representan el comportamiento
del sistema y estdn sujetos a un conjunto de hipétesis o condicionamientos que son susceptibles
de estimaciones, verificaciones y cambios para lograr mejores resultados, cuando son necesarios.
Entendemos como buenos resultados aquellos que permiten establecer una correspondencia am-
plia entre las predicciones teéricas y los resultados de las determinaciones experimentales. Sus
diferencias, tanto en valores como en tendencias, permiten pasar a la siguiente fase del trabajo: la
interpretacion. La estimacion del significado de las diferencias entre los resultados del modelo y
los de las mediciones experimentales tiene un enorme margen para la interpretacién, que permite
proponer nuevas hipétesis de trabajo, que conducen a nuevos experimentos y nuevos modelos,
posiblemente con la adaptacién de nuevos accesorios de los instrumentos o métodos de medicién.
Todo esto con el afdn de lograr mejores correspondencias entre la teoria y la practica, que se
traducen en adquirir mayor conocimiento del sistema bajo estudio, cuando se estima necesario. A
continuacién una sintesis del significado de estas tres etapas:

1. La descripcién

Describir es figurar o delinear algo para representarlo cabalmente. Una descripcién de algo se
obtendria al responder la pregunta: ;Qué hay alli?, es decir ;Cudl es nuestro objeto de estudio?
(Cudl es el sistema?

En otras palabras, para hacer mds especifica esta pregunta, podriamos preguntar...
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... {Qué notas? ;Qué ves? ;Qué oyes? ... ;Qué hueles? ;Qué tocas?, es decir ;como se manifiesta o
comporta el sistema?

Las respuestas a estas preguntas nos hacen reflexionar sobre la presencia y las particularidades
de los objetos.

Pero las cosas que mds nos interesan pueden estar cambiando significativamente, de modo que
en el curso de nuestra observacidn se puede notar su evolucion y su desplazamiento; entonces la
descripcion de este algo cambiante deberia incluir la pregunta:

(Coémo cambia lo que hay alli?, es decir ;cdmo evoluciona y se desplaza el sistema o partes del
mismo?

2. El andlisis

El analisis es la distincién y separacion de las partes de un sistema hasta llegar a conocer sus
principios o elementos y las relaciones entre ellos y con el entorno.

El andlisis incluye la aplicacion de los principios y métodos tedricos a cada una de las partes del
sistema, bajo un conjunto de suposiciones y condiciones que relacionan unas partes con otras y con
el entorno. Las preguntas que guian la elaboracién de los modelos serian aquellas que representan
el comportamiento de los elementos del sistema, asi como aquellas que cuantificarian cémo los
resultados de las observaciones se relacionan por medio de los modelos elaborados.

Algunas preguntas que surgen en el andlisis son:

(Cudles son los elementos del sistema? ;Qué hay y qué ocurre a cada una de las partes del
sistema? ;Como se relaciona lo que pasa en cada parte del sistema con lo que ocurre en las otras?
(Coémo afecta al sistema lo que estd fuera del mismo y viceversa?

3. La interpretacion

Interpretar es encontrar el sentido de una cosa, traducir de una lengua a otra, explicar lo que
ocurre. La interpretacion no es tnica, los hechos pueden ser entendidos de diferentes modos, de
acuerdo a los marcos conceptuales que se elijan para indagar su sentido, pero en todo caso, la
interpretacién conecta las observaciones con las predicciones del modelo en cuestion y propone
posibles razones de sus semejanzas y diferencias, que pueden ser puestas a prueba y que pueden
conducir a elaborar y probar otros modelos.

Observacion y descripcion

“Describir es valorar."
Patricia Carini (2001).

La autora de la frase que presenta esta seccion ha escrito importantes reflexiones acerca de la
descripcién. En sus parrafos podemos apreciar como describir es inseparable de observar, de tal
manera que la observacién forma con la descripcién, como un par de piernas que nos permiten cami-
nar para adentrarnos en los senderos de nuestro pensamiento creativo, organizdndolo, aclardndolo
y descubriendo aspectos y conexiones que no habriamos notado anteriormente. A continuacion,
algunas ideas més en el texto de Carini:

“Al describir hago una pausa, y al hacer una pausa atiendo. Describir requiere alejarme y
considerar. Describir requiere que no me apresure a juzgar o concluir antes de haber mirado.
Describir abre espacio a algo para que esté totalmente presente. Describir es un trabajo particu-
larmente lento. Debo dejar de lado categorias familiares para clasificar o generalizar. Tengo que
quedarme con el sujeto de mi atencion. Le tengo que dar tiempo para hablar, para mostrarse. Tengo
que confiar en que tiene sentido lo que estoy atendiendo, que no es un simple evento accidental o
fortuito. Para descubrir la coherencia del tema 'y como persiste en el mundo, tengo que cambiar



2.1 Algunos aspectos elementales 49

deliberadamente mi propia perspectiva en relacion con él. Tengo que ver y oir como puede cambiar
de acuerdo al contexto o al tiempo."

“El describir me ensefia que el sujeto de mi atencion siempre excede lo que puedo ver. Al
describir una pintura, una roca, un nifio, o un rio aprendo que el mundo es siempre mds grande
que la conceptualizacion que tengo de él. Aprendo que cuando veo mucho, sigo viendo solo un
poquito y parcialmente. Aprendo que cuando otros se unen, la descripcion es mds completa de lo
que yo sola veo."

“Al describir estoy en relacion con. Con lo que estoy en relacion con, no puede ser fdcil o
ligeramente descartado. Permanece. Me reclama. Al describir se compromete lo descrito a la
memoria. Describir es aprender desde el corazon."

“Describir requiere e infunde respeto. A veces, cuando estoy describiendo un dibujo o una
historia escrita, la exploro. Al explorarla experimento el gesto de la linea y el como las letras son
dibujadas."

“Al describir la descripcion, estoy describiendo un acto creativo familiar para todo artista,
familiar para todo nifio, familiar a cualquiera que se sumerja en algo que es recurrentemente el
tinico objeto de atencion. Al describir la descripcion estoy describiendo el descubrimiento de lo
nuevo que refresca y anima."

Hasta aqui las palabras de Carini. Podriamos decir también que al describir tomamos concien-
cia y damos cuenta de nuestro propio lugar de observacién, de nuestro propio punto de vista y
perspectiva, que son exclusivos de cada uno, pero que se amplian y profundizan al tomar en cuenta
las perspectivas y los puntos de vista de los demds.

Entonces, describir estd en la base de nuestra relacién con los objetos y con los sujetos. En
el trabajo de laboratorio, describir los instrumentos fisicos y los contenidos conceptuales, que
reconocemos como nuestras herramientas de trabajo, estd en la base de nuestro desarrollo de
nuevos aprendizajes y la generacién de nuevos conocimientos, que serdn siempre descubiertos y
explorados en la relacién con nuestros compafieros y nuestras colegas. Nuestra propia descripcion
de los instrumentos es nuestra toma de conciencia y nuestra valoracién de los mismos, que proviene
de nuestra experiencia directa mediante su observacién y manipulaciéon. De manera semejante,
nuestra propia descripcion del funcionamiento de los instrumentos parte de nuestro entendimiento
de las relaciones conceptuales que somos capaces de establecer. Se trata asi de la descripcién que
podemos elaborar a partir de lo que cada uno de nosotros comprende e imagina.

Supongamos que un grupo de personas observa, como objeto a describir, los principios de
funcionamiento de un instrumento. Imaginemos que en este grupo participamos nosotros, junto
con varios de los autores de los contenidos conceptuales que necesitamos y hemos estudiado en
nuestra materia. All{ nos encontramos, por ejemplo, con Arquimedes, con Leonardo de Vinci,
Newton, Leibniz, Fourier, Fick, Prandtl, Kolmogorov y Bird, entre otros, de acuerdo a lo que, segtn
sabemos, cada uno de ellos ha dicho o podria decir del tema. Ellos forman un circulo alrededor del
instrumento, situado en el centro, y hacen su descripcién del mismo desde su propio sitio. Nosotros
los escuchamos, de la misma manera que los leemos cuando estudiamos sus escritos, y a partir
de la diversidad de sus reflexiones y sus puntos de vista, cada uno de nosotros puede ampliar y
profundizar su conocimiento acerca del funcionamiento del instrumento y del comportamiento de
los materiales, y asi mejoramos nuestra propia descripcién conceptual y obtenemos las bases para
establecer las relaciones que requiere nuestro analisis.
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Sistemas

La mecédnica de fluidos y en general los fenémenos de transporte son ciencias fenomenologicas,
es decir, ciencias que se han construido directamente sobre los hechos experimentales, sintetizando-
los en sus principios, es decir, comprendiendo las esencias de los fenémenos y llevdndolos a los
planos de su generalidad abstracta. Central al andlisis de los hechos experimentales se encuentra
el concepto de sistema. La palabra griega cvoteu o (systema) se aplica a cualquier cosa que
sigue ciertas reglas de orden. En mecanica de fluidos, decimos que un sistema es la parte del
mundo fisico que constituye el objeto de anélisis, incluyendo fluidos y posiblemente sélidos, que
satisfacen ciertas reglas de conservacion o balance. La idea de parte supone la existencia de limites
y requiere determinar su frontera o contorno que la separa del resto del todo. Su complemento
que podemos llamar el medio, junto con el sistema constituyen un “todo"de su clase que podemos
llamar universo.

Un sistema puede constituirse de varios sub-sistemas, ya sean idénticos, semejantes, o con
ciertas particularidades que pueden, precisamente, tomarse en cuenta para identificarlos y estudiarlos
como componentes del sistema, del cual se dice, entonces, que tiene una composicion. Un sistema
es homogéneo (del griego oloyevO o (omoguenis) = de la misma familia, pariente) cuando su
estructura es uniforme. Asi, los cuerpos que se presentan en una sola fase constituyen sistemas
homogéneos (por ejemplo el agua liquida o el aire), en tanto que los cuerpos formados por varias
fases, en forma conjunta, pueden constituir un sistema heterogéneo (por ejemplo el flujos de agua
y aceite en una columna empacada de extraccion liquido-liquido o un conjunto de nubes en la
atmosfera).

Afributos y propiedades

Todo sistema posee un conjunto de atributos o cualidades, entre los cuales algunos son
magnitudes fisicas medibles que llamaremos propiedades.

Las nociones de sistema homogéneo y heterogéneo expresadas arriba, se usan veces en un
sentido distinto y mds restringido; por ejemplo Truesdell (1973) dice que los sistemas homogéneos
son aquellos cuerpos que pueden describirse suficientemente por medio de funciones exclusivas del
tiempo. Asi, asocia la homogeneidad con la condicién de que el cuerpo tenga, en un cierto instante,
un tnico valor para cada una de sus propiedades, como su temperatura, su composicién quimica,
densidad, presion, etc..., en todas sus partes, es decir, en todo el espacio que el cuerpo ocupe, y
que los cambios de las propiedades termodinamicas que lo describen, si es que ocurren, se lleven
a cabo simultdneamente en todo el cuerpo, sin distincion entre sus partes. Entonces es preferible
indicar que dichos cambios se dan uniformemente y que el cuerpo tiene propiedades uniformes,
que pueden cambiar solamente como funciones del tiempo.

Modelos de ajuste de datos experimentales

La observacién de un fenémeno, como el flujo en un rio, en un canal o en un tubo, puede
provocar el interés por cuantificarlo y relacionarlo con cantidades y accidentes observables que
lo rodean. Al irse acumulando las mediciones y las observaciones cualitativas, podemos llegar a
proponer cudles de las mediciones son significativas (o estdn correlacionadas) con el flujo o, en
general, con el fenémeno estudiado. Si el conjunto de pardmetros medidos incluye aquellos que
verdaderamente afectan o influyen en el resultado, tenemos la posibilidad de establecer relaciones
de correspondencia entre dicho flujo y algunos de los parametros.

En la medida que se va sistematizando una disciplina cientifica, se van generando los conceptos
significativos que intervienen, lo cuales deben ser distinguidos en formas claras y distintas y se van
proponiendo correspondencias entre estos conceptos. Las correspondencias pueden representarse
en relaciones funcionales, generalmente de proporcionalidades directas o inversas, potenciales o
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exponenciales, de los comportamientos observados. Esta es, evidentemente, una etapa incipiente
del desarrollo de la disciplina que se estd desarrollando. Asi naci6 la mecanica de fluidos, es decir,
a partir de la observacion sistemadtica, la definicién y determinacién de atributos y propiedades,
asi como su correlacién que permitiria, en etapas posteriores, proponer explicaciones y descubrir
principios fisicos del comportamiento de los fluidos, como veremos a manera de ejemplo en la
historia del flujo de Hagen-Poiseuille. Los principios fisicos, que llamamos leyes, de acuerdo con
una tendencia del pensamiento occidental a proyectarse en la naturaleza, son los fundamentos sobre
los que se construye la mecdanica de fluidos.

El teorema de los 7

Como se ha dicho arriba, la bisqueda de correlaciones entre las propiedades de los materiales,
las caracteristicas de los escenarios donde ocurren los fendémenos de interés, y las condiciones
del entorno, es uno de los primeros estadios de crecimiento de una disciplina cientifica y su
aplicacién a problemas especificos puede seguir siendo una herramienta de trabajo muy util a través
de diversas etapas posteriores, aunque es importante destacar que la herramienta conocida como el
teorema de Buckingham o teorema de los pi puede ser mas ttil, en la medida que ignoramos los
principios que subyacen a un comportamiento observado, el cual deseamos correlacionar con
un conjunto de pardmetros que manifiestamente influyen en élI.

Para encontrar el conjunto de grupos adimensionales 7;, 7, etc... que determinan un fenémeno
observado:

1. Elaborar una lista de todas las componentes, C = {Cj, Cy, ...}, (los pardmetros y variables)

que, supuesta o manifiestamente, son importantes en el desenvolvimiento de dicho fenémeno.

2. Asociar a cada elemento de C sus dimensiones fundamentales de masa (M), longitud (L),
tiempo (T) y temperatura (6). Sea B el nimero de dimensiones fundamentales que intervie-
nen.

3. Calcular el niimero de grados de libertad G = C — B. El teorema establece que se pueden
encontrar G grupos adimensionales independientes: 7y, 7, ..., TG, que describen el fenémeno,
independientemente de las unidades usadas.

4. Expresar el producto IT de todas las componentes, elevada cada una de ellas a una potencia
distinta, representada por una incdgnita a, b, c, ... etc.: II = C{ Cé’ C5... etc.

5. Sustituir en la expresion de dicho producto, las dimensiones fundamentales para cada com-
ponente, por ejemplo, si C es una velocidad, entonces sustituimos C; = LT ! y reducir la
expresion, de modo que cada una de las dimensiones fundamentales aparezca elevada a un
exponente dado.

6. Igualar cada exponente a cero, generando un sistema de ecuaciones algebrdicas para los
exponentes. Notar que el sistema tiene G grados de libertad.

7. Seleccionar los valores de G — 1 exponentes como cero y a otro darle el valor de 1. Resolver
el sistema de ecuaciones, para tener un conjunto completo de exponentes.

8. Sustituir los exponentes en II para obtener ;.

9. Repetir la asignacion de G — 1 valores de cero y un valor de uno, a otros exponentes, que
difieran al menos en parte, de las asignaciones previas y resolver el sistema de ecuacio-
nes nuevamente. Repetir la sustitucion en IT para obtener otro grupo adimensional, y asi,
sucesivamente, para 7, ... 7G.

10. Expresar la correlacién de los datos como la funcién ¢ (m;, m,...,m6) = 0.

Ejemplo 2.1. Diferencia de presion vs. flujo en un tubo cilindrico

Supongamos que desconocemos la teoria que lleva al perfil de velocidad parabdlico (ver Bird,
seccion 2.3) y su integracion para encontrar la relacion de Hagen-Poiseuille para el flujo laminar
en un tubo. Notemos que ésta debid haber sido la situacién de Hagen en 1839 y de Poiseuille en
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1841, cuando encontraron experimentalmente la relacién entre el flujo volumétrico y la diferencia
de presion, que lleva sus nombres.

Lo que observaron fue una correlacién lineal (Poiseuille) o cuadrética, pero casi lineal (Hagen)
entre dos variables: el flujo volumétrico, Q y la presion a la entrada del tubo, Py, cuando mantenian
la presién a la salida del tubo, igual a la atmosférica, P, = P,. Hicieron experimentos modificando
los siguientes pardmetros: las longitudes de los tubos, L, los didmetros de los tubos, D, y pudieron
cambiar la viscosidad del fluido, u, ya sea cambiando de liquido o modificando la temperatura de
trabajo (ya que la viscosidad depende de la temperatura 1 (7')); en consecuencia, también cambiaba
la densidad, p (7). Al cambiar al menos uno de estos parametros, realizaban nuevos conjuntos de
experimentos, cambiando las presiones de entrada y midiendo los flujos a la salida. Asi, observaron
relaciones lineales entre las variables (P — P.) y O, a flujos bajos, cuando mantenian fijas las otras
condiciones de flujo. Hagen incorpord en su correlacién un término cuadritico, proporcional a 02,
que representa efectos inerciales.

Los encabezados de sus tablas de datos de laboratorio pudieron tener parecido con el ejemplo
de un encabezado, que presentamos aqui como la Tabla 2.1.

Tabla 2.1 Pardmetros y variables para el flujo en un tubo
Parametros Variables
pML7] [ uML'T~"] | L{L] | DIL] | (R —P)ML™'T?] | QIL°T"]

Si Hagen o Poiseuille emplearon algtin razonamiento equivalente al teorema de los Pi, posi-
blemente hicieron algo como el conjunto numerado de pasos que hemos descrito anteriormente.
Repasando, podemos suponer que, por la congruencia de unidades de las cantidades usadas, podrian
haber hecho algo equivalente a lo siguiente:
1. Al observar el encabezado de la Tabla 2.1, podemos ver que C = 6, cuatro pardmetros y dos
variables.

2. En el encabezado de la Tabla 2.1 estdn asociadas las dimensiones de cada pardmetro y
variable, el nimero de dimensiones fundamentales es B = 3, es decir, [M,L,T].

3. Nuamero de grados de libertad, G = C — B = 6 — 3 = 3, por lo tanto, hay tres grupos adimen-
sionales: 7y, T, 3.

4. Cada pardmetro o variable se eleva a un exponente:

= p?ubLenpd(py— P )Q’.
5. Se sustituyen las dimensiones de cada pardmetro y cada variable:
0= ML ML TP L)L) ML =231,
y se agrupan los exponentes de cada dimensiéon fundamental:
1 = pplatbre) f(Ba—bretd—et3f)p(—b—2e—f)
6. Los exponentes de cada dimensién fundamental se igualan a cero:
a+b+e=0; —3a—b+c+d—e+3f=0; —b—2e—f=0,

lo cual es un sistema de tres ecuaciones con seis incognitas. Hay tres grados de libertad.
Habra que fijarlos y resolver.
7. Sean a = 1,c = ¢ = 0. Entonces las ecuaciones son:

14b=0; —3—b+d+3f=0; —b—f=0,

cuya solucién da
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8.

10.

Entonces, sustituyendo en la expresion de I1 del punto 4, tenemos:
1,~1707-1 0yl _ P2 _ 0
= LD~ (Py— P, ==
1=p U (Po—PL)"Q ubD D

Sean, ahora ¢ = 1,b = ¢ = 0. Las ecuaciones son, en este caso:

a+1=0; —3a+d—-143f=0; —2—-f=0,
cuya solucién lleva al grupo adimensional
Py—P)D*
m—p WDy — Py @ 2 = LTI Op QQL)

Para el tercer grupo adimensional tomemos, a manera de ejemplo: ¢ = 1,e = f = 0. Entonces,
las ecuaciones del punto 6 son:

a+b=0; —3a—-b+1+d=0. —-b=0,

L
que tienen la solucién que llevaa 3 = L'D™! = D

Por lo tanto, una correlacion de la forma
o (P2 (A—PID —PDY LY
ub’ pQ*> D

puede representar los resultados experimentales. Sin embargo, para nuestra sorpresa, no
encontramos una relacién lineal entre Py — P, y Q, sino una relacién cuadratica, que se
evidencia al suponer que es posible despejar 7, y proponer la correlacion 7, gEs y(my, m3),
porque, entonces podemos expresar el flujo volumétrico Q como:
N i DL (PQ L)
~p "\wpb)

por lo tanto, el flujo volumétrico se correlaciona con la raiz cuadrada de la caida de pre-

L
sién en el tubo. Sin embargo, la funcién y <Zg, D) influye también para modificar esta

dependencia.

Recordemos que desedbamos mostrar las cualidades del teorema de los 7. En realidad, es lo
que estamos haciendo, pero necesitamos ir mas all4 de la receta del procedimiento bdsico, el cual
ya nos ha mostrado cémo encontrar un conjunto de G grupos adimensionales. Sin embargo, hemos
encontrado un grupo que sugiere una dependencia cuadratica de Q (mds apropiada para flujos
turbulentos), y no la relacién lineal de Hagen y Poiseuille, como fue observada por ellos en flujos
laminares.

Notemos que nuestras alternativas, para fijar los grados de libertad al seleccionar dos exponentes
cero y uno, uno, han sido tomadas arbitrariamente y pudieron ser distintas, de modo que habriamos
podido obtener otros grupos adimensionales. En este contexto, una cosa es cierta:

Existe un niimero infinito de grupos adimensionales, que se obtienen como combinaciones
polinomicas de un niimero G de grupos adimensionales independientes.

En particular, podemos encontrar un nuevo grupo adimensional 7, = mm; /73, tal que

T (=R
2 27[3 ,LLLQ )
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de modo que, si podemos despejar 7, de la correlacién de datos ¢’ (7, ), w3) = 0, podriamos tener

que (75) "' = v/ (1, 73), donde, despejando Q, tenemos que
(Po—PL)D*
- Ty, 73).
Q0 oY (71, 73)

Esta correlacion entre Q y AP = Py — P, es lineal si Y/ = C = constante. Este es el caso de los
flujos laminares en tubos largos, donde

(Py—P)D*

0=Cc— 7

(2.2.1)

Podemos ver la coincidencia exacta de esta ecuacién con la que surge de la solucién del balance
de momentum para el flujo mésico w, ecuacién (2.3-21) de la seccidn 2.3 del Bird, si multiplicamos
por la densidad, p, ambos lados de la ecuacién anterior, (2.2.1) y hacemos que C = 7/128:

Py— P.)D* n(Py— P.)R*
pQ:w:C(O uz) p_ (oguz) P (222)

donde R = D/2 es el radio del tubo.
Hemos visto, con este ejemplo, como el uso del teorema de los 7 es una herramienta auxiliar muy
util para el trabajo cotidiano del ingeniero, sin embargo, hemos mostrado también cémo

el teorema de los 7 no basta para determinar las relaciones entre las variables de un proceso
determinado, cuyo comportamiento requiere indagar las razones de fondo,

que constituyen el conocimiento cientifico, para lograr mejores representaciones de dicho compor-
tamiento, en muchas ramas de las ciencias fisicas y quimicas.

Ejercicios

E.2.2.1-1. Namero de Reynolds

Convéncete de que el grupo adimensional m; del ejemplo anterior es equivalente al nimero
de Reynolds, salvo un factor constante, y que podemos definirlo, asi mismo, como un niimero de
Reynolds.

E.2.2.1-2. Factor de friccién

Los modelos para el flujo de liquidos en tuberias se tratan en la seccién 2.4, donde podemos ver
que el factor de friccidn fp es una funcién adimensional que depende de aspectos geométricos de
la tuberia, concentrados en el didmetro del tubo, D y su longitud L, en propiedades importantes del
fluido, donde sobresalen la viscosidad, u y la densidad, p, y en las condiciones de operacioén, que
pueden resumirse en la velocidad media de flujo, (v;). ( De qué grupos adimensionales depende el
factor de friccién en un tubo recto?

E.2.2.1-3. Correlacion de la caida de presion y el flujo masico para flujos turbulentos en
tuberias lisas

(Es posible, extendiendo el razonamiento que nos ha llevado a las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2),
aplicar el teorema de los 7 a los flujos turbulentos con nimero de Reynolds, Re = p(v;)D/ 1, entre
10* < Re < 10°, para encontrar que siguen, aproximadamente, la ecuacién (5.1-6) del libro de Bird:

Pr—P ) 7/4 7\ 1/4
p=E =00198 (n) (*gg) ? (2.2.3)
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Modelos basados en principios fisicos

Una experiencia en el laboratorio implica el manejo de uno o varios instrumentos, el uso de
uno o varios fluidos y la construccién de uno o varios modelos matematicos que representan
el movimiento del fluido en los instrumentos. Las predicciones de los modelos serdn confronta-
das con las mediciones que se hagan, para extraer informacion y sacar conclusiones acerca del
comportamiento de los flujos y de las fuerzas que los gobiernan.

Aun cuando frecuentemente los modelos se encuentran ya elaborados en libros de texto o
articulos especializados, es muy importante que td, como estudiante, emprendas la tarea de su
elaboracion, apoyandote en los métodos que se desarrollan en los textos, incluido éste, incorporando
tus conocimientos tedricos, que adquiririn mayor significacion al aplicarlos apropiadamente
a los sistemas del laboratorio y al ejercitar tu propia inventiva, que se verd fortalecida en la
medida que descubras como eres capaz de enriquecer tu comprension, al explorar libremente con
algunas alternativas, probandolas al modificar partes del modelo o introduciendo cambios en la
experiencia realizada, ya sea para mejorar su adecuacion a las hipétesis de dicho modelo' o para
modificar conjuntamente el dispositivo experimental y el modelo.

Los buenos modelos representan los aspectos mas sobresalientes del comportamiento de los
sistemas de flujo que ocurren en los instrumentos donde se llevan a cabo las experiencias. Surgen
de aplicar los principios de balance de masa y de momentum lineal. Estas ecuaciones se aplican
a situaciones especificas; la principal es sin duda el tipo de fluido, que puede ser newtoniano o
no-newtoniano, de acuerdo al andlisis de sus caracteristicas reoldgicas, que determinan su relacién
de comportamiento. Luego viene la consideracion de las caracteristicas de flujo, que puede ser un
flujo compresible o uno incompresible, con régimen de flujo transitorio o estacionario, en una, dos
o tres direcciones independientes, en el espacio fisico tridimensional, al cual se asocia la estructura
del sistema coordenado mds adecuado. Integrar las ecuaciones de continuidad y momentum, cuando
has empleado un enfoque diferencial, requiere conocer o proponer las condiciones existentes en los
limites del sistema. Esto lleva a proponer las condiciones de frontera y las condiciones iniciales que
se satisfacen en cada situacion especifica. Finalmente, también es necesario considerar la ecuacién
de estado que representa las relaciones entre las variables termodindmicas en cada punto, de acuerdo
a la hipdtesis del equilibrio local. Entonces, los modelos basados en la teorfa de la mecédnica de
fluidos resultan de la aplicacion de las ecuaciones generales de cambio (que surgen de los principios
de balance de masa, momentum lineal y energia cinética), a las condiciones especificas del sistema
bajo consideracion.

Los resultados de los modelos se deben comparar con las mediciones experimentales, para
evaluar su correspondencia o ajuste. Cuando dicha correspondencia no ocurre o lo hace solo
parcialmente, es decir, cuando solo en parte del intervalo de las condiciones analizadas existen
valores cercanos a los de la prediccion del modelo, podemos intentar mejorar dicha correspondencia,
ya sea actuando sobre el modelo o sobre los instrumentos de la experiencia. Actuamos sobre el
modelo cuando notamos que no representa suficientemente ciertas condiciones experimentales que
dificilmente podriamos cambiar; actuamos sobre los instrumentos y sus condiciones de operacién
cuando una modificacién en alguno de ellos podria llevar a una mejor representacion en las
expresiones del modelo, cuando esto no altera de tal manera su representaciéon matemadtica que
haga imposible su solucién y evaluacion.

Los fluidos se distribuyen en toda la regién del espacio que les es disponible, limitados por
las fronteras s6lidas y por las fuerzas gravitacionales, de acuerdo con la naturaleza del fluido en
cuestién, asi como por otras fuerzas como las de tensién interfacial. Los flujos ocurren cuando
una fuerza emergente desequilibra un estado de reposo, indicativo de un equilibrio estitico. Asi

ntroducir cambios en el sistema fisico para adecuarlos mejor a las hipétesis se justifica sélo en el proceso de
aprendizaje, para adquirir mejor conocimiento de los modelos, por ejemplo en sus condiciones a la frontera. En el
ejercicio de la profesion es mds importante adecuar los modelos lo mejor posible a las condiciones del experimento.
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por ejemplo, al abrir la llave del agua generamos un desequilibrio mecénico en la presién, que
antes de la apertura era la presion de la tuberia que, para fijar ideas, suponemos como un tramo
horizontal, conectado al fondo del tanque de almacenamiento (ver Figura X.a). Todo el tramo
horizontal tiene la presion que corresponde a la carga hidrostatica hasta la altura del nivel del tanque
de almacenamiento, como puede observarse en un conjunto de pequeifios tubos verticales que salen
del tubo horizontal a diversas longitudes del mismo y se elevan por encima del nivel del tanque de
almacenamiento (tubos piezométricos), pues en todos ellos, la carga hidrostatica pgH es igual a
la del tanque. Al abrir la llave de paso, situada a la salida del tubo, exponemos el extremo de la
tuberia a la presion atmosférica p, y entonces el agua sale impulsada por la diferencia de presion
establecida entre su entrada al tramo horizontal, donde la presioén absoluta es p, + pgH y la presion
atmosférica a la salida.

En condiciones de flujo, entre la entrada y la salida del tubo horizontal, se genera un gradiente
de presion, equivalente a la presion hidrostatica del tanque.

Adimensionalizacién

Cuando se conocen las relaciones fundamentales (las leyes) que gobiernan la evolucién del
comportamiento de un sistema en una determinada disciplina de la fisica, de la quimica o de
la ingenieria, es posible emplear un procedimiento de adimensionalizacién de las relaciones
fundamentales, para encontrar los niimeros adimensionales que determinan el comportamiento.

El procedimiento de adimensionalizacidn se puede establecer mediante los siguientes pasos,
partiendo de las expresiones particulares de las ecuaciones de continuidad y movimiento, asi como
sus condiciones iniciales y a la frontera (CIF):

1. Establecer un conjunto completo de escalas, es decir, encontrar un conjunto de las cantida-
des tipicas fundamentales, que son importantes en los balances y en sus CIF, aplicados a un
determinado problema de flujo.

2. Definir un conjunto de variables adimensionales, tanto independientes (las coordenadas
del espacio y el tiempo) como dependientes (la velocidad, la presidn, etc...), a partir de las
variables presentes en los balances y en las CIFE.

Despejar el conjunto de variables dimensionales original.

Sustituir las variables dimensionales originales en funcién de las adimensionales.

5. Reordenar cada uno de los términos de las ecuaciones, para que contenga un coeficiente
de escalas precediendo al factor de variables adimensionales.

6. Elegir en cada ecuacién un término que deseamos tenga un coeficiente numérico de uno.

7. Dividir toda la ecuacion entre el coeficiente de escalas de dicho término y simplificamos.

Cada uno de los coeficientes resultantes es adimensional.

8. Identificar cada uno de los coeficientes adimensionales con un niimero adimensional o
con una combinacién de los nimeros adimensionales empleados usualmente.

W

Ejemplo 2.2. Adimensionalizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Siguiendo el procedimiento sefialado anteriormente, vamos a adimensionalizar las ecuaciones
de continuidad y movimiento, para un fluido newtoniano incompresible (p = constante, U =
constante).

Partimos de las ecuaciones locales-instantdneas, en primer lugar de la ecuacién de continuidad
(1.2.1), para obtener la ecuacién de continuidad para los flujos incompresibles:

V.v=0, 2.3.1)

También, partimos del balance local del momentum lineal o impetu, Ecuacién (1.2.2) para
llegar al balance de momentum para los fluidos newtonianos en flujos incompresibles:

d
PE(VH‘PV' (vw) = —Vp+uV?v+pg. (2.3.2)
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Estas dos ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes para los flujos
incompresibles. Entonces,

1. Inspeccionando las ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2) encontramos necesarias, por orden de apa-
ricion, las escalas de: longitud (lp), velocidad (vp), tiempo (puede ser propuesto un tiempo
fo, 0 dejarlo para ser definido posteriormente), presion (podria ser pv% para flujos rdpidos o
Uvo/lp para flujos lentos, o también dejarla para ser definida después). Finalmente aparece el
vector de aceleracién de la gravedad g cuya escala es la constante gravitacional g.

2. Definimos las variables adimensionales:

- v r g

V=V, v=—; =—; ==, 233
0 - » g ¢ ( )

~c¢

Podemos notar que el tiempo se adimensionaliza con algin tiempo caracteristico fy y que la
presioén no se estd adimensionalizando, dejdndola para una etapa posterior. En cada uno de
estos dos términos ejemplificaremos una manera diferente de abordar la adimensionalizacion
de uno de los términos de la ecuacidn.

3. Despejamos las variables dimensionales de la Ecuacién (2.3.3), asi como la aceleracion de la

gravedad g:
1. g
V= I—V; V=V, t=tf; g=g8. (2.3.4)
0
4. Sustituimos las variables anteriores en las Ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2):
1.
—V.-(vv) = 0. (2.3.5)
lo
y
J (vo¥) + lﬁ(ZW) L)t 162( V) +pgd (2.3.6)
—(v —V-(v =—— =V<(y , 3.

5. Reordenamos ambas ecuaciones, cada término con un coeficiente dimensional y una funcio-
nalidad adimensional, excepto por el término de la presidn, que se ha dejado para determinar

posteriormente:
Yy v —o. (2.3.7)
lo

y
pvodv  pvi. le  WVoes. y
LA T i\ v =——Vp4+—-V , 2.3.8
Pt + ’ (V) I p+ 2 V+pgg ( )

6. Elegimos un término de la ecuacién de movimiento, cuyo coeficiente deseamos que sea la
unidad. Por ejemplo, consideremos el término viscoso V2V.

7. Dividimos la ecuacién de continuidad (2.3.7) entre ? y cada término de la Ecuacién (2.3.8)
0

entre %, para obtener, luego de simplificar:

0
S v_o. (2.3.9)
y
12 0¥ Iy« lp o  « I3
PY00 OY | P0G () = - Vp 4 V24 P80y (233.10)
follvo Of u Uvo Uvo

Cada uno de los coeficientes de (2.3.10) es adimensional, excepto el del término de la presion,
cuya variable tampoco es adimensional.
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8. Identificamos cada uno de los coeficientes adimensionales con nimeros adimensionales o
agrupamientos de nimeros adimensionales:

El primer coeficiente puede expresarse como el producto del nimero de Reynolds, Re =

vol . P L .
PYolo por el factor 0 El coeficiente del término gravitacional también puede expresarse

fovo
l
como el producto del nimero de Reynolds por el factor adimensional g—zo. Entonces
o
ly oV < lo . gl .
Re—— = +ReV: (VW) = ———Vp+VV+Re>5§, (2.3.11)
fovo of Hvo Vo
Ahora podemos pasar a definir una presién adimensional p, lo cual puede hacerse de varias
v l

maneras. La més directa es re-introducir el coeficiente constante en el operador V y definir p = ‘uo—p,
Vo

con lo cual el término de la presién tendria un coeficiente de uno. La presion asi definida estd
escalada en las fuerzas viscosas.
Otra posibilidad es escalar la presion en las fuerzas convectivas o inerciales, es decir, definir

- . . < )4 . . P—Do
la presion adimensional como p = — o incluso como j = >

Pvy PV
constante, como la presidon atmosfética o la presion en algtin punto o plano establecido. En este

dltimo caso la ecuacién (2.3.11) queda:

, donde pg es una presion

o & o C I
Re—— 2% 1 ReV - (¥V) = —ReVjp+ V2V + Re5 g, (2.3.12)
tovo Of v

Excepto el término viscoso, todos los términos de la Ecuacién (2.3.12) tienen en su coeficiente
el nimero de Reynold, por lo que podria ser conveniente dividirla entre dicho factor para obtener
una forma mads usual de la ecuacién adimensional de movimiento:

lO &{7 2 2 1 <) 1
——=+V.-(W)=-Vp4+ V¥ g 2.3.13
tovo Of +V- (W) P+ Re vt Fr® ( )
W2
donde se ha empleado el nimero de Froude, definido como Fr = TO.
8o

Queda atin por explicar el significado del tiempo caracteristico o tipico ty, asociado a la duracién
de la etapa transitoria. El tiempo caracteristico del movimiento convectivo es 7. = [y /vy, es decir, el
tiempo en el cual el flujo transita la escala de longitud completa [y del sistema de flujo, a la escala
de velocidad /. Este tiempo se compara con el tiempo caracteristico que dura el proceso transitorio,
como se ve en el coeficiente del término transitorio, como la razén ¢, /fy. Podriamos definir el
nimero de Péclet de momentum Pe,,, como la razén inversa de estos dos tiempos caracteristicos,

. fo
es decir, como Pe,, = —.

c

Ejercicios

E.2.3.1-1. Nimero de potencia en un tanque agitado

Al revisar la subseccién 8.5, vemos que la potencia empleada para agitar un fluido newtoniano
en un tanque agitado es el producto de la velocidad angular del impulsor N multiplicada por el
momento de torsién total efectuado por las paredes del tanque y por los deflectores sobre el fluido,
como indica la ecuacién (8.5.1), de modo que P = NT, es la potencia efectiva sobre el fluido, ver
ecuacion (8.5.2).

Adimensionaliza la ecuacién (8.5.2), junto con las ecuaciones de gobierno para el flujo, es
decir, la ecuacién de continuidad y la ecuaciéon de movimiento, para encontrar que el ndmero de
potencia es funcion del nimero de Reynolds, del nimero de Froude y de un nimero de Péclet,
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convenientemente definido, y que el resultado se puede correlacionar mediante una funcién dada
por la ecuacion (8.5.3).

E.2.3.1-2. Numero de Reynolds generalizado

El capitulo 5 estd dedicado al tratamiento de los fluidos newtonianos generalizados (FNG), cuya
relacién de comportamiento, que generaliza la de los fluidos newtonianos es la ecuacién (5.1.6). En
ella, las dimensiones del pardmetro m, conocido como el indice de consistencia, son [M /Lt>~"], en
tanto que el exponente 7, conocido como el indice de comportamiento de flujo, es adimensional.

i Demuestra que las dimensiones de los esfuerzos viscosos [fuerza/dreal, son equivalentes a

las dimensiones de la densidad de la energfa cinética media [energia/volumen).

ii Adimensionaliza la relacién de comportamiento (5.2.1), para un FNG. Considera que los
esfuerzos viscosos se pueden adimensionalizar con la densidad de la energia cinética media.

iii Define el grupo adimensional conocido como el nimero de Reynolds generalizado, Re,,.

iv Relaciona también la seccién 8.5, viendo la forma particular que adquiere el nimero de
Reynolds generalizado, Re,;, en un tanque donde se mezcla un FNG. ;Cémo se relaciona la
velocidad media de flujo, como velocidad caracteristica del movimiento, con la velocidad
angular caracteristica del movimiento rotacional?

2.4 Flujo laminar estacionario de un fluido newtoniano en un tubo

En esta seccién vamos a desarrollar modelos para el flujo de un fluido newtoniano en un tubo,
para ejemplificar, en uno de los flujos mds estudiados durante el desarrollo de la mecdnica de
fluidos, cémo se han desenvuelto los modelos, con sus limitaciones y sus potencialidades.

2.4.1 Modelo postulado de flujo de un fluido newtoniano en un tubo

Consideremos un liquido newtoniano, llenando totalmente un tubo cilindrico, como sistema.
Ver figura 2.1. Sea z = 0 el plano que coincide con la superficie de entrada, donde la presion
modificada, que puede ser medida con un manémetro, es &, y sea s, la presion modificada a la
salida del ducto, de modo que &) < #. Sea 1 el esfuerzo de resistencia viscosa sobre la pared
del ducto, por unidad de superficie interna del tubo, cuya longitud es L y cuyo didmetro es D = 2R.

Ty
o D
o = )
O:
S —— @ﬁ:;
=R
z=0 z=L

Figura 2.1: Elementos del balance postulado, ecuacién (2.4.1)

Considerando la existencia de régimen estacionario, Podemos postular el siguiente
Balance de Fuerzas en la direccién z:

TR* Py — tR* P, — 2nRLTy = 0. (2.4.1)

En el balance de fuerzas (2.4.1), podemos despejar 7, quedando:

R AP
=—(P—-Z)=Rp| —— 242
=5, (Po—PL) =R ( T > : (24.2)
o AP ,
donde R, = D/4 = R/2 es el radio hidrdulico del tubo, en tanto que (| ——— | es conocido como

el gradiente de la presion modificada. El simbolo Delta, A, aplicado a cualquier variable que, en
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general podemos denotar por un circulo hueco, (), equivale a la diferencia de los valores de dicha
variable, entre dos puntos, es decir que AO) = Ol — O)1 = Olz:= — O|:=0- Aplicado a la presién
modificada, en este caso, resulta que A = &) — . Nétese que, por brevedad, decimos que

A
— L) es el gradiente de la presion, cuando en realidad corresponde al negativo del gradiente.

El modelo postulado terminaria en esta relacién, que puede considerarse una manera de estimar
el valor de 7y, la fuerza que explica cémo es que la presién disminuye en un tramo dado de tuberia,
de longitud L, ver la figura 2.1. Esta expresion también predice que si el tramo de tuberia se duplica,
L, = 2L, y si se mantiene constante la diferencia de presion, — AL = Fy — Iy, el esfuerzo de
resistencia viscosa en la pared, 7y, disminuye a la mitad de su valor anterior, de acuerdo con la
expresion (2.4.2). Pero, ; Cémo es posible que ocurra asi?

¢Coémo interviene la velocidad media de flujo (v;)?

Al realizar el experimento correspondiente, duplicando la longitud de la tuberia, podemos
observar que existe una variable que no ha sido requerida para llevar a cabo el balance de fuerzas
(2.4.1): 1a velocidad promedio de flujo, (v.), la cual puede ser medida recogiendo el caudal que sale
del tubo y llena un recipiente de un volumen dado V,, en un intervalo dado de tiempo t,,, es decir

que la velocidad media de flujo es una variable que se mide indirectamente, ya que (v;) = ﬁ
m
Esta velocidad se observa haber disminuido cuando se ha duplicado la longitud del tubo.
(Como interviene la velocidad media de flujo (v;) en la disminucién de 7, al cambiar la
longitud del tubo? es decir, ;Cémo encontramos una relacién 7 = f({v,))? Asi propuesto, y sin
mayor conocimiento de la mecdnica de los fluidos, abordamos la respuesta a esta pregunta por

medio del teorema de los 7, que es una herramienta puramente matematica.

Uso del teorema de los =

Las dos cantidades a relacionar y sus dimensiones bdsicas son Ty — [ML_IT_z] y (v;) —
[LT~'], de modo que es necesario incorporar un pardmetro que contenga la masa como una de sus
dimensiones, es decir, la densidad, p — [ML~3]. Ahora tenemos un conjunto de tres componentes
(ver subseccion 2.2.1): C = {p, Ty, (v;) } y tres dimensiones bdsicas:B = {M,L, T}, entonces hay
cero grados de libertad: G = C — B =3 —3 = 0. Al no tener grados de libertad, vemos que es
imposible encontrar algin grupo adimensional entre 7 y (v.), pero sospechamos que podemos
estar ignorando alguna componente del conjunto C. Efectivamente, ya hemos observado que la
longitud del tubo tiene un efecto sobre 7y y sobre la velocidad. También podemos experimentar que
el didmetro del tubo influye en el experimento. Por lo tanto, consideremos la importancia de estos
dos pardmetros de longitud: el radio y la longitud del tubo. Entonces las componentes son cinco:
C ={p,1,(v;),R,L}, lo cual hace que los grados de libertad sean dos: G=C—B=5—-3=2.
Ahora seguimos el procedimiento de la subseccion 2.2.1, para encontrar dos grupos adimensionales:

El cuarto y el quinto paso del procedimiento dan:

1= pafg<VZ>CRdLe N (ML73)a(ML71T72)b(LT71)chLe _ Ma+hL73a7b+c+d+eT72bfc.

Puesto que los grupos adimensionales son aquellos que tienen exponentes nulos, esto nos lleva
en el sexto paso, a proponer el sistema de ecuaciones:

a+b=0;, —3a—-b+c+d+e=0; —-2b—c=0.

donde hay dos grados de libertad. Tenemos una solucién si fijamos dos exponentes, por ejemplo, si

deseamos que la densidad aparezca linealmente en el denominador, hacemos que a = —1 y que
en el mismo grupo no aparezca el radio, entonces d = 0. La solucién para los otros exponentes da
b=1,c=—-2ye=0,es decir que un grupo adimensional es

0

T = 711.1 v 72ROLO:
1 p 0< Z> p(Vz>2
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Si ahora modificamos nuestra eleccién, de modo que a =0y d = 1, la solucién al sistema de
ecuaciones resultaen b =0,c =0y e = —1, de donde

_ R
m = )R = X,

por lo tanto, una correlacién de la forma

(emi) =

puede proponerse para relacionar los esfuerzos viscosos con la velocidad media de flujo. Decimos
que la tuberia es larga si R/L < 1. Considerando el limite R/L — 0, llegamos a uno de los
resultados mds importantes en el desarrollo del flujo en tubos:

—m=0,

2
p(vz)
donde m es una constante que podemos relacionar con el factor de friccion.

Definicion del factor de friccion
Consideremos que la energia cinética es la mitad del denominador de la expresion anterior y
entonces, que

1
m:ﬁamwf (2.4.3)

es una expresion que puede ser tomada como la definicion del factor de friccién de Fanning fr,
es decir que

el factor de friccion f es el coeficiente de proporcionalidad existente entre los esfuerzos
viscosos en la pared del tubo y la energia cinética media del flujo,

o bien que

el factor de friccion fr es el esfuerzo viscoso en la pared, adimensionalizado con la densidad
de la energia cinética media de flujo.

Podemos sustituir la ecuacion (2.4.2) en (2.4.3) y despejar la velocidad, para encontrar que

(Po— PL)R

. 244
frpL (44

(ve) =

Vemos que el conocimiento del factor de friccién, fr, es fundamental para estimar los valores
de la velocidad media, utilizando la ecuacién (2.4.4).

Modelo local de flujo laminar de un fluido newtoniano en un tubo

El modelo local de flujo laminar en un tubo largo estd representado en geometria cilindrica,
donde la velocidad tiene la direccion axial del tubo y cambia de valores con la coordenada radial,
es decir que v = v,(r)8,. Ver figura 2.2.

La ecuacién de movimiento axial, a partir de la ecuacién (B.5-6) de Bird, se reduce a:

0=_2Z_ 14, (2.4.5)
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Ty
)
(PO - == QL
(18
= Fe(F) e mrmimmimimn (—%
y=
z=0 z=L

Figura 2.2: Elementos del balance local, ecuacién (2.4.5), donde v =v,(r)8,.

donde el primer término es una funcién de z y el segundo es s6lo funcién de r. Ambos, por lo
tanto, deben ser iguales a una constante A y pueden ser integrados. La integracién del término con
derivada axial conduce a:

d& Py — 7L
——=A=— 24.6
iz 7 (2.4.6)
en tanto que la integracion del término radial resulta
Ar C
Tpp = — +—. (2.4.7)
2 r

Como los esfuerzos deben estar acotados en todo el tubo, es decir, T,, < o Vr, al considerar el valor
de la coordenada en r = 0, encontramos que es necesario elegir C = 0. Entonces

T, = (‘%Z%) % (2.4.8)

Podemos, ahora, estimar la fuerza ejercida por la pared del tubo sobre el fluido, por unidad
de drea superficial de tubo, si sustituimos la coordenada radial por el radio del tubo (r = R), de
donde

M) R (2.4.9)

TOZ Trz|r:R: < L 2

Esta ecuacidn es idéntica a la ecuacién (2.4.2), que fue obtenida al postular un balance de
fuerzas sobre todo el fluido del tubo, de modo que vemos cémo

cantidades postuladas, como 1), resultan equivalentes a las expresiones de las variables de
campo correspondientes, como 7,;, cuando se integran de los modelos locales.

Asi como, después de obtener la ecuacion (2.4.2), fue necesario proponer una relacion entre
7y y la velocidad media de flujo (v;), 1o cual se hizo mediante el uso del teorema de los 7, en el
caso que ahora nos ocupa: el modelo local, también se ve necesario proponer una relacion entre
los esfuerzos viscosos locales, 7,,(r) y la velocidad local, v,(r). Esta relacion es conocida como
la ley de Newton de la viscosidad:

Ty, = — &, (2.4.10)
dr
la cual tiene también un coeficiente adecuado, i, la viscosidad del fluido.

Ademds de la semejanza expuesta entre los modelos postulado y local, también es conveniente
subrayar su principal diferencia: la igualdad (2.4.10) es una igualdad local, es decir, se satisface
en cualquier punto, o dicho de otro modo, la satisface cualquier particula material & del fluido.
No es una relacién para la totalidad del tubo, sino para cada punto interior del mismo. Por esto
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mismo, podemos sustituir la ecuacién (2.4.10) en (2.4.8) e integrar, para encontrar la distribucién
de velocidad v,(r):

A
v, = —@r2+C’, (2.4.11)

que requiere conocer una condicién de frontera, que es la condicién de no-deslizamiento: v,(r =
R) =0, con la cual se determina C’, para llegar, finalmente a la distribucién parabélica de la
velocidad en un tubo:

(PP ry\2
v, = <4.UL> [1— (ﬁ) ] (2.4.12)

donde también se ha sustituido A, de la ecuacién (2.4.6).

Cuando conocemos el campo de velocidad como funcién del punto en la regién de flujo, en este
caso v(x,1) = v,(r) 8, con v,(r) dada por la ecuacién (2.4.12), podemos decir que hemos resuelto
el modelo local y podemos calcular un conjunto de cantidades hidrodinamicas de interés, tales
como la velocidad media de flujo, (v.), los esfuerzos viscosos en una pared, 7y, la velocidad mdsica
de flujo w, en alguna superficie de entrada o salida, etc. La evaluacion de estas cantidades requiere
la integracién de funciones dependientes de la velocidad. Sin embargo, ;Serd necesario resolver el
problema local, es decir, encontrar la velocidad como funcién de la posicion y del tiempo, para
encontrar los pardmetros buscados, tales como la velocidad media de flujo, los esfuerzos vicosos en
la pared o la velocidad mésica de flujo? Exploremos el modelo integrado, para saberlo.

Modelo integrado de flujo laminar de un fluido newtoniano en un tubo

Un modelo integrado se obtiene de uno local cuando, en vez de resolver el modelo local, lo
integramos en todo el volumen del sistema y después relacionamos los resultados de la integracion
con lo que se obtiene de los modelos local y postulado. En la figura 2.3 agregamos, a los elementos
requeridos por el modelo local, aquellos que corresponden a las regiones de integracién, asi como
la ecuacién (2.4.10) para 1p.

S dvg
®, PR ey @,
Sy == — "1——-
R* - n=5
e
=
z=0 z=L

Figura 2.3: Elementos del balance integrado, ecuacion (2.4.17)

La ecuacién local (2.4.5) sugiere que los Unicos dos términos significativos son los esfuerzos
viscosos y la presién, cuya igualdad podemos expresar en cantidades vectoriales, a partir de la
ecuacion (1.2.2), como:

V.t=-VZ, (2.4.13)
que corresponde a las condiciones de equilibrio mecdanico, es decir, cuando la suma de las fuerzas

sobre el cuerpo es igual a cero. Podemos integrar esta expresion local en toda la regién del tubo, Z,
de lo cual resulta que

/ V"th:—/ VA4V, (2.4.14)
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y podemos aplicar el teorema de la divergencia del lado izquierdo de la igualdad, asi como el
teorema del gradiente, del lado derecho, para pasar ambos lados de la igualdad a integrales de
superficie en la region superficial cerrada ., que limita el volumen:

]{ n-tdS = —7{ nZds. (2.4.15)
5% S

donde n es el vector unitario normal a la superficie .7, dirigido hacia afuera de la region % del
fluido. Ahora bien, estas integrales sobre superficies cerradas corresponden, en el tubo, a tres
fronteras: la superficie de entrada de flujo, .7, la superficie sélida de la pared del tubo, ., y la
superficie de salida del flujo, .7, ver figura 2.3. Es decir que las integrales cerradas equivalen a:

§ mOds=[ -8.0as+ [ 8.0as+ [ 8.0as.

donde el vector unitario n se ha especificado en cada una de las superficies. Ademads, la igualdad
(2.4.15) es vectorial y podemos encontrar su proyeccion en la direccion axial multipicandola
escalarmente (producto punto) por el vector unitario 8-, de modo que

/y —6.06,: 1dS, +/y 6.6, :1dS, ‘1‘/5” 8.6 : tdS, =

;/y ~6.-8.7a5. [ 6.8,245, - [ 8.8.7as. (2.4.16)

Pero 1., = 0, porque la velocidad v,(r) no es funcion de z, en tanto que la presion en la pared es
una fuerza ortogonal a la direccidn axial, es decir que 8, - 8, = 0. Por lo tanto la igualdad anterior
se reduce a:

/ Trz|r:RdS :/ t@Odse_/ @Ldss- (2417)
Zp S B2

En términos generales, para evaluar estas integrales es posible aplicar el teorema del valor
medio aunque, en este caso, cada integrando es una constante y puede salir de la integral, de modo
que tenemos:

79 2nRL = (Py — PL) wR>. (2.4.18)

También podemos sustituir la expresién de los fluidos newtonianos, ecuacion (2.4.10), y despejar
el término de los esfuerzos viscosos en la pared, ver figura 2.3, de modo que:

dv,
i

r=R

La segunda igualdad de la ecuacién (2.4.19) del presente enfoque integrado es equivalente a la
ecuacion (2.4.9) del enfoque local y a la ecuacidon (2.4.2) del enfoque postulado. Esto demuestra la
congruencia de la diversidad de enfoques usados para resolver este ejercicio.

Relacién entre los pardmetros f- y u

Mientras en el modelo local hemos incorporado un pardmetro, la viscosidad y, en el modelo
postulado hemos incorporado como pardmetro el factor de friccién fr. Podemos elaborar una
relacién entre estos dos pardmetros si encontramos una expresion para la velocidad media de flujo,
partiendo del modelo local, donde conocemos la velocidad local y podemos efectuar su integracion
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y promediado en la superficie de entrada o de salida, para encontrar la velocidad promedio de flujo,

es decir: . X s [ R )
_ 1 _~ 0= 7L (T
(vy) = 7tR2/o v.(r)2mrdr R < ™ >/0 [1 (R) ]rdr,

donde se ha sustituido la velocidad local, de la ecuacién (2.4.12). La integracién, finalmente da:

(Py— P)R?
=== == 2.4.20
(ve) 8uL ( )
En esta expresion podemos sustituir la diferencia de presion, usando la ecuacion (2.4.19) y luego
eliminar los esfuerzos viscosos en la pared, usando la ecuacion (2.4.3), para despejar, finalmente, el
factor de friccidn, el cual resulta

” —
p(v)R  Re’

JFr=28 para Re < 2100, 24.21)

donde Re es el nimero de Reynolds, definido para la tuberia como

(2.4.22)

La ecuacién (2.4.21) es un ejemplo de la conclusién mucho més general:

El factor de friccion es funcién del nimero de Reynolds, fr = fr(Re).

En tuberias largas, es decir, cuando D/L < 1, con flujos laminares, es decir, cuando Re < 2100,
la funcién es una hipérbola equilatera, dada por la ecuacién (2.4.21).

Ejercicios

E.2.4.4-1. Flujo en tuberias verticales e inclinadas

Desarrolla a detalle los modelos postulado, local e integral para (i) flujo descendente en una
tuberia vertical y para (ii) flujo inclinado ascendente en una tuberia con un dngulo 0 < o < /2 de
inclinacién, con respecto a la horizontal.

E.2.4.4-2. Potencia de agitacion de fluidos newtonianos generalizados (FNG)

i Elabora a detalle un modelo postulado, para la potencia de agitacién de un FNG, proponiendo
las variables y pardmetros que, presumiblemente, deben ser significativos para estimar la
potencia de agitacion.

ii Revisa la seccion 8.5 y desarrolla, en terminos vectoriales, un modelo local para flujo laminar,
seguido por un modelo integrado para la potencia de agitacién de un FNG

iii Adimensionaliza las ecuaciones del modelo local y el modelo integrado, para encontrar que
el nimero de potencia es funcion del niimero de Reynolds generalizado en un tanque agitado.
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3. Procesos de transporte y tiempos caracteristicos

Un proceso de transporte consiste en una sucesion de etapas de transporte.

La transferencia o transporte puede ser de momentum, de energia, de masa o de una combinacién
de ellas. En la dindmica de fluidos se consideran los procesos que implican el transporte de
momentum, en tanto que en la transferencia de calor, aquellos que implican el transporte de energia
térmica y en la transferencia de masa los que implican el transporte de especies quimicas en
mezclas multicomponentes. En los procesos de transporte de momentum el sistema se encuentra
inicialmente en una configuracién dada, que podemos tomar como su configuracion de referencia.
En determinado instante se genera un cambio local al modificar alguna variable mecédnica en una
porcién del interior del sistema o de su frontera; dicho cambio es una perturbacién a la condicién
de referencia que se da a partir de un instante que llamamos tiempo inicial. El estado del sistema
en ese instante se denomina su condicion inicial. El cambio efectuado, que estd restringido a una
porcion del sistema o de su frontera, puede ser instantdneo (un impulso) o continuo (un salto). Este
cambio o perturbacién da inicio a una etapa transitoria de flujo, que afecta las proximidades de la
region donde ocurrié la perturbacion inicial. A la primera etapa le llamamos la etapa transitoria
inicial. Conforme transcurre el tiempo, los cambios del proceso de flujo se extienden a todas las
regiones del fluido, en una segunda etapa que llamamos la etapa transitoria avanzada. Hay
procesos transitorios que terminan por agotamiento del fluido, como al vaciar una tuberia. Hay
otros procesos que alcanzan un estado de equilibrio mecanico, en el cual el flujo se vuelve,
finalmente, independiente del tiempo, es decir, llegan a la etapa de régimen estacionario.

Flujo por cortante entre dos Idminas sélidas planas y paralelas

El sistema y sus fronteras

Consideremos un fluido entre dos laminas sélidas planas separadas una distancia b constante,
que tienen sus lados en las direcciones de las coordenadas (x,z) de dimensiones “infinitas", es
decir, muchisimo mds grandes que la distancia b. Focalicemos nuestra atencién en el fluido, al que
Ilamamos nuestro sistema; también en las dos laminas sélidas que son las fronteras del sistema.
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La configuracion de referencia

Todo el conjunto estd en reposo, de modo que es conveniente considerar este estado como su
configuraciéon de referencia [ver figura 3.1(a)]; es decir, el fluido en su configuracién de referencia
ocupa el espacio definido por las coordenadas (x,y,z) tales que 0 <y < b, para todo (x,z).

v - El sistema y sus fronteras en la configuracion

(a) de l'eferencia_: '

T At <0, el fluido esta en reposo y sus fronteras
solidas también.

o

-y

Condicion inicial. Condicion de no-
deslizamiento:

y A ¢t =0, la lamina solida inferior se mueve a la
(b) | velocidad constante V, en la direccion x. El
fluido en contacto con ella se desliza a la misma
velocidad: w(y=0, =0)=V en tanto que el resto
del fluido atn no se mueve: v.(y>0, =0)=0.

-V

L
+
ey

Etapa transitoria inicial. Transporte del
impetu cerca de la lamina que se desplaza:
A >0, es decir, a tiempos cortos, el fluido
cercano a la placa que se mueve, adquiere la
velocidad wi(y , ), funcion de la posicidn y del
> tiempo, en tanto que sigue en reposo el fluido
X — cercano a la lamina que no se mueve. El flujo es
I transitorio.
Etapa transitoria avanzada. Transporte del
impetu extendido a todo el sistema:
At == 0, es decir, a tiempos intermedios, todo
y el fluido se desplaza con velocidad v«(y , £ ), es
) decir, como funcion de la posicion y de1 tiempo.
T El fluido en contacto con la placa superior no se
X e G mueve, vi{y=>b . t }=0, por la condicion de no-
V deslizamiento. El fluido ejerce una fuerza de
arrastre sobre la placa superior. El flujo es
fransitorio.
Régimen estacionario. El transporte del
impetu ya no depende del tiempo:
v Para un tiempo suficientemente largo, ¢ — o,
’ : todo el fluido se mueve con velocidad v(y), que
t . cambia con la posicion, pero va no con el
> (e) | tiempo. Por la condicion de no-deslizamiento,
el fluido en contacto con ambas placas solidas
se desplaza con las velocidades de estas, es
decir vi(b) = 0 v »(0) = V. La fuerza de arrastre
a través de todo el fluido es constante v el flujo
es estacionario.

(©

L 4

Figura 3.1: El flujo de Couette plano como un proceso de transporte con dos regimenes. En
el régimen transitorio hay aceleracion y tiene dos etapas: la etapa transitoria inicial y la etapa
transitoria avanzada. En el régimen estacionario hay equilibrio de fuerzas.
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La condicioén inicial

A partir de un instante dado, supongamos que se desliza tangencialmente la [dmina sélida
inferior, en la direccién x con una velocidad constante V. Dicho instante sefiala el inicio del
experimento y se denota por el pardmetro ¢ = 0. El sistema se encuentra entonces en su condicién
inicial, que es el reposo del fluido en todo el espacio entre las dos 1dminas sélidas, excepto por una
delgada capa de fluido adherida a la Iamina sélida inferior, que se desplaza con ella, a su misma
velocidad [condicidn de no-deslizamiento, ver Figura 3.1(b)]. Es decir que la condicion inicial es:

vw(yt)=0 para0<y<b, altiempor=0 G.1.1)
wiyt)=V paray=0, altiempor=0 o

Etapa transitoria inicial

El deslizamiento de la 14mina sélida inferior arrastra consigo al fluido adyacente, que forma
también una ldmina o capa fluida. Esta ejerce una fuerza de arrastre sobre el fluido de la siguiente
ldmina fluida y lo pone en movimiento; ésta a su vez arrastra la siguiente 1dmina fluida y asi
sucesivamente. La fuerza se ejerce en la direccién del movimiento (o del flujo de momentum,
coordenada x) y las laminas de fluido se identifican por la direccién normal a la superficie donde se
aplican (que coincide con la direccién en la que se propaga el movimiento hacia las capas o ldminas
mas internas del fluido, coordenada y). La componente del tensor de los esfuerzos viscosos relativo
a esta fuerza es Ty, donde
considerando a 7, como una fuerza aplicada en una superficie de drea unitaria:

Tyx

direccion (normal) ] I direccion de
de la supertficie la fuerza

o considerando a 7y, como un flujo del impetu o flujo de momentum a través de un drea unitaria:

yXx
direccion de I ] direccion
propagacion del impetu del impetu

En esta etapa inicial s6lo se mueve el fluido cercano a la placa en movimiento, en tanto que
el fluido mas lejano permanece en reposo y su estado de esfuerzos viscosos es nulo 7,, = 0. Esta
situacién equivale a considerar importante el transporte de momentum en los alrededores de la
lamina sé6lida en movimiento y proponer que mds alld de una regién cercana a esta lamina, el fluido
se encuentra en reposo [ver figura 3.1(c)]. La extension de esta region en reposo carece de impor-
tancia y puede simplemente proponerse que la region en reposo se extiende indeterminadamente,
lejos de la zona cercana a la superficie sélida, hasta el infinito. Estas consideraciones dan lugar al
planteamiento teérico del Ejemplo 4.1-1, Flujo cerca de una pared que se pone stibitamente en
movimiento, del libro de Bird, Stewart y Lightfoot (2006), para un fluido newtoniano. En la seccién
5.2 resolvemos este problema para un fluido de Ostwald de Waele. Si consideramos que el fluido
newtoniano es un caso particular de los fluidos de Ostwald, para el cual (n = 1,m = u), podemos
seguir el procedimiento de la solucién propuesta en dicha seccion, ya que el problema es de la
difusién transitoria de momentum en el fluido cercano a una ldmina sélida, que repentinamente se
desliza de manera tangencial, a velocidad constante. El desarrollo, reducido al caso newtoniano y
coincidente con el Ejemplo 4.1-1 de Bird, parte del balance del impetu en direccion x:
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2
??:vi? (3.1.2)

donde v = u/p es la viscosidad cinematica y las condiciones iniciales y a la frontera (CICF) son:

ve(y>0,6=0)=0
ey =0, >0)=V (3.1.3)
Ve(y — 0, V1) =0

llegando a la solucién dada por la ecuacién (5.2.23) para n = 1, es decir:

Vx

V= 1 —fer(w), donde w= )

Vavt

(3.1.4)

es la variable combinada. 5
w
e —_ 2 . 7’
La funcién error, fer(w) = T / e " du, donde u es una variable muda, esté representada en
TJo

la Figura 3.2, junto con la velocidad adimensional v, /V .
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Figura 3.2: Funcion error y velocidad adimensional v, /V .

La funcién error se acerca asintéticamente a uno cuando su argumento w — oo, por ello es
conveniente, para determinar el espesor de la pelicula de fluido en movimiento, en la cercania
de la 1amina sdélida inferior, tomar algtn criterio. Seria deseable medir la velocidad con algiin
instrumento que nos determine su valor local, como un anemoémetro laser o de pelicula caliente,
o bien mediante un PIV (Particle Image Velocimeter). En tal caso, la extensién detectada de la
pelicula de fluido en movimiento depende de la precision con la cual podemos medir la velocidad.
Un instrumento adecuado, para propdsitos generales, debe tener una precision mayor al 1% de su
rango de mediciones; por ello es conveniente establecer, como una regla empirica, que el tamaio de
la regién del fluido en movimiento abarca valores de la velocidad v, iguales o mayores al 1% de la
velocidad tipica o escala de la velocidad V, que en este caso es la velocidad de la ldmina sélida.
Esto ocurre para algtn valor de w entre 1.8 y 1.9, y para facilitar el manejo de la cifra, con cierto
margen de aproximacién, consideramos el valor de w = 2, que satisface el criterio propuesto, como
puede apreciarse en la Tabla 3.1, ya que entonces v, = 0.0047V . Este valor de w nos sirve como
criterio para determinar la extension de los fendmenos difusivos en un sistema. Ya que la variable
combinada w depende tanto de la posicion y como del tiempo ¢, ver ecuacién (3.1.4), y dado su
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valor de w = 2, podemos determinar tanto el espesor puesto en movimiento a un tiempo dado como
el intervalo de tiempo necesario para poner en movimiento una lamina fluida de un espesor dado.

Tabla 3.1. Valores de la funcion error
| w [ ferw) | w [ ferw) [ w | ferw) [ w [ ferw) | w [ fer(w) | w | fer(w)
0.00 | 0.0000 || 0.18 | 0.2009 || 0.36 | 0.3893 | 0.68 | 0.6638 || 1.04 | 0.8586 | 1.70 | 0.9838
0.02 | 0.0226 || 0.20 | 0.2227 || 0.38 | 0.3893 | 0.72 | 0.6914 | 1.08 | 0.8733 || 1.80 | 0.9891
0.04 | 0.0451 || 0.22 | 0.2443 || 0.40 | 0.4284 | 0.76 | 0.7175 || 1.12 | 0.8868 || 1.90 | 0.9928
0.06 | 0.0676 || 0.24 | 0.2657 || 0.44 | 0.4662 | 0.80 | 0.7421 || 1.16 | 0.8991 || 2.00 | 0.9953
0.08 | 0.0901 || 0.26 | 0.2869 || 0.48 | 0.5028 | 0.84 | 0.7651 || 1.20 | 0.9103 || 2.20 | 0.9981
0.10 | 0.1125 || 0.28 | 0.3079 | 0.52 | 0.5379 || 0.88 | 0.7867 || 1.30 | 0.9340 || 2.40 | 0.9993
0.12 | 0.1348 || 0.30 | 0.3286 || 0.56 | 0.5716 | 0.92 | 0.8068 || 1.40 | 0.9523 || 2.60 | 0.9998
0.14 | 0.1570 || 0.32 | 0.3491 || 0.60 | 0.6039 | 0.96 | 0.8254 || 1.50 | 0.9661 || 2.80 | 0.9999
0.16 | 0.1790 || 0.34 | 0.3694 || 0.64 | 0.6346 | 1.00 | 0.8427 || 1.60 | 0.9764 || 3.00 | 1.0000

Ahora tenemos la posibilidad de responder la siguiente pregunta relacionada con el proceso de
transporte de la Figura 3.1(c): ; Qué significa que el tiempo sea pequefio, de modo que estemos en la
etapa inicial del movimiento de un flujo de Couette plano? La respuesta, para un fluido newtoniano,
es que el tiempo ¢ es pequeiio si

b2

t<Tc:ﬁ

(3.1.5)

donde 7, es un tiempo caracteristico del criterio para tiempos cortos en un proceso difusivo. Resulta
al sustituir el tiempo 7, = t del criterio:

b
Vavt

donde b es la distancia entre las dos ldminas sélidas, como se aprecia en la Figura 3.1.

w=2=

(3.1.6)

Ejercicio 3.1

Un fluido de Ostwald de Waele tiene un indice n = 2/3; (1) encuentra un tiempo caracteristico
del criterio para tiempos cortos, definido a partir de la respuesta del sistema, como se hizo arriba,
a partir de la regién que se mueve con una velocidad mayor al 0.5% de la velocidad tipica
V, considerando la separacién entre las 1dminas sélidas b como el espesor que se debe poner
en movimiento. (2) Analiza y compara tu respuesta con la ecuacién (3.5), aplicable al fluido
newtoniano. Elabora las gréaficas que sean necesarias para esta comparacion. Usa Mathematica u
otro programa similar.

Régimen estacionario

La evolucién del proceso de transporte de momentum del flujo de Couette, después de su
etapa transitoria inicial que sélo afecta las inmediaciones de la placa sélida puesta en movimiento,
perturba ya la totalidad del fluido entre las dos placas, en su etapa transitoria avanzada o etapa
intermedia, como se aprecia en la figura 3.1(d). El anélisis de esta etapa se facilita al proponer la
velocidad local v,(y,#) en términos de su defecto con respecto a los valores del régimen estacionario,
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ver figura 3.1(e). Por lo anterior es conveniente encontrar primero el perfil de velocidad estacionario,
lo cual proponemos en esta subseccion.

El estacionario es un régimen de equilibrio mecénico, es decir, de aceleracion local cero, cuando
la velocidad no es ya funcién del tiempo, es decir que v,(y,7) — v,(y) y el problema se reduce a
una EDO (ecuacion diferencial ordinaria), con sus respectivas CF (condiciones a la frontera):

d*v,
=Y 3.1.7
0 (3.1.7)
con CF:
wiy=0)=V
3.1.8
w(y=>0)=0, ( )
cuya solucion es la linea recta
Voo y
A 3.1.9
7 2 (3.1.9)
Los esfuerzos viscosos se pueden conocer derivando la velocidad vye(y):
dVyeo d y \%
.= — [V (1-7)] =n 3.1.10
fe= s = V(- 3) = u (3.1.10)

Este resultado indica que el estado de los esfuerzos viscosos en el fluido es, en este caso, una
constante positiva, que representa la fuerza de traccion viscosa por unidad de drea (en la direccién
positiva x) que una ldmina de fluido, situada en la superficie y = yo (ver Figura 3.3), ejerce sobre la
lamina adyacente en la superficie y = yo + 8y, donde Sy es una longitud infinitesimal positiva.

Figura 3.3: Direccion de los esfuerzos viscosos Ty,, en el plano y = yy, para el flujo de Couette
plano estacionario.

3.1.6 La etapa transitoria avanzada

En la etapa transitoria avanzada o etapa intermedia, el proceso de transporte de momentum
abarca ya la totalidad del sistema y es ya importante considerar que la segunda ldmina sélida es
paralela a la primera y se encuentra separada de ella por una distancia constante b. El fluido todo se
encuentra en un estado mecdnico de esfuerzos, provocado por el rozamiento de las ldminas aledafias
de fluido, unas sobre otras. Sin embargo, lo que diferencia la etapa transitoria avanzada del régimen
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estacionario es que la primera cambia con el tiempo; de hecho su cambio es la evolucién hacia el
equilibrio mecanico del régimen estacionario. También la etapa transitoria avanzada se diferencia
de la etapa transitoria inicial en la importancia que tiene la 1dmina sélida superior, que estd fija y en
el transitorio avanzado ejerce un esfuerzo en la direccién negativa del eje x. Este esfuerzo aumenta
de magnitud con el tiempo, llegando finalmente a ser igual al negativo de 7,,, dado por la ecuacién
(3.1.10), cuando alcanza el régimen estacionario.

El planteamiento del problema toma en cuenta todo el proceso transitorio, desde la condicién
inicial hasta el régimen estacionario. Es fundamental considerar el espacio entre las dos ldminas y a
éstas como las fronteras del sistema. Entonces el problema es la difusién transitoria de momentum
en el fluido entre las dos ldminas sélidas, cuando la Idmina inferior se desliza repentinamente de
manera tangencial, a velocidad constante. El modelo para un fluido newtoniano es el del Ejemplo
4.1-2 de Bird y consiste en el balance (3.1.2) con las siguientes CICF:

v(y>0,=0)=0
n(y=0,6>0)=V (3.1.11)
w(y=>b,¥t) =0

La solucion a este problema ya no es posible por el método de combinacion de variables, ya
que no se cumple la condicién de reducir las tres condiciones limite de la ecuacién (3.1.2) a solo
dos condiciones distintas, como ocurrié con las CICF (3.1.3). Esta imposibilidad se debe a la
importancia de la ldmina sélida situada en y = b. Ahora la solucién se dard utilizando el método de
separacion de variables y es conveniente proponerla como la superposicién de la solucién en el
régimen estacionario, vy., menos su defecto o desviacion transitoria vy,:

Vx(3,1) = Vaea (¥) = Ve (3,7) (3.1.12)

El resultado, en variables adimensionales, es la ecuacion 4.7-40 de Bird:

o) =(1-1m)-Y <’12n> exp(—n72t) sen(nzn), (3.1.13)

n=1

donde las variables son:

o) =1 =2 1= (3.1.14)
En el lado derecho de (3.1.13), el primer paréntesis corresponde a la solucion estacionaria
[ecuacién (3.1.9)], en tanto que la sumatoria corresponde a la desviacion que se sustrae de la
primera.
Podemos ahora preguntarnos por el tiempo necesario para que la velocidad esté cercana a su
valor del régimen estacionario en menos de un 1% de diferencia, es decir que nos preguntamos por
el valor minimo del tiempo 7., que satisface la desigualdad:

o [ 2 1 1
Z (m‘c) exp(—n’m’t,)sen <%) =3~ (P(E’Te) < 0.01, (3.1.15)
n=1

lo cual ha requerido especificar el valor de la coordenada espacial 1 = 1/2, que coincide con el
punto medio del fluido, es decir, el punto mas alejado de ambas fronteras. Es claro que solamente
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contribuyen a la sumatoria anterior los términos cuya funcioén seno es distinta de cero, lo cual nos
lleva a modificar la sumatoria para que incluya sélo estos términos, es decir, cuando n — 2m — 1.
Entonces buscamos un valor de 7, tal que

> 2 2m—1)=m
- —(2m—1)*n1, ) <o0.0l. 3.1.16
L (7)ol (22) @11
Ejercicio 3.2
1. Encontrar valores aproximados de 7, usando la ecuacién (3.1.16) para sumatorias truncadas
en su nimero de términos, con valores maximos m,,,, = 1,2,3, ..., donde

Minax

)y <(2mil)n) exp (—(2m—1)*n’t,) sen <(2’"g1)n> <0.01. (3.1.17)

m=1

2. Elaborar una grafica de m,,,, vs. T, para observar como los valores aproximados de 7, tienden
a un valor limite conforme aumenta el niimero de términos de la sumatoria.

3. Evaluar la razén f; = 7,/7., donde f; es un factor que indica cudntas veces mayor es el
tiempo requerido para llegar al régimen estacionario, con respecto al tiempo caracteristico de
duracioén de la etapa inicial, dado por la ecuacion (3.1.5).

Flujo laminar de un fluido newtoniano en un tubo circular
El fluido y sus fronteras

Consideremos un tubo vertical largo, lleno de un fluido newtoniano, con el fondo cerrado por
una valvula de bola o simplemente con un tapén. En determinado momento la vilvula se abre
totalmente de manera instantdnea, poniendo en contacto el fluido del fondo del tubo con la presién
atmosférica. Consideremos el sistema formado por el fluido del tubo; las fronteras son la pared
interna del tubo, la seccidn transversal abierta de salida del fluido, situada donde esta la valvula (o
el tap6n) y la seccién transversal abierta a la entrada del fluido, donde colocaremos el origen del
sistema coordenado. La entrada estd situada una distancia L arriba de la salida; para que la velocidad
sea positiva vamos a orientar el sistema de coordenadas cilindricas (r, 6.z), con su coordenada axial
z en la misma direccién de la velocidad, como se aprecia en la Figura 3.4.

La configuracién de referencia

El fluido en reposo en el tubo puede tomarse como la configuracion de referencia [ver Figura
3.4(a)]; es decir, el fluido en su configuracién de referencia ocupa el espacio definido por las coorde-
nadas cilindricas (r,0,z) tales que 0 < r <R,0< 6 <2m, 0 <z <L, donde L es la longitud desde
el origen de coordenadas hasta la védlvula de salida y a es el radio del tubo. En esta configuracion, la
presion en el fondo del tubo, donde se encuentra el tap6n o la valvula, es p; = po+ pgL y mds atn,
para cualquier valor de z, p(z) = po + pgz. Definiendo la presién modificada como &2, = p, — pgz,
vemos que en las condiciones hidrostéticas &2, es una constante: &2, = p y por lo tanto, cualquier
diferencia de presién modificada en condiciones hidrostéticas es cero.

La condicién inicial

Sin embargo, cuando la vdlvula se abre completamente de manera instantdnea, poniendo en
contacto el fondo del tubo con el aire ambiental a la presién atmosférica p,, la presion del fondo
cambia abruptamente a la presién atmosférica, de modo que la diferencia de presion modificada
deja de ser cero: —AL = pg— P = po— pa # 0, y se induce un flujo en la direccién negativa del
gradiente de la presién modificada:
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Figura 3.4: El flujo de Hagen-Poiseuille como un proceso de transporte. (a) El tubo vertical tiene
su extremo inferior cerrado y se encuentra lleno de un liquido newtoniano a la presién hidrostatica,
de modo que p; = po+ pgL. (b) Al tiempo ¢ = O se destapa el fondo del tubo y sibitamente la
presion allf se torna igual a la presién atmosférica, p,. En este instante no existe flujo. La linea
roja indica que v, = 0. (c) Se genera un flujo transitorio acelerado, la velocidad es mayor lejos de
la pared y cero en contacto con ella, por la condicién de no-deslizamiento. (d) Continta la etapa
transitoria con mayor aceleracion en la zona de menor resistencia, es decir, lejos de la pared y cerca
del centro del tubo. (e) A tiempos muy largos se establece el perfil parabdlico de la velocidad, que
es estacionario.

7d=@ _ P0 — Pa

o . (3.2.1)

Etapa transitoria inicial

En la Figura 3.4(c) se representa la etapa inicial del flujo laminar en un tubo, que es un
movimiento acelerado por el efecto de la diferencia de presion y con efectos de rozamiento en
la pared. El fluido escurre por el interior del tubo, aumentando su velocidad conforme pasa el
tiempo, lo cual provoca también un aumento en las fuerzas de rozamiento en direccién ascendente,
efectuadas por la pared del tubo sobre el fluido.

Por un momento pensemos en la situacién que observaria un viajero observador adherido al
fluido en el eje axial del tubo. Este observador viajaria a una velocidad igual a la velocidad del
fluido en el centro del tubo y podemos imaginar que veria que es la pared del tubo la que se mueve
con respecto a €l, de la misma manera que viajando en un automovil, vemos que son las casas y
semdforos los objetos que se mueven, en la direccién contraria a nuestro propio movimiento y con
nuestra misma velocidad, pero en sentido contrario. Si por un momento, proponemos ahora que
cambiamos nuestro problema al del flujo en un tubo, pero generado por el movimiento repentino de
la pared del tubo, que a partir del instante inicial se desliza con una velocidad constante, de magnitud
y en la direccién ascendente, lo que tenemos es un problema muy semejante al del flujo de Couette,
que hemos discutido anteriormente. Podemos también hacernos la pregunta sobre el espesor de la
pelicula de fluido que se habria puesto en movimiento, arrastrada por el movimiento ascendente
de la pared del tubo, como se ilustra en la Figura (3.5). También cabria una pregunta similar a la
que hemos hecho anteriormente: ;En cuanto tiempo el movimiento del fluido se transfiere desde la
pared del tubo hasta su eje axial? Ignorando el efecto de curvatura propio de la geometria cilindrica,
podriamos utilizar el criterio de tiempos cortos, desarrollado en el ejercicio anterior, ecuacion (3.6)
y expresar que dicho tiempo estd dado por

RZ

t<TC:m

3.2.2)
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Figura 3.5: Etapa transitoria inicial del flujo de un fluido en el interior de un tubo, cuando el tubo
se pone repentinamente en movimiento, en su direccién axial, a una velocidad constante V.

donde R es el radio del tubo. Debemos subrayar que esta expresion representa el tiempo de la
difusion del impetu (o difusion viscosa) desde la pared hacia el centro del tubo y podemos asociarlo
al tiempo requerido para que el movimiento de la pared del tubo afecte, debido al arrastre viscoso
del fluido, la regién del centro del tubo, representando aproximadamente el problema original
propuesto en esta seccidn, es decir que, si consideramos solamente la etapa transitoria inicial,
la pelicula de fluido en movimiento es una delgada capa de fluido, de espesor J, cercana a la
pared, donde § < R. Por tal motivo, es adecuado despreciar los efectos de curvatura del sistema de
coordenadas cilindricas y utilizar, en consecuencia, la expresion (3.2.2), para estimar el tiempo de
la etapa transitoria inicial.

Régimen estacionario

La etapa final del flujo es el extremo opuesto a la etapa transitoria inicial, es decir, cuando
se establece el régimen estacionario, a tiempos muy grandes, como en la figura 3.4(e), cuando el
escurrimiento del fluido debido a la gravedad o a una diferencia de presién modificada no nula, se
compensa mecdnicamente con el efecto de la resistencia viscosa que ejerce la pared del tubo en la
direccién ascendente. El andlisis corresponde al resultado conocido como el perfil parabdlico de la
velocidad, que viene en todos los libros de texto, incluido el presente, ver ecuacién (2.4.12):

d?\ R? r\2

de donde se obtiene el resultado conocido como la ley de Hagen-Poiseuille:

d?\ nR*
0= (_dZ) 8u (3.2.4)

En estas expresiones el gradiente de la presion modificada estd dado por la ecuacion (3.2.1),
que bien puede ser reemplazado, como se hard en la siguiente seccion.

Etapa transitoria avanzada

La descripcién del proceso transitorio de la Figura 3.4, que abarca desde el inicio del flujo
hasta que se llega al régimen estacionario, se propone a partir de las siguientes consideraciones
y simplificaciones, siguiendo el ejercicio 4.D-2, propuesto por Bird et al, que aparece con mayor
detalle en la primera edicién de su libro, de 1960. La velocidad es unidireccional, en coordenadas
cilindricas, es decir que v = (v,,vg,v;), donde v, = vg = 0y v, = v,(r,1). También que el gradiente
de la presion estd dado por la ecuacién (3.2.1) y entonces tenemos el siguiente modelo para un
fluido newtoniano incompresible:
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v,  po—Pa 19 [ dv,

—-— = - | r== 325

ot L Keor\ar ( )

con las condiciones iniciales y a la frontera:
v.(n,t =0)=0; para 0<r<R
v.(r=0,1) < oo vt (3.2.6)
v.(r=R,t)=0; V.
La solucién se puede encontrar en términos de las variables adimensionales:
% r vt
- ; E=05 T= 5 (3.2.7)

~ (po—pa)R?/4uL’ R’ R¥’
a partir de la solucién que corresponde al perfil parabélico del régimen estacionario, ¢o.(§) = 1 — &2,
menos la desviacién que corresponde a la aceleracion local y se amortigua con el tiempo, ¢, (&, 7);

es decir §(€,1) = 9 (&) — ¢ (&, 7) es tal que:

9(E.1) = 82 a3J1 eXp(—Ot,ff) (3.2.8)

Las desviaciones con respecto de la solucion estacionaria, evaluadas en el centro del tubo, son
utiles para proponer un criterio sobre el tiempo minimo necesario 7., para que dichas desviaciones
sean inferiores al 1 %, con respecto al valor de la velocidad en el régimen estacionario, es decir que:

¢:(0,7.) = ¢.(0) — ¢(0,7,) =8 Z oc3J1 exp(—agre) <0.01 (3.2.9)

donde las @, son las raices de la ecuacion Jy(o) = 0, cuyos primeros valores son o = 2.405,
0 =5.520y o3 = 8.654.

Ejercicio 3.3
1. Encontrar valores aproximados de 7, usando la ecuacién (3.2.9) para sumatorias truncadas
en su nimero de términos, con valores maximos m,,,, = 1,2, 3, ..., donde

8%¥Mexp(—a%€) <0.01. (3.2.10)

2. Elaborar una gréfica de m,, 4 vs. T, para observar como los valores aproximados de 7, tienden
a un valor limite conforme aumenta el niimero de términos de la sumatoria.

3. Evaluar la razén f; = 1,/17., donde f; es un factor que indica cudntas veces mayor es el
tiempo requerido para llegar al régimen estacionario, con respecto al tiempo caracteristico de
duracioén de la etapa inicial, dado por la ecuacion (3.2.2).

4. Con base en los resultados anteriores, asi como los del Ejercicio 3.2, ;es razonable proponer
que T, ~ 1007.?
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4.2

4. Procesos transitorios sin etapa estacionaria

Intfroduccion

En el capitulo precedente tratamos dos flujos que a tiempos muy largos llegan a su régimen
estacionario. En ambos casos tienen solucién al modelo transitorio, en la etapa transitoria avan-
zada, se obtuvo a partir de la diferencia con la soluciéon del régimen estacionario, la cual se
obtiene cuando se elimina la dependencia temporal en las ecuaciones del modelo, reduciéndolas
a ecuaciones diferenciales ordinarias, que se resuelven para la velocidad unidimensional, en fun-
cién solamente de una de las coordenadas espaciales que limita al flujo con una condicién a la
frontera.

Existen procesos transitorios de flujo que nunca llegan a su régimen estacionario, sino a su
agotamiento,

como sucede al vaciar un tanque que inicialmente contiene un liquido, por un orificio o un tubo
localizado en su base, o al determinar la viscosidad de un fluido con un viscosimetro capilar. Ambos
flujos se analizan en este capitulo desde un enfoque de balances integrales con modelos transitorios
y cuasi-estacionarios.

Modelos de la descarga de un tanque

El proceso de descarga de un recipiente o tanque a través de un tubo de salida, localizado en la
base del tanque, es transitorio desde el inicio hasta que el recipiente se vacia. A diferencia de
otros procesos de flujo, no alcanza un régimen estacionario. Los principios fisicos que gobiernan este
proceso pueden analizarse partiendo de los balances integrales de masa y de energia mecanica en
el régimen transitorio. Ademas, al considerar la aproximacion de los procesos cuasiestacionarios,
es posible elaborar modelos parcialmente transitorios y parcialmente estacionarios, considerando
sus dindmicas lenta y rdpida, respectivamente.
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Figura 4.1: Diagrama del recipiente con un tubo de descarga.

Cantidades integrales fundamentales

Consideremos que el recipiente y el tubo que se muestran en el diagrama de la Figura 4.1
contienen al sistema, que es el fluido contenido en ambos, el tubo y el recipiente. Este sistema se
ha dividido en dos sectores o subsistemas por medio de tres planos. Entre los planos 1 y 2 esta el
recipiente y entre los planos 2 y 3 estd el tubo. La masa total de fluido en el recipiente, m,,, es:

~H(t)
Mot = S| /O pdz=pSiH(t) 4.2.1)

donde p es la densidad (constante) del fluido, S| = 77:D2T /4, es el drea de la seccidn transversal del
recipiente (constante), S;dz es un elemento diferencial de volumen en el recipiente y H(z) es la
altura del nivel del fluido en el recipiente, desde el fondo del mismo.

La energia potencial total del fluido en el recipiente, ®,,,, se puede estimar por integracion
de la densidad de energia potencial p® = pgz, a cualquier altura z, en el volumen del recipiente,
con el elemento diferencial de volumen S;dz, utilizando el sistema coordenado de la Figura 4.1,
donde z = 0 en el fondo del mismo recipiente, tenemos:

2

La dltima igualdad se obtiene al efectuar la integracion en z y sustituir la ecuacién (4.2.1). En
esta ultima igualdad reconocemos que la energia potencial total del fluido en el recipiente ®,,,
equivale a la fuerza de gravedad my,, g aplicada en el centro de masa, es decir, en el plano horizontal
a la mitad del fluido en el tanque Z = H /2. Los cambios de la masa total y la energfa potencial total
en el recipiente se pueden representar como sus derivadas con respecto al tiempo, al establecer los
balances transitorios de masa y energia mecédnica, como se hace en la siguiente seccion.

H(r) H(t
(I)tot - Sl /O ngdZ - mt()tgﬁ' (422)

Modelos integrales transitorios
Balance integral de masa en el recipiente, desde arriba de la superficie del agua en el recipiente,

plano 1, hasta la entrada al tubo, plano 2. Ver Figura 4.1 y simplificar el balance integral de masa,
Ecuacion (7.1-1) o Ecuacidn (7.1-2) de Bird et al:
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dmy o

dt

— —ws (1) (4.2.3)

donde wy(t) = pSy(v2)(t) es la velocidad masica de flujo o flujo masico, S, = 7d? /4 es el 4rea de
la superficie transversal del tubo y (v;)(¢) es la velocidad media de flujo en el tubo.

En la Ecuacién (4.2.3) hay dos incognitas dependientes del tiempo: la masa de fluido en el
recipiente my, (t) y la velocidad media en el tubo (v,) (7). Existe, por lo tanto, un grado de libertad
y resolver el balance de masa integrado requiere establecer otra relacién independiente entre ambas
variables. Por ello elegimos establecer el balance integral de energia mecanica desde arriba de la
superficie del agua en el recipiente, plano 1, hasta la salida del tubo, plano 3. Ver Figura 4.1 y
simplificar el balance integral de energia mecénica, Ecuacion (7.4-1) o Ecuacién (7.4-2) de Bird et
al:

Ao, 1,
== —E, 42.4
dt ) (v2)“wa(t) ( )

4L 1
donde E, = A fpi <V2>2W2 son las pérdidas de energia mecanica por friccién viscosa en el tubo (y
1

en los accesorios de entrada y salida).

Abhora el balance de masa (4.2.3) se puede re-escribir sustituyendo la igualdad desarrollada
para wy (1) y la ecuacion (4.2.1) para obtener una expresion para la velocidad como funcién del
nivel del agua H(¢) en el tanque:

_(_SidHd
() = (— S dt) (4.2.5)

Por otra parte, considerando la expresion para la energia potencial total (4.2.2) y la expresion
para las pérdidas de energia mecdanica por friccién viscosa en el tubo, E,, en el balance de energia
mecdnica (4.2.4) tenemos que

d 4L
gg(mmzH) =— <1 + dth> (v2)?w> (4.2.6)

donde se puede aplicar la derivada al producto m;,H, conduciendo a dos términos en el lado
izquierdo de la ecuacion (4.2.6), en la cual se sustituyen (4.2.1) y (4.2.3) quedando:

dH 4L
t

Aqui podemos sustituir wp, = pS>(v,) y la ecuacién (4.2.5), simplificar y obtener:

4L Sy dH \*
2Ho =1+ = o 428
g <+d,fF><Szdt>’ ( )

a la cual se puede extraer rafz cuadrada antes de integrar con la condicién inicial H(z = 0) = H,
quedando:

St /2 4L
A g<1+dth> (VAo VH) =1 42.9)
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que es una expresion que asocia un valor de H a cada tiempo ¢. En particular, el tiempo de descarga
tp es el tiempo al que se vacia el tanque, es decir que H(fp) = 0. Podemos utilizar esta condicién
en la ecuacion (4.2.9) para re-escribirla como:

2 AL
St (1+fF>H—tD_t (4.2.10)
S\ g d;

que es un resultado comparable con otros que se han reportado; por ejemplo, al despreciar la
friccién en la pared del tubo, hacemos el problema equivalente al de un escurrimiento por un
orificio en el fondo del tanque, que equivale a sustituir el valor fr =0 en (4.2.10). En tal caso el
resultado coincide con el de Bird et al. [Ejemplo 7.7-1(a)], basado en la solucién de Torricelli para
el flujo a través de un orificio, que utiliza la ecuaciéon de Bernoulli en régimen estacionario. Otros
casos de importancia se tratan en los siguientes ejercicios.

Ejercicios
E.4.2.2-1. Refinamiento del modelo de descarga de un tanque
(1) Corrige las cantidades totales m;,, y Py, €n las ecuaciones (4.2.1) y (4.2.2), incluyendo las
contribuciones respectivas del fluido contenido en el tubo.
(2) Repite el desarrollo que lleva a las ecuaciones (4.2.9) y (4.2.10), incorporando las contribu-
ciones del fluido en el tubo, calculadas en el punto anterior y explica tu resultado.
E.4.2.2-2. Descarga con flujo laminar en el tubo
p(v2)d:

nimero de Reynolds en el tubo. Sustituye fr del caso laminar en la ecuacién (4.2.10) y c‘émpara tu
resultado con el del ejercicio 7B.9(a) de Bird et al, después de hacer el dlgebra necesaria.
E.4.2.2-3. Descarga con flujos turbulentos en el tubo
El factor de friccion para tuberias con flujo turbulento tiene varias expresiones que se describen
a continuacion:
(1) El factor de friccién de Blasius (1913) surge de un andlisis de la capa limite y es adecuada
para tuberias de pared hidrdulicamente lisa en el rango de nimero de Reynolds que se indica:

es el

El factor de friccion en tuberias con flujo laminar es fr = 16/Re, donde Re =

0.0791

fF:W, 2.1 x103 <Re < 10°. 4.2.11)
e

(2) Otro resultado, conocido como la férmula de Prandtl (1952), utiliza una descripcién del
flujo turbulento basada en las variables universales (Bird et al. Ejemplo 5.5-1), también para
tuberias lisas con un rango de nimeros de Reynolds mds amplio que la anterior:

1
—— =4.0log(Re+/fr) —0.4; 2.3x10% < Re <4 x10°, (4.2.12)
VIF
(3) En las tuberias rugosas el parametro de rugosidad relativa €/d; juega un papel importante
en la determinacién del factor de friccién. Las formulas de fr para tuberias rugosas son
variedades empiricas con algin parecido a (4.2.11) y (4.2.12), como la ecuacién empirica de

Haaland (1983):
1 6.9 €/d, 10/9
— = -3.6log | — + ; 4x10* < Re < 108; :
NG 3.6log Re <3.7) ; 4x10"<Re<10° 0<eg/d <0.05

(4.2.13)

Utiliza las expresiones de los factores de friccion para flujo turbulento (4.2.11), (4.2.12) y
(4.2.13) en la ecuacion (4.2.10), para generar las correspondientes gréficas en el plano (¢, H).



423

4.2 Modelos de la descarga de un tanque 83

E.4.2.2-4. Flujos de energia potencial gravitacional
Incorpora los flujos de energia potencial gravitacional al balance transitorio de energia cinética
(4.2.4) y luego
(1) Encuentra la solucién con respecto al tiempo.
(2) Compara dicha solucién con la ecuacién (4.2.10).
(3) Estima qué tan importante es incorporar estos flujos de energia potencial gravitacional al
inicio del experimento, cuando la longitud del tubo es de L =0, L = Hy/10, L =Hy y
L = 10H,.
Respuesta al punto (1):

52 <1+4LfF> (m—ﬁ) —1p—1 4.2.14)
S\ g d;

Nota: Aplica nuevamente la Ecuacién (7.4-2) de Bird et al., considerando que la densidad de energia
potencial por unidad de masa es ®(z) = gz.

Modelos integrales cuasi-estacionarios

Los modelos cuasi-estacionarios se pueden elaborar para las etapas transitorias de un proceso
cuando concurren dinamicas lentas y rapidas, es decir, cuando la transferencia de las cantidades
de interés, en este caso la masa (evidenciada por la altura en el tanque) y la velocidad media (que
se establece en el tubo cuando se alcanza el equilibrio de fuerzas entre las fuerzas gravitacionales y
las fuerzas viscosas), procede de manera que la rapidez de unas es mucho mayor que la de otras.
Esto puede estimarse comparando los tiempos caracteristicos de los fendmenos en las etapas de
los procesos de transporte (ver Seccidn 3.2 y el Ejercicio 3.3).

Por ejemplo, para un tubo de 0.56 cm de didmetro por el que fluye agua, hemos estimado que
el tiempo de la transferencia de momentum desde la pared al centro del tubo es del orden de 3
segundos, en tanto que el tiempo en el que un tanque de unos 30 litros se vacia por dicho tubo es de
unos 90 segundos. Entonces podemos concluir que el tiempo de la transferencia de masa desde el
tanque hacia afuera es mucho més grande que el tiempo de la transferencia de momentum en el
tubo y podemos, con una buena aproximacién, proponer un balance de momentum estacionario (el
fenémeno répido se considera independiente del tiempo), acoplado a un balance de masa transitorio
(el fenémeno lento se considera dependiente del tiempo).

Si el transporte de momentum se considera estacionario (i.e. es relativamente rapido con
respecto al tiempo de descarga del tanque), la velocidad media de flujo se puede estimar a partir de
la descripcién de Hagen-Poiseuille si el flujo es laminar o a partir de la de Torricelli para flujos
rdpidos que satisfacen la ecuacién de Bernoulli.

En el primer caso, el tiempo que tarda un tanque en vaciarse estd relacionado con la resistencia
viscosa del agua al fluir por el interior del tubo. Mientras mayor es la resistencia, mayor el tiempo
de descarga y menor la velocidad media de flujo. La velocidad cambia con el didmetro y la
longitud de los tubos. Asi, para flujo laminar estacionario en un tubo recto tenemos la expresioén de
Hagen-Poiseuille:

(Po—P)d? (po—pL+pgL)d}
() = = il , 4.2.15)

donde pg es la presion a la entrada del tubo (o también, la presion hidrostdtica en el fondo del
tanque) y py, es la presion en la descarga del tubo, que se puede tomar en este caso como la presién
atmosférica, p,. La presion hidrostatica en el fondo del tanque es, sin embargo, dependiente del
tiempo:
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Po=pa+pgH(t), (4.2.16)

de modo que al sustituir esta relacion en la expresiéon de Hagen-Poiseuille, la velocidad media de
flujo se podria escribir como

d2
(vo) = gzgutL [H(t) +L], (4.2.17)

que es una expresion dependiente del tiempo. Aqui se manifiesta una estrategia de modelamiento,
cuya aplicacién requiere de criterios claros y distintos: mientras la ecuacioén (4.2.15) requiere
de flujo estacionario, la ecuacién (4.2.17) es ciertamente dependiente del tiempo, esto nos haria
sospechar que, en general, no seria correcto sustituir la ecuacion (4.2.16) en la ecuacién (4.2.15),
para encontrar (4.2.17) y que, para encontrar la velocidad media de flujo, seria necesario plantear
y resolver el problema transitorio completo, para encontrar la distribucién de velocidad v, (r,t) y
consecuentemente la velocidad media (v;)(z), por integracion en el drea transversal del tubo, para
encontrar de manera propia, una ecuacion equivalente a (4.2.15) para flujos transitorios.

Sin embargo, podemos encontrar un margen para la aplicacién a la ecuacién (4.2.17) en el
dmbito de los modelos cuasi-estacionarios. La ecuacion (4.2.17) seria una razonable aproximacién
a la velocidad media si el cambio de la altura del nivel del tanque, H (), se lleva a cabo lentamente,
comparado con el tiempo en el que se establece el equilibrio mecédnico de fuerzas. En tal caso se
podria pensar, como aproximacion, que en el fluido se establece instantineamente el equilibrio de
fuerzas, que ha dado lugar a la expresion de Hagen-Poiseuille (4.2.15), en tanto que la presién hi-
drostatica va decayendo lentamente, como establece la ecuacién (4.2.16). Con estas consideraciones
es razonable utilizar la ecuacién (4.2.17), donde aparecen dos incégnitas: (v,) y H. Necesitamos,
por lo tanto, establecer otra relacién independiente entre estas dos variables. Dicha relacién se
obtiene al elaborar un balance integral de masa en el tanque [que serd, necesariamente, transitorio,
ver ecuacion (4.2.3)], cuyo resultado es la ecuacion (4.2.5), equivalente a:

dH d \?
"__ <Dr> ), (42.18)

Ahora es posible combinar las ecuaciones (4.2.17) y (4.2.18) para encontrar H (¢) para cualquier
valor del tiempo ¢, con la condicién H (tp) = 0, donde #p es el tiempo al cual el nivel del tanque
decae a cero, es decir, el tiempo de descarga. Entonces tenemos:

Dr\*32uL [H+L
(T) K in [+} —tp—t. (4.2.19)
d[ pgdt L

La ecuacion (4.2.19) se puede evaluar con la condicién inicial H(0) = Hy y obtener una
expresion para el tiempo de descarga:

Dr\>32uL  [Hy+L
tD_<T) “zm[ ot ] (4.2.20)
d[ Pgdz L

Otro modelo cuasi-estacionario es para flujos rdpidos; se refiere a la conocida solucién de
Torricelli, que surge de la aplicacion de la ecuacién de Bernoulli en su versidn estacionaria al
problema del flujo que sale de un tanque por un orificio en el fondo o cerca del fondo. Se trata de
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Figura 4.2: Diagrama de una linea de corriente entre los puntos 1 y 2.

aplicar dicha ecuacién de Bernoulli a una linea de corriente que se extiende desde la superficie del
liquido (subindice 1) hasta un punto en la corriente de salida (subindice 2), ya fuera del recipiente y
muy cerca de la salida, ver Figura 4.2. Se propone que el flujo es incompresible y que la superficie
del liquido cambia lentamente su altura H (¢), de modo que la ecuacién de Bernoulli, que se expresa,
en general, para un flujo entre dos puntos, 1y 2, se escribe:

1., 5 |
E(Vz—vl)+/ —dp+g(hy—h1) =0 (4.2.21)
r P
y puede aplicarse en cualquier instante, bajo los supuestos de que p; = pa, vi =0y hy —h; = —H,
quedando:
1,
SV~ gH(1) =0 (4.2.22)

La sustitucion de la velocidad (v;), del balance de masa transitorio (4.2.18), conduce a la EDO:

2
i _ (df> V2eH (D), (4.2.23)

dr Dr

cuya integracion, considerando el tiempo de descarga, da:

2 (Dr\*
z <T> H=1tp—t. (4.2.24)
g\ d

Este resultado también se puede evaluar para la condicién inicial H(0) = 0, para obtener una
expresion para el tiempo de descarga:

4
tp=1[|— <> H, (4.2.25)

Flujo a través de un tanque estacionario

El proceso de vaciado de un recipiente es de naturaleza transitoria; no conduce a una etapa final
estacionaria. Para llegar a un régimen estacionario distinto del trivial (el tanque vacio), es necesario
alimentar continuamente al recipiente un flujo equivalente a su descarga, como se observa en la
Figura 4.3. En tales circunstancias, no hay acumulacién de masa en el sistema y el balance se lee
como:
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w, (1) descarga

Figura 4.3: Diagrama del recipiente con tubos de alimentacién y descarga.

wi (t) = W) (t) (4.2.26)

Este balance es transitorio, puesto que ain cabe la posibilidad de que los flujos médsicos cambien
en el tiempo, siempre y cuando conserven la caracteristica de ser iguales en todo momento.

Experimentalmente esto puede lograrse mediante un rebosadero que mantenga constante el
nivel del tanque H = Hy, o mediante un sistema de control proporcional que iguale la alimentacién
wi(¢) al flujo de descarga w; (). Un sistema de control menos preciso, pero todavia aceptable, seria
un simple sistema de flotador que acciona una valvula de entrada, de preferencia proporcional para
evitar fluctuaciones mayores a las que deseamos aceptar como error en el sistema estacionario.

El proceso de la descarga del tanque partird, como anteriormente, del reposo: el tanque y el
tubo estan llenos del liquido en reposo. A un tiempo dado, se descubre el extremo inferior del tubo
y el escurrimiento producido por esta accién pasa por una etapa transitoria, como se ha discutido en
el Capitulo 3 e ilustrado en la Figura 3.4, pero con una diferencia: en dicha figura se considera un
tubo muy largo, de modo que el perfil de la velocidad no depende de la distancia axial desde la
entrada al tubo. En otras palabras, se supone que los efectos de entrada y los de salida se dan muy
lejos de la region del tubo donde se estd planteando el ejercicio, considerando que la velocidad solo
es funcién de la coordenada radial y del tiempo. Bajo estas consideraciones, utilizando la solucién
(3.2.9), hemos estimado que el régimen estacionario para el agua en un tubo de 0.56 cm de radio, se
alcanzarfa a los 90 segundos si se tratara de un flujo laminar (entendiendo por alcanzar el régimen
estacionario, tener diferencias de velocidad inferiores al 1% de la velocidad estacionaria, en el
centro del tubo). Junto con esta estimacién, debemos tener en cuenta que cuando los tubos son
cortos, se debe considerar que los efectos de entrada no son ya despreciables. ‘;Cémo tomarlos en
cuenta?

Considerar la extension de la region donde los efectos de entrada son significativos, es una
aplicacion usual de la teoria de la capa limite y representa la manera mds sencilla de abordar esta
pregunta. El ejercicio 4A.7 de Bird et al. indica cdmo llevar a cabo los célculos. Se requiere conocer
la velocidad fuera de la capa limite y se propone equivalente a la velocidad en el centro del tubo, es
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decir la velocidad maxima. El espesor de la capa limite va aumentando con la coordenada axial
y cuando llega a ser igual al radio interno del tubo a, alli se define la longitud de entrada como
el valor de la coordenada axial. En esta estimacion habria que tomar en cuenta que en la medida
que crece el espesor de la capa limite, el defecto de velocidad debido a la resistencia de la pared,
requiere ser compensado por un incremento de velocidad en la regi’on exterior a la capa limite para
satisfacer el balance de masa bajo la hipétesis de incompresibilidad.

Si el flujo es laminar, la regién de entrada L, se puede estimar por la expresion:

L. = 0.035d,Re (4.2.27)

en tanto que si es turbulenta, entonces

L, ~ 4.4d,Re"/® (4.2.28)

Ejercicios
E.4.2.4.1. Tanque estacionario
(1) Establecer el balance de energia mecdnica transitorio que aplica al sistema de la figura 4.3
con el balance de masa de la ecuacién (4.2.26), para el proceso de flujo a través de un tanque
estacionario que parte del reposo.
(2) Resolver el modelo planteado en el punto anterior.
E.4.2.4.2. Tanque continuo
Ampliar el modelo para considerar la posibilidad de que la alimentacién no sea en todo
momento equivalente a la descarga, sino una funcidn arbitraria del tiempo. Resolver para

wi(t) =A(1+ asenwt)

donde @ < 1y (A, o, w) son constantes.

Modelo de viscosimetros capilares
Similitudes de funcionamiento con la descarga de un tanque

Los principios del funcionamiento de un viscosimetro capilar de Cannon-Fenske se describen
en el capitulo 14. Partiendo de su descripcién podemos apreciar ciertas similitudes con el flujo en la
descarga de un tanque, analizado en la seccién anterior. Asi notamos semejanza en la localizacién
geométrica de un recipiente que se vacia en un tiempo que se mide, conectado a un tubo en su parte
inferior, como se aprecia en la Figura 4.4, donde el bulbo de medida B del viscosimetro se asemeja
al tanque y el tubo capilar se asemeja al tubo conectado en el fondo del tanque. Ademds, el flujo
en los dos casos se genera por una diferencia de presiéon modificada entre los dos extremos del
tubo. Hay también diferencias: por una parte al estar inclinado el tubo un dngulo 6, con respecto
a la direccién vertical, la componente de la aceleracién de la gravedad en la direccién z tiene
la magnitud gcos 6, donde g es la constante gravitacional. Por otra parte, la presion a la salida
del tubo capilar no es necesariamente atmosférica, como en la descarga de un tanque, aunque
permanece cercana a dicha presién atmosférica. La presion es, efectivamente, atmosférica en el
aire del bulbo de descarga A, y como el nivel de liquido en este bulbo s6lo cambia levemente,
conforme el fluido descarga en él, su altura desde el inicio hasta el final del experimento cambia
s6lo levemente. Como la salida del capilar se encuentra a una altura cercana a la altura del nivel
del bulbo A en la otra rama del tubo en U, su presion debe ser cercana a la atmosférica. Entonces
determinamos una semejanza mds con el flujo en la descarga de un tanque: la diferencia de presién
entre la entrada y la salida del tubo capilar es también una funcién del tiempo AZ(¢) (aunque no
necesariamente la misma).
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=

Figura 4.4: Comparacién de un viscosimetro capilar de Cannon-Fenske con la descarga de un
tanque.

Tiempos caracteristicos y modelos cuasi-estacionarios

Como resultado de las semejanzas y diferencias sefialadas arriba, el modelo del viscosimetro
capilar debe partir también de los principios de conservacion de la masa y de balance de energia
mecénica. Los tiempos caracteristicos de los fendmenos de transporte importantes son el de
transporte de masa 7,45, que se asocia al fluido trasladdndose del bulbo de medida C al bulbo de
descarga A, pasando por el tubo capilar, y el de transporte de momentum lineal 7,,,,,, que asocia la
transferencia de la cantidad de movimiento desde el eje axial del tubo hasta la pared del mismo, de
acuerdo a lo expresado en la Subseccion 3.2.4, Ecuacién (3.2.2), y en el Ejercicio 3.3-4. Partiendo
de estos elementos y sabiendo que los fabricantes de viscosimetros de Cannon-Fenske recomiendan
que el tiempo de un experimento no sea menor a 200 segundos, nuestro criterio de operacién
para el flujo mésico en el tubo capilar serd que 7,,,s = 200 segundos (ver Tabla 14.1) y podemos
establecer que T, = 100d? /64v (ver Ejercicio 3.3-4). Por ejemplo, para flujo de agua a 20°C en
un viscosimetro # 100 resulta que Ty, ~ 0.6 segundos.

Estos resultados numéricos permiten concluir que bajo las condiciones del ejemplo, Tyas > Trnom
y que por lo tanto, es apropiado desarrollar modelos cuasi-estacionarios compuestos por una
ecuacion transitoria para la conservacién de la masa y una ecuacién estacionaria para el balance de
momentum lineal, ya que el transporte de cantidad de movimiento en el tubo capilar procede
con mucha mayor rapidez que el transporte de masa a través del mismo.

Modelo cuasi-estacionario del viscosimetro de Cannon-Fenske

De acuerdo a la seccién anterior, el balance de masa en el bulbo C es transitorio y semejante al
establecido por la Ecuacién (4.2.3):

d
E(pV) = _pSlC<vl‘C> (431)

donde V(¢) es el volumen de fluido en el bulbo C del viscosimetro, que depende del tiempo.
S;c = md>./4 es la superficie transversal del tubo capilar, cuyo didmetro interno es d;., en tanto que
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(vic) es la velocidad media de flujo en el tubo capilar.

El balance de momentum lineal en el tubo capilar, acorde con el planteamiento de un modelo
cuasi-estacionario, puede tomarse como el balance en un tubo cilindrico, Ecuacién (2.3-10) de Bird
et al., cuya solucién conduce a la expresion para la velocidad media, Ecuacion (2.3-20) del mismo
Bird et al, que a continuacién se expresa, adaptada en términos del didmetro del tubo capilar:

2 I 2
<vtc>:( Agj) dic _ po=(pL—pslcosb) di. (4.3.2)

L ) 32u L 2u

donde pg es la presion a la entrada del tubo capilar y py es la presién a la salida del mismo.
Ambas presiones son cantidades dependientes del tiempo, que sin embargo, son muy cercanas
a la presién atmosférica, ya que el flujo en el tubo capilar se produce debido a la accién de la
gravedad y este efecto es considerado principalmente por el término pgL. Ademads, la condicién de
cuasi-estacionariedad del modelo es compatible con ignorar el cambio temporal de la presion, y
proponer que pg = pr = pa que es la presion atmosférica. Entonces:

pgcosOd>  gcosBd>.
= = . 433
o) = =50 32v (*3-3)
Considerando un liquido incompresible de (v,.) constante, podemos integrar la Ecuacion (4.3.1),
desde el inicio del experimento, cuando t =0y V(t) = V¢, hasta el final, cuandot =¢, y V =0,
resultando que:

2

0 d
av = Ve = Fe v, (4.3.4)
Ve 4

donde V¢ es el volumen interior del bulbo C entre sus marcas superior e inferior. Despejando la
velocidad media en la ecuacion (4.3.4) e igualando a (4.3.3), tenemos que

4Ve  gcos 0d>.
ndxt,  32v

(4.3.5)

que puede expresarse para la viscosidad cinemética como:

B ndtgcos 6

le, 4.3.6
128V¢ ( )

y para la viscosidad dindmica como:

4

_ md;gcosO

C

t67 437
128Ve P ( )

Para llegar a las expresiones (4.3.6) y (4.3.7) hemos realizado varias simplificaciones que
nos han facilitado llegar a relaciones sencillas entre los valores de la viscosidad y el tiempo de
flujo a través del tubo capilar. Sin embargo, para recuperar la informacién despreciada en nuestras
suposiciones, es conveniente ahora reintroducir de una manera practica dicha informacién, mediante
un proceso de calibracién.

Podemos aglutinar en un factor K, los pardmetros que dependen de las dimensiones geométricas
del aparato, incluyendo la constante gravitacional, en un sélo parametro que podemos llamar la
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constante del aparato. En esta constante se re-incorporan también los pequefios efectos que hemos
despreciado, como el hecho de que las presiones py y pr no son, en realidad, la presién atmosférica,
sino algo cercano a ella. La constante del aparato K, es, entonces, una cantidad aproximadamente
igual a:

N ndtgcos @

K, ~ — 18227 43.8
128V¢ (4.3.8)

Entonces, las Ecuaciones (4.3.6) y (4.3.7) se pueden escribir como

v =K, (a)

4.39
w=Kpte, (b) (39

y la constante K, puede ser stimada mediante un proceso de calibracidn, que consiste en utilizar el
viscosimetro con un liquido newtoniano de viscosidad conocida, Uy y densidad conocida py, de
donde, de la Ecuacién (4.3.9) resulta:

Ho Vo
Poted  teo

K, = (4.3.10)
donde ¢, es el tiempo de la experiencia con el estandar de calibracion. Una vez que se conoce K,

se pueden determinar las viscosidades de fluidos de viscosidad y densidad cercanas a las del fluido
utilizado en la calibracion.

Ejercicios

E.4.3.3-1. Verificacion de parametros de capilares de Cannon-Fenske. Utilizando los didme-
tros de los tubos capilares reportados en la Tabla 14.1 del Capitulo 14, y el valor de V¢ = 2.64 mL,
que hemos medido en el laboratorio,

(1) calcula los valores de las constantes K, y comparalos con los que aparecen en dicha tabla.
(Coémo explicarias las diferencias de valores de las constantes calculadas y las reportadas en
la tabla?

(2) Considerando el tiempo minimo de flujo establecido en la Tabla 14.1 y tomando el tiempo
maximo de flujo como 5 veces el tiempo minimo, encuentra el rango de viscosidad cinemaética
que podria ser medido, para los diversos didmetros de capilar.

(3) ;{Con qué didmetros de capilar seria adecuado medir la viscosidad del agua?

E.4.3.3-2. Parametros de viscosimetros capilares para medir la viscosidad de la glicerina.
Diseifia la longitud, el didmetro y el volumen V¢ de un capilar de Cannon-Fenske, para medir la
viscosidad del glicerol a 20°C de temperatura.
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5. Fluidos newtonianos generalizados (FNG)

Los fluidos newtonianos generalizados

La funcion de viscosidad

Las relaciones de comportamiento de los fluidos establecen la dependencia del tensor de los
esfuerzos viscosos 7 con respecto al tensor de la rapidez de deformacion ¥. Asi, para un fluido
newtoniano incompresible

T=—uy, (5.1.1)

donde ¥ = Vv + (Vv)T es un tensor simétrico y  es el coeficiente de viscosidad o viscosidad
dindmica, que es una constante para los fluidos newtonianos. Una extension sencilla de este modelo
de comportamiento de un fluido consiste en considerar que

la viscosidad ya no es una constante u, sino una funcién 77 del tensor de rapidez de
deformacion:

T=-n()¥. (5.1.2)

donde la funcién de viscosidad 7(7) es una funcion escalar del tensor de segundo orden ¥. La
Unica manera de establecer la funcionalidad escalar con respecto a un tensor (de segundo orden, en
este caso), es a través de sus invariantes, los cuales son funciones escalares que tienen sentido fisico.
En particular, es de importancia el segundo invariante de la rapidez de deformacién, conocido como

su norma euclidiana: 7 = %7 ¥, que representa la magnitud del tensor y es conocido también

como el parametro de la rapidez de deformacién. Entonces la funcion de viscosidad se puede
expresar como 1 = 1 (7).

La funcién de viscosidad tiene las mismas dimensiones que la viscosidad dindmica, que son
las de ML™'t~' o FL2t. En el sistema internacional de unidades (SI), corresponden a (Pa-s),
aunque es frecuente encontrar viscosidades reportadas en poises (p) y centipoises (cp), donde
1Pa-s=10p=10° cp.
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Podemos efectuar la doble contraccién, lado a lado, de la Ecuacién (5.1.2), para obtener
T:7T =1n%¥: ¥, luego dividir entre dos y extraer la raiz cuadrada de ambos lados, para expresar la
relacién de comportamiento (5.1.2) en términos escalares:

=07, (5.1.3)

donde T = \/%T: T es la magnitud del tensor de los esfuerzos viscosos, también llamado el
parametro de los esfuerzos viscosos, y 7 es el parametro de la rapidez de deformacion, definido
recientemente.

Se puede proponer una forma algebrdica de la funcién de viscosidad que ajusta empiricamente
el comportamiento medido con un reémetro. A partir del conjunto de datos experimentales es
posible determinar las constantes reoldgicas del FNG, expresado por la ley de potencias:

T— T =my". (5.1.4)

El modelo (5.1.4) tiene tres pardmetros: Ty, llamado esfuerzo de cedencia, esfuerzo de fluencia
o umbral de esfuerzos, es el esfuerzo necesario para vencer la resistencia interna del fluido al
iniciar el flujo. m y n son constantes que caracterizan el fluido: el coeficiente pre-exponencial
y el indice de viscosidad, respectivamente. El fluido newtoniano estd representado por el caso
particular cuando el umbral de esfuerzos 7y = 0, el indice n = 1 y el coeficiente m es la viscosidad
newtoniana (. Entonces (5.1.4), por su semejanza con el fluido newtoniano, también se puede
escribir como:

T—1 =177, (5.1.5)
donde

n(y) =my=". (5.1.6)

El valor que toma la funcién de viscosidad, a determinada tasa de corte (o rapidez de
deformacion), se conoce como su viscosidad efectiva para esa tasa de corte y se puede denotar por
el simbolo 1,.. Es conveniente destacar que la funcion de viscosidad y sus valores de viscosidad
efectiva tienen las mismas dimensiones de u, es decir, M /Lt, en tanto que las dimensiones de m
son M /Lt*™".

Flujo transitorio de un fluido de Ostwald sobre una Idmina sélida

Un espacio semi-infinito estd ocupado por un fluido newtoniano generalizado (FNG). En
el plano y = 0 se tiene una ldmina sélida plana, que se desliza tangencialmente a partir de un
determinado instante r = 0, con una rapidez constante V. Encontrar la distribucién de velocidad
vy(y,1) aplicando un método de combinacién de variables.

Formulacion del problema

La componente importante del tensor de esfuerzos viscosos para el fluido de Ostwald de Waele,
en este problema, estd dado por

n—1
vy vy
dy| Iy’
donde el indice o exponente n es generalmente menor que uno. El balance de momentum en
direccion x en un sistema coordenado cartesiano da:

T = —m’ (5.2.1)

%__8%
Por = oy

(5.2.2)
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Sustituyendo (5.2.1) en (5.2.2) tenemos:

n—1
av") , (5.2.3)

dy

Iy _m 9 |9V
ot pay\|dy

pero en el semiplano superior (y > 0), la velocidad v,(y,#) disminuye cuando y aumenta, entonces

vy
- _ e (5.2.4)

v,
dy

y la ecuacion de gobierno se convierte en:

dve  md vy \"
amlw)] o

Con las condiciones iniciales y a la frontera:

Vx(y >0,t= 0) =0, (a)
w(y=0,t>0)=V, (b) (5.2.6)
Ve(y = o0,1) = 0. (c)

Método de solucion

El método de combinacion de variables serd aplicable si existe una variable (adimensional)
combinada 1 (y,?), que reduce el problema planteado en (5.2.5) y (5.2.6) a una EDO con dos
condiciones de frontera compatibles. Proponemos que

ny,1) =Cyt?, (5.2.7)
donde C'y p son constantes. Las derivadas parciales de 1 son:

an

oy
2y ~ " (a)
’n
- 5.2.8
o =0 (b) (5.2.8)
‘977 _ p—1
5, =Cpyt", (e)
de modo que la solucién sea inicamente funcién de 7, es decir que
Vy ,
o(n) = [”V(y” (52.9)
Entonces
dvy  _dvidn P
ot _Vdn o P Vdn’ (@)
dvy dvy dn o, 49
_— _— —_— b o hin
Iy Vdn Iy Ct Vdn’ (b) (5.2.10)
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las cuales se pueden sustituir en la ecuacién (5.2.5) dando, después de simplificar y reordenar:

d doN\"1 ppV'™" L doN
i l(-an) | -Pem () o 2D

donde es necesario, para reducir el problema a una ecuacidn diferencial ordinaria, que el coeficiente
de la derivada de primer orden sea una funcién de 1. Como en este coeficiente la variable y aparece
en la misma potencia que en la definicion de la 17 propuesta, Ecuacion (5.2.7), podemos suponer
que este coeficiente es una funcién lineal de 1, igual a (—21). Esto es posible si proponemos las
igualdades

1-n
PVE o (a)

C'"m
5.2.12
y ( )

—pn—1=p. ()

Al resolver 5.2.12(b) para p y luego 5.2.12(a) para C, vemos que 1 debe ser:

1
- pvlfn Trn

y la ecuacién (5.2.11) resulta:

d [( do\" g\ _
S8 ()

que ya exhibe a 1 como tnica variable independiente. Sin embargo, el método de combinacién de
variables también requiere que las tres condiciones limite, es decir dos condiciones a la frontera
y la condicién inicial, se reduzcan a solamente dos condiciones de frontera compatibles, cuando
se transforman a la nueva variable 1. Entonces, aplicando las definiciones de 1 y ¢(n) en las
ecuaciones (5.2.6), las transforman en:

¢(Tl — °°) =0, (Cl)
f;(n =0)=1 (b (5.2.15)
¢(n —)=0, (c)

respectivamente. Como se aprecia, la primera condicién, que corresponde a la condicién inicial, es
equivalente a la tercera condicidn, que corresponde a la frontera para valores de y muy grandes. As{
se reducen las tres condiciones limite a s6lo dos condiciones distintas para la variable combinada 1.
El problema ya estd bien planteado y se puede pasar a la busqueda de su solucioén.

Solucién

Para integrar la ecuacion (5.2.14) con las condiciones limite (5.2.15) es conveniente hacer el
cambio de variable

_(_4¢
v(n) = <_dn>’ (5.2.16)

1 d
escribiendo (5.2.14) como — an (y") = —2n, cuya integral es, después de derivar el lado izquierdo
e integrar el lado derecho:

ay

v -n*—Cy. (5.2.17)
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En el caso newtoniano, es decir, cuando n = 1, la solucién de (5.2.17) para y es logaritmica, de
modo que integrando y aplicando (5.2.16):

L =_Ce " 5.2.18
dn e, ( )
donde C = ¢ ©.
En el caso de un FNG donde n < 1, la solucion es:
n —(1—
TV (=n) — _n?_cy, (5.2.19)

de donde, al despejar y y sustituirla en funcién de ¢ aplicando (5.2.16), resulta que:

1
do n o\, , -l
— = Cy) ' 1. 5.2.20
an <1—n> (n*+Ci) T, paran < ( )

Ahora las ecuaciones (5.2.18) y (5.2.20) se pueden integrar nuevamente, utilizando la condicién
Iimite para 1 = 0 de la Ecuacién (5.2.15b), como el limite inferior de las integrales, de donde
tenemos, para el fluido newtoniano:

n
o—1= —C/ e dw, paran = 1, (5.2.21)
0
y para el FNG:
1
n T-n N 2 _ 1
o—1=— ] / (w +C1) " dw, paran < 1. (5.2.22)

La integral de la Ecuacién (5.2.21), cuando se integra en todo el semiplano, tiene el valor

T
\ZF’ propiedad que nos permite determinar C al sustituir la condicion limite cuando 17 — oo, de la
Ecuacion (5.2.15a) en la Ecuacion (5.2.21), resultando que C = 2/+/T y que entonces la solucién
particular, para el fluido newtoniano es:

Vx

2 L
V= 1 —fer(n), donde fer(n)= \/E/o e Vdw (5.2.23)

se conoce como la funcién error de 7. Esta funcién es cero para 1 = 0 y uno en el limite cuando
N — oo
Cuando consideramos los FNG, sin perder generalidad desde un punto de vista experimental,

podemos restringir los valores de n a nimeros racionales, tales que n = u; donde 0 < p < g,
q
de donde la velocidad, dada en (5.2.22), se convierte en
q
—p\» M d
o - (”)p/ W paan<l, (5.2.24)
4 p 0 (W2 +C ) »

la cual debe satisfacer la condicién de frontera cuando 1) — oo, Ecuacion (5.2.15a), para lo cual es
necesario elegir la constante C; de modo que se cumpla la igualdad:

4q
/ dw :( p )'. (5.2.25)
0 (Wz—i-Cl); q—p

La Ecuacién (5.2.24), donde C; cumple la igualdad (5.2.25) es la solucién particular para los
FNG.
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Ejercicios
E.5.2.3-1. Espesor de la capa en movimiento para los fluidos de Ostwald.
Considera fluidos de Ostwald de Waele, que tienen indices n = {1/3,1/5,1/7,1/9}. Usando
Mathematica (o un paquete similar):
(1) Encuentra la velocidad v, /V analiticamente y elabora una gréfica de n vs. v,/V, para cada
indice n,
(2) Determina el valor de n para el cual v, corresponde al 1% de la velocidad V de la placa
solida.

5.3 Estimacion de parametros reolégicos de un FNG
5.3.1 Estimacionde 1)y y

Podemos desarrollar procedimientos iterativos para encontrar el pardmetro 7y de la ecuaciéon
(5.1.4),! simultdneamente con el conjunto de valores de ¥ que corresponden a los valores de 7, r
dados por la Ecuacién (5.1.5). Las Figuras 5.1 y 5.2 son diagramas de flujo en los cuales se aprecia
que la estimacion de 7y y 7 es el eje del procedimiento iterativo.

En el curso de una iteracion, digamos la iteracidn k-ésima, una vez establecido el valor de T(’)‘ ,
encontramos un nuevo estimado de 7, aplicando la relacién (5.1.5) y considerando, tanto el valor
de ’L'(’)‘ como los datos experimentales {n.¢,7}. Este estimado es J;. A continuacién ya es posible
encontrar estimados de los pardmetros m y n utilizando uno de los siguientes procedimientos:

5.3.2 Ajuste desde la relacion {y,(t— 1)}

Podemos realizar un ajuste del conjunto de valores ¥ a una funcién potencial uy, de acuerdo a
la ecuacién (5.1.4), tal que

U :mk}'/,:". (5.3.1)
Aqui, el k-ésimo estimado de 7, es decir, 7* resulta, a partir de la ecuacion (5.1.4),
™ =415 (5.3.2)

Abhora es necesario proponer un nuevo valor a Ty, el valor T(’)‘H. El problema de encontrar un
nuevo estimado de 7y es un problema de optimizacion, que abordamos por minimos cuadrados y
resumimos a continuacion:

1. Definimos el error cuadratico medio e( 7y, m.n) como

1
=5 (7, —5)%. (5.3.3)

€ J

™=

j=1

2. Suponemos que los valores de los pardmetros {7y, m,n} son independientes, lo cual no es tan
cierto, pero simplifica nuestro andlisis enormemente, vamos a derivar parcialmente el error,

con respecto al pardmetro 1,'(’)‘:

de 13X 9 2 2
T%(—N;T%((Tj_?/) =~y

(Tj — T — ). (5.3.4)

M=

1

J

! Alternativamente, se propone un ejercicio para utilizar la ecuacién (5.1.6). El método iterativo es necesario cuando
s6lo se cuenta con algun resolvedor basico como Excel. Empleando Mathematica u otros resolvedores mas completos,
no es necesario realizar iteraciones.



5.3 Estimaciéon de pardmetros reoldgicos de un FNG Q7

E=k+1 L _T-Ty

Grafica de [ Folr-1 }I:I v ajuste al modelo potencial My = M, 7"

Grafica de (u;,7) v ajuste al modelo lineal: r =7} +a,u,

no

n=n,
h
T—T,
P [
l:lnf'_
}‘Iil.:l"

Figura 5.1: Diagrama de flujo para la estimacion del esfuerzo de fluencia 7y y de la rapidez de
deformacion 7, utilizando la ecuacién (5.1.4).

3. Esta derivada del error es igual a cero en los puntos estacionarios. Igualamos a cero la
derivada, generando una nueva igualdad que es satisfecha por la nueva iteracién de 7y, que

podemos denominar como ‘c(l)‘“, es decir que
de - k+1 - k+1
—0= S B ) — N
W_O_ (ti—1 ugj) = ) (Tj—ukj) —N15" . (5.3.5)
To j=1 j=1
4. Finalmente, despejando T(I)‘H:

1 N
&=Ly (). (5.3.6)
j=1
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La diferencia de ‘L'(")‘+1 menos ‘L'(’)‘ , en valor absoluto es el criterio a emplear para suspender las

iteraciones y definir los parametros del modelo del FNG, ver diagrama de flujo 5.1.

E=k+1 k=T _

P

Grafica de (w,.7) v ajuste al modelo lineal: r =1 +5,w,

no

Figura 5.2: Diagrama de flujo para la estimacién del esfuerzo de fluencia 7y y de la rapidez de
deformacién 7, utilizando la ecuacion (5.1.6).
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Ejercicios

5.3.2-1 Ajuste desde la relacion {7,7.7}.

La segunda parte de las iteraciones, después de estimar los valores de prueba de 7, para un
valor supuesto de Tg, podemos estimar valores de la funcién 7)., mediante el ajuste al modelo
potencial h; = m;y"*, donde hg son estimados del conjunto de valores 1., de acuerdo con la
ecuacioén (5.1.6) y py son los estimados del indice n — 1. Ver también el diagrama 5.2.

5.3.2-2 Ajuste directo y comparacion de procedimientos.

Utilizando Mathematica o un resolvedor similar y los resultados de los procedimientos iterativos
desarrollados en esta seccidn,

(1) Ajusta los tres parametros del FNG, por ajuste directo.

(2) Encuentra los valores de 7y los de 1, utilizando los valores de los pardmetros estimados
por los tres procedimientos seguidos.

(3) Compara los valores de 7 y los de 1.7 con respecto a los datos experimentales, para los tres
métodos de ajuste de los pardmetros.

(4) Determina la incertidumbre experimental de tus datos.

(5) Determina si alguno de los ajustes realizados conducen a estimados que caen dentro de la
banda del error experimental.

(6) (Qué criterios de cercania € para la variable 7 seria suficiente para cumplir con el punto
anterior?

(7) Expresa tus conclusiones sobre los procedimientos usados y sobre la bondad del modelo de
FNG para tus datos de laboratorio.
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6. Modelos de capa limite y flujo ideal

Flujos ideales

Cuando se desprecian los efectos viscosos (V-7 = 0), la ecuacién de movimiento adquiere la
forma simplificada:

Dv
= _Vp+ 6.1.1
th p+pg, ( )

que se conoce como ecuacion de Euler. En ella la aceleracion del fluido se puede descomponer
usando la identidad vectorial: v- Vv =V (%vz) +(V xv) x v, donde v> = v-v es el cuadrado de
la magnitud de la velocidad. Ademds podemos proponer que existe un potencial gravitacional
¢ = gh de modo que pg = —pV¢p = —pgVh, donde g es la constante gravitacional y & es una altura

vertical, medida desde un nivel de referencia arbitrario pero fijo. Entonces la ecuacién de Euler es

P [aa: +V(;v2> +(Vxv) xv] =-V2, (6.1.2)

donde la presion modificada se define como & = p+ pgh'y se puede agrupar con el gradiente de
la energia cinética para obtener

av 1 vy
—+V [V )+ +(VxV)xv| =0 6.1.3
p[at+ <2v>+p +(Vxv) v] (6.1.3)

Para flujos incompresibles, irrotacionales y estacionarios, la ecuacién anterior se reduce a
VE =0, de donde la densidad masica de energia £ se conserva en el espacio de flujo, dando la

conocida ecuacion de Bernoulli: £ = Ej. Aqui E se define, de modo que la ecuacién de Bernoulli
se puede escribir como:

A 1 p A
E=(2V)+Z4gh=E 1.4
<2v)+p+g 05 (6.1.4)

donde la densidad de energia es la suma de la energia cinética, la energia intrinseca y la energia
potencial, respectivamente, por unidad de masa, y puede ser llamada el potencial de Bernoulli'.

"En la subsecci6n 9.1.4 definimos y analizamos el potencial de Bernoulli ¢z y otros potenciales de fuerzas, dentro
del contexto de las fuerzas conservativas y los procesos de disipacion de potencia.
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Ejercicios

E.6.1-1. Tubo de Pitot.

Un tubo de Pitot es un instrumento de medicién que permite estimar la velocidad local de un
flujo, haciendo uso del concepto de presion dinamica. El tubo de Pitot tiene una sonda que se
alinea con el flujo. Esta sonda tiene dos tubos concéntricos; el interior estd abierto frontalmente al
flujo y el exterior tiene orificios laterales, tangenciales al flujo. Tanto en la abertura frontal como
en los orificios laterales se transmite la presion hacia las ramas de un manémetro diferencial, de
manera que la diferencia de presion entre ellas configura una manera de determinar la velocidad
local en los alrededores de la abertura frontal del tubo de Pitot. Utilizando la ecuacién de Bernoulli
(6.1.4) encontrar una expresion para estimar la magnitud de la velocidad local, determinada con un
tubo de Pitot, como funcién de la presion diferencial.

Flujos en la capa limite
Ecuaciones de la capa limite de Prandtl

Cuando un sdélido se encuentra inmerso y fijo en una corriente de un fluido con velocidad
elevada, lejos del sélido el flujo puede ser representado por la ecuacion de Bernoulli, pero existe una
regién de flujo, muy cerca del s6lido, donde la aproximacion de Bernoulli no es adecuada, porque
en esta region, que llamaremos la capa limite, los efectos viscosos son tan importantes como los
convectivos. Dicha region es una delgada pelicula del fluido en movimiento, en los alrededores
del sélido. Es entonces necesario elaborar un modelo que considere tanto los efectos inerciales (o
convectivos) como los efectos viscosos, en la region de la capa limite. Para fijar ideas, consideremos
un cuerpo sélido con una longitud caracteristica [y y un flujo incidente alrededor del sélido, con
velocidad tipica de magnitud vy, como se aprecia en la Figura 6.1.

Figura 6.1: Pardmetros de la capa limite alrededor de un objeto de tamafio /y

El espesor de la capa limite §(x) es una variable dependiente cuya dimension caracteristica es
de un tamafio tipico & que cumple la condicién &y < Iy, es decir, que el espesor de esta capa limite
es mucho mds pequefio que el tamafio del objeto sélido. Pensemos ademds que dicho objeto sélido
se extiende ampliamente en la direccién normal a la hoja de papel donde estd dibujado, de modo
que podemos pensar que solamente dos componentes de la velocidad son importantes y que dichas
componentes cambian en las direcciones de las coordenadas x y y. Es decir que, para establecer
la forma particular de las ecuaciones de Navier-Stokes para este problema, seleccionamos las
siguientes variables y sus dependencias de las variables independientes: v = [v,(x,y),v, (x,y),O]T;
P = P(x,y); p, L =constantes y régimen estacionario.
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Entonces las ecuaciones de continuidad y de movimiento en las direcciones coordenadas x y y
son, respectivamente:

dvy  dvy
ox T ay
) % vy 102 v (82vx N szx)
* dx* = dy?

0, (6.2.1)

o Ty = pax (22

y (6.2.3)
Vx% v, 107 82vy n 82vy
dx2  dy?

Fp vyg—y = _E Iy +v (6.2.4)
Estas tres ecuaciones forman un sistema para encontrar las variables dependientes v,,v, y &,
en funcidn de las variables independientes x y y.
Antes de abordar técnicas para resolverlas, es importante simplificar el modelo, mediante un
anlisis de los estimados de 6rdenes de magnitud, para eliminar los términos de menor orden?. En
la ecuacién de continuidad (6.2.1) el primer término es del orden

v Vo
Tr-0 (lo) : 6.2.5)

donde vq es el valor tipico de la velocidad fuera de la capa limite y, como se ha dicho, [y es la
longitud del objeto sélido en la direccion x.

El segundo término de la ecuacién de continuidad (6.2.1) debe ser del mismo orden que el
primero, pues de otra manera la ecuacién podria reducirse a una con un solo término, el de mayor
orden, pero éste tendria que hacerse igual a cero para cumplir con la ecuacién, lo que entraria en
contradiccion con el orden mismo del término. Entonces

5 =o)=<(3)
—=0(—)=0(—+ (6.2.6)
dy lo )
De la dltima igualdad encontramos que
vy =0 (?Ov()) (6.2.7)
0

Ahora analizamos los estimados de los 6rdenes de magnitud de los términos de la ecuacién de
movimiento en direccion x:

vxaav): _0 <;§>) (6.2.8)
vyaavyx —0 [(?(‘))v()) (g)] ~0 (f) (6.2.9)
v‘;;" —0 <v;§> (6.2.10)
v%?v; —0 <v;§> (6.2.11)

2Seguimos en esto la notacién de Bird, seccién 4.4. El desarrollo es un bello ejemplo de razonamiento cualitativo de
los 6rdenes de magnitud de los términos, que lleva a una depuracién de las ecuaciones de trabajo, seguido por muchos
libros de texto, con menor o mayor detalle.
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Aqui podemos apreciar que el término viscoso de (6.2.11) es mucho mads significativo que el de
(6.2.10), es decir que

2%y,
o0x?

Vx

\%
dy?

>V

2
‘ J (6.2.12)

y que, por lo tanto, el balance (6.2.2) se puede simplificar a

vy vy 10% 2%,
Vea s +Vy87y = _ETX—F\’TyZa (6.2.13)

donde todos los términos estan en el mismo orden de magnitud, es decir que

2
Y0\ _ Yo
0 <10> 0 (v 63) : (6.2.14)

De aqui, es posible obtener una expresion para el orden de magnitud del espesor de la capa limite:

d Vo 1
v =0(Vim) =2 () .

donde Re = [yvy/Vv es el nimero de Reynolds. Ademads, es posible asegurar que el orden de
magnitud del término de los cambios de presion es:

107 V%
S =0 (lo> . (6.2.16)

Estimamos ahora las magnitudes de los términos del balance de momentum en la direccién
transversal al flujo principal, ecuacién (6.2.4), donde

vxaavxy _o (?sf) , (6.2.17)
vy?;yy —0 (Z’f) , (6.2.18)
v?;;;’ =0 <‘Z’v;§> (6.2.19)
y (6.2.20)
v?;yvzy —0 <Z’v;§> . (6.2.21)

Cada uno de estos cuatro términos es de menor magnitud al que le corresponde en el balance
(6.2.2), en un factor &y /lp < 1. Por lo tanto, el término de los cambios de presion en la direccion y
debe ser también de una magnitud comparable a la de estos cuatro términos:

102 (8 v}
S5 =o(RR) (0222
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y por lo tanto resulta que

‘1‘9@ ‘1 07| (6.2.23)

pay | Slpax

de donde se puede proponer que los cambios de presion sélo ocurren en la direccion de x, es decir
que &P = Z(x).

Como fuera de la capa limite se cumple la ecuacién de Bernoulli:

12 Z(x)
2Vew P

por derivacion se puede encontrar que

— £, (6.2.24)

1d& dv,
= (6.2.25)

y esta expresion se puede sustituir en la Ecuacién (6.2.13) para obtener

avx avx dve azvx

o~ = = Ve—— —-—. 6.2.26
ax +V} ay dx +V ayz ( )

Vx

De esta manera, en la Ecuacién (6.2.26) hemos acoplado el problema de capa limite a la
solucién al flujo ideal, en la regidn exterior a la capa limite. En cambio, ya no requerimos del
balance de momentum en la direccién y, Ecuacidn (6.2.4), pues el sistema de ecuaciones a resolver,
consta ahora de la ecuacién de continuidad (6.2.1) y el balance de momentum (6.2.26), donde la
velocidad fuera de la capa limite se supone conocida. La ecuacién de continuidad (6.2.1) junto con
el balance de momentum (6.2.26) es un conjunto cerrado de dos ecuaciones que se conocen como
las ecuaciones de Prandtl de la capa limite, cuya solucion daria las componentes de la velocidad

Vx(x’y) y Vy(xv)’)-

Balance de cantidad de movimiento de von Karmdn

Las ecuaciones de la capa limite debidas a Prandtl se pueden integrar en el semi-plano y > 0,
para obtener un balance integral conocido como el balance de cantidad de movimiento de von
Karman. La idea general es eliminar la variable v, mediante su sustitucién en (6.2.26) usando la
ecuacion de continuidad y luego integrar en la direccion y, reestructurando los términos en funcién
de las diferencias de velocidad dentro y fuera de la capa limite, como se detalla a continuacidn.

Podemos integrar la ecuacién de continuidad (6.2.1) y encontrar que

Y v,

o 6.2.27)

Vy = —

la cual se sustituye en (6.2.26) y luego se integra en el semiplano 0 <y < oo:

/”vxavx y— / an avx ~y / vedvedy / (6.2.28)
0 a 2

Si cambiamos las variables de integracion en el segundo y en el cuarto términos, recordando
que vy = v, cuando y — oo y que v, = 0 cuando y = 0, tenemos:
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oo oo 0 N
/ vxavxdy / / avxdydvx / Leqy—y / a2 (6.2.29)
0 d BLX 8);

Ahora consideramos el segundo término, con relacién a la integracién del producto de dos
funciones | fdg e integramos el cuarto término, para obtener:

< g 8 J < d 0
[0y [Py [Py [y 2
0 X 0 dx

(6.2.30)

. y . * dve I
A continuacién, sumamos y restamos el término vxd—dy, reagrupando los términos, de
0 X
manera que:

a an dve o an
/o “ox dy*/ dy*/ L=V S

donde las dos primeras integrales se compactan usando la férmula de la derivada de un producto,
en tanto que la derivada en la tercera integral, no depende de la variable de integracién y puede
expresarse fuera de la integral. Entonces obtenemos el balance de cantidad de movimiento de von
Karman:

, 6.2.31)
0

d e dVg TO 2
5 Zle o — Vy == = 2.32
dx/o Ve(Ve — vi)dy + I (v vy )dy ) v (6.2.32)
donde
vy
= —Tylyo=u = 6.2.33
T0 Ty ‘y 0=H ay 0 ( )

es una cantidad positiva que representa el esfuerzo cortante del fluido sobre la superficie del sélido o
la magnitud de la resistencia del sélido al flujo viscoso del fluido. La notacién v, se usa para \/7y/p
y se conoce como la velocidad de friccion, puesto que representa el mismo esfuerzo cortante del
fluido sobre la superficie del sélido, en unidades de velocidad.

Soluciones de la teoria de la capa limite
Soluciones polindmicas aproximadas

La distribucion de la velocidad v, (x,y) en la capa limite puede aproximarse mediante polinomios
en la variable independiente y. Dichos polinomios deben satisfacer las condiciones a la frontera,

. dvy
en los extremos de la capa limite, de modo que vy(x,0) =0, vy(x,8) = ve(x) y = 2 ~(x,8) =0.De
estas condiciones, un polinomio de primer grado s6lo puede satisfacer las dos primeras, en tanto
que uno de segundo debe satisfacer las tres. Polinomios de grados tres y cuatro requieren satisfacer
condiciones adicionales, que han sido propuestas por un método conocido como las soluciones

aproximadas de Karman-Pohlhausen. Dichas condiciones aplican sobre la segunda derivada
9? dv, 9?
parcial en y y son: szx(x, 0)= —vf d‘; (x)y ayvzx (x,6) =0.
Es conveniente emplear las variables adimensionales u = v, /v,.(x) y N =y/6(x), de modo que,

para un polinomio de cuarto grado tenemos:

u=a+bn+cn*+dn’+en? (6.3.1)
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que debe satisfacer las condiciones:

u(x,0) =0, (6.3.2)

w(x, 1) =1, (6.3.3)

du

%(x, 1)=0, (6.3.4)
y

2%u 8% dv,

0)= ——"¢=_A 6.3.5

an? (x,0) vV dx () ( )
donde A(x) es una variable adimensional que representa el gradiente de la presion de la regién
exterior a la capa limite y

du

G2 1) =0. (63.6)

La aplicacion de las condiciones (6.3.2) a la (6.3.6) permiten determinar las constantes de la

solucidén propuesta (6.3.1), llegando finalmente a la expresion:

A
u=1=(+n)(1-n)"+nl-n)" (6.3.7)

Ejercicios
E.6.3.1-1. Soluciones polinémicas de la capa limite
El flujo externo a la capa limite de una placa plana es la velocidad uniforme v.., tal que v, = V.
(1) Encuentra la presion en la capa limite a partir del flujo en la regién exterior.
(2) Desarrolla las soluciones polindmicas aproximadas de grados uno a cuatro para la placa
plana.
(3) Encuentra las funciones & (x) para cada una de las soluciones anteriores.

E.6.3.1-2. Soluciones trigonométricas de la capa limite.

Considera funciones trigonométricas e hiperbdlicas, que tengan una forma aproximada semejan-
te a la del perfil de la capa limite del ejercicio anterior, en el intervalo (0,0) y resuelve el ejercicio
proponiendo dichas funciones como soluciones y encontrando las constantes necesarias4 por medio
de las condiciones a la frontera. Encuentra también el espesor de la capa limite d(x) a partir de
dichas soluciones.

6.3.2 Solucion de Blasius

El ejemplo mds simple de una capa limite es la que se forma arriba y abajo de una ldmina
solida plana, colocada de manera tangencial a un flujo uniforme (i.e. con dngulo de incidencia de
cero). En este caso, la velocidad fuera de la capa limite es la constante v., y la presion es también
constante, como consecuecia de la aplicacién del balance de Bernoulli. La ecuacién de continuidad
y el balance diferencial de movimiento en la capa limite son:

dvy  dvy
Ox + Ty =0 (6.3.8)
y
2
vx&vx vy, 07V, (6.3.9)

= S —y—
ox Y dy 0y?’
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y las condiciones a la frontera son vy = v, = 0 paray = 0, v, = v, cuando y — oo y v, = v cuando
x=0yy=#0.

Fue H. Blasius quien abordé la solucién de este problema, en su tesis doctoral de la universidad
de Goettingen, en 1907. Lo primero fue expresar las componentes de velocidad v, y v, por medio
de una funcién de corriente Y, que satisface idénticamente la ecuacién de continuidad (6.3.8). La
definicién de y se establece por el par de ecuaciones:

L (6.3.10)
dy
y
oy
= (6.3.11)
de modo que la ecuacién de movimiento (6.3.9) resulta
2 2 3
v Oov vy | oV 6.3.12)
dy dxdy dx 0dy? dy3
y las condiciones a la frontera se convierten en:
d d
dy  dx
d
ggzvayﬁwﬁk (6.3.14)
y
d
5Y:V@X:Qy¢0. (6.3.15)
y

Como en la capa limite la velocidad v, crece desde cero en y = 0 hasta vy cerca de y = 8, y no
existe, en la direccion x, alguna causa que pudiera provocar un comportamiento distinto, podemos
pensar que el perfil de velocidad seria tnico si lo expresamos convenientemente escalado, tanto
en la velocidad v, como en la coordenada y. Sean entonces u = vy /v y N =y/8(X) = y/\/VX/Veo
una velocidad y una coordenada transversal escaladas. Sea, ademds, y(x,y) ~ f(n) tal que

_ov
-5

VOO /
% — . 6.3.16
x AU (6.3.16)
Ademds deseamos que, para un valor de 1 constante, exista un sélo valor de v, también constante,
por lo que es necesario que en la funcionalidad de y exista una /x, para que v, sea sélo funcién de
1. Como ademds las unidades de y deben ser [L?/t], y considerando f(n) adimensional, entonces
la funcién de corriente

V(x,y) = VVvexf(n) 6.3.17)

satisface condiciones para una solucién de similaridad.

Derivando parcialmente y(x,y) de la Ecuacién (6.3.17), tanto como requieran los términos de
la Ecuacién (6.3.12), y sustituyendolos en dicha ecuacién, asi como en las CF, llegamos a establecer
el problema de similaridad:
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P I =0 (6318
f(0)=f"(0)=0 (6.3.19)
fi(n—e) =1, (6.3.20)

que se puede resolver numéricamente con precision, y por ello es considerada como solucién exacta
al problema de la capa limite (6.3.8) y (6.3.9).

Ejercicios
6.3.2-1. Solucion de Blasius y coeficiente de rozamiento.

(1) Resolver numéricamente el problema de Blasius, dado por la Ecuacién (6.3.18), con sus CF
(6.3.19) y (6.3.20).

(2) Estimar los esfuerzos viscosos sobre la superficie de la pared sélida.

(3) Estimar el coeficiente de rozamiento por un solo lado del sélido y expresarlo como funcién
del nimero de Reynolds Re, = v..x/Vv, donde x es la coordenada longitudinal sobre la placa
s6lida, desde el borde de ataque.






7.1
7.1.1

7. Flujos turbulentos

Descripcion fenomenolégica
Disipacion viscosa de los flujos laminares y surgimiento de la turbulencia

La pérdida irreversible del flujo de trabajo, debida a la disipacién viscosa de un fluido new-
toniano, corresponde a la integral de volumen de la funcién de disipacion de Rayleigh ¢,, ver
por ejemplo Bird et al. Pag. 93 y Apéndice B.7. Asi, para un flujo laminar unidimensional en
el interior de un tubo, o entre dos planos paralelos, con velocidad v,(y), en una regién # del
espacio ocupado por el fluido, la rapidez de disipacion de la energia cinética, E, es:

2
Ev:—/ r:VvdV:/ r:(—Vv)dV:/ uq)vdV:/ u(‘”") dv >0, (7.1.1)
v ¥ v v\ dy

que es proporcional al cuadrado del gradiente de la velocidad, el cual consta, en este ejemplo, de una
sola derivada ordinaria de la tinica componente no nula de la velocidad, v,(y). La velocidad local
se va incrementando desde las paredes sélidas sin movimiento, donde es cero, hacia la corriente
libre, donde tiene su maximo. Sin embargo, cerca de la superficie sélida la velocidad aumenta
ampliamente en distancias muy pequeiias, de manera que su gradiente es mas grande que
hacia el centro del ducto, donde la corriente es mas libre. En la Figura 7.1 se representa E, como
el drea encerrada por el contorno de color rojo y se muestra cémo, de acuerdo con la Ecuacién
(7.1.1), al ser las pérdidas de energia cinética proporcionales al cuadrado del gradiente de la
velocidad, podrian llevar a valores de E, extremadamente grandes, conforme aumenta el flujo,
suponiendo que se mantuviera el perfil parabdlico de la velocidad. Sin embargo, esto ocurre s6lo en
los flujos laminares y las pérdidas observadas a velocidades elevadas no coinciden con estas
estimaciones. Asi, la figura 7.1(a) corresponde a un flujo laminar en un tubo, con un nimero
de Reynolds pequeiio, por ejemplo Re = 800. La distribucién espacial de la velocidad v,(y) es
parabdlica, donde x es la coordenada axial y y es la coordenada radial. Los perfiles de velocidad
se representan en las formas parabdlicas de un color azul obscuro, y el gradiente de la velocidad,
evaluado en la pared, corresponde a la recta tangente a la funcién v,, representada por lineas
oblicuas delgadas en azul claro, en la Figura 7.1(a). Ademds, la funcién 7, es la recta azul oscuro
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T (dvyely)
@ =x %) §¢v(y)=(dv,\/aiv)2 Re=800
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Figura 7.1: El crecimiento de la disipacién viscosa E, equivale al area cerrada por el contorno rojo.
Conforme la velocidad aumenta, de (a) a (c) y suponiendo que fuera posible mantener el perfil
parabdlico de la velocidad, incluso més alla de la transicién al flujo turbulento (Re=2100, en b),
seria posible ver como E, tendria que incrementarse mds alld de cierto limite donde el flujo ya
es inestable. Dicha inestabilidad da lugar a la generacién de turbulencia, que rompe la estructura
ordenada del flujo laminar mediante remolinos que mantienen pequefas estructuras disipativas en
su interior y son capaces de viajar a velocidades elevadas manteniendo su identidad, con pequefios
gradientes de la velocidad.

que une el valor de 7y en la pared con el valor cero en la interseccién con el eje de las x. El valor
de 79, que representa los esfuerzos viscosos del fluido en la pared, corresponde al valor negativo
de la recta tangente a la velocidad en la pared multiplicada por la viscosidad. Al multiplicar los
valores de 7y, por el negativo de los valores del gradiente de la velocidad local, y al integrar sobre
todo el volumen, encontramos la regién cerrada por el contorno rojo. Esta regién corresponde a la
rapidez de disipacion de la energia cinética, E,. La Figura 7.1(b) corresponde, esquematicamente,
a la situacién limite de un flujo laminar, antes de la transicién a flujo turbulento que, en el flujo
por un tubo, corresponde al nimero de Reynolds de 2100. En esta situacidn, la recta tangente a
la velocidad en la pared del tubo corresponde, como en el caso (a), a las lineas oblicuas azules
claras, en tanto que Ty corresponde al negativo del valor de dicha pendiente (la cual es negativa)
multiplicada por el valor de la viscosidad, como se ve en la Figura 7.1(b). Entonces, en ambos
casos, 7.1(a) y 7.1(b), la disipacién viscosa corresponde a la regién encerrada por el contorno
rojo. Se aprecia que la disipacion viscosa crece conforme el flujo laminar es mas elevado. La
Figura 7.1(c) es una representacion hipotética de un flujo que permaneciera laminar a nimeros de
Reynolds maés elevados. Esta representacién nos permite ver cémo la disipacion viscosa E,, seguiria
incrementdndose, de ser eso posible, si no existieran limitaciones fisicas a la disipacion viscosa.
Sin embargo, la intensidad de la disipacion viscosa estd limitada fisicamente y si la velocidad y su
gradiente crecen m4s alld de un limite compatible con dicha limitacion,

la estructura de flujo no puede permanecer inalterada, sino que tendera a reorganizarse,
cambiando en consecuencia, el régimen de flujo

para contender eficazmente con el incremento de la energia cinética del flujo, sin llegar a incrementar
la disipacidn viscosa en la misma proporcion que fué caracteristica de los flujos laminares.

Esto ocurre mediante el surgimiento espontaneo de la estructura turbulenta.
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Figura 7.2: Estructura de los remolinos turbulentos en cascada. (a) Un boceto de Leonardo da Vinci
(1500-1508), (b) Katsushika Hokusai, pintor japonés (1830-1833) y (c¢) Artistas mixtecos, llamados
tlacuiloque en lengua nédhuatl, en los cddices Nuttal (arriba) y Vindobonensis (abajo) (1438).

Variables tiempo-ajustadas y esfuerzos turbulentos

La figura 7.2(a) es un boceto de Leonardo da Vinci en el cédice Leicester, realizado entre 1500
y 1508, que detalla la estructura turbulenta de un flujo descargando desde un canal. Esta estructura
turbulenta consiste, basicamente, en la formacién de paquetitos o remolinos turbulentos de diversos
tamaifios, inmersos los pequefios en los intermedios y estos en otros mayores, y asi sucesivamente,
hasta llegar a remolinos cuyo tamafio compite con el tamaio caracteristico del equipo, instrumento
o sistema, en este caso, el tamafo del canal. La observacién de los remolinos en cascada ha sido
representada por otros artistas de culturas muy diversas, asi, es famoso el grabado llamado La gran
ola de Kanagawa, del pintor japonés Katsushika Hokusai; grafica impresa entre 1830 y 1833, ver
figura 7.2(b). Observamos esta estructura de remolinos en cascada, también en algunas ldminas de
los cédices Nuttal y Vindobonensis, pintados en la regién mixteca poblana y concluidos alrededor
del afio 1438,! durante el periodo postclasico de la civilizacién del Andhuac, ver figura 7.2(c). En
particular, notamos en dichas ilustraciones como las ondas mayores llevan consigo conjuntos de
ondas mds pequefias, como en los flujos turbulentos.

La ocurrencia de los remolinos turbulentos hace de la velocidad una cantidad altamente fluc-
tuante. Asi, al medir una componente de la velocidad local con un instrumento apropiado, como
un anemoémetro de hilo caliente, el histograma o serie de tiempo que se obtiene, es una traza
semejante a la observada en la figura 7.3. En dicha figura se representan las trazas de la velocidad
local, en algin punto fijo del espacio, conforme el tiempo avanza, asi como la velocidad (local)
tiempo ajustada, correspondiente a dos flujos, un flujo estacionario y uno transitorio. La traza (a)
representa un flujo turbulento con velocidad tiempo-ajustada estacionaria y la traza (b) representa
un flujo turbulento con velocidad tiempo-ajustada dependiente del tiempo.

El promedio temporal de la velocidad de los flujos turbulentos o velocidad tiempo-ajustada se
define como

1 a7
Ve(t) = = ve(t')dt', (7.1.2)
T =47

donde T es la duracion del intervalo de tiempo en el cual se realiza la integracion, de modo que la
velocidad instantdnea v, () se puede expresar como la suma de la velocidad tiempo-ajustada v, (¢) a
dicho tiempo ¢ mds la fluctuacién de la velocidad v,.(¢) a ese mismo tiempo ¢, es decir

V(1) = V(1) +V (1), (7.1.3)

El intervalo de tiempo T debe ser tal que las variables tiempo-ajustadas y sus fluctuaciones
se comporten de modo que una nueva aplicacién del operador integral de ajuste temporal sobre

ITomado de Alfonso Caso, 1996, ldmina X VI, figuras 7 y x.
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Figura 7.3: Componente de la velocidad v, y su valor tiempo-ajustado vy para (a) un flujo estacio-
nario y (b) un flujo transitorio.

una variable tiempo-ajustada, la deje sin cambio. Es decir, que las variables tiempo-ajustadas se
comporten como constantes ante la aplicacion subsecuente del operador integral de ajuste temporal.
Entonces, aplicando el ajuste temporal a la expresion (7.1.3), tenemos:

Vi(r) = V() +V (1) = (1), (7.1.4)

lo cual implica que V/(t) = 0, es decir que la integral de las fluctuaciones tiempo-ajustadas da
cero. Para que esto ocurra, es necesario que el intervalo de integracién T sea lo suficientemente
grande, aunque también, si se trata de flujos transitorios, dicho intervalo no puede crecer indiscrimi-
nadamente, pues estard acotado por arriba, para poder representar los efectos transitorios. Debe
hacerse notar, sin embargo, que los productos de fluctuaciones tiempo-ajustadas no dan cero.

De hecho, las funciones de productos de fluctuaciones promediadas, como 4/V.v. o \/TT; sirven
para cuantificar las magnitudes de las fluctuaciones turbulentas y sus correlaciones.

Existen también dos propiedades importantes de las derivadas de cantidades tiempo-ajustadas,
que son la aplicacion del operador de ajuste temporal a una derivada con respecto a una coordenada
espacial y la aplicacién de dicho operador a una derivada temporal. El primer caso es muy simple,
dada la independencia de las coordenadas espaciales y el tiempo:

dv, Iy
LACIEACY (7.1.5)
dy  dy

En cuanto a la derivada temporal, su integracién directa da:
vy 1 3T 9y, , 1 raT Vx‘HLT—VxL,iT
_— == —(t")dt' = = dvy = . 2. 7.1.6
o T /t;T ar ) T Jiir O T (7.10)
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Aunque, por otra parte, al aplicar la férmula de Leibniz para derivar bajo el signo de una
integral, tenemos:

vy o1 [ttaT , Vx|z+lT_Vx|,_lT
S =37 ")dt' = : . 7.1.7
dt  otT Ji-ir velt) T (7.1.7)

De lo anterior se verifica la igualdad:

v _ Iy

T

Con estos elementos, las ecuaciones de Navier-Stokes pueden ser integradas usando el operador

de ajuste temporal de la definicién (7.1.2), con ayuda de las propiedades diferenciales (7.1.5) y

(7.1.8). De aqui resultan las ecuaciones de Reynolds, que son similares a las de Navier-Stokes, pero

cuyas variables son tiempo-ajustadas y cuyo tensor de esfuerzos incorpora, ademas de los efectos

viscosos tiempo-ajustados 7, los efectos turbulentos, debidos a los promedios de los productos

de fluctuaciones de las componentes de la velocidad, conocidos como las componentes del tensor
de esfuerzos de Reynolds 7). Por ejemplo, en coordenadas cartesianas:

(7.1.8)

PV PV, PV
=
) = pvyve  pvvy pvivi |, (7.1.9)

!,/ /5, !,/
pvive pvivy pviv.

en tanto que el tensor de esfuerzos viscosos tiempo-ajustado para fluidos newtonianos incompresi-
bles, es:

L — [VV—i— (VV)T} (7.1.10)

y el tensor de los esfuerzos totales tiempo-ajustado es ahora 7 = 7 17 Con esta consideracién

especial, y re-interpretando todas las variables de las ecuaciones de Navier-Stokes como variables

tiempo-ajustadas, se pueden utilizar las ecuaciones del Apéndice B de Bird et al. para la elaboracion

de modelos de flujo turbulento tiempo-ajustados. Esta version de los balances de momentum, con

densidad y viscosidad constantes, se conoce como las ecuaciones de Reynolds, que son:
Ecuacién de continuidad tiempo-ajustada:

V.-v=0. (7.1.11)

Ecuacién de movimiento tiempo-ajustada:

aatpv—l—V-(pvv) =_-Vp-V- (f(%r?(f)) +pg. (7.1.12)

7.1.3 Dos modelos simples de los esfuerzos turbulentos

El tensor de esfuerzos de Reynolds, Ecuacion (7.1.9), es simétrico y estd formado por cantidades
dependientes de la estructura de los procesos estocésticos de la turbulencia, que introducen nuevas
variables en los balances a tiempo-ajustado. Estas variables, las integrales de los productos de
fluctuaciones de la velocidad, implican un problema de cerradura, es decir que ahora el sistema de
ecuaciones contiene mds variables que el nimero de relaciones independientes entre las variables.
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Para resolver este problema es necesario generar un conjunto adicional de expresiones, que
permita relacionar a las nuevas variables [las del lado derecho de la Ecuacién 7.1.9)] con la
velocidad tiempo-ajustada y sus derivadas. En este sentido, Boussinesq propuso en 1877, por
analogia con los fluidos newtonianos, que los esfuerzos turbulentos satisfacen la siguiente relacién
de comportamiento:

)

0 — _y® [vﬂ (W)r] : (7.1.13)

donde p1*) es la viscosidad de remolino o viscosidad turbulenta, que Boussinesq considerd,
en una primera aproximacién, como una constante (") = C. Posteriormente se han elaborado
expresiones aplicables a diversas situaciones, como la turbulencia cerca de una pared o en una
corriente libre, lejos de superficies sélidas.

Otro modelo para obtener relaciones entre los esfuerzos de Reynolds y el gradiente de la
velocidad tiempo-ajustada es debido a Prandtl, y considera una longitud de mezcla. La hipdtesis
basica de este modelo consiste en proponer que los remolinos turbulentos se propagan de un modo
semejante al momentum viscoso.

Consideremos un caso sencillo, el flujo turbulento sobre una placa plana. Aqui el flujo a tiempo-
ajustado es unidireccional, con la componente de velocidad v, (y). En la Figura 7.4 se representa el
mezclado turbulento, en la direccidn transversal al flujo principal.
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Figura 7.4: Modelo de longitud de mezcla de Prandtl.

En el modelo de longitud de mezcla,? se propone que existe una distancia / transversal al flujo,
en la cual hay un intercambio convectivo de momentum, dado por la diferencia del momentum
entre masas iguales que se intercambian de lugar, Mv,|,;; — Mv,|,. El flux tiempo-ajustado de
momentum turbulento, asociado a este intercambio es:

M
—(r __ _
T = — s Pl = Pl (7.1.14)

Aqui, la masa intercambiada se puede expresar como la densidad por el volumen intercambiado,
M = pclAS, donde c es una constante de proporcionalidad. Si / es pequeiia, una expansion en series

2El desarrollo de la teoria de Prandtl y su aplicacién al flujo en un tubo, que presentamos aqui, se ha tomado de
Whitaker en las secciones 6.4 y 6.5 de su libro de 1968.
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de Taylor para representar Vy|y; en funcién de V|, y sus derivadas, da la expresion

v
Talyt = Vely + l% +o(i?), (7.1.15)
Yy
de modo que la Ecuacidn (7.1.14) se puede expresar como
—() 5 € dvy
=—pl-——. 7.1.16
Ty At dy ( )

Experimentalmente se observa que los esfuerzos de Reynolds son mayores cuando hay mayores
cambios de la velocidad tiempo-ajustada, por lo cual es razonable proponer una proporcionalidad
tal que

C

dvy

—=|—]. 7.1.17
At dy ( )
Finalmente, el modelo de longitud de mezcla de Prandtl es:
7(1‘) 2 de de
Tyy = —pl°|——| == 7.1.18
Vi p dy | dy’ ( )
donde la viscosidad de remolino p(*) se puede identificar con la funcién
v
p® = p2 |2 (7.1.19)
dy

Flujo turbulento en un tubo

Ecuaciones de Reynolds

La velocidad tiempo-ajustada en el interior de un tubo cilindrico en régimen estacionario es Vv =
[0,0,v,(r)]7 y 1a presién modificada, también tiempo-ajustada, es #?(z). Entonces la componente z
del balance de momentum es

d7 1d
0=——"————(rT), 7.2.1
i rar) (7.2.1
donde, integrando en r, T,, resulta
_ _ _ AP\ r r
Trz = Tg) =+ Tgt) = (_dz> 5= TOE’ (7.2.2)

aqui Ty = T,;|,—r son los esfuerzos en la pared del tubo, usados como condicién a la frontera.

Longitud de mezcla de Prandil

Sustituyendo las contribuciones viscosa y turbulenta, de esta componente del tensor de esfuerzos
totales, tenemos:
dvz 2

%I’Z - —‘LLE —pl

dr

dv, r
— =Ty—. 723
7 =~ g ( )

La longitud de mezcla / se propone, generalmente, proporcional a la distancia desde la pared,
I = ky. Entonces es conveniente hacer el cambio de variable r = R—yy d/dr = —d/dy, de donde
la Ecuacion (7.2.3) resulta

dv dv 2 y
z 2.2 Z 2
V—+4ky |—) = 1—=). 2.4
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Aqui se ha usado el hecho de que la velocidad es creciente cuando aumenta la distancia desde
la pared hacia el eje axial del tubo cilindrico, resultando en una derivada mayor que cero. También
se ha dividido entre la densidad p y se ha empleado la notacién v, para la velocidad de friccién
definida como v, = 1/7p/p. La expresion (7.2.4) no se puede resolver analiticamente, sin embargo
podemos explorar dos casos asintdticos para analizar su comportamiento.

Solucién cerca de la pared

Cerca de la pared (y < yo), los efectos viscosos son mds importantes que los turbulentos y
entonces (7.2.4) se reduce a

dv
vd—‘;z =12 (1—%) , paray < yo, (7.2.5)

cuya integracion da, considerando la condicién a la frontera v, = 0 cuando y = 0:

Y % para 0 < y < y. (7.2.6)
Vi

Solucion en distancias intermedias

En el otro extremo asintético, cuando los esfuerzos turbulentos son mucho méas importantes
que los esfuerzos viscosos, la Ecuacién (7.2.4) se reduce a

dv, y
ky—— =vyy[1— =2, 7.2.7
ydy 14 ? ( )

y suponiendo que la distancia desde la pared no se acerca mucho al centro del tubo, por ejemplo
siy > 0.3R, resulta que la raiz cuadrada es mayor que 0.8367, con su limite superior de 1.0000.
Entonces, de manera aproximada, podemos tomar este dltimo limite para sustituirlo en la Ecuacién
(7.2.7) y proponer que
ky@ = Vs, (7.2.8)
dy

cuya integracién da

1
Y2 Cly+Cy. (7.2.9)
Ve k

Ahora bien, podemos estimar la constante C; a partir de la condicién de empalme de ambas
soluciones en y = yp, donde tenemos que v, = v, entonces C; =v,o/v. —Inyg/k y

5, Vo 1 1
Y2 Y0 Dy 4 - Iny. (7.2.10)
Vi ve k k

Variables escaladas en la velocidad de friccién
Los resultados de ambos casos asintéticos, Ecuaciones (7.2.6) y (7.2.10), se pueden expresar en
términos de las asi llamadas, variables adimensionales del flujo turbulento, que se definen como

+_ Y
v

y (7.2.11)

yr=2 (7.2.12)
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Todas las variables adimensionales escaladas en la velocidad de friccién llevan un signo + para
identificar este escalamiento, que en el caso de las ecuaciones (7.2.6) y (7.2.10) resulta en

v =yt para0 <y <yl (7.2.13)

0.3Rv,
Iny*, parayj <y* < vv . (7.2.14)

1

+:C
v —I—k

Hay una cantidad apreciable de datos experimentales, asi como otras expresiones y ajustes
numéricos que pueden usarse, siguiendo diversas fuentes y estudios, como se aprecia en la figura
5.5-3 de Bird et al. Una posibilidad entre otras, que hemos obtenido del ajuste de los datos de dicha
figura, es tomar los valores y; = 10.3, k = 0.36 y C = 3.8. Con estos valores de las constantes,
aseguramos la continuidad de los dos tramos de la grafica, aunque no de su derivada, lo cual se
logra con ajustes en el tramo intermedio, a expresiones semiempiricas, como las del pie de la figura
5.5-3 de Bird.

Magnitudes de los pardmetros de los flujos turbulentos

Volviendo a la Ecuacién (7.2.3), podemos dividirla entre la densidad y re-escribirla como:

ERVCLCBRVOLL L
R

— 7.2.15
dr dr ( )

0, en términos de las variables adimensionales (7.2.11) y (7.2.12), tenemos:

)
V dv y
( V )dV R, ( )

donde podemos despejar la razén de viscosidades cinematicas:

v 1 )’/R

y estimar la derivada con la Ecuacién (7.2.14), para diversos valores de y. Asi, suponiendo que

yo <y =R/4, tenemos

v 3 n Rv
— =Tkt -1 <yt = —F, 7.2.18
” 4ky , parayy <y 1y ( )

Esta razén depende de tres factores: el fluido (v), el tamafio del tubo (D) y las condiciones de
operacion (v,). Para concretar ideas sobre estas magnitudes, consideremos agua (v = 1.02 x
1076 m?/s) fluyendo por un tubo de 0.05 m. de didmetro, con una velocidad de friccién, v, =
0.0128 m/s. Entonces y* = 78.4 y v(¥) /v = 20.2. Es decir que los esfuerzos turbulentos son veinte
veces mayores que los laminares.

Produccién de turbulencia y disipacion viscosa

Volviendo a la Ecuacién (7.2.15), podemos expresar su término turbulento en funcién de los
esfuerzos de Reynolds, quedando:
dv. o F

—vd—rZ + VIV, =V, (7.2.19)

=
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En esta forma, la ecuacién (7.2.19) no depende de modelo alguno para la representacion de
los esfuerzos de Reynolds. Al multiplicar esta ecuacién por el factor positivo (v/v*)(—dv,/dr),
resulta:

v [ dv,\— VP[ dv,\* v [ dv,\r
I e =) = 22— 7.2.2
v ( dr ) vt v dr V2 dr | R ( )

Los términos de esta ecuacién fueron interpretados por Laufer (1954) como:3

\Y av,\ —
— | ——— | vV, =Pr
v ( dr> re v

es la produccion de energia debida a la generacién de turbulencia, en tanto que

V()
v dr) "

es la pérdida de energia por disipacion viscosa directa y
v dv,\ r \/WT r_ g )
—_— —_— —_ = —_ = r
v\ dr )R R ’

es la energia total disponible, debida a la pérdida de presién en el tubo. Entonces, la ecuacion
(7.2.20) se puede expresar como

Pro+ Wy = | /WH% —E(r), (7.2.21)

la cual establece que

debido a la pérdida de presion a lo largo del tubo, la energia total disponible en un punto,
menos la pérdida de energia correspondiente a la disipacion viscosa directa en el mismo
punto, equivale a la produccién de energia asociada a la generacion de turbulencia.

Los términos de produccion de energia turbulenta (Pr;) y disipacion viscosa de energia (W),
corresponden a la figura de Brodkey que se ha mencionado en la nota al pie, se representan en la
Figura 7.5 y corresponden a la primera igualdad en la ecuacién (7.2.21).

La produccién de energia turbulenta, Pr;, es mdxima en la zona central del tubo, es decir,
cuando r/R — 1. Considerando este limite, podemos derivar la ecuacién (7.2.21) con respecto a
W), para luego encontrar el mdximo de la funcion Pr, igualando su derivada a cero, lo cual ocurre
cuando Wy, = 1/4, y luego, por la sustitucion de este valor en la ecuacién (7.2.21), encontramos que
también Pr; = 1/4. El punto (1/4,1/4), en la figura 7.5 es, entonces, un maximo, en concordancia
con los valores experimentales de Laufer y de Klebanoff, representados aproximadamente por la
traza de la figura 7.5.

Ejercicios

E.7.2.-1. Flujo turbulento de agua en un tubo. Fluye agua a condiciones ambientales de
presion y temperatura, por el interior de un tubo de vidrio cuyo gradiente de presién es de 1 kPa/m
y cuyo didmetro interno es de 25.4 x 1073 m. Utilizando las ecuaciones (7.2.13) y (7.2.14), para las
regiones cerca y lejos de la pared, respectivamente, hasta llegar al centro del tubo, lo cual implica

3de acuerdo con lo expresado por Brodkey, en la seccién 14-3.H de su libro (1967), donde presenta gréficas de las
funciones Pr; y Wy, en términos de la coordenada y™, asi como valores experimentales de Klebanoff (1955) y de Laufer
(1954).
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Figura 7.5: Disipacion viscosa directa W), vs. produccion de turbulencia Prz, que corresponde a los
datos experimentales de la figura 14-17 de Brodkey (1967). Elaboracion propia.

no tomar en consideracion el limite superior de y*, (i) encontrar el perfil de velocidad turbulenta,
(ii) encontrar la velocidad media de flujo y (iii) calcular el nimero de Reynolds.

E.7.2.-2. Flujo de glicerina en el mismo tubo. Sustituir el agua por glicerina (glicerol) en la
tuberia del ejercicio anterior y, sin alterar el gradiente de presion y bajo las mismas consideraciones
del ejercicio previo, (i) encontrar el perfil de velocidad, (ii) encontrar la velocidad media de flujo,
(iii) calcular el nimero de Reynolds y (iv) Comparar los resultados de este ejercicio con los del
ejercicio anterior, a la luz del parrafo introductorio de este capitulo, para aclarar la importancia de
Tp y para encontrar una interpretacion de los términos de produccién de energia turbulenta y de
disipacion viscosa, Pr; y W), respectivamente.

Capa limite turbulenta

Cuando un fluido entra en un tubo desde un recipiente amplio, su velocidad experimenta una
re-distribucion, acelerdndose en el centro del tubo y retarddndose cerca de la pared. Esto ocurre
en una porcién del tubo, llamada la region de entrada. Desde la época de Reynolds era sabido
que en este re-ordenamiento de la velocidad, cuando era muy elevada, luego de un corto tramo
en el que el flujo es laminar dentro del tubo, sigue una zona de transicién y finalmente se observa
flujo turbulento. La observacion se puede relacionar con un nimero de Reynolds Re,, basado en la
distancia x desde la entrada al tubo, como su longitud caracteristica, es decir que:

Re, — WxX

(7.3.1)

Ahora podemos decir que el nimero de Reynolds Re, experimenta un rdpido crecimiento
desde la entrada al tubo, hasta alcanzar valores de transicidn y luego valores tipicos del régimen
turbulento.

Posteriormente se observé un proceso semejante para flujos en la capa limite, es decir que se
observaron tanto el flujo laminar, como una zona de transicién y el flujo turbulento, al interior de
la capa limite, ver la Figura 7.6. El proceso de desarrollo de la capa limite es indicativo de las
etapas del régimen turbulento: la capa limite laminar se desarrolla desde el borde de ataque de
la placa plana, hasta donde el nimero de Reynolds alcanza un valor critico Rey ¢y = 3.5 X 10°, el
cual indica el inicio de la transicién a los flujos turbulentos. A continuacién el flujo laminar se
hace inestable, desarrollando movimientos ondulatorios, primero bi-dimensionales (2D), conocidos
como ondas de Tollmien-Schlichting, y posteriormente generando ondulaciones tri-dimensionales
(3D) y la formacién de vértices. Los sitios de mayor vorticidad dan lugar a erupciones turbulentas,
que generan a su vez nucleos turbulentos, en los lugares donde las fluctuaciones turbulentas de la
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Figura 7.6: Representacion de la transicién a la turbulencia en la capa limite del flujo sobre una
placa plana horizontal. Arriba: vista superior. Abajo: vista lateral. /. Flujo laminar estable. 2. Flujo
laminar inestable con ondas 2D de Tollmien-Schlichting. 3. Desarrollo de ondas 3D inestables y
formacion de vértices. 4. Erupciones turbulentas en sitios con elevada vorticidad. 5. Formacién de
nucleos turbulentos en sitios con elevadas fluctuaciones turbulentas de velocidad. 6. Flujo turbulento
totalmente desarrollado.

velocidad son mas elevadas. Estos nicleos turbulentos interactiian unos con otros, coalesciendo
y dando lugar a la capa limite turbulenta totalmente desarrollada, que ocurre cuando Re, ;, ~
1.8 x 10°.

Andlisis de la capa limite turbulenta

El anélisis de la capa limite turbulenta es semejante al desarrollo de la teoria de Prandtl para la
capa limite laminar, aunque su punto de partida son las ecuaciones de movimiento de Reynolds,
ver la ecuacion (7.1.12) para los flujos turbulentos, en vez de las ecuaciones de Navier-Stokes. En el
Capitulo 7 se estudian los flujos turbulentos; baste aqui sefialar que su descripcion fenomenolégica
parte de un promediado temporal de las ecuaciones de Navier-Stokes, que conduce a variables
promediadas en el tiempo, conocidas como variables tiempo ajustadas, que se definen en la
Ecuacién (7.1.2). Existen, ademads, sus fluctuaciones turbulentas, que sumadas a la variable
tiempo ajustada correspondiente, equivalen al valor local-instantdneo de la variable, como indica la
Ecuacién (7.1.3).

En términos de dicha descripcion tiempo-ajustada para los flujos turbulentos, a partir de las
ecuaciones de Reynolds (7.1.12), aplicadas a flujos bi-dimensionales sencillos en un sistema de
coordenadas rectangulares, se puede proponer que las tres componentes de la velocidad son:

Ve(x,y) + v yzt)
v=| wxy) + vyt |. (7.3.2)
0 + Vi(x,y,2,1)
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Nétese que la componente de la velocidad v, tiene un valor tiempo ajustado de cero, v; = 0, pero
fluctuaciones no nulas, es decir que v, = v,(x,y,z,t). Ademds, todas las fluctuaciones de velocidad
dependen de las tres coordenadas del espacio y del tiempo (x,y,z,¢). Considerando la velocidad
dada por la Ecuacién (7.3.2), el resultado andlogo al de la capa limite laminar de la Ecuacién
(6.2.26), es:

Vy =, —V2 4 ViV 5oV, (7.3.3)

78W+ vy %-FV@— P 0 — 0d——
ox "9y T Vax TV oy T\ axF Ty T g )

Por otra parte, integrando la ecuacién de continuidad tiempo ajustada, encontramos que

Y v,

[ oy, (7.3.4)

Vy = —

donde y es una variable muda, que se integra entre limites, hasta el valor y de la coordenada. vy se
sustituye en (7.3.3) y luego se integra en el semi-plano 0 <y < oo:

/°° 8vx / 8vx 8vx d5dy — / ve%dy _
0 dx
i 82vx 5 J0— 0
/0 >dy— / (v —i—a—vv —I—azvv>dy.

Cambiando variables de integracién en el segundo y el cuarto términos, recordando que v, = v,
cuando y — co y que v, = 0 cuando y = 0, tenemos:

oo 78vx vy dv, B
/0 (an > / /7dydvx /Ovedidy =

©/ 9 d— 0J——
Y — ==V, — vl | d
/o ( 92 gy x9N )Y
Considerando el segundo término con relacion a la integracion del producto de dos funciones
[ fdg y utilizando la notacién —v?2 para el cuarto término, tenemos:

©/ v, 00— vy = d —
/ vy 'x + V2 |dy—v, d +/ vxﬂdy / ve&dy =2 (7.3.7)
0 dx = dx 0 dx

)
Sumando y restando el término / W%dy y reagrupando:
0 by

(7.3.5)

(7.3.6)

8 8 »
/ vxa —vy dy+/ Ve —Vy) " dy / —v’zdy+/ Ve — Vy —dy V2, (1.3.8)

donde las dos primeras integrales se compactan usando la férmula de la derivada de un producto,
en tanto que la derivada en la cuarta integral, no depende de la variable de integracién y puede
expresarse fuera de la integral. Entonces obtenemos, en lugar del balance de cantidad de movimiento
de von Karman, la siguiente ecuacion integral de movimiento, aplicable a la capa limite turbulenta:

d [~[_ _ dv, I
%/o [VX(VE_V) }dﬁdf (v =)y =72, (7.3.9)
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donde la velocidad de friccién turbulenta 7,2 incorpora todos los efectos debidos a esfuerzos
tangenciales, incluidos los de la turbulencia:

> vy 00— 09—
—2 X
Vi —/0 (—v 2 +8yv§vjc+8zv£v§‘> dy, (7.3.10)

aunque podemos aproximar este parametro por el valor de los esfuerzos en la pared:
> d Iy — s p—
—2 _ X o
T (_V dy +v;v;> dy+/0 aZVQV;dy B

o dy
0 oy —\ 9 [*— Iy T
d —vx—l—v’v’,)—i—/ vivid = v—| =—,
/< ay T ) F gy T ol p

donde 7y ha sido definido en la Ecuacién (6.2.33), en tanto que las fluctuaciones de las componentes

/

de la velocidad, v/, vy Yy v son nulas en la subcapa laminar que se forma muy cerca de la placa

s6lida, asi como son cero tanto los esfuerzos viscosos como los turbulentos fuera de la capa limite,
es decir, en el flujo externo, cuando y — oo,

(7.3.11)
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8. Agitacion y mezclado

Intfroduccién

La composicién quimica de los fluidos simples puede ser la de un compuesto puro, formado
por una sola especie quimica o la de una mezcla de varias especies completamente miscibles, que
forman una sola fase fluida. Esta mezcla constituye una mezcla homogénea cuando sus propiedades
fisicas y quimicas son uniformes, es decir cuando no existen diferencias entre dos cualesquiera
de las porciones del fluido en un sistema, sin importar qué tan lejanas se encuentren una de otra.
Cuando ocurre lo contrario, es decir, cuando existen diferencias locales en las propiedades de una
mezcla, decimos que la mezcla es heterogénea. Ademds decimos que existe un medio estratificado
cuando su no-homogeneidad corresponde a un ordenamiento sencillo o tiene una estructura simple
facilmente reconocible, como por ejemplo la presentacién de una bebida en un vaso, donde el fluido
mads denso reposa en el fondo y sobre €l un liquido més ligero. En esta configuracién tenemos una
mezcla estratificada, en tanto que cuando se agita con suficiente energia, tiende a convertirse en una
mezcla homogénea. Para que la reunién de varias especies quimicas sea una mezcla homogénea se
requiere evitar su estratificacion, promoviendo la uniformidad de las propiedades de las especies
quimicas, como son sus propiedades parciales molares tales como el volumen y la presion, asi
como propiedades de la mezcla como la densidad y la temperatura, por medio de operaciones
como la agitacion, ya sea con accesorios mecénicos o con la energia cinética de los chorros de los
componentes que se mezclan.

Cuando los compuestos de una mezcla no son todos completamente miscibles, existen varias
fases en ella. Las fases fluidas son una fase gaseosa y las fases liquidas. También puede haber fases
solidas, formadas por pequefios granos que se dispersan en las fases fluidas. Para distinguir estas
mezclas de las formadas por una sola fase fluida, mencionadas en el parrafo anterior, llamamos
mezclas heterogéneas a las mezclas formadas por una o varias fases dispersas en una fase fluida
continua, que en aplicaciones biotecnoldgicas se acostumbra llamar sustrato y en un lenguaje mas
general medio. Para que la reunién de varias fases sea una mezcla heterogénea se requiere evitar
su estratificaci’on, promoviendo la uniformidad de la dispersion de las fases discontinuas en el
medio. Esta uniformidad tiene un significado distinto al de la uniformidad en mezclas homogéneas,
puesto que en las mezclas homogéneas el nivel de uniformidad se refiere a las escalas de tamafio
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donde es posible definir propiedades termodindmicas, como la temperatura o la concentracién de
una especie quimica (1078 m), en tanto que la uniformidad en las mezclas heterogéneas se refiere
principalmente al tamafio tipico de las fases dispersas en la fase fluida continua (como ejemplo,
digamos 10 d), a 100 d,,, donde d,, es la longitud caracteristica de las inclusiones: burbujas, gotas o
granos de la fase dispersa o de la separacién media entre dos inclusiones).

Muchas veces se agita una mezcla para homogeneizarla, es decir, para eliminar diferencias
locales en sus propiedades de interés, como puede ser su densidad, su concentracion, su temperatura
o la uniformidad de tamafio y distribucién de las inclusiones, que podria referirse como la concen-
tracion de las fases, medida usualmente como fraccion volumen de fase. El mezclado resulta del
intercambio de lugar de pequefias porciones de la mezcla, lo cual promueve el contacto de porciones
de material que antes estaban separadas por grandes distancias. Recorrer esas distancias mediante
mecanismos difusivos harfa procesos de transferencia muy lentos, en tanto que con el movimiento
turbulento de porciones de los fluidos y con la proximidad y el contacto de porciones inicialmente
lejanas, tanto los efectos inerciales como los difusivos acentdan el transporte favoreciendo la
uniformidad, tanto en el sentido de las mezclas homogéneas como en el de las heterogéneas.

El concepto de mezclado perfecto se refiere a la situacion ideal de una mezcla o de un material
que no tiene diferencias locales en sus propiedades de interés, es decir, que en cualquier punto tiene
un Unico valor para cada una de estas propiedades. Dicho valor corresponde asimismo al de su
punto de descarga o salida o al de cualquier muestra que se tome de algtin punto del sistema. Los
sistemas termodindmicos que analiza la termostética son sistemas equivalentes a los perfectamente
mezclados.

Las caracteristicas del mezclado estdn directamente asociadas a las estructuras turbulentas
generadas por los dispositivos de agitacion. En la escala més grande se da el macro-mezclado, que
tiene que ver con los remolinos turbulentos de mayor tamaiio, que son principalmente transporta-
dores de energia cinética desde una regién a otras del sistema, cuya escala de longitud compite
con el tamafio del sistema. El macro-mezclado, conocido también como distribucién, es una de
las consecuencias del movimiento de estos remolinos mds grandes. En el extremo pequefio de las
estructuras turbulentas estan los remolinos mas pequefios, en el rango disipativo en el que se dan los
mecanismos difusivos, tales como la disipacién viscosa. En esta escala ocurre el micro-mezclado,
que corresponde a los procesos de difusién de las especies quimicas, la conduccion de energia
térmica, y el transporte viscoso de momentum. Entre los dos limites anteriores estdn los remolinos
de los rangos intermedios, en los que ocurren mecanismos de dispersion hidrodindmica, gobernando
procesos locales de interaccion entre las inclusiones de las mezclas heterogéneas, que incluyen
los de contacto directo inclusién-inclusién, asi como los que se dan a través del medio, como
interaccion hidrodindmica, con resultados que modifican el tamafio de las inclusiones, como los
procesos de ruptura, aglomeracion, coalescencia, atricion, etc... En las mezclas homogéneas los
remolinos de rangos intermedios contribuyen tanto al micro-mezclado como al macro-mezclado y
generalmente se les asocia con el aspecto mds sobresaliente de estos mecanismos, de acuerdo al
interés de las aplicaciones.

Configuracion de tanques agitados

La agitacion del medio se puede efectuar al inyectar los componentes de la mezcla como
chorros, dirigiéndolos hacia otros chorros o hacia obsticulos sélidos, que desmenuzan el chorro y
lo dispersan en el medio. Puede agitarse también usando un medio fluido, como la inyeccién de
un gas inerte con el propdsito de mover el fondo de un recipiente, impidiendo la sedimentacién o
estratificacion de las fases mas densas de una mezcla heterogénea. Pueden emplearse agitadores
mecdnicos, llamados también impulsores, que son accesorios unidos a una flecha o eje axial, que al
girar rdpidamente transfieren energia cinética al medio y generan las estructuras turbulentas que
promueven el mezclado. Los tanques agitados pueden tener también unas tiras de metal verticales,
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sostenidas fijamente desde la pared lateral del tanque, que se conocen como deflectores, que funcio-
nan para reducir la tendencia del fluido a circular de manera giratoria, siguiendo el movimiento
del impulsor girando con el eje axial del tanque. Los deflectores se interponen obstruyendo la
trayectoria circular del fluido y obligando al mismo a diversificarse en remolinos turbulentos; tienen
un ancho entre 1/10 y 1/12 del didmetro del tanque. Los elementos que conforman un tanque
agitado pueden apreciarse en la figura 8.1.

|j|—~|'l.-'h:|tc-r

—Fl=cha

Deflector

E——L1N— —lmguldsor

Tamgque

Figura 8.1: Configuracién de un tanque agitado.

Hay una variedad de impulsores utilizados para el mezclado en tanques, algunas de cuyas
formas geométricas podemos apreciar en la figura 8.2. Cada disefio es apropiado para un rango
determinado de viscosidad del medio. La seleccion del impulsor depende también de la geometria
del recipiente y de la sensibilidad del sistema a los esfuerzos cortantes. En la tabla 7.1 reportamos
los rangos de operacién de los impulsores representados en la figura 8.2.

Figura 8.2: Geometria de los impulsores. (a) propela, (b) turbina, (c) ancla, (d) pala, (e) tornillo
helicoidal, (f) ancla de compuerta y (g) liston helicoidal.
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Tabla 8.1 Rango de viscosidad de los impulsores
Impulsor Rango de viscosidad x 103 (Pa-s)
Propela 1 10*

Turbina de hojas planas | 1 5x10*
Anclas 10° 3x 103
Paletas 10° 5x 10*
Anclas de compuerta 10° 10°

Tornillos helicoidales 5% 103 5% 10°
Listones helicoidales | 10 3x10°

Los impulsores tienen usualmente un didmetro de alrededor de 1/3 del didmetro del tanque y se
sujetan a una flecha sobre el eje axial del tanque cilindrico.

Patrones de flujo en tanques agitados

Una de las principales caracteristicas de los impulsores, que determina el tipo de flujo que
proporciona al fluido en un tanque, es el dngulo de sus hojas o paletas, con respecto a la posicién
vertical. En las propelas y tornillos helicoidales dicha inclinacién se conoce como pitch y se mide
como la distancia vertical que avanza una vuelta completa del tornillo o de la propela.

Consideremos un tanque sin deflectores y un impulsor de hojas verticales que imparte movi-
miento angular y radial al fluido (de acuerdo a un sistema de coordenadas cilindricas), lanzdndolo
hacia las paredes del recipiente por efecto de la fuerza centrifuga; la presién dindmica que se genera
por esta fuerza centrifuga se equilibra al elevarse el nivel del liquido en las proximidades de la
pared del tanque, aumentando la presion hidrostatica. El resultado observable es un vortice cuyo
eje coincide con el de la flecha y el eje axial del tanque, como puede observarse en la figura 8.3.

-\

Figura 8.3: Patrén de flujo con impulsor de hojas verticales y sin deflectores.

La introduccién de deflectores en el sistema anterior genera flujos secundarios en la direccion
axial, tanto ascendente como descendente, segtin se aprecia en la figura 8.4. Ademds la obstruccion
al movimiento angular introducida por los deflectores genera remolinos turbulentos en la parte
posterior de los deflectores y ambos efectos contribuyen a una redistribucién de las fuerzas, que
destruyen el vortice observado en ausencia de deflectores.
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Figura 8.4: Patrén de flujo con deflectores e impulsor de hojas verticales.

Consideremos ahora el efecto de incorporar impulsores con hojas inclinadas un dngulo dado con
respecto a la direccion vertical descendente. El efecto de la inclinacién es dirigir el flujo cambiando
su direccién de manera similar al efecto de un espejo sobre la luz, igualando el 4ngulo de incidencia
al de reflexién. Por esto los impulsores de hojas inclinadas generan una componente axial de
la velocidad, que es maxima cuando la inclinacién es de 45°. En la figura 8.5 puede apreciarse
el patrén de flujo que se produce al utilizar un impulsor de hojas inclinadas, con un dngulo de
inclinacién aproximado de 30° y con velocidad angular que sigue la regla de la mano derecha en
el sentido de su rotacion. La cara inferior del impulsor es la de alta presién, que impulsa al fluido
hacia abajo, en tanto que la cara superior del impulsor es de baja presién y genera la succion del
fluido hacia la zona del impulsor.
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Figura 8.5: Patrén de flujo con deflectores e impulsor de hojas inclinadas, circulando en la direccidn
de giro de la regla de la mano derecha.

Tiempos caracteristicos del mezclado

El mecanismo de distribucién, como se ha referido arriba, estd asociado a los remolinos
turbulentos mds grandes. Este mecanismo tiene también asociado un tiempo caracteristico que
puede encontrarse experimentalmente si consideramos la posibilidad de inyectar un pulso de algin
trazador y seguirlo conforme se mezcla en el tanque. Necesitamos entonces detectar localmente
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alguna propiedad del trazador en un punto del tanque, como su concentracién, su coloracién, su
conductividad eléctrica o su pH. Al inicio el trazador serd trasladado por los remolinos grandes,
pasando en algiin momento por la regién que detecta el sensor, generando una sefial del mismo.
Luego el pulso viajara por otras regiones del sistema, hasta que vuelva a pasar por la region sensible
al instrumento de medicién y asi otras veces mds, pero conforme esto transcurre, el pulso ird
perdiendo su identidad al irse desmenuzando en la cascada de los remolinos de menores tamafios
que invaden la mayor parte del sistema, haciendo que persista parte de la sefial del pulso en el
sensor y provocando una sefial més intensa cada vez que pasa lo que va quedando del pulso por la
zona de deteccion.

Esta porcion de la sefial es cada vez més pequeiia, como puede apreciarse en la figura 8.6, donde
podemos identificar dos tiempos caracteristicos. Uno de ellos es el tiempo de circulacion t., el cual
estd asociado a una vuelta del pulso por la zona de deteccion. El otro es el tiempo de mezclado t,,
que puede definirse como el tiempo necesario para que los cambios de la sefial del pulso sean una
cantidad menor al 10 % del cambio final de la sefial, debido al efecto de la adicién del pulso. Existe
relacion entre el tiempo de circulacidn y el tiempo de mezclado, asi, para un liquido en un tanque
con desviadores y un impulsor pequefio se puede proponer que ¢, = 4¢.. El diagrama de la figura
8.6 ejemplifica esta situacién.

C
N A

VAR /; _—

Figura 8.6: Seiial de un pulso de concentracién, desde un estado base inicial C;, hasta un estado
final con concentracién Cy, detectadas por un sensor local de concentracién, como funcién del
tiempo. Se muestran dos tiempos caracteristicos del mezclado, el tiempo de circulacion, #. y el
tiempo de mezclado t,,, para un tanque con impulsor pequefio y desviadores, donde f,, = 4t..

El tiempo de mezclado se puede expresar como funcion del nimero de Reynolds del impulsor
Re; = Nd,-2 /Vv. En la Figura 8.7 se muestra dicha funcionalidad para un impulsor de turbina de
Rushton de seis hojas en un tanque con desviadores. Puede notarse que cuando Re; > 5 x 103, el
tiempo de mezclado adimensional es practicamente constante. Su valor constante se ha estimado
con la siguiente relacién, debida a Kossen y Oosterhuis (1985):

1%
Nt = 1.54? para Re, > 5 x 10° (8.4.1)

1

Potencia de tanques agitados

La potencia neta que se requiere para mantener un tanque en agitacion se puede calcular a partir
de su momento de torsion total, multiplicado por la velocidad angular de la flecha. El momento
de torsion se puede encontrar por integracion de la fuerza efectuada por las paredes del tanque
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Nt
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Figura 8.7: Tiempo de mezclado como funcién del nimero de Reynolds. Elaboracién propia,
siguiendo la traza de los puntos experimentales de Hoogendoorn CJ u den Hartog AP, 1967, Chem.
Eng. Sci.22, 1689-1699.

sobre el fluido, multiplicada por el brazo de palanca, desde el eje axial hasta el punto de aplicacién
de la fuerza, mas la fuerza de presion de los deflectores sobre el fluido, multiplicada también por
el brazo de palanca e integrada sobre la superficie de los mismos deflectores. Asi tenemos que la
componente axial del momento de torsion total es:

7} - 51 /S R x (*6r . 7[) ’paredestp = / RTrG |pareddS+/A Rp|superﬁciedAa (851)
P

tanque deflectores

donde R(z) es el vector de posicién de cualquier punto de la pared, con respecto al eje axial
del tanque, 7 es el tensor de presiones o de esfuerzos totales, que tiene su parte de esfuerzos
viscosos T y su parte de esfuerzos hidrostaticos pl. La pared consta de dos superficies: la pared del
tanque, con superficie S;u,que, donde los esfuerzos son principalmente tangenciales, debidos a los
efectos viscosos y la pared que corresponde a los deflectores, con superficie Ay, fiecrores, donde
los esfuerzos son principalmente normales y corresponden a las fuerzas de presion. La potencia
efectiva P impartida por el impulsor al fluido es:

P=NT,=N (/ RTr6|pareddS+/A Rp’superﬁciedA> . (8.5.2)
tanque deflectores

Esta expresion se puede adimensionalizar (Bird et al., ejercicio 6C.3), en conjunto con las
ecuaciones de gobierno (ecuacién de continuidad y ecuacién de momentum lineal) para concluir
que la potencia efectiva, expresada como el niimero de potencia Np, se puede correlacionar como
funcién del nimero de Reynolds, del nimero de Froude y de un tiempo adimensional:

P Nd? N’d;
Np=———=0 ( L ,Nt> . (8.5.3)
pN3d: v ' g

Las correlaciones se pueden establecer a partir de experiencias en las que se mide la potencia para
velocidades angulares dadas. Para fluidos newtonianos se ha visto que en la regién laminar, el
producto del nimero de potencia por el nimero de Reynolds es aproximadamente una constante, es
decir que

Re;Np = k1, para Re; < 10, (8.54)

donde el subindice i se refiere a la dimension caracteristica del didmetro del impulsor d;, la cual es
la longitud que més determina el flujo. Para flujos altamente turbulentos, el nimero de potencia es
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Figura 8.8: Potencia efectiva de algunos impulsores, en funcién del niimero de Reynolds. Tomada
de McCabe, WL y Smith JC, 1976, Unit Operations of Chemical Engineering, pag. 238.

independiente del nimero de Reynolds, es decir que:
Np = k», para Re; > 10%. (8.5.5)

En la Tabla 8.2 se presentan valores tipicos de kj y k» para diversos impulsores.

Tabla 8.2 Valores tipicos de k; y k; para diversos impulsores
Impulsor ki(Re; = 1) ky(Re; = 10°)
Turbina de Rushton | 70 5-6

Paletas 35 2

Propela marina 40 0.35

Ancla 420 0.35

Listén helicoidal 1,000 0.35

Otras correlaciones se han determinado experimentalmente y se reportan en los manuales y
libros sobre mezclado en tanques agitados, muchas veces en forma grafica, como se muestra en
la Figura 8.8. Algunos criterios de érdenes de magnitud indican una potencia de unos 10 kW /m?
en recipientes pequefios, hasta unos 100 litros. En recipientes mas grandes, hasta unos 100 m?, la
potencia de agitacién es de 1 a 2 kW /m3. La ecuacién (8.5.3) también puede aplicarse a los fluidos
no-newtonianos; basta para ello sustituir en el comportamiento apropiado, por ejemplo, para un
fluido newtoniano generalizado, al explorar el capitulo 5, podemos ver que la ecuacién (5.1.6), para
la funcién de viscosidad 1) es:

n=my ' (8.5.6)

Aqui m es un coeficiente constante, conocido como el indice de consistencia y » es el indice
de comportamiento de flujo. 7 es el parametro de la rapidez de deformacion, también conocido
como velocidad de corte.

Un nimero de Reynolds adecuado a los fluidos newtonianos generalizados (FNG) con movi-
miento angular, se puede expresar como:

(8.5.7)
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ver ejercicio (2.4-2), pero la rapidez de deformacion 7 se puede estimar en tanques agitados, por su
proporcionalidad con la velocidad angular del impulsor N, de modo que

Y=kN. (8.5.8)

Algunos valores de k se reportan en la Tabla 8.3 y se pueden sustituir para redefinir el nimero
de Reynolds generalizado como:

2
pd; (8.5.9)

Re; = mkn—1Nn—2"

Tabla 8.3 Coeficientes k de la Ecuacion (8.5.8)
Impulsor k
Turbina de Rushton 10-13
Paletas 10-13
Paletas curvas 7.1
Propela 10
Ancla 20 -25
Listén helicoidal 30
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9.1.1

9. Energia cinética, trabajo y friccion

Fuerzas, potenciales y energia cinética de flujo
Balance local del impetu

Podemos entender el balance de momentum lineal, o balance del impetu, como un balance de
fuerzas, es decir, como la extension de la segunda ley de Newton a los cuerpos continuos, como
son los fluidos y los sélidos extendidos. Este balance de fuerzas puede ser formulado en una forma
reconocida como la primera ley de Euler:

La rapidez temporal de cambio del impetu de un cuerpo fluido es igual a la suma de las
fuerzas que actian sobre el mismo cuerpo.

Este enunciado, aplicado a una particula material o cuerpo puntual del fluido, &, ver
subseccién 1.2.2, da lugar a la primera ley de Cauchy o balance del impetu para una particula
material &, en la forma de la ecuacién (1.2.23), que se puede representar como:

Dv
—=-VP-V-1 9.1.1
P o +pg, 9.1.1)
Dv dv . . . .
donde D= a9 +v-Vv=a esladerivada material de la velocidad de flujo, que corresponde a

la aceleracién de la particula material de fluido, la cual puede denotarse por el simbolo vectorial
a. Entonces, la Ecuacién (9.1.1), que estd expresada en la forma de una relacién intensiva, por
unidad de volumen de fluido, puede leerse como:

el producto de la masa por la aceleracion de una particula £ de fluido es igual a la suma de
las fuerzas que actian sobre la misma particula.

Las fuerzas sobre un fluido puro en condiciones isotérmicas, son la presion, las fuerzas viscosas
y las fuerzas gravitacionales o externas. El enunciado es similar a la segunda ley de Newton,
aunque su aplicacién al fluido debe entenderse como “fuerzas aplicadas a cualquier particula
material de fluido, por unidad de volumen*. La ecuacién (9.1.1) ha resultado del escalamiento a un
volumen unitario, por lo que la masa de la particula de fluido se encuentra dividida por su volumen y
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asi, aparece la densidad local p, en vez de la masa de la particula . De manera congruente con este
escalamiento, la aplicacién local de las fuerzas sobre la particula material del fluido, corresponde
a las derivadas locales de los esfuerzos intrinsecos (la presion) y los esfuerzos viscosos en las
formas vectoriales que corresponden al gradiente y la divergencia, respectivamente, con lo cual, los
términos VP y V - T también pueden entenderse como densidades locales de fuerza neta sobre la
particula material &, cuyas unidades son de fuerza/volumen, al igual que el término de la fuerza de
gravedad pg.

Otro aspecto de la ecuacién (9.1.1) que también es importante observar, es aquel que relaciona
al balance del impetu con la existencia de variables de estado y variables de proceso, de la
termodindmica clasica. Asi, la ecuacion (9.1.1) presenta un arreglo de términos, de tal manera que
del lado izquierdo de la igualdad se representa la rapidez de los cambios de una variable de
estado mecanico: el impetu de la particula material £. Este término corresponde al producto de la
masa de &, que es constante, por la derivada material del impetu por unidad de masa, que equivale a
la aceleracién de la particula. La expresion es intensiva porque estd normalizada, al dividir la masa
de & del lado izquierdo por el volumen de la particula; en tanto que, del lado derecho se representan
los procesos de transporte que producen los cambios de estado expresados, como se ha dicho, del
lado izquierdo de la igualdad. Los procesos de transporte corresponden a los flujos netos locales de
momentum intrinseco y viscoso, y se conocen también como las fuerzas intrinseca y viscosa,
que se aplican desde los alrededores sobre el cuerpo & y equivalen a la proyeccién del operador
diferencial V- sobre las densidades (de drea) del momentum intrinseco y del momentum viscoso,
que actdan sobre la particula material & de fluido, de acuerdo con el significado de los operadores
diferenciales del gradiente y la divergencia, mas la accién de los campos de fuerzas externas que
actdan sobre la masa de &, por unidad de volumen.

Composicion de la aceleracion

La aceleracion de la particula material de fluido, &, es la derivada material de la velocidad (ver
subseccion 1.2.2):

a:<av> zgzﬁ—FWVV, 9.1.2)
ot £

que se puede expresar de otra forma, al tener presente la igualdad vectorial:
1
vx (Vxv) = EV(V-V)—V-VV, (9.1.3)

y al aplicar esta ecuacion (9.1.3) en (9.1.2), podemos representar la aceleracion en sus tres compo-
nentes, que son:

d 1
a=2" 4 _V(v-v)+(VxV)xV, (9.1.4)
ar 2
donde
ov » . .
% = aceleracion local, en un punto fijo del espacio.
1
\% (2v . v) = gradiente de la energia cinética por unidad de masa, y
(Vxv)xv=wxv = aceleracion de Coriolis, donde w =V x v, es la vorticidad.

La ecuacion (9.1.4) puede sustituirse en el lado izquierdo de la ecuacién (9.1.1).
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Ejercicios

E.9.1.2-1. Demostracion.

Convéncete de la igualdad (9.1.3), al expresar y desarrollar el lado izquierdo de la igualdad en
sus componentes rectangulares y luego reordenar los términos en la forma que equivalen a los del
lado derecho.

Fuerzas conservativas

Una fuerza f es conservativa cuando sus valores no dependen de la trayectoria seguida, sino
unicamente de los puntos inicial y final. Por ello puede ser expresada como el gradiente de un
potencial escalar y, es decir que si

F=Vy, (9.1.5)

entonces f es una fuerza conservativa. Una propiedad matemaética del operador rotacional es que el
rotacional de un gradiente es cero. Por ello, si ¥ es una funcién escalar continua, ocurre que

V x (V) =0. (9.1.6)

En la ecuacién (9.1.1), hay dos términos de fuerzas que pueden expresarse como gradientes
de un potencial, y luego pueden agruparse como fuerzas conservativas. El primero de ellos es
el gradiente de la presién, VP, que ya se encuentra expresado como una fuerza conservativa,
considerando que la presion es un campo continuo P(x). El otro, cuando las fuerzas externas son
conservativas, como la fuerza de gravedad, para un nimero muy importante de aplicaciones, donde
se puede expresar como el gradiente de un potencial gravitacional, es decir cuando

f=—Vog = —Vgh(x), 9.1.7)

donde h(x) es la altura vertical ascendente, en funcién del vector de posicién x. El potencial
gravitacional ¢g = gh(x) tiene dimensiones de [longitud? /tiempo?], o de [fuerza x longitud /masal
o, de manera equivalente, de [energia/masal. Asi, en la ecuacién (9.1.1) tenemos un segundo
gradiente, que puede ser también expresado por medio del potencial gravitacional, de modo que,
sustituyendo la aceleracién (9.1.4) y el potencial gravitacional (9.1.7), reordenando y dividiendo
entre la densidad p, tenemos:

av 1 .
at—|—V<2V-V)+(V><V)><v:———V(gh). (9.1.8)

Cuando el flujo es incompresible, la densidad es constante y se puede introducir directamente
en el gradiente de la presion y en la divergencia del tensor de esfuerzos viscosos. Sin embargo en
los flujos compresibles, para fluidos puros en condiciones isotérmicas, es decir, cuando

p=p(P), 9.1.9)
es conveniente considerar el gradiente

Pdp
Vop=V | —, (9.1.10)
LAY
que representa procesos no-isobdricos en flujos compresibles. Esta expresion vectorial contiene tres
igualdades escalares, que se evidencian al multiplicarla por sus vectores unitarios correspondientes
en un sistema de coordenadas ortogonales. A cada uno de los términos escalares se puede aplicar
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la regla de Leibniz, para derivar bajo el signo de la integral. Al hacerlo y luego representar los
términos en su composicién vectorial resulta:
Pdp L VP, \Y

el —gp— 0 LT 9.1.11)
np o Jrnop plR) PP

pero p s6lo depende de P, la presion termodindmica, de modo que el primer término del lado

derecho es cero. Ademds, Py es constante, de modo que se obtiene la igualdad:
VP P dp

— =V [ —, (9.1.12)
p Y

que nos permite ver que el término del lado derecho representa tanto los flujos compresibles como
los incompresibles.

Ejemplo: La gravedad como fuerza conservativa.

La fuerza de gravedad, g estd dirigida hacia el centro de la tierra, es decir, en la direccién
vertical descendente. Su magnitud es la constante gravitacional, g = 9.81 [N/kg|, de modo que, si e
es un vector unitario en la direccién vertical descendente, entonces g = eg.

Para representar a g en cualquier sistema coordenado, basta descomponer e en sus componentes
en dicho sistema. Consideremos, en particular, un sistema de coordenadas rectangulares {x,y,z},
enel cual e = (e-i)i+ (e-j)j+ (e-k)k. Entonces

g=(e-i)gi+(e-j)gj+ (e-k)gk. (9.1.13)

Consideremos, en particular, un sistema coordenado rectangular, en el cual las coordenada
Xy y generan planos horizontales, en tanto que la coordenada z se asocia a la direccién vertical
ascendente, es decir que e = —Kk. Entonces, la ecuacion (9.1.13) toma la forma particular

g=(—k-i)gi+ (—k-j)gj+ (—k-k)gk = —gk. 9.1.14)

Por otra parte, consideremos la ecuacion (9.1.7), donde la fuerza externa f es la gravedad g, la
cual se asocia con un potencial gravitacional, entonces

g=—Voc=—gVh(x,y,z). (9.1.15)
De la comparacién de (9.1.14) con (9.1.15), vemos que debe ser k = Vh:
dh ,0h dh
Vh =i—+j=—+k=—=k .1.16
(x,y,2) =5~ tig, Ty, =k (9.1.16)

expresion vectorial que corresponde a tres igualdades escalares, una en cada una de las direcciones
de los ejes coordenados, es decir que, en el sistema coordenado propuesto,

(o;h = 0, — h no depende de x 9.1.17)

X

dh

a—y = 0, — hno depende de y (9.1.18)

dh :

3 = 1 — hsidepende de z. 9.1.19)
Z

Por lo tanto,la derivada parcial en z se puede considerar como derivada ordinaria, que se integra
para dar:

dh
= 1 — h(x,y,z) =z+ ho, (9.1.20)

donde hg es una constante, que puede tomarse como cero, o como un valor de referencia cons-
tante. Regresando a la ecuacién (9.1.15), vemos que, en el sistema coordenado propuesto, ¢g =
gh(x,y,z) = gz, donde se cumple que g = —V g = —gk.
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Ejercicios

E.9.1.3-1. Rotacional del gradiente de un campo escalar.

Utilizando coordenadas rectangulares, desarrolla el lado izquierdo de la ecuacién (9.1.6), para
convencerte de que es igual a cero.

E.9.1.3-2. Potencial gravitacional para componentes iguales de g.

Otro caso particular de la representacion de g en la forma de un potencial gravitacional,
ocurre cuando las proyecciones del vector e en los ejes coordenados, son iguales. Es decir, cuando
e=(e-i)i+(e-j)j+ (e-k)kestal que (e-i) = (e-j) = (e-k) = &, ya que entonces e = o (i+j+k).
Encuentra el valor de a, recordando que e es un vector unitario. Sigue el desarrollo del ejemplo
anterior, para encontrar el potencial gravitacional en este sistema de coordenadas rectangulares.

E.9.1.3-3. Potencial gravitacional en un tubo horizontal.

Repite el razonamiento del ejemplo de la gravedad como fuerza conservativa, para el caso
de un tubo horizontal, descomponiendo g en sus componentes cilindricas polares, de modo que
g = (gr,80,8;)- Ladireccion de la fuerza de gravedad es una entidad fisica que se dirige hacia el
centro de la tierra, en la direccién vertical descendente, cuyo vector unitario es e. Los vectores
unitarios en las direcciones de los ejes coordenados (r,0,z) son (8,,8¢,8_), de modo que e se puede
expresar en sus componentes cilindricas polares como e = (e-8,)8,+ (e-8¢)8¢9 + (e-8,)8,, y se
pueden encontrar las proyecciones del vector unitario e en las direcciones de los ejes coordenados,
asi como la expresién del gradiente, ecuacién (A.7-5) del Bird'

Potencial de Bernoulli

Podemos definir el potencial de Bernoulli como:

P

1 dP
Gp=5(v-v)+ [ —+gh(x), 9.1.21)
2 R P

que es la suma de la energia cinética de flujo por unidad de masa, %vz, del potencial intrinseco,
determinado por la ecuacion (9.1.10), y del potencial gravitacional ¢ definido por la ecuacién
(9.1.7). Cada uno de los potenciales anteriores tiene las dimensiones de [energia/masa], por lo
cual,

EL POTENCIAL DE BERNOULLI TAMBIEN SE CONOCE COMO LA ENERGIA TOTAL DE UN
FLUIDO DE MASA UNITARIA, EN CONDICIONES ISOTERMICAS,

sin embargo, en esta identificacion del potencial de Bernoulli con la energia total del fluido?, la
energia total £ no deberia entenderse como una variable del estado cinético, puesto que es la suma
de una variable de estado: la energia cinética de flujo, mas la suma de dos términos que representan
procesos de transporte, realizados por las fuerzas de presién y “por las fuerzas externas, como se
ha discutido en la seccién 1.2.2 y aqui mismo. Asi,

EL PRIMER TERMINO DE (,bB CORRESPONDE A UNA VARIABLE DE ESTADO, PUES ES LA
ENERGIA CINETICA POR UNIDAD DE MASA, EN TANTO QUE EL POTENCIAL INTRINSE-
CO ({p Y EL POTENCIAL GRAVITACIONAL (g SON CANTIDADES CUYOS GRADIENTES
CORRESPONDEN A LAS FUERZAS QUE REALIZAN TRABAJO SOBRE EL FLUIDO.

Pag. 975. Es conveniente revisar las secciones A.6 y A.7 del Bird, referentes al uso de las coordenadas cilindricas
polares, para resolver este ejercicio, siguiendo los procedimientos del ejemplo resuelto arriba.

2Dicha energia total por unidad de volumen, E, se ha definido, por ejemplo en Enzo Levi (1965), Pag. 56, ecuacién
(27.5). En la seccién 6.1 del presente texto, definimos la energia total del flujo por unidad de masa £, para flujos ideales
y desarrollamos un procedimiento para encontrar la ecuacién de Bernoulli.
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Ademads, en muchas aplicaciones, es posible definir una densidad media p para el término
viscoso, e introducirla en las derivadas, para tener, finalmente:

O;:+V(q33)+(V><V)><V:—V-<;>. 9.1.22)

La forma escalar de la razén /T /p, evaluada en la frontera con una superficie sélida se ha
llamado velocidad de friccion, v, al final de la seccidon 6.2, se ha usado extensivamente en el
tratamiento fenomenoldgico de los flujos turbulentos y corresponde al flujo de momentum viscoso.
Entonces, las ecuaciones de movimiento del fluido newtoniano compresible se pueden escribir en
términos del potencial de Bernoulli, ¢5, Ecuacién (9.1.21) como:

av

o Vs (Vxv) x v = vV Aj)__“V(V'V). (9.1.23)

Para flujos incompresibles, la ecuacién 9.1.23 se simplifica, quedando:

Z—FV@B—%(V X V) xv=vV?, (9.1.24)

En los flujos estacionarios el primer término es cero y la suma los términos estacionarios se
reduce a dos cuando (V x v) x v =0, lo cual ocurre en tres casos: (1) cuando la vorticidad (V x v)
es paralela al campo de velocidad v, que es cuando los flujos son llamados flujos de Beltrami, (2) si
el primer factor es cero, que corresponde a flujos irrotacionales o de Bernoulli, (V x v) =00 (3)
cuando los fendmenos son hidrostaticos, es decir, cuando v = 0.

Ejercicios

E.9.1.4-1. Flujos de Bernoulli.

Los flujos de Bernoulli estacionarios satisfacen la condicién ¢z = constante. Encuentra las
condiciones que debe satisfacer el flujo de un fluido newtoniano incompresible, para que se
comporte como un flujo de Bernoulli estacionario.

E.9.1.4-2. Campos vectoriales de Beltrami.

Si v es un campo paralelo a la vorticidad w = V x v, es decir, un campo de Beltrami®, encuentra
las tres relaciones escalares entre las tres componentes rectangulares de la velocidad y sus derivadas
espaciales.

La presion modificada como un potencial de fuerza

Si tomamos los dos tltimos términos del potencial de Bernoulli para los flujos incompresibles,
ecuacion (9.1.21), y los multiplicamos por la densidad del fluido, podemos definir la conocida
presion modificada &7, como

P (x) = p(x) + pgh(x), (9.1.25)

que es un potencial de fuerza, cuyas dimensiones son de [energia /volumen] o de [ fuerza/dreal.
Este potencial es la suma de dos potenciales, el intrinseco y el gravitacional, cada uno de ellos
multiplicado por la densidad, lo cual lo presenta como una cantidad escalada en el volumen de
la particula material de fluido, en vez del escalamiento en su masa, a semejanza del potencial de
Bernoulli (9.1.21).

La presién modificada equivale al potencial de Bernoulli en condiciones hidrostéticas, es decir,
cuando la velocidad de flujo es cero, v = 0. En tal caso & = p {3, de modo que el balance del
impetu para los flujos incompresibles, ecuacion (9.1.24), en condiciones hidrostaticas resulta

3Ver Enzo Levi (1965), Pag. 80
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en la ecuacion (1.2.32), que también se puede expresar como la ecuacién (9.1.26), empleando la
definicién de la presiéon modificada (9.1.25), con lo cual resulta:

VP =0, (9.1.26)

que se conoce como la ecuacion general de la hidrostatica, cuya integracién indica que el potencial,
en condiciones hidrostéticas, permanece constante, es decir, que

P(x) = P, (9.1.27)

de modo que,

EN CONDICIONES HIDROSTATICAS, EL EFECTO DE LA GRAVEDAD ES EXACTAMENTE
COMPENSADO POR EL CAMBIO DE LA PRESION DEL FLUIDO.

Ejercicios

E.9.1.5-1. Componentes de la gravedad y de la velocidad.

Fluye una pelicula uniforme de agua por un plano inclinado debido al efecto de la gravedad
terrestre. Si el dngulo de inclinacién con respecto a la vertical es a < /2,

(1) Elige un sistema de coordenadas rectangulares, con un eje paralelo a la direccién de la
velocidad y expresa las componentes de la fuerza de gravedad y las componentes de la
velocidad distintas de cero.

(2) Elige un sistema coordenado rectangular con un eje vertical ascendente y expresa nuevamente,
las componentes rectangulares de la fuerza de gravedad y de la velocidad, distintas de cero.

(3) Invierte el sentido del eje que corre en la direccién de la velocidad y representa las compo-
nentes rectangulares de los dos vectores anteriores, es decir de g y de v.

E.9.1.5-2. Presion hidrostatica en un tubo horizontal.
Un tubo cilindrico en posicién horizontal se encuentra lleno de agua.

(1) Asocia un sistema de coordenadas cilindricas con el eje axial coincidente con el eje del tubo,
el eje radial, desde r = 0 en el centro del tubo, hasta r = R en la pared del tubo y el dngulo
0 = 0 en la direccion vertical ascendente, desde el centro del tubo.

(2) Indica cudles son las componentes (g,,gg,8;) de la aceleracion de la gravedad, como funcio-
nes de las coordenadas cilindricas (r,0,z) y de la constante gravitacional.

(3) Encuentra la presion intrinseca p(r, 8,z) sobre la pared interna del tubo, como funcién de 0,
sabiendo que p(r =R, 0 = 0,z) = py, para cualquier valor de z.

9.1.6 Presion estdtica y presion dindmica

Otro caso particular del uso del potencial de Bernoulli ocurre cuando el potencial gravitacional
es constante, es decir cuando i(x) = hg. Entonces, para flujos ideales incompresibles, en condiciones
estacionarias, donde es posible despreciar los efectos viscosos y seguir sobre lineas de flujo, donde
(V xv) xv=0, resulta que

1
pPs = PV-V+ p = constante. (9.1.28)

Esta ecuacion es la base para el desarrollo de algunos instrumentos de medicién de flujo, donde
la estimacion de la velocidad de flujo se estima a partir del conocimiento de la presién, como en
el tubo de Pitot, que es un instrumento para determinar la velocidad local de flujo, ver figura
9.1. El tubo de Pitot es un instrumento con dos orificios muy cercanos a una posicién dada x.
Requiere determinar dos presiones, medidas en x; una de ellas es la fuerza perpendicular a la
direccién del flujo y la otra es una fuerza tangencial al mismo flujo. Esto se logra, aproximadamente,
seleccionando la orientacién de los dos orificios inmersos en el flujo, de modo que uno de ellos
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V e
PD/V'%
P

| p(x)

1
PD(X):EPV 'V

Figura 9.1: El tubo de Pitot mide la presion total del fluido en un punto x, en dos direcciones; en la
direccién horizontal la presién es la suma de la presion dindmica pp(x) mas la presion intrinseca o
interna, p(X), en tanto que en la rama vertical la presién es tinicamente la presion intrinseca, p(X).

es tangencial a la direccién del flujo, en tanto que el otro es normal a dicha direccién. El orificio
tangencial determina la presion estdtica del fluido, p(x); en cambio, el orificio cuya seccién
transversal es normal a la direccién del flujo, determina la presion total, pr(x), que es la suma de la
presion estatica p mas la presion dinamica, pp. Esta dltima, la pp, corresponde a la diferencia de
alturas del manémetro mostrado en la figura 9.1, debida al empuje ejercido por la energia cinética
del flujo, es decir que

1
pr(x) = po(x) + p(x) = 5pv*(x) + p(x), (9.1.29)
donde v? = v-v es el cuadrado de la magnitud de la velocidad, en este caso alineada con la

coordenada horizontal. Entonces la magnitud de la velocidad local resulta, al despejarla en la
ecuacion (9.1.29):

y= \/w_p(xﬂ. (9.1.30)

P

Ejercicios

E.9.1.6-1. Velocidad con un tubo de Pitot

Un flujo de aire a condiciones de la ciudad de México (590 mmHg y 20°C), se mide con un
tubo de Pitot, cuyo liquido manométrico es etilenglicol. La diferencia de alturas del liquido entre
las ramas del mandémetro en U es de 100 mm. Determina la velocidad local del aire en el punto de
medicion.

Fuerzas conservativas, rapidez de trabajo y vector de potencia
Rapidez de trabajo mecdnico y fuerzas conservativas

Una manera de probar que un campo vectorial continuo f(x) es conservativo, consiste en
aplicarle el operador rotacional y comprobar que es cero, es decir que V x f = 0. Esto nos permite
asegurar que las fuerzas representadas por el potencial de Bernoulli son conservativas, ya que una
propiedad del operador vectorial gradiente es que su rotacional es cero, es decir que V x (V) =0,
para todo campo continuo ¢.

De lo anterior, sabemos que
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LAS FUERZAS CORRESPONDIENTES AL POTENCIAL DE BERNOULLI, (2)3, SON FUERZAS
CONSERVATIVAS.

La principal propiedad de las fuerzas conservativas es que su integracion, de un punto x4 a
un punto x cualesquiera, no depende de la trayectoria entre estos limites, sino inicamente
de los valores de la fuerza en los limites de integracion.

Podemos obtener una forma alternativa de la ecuacién de la energia mecanica al efectuar el
producto punto de la velocidad de flujo por el balance local de fuerzas (9.1.22), de donde resulta:

;(;#) :—V-V(ﬁB—v-V-<;>. 9.2.1)

Puesto que las fuerzas conservativas no dependen de las trayectorias de integracion, podemos
concluir que la rapidez del trabajo efectuado por dichas fuerzas conservativas es, necesariamente,
trabajo mecdnico; es decir, es un término que se manifiesta integramente en el movimiento local
del fluido, de modo que la ecuacién (9.2.1) se puede verbalizar diciendo que

LA RAPIDEZ DE TRABAJO QUE EFECTUAN LAS FUERZAS CONSERVATIVAS DEL POTEN-
CIAL DE BERNOULLI, SUMADA A LA RAPIDEZ DE TRABAJO QUE REALIZAN LAS FUERZAS
VISCOSAS, ES EQUIVALENTE A LA RAPIDEZ DE CAMBIO DE LA ENERGIA CINETICA DE
FLUJO EN CUALQUIER PUNTO FI1JO DEL SISTEMA.

Vector de potencia local de los esfuerzos moleculares

Recordemos que 7, cuyas dimensiones son las de [fuerza/drea], representa el tensor de los
esfuerzos moleculares que se ejercen sobre un cuerpo fluido &, en cualquier punto de la superficie
de su frontera. También 7 se puede entender como una densidad de flujo de momentum molecular
en dicho punto de la frontera de €. & se compone de dos términos: los esfuerzos hidrostéticos, que
corresponden a la presion o fuerza intrinseca y los esfuerzos viscosos, de modo que & = P1+ 7.4
La proyeccion del tensor de los esfuerzos moleculares en la direccion de la velocidad de flujo local,
multiplicado por la magnitud de la misma velocidad, corresponde al producto punto de estas dos
cantidades y define lo que podemos llamar

EL VECTOR DE LA DENSIDAD DE POTENCIA LOCAL DE LOS ESFUERZOS MOLECULARES,
® = T -V, CUYAS DIMENSIONES SON DE [POTENCIA/AREA], ES EL VECTOR QUE DE-
TERMINA LOS ESTADOS DE LA POTENCIA LOCAL SUMINISTRADA POR LOS ESFUERZOS
MOLECULARES SOBRE CUALQUIER PARTICULA MATERIAL &.

En esta definicion , los estados de la potencia local es un término que se refiere a la capacidad
del vector de potencia para determinar la potencia en un punto, que corresponde a la orientacién de
una superficie dada en ese mismo punto, de una manera andloga a lo que ocurre con los estados de
esfuerzos, que son determinados por el tensor de los esfuerzos moleculares’.

Ejercicios
E.9.2.2-1. Analisis dimensional de ®.
(1) Haciendo el andlisis dimensional, convéncete de que las dimensiones de @ son las de
potencia/drea.
(2) Justifica el nombre de @ como el vector de densidad de potencia local de los esfuerzos
moleculares, es decir, (i) {por qué es un vector, si la potencia es un escalar? Sugerencia: ;por

4Revisar la seccién 1.2 del Bird, Pags. 17 y 18.

SEl tensor de los esfuerzos moleculares es un tensor de segundo orden, capaz de representar las fuerzas de presién
y viscosas ejercidas, cuando el tensor se proyecta en la direccién especifica de alguna superficie considerada. Ver
nuevamente el Bird, Pags. 17 y 18, en especial el texto referente a la figura 1.2-1 de dicho libro.
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qué los esfuerzos moleculares son un tensor (de segundo orden) si las fuerzas o esfuerzos
moleculares son vectores? (ii) ;qué hace que ® sea una densidad? (iii) ;por qué tiene
dimensiones de potencia? (iv) ;por qué es local? (v) ;qué entiendes por la potencia asociada
a una fuerza?

E.9.2.2-2. Potencia asociada a una gota de lluvia.

(1) Una gota esférica de lluvia de 2 mm de didmetro cae verticalmente en el aire, a su velocidad
terminal. Ver la subseccion 11.2.6. Suponiendo que el flujo de aire a su alrededor es laminar,
(cudles son su velocidad terminal y su nimero de Reynolds?

(2) Otra gota esférica de lluvia, cuyo nimero de Reynolds es Re = 5 cae también a su velocidad
terminal. Con estos datos calcula su velocidad terminal y su didmetro y luego encuentra su
vector de potencia local @, en el sistema coordenado de la figura 11.4, donde la gravedad
actda en la direccién —8,.

(3) Elabora una lista de las suposiciones que requiere el cdlculo del inciso anterior. Una de dichas
suposiciones seria que la gota no se deforma, otra suposicién seria que para el valor del Re
de 5, el flujo alrededor de la gota todavia se pueda considerar laminar.

9.2.3 Flujo de potencia local de los esfuerzos moleculares

La integracién del vector de potencia local de los esfuerzos moleculares, ®, en una superficie
cerrada .% (), que encierra una region tridimensional ¥'(¢), correspondiente a un cuerpo ¢ de
fluido, cuya normal unitaria exterior es n, conduce a encontrar la potencia Po comunicada por los
alrededores sobre dicho cuerpo %, es decir que

P0:7{ —n-wdS:% —n-(m-v)dS (9.2.2)
(1) 20

es la potencia suministrada por los esfuerzos moleculares al cuerpo %, donde podemos decir
que

LA POTENCIA Po, SUMINISTRADA A UN CUERPO % POR LOS ESFUERZOS MOLECULARES,
ES LA INTEGRAL DE AREA DE LA PROYECCION DEL VECTOR DE DENSIDAD DE POTENCIA
DE LOS ESFUERZOS MOLECULARES, @, ENTRANDO POR LA SUPERFICIE CERRADA DEL
CUERPO.

Por el teorema de la divergencia, podemos igualar la integral (9.2.2) con una integral sobre la
region tridimensional ocupada por el mismo cuerpo fluido, es decir,

]{ —n-0dS= -V-odVv. (9.2.3)
(1) v (t)

En este punto, volvemos a la descripcién de un sistema local, representado por una particula
material de fluido, &, y nos preguntamos, ;Cémo podemos expresar el flujo local hacia, o desde,
una particula material de fluido? La expresion (9.2.3) puede ilustrar la respuesta, si pensamos en
una sucesion de volimenes, cada vez mds pequefios, y seguimos un procedimiento para tomar el
Iimite de dicha sucesion, cuando su volumen tiende a cero. En efecto, consideremos una region
pequefia A¥/(t), con un volumen pequefio AV, que preserva la forma de la sucesion de volimenes
y estd limitado por la superficie A.% (), ver figura 9.2. En este caso la funcién-integrando de la
integral en volumen se puede expresar como el producto de algtin valor de dicha funcién al interior
de la region A¥ (t), por el volumen de la region, de acuerdo con el teorema del valor medio para
funciones acotadas, de modo que

-V-o dv = —n-0ds. 9.24)
AV (t) A (1)
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Figura 9.2: Sucesién de regiones A% (¢) con volimenes AV, limitadas por la sucesién de superficies
A.7(t) para determinar el significado del operador divergencia del vector de potencia de los
esfuerzos moleculares como un flujo local de potencia.

Claramente, la integral de volumen en el lado izquierdo de (9.2.4), es el volumen AV de la region
AV, el cual puede despejarse al lado derecho de la ecuacién. A continuacién es posible considerar
una sucesion de regiones cada vez mds pequefias, como sugiere la figura 9.2, en un procedimiento
que, al ser aplicado a la ecuacién (9.2.4), en el limite cuando el volumen de la regidn tiende a cero,
lleva al valor local del término del lado izquierdo, de modo que :

. 1
-V-o=,lm —n-ds. 2.5
=03y Fs n N (9.2.5)

De esta ecuacion (9.2.5) podemos decir que

LA DIVERGENCIA DEL VECTOR DE POTENCIA DE LOS ESFUERZOS MOLECULARES, V- @,
ES LA DENSIDAD DE FLUJO LOCAL DE POTENCIA DE LOS ESFUERZOS MOLECULARES,

en cualquier punto del sistema. El signo negativo que hemos usado es el que corresponde al flujo
que ingresa al sistema, puesto que se ha definido el vector unitario normal a la superficie de la region
A7 (t), como el vector normal externo, n, que puede apreciarse en la figura 9.2. En consecuencia,
la proyeccion de @ en la direccién (—n) corresponde a un flujo que ingresa por la superficie A.7.

Al sustituir los esfuerzos moleculares & por sus dos términos, la presion y los esfuerzos viscosos,
como en las ecuaciones (1.2.27) y (1.2.28), en el vector de potencia local @, tenemos que

®=(P1+7T) V=PV+7T-vV, (9.2.6)
de manera que la densidad de potencia local es
V-o=V-(PV)+V-(T-V), 9.2.7)

cuyos términos y componentes se han definido en las ecuaciones (1.2.6) y (1.2.7), efectuando
las derivadas de los productos de las dos funciones y consisten, basicamente, de dos términos de
rapidez de trabajo mecénico, que son productos de la velocidad de flujo por fuerzas conservativas,
mas dos términos de disipacion de potencia local.

Disipacion del flujo local de potencia de los esfuerzos moleculares

LA DISIPACION DEL FLUJO LOCAL DE POTENCIA DE LOS ESFUERZOS MOLECULARES
ES LA PORCION DE ESTE FLUJO LOCAL QUE NO CONTRIBUYE A LA ENERGIA CINETICA
DE FLUJO DE LA PARTICULA MATERIAL &, SINO A SU ENERGIA INTERNA.

En sintesis, podemos decir que
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LA RAPIDEZ DE DILATACION ES IMPORTANTE EN PROCESOS CON CAMBIO DE VOLUMEN
Y LA RAPIDEZ DE DEFORMACION ES IMPORTANTE EN PROCESOS CON CAMBIO DE
FORMA. AMBOS TERMINOS SON IMPORTANTES EN PROCESOS CON CAMBIOS, TANTO
DE VOLUMEN COMO DE FORMA.

Disipacién local reversible en procesos con cambios de volumen

Los procesos de disipacion pueden ser reversibles o irreversibles. La disipacién que acompania
los procesos de dilataciéon/compresion, es decir, la disipacion debida a cambios de volumen, es
reversible, en tanto que los procesos de friccién o rozamiento viscoso son irreversibles.

EL HECHO DE QUE LA DISIPACION LOCAL DE POTENCIA SEA REVERSIBLE O IRREVER-
SIBLE SE RELACIONA DIRECTAMENTE CON LA GENERACION DE ENTROPIA.

En efecto, consideremos la ecuacién fundamental de la termodindmica para los compuestos puros,
U =1U(S,V), de la cual surge, en su forma diferencial, la ecuacién de Gibbs:

dU =TdS—PdV. 9.3.1)

Esta ecuacion se puede expresar para una particula material & del fluido, en la forma de
densidades mésicas (cantidades por unidad de masa, como U), dividiendo la ecuacién (9.3.1) entre
la masa de . Ademds, la diferencial puede expresarse, para procesos dependientes del tiempo, en
la forma de derivadas materiales, esto es:

DU DS DV
U_T S » 1%

= 7= _p=_ (9.3.2)
Dt Dt Dt
Pero el volumen especifico V es el inverso de la densidad: V = 1/p, de modo que
DV 1Dp 1
- P v.y. 9.33)

Dt p Dt p

Para establecer la dltima igualdad se requiere aplicar la ecuacién de continuidad (1.2.17).
Sustituyendo la ecuacién (9.3.3) en la expresion para la energia interna (9.3.2), resulta:
DU DS P DS .
7:T7_—V-V:T7+DP’ (9.3.4)
Dt Dt p Dt

donde se ha empleado la ecuacién (1.2.9) para obtener la dltima igualdad. Asi, los miembros
extremos de la ecuacion (9.3.4) indican que la rapidez temporal de los cambios de la energia
interna de la particula material de fluido tiene dos contribuciones: por una parte estd la rapidez
temporal de los cambios de la entropia y por la otra la disipacién térmica asociada a los procesos
de compresién-expansion, Dp, es decir que

LOS CAMBIOS DE LA ENERGIA INTERNA DE LA PARTICULA MATERIAL &, DEBIDOS A
LOS CAMBIOS DE VOLUMEN, SON INDEPENDIENTES DE LOS CAMBIOS DE ENERGIA
INTERNA DEBIDOS A LA ENTROPIA, LO CUAL INDICA QUE LOS PRIMEROS SON CAMBIOS
REVERSIBLES.?

“Bird también concluye que la disipacion por cambios en el volumen es reversible. La razén que ofrece para
ello es que el término P V - v puede ser positivo o negativo. Ver la discusién que sigue a su ecuacién (11.2-1). Su
conclusion, en dltima instancia, coincide con la nuestra, que basamos en el primer principio de la termodindmica.
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El signo de la disipacion del flujo de la potencia local de la fuerza de presion, asociada a los
procesos de compresién/expansion o de cambios de volumen, ecuacion (9.3.4), puede ser positivo
o negativo. En efecto, al considerar que la presion se puede definir como

50
P=— <a(xi> , donde P >0, (9.3.5)

S

podemos ver que, en procesos isentropicos, los cambios de volumen deben tener signo contrario
a los cambios de energia interna, para que la derivada parcial sea negativo y en consecuencia, la
presion sea una cantidad positiva. Esto implica que cuando el volumen de £ aumenta, su energia
interna disminuye, como ocurre en los procesos de expansion y a la inversa, cuando el volumen de
& disminuye, la energia interna aumenta. Asi mismo, podemos ver, en la segunda igualdad de la
ecuacion (9.3.4), que el signo de la disipacion del flujo de potencia local de las fuerzas de presién
coincide con el signo opuesto al de la divergencia de la velocidad.

En efecto, podemos ver con ayuda de las ecuaciones (1.2.20), (9.3.4) y (9.3.5), que en los
procesos de expansion, el término Dp es un término de fuente de energia cinética, puesto que
V-v > 0 al aumentar el volumen de la particula &. Entonces Dp < 0 y la particula material &
disminuye su energia interna, de acuerdo con la ecuacién (9.3.4) y aumenta su energia cinética,
de acuerdo con la ecuacién (1.2.24). Lo contrario ocurre en los procesos de compresion donde el
término V - v < 0. Aqui, la disipacion asociada a la compresion es un sumidero de energia cinética,
es decir que, al disminuir el volumen de la particula &, el fluido reduce su energia cinética y
aumenta, consecuentemente, su energia interna.

Disipacion viscosa en procesos con deformacion

El término de la disipacion viscosa local es importante en los procesos con deformacion de la
particula material de fluido.

La rapidez de deformacién es la parte simétrica del gradiente de la velocidad: ¥ = Vv + (Vv)7,
donde (Vv)7 es el tensor transpuesto del gradiente de la velocidad. Por ejemplo, si el fluido es
newtoniano, el tensor de los esfuerzos viscosos estd dado por la ecuacion (1.2-7) del Bird:

T=—Uuy+ (gu — 1<> (V-v)1, (9.3.6)

donde 1 es el tensor unitario o delta de Kronecker. k se conoce como la viscosidad dilatacional que,
para muchas aplicaciones incluyendo los flujos incompresibles, no es necesario determinar.

Al aplicar a —T el doble producto punto por el gradiente de la velocidad Vv, resulta la ecuacién
(3.3-3) del Bird:

1 2 2
—T:Vv=2u [Vv+ (V)T — 3(V-V)1} +x(V-v)? = ud, + ¥, 9.3.7)

donde los dos coeficientes de viscosidad son positivos y cada uno estd multiplicado por funciones
reales cuadraticas, que por esta razén son positivas definidas. Por lo anterior,
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EL TERMINO DE LA DISIPACION VISCOSA LOCAL, pD; = —7 : Vv, CORRESPONDIENTE
A UNA PORCION DEL FLUJO LOCAL DE POTENCIA DE LOS ESFUERZOS VISCOSOS, ES
SIEMPRE POSITIVO PARA LOS FLUIDOS NEWTONIANOS Y SE CONVIERTE EN ENERGIA
INTERNA, DE ACUERDO CON LA ECUACION (9.3.7). LA DISIPACION VISCOSA CONVIER-
TE EL MOVIMIENTO DE LA ESCALA LOCAL A LA ESCALA MOLECULAR, GENERANDO
MOVIMIENTOS ALEATORIOS AL INTERIOR DE LA PARTICULA £, CON MAGNITUDES DE
LOS DESPLAZAMIENTOS EN EL ORDEN DE LA ESCALA MOLECULAR.

En otras palabras, los procesos de deformacién, que causan la friccién viscosa de los fluidos
newtonianos, son siempre pérdidas mecdanicas de potencia viscosa, que equivalen a incrementos de
energia interna, la cual se manifiesta generalmente como calor sensible, con aumento de temperatura.
En algunos casos podria existir una transformacién de fase, donde la energia interna se manifieste
como calor latente.

Ejercicios

E.9.3.2-1. Cambio de fase por friccion viscosa en el flujo estacionario de Couette.

Agua liquida en su punto de ebullicién llena el espacio entre dos placas planas y paralelas, en
condiciones isotérmicas. El flujo estacionario es conocido como flujo de Couette, en el cual la placa
inferior se desliza tangencialmente a s{ misma a una velocidad constante V, en tanto que la placa
superior permanece fija y la separacién entre ambas placas es b. Ver la discusion detallada de este
problema en la seccién 3.1.

(1) Encontrar la disipacién viscosa local, pD;, del flujo estacionario incompresible, cuya solu-
€idn, vy (y) se ha desarrollado en la subseccién 3.1.5.

(2) Sea A el calor latente de evaporacion del agua en las condiciones de trabajo. Ya que el sistema
isotérmico se encuentra saturado, es decir, a su temperatura de ebullicion (punto de burbuja),
encuentra el flujo mésico por unidad de volumen que cambia de liquido a vapor, debido a la
disipacién viscosa.

(3) Como el vapor que se produce tiene una densidad del orden de 103 veces menor a la densidad
del agua liquida, el volumen de la masa evaporada es muy importante con respecto al volumen
del agua, de modo que se genera una inestabilidad parecida a los problemas de cavitacién
en los dlabes de las bombas centrifugas, ver subseccién 10.1.3. Elabora un ensayo sobre
el fenémeno de la cavitacién, relaciondndolo con tu experiencia en el desarrollo de este
problema y asocia valores numéricos. En particular, ;consideras adecuado suponer que una
particula material de liquido, &;, al evaporarse, da origen a unas 10° particulas materiales de
vapor &y y

(4) Cada una de estas particulas &y ;es una burbuja o solo parte de una burbuja? Fundamenta tu
respuesta estudiando el fenémeno de nucleacion de fases.

9.4 Disipacion viscosa de un fluido newtoniano en un tubo

9.4.1

Disipacion viscosa en un flujo de Hagen-Poiseuille

Consideremos el flujo laminar estacionario de un fluido newtoniano incompresible por el
interior de un tubo de seccién transversal circular. El balance del impetu en la direccién axial se
puede escribir, de acuerdo con el Bird, seccién 2.3, ecuacién (2.3-10), como:

1d (PP
() = <L ) (9.4.1)

La expresion (9.4.1) relaciona dos efectos que constituyen el equilibrio mecénico para el flujo
estacionario en un tubo: existe una fuerza impulsora que es la presién modificada y una resistencia
al flujo, dada por los esfuerzos viscosos.
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Puesto que la velocidad es aqui un vector de una sola componente: v = [0,0,v.(r)]”, podemos
obtener la ecuacion de la energia mecanica de este flujo, multiplicando la ecuacién (9.4.1), que es
la componente z del balance del impetu, por la componente axial de la velocidad v,(r). Podemos
notar que el resultado de estas multiplicaciones es una expresion que cuantifica como la rapidez
de trabajo que realiza la presion sobre la particula material de fluido equivale, exactamente,
a la rapidez de trabajo que necesita la particula, para vencer las fuerzas viscosas:

d& 1d
V; <_dz> = szfr(l"frz). (942)

Este resultado es la expresion particular de la ecuacion (1.2.4), cuando se aplica al flujo en un
tubo. Corresponde a una igualdad entre cantidades que implican el movimiento local, por una parte,
la componente axial del gradiente de la presiéon modificada, que se expresa como una derivada
ordinaria, debido a que Z(z) = p(z) — pgz es una funcién exclusiva de la coordenada z.

Podemos ahora introducir el factor v,(r) en ambas derivadas para encontrar que la densidad
de flujo de trabajo viscoso local o densidad de potencia viscosa local menos la disipacién local
de trabajo viscoso es igual a la densidad de flujo local de trabajo desarrollado por las fuerzas de
presion, es decir:

_d 1d dv,
0= —afz (‘@‘)Z) — ;E(l"frz\/z) — <—Trzdr> . (943)

Esta expresion equivale al balance de energia cinética, donde el primer término del miembro
derecho representa los flujos locales de trabajo realizados por los esfuerzos intrinsecos y gravi-
tacionales, sobre el fluido, el segundo término representa el flujo local de trabajo debido a los
esfuerzos viscosos y el tercer término representa la densidad de la disipacion viscosa.El lado
izquierdo de la igualdad indica que no hay cambio temporal del estado de energia cinética local
de la particula material, lo cual es congruente con la hipétesis de un régimen estacionario. Para
apreciar apropiadamente las contribuciones de los tres términos del lado derecho de la igualdad,
que corresponde a los procesos efectuados sobre la particula material de fluido, &, recordemos que
para este fluido, la ley de Newton de la viscosidad se expresa como la ecuacion (2.3-14) del Bird:

dv
Tre = _#Tz7 9.4.4)
r
de modo que el segundo término de la ecuacién (9.4.3) es una contribucion siempre negativa,
R d dv,\*
ya que pD; = <—r,zdvz> =Uu <d"z> > 0, lo cual indica que una porcion del flujo local de
r r

potencia de los esfuerzos viscosos, desde los alrededores de la particula material &, no se aplica
al cambio de la energia cinética de la particula en la escala local, sino que se disipa, es decir,
se convierte en movimientos aleatorios, al interior de la particula material &, que conducen los
desplazamientos a tener magnitudes del orden de la escala molecular, dando por resultado un
aumento de la energia interna del fluido. Esta disipacién viscosa lleva el movimiento de la escala
local a la escala molecular y estd intimamente relacionado con el incremento de la entropia.

Podemos estimar la disipacion viscosa total, E,, integrando la densidad de la disipacion viscosa
en el volumen del tubo:

R R 2
E, = / pDodV = 21L / 0. Y — ol / DN 9.4.5)
% 0 dr 0 dr

pero, por la Ecuacién (2.3-15) de Bird:

dvz . L@o - e@L
e __ < e > . (9.4.6)
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la integral (9.4.5) lleva a:

E, = 27mulL (W)z /0 *ar= ”‘;L (L@(;;i@LRZ) i 9.4.7)
y recordando que la velocidad media de flujo se expresa como la Ecuacidn (2.3-20) de Bird:

(ve) = ‘%&LL‘%RZ, (9.4.8)
la expresion (9.4.7) se puede reescribir como:

E, = 8muL(v,)* (9.4.9)

que puede dividirse entre el flujo masico, w = TR>p (v,), para obtener la disipacién de potencia por
unidad de masa:
. FE L(v 1 4L 16
Ev:l:8u2<2>:7<vz>27 u )
w R’p 2 D p{v.)D
Esta expresion se puede reescribir como una conocida relacion entre las pérdidas de energia
cinética por disipacion viscosa y el factor de friccién fr, que es una funcién del niimero de Reynolds,

(9.4.10)

D 16
Re= p<‘;i> Para un tubo con flujo laminar estacionario el factor de friccién es fr = Re" Entonces:
e
R 1 4L
E, = §<v1>25 7. (9.4.11)

La relacién (9.4.11) se acostumbra aplicar también a los flujos turbulentos, pero es necesario
sustituir el factor de friccién fr por alguna expresion mds adecuada, en funcién del nimero de
Reynolds y de la rugosidad relativa de la pared del tubo. En la siguiente seccién desarrollamos los
principales elementos para comprender y usar los factores de friccion.

Fuerza cinética en la pared y disipacion en el flujo de Hagen Poiseuille

En la subseccién anterior hemos estimado la disipacién de la potencia viscosa en un tubo a
partir de la integracion del término de disipacién local en toda la regién de flujo, de acuerdo con el
desarrollo de la ecuacidn (9.4.5). Sin embargo, es mas conocido el desarrollo de estimaciones de la
disipacién a partir de la interaccion del flujo con las paredes fijas del sélido que contiene al fluido.

Podemos calcular la fuerza cinética del flujo sobre la pared del tubo, F;, mediante la
integracion:

dv:

- Rdz = nR* (Py— 1), (9.4.12)

L L
Fk:Zn/ r,z|,:RRdz:27r/ —u
0 0 r=R

donde se ha utilizado, en la segunda igualdad, la relaciéon de comportamiento de los fluidos
newtonianos, ecuacién (9.4.4), en tanto que, en la tercera igualdad se ha empleado la relacién
(9.4.6), evaluada en la pared del tubo, donde » = R. Ademds, utilizando la ecuacidn (9.4.8), podemos
ver que R* (P — P;) = 8uL(v,) y que la fuerza cinética, para el flujo laminar en un tubo, se
puede expresar como

F. = nR* (Py— PL) = 8muL(v,). (9.4.13)

Esta ecuacién (9.4.13) puede combinarse con (9.4.9), para relacionar la fuerza cinética Fy con
la disipacién viscosa E,, de donde resulta que

E, = F(v.), (9.4.14)

es decir que, para flujos laminares y estacionarios de fluidos newtonianos en tuberias lar-
gas,
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LA DISIPACION VISCOSA EN UN TUBO EQUIVALE A LA FUERZA CINETICA SOBRE LA
PARED DEL TUBO, MULTIPLICADA POR LA VELOCIDAD MEDIA DE FLUJO.

También podemos relacionar la disipacion viscosa en el tubo, para flujos laminares estacionarios,
con la caida de presion. En efecto, sustituyendo la ecuacién (9.4.13) en (9.4.14), tenemos que

E,=nR*(Py— PL) (v,) = Q(Po— D), (9.4.15)
donde Q = mR*(v,) es el gasto o flujo volumétrico.

Ejercicios
E.9.4.2-1. Equivalencias.

(1) Comprueba que la definicion de fuerza cinética en un tubo, dada por Bird en su ecuacion
(6.2-1) coincide con la de nuestro texto.

(2) Explica cémo, la expresién (7.5-7) del Bird para E,, se puede obtener a partir de nuestra
ecuacion (9.4.14), cuando se expresa por unidad de masa, dividiendo entre el flujo mésico y

(3) Encuentra una relacion para el factor de pérdidas por friccion, e,, definido por Bird en su
ecuacion (7.5-4), comparando dicha ecuacién con tu resultado del inciso (2).

Una funcién llamada factor de friccion de Fanning

Por otra parte, el término conocido como el factor de friccion se usa principalmente para flujos
en conductos (flujos internos) y se denota por fr. ¢ Para el flujo en tubos lo definimos, de manera
implicita como:

1
= frAK = fF(nDL)§p<vZ>2. (9.4.16)

donde A = wDL es el drea de la superficie interna de la pared del tubo y K = % p(v,)? es la energia
cinética caracteristica del flujo en tubos, basada en la velocidad media de flujo, (v,).

LOS FACTORES DE FRICCION SON FUNCIONES QUE DEPENDEN DE LA ESTRUCTURA DE
FLUJO, YA SEAN LOS FLUJOS LAMINARES O TURBULENTOS,

cuya funcionalidad es conveniente indagar utilizando las técnicas de adimensionalizacién. Conviene
entonces despejar fr en la Ecuacion (9.4.16) y sustituir Fj de la ecuacion (9.4.12), para obtener:

L dv,
271'/0 < dr > EdZ
1
(xDL)L p )2

donde se ha empleado una velocidad tiempo ajustada v, para indicar que podemos incluir flujos
turbulentos en este desarrollo. Esta ecuacion puede expresarse en variables adimensionales para
casos especificos. Consideremos un tubo de pared lisa, unido a un recipiente de almacenamiento
que suministra un liquido. En la region cercana a la entrada la velocidad local depende de su
cercania con la entrada, en tanto que lejos de la entrada, la velocidad local es ya independiente
de los efectos de entrada. Considerando las cantidades adimensionales v, = v,/(v,), ¥ =r/Dy
Z=1z/D, la Ecuacién (9.4.17) se puede adimensionalizar, quedando:

1D 1 (LD om0 gy,
- dodz. 4.1
Jr= nLRe/ / < )?—1/2 o O419

YEl subindice F se usa para distinguir este factor como el factor de friccion de Fanning, con respecto a otro, también
muy usado factor de friccion de Darcy, fp, que se relaciona con el primero por medio de fp = 4 fF, de donde resulta
que fp = 64/Re. En muchas referencias no se especifica cual de estos dos factores de friccién se utiliza; una manera de
identificarlo es encontrar su valor para Re = 1000, ya que en tal caso, fr = 0.016, en tanto que fp = 0.064.

fr = 9.4.17)
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p(v)D

donde Re =

es el nimero de Reynolds. La integral es una funcién que depende de las

ecuaciones que determinan v,, es decir, las ecuaciones de Navier-Stokes si el flujo es laminar o las
ecuaciones de Reynolds si el flujo es turbulento, asi como de las condiciones de frontera apropiadas,
que son:

V=0, F=1/2, >0, (a)
%rvzaz; 0<¥<1/2, =0, (b) 9.4.19)
P =0, =0, 7=0. (c)

De acuerdo a esta expresion, la velocidad y la presién modificada de flujos estacionarios,
laminares y turbulentos, son funciones de las coordenadas adimensionales y de los limites de
integracidn, asi como del nimero de Reynolds, de modo que

v=v(#0,%Re), a
v (i U ) (a) (9.4.20)
P =P (F,0,Z,Re), (b)
y por lo tanto, el factor de friccion para tubos de pared lisa sélo puede depender del nimero de
Reynolds y de la razén L/D, es decir

fr=fr (Re,L/D). (9.4.21)

Sin embargo para tuberias largas, es decir, cuando L/D > 0.03 Re para flujo laminar o L/D > 60
para flyjo turbulento, el factor de friccién sélo depende del nimero de Reynolds. Por otra parte,
podemos considerar las tuberias rugosas como aquellas cuyo radio no es constante, sino que
es afectado por pequefias protuberancias irregulares que llamamos rugosidad, la cual puede ser
representada por una funcién: k(6,z). Aqui la escala de longitud D se sigue tomando como un
valor constante, de modo que podemos expresar el radio del tubo como una funcién R, suma de su
valor medio D/2 mads la funcién de rugosidad €. Entonces, en variables adimensionales,

. 1 k(0,2)
R=-+——". 9.4.22
>t ( )
El valor medio de estas protuberancias, que son aleatorias, se conoce como la rugosidad relativa y
es un parametro adimensional que se denota por k/D. En las tuberias rugosas, la Ecuacién (9.4.18)
y la condicién a la frontera (9.4.19) se deben modificar considerando (9.4.22), de modo que el
factor de friccion resulta una funcién fr que incorpora la rugosidad relativa k /D, como uno de sus

argumentos, es decir que

fr = fr (Re,k/D), (9.4.23)

para tuberias largas con flujos turbulentos.

Disipacion viscosa en los flujos turbulentos

Disipacion viscosa, esfuerzos en la pared y pérdida de presion

Al definir el factor de friccién con la ecuacién (9.4.16), hemos mencionado que fr es una
funcion, la cual depende del nimero de Reynolds y de la rugosidad relativa de la pared del conducto,
como hemos concluido al obtener la ecuacién (9.4.23).

Para considerar la disipacion viscosa en los flujos turbulentos, podemos elaborar un primer
enfoque que parte de la estimacion de la fuerza cinética de flujo sobre la pared del tubo, Fy, la
cual es una variable tiempo ajustado, a partir de las ecuaciones de Reynolds. La fuerza cinética
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en la pared, para los flujos turbulentos, como también ocurre con los flujos laminares, se obtiene
mediante la integracion de los esfuerzos viscosos en la pared del tubo, los cuales se han estimado en
la seccion 7.2, y se representan por Ty en la ecuacion (7.2.2). Entonces, a semejanza de la expresion
(9.4.12), podemos estimar la fuerza cinética tiempo ajustada en la pared del tubo, F:

L L -
szzn/ T2, _gR dz:27r/ T R dz=nDL 1) = nR* (Py— P1), (9.5.1)
0 0

donde la dltima igualdad se obtiene de la ecuacidn (7.2.2), al considerar un gradiente lineal de
A7 P P
dz L
un balance integral en el equilibrio mecanico, entre las fuerzas intrinseca y gravitacional en
la entrada del tubo menos las fuerzas intrinseca y gravitacional a la salida del tubo, cuya
diferencia es igual a la resistencia viscosa en la pared del tubo. Cada uno de los términos de este
balance es igual a la fuerza cinética sobre la pared del tubo, F, por lo cual es posible, al sustituir
F de la definicién del factor de friccién, ecuacion (9.4.16) para variables tiempo-ajustado de los
flujos turbulentos, encontrar que

presion, tal que . La tltima igualdad en la expresién (9.5.1) es equivalente a

- —= 4L1 4L
QO_QL:fFBEPWZy: BT(). (9.5.2)
Para la discusion a detalle del balance integrado puede verse la seccioén 2.4, en especial la
ecuacion (2.4.1). Podemos elaborar una ecuacion integrada de la energia mecdnica, para las fuerzas
en equilibrio mecanico y régimen estacionario, multiplicando la ecuacién (9.5.2) por la velocidad

media de flujo y por el drea transversal del tubo, es decir,
[ iy | _
T (Po—2.) (v,) = fpﬂDL§p<vZ> = DL (v,), (9.5.3)

y podemos postular un balance de energia mecanica integrado, en la situacién del equilibrio
mecanico, de dos maneras:

2

T (Po— P.) (v;) =E, (9.5.4)
y también
nDLty(v;) = E,. (9.5.5)

Mientras el primer balance, ecuacion (9.5.4), indica que la diferencia entre la potencia del
flujo a la entrada y a la salida del tubo equivale a la disipacion de potencia, el segundo balance,
ecuacion (9.5.5), indica que la resistencia viscosa del fluido en la pared del tubo es la causa, en
ultima instancia, de la disipacion de la potencia. Ambas interpretaciones son correctas y son dos
aspectos que se complementan. Ademds, podemos expresar un tercer punto de vista que completa
los anteriores, al comparar el miembro intermedio de la ecuacién (9.5.3) con los miembros laterales,
que son equivalentes a la disipacién de potencia, de acuerdo con los balances postulados (9.5.4) y
(9.5.5). Asi, encontramos que:

B, = fraDLyp (v = fr (=DLyp ) (5 = Fulr), ©56)

la cual es, en términos de variables tiempo-ajustadas, similar a la ecuacién (9.4.14) que obtuvimos
anteriormente para flujos laminares. De esta manera podemos extender la validez de la expresion
(9.4.14) a todos los flujos estacionarios, ya sean laminares o turbulentos.

La estimacién del factor de friccién se hace de dos maneras:
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» Utilizando una gréfica, conocida como grdfica de Moody, de coordenadas (Re, f), que
representa la funcién fr = 16/Re en la region laminar, y varias lineas en la regi6n turbulenta,
cada una en el pardmetro £/D constante. Es necesario distinguir si el factor de friccion
graficado es fr o fp, lo cual es inmediato si en la region laminar se representa la funcién fr
o fp = 64/Re, aunque algunas veces el factor de friccién simplemente se representa por f'y
no se hace explicita la férmula del caso laminar’.

= Utilizando alguna férmula apropiada a la regioén de flujo turbulento, como la férmula de
Blasius, basada en la teoria de la capa limite. Ver por ejemplo el Bird, ecuacién (6.2-12).
Otras correlaciones son empiricas o semiempiricas y hemos incluido algunas de ellas en
el enunciado del ejercicio propuesto 4.2.2-3. La mayoria de los libros presenta diversas
correlaciones, cambiando posiblemente de una edicién a otra, de acuerdo con las experiencias
y criterios de sus autores.

9.5.2 Disipacion viscosa en accesorios

LAS TUBERIAS SON CONDUCTOS FORMADOS POR VARIOS TRAMOS DE TUBOS RECTOS,
UNIDOS POR DIVERSOS ACCESORIOS QUE SATISFACEN DETERMINADAS NECESIDADES
QUE DEBEN SER CUBIERTAS AL TRANSPORTAR UN FLUIDO.

Estas necesidades corresponden a:

= cambios de direccion, que se efectian con codos de 180, 90 o 45 grados,

= ensanchamientos o reducciones, que son cambios en el didmetro de la tuberia y que modifican
la velocidad media de flujo, al conservar el caudal Q, ya que, en un cambio de didmetro, de
D1 a D,, tenemos que

4
—0= D}(v)1 = D3(v.)a. (9.5.7)

= bifurcaciones o uniones de corrientes en tuberias, como tes, yes e injertos, crucetas y miltiples

= accesorios para regular el paso del fluido, como valvulas de paso, védlvulas de retencién,
védlvulas reguladoras de flujo, etc...

= instrumentos para la determinacion del caudal, como bridas de orificio, tubos de Vénturi,
rotametros, etc...

= tubos de Pitot para determinar la velocidad local de flujo.

CADA ACCESORIO DISIPA UNA PARTE DE LA POTENCIA DE FLUJO POR FRICCION IN-
TERNA Y HACE NECESARIO, PARA MANTENER CONSTANTE LA ENERGIA CINETICA DEL
FLUJO, INCREMENTAR EL TRABAJO MECANICO DE LAS OTRAS FUERZAS SOBRE EL
FLUIDO.

En una tuberia, las pérdidas de potencia por efectos viscosos corresponden a la suma de
pérdidas en los tramos de tubo rectos mds la suma de pérdidas en los accesorios, de manera que es
conveniente saber como estimar las pérdidas de potencia por disipacién viscosa en cada accesorio,
al conservar constante la energia cinética del flujo.

El caso mas sencillo de la disipacién de potencia por efectos viscosos en accesorios se da
cuando, en un tramo de tubo recto y suficientemente largo para poder ignorar los efectos de entradas
y salidas, insertamos un accesorio.

Sea L la longitud de un tramo de tubo recto y D su didmetro, la disipacién de potencia por
unidad de masa, EVJ, en este tramo de tubo, estd dada por la ecuacién (9.4.11), que podemos

7Un truco muy 1itil, debido a Levenspiel, consiste en buscar el valor de f para un nimero de Reynolds de 1000, el
cual tiene el valor 0.016 si se trata de una gréfica para fr o tiene el valor de 0.064, si se trata de fp.
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representar como:

R 4L1, 5
Eve = frpy 5(v2) (9.5.8)

Si se inserta un accesorio, en medio de este tramo de tubo recto y se determina experimen-
talmente la disipacién de potencia por unidad de masa, incluyendo dicho accesorio, se mide la
disipacion total de potencia por unidad de masa, EV?T, en ese tramo de tubo y accesorio juntos, es

decir que
Evr=Ey+E,, (9.5.9)

donde Ev,a es la disipacion de potencia por unidad de masa, debida a la presencia del accesorio.

Existen dos maneras muy ttiles para representar las estimaciones de las pérdidas de potencia
debidas a la disipacién viscosa en un accesorio: el método del factor de pérdidas por friccion,
e, y el método de la longitud equivalente, L.,. Ambos métodos basan sus estimaciones en la
determinacion empirica de la pérdida de presion debida a la presencia del accesorio, cuando la
energia cinética del fluido permanece constante.

Método del factor de pérdidas por friccion

En este método, consideramos que la disipacion de potencia por efectos viscosos en el accesorio
es proporcional a la energfa cinética media por unidad de masa del fluido, es decir que
Ev,a = ev,a§<vz> s (9.5.10)
donde e, , es el factor de pérdidas por friccion, debido a la presencia del accesorio.

Los valores de e, , se reportan en muchos textos de mecénica de fluidos, para una diversidad de
accesorios usuales en las tuberfas®.

Método de la longitud equivalente

Una manera de estimar las pérdidas por friccién en un accesorio, es decir, estimar la disipacién
de potencia por friccidn viscosa en un accesorio, consiste en igualar la pérdida en el accesorio
con la que se observaria en un tramo de tubo recto cuya longitud, L., fuera tal que la disipacién
de potencia en el tramo de tubo recto seria equivalente a la pérdida en el accesorio, es decir que

4Loy 1
D 2

Evo=fr (v2). (9.5.11)

Las expresiones (9.5.10) y (9.5.11) son equivalentes, de modo que la relacién entre el factor de

pérdidas y la longitud equivalente se da por medio de la expresion:

4Ly
D =

Leg
R,

JF (9.5.12)

€ya = bia
donde se ha utilizado el radio hidraulico del tubo, alternativamente al uso del diametro D, como
distancia caracteristica.

Radio hidraulico

El radio hidraulico es una variable que relaciona el area de la superficie transversal al flujo en
un conducto, Sy con el drea de la superficie de contacto entre el fluido y la pared del conducto, que
convencionalmente se denomina como superficie mojada, S,,, de modo tal que, el radio hidraulico,

8Ver por ejemplo el manual de la compafifa CRANE, de 1986, el Bird, tabla 7.5-1, tomada de una referencia de 1958
o Lydersen, 1979, Tabla 1.2 y correlaciones que incluyen bancos de tubos y tubos helicoidales.
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Ry, es la longitud que iguala ambas dreas, S,, = Sy. Sea P,, el perimetro de contacto entre la pared
del conducto y el fluido, es decir, el perimetro mojado, entonces

S
Sm = PuR,=Sy. Despejando, Rj,= P (9.5.13)
m
En el caso de un tubo, Sy = nD? /4, en tanto que S,, = TDR},, de donde, igualando ambas
superficies y despejando, tenemos

nD?/4 D
R, = =_, 9.5.14
4 nD 4 ( )
Si se tratara de un tubo horizontal con agua fluyendo por la mitad inferior del tubo y aire
estancado a presion constante en la mitad superior del tubo, el perimetro mojado seria solamente
el de la parte inferior del tubo, que corresponde al contacto de la pared con el agua, es decir que

Sm = (nD/2)Ry, y por lo tanto R, = D/2.

Coeficientes de rozamiento en una pared plana

En el Ejemplo 4.4-1 de Bird et al. se propone una distribucién polindmica de la velocidad vy,
dentro de la capa limite, pegada a una velocidad constante v, en la region de flujo potencial. A
partir de este planteamiento se encuentra el espesor de la capa limite 8, = 4.64/Vx/ve, asi como
la fuerza ejercida sobre una superficie s6lida plana, por un sélo lado:

W rx av
Fx:/ / <+ ) dx'dz = 0.646 W2yl 9.6.1
[ () e N 9.6.1)

Podemos ahora definir el coeficiente de rozamiento (local) ¢p como esta fuerza sobre la
superficie s6lida, adimensionalizada, considerando la energia cinética de un flujo potencial como la
escala adecuada para la adimensionalizacion. Entonces

F
Wx % 1.293
cp = =1.293,/— = (9.6.2)
1
EPVZO VX  1/Rey

donde el nimero de Reynolds estd basado en la distancia recorrida por la coordenada x, es decir,
la escala de longitud usada en la definicién del nimero de Reynolds es la distancia x. Se puede
estimar un valor promedio del coeficiente de rozamiento Cp, que se define como:

— 1 L [v v 2.586
Cp=-— 1.293,/ —dx =2.586,/ — = —— = 2¢p|,=L. 9.6.3
b L/o VooX o Vool v/Re CD’x_L ( )

Aqui el nimero de Reynolds estd basado en la longitud total de la placa, en la direccion del
flujo. Ademas se ve que el coeficiente de rozamiento promedio es igual al doble del coeficiente
de rozamiento local, evaluado para la longitud total de la placa.

Ejercicios

E.9.6-1. Coeficientes de rozamiento local y promedio.

Estimar coeficientes de rozamiento ¢p y Cp para las soluciones polinomiales desarrolladas en
el ejercicio E.6.3.1-1.

E.9.6-2. Coeficientes de rozamiento para la formula de Blasius.

Estimar coeficientes de rozamiento cp y Cp para la solucién de la capa limite de Blasius,
desarrollada en el ejercicio E.6.3.2-1.
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10. Flujo compresible, cavitacion y ariete

Ondas de presion

Elasticidad y propagacién del sonido en los fluidos

Los fluidos, asi como los sélidos, son materiales eldsticos sujetos a cambios de volumen cuando
son expuestos a esfuerzos de compresion-expansion. Asi pues los fluidos, también como los sélidos,
tienen un modulo de elasticidad (a temperatura constante) Er, que se define como:

ET:p<§£> . (10.1.1)
T

El médulo de elasticidad tiene las mismas unidades de la presion y es conveniente entender
su significado, a partir de estas unidades, como la energia necesaria para un cambio unitario de
volumen, es decir como energia/volumen. Si aplicamos un esfuerzo compresivo a un fluido, por
ejemplo cuando se encuentra confinado en un cilindro cerrado por un piston mévil, y sibitamente
desplazamos el piston reduciendo el volumen del fluido, estamos acostumbrados a pensar que si
el fluido es un gas, el cambio de volumen es inmediato, pasando el material a un nuevo estado
termodindmico. En cambio, si el fluido es un liquido, el desplazamiento del pistdn es imperceptible,
el volumen “no cambia” y el liquido eleva su presién interna. Muchas aplicaciones no requieren
andlisis transitorios y es suficiente con evaluar las variables termodindmicas en ambos estados,
el inicial y el final, lo cual puede hacerse al disponer de una ecuacion de estado para el gas o al
establecer la hipétesis de incompresibilidad para el liquido. Sin embargo, hay procesos de naturaleza
transitoria o ciclica, gobernados por los cambios locales de la presion, que se transmiten a través
del cuerpo fluido con una rapidez o celeridad ¢ con la cual viaja una onda de presion u onda
elastica en dichos fluidos.

Las ondas de presion se propagan a la rapidez de propagacion del sonido ¢ en el fluido, la
cual se define como:
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\/; para soélidos y liquidos
1/2 1/2 -
‘- <8P> - <8P> - (10.1.2)

A I

para gases ideales
cvp

para procesos isotérmicos e isentropicos, respectivamente, donde k es el coeficiente de compresibi-
lidad isotérmico.

La rapidez de propagacién del sonido también se puede encontrar a partir del médulo de
elasticidad E7, resultando que ¢ = \/Er/p.

10.1.2 Ondas eldsticas y golpe de ariete

Se conoce como ariete o golpe de ariete 1a propagacion de una onda eldstica en un liquido, la
cual ocurre como consecuencia del cambio local y abrupto de la presion. Este cambio de presion
puede ser generado directamente por un agente externo, como el cierre repentino de una valvula
situada a la salida de una tuberia. Esto puede apreciarse en la figura 10.1 cuando, en el instante
t = 0, interrumpimos abruptamente el curso del flujo en el extremo del tubo de longitud L, (ver
figura 10.1.a) por medio de una vélvula de cierre rapido, (ver figura 10.1.b).

a b
t<0
t=0
< L »|
c d
1=1/2¢ t=1Ljc
f
t=3L/2c
=
h
1=5L)2¢ 1=7L)2¢
"

Figura 10.1: Movimiento de una onda eldstica en un tubo. El tono de verde corresponde a la
magnitud de la presién local, que se incrementa hacia los tonos mds oscuros. El color amarillo
representa valores de la presion inferiores a la presion atmosférica.
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Para precisar ideas, podemos pensar en una vélvula de compuerta o de disco con un actuador
electromagnético, situada en el extremo derecho del tubo horizontal, el otro extremo sale del fondo
de un tanque de almacenamiento de agua, como se ilustra en la figura 10.1. Antes de cerrar la
valvula, el flujo ocurre en régimen estacionario. La tonalidad del color verde indica la magnitud
de la presion. Asi, el verde intenso al fondo del tanque equivale a su presion hidrostatica, en tanto
que el verde amarillento de la superficie superior y a la salida del tubo, cuando fluye, equivale a la
presion atmosférica. El color amarillo representa una presion inferior a la atmosférica.

Al tiempo ¢ = 0, el actuador electromagnético cierra la valvula, suponiendo un cierre instantaneo,
como se aprecia en la figura 10.1.b. La inercia del flujo ejerce una fuerza sobre el disco de la valvula,
elevando la presion del fluido estancado junto a la vdlvula, denotado por un tono més oscuro en el
diagrama. Conforme transcurre el tiempo el proceso anterior va formando una regién estancada
y presurizada cada vez mds amplia, que avanza hacia el tanque de almacenamiento, como se ve
en la figura 10.1.c. La rapidez de esta onda de presion es la del sonido en el liquido (en este caso,
agua), es decir ~ 1400 m/s, que alcanza la mitad del tubo al tiempo r = L/2c¢ y llega a la entrada en
el fondo del tanque al tiempo ¢; = L/c, como se ve en la figura 10.1.d. Aqui la presién se relaja, en
el gran volumen de agua del tanque y la inercia provoca una disminucion de la presion a la entrada
del tubo, igualdndola a la presion en el fondo del tanque, es decir, a su presion hidrostética. Este
pulso de la presion a la entrada del tubo se propaga ahora a través del mismo, desde el tanque hacia
la salida (que permanece cerrada), como una expansién del fluido, que llega a la mitad del tubo al
tiempo t = 3L/2c y alcanza la vélvula cerrada, al tiempo t, = 2L/c, como se aprecia en la figura
10.1.e y figura 10.1.f, respectivamente.

Debido a la inercia de la etapa expansiva, al encontrarse con el extremo cerrado del tubo,
el fluido continda su expansion, disminuyendo la presién mds alld de la presién hidrostatica y
generando ahora una region de presion barométrica negativa en los alrededores de la vdlvula. Esta
onda de baja presidn se representa en color amarillo y se propaga nuevamente hacia la entrada,
ver figura 10.1.g, alcanzando la mitad del tubo al tiempo t = 5L/2c y el extremo de la entrada al
tiempo 3 = 3L/c. El relajamiento de esta onda de presion negativa en el tanque corresponde al
incremento local de la presion hasta la hidrostética, que avanza desde la entrada al tubo y alcanza la
mitad del mismo al tiempo r = 7L/2c, ver en la figura 10.1.g una onda en color verde propagdndose
hacia la derecha, para alcanzar nuevamente la vélvula al tiempo 4L/c, como se aprecia en la
figura 10.1.h. La inercia eleva la presién por encima de la hidrostatica y se repite la secuencia del
proceso ondulatorio de compresion-expansion en el tubo, ilustrado desde la figura 10.1.c hasta la
figura 10.1.h. La viscosidad del fluido actda como un elemento disipador irreversible, que conduce
a un estado final de presién hidrostéatica, cuya temperatura habrd aumentado, aunque sélo sea
marginalmente, debido sobre todo a la conduccidén térmica a través de la pared del tubo.

Cavitacion

Una onda de presién también puede generarse internamente, aunque inducida por un agente
externo, como en el fendmeno de la cavitacién de una bomba o de una propela de agitacién o
propulsién. En este caso, las partes sélidas méviles (aspas o propelas) dan lugar a la formacién
de zonas de alta y baja presion en el liquido de sus alrededores. Si la presién desciende hasta la
presion de vapor del liquido, se forman burbujas que al ser arrastradas a una region de presion
mds elevada, colapsan abruptamente generando una aceleracién local del liquido adyacente, al
ocupar el espacio de la burbuja. El liquido se detiene abruptamente al agotar el espacio que ocupaba
la burbuja, dando lugar entonces a un incremento subito de la presion, que al propagarse en el
liquido, puede llegar a romper las aspas o propelas. En la figura 10.2 se ve el impulsor de una
bomba centrifuga con aspas rotas por fatiga debida a esfuerzos abruptos, causados por cavitacién.
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7

Figura 10.2: Impulsor de una bomba centrifuga con aspas rotas por el efecto de la cavitacién.

10.1.4 Conservacion de la energia mecdnica

El balance integral de energia mecdnica, ecuacién (1.3.5), en flujos estacionarios, (E — O) ,

sin elementos que realicen trabajo desde las fronteras del flujo (W,, — 0) y considerando despre-
ciables tanto la disipacién dilatacional (E. — 0) como la disipacion viscosa (E, — 0), se puede
escribir como una ecuacion de conservacion que equivale a proponer que el flujo de energia que
entra al sistema es igual al flujo de energia que sale del sistema: —AE,, = 0, donde la densidad
de energia por unidad de masa, en flujos compresibles, es la suma de la energia cinética mas la
energia potencial mas la energia intrinseca:

. 1 2]
AEm=A§v2+gAh+/ EdP:O, (10.1.3)
1

respectivamente. (Revisa las subsecciones 9.1.3 y 9.1.4 sobre las fuerzas conservativas y el potencial
de Bernoulli). En la ecuacién (10.1.3) se ha considerado un perfil de velocidad plano, para el cual
se cumple que (v°) = (¥)3. Ademds, se ha omitido por simplicidad de notacién, el uso del operador
promedio en la seccidn transversal. Aqui es equivalente escribir (v) o ¥, indistintamente. El simbolo
A significa la diferencia de un término, evaluado en el punto 2 (una salida) menos el mismo término,
evaluado en el punto 1 (una entrada), asi Ah = hy — hy. La ecuacién (10.1.3) se conoce como la
ecuacion de Bernoulli estacionaria de la ingenieria, porque coincide formalmente con la ecuacién
de Bernoulli, aunque su significado es distinto, pues aplica a un sistema integrado, con entradas,
salida y paredes sdlidas, cuyas aplicaciones se encuentran muy frecuentemente en el ambito de la
ingenieria, en tanto que el desarrollo original se aplica en lineas o tubos de corriente, en lineas o
tubos vorticosos y cuando los campos de velocidad y de vorticidad son ortogonales.
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La bomba de ariete
Concepto de la bomba de ariete

Supongamos que tengo una gran masa de agua, que fluye desde un tanque de almacenamiento,
cuya superficie es estacionaria. El tanque estd situado unos 2 m arriba del suelo. Nos preguntamos:
;Sera posible utilizar la energia potencial del agua en el tanque, para elevar una parte de ella
misma, unos 5 m arriba del nivel del tanque de alimentacion? Esto implica que parte del agua
perdera su energia potencial transfiriéndola, finalmente, a la energia potencial de la otra parte del
agua, que serd elevada 5 m arriba del nivel del tanque, como se propone en la figura 10.3.

hp,

L \\\r my h=0

Figura 10.3: Principio de una bomba de ariete.

De acuerdo con la ecuacién de Bernoulli (10.1.3) y con el diagrama de la figura 10.3, si elegimos
h =0 en el plano horizontal /, queremos que la energia potencial en el tanque de alimentacién A sea
equivalente a la energia potencial en un tanque de descarga D, cuya superficie estd a una altura /p,
donde hp > hys. Entonces, en dos situaciones hidrostéticas,antes y después del proceso de bombeo,
tenemos que:

mAghA :nghD. (10.2.1)

De aqui, podemos concluir que la masa limite que podria ser elevada al tanque de descarga o de

elevacion, utilizando toda la energia potencial del tanque de alimentacién en elevar el fluido, seria

ha
mp — —my.

hp
Sin embargo, este es un valor limite tedrico, suponiendo que toda la energfa potencial del fluido

en el tanque A es la del fluido en el tanque elevado D, en tanto que la masa de fluido derramada en
el extremo de la tuberfa de impulso / tiene energia potencial nula y altura 2 = 0.

La siguiente pregunta es ;como fabricamos un dispositivo que transforme la energia
potencial de la alimentacion, de manera que la concentre en una masa mas reducida, pero
llevando esta masa a mayor altura?

Para lograr incrementar la energia potencial de la descarga serd necesario utilizar las otras
formas de la energia mecanica, es decir, la energia cinética y la energia intrinseca o presion. Asf,
colocando un tubo inclinado descendente, a la salida del tanque de alimentacién, hasta el nivel de
referencia 4 = 0 al abrir una vélvula de paso, situada en el extremo de este tubo, opuesto al tanque
A, podemos transformar la energia potencial del fluido que sale por el tubo, en energia cinética.
Luego, si podemos cerrar rdpidamente esta valvula, la inercia que lleva el fluido se transformara
en una onda de presion elevada, una onda de choque. Si aprovechamos el choque de alta presion
para elevar el liquido, lograriamos llevarlo al depdsito de descarga.

El principal elemento clave para lograr el conjunto de cambios requeridos es la actuacion de
dos vélvulas de retencién, en combinacién con una cdmara de aire a presion.
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Valvulas de retencién

Las vélvulas de retencién son dispositivos de apertura y cierre, que al abrirse, dejan pasar el
flujo en una direccién y se cierran cuando la diferencia de presién se invierte y el flujo pretende
circular en la direccién opuesta.

Hay una diversidad de mecanismos de apertura y cierre de las valvulas de retencion. El aspecto
mds general de todos ellos es que el flujo debe ejercer sobre el dispositivo de cierre, llamado
clapeta, una fuerza que equilibre la fuerza que dicha clapeta ejerce, para desplazarse y cerrar. La
figura 10.4 consta de dos fotografias de una vélvula de retencién de columpio, llamada asi porque
la clapeta es un disco que cierra haciendo un giro a la manera de un columpio. Cuando el flujo es
ascendente, la clapeta se levanta impulsada por la presién dindmica y asi se mantiene, descansando
casi todo su peso en el eje de rotacion, ya que la clapeta estd en posicién muy cercana a la vertical,
pero si la diferencia de presion se invierte y el flujo pretende invertirse, la presion y la gravedad se
alinean en la direccidn vertical descendente e impulsan la clapeta a cerrarse, impidiendo el flujo.

Figura 10.4: Corte longitudinal de una valvula de retencion de columpio (a) cerrada, impide el
flujko descendente (b) abierta, permite el flujo ascendente. Este arreglo corresponde a la vélvula de
descarga.

Existen otras variantes de valvulas de retencidn, las hay de obturador esférico, que también
cierran por gravedad y otras que cierran por la fuerza de un resorte; estas pueden disefarse para ser
colocadas en tramos horizontales de tuberias.

Mecanismo de la bomba de ariete

La siguiente pregunta es { Cémo deberiamos colocar valvulas de retencién que nos permitan
lograr ciclos de apertura y cierre que produzcan ondas de choque que impulsen al liquido en
la direccién ascendente en una tuberia vertical?

El primer mecanismo a lograr es que el flujo en el tubo de salida de la alimentacion sea el
detonante del cierre de una valvula de retencion colocada en el extremo del tubo de alimentacion
y llamada valvula de impulso o de choque. Esta condicién se logra haciendo que el flujo que
circula en el tubo de alimentacién cierre la vdlvula en el extremo del mismo tubo.

Al cerrarse la vélvula se genera un choque de alta presion, que viaja por el tubo de alimentacidn,
hacia la entrada. Para aprovechar la onda de alta presion hay que redirigirla hacia otra rama de
la tuberia, que se abre colocando un accesorio en forma de Te, cerca de la salida del tubo de
alimentacién. Ver figura 10.5. La onda de alta presion afectard una segunda valvula de retencion,
colocada en el curso de la derivacién producida por la Te, de manera que abre la valvula y el liquido
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penetra en una cdmara o recipiente con aire. El aire actia como un capacitor de presion, la cual
aumenta con el flujo de liquido que pasa por esta segunda valvula. Este flujo provoca también la
liberacién de la presion en el tubo de alimentacién, haciendo que la primera vélvula de retencién ya
no esté sujeta a la fuerza de presion en su interior.

Mientras tanto, al aumentar la presion en la cdmara de aire, se invierte su gradiente y también
la direccion de flujo, el cual no puede mantenerse a través de la vdlvula, que se cierra, separando la
parte de la cdmara de aire con alta presion.

La presion y el flujo en la cdmara de aire se controlan mediante una valvula reguladora, que
permite el paso continuo del liquido proveniente de la cdmara, hacia el recipiente de descarga
situado arriba del nivel de la alimentacién.

Mientras tanto, la valvula de retencion de la tuberia de alimentacion se esta abriendo, la salida
estd a presion atmosférica y el flujo desde el tanque de alimentacidon comienza a producirse. Pero
este flujo, cuando crece lo suficiente, provoca el cierre abrupto de esta primera valvula de retencion,
conduciendo al siguiente ciclo de la bomba.

Armar una bomba de ariete a partir de las consideraciones anteriores y los accesorios necesarios
es ocasion de adquirir el manejo de los elementos mads ttiles de la construccién de lineas de tuberias.
Los accesorios que se utilizan en la construccion de una bomba de ariete se han detallado en la lista
de la tabla 17.1, del capitulo 17.

Eficiencias de la bomba de ariete

La eficiencia de un proceso estima cudnto producto se obtiene de los recursos empleados.
También puede estimar cudnto producto se obtiene de la cantidad mdxima de producto que se podria
obtener, en la mejor de las situaciones ideales.

Al tratarse de bombas de ariete, podemos definir la eficiencia de dos maneras: la eficiencia de
D’Aubuisson es la razén de la cantidad en el producto relativo a la cantidad alimentada. Por su
parte, la eficiencia de Rankine es la cantidad ganada en el producto relativo a la cantidad perdida,
o desperdiciada, en el residuo. La cantidad alimentada es la suma de la cantidad en el producto mas
la cantidad en el residuo, més la cantidad perdida por efectos irreversibles que podemos considerar
como un sumidero, si es el caso.

|

Figura 10.5: Diagrama de la bomba de ariete. Nétese que la valvula de impulso (V) se encuentra
aguas abajo de la vdlvula de descarga (A).
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Al operar una bomba de ariete hay seis valores que se pueden medir directamente al realizar la
experiencia; los dos primeros son pardmetros geométricos, ver figura 10.5:
1. Altura del nivel de la alimentacion, /g4,
2. Altura del nivel de la descarga, hp.
Los siguientes cuatro son variables de operacion:

3. Intervalo de tiempo de operacién medido, a régimen estacionario, T,

4. Nimero de ciclos o nimero de golpes de ariete en la vdlvula de impulso, n, en el intervalo de
tiempo 7,

5. Masa de agua recuperada en la descarga, mp, en el intervalo de tiempo 7,

6. Masa de agua residual derramada por la valvula de impulso, m;, en el intervalo de tiempo 7.

La presion medida en el manémetro de cardtula es un parametro de operacion cualitativo,
que oscila continuamente con grandes amplitudes, cuyos valores tipicos dan una indicacién del
caracter estacionario en promedio, de las mediciones. Para una caracterizacién cuantitativa de
la presion, podria encontrarse el espectro de frecuencias de la sefial, el cual deberia permanecer
estacionario.

Con estos valores y la densidad del liquido se pueden determinar los flujos mésicos y volumé-
tricos, por unidad de tiempo al dividir por 7, y por ciclo o choque, al dividir por n. La frecuencia
® = n/T permite cambiar de unos a otros.

El balance integrado de masa, a régimen estacionario, da (c.fr. Bird, ecuacién 7.1-3):

(Wp +wp) —Wa =0, (10.2.2)

donde wp = mp /T, W; = my /Ty wa = my /T, son valores promedio, integrados en el intervalo de
tiempo 7, de los flujos masicos o velocidades mdsicas de flujo, que al ser sustituidas y multiplicar
posteriormente por 7 conducen al balance de masa:

mp+my—my = 0. (10.2.3)

El balance integrado de energia cinética, a régimen estacionario, da (c.fr. Bird, ecuacién
7.4-3):

(ghpWp + ghiwi) — ghawa = —E,, (10.2.4)

donde los flujos masicos promedio se pueden también sustituir en funcién de las masas integradas
en un intervalo de tiempo 7 y luego multiplicar la ecuacién (10.2.4) por el factor 7/g para tener el
balance de energia:

hpmp -+ hymy — hamy = —~ By = —g,. (10.2.5)
g

donde E, son las pérdidas de potencia mecénica por friccién viscosa, en promedio y €, es la
integracion de la energia perdida durante el tiempo de operacién estacionaria 7.
Podemos ahora definir la eficiencia méasica de D’ Aubuisson:
mp mp

Mmp = — = ——, (10.2.6)
ma mp +my

y la eficiencia masica de Rankine:
mp
Mmr = —- (10.2.7)
my
Asi mismo, podemos definir también las eficiencias energéticas de D’ Aubuisson y de Rankine
como:
mphp  mphp
mahs  (mp+my)hs’

Nep = (10.2.8)
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h
Nep = 2D (10.2.9)
thA

respectivamente. La eficiencia energética de Rankine es la razén de la energia potencial de la
descarga con relacion a la energia potencial gastada en lograr dicha elevacion. Ademads, existe una
relacion entre la eficiencia masica de D’Aubuisson y la de Rankine, que puede expresarse como:

NmR

=—, (10.2.10)
1+nmR

NmbD

y otra relacion entre las eficiencias masicas y las energéticas, para las eficiencias de D’Abuisson:

h
Nep = h—Dan. (10.2.11)
A

De manera similar, para las eficiencias de Rankine vemos que:

hp

"L Nk (10.2.12)
ha

Ner =
Por su parte, de la ecuacion (10.2.5) se puede despejar el término de la alimentacion:
hama = hpmp + hymy + €, = hpmp + €,; (10.2.13)

esta dltima igualdad se puede simplificar, notando que h; = 0, debido a que la salida de la valvula
de impulso estd en el nivel 2 = 0. Entonces se sigue que, al sustituir el término de la alimentacién
en el denominador de la ecuacién (10.2.8), tenemos que la eficiencia energética de D’ Abuisson,
también se puede escribir como:

. mDhD . 1
mDhD+8V 1+

Neb — (10.2.14)

mphp

Es decir, que los efectos de pérdidas viscosas, y otros que pudieran quedar englobados en el
término &,, como la disipacion dilatacional, si fuera el caso, explican coémo la eficiencia energética
de D’ Aubuisson tiende a uno cuando no hay pérdidas, de acuerdo con la ecuacién (10.2.14).

Fases del funcionamiento de una bomba de ariete

El método de Krol (1951)! se usa con frecuencia para representar un ciclo de trabajo de la
bomba de ariete. El ciclo de Krol se compone de siete fases o etapas que se representan en la
figura 10.6. Sin embargo se pueden definir otras fases del ciclo, si la bomba en cuestién tiene otras
caracteristicas que las determinan; asi Watt (1975) reporta solo cinco fases, cuatro determinadas por
los estados de la valvula de impulso / y una, la primera, determinada por el cambio de la presién en
la cercania de dicha vdlvula, de una presién barométrica negativa hasta una presién que corresponde
a la carga hidrostatica desde la alimentacién. Las fases del ciclo de Watt son:

Fase 1. La velocidad en la zona del impulso? es positiva y va en aumento desde cero, la valvula
de impulso / estd abierta y la presion, desde la zona del impulso sobre la valvula, es negativa.

IKrol, J. (1951) The Automatic Hydraulic Ram. Procedings of the Institution of Mechanical Engineers, 165 (1),
53-73.

2Identificamos la zona de impulso (ZI), en la Figura 17.1, por su color azul, a diferencia de la zona de descarga (ZD),
en color rojo.
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Figura 10.6: Ciclo de Krol, con siete fases y ciclo de Watt, con sélo cinco fases: t1,1,3,%,17.

Fase 2. La onda de presién desde ZI alcanza la vélvula /, cambiando abruptamente su valor al
de la carga hidrostatica de la alimentacién. La velocidad en ZI continta creciendo y la valvula /
continda abierta.

Fase 3. La vélvula I comienza a cerrarse, provocando un incremento de la presién en sus
proximidades. La velocidad en ZI es maxima, pero ya no va en aumento.

Fase 4. La vélvula [ se ha cerrado totalmente, provocando el ariete de la presidn, es decir, un
aumento notable de la presién en las proximidades de la valvula, que a continuacién se propaga
hacia atrds en ZI, hasta el tanque de alimentacién donde se disipa y retorna como una onda a la
presion hidrostatica, que al llegar a las proximidades de la valvula I cerrada, continda disminuyendo
hasta valores negativos. La velocidad en ZI disminuye hasta hacerse negativa, correspondiendo a la
presidn negativa.

Fase 5. La presién negativa sobre la valvula I provoca que se abra, lo que requiere un lapso
de tiempo. Al irse abriendo, la velocidad, que es negativa, disminuye este cardcter hasta llegar a
cero, lo cual ocurre cuando la védlvula I ya se ha abierto completamente, aunque la presién continte
siendo negativa.
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Las fases de Krol coinciden con las de Watt, pero son siete porque Krol también concede
importancia a los estados de la valvula de descarga D, la cual se abre y cierra cuando la valvula
del impulso permanece cerrada. Es decir que la fase 4 de Watt se subdivide en tres fases de Krol:
una cuando la vélvula D se estd abriendo (fase 4 de Krol), otra cuando permanece abierta (fase 5
de Krol) y una mds cuando se estd cerrando (fase 6 de Krol), correspondiendo la fase 5 de Watt a
la fase 7 de Krol. Ver en la figura 10.6, las fases de Krol para reconocer en ellas las de Watt, de
acuerdo a lo expresado.






11.1
11.1.1

11. Separaciones mecdnicas

Separacion de mezclas

Procesos y operaciones unitarias

En las actividades de la ingenieria quimica, la fabricaciéon de compuestos quimicos y, por
extension de las actividades y campos de conocimientos del ingeniero, la fabricacién de materiales
bioquimicos, biol6gicos y genéticos, ocurren transformaciones de insumos para generar los
productos deseados.

En términos generales, los productos son materiales que no existian en los insumos, sino
que han surgido como resultados de las reacciones quimicas o bioquimicas, y de las trans-
formaciones biologicas o genéticas, segiin los casos. Estos productos s6lo pueden obtenerse con
la calidad necesaria, si los insumos se combinan en las cantidades adecuadas, desde materiales
que se presentan en formas de agregacién y condiciones de operacién adecuadas, en los tiempos
adecuados, y los productos suelen estar, al finalizar la reaccién, mezclados con otros materiales y
subproductos, de los cuales deberan separarse para poder obtener los productos deseados con la
calidad requerida.

EL CONJUNTO DE ACCIONES SECUENCIALES Y ESTIPULADAS SOBRE LOS INSUMOS
CONFORMAN LOS PROCESOS DE FABRICACION DE LOS PRODUCTOS FINALES,

muchas veces de acuerdo con normativas establecidas. Cada una de estas acciones u operaciones
son las operaciones unitarias de la industria quimica, bioquimica, electroquimica, de la energia,
etc.

Al inicio del proceso es necesario verificar la calidad de los insumos y establecer caracteristicas
del preprocesamiento necesario, para llevarlos a las condiciones que requiere su transformacion,
ver en la figura 11.1 el primer bloque, llamado acondicionamiento. Este consiste en acciones de
molienda o aglutinamiento, mezclado, seleccién o tamizado, humidificacién o secado y calenta-
miento o enfriamiento, entre otros. El reactor es el corazon del proceso; el elemento fundamental
de la transformacion de los insumos en los productos. Sin el reactor, el proceso puede existir, pero
no esta completo, como ocurre en las refinerias, cuyo proceso completo corresponde solamente al
preprocesamiento del petréleo. Las fracciones ligeras corresponden a gasolinas, que son usadas
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TProducto 3

Producto 2

Figura 11.1: Secuencia de un proceso de fabricacién completo.

posteriormente, principalmente en los motores de combustién interna de los automoviles, y otras
fracciones que corresponden a diesel, gaséleos, y asfaltenos para diversos usos. Algunos de estos
usos requieren de incorporar otros reactores, es decir, requieren llevar a cabo otros procesos, como
es el caso de los gaséleos, que son hidrocarburos con cadenas de carbén mayores que las de las
gasolinas. Estos hidrocarburos pueden ser fragmentados en reactores de desintegracion catalitica,
conocidos como reactores FCC, para generar mds gasolinas, ante la elevada demanda de las mismas.
El proceso de FCC es un proceso completo, ya que tiene un suministro de insumos o materiales
acondicionados y alimentados, entre los cuales estd el gaséleo, un reactor para la fractura de las
moléculas del gasdleo, el reactor FCC, y productos de reaccion, basicamente las gasolinas.

Las refinerias pueden interpretarse, también, como unidades de postprocesamiento del
petroéleo, si consideramos el petréleo crudo como el producto de los yacimientos o campos
petroleros que se entenderian como inmensos reactores bioquimicos que han estado en operacion
durante millones de afios, para ofrecernos, finalmente, su producto: el petrdleo crudo. Vista de esta
manera, la refineria corresponde a la separacion de los productos de reaccion y las gasolinas,
asi como las otras fracciones del petréleo, corresponden a los productos y subproductos del proceso
petroquimico primario.

Otro proceso incompleto es la potabilizacion del agua, procedente de pozos en un manto
acuifero o de rios y arroyos. Es incompleto, porque el producto principal, agua potable, no es
generado en una reaccidn, sino que ya existe en los insumos, aunque es necesario separarlo de
sustancias nocivas que le disminuyen su calidad. Dependiendo de la calidad original del agua, se
disefia un conjunto de operaciones de separacién. El conjunto necesario de operaciones unitarias
a realizar consiste sobre todo en un tratamiento para que cumpla con las normas estipuladas.
Dependiendo de la calidad inicial del agua, serd necesario realizar algunas operaciones unitarias
para convertir el agua en potable, Las principales operaciones que podrian realizarse en una planta
potabilizadora son: tamizado, coagulacién-floculacion, precipitacién-sedimentacion, decantacion,
filtracién y desinfecciéon con ozono, cloro o luz UV. En la potabilizacion del agua, todas las
operaciones que hemos mencionado son operaciones mecanicas, porque el resultado de cada una
de ellas se logra por la accién de una fuerza mecénica, asi, el tamizado separa objetos sélidos que
no pueden pasar por una malla, la coagulacidon-floculacién no es exclusivamente mecénica, pues
se mezcla en el agua un material que provoca el aglutinamiento de algunas sustancias, las cuales
forman fl6culos que precipitan en fase sélida. La decantacién es una separacion por influencia
de una fuerza externa; puede ser la gravedad o una fuerza centrifuga. En la potabilizacién se
acostumbra emplear la fuerza de gravedad, debido a los elevados volimenes de agua para consumo
humano. La filtracién es, como el tamizado, la separacién de s6lidos mayores a un tamaiio limite.
Existe una diversidad de mallas y membranas para lograr la separacién de sélidos muy pequeiios,
por efectos mecdnicos, en la figura 11.3 se pueden apreciar los diversos tamaifios y los nombres
especificos de los tipos de filtracién que les corresponden. Finalmente, la desinfeccién es una
operacion biofisica o bioquimica; consiste en desactivar bacterias mediante un agente fisico, como
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el ozono o la luz UV, o un agente quimico, como el hipoclorito de sodio.

Mezclas homogéneas y mezclas heterogéneas

Ya sea petréleo crudo, gaséleo, agua cruda de pozo o de rio, efluentes de un reactor de FCC,
la corriente de productos de cualquier reactor o inclusive el agua de un arroyo a ser potabilizada,
cualquiera de ellos es una mezcla, es decir, son corrientes de materiales formadas por una variedad
de componentes y tienen, consecuentemente, una composicion.

UNA mezcla ES UN MATERIAL COMPUESTO POR DOS O MAS COMPONENTES.

Si agregamos una cucharada de sal al agua de un vaso, y agitamos, la sal se disuelve comple-
tamente, suponiendo que no alcanzamos el limite de saturacion. Por otra parte, si agregamos una
cucharada de arena al agua, y agitamos, la arena permanecerd en la forma de sus granos originales,
arrastrdndose en circulos sobre el fondo del vaso. La arena es insoluble en el agua; su estado de
agregacion, en el agua, seguird siendo el que tenia cuando los dos componentes se encontraban
separados, en tanto que la sal en el agua se disuelve completamente distribuyéndose uniformemente
en la masa de agua, en la forma de particulas idnicas, es decir que, la sal en el agua forma una
sola fase y una mezcla homogénea, en tanto que la arena en el agua se mantiene en dos fases y
forma una mezcla heterogénea.

Cada grano de arena puede ser llamado un cimulo o agregado. Para precisar los conceptos,
decimos que

EN UNA mezcla heterogénea, LA DISTRIBUCION ESPACIAL DE LA COMPONENTE K-ESIMA
OCURRE EN UNA ESCALA MAYOR O IGUAL A LA LOCAL, FORMANDO UNA FASE DISTINTA
AL RESTO DE LAS COMPONENTES, CON €% > g, DONDE %k SON LOS CUMULOS DE LA
COMPONENTE PURA Y Ex ES UNA PARTICULA MATERIAL DE LA MISMA.

Por otra parte,

EN UNA mezcla homogénea, NO ES POSIBLE DISTINGUIR CUMULOS DE LA K-ESIMA COM-
PONENTE OCUPANDO REGIONES DISTINTAS DEL ESPACIO, PORQUE SU COMBINACION
ESPACIAL CON LAS OTRAS COMPONENTES OCURRE EN UNA SOLA FASE Y EN LA ESCALA
MOLECULAR.

Principios de separacion

Para separar una mezcla en sus componentes es necesario aplicar las fuerzas adecuadas sobre
las componentes a separar, es decir, debe producirse una seleccion, pues la fuerza que promueve
la separacion debe actuar de manera diferenciada sobre la componente a separar que sobre
las otras componentes.

La separacion de mezclas homogéneas requiere la accién de fuerzas selectivas sobre las
moléculas de las componentes, 1o que sugiere la activacion de fuerzas quimicas y fuerzas térmicas,
que actdan en la escala molecular, o de otras fuerzas que también pueden actuar en el nivel molecular,
como podrian ser fuerzas eléctricas aplicadas a particulas con cargas eléctricas, es decir, a materiales
i6nicos. Por otra parte,

EN LAS MEZCLAS HETEROGENEAS, LA SEPARACION SE PUEDE LOGRAR APLICANDO
FUERZAS MECANICAS, QUE ACTUEN SOBRE LA EXTENSION COMPLETA DE LOS CUMU-
LOS, YA SEA SOBRE SUS VOLUMENES O SOBRE SUS SUPERFICIES.

Las mezclas heterogéneas generalmente tienen una fase continua y una o varias fases dispersas,
inmersas en la fase continua. Considerando mezclas de sélo dos fases, podemos tener las compo-
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siciones de fase que se muestran en la figura 11.2, donde cada una de las mezclas estd sefialada
por la flecha de dos puntas que une las fases sefialadas por sus puntas. Asi hay mezclas de s6lidos
en s6lidos, solidos en liquidos y sélidos en gases. Ademads hay liquidos en liquidos y liquidos en
gases. Todos los gases en contacto forman una sola fase. La separacién de un gas en una mezcla
gaseosa no puede ser solamente una separacién mecdnica, es necesario que la componente a separar
sea transferida a un material distinto en otra fase, para ser luego separada y recuperada desde este
material. Esto es lo que ocurre, por ejemplo en las nubes, donde al inicio, el vapor de agua forma
una sola fase con el aire y asciende con €l arriba de las montafias, donde se enfria y eventualmente
se condensa en una finisima brisa que al coalescer, en gotitas mas grandes, se precipita en la forma
de lluvia, aunque si pasa a la region del sélido de su diagrama de fases, puede precipitar en forma
de nieve o de granizo, de acuerdo a la intensidad y la velocidad de los procesos de condensacién y
sublimacion.

Figura 11.2: Separaciones de mezclas heterogéneas de dos fases.

11.1.4 Separaciones mecdnicas

Las separaciones mecdnicas se producen por la accién de fuerzas mecdnicas sobre las particulas
o cimulos. Las fuerzas pueden actuar sobre las masas o sobre las superficies de los cimulos.
Las fuerzas mésicas o volumétricas son, fundamentalmente la fuerza de gravedad, que actia
diferenciadamente sobre las componentes de distinta densidad con respecto a la densidad de
las otras componentes. Aqui, la coordenada vertical es importante: la fuerza de flotacién serd
ascendente para las componentes de menor densidad y serd descendente para las componentes con
mayor densidad, como ocurre en la sedimentacién y en la decantacion.

Si la diferencia de densidades entre la componente pesada y el resto de componentes es
pequeiia, la separacién por medio de la fuerza de gravedad se hace muy lenta y requeriria equipos
de separacién de tamaiios gigantescos, pero es posible generar otras fuerzas volumétricas que
actien, de manera diferenciada, sobre las masas de las componentes. Una es la fuerza centrifuga,
cuya magnitud puede ser manejada a voluntad, por medio de un aparato de movimiento rotacional
que induce fuerzas centrifugas de diversas magnitudes, de cuya aplicacion resulta la centrifugacion
y la sedimentacion centrifuga.

La idea de simular el campo gravitatorio con otra fuerza, como la centrifuga, puede ser
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extendida a otras operaciones mecanicas, como la precipitacion electrostatica, que resulta al
generar un campo eléctrico estatico entre dos electrodos y hacer pasar una mezcla gaseosa, como
el aire con particulas de polvos finos, por el espacio entre los electrodos. La tabla 11.1 muestra
una clasificacion de las operaciones mecanicas de mezclas bifasicas, de acuerdo a la fuerza que
discrimina los cimulos de la fase continua, la propiedad o atributo que hace la diferencia, el medio,
agente o ayuda que favorece la separacion y el nombre de la operacién de separacién.

Tabla 11.1. Fuerzas y propiedades de las separaciones mecanicas de dos fases

Fasest \ Fuerza Atributo \ Medio/agente Nombre
S/IS* Gravedad Tamafio Mallas Tamizado
S/S/L** | Gravedad vs. arrastre | Densidad/superficie | Flujo de liquido Clasificacion
S/S/G** | Gravedad vs. arrastre | Densidad/superficie | Flujo de aire Clasificacién
neumadtica
S/S* Magnetostatica Magnetismo Imanes Separaciéon mag-
netostatica
S/S#® Electrostatica Electricidad Campo eléctrico Separacién elec-
trostatica
S/IG Electrostatica Electricidad Campo eléctrico Precipitacion
electrostatica
S/IG Centrifuga Densidad Flujo de aire Ciclones
S/L Gravedad Densidad Semillas Sedimentacién
S/L Centrifuga Densidad Semillas Centrifugacién
S/L Centrifuga Densidad Flujo de liquido Hidrociclones
S/L Presién Tamafio Medios  porosos, | Filtracién®
mallas y tejidos
S/L Presiéon Tamafio Membranas Microfiltracién?
S/L Presion Tamaiio Membranas Ultrafiltracién®
S/L Presion Tamaiio Membranas Nanofiltracién®
S/G/L* Tension superficial | Angulo de contacto | Espumas Flotacién
L/L Gravedad Densidad Coalescencia Decantacién
L/L Centrifuga Densidad Coalescencia Decantacién cen-

trifuga

1 Las siglas D/C indican las iniciales de las fases discreta y continua, en ese orden.

* Una sola fase s6lida que se presenta mezclada con cierta distribucion de tamafios.

1 La dltima sigla indica la fase continua; todas las anteriores, las fases discretas.

& Ambas son fases sélidas particuladas. Una de ellas presenta actividad magnética.

& Ambas son fases sélidas particuladas. Una de ellas presenta actividad electrostatica.

¢ Las semillas son pequefias particulas que se agregan para favorecer la nucleacion, el aglutina-
miento o la precipitacién en cimulos de mayor tamafio.

# Los distintos tipos de filtracion se distinguen por los tamafios de poros. Ver figura 11.3.

Ademais de las fuerzas que actian sobre la diferencia de densidades, otros pardmetros de la
mayor importancia en las separaciones mecdnicas son las fuerzas superficiales en la flotacion de
s6lidos, asi como el tamaiio y la forma de los ciimulos. El tamaiio es muy importante, tanto en
la flotacion, donde los tamafios pequefios implican grandes curvaturas, lo cual afecta los dngulos de
contacto, como en la etapa de acondicionamiento para la reaccion, donde los tamafios pequefos
favorecen la magnitud de las 4reas de transferencia. Asi, cobra interés la molienda, para reducir el
tamaiio de las particulas sélidas a valores uniformes y pequefos. Asi mismo, el tamafio determina
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Figura 11.3: Rangos de tamafios de poro para distintos tipos de filtracién.

tanto la magnitud de la superficie de los cimulos s6lidos, como su masa, de manera que los cimulos
pueden ser arrastrados por una corriente de liquido a diversas velocidades, con lo cual la fuerza
de arrastre, en combinacidn con las masas de los cimulos, provocan la separacién por tamafios de
cimulos, llamada clasificacion.

Relacionadas con los tamafos estan las separaciones por medio de reticulas. El cribado o
tamizado es la separacién de particulas sélidas por un conjunto de recipientes con fondo de mallas
de diversas aberturas, colocadas con la més abierta en la parte superior y la mas cerrada en la
inferior. En el mismo sentido se usan las rejillas de desbaste y alcantarillas para impedir el paso a
objetos grandes en aguas a ser tratadas.

La filtracién es una operacién mecénica en la cual el tamafio medio de poro y la distribucion
de tamaios de poros, determinan los tamafios de las particulas s6lidas que quedan retenidas, y
cudles siguen su curso. La filtracién, en conjunto con la microfiltracién, la ultrafiltracion y la
nanofiltraciéon, cubren una gama muy amplia de tamafios de sélidos que pueden ser retenidos. En
la figura 11.3 se muestran los rangos de tamaiios de poros de los diferentes conceptos de filtracién,
desde los amstrongs (10~'%) hasta los milimetros (10~3m).

Para separar mezclas homogéneas se pueden disefiar procesos de separacién basados en la
idea de producir cambios de fase que concentren el componente deseado en una de ellas y separar
las fases resultantes por medio de las operaciones mecanicas adecuadas. Esta idea nos recuerda
lo que hemos mencionado que ocurre en las nubes. También es asi como funciona la cristalizacién,
donde una solucién liquida concentrada evapora una porcién més del liquido quedando, como
una solucién sobresaturada, en la posibilidad de precipitar cristales de la sal, lo cual ocurre, o
espontdneamente o con la ayuda de semillas de cristalizacién. También la destilacion es un proceso
con cambios de fase, donde parte del liquido se evapora, enriqueciéndose en las componentes mas
volétiles, para luego condensarse y recuperar mezclas enriquecidas en dichas componentes. Estos
cambios de fase requieren de energia térmica, no Unicamente mecénica, por lo cual no son parte del
presente estudio.
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Flujo alrededor de un cuerpo esférico

Principios de separacion mecdnica

En la seccién anterior hemos podido notar como, la interaccidon de pequefios cimulos o
particulas de un compuesto sélido con una corriente de liquido, es muy importante para las
separaciones mecdnicas. También lo es el movimiento de gotas de un liquido en el seno de otro,
completamente inmiscible, como ocurre en la decantacién. Mds atin, el conocimiento del arrastre
de burbujas de aire en una tina de flotacién donde una suspension de pequeias particulas sélidas
sobrenada en un liquido, y la capacidad de estas burbujas de aglutinar estas particulas y elevarlas
hasta suspenderlas en la forma de una espuma, en la parte superior de la tina, son aspectos
importantes para el disefio y la operacién de equipos de flotacién.

LAS INTERACCIONES DE PARTICULAS Y FLOCULOS SOLIDOS, GOTAS DE LIiQUIDOS Y
BURBUJAS DE GASES, EN EL SENO DE UN FLUIDO CONTINUO, LIQUIDO O GAS, BAJO LA
ACCION DE UNA FUERZA MECANICA QUE PRODUCE UNA DIFERENCIA EN EL MOVIMIEN-
TO DE LA COMPONENTE A SEPARAR CON RESPECTO AL RESTO, ES EL ASPECTO MAS
IMPORTANTE A CONSIDERAR EN EL DISENO Y LA OPERACION DE LOS EQUIPOS PARA
LAS SEPARACIONES MECANICAS.

Por ello, en esta seccién nos proponemos describir el movimiento de un fluido newtoniano alre-
dedor una particula sélida, como el prototipo de estas interacciones, que serd muy ttil como una
aproximacion a las interacciones de una fase dispersa y una continua.

Planteamiento del prototipo

Como punto de partida, consideremos el flujo incompresible de un fluido newtoniano al-
rededor de una particula esférica estacionaria. Son dos los casos extremos que se encuentran
resueltos y se encuentran mds frecuentemente reportados en los libros de texto. Uno es para flujos
muy lentos, cuando las fuerzas inerciales son despreciables, comparadas con la resistencia viscosa.
El otro es el caso inverso, es decir, cuando las fuerzas viscosas son despreciables, comparadas con
la inercia del flujo. Trataremos ambos casos a continuacién, ambos con un mismo planteamiento
general, que referimos a continuacion.

Consideremos una esfera sélida fija, de radio R y didmetro D = 2R, cuyo centro coincide con
el origen de un sistema coordenado, expresado tanto en coordenadas cartesianas (x,y,z) como
en coordenadas esféricas (r,0,¢), como puede verse en la figura 11.4. La esfera se encuentra
sumergida en un fluido, el cual se mueve en la direccidén opuesta a la direccion de la gravedad,
donde g = —g8, es la aceleracion de la gravedad y v.. = v..8, es la velocidad de flujo no perturbada
por la presencia de la esfera, esto es la velocidad de flujo muy lejos de la esfera, o antes de colocar
la esfera en este flujo. Es decir que, en el fluido estancado, dfinimos un sistema coordenado y lo
hacemos viajar en direccion vertical descendente, con una velocidad constante, de magnitud ve.. Si
nos imaginamos en una microcdpsula viajando en el origen de este sistema coordenado sin perturbar
el flyjo, resulta para nosotros que es el fluido el que vemos viajando a nuestro encuentro, de la
misma manera que los objetos exteriores viajan hacia nosotros cuando viajamos en un automdovil.
Entonces, notamos desde el origen de coordenadas, que el fluido que vemos al frente, se dirige
a nuestro encuentro con una velocidad cuya magnitud es la constante v.. y viaja en la direccién
del eje coordenado z, cuyo vector unitario es &, y satisface la transformacién de coordenadas
6, =c0s068, —senBdy (Bird, ecuacién A.6-33).

El flujo es estacionario, es decir que no depende del tiempo. La velocidad de flujo v se puede
expresar como una funcién v(x,y,z) = v(r, 0). Nétese que, expresada en coordenadas esféricas, la
velocidad exhibe su simetria, en cuanto a que no depende de la coordenada ¢. Podemos expresar la
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Figura 11.4: Cimulo esférico con sistemas de coordenadas rectangulares {8, 8y, 8.} y esféricas
polares {6,,8¢,8}.

velocidad de flujo v como:
V="Ve,—U, (11.2.1)

donde u representa el cambio de la velocidad de flujo debido a la presencia de la esfera y se conoce
como el defecto de la velocidad de flujo.
La aceleraci6n a de una particula material de fluido & es la derivada material:

Dv  dv

a=— = —

Dt ot

que en los flujos estacionarios se reduce al término convectivo a = v - Vv. Asi, el flujo estacionario

de un fluido newtoniano incompresible, incidiendo sobre una esfera sélida, satisface la ecuacion de
continuidad:

+v-Vy, (11.2.2)

V-v=0, (11.2.3)
y tiene por balance de momentum la ecuacién de Navier-Stokes:
pv-Vv=—-VZ+uvi, (11.2.4)

donde & = p+ pgz= p+ pgrcos 6 es la presion modificada. Ademads del término de la presion, la
ecuacion (11.2.4) tiene, en su lado izquierdo el término convectivo o inercial y del lado derecho, el
término viscoso. En cualquier caso, podemos estimar el tamafo de cada uno de estos dos terminos,
asi como el tamano del término de la presion.

Adimensionalizacién

Para hacer estas estimaciones seguimos un procedimiento de adimensionalizacién de las
ecuaciones (11.2.3) y (11.2.4). Lo primero es determinar las escalas que intervienen en las variables
presentes en las ecuaciones de Navier-Stokes, para cada situacion especifica. Asi, hay que considerar
una escala de longitud, que es el didmetro de la esfera, D; ademds hay una escala de velocidad,
que es la del flujo no perturbado por la presencia de la esfera, cuya magnitud es v... Con estas dos
escalas podemos definir factores de escala de las variables, es decir, de la velocidad y la presidn,
ademads de definir una longitud adimensional, de modo que

) (11.2.5)

<c

vV =

V = —V, (11.2.6)

Sl— g
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donde las variables con acento breve: Vv y V son variables adimensionales, que resultan iguales
a las variables dimensionales correspondientes, al ser multiplicadas por sus factores de escala
correspondientes, para este problema. Al sustituir las ecuaciones (11.2.5) y (11.2.6) en (11.2.3) y
(11.2.4) obtenemos:

%"Vv — 0, (11.2.7)
pvzov v | HVeo &5,

Como la razén de los factores de escala v../D no puede ser cero, entonces obtenemos una
ecuacion de continuidad en variables adimensionales:

9

V.-v=0. (11.2.9)

El siguiente paso consiste en elegir uno de los dos términos del balance del impetu (11.2.8), ya

sea el término inercial o el término viscoso, el cual deseamos expresar como el término lider, con
coeficiente de uno.

Primer caso: el término viscoso es el término principal y tiene coeficiente de uno, entonces
multiplicamos la ecuacién (11.2.8) por el factor D?/{v., y encontramos:

D . D . .
pvu v-vvz—“—v9’+vzv. (11.2.10)
Voo

Como el término lider tiene coeficiente de uno, el coeficiente del término inercial debe ser
mucho menor que uno, es decir que el nimero de Reynolds, Re, satisface que

_ pveD

Re < 1. (11.2.11)

Entonces, podemos despreciar el término inercial en la ecuacién (11.2.8); sin embargo, el
equilibrio de fuerzas requiere que los efectos viscosos sean compensados por el término de la
presion, el cual debe tener también un coeficiente del orden de uno. Esto se logra introduciendo el
coeficiente del término de la presion, el cual es constante, dentro del operador diferencial nabla y
definiendo la presién modificada adimensional:

»_DPZ (11.2.12)

UV

con lo cual tenemos, para los flujos reptantes, que:
VP =V> si Re< 1, (11.2.13)

donde la presion se ha adimensionalizado con la magnitud de los efectos viscosos.

Por otra parte, el segundo caso es cuando el término inercial es el término principal.
Entonces se aplica el procedimiento anterior a la ecuacién (11.2.8), buscando que el coeficiente del
término inercial sea de uno. Para ello, la ecuacién (11.2.8) se multiplica por el factor D/pv2, para
encontrar que

1 H o e
v Vv 11.2.14
pvL * PVeD v ( )

donde el coeficiente del término viscoso debe ser muy pequefio, comparado con el coeficiente del
término inercial, que es uno. Es decir que

L
Re pv..D

V-VV=—

< 1. (11.2.15)
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Asi, al despreciar el término viscoso comparado con el inercial, y al definir ahora una presién
modificada adimensional &, tal que

_
= 11.2.1
z VL’ ( 6)

es decir, una presion adimensional escalada en los efectos inerciales, podemos despreciar los efectos
viscosos y expresar la ecuacién de los fluidos ideales, en su forma adimensional:

V-VW=-VP si Re>l. (11.2.17)

En algunos libros de texto no se ha insistido lo suficiente en que

LA PRESION SE DEBE ADIMENSIONALIZAR DE ACUERDO CON EL EFECTO DOMINANTE,
EN UNA PRESION ADIMENSIONAL % ESCALADA EN LA DENSIDAD SUPERFICIAL DE LAS
FUERZAS VISCOSAS [1V../D O EN UNA PRESION ADIMENSIONAL &7, ESCALADA EN LA
DENSIDAD VOLUMETRICA DE LA ENERGIA CINETICA pv2, DE ACUERDO CON EL CASO
LIMITE CONSIDERADO, DE FLUJO REPTANTE O DE FLUJO IDEAL, RESPECTIVAMENTE.

11.2.4 Flujo reptante alrededor de un sélido esférico

Los flujos reptantes son flujos muy lentos; en ellos la resistencia viscosa cerca de los objetos
solidos estaticos es el aspecto dominante, que obliga al fluido a pegarse a la superficie del sélido y
resbalarse lentamente sobre dicha superficie, lo cual se conoce como “reptar* sobre la superficie
del sélido. Los términos importantes de las ecuaciones de Navier-Stokes son los que corresponden
a la ecuacién (11.2.13), que en el sistema de coordenadas esféricas, con la velocidad dada por las

Componentes
Vr(rv )
v=| ve(r0) |, (11.2.18)
0

corresponde al sistema de ecuaciones:
Ecuacién de continuidad (a partir de Bird, ecuacién (B.4-3)):

r2 or "7 rsen 960

Ecuacién de momentum en r ( a partir de Bird, ecuacién (B.6-7)):

(rv vgsen®) = 0. (11.2.19)

o ulad*  , 1 4 v,
O=———+5 |55 p)+—— == 0— 11.2.20
or TP [81’2 )+ v a0 (7050 (11.2.20)
Ecuacién de momentum en 6 (a partir de Bird, ecuacién (B.6-8)):
107 ulad [ ,dve d 1 9 v,
O=———=—+5 | (r—=— — | —=== 0 2 . 11.2.21
F 96 P L% <r or ) Y36 \sen6 06 (vesen6) | + 20 ( )
Son tres ecuaciones independientes para las variables {Z?,v,,vg }. Las condiciones a la frontera
son:
T D
P = Py para 025, r2§,0§¢§2n, (11.2.22)
D
v,=vg = 0 para r:§,0§9§ﬂ$,0§¢§2ﬂ?, (11.2.23)
Vyp = VwC0sO, para r o0, 0<0 <17, 0< ¢ <2, (11.2.24)
Vg = —VesenB, para r - oo, 0<0 <7 0< ¢ <27 (11.2.25)
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El presente es uno de los ejemplos mds frecuentemente tratados en los libros de texto, por lo
cual solamente sefialamos algunos libros donde se puede seguir alguno de los diversos métodos de
solucién', y a continuacién expresamos la solucién en la forma referida por el Bird, seccién 2.6:

3R 1 /R\’
Ve = Vo l|l—z—4+—-|— cos 6, (11.2.26)
2r 2 \r
3R 1/(R\’
Vg = Vo | —l4+—-——4+-|— sen @, (11.2.27)
4r 4\ r
3 Uve (R
2 = 2= (1) ose, (11.2.28)
2 R r

A partir de la solucién dada en las ecuaciones (11.2.26), (11.2.27) y (11.2.28), es posible estimar
cantidades importantes para el movimiento de ctimulos en un fluido. Dos de las cantidades de la
mayor importancia son el coeficiente de rozamiento Cp y la velocidad terminal de una esfera en el
seno de un fluido, v., como funcién de la diferencia de densidades entre el sélido y el fluido, asi
como del tamaifio de la esfera. Para estimar el coeficiente de rozamiento, hemos de evaluar la fuerza
del fluido sobre la esfera.

Fuerza del fluido sobre el cuerpo esférico

El cuerpo esférico se encuentra sujeto a las fuerzas de la gravedad, es decir, su peso, asi como a
las fuerzas que el fluido ejerce sobre el sélido. Podemos estimar esta dltima a partir del tensor de
los esfuerzos moleculares & = p1+ 7. Dicho estimado corresponde a la integracion:

F:j{ -8, -mds, (11.2.29)
7

donde . es la superficie de la esfera y 8, es su vector unitario normal, dirigido hacia el fluido, ver
la figura 11.4. Al sustituir las particularidades del problema y estimar la componente de la fuerza
en la direccién z, tenemos que:

F-azz/om/on—sr-n-szrz\r_Rsenededq), (11.2.30)
pero sabemos que 8, = cos 08, —sen 8§, entonces
F-6,=F— 27:/0”— 8,1 (cos08, —sen084)|,_ R sen 6db. (11.2.31)
Finalmente, la componente z de la fuerza del fluido sobre la esfera es:
F, = 27t/0n (= cos 0 + mg sen 6)|r:RR2 sen0d0. (11.2.32)

Como fue dicho arriba, los esfuerzos moleculares corresponden a esfuerzos hidrostaticos mds
esfuerzos viscosos. Por otra parte, el primer sumando del término entre paréntesis, corresponde a
las fuerzas normales y el segundo a las fuerzas tangenciales. Entonces

T
E" =27k / —(p+1)|,_g sen O cos 046 (11.2.33)
0

IEl procedimiento de solucién mds antiguo es atribuido a Stokes, segiin Schlichting (1979). Bird (2006) y muchos
otros, elaboran la solucién empleando una funcién de corriente y el método de separacion de variables. Landau y Lifshitz
(1985) despliegan un procedimiento que se elabora a partir de las propiedades de los vectores axiales y polares. Levi
(1965) expone la teoria de Oseen usando el método de Lamb, que consiste en proponer una solucién compuesta por un
campo potencial mas uno rotacional. Currie (2003) superpone soluciones de un flujo uniforme, un doblete y un stokeslete
para simular el flujo alrededor de una esfera.
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es la componente normal y
T
FY = 27R? / Tr0|,_psen? 040. (11.2.34)
0

es la componente tangencial de la fuerza del fluido sobre la esfera. Las componentes de los esfuerzos
viscosos T, y Ty son funciones de las derivadas parciales de las componentes de la velocidad v, y
vg y estan dadas por las ecuaciones (B.1-15) y (B.1-18) del Bird. Al sustituir las componentes de la
velocidad y derivar las expresiones mencionadas, es posible realizar las integrales, para obtener:

o 4
" = TR pg +27pRv.. (11.2.35)
y
FY = 4nuRv... (11.2.36)

Las dos componentes son positivas, es decir, coinciden en su direccién con el eje coordenado
7, que es opuesto a la accion de la gravedad. El primer término de la ecuacion (11.2.35) es la
fuerza que equivale al peso de fluido desplazado por la presencia de la esfera, dirigido de manera
ascendente. en siguiente sumando en la ecuacién (11.2.35) corresponde a la friccién de forma,
asociada a la parte de la presion que depende de la velocidad v.., en tanto que la integral de 7,
da cero. La componente tangencial de las fuerzas superficiales sobre la esfera corresponde a la
ecuacion (11.2.36), es la friccion cortante o de cizalla, y es el doble de la fricciéon de forma. Al
sumar las dos contribuciones encontramos la componente vertical de las fuerzas del fluido sobre la
esfera:

4
F,=F,+F. = g7r}<'3pg + 6T URY., (11.2.37)

donde F;, es la fuerza de flotacidn, que equivale al peso del fluido desplazado por la presencia de la
esfera y Fj es la fuerza cinética, es decir, la fuerza debida al movimiento del fluido, proporcional
por lo tanto, a la velocidad de flujo.

Velocidad terminal de un cuerpo esférico

Consideremos ahora que soltamos una pequeiia particula esférica en un liquido. Si la particula
es mas densa que el liquido, se hundird en €l y si es menos densa, flotard. Haciendo un balance de
fuerzas sobre una particula descendiendo en el seno del liquido, tenemos:

Md—u =F+ Mg, (11.2.38)
dt
es decir, que la suma de las fuerzas sobre la particula son la fuerza del fluido, F(z), la cual en
general, es una funcion del tiempo, més la fuerza de la gravedad Mg, que sumadas son iguales al
producto de la masa M por la aceleracion de la particula sélida, du/dr.
La aceleracién de la particula es importante en el intervalo inicial de tiempo. Més adelante,
cuando la particula se aproxima a una velocidad constante, U.., propia del equilibrio de fuerzas, la
aceleracion tiende a cero y la suma de las fuerzas es igual a cero, es decir, hay equilibrio mecénico:

0=F+Mg. (11.2.39)

En esta situacién, vemos que la particula sélida cae en el fluido con velocidad constante
U = Uu(—86;), es decir, en la direccion de la gravedad, que es opuesta a la direccion del eje
coordenado z, ver figura 11.4. Si consideramos un sistema coordenado sujeto al centro de la esfera,
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en lugar de ver el desplazamiento del sélido, veremos que el fluido se aproxima al sélido con una
velocidad constante Ve, = veo(6;), de modo que U = —Veo, Y también e, = ve.. Podemos entonces
sustituir la ecuacién (11.2.37) en la componente vertical de la ecuacién (11.2.39), sustituyendo la

4
masa del sélido por M = gnR3 Ps:

4 4
0= gnR3pg + 6T URVe — §7TR3pSg, (11.2.40)

La ecuacion (11.2.40) puede ser muy ttil para medir la viscosidad del fluido o para encontrar la
velocidad terminal del sélido, dependiendo de la ecuacién de trabajo que se despeje para el efecto.
Asi, tenemos:

2

UVeo = §R2 (ps—p)g. (11.2.41)

De acuerdo a los propdsitos que se presenten, esta relacién puede permitir la estimacién de la
viscosidad, midiendo la velocidad terminal del s6lido, o se puede estimar la velocidad terminal, si
se conoce la viscosidad del fluido. En ambos casos es necesario conocer las densidades de ambos
componentes, asi como el didmetro de la esfera.

Coeficiente de rozamiento con flujo reptante

Con respecto a la ecuacién (11.2.37), hemos dicho que la fuerza cinética es el término propor-
cional a la velocidad de flujo, es decir,

Fp =6TURVw, (11.2.42)

en tanto que la fuerza cinética por unidad de drea, F; /A, debe ser proporcional a la energia cinética

1
por unidad de volumen —pv2. Definimos el coeficiente de rozamiento, Cp, como el factor de
proporcionalidad entre las dos cantidades anteriores, es decir:
ol (11.2.43)
A~ PP -

Claramente, las dimensiones de fuerza entre drea son equivalentes a las dimensiones de energia
entre volumen, puesto que las dimensiones de energia son las mismas que las de trabajo, es decir,
fuerza por desplazamiento. Entonces Cp es adimensional. Despejando Cp en la ecuacién (11.2.43),
y sustituyendo la ecuacion (11.2.42):

_ 127uR
Apve

Cp (11.2.44)
Aln falta definir A, el drea més apropiada para la representacion de la proporcionalidad
propuesta en la ecuacion (11.2.43), una seria el drea de la superficie de la esfera; otra, el area
proyectada por la esfera en la direccién del flujo. La primera da mayor importancia a la friccion
cortante o de cizalla, la cual es proporcional a la superficie de la esfera. La segunda, por el contrario,
toma en cuenta el area mayormente relacionada con la friccion de forma, es decir, las fuerzas de
presion. Sin embargo, entre ellas dos no hay mayor diferencia que un factor numérico de cuatro
y la costumbre es considerar el drea proyectada por la esfera en la direccion de flujo, es decir
que A = mR?. Sustituyendo esta drea en la ecuacién (11.2.44), llegamos a la relacién para flujo

reptante:
24 PVeD

Cp= R—e; donde Re =

(11.2.45)

es el nimero de Reynolds para el flujo alrededor de cuerpos esféricos.
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Coeficiente de rozamiento vs. nimero de Reynolds

La ecuacion (11.2.45) pone en evidencia que el coeficiente de rozamiento es una funcién del
nimero de Reynolds, es decir que Cp = Cp(Re). Ademads, esa funcién es 24 /Re para los flujos
reptantes. La representacion grafica de la funcion Cp(Re) se encuentra en la mayoria de los textos
de mecénica de fluidos, generalmente en escalas logaritmicas. Bird presenta también, expresiones
de Cp que ajustan en determinadas zonas de la funcién Re, como sigue:

24
Cp= — para Re < 107!
Re
24 ’ 11.2.46
Cp= (\/R+0.5407> para Re < 6x 103 (11.2.46)
€
Cp~ 0.44 para 5x 102 <Re < 10°.

Una recomendacion para el uso de las expresiones en (11.2.46) es utilizar la segunda ecuacion
para Re < 1.6 x 10° y la tercera ecuacién para 1.6 x 10> < Re < 10°.

Flujo potencial alrededor de una esfera

Los flujos potenciales son aquellos flujos cuya velocidad es un vector que se puede representar
como el gradiente de una funcién escalar, el potencial de la velocidad, es decir, cuando

v=-Vo (11.2.47)

Los flujos que admiten esta representacién son flujos irrotacionales, ya que una propiedad
vectorial es que

Vxv=-VxVp=0, (11.2.48)

es decir que, el rotacional de un gradiente es cero. Ademas, aqui resultan ttiles otras propiedades
de los vectores: las ecuaciones (A4-22) y (A.4-23) del Bird, que son:

V.-Vv=V(V.v) =V x (VxV) (11.2.49)
y
1
v-Vv= EV(V-V) +(Vxv)xv, (11.2.50)

y se aplican de modo que, por una parte la ecuacién (11.2.50), a la aceleracién de una particula
material de fluido, que es la derivada material de la velocidad:

Dv  odv av 1
— =—+4v-Vv=—+_-V(v- \% 2.
Dr = 3 +v-Vy 8t+2 (V-v)+(Vxv)xv, (11.2.51)

y por la otra parte, la ecuacién (11.2.49), al término viscoso de un fluido newtoniano, que se puede
expresar también como:

uViv =uv.Vv=puvV(V-v)—puV x (Vxv). (11.2.52)

Considerando flujos irrotacionales e incompresibles, las ecuaciones (11.2.51) y (11.2.52)
conducen, respectivamente, a las igualdades simplificadas:

Dv av 1

_ “V(v- 2.
o S V(veY) (11.2.53)
VZV — O7 (11254)
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de modo que las ecuaciones de Navier-Stokes son, para los flujos irrotacionales e incompresibles:

V.v =0 (11.2.55)
av 1 1
—+=V(v- = ——VZ¥ 11.2.56
que se pueden expresar, igualmente, para un potencial de velocidad (11.2.47):
V.Vo=V?¢ = 0 (11.2.57)
v Lo we.ver+lve — o (11.2.58)
5 T2 o-Vo ’ = 0. 2.

Esta dltima ecuacién es la ecuaciéon de Bernoulli transitoria, la cual puede, finalmente,
expresarse como:

do (1 2 (1 p
= = <2V(p-V(p> +F = <2V(p-V(p> +E+gh(x)7 (11.2.59)

donde p es la presion interna, g es la constante gravitacional y A(x) es la altura vertical, como
funcioén de las tres coordenadas espaciales.

El aspecto mds importante a considerar, en los flujos potenciales, es que el potencial de
velocidad ¢(x) se encuentra resolviendo la ecuacién de continuidad, expresada como la ecuacién
de Laplace (11.2.57) para el potencial de velocidad. Una vez encontrado el potencial, se puede
utilizar la ecuacién de Bernoulli (11.2.59) para encontrar la presién. El problema matematico a
resolver es V2@ = 0, que en coordenadas esféricas, cuando la velocidad tiene dos componentes
distintas de cero, como se ha establecido en la ecuacién (11.2.18), corresponde a la ecuacion de
Laplace en coordenadas esféricas (Bird, Tabla A.7-3, ecuacién B):

d [ ,d0¢ 1 0 a0

— | == — 06— ) =0 11.2.60

or (r ar> T en6 06 <Se“ 96 ) =" (11.2.60)
sujeta a las condiciones de frontera:

flujo no perturbado:  cuando r — o0, V—ve8,, @ — —VewZ = —Vercos0,

. . ap (11.2.61)

impenetrabilidad : cuando r = R, v, =0, 5, = 0.

r

El método para resolver la EDP por separacién de variables con funciones de Legendre, conduce
a la solucién:?

R3
0=V <r+ 22) cos 0, (11.2.62)
I

de modo que las componentes de la velocidad son:

20 3
V= 5, = Voo 1—73 cos 6,

1d¢ R (11.2.63)
Vg = 270 = Vo <1+2r3> sen @,
vy = 0.

Debemos sefalar que vg (r =R, 0) # 0, es decir, que no cumple la condicién de no-deslizamiento.
Recordemos que no hemos empleado la ecuacién de momentum para encontrar vg, sino la de con-
tinuidad, y que las tnicas condiciones a la frontera, necesarias para obtener una solucién tinica

2Ver, por ejemplo, Slattery (1980), pp. 136-139. Currie (2003) elabora una solucién en términos de la funcién de
corriente, la cual es ortogonal con respecto a lineas equipotenciales: ¢ = constante.
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para el potencial de velocidad ¢(r,6), son las de (11.2.61). Comparando los valores de ¢(r,0)
de la solucidn de flujo reptante, ecuacion (11.2.27), con la de flujo potencial, ecuacién (11.2.63),
encontramos los valores reportados en la tabla 11.2.

Tabla 11.2. Valores del factor f(r) = R
Voo S€N O
r/R | Flujo reptante |  Flujo potencial

1 0.0000 -1.5000
1.5 -0.4259 -1.1481
2 -0.5938 -1.0625
3 -0.7407 -1.0185
4 -0.8085 -1.0078
10 -0.9248 -1.0005
20 -0.9625 -1.0000

En la tabla 11.2 se nota cémo, la consideracién de irrotacionalidad que requiere la inexistencia
de superficies generadoras de vorticidad, como seria la superficie de la esfera sélida, conduce la
solucién a tomar valores mayores en las proximidades de la esfera, en tanto que, considerando
la naturaleza viscosa de las fuerzas en la superficie de la esfera, los flujos reptantes se adhieren a
dicha superficie, llegando a satisfacer la condicién de no-deslizamiento al alcanzar la superficie,
que actia como una hoja vorticosa, induciendo giro sobre las particulas de fluido mas cercanas.

Separacion de fases dispersas
Dispersiones en dos fases

En las subsecciones que preceden ésta, hemos desarrollado los elementos bésicos del flujo
alrededor de un cuerpo esférico en flujo reptante. Los resultados mas notables son un procedimiento
para determinar la viscosidad del fluido o la velocidad terminal de la esfera y un coeficiente
de rozamiento, que se ha extendido a flujos no-reptantes. Estos resultados son importantes; sin
embargo, son insuficientes para posibles aplicaciones de la teoria, las cuales rebasan, por mucho, la
simplicidad del movimiento alrededor de una sola esfera.

En efecto, cuando tenemos, por ejemplo, un ndmero considerable de corptsculos sélidos, es
posible que las interacciones entre ellos, y las interacciones con el fluido continuo en el que estan
inmersos, modifiquen significativamente las predicciones tedricas para una sola esfera que, sin
embargo, seguirdn siendo indicaciones muy importantes, en cuanto a las fuerzas y movimientos
alrededor de los objetos, los cuales se encuentran dispersos en el medio fluido.

UNA DISPERSION CONSTA DE UNA FASE DISPERSA, QUE ES UN CONJUNTO DE COR-
PUSCULOS DE UN MATERIAL EN UNA FASE DADA, INMERSOS EN UN FLUIDO COMO FASE
CONTINUA, CON EL CUAL FORMA UNA MEZCLA HETEROGENEA.

El tamaio de cada corpusculo rebasa la escala de las descripciones locales, podemos decir que
cada corpusculo es un continuo. Por ejemplo, un tamafio razonable de un corpusculo seria una
décima o una centésima de milimetro, es decir, un granito sélido de 10~ m a 10~* m de didmetro,
aunque hay mezclas con particulas mucho més grandes y en el otro extremo, las dispersiones
coloidales tienen particulas inferiores a los 200 nm.

Al tratarse de mezclas heterogéneas, en las dispersiones existen, como minimo, dos fases:
el fluido continuo y la fase dispersa. Ambas se distribuyen complementariamente en el espacio,
determinando una nueva variable que no existe cuando fluye una sola fase, la densidad volumétrica

m3 fase k — ésima

o fraccién volumen & (x,7) , donde el subindice & indica la k-ésima fase.

m3 mezcla
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Existen teorias de mezclas y métodos de promediado para obtener representaciones de los flujos
en mezclas heterogéneas, que no es necesario desarrollar aqui, puesto que solo nos interesa aclarar
la importancia de los conceptos y métodos de la mecédnica de fluidos para la descripcién y el disefio
de equipos de separaciones mecdnicas. Para este propdsito, seguiremos de cerca un desarrollo de
Garrido et al.,’> que permite reunir el sentido de las principales separaciones mecanicas en una
descripcion bésica con sus particularidades. A manera de introduccidn, establecemos los balances
de masa y elementos de cinemadtica de la sedimentacién por lotes, par luego establecer los balances
de masa y de momentum, de acuerdo con el trabajo referido de Garrido et. al.(2003).

Cinematica de la sedimentacion
Zonas de sedimentacion

Asi, por ejemplo, la sedimentacién normal es una operacién basada en la accion de la gravedad,
que actda en proporcion a la diferencia de densidades entre un enorme nimero de cimulos o
particulas sélidas y el liquido. La atraccién de la gravedad promueve el asentamiento de las
particulas, cuando son mas densas que el sustrato liquido, provocando un flujo ascendente de
liquido, que es motivado por la ocupacién de un volumen inferior mayor, por el asentamiento de los
solidos. El flujo ascendente de liquido genera friccion adicional, con respecto al asentamiento de
una sola particula, que es la fuerza dominante que hace que las particulas se retarden con respecto a
su asentamiento individual en el liquido estancado.

Una manera de considerar las caracteristicas particulares de la depositacion de sélidos es
realizar experimentos de sedimentacion transitoria en una probeta. En el instante inicial, ver figura
11.5(a), se produce en la probeta una mezcla heterogénea bien agitada, de sélidos en el liquido.
A continuacién se nota la formacion, casi simultanea, de cuatro zonas de asentamiento: Al fondo
una zona D donde las particulas sélidas se encuentran asentadas, en reposo y en contacto multiple
de unas con otras. Se le llama zona de compresion. Arriba de ella se forma una zona C con
una concentracién de sélidos mayor a la inicial, pero menor que la de la zona D, que cambia
continuamente de tamafio, como funcién de la altura y del tiempo. La zona superior a la anterior,
la zona B, tiene una concentracién de sélidos similar a la concentracion de la alimentacidn, &.
Finalmente, en la capa superior se forma una zona sin sélidos, clarificada, la zona A.

(@) (b) © ) ()

z=H, \1Q )
. 4 4 4
Z Ly B B
§---1 B ‘
IRRP= | .
tiempo

Figura 11.5: Sedimentacién por lotes en una probeta.

Las cuatro zonas existen en una etapa inicial y evolucionan conforme transcurre el tiempo. La
zona A de liquido claro y sin particulas sélidas, asi como la zona D, que es la zona de compresion,
con la mdxima concentracion de sélidos, se forman desde el inicio del proceso de sedimentacién, a
partir de la suspensién de composicion inicial € y ambas aumentan continuamente con el tiempo.

3Garrido, Concha y Biirger (2003) elaboran un modelo unificado con las ecuaciones de gobierno para la sedimentacién,
la centrifugacion y la filtracion y las relaciones de comportamiento especificas de cada una de estas operaciones, como
veremos en la siguiente subseccion.
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La zona B se distingue porque su composiciéon permanece igual a la de la suspensién uniforme
inicial, aunque su volumen disminuye (ver figura 11.5) conforme el s6lido baja a la zona C. En esta
zona C, la concentracion de sélidos aumenta hacia abajo y la velocidad de sedimentacién disminuye,
principalmente porque al disminuir el espacio entre las particulas sélidas, el fluido desplazado por
el incremento de volumen ocupado por particulas, debe fluir hacia arriba, a contracorriente del
movimiento descendente de los sélidos, ejerciendo friccion en las superficies. Podemos decir que la
zona B es una region de equilibrio mecénico, en tanto que la zona C es una regién de desaceleracion
de las particula sélidas, las cuales finalmente llegan al reposo en la zona D, al fondo de la probeta,
para concluir asi, el proceso de la sedimentacién de un lote.

Como se ha dicho arriba, existe intercambio de masa entre las zonas, aunque la masa total de
cada componente, el sélido y el liquido, una vez sumado para las cuatro zonas, es constante.

Sean €;; j=A,B,C,D, las fracciones volumen de sélido en las zonas A, B,C, D, respectiva-
mente. La fraccion volumen de sélidos en la zona A es cero, puesto que esta zona es de liquido
puro. La fracciéon volumen de sélidos en la zona B permanece constante, €g = &, € igual a la
concentracidn inicial, mientras la zona B no desaparece. En la zona C esta fraccion volumen cambia
continuamente en funcién de la altura &c-(z) y finalmente, en la zona de compresion, la fraccion
volumen de sélidos es también constante, de modo que €p = €pg > €c(z) > €g = & > €4 = 0.

El proceso de sedimentacidn transitoria tiene dos etapas, una etapa inicial o de cuatro zonas,
cuando la zona B existe todavia, y una etapa avanzada, cuando la zona B se ha agotado y s6lo
existen las zonas A,C y D. En la etapa avanzada, o de tres zonas, la zona A estd en contacto con la
zona C en la superficie comtn AC.

Velocidad y densidad de flujo de sedimentacion

La masa total de s6lidos, M, en la probeta, es constante en cualquier instante de la sedimentacion,
y puede evaluarse por la suma:

Lp+Lc

Ho
M = PSS/ . €(z)dz = psS <£DLD + ec(z)dz+ £BLB> , (11.3.1)
7= e

=Lp

donde p; es la densidad del sélido y S es el drea transversal de la probeta. La funcién &(z)
corresponde , por tramos, a €;; j=A,B,C,D,y L;; j=A,B,C,D son las longitudes de cada una
de las zonas correspondientes, ver figura 11.5.

Sea wji; jk =AB,BC,AC,CD, la rapidez de desplazamiento, o componente vertical de
la velocidad de desplazamiento de la superficie de separacién entre dos zonas adyacentes,
indicadas por los subindices j y k. Notese que w j; puede ser positiva o negativa, dependiendo de
su coincidencia u oposicion a la direccion de la coordenada z. Sea vila componente vertical de la
velocidad de sedimentacién de los cimulos sélidos en el limite de la zona j-&sima, acercandose
a la superficie de separacion con la zona k-ésima, donde la zona j-ésima esta situada arriba de la
zona k-ésima. Nétese que vl <0, porque la sedimentacion se dirige en el sentido negativo del eje
coordenado z, como se aprecia en la figura 11.5. Entonces los fluxes, densidades de flujo o flujos de
s6lidos por unidad de érea, a través de estas superficies son:

NI = iy (4 ). (1132

donde la velocidad de sedimentacidn estd relacionada con la velocidad terminal de una sola particula
solida, ecuacién (11.2.41), a través de la ecuacion siguiente:

donde n = 4.6 de acuerdo a un ajuste de Richardson-Zaki y € es la fraccion volumen de sélidos
en una mezcla uniforme al inicio del experimento. La velocidad terminal, expresada por la ecuacion
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Figura 11.6: Cantidades cinematicas de la sedimentacidn transitoria.

(11.2.41) es positiva. Por este motivo en la aplicacién que nos ocupa, es necesario expresar el
sentido negativo de la velocidad de sedimentacion anteponiendo un signo negativo explicito. La
féormula (11.3.3) es util para estimar la velocidad de sedimentacion de la regién B; en cambio,
no se aplica estrictamente en las regiones C y D, que al inicio son inexistentes. Podemos notar,
cualitativamente, que conforme aumenta la fraccién volumen de sélidos, disminuye el factor en el
paréntesis, que es equivalente a la porosidad o fraccién volumen no ocupada por sélidos, la cual,
elevada al exponente 4.6 da un factor multiplicativo que disminuye la velocidad de sedimentacién
conforme la concentracién de sélidos aumenta.

Balances integrales de masa en la etapa inicial

Al descender las particulas, al inicio del proceso de sedimentacién, se forma la zona C en
el fondo de la probeta, mientras en la parte superior se forma también la zona A. Esta zona A
se reconoce porque carece de sélidos y la interzona AB se desplaza en la misma medida que
se desplazan las particulas s6lidas de la parte superior de la probeta. Mas atin, la velocidad de
sedimentacién de los s6lidos en la zona B equivale a la velocidad de desplazamiento de la interzona
AB, es decir que

wap = vP. (11.3.4)

Dicha velocidad de desplazamiento de la interzona AB es negativa, wap < 0, de la misma manera
que la velocidad de sedimentacidn, que se desplaza en la direccién opuesta a la del la coordenada
vertical z. Ver la figura 11.6.

Podemos elaborar un balance integral de masa de sélidos en la zona B que, dividido entre el
factor psS€p, conduce a la ecuacion:

d [ d NBC
2 odr= S (zp—ze) = —— = (VB — 11.3.5
o /Z ) 2= (z8 —2z¢C) e (v¢ —wae) ( )

cuya consecuencia es la igualdad (11.3.4), que se propuso por su significado fisico y que se puede
comprobar al notar que wag = dzg/dt y wgc = dzc/dt en la etapa inicial de tiempo, cuando
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existen las cuatro zonas A,B,C y D. En esa misma etapa inicial, la interzona BC es una frontera
bidimensional entre las zonas B y C, donde no puede haber acumulacién de sélidos, por tratarse de
una superficie.

Un balance de masa de sélidos en la interzona BC, conocido como la condicion de salto de
masa de sélidos en la superficie BC, significa que el flujo de sélidos que entra es igual al flujo de
s6lidos que sale. Si dividimos esta condicién entre el factor pyS, tenemos:

Ep (VIS9 - Wgc) = &cp (VSCb — Wgc> , O bien gcvaCb = Egwap + (8Cb — 83) WBC, (1 1.3.6)

donde &c;, y v¢? son la fraccion volumen de sélidos y la velocidad de sedimentacién que le
corresponde, en el limite acercdndose a la interzona BC desde la zona C. Cantidades similares para
el limite de la interzona CD desde la zona C pueden definirse y denotarse por los simbolos &c4
y v¢4, respectivamente. En la segunda forma de la ecuacién (11.3.6) se ha sustituido la ecuacién
(11.3.4).

Un balance integral de masa de sélidos en la zona C, dividido por el factor constante p,S
resulta:

d [ 1
- / ec(et)de= - (NP — NP = ¢, (vfb - wBC) +ecq (vfd —WCD) . (1137)
ZD N

En la interzona CD, tampoco puede haber acumulacion de sélidos, de modo que un balance
de masa de sélidos en la superficie de interzona CD, similar a la condicién de salto (11.3.6),
conduce a la igualdad de flujos:

Eca (vgd — WCD) =&p (VSD — WCD) . (11.3.8)

Si gp es la fraccién volumen de sélidos de un sedimento incompresible, es constante: £p =
constante, y corresponde al sélido asentado en el fondo de la probeta, cuya velocidad de sedimen-
tacién es cero, v? = 0. Entonces

£y <v§d _ WCD> — —epwep, obien ecavSd = — (ep — ecq) we. (11.3.9)

Ademds, un balance de masa para el sedimento de la zona D, una vez dividido entre p;Sep
resulta:

d/ZDd _@—NED
0

fdl — — — 11.3.10
7 dt  pep wep, ( )

que coincide con la definicién de wep.

Balances de masa en la etapa avanzada
En la etapa avanzada la zona A estd en contacto con la zona C y ésta con la zona D, en la
configuracion que se muestra en la figura 11.5(d). Los balances de masa de s6lidos son semejantes
a los de la etapa inicial, a excepcién de que no existen ya los balances que implican a la zona By
que existe una interzona AC.
El balance integral de masa de sélidos en la zona C, dividido por el factor constante p,S es:
d (%

1
o | gclzndz= o (NAC —NEP) = —ec, (VS — wac) +€ca (vfd - WCD> . (11.3.11)
D N

en tanto que la interzona AC podemos proponer la condicidn de salto de masa:

ea (v —wac) = €ca (v —wac), obien vE*=wyc, (11.3.12)
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Figura 11.7: Evolucién de las zonas de sedimentacién, con lineas caracteristicas de fracciéon
volumen de sélidos constantes, &-(z,t) = cte.

debido a que €4 = 0. La segunda forma de la condicidn de salto (11.3.12) nos permite simplificar la
expresion (11.3.11), de modo que resulta:

0 / ztdz—SCd< Cd—ch), (11.3.13)

Un balance de masa de sélidos en la superficie de la interzona CD conduce a la condicion
de salto de masa de sélidos (11.3.8) y un balance de masa de sélidos en la zona D conduce a la
ecuacién (11.3.10).

Ondas de fraccion volumen de sélidos en la zona C
Una vez elaborado el conjunto de balances de masa de sélidos en la etapa avanzada, asi como
las condiciones de salto en las interzonas AC y CD, vamos a desarrollar un procedimiento para
tratar la regién C, cuya concentracion volumétrica de sélidos, &c, es una funcién de la coordenada
vertical y del tiempo, €c(z,1).
Primero aplicamos la regla de Leibniz para derivar bajo la integral de la ecuacién (11.3.13):
Zc 2c
jt/z,, ec(z,t)dz = j a;cdz d;tc Eca d;f = &4 (de — WCD) .

D

(11.3.14)

Sabemos que para un tiempo fijo el valor de € es constante a un valor dado de z. El lugar
geométrico de una superficie de isofraccion volumen de sélidos esta dada por la igualdad

& (Z, t) = &0,

que corresponde a superficies planas horizontales que se desplazan conforme transcurre el tiempo.
Estas lineas de isofraccion volumen son llamadas lineas caracteristicas. Por ejemplo, en la figura
11.7, 1a linea recta que separa la zona B de la zona C es la linea caracteristica &(z,7) = €g, la cual
es una constante. Entonces, la derivada temporal d€;/dt de una linea de isofraccién, resulta:

de de;  dzde
— (Z7 t ) =—+ i
dt ot dr dz
la cual representa una onda cinematica de primer orden, que podemos referir como la ecuacion
topolégica de la sedimentacion®. Se puede despejar la derivada temporal, de modo que
98 _ 98
ot 9z

4Sobre ecuaciones topoldgicas, ver p.ej. Soria y de Lasa, 1992, y las referencias que ah{ se mencionan.

=0, para zp <z<zc, (11.3.15)

(11.3.16)
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dz . . . .
donde C¢ = — es la rapidez de propagacion de la onda de concentracion, o una onda de fraccién

volumen de sélidos, la cual se puede sustituir, para la derivada parcial con respecto al tiempo, de la
igualdad del lado derecho de la ecuacién (11.3.14), que resulta:

w Jg 2 de &(zc)
‘dz:/ —Ce—dz = —/ Ce(g)de, 11.3.17
/ZD ot D ¢ dz &(zp) 8( ) ( )

es decir que, al considerar que la rapidez de propagacion de las ondas de fraccion volumen de
solidos depende solamente de la fraccién volumen de sélidos, en la zona C, podemos expresar la
ecuacion (11.3.14) como:

ec(zc) d d
/ —Celey)des +ecaC — ey PP = ey (vfd _ WCD) . (11.3.18)
Sc(ZD) dt dt

Pero las derivadas dz¢/dt = wac y dzp/dt = wep, es decir, equivalen a las rapideces de
desplazamiento de las superficies de interzona, lo cual nos permite reducir la ecuacién (11.3.18) a

&l(zc) o _ Cd
Cg(ES)dSS = EcaWAC — EcdVy - (1 1.3.19)
€

s (ZD)

Ahora podemos sustituir la segunda forma de la ecuacion (11.3.9) en la ecuacién (11.3.19). Al
hacerlo obtenemos la igualdad:

&(zc)
/ Cg(Ss)dES = EcaWac + (SD — 8Cd) wep. (1 1.3.20)
€

S(ZD)

Podemos ver en la ecuacién (11.3.20), que cada superficie de discontinuidad en & contribuye a
la integral de la rapidez de propagacién de la onda de fraccién volumen de sélidos. Con relacién al
primer término del lado derecho, en el 4nimo de generalizar la expresion, podemos introducir la
fraccion volumen &, que es igual a cero, para llegar a la siguiente forma de la expresion anterior:

Sx(ZC)
/ Ce(e)dey, = (&ca—€a)wac+ (ép — €ca) wWep
&(zp) (11.3.21)
= ZASjijk,
I

donde Agj;, = & — €; son cantidades mayores que cero, porque la concentracién de sélidos aumenta
verticalmente hacia abajo. Entonces, el signo de cada sumando coincide con el de la rapidez de
desplazamiento de la superficie de discontinuidad correspondiente, donde wac < 0y wep > 0.

Teoria cinemdtica de Kynch
Kynch (1952) desarrolla una teoria cinematica basada en ecuaciones de continuidad locales,
en funcién de la fraccion volumen de sélidos & (x,7) utilizando la teorfa de mezclas para elaborar
los balances, que son:
Balance de masa para la fase sélida dispersa:
dgg  df

5 +a—z =0. (11.3.22)

Balance de masa para la mezcla incompresible:

aq_

o =0, (11.3.23)
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Figura 11.8: Densidad de flujo derivado, f3 (&), y sus componentes.

donde

f(&) = &vy (11.3.24)
es la densidad de flujo de sélidos, también,

q(&) =¢evs+(1—g)vy=vi— (1 —&)(vs—vy) =vs— (1 — &)u, (11.3.25)
es la velocidad de la mezcla, la cual estd expresada en funcién de

u(&) =vs—vy, (11.3.26)

que es la velocidad relativa de los sdlidos con respecto al liquido.
Las definiciones (11.3.24), (11.3.25) y (11.3.26), nos permiten buscar la relacion f(q,u,&) =0
entre ellas, de la cual resulta

f(&) = &q+&(1 —&)u=&q+ fi, (11.3.27)
donde
fo(&) =&(1—&)u (11.3.28)

es la densidad de flujo derivado. Es importante destacar que, en la bisqueda de relaciones
de comportamiento para la sedimentacién, encontrar la forma funcional de la densidad de flujo
derivado, fp (&), es la clave para conocer la densidad de flujo de los sélidos, f(&;) pues, de acuerdo
con (11.3.27), la relacién entre ellas es directa y su diferencia es tnicamente el sumando &g,
que se reduce a cero en el caso de los ensayos de asentamiento por lotes, que corresponde a la
sedimentacién en una probeta, cuando dicha diferencia es nulay f = fp.

Los tres factores que contribuyen a la funcién de densidad de flujo derivado y su composicién
en fj,(&s) se muestran en la figura 11.8

Un tema sensible en cuanto a las formas funcionales de f(&;), es la existencia de uno o dos
puntos de inflexién de f,(&;), porque se vinculan a la rapidez de propagacién de las ondas de
fraccién volumen. En efecto, la ecuacién (11.3.22) es equivalente a

& o0&
S 85 =0, (11.3.29)

que corresponde a una ecuacién de onda de primer orden, cuya rapidez de propagacion es f'(g;), y
equivale al término Cg, de la ecuacién (11.3.16). Las ecuaciones (11.3.22) y (11.3.23), se cumplen
en las zonas continuas A, B,C y D del espesador, ver figura 11.6, pero deben suplementarse por
condiciones de salto apropiadas en los limites de estas zonas; limites que son superficies de
discontinuidades de salto en las propiedades; especificamente en la fraccién volumen de sélidos, &;.
En la figura 11.9 se ve cdmo es posible, dada una fraccién volumen, &-(z,t) = cte, encontrar
graficamente el valor de la rapidez de propagacién de una onda de fraccién volumen, asi como el
valor de la rapidez de desplazamiento de las interzonas AC y CD. Este procedimiento implica
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z=0

Z, fiempo

Figura 11.9: Rapidez de desplazamiento de interzonas y rapidez de propagacién de ondas de

fraccién volumen de sdlidos.

LA FORMACION, EN EL FONDO DE LA COLUMNA, DE UNA INFINIDAD DE CAPAS (HO-
RIZONTALES) DE CONCENTRACION DE SOLIDOS (FRACCION VOLUMEN) INTERMEDIA,
ENTRE DOS LIMITES; EL INFERIOR ES LA CONCENTRACION INICIAL UNIFORME &g Y EL
SUPERIOR ES LA CONCENTRACION MAXIMA QUE SE PUEDE ALCANZAR EN CONTACTO
CONTINUO, &p = & max. CERCA DE ESTA CONCENTRACION MAXIMA, LA VELOCIDAD DE
SEDIMENTACION TIENDE A CERO.

La rapidez de propagacién de una onda de fraccién volumen de sélidos, marcada con una
linea roja y la etiqueta &c(z,t) = cte, se puede estimar al evaluar la tangente del tridngulo (0,#,,a).
Entonces, en esta linea isofraccion volumen,

Ce(a) = , (11.3.30)

en tanto que, la rapidez de desplazamiento de la interzona AC, en el mismo punto a, es:

wac(a) = —W. (11.3.31)

Procesos dindmicos de dispersiones

Diversas separaciones de sélidos y liquidos pueden ser tratadas con un modelo bdsico, que
consiste de los balances de masa y de momentum, tanto para el conjunto de corptsculos como para
el fluido continuo. Las dispersiones a las cuales se aplica este modelo generalizado, deben cumplir
ciertas condiciones, que mencionamos a continuacion:

1. Los corpusculos sdlidos son mucho mas pequeiios que el equipo donde fluyen, y todos ellos
tienen la misma densidad p;.

Los corpusculos sélidos y el fluido son incompresibles.

No hay transferencia de masa entre los sélidos y el fluido.

Todos los corpusculos han floculado, antes de que inicie el proceso de compresion,
. Los fl6culos tienen un tamafio uniforme.

Definimos el proceso dindmico de un sistema particulado como el conjunto de cuatro variables:
la fraccion volumen de sélidos, &, la velocidad promedio en volumen q, la presién de exceso de
poro, p. y la velocidad de la fase sélida v,. En cualquier punto de una zona continua, estas cuatro
variables estan relacionadas por las ecuaciones:

D W
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Ecuacioén de continuidad de los sélidos dispersos:

&
ot

+ V- (&vy) =0, (11.3.32)

Ecuacién de continuidad de la mezcla:

V-q=0, (11.3.33)
Balance reducido de momentum lineal del fluido continuo:

Vp.=—-Vo,+Apgb, (11.3.34)

Balance reducido de momentum lineal de los sélidos dispersos:

Vo, = Apeh— 28 (v _q), (11.3.35)

donde q = &vy+ (1 — ss)vf es la velocidad media de la mezcla, v, y vy son la velocidad promedio
de los sélidos y del fluido, respectivamente, 6, = 0, (&) es la funcién de esfuerzos efectivos de
la fase solida, Ap = p; — p es la diferencia de densidades mésicas del solido y del fluido, como
compuestos puros, (&) es el coeficiente de resistencia y b son las fuerzas externas que actiian
localmente sobre el sistema, por unidad de masa.

En las interzonas es necesario proponer otros balances, conocidos como sus condiciones de salto,
los cuales no tienen términos de acumulacién, porque consideran las interzonas como superficies
de discontinuidad, incapaces de contener e incrementar o reducir, en cantidad, los materiales.

El coeficiente ¢(&;) se compone de una parte hidrostatica y una parte hidrodindmica. La parte
hidrodindmica se modela con un enfoque de tipo Stokes o Darcy, como una funcién lineal, m,, de
la velocidad relativa de los sélidos con respecto al fluido, es decir, my; = —a(&)(vy— vy).

La funcién o, (&) toma diversas formas dependiendo del caso y tiene, basicamente, dos regiones
de operacién, que dependen de un valor & ., que corresponde al punto de gelacion de los fléculos,
que es aquel valor de la fraccién volumen de sélidos, cuando las particulas sélidas comienzan
a estar en contacto mutuo. Una de las expresiones mas usadas de los esfuerzos efectivos de los
s6lidos es conocida como una correlacién de potencias:

0, para & < &,
o (&)= K & > } (11.3.36)
oy || — ) —1|, para &> &,

donde 6p >0yn > 1.

Sedimentacién y espesamiento

Consideremos un espesador ideal continuo, que se distingue por ser un concepto que facilita
el tratamiento de un modelo de sedimentacién. Consiste en proponer que el movimiento estd
determinado exclusivamente por la gravedad, se elige un sistema coordenado con la coordenada
z en la direccién vertical ascendente, cuyo vector unitario es 8, de modo que la fuerza de la
gravedad es tal que g = —gé&.. Conviene expresar la gravedad como el gradiente de un potencial
gravitacional ®, de modo que ® = gz, y definimos la densidad de las fuerzas externas por unidad
de masa, por la relacién b = —V®. Asociamos movimientos verticales al espesador ideal continuo,
y despreciamos efectos de las paredes laterales, como la friccién. En consecuencia, formulamos el
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modelo local unidimensional transitorio:

9;; +‘3]ZC _0 (11.3.37)

321 _0 (11.3.38)

381? _ _3;? _ Apge, (11.3.39)

aac;e _ —Apg‘%*gs(la_gs)z(f_gm’ (11.3.40)

donde f = &v;, la densidad de flujo de sélidos, se ha definido en la ecuacién (11.3.24) y se relaciona
con la densidad de flujo derivado por medio de la ecuacién (11.3.27). Aln mds, en la sedimentacién
por lotes, debido a que el flujo medio de la mezcla es cero, g = 0, la densidad de flujo de sélidos
coincide con la densidad de flujo derivado, f = f5.

El modelo dindmico de sedimentacién incluye, no solamente las ecuaciones de continuidad,
como los modelos cinemdticos, sino también los balances del impetu, que son las ecuaciones
(11.3.39) y (11.3.40), y se completa cuando proporcionamos las relaciones de comportamiento y
las condiciones iniciales y de frontera suficientes para la bisqueda de soluciones, generalmente
numéricas. Las relaciones de comportamiento incluyen la funcién densidad de flujo de sélidos
f (&), que puede estimarse con ayuda de experimentos de probeta, mediante los cuales se puede
estimar la funcién densidad de flujo por lote de Kynch:

_Apggsz(l —&)

&)= 11.3.41
fbk( S) (X(SS) ) ( )
un coeficiente de difusion
/
ale,) = —IE)0lE) (11.3.42)
Apgey
y su primitiva
&
A(gy) = / a(s)ds, (11.3.43)
0
que dan lugar, a partir de la ecuacién (11.3.40) a
dA(g
f=&q+ fu(e)— a(;). (11.3.44)

Esta ecuacién para f puede derivarse con respecto a z y sustituirse en la ecuacion (11.3.37),
para llegar finalmente, a la ecuacion cuasilineal de conveccién-difusion:

de, 0 9%A
5 + P [€5q(t) + for(&)] = Tzz@s) (11.3.45)

El espacio para la sedimentacion por lotes es un continuo; se interrumpe en superficies de dis-
continuidad donde las ecuaciones de gobierno se sustituyen por condiciones de salto. La condicién
inicial es la uniformidad del medio, es decir,

&(z,0) = g, para 0 <z < Hp, (11.3.46)
y las dos condiciones a la frontera se proponen sobre f(z,7):
f(0,t) = f(Hp,t) =0. (11.3.47)

Las simulaciones numéricas conducen a un conjunto de resultados que se pueden consultar en
Garrido et. al. (2003).
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Centrifugacion

La centrifugacién, como la mayoria de las operaciones unitarias mecdnicas, es ahora una aplica-
cién especifica de los balances de masa y del impetu, de sistemas en dos fases, ecuaciones (11.3.32),
(11.3.33), (11.3.34) y (11.3.35). El aspecto especial a considerar es que la fuerza centrifuga actda
como un campo externo sobre la dispersién de sélidos, aumentando las capacidades de separacion,
es decir, que la densidad de las fuerzas externas por unidad de masa es:

1
b=-V <gz+ 2w2r2> ; (11.3.48)
la presién de exceso de poro es:
1 52
Pe =Pt Ps g2+5(0 I (11.3.49)

de modo que su gradiente es:
Vpe(&) = —Vo,(&) +Ape, (g+ 0°r8,) (11.3.50)

la densidad de flujo de sélidos, f, resulta:

2 !
°r g o, (&)
f=eq— fu(&g)— | ——>%-6,+6,— Vg, |. 11.3.51
sq fbk( s) g < 0)27' Z+ Apgé‘s A) ( )
En la mayoria de los casos, la fuerza centrifuga es, por mucho, mayor que la gravitacional. Es
posible simplificar las ecuaciones despreciando la contribucién gravitacional y luego, expresando
por componentes las ecuaciones del impetu, que conducen, finalmente, a la expresion:
g, 0 ( o’r A(es)> ~ 0%Ag)

o®  A(g)
5 T, _fbk(gs)?_'y p 372 +Y<fbk(8s)g+ 2 >7 (11.3.52)

donde el pardmetro Y vale cero cuando se modela un tubo giratorio y vale uno para el caso de una
canasta giratoria. La presion de exceso de poro es:

d0,(&)
or ar

Las ecuaciones (11.3.52) y (11.3.53) se aplican en las regiones continuas y se sustituyen por
condiciones de salto apropiadas en las superficies de discontinuidad.

= Ape,w*r— (11.3.53)

Filtracion

Es usual expresar las ecuaciones de la filtracion en los términos de la descripcidon de medios
porosos, es decir, utilizando la definicién de porosidad, mas que la de fraccién volumen de sélidos,
que es su complemento. Aqui, sin embargo, para ilustrar como las mismas ecuaciones que modelan
la sedimentacion y la centrifugacién, también lo hacen con la filtracion, expresaremos las ecuaciones
de la filtracién con las mismas variables y funciones con las cuales se han elaborado las otras dos
operaciones unitarias.

La expresion apropiada a la filtracion, de las ecuaciones (11.3.32), (11.3.33), (11.3.34) y
(11.3.35) es el conjunto:

e, o
5 (en) =0, (11.3.54)
% =0, (11.3.55)

0z
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aGe _ 06(85)

9z = —Apg85+ m(vs —Q), (11.3.56)
dp. _ 90

5z - _ 5 — Apge;, (11.3.57)

que puede combinarse, proponiendo que vy = 0, para representar los flujos en una matriz porosa que
no se desplaza. Aplicando este valor y combinando las ecuaciones (11.3.56) y (11.3.57), tenemos:
ape. o(g)
_— = 11.3.58
az (1 . gs)z (’I7 ( )
en tanto que, la consecuencia de eliminar la velocidad del sélido en (11.3.54) y tomar en cuenta
la ecuacién (11.3.55), nos lleva a concluir que & = &(z) y que ¢ = ¢(¢). La ecuacién (11.3.58)
coincide con la ecuacién de Darcy si hacemos que

et w(l-g)
k(e) k(e;)

o(e) (11.3.59)

donde € = 1 — g es la porosidad del lecho o de la torta filtrada. La dltima expresion de (&) se
puede utilizar en la ecuacion (11.3.41) para la densidad de flujo derivado, fy(&):

ApgeZk(gs
For (&) = —pg‘jfu, (11.3.60)

también, de la ecuacion (11.3.56) tenemos:

Jo, Hr
= —A o =
> pse+ s

Con esta relacién (11.3.61) y con la densidad de flujo derivado, (11.3.60), podemos elaborar
modelos de filtros particulares, como estd detallado en la referencia base que hemos seguido, de
Garrido et al. (2003).

(vs—q). (11.3.61)
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12. Descarga de tanques

12.1 Descripcion

Un tanque (para el estudio del proceso de descarga) es un recipiente cilindrico, conico, esférico,
o de otra forma geométrica regular, con un indicador de nivel y un juego de tubos de descarga
intercambiables, de diversas longitudes y didmetros. La figura 12.1 es la fotografia de un tanque
ligeramente cénico. A la izquierda se le ve montado en su estructura, con una cubeta donde descarga
el liquido que sale por el tubo; a la derecha se aprecia el tubo de nivel, conectado hacia arriba desde
el fondo del recipiente.

i - J—

Figura 12.1: Tanque con tubo de desfogue y tubo medidor de nivel.
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12.2 Operacion

1.
2.

Se coloca uno de los tubos de descarga enroscandolo en el fondo del recipiente.
Se carga el recipiente con agua, para lo cual se tapa la salida del tubo (con un tapén o con la
mano).

. Se verifica que el nivel del recipiente esté en la posicidn de la marca superior seleccionada,

H (l‘ = 0) = H,.

Se prepara el crondémetro y se dispara al tiempo ¢ = 0, destapando simultdneamente la salida
del tubo.

Se mide el nivel del agua a diversos tiempos {;, H;}, ver figura 12.2.

Se detiene el crondmetro cuando se vacia el recipiente, al tiempo de descarga ¢t = fp, tal que
H (ID) =0.

Se realiza el proceso de carga/descarga tres veces, capturando la informacién de las repeticio-
nes, para estimar errores de operacén y medicion.

. Se cambia el tubo de descarga y se repite el procedimiento anterior.

12.3 Principios fisicos del funcionamiento

En la seccién 4.2 se elaboran cuidadosamente los aspectos tedricos a considerar para obtener
ecuaciones de trabajo correspondientes al presente instrumento del laboratorio, bajo distintas
consideraciones que se manifiestan en sus aproximaciones correspondientes. Los principales
pardmetros se describen a continuacién y aparecen en el diagrama 12.2:

Figura 12.2: Diagrama del recipiente con un tubo de descarga.

donde

d;= diametro interno del tubo,

Dr= didmetro interno del recipiente,

H (t)= altura del nivel del tanque (es dependiente del tiempo),

L = longitud del tubo y

O(t)= flujo volumétrico de la descarga del recipiente(es dependiente del tiempo).

Durante la operacién del instrumento, al realizar una experiencia, ocurren las siguientes etapas,
de las cuales resaltamos sus principios fisicos:
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1. Al llenar (cargar) el recipiente, suministramos al agua energia potencial en una cantidad
equivalente al peso del agua elevada hasta su posicién en el conjunto recipiente-tubo. La
palma de la mano que tapa la salida del tubo ejerce una presién ascendente de magnitud py,
equivalente a la presién de la columna de agua, desde la salida del tubo (tapada por la mano)
hasta su nivel en el tanque (donde la presién es atmosférica, p,), es decir,

pL(v:=0) = p,+pg(Ho+L). (12.3.1)

Por lo cual, la diferencia de presioén que causa el flujo de agua saliendo del recipiente-tubo es:

pL—pa=pg(H()+L). (12.3.2)

a) Reduce las ecuaciones de Navier-Stokes a un caso general hidrostético.

b) Aplica las ecuaciones del caso hidrostatico a la situacién del punto 3 de la Seccién
Operacion, es decir, cuando la mano tapa la salida del tanque y el nivel del agua ha
llegado a la marca superior. La coordenada z es vertical ascendente y el origen estd a la
salida del tubo.

¢) (Qué cambia si el origen se sitda a la entrada del tubo y z es vertical, pero descendente?

d) Comprueba que el mismo resultado se obtiene aplicando el operador gradiente a la
ecuacion (1), donde en lugar de L se incorpora la coordenada z. ;Por qué se llega al
mismo resultado? ;Qué significa fisicamente sustituir L por z?

e) Define la presién modificada en cada uno de los dos casos anteriores, es decir, cuando z
es ascendente y cuando es descendente.

f) Verifica que la solucién de la hidrostatica equivale a decir que la presién modificada
permanece constante.

2. Al retirar la mano de la salida del tubo se produce un desequilibrio en la fuerza de presion,

a) Al retirar la mano, ;jcudl es la presion a la salida del tubo?

y en consecuencia, el agua escurre por la salida del tubo, generando un flujo.

3. La fuerza de gravedad por unidad de volumen, que equivale al gradiente de la presion, es la
fuerza impulsora en tanto que las paredes del tubo, la entrada y salida del mismo y las paredes
del recipiente (en minima proporcién) ofrecen la resistencia viscosa al flujo (friccién).

4. Dicho flujo, cuya magnitud se establece, por lo tanto, como resultado del balance entre la
fuerza de gravedad (descendente) y la resistencia viscosa (ascendente), produce un perfil
de velocidad en el tubo, que puede ser laminar o turbulento, indicado por su nimero de
Reynolds.

5. El balance de momentum es en rigor transitorio, puesto que, al bajar el nivel del recipiente
con el tiempo, el gradiente de la presién modificada disminuye, proporcionalmente a la altura
de la columna de agua, provocando la disminucién del flujo volumétrico o gasto y en general,
un perfil de velocidad en el tubo, dependiente del tiempo.

a) En el curso del proceso de descarga la presién modificada cambia con el tiempo. ;Como
afecta esto la definicién del nimero de Reynolds?

6. Ademds, al momento de iniciar el experimento, al retirar la mano de la salida del tubo, el
agua se precipita en un escurrimiento, aumentando su perfil de velocidad en el tubo a partir
del reposo, hasta llegar a un maximo que luego ird decreciendo, debido como se dijo arriba,
a la disminucidn del gradiente de presién modificada o carga gravitacional.

a) Imagina tres aplicaciones donde te serviria saber estimar el tiempo en el que se vacia
un recipiente

b) Dos recipientes idénticos estdn llenos, uno de agua y otro de miel, ;Cémo escogerias
dos tubos de descarga (sus didmetros y sus longitudes), para intentar que se vacien en
un tiempo lo mds parecido posible? Indica tus razones.
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12.4 Algunos objetivos de las experiencias

1. Estimar el tiempo de descarga de un tanque en funcién de la longitud y el didmetro del tubo
de salida.

2. Estimar el ritmo (la evolucién) de la descarga de un tanque.

3. Comparar las estimaciones del tiempo y el ritmo de descarga de diversos modelos tedricos
con los resultados experimentales.

4. Estimar el ritmo y el tiempo de descarga de glicerol desde un embudo de separacién destapado
y comparar las alturas medidas con las que corresponden a los modelos, considerando la
forma del embudo.

5. Repetir el objetivo anterior con mezclas de agua, etilenglicol y glicerol.

6. Repetir el objetivo 4 para suspensiones de harina de maiz de concentraciones inferiores al
51 % en masa (que se pueden preparar siguiendo el procedimiento de la subseccion 15.3.2),
elaborando la teoria del tiempo de descarga de un FNG, para efectuar las estimaciones.
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13. Sedimentacion por lotes

Descripcion

Una probeta de un litro de capacidad es el principal instrumento para llevar a cabo ensayos
de sedimentacién en el laboratorio. El otro instrumento indispensable es un cronémetro. Las
suspensiones a sedimentar pueden ser pulpa de tamarindo, preparada en una licuadora y filtrada,
para homogeneizar el tamafio, puede ser chia y también los materiales que se usan para tener
un mejor control durante el proceso de sedimentacién, como son sustancias coagulantes, como
el cloruro férrico FeCls, el sulfato de aluminio, Al;(SO4)3, sulfato férrico Fex(SO4)3 o sulfato
ferroso FeSO,4 y floculantes como la silice activada y algunos almidones, fécula de maiz, etc. Estas
sustancias pueden usarse en experiencias de sedimentacién con agua corriente de fuentes naturales,
que generalmente tienen sélidos suspendidos.

En la seccién 11.3 se refiere la experiencia de sedimentacion por lotes, en una probeta. La
figura 11.5 es una gréfica de asentamiento, que repetimos aqui, por facilidad de consulta, donde
se identifican las zonas A, de liquido clarificado, la zona B, de asentamiento obstaculizado, a la
concentracion inicial €g, la zona C, de espesamiento con concentracién variable y la zona D de
sedimentos a concentracion maxima & max. Las interzonas AB, BC, AC y CD son lineas que deben
definirse con precision, para relacionar mejor la teorfa con la prictica.

(@) (b) © ) ()

z=H o
IRt
B o 4 A4 A
3 Ly B B
{ C
tiempo

Figura 13.1: Sedimentacién por lotes en una probeta.
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13.2 Operacion

1. Preparar un litro de una suspensién de concentracion conocida €g, agregando sustancias
floculantes o coagulantes, si es el caso.

2. Verter la suspension en la probeta de un litro.

3. Agitar la suspension antes de iniciar el proceso de sedimentacion, a modo de poder aproximar
a una concentracién uniforme en la probeta.

4. Hacer algunas pruebas de iluminacién para distinguir, con mayor claridad, las interzonas

bidimensionales que sean distinguibles.

Agitar nuevamente la suspension en la probeta, para garantizar su concentracién uniforme.

Hacer una grabacion del proceso de asentamiento, con dos repeticiones.

Identificar las interzonas y la coordenada vertical del desplazamiento de cada una de ellas.

Elaborar una grafica del proceso de asentamiento, en coordenadas de tiempo vs. altura.

Encontrar las concentraciones medias de cada zona, mediante balances de masa.

10. Proponer lineas rectas caracteristicas de concentracién constante, en la zona C.

11. Determinar la rapidez de propagacién de un conjunto de lineas caracteristicas

12. Determinar la rapidez de desplazamiento de las interzonas AB, BC, AC y CD, si dichas zonas

son distinguibles.

Yoo

13.3 Principios fisicos del funcionamiento

El comportamiento de una suspension en proceso de asentamiento, hasta la completa sedimen-
tacion, estd fundamentalmente ligado a su funcion de densidad de flujo derivado, f}(&;), que se
define por la ecuacién (11.3.28):

o(&) = &(1 —&)(vy—vy), (13.3.1)

y se emplea en la evaluacién de la funcién de densidad de flujo de sélidos, f (&), de acuerdo a la
ecuacion (11.3.27):

f(&) = &q+ fi(&). (13.3.2)

En el proceso de asentamiento de las particulas sélidas en el fondo de la probeta, hay reacomodos
que las sitdan a menores distancias de otras particulas, que aquellas distancias que las separaban
anteriormente. Esto implica que un mayor volumen, en el fondo de la probeta, es ocupado por los
s6lidos, haciendo necesario expulsar al liquido que ocupaba anteriormente ese volumen. No hay,
para el liquido, otra via de evacuacidn, que ascender a contracorriente de las particulas sélidas,
a través de la probeta, produciendo en su ascenso una fuerza de friccién en la superficie de las
particulas, que las frena parcialmente en su descenso. Esta fuerza de fricciéon también actia sobre la
masa de fluido que es arrastrada hacia abajo, por el movimiento de las particulas sélidas. Esta masa
de liquido se conoce como la masa agregada y ocupa un volumen igual a la mitad del que ocupa la
particula sélida. La masa agregada desciende junto con la particula, principalmente adherida a la
cauda o estela de la particula. Asi, la friccion tiene el efecto de frenar el movimiento descendente
de las particulas, reduciendo la diferencia entre la velocidad de los sélidos y la del fluido, es decir,
disminuyendo la velocidad de los sélidos relativa al movimiento del liquido, conocida como la
velocidad de deriva o velocidad derivada u = v, — v, como se aprecia en la figura 11.8, y que es
uno de los factores de la funcién de densidad de flujo derivado, f3(&;).

A los efectos de interaccion entre las particulas sélidas y el liquido se agregan los efectos
de las interacciones particula-particula, que adquieren mayor importancia conforme el contacto
directo entre las particulas se vuelve mds frecuente, conforme su concentracién aumenta, hasta
valores semejantes a la concentracion de médximo empaquetamiento & max, que vale alrededor de
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0.67. Cuadl sea este valor, depende de la forma y deformabilidad de las particulas. Es por esto
que las suspensiones floculantes, que tienen mayor capacidad para deformarse, una vez que han
sedimentado, continuan su proceso de compactacién, haciendo que la zona D disminuya su volumen
a tiempos mayores. Una vez alcanzada la concentracion & max, 10s sélidos quedan inmdviles en
el fondo de la probeta (u = 0), formando el sedimento. Ademas, los factores & y (1 — &), en la
ecuacion (13.3.1), ponderan la velocidad de deriva en la proporcion de ambas fases, lo que da cierta
simetria a la relaciéon de comportamiento para fj,(&;).

13.4 Algunos objetivos de las experiencias

1. A partir del conocimiento de los datos obtenidos en la operacién de la probeta de sedimenta-
cidn, seccion 13.2, elaborar una gréfica de la funcién de densidad de flujo derivado, f;(&s).
Ver figura 11.8 y la discusién correspondiente en el capitulo 11.

2. Disefiar un espesador de seccidn circular para el tratamiento de aguas residuales, a partir
del caudal que debe ser tratado y la sedimentacién en probeta de una muestra del agua a ser
alimentada. Conseguir la muestra de agua en una planta de tratamiento de aguas residuales
(PTAR) a la entrada del espesador. Comparar el didmetro y la profundidad del espesador
disefado con los que existen en el mismo equipo de la PTAR.

3. Disenar un espesador de placas inclinadas para el tratamiento de agua en una planta potabiliza-
dora (PTAP). Conseguir agua de pozo y agregar un floculante antes de realizar experimentos
de sedimentacién en probeta. Proponer un caudal de agua potable suficiente para una pobla-
cién de tres mil personas, a razén de 120 litros/persona-dia. Este objetivo puede requerir la
fabricacién de un prototipo de placas inclinadas. Los floculantes mas usados son algunas
sales metdlicas como el alumbre, los sulfatos férrico y ferroso, el aluminato sédico, el cloruro
férrico y el carbonato de magnesio.






14.1

14.2

14. Viscosimetros capilares

Descripcion

El viscosimetro de Cannon-Fenske estd hecho en un tubo en U de vidrio pyrex, con su sector
inferior inclinado y el superior vertical. En una de las ramas se encuentra un tubo capilar R en el
sector inferior, conectado a un bulbo superior C, ver la figura 14.1, con dos marcas de nivel: una
superior (E) y otra inferior (F). Este es el bulbo de medida, el cual estd conectado en serie a otro
bulbo superior D, llamado bulbo de carga, ambos en el sector vertical del tubo en U. En la parte
inferior de la otra rama se encuentra un bulbo mas grande que los anteriores, llamado bulbo de
descarga A, unido a dos tubos de mayores didmetros, que sigue la inclinacion de la otra rama en
ambos sectores, el inferior inclinado y el superior vertical, como se muestra en la figura 14.1.

Operacion

El viscosimetro de Cannon-Fenske puede operar a temperatura ambiente o controlada. Para
lo dltimo se requiere sumergirlo en un bafio térmico a temperatura controlada, que se aprecia en
la figura 14.2. Se introducen 10 ml del liquido por el extremo amplio, que conecta al bulbo de
descarga A en la seccidn inferior. Con una perilla se succiona el liquido por el extremo de la rama
de los dos bulbos en serie N-8, hasta que el nivel del liquido se encuentra llenando, o cerca de llenar
el bulbo de carga (bulbo D, figura 14.1). Entre tanto, el nivel del liquido en el bulbo de descarga
(bulbo A) habra descendido hasta cerca del fondo del mismo. Se retira la perilla para provocar un
flujo por gravedad. Se mide el tiempo en el que se vacia el bulbo de medida (bulbo C), desde su
marca superior hasta su marca inferior a la entrada al capilar. Este tiempo es bdsico para determinar
el coeficiente de viscosidad del liquido newtoniano y debe ser al menos de 200 segundos; ver en la
tabla 14.1 las dimensiones, rangos de medicion y la identificacién por medio de un cédigo, de los
viscosimetros de Cannon-Fenske.
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Figura 14.1: Viscosimetro de Cannon-Fenske con dimensiones en milimetros. (Tomado de una
propuesta para la norma venezolana).

14.3 Principios fisicos del funcionamiento

1.

El viscosimetro se sujeta con unas pinzas a un soporte, quedando sumergido en el bafio hasta
la mitad del bulbo D, como minimo.

. Se verifica que la parte superior del viscosimetro quede completamente vertical.
. El viscosimetro se carga al succionar con la perilla por el extremo de la rama donde estdn

los bulbos C y D. Esta operacion eleva la energia potencial del fluido en una proporcion
equivalente a la diferencia de altura entre sus dos niveles: el nivel inferior queda en el bulbo
Ay el superior en el bulbo D.

. En condiciones hidrostéticas, cuando todavia la perilla no ha sido retirada, sabemos que la

presién es atmosférica a la altura del nivel del liquido en el bulbo A y también a la misma
altura, en la otra rama del tubo en U. Esto permitiria estimar la presion del aire en el interior
de la perilla, la cual seria una presién de vacio equivalente a la carga hidrostética de la
columna de fluido entre los dos niveles.

. Al retirar la perilla, el nivel del liquido en el bulbo D se somete a un incremento de presion,

al exponerlo stibitamente a la presion atmosférica. Esto genera la fuerza impulsora del flujo a
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través del capilar.

6. La fuerza impulsora cambia en la medida que desciende el nivel en la rama de los bulbos C y
D y asciende el nivel en la rama del bulbo A.

7. Por lo anterior vemos que el proceso es transitorio. ; Cémo podria justificarse tratarlo con un
modelo cuasi-estacionario?

Figura 14.2: Viscosimetro de Cannon-Fenske y bafio de temperatura controlada.

Tabla 14).1. Dimensiones y rangos de viscosimetros de Cannon-Fenske
No. K, Vinin | Vinax die £2% Ve£5%
(cSt/s) (cSt) (mm) (mL)
25 0.002 0572 0.30 1.6%
50 0.004 0.8/4 0.44 3.1
75 0.008 1.6/8 0.54 3.1
100 0.015 3/15 0.63 3.1
150 0.035 7135 0.78 3.1
200 0.1 20/ 100 1.01 3.1
300 0.25 50/250 1.27 3.1
350 0.5 100 /500 1.52 3.1
400 1.2 240/ 1200 1.92 3.1
450 2.5 500 /2500 2.35 3.1
500 8 1600 / 8000 32 3.1
600 20 4000 / 20000 4.2 3.1

*250 s tiempo minimo de flujo. 200 s tiempo minimo de flujo para todos los demés.

14.4 Algunos objetivos de las experiencias

1. Encontrar la viscosidad de mezclas homogéneas de dos o tres liquidos newtonianos puros
completamente solubles, como agua-etilenglicol, agua-glicerol y agua-etilenglicol-glicerol.
Determinar experimentalmente la viscosidad de dichas mezclas de diversas composiciones, y
desarrollar ajustes en funcion de la composicidn, a diversas temperaturas constantes.
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2.

3.

A partir de los métodos existentes para estimar la viscosidad de mezclas liquidas', elaborar
procedimientos para estimar la viscosidad de las mezclas medidas y compararlas con los
resultados experimentales.

Proponer otras mezclas homogéneas binarias y ternarias de liquidos, que no sean dafiinos
para la salud, y repetir con ellos los dos objetivos anteriores.

Consideraciones y recomendaciones

1.

Es necesario medir la densidad y es conveniente elaborar graficas de concentracion vs.
densidad.
Determinar experimentalmente el volumen del bulbo C.

. Disponer un conjunto de bafios térmicos a diferentes temperaturas, para la determinacién de

la viscosidad como funcién de la temperatura.
Lavar y limpiar el viscosimetro con un solvente adecuado, como acetona, y secarlo con aire
limpio.

. Cuando se introduce el viscosimetro en un bafio térmico, se debe esperar unos 10 minutos a

que la temperatura se equilibre, antes de hacer el experimento.

Repetir las mediciones para confirmar la reproducibilidad de los resultados, en caso de duda
hacer mads repeticiones y reportarlas todas.

Calibrar el viscosimetro con un liquido de viscosidad conocida, para encontrar la constante
de calibracion a diferentes temperaturas, si es el caso. En esta constante se aglutina la
influencia de todos los parametros geométricos y suposiciones del modelo. Se aconseja tratar
la densidad separadamente, pues influye en la carga gravitacional, que determina la diferencia
de presion como fuerza impulsora.

Ver, por ejemplo, la teoria de Eyring usada por Méndez Mandujano (2014) y las referencias mencionadas alli.
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15. Viscosimetro de Brookfield

Descripcion

El viscosimetro de Brookfield es un viscosimetro rotatorio. Consta de un cabezal con motor y
un elemento giratorio en el que se sujeta un disco o un cilindro que llamamos aguja o malacate.
Esta aguja tiene la forma de una varilla que atraviesa un disco o campana. También consta de una
horquilla que enmarca la zona de la aguja. Ambos elementos, la aguja y la horquilla, se sumergen
en el liquido hasta el nivel marcado en la aguja. Al funcionar, el cabezal rotatorio y la aguja giran
con una velocidad angular constante que se fija con el dado selector, situado en el cabezal. La
torca o par generado por la resistencia viscosa del liquido se puede leer en una escala situada
también en el cabezal, para lo cual se presiona una palanca llamada clutch, la cual acopla una aguja
deflectora a la escala que determina la resistencia viscosa como un esfuerzo de torsion. Por lo tanto,
la deflexidn leida es proporcional a la torca. En la figura 15.1 se muestran los principales elementos
del viscosimetro de Brookfield.

15.2 Operacién

1. Alinicio se elige una aguja del conjunto mostrado en la figura 15.2 y se asegura al eje inferior,
levantando ligeramente el eje y sosteniéndolo firmemente con una mano, mientras la aguja se
enrosca con la otra.

2. Se introduce la aguja en el liquido de prueba hasta que su nivel esté en la marca que la
aguja tiene para este propdsito. Puede ser mds conveniente introducir primero la aguja en el
liquido, antes de asegurarla al eje inferior del cabezal. Se debe cuidar que no queden burbujas
atrapadas entre la aguja y el liquido.

3. Se selecciona la velocidad angular mas baja en el dado selector que se muestra en la figura
15.3(b) o en la perilla indicadora, de acuerdo al modelo de viscosimetro que se esté operando.

4. Se verifica que el viscosimetro esté nivelado, mediante la burbuja de nivel que se muestra en
la Figura 15.3(a).

5. Se enciende el aparato y se espera que alcance el régimen estacionario. El tiempo requerido
para esta operacion depende de la velocidad angular, por arriba de 4 rpm bastaran unos 20
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Escala de
deflexion

velocidades

Burbuja de nivel

/—\'1/ Aguja
Marca de nivel del liquido o disco

Horquilla

Figura 15.1: Esquema del viscosimetro de Brookfield.

6 30 segundos, a velocidades menores es recomendable esperar una vuelta completa de la
escala de deflexion, para verificar que el indicador que se ve en la escala, permanece en la
misma lectura de la vuelta anterior.

6. Se presiona el clutch, que se ve arriba de la varilla que sostiene el cabezal, en la figura 15.3(b),
eligiendo el momento de hacerlo, de manera que la aguja indicadora quede en la zona visible
de la mirilla de la escala. Si la aguja rebasa el 100 % de la escala, se debe reducir la velocidad
angular o cambiar la aguja por una de menor superficie de contacto con el fluido.

7. Cuando la aguja marca un valor en la escala, se toman los datos de (1) la deflexion, (2) la
velocidad angular, en rpm y (3) el disco usado.

8. Se repiten los pasos 5, 6 y 7 dos veces, para tener una estimacion estadistica del error en la
lectura.

9. Se cambia el disco por el siguiente y se repiten los pasos 1 a 8.

En la siguiente liga hemos videograbado un instructivo sobre el manejo adecuado del viscosi-
metro de Brookfield:
https://www.dropbox.com/s/7yp7oqrs9ln1rg5/brok.mp4?dl=0

Principios fisicos del funcionamiento

El viscosimetro de Brookfield es un viscosimetro rotatorio cuyas agujas tienen geometrias
complejas. No obstante, el viscosimetro de Brookfield comparte los principios de operacién de otros
viscosimetros rotatorios, entre los cuales los de cilindros concéntricos se han usado frecuentemente
para el andlisis y desarrollo de procedimientos. Algunas referencias hacen distincién entre dos
tipos de viscosimetro de cilindros concéntricos, asi Dealy(1982) indica que en un viscosimetro de
Couette gira el cilindro interno, en tanto que en uno de Searle, gira el cilindro externo. Bird en
cambio, llama viscosimetro de Couette a éste dltimo y no indica otro nombre para el primero.
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Figura 15.2: Viscosimetro de modelo VC y conjunto de agujas intercambiables.

En el viscosimetro de Brookfield gira el elemento interno, que sujeta la aguja, en tanto que los
elementos externos: el vaso y la horquilla, permanecen fijos. Al conectar el motor del viscosimetro,
la aguja gira a la velocidad angular seleccionada y su superficie ejerce una fuerza cortante sobre el
fluido adyacente, que gira en consecuencia. La cantidad necesaria de fluido es de 450 o 500 m!. El
vaso y la horquilla impiden que el fluido adyacente a ellos se ponga en movimiento. El resultado
neto de estas dos fronteras, la interna rotatoria y la externa fija, sobre el fluido, es una distribucién
de esfuerzos viscosos en todo el espacio ocupado por él. Cuando se alcanza el régimen estacionario,
las fuerzas viscosas multiplicadas por el brazo de palanca desde el eje axial, integradas sobre la
superficie de la aguja, da el torque del fluido sobre la aguja, el cual se mide en la posicién de la
flecha sobre la escala situada en el cabezal, como una deflexién en porcentaje de la escala. Los tres
datos importantes para determinar la viscosidad, mencionados en el punto 7 de la Seccién anterior,
son (1) el porcentaje de la deflexién, (2) la velocidad angular en rpm y (3) la aguja usada.

Para determinar la viscosidad efectiva se puede utilizar una plantilla que los fabricantes envian
con el instrumento. Esta plantilla no es mas que una regla de célculo que facilita las operaciones
aritméticas que se deben realizar, y consta de una parte fija con una abertura o ventana y una reglilla
movil, que se desliza hasta ver en la ventana el modelo de viscosimetro usado y el niimero de la

Figura 15.3: Detalles del cabezal del viscosimetro de Brookfield. (a) Nivel de burbuja y escala del
torquimetro. (b) Dado selector de velocidad angular y clutch.



15.3.1

15.3.2

214 Capitulo 15. Viscosimetro de Brookfield

aguja empleada en esa medicién. Debajo de estos datos, en la ventana aparecen dos columnas, la
izquierda corresponde a la velocidad angular utilizada y la derecha al factor por el que se ha de
multiplicar el porcentaje de deflexién para obtener la viscosidad en centipoises (cp).

En el capitulo 5 se describe un procedimiento para encontrar los parametros reolégicos de un
fluido newtoniano generalizado, utilizando un viscosimetro de Brookfield, que permite conocer
pares de valores de la viscosidad efectiva y el pardmetro de esfuerzos viscosos. La idea fundamental
del método tiene dos argumentos: por una parte, la proporcionalidad directa entre la deflexion y la
fuerza aplicada sobre la superficie de la aguja y por la otra el valor de la viscosidad efectiva que
puede leerse con ayuda de la plantilla descrita arriba. Esta viscosidad se considera entonces como
una funcién del pardmetro de la rapidez de deformacidn, 7. A partir de estas consideraciones es
posible encontrar las constantes reoldgicas del fluido de potencias, asi como el esfuerzo de fluencia,
ver los diagramas de flujo que aparecen en las figuras 5.1y 5.2.

Determinacion de la magnitud de los esfuerzos y de la viscosidad efectiva

Consideremos la determinacién de los parametros reoldgicos de un FNG con un viscosimetro
de Brookfield. Con este viscosimetro se determinan cuatro datos para cada punto experimental:
(1) la aguja que se utiliza, la cual tiene asignado un nimero (del 1 al 7) para identificarla, (2) la
velocidad angular N que se fija a un valor constante, (3) el porcentaje de deflexion o que se
le€ en la escala del viscosimetro y (4) la viscosidad efectiva 1), s que se evalia con los tres datos
anteriores.

El porcentaje de deflexion o estd relacionado con el torque total efectuado sobre la aguja
correspondiente. Dicho torque es proporcional a la magnitud de los esfuerzos, de modo que para
cada aguja se ha encontrado la relacién proporcional:

T=kot, (15.3.1)

donde k; es una constante para cada aguja, que convierte el porcentaje de deflexién en la magnitud
de los esfuerzos, dada en Pascales, Pa. En la tabla 15.1 se encuentran los valores de la constante k.
para cada aguja.

Tabla 15.1 Valores de las constantes k; y ¢, para cada aguja

Aguja# | 1 2 3 4 51 6 | 7
k: | 0.035 | 0.119 | 0.279 | 0.539 | 1.05 | 2.35 | 8.4
cn 01 | 04 1 2 4 |10 | 40

Por otra parte, la viscosidad efectiva 1., en unidades de Pa-s, se encuentra al multiplicar el
porcentaje de deflexion o, por un factor dado para cada aguja usada, que puede ser leido en una
plantilla que viene como accesorio del viscosimetro. Los factores de dicha plantilla resultan de
dividir las constantes ¢y de la tabla 15.1 entre la velocidad angular N, en rpm, de modo que

C
Ney = N”oc (15.3.2)

La aplicacién de las ecuaciones (15.3.1) y (15.3.2) y de los valores de la tabla 15.1, es equivalente
al uso de la plantilla mencionada. Al hacerlo con todas las lecturas de todas las agujas, se obtienen
pares de valores, correspondientes a la relacion (n.s, 7).

Preparacion de muestras de un FNG

Uno de los materiales mds ilustrativos de un comportamiento reolégico complejo, aunque muy
facil de preparar, son las mezclas de harina de maiz o maicenas con agua. Su comportamiento se
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puede caracterizar como el de un fluido newtoniano generalizado (fluido de Bingham-Ostwald) a
concentraciones bajas y torques bajos. A concentraciones intermedias y torques bajos el modelo de
FNG sigue siendo adecuado, pero a torques mayores se evidencia un comportamiento viscoeldstico
que no es posible analizar con el viscosimetro de Brookfield.

La preparacién de mezclas de diversas concentraciones permite habilitarse en el manejo de
mezclas y posteriormente ver como cambian los parametros reolégicos con la composicién. A
continuacion proponemos la preparacién de una tabla para hacer mezclas de harina de maiz de
composicon intermedia, para su posterior empleo en el viscosimetro de Brookfield, para encontrar
los pardmetros reolégicos de cada muestra, en el intervalo reolégicamente mds interesante.

Tabla 15.2 Cantidades en muestras de 500 ml de suspensiones de harina de maiz *

% masa \ Harina [g] \ Agua [g] \ Detergente [g] \ p [g/cm’]* \ Ty [Pa] \ m [*] \ n
0.49 0.5
0.50 0.5
0.51 0.5
0.515 0.5
0.52 0.5

* La densidad aproximada de estas suspensiones es de 1200 kg/m°.

* Determinar por pesada la densidad de la muestra y elaborar una grifica de la densidad como
funcién del porcentaje de harina.

# Sus unidades dependen del valor de .

15.4 Algunos objetivos de las experiencias

1. Determinar los pardmetros reoldgicos de un FNG, como las suspensiones de harina de maiz,
en el rango de concentraciones masicas del 48 —51.5 % en masa.

2. Elaborar graficos de los parametros reoldgicos de suspensiones de harina de maiz, en funcién
de su concentracién madsica.

3. Repetir los dos objetivos anteriores para otros FNG como el cemento Portland, almidones
crudos o cocidos y mezclas de fluidos newtonianos como agua-etilenglicol-glicerol, represen-
tando las concentraciones ternarias en graficas triangulares y completando la informacién
obtenida en viscosimetros capilares.
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16. Tanques agitados

Descripcion

Un tanque agitado es un recipiente, generalmente cilindrico, con o sin un conjunto de placas
transversales a la pared, llamadas deflectores o desviadores de flujo, que sirven para aumentar
el mezclado promovido por el movimiento giratorio de un impulsor, ver figura 16.1 y revisar
el capitulo 8. El impulsor se hace girar con un motor que consume una potencia efectiva dada,
dependiente de la viscosidad del fluido y de las velocidades angulares que se elijan, ver figura
16.2. Los elementos de agitacion son propelas, paletas, impulsores, turbinas, etc, ver figura 16.3.
Estos elementos, situados en el extremo de un eje, vastago o flecha, giran provocando agitacion
en el fluido y dependiendo de la orientacién de las aspas producen un flujo principalmente radial
o axial. Los pardmetros geométricos de los tanques y sus agitadores, pueden ser muy variables;
con todo existen algunos disefios que se han aceptado ampliamente, con sus caracteristicas y
proporciones especificas. Entre ellos se encuentran las proporciones del tanque agitado de Rushton.
El instrumento tiene ademds del controlador de velocidad angular, un medidor del torque.

Dos tipos de experimentos resultan especialmente ilustrativos: por una parte, la agitacién de
glicerina permite una caracterizacion sencilla de la potencia de agitacion. Ademds, permite observar
un vortice que se forma el el eje del agitador; este vortice succiona aire de la superficie libre del
liquido, introduciéndolo helicoidalmente, sobre la superficie de la varilla del agitador, hasta llegar a
las hojas o paletas, por las que se desliza hasta la punta y se desprende, finalmente, hacia la masa
de liquido en movimiento giratorio en el recipiente.

Otra experiencia interesante es preparar una suspension de harina de maiz al 50 %m (50 % en
masa). Tener presente el comportamiento reolégico de estas suspensiones, para no daiiar el equipo
y para disefiar estrategias adecuadas de incorporacién de la harina en la suspension.

16.2 Operacion

1. Se vierte el liquido seleccionado hasta determinada altura del tanque.
2. Se introduce el agitador seleccionado, fijando la profundidad de su insercién.
3. Se acciona el agitador y se espera a alcanzar el régimen estacionario. ;Como se sabe que se
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4,
5.
6.

ha alcanzado?

Se toman lecturas de la velocidad angular (rpm) y el torque (mV = milivolts).
Se cambia la velocidad angular y se repite el paso 4.

Se cambia de agitador y se repiten los pasos 2 a 5.

16.3 Principios fisicos del funcionamiento

El motor eléctrico proporciona la energia necesaria para el movimiento.

1.

2.

El movimiento rotacional del impulsor, transmitido desde el motor por la flecha, impulsa al
fluido de sus alrededores, provocando el flujo.

El fluido es impulsado en la direccidon normal a la superficie de las hojas o paletas del impulsor.
Dependiendo de la orientacién de éstas, el flujo puede presentar importantes componentes de
velocidad radial y axial.

. La pared lateral del recipiente o tanque imprime al flujo su cardcter circulatorio, imponiendo

al fluido la direccién de la componente angular de la velocidad.

. El aumento de la presién cerca de la pared lateral, por el efecto de la aceleracion centrifuga y

de la velocidad radial del fluido, genera un flujo secundario ascendente y descendente en las
proximidades de dicha pared, en una proporcion semejante a la cantidad de fluido arriba y
debajo de la zona horizontal del impulsor.

Los deflectores tienen el propdsito de incrementar la agitacion turbulenta, rompiendo la
regularidad del movimiento angular del fluido, mediante su accién obstructiva.

La region frontal de cada hoja o paleta del impulsor es una zona de alta presidn, en tanto que
la region posterior es de baja presion, con flujo de estela. La region frontal de los deflectores

Figura 16.1: Vista superior de tanque agitado mostrando sus desviadores y un impulsor de propela.
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Figura 16.2: (a) Equipo de agitacién instalado. (b) Vaso con desviadores de flujo.

es la que obstruye el movimiento angular del fluido y es también de alta presion, en tanto
que la region posterior es también de baja presion con flujo de estela.

7. Por lo anterior, el tamafio caracteristico de los vdrtices mds grandes del flujo, estd asociado
al tamaifio de las hojas o paletas del impulsor y hay otros vortices en el rango de tamaiio del
ancho de los deflectores.

8. Dependiendo de la energia cinética transmitida por el impulsor al fluido, el movimiento de
los vértices puede dar lugar a la generacién de una estructura turbulenta, de mayor o menor
importancia, dependiendo de su energia turbulenta.

9. La cascada de remolinos turbulentos tiene tres rangos de tamafios; los mas grandes son de
los remolinos del tamaiio de las hojas o paletas del impulsor, que transportan otros remolinos
menores. Los remolinos en el sub-rango inercial contienen la mayor porcién de la energia
cinética turbulenta y en los remolinos mas pequefios, generados al interior de los remolinos
medianos, ocurre la disipacion de energia por efectos viscosos.

10. La agitacién puede producir un aumento de la temperatura, cuando la intensidad y duracién
del mecanismo disipativo de los remolinos mas pequeiios llega a ser tan importante como
para poder observar su efecto.

11. La energia de agitacidn es proporcional a la disipacidn viscosa, mds que a la conservacién
del movimiento que promueve el mezclado, por el mecanismo de difusién de los remolinos o
a la masa de fluido agitado.

Figura 16.3: (a) Impulsor de propela marina. (b) Impulsor de turbina de Rushton. (c) Impulsor de
paleta oblicua.
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16.4 Algunos objetivos de las experiencias

1. Observar los patrones de flujo en el tanque sin deflectores, agitando un volumen dado de
glicerol con diversos impulsores. Incorporar los deflectores y observar los cambios de los
patrones de flujo. !

2. Encontrar la potencia de agitacién como se discute en la seccién 8.5, adimensionalizar la
expresion integral, para encontrar la funcionalidad del nimero de potencia con respecto al
nimero de Reynolds, al nimero de Froude y a un nimero de Péclet de movimiento. Hacer el
ajuste empirico de dicha funcionalidad, para el caso estacionario y nivel de liquido fijo, y
comparar el resultado con graficos similares de las referencias.? Ver también la figura 8.8.

3. Preparar suspensiones de harina de maiz, entre el 48 y el 52% en masa, a velocidades
angulares bajas. Notar que el aumento de la velocidad de agitacién no siempre es benéfico
para incorporar la harina en la suspensién. Analizar las causas y los resultados, cuidando de
mantener la agitacién con torques moderados.

4. Determinar el tiempo de circulacién 7. y el tiempo de mezclado ¢,,, al inyectar un pulso de una
solucién salina completamente miscible en el fluido agitado y elaborar una grafica semejante
ala figura 8.7, de Re; vs. Nt,, , para un conjunto de velocidades angulares N, suficientemente
bajas, utilizando un sensor de conductividad eléctrica en algin punto fijo del tanque agitado.

'Un buen trazador para la observacién de los patrones de flujo son las burbujas de aire arrastradas al seno del liquido
(glicerol), desde la interface. Las burbujas se introducen en la corriente de glicerol, descendiendo desde la superficie libre,
cerca del eje del impulsor cuando se opera a velocidades elevadas; para visualizarlas se recomienda alternar velocidades
altas y bajas.

ZpPor ejemplo McCabe y Smith, 1976, figuras 9-14 y 9-15 de dicho texto.



17.1

17. Bombas de ariete

Descripcion

La bomba de ariete es una miquina que utiliza la energia de un pequefio desnivel de agua,
véase la altura h4 en la figura 17.1, para elevar una porcion de esta agua a una altura hp, mayor a su
nivel inicial /4. Su accién es puramente mecédnica, pues no requiere de energia eléctrica o de un
combustible, sino Unicamente de la energia potencial de la alimentacién que esta ligeramente por
arriba del sitio donde se instala el cabezal de la bomba. La bomba de ariete consta de dos regiones
0 zonas, la zona del impulso (Z/) y la zona de la descarga (ZD). En la figura 17.1 se identifica la
zona del impulso ZI por su color azul, y la zona de la descarga ZD por su color rojo.

En ZI se encuentra la alimentacién, A, que en el prototipo del laboratorio es una tina de
alimentacién, aunque en las aplicaciones practicas, frecuentemente, es una fuente continua de agua
como un arroyo, del cual se toma la alimentacién adaptando una tuberia inclinada descendente B,
en cuyo extremo hacia la bomba se coloca una llave de paso 1 y una tuerca unién 2, para separar
y poder reemplazar, con facilidad, todo el cuerpo de la bomba por otro, de ser conveniente. El
nivel del agua en la alimentacion A tiene una altura s4 por arriba del cabezal C de la bomba, en el
punto de derrame 7, donde sy = O es el nivel base o altura de referencia, ver figura 17.1. El cabezal
C consta de una entrada en la tuerca unién 2, y dos salidas / y D. En ellas se encuentran zendas
vélvulas de retencién. Ambas estdn colocadas en direcciones opuestas, que se reconocen por la
flecha grabada en la vdlvula, que indica la direccién normal del flujo. La véalvula de retencién que
conecta el cabezal C con el ambiente, se conoce como la valvula de impulso / y su flecha debe
dirigirse hacia C. La otra debe dirigirse en sentido inverso, apuntando hacia afuera de C, y se conoce
como la véalvula de descarga D. La zona de descarga ZD empieza en la valvula de descarga D'y
consta de la cdmara de aire E que conecta en su base, mediante una Te, con la tuberia de descarga
F. Esta tiene un manémetro de caratula, con el nimero 3, y una llave de paso, con el ndmero 4,
hacia una manguera de jardin que se eleva hasta una altura /p, desde el punto de derrame /, para
descargar en el depdsito superior G.

En el cabezal, las dos vélvulas de retencion son piezas claves para el funcionamiento de la
bomba de ariete. Accionan como un mecanismo integrado, puesto que se colocan al mismo cabezal
en direcciones opuestas. La valvula de impulso / cierra bajo el efecto del flujo de agua en el cabezal,
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Figura 17.1: Diagrama de una bomba de ariete. La vdlvula de impulso (V), en este caso, estd aguas
arriba con respecto a la vdlvula de descarga (A).

al pasar a través de la valvula /, en tanto que la vdlvula de descarga D se mantiene abierta cuando
el agua del cabezal asciende a través de ella, hacia la cAmara de aire E, pero se cierra cuando la
presidn, que se ha elevado en la cdmara de aire, impulsa al agua desde la cdmara E hacia el cabezal
C. Este impulso cierra la vélvula de retenciéon D y obliga a la cdmara E a mantener su presion
elevada y buscar otro punto de desfogue, que existe cuando la llave de paso de la descarga (punto
4) se abre parcialmente para que el agua, en la parte baja de la cdmara de aire, a presion elevada,
ascienda por la manguera F' hacia el tanque de descarga G.

17.2 Operacion

1. Se verifica que la llave de paso de la alimentacién (ver Figura 17.1, punto 1) esté cerrada.
2. Se carga el tanque de alimentacion. En el curso de la experiencia se cuidard que este tanque
tenga siempre agua en su interior, hasta un nivel aproximadamente constante.

Se verifica que la llave de paso del tubo de descarga (ver Figura 17.1, punto 4) esté cerrada.

Se abre la llave de paso de la alimentacién, punto 1.

5. Si la bomba no opera autométicamente, se induce el flujo abriendo manualmente la vdlvula
de impulso, punto /, durante unos dos a cinco segundos, ver Figura 17.2(a).

6. Cuando se ha establecido el funcionamiento ciclico de la bomba, se abre lentamente la llave
de paso del tubo de descarga, cuidando que no se pierda el ritmo de los ciclos de apertura y
cierre de valvulas.

7. El agua asciende por el tubo de descarga hasta que, eventualmente, llega a la salida del tubo
y descarga en el recipiente G.

W
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g

Figura 17.2: Operacion de una bomba de ariete: (a) Induccién del flujo, abriendo manualmente
la valvula de impulso /, situada aguas abajo. (b) Derrame de un pulso por la valvula de impulso 7,
situada aguas arriba.

Principios fisicos del funcionamiento

En general, el funcionamiento de la bomba de ariete se basa en la transformacion de diversas
formas de la energia total de flujo, la cual se define en la seccion 9.1.4, al desarrollar los términos
del potencial de Bernoulli, ¢p.

En la zona del impulso (ZI) ocurre el siguiente proceso ciclico de cambios de las formas de la
energia:

1.

Al abrir la valvula /, 1a energia potencial de la alimentacién A, representada por A4, impulsa
al agua por el tubo inclinado B y asi, la energia potencial se transforma en energia cinética de
flujo.

El cierre abrupto de la vdlvula /, debido al flujo a través de ella, suprime dicho flujo y genera
una onda de alta presion en el cabezal. Esta onda de presion es conocida como golpe de
ariete.

El ariete, que avanza hacia la izquierda en el cabezal, eventualmente actda sobre la valvula
D, produciendo flujo hacia la cdmara de aire, ya en la zona de descarga (ZD).

El ariete también se propaga hacia el tanque de alimentacioén A (bajo el efecto mostrado en
la figura 10.1.d), donde se disipa, provocando un relajamiento de la presién en el fondo del
tanque, que se encuentra a su presion hidrostética.

En consecuencia, una onda de presion manométrica retorna desde el tanque A por la
tuberia B y el cabezal C (ver figura 10.1.e), hasta las vdlvulas D e I.

. Cuando este pulso de presion manométrica llega a la vélvula /7, figura 10.1.f, la inercia

del movimiento del fluido hacia la izquierda, obliga a continuar evacuando de liquido las
proximidades de la vélvula I, la presion continda bajando y se produce una onda de presion
manométrica negativa que actia succionando el pistén de la vélvula 7 y la tuberia (ver
figura 10.1.g.

. La onda de baja presion regresa por el cabezal, alcanza la vdlvula D y la tuberia B, y

nuevamente llega hasta el tanque de almacenamiento A.

. En la vélvula D este pulso de presion negativa coincide con la inversion del flujo debida a la
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9.

10.

11.

presurizacién de la cdmara de aire, contribuyendo al cierre abrupto de la vélvula D.
Ademas, este pulso de presion negativa succiona la chapaleta de la valvula /1, contribuyendo
a su apertura.

A continuacién se produce un relajamiento, ahora de la onda de presién negativa, que consiste
en un aumento progresivo de la presién, que nuevamente se propaga desde el fondo del
tanque a través de B y C hasta llegar a la vélvula I, que ya se encuentra abierta, dejando
escapar el agua que se derrama en el ambiente.

Este flujo a través de la valvula I provoca nuevamente su cierre abrupto y de esta manera se
cierra un ciclo del proceso de la zona del impulso ZI.

En la zona de la descarga ZD también el proceso se basa en la transformacion mecanica
de la energia, sin embargo, estd solo parcialmente acoplado a la ZI, a través de la elevacién de la
presion en la cdmara de aire, que suministra la fuerza necesaria para que el liquido ascienda hasta
el tanque de descarga. El proceso de descarga se desarrolla como sigue:

1.

Al cierre de la vélvula I, el pulso de alta presién, que recorre el cabezal, abre la vdlvula D,
dejando pasar el flujo de liquido hacia la cdmara de aire E.
El agua que entra a la cdmara comprime el aire, aumentando su presion.

. El aumento de la presion en E es tal que invierte el sentido del flujo de agua, que intenta salir

por la vdlvula D, la cual se encuentra abierta, pero...
Este flujo ocurre en la direccion inversa, que contribuye al cierre abrupto de la vdlvula de
retencién D, quedando la cdmara de aire presurizada.

. Otro factor que contribuye al cierre de la védlvula D es la presion en el cabezal, que en ese

momento se aproxima a la onda manomeétrica negativa, succionando la chapaleta de la valvula
Dy contribuyendo a su oclusién.

Al cerrarse la valvula D el agua en la cdmara de aire queda encerrada a presiones que, de
pulso en pulso, se va elevando. La presion de estos pulsos puede ser medida con el mandmetro
colocado en 3.

. Si la llave de paso 4 estd cerrada, la operacion de la bomba solamente incrementa la presion

pulsante de la cdmara de aire, en cierta medida, pero esta llave puede comenzar a abrirse
paulatinamente, para no causar cambios demasiado abruptos en la presién de la cdmara de
aire, ocasionando un flujo que se eleva por la manguera F' y eventualmente, llega a desfogar
en el tanque elevado G.

En la Figura 10.6 se muestran gréficas cualitativas de las posiciones, de las presiones sobre las
valvulas de retencién I y D y de las velocidades en ZI y en el punto 3, durante un ciclo estacionario
del funcionamiento de la bomba de ariete. Dicho ciclo se divide en siete etapas, de acuerdo a un
andlisis realizado por Krol (1951), cada una de ellas con un tiempo caracteristico .En el capitulo
10 se identifican las etapas del ciclo de la bomba de ariete y se hace el cdlculo de sus eficiencias,
que se pueden evaluar a partir de las cantidades recuperadas en el tanque de descarga, respecto de
las cantidades en la alimentacion. Las dos eficiencias principales son la eficiencia masica, que es
la relacién de flujos mdsicos y la eficiencia energética, que es la relacién de sus correspondientes
energias potenciales.

Reflexiona y discute:

1.
2.

(Coémo afectaria el tipo de valvulas de retencién al desempefio de la bomba?
(Cémo seria posible reponer un volumen de aire en la cdmara E cuando la bomba opera
tiempos prolongados y el aire en esta cdmara se agota, arrastrado por el agua?

. (Coémo influye la magnitud del volumen de la cdmara de aire en la eficiencia y la frecuencia

de bombeo?

. (Cudl puede ser la importancia de que la relacion de dreas transversales de las tuberias de

impulso y descarga sea igual a 27

. Los eventos 5 y 6 del proceso de descarga, mencionados arriba, pueden contribuir para
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modificar la eficiencia de la bomba, pues si ocurren en fase, simultdneamente, contribuyen a
la apertura y cierre de la valvula D, pero si ocurren fuera de fase, el pulso de alta presién en
la cdmara E podria ocurrir simultdneamente con la ocurrencia de alta presion en el cabezal,
en los alrededores de la valvula D, provocando dos fuerzas contrarias sobre la chapaleta y
disminuyendo la eficiencia. ;Qué pardmetros geométricos habria que modificar para estudiar
esta posibilidad?

Algunos objetivos de las experiencias

1. Elaborar graficos de eficiencias mésicas y energéticas de D’ Abuisson y de Rankine, en
funcién de la altura de descarga, hp.

2. Invertir el orden de las valvulas de impulso y descarga en el cabezal de la bomba y estudiar

los cambios dindmicos en el funcionamiento de la bomba.

Elaborar un modelo del ciclo de Krol y determinar los pardmetros y variables a ser medidos.

Disefiar y construir valvulas de impulso y descarga, de mayor eficiencia.

5. Simular la apertura y cierre de las chapaletas de impulso y descarga en COMSOL, con un
moédulo de sélidos. Resolver simultdneamente el médulo de sélidos interactuando con el
flujo a través de la vélvula e incorporar el resto de las partes de la bomba para completar la
simulacién del funcionamiento de la bomba de ariete.

B w

Construccioén

Las bombas de ariete se construyen con tuberias y accesorios de un didmetro nominal determi-
nado, y se identifican por el didmetro de las valvulas de retencién. En la figura 17.2(a) se muestra
parte de una bomba de 1/2", también, en la figura 17.2(b) se muestra parte de otra de 3/4". Las
bombas mayores a 1/2"tienen tuberia de descarga F, de didmetro menor al del cabezal de la bomba,
de modo que la relacién de sus dreas transversales mayor a menor sea alrededor de 2. Algunos
afirman que el orden en que se sitian las valvulas de impulso y descarga en el cabezal no tiene
importancia; asi, en el diagrama de la figura 17.1 se aprecia la vdlvula de impulso aguas arriba de la
valvula de descarga, a diferencia de la fotografia de la figura 17.2(a), la figura 10.5 y el arreglo de
piezas de una bomba de ariete de 1"¢, en la tabla 17.1, donde el orden de las vdlvulas es el inverso,
es decir, la vdlvula de descarga se encuentra en el cabezal, aguas arriba de la véalvula de impulso.
Esta configuracién ha mostrado mayor estabilidad, de acuerdo a nuestra experiencia.

En la figura 10.4 se muestra el corte de una vélvula de retencién de columpio en posicién
vertical. La rama lateral es una cavidad que ocupa el disco en la posicién abierta y estd normalmente
ocluida por un tapdn ciego que no se muestra en la fotografia. En ausencia de flujo la védlvula, en la
posicién mostrada, estaria cerrada por la accién de la gravedad sobre el disco del columpio, ver
Figura 10.4(a). Una presién adicional descendente aumentaria la fuerza que mantiene cerrada la
valvula, en tanto que una presién ascendente, llegaria eventualmente a vencer el peso del disco y
mantendria un flujo ascendente a través de la valvula. En esta dltima condicién de flujo, la vélvula
se mantendria normalmente abierta y una eventual inversion de la fuerza de presién la cerraria,
impidiendo el retorno del fluido al cabezal. Este funcionamiento corresponde a lo que ocurre a
la valvula de descarga. La vélvula de impulso se coloca en la posicién inversa, es decir que su
condicién normalmente abierta coincide con la direccion vertical descendente (ver el arreglo de las
piezas que integran la bomba de ariete en la tabla 17.1).
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Tabla 17.1. Accesorios usados para la fabricacion de una bomba de ariete de 1" ¢.
Cant. ‘ Nombre ‘ Figura H Cant. ‘ Nombre ‘ Figura
1 Sector de alimenta- ‘ = || 1 Arreglo de las pie- | %
cién: tina de alimen- zas que integran
tacién, niple de co- una bomba de ariete
bre de 2 m de largo de 1"¢, desde la par-
y 1%"(}) con: dos co- te con rosca externa
dos de 45°, una vil- de la tuerca unién
vula de esfera con de 1%"(1), hasta la
dos niples y la parte llave de nariz que
con rosca interna de conecta a una man-
una tuerca union. guera de descarga.
1* Parte con rosca 1 Niple roscado de
externa (abajo) de 5 cm de largo y
una tuerca unién 1%”(]).
de 1%"¢. La rosca
interna, que se ve
arriba, corresponde
a la unién con un
niple de 1%"¢.
1 Campana reductora 2 Niple roscado de
de 1%"(1) al"¢. 10 cm de largo y
1"¢.
2 Te roscada de 1"¢. 5 Niple roscado de
5 c¢m de largo y
1"¢.
1 Codo roscado de 2 Vilvula de reten-
90° y 1"¢. cién de tipo colum-
pio, 1"¢.

* A partir de esta fila las cantidades corresponden a la bomba de ariete y no incluyen los accesorios
del sector de alimentacién, que ya se han descrito en la segunda columna de la fila anterior.
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Tabla 17.1. Accesorios usados para la fabricacion de una bomba de ariete de 1' ¢.(Continuacion)
Cant. \ Nombre Figura H Cant. \ Nombre \ Figura
1 Tubo acrilico capa- 1 Campana reductora

citor de presion, de de 1"¢ a 5"¢, con

3"¢ con cuerda in- cuerdas internas

terna de 1"¢.

o ifL B

1 Niple roscado de 1 Te roscada de 5"¢.

5 c¢m de largo y

1n

2
1 Mandémetro de ca- 1 LLave de nariz de

rétula de 4 Kg/cm? 3"0.

con un conector

bushing de %”(l).

Disefio y operacion de bombas de ariete

Una vez que se ha construido y operado la bomba de ariete, la representacion grafica de las
eficiencias energéticas de D’ Aubuisson y de Rankine, n.p y Ncg, respectivamente (ver subseccién
10.2.4), en funcién del potencial gravitacional adimensional ip/hy y de la eficiencia mdsica
de D’Aubuisson, que coincide con un flujo mdsico adimensional de la descarga, wp/wy4, son
acciones que se pueden representar directamente en un grafico tridimensional, cuyo plano horizontal
tiene las coordenadas adimensionales independientes wp/wa y hp/hs. De acuerdo con nuestra
experimentacion, obtenemos graficos para las funciones 1.p y M.z, Como resulta en el siguiente

Ejercicio

En la tabla 17.2 se reportan datos de una bomba de ariete fabricada con dos valvulas de columpio
iguales, de 1 de didmetro nominal, con la vdlvula de impulso situada aguas abajo, como se ve en
las figuras 10.5 y 17.2(a).
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Encuentra la frecuencias del golpe de ariete, el periodo de un ciclo y las eficiencias masica y

Capitulo 17. Bombas de ariete
] Tabla 17.2. Datos de bomba de ariete para determinar eficiencias. ‘
’ Pardmetros: ‘ hi(m) = ‘ 0.00 ‘ ha(m) = ‘ 1.79 ‘
Variables

# hD (m) ‘ ”golpes ariete ‘ T (S) ‘ my (kg) ‘ mp (kg>

1 |3.13 1530 420 46.0 8.5

2 | 3.54 1638 420 48.0 9.5

3 | 4.51 1638 420 45.5 7.0

4 ]538 1026 273 30.5 5.0

energética de D’ Aubuisson y de Rankine.

Respuesta: Con los datos de la tabla 17.2, elaboramos la tabla 17.3, a continuacién:

] Tabla 17.3. Frecuencias del ariete y eficiencias de la bomba.

Variables Eficiencias D’ Aubuisson Eficiencias Rankine
hp/ha o (s | N | Nen Nmk | Ner
1.75 3.64 0.1560 0.2730 0.1848 0.3234
1.98 3.90 0.1652 0.3271 0.1979 0.3918
2.52 3.90 0.1333 0.3359 0.1538 0.3876
3.01 3.76 0.1408 0.4238 0.1639 0.4933

La frecuencia promedio es @ = 3.8 s/, el periodo de un ciclo es de 0.2632 s.

Sin embargo, aqui surgen preguntas relacionadas con las limitaciones que hemos impuesto al
sistema, tanto en condiciones de operacién como en aspectos constructivos sobre los accesorios y
geometria seleccionados, es decir, en las variables de disefio, incluidas las vdlvulas de retencién.

A continuacién proponemos un conjunto de cuestionamientos, sin pretender agotar los que
abren temas de interés a la ingenieria.
1. (Tenemos efectivamente una linea curva en el espacio de las gréficas {hp/ha, Mis; k =

m,e; J=D,R} o se trata de alguna superficie, posiblemente en forma de liston, considerando
que alguna variable de operacién haya sido olvidada, como el porcentaje de apertura de
la llave de paso 4 hacia la manguera flexible de la descarga? Dicha apertura podria regu-
lar diversos flujos que no habrian sido discriminados y que, en caso de ser importantes,
obtendriamos varios valores de las eficiencias de D’ Abuisson, para la misma coordenada
hp/ha, con diferentes valores de mp/m4. También el porcentaje de apertura podria regular
la frecuencia de golpeteo ngojpes ariere de la vélvula de impulso, provocando, o no, el cambio
de la coordenada .

2. (Es posible obtener los mismos flujos a diversas alturas ? ;LLa bomba tiene la sensibilidad

adecuada para responder esta pregunta?

3. (Como afecta la viscosidad, y por lo tanto la temperatura ambiente, la operacién?

En cuanto a los pardmetros de disefio:

4. ;Cémo determinan las caracteristicas de la camara de aire E la capacidad de bombeo? Las

principales caracteristicas podrian ser su volumen y su material de construccién, el cual
puede ser rigido o elastico.

5. (Coémo influyen los tipos y modelos de las valvulas de retencién en la posibilidad del

funcionamiento y su eficiencia? Hay muchos trabajos dedicados al disefio mds adecuado
de las vdlvulas de retencion; las has de peso muerto, de resortes, de columpio, verticales y
horizontales, producidas industrialmente, como las que usamos o modificadas con propésitos
especificos.
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6. (Existen longitudes del tubo de alimentacién B que contribuyan a un mejor (o peor) desem-
pefio de la bomba? Estas longitudes L; estan relacionadas con fuerzas en fase actuando sobre
las vdlvulas de retencién (fendmenos cooperativos).

7. ({Coémo afecta el desempefio cambiar las relaciones de los didmetros de las tres zonas de la
bomba de ariete? (el tubo de alimentacidn, la zona del impulso y la zona de la descarga)
(Qué velocidades promedio son recomendables? ;Se presenta o no, y como interviene la
turbulencia?

8. Discute la afirmacién: “el orden en el que se colocan las valvulas / y D en el cabezal C no
tiene importancia".

9. Encontrar la condicién de equilibrio mecédnico para que se inicie el movimiento del disco
obturador (chapaleta) como un equilibrio de torques.

10. Establecer un balance transitorio de momento del impetu sobre la chapaleta, utilizando una
definicion de la carrera s como la longitud de arco recorrida por el centro de masa de la
chapaleta en el proceso de su oclusién.

Estos y muchos otros cuestionamientos pueden ser resueltos por una combinacién adecuada
de aplicaciones de las teorias de la mecdnica de s6lidos acopladas a la mecénica de fluidos,
utilizando simuladores numéricos y la realizacién de experiencias cuidadosamente seleccionadas.
Algunas de las respuestas que ya se tienen forman conjuntos de reglas heuristicas muy incompletas,
recomendadas con mayor o menor éxito por los conocedores del tema y otras que son objeto de
indagacion, las cuales proponen modelos que surgen de la simplificacion de las teorfas cldsicas de
la mecdnica de fluidos y de la experiencia de las personas estudiosas del tema.
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18. Redes de tuberias

Descripcion

El instrumento es un arreglo de tuberias y accesorios que se aprecia en la figura 18.1. En el
diagrama de la figura 18.2 puede verse que el aparato consta de tres regiones principales: (a) un
tanque de almacenamiento con dos secciones, una de ellas para la medicion del flujo volumétrico
(22) y la otra (23) para la alimentacién de la bomba (24). (b) el arreglo de tuberias y accesorios
alimentados selectivamente desde la bomba, a través de un sistema de vdlvulas y (c) la regién de
medicion de la presion, por medio de dos manémetros en U, uno de mercurio (20) y otro de agua
(21), para distintos rangos de diferencia de presién, con sus conectores y valvulas de purga (A, B.
C y D). A continuacién se da la lista de los componentes del arreglo.

1 Tuberia lisa de 6 mm de didmetro

2 Tuberia lisa de 10 mm de didmetro

3 Tuberia de rugosidad artificial

4 Tuberia lisa de 17.5 mm de didmetro

5 Contraccién repentina

6 Expansion repentina

7 Vélvula de bola

8 Codo a 45 grados

9 Unidén en Y a 45 grados

10 Vélvula de compuerta

11 Vélvula de globo

12 Bifurcacién a 45 grados

13 Codo de 90 grados

14 Codo de 90 grados con curvatura pequefia

15 Unién en T a 90 grados

16 Tubo de Pitot estitico

17 Medidor de Venturi

18 Medidor de orificio

19 Muestras de los tubos usados en el aparato
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20 Manémetro de mercurio de 1 m de largo

21 Manémetro de agua presurizada de 1 m de largo
22 Tanque para la medicion de flujo volumétrico
23 Tanque para la alimentacion de la bomba

24 Bomba centrifuga de servicio

25 Tubo de nivel

26 Interruptor de la bomba

27 Tornillos de seguridad

28 Cilindro de medicién

29 Vilvula de servicio

V1 Vilvula de descarga del tanque de alimentacién
V2 Valvula de control de entrada de flujo

V3 Vilvulas de purga de aire

V4 Vilvulas de bola para la cancelacién de tuberias
V5 Vilvula de control de salida de flujo (fina)

V6 Vilvula de control de salida de flujo (gruesa)
V7 Vidlvulas de los manémetros

18.2 Operacion

1. Se abren todas las valvulas de paso del circuito y se enciende la bomba. Parte del aire en el
circuito resulta evacuado en esta operacion.

2. Se cierran las valvulas de bola para cancelar el flujo por todas las tuberias, excepto una,
empezando por mantener el flujo en la tuberia inferior, luego en las intermedias y finalmente
en la superior. En esta operacion el aire remanente en las tuberias debe ser completamente
evacuado. Las védlvulas de purga de aire pueden auxiliar también en esta operacion.

3. Como se pretende encontrar experimentalmente la relacién entre el flujo volumétrico y la
caida de presion, para diversos tubos y accesorios, es posible en principio, operar de dos
maneras:

Figura 18.1: Banco de tuberias.
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Figura 18.2: Diagrama del banco de tuberias.

a) Conectar las tomas de presion al accesorio o tubo que se desee inspeccionar, purgar
las tomas de presion y hacer las mediciones de caida de presién para diversos flujos
volumétricos, midiéndolos mediante el tiempo que circula un volumen dado de fluido y
cambidndolos por medio de las valvulas de control de flujo, o bien

b) Fijar un flujo volumétrico por medio de las véalvulas de control de flujo y medirlo
mediante el tiempo que circula un volumen dado de fluido. Conectar las tomas de
presion, purgarlas y efectuar las mediciones secuencialmente, para todos los tubos y
accesorios del circuito que se desea inspeccionar, verificando de tiempo en tiempo que
el flujo volumétrico permanezca constante.
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18.3 Principios fisicos del funcionamiento

1.

La bomba aporta la potencia necesaria para mantener el flujo a través del circuito con sus
accesorios.

. El flujo se dirige a través de uno o varios de los ramales, simultdneamente, manipulando un

conjunto de llaves de paso (vélvulas de esfera)

. El flujo, medido como gasto volumétrico, es linealmente proporcional a la caida de presion

en un tramo de tuberia, en los flujos laminares y a la raiz cuadrada de la caida de presién en
los flujos altamente turbulentos.

El circuito presenta resistencia al flujo, ocasionada por la friccidn en la tuberia y sus acceso-
rios. Dicha resistencia se manifiesta como una pérdida de energia mecdnica que se conoce
como las pérdidas por friccion.

. El flujo se regula por medio de una valvula de control (valvula de globo), que al ser abierta

o cerrada parcialmente, modifica su resistencia al flujo, es decir, hace que el flujo se ajuste
a la caida de presion total, que sigue siendo la diferencia desde la presién proporcionada
por la bomba a la salida de la misma, hasta la presién atmosférica, en el punto de descarga
al tanque de almacenamiento, incluyendo, como elemento regulador, la resistencia variable
proporcionada por la vélvula de control.

Cada accesorio y tramo de tuberia tiene una toma de presion aguas arriba y otra, aguas abajo.
Operando a régimen estacionario, la caida de presién equivale a las pérdidas de energia
por la presencia del accesorio y se correlaciona con el flujo a través del accesorio. Dicha
correlacion, en términos adimensionales, es funcion de un coeficiente del accesorio, el cual
esté relacionado con el coeficiente de rozamiento de una tuberia del mismo didmetro nominal
que dicho accesorio y también puede expresarse como la longitud de un tramo recto de tubo
del mismo didmetro, que tiene la misma caida de presién que el accesorio, con el mismo flujo.
Dicha longitud se expresa tomando el didmetro como unidad de medicién y se acostumbra
llamar longitud equivalente.

18.4 Algunos objetivos de las experiencias

El banco de tuberias se usa para medir la diferencia de presion en dos puntos, situados aguas
arriba y aguas abajo de un tramo de tubo, en donde puede estar colocado algtin accesorio, de los
mencionados en la seccién anterior. Simultdneamente se determina el gasto o flujo volumétrico, a
partir del intervalo de tiempo que ocupa en fluir, a través del circuito, un volumen dado de agua
que debe ser medido. Con estos resultados para cada uno de los tramos de tuberia y accesorios
podemos:

1.

Determinar experimentalmente, para diversos accesorios y tramos de tubo, su relacion entre
la caida de presidn y el flujo volumétrico, usando en el anélisis los dos métodos desarrollados
en la subseccién 9.5.2.
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19.1

19. Aprendizaje significativo

Qué es el aprendizaje significativo

Aprender es un modo de interaccion del individuo con su entorno. Es estrictamente personal,
en el sentido de que nadie lo puede hacer por otro, pero es un proceso social en la construccién de
significados y requiere capacitacién. Hay una diversidad de aprendizajes, desde un aprender meca-
nico que implica reaccionar de una manera programada ante un estimulo o repetir una secuencia,
hasta un aprender significativo, que genera acciones y respuestas basadas en la comprension de las
observaciones, en el contexto y con el soporte de un marco de significados que va evolucionando
en la medida que avanza el proceso de aprendizaje, transformando al aprendiz en una persona con
mds conocimientos, integrados en una estructura del pensamiento; en una manera de pensar.

La ensefianza tradicional en las universidades ha enfatizado el mostrar, discurrir, demostrar,
instruir, como sus medios para la transmisién de los contenidos culturales; estas acciones han
guiado la ensefianza de los buenos maestros de todas las épocas y en las diversas culturas, quienes
han sabido que la ensefianza tiene que transformar al discipulo; que un buen discipulo, alumno o
estudiante, es quien amplia constantemente sus horizontes con respecto al tema tratado, es decir,
quien aprende, quien incorpora, quien transforma y se transforma; que esta transformacién es
el signo de la recepcion de los mensajes, es la medida de lo que ha sido transmitido y todavia
mads, las técnicas culturales en una sociedad abierta implican, como parte de su transmisién, su
perfeccionamiento y su cambio dialéctico o paradigmaético, que ocurre como consecuencia del
aprendizaje significativo. En efecto, los principios tedricos del aprendizaje significativo tienen un
cardcter dialéctico que puede describirse en tres etapas como:

1. Tesis: El conocimiento previo de las ideas socialmente aceptadas revela una estructura de
significados que el sujeto es capaz de reconocer en su medio, con el propdsito de elaborar
aprendizajes interrelacionados con dichos saberes socialmente vigentes, como es el caso de
su acercamiento al saber cientifico.

2. Antitesis: En la medida que el nuevo conocimiento es construido significativamente, los
conceptos pre-existentes experimentan una diferenciacion progresiva.

3. Sintesis: En la medida en que los significados de dos o mas conceptos aparecen relacionados
de una nueva manera significativa, ocurre una reconciliacién integradora.
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Nueva estructura
Diferenciacion

significados progresiva

Estructura
de
significados

Reconciliacién

integradora

Figura 19.1: Dialéctica del aprendizaje significativo.

Este proceso dialéctico del aprendizaje significativo (ver figura 19.1) permite relacionar los con-
ceptos por diferenciacién progresiva y reconciliacion integradora, en un lazo con retroalimentacién
positiva, en el marco de una estructura de significados que se va enriqueciendo, en la medida que
dicho proceso de aprendizaje se lleva a cabo.

En contraste con la actitud pretenciosa de algunos seguidores superficiales de nuevas estrategias
para la ensefianza, quienes desdefan la ensefanza tradicional identificindola con los vicios de la
mala ensefianza, de aquella ensefianza ineficaz que no logra transmitir, considero que la ensefianza
tradicional de los buenos maestros ha sido fincada en elementos efectivos que promueven el
aprendizaje, que facilitan la recepcion de los mensajes, que elaboran, paso a paso, los signos y los
lenguajes en los que se expresan los contenidos que se transmiten, que fortalecen las capacidades
para el aprendizaje, aunque no se hayan sistematizado sus procedimientos, que han sido parte del
encanto personal de estos buenos maestros.

Un significado reducido de lo que es la ensefianza y el aprendizaje, en contraste, estd relacionado
con adoptar patrones de comportamiento previstos o respuestas esperadas, a determinados estimulos
o reactivos. El aprendizaje se transforma asf en su version disminuida de adiestramiento, como es
evidente en la teoria de los reflejos condicionados de Pavlov. Esta version reducida del aprendizaje,
que compartimos con muchos animales, atribuye al comportamiento las caracteristicas de una
reaccién o respuesta a los estimulos externos, negando la intervencién de la conciencia o de
variables internas del aprendiz. La formacién del ser humano, su educacion, se reduce entonces a la
reproduccién de los patrones culturales de la sociedad, perdiendo la potencialidad transformadora.
Este tipo de aprendizaje-adiestramiento es al que se llega cuando el objetivo del aprendizaje
significativo se sustituye, equivocadamente, por la adopcioén de estrategias que permitan resolver
cuestionarios o examenes de algin tipo estandar.

Por otra parte, la llamada educacion por competencias, se enfoca exclusivamente en lo que el
educando debe poder hacer como resultado de su aprendizaje, suponiendo que para evaluarlo con
precision es suficiente con establecer reactivos para valorar las metas practicas que el estudiante es
capaz de realizar, sin reparar en que muchas veces es posible inducir las mismas acciones mediante
un adiestramiento suficientemente persistente aunque no llegue a incidir en una mayor comprension
e integracién, propias del verdadero aprendizaje. Debido a esta ambigiiedad, la educacién por
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competencias puede ser facilmente usada para dirigir los objetivos de la educacién en alguna
direccion particular que beneficie a un sector o clase social en detrimento del crecimiento humano
del educando, como cuando se le dirige a la capacitacién de la fuerza laboral, descuidando las
aspiraciones de toda persona a descubrir un universo cada vez mas amplio y rico, a desarrollar su
imaginacion, su creatividad, su sentido artistico, estético, ético y epistémico, entre otros.

Construccion de conocimientos

Hay una diversidad de corrientes del desarrollo cognoscitivo, que estudian como se da el
aprendizaje, cuyo resultado es la produccién de conocimientos. Una de ellas es el constructivismo
social, segun el cual la persona que interactda con su objeto de estudio, construye su conocimiento
del mismo. Esto implica la comprensidn de las observaciones en sus contextos, con el soporte de un
marco de significados que se van profundizando e integrando en una estructura del pensamiento, en
la medida que el ejercicio del aprendizaje rinde sus frutos. Esta construccion tiene que ver tanto con
las representaciones y la produccion de significados que genera la persona como con un marco de
significados socialmente establecido, que en el caso del conocimiento cientifico es el marco tedrico
de la ciencia. Sin embargo, “las representaciones de los alumnos estdn fuertemente influidas por
los saberes constituidos transmitidos en la ensefianza y por la institucion que se hace cargo de su
transmision.* (Castorina, 2003, p. 17).

El descubrimiento, la profundizacion, la distincién y la integracion de significados en una
estructura de pensamiento, requiere del ejercicio y del cultivo de capacidades para un aprendizaje
profundo y transformador. Capacidades que rebasan por mucho la mera memorizacién y la adquisi-
cion de habilidades y destrezas automatizadas. El aprendizaje significativo no concede importancia
a la repeticion superficial. Su punto de partida es la curiosidad natural que al ser compartida y
explorada activamente, se enriquece y genera respuestas que se multiplican y que requieren profun-
dizar las capas de detalle de los significados. Esto lleva naturalmente a que la curiosidad trascienda
hacia el plano intelectual, como una etapa necesaria para que no se desperdicie en soluciones super-
ficiales o rigidas, en indiferencia o descuido, o en enquistamiento inttil. Cuando el aprendizaje
es verdadero o significativo enfatiza la apropiacion consciente, reflexiva y colaborativa de
las experiencias, incorporandolas a nuestra comprension intelectual y emocional del mundo.
Para lograrlo y disfrutarlo se requiere desarrollar capacidades para un aprendizaje imaginativo en
el estudio de las ciencias y de las ingenierias. Una tarea por realizar conjuntamente, maestros y
estudiantes, es descubrir cudles son y cdmo podemos desenvolver estas capacidades y aprovecharlas,
modificarlas y posiblemente complementarlas, de acuerdo con los procesos de aprendizaje que
vamos experimentando.

Como una guia para este descubrimiento tan importante y necesario, nos referimos a conti-
nuacién a un texto desarrollado por el Lincoln Center Institute! (LCI), aunque modificindolo y
adaptandolo para que se ajuste a nuestro trabajo y estudios de ingenieria, en vez de referirlo a
la educacién estética de los artistas, quienes son los destinatarios de las reflexiones del LCI. La
siguiente propuesta consiste de las capacidades para un aprendizaje imaginativo en el estudio
de las ciencias y de las ingenierias:

= Notacion profunda: Identificar y articular capas de detalle en un trabajo o tema, a través de

la interaccion continua con él, conforme transcurre el tiempo.

= Incorporacion: Explorar el trabajo o tema directamente, utilizando los materiales e instru-

mentos disponibles, involucrandonos tanto intelectual como emocionalmente.

= Cuestionamiento: Hacer preguntas que amplien nuestro propio aprendizaje durante nuestras

indagaciones. Preguntarnos ;qué tal si...?

! Aesthetic education, inquiry, and the imagination. 2007. M, Fuchs Holzer, Lincoln Center for the Performing Arts.
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= Hacer conexiones: Conectar lo que notamos y los patrones que vemos, a los conocimientos
y experiencias anteriores, a los conocimientos y experiencias de otros y a los desarrollos
presentes en los textos y en los recursos multimedia.

= Identificar patrones: Encontrar relaciones entre las capas de detalle que notamos, agruparlas

y reconocer patrones.

= Manifestar empatia: Respetar la diversidad de perspectivas de los compaiieros del grupo,

entender emocionalmente e intelectualmente las experiencias de los otros.

= Crear significados: Crear nuestras propias interpretaciones, basadas en nuestras capacidades

anteriores; verlas a la luz de otros en la comunidad. Hacer una sintesis y expresarla con
nuestra propia voz.

= Entrar en accion: Actuar sobre la sintesis de lo que hemos aprendido en nuestras indagacio-

nes, por medio de un proyecto especifico. Esto incluye proyectos sobre el tema, asi como
derivaciones tecnolégicas, artisticas o de otra indole.

= Reconocer y valorar los errores: Equivocarnos es una parte inevitable y un poderoso motor

del proceso de aprendizaje, cuando el error conduce al andlisis de los elementos que lo
producen y probamos alternativas que pueden resultar mejores.

= Reflexionar y evaluar: Revisar lo que hemos aprendido, identificarlo y evaluarlo conti-

nuamente, identificar y evaluar qué retos permanecen y qué otros aprendizajes necesitan
acontecer. Esto ocurre no sélo al final de una experiencia de aprendizaje, sino como parte de
lo que transcurre a lo largo de dicha experiencia; tampoco es el final de nuestro aprendizaje
sino parte del inicio de aprender algo mas.

Hay otras clasificaciones de las habilidades cognitivas, por ejemplo, Monereo (2002) las
enumera asi:

En base a la revision de las principales taxonomias existentes dentro del“dominio cognitivo*,
pensamos que la mayoria de autores admitirian estos diez grupos de habilidades cognitivas: la
observacion, la comparacion y el andlisis, la ordenacion, la clasificacion, la representacion de
datos, la retencion, la recuperacion, la interpretacion inductiva y deductiva, la transferencia y la
evaluacion y autoevaluacion. Para cada una de estas habilidades podriamos establecer diferentes
subhabilidades y para cada subhabilidad distintos procedimientos asociados.

El desarrollo de estas capacidades brinda las herramientas, que una comunidad o grupo de
aprendizaje requiere, para aprender por si mismo, para profundizar en la construccién de su co-
nocimiento de cualquier tema u objeto de estudio. Sin embargo, “las prdcticas sociales o atin
las representaciones sociales que enmarcan al conocimiento no se construyen ‘en la experiencia
individual® sino que son condiciones de la propia experiencia individual de conocimiento* (Casto-
rina, 2003). A estas condiciones pertenecen los saberes ya instituidos en la cultura, las verdades
cientificas, los valores artisticos y los principios éticos y estéticos de la sociedad, que subyacen
esperando ser aprendidos. “Es el hecho de remitirse al saber constituido lo que confiere al saber
un papel organizador del sujeto conocedor (epistémico y diddctico) en una relacion diddctica*
(Lemoyne, 1996).

El cultivo de las habilidades cognitivas para el aprendizaje deberia también ser una componente
indispensable de los procesos educativos por parte de los profesores, puesto que nadie da lo que no
tiene. La confluencia de los objetivos particulares de profesores y alumnos en esta direccion, con
toda seguridad, nos llevard a desempeiios creativos, responsables, solidarios y de calidad creciente
en la formacioén y el ejercicio de nuestras profesiones.

Mapas conceptuales

Un mapa conceptual (MC) es un recurso esquematico para representar un conjunto de
significados conceptuales incluidos en una estructura de proposiciones. Los mapas conceptuales
proporcionan un resumen esquematico de lo aprendido, ordenado de una manera jerdrquica; dan idea
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clara de conceptos complejos y facilitan su ensefianza-aprendizaje. La representaciéon mds comuin
es mediante grafias, aunque pueden incluir en su disefio imagenes para representar visualmente
los conceptos elegidos. Los mapas conceptuales tienen su origen en la década de los sesenta,
como estrategia para guiar el aprendizaje. Fueron desarrollados para instrumentalizar la teoria
del aprendizaje significativo, en el Departamento de Educacién de la Universidad de Cornell, por
Novak y sus colaboradores en el marco de un programa denominado aprender a aprender, en el cual,
se pretendia liberar el potencial de aprendizaje de los seres humanos, que permanece sin desarrollar,
y que muchas pricticas educativas entorpecen en vez de facilitar (Gonzélez Ornelas, 2001).
Los elementos basicos de un mapa conceptual son:

1. Los conceptos: son palabras que se emplean para designar objetos o acontecimientos, cuyas
imagenes se producen en la mente del autor del mapa conceptual.

2. Las palabras de enlace: son palabras que se usan para establecer relaciones entre los
conceptos. Estas palabras no son, ellas mismas, conceptos.

3. Las proposiciones: constan de dos o mds términos conceptuales unidos por palabras de
enlace para formar unidades semanticas.

La elaboracién de mapas conceptuales apoya el proceso de aprendizaje significativo, pues al
representar jerdrquicamente los conceptos, yendo de lo general a lo especifico, con los conceptos
o ideas mas inclusivas o generales situadas en la ctispide (o en el centro) y las mds especificas o
particulares en la parte inferior (o en la periferia), da lugar a visualizar las nuevas relaciones entre
los conceptos criticos, manteniendo su contexto como parte de la estructura de significados mads
generales, lo cual facilita, atin visualmente, la dindmica del proceso dialéctico de aprendizaje. Los
mapas conceptuales son un lenguaje que puede ser usado para varios propdsitos, entre los que nos
interesa sefialar los siguientes:

= Las ideas personales con relacién a la realizacién de un conjunto de experiencias.

= Las ideas preliminares con relacién a la conexién entre los significados tedricos y las
determinaciones experimentales.

= [a construccién de conocimientos a partir de materiales impresos y experiencias realizadas.

= En el trabajo colaborativo para la construccion del conocimiento en equipos.

= La evaluacién de la integracién de conocimientos.

Operativamente, la elaboracién de mapas conceptuales sigue ciertos pasos, de acuerdo a los
propdsitos especificos. En la pagina http://aprende.cmappers.net/ hay informacién muy util para
aprender a elaborarlos. También los siguientes consejos pueden ayudar a los aprendices, quienes
terminardn acufiando sus estilos personales de acuerdo a sus propdsitos. Antes de elaborar el mapa
conceptual:

1. Hacer una lista de los conceptos mas significativos del tema. Si se trata de hacer un mapa
de sus propias ideas preliminares o personales, los conceptos pueden extraerse de una serie
de frases que el aprendiz elabore anteriormente sobre los aspectos mds importantes del tema
en cuestion.

2. Ordenar los conceptos por su importancia para el tema. El concepto mas importante esta
en el tema a tratar; los demds conceptos se ordenan con respecto a éste, considerado como el
mas general de aquellos que corresponden al tratamiento del tema y como el mas especifico
de aquellos que corresponden a su contexto. Asi por ejemplo, el concepto colores incluye
entre otros rojo, azul y amarillo, que son conceptos mas especificos en un tema sobre los
colores. Sin embargo, si el tema es el rojo, el concepto colores, es parte del contexto y tendria
una jerarquia menor en el MC.

Al elaborar mapas conceptuales, los conceptos, ordenados jerdrquicamente, se relacionan por
medio de lineas en las que se especifican las palabras de enlace que los relacionan, generando
frases o proposiciones que tienen, cada una, un significado especial. Estas proposiciones deben
corresponder visualmente a zonas o regiones del mapa que deberian quedar facilmente identificables,
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Figura 19.2: Mapa conceptual de los mapas conceptuales, primera versiéon, en MACOSOFT.

para lo cual puede ser necesario rehacer el mapa reordenando los conceptos de maneras apropiadas
a este proposito de visualizaciéon que facilita la memorizacion y la sintesis.

Un buen ejemplo de mapa conceptual es el que explica qué son los mapas conceptuales. Las
figuras 19.2 y 19.3 ilustran lo anterior; el primero fue hecho empleando la herramienta MACOSOFT
(software cubano para la elaboraciéon de mapas conceptuales), como parte de un proyecto de
investigacion acerca de la gestion del conocimiento en la universidad. El concepto principal: mapas
conceptuales, se relaciona con tres conceptos de la siguiente jerarquia: (1) Con Estrategia de
aprendizaje, a través del enlace son una, desarrolla una regién relacionada con la definicion y el
contexto de los MC. (2) Con el concepto Proposiciones, a través del enlace formado, da origen
a una region relacionada con la estructura de los MC. (3) Con los conceptos Conocimiento y
Experiencia, a través del enlace representa, genera una zona relacionada con los significados de
los MC para el aprendiz. En el tercer nivel de jerarquia estan los conceptos: Teoria del aprendizaje
significativo, Memorizacion, Conceptos, Palabra enlace y Persona, asi como, en un cuarto nivel,
el concepto Ideas. Los dos primeros y el ultimo del tercer nivel, forman parte del contexto, en tanto
que Conceptos y Palabra enlace son conceptos mas especificos del tema. Entonces, en este tercer
nivel encontramos tanto los conceptos mas amplios, que abren el tema hacia el contexto, como los
mas especificos, que se refieren a particularidades del tema.

El segundo ejemplo de un mapa conceptual que explica lo que son los mapas conceptuales,
figura 19.3, estd hecho usando el software CmapTools, elaborado por el Institute for Human and
Machine Cognition, que es un instituto de investigacién afiliado al Sistema de Universidades de
Florida. Es interesante notar cémo se distingue una region de la definicién y el contexto, en el lado
derecho superior de la figura 19.3, la cual se identifica por los enlaces es, necesario para, necesario
para responder y ayudan a responder. Los conceptos de menor jerarquia en el tratamiento del
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tema, a los que se aplican estas palabras enlace, son mds amplios que el tema mismo: Aprendizaje
efectivo, Enseiianza efectiva y Dependiente del contexto personal y social. En esta figura
también hay una region relacionada con la estructura de los MC y también, a semejanza del primer
mapa, esta conectada por medio del enlace estd formado por a los conceptos: Conceptos, Palabras
de enlace y Proposiciones. Sin embargo, a diferencia del primer ejemplo, no existe una tinica zona
relacionada con los significados, sino que los conceptos relacionados se encuentran intercalados
con los de la estructura y podemos reconocerlos, ya sea por el concepto o por el enlace. Asi, en la
mads alta jerarquia después del concepto principal, encontramos el enlace representan aplicado al
concepto Conocimiento organizado, que forman una proposicion relacionada con la significacion
de los MC, que podemos leer como la unidad de significado: Los mapas conceptuales representan
conocimiento organizado.

Asi mismo, podemos reconocer relaciones del cardcter que hemos llamado de los significados
en los conceptos Unidades de significado e Interrelaciones, que se encuentran alternados con
conceptos de cardcter estructural, como son los conceptos Enlaces cruzados y Diferentes segmen-
tos del mapa, que podemos asociar a la estructura de los MC. Estos se encuentran conectados con
el concepto Interrelaciones, como puede apreciarse en la figura 19.3, asi como dos clases distintas
de conceptos: los Objetos y los Acontecimientos o sucesos, que se identifican de acuerdo con las
regularidades o patrones encontrados. Cuando los conceptos son acontecimientos, el MC lleva un
hilo histérico que puede entrecruzarse con sucesos simultidneos y en cascada.

Otras herramientas para elaborar mapas conceptuales son:

Visual Understanding Environment: http://vue.tufts.edu/

Smart Idea: http://www.smarttech.com/smartideas e

Inspiration: http://www.download366.info/Inspiration

Diagramas de flujo

Un proceso es una secuencia ordenada de acciones que se realizan en un conjunto de objetos,
para transformarlos hasta convertirlos en los productos, resultados o consecuencias deseadas.
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En la ingenieria, los diagramas de flujo son representaciones graficas de los procesos. En
ellos se realiza una diversidad de acciones; cada una de las cuales tiene su representacion grafica
correspondiente. Algunas de las representaciones mds generales y frecuentes aparecen en la tabla
19.1.

Tabla 19.1. Simbologia basica de los diagramas de flujo

Significado | Simbolo | Significado | Simbolo

Terminal: indica el Linea de flujo: in-

inicio y el final del dica el sentido del

proceso. flujo.

Accion: representa Conector: un pun-

una actividad, cuyo Aceid to en una parte del |::>®
ccion

nombre se escribe
en el cuadro.

diagrama se identi-
fica con otro en otra

parte del mismo, en
ambos se escribe el
mismo ndmero.

Decision o alterna- Datos: indica un
tiva: punto en el punto de entrada de .
que la respuesta a informacidn.

e

Hay diagramas de flujo de procesos quimicos o de otra indole, donde se utilizan simbolos
especificos para identificar ciertos equipos usuales en la industria, como diversos tipos de inter-
cambiadores de calor, torres de destilacién o de extraccidn, reactores quimicos, compresores y
bombas centrifugas, valvulas de paso, reguladoras, de control o de no-retorno, etc. Muchos de estos
simbolos se pueden encontrar en la literatura del tema, por ejemplo en?.

una pregunta indica
el camino a seguir.

Zhttp://biblio3.url.edu. gt/Publi/Libros/2013/INGPlantas/06.pdf
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20. Modelos y experimentos

... no debemos pensar que el experimento nos da un resultado “correcto* o
“incorrecto“. Simplemente llevamos a cabo nuestro proceso experimental con tanto
cuidado como sea posible, y presentamos luego los resultados en la forma mds
honrada y objetiva que podamos. No estd mal recordar que de vez en cuando los
modelos solo pueden proporcionar una representacion parcialmente satisfactoria del
comportamiento de los sistemas. Lo mds importante es que conozcamos los limites de
validez de los modelos, y la forma en que éstos fallan puede proporcionar valiosas
evidencias a quienes buscan mejorarlos.

David C. Baird, 1991.

Estimados e incerfidumbres
Magnitud y cantidad

Reconocemos los cuerpos por su presencia ante nuestros sentidos. Nuestra percepcion de algtin
cuerpo se hace posible al apreciar algunos de sus atributos. Entre estos atributos, algunos podemos
medir, como su longitud, su masa y su temperatura. Estos atributos que se pueden medir, de acuerdo
con su naturaleza, requieren elegir una unidad de medida con la cual se va a comparar la extensién
o el tamafio de cada uno de los atributos que deseamos cuantificar. Asi, el color de una flor es uno
de sus atributos y asi, distinguimos una flor roja de una flor azul, o de otra roja; pero si queremos
comparar el color de una flor con el color de otra, necesitamos una medida de su color, es decir,
una unidad de medicién del color, del rojo, por ejemplo. Se nos puede ocurrir hacer un catdlogo
con distintos tonos de rojo, como aquellos que elaboran los fabricantes de pinturas y asi tenemos
un patrén de medida para asociar el tono de la flor en la escala de tonos rojos de este catdlogo,
pero todavia no hay una unidad de medida. Si asociamos a cada tono del catdlogo un nimero
relacionando, por ejemplo, las proporciones del pigmento puro y un diluyente que modifica su
tonalidad tendremos, finalmente, una magnitud del color. Posiblemente dicho catdlogo de tonos,
medidos por las mezclas de dos componentes, no serd la mejor manera de medir la magnitud del
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color rojo. Una mejor manera se podréd encontrar al compararlo con la longitud de onda de una
franja del arco iris, en sustitucién del catdlogo de colores.

I Definicion 20.1.1 — magnitud fisica. La magnitud fisica es un atributo de los cuerpos, que se
determina efectuando una medicién.

Definicién 20.1.2 — cantidad. Una cantidad es el nimero, o el arreglo de nimeros, que
permite comparar una magnitud, o un conjunto de magnitudes, con la unidades elegidas para
medirlas.

I Definicion 20.1.3 — cantidad escalar. Una cantidad escalar se determina completamente
con un solo nimero.

Definicion 20.1.4 — cantidad vectorial. Una cantidad vectorial requiere tres nimeros o
componentes,

y, en general,

Definicion 20.1.5 — cantidad tensorial de orden n. Una cantidad tensorial de orden n tiene
3" componentes y su determinacion requiere de 3" niimeros.

Entonces, un escalar es un tensor de orden cero y un vector es un tensor de orden uno. También
hay tensores de orden dos y de érdenes mayores.

Apreciacion, estimacion y valor verdadero
Definicion 20.1.6 — apreciacion o sensibilidad. La apreciacion o sensibilidad de un instru-
mento de medicion es la menor division de la escala de dicho instrumento.

Definicion 20.1.7 — estimacién. La estimacion es el menor intervalo que un indagador puede
distinguir, al hacer una medicién con determinado instrumento.

Asi,

la apreciacion estd determinada por el instrumento de medicién, mientras que la estimacién
estd determinada por un conjunto de mediciones que hace el indagador,

donde
I Definicién 20.1.8 — estimado. cada una de las mediciones es llamada un estimado,

y de la comparacién de todos los estimados de la misma cantidad, se determina la estimacion.
Todo lo que podemos conocer de una cantidad, utilizando un solo instrumento y procedimiento
para determinar sus atributos, son nuestros estimados, pero suponemos que

la cantidad tiene un valor verdadero, del cual los estimados son aproximaciones.

Definicion 20.1.9 — mejor aproximacion. El promedio de todos los estimados es la mejor
aproximacion al valor verdadero de la cantidad evaluada, del cuerpo u objeto.

Exactitud, precision y error
La exactitud es una caracteristica del instrumento. Consiste en el grado de aproximacién de
la medicién al valor verdadero.

Definicion 20.1.10 — exactitud. La exactitud es la capacidad del instrumento, de medir un
valor cercano al valor verdadero.
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En consecuencia, la exactitud mejora con la calibracién del instrumento.

Definicion 20.1.11 — precision. La precision es la repetibilidad de los estimados, esto es, que
varios estimados tengan valores cercanos entre si.

Entonces, la precision es la capacidad del indagador de determinar el mismo valor, o valores
cercanos, de un conjunto de estimados de la misma cantidad.

Definicion 20.1.12 — error o incertidumbre. El error o incertidumbre de una medicion es la
diferencia entre el valor verdadero y los estimados de la medicién.

Esta diferencia tiene dos posibles causas; la falta de exactitud del instrumento y la falta de
precision de los estimados.

Error sistemdtico y error estocdstico
Definicién 20.1.13 — error sistemdtico. El error sistemético de una medicidn es la diferencia
entre el valor verdadero y los estimados, debido a la persistente falta de exactitud o de precisién
de los estimados.

El error sistematico es debido a la falta de exactitud del instrumento, o debido a la falta de precisidn,
por alguna deficiencia fisica o fisioldgica del experimentador, o por alguna insuficiencia del método
experimental seguido. Las causas pueden ser, por ejemplo, la falta de calibracién, una manufactura
inapropiada, por ejemplo el corrimiento inadvertido de la escala de medicion o la imposibilidad
de distinguir las diferencias en la escala. El error sistemético afecta las mediciones siempre en la
misma proporcion y

puede corregirse mediante una nueva calibracion, que incorpore un procedimiento estandarizado
para poder descartar algunas deficiencias del operador y del método de medicion.

Definicion 20.1.14 — error estocastico. El error estocdstico tiene su origen en la operacién
del instrumento, desde diversas fuentes que lo generan en mediciones sucesivas realizadas por
el mismo experimentador.

Las variaciones no son reproducibles y las causas son incontrolables pero, para tratarlo

es posible utilizar métodos estadisticos para encontrar el valor mds probable e intervalos de
valores que incluyan el valor verdadero, con una determinada probabilidad.

Propagacion de errores

Incertidumbre menor que la apreciacion

Cuando los estimados de una cantidad tienen el mismo valor, su incertidumbre es menor o igual
a la apreciacion del instrumento.

Incertidumbre mayor que la apreciacion

Cuando las diferencias de los estimados de una cantidad superan la apreciacion del instrumento
existe una incertidumbre mayor que la apreciacion. Entonces,

el valor medido de la cantidad se expresard como el valor promedio de los estimados y el error
como la desviacién media de los estimados.
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Asi, por ejemplo, un grupo de siete indagadoras reporta sus estimados individuales del intervalo
de tiempo que ha transcurrido cuando el sol aparece en el horizonte, desde el primer destello de su
corona hasta que el disco solar se desprende del horizonte. Sus estimados, leidos en cronémetros
cuya apreciacion es de una centésima de segundo (0.01 [s]), son:

Tabla 20.1. Tiempo del amanecer
Estimados: 07, [min: seg] ‘ Diferencia: 8¢ — 8t ‘ Desviacion: \g— oty |
2:31.79 -1.60 1.60
2:28.48 1.71 1.71
2:30.04 0.15 0.15
2:29.95 0.24 0.24
2:32.07 -1.88 1.88
2:30.38 -0.19 0.19
2:28.62 1.57 1.57
Suma = 14:211.33 Suma = 7.34
5t = 1427& =2:30.19 Desviacion mediazg =1.05

El valor experimental representativo de la medicién realizada por las siete indagadoras es, por lo
tanto, de 2 minutos y 30 £ 1 segundos, es decir, dos minutos y treinta segundos, con incertidumbre
de un segundo. El error se redondea a una cifra, que es su Unica cifra significativa, puesto que
en esa cifra se tiene ya la incertidumbre y las siguientes cifras son aleatorias. En el experimento
propuesto, esto ocurre porque las indagadoras pueden responder a sus observaciones visuales en el
orden de un segundo, al disparar y detener sus cronoémetros. Por ello, las cifras que corresponden a
las décimas y centésimas de segundo son completamente aleatorias y sélo tienen significado los
eventos generados en el orden de un segundo.

Para elevar la precision del experimento, seria necesario mejorar la calidad de la medicidn,
posiblemente sustituyendo la vista y la accién manual con una celda fotoeléctrica colocada en un
telescopio, para disparar y parar el crondmetro mediante una sefial eléctrica acoplada con la celda.

Ejercicios

20.2-1. Prescindir de las cifras aleatorias.

(i). Repetir el ejercicio de la tabla 20.1, suponiendo que el cronémetro solamente mide los
segundos, sin cifras decimales. Entonces principiamos por eliminar las dos decimales de los
segundos en las lecturas, redondeando los valores al valor entero mds cercano. Al final, comparamos
el resultado con el del ejemplo y concluimos sobre las caracteristicas de la apreciacién y de la
incertidumbre.

(ii). Repetir y comparar el ejercicio con el de la tabla 20.1, si el instrumento de medicién indica
solamente hasta las décimas de segundo de los estimados.

Cifras significativas

Otro resultado surge al responder ;con cudntas cifras reporto mi resultado? Por ejemplo, en el
ejercicio anterior, la desviacion media resulta de 1.05 segundos, el valor promedio es de 2 minutos,
30.19 segundos. Entonces el tiempo podria ser desde 2 : 30.19 — 1.05 s hasta 2 : 30.19 4+ 1.05 s, es
decir que, el valor verdadero debe estar entre 2 : 29.14 s y 2 : 31.24 s. Por lo tanto, el primer digito
incierto estd en las unidades y su amplitud es ligeramente superior a la unidad. Por eso, las cifras
significativas son 2 : 30 y el siguiente digito, el de las unidades, es donde se dan las desviaciones
de alrededor de la unidad en este caso, es decir, el valor a reportar es de 2 : 30 £ 1, en minutos
y segundos. En conclusion, las cifras significativas son las posiciones de digitos conocidos con
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certeza, mds el primer digito dudoso, que es el que corresponde a la posicién de la incertidumbre, y
el unico digito dudoso que se debe reportar.

Incertidumbres de cantidades calculadas

Al emplear las mediciones en las ecuaciones de los modelos, se efectian operaciones con
cantidades que tienen sus correspondientes incertidumbres. Los resultados de estas operaciones
tienen también incertidumbres, que se propagan desde las variables que les han dado origen. Aqui
proponemos la manera de calcular las incertidumbres de diversas operaciones algebrdicas, para dos
cantidades, a y b, determinadas experimentalmente, con sus incertidumbres, como:

atday b+ db. (20.2.1)
Vamos a calcular los resultados de algunas operaciones algebrdicas de a y b.

Incertidumbres de sumas y restas

(axda)+ (b+8b) = a+b+(Sa+bb), (20.2.2)
(a+8a)— (b+86b) = a—b+(8a+ 6b), (20.2.3)

por ejemplo:
(9.25+0.03) +(120.75+£0.05) = (9.254120.75) £ (0.03 4+ 0.05) = 130.00 + 0.08
(120.754+0.05) — (9.56 +0.05) = (120.75—-9.56) £ (0.05+0.05) = 111.194+0.1 =111.2+0.1

En el segundo ejemplo se muestra como, al sumarse los errores y alcanzar un digito mds, reducen
el resultado en una cifra significativa. Por ello es necesario reportar el resultado redondeando en las
décimas, como se expresa en el dltimo término, que es como se reportaria.

Incertidumbres de multiplicaciones y divisiones

(a+da)(b+6b) = ab+tab <5a + (Sbb) ) (20.2.4)
a
a+tda a a(da Ob
bish bib<a+b>’ (20.2.5)
por ejemplo:
0.03 0.05
(9.254+0.03)(120.75£0.05) = (9.25 x 120.75) +(9.25 x 120.75) <925 + 120.75)
= 1116.94+(3.62+0.46) = 1117 £ 4 (20.2.6)
120.754+0.05  120.75 | 120.75 [ 0.05 n 0.05
9.564+0.05 9.56 9.56 \120.75 9.56
= 12.634(0.005+0.066) = 12.63 +0.07. (20.2.7)

En la ecuacién (20.2.7) notamos que se ha incorporado una cifra mds en los sumandos de los
errores. Es una practica usual hacer los calculos con una cifra adicional, para tener seguridad
de estar evaluando correctamente el error, sobre todo cuando el valor esta cercano a la mitad
de la incertidumbre, como aqui el valor de 0.005, ya que si el otro sumando fuera, por ejemplo
0.011 (en vez de 0.066, en este caso), tomar sélo dos cifras daria 0.00 + 0.01 = 0.01, o bien
0.01 4 0.01 = 0.02. Esta ambigiiedad se resuelve incorporando una cifra adicional en los cdlculos
de cada una de las cantidades, para eliminarla en el resultado a ser reportado finalmente.
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Ejercicios
20.2-2. Calculo de errores de operaciones numéricas Encontrar el error de las operaciones:

(a): (123.5+0.5) — (87.324£0.05); (b): (5.0-£0.1)(200.00+0.08)

123.4540.02

() T302009)" (d) : (10.014 0.006)?

V/125.040.5
:v/25.034£0.03(5.1£0.1)%; " 10.25+£0.02
(€) :v/25.03£0.03(5.140.1) ) 0252002

Incertidumbres de potencias y raices
Se pueden considerar como extensiones de los productos:

(atda)? =a” +£d’ (pia) , (20.2.8)

y en general:

(a:t5a)”(c:i:56)q_a1’cqiapcq @—l— @—i— 8b
bxoby v b \Pa T )

20.2.9
b ( )

Otra forma de encontrar las funciones que estiman las incertidumbres se puede encontrar
observando que la expresion (20.2.8) equivale a una expansién de Taylor de la funcién a”, cortada
al primer término:

(a+da)? :ap:|:5a% (a”) =aP +da (pap_]), (20.2.10)

Si aplicamos esta manera de calcular errores a otras funciones, podemos encontrar que:

5a

In(a+ da) =Ina+ Sailna =lna+
da a

(20.2.11)

Ejercicios

20.2-3. Calculo de incertidumbres de funciones

Encontrar la incertidumbre de las siguientes funciones, dada la incertidumbre de las cantidades
que intervienen, como se indica:

y (HE8H) + (L£38L). 32(p+du)(L+SL)

() :1n (L+6L) a )'g(pi5p)(dzi5dz)2
2

©: (%) , (d) : (tp+ 81p) — (1 + 51)

Comparacién de modelos y experimentos

Variables y pardmetros del modelo

Las cuatro expresiones del ejercicio 20.2-3 corresponden a factores de la ecuacion (4.2.19), la
cual es una solucién para el tiempo de descarga de un tanque, que se vacia por un tubo situado en el
fondo del tanque. Ver aspectos tedricos en el capitulo 4 y experimentales en el capitulo 12.

En el capitulo 4 desarrollamos cuatro modelos, dos son transitorios, el propuesto en la ecuacion
(4.2.10), para tubos de salida de longitud pequefia (L < Hp) y el representado por la ecuacién
(4.2.14), para el caso opuesto (L > D). El modelo de la ecuacién (4.2.19) es cuasiestacionario y
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finalmente, el representado por la ecuacién (4.2.24) considera despreciable la presencia del tubo,
haciendo equivalente el sistema fisico a uno donde la salida del liquido se produce en un orificio al
fondo del tanque. Esta es la solucién de Torricelli.

En cualquiera de los modelos, hay que distinguir los parametros de las variables del proceso.
la variable independiente es el tiempo ¢ y la dependiente es la altura del nivel de liquido, desde el
fondo del tanque, H(t). De los modelos, dos son relaciones cuadraticas del tipo

H = Cy(tp —t)z; para los modelos k=1,2, (20.3.1)

otra es una relacion, también cuadritica pero més elaborada, ver adelante la ecuacién (20.3.5). La
cuarta relacion es logaritmica, la ecuacién (4.2.19):

In <H:L> =B(tp—1). (20.3.2)

En la ecuacion (20.3.1), Cy, se refiere al conjunto de pardmetros de cada uno de los modelos.
Asi, hacemos k = 1 para el modelo dado por la ecuacion (4.2.24), entonces

=8 (% 4. (20.3.3)
2\ Db,

Ahora definimos k = 2 para el modelo dado por la ecuacién (4.2.10), entonces

a\* d d
c, =5 (’) A R
2 Dt dt+4fDL dt +4fDL

(20.3.4)

Sin embargo, para el modelo dado por la ecuacién (4.2.14), tenemos la solucion explicita para
H(t):
H=0C|(tp—1)+1)* - L, (20.3.5)

donde

L
=4/ —. 20.3.6
To =4/ G ( )

Finalmente, el modelo cuasiestacionario, representado en la ecuacién (20.3.2), agrupa en la
constante B, los pardmetros que dan

d; 2 pgd,z th2
B=|— = . 20.3.7
<D,> 3ouL ~ ieuL (20.3.7)

En conclusién, hay dos tipos de parametros, los parametros fisicos y geométricos de los
modelos y los parametros del modelo, que engloban los efectos representados en el modelo por
cada uno de sus términos o funciones.

Incertidumbres experimentales y pardmetros ajustados

El tiempo ¢ es la variable independiente y la altura en el tanque H(¢) es la variable dependiente.
El tiempo se mide con un cronémetro, con apreciacion de centésimas de segundo, y la altura con
un flexémetro con apreciacién de un milimetro.

Sin embargo, la precision serd mucho menor que los 6rdenes de la apreciacién. Considerando la
semejanza de este caso con el estudiado en la tabla 20.1, podemos ver la conveniencia de nombrar
varias indagadoras que tomen, cada una, sus propios datos (H,f), para generar una estadistica con
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los datos de todas ellas, de la misma manera que se hizo en la tabla mencionada, al estimar la salida
del sol. Asi, obtenemos los valores medidos con sus incertidumbres experimentales, en cada punto.

Deseamos ahora confrontar los resultados experimentales con los diversos modelos teéricos,
lo cual tiene dos aspectos, por una parte, es posible encontrar los valores de los parametros de
cada modelo por minimos cuadrados, ajustando los datos experimentales a cada uno de ellos. Asi
obtenemos el conjunto de pardmetros experimentales:

{C€Xp7 TO,exp;Bexp}a (2038)

Incertidumbres tedricas y pardmetros estimados

Por otra parte, podemos estimar los valores de los parametros de los modelos y sus incer-
tidumbres, de acuerdo a los métodos de propagacion de los errores, aplicados a las ecuaciones
(20.3.3),(20.3.4), (20.3.6) y (20.3.7), de donde tenemos el conjunto de pardmetros:

{Cl,tw, CZ,teoa TO,teotheo}a (2039)

donde cada pardmetro consiste de su valor calculado + su incertidumbre, C;., = C £ 6C. Ahora es
posible encontrar valores de {H scor(f),1}, utilizando estos pardmetros tedricos, para decidir cudl
de los modelos aproxima mejor los datos experimentales. Aqui, j indica el modelo usado para el
célculo de H.

Por otra parte, podemos comparar los parametros tedricos con los experimentales, para ver si los
parametros experimentales caen dentro del intervalo de incertidumbre de los parametros teéricos.
cuando esto ocurre, el modelo tedrico corresponde a una explicacion tedrica del fendmeno. Cuando
el valor experimental cae fuera del intervalo de incertidumbre tedrico, la explicacion tedrica que
corresponde al modelo no explica los resultados experimentales.

Determinacion de pardmetros y constantes

Un tdltimo aspecto a considerar en las comparaciones es la posibilidad de mejorar los valores
de los pardmetros fisicos usados para calcular los pardmetros teéricos de los modelos. Para ello
habria que preguntarnos ;Cudl es el parametro fisico de mas dudoso valor estimado, que al ser
modificado por un valor potencialmente mejor, podria dar un pardmetro tedrico mds cercano al
pardmetro experimental correspondiente?

La pregunta anterior corresponde a un problema de minimizacién de errores, que podria
abordarse sistemdticamente, como un problema de optimizacién, pero que aqui consideramos
abierto y recomendamos solamente un elemental método de tanteos inteligentes, proponiendo
valores razonables distintos a los parametros fisicos, para observar su influencia sobre la dindmica
del sistema.

Ejercicios
20.3-1. Parametros fisicos y parametros del modelo.

(i) Elabora una lista de pardmetros fisicos, correspondientes al proceso de vaciado de un tanque,
representando cada uno de ellos con su incertidumbre, en la forma p + & p. Recuerda que las
constantes fisicas y otras matemadticas, no tienen inccertidumbres, por ejemplo la constante
gravitacional o el nimero 7.

(i1) Encuentra las incertidumbres de los pardmetros del modelo, dados en (20.3.9), a partir de las
incertidumbres de sus pardmetros fisicos.
20.3-2. Incertidumbres experimentales del tiempo de vaciado.
A partir de conjuntos de datos {fex, Hexp }, tomados simultdineamente por varias personas
(entre tres y cinco indagadoras), encontrar los puntos experimentales correspondientes,
entendidos como el promedio y su incertidumbre, como se hizo en la tabla 20.1, es decir,



20.3 Comparacion de modelos y experimentos 253

obtener pares de valores {t,H £ H} o {tr + 6t,H}, de acuerdo a los intervalos elegidos
constantes, ya sea en el tiempo o en la altura del nivel en el tanque.

20.3-3. Ajustes de parametros del modelo.

Aplica un ajuste de minimos cuadrados para encontrar valores experimentales de los parame-
tros del modelo, dados por el conjunto (20.3.8), para los modelos dados por las ecuaciones
(20.3.1), (20.3.5) y (20.3.2). Nota que al tratarse de ajustes de datos experimentales, los
modelos dados por las ecuaciones (4.2.24) y (4.2.10) son equivalentes y quedan representados
por el mismo ajuste a la funcién cuadratica (20.3.1).

20.3-4. Ajustes de parametros del modelo.

®

(ii)

(iii)

(iv)

)

Compara los pardmetros tedricos de los cuatro modelos con los tres pardmetros experimenta-
les correspondientes, determinando si los parametros experimentales quedan comprendidos
dentro de los limites de incertidumbre de los pardmetros tedricos.

Si los parametros experimentales del modelo quedan dentro del intervalo de incertidumbre
de los pardmetros tedricos, determina cudl o cudles son los pardmetros fisicos mas inciertos,
es decir, que tienen las mayores incertidumbres o que podrian tener valores muy distintos a
los que se les ha asignado.

Modifica los valores de los parametros fisicos mds inciertos, para que los pardmetros de
cada uno de los modelos, por separado, tengan los valores mds cercanos a los valores de los
pardmetros experimentales del modelo. El objetivo es mejorar el ajuste del modelo tedrico
correspondiente, a los datos experimentales.

Si tu ajuste H(¢) se ve como una linea recta, pregunta si habrd una regién no detectada, al
inicio o al final del experimento, que sea no-lineal, pero que no es posible detectarla debido a
que el intervalo de muestreo es demasiado grande y esto no permite observar el intervalo no
lineal.

Si se invierte la toma de datos de modo que los intervalos constantes sean las alturas del nivel
en vez de los intervalos de tiempo, o viceversa, ;serd posible observar el comportamiento
no-lineal al inicio del experimento?

20.3-5. Parametros reolégicos de pastas de harina de maiz.

Disefla un procedimiento para evaluar las incertidumbres de los pardmetros reolégicos de
pastas de harinas de maiz, con concentraciones del 48 % al 52 % en masa, considerando la
relacion de comportamiento del fluido newtoniano generalizado, ver capitulo 5, y trabajando
experimentalmente con el viscosimetro de Brookfield, ver capitulo 15.

Sugerencia: sigue de cerca los desarrollos de los ejercicios 20.3-1 a 20.3-4 y toma en cuenta
una diferencia importante: no se pueden tomar varias lecturas del mismo momento, pero se
pueden realizar lecturas consecutivas de la misma condicion de flujo, el cual debe quedar
totalmente restablecido (flujo estacionario) antes de tomar una nueva lectura.
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21. Elaboracion de proyectos experimentales

Nunca es posible introducir solamente cantidades observables en una teoria.
Es la teoria quien decide qué se debe observar.

Albert Einstein, 1926.

Proyectos para integrar la teoria y la experiencia
Repetibilidad

En nuestro estudio de la mecénica de fluidos, los proyectos experimentales se proponen para
indagar relaciones entre las cantidades que pueden ser medidas o estimadas en la realizacién
de las experiencias con los fluidos, y las posibles causas de estas relaciones, de acuerdo con el
conocimiento de algunos aspectos tedricos que podrian explicar los patrones de comportamiento
observados. Algunas explicaciones tedricas pueden coincidir, aproximadamente, con los patrones
observados; esto ocurre cuando las diferencias de los valores medidos y los que predice una
determinada teoria, tomadas con ciertos criterios, permanecen pequenas en un intervalo de
valores. Los criterios a considerar para determinar si las diferencias son o no pequefias, deben
tomar en cuenta tanto la calidad de los instrumentos de mediciéon como la capacidad de los
experimentadores para repetir las mediciones de los valores observados, al momento de hacer
las mediciones; esto aplica, necesariamente, a las etapas estacionarias de los procesos, cuando
el tiempo transcurrido en el experimento ya no determina el valor de las mediciones. En las
etapas transitorias de los procesos es importante garantizar la repetibilidad de la evolucion del
experimento, es decir, repetir el experimento desde su inicio, asi como el conjunto de mediciones en
el curso del mismo, para concluir sobre la repetibilidad del proceso conforme transcurre el tiempo.
Ademads, cuando se trata de trabajos de investigacion, es conveniente garantizar la repetibilidad
en otros lugares, tiempos y condiciones ambientales del entorno del sistema, para poder descartar
variables ocultas que podrian estar influyendo en los resultados.
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Tipos de proyectos experimentales
Todo proyecto experimental se puede identificar de acuerdo a su propdsito mds general co-
o:
Definicién 21.1.1 — Proyecto de operacion. que consiste en utilizar instrumentos ya exis-
tentes para determinar el comportamiento de un material

un instrumento para lograrlos.

Definicién 21.1.3 — Proyecto de redisefio. cuando se requiere modificar un instrumento

m
I Definicion 21.1.2 — Proyecto de disefio. cuando los objetivos del proyecto implican construir
I existente para lograr los objetivos.

La diferencia mas notoria en el desarrollo de estos proyectos reside en el instrumento experi-
mental necesario para realizarlos:

mientras que en los proyectos de operacion el instrumento existe fisicamente, en los proyectos
de disefio no es asi,

pues en éstos, el punto de partida es una conceptualizacion del instrumento, cuyo desempefio
deberia cumplir los objetivos propuestos; para ello se recurrird a bisquedas bibliograficas, asi como
a la creatividad y a la imaginacién, que se nutren de la observacién de una amplia variedad de
procesos naturales y de otros campos de aplicacién. En los proyectos de redisefio se propone una
modificacién del instrumento para producir un efecto que logre el cumplimiento de los objetivos.
Estos proyectos estan a mitad de camino entre los de disefio y los de operacién. Asi pues,

ya se trate de un instrumento existente o no, definiremos su conceptualizacién como su prototipo.

Entonces,

Definicion 21.1.4 — Prototipo. es la conceptualizacion de un instrumento fisico o dispositivo
experimental, cuyo desempefio permite explicar las observaciones realizadas en el curso de los
experimentos a la luz de las relaciones propuestas por la teoria.

La diferencia entre un proyecto de disefio y uno de operacién se refiere a la etapa de la
realizacion de la experiencia y a su posterior evaluacion, con la cual concluyen los proyectos
de operacidn, pero es solo una etapa iterativa en los proyectos de disefio y de redisefio, en los
cuales la evaluacién de resultados puede conducir a nuevas propuestas de modificaciones del
instrumento o de su prototipo, para lograr resultados mds aproximados.

Estructura de un proyecto experimental

Un proyecto requiere elaborar hipétesis sobre la configuracién y el comportamiento del
instrumento, se define el sistema y se aplican los principios o leyes generales, asi como las
relaciones de comportamiento de los materiales, para generar un modelo del prototipo, cuya
solucion se use para obtener una prediccién del comportamiento de las variables del sistema y
para identificar los parametros necesarios. Los resultados teéricos del modelo se desarrollan para
presentarlos en la forma de ecuaciones de trabajo. Las variables utilizadas en estas ecuaciones
son las variables de trabajo, que tienen su correspondencia experimental en las cantidades que se
miden en el laboratorio, o una conexién directa con ellas, que generalmente se establece a través
de equivalencias y calibraciones. Para facilitar la recoleccion de los datos que es necesario medir
o estimar, se elabora una hoja de datos en la cual se concentra la informacion de los valores
requeridos, ya sea que se obtengan en el laboratorio o que se encuentren en los manuales de
estimacién de propiedades. Esta hoja de datos debe incluir las ecuaciones de trabajo, asi como
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espacios para incorporar todos los valores necesarios de los parametros y las variables.

Ya se trate de un proyecto de disefio o uno de operacion, su propuesta gira en torno de los
objetivos, el funcionamiento del dispositivo experimental, la conceptualizacién y manejo del
modelo, el uso de la solucidén para establecer ecuaciones de trabajo y la hoja de datos. Esto forma la
columna vertebral del proyecto, que no debera faltar en la propuesta. En cambio, hay secciones
alternativas que solo se deberan incluir en algunos casos, dependiendo de los objetivos del proyecto.

Contenido de una propuesta de proyecto

Definicion e identificacion del proyecto
i. Portada

Es la péagina frontal de la propuesta. Deberd contener la identificacién completa, es decir,
el nombre de la universidad, la carrera, la asignatura, las palabras Proyecto experimental y a
continuacién el nombre del proyecto, los nombres de los responsables de la propuesta, el nombre
del profesor y la fecha de entrega de la propuesta.

ii. Indice
Se enumerarén las Secciones y Sub-secciones con las respectivas paginas donde inicia cada
una.

iii. Objetivos

Los objetivos del proyecto a llevar a cabo deben establecerse con precision, indicando su
alcance y sus limitaciones. Por ello puede ser importante hacer referencia a los materiales a emplear,
los instrumentos a usar y las propiedades o patrones de comportamiento a determinar. Los objetivos
deberan implicar la conexion de la teoria y la experiencia practica. Esta conexién puede ser
también un objetivo explicito.

Indagatoria experimental

Entendemos por indagatoria experimental el proceso de indagacién que es necesario para
saber c6mo vamos a cumplir los objetivos establecidos en la seccion anterior. Los proyectos de
operacion requieren el uso de un equipo o instrumento existente en el laboratorio, por lo que la
indagatoria debe partir de la manipulacién fisica de dicho instrumento. Entonces,

A) En el caso de un proyecto de operacion se requiere:

i. Explorar el instrumento para conocer su funcionamiento

Se requiere observar los detalles del instrumento y de qué manera su configuracién geométrica
es importante para obtener los fendmenos que van a ser medidos y las condiciones o estados de
flujo que van a ocurrir.

ii. Hacer una descripcion fisica de lo que pasa en un experimento

Se trata de observar el desarrollo de un experimento, destacando aquellas observaciones que
pudieran estar relacionadas con las cantidades que se miden, para tomar en cuenta las observaciones
relacionadas con los fendmenos que afectan las mediciones y que deberan ser considerados por
un modelo matematico. Se identificaran las etapas transitorias y estacionarias de dicho proceso,
destacando las que son de interés especifico para los objetivos propuestos. Se elaborara una
descripcion cuidadosa del desarrollo del experimento, anotando las observaciones anteriores.

iii. Elaborar un bosquejo del instrumento indicando los fenémenos determinantes
Se dibujara un esquema o bosquejo del instrumento, anotando sus dimensiones principales.
En este bosquejo se identificardn los flujos y las fuerzas mas notorias, que pueden estar relacionadas
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con los valores de las mediciones. Aqui se definird el término de transporte que gobierna la
ejecucion de una experiencia.

Por el contrario, los proyectos de disefio requieren que la indagatoria inicie, principalmente,
recabando informacién disponible en la red de internet y en otras fuentes, para disefiar un instru-
mento que de respuesta a los objetivos planteados.

B) En el caso de un proyecto de disefio se requiere:

i. Explorar la existencia de instrumentos alternativos

Dependiendo de los objetivos propuestos, se podrd encontrar en internet un conjunto de instru-
mentos, basados en distintos principios (por ejemplo, distintas fuerzas que generan el movimiento
del fluido), que pueden dar respuesta a las necesidades planteadas. Una vez que se cuenta con
informacién suficiente acerca de un conjunto de alternativas, se procedera a su clasificacion. Sin
embargo, las alternativas pudieran parecer inadecuadas o insuficientes, de modo que un recurso adi-
cional pudiera ser recurrir a otros campos de evolucidn, en alguna forma similares, para mimetizar
algunas posibilidades de solucion.

ii. Elaborar modelos conceptuales cualitativos

Con la informacién del punto anterior, habria que proponer la solucién més adecuada, para
obtener los objetivos propuestos. Para intuir cudl podria ser esta solucién, un conjunto de alternativas
puede surgir del estudio de instrumentos utilizados con anterioridad, con propdsitos similares.

iii. Seleccionar o modificar alternativas

se hard una descripcion breve de las etapas de la propuesta hasta el cumplimiento del obje-
tivo final. El propésito principal de una introduccién es establecer un marco de referencia para
contextualizar el proyecto propuesto. Puede tener sentido hacer alguna referencia histérica a la
invencién del instrumento o de la propiedad bajo estudio. No tiene sentido bajar a la introduccién
informaciones copiadas de lo extensamente disponible en el internet, y menos atin cuando, en vez
de acompaiiar dichos parrafos por una valoracion critica, se presentan como textos atribuibles a la
persona que entrega el trabajo, sin dar crédito al lugar de donde fueron tomados.

Se refiere al desarrollo conceptual de tres elementos principales: el instrumento de medicion,
el fluido a manipular y la interaccidn de estos en la operacion instrumento. La construccién de
un modelo puede seguir diversas trayectorias, dependiendo de las habilidades del sujeto que lo
hace. Para reportarlo, en cambio, es necesario seguir un procedimiento estructurado de acuerdo
a los principios fisicos que gobiernan la situacion fisica, que permita a todos los lectores seguir
su desarrollo, de acuerdo a una secuencia légica. Ademads es importante notar que un elemento
crucial, como es la definicion del sistema, no puede ser soslayado ni minimizado, como parece
ser la tendencia del principiante, quien se apresura a aplicar férmulas y leyes de balance sin
reparar en el objeto al que se estan aplicando.

Para elaborar un modelo teérico del flujo de algtin fluido es conveniente:

en los proyectos de diseflo se describira el prototipo propuesto para realizarla.En los proyectos
de disefio es conveniente hacer una resefia sobre el procesamiento de las ideas que llevan al
desarrollo del prototipo.

Desarrollo tedrico
i. Identificar el sistema y sus partes

Se delimitara el sistema de estudio, para lo cual se tendra en cuenta cémo el funcionamiento
del instrumento produce los resultados que nos permiten cumplir con los objetivos. Este sistema
se representard en un diagrama incorporando un sistema coordenado idéneo y se identificard cada
pardmetro geométrico importante (con una letra o nombre). Se identificaran las fronteras del
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sistema y los subsistemas, definidos como los elementos de una particion del sistema, que tienen
estructura y comportamiento homogéneos.

ii. Establecer los términos del transporte

Se identificardn los flujos de masa y de momentum que ocurren en el sistema y sus fronteras
y se hard una representacion idealizada de los mismos, incorpordndola al diagrama del sistema,
utilizando flechas y definiendo los flujos.

iii. Enumerar las hipoétesis simplificatorias que se requieren para establecer un modelo
sencillo

Cada hipétesis ird seguida de su justificacién. Algunas hipétesis, que no podrén justificarse a
priori, deberén ser justificadas a partir de los resultados de la experiencia. Algunas hipétesis que
pudieran ser importantes se pueden clasificar, de acuerdo a su naturaleza, como:

1. Hipdtesis geométricas como cuando
= Un conjunto de particulas sélidas se toman como esferas o cubos perfectos, con un
didmetro o lado equivalente,
= Un tubo muy largo se toma como un cilindro semi-infinito,
= La capa limite alrededor de un cilindro con flujo transversal se considera como una
capa limite sobre una pared plana, cuando el radio del cilindro es mucho mayor que el
espesor de la capa limite.
2. Hipétesis sobre las condiciones iniciales y a la frontera como cuando
= FEl sistema se considera cerrado (despreciando la evaporacién de un liquido),
= FEl sistema se considera aislado (despreciando el flujo de calor en la pared),
= FEl estado inicial es de reposo, de temperatura o concentracién uniforme o cuando ya se
ha establecido un régimen estacionario,
= La presion de vapor es constante en una superficie o la concentracién del vapor en ella
es la del equilibrio con el liquido,
= [os flujos de momentum, de energia térmica y de masa de una especie quimica son
constantes en una superficie.
3. Hipdtesis sobre las condiciones de operaciéon como cuando
= FEl liquido en un recipiente estd perfectamente agitado
4. Hipétesis sobre la extension y la velocidad relativa de los flujos que ocurren simultdneamente
como cuando
= Una etapa del proceso de transporte puede estar gobernada (es decir, limitada) por un
flujo en particular, el cual ocurre mucho mds lentamente en un subsistema que en otro,
o mucho mas lentamente que otro flujo en el mismo subsistema o en otro, de modo que
sea razonable proponer que el flujo lento es transitorio, en tanto que el flujo rpido se
puede considerar estacionario.

iv. Elaborar balances de masa, de momentum y de energia, segin sea necesario

Se estableceran los balances de momentum, de energia y de masa, segin sea necesario. Los
principios de balance o de conservacion se aplicardn al sistema establecido cuando se requiere y
podria bastar con una descripcidn integrada. Si se requiere una descripcion local, se podria definir
un subsistema de dimensiones infinitesimales, inmerso en el sistema original o en una porcién
homogénea del mismo. Esto darfa lugar a un modelo en ecuaciones diferenciales, mediante el
método matemdtico usual de tomar limites a las razones incrementales que definen las derivadas.
Alternativamente se pueden simplificar las ecuaciones generales de cambio bajo las hipdtesis
previamente establecidas. Esto es preferible para situaciones no demasiado simples.



21.24

260 Capitulo 21. Elaboracion de proyectos experimentales

v. Representar los fluidos mediante relaciones de comportamiento adecuadas

Se establecen las relaciones de comportamiento especificas de los fluidos y materiales que
intervienen en los balances, como las propiedades de transporte, las ecuaciones de estado y las
relaciones de equilibrio.

vi. Establecer condiciones iniciales y condiciones a la frontera del sistema

Antes de encontrar una solucién particular es necesario especificar condiciones conocidas. Las
variables integradas en el tiempo, requieren conocer su estado a un tiempo dado, una condicién
por cada integracion, en tanto que las variables integradas en el espacio, requieren conocer una
condicién en la frontera del sistema, a cualquier tiempo.

vii. Encontrar solucién al problema de flujo

Se desarrolla matemdaticamente lo necesario para determinar el comportamiento que resulta
de las ecuaciones del modelo. Esto puede incluir simplificarlas hasta quedarnos con los rasgos
fundamentales del balance, resolverlas analitica o0 numéricamente o transformarlas a un problema
en diferencias finitas que serd comparado directamente con las mediciones. Lo que se haga depende
de los objetivos y de las caracteristicas matematicas del modelo, tanto como de la naturaleza y la
calidad de las mediciones.

Diseno de la experiencia
i. Identificar las variables de trabajo

Entendemos como interpretacion la conexién que hacemos de los resultados del trabajo tedrico
con los resultados de la experiencia. Para que dicha conexion tenga caracteristicas univocas es
necesario definir univocamente el conjunto de variables que emplean ambos: el modelo y el
experimento. Este conjunto son las variables de trabajo, las cuales se definen como aquellas
cantidades que cambian en el espacio y/o en el tiempo, que pueden medirse en el laboratorio, o
que tienen una conexion directa con las mediciones; conexién que muchas veces se establece a
través de equivalencias y calibraciones. Para obtener las variables de trabajo se puede requerir de
integraciones y manipulaciones de las variables originales del modelo.

Las ecuaciones de trabajo resultan de la manipulacién de los resultados del modelo hasta
obtener expresiones en las cuales solo participen las variables de trabajo. En las ecuaciones de
trabajo el logro de los objetivos propuestos se visualiza como consecuencia directa de aplicar dichas
ecuaciones a la informacién experimental.

El orden a seguir para establecer la correspondencia entre el experimento y la teoria puede
invertirse, iniciando por la definicién de las variables de trabajo, para luego indagar cémo se
conoceran los términos de los cuales dependen dichas variables, de acuerdo a los principios tedricos
y a las relaciones de comportamiento, aplicadas en las regiones que abarca la definicién de las
mencionadas variables de trabajo. Este método resulta muy util en algunos problemas complejos,
en los cuales no se tiene la posibilidad, o no es, en realidad, necesario, obtener soluciones locales e
instantdneas del proceso de transporte. Sin embargo todavia es posible medir algunas cantidades
globales y proponer a partir de ellas un método de analisis dimensional para obtener correlaciones
con sustento fisico claro.

ii. Los pardmetros

Algunas veces las variables de trabajo son directamente las que resultan conocidas de la
solucién del modelo, pero lo que ocurre mds frecuentemente es que se miden cantidades totales,
cuya definicién implica la integracién de cantidades locales e instantdneas. Asi por ejemplo, la
temperatura de un fluido que sale de un intercambiador de calor es una cantidad total. Supongamos
que la temperatura se mide con un termémetro de mercurio, que se coloca en un pequefio recipiente
donde descarga un flujo laminar y se mezcla la corriente de salida. La temperatura asi medida se
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conoce como temperatura de copa y se calcula integrando el perfil de temperatura en el ducto de
salida, ponderado en la velocidad local del fluido.

Otras veces, se asocia a las mediciones locales un significado mds amplio, por ejemplo al medir
la temperatura con un termopar de punta delgada, cerca del centro de un tubo, podriamos asociar
dicha temperatura a la temperatura promedio del fluido, es decir aquella que representa la totalidad
del fluido circulando a través de la superficie transversal el tubo. Al reportar esos valores debemos
tener el cuidado de evaluar el error que podria cometerse, debido a la extension del significado
del valor medido. Sin embargo, la suposicién anterior nos permite tender un puente entre el valor
medido y el concepto de la temperatura del fluido, que no es un solo valor sino una funcién de las
variables independientes (el punto en el espacio y en el tiempo).

En los proyectos de disefio se puede tener la flexibilidad de elegir los materiales para realizar
las experiencias, asi como en cierta medida, los instrumentos de medicién y su precision. Por
ejemplo una longitud puede requerirse en cm, mm, (m, u otro nivel de precision. Esto determina el
instrumento de medicién requerido. También puede ser necesario definir un material de trabajo, de
entre un conjunto de sustancias de interés, candidatas a ser utilizadas para este propdsito, que por
sus propiedades rednan caracteristicas compatibles con las hipétesis del modelo. Esto puede requerir
algunas estimaciones termodindmicas, por ejemplo la densidad del aire saturado con un vapor, con
relacion a la densidad del aire puro, para estimar la posibilidad de un efecto de invernadero. En
estas selecciones se deben cuidar ademads, los aspectos de seguridad, toxicologia y economia. Si se
requieren calibraciones, se elegird el sistema para calibrar, indicando las razones que lo califican
para ello.

iii. Ecuaciones de trabajo

Si las variables de trabajo son los elementos que recorren el puente entre el experimento y
la teoria, las ecuaciones de trabajo son su estructura. Las ecuaciones de trabajo resultan de las
expresiones que definen las variables de trabajo, en las que intervienen las variables de campo
encontradas en la soluciéon del modelo o que pueden encontrarse a partir de dicha solucién, cuando
se ha resuelto el modelo. Cuando no se ha resuelto el modelo, todavia existe la posibilidad de
utilizarlo, junto con las condiciones iniciales y a la frontera, las relaciones de comportamiento y las
ecuaciones de estado, para encontrar un conjunto de parametros adimensionales que determinan
el comportamiento de las variables de trabajo definidas por dicha expresion y expresadas también
en la forma de pardmetros adimensionales. El procedimiento para obtener esta formulacién general
se conoce como adimensionalizacion.

Hoja de datos

Como resultado del anélisis de las ecuaciones de trabajo se elaborard una hoja de datos, en la
que se concentrard la informacion que se requiere para lograr los objetivos propuestos. En una hoja
completa se elaborard un formato para recabar todos los datos necesarios. Esta hoja contendra en
su encabezado:

1. El nombre del proyecto experimental.

2. Los nombres de los integrantes del equipo que realiza las experiencias y la fecha de realiza-
cién.

En la parte superior se escribirdn las ecuaciones de trabajo. A continuacidn los siguientes
campos, indicando en cada caso las unidades requeridas:

1. Los parametros estimados.

2. Los pardmetros medidos.

3. Las variables medidas, con su tabulacion con respecto a las variables independientes de ser
necesario, asi como las repeticiones de las lecturas.

4. Si se requiere una calibracidn, elaborar los puntos anteriores necesarios para realizarla y
repetir los pertinentes para el sistema desconocido (el problema).



21.2.6

262 Capitulo 21. Elaboracion de proyectos experimentales

Materiales adjuntos
i. Notacion
ii. Referencias

Todas las referencias deberan estar mencionadas en algin lugar del texto. La manera de men-
cionarlas serd por ejemplo: ... este modelo se encuentra resuelto en Cussler (1984). Correspondiendo
a esta mencion, en la seccion de referencias se incluira:

Cussler, EL. 1984. Diffusion. Mass Transfer in Fluid Systems, Cambridge University Press
(Primera edicién).

Es decir que un libro referido incluye los siguientes datos en forma ordenada:

= Apellido e iniciales de los autores (o de los editores)

= Afio de publicacién de la edicién consultada

s Titulo del libro (en letra italica)

= Editorial

= Edicién.

Si se trata de un libro colectivo, donde los capitulos son escritos por diversos autores y la
referencia es de un capitulo en particular, se seguird el siguiente orden:

= Apellido e iniciales de los autores del capitulo

= Afio de publicacién de la edicién consultada

= Titulo del capitulo (en letra romana)

= La palabra En

= Titulo del libro o manual (en letra italica)

= Apellido e iniciales de los editores del libro, seguidos de la abreviacidn (eds.)

= Editorial

= Edicién.
iii. Apéndices

Cuando son necesarios, cada Apéndice tendrd un niimero consecutivo y un nombre que indique
su contenido y deberd estar mencionado en el texto. Todas las ecuaciones llevardn numeracién

consecutiva en un paréntesis, precedida por la letra A, por ejemplo, (A.12) es la ecuacién # 12 en
los Apéndices.
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22. Elaboracion de reportes experimentales

Al inicio, uno solamente se pregunta sobre la posibilidad de las cosas,
v luego uno les reprocha no ser imposiblemente perfectas
Jean Rostand, 1962.

Intfroduccion

A veces, como Rostand menciona, pretendemos pedir de nuestras experiencias que revelen
una perfeccion que definimos como aquello que se conduce de acuerdo a nuestras teorias. Sin
embargo nuestras teorias son, por lo general, incapaces de tomar en cuenta todo lo que rodea a un
determinado fenémeno que observamos. El trabajo de laboratorio pretende generar las condiciones
y elaborar los sistemas simplificados, donde los comportamientos que deseamos observar puedan
resultar enfatizados y en lo posible liberados de otros fendmenos concurrentes, sin embargo los
procesos fisicos y quimicos naturales ocurren independientemente de nuestras teorias, las
cuales buscando explicaciones parciales, podrian no ajustarse a las observaciones y demandarian
explicaciones mds amplias y detalladas, algunas que podrian resultar aparentemente contradictorias,
llevando a dilucidaciones altamente complejas. Por ello algunas veces hemos oido mencionar que la
realidad es compleja, aunque parece mds certero afirmar que nuestra aproximacion a la realidad,
nuestro pensamiento, es lo complejo; se torna complejo cuando quiere dar cuenta, con una visién
cada vez més amplia, de las capas de detalle de los sucesos que ocurren en la naturaleza, ain en
situaciones propias del laboratorio, donde pretendemos domesticar a los sistemas para realizar
observaciones bajo ambientes controlados.

Afortunadamente, cuando notamos semejanzas notables entre un comportamiento observado y
nuestras predicciones tedricas, adquirimos cierto grado de certeza para manipular los materiales y
para utilizar nuestras predicciones como herramientas de trabajo, basadas en los conocimientos
adquiridos. También adquirimos cierta capacidad para determinar cuales son los factores que
influyen - y en qué medida - en las diferencias y/o discrepancias entre nuestras teorias, nuestras
operaciones de laboratorio y nuestras observaciones. Una experiencia que tenga importantes
diferencias con lo que predice la teoria puede ser un excelente trabajo, si somos capaces de
identificar y evaluar las fuentes de las discrepancias. Si es posible, una experiencia asi debera
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ser modificada con las mejoras pertinentes, redisefiando también los objetivos, si es necesario.

Objetivo del reporte

El reporte de experimentos es el principal registro o memoria de la experiencia realizada. En el
reporte se debe rescatar el sentido, la organizacion, el tratamiento, los resultados, los valores y
las conclusiones de la experiencia. Elaborar el reporte es un ejercicio que nos permite reflexionar
y trabajar con las observaciones y las mediciones; con la teoria, los modelos y las estimaciones de
la importancia relativa de sus elementos, para clarificar su significado, sus limitaciones y su validez,
en la situacion concreta experimentada en el laboratorio. Por todo esto, el reporte es un elemento
fundamental para el aprendizaje de la ingenieria.

El reporte forma un par complementario con el proyecto experimental. Mientras que en el
proyecto se elabora, a partir de la teoria y los instrumentos del laboratorio, el procedimiento
que permitira cumplir los objetivos propuestos, en el reporte se evalia en qué medida ha
sido posible alcanzar dichos objetivos y qué cambios en el procedimiento seguido se pueden
visualizar para conseguir mejor dichos objetivos, para profundizar en algunos comportamientos
observados o para explorar nuevas posibilidades tanto de los modelos como de los instrumentos o
de los materiales.

Sobre la forma de elaborar un reporte experimental

Si se ha realizado un proyecto experimental previo, el reporte deberd contener inicamente
los materiales complementarios, partiendo de las ecuaciones de trabajo y el formato de la hoja
de datos, que son el producto de la propuesta experimental. A diferencia, si la experiencia se
ha realizado sin una propuesta previa de proyecto experimental, el reporte deberd incorporar los
elementos fundamentales del proyecto, como son el modelo y su interpretacion, los cuales se
elaboran con el apoyo de las observaciones, tanto como de los elementos tedricos. Esto permite
obtener las ecuaciones de trabajo y finalmente la hoja de datos, que son el punto de partida para los
reportes que si cuentan con un proyecto previo. Al elaborar la hoja de datos después de realizada
la experiencia, podriamos caer en la cuenta de diferencias con las cantidades medidas, ya sea
porque falta informacién requerida por el modelo o porque se midieron cantidades que no parecen
ser importantes para el mismo. Estas diferencias deben reportarse como tales, incorpordndolas al
proceso de nuestro conocimiento del tema. Al hacerlo habremos logrado incorporar mds elementos
a nuestro juicio para la toma de decisiones, ademds puede ser posible utilizar los nuevos elementos
para realizar nuevas experiencias para alcanzar los objetivos propuestos u otros nuevos.

Contenido de un reporte experimental

Si no se realiz6 una propuesta de proyecto experimental previa, después de los objetivos se
incorporardn las Secciones 5, el modelo; 6, la interpretacién y 7, la hoja de datos, del Instructivo
para la Elaboracién de Proyectos Experimentales, antes de la Seccién Realizacion de la experiencia.

Portada

Es la primera pdgina del reporte. Deberd contener la identificacién completa: La Universidad, la
Carrera, la Asignatura, las palabras Reporte experimental y a continuacién el nombre del proyecto,
los nombres de los integrantes del equipo, el nombre del Profesor y la fecha de entrega.

Resumen ejecutivo

Es la segunda pégina del reporte. En forma muy concisa y en una sola pagina, se informara
sobre los objetivos, los instrumentos, el modelo, las mediciones y los resultados, concluyendo con
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las limitaciones a la validez de los mismos. Este resumen es lo que el ejecutivo de una empresa
leeria para defender el trabajo en una sesién para su aprobacioén.

indice

Se enumerardn las Secciones y Sub-secciones con las respectivas paginas de inicio.

Objetivos

Se enunciardn los objetivos del trabajo, tal como fueron acordados por los integrantes del equipo
y el profesor. El reporte experimental solo contendra la informacion que conduce a los objetivos
propuestos. Toda otra informacién es superflua y deberia evitarse.

Ecuaciones de trabajo y hoja de datos

Si no se elabor6 proyecto, en esta Seccién se desarrolla el modelo correspondiente, para propo-
ner luego una interpretaciéon que conduzca a establecer las ecuaciones de trabajo y su consecuencia
directa: el formato de la hoja de datos, siguiendo el instructivo de elaboracién de proyectos.

Si se elabor¢ previamente el proyecto, esta Seccion consiste del formato de la hoja de datos, que
contiene en la parte superior las ecuaciones de trabajo, de acuerdo a lo establecido en el instructivo
correspondiente.

Realizacion de experiencias

= Se incorporard la hoja de datos con la informacién completa de las mediciones primitivas y
de los parametros y/o valores de literatura, indicando si hizo falta o fue iniitil algiin campo
de informacién del formato original propuesto, con sentido autocritico.

= Se hard una lista de las observaciones de interés, a juicio de los integrantes del equipo,
efectuadas durante la realizacion de las experiencias, indicando en qué reside su interés para
la materia de estudio.

Andlisis de datos y resultados

= La informacién de la hoja de datos se verterd en una hoja de Excel y se realizardn las
operaciones pertinentes, de acuerdo a las expresiones desarrolladas a partir del modelo, para
encontrar los resultados.

= De acuerdo con las escalas de los instrumentos, se incluirdn solamente las cifras significativas
en los resultados. Se hard un anélisis estadistico, considerando las repeticiones, para reportar
los resultados finales con sus incertidumbres, bajo una prueba de limites de confianza del
95%.

= Sies el caso, se elaborardn gréficas en Excel para las variables dependientes, como funciones
de las independientes (coordenadas espaciales y/o el tiempo). Entonces se graficardn los
valores experimentales con sus incertidumbres y se incluird la estimacién teérica del modelo.
También se incorporardn otras graficas requeridas, a juicio de los alumnos o solicitadas
especificamente.

Conclusiones y sugerencias

= Se comparardn los resultados obtenidos con otros conocidos. Con esta informacién los
integrantes del equipo elaboraran sus conclusiones, con una actitud critica y autocritica.

= Como resultado de su experiencia, los integrantes del equipo propondran aqui lo que consi-
deren que puede mejorar la realizacion de la experiencia.
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Bibliografia

= Abbagnano, N. 2004. Diccionario de Filosofia, Fondo de Cultura Econémica, Ciudad de
Meéxico.

= Aris, R. 1962. Vectors, Tensors and the Basic Equations of Fluid Mechanics, Prentice-Hall,
N.J.

s Arquimedes, 2009. Sobre los Cuerpos Flotantes. Biblioteca Clasica Gredos, Gredos.

= Baird, D.C. 1991. Experimentacion. Una introduccion a la teoria de mediciones y al diseiio
de experimentos, Segunda edicion. Prentice.Hall Hispanoamericana, México.

= Bertalanffy, L. 1986. Teoria General de los Sistemas. Fundamentos, desarrollo, aplicaciones,
Fondo de Cultura Econémica, Ciudad de México.

= Bird, R.B.; Stewart, W.E.; Lightfoot, E.N. 2012. Fenomenos de Transporte, Segunda
edicion. Limusa-Wiley. Ciudad de México.

= Borishenko, A.L; Tarapov, LE. 1968. Vector and Tensor Analysis with Applications, Prentice
Hall (Reproducido por Dover, Toronto. 1979).

= Brodkey, R.S. 1967. The Phenomena of Fluid Motions, Addison Wesley (Reproducido por
Dover, N,Y. 1995).

= Caso, A. 1966. Reyes y reinos de la mixteca, Fondo de Cultura Econémica, Ciudad de
Meéxico.

= Concha, F.; Bustos, M.C. 1991. Settling velocities of particulate systems: 6. Kynch sedi-
mentation processes: batch settling. Int. J. Miner. Process, 32, 193-212.

» Currie, I.G. 2003. Fundamental Mechanics of Fluids, Tercera edicién. Marcel Dekker, N.Y.

= CRANE CO. 1986. Flow of fluids through valves, fittings and pipe. Technical paper No. 410
M. Crane Co, N.Y.

= Dealy, J.M. 1982. Rheometers for Molten Plastics. Van Nostrand Reinhold, N.Y.

» Garrido, P.; Concha, F.; Biirger, R. 2003. Settling velocities of particulate systems: 14.
Unified model of sedimentation, centrifugation and filtration of flocculated suspensions. Int.
J. Miner. Process, 72, 57-74.

= Krol, J. 1951. The Automatic Hydraulic Ram. Procedings of the Institution of Mechanical
Engineers, 165 (1), 53-73.



268

Capitulo 22. Elaboracion de reportes experimentales

Lamb, H. 1932. Hydrodynamics, Cambridge (Reproducido por Dover, N.Y. 1945).

Leodn Portilla, M. 1980. Toltecdyotl. Aspectos de la cultura ndhuatl. Fondo de Cultura
Econémica. Ciudad de México.

Levenspiel, O. 1993. Flujo de Fluidos e Intercambio de Calor, Barcelona.

Levi, E. 1965. Mecdnica de los Fluidos. Introduccion teorica a la hidrdulica moderna,
Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional Auténoma de México, Ciudad de México.
Luhmann, N. 2006. La Sociedad de la Sociedad, Herder, Ciudad de México.

Lydersen, A.L. 1979. Fluid Flow and Heat Transfer, John Wiley, Surrey.

Martinelli, R.C.; Nelson, D.B. 1948. Prediction of Pressure Drop During Forced Circulation
Boiling of Water, Trans. ASME 70, 695.

McCabe, W.L.; Smith, J.C. 1976. Unit Operations of Chemical Engineering, Tercera
edicién. McGraw-Hill Kogakusha, Tokyo.

Méndez Mandujano, C. 2014. Modelamiento de viscosidades de mezclas liquidas de n-
alcanos (n-pentano a n-dodecano) a altas presiones utilizando la Teoria de Eyring. Proyecto
de integracion en ingenieria quimica. Repositorio institucional de UAM Azcapotzalco.
Morin, E. 1990 Introduccion al Pensamiento Complejo, Gedisa, Barcelona.

Pope, S.B. 2000. Turbulent Flows. Cambridge University Press, Cambridge.

Poskett, J. 2022. Horizontes. Una historia global de la ciencia. Critica, Paidos, Ciudad de
México.

Rodriguez Sierra, J.C. 2016. Caracterizacion e Implementacion de un Sensor por Impe-
dancia Eléctrica para la Medicion de la Fraccion Volumen en una Columna de Burbujeo.
Tesis de Doctorado en Ciencias (Ingenieria Quimica), Universidad Auténoma Metropolitana,
Unidad Iztapalapa, Ciudad de México.

Schlichting, H. 1979. Boundary Layer Theory, séptima edicion. McGraw-Hill, N.Y.
Sociedad Americana de Quimica (ACS). 2003. Seguridad en los Laboratorios Quimicos
Académicos. Volumen 1. Prevencion de accidentes para estudiantes universitarios. Séptima
edicién. ACS, Comité de seguridad quimica, Washington, DC.
https://www.acs.org/content/dam/acsorg/about/governance/committees/chemicalsafety/
publications/seguridad-en-los-laboratorios-quu0Oedmicos-acadu0Oe9mico.pdf

Soria, A. 2022. Fundamentos del Flujo de Fluidos, Division de Ciencias Bésicas e Ingenieria,
Universidad Auténoma Metropolitana-Iztapalapa, Ciudad de México, CDMX.

Soria, A. 2026. Indagaciones sobre el calentamiento y el transporte de especies quimicas,
Division de Ciencias Bésicas e Ingenieria, Universidad Auténoma Metropolitana-Iztapalapa,
Ciudad de México, CDMX.

Soria, A.; de Lasa, H.L. 1992. Averaged topological equations for dispersed two-phase flow.
Int. J. Multiphase Flow,18, 943-963.

Taitel, Y.; Barnea, D.; Dukler, A.E. 1980. Modelling Flow Pattern Transitions for Steady
Upward Gas-Liquid Flow in Vertical Tubes, AIChE J. 26, 345-354.

Truesdell, C. 1973. Termodindmica Racional, Barcelona.

Truesdell, C.; Toupin, R. 1960. The classical field theories, en Principles of Classical
Mechanics and Field Theory, editado por S. Fliigge, Springer-Verlag, Berlin Heilderberg.
Whitaker, S. 1968. Introduction to Fluid Mechanics, Prentice-Hall, N.J.



	Parte I — Contenidos
	1 La mecánica de fluidos y los fenómenos de transporte
	1.1 Introducción
	1.2 El tratamiento local
	1.3 El tratamiento integral

	2 Modelos, su significado y aplicación
	2.1 Algunos aspectos elementales
	2.2 Modelos de ajuste de datos experimentales
	2.3 Modelos basados en principios físicos
	2.4 Flujo laminar estacionario de un fluido newtoniano en un tubo

	3 Procesos de transporte y tiempos característicos
	3.1 Flujo por cortante entre dos láminas sólidas planas y paralelas
	3.2 Flujo laminar de un fluido newtoniano en un tubo circular

	4 Procesos transitorios sin etapa estacionaria
	4.1 Introducción
	4.2 Modelos de la descarga de un tanque
	4.3 Modelo de viscosímetros capilares

	5 Fluidos newtonianos generalizados (FNG)
	5.1 Los fluidos newtonianos generalizados
	5.2 Flujo transitorio de un fluido de Ostwald sobre una lámina sólida
	5.3 Estimación de parámetros reológicos de un FNG

	6 Modelos de capa límite y flujo ideal
	6.1 Flujos ideales
	6.2 Flujos en la capa límite
	6.3 Soluciones de la teoría de la capa límite

	7 Flujos turbulentos
	7.1 Descripción fenomenológica
	7.2 Flujo turbulento en un tubo
	7.3 Capa límite turbulenta

	8 Agitación y mezclado
	8.1 Introducción
	8.2 Configuración de tanques agitados
	8.3 Patrones de flujo en tanques agitados
	8.4 Tiempos característicos del mezclado
	8.5 Potencia de tanques agitados

	9 Energía cinética, trabajo y fricción
	9.1 Fuerzas, potenciales y energía cinética de flujo
	9.2 Fuerzas conservativas, rapidez de trabajo y vector de potencia
	9.3 Disipación del flujo local de potencia de los esfuerzos moleculares
	9.4 Disipación viscosa de un fluido newtoniano en un tubo
	9.5 Disipación viscosa en los flujos turbulentos
	9.6 Coeficientes de rozamiento en una pared plana

	10 Flujo compresible, cavitación y ariete
	10.1 Ondas de presión
	10.2 La bomba de ariete

	11 Separaciones mecánicas
	11.1 Separación de mezclas
	11.2 Flujo alrededor de un cuerpo esférico
	11.3 Separación de fases dispersas


	Parte II — Instrumentos
	12 Descarga de tanques
	12.1 Descripción
	12.2 Operación
	12.3 Principios físicos del funcionamiento
	12.4 Algunos objetivos de las experiencias

	13 Sedimentación por lotes
	13.1 Descripción
	13.2 Operación
	13.3 Principios físicos del funcionamiento
	13.4 Algunos objetivos de las experiencias

	14 Viscosímetros capilares
	14.1 Descripción
	14.2 Operación
	14.3 Principios físicos del funcionamiento
	14.4 Algunos objetivos de las experiencias

	15 Viscosímetro de Brookfield
	15.1 Descripción
	15.2 Operación
	15.3 Principios físicos del funcionamiento
	15.4 Algunos objetivos de las experiencias

	16 Tanques agitados
	16.1 Descripción
	16.2 Operación
	16.3 Principios físicos del funcionamiento
	16.4 Algunos objetivos de las experiencias

	17 Bombas de ariete
	17.1 Descripción
	17.2 Operación
	17.3 Principios físicos del funcionamiento
	17.4 Algunos objetivos de las experiencias
	17.5 Construcción

	18 Redes de tuberías
	18.1 Descripción
	18.2 Operación
	18.3 Principios físicos del funcionamiento
	18.4 Algunos objetivos de las experiencias


	Parte III — Métodos
	19 Aprendizaje significativo
	19.1 Qué es el aprendizaje significativo
	19.2 Construcción de conocimientos
	19.3 Mapas conceptuales
	19.4 Diagramas de flujo

	20 Modelos y experimentos
	20.1 Estimados e incertidumbres
	20.2 Propagación de errores
	20.3 Comparación de modelos y experimentos

	21 Elaboración de proyectos experimentales
	21.1 Proyectos para integrar la teoría y la experiencia
	21.2 Contenido de una propuesta de proyecto

	22 Elaboración de reportes experimentales
	22.1 Introducción
	22.2 Sobre la forma de elaborar un reporte experimental
	22.3 Contenido de un reporte experimental





