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El contenido de este libro
muestra los elementos funda-
mentales en el tratamiento de
la Elasticidad Cldsica, campo
que tiene gran relevancia en
el estudio de los materiales.
Desde el punto de vista con-
ceptual y formativo, su estu-
dio permite unificar las
herramientas  matematicas
para abordar problemas de
interés practico y al mismo
tiempo se cultiva el desarrollo
de los métodos matematicos
que son comunes a varios
campos de la fisica. Esta
disenado para los alumnos
de la licenciatura en fisica, en
los primeros 8 capitulos se
trabaja el material esencial.
Posteriormente  se  tiene
material optativo a utilizar
segun las necesidades del
profesor y los estudiantes.
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Prologo

El objetivo fundamental de este trabajo es el de introducir al lector a los
conceptos y métodos fundamentales de la Elasticidad. Este campo tiene gran
relevancia practica cuando se estudian las propiedades de los materiales y se
requiere ver, entre otras cosas, su resistencia. Los aspectos practicos pueden
constitutir una motivacion para su estudio, pero también es interesante notar
que, desde el punto de vista fisico, el estudio de la Elasticidad nos permite
introducir conceptos que para un estudiante de Fisica pueden ser muy valiosos,
por ejemplo el tensor de los esfuerzos, la ley de Hooke, las relaciones dispersion en
medios con simetrias especificas, etc. Otro aspecto que es importante enfatizar
es el uso de los métodos matematicos para resolver ecuaciones diferenciales
parciales, ya que se necesitan las condiciones de frontera para determinar la
solucion. Estas caracteristicas del material que se presentara permiten que el
alumno integre conocimientos que ha estudiado en forma seccionada. Es ésta
una oportunidad para reconocer el campo de aplicacion de otras materias y para
utilizar sus herramientas matematicas en la solucion de problemas especiticos.

Por otra parte, la Elasticidad forma parte de la Fisica Clasica y en algu-
nas ocasiones se concibe como parte de la Mecanica de Medios Continuos. En
este trabajo se adoptd un esquema independiente y hemos tratado de enfati-
zar aquellos aspectos que pueden ser de interés especial para un alummno de la
licenciatura en Fisica.

Son muchos los textos existentes en esta materia. sin embargo presentan
diversas dificultades que van desde una notacion anticuada y dificil de captar
hasta un enfoque sumamente practico, que deja de lado los aspectos funda-
mentales. Es por ello que hemos considerado el escribir este material con una
notacion unificada, poniendo enfdisis en aspectos conceptuales y en los métodos
matematicos apropiados. Los ejemplos que se escogieron son los mas comunes,
pues pensamos que el alumno debe conocer los problemas que se presentan con
mayor frecuencia. Asimismo, los métodos numéricos se introducen con el ob-
jeto de senalar al alunno que hoy en dia la mayor parte de los problemas no
se pueden resolver con métodos analiticos y entonces se hace necesario conocer
metodologias alternativas que permitan obtener una solucion.

Es importante considerar que el material corresponde al temario del cur-
so correspondiente en la licenciatura en Fisica en la Universidad Auténoma
Metropolitana, esto significa que se pretende cubrir el material en un intervalo
de once semanas. A su vez, los requisitos para estudiar este material cubren
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los cursos de Mécanica Clasica, Termodinamica. Calculo Vectorial, Ecuaciones
Diferenciales y Algebra Lineal.

El trabajo esta separado en capitulos cortos v cada uno de ellos contiene
tanto ejercicios resueltos como problemas para realizar en casa. En el primer
capitulo damos una breve introduccién histdrica y una bibliografia general para
utilizar a lo largo del trabajo. El segundo capitulo introduce el dlgebra tensori-
al, que se convierte en la herramienta de trabajo mdas importante: en este caso
es relevante enfatizar que es la primera vez que el alumno debe usar esta her-
ramienta v es posible que solo en este curso tenga la oportunidad de estudiar
las bases que permiten desarrollarla. Los capitulos 3 v 4 introducen al tensor de
los esfuerzos y el tensor de deformacion, donde hemos considerado tinicamente
deformaciones pequenas. En el capitulo 5 se discute la ley de Hooke en su forma
mas general y tomando en cuenta la simetria de los medios elasticos con Jos
que se trabaja. También se introducen los conceptos de la termodindmica de las
deformaciones. En el capitulo 6 se hace un resumen de las ecuaciones basicas. se
senalan generalizaciones y aspectos relevantes para encontrar la solucion. poste-
riormente se realizan algunas aplicaciones. El capitulo 7 trata los problemas de
extension. torsion y flexion en su forma mads elemental. El capitulo 8 se dedica
a estudiar la propagacion de ondas en medios isétropos v en medios con una
simmetria especifica. Aliora bien, en un curso introductorio a esta materia. los
capitulos resenados arriba son suficientes para que el alumno tenga una idea
somera acerca de este campo. Sin embargo, hemos incluido los capitulos 9 v 10
para retomar problemas que ya se estudiaron en forma elemental v desarrol-
lar métodos mas sofisticados. pero que. a su vez. dan mayor informacion. Por
ultimo en el capitulo 11 se introduce un método numeérico para resolver el prob-
lema de la torsion en una barra de seccion transversal rectangular. Aunque este
problema en particular se puede resolver en forma exacta. hemos considerado
instructivo trabajarlo numéricamente a fin de que el alumno pueda empezar a
familiarizarse con este tipo de métodos.

Durante el desarrollo de este trabajo he contado con el apoyo de los estu-
diantes que han sido alummos del curso a lo largo de varios trimestres en los que
he tenido la oportunidad de usar este material. Las figuras las realizé el alummno
David Enrique Flores Jiménez a quien agradezco su dedicacion. El programa
para la solucion numérica del tltimo capitulo lo realizé el Dr. Juan R. Varela.
Asimismo. agradezco a todos los alumnos y colegas que con sus comentarios han
avidado a la realizacion de este trabajo.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes historicos

El estudio de la Elasticidad se remonta a la época de Galileo v son muchos
los investigadores que han desarrollado diversas partes de este campo. En este
capituly haremos un pequeno resunien de antecedentes historicos con la idea de
proveer al lector de un recuento rapido acerca de los desarrollos mas importantes.

Par empezar diremos que la teoria de la Elasticidad se ocupa de estudiar el
estadode esfiterzos o de desplazamientos que ocurren en un cuerpo sélido. como
resultalo de la accion de un sistema de fuerzas que actiian sobre el cuerpo.

Teriendo esto en mente iniciamos nuestro resumen historico:

I. Calileo fué el primero en considerar el comportamiento de solidos para
estudiar su resistencia a la ruptura, pero no tenia una relacion entre los
sfuerzos y los desplazamientos. El problema que él abordd trataba de
ma barra sujeta a una pared y sometida a la accion de una carga en su
extremo libre v su objetivo era ver su resistencia a la ruptura (1638).

2. Fooke (1678) da la relacion esfuerzo-deformacion, la cual forma la base de
lu teoria de la Elasticidad.

3. Mariotte en 1680 también enuncia la ley de Hooke (aunque de manera
hdependiente) y la aplica al problema de Galileo.

Desde ¢l descubrimiento de la lev de Hooke hasta 1821 en que Navier escribe
las ecuaciones generales de la Elasticidad, los matematicos interesados en esta
materi se dedicaron a la solucion del problema de Galileo, ademads estudiaron
vibracones en placas, estabilidad de columnas v problemas similares. Varias
persoinlidades importantes estudiaron el problema de la flexion de barras, en-
tre ells podemos mencionar a Bernoulli, Euler, Lagrange, Coulomb quienes
adem dicron los primeros pasos en el tema de la estabilidad eldastica. Coulomb
tambim inicio el estudio de la torsion de barras. El trabajo de Thomas Young
(Lord Kelvin) marca un paso muy importante en la teoria, ya que considera
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esfuerzos cortantes y ademas introduce el llamado modulo de Young como una
caracteristica del material.

Euler fue quien se ocupo de estudiar el sonido de campanas considerandolas
formadas por anillos delgados que se comportan como barras curvas. La vi-
bracion en placas la estudio Germain (1821). A pesar de que una gran parte de
los resultados concretos obtenidos hasta 1820 eran incorrectos, se habian intro-
ducido conceptos que hasta la fecha se siguen utilizando. Navier (1827) fue el
primero en investigar las ecuaciones generales para el equilibrio y la vibracion
de cuerpos elasticos.

En 1822 Cauchy introdujo la nocion de esfuerzos en un punto y de hecho in-
troduce dos constantes para especificar las caracteristicas eldsticas de un cuerpo.
Muchos otros personajes han contribuido, sin embargo recomendamos al lector
interesado consultar la literatura correspondiente [1].

1.2. Panorama

Aun cuando en el prologo hemos hecho una pequena resena de los temas a
tratar en el este trabajo, es conveniente tener un panorama uil poco Mmas es-
pecifico. En este trabajo iniciamos el estudio de la Elasticidad repasando las he-
rramientas matematicas necesarias para el tratamiento adecuado de los tensores
de esfuerzos y deformacion. Asi, en el capitulo 2 se introduce de manera general
el concepto de un tensor a través de las leyes de transformacion, prestando aten-
cion especial a los tensores de segundo orden. Posteriormente se particulariza el
tratamiento para tensores cartesianos, debido a que solo se utilizaran este tipo
de tensores a lo largo del resto de este trabajo. En la ultima parte se repasan
las ideas asociadas a la obtencion de valores y vectores propios de tensores de
segundo orden.

El capitulo 3 trata con el concepto del tensor de esfuerzos y sus propiedades.
como esfuerzos principales y esfuerzos cortantes maximo y minimo alrededor de
un punto en el medio continuo.

En el capitulo 4 se discute el desplazamiento, y los tensores de deformacion
y rotacion, asimismo se ilustra su interpretacion geomeétrica. Es de suma im-
portancia enfatizar que el tratamiento de este capitulo solo contempla el caso
de deformaciones pequenas. A su vez. el capitulo 5 relaciona el tensor de es-
fuerzos con el tensor de deformacion a través de la ley de Hooke generalizada.
Se discuten varios casos particulares para medios eldsticos con isotropia total
y con diversas simetrias especificadas de antemano. Esto permite ver cual es el
mimero de modulos elasticos independientes para cada tipo de sistema. Por otra
parte, en este capitulo se introduce la energia libre para las deformaciones y con
ello tenemos el desarrollo de la termodinamica de la deformacion.

En el capitulo 6 tenemos un resumen del conjunto completo de ecuaciones.
donde hemos generalizado al caso dindmico para los desplazamientos. También
se discute la necesidad de tener las condiciones iniciales y de frontera para una
posible solucion. Una vez que se han introducido todas las ecuaciones de la Elas-
ticidad. empezamos con las aplicaciones mas simples. Para iniciar. en el capitulo
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o

7 se estudian los problemas mas usuales de extension, Hexion y trosion, desde
un punto de vista elemental. En este caso, ya sean las componentes del tensor
de esfuerzos o del tensor de deformacion. se pueden construir con argumentos
geométricos sencillos. para entonces obtener una solucion aproximada del pro-
blema. En el capitulo 8 se estudia la propagacion de ondas en un medio elastico.
En un primer ejemplo se trabaja con medios isétropos y posteriormente conside-
ramos la propagacion en medios con simetria especifica, con el fin de calcular y
analizar las relaciones de dispersion correspondientes.

En el capitulo 9 retomamos los problemas de extension, flexion y torsion para
casos bidimensionales a través de la funcion de Airy. A su vez, esto permite dar
ejemplos donde el uso de las condiciones de frontera determinan la soluciéon
detallada del problema.

El capitulo 10 trata con la torsién de barras de secciones transversales es-
pecificas, se introducen la funciéon de esfuerzos y la funcion de torsion del pro-
blema. Por wltimo. en el capitulo 11 se trabaja la torsion de barras usando un
método de diferencias finitas para resolver numéricamente en términos de la
funcion de esfuerzos.

Es muy importante notar que en este trabajo se introducen los conceptos
necesarios para manejar problemas en Elasticidad y, a su vez. s¢ estudian las
herramientas matematicas necesarias no solo para trabajar con tensores carte-
sianos. sino también para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.

1.3. Bibliografia general

1. A.E.H. Love: A treatise on the Mathematical Theory of Elasticity. Dover
(1944). Libro de consulta clasico pero con una notacién muy antigua.

2. M. Filonenko-Borodich; Theory of Elasticity, Mir (1968). Cubre todo el
material del curso y mis notas toman muchos aspectos de él, sin embargo
la notacion que utiliza es muy antigua y confusa. Para la redaccion he
cambiado toda la notacion de acuerdo con la notacion que se introduce en
el capitulo 2.

3. R.L. Bisplinghoff, J.W. Mar. T.H.H. Pian; Statics of deformable solids,
Dover (1990). El programa del curso esta en los capitulos 5 a 7.

4. P.C. Chou, N.J. Pagano; Elasticity, Dover (1992). El programa esta en los
capitulos 1 a 6 sin notacion tensorial, ésta la introduce en el capitulo 8 y
en los capitulos 9 y 10 regresa al material anterior, en el capitulo 11 usa
diadas.

5. V.G. Rekach: Manual of the Theory of FElasticity, Mir (1979). Problemas
resueltos.

6. L. Landau. E. Lifchitz, Théorie de ['Elasticité, Mir (1967). Libro de con-
sulta clasico, algunas secciones se asignan en los problemas del final de
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capitulo. En este libro se sigue su tratamiento en la ley de Hooke gene-
ralizada, simetrias, termoelasticidad y ondas en medios eldsticos.

. G.E. Masse; Theory and Problems of Continuum Mechanics, Schaun’s

(1970). La parte tedrica la trata de manera muy somera y se dedica a
problemas resueltos, es muy 1til para hacer ejercicios.

. AE. Green, W. Zerna; Theoretical Elasticity, Dover (1992). Trata tres

temas que seria interesante incluir quiza en un curso posterior al bhasico.
para los alumnos interesados. Estos son: Deformaciones eldsticas finitas.
métodos de variable compleja para problemas bidimensionales y cascarones.

. L.S. Sokolnikotf; Mathematical Theory of Elasticity, Mc Graw Hill (1956).

Libro de consulta clasico.

. Yu A. Amenzade; Theory of Elasticity, Mir (1979).

. J.E. Marsden, T.J.R. Hughes; Mathematical Foundations of Elasticity,

Dover (1993). Texto avanzado.
G. Arfken; Mathematical Methods for Physicists. Acadewic Press (1970).
B. Spain; Tensor Calculus. Oliver and Boyd (1965).

W. H. Press, S. A. Teukolsky. W. T. Vetterling, 3. P. Flannery: Numerical
Recipes: The Art of Scientific Computing, Cambridge (1992).



Capitulo 2

Calculo Tensorial.

2.1. Aspectos generales

El cdlculo tensorial tiene como objetivo principal encontrar relaciones que
se mantienen invariantes cuando se efectiia una transformacion del sistema de
coordenadas. De manera un poco mas general se puede decir que su objeti-
vo consiste en encontrar cuales son las leves de transformacion de los objetos
matematicos definidos en el espacio. es por ello que se utiliza en varias ramas
de la fisica tedrica. Para los propésitos de este libro solo se necesita trabajar en
un espacio de 3-dimensiones; la generalizacion a N-dimensiones es inmediata y
no nos ocuparemos de ella.

Sean ', 22,23 las coordenadas de un punto en el espacio de 3-dimensiones.
Los puntos correspondientes a todos los valores posibles de las coordenadas
forman el espacio 3-dimensional.

Se considera ahora una transformacion en dicho espacio, de tal manera que

= ¢' (2!, 2%, 2%), i=1,2,3. (2.1)

donde las funciones ¢! son univaluadas, continnas v definen un nuevo sistema de
coordenadas &', #2. 13, ademads las funciones ¢! son independientes. Se requiere
también que la transfermacion tenga inverso, y la condicion necesaria y suficiente
para que ello ocurra es que el Jacobiano de la trasnformacion no se anule, es
decir

o' 98! oF!
ar! 8.{'! it
)

— |02 0#* 02| _ | o9& 0%
I=lon g gl =leml#e 22
Jx’ Jr ar’
dr'  9r2  Or3

si se cumple la ecuacion (2.2) podemos estar seguros de que se puede escribir,

i=1,2,3. (2.3)

A continuacion se usaran algunas definiciones que nos seran utiles para tra-
bajar. a reserva de que mas adelante se justifiquen apropiadamente algunas de
sus propicdades.
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2.1.1. Convencion de suma

Los indices latinos toman valores i = 1,2,3 y, si un indice esta repetido en
un término dentro de una expresion matemadtica, ésto indica que hay una suma
sobre todos valores de dicho indice. Como ejemplo tomemos la expresion

=3
a‘r; = 5 a'r; = a'r) + a’ry + @313 (2.4)
i=1
Un indice repetido se llama indice mudo y puede reemplazarse por cualquier
otro, esto es

a'w; =a"x,, (2.5)

2.1.2. Delta de Kronecker

Se define la delta de Kronecker como un objeto matemadtico que tiene las
propiedades siguientes:

=1 j=k
=0, j#k (2.6)
de manera inmediata vemos que:
g% . ’
7 =0 (2.7)

va que las coordenadas son independientes, también

k AJ k ‘
kAl = A (2.8)

Ejemplos

Ejercicios con la delta de Kronecker y la convencion de suma

1. 6i=Y2 6i=6l4+62+63=3
8 = 8161 + 6502 + 8463 = 6

3. Mostrar que:

ox* 07 B ok 91 o2k 0zr  ozk 973 "

91 i 9F' 9xd | 97 0xi - 9F39x

esta 1ltima expresion se obtiene haciendo uso de la regla de la cadena.



2.2, VECTORES CONTRAVARIANTES 9

2.2. Vectores contravariantes

Se dice que un conjunto de 3 funciones A' de las coordenadas a2 son las
componentes de un vector contravariante si, al efectuar una transformacion del
sistema de coordenadas. las funciones A* se transforman de acuerdo con la regla
siguiente:

-. 0%
A'= —A7, i=1.2.3. 2.9
oz’ ] (2:9)
Como ejemplo se calcula la diferencial dr* y vemos que
or'
~ ] ‘
drt = e da ) (2.10)

y de inmediato notamos que dr' forman las componentes de un vector con-
travariante. (Vector tangente a una curva).

2.3. Vectores covariantes

Un conjunto de 3 funciones A; de las coordenadas x' son las componentes
de un vector covariante si. al efectuar una transformacion de coordenadas, se
transforman de acuerdo con la regla siguiente:

i— Ol
un ejemiplo de este tipo de vector lo da el gradiente de una funcion escalar f,
ya que

A5, i=1.2,3 (2.11)

af of ox)  Oa) -

Al — A i mas — Theeg V — V A 212

ort  dx) 0t 0T (VH=(V]): ( )

Utilizando las propiedades de la delta de Kronecker. las ecuaciones anteriores
pueden invertirse. por ejemplo si tomamos la ecuacion (2.9) y la multiplicamos

ook .
por %f— v sumamos sobre i, tenemos
gk Nk Bt
ozt . 02N 08 4 g o
‘—~:1 = ‘___ﬁ4‘l = ].4‘ == ‘4 (213)
ort ox Oad
En resumen. para un vector contravariante tenemos que:
~ ort kT
A= A AF=-—_ 4% (2.14)
ozl oz

. . . .. ¢ o Kok
A su vez, para un vector covariante multiplicamos la ecuacion (2.11) por g—;g
y sumamos sobre 1,
ort - art o’ 51 A (2.15)
- - = = = 0. = Ay )
Ak Ak et L3
con esto se tiene como resunien:
~ o’ ozt -
A; = A, A= —A,.
' Oxk ™™

ot

[Las transformaciones de vectores contravariantes v covariantes forman grupo.

(2.16)
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2.3.1. Invariantes

Es posible que existan funciones de las coordenadas que ante una transfor-
macion permanezcean invariantes [ = I y se llaman escalares. Algunos ejemplos
SO1L:

Scan A' y B, las componentes de un vector contravariante y uno covariante
respectivamente, la cantidad A*B; que se conoce como producto escalar es un
invariante. Para demostrar esta afirmacion hacemos lo siguiente
ot j(').Tk _ oz ox*
o 03 F T Oz O

es decir que, al sustituir las reglas de transformacion, se obtiene:

AiB, = ABy = 654 By = A B; (2.17)

/‘ilBl = A'B, = queda invariante => es un escalar (2.18)

2.4. Tensores de segundo orden

Si se tienen 32 (N2 para un espacio N —dimensional) funciones A7 que, ante
una transformacion de las coordenadas, se transforman de acuerdo con la regla:
: ¥ O
Aif = ort 0z,

ox* Ox!

se dice que forman las componentes de un tensor contravariante de segundo
orden. De manera similar, A;; forman las componentes de un tensor covariante
de segundo orden si se transforman de acuerdo con:

~ Ok ort

) @1t O1I
Para tensores de segundo orden también es posible definir un tensor mixto, en
este caso la regla de transformacion es:

o 01t ot |,

37 oxk oz
Notemos que la delta de Kronecker, que se introdujo en la ec. (2.6). es un tensor
mixto de segundo orden, para mostrarlo se usan las reglas de transformacion, si
AF =4} se tiene que

(2.19)

(2.21)

o oz o1t sk _ o1 @z*

T 9k 973t T 9xk 03
Es decir, la delta de Kronecker es un tensor mixto de segundo orden y ademas
en cualquier sistema de coordenadas sigue formando una delta. Dadas las reglas
de transformacion, vemos que es posible construir tensores de orden superior en
la forma

=4 (2.22)

i
2T

ozYt oz*2 Qxz? Jx??

AU U Uy tita...ts .
Hplvs i = Dt Bt BT B R Koot (2.23)
de manera que AJE2t es un tensor de orden s + p mixto contravariante en s

idices y covariante en p indices.
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2.4.1. Propiedades de simetria en tensores de segundo or-
den

El orden en que se colocan los indices de un tensor es importante, ya que de-
pende de las propiedades del tensor el que dichos indices puedan o no intercani-
biarse. Un tensor de segundo orden es simétrico si AY = A/ y es antisimétrico
cuando AY = —A4J', Vamos a demostrar que las propiedades de simetria se
preservan al efectuar una transformacion del sistema de coordenadas

= AR = ARy = £ Atk — 4 477, 2.21
oxk Ox! Oxk Ox! oz Ox! ( )

Lo mismo sucede para un tensor covariante en los dos indices. Usualmente no
se pueden definir propiedades de simetria para tensores mixtos. sin embargo
la delta de Kronecker si es un tensor simétrico respecto de sus indices. En el
caso de tensores de segundo orden el mumero maximo de componentes diferentes
es: %N(N + 1) para un tensor simétrico en N-dimensiones y %N(N — 1) para
un tensor antisimétrico. Si un tensor esta definido para todos los puntos de una
curva. una region o para todo el espacio. se dice que se tiene un campo tensorial.

Ejercicio
A, es un tensor antisimétrico, probar que se cumple la relacion siguiente:
i sk 1 ok ‘
(850 +6;65)Aix =0 (2.25)

Solucion: La antisimetria nos dice que A;x = — Ag;.

(8565 + 616%) Au = 65 A" + 61 AV =

=Al+ A =4t - A =0,

En el primer paso se realizo la suma sobre el indice k y se tomo en cuenta la ec.
(2.8). Posteriormente se realizé la suma sobre el indice i y al final se utilizé la
propiedad de antisimetria del tensor.

2.5. Operaciones con tensores

A continuacion se definen algunas de las operaciones que pueden realizarse
con los tensores.

2.5.1. Adicién

Una combinacion lineal de tensores del mismo tipo y orden multiplicados
por escalares es un tensor del mismo orden y tipo. Si A}k, B}, son dos tensores
mixtos contravariantes de primer orden y covariantes de segundo orden y Ay i
son escalares. entonces el tensor formado por:

AAS, + uB;), = C, (2.26)
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también es un tensor del mismo orden y tipo. Esto puede hacerse con cualquier
tipo de tensor siempre y cuando todos los términos sean del mismo tipo y
orden. Como caso especial de esta operacién vemos que al utilizar la ecuacién
(2.26) y las propiedades de simetria, podemos decir que un tensor covariante o
contravariante de segundo orden se escribe como una combinacion de un tensor
simétrico y uno antisimétrico, es decir

1 =
Aij = 5(Aij + Aji) + 5(Aij — Aji) (2.27)

| =

donde el primer sumando es un tensor simétrico y el segundo es antisimétrico.

2.5.2. Producto externo

Se tienen dos tensores A¥% y BT
externo de la manera siguiente:

apr con ellos se puede formar el producto

tjkr jk r
Cikr = AUk pr (2.28)

mnqp

que es un tensor cuyo orden es la suma de los ordenes de los tensores factores y
el tipo (o caracter) de sus indices se toma de acuerdo con el tipo de los tensores
factores. Para el ejemplo escrito en la ecuacion (2.28) el primer factor es un
tensor de orden 5 con tres indices contravariantes y dos covariantes; el segundo
factor es un tensor de tercer orden con un indice contravariante y dos covariantes.
El producto es un tensor de orden 8 con cuatro indices contravariantes y cuatro
covariantes. Para demostrar que efectivamente el tensor producto cumple con
estas caracteristicas, se utilizan las reglas de transformacion correspondientes.

2.5.3. Contracciéon

Se tiene un tensor mixto cualquiera A;} . la contraccién se forma tomando
la suma sobre un par de indices, uno contravariante y uno covariante, 4{mJ
es un tensor de dos ordenes menos que el original. Debemos notar que con el
tensor que hemos dado también se pueden formar las contracciones Alu 4131.
etc. Cada uno de estos tensores corresponde a una contraccion de los factores y
son tensores diferentes. Vamos a tomar un caso y demostrar que efectivamente
el tensor resultado de una contraccién es un tensor de orden menor. Para ello
se escribe la ley de transformacion del tensor original

Tt 07 0x' Ox' Oxr™ dam

y = s e N 2.29
PAT T Ot O OFP O39 o imn e

Ahora vamos a tomar la contraccién tomando r =t y sumando sobre ¢
= ot ox* ox' ox' o™ o i )
Ay = m—— e A (2.30)
Ot Qxd 0P Or9 Of
pero sabemos que
oxt oz

o . 2.31
Oz Ot ( )
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con lo cual

0z dx' dz™ . . 0z* ozt dx™ y o
qut = Ori 937 B34 07 Ajpn = 92t 93P 939 [,,,J = CP‘I (2.32)

El tensor que ha resultado de la contraccion obedece una ley de transformacion
que corresponde a un tensor dos ordenes menor. En general, si se tiene un tensor
mixto de orden r, la contraccion es un tensor de orden r — 2. El tensor que nos
ha resultado de la contraccion con la que se ha ejemplificado esta operacién
todavia puede contraerse, llamemos 7}, al tensor resultante y lo contraemos
una vez mas haciendo ¢ = m y sumando sobre i, aplicando el mismo método
vemos que:

s 0* Ozt 9x™

P4 Jrt 9rP x4

es la ley de transformacion. ahora contraemos haciendo q = s v sumando.

el (2.33)

- 0i* ox' oz™ ox! oz
e e = 2.34
ps 01_, é);f‘l’ 05.‘ m — d \p Im — 0 p 1 ( )
ya que
07 dam
= = 2.35
ozt 0z b i)

La ecuacion (2.34) nos muestra que el tensor resultante de la nueva contraccion
se transforma como un tensor de primer orden covariante. Esto significa que,
después de dos contracciones, el tensor de orden 5 se ha reducido a un tensor de
orden uno. Este ya no puede contraerse, puesto que para efectuar la contraccion
necesitamos al menos un tensor mixto de segundo orden. Si el tensor que se
contrae es de orden par es posible llegar por medio de contracciones hasta un
escalar (tensor de orden cero). Por ejemplo, 6! = 3 es un escalar que se ha
formado al contraer una vez el tensor mixto 65 (ver el ejercicio 1). Ciertamente,
la forma en que hemos escogido hacer la contraccion no es tinica: a partir del

tensor A7 se pueden formar los tensores siguientes: A;7 . A}, A" A}

lmn Imj> “Mjnt “Fjmno Hlmae

1 .
Al AL, ete, efectuando una sola contraccion.

2.5.4. Producto interno

El producto interno resulta de combinar una multiplicacién o producto ex-
terno con una contracci(')n Se tienen dos tensores A;j, B! al multiplicarlos

mns '
4” Bl

externamente se tiene C'\2! mns- O ahora efectuamos una contraccion

kmns =
de un indice del tensor A;) con uno del tensor Bl . se forma un tensor de
menor orden que se llama producto interno; existen varias opciones:

Lyt gt i) ral 1) Rk BIRTH
4 an] 4 Bm]s‘ A B_;ns’ 4 ansv (2';())
También pueden hacerse dos contracciones, por ejemplo:
L l 1) nl 1) ok ¢ P
Ag Bijs  Af By Ag Bryjet (2.37)
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Si el miimero de indices contravariantes y covariantes es el mismo, se puede
formar un escalar al efectuar el mimero necesario de contracciones. Dos indices
del mismo tipo no pueden contraerse, ya que en este caso el resultado no seria
necesarianente un tensor.

2.6. Ley del cociente

Escencialmente establece un criterio mediante el cual podemos ver si un
conjunto de funciones forman las componentes de un tensor. Esto puede hacer-
se directamente nsando las reglas de transformacion, pero no siempre resulta
practico. Veamos qné nos dice la ley del cociente: Si se tienen N¥ (N dimensiones
del espacio en el cual se esta trabajando) funciones de las #?, éstas formardn
las componentes de un tensor de orden p si el producto interno de ellas por
un tensor arbitrario es un tensor. Para ejemplificar consideramos N3 funciones
A9 v queremos ver si forman las componentes de un tensor, de acuerdo con la
ley del cociente si se cample que

AUEBY = M (2.38)

donde C'*7 s un tensor del orden indicado v Bf'l- es un tensor arbitrario, entonces
efectivamente 4% s un tensor de tercer orden contravariante.
Vamos a mostrarlo:

En el sistema transformado tendremos que
Ak P _ kp 9 20
AVEB; = CP, (2.39)
aliora sustituimos las reglas de transformacion de los tensores conocidos, con el

objeto de investigar cuales son las reglas de transformacion de las cantidades
ATk,

OFP Ort D™

o O ol da
t ord Ort Ord Ilm
= ok or
= g 2.40
dx™ O’ (2.40)
Se sustituye en la ecuacion ('2.39) y se iguala a cero
AP 92! ok oFp
Ak "By, - 14T s = (), 2.41
dx9 OF ()_1] Im ™ oor grs 2 ( )

En el dltimo término se cambian los indices mudos s — ¢, i = 1y j — m, de
nanera (ue

1ij A()Jp (‘)Tl 07 ().I'k ()J lmr
55 95 Dim " gar g Bim = 2.42
() rd It ()JJ tm o’ ()J-q Im — ( )
8 B Ol e . A S, o
Ahora se factoriza la cantidad ()iq Blm
)T 9.0 9,.m O~k
()_;P i’f ~()J O B 2 A[mT RY = (243)

ora |’ D3t O dx’ tm =
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Multiplicamos por g?n

= v stmamos sobre p

Do BT | 2 gzt ox™  OF*

% . _1[1711‘ B o 244)
OIP O art 91l or” lm (
5 .1 s ~
Nos damos cuenta de ques: ‘(),ip %f—q = ():I' y simamos sobre g
.0 .. ok
2 00t O DI i
Auk ‘411711 Blm _ (215)

Ort J&1 dar
Ahora bien. como el tensor B es completamente arbitrario. la ecuacion sola-
mente se satisface si el paréntesis es nulo

: l orm ()‘}I\ i
Ank - Al — 2.46
0 03 OxT ( )

nltiplicamos por el producto ‘?—;r 3:,, y sumamos sobre los indices {.m

0z 0i? ox' Oz™ 9z™ Fijk _ 0z 0iP oz*

. Almr- 247)
ozl Ox™ 8% 03 oz! oz™ Oz (
oy Q0 0z 5y 0P @x™ g S
pero g o = a7y Do e = 5). de manera que
D
(5 s sp ,11_}& dx® o ()I Almr' (2 48)
J .m T . )
axl 9™ Oz

Eu el primer miembro sumamos sobre los indices , j. con lo cual obtenemos

8%® 9%P 8% i A
= Oal dam (‘)J‘TA ’ (2:49)

Aspk

que es la regla de transformacion de un tensor de tercer orden contravariante
cn todos sus indices.

2.7. El tensor fundamental

Si se consideran 2 puntos vecinos en el espacio P(x?) y Q&' + drt). la
distancia ds entre ellos esta definida por

(ds)? = gijda'da’ (2.50)

donde g,, son funciones de las 2* con la condicion de que g = |g;;| # 0. Ademds
(ds)? es un invariante v de acuerdo con la ley del cociente aplicada a la ecuacion
(2.50) tendriamos gue (ds)? es un tensor de orden cero y drtdar? forma un tensor
contravariante de orden 2, por lo cual g, es un tensor covariante de segundo
orden. simdétrico ¥ se lama tensor fundamental del espacio; la forma cuadrdtica
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de la ecuacion (2.50) se llama métrica. Para el caso del espacio euclideano tridi-
mensional se tiene

(ds)?* = (da')? + (da®)? + (da®)? (2.51)

de donde obtenemos que las componentes del tensor fundamental g;; son g;; =
922 = gas =1y gi; = 0 para i # j.

La teoria de los tensores puede elaborarse ain mas de lo que hemos hecho en
esta introduccion, pero para el objetivo de este libro introductorio de Elasticidad
no es necesario y entonces comenzaremos a particularizar nuestro tratamiento.

2.8. Tensores cartesianos

En primer lugar se limita el tipo de transformaciones que pueden efectuarse
en el sistema de coordenadas al caso de transformaciones ortogonales, que estan
definidas por las ecuaciones siguientes:

=3 __ % m { I
Tt =an. g™ + b (2.52)

donde las cantidades a, y b' son constantes, que no necesariamente forman
tensores y satisfacen la relacion siguiente:

atal = oo, (2.53)

A continuacion se demostrara que para este tipo de transformaciones las com-
ponentes contravariantes y covariantes de un tensor coinciden. Para mostrarlo
es necesario usar la transformacion inversa de (2.52); con el objeto de construirla
se toma la ec.(2.52), se multiplica por al y se suma sobre el indice i,

tat o 1,1 m i1 . $.3 _. &7 <
a,z' = aray,z™ +ayb' pero a,a,, =0, (2.54)
de manera que
o, %" =0, 2™ +a.b* =z +alb’ (2.55)
de donde resulta
" = ald' — alb’, (2.56)

a partir de la transformacion directa dada en la ecuacién (2.52) se calcula

oz

= aﬁnég" = a;-, (2.57)

y de la transformacion inversa (2.56), tenemos

oz" » »
g atdt = G.J‘, (258)
am] r=3 T

si ahora se cambian los indices j — i y r — J, se obtiene que

oY) Ot
—— =a’® por lo cual % = (ﬁ = aj. (2.59)
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Esta ecuacion dice que las leyes de transformacion contravariantes y covari-
antes coinciden, de manera que si se usan transformaciones ortogonales no tiene
sentido distinguir componentes contravariantes y covariantes. De ahora en ade-
lante solo consideraremos este tipo de transformaciones y, por lo tanto, ya no
haremos la distincion entre componentes contravariantes y covariantes. Cuando
ésto sucede se dice que los tensores son “Tensores Cartesianos™. En este caso
las ecuaciones de transformacion del sistema de coordenadas se pueden escribir
como sigue:

Ty = a;;T; + b;. (2.60)

La transformacion (2.60) se puede ver como dos transformaciones, una en la
que F, = x5 + b; v entonces b; corresponde a una traslacion. Por otra parte, la
transformacion . = a;;.r; sujeta a las condiciones a;ja; = 6, nos permite dis-
tinguir dos opciones descritas por Ja;;| = £1'. Estas corresponden a rotaciones
e inversiones. cuando el determinante es positivo la transformacion es propia
y cuando es negativo es impropia; en este caso la ley de transfermacion de los
tensorres se acompana del valor del determinante.

Los tensores cartesianos pueden representarse de manera matricial, esto hace
que el trabajar con ellos se facilite con el uso del A]gebra Lineal. Tomemos el caso
de tensores cartesianos de segundo orden en el espacio 3-dimensional, entonces
las nueve componentes del tensor se representan por una matriz 3 x 3 donde
las componentes A;; del tensor pasan a ser las componentes de la matriz que
etiquetaremos como A. A su vez, para los tensores de primer orden (vectores) se
puede usar la notacion vectorial que es bien conocida. Tomando esto en cuenta,
ahora pueden escribirse las reglas de transformacion correspondientes a vectores
cartesianos en la forma

x'= A x obien = Az, (2.61)
v para los tensores cartesianos de segundo orden se tiene que
T =A-T-A' o bien T;; = Aika[A;j. (2.62)

donde A;J corresponden a los elementos de la matriz transpuesta de A.

2.9. Tensores de permutacion

Para un espacio tridimensional y tensores cartesianos es conveniente definir
el tensor de permutacion como sigue:

1, los valores de ijk son una permutacion par de 123
€ijk = § —1, los valores de ¢ jk son una permutacion impar de 123 (2.63)
0, en cualquier otro caso.

la netacion la,,| significa tomar el determinante de la matriz cuyos elementos son los a;;
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de acuerdo con esta definicion tenemos que:

€123 = €231 = €312 = 1,
€132 = €321 = €213 = —1.

todos los demads elementos se anulan. (2.64)

Usando las reglas de transformacion es posible demostrar que las componentes
de ¢4 forman un tensor de tercer orden y debemos notar que es completamente
antisimétrico, ya que cualquier intercambio de dos de sus indices causa un cam-
bio de signo. Utilizando este tensor pueden reescribirse varias de las expresiones
conocidas en el cilculo vectorial, por ejemplo

axb=c— C; = Fijkﬂj])k. (265)

notemos que ¢; resulta de contraer dos veces el tensor € con el producto
externo ajby de los vectores a; v by, También

A=axb-c— X=¢rabrc; = €;5rcia;bk, (2.66)

donde tenemos 3 contracciones del tensor €;;4 con el producto externo del tensor
ajbic;. para formar el escalar A. Queda al lector verificar explicitamente que
estas relaciones son validas.

2.10. Valores y direcciones principales

Consideraremos tensores simétricos de segundo orden en un espacio tridi-
mensional. Sea T;; un tensor simétrico de segundo orden y sea n; un vector
unitario, si sucede que

Tijn; = An;, (2.67)

entonces n; es una direccion principal de Ty y corresponde al valor principal A.
Un tensor de segundo orden en un espacio tridimensional tiene tres direcciones
principales asociadas a tres valores principales, que en algunos casos pueden ser
iguales. La ecuacion que define a las direcciones principales puede escribirse en
la forma siguiente

(Tij — Adij)n; = 0. (2.68)

Para que esta ecuacion tenga solucion no trivial necesitamos que el determinante
del sistema se anule, determinando con ello a los valores principales, es decir

ITi; — M| = 0, (2.69)

vamos a desarrollar el determinante usando el resultado de los ejercicios; primero
se escribe el determinante como una contraccion triple de €, con A3 Agj Azg,

d(’f(A”) = fijkAliA2jA3k (27(])
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y aliora se aplica esta expresion al cdlculo de la ec. (2.70), entonces

(It’t(Tz] — /\(5,_,) = G,Jk(TU — /\(51,)(T2] — /\(521)(T3A. — /\(Sgk) =
= €k (T1i — Mio) (To; Tak — ATo;036 — Adgy Ta + A202,031.) =

= ek | T1iT2; Tak—= AN (T, T2 03k + T1i02; Tk + 61T Tax )+
+X2(T1i02,03x + 61,T2,03% + 61,02, Tak) — A*61:02503% |« (2.71)
agrupamos en potencias de A

= €ijk [’111¢T2JT3A-—/\(T11T2]53A« + T8, Tax + 8112, Tk
+22(T,89,0ax + 61:T2, 03+

61002 T3x) — A301:02; 03k | - (2.72)

Desarrollamos las sumas indicadas por los indices repetidos y obtenemos:
= det(Ti;) — MeizaTriToj+einTriTox + e T2; T3k
2 3
+ A2 [ei23Tiite1;3T2; + €126 Tsn] — A°.

Notar que el término en A% queda multiplicado por el determinante de un tensor
unidad, entonces

= det(T;;) — MeyaTuToj+e23T12To; + €1 T1i T3
+ei2sT1i T3 + €152T2; T30 + €153T2; Ta3+]
+N?[T11 + Tz + T3] — A

ademds en estas expresiones solo se han escrito los términos que no se anulan

= det(T;;) — AN[T11T22 — T12Toy — Tha T3y + T T3 — TosTso+
Ty T3] + A2 Tr(Ty;)] — A%, (2.73)

En resumen tenemos

d(jt(Ti]’ = /\(S,‘j) = —/\3 + /\QTT'(Tij) - A (T”T]J = T‘UTJ-[) +d€t(T,'j), (274)
S——

donde Tr(T;;) = Ty + Taz + T3z es la traza del tensor, que estd definida como
la suma de los elementos diagonales. Las cantidades

/1 = T’I'(Ti]) (275)
]2 = TiiTJ_[ - TUYWJL I % } (27())
I3 = det(T,). (2.77)
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son cantidades escalares, invariantes ante transformaciones y se llaman “Invari-
antes del tensor T;;”. Esto significa que la ecnacion que determina los valores
propios del tensor se puede escribir en términos de sus invariantes

M-\ + M -13=0. (2.78)

De esta manera vemos que los valores principales, soluciones de la ec. (2.78). son
combinaciones de los invariantes del tensor. La solucion de esta ecuacion nos da
los tres valores propios y ademas, usando la ec. (2.68), podemos encontrar las
direcciones principales.

Ahora bien, una vez que se han encontrado los valores principales es posi-
ble, mediante una transformacion ortogonal, escribir al tensor en una repre-
sentacion diagonal, donde sus elementos diagonales son precisamente los valores
principales, de manera que

A 0O 0
T=|0 A 0], (2.79)
0 0 X

donde T indica al tensor T;; escrito en su forma diagonal.? Debido a que cada
una de las raices A satisfacen la ec.(2.78), el tensor en su forma diagonal satisface
la ecuacion

T3 - LT?>+ I,T - T =0, (2.80)

donde 7 es el tensor unidad y la ecuacion (2.80) se conoce como “Ecuacion de
Hamilton-Cayley”. La ecuacion de Hamilton-Cayley nos perniite escribir 73 =
IT? — T + I4T. es decir, la tercer potencia del tensor en su forma diagonal
es una combinacion de T2, T y el tensor unidad Z. Si ahora se multiplica la
ecuacion (2.80) por T tenemos

T - LT+ LT? - 1I,T =0
y sustituyendo 77,
T — 1, (hT? - [,T + RT) + L,T? - I,T =0,
nos queda
T = (I} - L)T*+ (=L I+ I3)T + I IsT. (2.81)

La ec. (2.81) nos indica que la cuarta potencia del tensor en forma diagonal
también queda escrita en términos de 72, T e Z. Cuando esto se hace repetidas
veces vemos (uie cualquier potencia positiva de 7 se puede expresar en términos
de T2, T, T y los invariantes del tensor ;-

2.11. Problemas

1.- A partir del analisis del comportamiento de un tensor de segundo orden ante
rotaciones de 7 y m alrededor de los ejes coordenados, mostrar que un tensor

2A partir de este punto usaremos esta notacién para indicar un tensor escrito en forma
diagonal.
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6.-

7.-

10.-

11.-

“isotropo” de segundo orden debe ser un multiplo del tensor d;;.

Demostrar que las propiedades de simetria de un tensor covariante de se-
gundo orden se preservan al efectuar una transformacion del sistema de
coordenadas, es decir que si A;; = £A;; entonces Ay = +A45;.

Utilizando las reglas de transformacion de los tensores demuestre que en la
ec. (2.26) ', es un tensor contravariante en i y covariante en j, k.

lq

Mostrar que el tensor producto externo de los tensores Aﬁik con 3%, C‘Ukp

forma un tensor con dos indices contravariantes y 4 covariantes.
Demuestre que la contraccion AZ’,{,, del tensor AL, es un tensor de orden 4
con 3 indices covariantes y un indice contravariante.

- k
Demmestre que la contraceion A7y del tensor AU es un escalar.

La ecuacion K, Ay = By ocurre para dos tensores de segundo orden, A;;
v By arbitrarios. Mostrar que A, también es un tensor de segundo orden
(Ver seccién 2.6).

Mostrar que un arreglo cuadrado antisimétrico de la forma:

0 Cy  —Cy 0 Ci2 —Ci3
-C3 0 G | =|-Cn 0 Cos
¢, -Ci 0 —C13 —Cy 0

. 1
define al pseudovector C; = §€,jkcjk-

Eucontrar los valores propios de las matrices siguientes:

1 0 1
A=10 1 0],
1 01
0 1 1 1 0 0
B=|10 1| C=|0 1 V2
1 10 0 V2 o
Calcular V- T para el tensor T = % I+ 1%), donde [ es un tensor unidad,

r el vector de posicion y r su magnitud. La divergencia del campo tensorial

o7 1 (< T,T
LA NSO o= 2 . Ll |
" el tensor 71] = (()” +3=3 ) \'

T es un operador que se escribe como:

por 1ltimo 1% = rir,.

Oz 2

()

/ . .
encuentre T en un sistema rotado § con respecto al eje .

Para el tensor
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12.- Para un tensor T arbitrario. demostrar que Tr(Iz) y Tr(I") son combina-
ciones de los invariantes I, 1o, I3 de T'.



Capitulo 3

Analisis de los Esfuerzos

I2n este capitulo iniciaremos propiamente el estudio de la Elasticidad, caracte-
rizando los elementos con los cuales se va a deseribir el comportamiento de un
medio continuo.

3.1. El Vector de esfuerzos

En Elasticidad los sistemas gue se estudian son macroscopicos y estan for-
mados por moléculas. es decir por elementos discretos. Sin embargo. los detalles
del comportamiento de estos elementos discretos no interesan en la descripeion
fenomenologica (ue vamos a realizar v entonees consideramos los sistemas co-
mo medios continmos. Esto significa que al hablar de un punto en el sistema de
hecho estamos refiriéndonos a un elemento de volumen o de area. segun el caso.
que es grande comparado con el tamano de las moléenlas v pequeno desde el
punto de vista macroscopico.

Para comenzar vamos a estudiar la Estitica. es decir las condiciones de equi-
librio de un cuerpo o sistema de cuerpos. Consideramos que entre los elementos
de un medio continuo estan presentes las fuerzas internas: ahora bien, por la
tercera ley de Newton, si el cuerpo esta en equilibrio todas las fuerzas internas
se equilibran. Las fnerzas internas representan la interaccion entre moléenlas del
cuerpo v de hecho aseguran la existencia del cuerpo como tal. ademas también
estan presentes ciando no hay fuerzas externas actnando sobre el sistema. Ba-
jo la accion de fuerzas externas el enerpo se deforma v ello da Ingar a fuerzas
internas adicionales.

La Estatica trabaja con fuerzas externas aplicadas a un cuerpo v entonces
vaimos a convertir las fnerzas internas en externas. Para ello vamos a imaginar
un cnerpo cortado en dos partes. una de las cuales (B) se separa del resto (A):
cuando lo hacemos las fierzas internas quedan desbalanceadas. de manera que
siqueremos reciperar el equilibrio debemos aplicar una fuerza externa ignal a
la suma de todas las fuerzas que quedaron desbalanceadas. En la figura 3.1 se
muestra la separacion del cuerpo en cuestion v prestamos atencion a la situacion
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fy

Figura 3.1: Elemento de volumen que al ser seccionado presenta fuerzas internas
desbalanceadas.

en el punto P que estd en la seccion A del cuerpo. Para este punto consideramos
el drea AS, la normal representada por n y Af es la resultante de las fuerzas
que quedaron desbalanceadas como consecuencia del corte y de haber retirado
la seccion B del cuerpo. Ahora consideramos la componente (A f); de la fuerza
total que actua sobre el elemento de area AS, cuya normal exterior es n, en-
tonces Li—g—' es la componente i del esfuerzo promedio producido por las fuerzas
internas en el area AS. Si tomamos el limite en que AS -— 0, vamos a definir
al vector de esfuerzos como

. (Af)i A .
l o——— =t 3.1
TMAS—0 AS ; (3.1)

El vector resultante de este procedimiento se llama “Vector de los esfuerzos” y
el Principio de esfuerzos de Cauchy establece que dicho limite existe y, por lo
tanto, el vector de esfuerzos esta bien definido. Es importante notar que el vector
de los esfuerzos corresponde al punto P y el area alrededor del punto P queda
indicada a través del vector unitario n. El vector de esfuerzos en P depende del
area de corte, por lo tanto, dicho vector adquiere valores diferentes dependiendo
de la orientacién del corte. A su vez esto permite hablar de la distribucién del
vector de esfuerzos alrededor del punto P.

Unidades:

_ fi M
Vector de esfuerzos [t:‘] = Lerz_a 7 (3.2)
drea

donde M. L y t indican unidades de masa, longitud y tiempo respectivamente.
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3.2. [Esfuerzos en un cuerpo

Consideremos un medio continuo y lo seccionamos cortando con un plano
como se muestra en la figura (3.2). Separamos una de las partes y entonces las
fuerzas internas quedan desbalanceadas; para recuperar el equilibrio necesita-
mos introducir fuerzas externas. Vamos a expresar el vector de los esfuerzos en

Y(2)

Figura 3.2: Vector de esfuerzos y sus componentes.

términos de sus componentes en un sistema de coordenadas rectangulares. En
la figura 3.2 se separa la parte B del cuerpo y el vector n apunta hacia afuera;
como ejemplo hemos dibujado el vector de esfuerzos y sus componentes en los
ejes (x,y, z). Es muy importante notar que tanto el vector de esfuerzos t® como
sus coniponentes t’}, t;‘, tf‘ estan asociadas al area sobre la cual estan actuando y,
a su vez, ésta depende del corte que hicimos al separar la seccion B del cuerpo.
Si efectuamos un corte que pase por el mismo punto P del cuerpo, pero con otra
inclinacion, tanto el vector n como t™ son diferentes.!

En la figura 3.3 vemos la situacion de los esfuerzos en la seccion B del
cuerpo con el que estamos trabajando. También hemos escrito las componentes
del vector de los esfuerzos correspondiente. Debemos notar que si reuninos
nuevamente a las secciones A y B del cuerpo original, éste deberda seguir en
equilibrio: es por ello que para la seccion B el vector de esfuerzos es el negativo
del que corresponde a la seccion A. Generalimente los cortes se hacen con planos

YA lo largo de este libro se usard la notacién (r,y, z) de manera equivalente a (1,2, 3) con
el objeto de que el lector se familiarice con las notaciones usuales en este campo.
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Z(@3)

(-n)
[ -

/
(-

X(1)

Figura 3.3: Vector de esfuerzos en la seccion B del cuerpo.

paralelos a los planos del sistema de coodenadas y en este caso el vector unitario
n coincidird con i.j. k segin el caso 0 bien €;.es.€e3. En las figuras 3.4. 3.5 v
3.6 se muestran los cortes v la notacion que utilizaremos para las componentes
correspondientes. En particular. en la figura 3.4 el corte es paralelo al plano
(1,3) v entonces n — €. a su vez el vector de esfuerzos tiene las componentes
t(e2) = (Igé'z).l.(zé”.f‘.(;é”). En este caso. la componente se llama esfuerzo
“normal” y las componentes fge'Z) v fée'Z) son esfuerzos “cortantes”. A partir de las
figuras 3.4, 3.5 v 3.6 vemos que se estan estableciendo notaciones equivalentes,
de hecho los indices (1,2.3) podemos escribirlos como (2.y,z). Los vectores

”(Zé'z)

unitarios e = i. ez :j v ey = k. También estamos definiendo la notacion en
que tJe’ = 0y; v en la seccion 3.3 discutiremos con detalle su significado.

En la figura 3.5 realizamos el corte con un plano paralelo al plano (2.3),
la seccion transversal es perpendicular al vector unitario €, v ahora el esfuerzo
normal es #§' v los esfuerzos cortantes son t5' v t5'. De manera semejante
hacemos un corte paralelo al plano (1.2) v el resultado se muestra en la figura
3.6.

3.3. El Tensor de los esfuerzos

Todas las componentes del vector de esfuerzos v que corresponden a los dife-
rentes vectores unitarios marcados en las figuras 3.4. 3.5 v 3.6 se pueden arreglar
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rx 2]

> Y (2)

X (1)

>

A
€,

Figura 3.4: Las componentes marcadas son perpendiculares a la seccion co-
rrespondiente y se llaman esfuerzos normales. Todos los demds son esfuerzos
cortantes y estan en el plano de AS. La seccion se corta perpendicular a e;:
esto significa que n — €, v t(82) tiene tres componentes.
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Vg
z 3 =z 13

X (1)

Figura 3.5: La seccion se corta perpendicular al vector €|, esto significa que
n — é; y t(é) tiene tres componentes.

en un tensor de segundo orden, de la manera siguiente:
& — NG
t]' = Uijv (ij)

donde o;; son las componentes de un tensor cartesiano que se comnoce como
“Tensor de esfuerzos” g, que en su representacion matricial se escribe en la
forma:

011 012 013 Ozz Ozy Ogzz
g=|021 022 03| =|0yz Oyy Oy (3.4)
031 023 033 Ozx Ozy Oz

Los elementos de la diagonal reciben el nombre de “esfuerzos normales™ y los
elementos de fuera de la diagonal se conocen como “esfuerzos cortantes”. La
figura 3.7 muestra las componentes de este tensor para un elemento de volumen
en el medio continuo.

Si tf‘ apunta en la direccion positiva de €;, g;; es positiva. Note que t57 es
la fuerza por unidad de drea (esfuerzo) que actiia sobre un drea perpendicular
a €; en la direccién de €;. Ahora nos preguntamos ; Cudl es la relacién entre el
vector de esfuerzos t” y el tensor de esfuerzos o ?

Con el objeto de ver con claridad la relacion existente entre ellos considere-
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=%

f=7-c, -

X(1)

Figura 3.6: La seccidn se corta perpendicular a €3; esto significa que n — €3 y
el vector t(®3) tiene tres componentes.

mos el tetraedro de la figura 3.8. Las dreas de cada tridngulo son:

AABC — dS
ACPB — dS; = n1dS
AAPC — dS; = nydS
AAPB — dS3 = n3dS
(3.5)

0 bien
dS; = (n-é,)ds = cos(n - €;)dS = n;dS. (3.6)

Si ahora consideramos equilibrio de fuerzas escrito en términos del vector de
esfuerzos, en la direccion del eje x, simplemente sumamos todas las componentes
de la fuerza en la direccion x, es decir

t2dS + t-)dS, + t9)dS, + t-)dS; = 0. (3.7)

Si recordamos que t{™™ = —t" la ecuacién se puede escribir en la forma si-
guiente:

t2dS = t1dS; + tS2dS; + t&2dSs, (3.8)
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Z@3)
o ’ I
4 7 on Y (2)
Vn/
4

X (1)

Figura 3.7: Componentes del tensor de los esfuerzos

y entonces nos resulta que:

t0dS =t dS + 118 n,dS + ¢ ngdS =

— (IS"’)HI + /F,?Z)llg + fge‘)n;;)(lb' =t dS = a,,n,dS. (3.9)

Es claro que se pueden escribir relaciones semejantes para las otras compouentes.
de manera que
thdS = (ff‘n,)(ls = a;jn,dS. (3.10)

por lo tanto. podemos escribir que
t? =n.g. (3.11)

Vemos que si tenemos el tensor de estuerzos podemos construir el vector de es-
fuerzos mediante una contraccion del vector unitario n con el tensor de estfuerzos
que corresponde.

3.4. Leyes de transformacion para el tensor de
esfuerzos

El tensor de esfuerzos es un tensor cartesiano de segundo orden y. por lo
tanto, se transformara como tal, pero ahora lo vamos a pouner en formma matri-
cial para hacer el dlgebra mas facil y directa. Supongamos que efectuamos uia
transformacion del sistema de coordenadas Oz ryxs al Or)xhrly caracterizada
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7(3)

l(-in o

trfh P .
t(_.'_ ')“\ 2 ‘1 (")
L .

X(1)

Figura 3.8: Relacion entre el vector de esfuerzos y el tensor de esfuerzos.

por tina matriz asociada a la transformacion

a1 Q12 a3
A= a1 Q22 23 (312)
azy azz2 ass

El vector de esfuerzos por ser un tensor cartesiano de primer orden se transforma
CONO: ‘
mo_ n - NA 4R Q1
t=A-t o bien (')} = a;;t] (3.13)

A sivez, el tensor de esfuerzos se transforma como:
t oy
gd=A0-A (3.14)

t . S o . o
donde A" es la matriz transpuesta de 4 | la transformacion (3.14) también
niede escribirse como
ned ribirse cor
o BEEB:¢
Ti) = QipTpgQy; (3.15)

Recnerde que la transformacion debe ser ortogonal.

3.5. Esfuerzos maximo y minimo

Vamos a considerar que tenemos el tensor de los esfuerzos para un sistema,
como funcion de las coordenadas de los puntos de dicho sistenma. Querenos
analizar los esfuerzos en un punto. en particular usando los valores del tensor
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de esfuerzos en ese punto. Para el andlisis evaluamos el tensor en el punto en
consideracion (P). Una vez que lo hacemos, calculamos sus valores principales
que llamaremos oW, 5@ 53) los ordenamos de manera que o) > 52) 5 53
y llamamos x,,z2, z3 a las direcciones principales correspondientes. Ahora nos
fijamos en el punto P y en el drea dS con el vector unitario n normal al drea en
cuestién. El vector de los esfuerzos t® que resulta puede descomponerse en sus
componentes normal y tangencial, la componente normal es

on =h-th. (3.16)

La componente tangencial (cortante) esta en el plano perpendicular a n: para
calcularla escribimos el vector de esfuerzos t™ en la forma

t? = oy + orér, (3.17)

donde el vector unitario €7 es perpendicular al vector unitario n, de manera
que n - ep = 0, por lo tanto

2t =gk % 0, (3.18)
ahora despejamos la magnitud de la componente cortante
gy =t t% ) S — o3 (3.19)

En la figura 3.9 se muestran las componentes del vector de esfuerzos y los
vectores unitarios correspondientes, en el sistema de coordenadas donde los ejes
estan a lo largo de los ejes principales del tensor de esfuerzos en el punto P.
Puesto que z1, 2, 3 son los ejes principales del tensor, el vector de esfuerzos se

2‘("!)

Figura 3.9: Componentes normal y tangencial del vector de los esfuerzos.
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puede escribir como:
= M,

t;‘ = o'PDn,
f;' = 0(3)713
v ademas
ON = Oyylhy = a(l)nf + a”’n% + 0(3)”3
si ahora sustituimos en el esfuerzo cortante, ec.(3.19), tenemos
2 2 3)\ 2
o5 =(eM)n} + (@) nd + (6 "nd-
. : 2
- (a(l)nf + 0(2)713 + a(“‘)ng) 5

o bien - ‘
g = (0(,))2”3 — (U“)nf)z.

33

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Ahora nos interesa calcular los valores maximo y minimo de g7 y ver en que
direcciones estdn esos esfuerzos. Esto significa que debemos maximizar g2 con
la restriccion de que el vector n sea unitario. Para hacerlo se va a utilizar el
método de los multiplicadores de Lagrange y entonces construimos la funciéon

F = (7% — AMnn; — 1),

(3.24)

donde A es el multiplicador de Lagrange asociado con la restriccion. Primero

tomamos las derivadas de F respecto a n;
oF

=0
on;

y obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones

QE- = —Q— (U('))2n,2 o ((f(i)n?)Q] - /\”i”i

on, on,
= (a(i))227li61J = Q(U(i)Tl?)U(k)QTLk(s]k — 2An;dy;
= 2(0(1))2% = 4(U(i)7zf)a(j)nj —2\n;
= 2n; [(U(j))2 = Q(U(i)vzf)a(j) S )\] =0.

con n,n; =1,

Vamos a escribir explicitamente estas ecuaciones

j=1 m (a(l))2 — 201 <o“)n'f +0Pnd + 0(3)n§> ~Al =0

L 4

j=2, ny (0(2))2 —20(% <(7(l)n'f +o@n2 4 0(3)n§> -l =0

L 4

J=3. ny ((7(3))2 — 203 (a“)nf +0@nd + 0(3)7L§> - Al =0

L 4

, 2
ademas nj + n% + ng =1.

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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Debemos resolver estas ecuaciones para las cantidades ny,no.n3 y A. Sin em-
bargo, debido a que la solucion de las ecuaciones es un tanto elaborada. vamos
a considerar casos especiales.

Primero consideramos las ecuaciones (3.27), (3.28) y (3.29) con ny = np =
O,ng#0yresultanyg =+1y A= —(0(3))2.

Tomando las ecuaciones (3.27), (3.29) y (3.30) con n; = ny = 0 se obtiene
no==xlyA= —(0(2))2.

De las ecuaciones (3.28), (3.29) vy (3.30) con ny = n3z = 0 se obtiene n; = +1
vy A= —(0(1))2. Aunque los valores de A no se necesitan explicitamente. los
hemos calculado para completar el esquema.

Ahora bien, tomando en cuenta estos resultados y la ecuacion (3.23) obte-
nemos el valor del esfuerzo cortante y vemos que en todos los casos o = 0:2 de
tal manera que estas soluciones triviales nos llevan al valor minimo de ag. Es
claro que para cada uno de estos casos se obtiene el vector unitario n correspon-
diente a las direcciones principales y entonces o = 0, ya que. por detinicion,
para una direccion principal t® estd a lo largo de la normal n. Sin embargo. hav
otro conjunto de soluciones que ahora calcularemos.

3.5.1. Caso A

Consideramos n; = 0 con ny # 0.n3 # 0. las ecuaciones (3.28)-(3.30) nos
quedan como

((’(2))2(I - 2"%) - 20(2)0(3)71% —A=0,

(0(3))2(1 —2m2) - 20053002 A =0.

ns+n3=1. (3.31)

restando se obtiene
(0(2))2(1 = 271%) —20@ B2 ((7(3))2(1 —-2n3) + 2(7(2)(7(3)”% =0,
(0(2))2(1 — 271%) — 20(2)0(3)(1 - 71%) — (0(3))2(-1 + 271%) + 2(7(2)0(3)113 = 0.
(1—271%) [0(2))2 + (0(3))2] + ‘20(3)0(2)(2713 —-1)=0.
(2n3 — l)[20(3)0(2) - (0(2))2 - (0(3))2} = 0.

—(2n3 — l)[a('z) — (7(3)]. (3.32)

Cuando los valores principales 0(2 v @) son diferentes la ec. (3.33) nos conduce
992 L
a que (2n5 — 1) = 0 y entonces obtenemos el resultado siguiente:

1 1
no = +—, —.
TR V2

2Recordar que o7 es la magnitud del esfuerzo cortante, por lo tanto o > (.

ns + (3.33)
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El valor de A para este caso es A = —0@ ) v ahora procedemos a calcular el
esfuerzo cortante

2
’ S AN B - SR .
0F = (6@ n2 + (6®) 02 - [n(z)nﬁ + (7[3)773] '

1 2112 3\ 2 N NE
_ @ 32| _ 2) 3| =
—‘2»(0 )"+ () } 3[0( + o )] -
L[ (2))2 (3)\2 1 (2))2 3)\2 2) (3
=3 ()" + () o (@) + (a®)* + 2026 | =
L
= 1+ (69)? - 2000

| —

2
-3 (nm N f,(:s)) _ (3.34)

con lo cual se tiene

—

or = = (0@ — oa®). (3.35)

3.5.2. Caso B

De manera semejante se demuestra que n, = £-=. n, =0, n3 = +-L
1] aq 1 72 2 3 7z

1
es solucion v ademads el esfuerzo cortante es o = %(U(l) —a®).

3.5.3. Caso C

También n, = £, ny, = £-%. ny = 0 es solucion y en este caso el

1 \[2‘ 2 \/§~, 3 .
esfuerzo cortante es oy = %(rr“) = 0(2)).

A partir de estas soluciones vemos que el esfuerzo cortante maximo actia
en el plano que bisecta el angulo recto entre las direcciones de los esfuerzos
principales méaximo y minimo (caso B). En el cuadro 3.1 se hace un resumen
de las soluciones que hemos encontrado y hemos agregado una colummna para
escribir el esfuerzo normal correspondiente.

La figura 3.10 muestra de manera esquematica el lugar donde se encuentra
el esfuerzo maximo.

Ahora bien, para demostrar que el valor calculado efectivamente corresponde
al valor maximo del esfuerzo debemos calcular la segunda derivada v ver su signo.
Este calculo. aunque es directo. resulta pesado algebraicamente v no lo haremos
en este libro. Queda al lector calcularlo v demostrar con ello que. efectivamente,
se trata de un maximo.
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Componentes de n or oN A
(0,0, £1) 0 @) —(oe®)?
(0,+1,0) 0 o] ~(0®)?
(£1,0,0) 0 o)) —(0t1)?

O xd,2d) | 316D —a®) | J16? + 0@ | —aPo®

(£25,0,£5) | 3o —o®) | 1o® + 6@ | —g(g)

)
S

(£ 22.0) | Lo - 0@ | Lo 4 6@ | —oMo

Cuadro 3.1: Resumen de valores maximo y minimo del esfuerzo cortante

Ejemplo

El tensor de esfuerzos en el punto P (en las unidades que correspondan,

%), esta dado por
5 0 0
c=|(0 -6 -I12
0 —12 1

Determinar el esfuerzo tangencial (cortante) maximo y mostrar que actiia en el
plano que bisecta los planos de esfuerzos principales maximo y minimo.

Solucion

Primero se calcularan los esfuerzos principales del tensor, para ello se resuelve
la ecuacién secular

5-0 0 0
det(o—oI)z 0 —6-0 -12|=(5-0)[(-6-0)(1-0)—144]
0 -12 1-o0

=(5-0)(=6—0+60+0a2—-144) = (5 - 0)(a? + 55 — 150) = 0

a partir de esta expresién obtenemos tres raices y las ordenames tomando en
cuenta que o(1) > (2 > g(8)

oM =10
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X3 ‘G'O) plano La 4,
a -—;(d" -d)

plono la 4,

a '15{0‘” -y

valor maximo de &

X,

o®

o

0, >0,>0;
Figura 3.1@: Plano donde se encuentra el esfuerzo cortante maximo.

Sabemos que en el sistema de ejes principales el esfuerzo cortante méaximo es

UTmax =

25
(1) _ 53)) = =2
(o)~ o) =

N =

v2' V2
En el sistema de ejes principales, el tensor de esfuerzos se puede escribir en
su forma diagonal

ademads esta en el plano perpendicular al vector unitario ng = (L 0 L)

100 0 0
g=10 & 0
0 0 -15

Con el objeto de mostrar explicitamente la direccion del esfuerzo maximo, vamos
a realizar una transformacion del sistema de ejes principales, de manera que
vamos de (z1, x2, x3) a los ejes (x, ry, r5) mediante una rotacion de § alrededor
del eje principal marcado con x5, como se senala en la figura 3.11

’ 9 L -
2] V2 V2 Ty
xh | = 0o 1 0 T

/ 1 1 y
13 = ﬁ 0 ﬁ I3

El tensor de esfuerzos g* se transforma como

d= 0 1 0 0 5 0 1 0 |=
1 1 1 1
- 0 &/ \o o 15/ \% 0o %
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). ¢
i %
A5)/ N7
:
\‘.. -*—_——512_’,2
5
(|
1 \Z
-10

= g -1
V2 V2 V2 V2
= 0o 1 o0 0 5 0 |=

~1 9 L 15y 15
V2 vz . V2

5 25

-2 0 -2

25 5

-2 0 =3

En el tensor g’ vemos que los elementos o, y 0., que representan esfuerzos
cortantes tienen el valor del esfuerzo cortante maximo que hemos calculado
a partitr de la teoria general desarrollada en el capitulo. También obtenemos
el signo, que en este caso resultd negativo, indicando con ello que el esfuerzo
cortante maxino apunta en direccion opuesta al eje z. como se muestra en la
figura 3.12.

Nota.- En este ejercicio unicamente se manejaron los valores numéricos del
tensor de esfuerzos: es preciso recordar que todas sus componentes deben tener
las mismas unidades y éstas deben corresponder a esfuerzos. Los elementos de
la matriz de rotacion son adimensionales.

3.6. Ecuaciones de Equilibrio

Hasta el momento solamente nos hemos ocupado de las fuerzas que actiian
sobre elementos de superficie en un cuerpo: sin embargo. también puede haber
fuerzas que actian sobre todo el cuerpo y que se llaman “fuerzas de volumeu™.
como ejemplo de este tipo de fuerzas tenemos a la fuerza gravitatoria. En general
las etiquetaremos como pb. donde p es la densidad y b la fuerza por unidad de

masa. Las unidades de pb son entonces de tyerzar, _ Mo
volumen L
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Figura 3.12: Sistema de ejes donde se muestra el esfuerzo cortante maximo.

Para escribir las ecuaciones de equilibrio necesitamos hacer un balance de
fuerzas y ademas debemos recordar que las fuerzas de superficie (esfuerzos) de-
penden de las coordenadas de los puntos en el sistema que estamos considerando.

Supongamos que tomamos un elemento de volumen V del sistema, sobre él
actuan las fuerzas de superficie t® y las fuerzas de volumen b; la condicién de
equilibrio sera que la fuerza total que actia sobre el voluinen V se anule,

/t"‘ds+/ pb dV =0,
JS |4

t"=n-¢ también e =mn;joj,

pero

de manera que la ecuacion (3.36) puede escribirse como
/Uﬁﬂ,j dS + / /)b,‘ dV = 0,
Js JU

con ¢l teorema de la divergencia, podemos escribir que .js an; dS
de manera que la ecuacion (3.38) alora se escribe en la forma

/ (,)oji + pb; | AV = 0.
v ().I'J

Puesto que el volumen 17 es arbitrario obtenemos

90 ji .
‘& + pb; =0, también V .o+ pb = .
().I‘J'

(3.36)

(3.37)

(3.38)

Il
—
=

do
S ) Ve
iy dV,

(3.39)

(3.10)

Esta ecuacion coustituye una de las ecuaciones fundamentales en Elasticidad

y enfatizamos que se trata de un balance de fuerzas: de hecho

hemos puesto
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la condicién de que la fuerza total se anule. En el case de que dicha fuerza
sea diferente de cero sera necesario igualarla con la aceleraciéon del elemento de
volumen considerado. Este procedimiento nos lleva a una generalizacion de la
segunda ley de Newton.?

Ahora bien, debemos notar que las fuerzas de superficie no son uniformes.
es decir que pueden variar punto a punto en el sistema. Esto significa que po-
dra existir una torca interna y, a su vez, podra actuar sobre el sistema una
torca externa. Podemos tomar la torca externa como cero y lo haremos de este
modo, pero ; qué sucede con la torca interna ?. De hecho no podemos controlar
a la torca interna, entonces estudiaremos su posible contribucién al equilibrio
del sistema. Vamos a imponer la condicion de equilibrio rotacional y ello nos
dice que la torca total debera anularse, para ello escribimos la componente i en
términos de indices,

/ Cijkil'jt? ds +/ €ijkpTibr dV =0, (3.41)
s v
sustituimos 8 = gk, y 10s queda

/eljk.zrjomk71md5+/ €ijkpribrdV =0, (3.42)
s 1%

con el teorema de la divergencia aplicado al primer término de la ecuacion (3.42)
obhtenemos

/ 61’]‘]\-1_]'0'"1}671"1(15 = =T (fijk-rjnnlk)d‘/
JS % arm
O(x;0mk) 00 mk
719mk mk -
e / fijkidv S €ijk (5j1rl(7mk o= Ty —)d‘/
\% 8Im A4 8T111
00 mk
= / 6i7nlca'mlcdvv‘+'/ (ijkmj—d‘/
v v axm

usamos la ecuacion (3.42) en el segundo término y vemos que:

=/ fimkamkdv_/ €ijkT;pbrdV. (3.43)
v v

sustituyendo en la ecuacion (3.42) tenemos que

/quamkdv—k/ ﬁ-jkmj(—pbk)dv—#/ €ijkpx;brdV =0,
v v 1%

que, a su vez, implica que

/ €EimkOmidV = 0, (3.44)
‘/

3Ver capitulo 6.
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v como el volumen V' es arbitrario obtenemos
€imkTmk = 0. (345)

Si recordamos que €, €8 un tensor completamente antisimétrico, vemos que
ami deberd ser un tensor simétrico para que se cumpla la ecuacion (3.42), esto
s

Omk = Okm- (34(’)

Insistimos en que esta condicion se obtiene al pedir que la torca se anule, o bien
pedir equilibrio rotacional.

En Elasticidad generalimente se considera que el tensor de esfuerzos es simétri-
co, de manera que se estd suponiendo que el equilibrio rotacional estda garan-
tizado. Tomando en cuenta la simetria del tensor de esfuerzos, ahora sabemos
que solo tendra seis componentes independientes. Se acostumbra separar el ten-
sor de esfuerzos en dos partes, una con simetria esférica (isétropa) y otra que
represente la desviacion correspondiente. A la parte isotropa la etiquetaremos
como aar = aprl. donde I es un tensor unitario y oar = %l, es ¢l esfuerzo nor-
mal promedio. A su vez la desviacién de la parte esférica, en su representacion
matricial seria

011 —OM g12 013
op = o192 022 — OM 023 = (Sij)- (3.47)
013 023 033 —0OM
Ecuacién que puede escribirse de manera alternativa como: o;; = oard;; +

Sij. g =opul+Ep; Sij es un tensor simétrico de segundo orden. De acuerdo
con la definicién de aas es inmediato que la traza de S;; es nula.

Las direcciones principales de S;; son las mismas que las de a;5, pero los
valores principales se desplazan S*) = o) — gy,

3.7. Problemas

1.- El tensor de los esfuerzos en un punto P de un medio elastico esta dado por:

7 0-2
aP)=10 5 0
-2 0 4

Determinar: a) el vector de los esfuerzos en el punto P para un plano cuya
-y c.on o 23 2: 1L

normal unitaria es : n = §i — 35j + 3k,

b) ¢l esfuerzo normal correspondiente.

2.- El estado de esfuerzos en un punto de un medio eldstico esta dado por el
tensor de esfuerzos siguiente:

o aoc bo
o= |aoc o co
bo co o
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donde a, b, ¢ son constantes adimensionales v o el valor del esfuerzo. deter-
minar las constantes . b y ¢ de tal manera que el vector de esfuerzos en el
S HCRNTR U SN U
: = — = —k se anule.
plano n st /It gksea e

3.- Los esfuerzos principales en un punto P de un cuerpo eldstico son o1 =
5 Nlem?.0?) = -5 NJ/em? y o) = —8 N/em?. Encontrar el vector de los
esfuerzos t(" el esfuerzo normal o y el esfuerzo cortante o para un plano
que esta inclinado igualmente con respecto a los ejes principales. Ver figura
3.13.

Figura 3.13: Problema 3.

4.- Los esfuerzos a11. 099, 033.012 y 021 estan actuando en un punto de un cuer-
po eldstico (093 = a3; = 0). Encontrar los esfuerzos principales y los esfuer-
zos para un plano perpendicular al plano 2 —y cuya normal ferma un angulo
« con el eje z. Ver figura 3.14.

‘Q
x>
x
%’%W

=

Figura 3.14: Problema 4.

5- En la figura 3.15 se presenta la seccion transversal yOA de la pared de
una presa que estd sujeta a la presion del agua en la cara Oy. la cara OA
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0
X b
\
A.
\
fe—i
Ko \
e
\ \
=%
\
P |
\
a y. \ a
A
\
‘.
b \
L}
A i '

Figura 3.15: Problema 5

no soporta carga (el vector de esfuerzos es nulo). Identificar los esfuerzos
cortantes v normales sobre la cara Oy (Prestar atencion a la direccion de
la presion. la direccion del eje Oz y el signo de la proyeccion). Designar
también las componentes del esfuerzo sobre la cara OA (normal exterior n
v escribir la condicion de que esté libre de carga (esfuerzo). Designar los
esfuerzos en las caras aa v bb cuando una parte de la pared se remueve al
efectuar los cortes correspondientes.

6.- El estado de esfuerzos en un cuerpo esta dado por el tensor

3zy 5y 0
o= 572 0 2z
0 2z 0

Determinar el vector de esfuerzos que actia en el punto P = (2,1, V3), para
un area determinada por el plano tangente en P a la superficie cilindrica
y? + 22 = 4. Encontrar cudles deben ser las fuerzas volumétricas para que
se satisfagan las condiciones de equilibrio.

7.- En la pared de la presa de la figura 3.15, se inducen los esfuerzos siguientes:

Tpx — — Yy

T = __{)__ — _%l_ €I + __2— y
o tan  tan3p tan?3

Toy =7 t;:uTBI

Oyz =0y = 0, =10
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L J
[ 1
172 l 172

Figura 3.16: Problema 8.

Sustituir en las ecuaciones de equilibrio v ver para qué casos se cumplen.
Encontrar el esfuerzo que actia sobre la cara Oy y sobre la cara O A.

En algunos casos de flexiéon de una barra de seccidn transversal rectangular,
se tienen los esfuerzos siguientes:

12 ql?  gh? 6g - i 4
7es =g (Mo + T = g v = 7a="y + v

_ bg h? A
U‘Ty—_h_?i ?—y d K
ey M
v h3\ 3 4 12

Verificar que se cuniplen las condiciones de equilibrio y encontrar las cargas
(esfuerzos) sobre las caras de la barra. En la figura 3.16 se ven las diimensiones
de la barra y las cantidades q¢ y My son constantes. Diga cudles deben ser
sus unidades.



Capitulo 4

Analisis de la deformacion

4.1. Desplazamientos infinitesimales.

Vamos a considerar un cuerpo eldstico y eliminamos el movimiento que
corresponde a un cuerpo rigido (es decir, traslacion y rotacion sin movimiento
relativo entre sus partes), de tal manera que los desplazamientos entre puntos
diferentes del cuerpo serdan causados tinicamente por las deformaciones.

Tomemos dos puntos Py y Qg en una configuracion anterior a la deformacion,
después estaran en P y @, sus desplazamientos estdn senalados en la figura 4.1.

Figura 4.1: Vector de desplazamiento.

Consideramos ahora la componente i del desplazamiento relativo du

wi(x +dx) — u(x) =du; = %dz'j + ... (4.1)
J

Es importante decir que nos limitaremos a desplazamientos infinitesimales y por
ello en la ecuacién (4.1) sélo tenemos los términos proporcionales a dz;. En la

45
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ecuacion (4.1) g‘r‘ es un tensor de segundo orden que se puede descomponer en
J
una parte snnetrica y una antisunetrica

0oy L[0H S} Sife O (1.2)
Or; 2\ 0z; O, 2\ 0z; Oz
Ahora definimos el tensor de deformacion
1 Oy OL (1.3)

€is = = | 7
49 Oxz; Oz,

v el tensor de rotacion ;. Recordemos que hemos considerado que la rotacion
rigida esta ansente, de manera que €2, representard rotacion relativa, diferente
en puntos diferentes del cuerpo

L[ Ou; Ou;
Q== — - =1, 4.4
59 Oxr; Oz, 5

de manera que la ecuacion (4.1) puede escribirse en la forma siguiente:
— codr . 3 ol 4 5
du; = e;jdz; + Qy;dz;, (4.5)

donde la primera contribucion proviene del tensor de deformacion y la segunda
se debe al tensor de rotacion. Con el objeto de ver con claridad las implica-
ciones de estas afirmaciones vamos a transformar el segundo término y ver que
efectivamente representa rotaciones, posteriormente también daremos una in-
terpretacion geométrica de ambos términos.

Primero vamos a definir el vector de rotacion,’
1 .
QI == _if'ijkﬂjk‘ (4())

y sustituyendo la ecuacion (4.4), tenemos
1 . Ou;  Juy
Z€k| 5 - 5
4 < ():l,‘k ()1']’

1 du, 1 Ouy

O =-

= — —€ijk- + —€,,0—— se intercambia j — k en el segundo término
4 %02, 47" 0,
1 du, 1 uy ) -

= — —€iik— — —€;4; — se cambia de nombre a indice mudos
47709 70

T, 4 T;

1 Jdu, 1 du;

== S€ijkp = ki
2 ) ():L‘k 2 ! ]():I,‘k

1
:§(V xu),,

'Ver problema 3 del capitulo 2.
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donde en la dltima igualdad se ha hecho uso el resultado de la ec. (2.65), usando
las componentes del vector a.J como las componentes del operador V. De manera
que en resunmen podemos escribir que

1
QI = E(V X U)l (47)

Por otra parte, usando la ecuacion (4.7) vamos a construir la cantidad siguiente:

1 Dy,
f‘,jkgz_jd.’l'k =€4jk Ef‘)lm W ([.l'k
1 O,

=5 €ijkE Im——dTk,
2 i ().IT[

pero  €;k€jim =(6it0km — SimOkt).

i | P - Ous
de donde €, dxy s (OimOkt — 0itOkm) 0;—1’.[(1.1:;\‘
6im (T)iﬂ - .'llf?li =1 1 f)'(lli = (‘{)“k dl‘k
Oz dx; 2\ Oz Oz,
ZQ,',A-(].I?A«. (48)
En resumen
Qiydic; = egflday, Qyydz;= (0% dx)i (4.9)

de donde podemos ver que el término en cuestion representa una rotacion ca-
racterizada por £2: en la ecuacion (4.5) ahora podemos escribir el desplazamiento
en la forma siguiente

du; = f‘iJ'dLI?J' + fijl\‘deIk~ (4,1())

Notemos que los desplazamientos du; son longitudes v los elementos dz; tam-
bién, esto implica que las componentes de los tensores de deformacion y rotacion
son adimensionales. A continuacion vamos a dar una interpretacion geomeétrica
para cada uno de estos términos.

4.2. Interpretacion geométrica de las compo-
nentes del tensor de deformacion

Hemos visto que el desplazamiento relativo du puede escribirse en términos
del tensor de deformacion e,, v un tensor de rotacion. El término asociado
con el tensor de rotacion va lo reescribimos en términos del vector de rotacion v
entonces lo hemos identificado como tal. Por el momento a nosotros nos interesa
solamente la deformacion. de manera que supondremos que no hay rotaciéon: en
este caso. el vector de desplazamiento nos queda escrito como

(lll,,' = (’ijd-l‘j (111)
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x

Figura 4.2: Elemento de volumen en el medio y sus proyecciones.

Configuracién inicial | Configuracién final |
AB — dx; A'B’
AC — dzx, A'CY

Cuadro 4.1: Configuraciones inicial y final.

y representa a una deformacion pura. Ahora nos intercsa dar una interpretacion
geométrica de las componentes del tensor e;;.

Para hacerlo consideramos un elemento de volumen con la forma de un pa-
ralelepipedo de tamano dz;dz,dzs alrededor del punto P y proyectamos en los
tres planos coordenados, como se muestra en la figura 4.2. Se van a examinar
los cambios en dz,,dz,,dzs y la distorsion de los angulos 1P2,1P3,3P2; las
primeras corresponden a deformaciones lineales o elongaciones y las segundas a
deformaciones angulares o cortantes. Supongamos que ocurre una deformacién
en el volumen de la figura 4.2 y estudiamos la proyeccion del elemmento defermado
en el plano r;,r,. Marcamos en la figura 4.3 todos los desplazamientos y en el
cuadro 4.1 se especifican las configuraciones inicial y final; asimismo, en el cuadro
4.2 se senalan los desplazamientos correspondientes.

Tomando en cuenta lo explicado en la figura 4.3, vemos que la elongacion
del segmento AB en el eje x; es

011,1

61’1
que se identifica con la componente e;; del tensor de deformacion. Haciendo un
andlisis semejante se puede ver que las componentes de la diagonal del tensor
de deformacion nos dan las elongaciones correspondientes.

Ahora analizamos la deformacion angular del seginento AB en la figura 4.3.
Primero calculamos la tangente del angulo ao;

= €11 (412)

du ou
" ! cguz guz
B"B 5z 4%1 Bz

tan ag; =

= . 4.13
A'B"  dxr + g—;‘lldzl 14 B ( )
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: b x,

“ ax,
AB —>dx, AB >dq+ ﬁd’q CcCC> Ow ~ @y dt,

B ax,
AN = ué + 8, AC —»

% CC'—)u,+%dx,
BB’ —Ht.+% B"B'—bu,+%ld‘1_"1"and’1
1

Figura 4.3: Porcién del elemento de volumen deformado.

Desplazamiento

A sobre el eje 1 uy

B sobre el eje 7 | uy + du; = uy + d;rl
A sobre el eje 12 U

B sobre el eje x5 Uy + ‘)—“ldarl

Cuadro 4.2: Desplazamientos sobre los ejes.
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Si nos limitamos a considerar deformaciones pequenas

Oug ou\~!  Ous ou,
tan oo ~ a9y g ( 5 ar, o1, ( )
de manera que al orden mas bajo tenemos
o
R ag.z- (1.15)
1
Similarmente
e Sy
tan g ~ o = = 2 =
! A'C" deg+ ug + %ﬁdu'? — Un
3] .
- _3_‘;: ()u1
= T3 0m ™ 37y
1+ Ej 0-’2
por lo tanto
du
g = —(.h", (1.16)
2
velos que
1 1 0u;  Oug
— (a1 + =—| — 4+ — | = €12, 417
2( 12 21) 5\ 9z, T O 12 ( )

de manera que las componentes no diagonales del tensor de deformacion nos
dan una medida de la deformacion angular.

En resumern, las componentes diagonales del tensor de deformacion corres-
ponden a “elongaciones” y las componentes fuera de la diagonal nos dan infor-
macion acerca de la deformacion angular y se llaman “deformaciones cortantes™.
Recordemos que el tensor de deformacion es simétrico por definicion. de manera
que la deformacion cortante e;; es igual a la deformacion cortante ¢j;, .

4.3. Interpretacion del tensor de rotacion

Con el objeto de hacer la interpretacion de una manera sencilla tomemos el
caso en que las elongaciones se anulan, es decir ey; = egn = e33 = 0; ésto signitica
que solamente habra deformaciones cortantes. También tomemos un cubo como
el volumen a analizar y sus proyecciones en los planos coordenados. como se
observa en la figura 4.2. Por otra parte, en la figura 4.4 se muestra una relacion
entre angulos que nos sera de utilidad al aplicarla a nuestras deformaciones en
el sistema en cuestion.? Primero hacemos una deformacion cortante paralela al
eje z y llamamos 3, al dngulo que gira la diagonal AD, como se muestra en la
figura 4.5. Ahora hacemos uso de la demostracion geométrica que se ve en la
figura 4.4 y trazamos un circulo con centro en B y radio AB, éste pasa por D

2En el apéndice de este capitulo se hace la demostracion.
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Figura 4.5: Deformacién cortante paralela el eje z.

v para deformaciones pequenas podemos considerar que el punto D; también
estd sobre la circunferencia, entonces 3, ~ %“zy y

1 Ju
B~ —=—=, (4.18)
: 2 0y
s el si Gk ’ 14 lo 3. < Qug 2=
donde el signo menos da cuenta de que el dngulo 3, < 0y o0 > 0, ésto en vista
de que el desplazamiento del elemento dy en el eje x es positivo.

C'omo segundo paso hacemos una deformaciéon cortante paralela al eje y,
como se muestra en la figura 4.6. Ahora el circulo se traza con centro en C',
radio C'A y se considera que D, también estd sobre la circunferencia, por lo
tanto

gL 1 Qu,,
Pz ™~ 50yz ™~ 57,
2 ¢ 2 Oz
De manera que en una deformacion cortante general. la diagonal del elemento
proyectado en el plano gira una cantidad g8, = 8. + 87, entonces

B! > 0. (4.19)

g= L[ ) _q (4.20)
2\ Or dy




52 CAPITULO 4. DEFORMACION

Figura 4.6: Deformacion cortante paralela al eje y.

Observemos que 3, = €2,, la componente z del vector de rotacién definido en la
ec.(4.7). De manera semejante se obtienen las otras componentes del tensor de
rotacion.

4.4. Algunas propiedades de ¢;;.

4.4.1. Propiedades de transformacion

El tensor de deformacion es un tensor cartesiano de segundo orden, por lo
tanto se transforma siguiendo las reglas de tensores de segundo orden. En el
caso de representarlo matricialmente tomamos la matriz y su transpuesta para
efectuar la tranformacion del tensor.

4.4.2. Ejes principales

El tensor de deformacién es simétrico®, por lo cual se pueden encontrar
sus valores y direcciones principales, ademds puede diagonalizarse. Los valores
principales representan elongaciones a lo largo de los ejes principales.

4.4.3. Dilatacion ciubica

Vamos a considerar el cainbio de voluimnen que ocurre en una deformacion
arbitraria, para ello veamos un elemento de volumen de tamano dz,dzradr;. Al
efectuar la deformacion, cada lado del volumen cambia de acuerdo con: dr; —
(1 + e“)dxl, dry — (1 - 622)(i$2, ..., de manera que el cambio de volumen

3Por definicion, ver ec. (4.3).
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es

AV =dx (1 + e;1)dzo(1 + e22)dx3(1 + e33)dr3 — dxidrodrs

=dzdradzz(er) + €22 + eaz) + ...

4

AV

de donde Vv = €11 + e22 + €33. (4.21)
Esta ecuacion nos da el cambio relativo de volumen y se conoce como dilatacion
ciubica. Debemos notar que esta cantidad ha quedado expresada en términos de
la traza del tensor de deformacion, cantidad que es un invariante. Esto significa
que, si durante la deformacion hay un cambio de volumen, éste sera el mismo en
cualquier sistema de coordenadas, y es claro que se puede escribir en términos
de las elongaciones principales.?

4.4.4. Deformacion cortante pura

Al igual que el tensor de esfuerzos, el tensor de deformacién puede separarse
en una parte simétrica sin traza y la traza multiplicada por el tensor unidad

eij = ((’,‘j - IC(Si]‘) + ICKS?j (422)

donde I, = %(e“ + e9q + 833) es proporcional a la traza del tensor, como ya
vimmos en la seccién anterior nos da la dilatacién cibica. El tensor e;; — [.d;;
representa un tensor de deformacién en el cual no hay cambio de volumen, sino
solamente un cambio en la forma, por ello le estamos llamando deformacion
cortante pura.

Ejercicio

Para una deformaciéon homogénea de la forma u; = A;;w,, con A;; =
constante, determinar la expresion para el cambio de volumen y mostrar que
si A;; < 1 se convierte en la dilatacion cubica.

Solucidn.

El volumen original es Vy = dw;dwydws y las coordenadas del punto P =
(wy.wq,w3) después de la deformaciéon son r; = w, + u, = (.4,'] + 6,j)wi, de
manera que el volumen después de la deformacion sera

Lr’ Z(AU + (511)dwj (.42k + (Sgk)dwk(ASm + 531n)du’m
=(A1, + 615 )dw; (AQkASm + A2kd3m + donAzm + 52k53m>du’kd'11*171
=(A1; A2 Azm + A1 A2k03m + A1y Aok + A1j02r03m + 015 A2k Az +

+01,03m A2k + 01026 Az + 61152;((53,")duzj(i'wkdwm,

4 Enfatizamos que este célcule es valido para deformaciones pequefas.
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si despreciamos términos no lineales en A4,;, tenemos que

AV =V’ - Vo = (4 1]62k(53m + 6]]"4'2k(53m + (51_)'(5’21\"43"1)dl“j(l“’k(h”m

~ (A + Az + Ag3) Vo (4.23)
y por lo tanto
AV
L—, = A+ A2 + Ay (4.24)
0

es lo que se debia demostrar.

4.5. Condiciones de compatibilidad

Supongamos que después de efectuar una deformacion queremos especificar
el desplazamiento de un punto en un cuerpo elastico. Para hacerlo podemos dar
las tres componentes del vector de desplazamiento. o bien podriamos dar las seis
componentes independientes del tensor de deformacién y de él extraer el des-
plazamiento. Visto de esta forma tendriamos 6 funciones (e;;) para determinar
3 (u;) y claramente el sistema esta sobredeterminado. Esto implica que las com-
ponentes del tensor de deformacion no son del todo independientes y. de hecho.
ahora pasaremos a discutir las llamadas condiciones de compatibilidad. Fisica-
mente podemos entenderlas si imaginamos que cortamos en paralelepipedos a
un cuerpo elastico. Para cada uno especificamos las componentes del tensor
de deformacion; es claro que las componentes de dicho tensor deberan estar
conectadas, ya que, si no lo estuvieran. seria imposible reconstruir el cuerpo
deformado y mantenerlo continuo a partir de los paralelepipedos deformados.

Consideremos las componentes diagonales del tensor de deformacion

Ouy Ouo

€l = g7g_—>% E=7 y
C1 ().I'Q

derivamos a e); dos veces respecto de x2 y a ez2 dos veces respecto de )

02611 03‘1L1 f{_)gf'-_zg 03’11'2
Ja3 driox,” Oax? 0x30zy’

sumando tenemos que

x? Ox? Jdr10xs

02()11 (‘)2@22 92 Bu, s 52
B =2-——ei, 1.26
[0‘1"3 + 0.1‘1] 0x1012 . (1.26)

cambiando ciclicamente los indices 1.2.3 tenemos otras dos relaciones

0%e. 0%es: 0%eq:
53 T =la (1.27)
Oxs Oxs Oxo0x3
0%es: )%e )%e
€33  J7€i1 9 o~ €13 (4.28)

or? 0z} Ox 0xy’
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Si ahora tomamos los elementos fuera de la diagonal y hacemos las opera-
ciones marcadas. tenemos

90 2 52,
(')(12 . l 0°uy 17} l’lQ (4.20)
Jxg 2\ Oxz0x9 ();1'3();1'1
Deyz 1 3%
(‘(13 — ll] o~ us (43())
().l'-_) 2 ()lz()l; ()12()11
(?('23 B ‘l 0% us 7027;, (431)
Ox, 2\ 01013 ();rr 1019

Ahora tomamos las ecuaciones (4.30) y (4.31) las sumamos v luego restamos la

ccuacion (4.29) para obtener

.32
dry  dry dxy 2\ 0x 0, (4.32)

u

0(’|3 06’2;5 ()8]2 _71 N ‘2ll,3 )
5_1

derivamos respecto de rz v ademas identificamos ez = 2. de manera que

'i f?(‘lzx 6‘)623 B 5')1312 . (‘32(j3:z (4.33)
Oxz \ Oxo Oy Oy Or101,

y cambiando ciclicamente los indices tenemos

O [Oeas  ODezi  Derz | ?eqs (4.31)
dro \ Jx; Jxy dvs | Or0xs B
0 0(?23 d(’g,] 0612 o 02611 (435)

or, \ Oz, Jxg Ots | Ox00Ts

Las ecuaciones (4.26)-(4.28) y (4.33) a (4.35) forman el conjunto de ecuaciones
(ue se conocen como ecuaciones de compatibilidad o bien “Ecuaciones de Saint-
Venant™. Es conveniente notar que este conjuito de ecuaciones también se puede
escribir en términos de indices, de hecho

92 52 52 .
0 €ij 0 €km - J €ik ()ejm
Oryrym  0r0x;  O01j0T, OTLIT;

=0, (4.36)

donde es necesario dar valores a los diferentes indices para obtener las ecnaciones
que corresponden. Como un ejercicio. el lector puede verificarlo.

Ejercicio 1.
El tensor de deformacion e, esta dado por la signiente expresion
2
2y a .y
G ===% 3oy lf (4.37)

[*] -
riry 3 Ha?

~
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donde a? es una constante con unidades de longitud al cuadrado. Mostrar que
se satisfacen las ecuaciones de compatibilidad.

Solucién.

Sustituimos en las ecuaciones (4.26)-(4.28)

02 g (')2 62 ,
aw%ll & a2 3 (‘).‘1'18.1:212 (4.38)
0? o2 52

5323 + 5550° = 25——z17; 1.3
dx3 o dz3 o Oxr901s RS ( )
a2 . 2 2 52
(’)J"% o 0-7'12; 5 Jdr 013 g ( )

En las ecuaciones (4.38) y (4.39) todos los términos se anulan, pero la ecuacién
(4.40) no se satisface. Es inmediato que va a satisfacerse si tomamos otros valores
para la componente e 3. Las ecuaciones (4.33)-(4.35) se satisfacen de inmediato.

Ejercicio 2.

El vector de desplazamiento es una combinacion lineal de las coordenadas:

Uy =Uz, + Cnix + Cr2y + Cr32
Uqy =Uy, + Corx + Coy + (32
Uz =Uzy + Ca12 + Cs2y + C32. (4.41)

Calculemos el tensor de deformacion y el de rotacion

ouy Ouy ou;
— = —— = (12 en general =z
Oz 11 By 12 g O.T,j ij

de manera que:

= 1 Ui g —_ 1 i+ 25
eij — ((‘). ; + _1) — (CL] le),
o 1 B'Ui Gu]- 1 . 3
Ql.l - 2 (81-] 8.1,1' ) 2 (CIJ - CJI). (442)

Ambos tensores son constantes y entonces el conjunto de desplazamientos de
la ecuacion (4.41) define una “deformacion homogénea”. En este caso una linea
recta se transforma en una linea recta, un plano en un plano. etc.

Si (%35 = Cj; hay una deformacién pura y la rotacion es nula, en cambio si
C';; = —C; hay rotacién sin deformacion.
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Ejercicio 3.

Una barra se sujeta a una deformacion cuyo vector de desplazamiento esta da-
do por las ecuaciones siguientes:

2
Uy = ——,
il
vyz
ty =7
1
"y, = - ( + (22 —y )) (1.43)
2/)

donde p y v son constantes, v es adimensional (razon de Poisson) y p tiene
unidades de distancia (es el radio de curvatura del eje de una barra doblada).
Encontrar las componentes del tensor de deformacion e, ;.

Solucién.

Componentes de la diagonal (elongaciones):

Oy z
Cre = D e
or p
Ouy v
oy = —— = — 2,
€yy Dy »
oy =y _ V2 (4.44)
0z p
Elementos cortantes:
1/0u, O
_( u, uy) —0,
2 oz
1 Ouz ()uz 1, = =«
ez =5 (5, )=5(=>+=).
2 ()T 28 p p
1 /O Ouz\ 1 /vy | (=2y)v
} } = 0. 1.45
“v: 7509 oy’ 2\ p 2p ) (1.45)
Por lo tanto, el tensor se puede escribir en la forma
41 0 D
e==0 v 0. (4.46)
P\o o0 v

Verificar si se cumplen las ecuaciones de Saint. Venant.

Al sustituir en las ecuaciones (4.26) a (4.28) vemos que se cumplen trivial-
mente y en las ecuaciones (4.33) a (4.35) el primer miembro siempre es nulo,
mientras que el segundo término se anula al tomar las segundas derivadas.

Los desplazamientos corresponden a curvar una barra. la deformacion ocurre
en el plano zOx y el eje de la barra se manticne en ese plano. Antes de la
deformacion el eje de la barra coincide con el eje Or y estid caracterizado por
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5 ’ ., .,
r=w.y=wy = 0.2 = w3 =02 Después de la deformacion la ecuacion que
caracteriza al eje es:

Tx =w; + uy = w; + u,l‘ =x.
y=0.2=0
Yy* =wy + uy = w2 = (),
’ 2=0,y=0
a2
2k =Wy + Uy, = ug === (4.47)
z=0.y=0 Zp
Calculamos ahora la dilatacion cibica:
AV z
- = Tr(e;) = —(2v 1) (4.48)
P

Posteriormente estudiaremos la interpretacion fisica de este problema.

Ejercicio 4.
La torsion de una barra de seccién transversal circular corresponde a los
desplazamientos siguientes:
Uy = — Tror3 + are + bry + ¢
o =T X3 — ary +ery+ f
uz = — bhry —erqg + k (-1.49)
Seleccionar los coeficientes a.b.c.e. f.k de tal manera que la seccién que pasa
por x3 = 0 esté fija en la forma:
1. El punto O = (0,0,0) no tenga desplazamiento.
2. El elemento del eje dxz no rote en el plano x;Or3, ni el el plano o0y,
3. El elemento del eje dxo no rote en el plano x,0x;.

Encontrar el tensor de deformacion .

Verificar que se cumplan las ecuaciones de Saint Venant.

Para el punto 1 debemos pedir que el origen O = (0,0.0) no tenga des-
plazamiento, lo cual nos indica inmediatamente que ¢ = f = & = 0. va que
wp (0.0.0) = ¢ uz(0,0.0) = f,uz(0,0,0) = k.

Con el objeto de imponer las otras dos condiciones necesitamos calcular las

.. : F;
componentes del tensor de rotacion §;; = 3 fu, _ 94 ) obtenemos
J 2 ()IJ B.r,

Bul 011,2
= = —TZ3 +a, - =TI3 — a,
Oxo oxy

8'u3 i 6’(1,3

A = 0, R

()LT] ().Tg
O‘UI 0“2
— = —Tx3+ b, —= =711 t+ €, (4.50)
0:1'3 dl";

5Los detalles de este problema se trataran en la seccién 7.4.
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con estas derivadas calculamos el tensor de rotacion

Quz = —r23+8, Dig= —% +5, D= % +e. (4.51)

Estas componentes del tensor de rotacion se relacionan con las componentes del
vector de rotacion de manera que: ) = o3, o = Q3. Qg = —Qyy. Ahora
bien. la condicion 2 implica que el vector de rotacion debe estar sobre el eje s,
por lo tanto necesitamos que 2, = Qs = () para ry arbitraria vy oy = @y = 0.
De acuerdo con los valores que obtuvimos para las componentes del vector de
rotacion tenemos que 232 = 275 = 0 y esto nos da como resultado que e = b = ().

La condicion 3 implica que el vector de rotacion esté en el eje .ry. por lo cual
Q) = Q4 =0 yentonces a = ¢ = (.

Ahora el vector de desplazamiento queda como:

Uy = —TI2I3, U = TI1I3, Uz = 0. (‘52)

Con este vector de desplazamiento calculamos el tensor de deformacion, que
resulta:

0o 0 I
es=| 0 0 I |, (4.53)
e T

Las ecuaciones de Saint Venant se cumplen trivialmente.

4.6. Apéndice

En este apéndice vamos a demostrar la relacion entre los angulos que aparece
en la figura 1.4. es decir que a = 20,
El AABD es isosceles. por lo tanto

2({DAB + LABD = (4.54)
de donde el ZABD =m —2/DADB. También el AAB D es isosceles y entonces
20D\VAB+a+ LDBA=n (4.55)
pero LDBA = LABD y sustituyendo obtenemos
20D1AB+a+7—2/DAB =7
de manera que 2/D,AB —2/DADB + «a = 0, por lo tanto
o =2/DAB —2/DyAB = Q(ZDAB . AD]AB) (4.56)
de la figura 4.4 vemos que
(DAB=p3+/D1AB=— 3=/DAB - /D1 AB (4.57)
al sustituir la ec. (4.56) en la ec. (1.56) obtenemos de inmediato que

a =2/ (4.58)
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4.7. Problemas

Calcular los tensores de deformacion y rotacion, la dilatacion ciibica y las
deformaciones principales para los casos siguientes:

1.- Dilatacion uniforme
Uy = €er, Uy =ey, U;=E¢€z
donde e es una constante adimensional.

2.- Extension simple
uy =ex, Uy =wu, =010

3.- Deformacion cortante
Uz = 25y, uy =u, =0.

4.- Deformacion plana

Uy = uz(T,y), Uy =uy(z,y), u, =0



Capitulo 5

Ley de Hooke Generalizada

5.1. Introduccion

Hasta ahora hemos estudiado el estado de esfuerzos en un cuerpo y las de-
formaciones que ocurren en él; sin embargo, lo hemos hecho separadamente sin
que existan relaciones entre el esfuerzo y las deformaciones. Cada uno de es-
tos estudios separadamente no permiten resolver problemas en Elasticidad, es
necesario tener una ley fenomenologica que los relacione. En Elasticidad esta
ley fenomenoldgica se trabaja con la mayor generalidad posible y la podriamos
escribir en Ja forma siguiente:

Oij = UU((’mn)- (51)

es decir que los esfuerzos estan escritos en términos de las deformaciones (tam-
bién podria escribirse al revés, es decir deformaciones en términos de los esfuer-
708).

En el caso de deformaciones pequenas, la forma mas simple y con intervalo
de validez relativamente amplio es una forma lineal, donde

o1 = areqr + Piegr + V€33 + agern + Fae1z + Yo€23, (5.2)

es un ejemplo de la ecuacion (5.1) para el caso lineal. Es muy importante notar
que en la ecuacion (5.2) esta implicito el “principio de superposicion”, es decir
que los efectos producidos por una fuerza son independientes de la existencia de
otras fuerzas. Ademas no hay deformacion o esfuerzos residuales,! ésto significa
que la existencia de una deformacion es consecuencia de la presencia de un
esfuerzo en el sistema.

En un caso mas general las ecuaciones (5.1) podrian llegar a ser muy compli-
cadas ya que podrian ser no-lineales, sin embargo en este curso nos limitaremos
al estudio de los casos lineales y no solo eso, sino que haremos algunas simplifi-
caciones que son vdlidas en los problemas mas sencillos.

"De manera formal, ésto significa que o4, (e;; = 0) = 0 y también e;;(o;; = 0) = 0.

61
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5.2. Caso simplificado

Consideremos los tipos de sistemas que podemos estudiar:

1. Homogéneos: Su estructura y composicion son los mismos en todos sus
puntos.

2. No-homogéncos: Si no se cumple la condicion inmediata anterior.

3. Isotropos o Anisotropos: Los isotropos seran sistemas homogéneos cuyas
propiedades son iguales en todas direcciones, y anisotropos si hay alguna
o algunas direcciones en las cuales las propiedades sean diferentes. como
sucede en el caso de sistemas cristalinos que tienen propiedades eldsticas
y Opticas diferentes en distintas direcciones.

En ¢l caso de las relaciones lineales del tipo de la ecuacion (5.2). los cocfi-
cientes de las componentes del tensor de deformacion estan relacionados con las
propiedades elasticas de un cuerpo en diferentes direcciones. Dichos coeficientes
se conocen con el nombre de modulos elasticos.

Con el objeto de iniciar nuestro estudio acerca de la Ley de Hooke tomamos
un caso sencillo y lo vamos a manejar de una manera simple. para después
considerar la demostracion completa.

Consideramos el caso de un cuerpo isotropo y entonces el mimero de modulos
elasticos que necesitaremos sera el menor posible. Para deformaciones pequenas
casi siempre es posible tener una region lineal en la grafica “esfuerzo-deformacion™
como se muestra en la figura 5.1. Especificamente para la figura tendriamos

o1 = Feyy, (5.3)

que nos relaciona el esfuerzo normal o1 con la elongacion eq;. el coeficiente F
se llama “modulo longitudinal”™ o “mddulo de Young™. es independiente de oy v
e11, pero podria ser funcion de la temperatura. Ademas es importante enfatizar
que solo es valida en la region de comportamiento lineal.

Unidades: Las componentes del tensor de deformacion son adimensionales,
por lo tanto las unidades del maodulo de Young deben ser las mismas que el
esfuerzo, es decir

fuerza M
Fl=—m—= —. 5.
2] area Lt? (5.4)

Experimentalmente puede demostrarse que a una elongacion como la de la
ecuacion (5.3) corresponden elongaciones en los otros ejes, ademas son propor-
cionales en magnitud vy de signo opuesto, de manera que, si solamente esta pre-
sente ¢y, entonces

€22 = €33 = —Veq], (5.5)

donde v es una constante adimensional que se conoce con el nombre de “razon
de Poisson™. Tanto E como v dependen del material, como por ejemplo

2,14 x 103 X2 acero

p— cme s

1,09 x 102 U—:%,— madera

~
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7 . _—Region Lineal

Deformacion - Esfuerzo
Figura 5.1 Relacion esfuerzo-deformacion.

La razon de Poisson, v, siempre es menor que %

Los experimentos demuestran que cuando hay una relacion lineal como en
la ecuacion (5.3) entre la elongacion v el esfuerzo normal. también hay pro-
porcionalidad entre los esfuerzos cortantes y las deformaciones cortantes de la
manera siguiente:

12 = 2Geyy,
T3 = 2(;613.
oa3 = 2Geyy. (5.6)

que constituye la ley de Hooke para los esfuerzos cortantes. la propiedad G
se conoce con el nombre de “maodulo de elasticidad cortante™ y tiene unidades
[G] = f—‘;;—? El mddulo cortante depende del material pero es independiente de
la deformacion y del esfuerzo, aunque puede depender de la temperatura. Las
tres propiedades que hemos definido no son independientes y demostraremos
mas adelante que
, /5
G=—-. (
2(1+v)

(]
-~
~—

5.2.1. Deformaciones expresadas en términos de los es-
fuerzos

Consideremos un paralelepipedo con caras paralelas a los planos coordenados
como se muestra en la figura 5.2. Veamos la deformacion producida por los dife-
rentes esfuerzos normales posibles. Empezamos con el andlisis de la elongacion
e11. Cuando solo existe esfuerzo o la deformacion del plano perpendicular
a Oz es proporcional a o). como se muestra en la figura 5.3a, v es igual a
1 = L. Cuando solo existe el esfuerzo gy hay una deformacion en el plano
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X3
Oy
I /a"
| s
2
Y
7’
¢
O gy spmicdissios S On
X.
2
| ) (R
2
//
7’
5% P
1
Oy l
Oy

X,

Figura 5.2: Esfuerzos normales que actiian sobre un elemento de volumen.

perpendicular a Ox; que tiene la forma e, = — %022 y se muestra en la figura
5.3b.
A su vez, cuando sélo existe el esfuerzo o33, la deformacién del plano per-
33,
»endicular a Oz es e} = —%033, como se muestra en la figura 5.3c.
11 E
Esto significa que la deformacion total del plano perpendicular a Ox, pro-

ducida por la presencia de los tres esfuerzos normales es

1

€1 = E[Un —v(o2 + U33)]~ (5.8)

de manera semejante podemos analizar las otras elongaciones y mostrar que

1
en = (022 — v(o11 + 033)].
1
€3 = L [033 — v(022 + o11)]. (5.9)

Estas ecuaciones también se pueden escribir en términos de la traza del tensor
de esfuerzos, por ejemplo

1
el =g [(1 +v)o — VTT((Ti]')], (5.10)
de manera general se tiene

€ii =

1
5 [(1 +v)oi; — I/TT‘(O’i]')], no hay suma sobre i. (5.11)



5.2. LEY DE HOOKE SIMPLIFICADA

Deformandn del plano 1 a 0x, produada por los esfuerzos normales

\ \ a '
< \ Solo o,, produce e,
e
0,
enz—Ku
- ., o, produce €,
I‘ (\ o'n
\ T
e
g v
&, =-—0p
E . =
" o, produce e,
\ (]
L \
\ T
1 / \
—
W 1
& Ea” Total °|1=E[‘7|1“’(°'n+‘7n)]
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Figura 5.3: Elongaciones producidas por esfuerzos normales. La figura superior
corresponde a la figura 5.3a, la intermedia a la 5.3b y la inferior a la figura 5.3c,
a las que hace referencia el texto.

Para las deformaciones cortantes tenemnos

1

eij =

3G

i # J,

(5.12)

donde también se puede utilizar la relacion del coeficiente cortante G con el
modulo de Young y la razén de Poisson.

Ahora vamos a encontrar la dilataciéon cibica; sabemos que

AV
4

Tr(es;)
AV
Vv

S|

1

é(l —2v)Tr(oy;).

1—2v

1 - 2v
E

(1+v) Z Oii — 31/Tr(0,j)]

o bien

TI‘(O’,'J'),

TI‘((TL'J).

(5.13)

Entonces. la deformacion volumétrica es proporeional a la suma de los esfuer-
zos normales v. de hecho, corresponde a la ley de Hooke en forma volumétrica.
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Puesto que la traza del tensor de esfuerzos es un invariante, vemos que la dilat-
acion cubica es independiente del sistema de ejes coordenados.

Ahora supongamos que el volumen del sistema que estamos considerando se
ve sometido a la accion de esfuerzos normales de tension unicamente. esto es

o1 >0, 092 >0, o033 >0.~—~*T7'(O'ij) > 0,

en este caso el volumen no puede decrecer, entonces

AV (1-2
?:%T'r(m])>()—>l—2u>0. (5.14)

y, por lo tanto

v < (H.15)

| —

5.2.2. Esfuerzos en términos de las deformaciones
Ahora vamos a escribir los esfuerzos en términos de las deformaciones. para
ello invertimos las ecuaciones (5.11)
011 — VO —vog3 = Een
—vo1 + 022 —vozz = Eeas

—vay — Vo2 + o33 = Eeys.
amamos A terminante de este sistema ¢ aci S
Llaman A al determinante de este sistema de ecuacione

1 —v  —v
[Al=det | —v 1 —v}. (5.16)
v —v 1

desarrollamos para obtener

Al = (1 - )+ v(—v - v —v(? +v) =
=1-vi+03(-1-v) =31 +v)
1 — v —20%(1 +v).
entonces |A| = (1 +v)(1 — v — 202). (5.17)

Usando la regla de Cramer tendremos que

1 E€11 UV —U E
o1 = |—/_4—| Feyp 1 —v] = W[en(l—u—Qr/?)Jr(ug+1/)I, . (H.18)
A E€33 - 1 —

sin embargo |A| = (1 + v)?(1 — 2v), de manera gue

o= ey + A (5.19)
N R TR I v
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donde 1. = Tr(e;;) que es un invariante del tensor de deformacion. De forma
semejante se obtienen las otras componentes y entonces podemos escribir que
E Ev

'w+ —————1.. 1o hay suma sobre 7. (5.20)

T 1+v (1 +v)(1-2v)

y. por otra parte. para los esfuerzos cortantes tenemos:

, E
0ij = 2/1(’i.1~ donde = G = m

a su vez e
v
A= 5.22
(L+v)(1 —2v) (5.22)

las cantidades A y p se conocen como coeficientes de Lamé y nos damos cuenta
que. en términos de estos coeficientes. los esfuerzos normales quedan escritos de
manera mas simple. puesto que

Ti, = 21€;; + M. sin suma sobre ¢ (5.23)
si ahora suimmamos sobre 7 obtendremos la traza del tensor de esfuerzos
Is = (2u+ 3N L, (5.24)

%I,, se llama esfuerzo octaédrico y ademas %IC es la deforniaciéon cubica prome-
dio. Es claro que todos estous coeficientes estan relacionados entre ellos, de hecho

(3A + 240)
ol e LIS 5.25
A W (5.25)
A
SR 5.26
200 + ) (i)

Ademas resulta que A >0y > 0.

5.3. Termodinamica de la deformacion

Antes de trabajar con la generalizacién de la ley de Hooke vamos a pensar en
el medio continuo como un sistema termodinamico y entonces 1nos ocuparemos
del trabajo realizado por las fuerzas elasticas. Supongamos que se tiene un
cuerpo sobre el cual actiian los esfuerzos t® y las fuerzas de voluimen pb. y éstas
se incrementan por una cantidad dt™ y pdb para densidad p constante. Como
resultado se produce un desplazamiento relativo u — du y el trabajo realizado
sera

dW = / (pbdui)dV + / (tdu;)dS, (5.27)
J¥ JS

pero ! = g,;n; v. al sustituir en la ec. (5.27), tenemos

AW = / (phidui)dV + / (oiyn,du,)dS. (5.28)
Jv Js
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por el teorema de la divergencia, la integral de superficie se transforma a una
integral de volumen

o 9 (o ) \av
dw = / (pbidul + a(omdul))‘”

0 ((1‘11,1') 001’" . .
. /L (pbidui + ‘711_5? as [ s j]du,,»)(ﬂ. (5.29)

ahora para el segundo término tenemos que

M — f)'lti

0.1']‘ o 01‘_} '
con lo cual o M — du;
n 1) U-’I’j = Oij (.).Tj
— Uijd((’lj + Qij) — Uijd()i_p (5:5())

donde la iltima igualdad en la ecuacion (5.30) se obtiene recordando que la con-
traccion de un tensor simétrico con uno antisimétrico se anula. Ahora sustitu-
imos la ec. (5.30) en la ec. (5.29) y en el iiltimo término se sustituye la condicion
de equilibrio, ec. (3.31), por lo tanto

dw = / [pb,du,; b Gyl — ,)1)1(111,i](1v. (5.31)
1%
de donde
AWV = / oijde;;dV, (5.32)
.
ahora el trabajo por unidad de volumen sera
dw = o;jde;;. (5.33)
Supongamos ahora que la defermacion de un cuerpo eldstico es un proceso re-
versible termodinamicamente, lo que implica que el estado del cuerpo estara de-
terminado de forma tinica por variables termodinamicas. Tomemos a la energia
interna (U) por unidad de volumen y a la entropia & por unidad de volumen,
entonces la primera ley nos permite escribir que:
dU = TdS + dw (5.34)
y sustituyendo el trabajo tendremos

dU = TdS + O'i]‘(iffl'j. U = U(SG,J) (5-35)

Ahora vamos a escoger como variables independientes a la temperatura 7"y
al tensor de deformacion e;;, de manera que la energia libre de Helmholtz (F)
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serd el potencial termodinamico adecuado para la descripcion del sistema

F = Lv —TS, F: F(eljvT)v

dF :(Tij(lt’ij - 8dT y (536)
. ar oF
dF = 5;—: de;; + 9T dT,
: T €1
JF oF
l N l 2 2 = —— . = —_— s r,‘
de donde oy o6, ) S T ) (5.37)

que también podrian escribirse en términos de la energia interna

arr ’
[ oU T — ou aen
0ij = a. ’ o A (')- )
’ ()(’,'1' oS
. S €ij
Para el caso de un proceso isotérmico (T = constante) tenemos que
dF =a,;de,; coincide con el trabajo,
JF
asuverz dF =|—| de;. (5.39)
ey |
Ahora bien, si 7,; es una funcion lineal de e;; tenemos
dF = [aij ( lineal en eij)]deij, (5.40)

implica que F' es una funciéon homogénea de orden 2 en las variables e;;, por lo
tanto
oF

56‘; €5 :2F, (541)

esto significa que si ;; = C77"emn también se puede escribir que

o mn o £ Aq¢
2F = Ci]- emn6ijs (5.42)
de manera que
1
o mn 1°
F - ECU emne'ij~ (543)

i, Cual es el significado de esta expresion 7

Nos garantiza la existencia del poterncial elastico, es decir existe una funcién
F cuadratica en las componentes del tensor de deformacion y es una funcion
que solamente depende de las deformaciones y NO de la forma en la que se
llegd al estado deformado. Bicho de otra forma, la energia libre no depende de
la trayectoria seguida por el proceso entre dos estados del sistema. Como hemos
visto, dicha funcion es la energia libre de Helmiholtz.

. Cludles son las consecuencias de ello 7
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Puesto que F solo depende de las componentes del tensor de deformacion y
ademas es una funcion continua v diferenciable, las segundas derivadas cruzadas
deben ser iguales, ésto es

N2 1 N2
0%k O°F
(I)(’ij()()mn (’)()mn(‘)(‘r_/

(H.44)

mn*

(V:;l n (‘11_/

También nos permite reducir el mimero de cantidades C'})", veamos como.

Para empezar nos damos cuenta de que la determinacion del tensor de esfuer-
z0s @;5, como una funcion lineal de las componentes del tensor de deformacion,
requiere de 81 cantidades C77". De hecho, este tensor es de cuarto orden y por
ello tiene en principio 81 (omponemes que podemos acomodar en una matriz
9 x 9 donde estan agrupados los indices ij para etiquetar los renglones y los
ndices mn para etiquetar las columnas. La simetria que hemos obtenido ini-
plica que de los elementos fuera de la diagonal 81 — 9 = 72 s6lo la mitad son
independientes. de manera que la existencia del potencial nos ha reducido a
36 el mimero de modulos independientes. Los 36 modulos indpendientes los ar-
reglamos en una matriz 6 x 6 y, nuevamente, apartando la diagonal tenemos
36 — 6 = 30 mdédulos. Debido a la simetria del tensor

. mn o . ymn mn __ onn o
= Ci]‘ €mn = 05 = C/ﬂ‘ €mn — C,,J - C]i . (0-4‘))
A su vez, la simetria del tensor e;; nos dice que
. ymnmmn . mn Ynm mn __ ynm o 3 )
gi; = C ij E€mn = ij Cnm = C'qj Cnm — CLI =( i (H.46)

de manera que solamente % = 1 son diferentes, éstas, agregadas a las 6 com-
ponentes de la diagonal, nos da 21 modulos independientes. Este es el mimero
maximo de modulos independientes que puede tener un cuerpo elastico, cada
uno de estos modulos debe obtenerse experimentalmente v dentro de la region
lineal de la grafica esfuerzo-deformacion.

5.4. Reduccién del nimero de mdédulos para un
sistema isotropo.

Vamos a considerar la ley de Hooke generalizada, que ahora sabemos que
solo puede contener 21 modulos independientes y vamos a suponer que nues-
tro sistema es isotropo. ; Qué significa ésto ? La propiedad de isotropia de un
sistema significa que no distingue direccion alguna, de manera equivalente pode-
mos decir que sus propiedades son las mismas en todas las direcciones. Vamos a
demostrar que en este caso el nimero maximo de modulos elasticos independi-
entes es de 2. Para hacerlo esceribimos las seis componentes independientes del
tensor de esfuerzos como combinaciones lineales de las 6 componentes del tensor
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de deformacion.

Ty = ) 1Cor + Crac yy T Crzez: + (‘l-l(’yz + Ci5€r; + Cl(jf'.ry
Tyy = Corerr + C'Z‘Zeyy + Cz¢2, + (12-1()yz + Caserz + C2(i(,x~y
Cyreer + (—'3‘25_1/_1/ + (3¢, + ('YQH('gz + (3502 + ('36('2'.(/
Tyz = ('4le.rr + Cy2¢ yy T Cyze,, + (‘-H("yz + Custy: + (‘l(l()ry

Cs1€z2 + Csaeyy + Csse,, + Csaey, + Cosear + Crgegy

(TZZ

Ty>

v al Al aJ
Try Cer€0r + C’62()yy + Cyse,: + (—'G‘lpyz + Coseyr + (rf'G()'("uryv (

n
—
=~
~

Al tomar en cuenta la existencia del potencial elastico se tienen 36 — 15 = 21
modulos independientes, en el arreglo que tenemos arriba esta condicion implica
que: (', = Cy; v escribo explicitamente el resultado,

Orx = ('llﬁz.r + ('12641/'1/ + ('13“22 + ('146,1/: s (‘156.57, + Cl()'exy
Oyy = C‘lz().l‘l‘ + (‘226_«/5/ + (7'23(’22 + (‘24€yz + C‘Zﬁe.rz + C’Z()'ery

022 = Cizezr + Cazeyy + Caze,, + Csgey, + Ciser, + Cagery
Ty: = Crsezr + Cogeyy + Csi¢,, + Cuyey, + Ciseg, + Cugeyy
ez = Ciserr + Coseyy + Cssez, + Cysey, + Csserz + Crplay
oy = Croeze + Coseyy + Cagezz + Cusey, + Cspezz + Coslory- (5.48)

Para una demostracion general debemos tomar el conjunto de las ecuaciones
(5.48) v efectuar una rotacion arbitraria. Aplicar las reglas de transformacion
de tensores de segundo orden v pedir que el resultado sea independiente de la
rotacion. Si bien esto nos darfa un resultado muy general, para medios isotro-
pos es muy ilustrativo hacer la demostracion con rotaciones particulares. Esto
es debido a que entonces podemos considerar medios eldsticos con simetrias
especificas y aplicar nuestros resnltados a medios cristalinos.

De acuerdo con esta estrategia, hacemos una inversion del eje .r. { como se
transforman los tensores a;; v e;; 7

Oxx — Ozx €Egx — €z
Tyy = Tyy  Cyy ™ Cyy
Oz2 —*0;z; €z; €
(71/: " Uyz (J‘l/z i ('_(/z
Otz — —Ohz  Cpz — — iz

Ory = —0ry Cay 7 “Cay-
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Aplicamos esta transformacion a las ecuaciones (5.48) y obtenemos que:

0zz = Cr1ezz + Craeyy + Cizez, + Craey, — Cisez, — Crgery
Oyy = Craezz + Cazeyy + Caze,, + Cogey, — Coser, — Cogery
022 = Cizezz + Cozeyy + Caze,, + Cagey, — Caser, — Capery
Oyz = Cl4eII + 624eyy + 034622 + C44€yz - C45e:cz o C4ﬁery
02z = Cisezs + Caseyy + Case,, + Casey: + Csser, + Cseezy
Oy = Cieezz + CQGeyy + C.’}()'ezz + C4(ieyz + 056612 + Cﬁﬁery- (549)

al igualar las ecs.(5.45) con las ecuaciones (5.48) tenemos que
Cis =Cl6 =0, Cos==02=0, C35==0C3=0 Cy5 =0C46 =0, (5.50)

el mimero de modulos que quedan es 21 — 8 = 13. Las ecuaciones nos quedan
en la forma:
Ozr = CIIEI.T + C12€yy + Cl.’jezz + 01401/2
Oyy = Cizerz + 022€yy + Caze,, + 024ey2
0.: = Cizezr + C23€yy + C3zez: + CS4eyz
Oyz = Cl-i(-’a,'z + C?-ieyy + 034622 + 044eyz
Or2 = Cssez. + CSﬁe:cy
Oxy = Cseez: + Cﬁﬁezy' (551)
En estas ecuaciones hacemos una inversion del eje y, la tranformacion implica
que y — —y.
Orr — Ozx €rr — €rg
Oyy =* Oyy  Cyy — Cyy
02z > 0zz €3z — €3,

Oyz — —

yz Oyz €yz = —€y:
Orz — Orz €1z = €r;

Ory = —Ozy €gy — —€zy, (5.52)
aplicando estas transformaciones a las ecuaciones (5.51) tendremos que

0zz = Criezz + Craeyy + Cize;. — Cryey,
Uy?l = 012611 + 022€yy + 023622 - 024eyz

0,2 = Cizezz + C23eyy + Csze;, — C:Meyz

Oyz = _01461'1' - C?«ieyy - 034627. + C44eyz
Tr: = Cssez; — CSGery
Ozy = —Csgez, + C(;G(fzy, (5.53)

de donde es inmediato que:

Ci1a = Cy4 = C34 = C56 = 0, (5.54)
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v nos quedan 13 — 4 = 9 modulos, las ecuaciones que ahora resultan son las

siguientes:

Al
Oryr = C 1€er + (‘12f7yy + ("Illezz
Oyy = Croczr + (‘22€yy + (2362

v
T2z = C 13€cz + (‘23‘)yy + Clmf’zz

(Tyz =
Orz =

(Tfy:‘

Si hacemos una inversion del eje

verificarlo.

C'omo paso siguiente realizamos una rotacion de

-~

~

C‘44eyz

Csse
Qo rz

Ce6 €ry- (5 5

n
2

55)

no nos da algo nuevo, queda al lector

T alrededor del eje z, esto

es equivalente a x — y, las componentes de los tensores se transforman como

sigue:

Ozzx

— Tyy
—*0Ozrr
—* 022
—* Ozz

— (Tyz

— ayl‘

e.’l‘l‘

— Cyy

€rr
€2z
€rz

— eyz

— €yr-

56)

Veamos con detalle el efecto de esta transformacion, para lo cual tomamos el
clemento 0., de la ecuacion (5.55)

Ozz = Cr1€zz + CIQny + Ci3e..,

hacemos el cambio propuesto en la ecuacion (5.56). entonces nos queda

Oyy = Cllijy + Ci2€zz + Cize;,

conparaios e igualamos con

Oyy = Crz€zz + C22€yy + Caze..,

lo cual hmplica que

Ci1 = Cp,

Ci3 = Cas.

Albra tomamos ., = (yye,.. hacemos el cambio v nos da que .. = Cpy€z;.

y chora igualamos con a,. = Csse,,. de donde obtenemos que C'yy = Clss.

Tencmos entonces 3 relaciones adicionales, de manera que ahora tenemos 9 —
b

3 = 6 modulos independientes. Las relaciones estuerzo-deformacion nos quedan
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ahora como:

Tyrr = (‘“(‘,IT + ('lg(fyy + (Vl,';(fzz
Croepr + Crieyy + Chae;:

022 = Czezr + Oy Cyy T+ ('33€.;

Il

:
Oyz = Cyaey:
1
Orz = CyiCr
— A\ -
Ty = (5(;('”,‘ (H.5R)
Hacemos una rotacion de 7 alrededor del eje y. esto significa @ — =, la trans-
formacion de las componentes de los tensores es
Orx — Oz
Tyy = Oyy
Tzz — Orr
Oyz = Oyx
Ozxz — Oz
Oy, — Ty (H.59)
Con el mismo procedimiento obtenemos que
. .
Ci1=C33, Ci2=0C13, Cy4 = Ces. (5.60)

Hasta aqui tenemos 3 modulos independientes y las ecuaciones para los esfuerzos

SOOI

Tz = Gh€om + Cl‘l(eyy + f‘:z)

Tyy = Cr2(exr +€2;) + Cr1ey,
Ozz = ('12(61:1 + eyy) + Cllezz
Oyz = (V44€yz

v
Orz = C 44€zx;

Cia€zy. (5.61)

Por el momento hemos llegado a tres modulos elasticos independientes. pidiendo

invariancia ante inversiones y rotaciones de 7. sin embargo esto no es suficiente

para garantizar la isotropia total del sistema. Necesitamos hacer una rotacion

adicional en un angulo y direccion arbitrarias. Clon el objeto de no efectuar
s

toda el dlgebra involucrada tomaremos una rotacion de 5 alrededor del cje y.

La matriz de rotacion correspondiente es

A9 L4
V2 V22
B= 0 10 (5.62)
1 1
- Y A
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El tensor de esfuerzos transformado lo construimos con
4 0 L L 0 -
. V2 V2 711 012 013 NG V3
d=BEB" = 0 1 T2 an Gy 0 1 0 ]. (5.63)
1 1 1 1
- UV 5 O13 023 Ouy 7z Y 7
Lhacemos el primer producto
% 0 % %(Un+ﬂ13) 12 %( a1y + 013)
o= 0 1 0 ||plonton) on sl-on2ton) (5.64)
| 1 =
Svo A My %(UH+UH) 23 %( 013 + 033)
realizamos el producto indicado y simplificamos
5(011 + 033 + 2013) 7 (012 + 023) $(033 —on1)
(T_l = %(0124»0'23) a22 %(0"21‘3 *(Tl‘.!) (n—,l()r))
5(033 — o11) \%(02:4*012) o + o33 — 2013)

Por otra parte el tensor de deformacion también se transforma. de manera que

podemos escribir

%(('11 + e33 + 2e13)
71—5(('712 + €23)

5 (€33 —e11)

ﬁ(ﬁz + ¢o3)
€22

%(623 —e12)

%( 33 — €11)
%(()‘2’»“(12) . (5
5(e11 + €33 — 2e13)

66)

Ahora bien. para exigir la invariancia debemos pedir que en el nuevo sistema
de coordenadas las relaciones esfuerzo-deformacion permanezean igual. esto sig-
nifica que:
R ’ ’
o = cneyy + ey + ely)

que al sustituir las cantidades transformadas nos da lo siguiente

—

1
(011 + o33 + 20,3) —(115(911 + 33 + 2e13)+

1
+ ci2[e2 + E((’n + 33 — 2013)]

2

]
= —en(en +e2) +

3 segz(en + er2) +es(en = o2). (5

) 68)

Por otra parte. en el primer miembro tenemos que

1
5 [(‘Hf‘n +era(crn + ess) Feness + cra(en + o) Fdegers| =

| | )
= senlcn +a2)+ Seaslen +e2) + wlen —er2). (5.69)

Al comparar término a término vemos que hay una relacion nueva

c11 — C12 = 2044, (5.70)
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ademds podemos ver facilmente que es la tinica. De hecho, podemos tomar
cualquier otra componente del tensor de los esfuerzos y, mediante un procedi-
miento similar, llegaremos a la misma relacion. Por lo tanto, de los tres modulos
que teniamos solo dos de ellos son independientes. Debemos notar que la de-
mostracion que hemos hecho no es del todo general, pues deberiamos haber
realizado una rotacion arbitraria desde el principio, pero también es claro gue
el algebra se habria complicado mads sin obtener por ello mayor informacion.
Los dos madulos independientes reciben nombres diferentes, ¢qq4 = j1y 12 = A,
(c1y = A+ 2p) se llaman coeficientes de Lamé y en la seccion 2 hemos visto su
relacion con los otros modulos elasticos del caso simplificado.

5.5. Energia libre para un sistema homogéneo e
isétropo.

Regresamos ahora a la ecuacion (5.43) donde tenemos escrita la energia libre
en su forma mas general.

De acuerdo con la ecuacion (5.37), las componentes del tensor de los esfuerzos
son

OF .
Oi5 = Je: s ()71)
1 ) o
entonces
F = 0i5€i5- (572)

Alora bien, para un sistema homogéneo e isétropo ya tenemos las expresiones
del esfuerzo en términos de la deformacion, de manera que vamos a sustituirlas
para encontrar la forma de la energia libre en este caso particular.

FE Ev
2F = i I |es 1€
Z; i T =) ¢ )¢ + D neey

1.J.1#)
=2u Z(e”)z + /\If + 1 Z €i5€.;

i INBES]
= 2[1(6%1 + 632 + egs) + /\]3 + /1(6?2 + 6?3 + 633). (373)

a partir de esta ecuacion vemos de inmediato que F > 0 si los coeficientes de
Lamé A > 0y ¢ > 0 son positivos.

Si ahora utilizamos la relacion de las deformaciones en tériminos de los es-
fuerzos tendremos la expresion siguiente para la energia libre:

_1+U
- E

. vV . 1
2F (Ufl g (’%2 + 0:53) ~ =12 + _(0'122 + U%zx + ‘7‘33)- (5.74)

E°’ G

Tomando en cuenta las expresiones que hemos obtenido podemos tomar otro
enfoque para construir la energia libre del sistema. Para un medio homogéneo y
con total isotropia, en el caso de deformaciones pequenas, se hace un desarrollo
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de la energia en potencias de e;; v por el momento considerainos una situacion
isotérmica, entonces

F = Fy + vesi + 6(ei)? + Bly + ... (5.75)
donde I es el segundo invariante del tensor de deformacion, recordemos

o ) 2 2 2
I = €xx€yy t €22€zz + €yy€sy — €ry — €32 —

€ii = €zy + Cyy +ez;.
Las cantidades 7y, J y 3 son cantidades independientes de ¢,;, pero podrian ser
funciones de la temperatura v caracterizar a las propiedades térmicas del medio
en cuestion. Ahora bien

OF

Tif = = =0, (5.76)

de,:J . .

eij=

por lo cual
IF
Oy = Do =9 —9=0 (5.77)
Ve €ij

es decir, la energia libre no puede contener términos de primer orden en e;;, por
lo tanto

F = Fy+6(eii)? + Bla = Fo + 613 + B, (5.78)

ya que, para un medio isétropo, 112 e I son los unicos invariantes que se pueden
formar hasta segundo orden en las componentes del tensor de deformacion. Es
conocido que, en el estado de equilibrio termodinamico, la energia libre tiene
un minimo y si no hay fuerzas externas que actien sobre el sistema, el minimo
ocurre cuando e;; = 0. Esto significa que la energia libre debe ser una forma
cuadratica positiva definida, y para ver lo que esto significa sustituimos los
invariantes en la expresion de la energia. Primero la reescribimos en la forma
siguiente:

A
F=F+ (5 - ,u) IZ —2ul,, (5.79)
ahora calculamos

1;2 — 2[5 =(3£I + (’iy + efz + 2ezr€yy + 2050€;; + 20,0~
—2erzCyy + 20506, + 20,0y, + 'Zt’iy + 2exz? + 2€y22 =
=2, + eiy +e2, + 26’3,/ +2e2, + 2"5; =

=€45€45, (58[))

de manera que regresando a la ecuacion (5.79) tenemos que

A
F:Fo-%-allz-kmr,-](ﬂu, (5.81)
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es claro que la forma de la energia libre es positiva definida si los coeticientes A
y /¢ son positivos: notemos que estos coeficientes corresponden a los coeficientes
de Lamé de los que ya habiamos hablado.

El tensor de deformacion se separa en una parte isotropa y un tensor sin
traza.

A I L, o I,
(U’—— (,J—ghu +§hl]'—€i]’+gol]
L. \° I?
€ij€ij ~<,,_, %o,_,) +—; (5.82)

la energia libre queda entonces como

L. \® I? 2
F=Fy+ “(( ij— ‘—;(S,J> + 71<>\ + §/1>.

El segundo término corresponde a una deformacion cortante sin cambio de volu-
men y el iltimo término se llama de compresion uniforme. al modulo A = A+ %[t
se le conoce como modulo de compresion uniforme.

(5.83)

C'ada uno de los términos de la energia libre recibe un nombre:

K . . . > e
Fp :?If energia de dilatacion o de compresion uniforme (5.84)
F 2
. 1 ; o
Fo =n (( ij ~ —3~r5,j> cnergia de deformacion cortante. (5.85)

5.6. Deformacion con variacion de la temperatu-
ra

Alora se va a considerar el caso en que la temperatura no es constante: dicha
variacion puede ser el resultado de la deformacion misma o puede imponerse
desde fuera. El estado inicial corresponde a una temperatura Ty uniforme y a la
ausencia de fuerzas externas. Cuando hay un cambio de temperatura es posible
tener dilatacion térmica aiin en ausencia de fuerzas externas. La contribucion a
la energia libre sera proporcional a Iy que es el inico escalar de primer orden
que puede formarse con el tensor de deformacion, por tanto

F(T) = Fo(T) — Ka(T — To) Iy + p(edyey;) + %‘1‘5. (5.86)
Al esceribir la ec. (5.86) debemos recordar que 71 nos mide la deformacion ciibica
en ¢l sistema. el coeficiente de proporcionalidad se ha escrito como K a, donde
KN=A+ %/1 acompana al término en /; en la energia libre, como se puede ver
en la ec. (5.83). De esta manera vemos (ue «v se encarga de decirnos la respuesta
ante los cambios de temperatura y se conoce con el nombre de dilatacion térmica.
Este coeficiente también depende del material y de la tempaeratura alrededor de
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lacual esta acurriendo la deformacion. Si ahora derivamos la ec. (5.86) respecto
a ks compounentes del tensor de deformacion se obtiene el tensor de esfuerzos

or

045 = D = ~—[\'(I(T == ’r())(s].,' =t I\’II(SIJ‘ -+ 2/”’(,)/ (587)
1) T

doade el primer térimino nos da los esfuerzos adicionales producidos por el cam-
bio de temperatura.

Cuando solamente consideramos la dilatacion térmica. los esfuerzos internos
son nulos v en este caso la deformacion va a depender de la diferencia de tempe-
ratura.

—Ka(T = Ty)d,, + K118,y + 2pel, = 0

2 ) I
e :#1]% — K16, + Ko(T = To)dy,
) 21 . . . !
e, = e N )16, + Ka(T - Ty)o,,
2/1(?,;1 = — /\]1(511 + Ka(T - TO)(si_/
A KNa . !
= — B~ (T — Ty)éas: 5.88
€13 2/[ 10,45 + 2[[ ( U) J (’ )

La ecuacién (5.88) nos dice que el tensor de deformacion es diagonal. con un
término proporcional a la diferencia de temperatura. Si ahora calculamos la
traza del tensor de defermacion

A Ra
Iy = Tr(ey) = —3—1I) + —3(T — Tp). (5.89)
24t 24
tenemos que
3A 3Ka
L1+ — )= T —-T1y),
1( N 2/1> 2u ( 0)
y
AV
[1 = T = O(T = TQ) (50())

a partiv de esta expresion tenemos una interpretacion inmediata del coeficiente
o conmo el “coeficiente de dilatacion térmica”™. Cuando se trabaja con este tipo
de procesos es importante distinguir los procesos adiabaticos de los isotérmicos.

5.7. Sistema con simetria Tetragonal

Demostrar que un sistema con simetria tetragonal tiene nnicamente seis
modulos elasticos independientes. La simetria tetragonal implica simetria res-
pecto de las transformaciones siguientes:

b o —-—r. y—y. z—o2
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2.x -z, y—o -y, 202

3. rotacion de —23’5 alrededor del eje z o bien

4. x -y, y— —x, z — z que es equivalente a la anterior.

Tomamos la ley de Hooke generalizada con los 21 moédulos independientes.

0zz = Ci1ezz + Craeyy + Crze,; + Craey, + Cisez, + Cigezy
Oyy = Cr2ezz + Cazeyy + Caze;, + Cagey. + Caser, + Coglry
022 = Crs€,p + Cozeyy + Caze,, + Cagey, + Cyser, + Cageyry
yz = Craezz + Cageyy + Cage,, + Cigey, + Cysez, + Cye€ry
0zz = Cisezz + Coseyy + Case,, + Cysey, + Cssez, + Cspeny
0zy = Creezr + Cogeyy + Cage:: + Cypy, + Csper: + Coplay (5.91)

a

Ahora hacemos una inversion del eje z; ya habiamos visto que haciendo la
transformacion nos quedan 13 moédulos independientes.
Ogx — Oz €rr —* €zz
Oyy = Oyy  Cyy 7> €yy
Ozz 02z €zz — €z,
Oyz = Oyz  €yz = €y
Ogz — —O0gzz; €gz — —€z2
Ogy —* —Ozy Ezy —> —€zy

Aplicamos esta transformacion a las ecuaciones (5.48) y obtenemos que:

Ozz = Cl1€2z + Craeyy + Crae;; + Craey, — Cisez, — Creezy
Oyy = Croezr + C?2€yy + Coze,, + C24eyz — Cos€z, — C?ﬁe:ry
022 = Cizezr + C?Sny + Ca3e,, + C34eyz — Cssez: — CBGezy
0yz = Craezz + Cogeyy + Csge,; + Cagey, — Caser, — Capery
0z = Cisezz + Caseyy + Csse,, + Cysey, + Cssez, + Cseery
Oy = Cieezz + C26€yy + Csgez; + C4Geyz + Cse€z. + Cﬁﬁezy (592)
al igualar con las ecuaciones (5.48) tenemos que
. 015 & Clﬁ & (), C25 = 026 = 0, 035 = Cgﬁ =0 C45 == Cqﬁ =0 (593)
el nimero de modulos que quedan es 21 — 8 = 13. Las ecuaciones nos quedan
en la forma:
0z = Ci1€zz + CIQEyy + Chzez. + C14eyz
Oyy = Cr2ezz + Co2eyy + Cozez + Caaey,
T2z = Cl.'}e:cz' + C?Sny + C‘33622 + CIMEyz
Oyz = C14611‘ + C?n-leyy + 034827, + C44eyz
Oz, = Cssez, + Csgery
(o Cseez: + Ceplry (5.94)
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En estas ecuaciones hacemos una inversion

81

del eje y, la tranformacion implica

que y — —y.
Oxx — Ozz €z — €xx
Oyy = Oyy  Eyy = Cyy
Ozz > O0zz Czz 7€z,
Oyz = —Oyz €y, — —€y,
Ogz — Ogz €Exz; — €2
3 =4 =4
Oxy — —Ozy Exy — —Eay, (5.95)
aplicando estas transformaciones tendremos que
Ory = Cllcz«r + Cl2f-)yy + Cl:ipzz o Cl-“"yz
Al
Tyy = Cr2es, + Cogeyy + Coze,, — Cogey,
Y
.. = Crzezs + C23€,1/y + C33€z, — C34€yz
Tyz — _(‘14611' - C‘24eyy - 034ezz + C44eyz
Tz = Cssepz — C’JGe:L‘y
c e
Ory = _CS(iemz + Cﬁ()'e.’ty7 (‘)gb)
de donde es inmediato que:
J— — p— — =4
C1a = Cyq = C34 = C56 = 0, (5.97)

y nos quedan 13 — 4 = 9 moédulos. las ecunaciones que ahora resultan son las

siguientes:

Por ltimo se aplica la transformacion en que x — y,

Orr = C]]exx + Cl‘zeyy + Cl(iezz

Oyy = Cr2€zz + Cogeyy + Caze,,

0., = Chz€pr + ngeyy + Cszez,

Tyz = C44eyz

Ty = C55€zz

o= Cﬁﬁel-y. (598)

y — —x, 2z — z las

componentes de los tensores de esfuerzos y deformacion se transforman como:

Trr — Oyy  €Erx 7> €yy
Oyy = Tzx €yy — €rx
T2z = 0z €z; — €7,
Oyz = —Ozz Cyz — —€z;
Orz — Oyz €z — €y
Try = —Oyz €ry = —Cyr

(5.99)
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Tomamos el elemento 04, — ,,, y hacemos el cambio,
b |
Oyy = Cllpg/y + CI‘Z(’.“' =T ('1.'3('2:-
comparamos e igualamos con

Oyy = Cra€re + CV‘ZZ(’yy + Coze. .,

lo cual implica que
Cin = Cy, C13 = Coys, (5.100)
con o, no obtenemos relaciones nuevas. Ahora tomamos o, = C'py0,,;. hacemos
el cambio y nos da que 0., = Cyer, v ahora igualamos con g,, = Crsc,.. de
donde obtenemos que Clyy = (55, Tenemos entonees 3 relaciones adicionales. de
manera que ahora tenemos 9 — 3 = 6 modulos independientes.
Las relaciones esfuerzo-deformacion nos quedan ahora como:

Oex = Cri1€pp + ('12(’yy + C3€,,
Tyy — ('1'2('1‘.1' + Cll( Yy + Ciz€2:
T2z = (‘l.'i((’xr.r + ()yy) + C3z6,;

ﬂr_:- . (‘l-l".l/:
Tpz = Clrier:
Dy = ("(i(i(".ry (r} 101 )

Estas son las relaciones vilidas para un sistema con simetria tetragonal.
Ahora vamos a construir las contribuciones a la energia libre de este sistema.
1 |
F :§r7,j(z,»j = i(rr”c“ + o€y t 022€2+
20 cy€ry + 200,€02 + 20,,€,,) =

1
:3 [((llerx + (1'2€yy + (‘13612)611) + ((‘1261‘.‘[ + (‘ll("yy + Cl-’i‘ z:)‘l,l/y+

+(C‘l3(€1'1' + 6yy) + ('33622)6:: + ZCﬁGP;rye.ry + 2("4-‘161261: + 2(‘-14‘ yz€yz| =
_1 (‘v 2 2 (v 2 20 e 2(v , X
‘E 11 (C.r.r + Eyy) + Csze,, + C 12€r2€yy o |3(€J‘:17 + (—yy)( 2zt
1205462, + €2,) + 2Cg02 (5.102)
2Cgale,, T €5, 66Cry 2. 102
Si ahora separamos las partes de la energia que dependen de estuerzos cortantes
v normales. tendremos

1 ] .
Fp = 9 [C“(“j.,- + ('jy) +Cs307, + 2012050y + 2C 3(000 + eyy)ezz| (5.103)

Fo=Cules, +¢2,) + Coeel,y (5.101)

Si ademas pedimos que no se tenga dilatacion cibica,

Ie=€zpteyy+e:, =0 egp+ey =—e,, (5.105)
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y para este caso la energia de dilatacion sera:

|

. v .2 2 1 § 2 BYa N ) ¢ )
FD e 3 |:( 11 (‘ T + (’!”,) o (33(62‘2‘ + Fy‘(/) + -)(12".1'.1'( yy 2(‘]3((';1'.1' + ’yy)(";-r gl .“_,]J

[('1 1(eps +eyy) + (Cazg — 2C13) (€ r + Cyu) + ‘.’('12‘?;.,-(?,,1,]

N =S| —

[(('11 + C33 — 2C13)(€2, + €2

‘ yy

) + 2((‘;;3 + (']g = 2(‘]:‘),11/'/( .r.r]-

(5.106)

Es claro que las expresiones de las energias de dilatacion y cortante contienen
a todos los modulos elasticos del problema, que son caracteristicos del material
en cuestion.

Con el objeto de completar el esquema de las simetrias en relacion al munero
de modulos elasticos independientes en un medio homogéneo, hacemos un re-
stumen de ello y en el cuadro 5.1 se indica el niumero de modulos para cada grupo
de simetria.

A. Triclinico: Se puede escoger la orientacion de los ejes dentro del cristal. fi-
jando con ello 3 mdodulos v quedando 18 como propiedades del cristal.

B. Monoclinico: El plano 2 — y coincide con el plano de simetria. Ademads se
tiene invariancia con respecto axr — r, y —y. z — —2

C. Ortorémbico: La simetria impone la orientacion de los ejes coordenados. Hay
simetria ante reflexion en los tres planos coordenados

D. Tetragonal: Simetria ante rotaciones de 7 alrededor del eje z. Uno de los
modulos se puede escoger nulo.

E. Rombodédrico: El eje de simetria se coloca en el eje z. Hay simetria respecto a

rotaciones de & alrededor del eje z v reflexion el eje y. Esto deja 7 modulos
t le 2F alrededor del eje z y refl | eje y. Esto de Iul

independientes, uno de ellos se puede escoger nulo.
F. Hexagonal: Simetria ante rotaciones de —2(7".

G. Cubico: Ademas de la simetria tetragonal hay simetria de rotacion de 7.

5.8. Problemas

1.- Estudiar la seccion L0 del libro de Landau. acerca de las propiedades elasticas
de los eristales, hacer un resmmen del material.

2.- Se tiene una placa rectangular de espesor L. limitada por los planos z = i%
v se trata de doblarla. Los esfuerzos son:

O = Egz, Oyy = Ebz

las otras componentes del tensor de esfiuerzos se anulan. a y b son constantes
con las dimensiones apropiadas.
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Triclinico 21 018
Monoclinico 13012
Ortorombico | 9
Tetragonal 607
Romboédrico | 6 0 7

Hexagonal 5
Cibico o)
IsGtropo 2

Cuadro 5.1: Namero de modulos elasticos independientes.

a) Verificar que se cunplen las condiciones de equilibrio.

b) Usando la ley de Hooke para cuerpos totalmente isétropos. calcular el
tensor de deformacion.

¢) Verificar las ecuaciones de compatibilidad.
d) Calcular los desplazamientos.

e) Buscar cuales son las condiciones de frontera adecuadas o al menos ra-
zonables para determinar todas las constantes que aparecen al integrar
el tensor de deformacion.

Calcular las energias de dilatacion y cortante (o de distorsion) para los casos
siguientes:

i) Extension simple.

ii) Dilatacién uniforme.

ii1) Deformacion cortante.

iv) Deformacion plana.

v) Torsion. Ver los problemas del capitulo 4.

Calcular el mimero de constantes elasticas independientes para un sistema
que tiene simetria ante la transformacion siguiente:

rT—rT, Yy—y, z-— —=z.

Calcular la energia libre de un sistema con simetria ciibica (3 maodulos inde-
pendientes). Sugerencia: Tome las expresiones (5.61) para las componentes
del tensor de los esfuerzos.

Exprese la energia libre del problema anterior en términos de las compo-
nentes del tensor de los esfuerzos.

En el problema 5 separe las energias libres de dilatacion y cortante.



Capitulo 6

Aspectos generales de las
ecuaciones de la Elasticidad.

En este capitulo hacemos un resumen de las ecuaciones fundamentales de la
Elasticidad, con el fin de tenerlas a la mano para empezar a resolver problemas
especificos. También haremos algunos comentarios acerca de las condiciones de
frontera y, por ultimo. haremos la generalizacion para atacar problemas dinami-
Cos.

6.1. Problemas estaticos.

Vamos a considerar 1inicamente el caso de cuerpos homogéneos e isdtropos.
En el texto se han tratado algunos casos mas generales pero, para este resumen,
1O es necesrio.

6.1.1. Ecuaciones de equilibrio.

Para el equilibrio de fuerzas hemos visto que entre los esfuerzos vy las fuerzas

volumétricas se establece un balance,! cuya expresion matematica es:

f)(f,_j

: + pb; = 0. (6.1)
Oz

Ahora bien, como consecuencia del equilibrio rotacional resulta que el tensor de
esfuerzos es simétrico,

(TU = (7.,’,. (()2)

Wer capitulo 3.
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6.1.2. Relaciones entre los desplazamientos y el tensor de

deformaciones

El tensor de deformacion esta definido en términos de las componentes del
desplazamiento.? esto es

L[ Ou; Ou;

€ij = 5| 3 -

2\ 0z; Oy

(6.3)

que es un tensor simétrico. Las ecuaciones de Saint Venant o de compatibilidad
pueden escribirse en la forma

: UZ?U ’02611”” . (‘)2‘61& . 102("]1” —0. (()4)
OxyOx,,  Or0x; Orjdx,, Ox0r;
de donde obtenemos las 6 ecuaciones siguientes:
0%e,r 0 Oey.  Oesy 4 O06zy
dydz  Ox Jr dy 0z
i‘)g(iyy - Iﬂ _(‘)A(,’:I 4 (')‘('.l-y + (I)[(’y;_
0z0r Oy dy 0z dx
0%e,. . 0 _()cg,.y i Oey. Oex (6.5)

drdy a9z 0z Jx dy
. (‘)2(_,.!, 0%e s i ()Z(fyy
Oxrdy ox? Ox?
s O B 02(’yy 5 0%e..
Oyodz 022 Oy?
P oy 00

vl (6.6)

2

¢

6.1.3. Ley de Hooke generalizada

Nos da la relacion entre los esfuerzos y la deformacion; en este resumen sélo
la escribimos para cuerpos homogéneos ¢ isétropos.>

0ij = 2/[0,]' + /\16(5” (()7)

los coeficientes A y ji son propiedades del cuerpo elastico con el gue se trabaja y
se conocen con el nombre de “coeficientes de Lamé™. Para un sistema isotropo
tenemos que los coeficientes de Lainé estan relacionados con el modulo de Young
E y la razon de Poisson v,
; 3A+2u A
E=p——

=_ - 6.8
A+ p v 2N+ p) (6.8)

?Ver capitulo 4.
3Ver capitulo 5.



6.2. CONDICIONES DE FRONTERA 87

Cuando la temperatura no es constante se introduce ademas la dilatacién térmi-
ca q.

6.2. Condiciones de frontera

[La solucion del conjunto de ecuaciones necesita de las condiciones de frontera.
que pueden especificarse de varias maneras, a saber

. Los desplazamientos estan especificados en toda la frontera.
2. Los esfuerzos estan dados.

3. Esfuerzos v desplazamientos se especifican, pero solo en porciones de la
frontera.

Para resolver este conjunto de ecuaciones tenemos dos caminos posibles:

e Reescribimos todas las ecuaciones inicamente en términos de los desplaza-
mientos: claramente ésto solo serd practico si las condiciones de frontera estdn
dadas en términos de los desplazamientos. Para este caso sustituimos las ecua-
ciones (6.3) y (6.7) y luego el resultado en (6.1).

Ou; | Ou, L[, Ou
ij =K z— R YT —
ot Oz; N O, S —~ 2\ Ox
Ou; ~ Ou,
=p| 5— + 75 A(V - u)d;
H Ox; - ox; v ( u) 7
o [ Ou,  Du 0
ox, \ "oz, A—(V- bi =0
dz; “0-7'; o ox; - (‘)zi( u) +p

Si consideramos que los coeficientes no dependen explicitamente de las coor-
denadas.* entonces tendremos que

pV2u; + (p+ /\)‘i (V-u)+pb; =0 (6.9)
()J‘i

Las ecuaciones (6.9) se llaman “ecuaciones de Lamé-Navier-Cauchy™ y es muy
importante que para utilizarlas es necesario que los desplazamientos estén es-
pecificados en toda la frontera.

e Los esfuerzos estan dados en la froutera y entonces reescribimos el conjunto
de ecuaciones en términos de los esfuerzos.

En este caso conviene escribir la ley de Hooke en la forma inversa, es decir

_1+1/ v

— 077 — E

iy = — 1,3, (6.10)

tAdemds estamos en condiciones isotérmicas
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La ecuacion (6.9) se introduce en las ecuaciones de compatibilidad para las
componentes del tensor de deformaciones y con ello obtenemos otro conjunto

Y] : X . s e = LV, s > ) as
de ecuaciones. Como ejemplo tomamos e;; = %rf,] i F J CON €py COMO CASO
particular.

2(’)2(’”, . 21 +v [ 004y
dxdy E dxdx
0%eyr s vdo,, v [0,
2 E  oy? E\ 0y?

i)zl’yy 1+v 020yy v [ 0%1,

or: FE 022 E\ 0x?

sumando y simplificando

.)éj?Ury B Doz | Oayy v 12_ . ()_2 ! (6.11)
T drdy dy? dr? L+wv\oy?2 ox2) 7™ '

Si ademas utilizamos las condiciones de equilibrio se tiene que:

9 1 0? Obe  Ob, o ‘
\Vis ik — _In —_— —_— V:b hz‘:() 6.12
e 1 4+ v\ Ox;i0xy, P ox; . Oxy (1 + l/)p( )ik (6.12)

que se llaman ecuaciones de “Beltrami - Michell”. EI lector encontrara la de-
duccion de la ecuacion (6.12) en el apéndice A.

Si las condiciones de frontera son mixtas; ésto es, en una parte de la fron-
tera las condiciones se dan en términos de los esfuerzos y en otra parte se dan
los desplazamientos:; entonces el problema se debe trabajar con las ecuaciones
originales.

6.3. Problemas dinamicos

Cuando hay problemas dinamicos es necesario hacer intervenir el tiempo,
ésto se hace fundamentalmente modificando la condicion de equilibrio, que es,
de hecho. el balance de fuerzas. Ahora en lugar de que los esfuerzos y las fuerzas
volumétricas se equilibren, debemos considerar que su desequilibrio da lugar a
la aceleracion. De esta manera tendremos la generalizacion de la segunda ley de
Newton para sistemas continuos.

0?u;
ot?

anj
+ pb; =
Ox; e B

(6.13)

Es muy importante darse cuenta de que ahora también necesitamos decir cuales
son las condiciones iniciales. ya que sin ellas el esquema para obtener una solu-
cidn dnica no esta completo. Cuando se utiliza la ley de Hooke para los esfuerzos
y laec. (6.13) se escribe en términos del vector de desplazamiento, esta ecuacion
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se conoce con el nombre de ecuacion de Lamé-Navier-Cauchy.® Dentro del marco
de la ley de Hooke generalizada, vemos que las ecuaciones de la Elasticidad son
lineales, por lo tanto es posible utilizar el principio de superposicion. También
puede decirse que el uso del principio de superposicion y la conservaciéon de la
energia implican que la solucion de las ecuaciones sea \nica.

6.4. Principio de Saint Venant.

Este principio establece que para puntos de un soélido que estén a distancias
suficientemente grandes de las superficies donde se aplican las fuerzas externas,
los esfuerzos en dichos puntos dependen casi despreciablemente de la forma en
que se apliquen las fuerzas externas. Este principio es de suma importancia en
la solucion de problemas précticos. y se puede ver como una consecuencia del
siguiente postulado: “Si un sistema balanceado de fuerzas se aplica sobre una
parte cualquiera de un cuerpo, se inducirdn esfuerzos en ese cuerpo que dis-
minuyen rapidamente con la distancia a la region de aplicacion”™. En problemas
practicos es necesario ver, en cada caso, si las condiciones de aplicabilidad de
dicho principio son vélidas.

6.5. Apéndice A

En este apéndice se hard la deduccion de las ecuaciones de Beltrami-Michell
a partir de las ecuaciones de compatibilidad escritas de manera comprimida en
las ec. (4.37). Reescribo dicha ecuacion:

82 i 02 “km 82 ik 4 “im
ey | Oeem  Oew _ Oejm _ (6.14)
Ox0x,,  Or;0xr; O0xj0x,, 0,01,

Para el caso de un medio homogéneo e isétropo se cumple ley de Hooke en su
forma mas simple, por lo tanto, el tensor de deformacion se escribe en la forma
siguiente:

1+v v
F T E

€ij = 10(5,']'. (()15)
Ahora sustituimos la ecuacion (6.15) en (6.14),

l+ v (‘)ZUU 0k Doy (92r7j,,,
E drgdrm  Or;dx; OxjOx,  O0xi0x;

0%1,0; 0% 1,8km %100  O0*1,8:m
okl o BN i P A e P (6.16)
E\ 0z,0z,, 0z;0z; O0%;0Tm dx0x;

. . . . e .
"Recordar que estamos suponiendo que el medio es homogéneo, isdétropo y ademas que
taro la densidad como los médulos eldsticos son constantes. La temperatura es constante.
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hacemos m = k y sumamos sobre este indice,

VQO'U—"' 021” o r(()??lk o ,(’)zfjk
Ox;0x; Ox;0ry  Ox;0xy
v 2 0?1, _
= I” e - U ()]_'
1+v i Ox;0x; (6.17)

En la simplificacion de esta ecuacion se han utilizado las igualdades 51,“—)(:)“ = V?
y Okx = 3. El paso siguiente consiste en utilizar la condicion de equilibrio para

. . ’ . . )2 3
eliminar los dos términos del tipo: a‘) Sk — ’-34"’—‘, de manera que
T ;0T oz,
12 . .
v : 1 o1 dpb;  Ob; )
V20, V2], + a _ |92 ) . (G.18)

I 1+ 7 1+ v dx;dr; ! or; or;

6.6. Problemas

L.- Generalizar las ecuaciones de Navier-Cauchy para el caso en que hay varia-
ciones de temperatura.

2.- Mostrar que los cjes principales del tensor de deformacion y del tensor de
esfuerzos coinciden para un medio elastico homogéneno e isotropo. Use las
ecuaciones constitutivas siguientes:

Oz =2p1€zr + M
Oyy =2jteyy + Ale
Ory =21t€zy

Ie =€z + eyy

5y7)
I, =ezzeyy — 2e

Ty
i, Qué sucede si el medio es homogéneo pero tiene simetria ciibica ?
Ozz =P1€z7 + ¢2€yy
Tyy =¢2ezs + ¢leyy
Ozy =Tj€zy (6.19)

3.- Considere una barra sobre la cual actia un esfuerzo longitudinal .. =
p. La barra esta restringida a no tener contraccion lateral en la direccion
z, (ery = 0), pero se contrae libremente en la direccion y. definir el inédulo
de Young efectivo E' = ﬂe’j-f y una razon de Poisson efectiva v/ = fg{’-f v
mostrar que

FE
EF =——_
1 — 2

, v

v =
1l —v

; Cual es el intervalo de valores posibles para E' y v/ 7.
A I Yy
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4.- Suponga que la barra del problema anterior se restringe a que no haya ningu-

na contraccion lateral. Mostrar entonces que el moédulo de Young efectivo

es:
/_ (l—l/)—
B E(l - 20)(1 + v)

i, Cual es la razén de Poisson efectiva ?

Construya explicitamente las ecuaciones de Lamé-Navier-Cauchy para un
medio continuo homogéneo isotropo para el cual se satisface la lev de Hooke.

Construya las ecuaciones de Lamé-Navier-Cauchy para un sistema con simetria
ctibica.b

6Use los resultados del quinto problema del capitulo 5.






Capitulo 7

Extension, Torsion y
Flexion.

7.1. Introduccion.

En este capitulo vamos a tratar los problemas de extension, torsion y tlexion
de barras desde un punto de vista simplificado. Esto significa que haremos
hipodtesis sencillas que permitan escribir parte de la solucion usando argumentos
geométricos o el simple sentido comiin. En capitulos posteriores abordaremos
estos problemas de una forma mas completa. En todos log casos que tratare-
mos, vamos a considerar medios homogéneos e isotropos, y la forma en que
deformamos al sistema sera uniforme.

Las deformaciones que planteamos son simples pero, a su vez. constituyen
la base para situaciones mas complejas.

7.2. Extension de una barra.

Vamos a considerar la extension de una barra formada por un medio ho-
mogéneo e isotropo. Esta deformacion sera causada por una fuerza uniforme
aplicada a lo largo del eje y sobre el area perpendicular al mismo. Tomamos
una barra de seccion transversal circular de seccion S, el eje z lo colocamos a
lo largo del eje de la barra y el origen estara en uno de los extremos, como
se muestra en la figura 7.1. En el extremo que se encuentra en L se aplica una
fuerza F uniforme en la seccion transversal de la barra. Suponemos que la fuerza
esta uniformemente distribuida en toda el drea, entonces podemos escribir los
esfuerzos en la forma siguiente:

F
733 = 5= cte. o317 =0, g32=0, en x3=1L, (7.1)
puesto que la unica fuerza que se esta aplicando es F, tenemos

022 =011 =012 =0, (7.2)

93



94 CAPITULO 7. EXTENSION, TORSION Y FLEXION.

X

Figura 7.1: Barra de seccion transversal circular a la que se aplica una fuerza
uniforme.

ademas estas ecuaciones se cumpliran para toda la barra.

Para este caso las ecuaciones de equilibrio, ecs. (6.1), se cumplen trivial-
mente; las ecuaciones de compatibilidad escritas como las ecuaciones de Beltrami-
Michell, ecs. (6.12), también se satisfacen, de manera que unicamente necesita-
mos introducir nuestros datos en la ley de Hooke y resolver para los desplaza-
mientos.

Al sustituir en las ecs. (6.10), se obtienen las componentes del tensor le
deformacion

F
]az = —,
a33 S
e1p =e13 =e33 =0, e —_&__VF-)
12 =613 =e3 =0, en=-——= ES_(/D'
F
233 =——. 73
“5 7S (73)

Puesto que todas las componentes del tensor de deformmacion son constantes. s
claro que ahora los desplazamientos seran lineales en las coordenadas, es decr:

A
U =— —=Z apx N C
t] ES 1 142 143 1
1%
Uy = — ﬁl‘z + asxy + boxz + 2
F -
U3 =——1=I3 + a3 + b3z + 3 (7.9

ES
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y todas las constantes ay, by, e1, a9, ba, 2, as, bz, c3 que aparecen deben determi-
narse a partir de las condiciones de frontera.
Primero tenemos que el origen esta fijo, de manera queenr; = 0,2, =0, x3 =0
los desplazamientos deben anularse; esto es, u;(0,0,0) = 0, uz(0,0,0) = 0,
3(0,0,0) = 0. lo cual implica que ¢; = ¢y = ¢3 = 0.

Segundo, los desplazamientos propuestos como solucién deben reproducir el
valor de las componentes del tensor de deformacion. con lo cnal

1 oun 3 Juy \
Fia *2 0.1‘2 (').I,'] o

(a1 +az2) =0—a; = —as

| —

1 [ 0wy Ous 1
1 —m = —— — :—b+" :0—-»1:—
= 2 (().’l'g * (');Fl ) 2( 4 (1_5) L .
1 {Ouy Ous 1
93 == — + —— ) = =(ba + b3) =0 — by = —b- .0
€23 B (aT:s el (').172> 2( )2 + bz) )2 )3 (7 L’)

Ahora los desplazamientos de las ecuaciones (7.4) quedan en la forma

oy +
= — T z3,
ity ES.[] a)r2 )1 X3
v +
Uy = — ——T9 — 4\ T T
2 ES“ a1 ry + 02x3,
s =ﬁw3 —bizy — baxo. (7.6)

En tercer lugar, y para determinar las constantes que hacen falta, tenemos
que pedir la condicion de que no se tenga rotacion; para ello calculamos las
compounentes del tensor

1 [{Our Ouz | 1 B
) _2(81‘2 E:) = 2((11+(L1)—a1,
10wy Ouz\ 1 B
D3 =3 (E; - 8_1"1> - 2(b1 +b1) = by,
1{0uy Ous 1
Qyy=-l=—-—]== = 02. :
. 2 (0:1‘3 61‘2> 2(b2 " b2) b2 (7 7)

aliora pedimos que el tensor sea nulo. y ello implica que a; = b, = by = 0, por
lo tanto los desplazamientos son

TP (7.8)
uw) = ES.Ll. .
vF
Uy = —KSIQ. (7())
Uy = r €y (710)

ES™
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y ésta es la solucion del problema.
Ahora vamos a analizar algunas de sus caracteristicas. Para empezar escribi-
mos las coordenadas de los puntos del medio después de la deformacion'

, vF
Ty =r1 +w(xy,r2,T3) = Il(l - —),
, vF
Ty, =ro + up(xy, I, I3) = xg(l — —)

Iy =r3 + ug(r), g, 23) = (7.11)

.
=
+
A
\._/

Vamos a calcular el cambio en la longitud de la barra; para ello nos damos
cuenta que necesitamos calcular 'y que corresponde al punto a3 = L antes de
la deformacion, entonces

F L' - L F
Ll:L<l+E_S). (le(lUll(le T: E—S, (712J
o bien, el cambio de longitud respecto a la longitud inicial es =\‘L—L = 5’:5 v con

ello notamos que L’ > L para F > 0; es decir, la barra aumenta de longitud. El
cambio de volumen correspondiente es

Ie=Tr(es) = ELS(I - 2v). _ (7.13)

que también es positivo para F > (), ya que v < 1, como habiamos visto en el
capitulo 5.

Vamos a suponer que la seccion transversal antes de la deformacion es cir-
cular y queremos ver qué sucede después de la deformacion. Antes de la defor-

macion tenemos z? + x3 = R?, donde R es el radio de la seccién transversal.
Vamos a calcular 2% + z2,

F\? F\2
x'f-%—r’f—:rf(l—-u—) +z§(1—u—>

ES ES
- vFN2 5 50 vF\2 ,
=(1-gg) wleab=(1-55) R
de manera que 2 + 27 = o?R?, (7.14)

donde v =1 — % es constante, ademds () < v < 1. Esto significa que la seccion

transversal sigue siendo circular pero el radio disminuye, ya que a? < R. Es
muy importante recordar que estamos trabajando para el caso de deformaciones
pequenas. El drea inicial de la seccién transversal es S = mR? y el drea después

a0 ‘v/_ >
de la deformacion es S’ = ra? R?, de manera que 5% = % — 1.

!Las coordenadas de los puntos en el medio, después de una deformacién corresponden a
la coordenada antes de la deforinacion mas el desplazamiento relativo en la direccion corre-
spondiente.



7.3. TORSION 97

Si recordamos que el cambio relativo de volumen esta dado por la traza del
tensor de deformacion tenemos:

I AV V-V S'L'-SL
RV v SL h
S'L'-SL+SL-SL S'(L'-L)+L(S'-5)
SL . SL
_L’—Lb_"+S’—S
- LS S
N y/ - G 2 v
Z%%ﬂL(Yz—l:(YZE—S-F(Yz*l:
. F
=% — —1]. 7.15
0 (ES ) (7.15)

Queda al lector verificar que en la aproximacion de deformaciones pequenas, las
dos expresiones que hemos encontrado para el cambio de volumen son equiva-
lentes.

Ahora vamos a calcular la energia libre de este problema, para ello simple-
mente tomamos la expresion del tensor de deformacion

1 1 _
Fp = EUU(’U =5 <<711"11 + 022€22 + 033(333) (7.16)
sustituvendo tenemos:
1(F F 1 F?
== =— | = =2——. (7.17)
2\ S ES 2S5?F
Esta expresion puede también escribirse de las siguientes formas:
1 02,
Fr =-7233
T8 B
1
:§Ee§3. (7.18)

Aun cuando puede parecer redundante escribir la misma energia libre en varias
formas equivalentes es 1itil tenerlas a la mano, pues permiten identificar con
facilidad la deformacion que da lugar a dichas formas de la energia. Por lti-
mo notamos que la energia de deformacion cortante Fo = 0.2 dado que las
deformaciones cortantes en este caso se amilan.

7.3. Torsion de una barra circular.

Consideramos una barra cilindrica de seccion transversal circular y uniforme
que colocamos como se muestra en la figura 7.2. En las bases de la barra se apli-
can fuerzas que producen unicamente esfuerzos cortantes que se reducen a un
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o)

Torsion

Figura 7.2: Torsion de una barra con seccion transversal circular.

par de fuerzas cuyo momento es una torca que va a torcer la barra. La deforma-
cion de la barra consiste en rotaciones de las secciones transversales de la barra.
una con respecto a la otra sin que exista mayor distorsion. En cada punto de las
secciones transversales solamente hay esfuerzos dirigidos perpendicularmente al
radio vector. Vamos a suponer que estos esfuerzos cortantes estan distribuidos
similarmente en todas las secciones incluyendo las bases de la barra.

Tomando en cuenta lo dicho antes. vamos a construir el tensor de esfuerzos
para este problema; para hacerlo consideremos una seccion de la barra y el
esfuerzo cortante correspondiente, como se muestra en la figura 7.3. En esta
figura se muestran los vectores unitarios correspondientes a los ejes en el plano
de la seccion transversal y el vector unitario normal a la superficie lateral de la
barra. También se muestra el vector de esfuerzos t3 que sélo tiene componente
perpendicular al vector n, y en coordenadas cilindricas solo tendria componente
a lo largo del vector &g, de manera que la torca es

Ng = /q t53r dS, (7.19)

donde la integracion se realiza sobre el drea de la seccion transversal considerada
y t$3r es la torca por unidad de drea respecto al eje de la barra.? Esta expresion
para la torca nos dice cual es el valor necesario para producir la torsion y su
valor se considera constante.

Ahora nuestro problema consiste en construir t§3 y sus componentes a lo
largo de los ejes x; y zy. Para ello consideramos dos secciones transversales

2Ver ec. (5.85).
3Recordar que el vector de esfuerzos corresponde a una fuerza por unidad de area.
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Figura 7.3: Seccion transversal de la barra con el eje x3 perpendicular al plano
y apuntando hacia afuera.

separadas una distancia dxg a lo largo del eje de la barra y vemos cémo gira
una respecto a la otra. En la figura 7.4, 7’ es el dngulo de rotacion entre una
seccion y la otra. El desplazamiento entre secciones es entonces: drzeg, = 7'r
y si ahora llamamos 7 = d"—zld al angulo por unidad de longitud tendremos que

tg® = Geg, = Grr. En resumen

€3 _ o
ty® = Grr. (7.20)
Proyectando en los ejes ) y a2, de la figura 7.3 vemos que
T2
013 = —GTrsena, sen a = —, (7.21)
,
3 X
093 = GTreosa, cos o = —, (7.22)
r
de donde 013 = —GTas y 093 = GTry. por las condiciones del problema vemos

que las otras componentes del tensor de esfuerzos se anulan.
Podemos verificar de inmediato que:

1. Se cumplen las condiciones de equilibrio.
2. La superficie lateral de la barra esta libre de estuerzos.

Necesitamos encontrar los desplazamientos y para ello usamos la ley de
Hooke, ecs. (6.10). de manera (ue para las elongaciones tenemos
I +v v

en = Tn,,- — ET?‘((T). no hay suma sobre ¢ (7.23)
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x5

X

Figura 7.4: Secciones transversales contiguas, i) antes de la deformacién los
puntos marcados con P quedan uno arriba del otro, ii) después de la deformacion
el arco es 7'r, iii) entonces (drz)eg, = 7'r.

y ademads tomando en cuenta las ecs. (6.3) sabemos que e;; = g—‘;l. por lo cual
z

Ouy Ous Jug
— =0, — =0, — =0. 7.24
0xy Oxo Ors (7.24)

. ]
Para las deformaciones cortantes e;; = % (g—;‘k + 51;‘1 ), entonces
J 1

du ou
L, Jue

— 4+ —= =) 7.25
0132 0131 (‘ d)
a‘ll,'z 0‘113

— + — =271, 7.26
9zs T Bz, 2O (7.26)
ouy Ous

—_—+ — = —27I9. 7.27
Ox3 N or, re (7-27)

Ahora vamos a integrar; de las ecuaciones (7.24)-(7.27) vemos de inmediato
que
uy = uy(xo,x3), up =wus(xy,x3) y usz=us(x),x2). (7.28)
Al derivar la ecuacion (7.25) respecto de x, y xs y tomar en cuenta las ecuaciones
(7.28) obtenemos que

0*u 0%u;
Ox3 0x4
La ecuacion (7.26) se deriva respecto a r9 y x3 para obtener
0%u: 0%
2 =1 S el (7.30)

) )
0x3 ox3
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Ahora tomamos la ecuacion (7.27) y

(')2‘111

Heg
Oxj

101
la derivamos respecto de r; y x3
02113
—F = 0. 7.31
Ox? ( )

De manera similar podemos también calcular las segundas derivadas cruzadas;
tomanos la ecnacion (7.25) v la derivamos respecto a rs, la (7.26) la deriva-
mos respecto a ry y. por 1ltimo. la (7.27) la derivamos respecto a zg, entonces

obtenemos

0? 0%
) (7.32)
Orzdry  Oxzd,
0%y 0% uy
- - — = 27, 7.33
dry0ry  dr,0rs i ( )
0%u, 0% us )
— = —27. 7.34
dra0xry  Or201 i ( )
Tomo la combinacién de ecuaciones (7.33)+(7.34)-(7.32) para obtener
8211,3
— =0, 7.35
f).rlf)fg ( ))
y de manera semejante se obtiene que
0%y 0%u,
MAINE ] S 7.36
().173('):1'1 ’ 0;1@0.’173 ’ ( ))

Por lo tanto. tenemos 9 ecuaciones para las segundas derivadas y ahora pro-
cedemos a integrarlas. Si vemos las segundas derivadas de w3 todas son nulas,
ésto significa que ug es una funcién lineal de sus variables

uz = azxry + byro + c3. (7.37)

De las segundas derivadas de u, y us tenemos que
Uy = — 2TTox3 + a1x0 + bixz + ¢y, (7.38)
Up =27x T3 + azxry + bz + €2, (7.39)

Ahora tenemos 9 constantes a determinar, sin embargo no todas estan comple-
tamente libres. Debemos notar que al tomar segundas derivadas, las ecuaciones
que integramos son de un orden mayor que las originales, que sélo contenian
primeras derivadas, entonces como un primer paso vamos a sustituir las solu-
ciones encontradas en las ecuaciones de primer orden (7.25)-(7.27).

OIQ 01‘1 '
ﬂ = —271x3 + a;,
Oy

Duz = 2TIr3 + ag.
().I‘]

de donde

(7.40)

a) = —ag.
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Similarmente tenemos que
1)2 = —b;g, b] = —as. (741)

Por Jo tanto los desplazamientos quedan como

uw; = — 2T.E2.’E3 + apry + 1)1.’L‘3 + C1. (742)
%) =2Tl‘11‘3 —ayr; + 1)2.’1,‘3 + EON (713)
uz = —byr; — 1)2]72 + 3. (714)

Las seis constantes que han quedado se determinan con las condiciones de fron-
tera. La primer condicion que vamos a imponer consiste en decir que el origen
esta fijo. Esto es w1 (0,0,0) = up(0,0,0) = u3(0,0,0) = 0, resulta inmediato que
1 = ¢ = ¢z = 0. La segunda condicion consiste en impedir la rotacion del cje,
de manera que las componentes del tensor de rotacion se anulen, §2;5(0.0.0) =

213(0,0,0) = Q23(0,0,0) = 0. Recordamos que Q;; = %(a—uk = dli) entonces

0z azx,

! 1
Q= 5(—27'13 —ay — 2713 +b2)|(00‘0)= 5((11 + by) = 0.
1
Qi3 = 5(—2T.L‘ -2+ 21)1)|(0.070): by,
1
9”25““+%Wmm:%~ (7.45)

Por lo cual a; = by = by = 0 y como resultado final tenemos

uy = —27I9T3, (7.46)
Up = 271113, (7.47)
uz = 0. (7.48)

A su vez las coordenadas de cualquier punto en la barra, después de la defor-
macion, son

x| =x; — 27T973, (7.49)
T =T + 27T T3, (7.50)
13 =g, (7.51)

Supongamos que la seccion transversal inicial es circular, entonces 2 +r3 = R?,
donde R es el radio de la seccion, queremos saber la forma de la seccion transver-
sal después de la deformacion. Para hacerlo vamos a calcular las coordenadas de
los puntos en el medio antes de la deformacion en términos de las coordenadas
después de la deformacion. Invertimos las ecuaciones (7.49)-(7.51) para rj fijo;
es decir, para una seccion transversal cualquiera que escogemos. Sea

=1
o
8o
—

B 1 —2713\ _ 2 2
A = det <27':c3 . ) =1+ 47235, (7.0
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Usando la regla de Cramer tenemos que

(z) + 21x375) (7.53)
(xh — 21237)) (7.54)
La seccion transversal ahora es

2
xry

’ 1 ’ 5. B 5
2 ) 2
+ 2 =23 T2 + 4r%xiz? + drzari ),

B oo
J,22 + 47'21'§1"1 — ATz 13)

1 ’ )
=§ {I‘?(l + -1T2.1'§) + .17'22([ + ..17-2‘,% )1
1 . R?
A (£ + 1) = A (7.55)

Lo cual significa que la seccion transversal sigue siendo circular. Recordando que
estamos trabajando en la aproximacion de deformaciones pequenas, los términos
de orden 72 son despreciables, de manera que A ~ 1 y la seccién transversal
deformada tiene el mismo radio que antes de la deformacion.

Por iltimo vamos a calcular la energia libre asociada con esta deformacion.
Para empezar vemos que no hay cambio de volumen. pues la traza del tensor
de deformacion es nula. Fp = 0. Debido a que solamente los esfuerzos y de-
formaciones cortantes son diferentes de cero. sélo tendremos energia libre de
deformacion cortante?.

2Fc = 2013e13 + 2093623

—2GTry(—7Tin) + 2GTIy(T0y) = QGTQ(;Ef + 15) (

=~
()
(=7]
=

7.4. Flexion de una barra

Vamos a considerar una barra de seccion transversal rectangular. formada
por un medio homogéneo e isétropo cuyo eje antes de la deformacion coincide
con el eje z, como se muestra en la figura 7.5. En el plano .y — 3 se aplican
fuerzas que van a doblarla. El eje de la barra va a permanecer en el plano
r1—x3 y ademas supondremos que las secciones transversales de la configuracion
deformada son perpendiculares al eje deformado. Esta iltima consideracion nos
va a permitir escribir las condiciones del problema. En la configuracion inicial
nos fijamos en una seccion longitudinal (ésta coincidira con el plano x9 — r3) y
lo llamaremos “plano neutral™; ahora consideramos un plano paralelo al xry — &3
v que estd a una distancia ry por arriba del plano neutral. Ahora deformamos
y vemios que una seccion transversal, que inicialmente es perpendicular al eje

ITaabién se le conoce como energfa libre de distorsion.



104 CAPITULO 7. EXTENSION, TORSION Y FLEXION.

5

/ ™

Figura 7.5: Flexion de una barra. Antes de la deformacion el eje es OB, después
de la deformacion el eje es O B;.

de la barra. también debe ser perpendicular al eje deformado y, por lo tanto. la
seccion que estd a distancia r; se habra alargado y vamos a calcular la cantidad
que se alarga.

Para verlo tomemos la figura 7.6, donde p es el radio de curvatura en la
configuracion deformada, L es la longitud inicial de la barra y L' la longitud
final. Llamamos a al angulo formado por BOA, que es el mismo que el forimado
por B'O'A’, el arco L’ = ap y también tenemos que el arco L' — L = ax.
De manera que, si igualamos las dos expresiones para el angulo a. tenemos
L'— L= .’I,‘%- y, como la deformacién debe ser pequeiia. L’ ~ L. tenemos que®

L'-L =z
— = Z, (7.57)
,
yero ademds podemos ver que L=L = ¢,, serd una cantidad positiva o negativa
q T )

dependiendo de que la flexion se efectiie en el sentido positivo del eje x; o en el
negativo.

Una vez identificada la elongacion e,,, vamos a suponer que el tensor de
esfuerzos sélo tiene la componente o,,, de manera que®

00 O
=10 0 O01]. (7.58)

0 o E=

o

5Con el objeto de simplificar la notacién tomamos z; =z, 23 =y, T3 = 2.
SRecordar que £ =z, o =y, T3 = 2
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Figura 7.6: Flexion.

Es inmadiato que se satisfacen las condiciones de equilibrio en ausencia de
fuerzas externas. Por otra parte, es interesante calcular la torca producida por
las fuerzas que causan la flexion; de hecho, la torca por unidad de area es %@ x,

y, si intagramos en el area de la seccion transversal tenemos

"E
N = / —z% ds = E /12 ds. (7.59)
Js P P Js

la integral ]s 1% ds es proporcional al momento de inercia respecto al eje z.
Ahora vamos a construir el tensor de deformaciéon usando las expresiones
1 L,
€ ==—0i;. 1
1) 2% 1) ?é Js

1
e :E [(l +v)oy — 1/[0], no hay suma sobre . (7.60)
En este problema no hay esfuerzos cortantes, por tanto tampoco hay deforma-
ciones cortantes. ademas I, = %lf. de manera que el tensor de deformacion
queda en la forma

—%.r 0 0
0 0 #

Las ecuiciones de compatibilidad se cumplen. ya que las componentes del tensor
de deformacion son lineales en las coordenadas y las ecuaciones de compatibili-
dad invlucran unicamente segundas derivadas.
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A partir de los elementos diagonales del tensor de deformacion tenemos

Oug

AU - K"I‘.V Uy = _112 + f(.U»z)’ (7()2)
ox P 2p

5

Ry _ Yo wy=—Zay+ gz, 2), (7.63)
dy n iz

0, 1 T

(3‘uz ——Z, 1, = 2 h(x,y). (7.64)
dz  p Iz

Ahora sustituimos estos desplazamientos en las componentes no-diagonales
de (7.61)

(g—lf/+g—i—%)=0.

Cay %
1,0f Oh =z
e =3(5: T3 * )
1,0 oh
~=§(a—i+@)

de donde se obtienen las tres ecuaciones siguientes

of 09 vy
R e 7.65
Jdy Ox P e
Jdf  Oh z
a o 2 7.66
0z - Jx P ( )
17} ol
Y (7.67)
Jdz  Jy
Derivamos (7.65) respecto a x y respecto a y para obtener
0%g o0’f v
— =0, —= = - 7.68
Ox? oy?  p (7.68)
Derivamos (7.66) respecto a x y respecto a z.
0%h 0*f 1
—== = ( = ——. 7.69
ox? b3 z2 P (7.69)
Derivamos (7.67) respecto a y v respecto a z,
&} 0?
g I o (7.70)

T 9?
También derivamos (7.65) respecto a z, (7.66) respecto a y y (7.67) respecto a
x para obtener
0*f 0? 0? 0*h 02 0%
S 09, OF  Oh_ O9  OTh 7y
020y  0z0x dydz  Oydx Jdrdz  dxdy
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de donde obtenemos

0 f

—— =), = 0, =0
Oz0y
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0%h

= (7.72)

A partir de las segundas derivadas podemos ahora integrar para encontrar las
funciones que nos hacen falta

Vo, [IN
fy2)=—y*"— —2+ay+biz+cy,
2p 2p
gla.2) = a + baz + c2,
hixr.y) = ayr + by + 3. (7.73)
sustituyendo en los desplazamientos tenemos
v o, ’ 22
Uy =— (2 —2?) - =— 4+ a1y + biz+cy,
2p 2p
vy
Uy = — —— + az + baz + co.
p
T2
u, =— + azx + by + c3. (7.74)
p

Debemos notar que el procedimiento basado en el cdlculo de las segundas
derivadas aumenta el orden de las ecuaciones que estamos resolviendo, de mane-
ra que una vez que tenemos una solucion es necesario requerir que las ecuaciones
de orden inferior se satisfagan. En este caso particular, esta condicion implica
que debemos sustituir las ecs. (7.74) en las ecuaciones (7.65)-(7.67) y al hacer-
lo obtenemos que a; = —ag, by = —az y by = —bz. Los desplazamientos nos
quedan entonces en la forma siguiente:

2
v z
Uy z()—(y2 —;r2) ——tay+bztc (7.75)
2p 2p
Uy = — e —a1x + baz + co (7.76)
‘ p
- e bix — by + c3. (7.77)

14

Ahora necesitamos evaluar las constantes que nos han quedado en las ecuaciones
(7.75)-(7.77) v para ello vamos a poner condiciones de frontera. Primero fijamos
el origen del eje de la barra, es decir w,(0,0,0) = 1, (0.0.0) = 1.(0,0.0) =0y
entonces es inmediato que ¢; = ¢y = ¢3 = (0. Como segunda condicion pedimos
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que el eje no rote, asi §2;,(0,0,0) = Q,,(0,0,0) = 2,,(0,0,0) =0
=0 —’(1)2(12:(),

dy Jr p / -
1 [ du, Ju 1
O — -y T :_(, _,)‘ =0 —by=0by=0,
Lk ‘2( Jz dy ) 2\72 7™ (0,0,0) e

1 { du du z z
; = — . = = e ’ - — — Q:
e 2 ( Oz O ) ( P e p H“)

I

[\

=(] — (3 :bl :()

(0,0,0)
(7.78)

Una vez evaluadas las constantes ya podeinos escribir el resultado final para los
desplazamientos

14 2 2 <
:=—(y? — 2?) — =, 7.79
u 2p(y T ) or ( )
wy = — —2, (7.80)
/)
e = (7.81)
/)

Las coordenadas de un punto cualquiera en la barra después de la deformacion
ahora se escriben como

2
' Vo 9 2 2
ezt L) - B 7.8
' =x+ 2/)(y r?) % (7.82)
vx
Y =y- =2 (7.83)
/}
=+ 22 (7.84)
P

Vamos a analizar este resultado calculando algunas caracteristicas de la configu-
racion deformada. Por ejemplo, los puntos del eje de la barra, que se caracterizan
por las coordenadas = y = 0 antes de la deformacion, ahora estdan en
z
===y =0 =z (7.85)
2p
y de hecho este conjunto de ecuaciones representan al eje deflectado. Vemos que
un punto localizado en (xr = 0.y = 0,2). después de la deformacion esta en
2 .
(=%,0. 2), de manera que la coordenada z’ ahora esta por abajo.
rfamhién podemos ver qué sucede con la distorsion de la seccion transversal
de la barra; para ello nos fijamos en la seccion transversal que esta en z = z.
Antes de la flexion, la seccion es rectangular y sus lados estan en (.1 == i%,y) y
(:r. Yy = :tg). Después de la deformacion tendremos que para el primero de ellos
2
2 (¢

=+ —|v(y —?)—zg . (7.86)
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Figura 7.7: Seccion transversal de la barra después de la flexion. El angulo ~

esta determinado por tan v = %.

ésto significa que el perfil ahora es parabdlico, como se ve en la figura 7.7. El

otro lado se deforma como b
v
y =yF -z, (7.87)
p2

de manera que el lado permanece recto después de la deformacion, pero ahora
forma un dangulo v con el perfil de la seccion antes de deformar, que se calcula
como

by
tan v = —. (7.88)
2p
Por ultimo la seccién transversal se inclina

z':z()(l—f—%). (7.89)

7.5. Comentario

En este capitulo hemos trabajado los problemas mas simples de la Elasticidad
v lo hemos hecho de una manera simplificada. De hecho las consideraciones
geométricas nos han ayudado a escribir el tensor de esfuerzos o el tensor de
deformacion sin resolver completamente el conjunto de ecuaciones.

7.6. Problemas

1.- NMostrar explicitamente que las coudiciones de equilibrio y las ecuaciones de
Beltrami-Michell se cumplen, en el caso del problema de extension de barras.

2.- Mostrar explicitamente que los esfuerzos o3 = —GTrg, 093 = GTX). satis-
facen las condiciones de equilibrio.
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z
—+ =
P
2 - -
A e
X el il f.‘.‘.:::

Figura 7.8: Problema 7.5.

3.- Mostrar que en el problema de torsion, la superficie lateral de la barra esta li-
bre de esfuerzos.

4.- En el problema de flexién, calcule los esfuerzos en las paredes laterales de la
barra.

5.- Determinar el vector de desplazamiento en un cilindro de longitud 2L y
densidad p cuando estd sumergido en un fluido de densidad p’. La pesion
del fluido en el nivel del centro de masa del cilindro es p. Escoger el orig:n del

sistema de coordenadas en el centro de masa del cilindro y el cje z vetical.
Los esfuerzos son los siguientes:

Ogg =Oyy = —p+ /7’.(12
Oz =— P+ (/) - /7/).(][4 + pgz

Opy =0z; = 0y, =)



Capitulo 8

Ondas en medios Elasticos.

8.1. Introduccion.

Cuando se estudian vibraciones en sistemas que tienen un nimero finito de
grados de libertad. se muestra que el movimiento mas general alrededor de una
configuracion de equilibrio estd compuesto por un niamero finito de modos de
vibracién llamados “modos normales”, y el nimero de dichos modos. en general !
es igual al nimero de grados de libertad del sistema. Tomemos como ejemplo
dos osciladores armonicos acoplados; en este caso se obtienen dos modos de
vibracion con frecuencias en general diferentes. Cuando el sistema es un medio
continuo, el mimero de grados de libertad es infinito y consecuentemente también
lo es el nimero de modos normales. En este caso, en lugar de tener ecuaciones
diferenciales ordinarias para describir el comportamiento del medio, tenemos
ecuaciones en derivadas parciales. Ahora vamos a estudiar algunos ejemplos de
este problema.

8.2. Vibraciones longitudinales y transversales

Vamos a tomar un medio eldstico sin acotar (infinito) formado por un ma-
terial homogéneno e isétropo que perturbamos ligeramente.? de manera que
nos interesa ver como son los desplazamientos producidos. Para estudiar estas
perturbaciones tomamos entonces las ecuaciones de Lamé-Navier-Cauchy?

; (V- u) 0%u;
2 i
VU + (n+ A)— + pbi = p—5» (8.1)

().l',' ot
donde ahora tenemos una dependencia temporal en los desplazamientos y. por
consecuencia, en todas las variables del problema. Debido a que en la ecuacion

(8.1) las componentes del desplazamiento son funciones de las coordenadas y del

"Puede haber degeneracion.
2Por ejemplo provocando un desplazamiento pequeiio respecto de la situacién de equilibrio.
3Ver capitulo 6.

111
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Figura 8.1: Vibracién longitudinal; se propaga en la direccion z; y se mueve
también a lo largo de x,.

tiempo, tenemos una ecuacion diferencial parcial que ademas contiene informa-
cion acerca de las caracteristicas del material a través de los maddulos elasticos
(X, 1) v la densidad (p).

8.2.1. Vibraciones longitudinales

Consideramos que no hay fuerza volumétrica, de manera que by = by = by =
0 y, como ejemplo de desplazamientos, tomaremos un caso especial donde

uy = uy(x,t), up =0, wug=0. (8.2)

Esto significa que los desplazamientos sélo estan a lo largo del eje Oz y, co-
mo ademds u; # wu(T2,3), tendremos que un plano perpendicular al eje Oz,
se mueve en la direccion Oz, sin deformarse, como se ilustra en la figura 8.1.
Antes de la deformacion la ecuacion del plano P es £; = x1p, y después de la
deformacién =} = 19 + ui(z10,t) en cualquier tiempo t y es perpendicular al
Oz,. En este caso el movimiento descrito por este desplazamiento se llama *vi-
bracién longitudinal” a lo largo del eje Oz, . Si ahora sustituimos en la ecuacion
(8.1), tenemos

(9211.1 0 aul 32'&1
bl Y Wy (i N, PRS- M Y
Fpg TN (6$1> e
que también se puede escribir como
32’ 82
e £ i (8.3)

9r2 2+ o2
la ecuacion (8.3) es una ecuacion de onda, donde la cantidad

2 A
U,2 s et A (8.4)
p

tiene unidades de velocidad al cuadrado y depende iinicamente de las propiedades
del material, como son la densidad y los coeficientes de Lamé. La cantidad 1; nos
dice la velocidad de propagacion de ondas longitudinales en el medio elastico.
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Figura 8.2: Vibracion transversal; se propaga en direccion de z; y se mueve en
direccion de x3.

8.2.2. Vibraciones transversales

Nuevamente estudiamos un caso especial de desplazamientos
up =0, wuy=0, wuz=us(x,t) (8.5)

ademds consideramos que la fuerza volumeétrica es nula by = by = by = 0, de
manera que un plano perpendicular al eje Ox; se mueve a lo largo de 3 como
se ilustra en la figura 8.2. Este tipo de vibraciones se conoce como “vibracién
transversal” a lo largo del eje 3. Ahora, de acuerdo con los desplazamientos
descritos en la ec. (8.1), V-u =0y la ecuacion (8.1), nos queda en la forma

O*uz  p0uz
or? otz

(8.6)

que también es una ecuacion de onda para el desplazamiento ug, sélo que ahora

la velocidad de propagacion es
2 _H
vf = =, (8.7)
P
solo depende de las propiedades del medio, pero es diferente de la velocidad de
propagacion longitudinal. Si comparamos las dos velocidades vemos que:

(8.8)

s6lo dependen de las propiedades cldsticas (a temperatura constante). Por ejemn-
plo, para acero E = 2,1 x 103 kg/em 52, p = m;% kg/em® y v = 0,3, resulta

: 2(1 - . . .

>i“2u — +_{;—> = 3.5, por lo cual + < 2. Sustituyendo los valores de los co-
eficientes eldsticos v la densidad se obtiene que vy ~ 4 677m/s y vy ~ 2 500m/s,
corroborando que v > .

que



114 CAPITULO 8. ONDAS

8.3. Propagacion de ondas

En la seccion 8.2 hemos estudiado los desplazamientos mas simples y ahora
vamos a efectuar el tratamiento general para medios homogéneos e isdtropos.
Para este tipo de movimientos vamos a considerar situaciones adiabaticas, por lo
cual utilizaremos los coeficientes medidos en condiciones adiabaticas. También
vanos a suponer que no hay fuerzas volumétricas, de manera que las ecuaciones

de Lamé - Navier - Cauchy quedan en la forma*
0%*u E 2 E

—_— = — ————V(V-u). %.9

rar " aar ) Ytansaoam T W (8.9)

Con el objeto de facilitar el andlisis escribimos al vector de desplazamiento en
términos de sus componentes longitudinales y transversales

u=uy +u. donde V-u=0. v Vxuy=0, (8.10)

que es equivalente a que un vector se pueda escribir como la suma del rotacional
de un vector y el gradiente de un escalar. Sustituimos en la ecuacion (8.9)
B

)6)2(u, +uy) E
2(1 + w)(1 = 2v)

ot? C2(1 4+ v)

V2w 4uy) + V(V-(u+u)). (3.11)

Al tomar la divergencia y después el rotacional de la ecuacion (8.11) obtenemos
dos ecuaciones independientes, de manera ue

0%y (1-v)E 5

: = =0. 8.12
a2 0t ™ (8.12)
02 S
Ouw _E VZu, = 0. (8.13)

otz 2p(1 +v)
Ambas son ecuaciones de propagacion de ondas, donde podemos identificar la
velocidad de propagacion de ondas longitudinales y transversales

., E(1-v) ; E
t

) (1=-20) "t T 2ty (8.14)
En el medio eldstico se propagan dos tipos de ondas independientes, una en la
direccion de propagacion w; y que va acompanada de cambio de volumen. lo
cual implica la aparicion de ondas de dilatacion y compresion. El otro tipo de
ondas ocurre en la direccion perpendicular al vector de propagacion y no llevan
consigo cambios de volumen.

8.4. Relacion de dispersién para un medio con
simetria cibica

Alora consideraremos un medio elastico con simetria cibica y estudiaremos
la propagacion de ondas en ¢él. Tomamos la notacion para la energia libre que usa

4Ver capitulo 6.
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Landau para un sistema con esta simetria®. Este sistema tendra tres maodulos
elasticos independientes

1
F(T.eiy) =Fo(T) + gArrrx €7z + €5 + €32) + Azzyy (€zreyy

+ €062, + €yyezz) + 2/\1y1y(eiy +e, + e;jz) (8.15)

Para llegar a esta expresion es posible partir de la simetria tetragonal que se

r

especifico en el capitulo 5 y ademas poner la condicion de invariancia ante la

transformacion

£

seguida de

L — 2,

r, y— -z

z—y

y—y, zo-T

(8.16)

(8.17)

El calculo explicito se deja al lector y tomamos la energia libre escrita en la ec.
(8.13) para calcular los esfuerzos en ¢l caso T = constante.

OF
ij = 8.18
(TJ (861]) " ( )
de manera que:
oF
Orx = (0 '> - /\Izrrezr + )\rryy(eyy =15 ezz)~ (8]9)
€rr -
Oyy = {d_F_ e /\:rrrr(?yy + /\I:z:yy(eJ‘I + ezz)< (820)
0 yy .
OF ‘
T2z = ((9(,’:,_) T: Azzrr€zz t /\:rzyy(ezr + eyy)- (8.21)
oF
Ory = | 37— - '1/\1'111'y€1-q-, (822)
oery . ! 1
9F N
Tzz = (98“—) T= AN pyry€rzs (8.23)
3
Oyz = <5;> - 4/\‘7'yzyeyz- (8‘24)

Cambio hh notacion por: $Agyry = 2G. Apzpr = @

las ecs. (3.19)-(8.24) se pueden

Orr = (O —

escribir como

3)ezzr + Ole. Ory = 2(;811/1

Ty = (0 — Bleyy, + Ble, 05 = 2Ge,.,

02 = (0 = Bles; + e, 0y, = 2Gey,.

5 ) . . .
2 Alternitivaniente podemos usar el método que se desarrollé en el capitulo 5.

Y Azryy = O. de manera que
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Este conjunto de ecuaciones nos dan las ecuaciones constitutivas esfuerzo ws.
deformacion de este sistema y ahora es necesario resolver para los desplaza-
mientos.

Primero sustituimos en la ecuacién de movimiento, que nos da lo siguiente,

0*u

donde estamos suponiendo que no hay fuerza volumeétrica. Escribo explicita-
mente las tres componentes de la ecuacion (8.26)

Puy Doy Jogy  O0g,

B : : 8.27
Po@ = oz oy | Bz (8:27)
Puy Doy, Doy, Doy,
o2 ~ Tor - dy - 9z
O*u, 0o, 0o,y N 00,

Porr T oz Jy 0z

(8.28)

(8.29)
Para simplificar un poco el algebra se define v = a — 3, ahora la sustitucion de

las ecuaciones constitutivas, ec. (8.25), en las ecuaciones (8.27)-(8.29). es directa
y solo voy a escribir el resultado; queda al lector efectuar todos los pasos.

2,1 2,1 2,1 2 . v 2 ()2 5
oDy gy _G<8u+8uv>:(c+ﬂ)(0uy+ u‘>.

ot Ox? oy? 022 Oxdy  Oxdz
0%u, 0%, 0?uy  0%uy . OPu,  O*u.
Pz (r+5) o G( orx? N 0z? ) ={G+0) Oxdy ° 20y |’

0z01
0%u, 0%u, 0Pu,  0%u, Pu,  *u,
o ~ A5z "G( o2 By ) —(G+ﬁ)<8281 i a:a,,)'

Ahora vamos a suponer que se propaga una onda monocromatica en el material,
de manera que:

U; = Up; EIP (ik T — iwt), 1=1I,Y,2z, (8.30)

donde k es el vector de onda k = (kz, ky, k;), w la frecuencia y ug, la amplitud
correspondiente. Sustituimos en cada una de las ecuaciones y, como son lineales,
el factor exponencial se simplifica para quedar en la siguiente forma:

[—pw?® + (v + B)KZ + G(k2 + k2)]uoz + (G + B)kzkyuoy + (G + Bkk,uy, = 0
(G + B)kzkyuoz + [—pw® + (v + B)k2 + G(k2 + k2)]ugy + (G + B)kykug, =0

(G+B)kzkzuoz+(G+B)kykzugy+ [~ pw®+(Y+B)k2+G (k2 +k2) | ug: = 0. (8.31)

Puesto que el conjunto de ecuaciones acopladas que nos ha quedado es ho-
mogeéneo, éste tiene solucion no-trivial solamente si el determinante del sistema
es nulo. Al anular el determinante se obtiene una relacion entre w y k. Esta se
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conoce con el nombre de “Relacion de dispersién” y nos dice para qué frecuen-
cias o vectores de onda existe la solucién en forma de propagacién de ondas en
el sistema. De hecho, ahora la velocidad de propagacion U; = g—k“’ es una funcién
no-trivial del vector de onda. Dicho de otra forma, la velocidad de propagacion
depende de la frecuencia.

Con el objeto de simplificar un poco el andlisis tomamos como un primer
caso el vector de onda como k; = k, ky, = k, = 0, de manera que el conjunto

de ecuaciones se reduce un poco:

[—/)w2 + (v + [)')k?]uoI = (),

[—/)w2 + Gkg]uoy =0,

[—pw? + Gk?]u()z =0, (8.32)
y el determinante es
—pw? + (v + u)kz} [—pw? + Gk?) [—pwi’ + Gk2] - (8.33)
(ue tiene tres raices para wg,
= #kz wi =wi = %k? (8.34)

Vemos que en este caso se tienen dos frecuencias diferentes y, por tanto, dos
velocidades de propagacion, una de ellas corresponde a propagacion longitudi-
nal, es decir con desplazamiento a lo largo del vector de onda, y las otras dos
velocidades corresponden a propagacion con desplazamiento perpendicular al
vector de onda.

Como segundo caso tomamos el vector de onda k, = 0, k2 + kg = k?, las
ecuaciones (8.31) ahora quedan en la forma siguiente: '

[—/)u:z +ak? + Gkg]uo_z + akzkyugy =0,
akzhyuor + [—pr + ak,g + Gkg]uoy =0,
[—pw2 + Gk?]u()z = 0. (8.35)

La relacion de dispersion nos la da el determinante de este sistema y vemos que
es

[—/)w2 + GkQ] l(—/}wz +ak?+ Gkg) <—/)w2 +ak§ + Gki) —(G+0)? kgki] =0,
(8.36)
de donde inmediatamente obtenemos una de las raices

2 = gk‘z. (8.37)
P
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para el resto divido por p? y nos queda

: 4 G+ 8\
—w? + 21\':3 + gk:j} [-wz + gkg + gk%:l — (i) ksz =0, (8.38)
p p pY o p p

que es una ecuacion cuadritica para w? y que podemos escribir como

w — xk®2+ 9y =0, (8.39)
donde
o+ G
\=—,
p
ol a? — B(B + 20)

b =7 (k3 k) + hoky.

p?

Ahora las tres frecuencias son diferentes y dependen fuertemente de las compo-
nentes del vector de onda,

k21
Wi, =X o 5V =30, (8.40)

Queda al lector calcular las velocidades de propagacion y ver cuales son las direc-
ciones de propagacion correspondientes. En este caso, es importante notar que
las frecuencias dependen de las componentes del vector de onda por separado,
es decir de kg, k, y no sélo de k2, como en los otros casos.

8.5. Problemas

1.- Estudiar la seccion de Ondas de Rayleigh en el libro de Landau.

2.- Estudiar el problema de Ondas de Love en el ejercicio de ondas de Rayleigh
del libro de Landau.

3.- Mostrar explicitamente que la propagacion de ondas descrita por u; va acom-
panada de un cambio de volumen.

4.- Mostrar explicitamente que la propagacion de ondas descrita por u; no
provoca cambio de volumen.

5.- Demuestre que la energia libre para un sistema con simetria cibica, que se
obtuvo en el problema 5.5, es equivalente a la expresion (8.15).



Capitulo 9

Problemas en dos
dimensiones

9.1. Deformaciéon en un plano.

Los problemas bidimensionales se realizan cuando alguno de los ejes del
sistema coordenado no interviene en el problema y todo sucede en un plano.
Primero consideramos el caso en que las componentes del tensor de deforma-
ciones estan dadas. En este caso, el desplazamiento en alguno de los ejes es
nulo y las otras componentes solo son funciones de dos de las coordenadas; por
ejemplo

Uy = fl(.l‘l.‘l'g). Ug = fg(.l'l..l'g). uz = 0. (()1)

De acuerdo con la ecuacion (9.1) las componentes del tensor de deformacion son
las siguientes:

e33 = (). e = ¢1(xy..r2),
e13 = (). €22 = ¢2(T1»-7“2)-
ea3 = 0, €12 = @3(ry,22). (9.2)

La deformacion ocurre solamente en direcciones contenidas en el plano (1, x2)
y el patron de desplazamientos y deformaciones sera el mismo para todos los
planos paralelos al plano (zy.x2): tal deformacion se conoce con el nombre de
“deformacion plana™.

Un ejemplo donde se realizan estas condiciones es en una barra con su eje
paralelo al eje @3. y las fuerzas que actiian sobre ella son perpendiculares a Ouxy
y constantes a lo largo del eje. como se ve en la figura 9.1.

9.1.1. Modificacion de las ecuaciones

Veanos como se escriben las ecuaciones de la elasticidad en un medio ho-
NO0EENco ¢ isdGtropo para este caso. Recordemos que las elongaciones se pueden

119
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Figura 9.1: Ejemplos de problemas en un plano, el eje x3 es perpendicular al
plano.

escribir en la forma
1+v v
= =04 —
FE E

€ii I,. no hay suma sobre i, (9.3)
pero egz = (), de donde. al usar la ccuacion (9.3). obtenemos que

o33 = v(o11 + 022). (9.4)

vemos que giz # 0 pero no es independiente. Tomando en cuenta la ecuacién
(9.4) y sustituyendo en la ec. (9.3) obtenemos que

1+v v
€22 =022 = E [011 + 022 + v(on +022)]
:{%2 . %[011(1 +v)+ 1/(722]
1= v(l+v)
_Tozg— T(Tll
1+v

:T[(l == l/)(722 - l/(711].

Para la componente e;; se realiza un procedimiento semejante v en resumen
obtenemos

1+v

c22 = [(1 = v)o22 — vouy]. (9.5)
1+v
E

e = [(1 — l/)(f]] - l/(722]. (9(;)

a si vez

o13=023=0, o012=

Q—G(’lg. (()7)

También debemos notar que todas las componentes del tensor de esfuerzos son
independientes de la coordenada ..
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Tomando en cuenta estas consideraciones, ahora hacemos un resumen de
todas las ecuaciones que necesitamos para abordar problemas de deformacion
plana.

[) Ecuaciones de equilibrio

(9(7 0012
11 12

+ pby =0,
(9(1‘1 ().1'2 o
00'14) ooy
- == + pby =0,
(‘).I'l ().l’g P8
b;; ={), (‘.)8)

[1) Ecuaciones de compatibilidad (Saint Venant)

e 0%e90 0%e1
3 5 =2 —, 9.9
2);175 - ()l% Oxr10xs (9.9)

ésta es la tinica ecuacion no-trivial.
[11.a) Ley de Hooke para sistemas homogéneos e isdtropos. escrita en térmi-
nos de las componentes del tensor de deformacion

€33 = €13 — €23 — 0, €12 = EE;(J']Q. (‘)1())
1 +v I1+v
€1 = E [(1-“1/)(711-—1/(722]. ('QQZT[(]—U)O’QQ~U(THJ. (()“)

[I1.b) En términos de las componentes del tensor de los esfuerzos

1
o13 =023 =0, o012= 56612 (9.12)
o33 =v(01) + 022). (9.13)
o =(2i+ Aep + deza. (9.14)
a2 =(2p + Neaa + Aeyy. (9.15)

IV) las condiciones de frontera deben estar especificadas en el plano.

9.2. Esfuerzos en un plano.

En los ejemplos que acabamos de describir consideremos que la dimension
de los sistemas a lo largo del eje a3 es pequena (h). entonces las fuerzas actiian
paralelas a las caras de nuestro cuerpo. De esta manera. tendremos una placa
cuyo equilibrio sera estable y no se Hexionara en el eje Org (ver figura 9.2).

Las caras de la placa estan libres de esfuerzos v entonces se tiene la situacion
siguiente

o3z =0. oi3=0. 023 =0. (9.16)
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Figura 9.2: Esfuerzos en un plano.

sobre las caras; pero, como el ancho de la placa h es pequeno, esta situacion
sera valida para toda la placa, y los otros esfuerzos practicamente no varian con
T3, entonces

o1 =011(r.7T2),
722 :UIQ(II,IQ),

a12 =012(T1, T2). (9.17)

Ahora es necesario trabajar la ecuacion de compatibilidad para escribirla en
términos de los esfuerzos. Primero sustituimos en la ecuacion (9.3) las condi-
ciones expresadas en la ec. (9.16) y tenemos que

a1 14
€] =— — —099,
"R E®
- L
2=~ g

v

€33 = — E(U“ + 022).

! (9.18)
€190 =——0)9. )
12 =55012

Notemos que atun cuando la cara perpendicular al eje x3 estd libre de esfuerzos,
la elongacion ez # 0 y es causada por los esfuerzos o) y g22. Ahora tomamos
la ecuacion (9.9) y calculamos cada término usando la relacion entre las com-
ponentes del tensor de deformacion y el tensor de los esfuerzos; para el segundo
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miembro tenemos

62812 . 02 ad12 2(1 + U) 020’12

01’10‘172 - 0.’1710.‘1‘.2 2G h E 0.’1710:172 n

(1+v)| O doyy 0 doa
=- — | —pby — —— — [ —phy — =
B Jdr, ( A T, ) i Jdzry ( e dxy >
1+ v o Pog
= _ .b) — =223 |
E (V- b) ( o3 om3 )

Por otra parte, el primer miembro de la ec. (9.9) nos da

1 02 1 o?
EW(G”_0022)+EW(022_U0“)
"2 I
‘+U 02(71‘ 02(7
- —pV-b— 22 9.19
E[/) <0xf+é)x%>' (9-19)

de donde obtenemos
V2(011 + 022) = —(1 + v)p(V - b), (9.20)
que en ausencia de fuerzas externas nos conduce a
V2(o11 + 022) =0 (9.21)

y se conoce como “ecuacion de Levy™.

Hacemos ahora un resumen de las ecuaciones necesarias para resolver prob-
lemas con esfuerzos en un plano:

I) Ecuaciones de Equilibrio

doi o2
(—-’-—- b = ().
or, OT9 + 0
0012 0022
+ pby = 0.
or, 019 e
’J;], ==\l (022)

1) Ecuacion de Levy (compatibilidad).
V2(0'11 + a99) = 0. (9.23)
IIT) Ley de Hooke

€1 ZE(”H — v0O22),

1
€22 Z‘E(”zz — o).
- 1
€12 —20012~
v
ey = — — (011 + 022). (9.24)

E
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IV) Las condiciones de frontera en el plano.

Entonces. para el problema de esfuerzos en un plano, debemos resolver el proble-
ma a partir de las ecuaciones de equilibrio. la condicion de Levy y las condiciones
de frontera, ésto nos dara como resultado el valor de los esfuerzos o). a20 v 7y5.
Después se utiliza la ley de Hooke para encontrar las componentes del tensor de
deformacion y. por integracion de éstas. los desplazamientos.

Por otra parte, si sélo se requieren los esfuerzos, no es necesario usar la ley
de Hooke explicitamente, y la solucion no depende de los modulos clisticos del
material.

Cuando las fuerzas externas se anulan la solucion de las ecuaciones de equi-
librio es immnediata en términos de la llamada “funcion de esfuerzos™ o “funcion
de Airy™. que se define como sigue:

0% 0% 0%
a = —=, Jg929 = —&, Ti9 = ==e=————===, (J.Zr)
R A T A o (Re29)

es inmediato mostrar que las ecuaciones de equilibrio, en ausencia de tuerza
volumeétrica, se satisfacen sin problema alguno con esta definicion. Para deter-
minar la ecuacion que debe satisfacer la funcion de esfuerzos ¢ se sustituve en
la ecuacion de Levy y obtenemos

g o 0o 2 /w2 ST
VZ((I“ T+ 0'22) = V2 @ W = VZ(V“(,T)) =0 (().2())

o bien
V3(VZ) =0 (9.27)

Venos que. en términos de esta funcion. el estado de esfuerzos del cuerpo es
independiente del material. En este caso, el problema se ha reducido a resolver
para la funcion de esfierzos con las condiciones de frontera correspondientes!.

9.2.1. Ejercicio

Considere la funcion de Airy ¢ = %12‘ y calcule los esfuerzos.

Solucion: Es inmediato que satisface la ecuacion de Levy. pues ésta contiene
cuartas derivadas y la funcion que se especifico es de tercer orden en la tinica
coordenada de la que depende. Al sustituir las ecs. (9.25) obtenemos que los
esfuerzos son:

9%¢ 920 0%
= —— = A-' - e —— T — (). 0y = —F = (. ()2"“
TN g T T T Oy P (9-28)

entonces

o l\,‘.’l’g []. a 9
g = < 0 “) (9.29)

En la figura 9.3 vemos una interpretacion del resultado. Ya que solo tenemos
|

la componente a);, se trata de un esfuerzo de tension aplicado sobre el drea

perpendicular al eje «ry.

'Si hay fuerzas volumétricas externas pb # 0 también se puede definir la funcién de Awy.
Ver la seccion 9.3.
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%

Figura 9.3: Ejercicio 2.1

X

v

- Cc

A %

+P v

Rl

/
/
/
F
Figura 9.4: Ejercicio 2.2
9.2.2. Ejercicio
e il P o L .
Mostrar que ¢ = 5-( r102 — 55 | + o5 es una funcion de Airy y deter-
minar el tensor de esfuerzos en la region ry > 0. —c <.y < c.

Solucién: Para demostrar gque es una funcion de Airy debemos ver si cumple
con la ecuacion de Levy,

22 Mo N o 42 0o
det * O driors

= 0. (9.30)
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Sustituimos
d¢  3F T3 %9
—_— = dig —= . Y] = U,
dry  de 3c? ar3
13J0) 3F [ .1‘11'% P
E ~4—C<-IT1 - + 2—(?2\
Po SF( 2w\, P P _3F(
ol e ? 2¢ Or3 T2 2 )’
o ) Fo  BF [ 2y
drd drdrd  de 2 )
¢
r_z_(b? =0.
Ortdus

Como todas las cuartas derivadas son cero. la ecuacion de Levy se satisface para
todos los puntos del intervalo.

Calculo de los esfuerzos.

Tomamos las segundds derivadas que ya calculamos y ademas la segunda

derivada cruzada —(%—2 — ‘%(] — Eé') de manera que el tensor de esfuerzos es
3F 3F x2
—_— 2(*’"1‘2+~z( =511 =] (9.31)
G [ =) 0
Veanos qué sucede con los valores de los esfuerzos en los extremos del intervalo

P

12| 0.49= 0 Tlgsy= 32 (9.32)

12 tiene un maximo en ro = 0 y tiene forma parabdlica, ademds se anula en
los extremos +¢. Aliora vamos a calcular la fuerza por unidad de longitud que
actia sobre el darea perpendicular al eje xy v en direccion al eje iry

- - 3F P
/ 711 (1122/ ( % ill‘TZ+ )dlz =P, (9.33)

Por otra parte, el esfuerzo cortante oy da lugar a otra fuerza que actiia sobre
la cara perpendicular a z). pero estd en la direccion de T3,

© 3F € T3 3F z2\ €
1o = 1 -2 dry=—"|z9—=2)| = -F. 9.34
/ Tiate de | _C< c? > 27 70 <I2 3('2> ‘u ( )

J—c

De esta manera vemos que sobre el drea perpendicular al eje x; actian una
fuerza de tension I? y una fuerza de tipo cortante —F'. La interpretacion de ello
se ve en la figura 9.4.

9.3. Pared de una Presa.

Vamos a considerar la pared de una presa que estd hecha con un medio
homogéneo e isotropo; el perfil de la pared es triangular y el problema se puede
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b 0
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\
a \ a
\
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b b \

Figura 9.5: Pared de una presa con seccion transversal triangular (Poner aten-
cion a la direccion de los ejes coordenados).

considerar bidimensional. ya que la situacién en un corte perpendicular al eje z
es la misma para cualquier valor de z. En la figura 9.5 se especifica la geometria
del problema?. La pared esta sujeta a la presion del agua y ésta es proporcional
a la profundidad®. Las condiciones de frontera son las siguientes:
i) En la cara Oy de la pared, definida por la ecuacion x = 0, el esfuerzo
cortante es nulo,
Oyr (=) = =0y (z) =0, (9.35)

el esfuerzo normal debera contrarrestar la presion del agua
Orz(—T) = —042(T) = vy, (9.36)

donde 7y es constante. de manera que la presion aumenta con .
i) En la cara O A de la pared, que esta caracterizada por la ecuacion
x 0G
tanf = ~. = ytans (9.37)
Y

2Observe la direccion de los ejes coordenados en la figura 9.5,
3La figura 9.5 coincide con la figura 3.15; ésto se ha hecho a fin de que el alumno pueda
seguir la explicacion de esta seccion sin dificultades.
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sucede (ue el esfuerzo es nulo, es decir
oz =0, ogyn =0, (9.38)

donde n es el vector unitario normal a OA.

Este problema corresponde a esfuerzos en un plano y, por lo tanto, se puede
resolver en términos de la funcion de Airy. Se va a escoger una funcion de Airy
con cuatro coeficientes por determinar partiendo de las enatro condiciones de
frontera que tenemos. Se propone

1 ‘ o o W
o(x,y) = %.r,d + %;)'Zy + é:ry“’ + 6_(/‘3. (9.39)

aliora construimos las componentes del tensor de esfuerzos

9%¢ 0%¢ %0 (9.40)
Oz = 7, Oyy= 75 Oxy=—; — Py (4.4
} dy? Y a2 -t ¢ rdy -

El altimo término pgx se agrega porque ahora existe la fuerza gravitacional que
estd actuando. Sustituimos la funcion de Airy en la ecuacion de Levy?

9./ 92
3—? = g.fz + eéxy + gg/Q. %;23 = dx + ey,
dp  ex? k , 0%
—_— = — T — s _— = €T l\" 1
oy - 2 +fry+ 5y PYE fa+ky
0?%¢
9205 = ex+ fy,
13 93 4
0% g 29 4 2,
Ox3 oy3 oxt
—_— = e, Fmm—— S A ———————
Oyox? oyt Oy?0x?

A partir de estas ecuaciones, es claro que la ecuacion de Levy se satisface para
cualquier valor de las constantes. Usando estos valores de las derivadas podemos
escribir los esfuerzos

ez = fx + ky, (9.41)
Tyy = dT + ey, (9.42)
opy = —ex — fy — pgz. (9.43)

Iimponemos la condicion de frontera marcada con (i), ecs. (9.35). (9.36). entonces

Orc(0 =0)=hky=—yy.— k= —7.
(T:ry(il' = 0) = ‘f‘;{/ =(),— f = 0. (()44)

INotar que en la ec. (9.20) esta el término ¥V - b; sin embargo, en este caso, debido a que
b = g = constante, este término se anula y la ecuacion de Levy sigue siendo valida.
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Ahora los esfuerzos quedan en la forma

Ty = dr + ey, (9.46)
Opy = —€X — PYI. (9.47)

Con ¢l objeto de imponer la condicion de frontera marcada con (ii), necesitamos
reescribir el vector unitario n y. de acuerdo con la figura tenemos
n = (cos3. —send).  por lo cual
T = Teally + Opylly = T, 083 — 0pysenid,
Ty = Tyrlly + Oyytty = 0,083 — g, sens. (9.18)

Entonces la condicion de frontera queda como:

= 0. (9.49)

[n” 083 — Tpyse li}
r=ytand

[n_,_,,(r()s,i — n,,,,s(fn/i] =0k (9.50)

r=ytan(3
Sustituimos las ecuaciones (9.45)-(9.47) en (9.49) v (9.50)
~yeosd + etanidsen + pgtanBsens = (),
(e + pg)sen3 + (dtan3 + ¢)seni3 = (.

de donde obtenemos

Py 2y
d=—— —. 9.51
tangd  tan33 (9.51)
= ?, — ng. 9.52
tan® 3 P4 ( )

Estos valores de las constantes se sustituyen en los esfuerzos v con ello obtenemos
la distribucion de esfuerzos en la pared de la presa.

Orx = —7Y, (9.53)
Y
Ory = ——35—. 9.54
it tan®g (9-59)
2 1 0y
= (pg — . + ( — = )();1. 9.55
Tyy (’ Y t(mzﬂ) tani? tan’3 ra)4 ( )

En la figura 9.6 se representan algunos valores especificos de los esfuerzos.
Con el objeto de resolver para los desplazamientos se usa la ley de Hooke
para medios homogéneos e isotropos: la sustitucion es directa v se encuentra

L (g2 )2 (0 ) oo
Crp = —uv pg — Y —pg—vly|. 9.56
R ™ B tan/3 tan?/3 A

I 27 i

Cyy = — g — — + vyy|, 9.57

W R (l 4 mngd) tan/3 Y (9:57)

l Y
€xy = — d (9.58)
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0
y>0
................ yo
En y,
a.(“-yu)-(iq‘ﬂ)h'“.
a'(yuuﬁ.}’n)"p’a.
T Y
af
O (X, ¥Y0)

Figura 9.6: Esfuerzos en la pared de una presa de seccion transversal triangular.

Partiendo de estas componentes del tensor de deformacién, por integracion

podemos calcular los desplazamientos; veamos como?®
1 Ou
€rr = ¢ [—le“- + (e - 7)'!/} = 8_11
i Ou
eyy = = (dr + vyy) = —=2. 9.59
w=-FE ( 2t By ( )
Integramos respecto de z y de y las ecuaciones anteriores
vdr?® (e —7)
= — + yr + . 9.60
Uy 5 7 yr+f) (9.60)
d vyy? .
Uy, = =TY + + glx). 9.61
uy = L2y + 5o +9(x) (9.61)
Si ahora sustituimos en la componente e, tenenios
T = ey fy) 4 g!Hrg'(-T)- (9.62)
G tan?3 E E

donde las primas significan primera derivada respecto de la variable que les

5Notar que en la ec. (9.59) aparecen nuevamente las constantes e y d a fin de facilitar el
manejo de las expresiones.
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corresponde. Separamos la dependencia en x y en 7, entonces

YT e —7 , , d )
. i g T T Ty=AX 63
Gtan?g E r—g'(x)=f(y + E,l/ (9.63)

En esta ecuacion esta separada la dependencia con las dos coordenadas y en-
tonces ambos términos se igualan con la constante de separacion A: de esta
manera obtenemos dos ecnaciones

{ I 2

fily) =x— ;—jy —— fly) =Xy - (ZUE + e (9.64)
M) = —a— X X
st E : Gtan?s3
2

=7 2 yr )
r) == Ao = e 2. 9.65
— g(x) T 2Gm”2’3+(2 (9.65)

Ahora los desplazamientos quedan en la forma

vdr? e —n dy?
Uy = — —— Ty + Ay — —= + 1. 9.66
U, o F + I Ty + Ay ‘2E+(1 (9.66)
d vyy? =y 4 Y2 )
=—u1 — —\x — It — . 9.67
Uy =g N 2F ! 2E ° 2G tan?g3 u (9.67)

Con el objeto de evaluar las constantes que nos han quedado atn sin determinar
ponemos condiciones de frontera

1. Desplazamiento del origen nulo. wz(0,0) = uy(0.0) = 0.
2. Rotacion nula en el origen. 2;,(0,0) = 0.

La primera condicion implica que las dos constantes ¢; = ¢, = () y para la
segunda condicion evaluamos la componente xy del tensor de rotacion,

Ou Ou
20y = — — —2
Y Oy or
e — dy dy vy e—7 N .
_ 0 _-_(_ LA T )} = (9.68
E'TMTEETE E * " Gtan2g ow™ OO
=22=0— A =0. (9.69)
Sustituyendo todo obtenemos que
S 2 ) (x% +vy?) ( LI 7) Ty (9.70)
e (f J tan?p/ 2Etanf tan?3 : E’ o
x? (3+ 2v)y vyy? 2y Ty
oot _ : - - 9.71
“y 2F [pg Y tan?s3 } 2F N ( tc.71,2/1’) Etang ( )

Los desplazamientos son cuadraticos en las coordenadas de los puntos en el
medio.
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9.4. Flexion de un soporte.

Queremos resolver el problema de un soporte sometido a esfuerzos cortantes
que tratan de flexionarlo. La figura 9.7 muestra una barra de ancho h y longitud
L anclada a una pared; en forma esquematica, éste es el problema por resolver.

. Fleaon de ua Sopurte.
h’ * A
5/ i)En -;0, =0,6,=0
ﬁ X 2 .
N ] iBa-2;0a(r) = -0a(n) <0
-2
15 0p(-x;)=-05(x;)=0
/ Q 0u(-1,)=-0u(r,)=0
' ii)Ba x, = L;0,{L,5,) =0
w)Bar, =L
-
1
Iaudrx =0
&
£

Figura 9.7: Flexion de un soporte.

A diferencia del problema de flexion que ya resolvimos en el capitulo 7 y en
el cual consideramos que la seccion transversal de la barra siempre permanece
perpendicular al eje de la bharra. ahora solamente especificamos las condiciones
de frontera y supondremos que el material es homogéneo e isétropo. Es impor-
tante notar que vamos a aplicar un esfuerzo cortante en un extremo de la barra
y no un esfuerzo normal. Nuestro problema consiste en encontrar la funcion de
Airy que satisfaga las condiciones de frontera y finalimente los desplazamientos
que corresponden. Posteriormente, analizamos la ecuacion del eje después de la
deformacion y como se deforma la seccion transversal.

Empezamos con las condiciones de frontera

1. En .’1‘2:%. (7222(7122().

2. En zg = —f—;, 022(—x2) = —09a(x2) =0, 0o12(—22) = —012(72) = 0.
Estas dos condiciones indican que no hay esfuerzo normal ni cortante sobre

las caras de la barra que son perpendiculares al eje xs.

3. Enaxy =L, o1(L) =0, lo que significa que sobre el extremo de la harra
no hay esfuerzo normal.

4. La forma en que la carga (Q estd distribuida sobre la seccion transversal
donde se aplica no esta especificada, de tal manera que debe cumplirse lo

h
siguiente: [?, o1 drg =Q. en ayp =L
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Notar que por la forma en que esta Q y debido a que la direccion positiva del
cje ry esta hacia arriba. la QQ debe ser negativa. Veremos que para calcular los
esfuerzos estas condiciones son suficientes.

La funcion de Airy debe satisfacer la ecuacion de Levy.

oo Do o

‘

5.4 4 .25 2
x| ox; Ox{0x3

0. (9.72)

Tomando como guia el ejemplo anterior. vamos a proponer una forma de la fun-
cion de Airy ¢ v ajustar las constantes de manera que se cumplan las condiciones
de frontera. Proponemos

(A + Bxy)z3

(D(;rl..rg) = 6

+ 1 (x1) T2 + Ya(Ty), (9.73)

vamos a sustituir en la ecuacion (9.72)

gir? = Yz + ¢35,
(;37@2 _“ +28171)Ig _—
g;;:g = (A + Bz)z2.

Antes de continuar con las derivadas recordemos que las componentes del tensor
de los esfuerzos estan dadas en términos de las segundas derivadas. de manera
que:

an =(A4 + Bay)s. (9.74)

a9 =Y\ 12 + Y. (9.75)
B

T2 = — Efg - Y. (9.76)

Queda al lector verificar que se cumplen las condiciones de equilibrio para fuerza
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volumeétrica nula. Ahora continuamos con las derivadas,

a3

¢ — oy . S

m— 1.12+02.
-1

3
g—‘r%) = A+ B.l'l,
FPd
dra0x? e
o
o
o

2.2
Ox50ry

= Pizy + 3,

=0,

-~
o=}

Al sustituir en la ecuacion (9.72), obtenemos que
ihdas ahd = (
b1z + Py =0, (9.77)

donde 1}, ¥ son las cuartas derivadas que corresponden a las funciones ¥, y
Y. Ahora bien, debido a que las funciones ¥, y ¥, solamente son funciones de
Iy, la tinica forma de satisfacer la ecuacion (9.77) para toda x, es

Y =0, U

[V

=0 (9.78)

Con el objeto de evaluar estas funciones regresamos a los esfuerzos obtenidos
en las ecuaciones (9.74)-(9.76) y vamos a aplicar las condiciones de frontera, de
022(—2) = —a22(x2) tenemos que

1 1 1 " 1 s
Ooa(2) = i + 4y = —hixa + by — ¢y = 0. (9.79)
puesto que la ecuacion debe cumplirse para toda x, esto nos indica que 1, =
ar; + (. Por otra parte, en 1, = —% la componente g, = 0y, usando la
ecuacion (9.76), tenemos que
B [ h? Bh?
—— (=) -¥ =0y =——, (9.80)
2\ 4 8
2 . .
por lo cual ¥ (x,) = —Q;‘— 1 + 7v; ahora podemos reescribir los esfuerzos en la

forma siguiente:

B , Bh?

—5 3

on = (A+ Bxy)xg, 022=0, 012=— 5

(9.81)

Es importante notar que las constantes «. 3 y v que aparecieron en las funciones
Y1 y Y2 no aparecen en los esfuerzos y, de hecho. no juegan papel alguno. En la
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distribucion de esfuerzos aplicamos la condicion de frontera 3, para el esfuerzo
normal en el extremo del soporte, de manera que

on(L,x2)=(A+ BL)x; =0 — A= -BL,
por lo tanto
o011 = B(xzy — L)xs. (9.82)

Ahora solo queda por determinar la constante B, para lo cual usamos la condi-
cion de frontera 4, que aiin no hemos utilizado. Esto significa que debemos
calcular la carga

h
h h

__ Iz B [ h? 2\ g — B [ h? ;1,‘3 :
= 2\ x5 |dry = 7\ 2 3 ,,
: -3

por lo tanto

12Q)
B = R (9.83)
y por ultimo sustituimos en los esfuerzos para obtener
o1 = 'IETQ(JC] — L)z,
T2 = (—)Q (112 = :1'?).
h3\ 4 .
a9 = 0. (9.84)

La figura 9.8 muestra los perfiles correspondientes a los esfuerzos. El tensor de
deformacion se calcula de inmediato suponiendo que el material es homogéneo
e isotropo.

" _ﬂ_%(x — L)z o
T E T wEY! *7 0z,
r v 12QI/( L) 8112
= ——0 . g P _ =
22 g1 ER3 1 T2 Bz’
- g12 - 3Q h2 2 .
‘275G T G < 7 ™) iy

Debemos notar que la componente ez # 0, pero, debido a que la dimension
a lo largo del eje w3 es pequena, no se toma en cuenta. Ahora integramos

12Q | [ 2% .
U, = e <7 — L.l‘1>.l'2 + f(l‘z)] . (9.86)
12Quv b

€ .
up = —— = [(.,-1 -2 +g(;r1)]. (9.87)
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O3,

b
6“‘ Reconde: gqee <0

&° Xy ﬁ

ot~
x, fyja
ogr. x, <0

Oy, = ?(xl —LD)x,

on(x <L,x, = +:) = x;, — LX*)

x, <L fa

;

Elll‘

Figura 9.8: Esfuerzos que corresponden a la flexion de un soporte.

se sustituyen en la componente ey2. de manera que

ou 1 12Q
Ory  ER3

Oup  12Q % .
o = B2 P9

de donde

12Q pEs p ()Q 9
— Lay — =2 T ——-
|2 T~ — 2 + f'(x2) — l/.f/(n)} oni\ rs
recordando que % = ﬁ tenemos
1]’ I 1/.1';'; + Flan) 'z1) = (1 + v) h? 9
— = Ty = I — V¢ &L = 17 — — L
2 =g ST PR
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y ahora separamos la dependencia con r; y xa,

2 h'Z 1/12
%— Lzy — vy (@ )=(1+1/)<T—I§>+—2

5 f’(-l"z)-

En esta ecuacion el primer miembro sélo es funcion de x| mientras que el segundo
miembro depende solamente de xry. de manera que deben ser iguales a una
constante de separacion

2

7‘-—111—11(/( 1) =n,
h? v, .
(l+uT (1+2)2 f'(ag) =n.

Integrando se obtiene

.1:1% Lz n

g(xy) = 6 = W == —.11 =Y
T 2
flz2)=—(1+ '5)—32 +xo[-n+(1+ u)}4 ] +8. (9.88)

El calculo de la constante de separacion y de las constantes aditivas que surgieron
al integrar se debe efectuar usando condiciones de frontera para los desplaza-
mientos. Estas condiciones de frontera se especifican sobre el extremo fijo en la
pared:

1. El origen del eje estd fijo — uy = up =0 en x; = xy =0, es immediato
que con esta condicion a = 3 = ().

2. El origen del eje no rota, ——» §212(0,0) =0

Esto significa que

Ou;  Ous 12Q I 24v p2
S 95, —-L 22 - h*
{612 83:‘”00) ER? < 1l 2 )+ 2 7 "+(1+U)4

) (0,0)
0N G S R | |
En3 (2 2v v v
(0,0)
12Q h?
=—\| -2 1 — ] =0
Eh.3( n =+ ( +z/)4>
1 h?
lo cual implica 2n = %7—. (9.89)
Sustituvendo en los desplazamientos tenemos
12Q | [ x) 24v 4 1+4v
U = ﬁ [<—2— — L).I'I.ITQ — 6 .l'g + 3 ,12.1'2}, (9()())
1201 2 (1?2 L 1+, .
9= ——— (1 = L)=2 + — (=L - 2oy - h? . 9.91
" =g [ )2+u<6 2T g " (9-91)




138 CAPITULO 9. PROBLEMAS BIDIMENSIONALES

Vamos a analizar estos resultados; para empezar consideramos la ecuacion del

eje antes de la deformacion xo = 0 y vemos adonde va el eje después de la
deformacion
, 6Qux; [x? 1+v
Ly = |xo + ua(xy, I2) = — Qs [ 1 Lr - 112}. (9.92)
(r1.0) Eh3 13

Con el objeto de ver con claridad el significado de la ec.(9.92) vamos a evaluar en
ry = L. que corresponde al extremo libre de la barra. De inmediato obtenemos

G )

To(zy = L) = -7’,2|(L,[)) = (9.93)

37 1 12
de manera que la posicion del eje en el extremo libre de la barra 2, < 0,
recordando que Q < 0. La cantidad que desciende el eje depende de la carga
impuesta (Q). la geometria de la barra (L. h) v evidentemente de las propiedades
elaticas del material (£, v).

Ahora veamos la forma de la seccion transversal deformada: escogemos la
seccion en r; = iy de manera que x| = o + (g, r2)

12Q | [z 2 !
Y @ (% - L):I‘U;l'z SR N th:rz] ; (9.94)

Tttt T 6 2773

la ecuacion para la seccion deformada no es lineal en xy; ésto significa que
la seccién deja de ser plana. De hecho, se deforma como x3. Ain la seccion
transversal que pasa por el origen del eje y que corresponde a g = 0 va como
3: es decir, tampoco queda plana. En la figura 9.9 se muestra esquematicamente
esta deformacion.

9.5. Problemas

1.- Observe que las ecuaciones (9.5) y (9.6) son diferentes a las ecs. (9.18).
Explique la diferencia entre ellas y diga porqué son diferentes.

.- Hacer un andlisis dimensional en la funciéon de Airy, ec. (9.25).

3.- Hacer el andlisis dimensional en el ejercicio 9.2.2. Defina variables adimen-
sionales y haga una grafica de o1, en dicho ejercicio.

4.- Realizar el andlisis dimensional de los esfilerzos que resultan en la pared de
la presa de seccion transversal triangular ecs. (9.53)-(9.55). Defina variables
adimensionales en los desplazamientos (9.70) y (9.71). Grafique uz(x,y), uy(x,y)
con las variables adimensionales adecuadas.

5.- En las ecs. (9.84) defina variables adimensionales adecuadas y haga las gréfi-
cas correspondientes para wu(ry,x2), ua(xy,Ty).

6.- Haga el andlisis dimensional de los esfuerzos (9.84) y de los desplazamientos
(9.92) y (9.93).
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0“_12
Para cualquier x,
h h
2 2
L
6B a7 5g Q-<o
12 ’r\ (4 ) __.2;
T3
Seccibn transversal
Lperﬁl después de la deformacién.
2
£ (ot 2) =x..t%[x.,(%—l_) +";a+2o)]

Figura 9.9: Esfuerzo en un soporte y perfil de la seccidn transversal deformada






Capitulo 10

Torsion de Barras

10.1. Introduccion.

En este capitulo se estudiara la deformacion de barras delgadas constituidas
por materiales homogéneos e isotropos. En este caso se presenta el problema de
que el vector de desplazamiento es grande, aun cuando el tensor de deformacion
sea pequeno: por ejemplo. si curvamos una barra delgada y larga, sus extremos
pueden estar desplazados una cantidad considerable. ain si los desplazamientos
entre puntos vecinos de la barra no son grandes. La torsion y flexion de ba-
rras son de este tipo de desplazamientos, y abora nos dedicaremos a estudiar la
torsion.

Consideremos una barra recta: la torsion es una deformacion para la cual
cada seccion transversal gira nn cierto angulo respecto de la seccion vecina, de
manera que las generatrices de la superficie lateral de la barra se convierten en
hélices. La barra tiene seccion transversal arbitraria de dimension caracteristica
Ry con su eje alo largo del eje z. Se define el angulo de torsion 7 como el angulo
de rotacion por unidad de longitud, 7 = ‘fi—f: las deformaciones pequernas estan
caracterizadas por la condicion 7R <« 1. La seccidn transversal de un extremo
de la barra no se desplaza v coincide con el plano (z,y). Ahora bien, para una
rotacion, el radio vector r cambia en la forma or = d¢ x r. donde la rotacion se
efectia alrededor del eje z. Para el caso que nos ocupa tenemos que do = 7zk.
donde 7 es constante en la vecindad del origen.

Nos damos cuenta de que el desplazamiento relativo se puede escribir como:

or->u=r7z(k xr) = 72k x (.ri + gj + 2k) = T:;I:j — 7zyi. (10.1)
de manera que
Uy = —Tzy. Uy, = TEZ. (10.2)

Si nos quedamos en este paso recuperamos el problema simplificado que ya trata-
mos en el capitulo 7. De hecho, también pondriamos que w, = 0: sin embargo
estos desplazamientos solo son vilidos cuando el dangulo de torsion es practica-
mente milo. Con el objeto de tener un tratamiento mas general, alhora vamos

141



142 CAPITULO 10. TORSION DE BARRAS

N

Figura 10.1: Dimensiones caracteristicas en barras.

a tomar el caso en que el desplazamiento en el eje z no sea nulo y entonces se
propone que

Uz = TV’(L .l/) (103)
donde la funcion @ se conoce como “funcién de torsién”. Es importante notar
que la funcion de torsion define la forma de la seccion transversal deformada y,

al suponer que ésta no depende de z estamos diciendo que la deformacién es la
misma para todas las secciones transversales de la barra.

10.2. La funcion de Torsion
Vamos a utilizar los desplazamientos que ya escribimos para ver cudl es la
ecuacion que satisface la funcion de torsion; para ello calculamos las compo-
nentes del tensor de deformacion
ezz =0, ey, =0, e, =0, ez =0,
T N
€rz = §<—y+ 5;)

€y: = %(r+ %%) (10.4)

utilizando la ley de Hooke para medios homogéneos e isdtropos, construimos el
tensor de los esfuerzos

Oz =0, 04y, =0, 0,,=0, 0z =0,

Orz = 2U€r, = UT qu_,
rz = &H€x; = [ 9z Yy,

Oyz = 2pey; = uUT <1‘ + —0(#) (10.5)
Y
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En ausencia de fuerzas externas se deben cumplir las condiciones de equilibrio,
por lo cual
00.; 004y
ox dy
sustituyendo la expresion para los esfuerzos y considerando que 7 es constante,
se obtiene
00 0% 0oy 02 0% 0% B

= BT == = UT ——=, T - =
ox KT 522 Oy & Oy? a2 Oy?

=0, (10.6)

0. (10.7)

Es decir, la funcion de torsion satisface la ecuacion de Laplace en dos dimen-
siones. Recordemos que para resolverla necesitamos dar las condiciones de fron-
tera y, por la forma en que la hemos definido, 1o tenemos una manera facil
de escribirlas.! Aun mds, es posible que primero tengamos las condiciones de
frontera sobre los esfuerzos y, dada la relaciéon de la funcién de torsién con los
esfuerzos, la condicion de frontera para 1 resulta ser muy complicada. En vista
de ello vamos a usar otra funcion.

10.3. Funcién de esfuerzos (Método de Prandtl)

En el método de Prandtl se introduce la “funcién de esfuerzos” x(z,y), de
manera que sus derivadas nos den directamente las componentes de los esfuerzos,
ésto es
= Oyz = —2UT==. (10.8)
oy Ox
Al utilizar la relacion entre los esfuerzos y la funcion de torsion vemos de im-
mediato que ambas funciones estan relacionadas; de hecho

u7<@—>:2p7%. — %:2%+y<

Opy = 2T

ox oy’ Oz Oy
o x oY ox
mur(a— +;r> —2;17—&. B_y 2$ =

Si ahora calculamos las segundas derivadas cruzadas de la funciéon de torsion
obtenemos que

2 2
o w — 2% +1,
Oyox Oy?

2, 2
0%y _ _QQ_X Y
0xdy Ox?

al restar y simplificar obtenernos que la funcion de esfuerzos satisface la ecuacion
de Poisson,
Vx(z,y) = -1, (10.9)

L Bscribir las condiciones de frontera para los desplazamientos en este punto no es simple.
Generalmente es mas facil poner condiciones de frontera sobre los esfuerzos.
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Figura 10.2: Seccién transversal de la barra.

donde el operador laplaciano estd escrito en dos dimensiones. Para completar
esta ecuacion debemos decir cudles son las condiciones de frontera. En vista de
que la barra es delgada, las fuerzas que actilan sobre la superficie lateral son
despreciables comparadas con los esfuerzos internos, por lo cual se consideran
nulas; es decir

oixng = 0, sobre la superficie lateral de la barra. (10.10)

Ahora bien, el vector unitario normal a la superficie de la barra estd en el plano
(z,y) de tal manera que n = (ng,n,,0) y la condiciéon de frontera se escribe
€omo

O22Ng + Ozyny =0,

y, de acuerdo con las definiciones (10.8)

e

r— — =0 10.1
™ a0 GLRIY

Para ver con claridad el significado de esta condicion de frontera consider-
amos la seccion transversal y la vemos en el plano (z,y) como se muestra en la

figura 10.2. Nos damos cuenta de que |nz| = cosa = % y Iny| = sena = —&
por lo cual tendremos que n, = —33 Yy Ny = Z—f de donde
dxdzr Oxd dx
XOT L 2XA X _ g (10.12)
Jords Oyds ds
es decir
x = constante, sobre el contorno C de la seccion transversal. (10.13)

A partir de la definicion de la funcién de esfuerzos vemos que ésta esta de-
terminada hasta una constante aditiva, de manera que sin perder generalidad
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podemos decir que la condicion de frontera adecuada es?
y =0. sobre el contorno C. (10.14)

Entonces debemos resolver la ecuacion (10.9) con la condicion de frontera (10.14).
Ahora vamos a calcular la energia libre de la barra torcida; la energia libre
por unidad de volumen se puede escribir en la forma

i 1
F = SOik€ik = Ozz2€z, + Oy2€y

_ L2
2 20 ©

+02,), (10.15)

(U yz

usando las ecuaciones (10.8) para los esfuerzos, tenemos

5| [ Ox . ox . 9 2
F=2ur || = S = : 16
2ut {((’)‘r) + (0!/> } 2ut?(Vx) (10.16)

donde el operador V esta escrito en dos dimensiones. La energia libre por unidad
de volumen dada en la ecuacion (10.16) se va a integrar sobre el drea de la seccion
transversal con el objeto de calcular la energia libre por unidad de longitud

f= / Qur?(Vx )2 dS = 2;1,T2/(Vx)2 ds. (10.17)
JE S

La cantidad _
C = 4 / (Vy)? dS, (10.18)
Js

se llama “rigidez” ante torsion de la harra; a su vez, la energia libre por unidad
de longitud se puede escribir como
C*
= —. 10.19
f== (10.19)
La energia elastica total de la barra se obtiene por integracion a lo largo de z,
es decir

1/
Frotal = 5 / 07'2 dz. (1020)

recordando que en general 7 puede ser una funcion de z. El cdlculo de la rigidez
se puede simplificar un poco haciendo uso de algunas propiedades de vectores,
yaque (Vx)? = V-(xVy)=-1V?y, y mediante el uso de la ecuacion que satisface
la funcion de esfuerzos tenemos que (V)2 = V- (xVx) + x. por lo tanto al
sustituir en la ec. (10.18) obtenemos

G = 4;1/(V\)2(IS =4 / V- (\V,\)dS+4u/ x dS, (10.21)

?La constante se toma nula debido a que los esfuerzos se enctuientran a través de derivadas
de la funcion de esfuerzos, por lo cual el valor de la constante no interviene en el problema.



146 CAPITULO 10. TORSION DE BARRAS

la primera integral sobre el area se convierte en una integral sobre el contorno
de la seccion transversal

. .
C:4;1/x0—:d8+4p/xd8, (10.22)

al tomar en cuenta la condicion de frontera tenemos que la rigidez ante torsion
queda escrita en la forma:

C =4y / xdS. (10.23)

Antes de terminar esta seccion vamos a realizar algunos calculos de las unidades
de estas cantidades. El encerrar una cantidad entre paréntesis cuadrados signifi-
ca tomar las unidades de la cantidad encerrada.

5 5 ] 2
. La energia libre por unidad de volumen [F] = [0]le] = 25 = ML~ 25

—

. 1 . : _ _ ML?
2. La energia libre por unidad de longitud [f] = [F][S] = 3z 1

w

. La rigidez [C] = Tl1§7 =ML1? = %12

gl

4. La funcion de esfuerzos [x] = e

= II;‘]—, de manera que [y] = L?.

Es importante ver que la rigidez ante torsion depende de las propiedades de la
barra a través del modulo eldstico y de la forma de la seccion transversal.
Cabe notar que el tratamiento de este problema puede hacerse en términos
ya sea de la funcion de torsion o en términos de la funcion de esfuerzos. Si lo
hacemos con la funcion de torsion, tenemos la ecuacion de Laplace en dos dimen-
siones, pero la condicién de frontera es complicada. En cambio, si trabajamos
con la ecuacion de esfuerzos, la ecuacion se complica un poco, pero la condicion
de frontera se escribe de una manera simple. En ambos procedimientos debemos
resolver una ecuacion en derivadas parciales con condiciones de frontera y el re-
sultado debe coincidir. En lo que sigue haremos ejemplos donde utilizaremos la
funcion de esfuerzos y posteriormente calcularemos la funcion de torsion.

10.4. Torsion de una barra de seccion circular

Como un primer ejemplo vamos a determinar la rigidez ante torsién de una
barra de seccién transversal circular. Tomamos el eje z a lo largo del eje de la
barra y la seccidn transversal en el plano (z,y); es claro que nos conviene usar
coordenadas cilindricas. Debemos resolver la ecuacion

V2x(r,0) = -1, con x(r,6)=0 en r=R, (10.24)

donde R es el radio de la seccion transversal y vamos a escribir el laplaciano en
coordenads polares en el plano de la seccion. entonces

1a(ax) 1 0%y
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Dada la simetria del problema podemos suponer que la funcion de esfuerzos no
depende del angulo 6 y entonces podemos hacer una separacion de variables de

manera inmediata,
0 0 z
r—I\{r . —{-TQ:—?—X:O.
or\_ or 00?2

° ( 6") v =0 (10.26)

y con ello

01 or

Para resolver esta ecuacion buscamos una solucién del tipo
x(r) = Ar® + B, (10.27)

y debemos determinar a, A yB. Sustituimos en la ecuacion (10.26)

d d
T (rAar®™!) =r EA(IT = Aa’r®,

de donde tenemos
Ac®r® + 12 =0,

puesto que la solucion debe ser valida para 0 < r < R, debemnos tomar
a=2 — Aa?=-1, (10.28)
y, regresando a la ec. (10.27), tenemos.

,.2
=—-—+B.
x(r) i

La constante B se determina con la condicion de frontera,

R? R?
R)Y=0=——+B=0—-— B=—
x () e 1
y, por lo tanto,
1 :
x(r) = 7(R* = 1%). (10.29)

2 = 2% + y?, resulta inmediato que los esfuerzos son o, =

—uTY y 0yr = prr. Ahora calcularemos la energia y la rigidez, para lo cual
escribimos la funcién de esfuerzos en coordenadas cartesianas x(z,y) = %(1?2 -

Recordando que r

I

z? — y?), el gradiente es Vy = (58 (Vx)? = %, de manera que la energia

2 - . .
libre por unidad de volumen es F' = ;%,,.2. La rigidez es

T R
C =4y / Z(R2 —72)r dr df = u27r/ r(R% — r?) dr
0

g72 Bor 4
=2mpu|R°— — — || = =-uR",
2 4|, 2
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de manera que

TRl
5

Como paso siguiente nos proponemnos calcular la funcion de torsiéon y para ello
usamos las ecuaciones que relacionan la funcion de esfuerzos v la funcién de

torsion
(_)1/): dx U:2<_%>+«‘/:U’ . 214_’:

C= (10.30)

Ox (); dx

) Jx T N
e 22X s o) z=0, - =10,
Dy ar ( 2) ! Jy

de manera que ¥ =constante. Este resultado es summamente importante; recorde-
mos que el desplazamiento w, = 7y (z,y) y el hecho de que ¥ sea constante
implica que las secciones transversales no se deforman.® De hecho, éste es el
lnico caso en que las secciones no se deforman. Veremos en otros ejemplos para
los cuales en general si hay deformacion. Este resultado nos indica que, en el
caso de la seccidn transversal circular. el tratamiento simplificado que hicimos
en el capitulo 7 nos da la solucion.

10.5. Torsion de una barra con seccion eliptica

Considerammos una barra de seccidn transversal eliptica; los semiejes son a, b.
La ecuacion por resolver es
aZX 82)( J.Q y2
~5t+t553=-1 con x=0 en S +5=1 (10.31)
ox Ay a b
Tomando en cuenta la forma de la condicion de frontera se propone una solucion

del tipo
22 42

x(z,y) = A%, (a>0), donde €£== s z—z - 1.

Debemos notar que esta propuesta autométicamente satisface la condicién
de frontera, ya que cuando £ = 0 estamos en el contorno de la seccién eliptica.
Al sustituir la ecuacion que debe satisfacer y, ec. (10.9), obtendremos los valores
de a y A.

32—; - 2:205“” + Aafa - 1)4 25“*2.
g—; = A(}f“‘li—;.
% = 2% a1y pofa-1) 2 ga?,

3Recordar que la seccién transversal para este caso es circular.
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sustituyendo
24 2A« T

a—1 a-2 : o BY
& ( b2 +a_2> + 4€ .4()((!")(;4— b_4> = -1 (10.32)

La solucion de esta ecuacion es

24 24 a’b?

=1, P =4 —===-1 5 A= ——a— 10.33
“ Y mta 2(a? + b?) ( )

y con ello, la funcion de esfuerzos queda en la forma

a

2j2 z2 g2
) D) . B 10). 3
x(z,y) 2(a? + b?) (al * b? ) ( 4)

que obviamente satisface la condicion de frontera.
Ahora vamos a calcular la rigidez ante la torsion C' = 4u fb x(z.y) da dy, es

(1(‘(,11‘
( / / 1.2 '/2 ( ( )
= 4‘111 2 + ),) 1 d.L dl[ 1 ).Jl)

Cada cuadrante del drea eliptica contribuye con la misma cantidad, por lo tanto,

:1'2 y2
(E + i 1)(1:1‘

ay/1—y?/b?

4:

b 3 2
@ TR
sdpd f | 0= 45—
n /0 (302 + B2 .E)
8 b y2 3
= —gll,A(l/(; (1 — ;)E) dy,

queda al lector verificar que el resultado de la integral nos da el valor

Ie: b v (1=y2/b2)a?
4/1A/ (1;1//
Jo 0

mpah’

Por ultimo calculamos la funcion de torsion haciendo uso de la funcion de es-
fuerzos,

dY _2(')\ L 1A 4 B h? ——(Lz_l
dr "oy Y=\ Y= Era?
oy x

P —.r:—<

44 b — a?
dy ar a

ol I = s=—=U,
+ ) b2 + a2

de donde obtenemos
b? — a2
Nx,y) = 5——T 10.37
(. y) Py ( )
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y el desplazamiento de los puntos en la seccion transversal esta dado por

2 2
U, = T:;QTZsz. (10.38)
La superficie que representa esta ecuacion es un paraboloide hiperbdlico; es decir
que un plano a la altura z; corta a esta superficie en hiperbdlas u,(z,y, z;) =
Pzy, donde las asintotas son los ejes de la elipse. Notemos que 8 = b;:;; < 0,
de manera que en el primer y tercer cuadrante del plano T —y, u,(z,y,z1) <0.
Mientras que el segundo y cuarto cuadrantes u,(z,y, 2;) > 0. En las figuras
10.3 y 10.4 vemos esquemadticamente como se deforma la seccién transversal.

Figura 10.3: Seccién transversal eliptica, semiejes a,b. La seccién transversal
estd localizada en z = 2g. Los desplazamientos en el primer y tercer cuadrante
son negativos, v estan indicados con lineas punteadas. Mientras que en el se-
gundo y cuarto cuadrantes son positivos y estan indicados con lineas continuas.

Regresemos ahora a los esfuerzos y usamos la funcion de torsion

oY 2ura?
Op: = MT(E = ) = *‘my. (1039)
o 2utb?
. = — 4| = =z 0.40
Tyz pr(ay + r> 2 1o’ (10.40)

Con estos resultados vamos a calcular la magnitud del esfuerzo cortante

2uTab
b‘2+a2 \/ b4, (10.41)

a partir de vbte rebulta(lo vemos que las curvas de esfuerzo cortante constante son

de la forma * —; + & = D? = constante, que corresponden a elipses centradas
en el origen y con bClIli(‘j(!S dados por @' = a?D, b’ = 2D, de manera que
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Figura 10.4: Seccieén eliptica deformada. Los signos indican el signo del desplaza-
miento.

’ 2 . ya . .
¥ = $z > . Esto significa que la elipse correspondiente al esfuerzo cortante
constante esta mas elongada que la seccidn transversal de la barra, como se

puede ver en la figura 10.5.

Contorno de 1a seccion

L -7 ~ M X
\ \\ ,'/f
N ) ol s
\\\‘ s - 1'1)1;
B
L

Figura 10.5: Perfil de los esfuerzos cortantes.

También podemos ver que en los puntos de la seccion transversal marcados
con A = (0,0"),B = (0,-V") en la figura esta el esfuerzo cortante maximo. Si
tomamos en cuenta que b = b?D = b, tenemos que D = % y el valor maximo
del esfuerzo cortante es

2ura’h

1y = =Ly
mar ”2 + bz

(10.42)
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10.6. Barra de seccion triangular
Consideremos una barra recta formada por un medio homogéneo e isotropo

y la seccion tranversal es triangular. Las dimensiones de la seccion y la forma
de colocar el eje de la barra se especifican en la figura 10.6. El contorno de la

BC:x-a=0

/N

C

il
2 ta

Seccidén Triangular
A =(-2a0)

B =(a¥ 3a)
C=(a~3a)

AB:y?ﬁ(x+2a)

AC:y=—\/l——1(x+2a)

Figura 10.6: Seccion transversal triangular.

seccion transversal corresponde a las ecuaciones siguientes
BC: r—a=0,
1 1
AB: tano=— y=-—=x+b

V3 V3

y pasa por A = (=2a,0)

2a
de manera que b= — V3y— (24 2a) = 0,
q 7 y—( )
AC: V3y+ (r+2a)=0. (10.43)

Con el objeto de satisfacer la condicion de frontera* que debe cumplir la funcién
de esfuerzos. se propone una solucién del tipo y(r, y) = D(\/§y+x+ 2a) (\/f_iy —
x — 2a)(x — a), con D =constante, o bien

x(x.y)=D {J&yz —(r+ 2(1)2} (r —a). (10.44)

'x(z,y) = 0 en el contorno C de la seccién transversal.
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Sustituimos en la ecuacion (10.9) para calcular la constante D,

0%y
i S —4D(z + 2a) — 2D(z — a).
ox?
0%y
=SAS 6D —
a2 6D(x — a),
—4D(x +2a)-2D(r —a)+ 6D(x —a) = —1 —
—12Da = ~-1. — D = —1
12a
T2 2 e
de donde  x(r,y) = SEy 3y° — (¢ + 2a)°|. (10.45)
a
Continuamos con el calculo de la funcion de torsion
Y Jy y
' = 2_ - Z . X
or dy Ty (l(I ) +y
oY 125" 1.,
— =2 —-r=—-— —xz(x+2 = 5 10.46
Dy PR %% [y —x(z+2d)] —x ( )
integramos respecto de x
T
Vie,y) = = (5 —az) +yz + f(y), (10.47)

derivamos respecto de y e igualamos

(3 I A , y T
— =—(=—a)+zx =—-"—+4+ —(x 2a) — x,
dy a (2 a) +z+fy) 2a N Qa(T a) -
de donde
, y? y’ "
SIS = o 10.
Fly)=-5,—Ffy)=- (10.48)
de manera que
1, .
W(x.y) = a(‘hzy -°). (10.49)
El desplazamiento es de la forma
U, = (%(3:172;1/ — 2. (10.50)
que se factoriza como
w, = Giay(ﬁ:c — ) (V3z + ). (10.51)

Esta expresion del desplazamiento es muy importante porque nos permite ver
si hay puntos y/o bien lineas cuyo desplazamiento sea nulo. Vemos que u, = 0
para las tres lineas siguientes

y=0, y=V3r, y=-V3r (10.52)

que corresponden a las alturas del triangulo. In la figura 10.7 se muestra es-
quemadticamente la seccion detformada. Queda al lector calcular la rigidez ante
la torsion.
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| OSPRN

Iz == 3x

' C

I
|
1
i

Figura 10.7: Desplazamientos de la seccion transversal; los signos indican el
signo del desplazamiento correspondiente a cada region y las lineas continuas
(alturas del triangulo) tienen desplazamiento nulo.

10.7. Problemas

1.- A partir de la ecuacion (10.3) diga cuales son las unidades de la funcién de
torsion Y(z. y).

2.- ;Cuadles son las unidades de la funcion de esfuerzos x(z. y) en las ecs. (10.8)7?
3.- Hacer el analisis dimensional del resultado en la ec. (10.30).

4.- Verificar la ecuacion (10.36).

5.- Analizar las dimensiones de las ecuaciones (10.38)-(10.40).

6.- Calcular la rigiddez ante torsion de la barra con seccion transversal trian-
gular.



Capitulo 11

Torsion de barras. Método
Numeérico

En este capitulo trataremos la torsion de barras de seccion transversal arbi-
traria utilizando un método numérico propio para resolver la ecuacion de Pois-
son. Esto significa que resolveremos el problema para la funcién de esfuerzos y
después calcularemos la funcion de torsidon. Para iniciar este trabajo, primero
vamos a introducir algunos elementos generales respecto de las ecuaciones dife-
renciales parciales (EDP) y la forma de escribir las derivadas en forma discreta.
Posteriormente introduciremos un método numérico para ecuaciones elipticas y
lo aplicaremos para encontrar la funcion de esfuerzos.

11.1. Clasificacion de EDP

Iniciamos con la clasificacion de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de
segundo orden. Supongamos que se tiene una EDP de segundo orden escrita en
la forma siguiente:

8% _ 26 0%
A—+B C—+F=0, 11.1
0x? N 0xdy N oy? i (11.1)

donde A(x.y), B(x.y). C(x,y) son funciones de las variables independientes y
F es una funcion de (. y) que también puede contener a las primeras derivadas
de la funcion ¢ multiplicadas por funciones de (x,y). Se dice que la ecuacion
(1L.1) el el punto P(x,y) es de tipo

hiperbdlico, si en el punto P, A(z,y) = B2 — 4AC > 0,
eliptico, si en el punto P,  A(r.y) = B2 —4AC <0, (11.2)
parabolico, si en el punto P,  A(z,y) = B? — 1AC = (.

155
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S(x) J(x + Ax)
i
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Figura 11.1: Pendiente de la funcién f(z).

v la segunda derivada centrada

d*f . fr=2fi-1+ fi-2

=1 o +O(Az), (11.11)
Pf  fiyr —2f1 + fia 2
5= e +O(Az)?. (11.12)

En la figura 11.2 se muestran los puntos que son necesarios para este calculo. Es
muy importante notar que hemos obtenido las aproximaciones mas gruesas para
cada una de las derivadas; sin embargo, es posible tener mejores aproximaciones,
basta con tomar mads términos en el desarrollo en serie de Taylor. Por ejemplo,
para la primera derivada hacia adelante se tiene que

a | _ —fr+2 +4f 141 — 3f;
dr |, 2AT

+ O(Az)?. (11.13)

Esta es una aproximacion de segundo orden y, en contraste con la de primer
orden, vemos que para calcular esta primera derivada hacia adelante necesitamos
la funcion en tres puntos. Siguiendo este procedimiento se pueden obtener apro-
ximaciones para derivadas de orden superior y también aproximaciones mejores.
Cuando se tienen funciones que dependen de dos o mas variables es necesario
ocuparse de las derivadas cruzadas; para ello es necesario considerar una malla
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2
4 = MM(A:) derivada hacia adelante
| (Axy?
NV NN
/N A /N
I 1 12
2
d/ = &M +0(Ax) derivada hacia atras
dd | (Ax)
NV VARV . =
N /N N
-2 I-1 ]
&f _fu-2tf 2 i
2| Zdm Tt T epy derivada centrada
& ‘i STy )
N NN/ .
IN % /N
I-1 1 I+]

Figura 11.2: Segundas derivadas.

como la indicada en la figura 11.3 y calcular las expresiones siguientes

B of of f
frevgs1 = frg+ Ala—z + Ayag + (Az)(Ay) Bzoy
i (Az)2 @*f  (Ay)? @*f

3 3
20 9z2 2 y2 O[(Az)*, (Ay)’]

0 o 92
oy = I - dagh - ayEl v @aapan L
(Ax)Q 92f R (Ay)2 02f . .
AT = T 00 +O[(Az)?, (Ay)?)

(11.14)

fiv10-1=f1J +A:cg—f _ Ayéi _
T

(Ax)2 32}" ) (Ay)2 32f ‘ ‘

+ 21 9z 21 9y? +O[(AJ’)3-(AZJ)3]

. 62
fi—1gv1v= fr,0— Alg—i + Aygi — (Az)(Ay) /

0z0y
(Al')2 32f 1 (Ay)2 a2f ‘ .
T e T 2 dy? +0[(Az)’, (By)°).

92
(da)a)zg

(11.15)
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Figura 11.3: Malla para el cdlculo de derivadas de funciones de dos variables.

de donde obtenemos

O f _ S — freig-r = fiovan 4 fioiuo
0zdy 4(Ax)(Ay)
+0[(Ax)?, (Ay)?). (11.16)

. i . 2 2
Se deja al lector la escritura de las derivadas %4 y g—yé.

11.3. Aplicaciéon al problema de torsion

Primero hacemos un resumen de las ecuaciones que vamos a utilizar en el
problema de la torsién de barras. Vamos a trabajar con la funcion de esfuerzos
x(z,y) que satisface la ecnacion de Poisson

2y 0%x

IX L IX _ . 11.17

a2zt oy (11.17)
con la condicion de frontera

x(z,y) =0 enC, (11.18)

donde C es el contorno de la seccidon transversal de la barra. Las componentes
no triviales del tensor de los esfuerzos son

a ="1T0—X Oz = UT o _.
TGy T T o Y

3% o
Oyz = —Z/I.TE, Pyg E= HT((’)_jl/ + r) (11.19)



11.3. APLICACION 161

Si resolvemos la ecuacion de Poisson para los esfuerzos, posteriormente podemos
encontrar la funcion de torsion sin problema.

Como ejemplo vamos a considerar que la seccion transversal de la barra es
rectangular! y vamos a introducir un método numérico que permita encontrar
una solucién de la ecuacion de Poisson con la condicion de frontera correspon-
diente. Ya vimos que la ecuacion de Poisson es una ecuacion eliptica, entonces
emplearemos un método adecuado para ecnaciones de este tipo. En particular,
veremos el método que se conoce como *PGSM™ por sus siglas en inglés (Point
Gauss Seidel Method).

Para empezar vamos a formar una malla en el plano de la seccion transversal
sin deformar, como se indica en la figura 11.3. El tamano de los intervalos en los
ejes x,y sera Az, Ay y cada nodo de la malla se etiquetara con indices enteros
(I,.J). Escribimos la ecuacion de Poisson en diferencias finitas centradas. lo
cual nos da una aproximacion a orden O(Ax)?, y a la funcién de esfuerzos la
etiquetar¢ como G(I,J). entonces se tiene

1 [, :
TeE {(,(1 +1,.J) = 2G(I..J) + G(I - 1,.1)}+

1
+TagT [G(l, J+1)-2G(I,J)+ G, J - 1)) = (11.20)

para este ejemplo tomaremos Az = Ay y ahora multiplicamos por (Az)?,

G(I+1,J)=2G(I,])+GI-1,J)+G(I,J+1)-
—-2G(I, 1)+ G(I.J-1) = —(Azx)?. (11.21)

que se puede reescribir como

—AGUI, N+ GUI+1,J)+GCG(I —1,J) +G,J + 1)+
+G(I,J-1) = —(Ar)?

G(1,J) =i GUI+1,)+GU —1,J)+
GUI.J+1)+G(I,J—-1)+(Ax)?|. (11.22)

En la ecuacion (11.22) ya tenemos discretizada la ecuacion de Poisson que nos in-
teresa. Notamos que en el segundo miembro de la ec. (11.22) en los dos primeros
términos J =cte, mientras que en los dos segundos términos [ =cte. Ahora bien,
icomo se resuelve esta ecuacion en diferencias finitas ?

Esta ecuacion se resuelve proponiendo un valor de inicio para todos los pun-
tos de la malla, a esta propuesta la llamaremos la iteracion A" = 0. al construir
la iteracion A = 1 los valores dados en &' = () se toman como base. al utilizar
la ecuacidon obtendremos los valores para G(1,.J) en la iteracion K = 1. con

'La solucién de este problema se puede encontrar analiticamente y gueda en forina de una
serie, en la que es dificil analizar las caracteristicas de la deformacidn.
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X @+
% X
(I-LJ,K+1) (1,J,K+1) (1+LJ.X)

X (J-LK+)

Figura 11.4: Puntos de la malla para la ecuacion 11.23.

ellos se continua iterando la ecuacion para construir los valores de G(I,.J) en la
iteracion A = 2 y asf sucesivamente hasta que el error en el valor de G(I..J) es
menor que una cierta cantidad que se fija como criterio para aceptar la solucion.

Vamos a escribir la ecuacion (11.22) poniendo explicitamente el indice de la
iteracion, como se propone en el método numérico PGSM que hemos escogido
para resolver

G(I,J,K+1)= HG(I +1,J,K)+G(I,J+1,A)+
1
+G(I-1,JJK+1)+G(,J—-1,K+ 1)} + Z(AI)2' (11.23)

Esto significa que, para calcular el valor de la funcién en un punto (7. J) de la
malla en la iteracion K + 1, necesitamos los valores en (I,J +1) yen (I +1.J)
de la iteracion A, ademads de los valores en (I —1,J) y (I,J — 1) de la iteracion
K + 1. En la figura 11.4 se indican los valores en cuestion.

El error en la iteracion A + 1 estda dado por la siguiente expresion

E(K) = Z[ABS(G(I,J, K +1)-G(.J,K))|, (11.24)
I,J

donde ABS() significa tomar el valor absoluto de la cantidad encerrada en el
paréntesis.
Es sumamente importante que la condicién de frontera

G(I,J,K)=0, enelcontorno C, (11.25)

se cumpla para todas las iteraciones.
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Figura 11.5: Seccién transversal rectangular.

11.4. Seccion transversal rectangular

La figura 11.5 muestra la seccion transversal en el plano (z,y), junto con
las dimensiones que vamos a considerar. Los lados de la seccion de la barra
miden @ = 20 em y b = 30 cm, tomaremos Ax = Ay = 1 cm, de manera que
necesitamos una malla de 21 x 31 y la ecuacion (11.23) queda en la forma

siguiente

11
GUL LK +1) = 7+ 7 |GU+ LLK) + G +1.K)+

G(I-1,J,K+1)+G(I,J-1.K +1)|, (11.26)

con la condicion

G(I,.J,K)=0, AB:—1=1(0,20); J=0

BC :— =20, J=(0,30)

CD:— I=1(0,20), J=30

DA:—1=0. J=/(0,30). (11.27)
Una vez que el procedimiento satisfaga la condicion dada en la ecuacion (11.24)
tendremos la funcion de esfuerzos. Posteriormente debemos calcular la funcion
de torsion y, para ello, es necesario escribir en términos de diferencias finitas
la relacion entre la funcién de esfuerzos y la funcion de torsion. A partir de las
ecuaciones (11.19) tenemos que

— —2-2 4 11.28
o Dy + v, ( )
%:—2(_)—}—1-. (11.29)
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Integramos la ecuacion (11.28) respecto a x

o
W(z,y) =2 / 0—2 dz +yz + f(y) (11.30)
y derivamos respecto a y

(,)w 22 (,)X dz | +z+ f'(y _2/ dr +z + f'(y), (11.31)
oy Oy

igualando con la ecuacion (11.29)

, [ 9*x , Ox N
2'/ o de+z+ f'(y) = —ZE -, (1 .32)
de donde
"0y JY
"(y) = -2 —= d - 33
y) (_/(')y (:I‘+II‘+01> (11.33)
y se integra respecto a y,
f(y)=—‘2<./(;—;§dz+xy+./ %% (ly). (11.34)
Sustituyendo en la ecuacion (11.30)
O
P(z,y) = —zy — 2 / d_;( dy + cte., (11.35)

tomaremos la constante de intergracion nula. Ahora escribimos esta ecuacion en
forma discreta usando derivadas hacia adelante, con lo cual

F(I,J)=—(-10+ I)(—15+ —zz ( (I+1,J)— 0(1,.1)>

J
(10-I)(=15+J) =2 (G([ +1,J) - G(I.,.I)) (11.36)
J=0

y con esta ecuacion calculamos la funcion de torsion.

El dltimo paso de este procedimiento consiste en codificar las expresiones
que hemos obtenido y graficar a fin de tener una vision clara de la solucion. Se
deja al lector escoger el lenguaje de programacion que prefiera y en este texto
damos unicamente la solucion.

A partir de lo que hemos aprendido con los casos en que hemos resuelto las
ecuaciones en forma analitica, podemos esperar que algunas lineas en la seccion
transversal no cambien de posicion después de la deformacion. Hemos visto que
si la seccion tiene algunas lineas de simetria, éstas se quedan invariantes. En
el caso de la seccion circular cualquier didmetro es una linea de simetria; por



[1.5. PROBLEMAS 165

Figura 11.6: Funcion de esfuerzos para la seccidon transversal rectangular.

lo tanto. la seccion no se deforma. En el caso de la seccion eliptica vimos que
los cjes de la elipse se quedaron sin deformar. Para la seccion triangular las
alturas se quedaron invariantes. En el caso de la seccion rectangular podemos
esperar que los ejes se queden invariantes. En las figuras 11.6 y 11.7 vemos
la solucién numeérica correspondiente y, en el caso de la funcién de torsion,
podemos observar que efectivamente los ejes no cambian de posicién. Alterna-
tivamente, podemos definir una funcién de esfuerzos adimensional y entonces
trabajar el método numérico en términos de variables adimensionales. En este
ejemplo hemos dado los resultados para la funcién de esfuerzos en ¢m?. También
es importante agregar que este problema se puede resolver analiticamente; sin
embargo, su analisis es un tanto rebuscado y por ello hemos escogido este caso

para implementar el método numeérico?.

11.5. Problemas

. i . FY 92 . N
1.- Calcule directamente las expresiones para aproximar # y a—yé en diferencias
finitas. para el orden mas bajo.

2.- ; Cuiles son la unidades de la funcion de torsion en el ejemplo tratado en
este capitulo 7

3.- Haga el c¢6digo para encontrar la solucion numérica del problema y con-
pruebe que las graficas presentadas son correctas.

2Ver el libro de Landau.
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Figura 11.7: Funcién de torsion.
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