
. ' .: ""1#� ;
, ,i. 

©@íl@;@©□@ITD ©�íl ·�. , /l.,,. , ..
� 

--;;..;.. > 
v-";;_ ... 

. INTRODUCCIÓN 

A LA ELASTICIDAD 

Rosa María Velasco Belmont 



El contenido � este libro 
muestra los elementos funda­
mentales en el tratamiento de 
la Elasticidad Cléjsica, campo 
que tiene gran relevancia en 
el estudio de los materiales. 
Desde el punto de vista con­
ceptual y formativo, su estu­
dio permite unificar las 
herramientas matemáticas 
para abordar problemas de 
interés práctico y al mismo 
tiempo se cultiva el desarrollo 
de los métodos matemáticos 
que son comunes a varios 
campos de la física. Está 
diseñado para los alumnos 
de la licenciatura en física, en 
los primeros 8 capítulos se 
trabaja el material esencial. 
Posteriormente se tiene 
material optativo a utilizar 
según las necesidades del 
profesor y los estudiantes. 
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Prólogo 

El objetivo fundamental de este trabajo es el de introducir al lector a los 

conceptos y métodos fundamentales de la Elasticidad. Este campo tiene gran 

relevancia práctica cuando se estudian las propiedades de los materiales y se 

requiere ver, entre otras cosas, su resistencia. Los aspectos prácticos pueden 

constitutir una motivación para su estudio, pero también es interesante notar 

que, desde el punto de vista físico, el estudio de la Elasticidad nos permite 

introducir conceptos que para un estudiante de Física pueden ser muy valiosos, 

por ejemplo el tensor de los esfuerzos, la ley de Hooke, las relaciones dispersión en 

medios c011 simetrías específicas, etc. Otro aspecto que es importante enfatizar 

es el uso de los métodos matemáticos para resolver ecuaciones diferenciales 

parciales, ya que se necesitan las condiciones de frontera para determinar la 

solución. Estas características del material que se presentará permiten que el 

alumno integre conocimientos que ha estudiado en forma seccionada. Es ésta 

una oportunidad para reconocer el campo de aplicación de otras materias y para 

utilizar sus herramientas matemáticas en la solución de problemas específicos. 

Por otra parte, la Elasticidad forma parte de la Física Clásica y en algu­

nas ocasiones se concibe como parte de la Mecánica de Medios Continuos. En 

este trabajo se adoptó un esquema independiente y hemos tratado de enfati­

zar aquellos aspectos que pueden ser de interés especial para un alumno de la 

licenciatura en Física. 

Son muchos los textos existentes en esta materia, sin embargo presentan 

diversas dificultades que van desde una notación anticuada y díficil de captar 

hasta un enfoque sumamente práctico, que deja de lado los aspectos funda­

mentales. Es por ello que hemos considerado el escribir este material con una 

notación unificada, poniendo enfásis en aspectos conceptuales y en los métodos 

matemáticos apropiados. Los ejemplos que se escogieron son los más comunes, 

pues pensamos que el alumno debe conocer los problemas que se presentan con 

mayor frecuencia. Asimismo, los métodos numéricos se introducen con el ob­

jeto de señalar al almnno que hoy en día la mayor parte de los problemas 110 

se pueden resolver con métodos analíticos y entonces se hace necesario conocer 

metodologías alternativas que permitan obtener una solución. 

Es importante considerar que el material corresponde al temario del cur­

so correspondiente en la licenciatura en Física en la Universidad Autónoma 

Metropolitana, esto significa que se pretende cubrir el material en un intervalo 

ele once semanas. A su vez, los requisitos para estudiar este material cubren 
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2 ÍNDICE GE1\'EHAL 

los cursos de l\Iécanica Clásica, Termodinámica, Cálculo Vectorial, Ecuaciones 
Diferenciales y Álgebra Lineal. 

El trabajo está separado eu capítulos cortos y cada uno de ellos cont icnl' 
tanto ejercicios resueltos como probk'mas para realizar t'll uu-;a. En el prinH'r 
capítulo darnos una breve introducción histórica y una bibliografía general para 
utilizar a lo largo dPI trabajo. El segundo capít11lo introduce el ,\.lgcbra te11sori­
al, que se convierte en la hcrrnrnienta de trabajo más importante: en este caso 
es relevante enfatizar que es la primera vez que el ahHHno debe usar esta her­
ramienta y l'S posible que sólo cu este curso tPnga la oportunidad de <'studiar 
la;; bases que permiten desarrollarla. Los capítulos :1 �· J introducelt al tensor dt• 
los esfuerzos y el tensor de deformación, donde hemos considerado únicamente 
deformaciones pequeiias. En el capítulo 5 se discute la ley de Hookc en s11 forma 
más general y tolllando en cuenta la silllctría dl' los medios elá.-;ticos con loes 
que se trabaja. También se introducen los conceptos de la lermodinán1ica de las 
deformaciones. En el capítulo 6 se hace un rcimmen de las ecuaciones bfü;icas. se 
señalan generalizaciones y aspectos relevantes para encontrar lH solución, poste­
riormente se realizan algunas aplicaciones. El capítulo 7 trata los problemas de 
extensión, torsión y flexión en su forma más elemental. El capítulo 8 se dedica 
a estudiar la propagación de ondas en medios isótropos y cu medios con una 
simetría específica. Ahora bien, en un curso introductorio a esta materia. los 
capítulos reseiiados arriba son suficientes para que el alumno tenga una idea 
somera acerca de este campo. Sin embargo, hemos incluido los capítulos 9 y 10 
para retomar problemas que ya se estudiaron en forma elemental -:,· desarrol­
lar métodos más sofisticados. pero que. a su vez. dan mayor información. Por 
último en el capítulo 11 se introduce un método numérico para resolver el prob­
lema ele la torsión en una barra ele sección transversal rectangular. Aunque <'stc 
problema en particular se puede resolver en forma exacta, hcmm, co11sidcrnclo 
instructivo trabajarlo numéricamente a fin de que el alumno pueda em¡wzar a 
familiarizarse con este tipo de métodos. 

Durante el clPsarrollo ele este trabajo he contado con el apoyo de los estu­
diantes que han sido alumnos del curso a lo largo de varios t rimestr<'s en los que 
he tenido la oportunidad ele usar este material. Las figuras las realizó el alumno 
David Enrique Flores Jiménez a quien agradezco Sll dedicación. El programa 
para la solución numérica del último capítulo lo realizó el Dr. Juan R. Varela. 
Asimismo, agradezco a todos los alumnos y colegas que con st1s comentarios han 
ayudado a la realización c]p este trabajo. 



Capítulo 1 

Introducción 

1.1. Antecedentes históricos 

El estudio de la Elasticidad se remonta a la época ele Galileo y son muchos 

los inwstiga<lores que han desarrollado diversas partes ele este campo. En este 
capítub haremos un pequeíio resunwn de antecedentes históricos con la idea de 

provee1 al lector de un recuento rápido acerca ele los <lesarrollos más importantes. 

Paia empezar diremos que la teoría de la Elasticidad se ocupa de estudiar el 

estadode esfuerzos o de desplazamientos que ocurren en un cuerpo sólido, como 
resultalo ele la acción de un sistema de fuerzas que actúan sobre el cuerpo. 

Teüendo esto en mente iniciamos nuestro resumen histórico: 

l. Galileo fué el primero en considerar el comportamiento de sólidos para
e;ludiar su resistencia a la ruptura, pero no tenía una relación entre los

e;fuerzos y los desplazamientos. El problema que él abordó trataba de

ma barra sujeta a una pared y sometida a la acción de una carga en su

e<:tremo libre y su objetivo era ver su resistencia a la ruptura (1638).

2. Hooke (1678) da la relación esfuerzo-deformación, la cual forma la base de

lt teoría de la Elasticidad.

3. Nariotte en 1680 también enuncia la ley de Hooke (aunque de manera

ildependiente) y la aplica al problema de Galileo.

Desde I descubrimiento de la ley de Hooke hasta 1821 en que Navier escribe 
las ectaciones generales de la Elasticidad, los matemáticos interesados en esta 

materit se dedicaron a la solución del problema de Galileo, además estudiaron 

vibracones e11 placas, estabilidad ele columnas y problemas similares. Varias 
persomliclades importantes estudiaron el problema de la flexión de barras, en­

tre ellos podemos mencionar a Bernoulli, Euler, Lagrange, Coulomb quienes 

aclemá, dieron los primeros pasos en el tema ele la estabilidad elástica. Coulomb 
tambim inició C'l C'studio de la torsión de barra:,. El trabajo de Thomas Young 

(Lord 'elvin) marca un pa,;o muy importante en la teoría, ya que considera 
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4 CAPÍTULO l. INTRODUCCIÓN 

esfuerzos cortantes y además introduce el llamado módulo de Young como una 
caracterí,;t ica del material. 

Euler fue quien se ocupó de estudiar el sonido dP campanas consicleránclola,; 
formadas por anillos delgados que se comportan como barra.'i curva,;. La vi­
bración en placa,'i la estudió Germai11 (1 21). A pesar de que una gran parte de 
los resultados co11creto,; obtenidos hasta 1 20 eran incorrecto,;, se habían intro­
ducido conceptos que hasta la fecha se siguen utilizando. avier (1827) fue el 
primero en investigar las ecuaciones generales para el equilibrio y la vibración 
de cuerpos el,ísticos. 

En 1822 Cauchy introdujo la noción de esfuerzos en un punto y de hecho in­
troduce dos constante:,; para especificar la.-, características elásticas de u11 cuerpo. 
Muchos otros personajes han contribuido, sin embargo reco111endan10s al lector 
interesado consultar la literatura corrPspo11die11te [l]. 

1.2. Panorama 

Aún cuando en el prólogo hemos hecho una pequeña reseña ele los temas a 
tratar en el este trabajo, es conveniente tener un panorama un poco más es­
pecífico. En este trabajo iniciamos el estudio ele la Elasticidad repasando las he­
rramientas matemáticas necesarias para el tratamiento adecuado de los tensores 
ele esfuerzos y deformación. Así, en el capítulo 2 se introduce de manera general 
el concepto de un tensor a través de las leyes de transformación, prestando aten­
ción especial a los tensores de segundo orden. Posteriormente se particulariza el 
tratamiento para tensores cartesianos. debido a que sólo se utilizarán este tipo 
de tensores a lo largo del resto de este trabajo. En la última parte se repasan 
las ideas asociadas a la obtención de valores y vectores propios de tensores de 
segundo orden. 

El capítulo 3 trata con el concepto del tensor ele esfuerzos y sus propiedades. 
como esfuerzos principales y esfuerzos corta11tes máximo y mínimo alrededor de 
un punto en el medio continuo. 

En el capítulo 4 se discute el desplazamiento, y los tensores de deformación 
y rotación, asimismo se ilustra su interpretación geométrica. Es de suma im­
portancia enfatizar que el tratamiento de este capítulo sólo contempla el caso 
ele deformaciones pequeñas. A su vez. el capítulo 5 relaciona el tensor de es­
fuerzos con el tensor de deformación a través ele la ley ele Hooke generalizada. 
Se discuten varios casos particulares para medios elásticos con isotropía total 
y con diversas simetrías especificadas de antemano. Esto permite ver cual es el 
número de módulos elásticos independientes para cada tipo de sistema. Por otra 
parte, en este capítulo se introduce la energía libre para las deformaciones y con 
ello tenemos el desarrollo de la termodinámica de la deformación. 

En el capítulo 6 tenemos un resumen del conjunto completo de ecuaciones. 
donde hemos generalizado al caso dinámico para los desplazamientos. También 
se discute la necesidad de tener las condiciones iniciales y de frontera para una 
posible solución. na vez que se han introducido todas las ecuacioncs ele la Elas­
ticidad. cmpezamos rnn las aplicaciones más simples. Para iniciar. en C'I c-apít ulo 
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7 se estudian los problemas más usuales de extensión, flexión y trosión, desde 

un punto de vista elemental. En este caso, ya sean las componentes del tensor 

de e:-,fuerzos o del tensor de deformación. se pueden ronstruir con argumentos 

geométricos sencillos, para entonces obtener una solución aproximada del pro­

blema. En el capítulo 8 se estudia la propagación de ondas en un medio elástico. 

En un primer ejemplo se trabaja con medios isótropos y posteriormente conside­
ramos la propagación en medios con simetría específica, con el fin dC' calcular y 

analizar las relaciones de dispe>rsión correspondientes. 

E11 el capítulo 9 re>tomamos los problemas de extensión, flexión y torsión para 

caso:, bidimensionales a través de la función de Airy. A su vez, esto permite dar 
ejemplos donde el uso de las condiciones de frontera detl'rminan la solución 

detallada del problema. 

El capítulo 10 trata con la torsión de barras de secciones transversales es­

pecíficas, se introducen la funrión de esf1wrzos y la función de torsión del pro­
blema. Por último. rn el capítulo 11 se trabaja la torsión de barras usando un 

método de diferencias finitas para resolver numéricamente en términos de la 
función de esfuerzo:,. 

Es muy importante notar que en este trabajo se introducen los conceptos 

necesarios para manejar problemas en Elasticidad y, a su vez, se estudian las 

herramientas matemáticas necesarias no sólo para trabajar con tensores carte­

sianos, sino también para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. 

1.3. Bibliografía general 

l. A.E.H. Love; A treatise on the Mathematical Theory of Elasticity. Dover

(1944). Libro de consulta clásico pero con una notación muy antigua.

2. l\I. Filonenko-Borodich; Theory of Elasticity, Mir (1968). Cubre todo el

material del curso y mis notas toman muchos aspectos de él, sin embargo

la notación que utiliza es muy antigua y confusa. Para la redacción he

cambiado toda la notación de acuerdo con la notación que se introduce en

el capítulo 2.

3. R.L. Bisplinghoff, J.W. Mar. T.H.H. Pian; Statics of de formable solids,
Dover (1990). El programa del curso está en los capítulos 5 a 7. 

4. P.C. Chou, N.J. Pagano; Elasticity, Dover (1992). El programa está en los

capítulos 1 a 6 sin notación tensorial, ésta la introduce en el capítulo 8 y

en los capítulos 9 y 10 regresa al material anterior, en el capítulo 11 usa

diadas.

5. V.G. Rekach; Manual of the Theory of Elasticity, Mir (1979). Problemas

resueltos.

6. L. Landau, E. Lifchitz, Théorie de l'Elastú:ité, Mir (1967). Libro de con­

sulta clásico, alguuas secciones se asignan cu los problemas del final de 
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capítulo. En este libro se sigue su tratamiento en la ley de Hooke gene­

ralizada, simetrías, termoelasticidad y ondas en medios elásticos. 

7. G .E. :f\Iasse; Theory and Problems of Continuum Mechanics, Schaum ·s

(1970). La parte teórica la trata de manera muy somera y :,e dedica a

problemas resueltos, es muy útil para hacer ejercicios.

8. A.E. Green, W. Zerna; Theoretical Elasticity, Dover (1992). Trata tres

temas que sería interesante incluir quizá en un curso posterior al básico,

para los alumnos interesados. Estos son: Deformaciones elásticas finita.-;.

métodos de variable compleja para problemas bidimensionales y cascarones.

9. l.S. Sokolnikoff; Mathematical Theory of Elasticity, Me Graw ITill (1956).

Libro de consulta clásico.

10. Yu A. Amenzade; Theory of Elasticity, :Mir (1979).

11. J.E. Marsden, T .J.R. Hughes; Mathematical Fottndations of Ela8firity,
Dover (1993). Texto avanzado.

12. G. Arfken; Mathematical Methods far Physicists. Academic Press (1970).

13. B. Spain; Tensor Calculus, Oliver and Boycl (1965).

14. W. H. Press, S. A. Teukolsky. W. T. Vetterling, B. P. Flannery; Numcrical
flecipes: The Art of Scientific Computing, Cambridge (1992).



Capítulo 2 

Cálculo Tensorial. 

2.1. Aspectos generales 

El cálculo tensorial tiene como objetivo principal encontrar relacioues que 
se mantienen invariantes cuando se efectúa una transformación del sistema de 
coordenadas. De manera un poco más general se puede decir que su objeti­
vo consiste en encontrar cuáles son las leyes de transformación de los objetos 
matemáticos definidos en el espacio, es por ello que se utiliza en varias ramas 
de la física teórica. Para los propósitos de este libro sólo se necesita trabajar en 
un espacio ele 3-dimensiones; la generalización a N-dimensiones es inmediata y 
no nos ocuparemos de ella. 

Sean .:r 1 , x2, x3 las coordenadas de un punto en el espacio ele 3-dimensiones.
Los puntos correspondientes a todos los valores posibles ele las coordenadas 
forman el espacio 3-dimensional. 

Se considera ahora una transformación en dicho espacio, de tal manera que 

(2.1) 

donde las funciones </>i son univaluadas, continuas y definen un nuevo sistema ele 
coordenadas .i: 1

, i:2
. i:3

, además las funciones </>i son independientes. Se requiere 
también que la transformación tenga inverso, y la condición necesaria y suficiente 
para que ello ocurra es que el Jacobiano de la trasnformación no se anule, es 
decir 

J= 

ax' 
ax' 
c,-2 ux 
ax' 
ax3 

ax' 
&xi 
,:,-2 
u.r 

ar2 

ai:3 

ax2 

ax' 

ªi:

2 

= 1 ªi:' I ...J. ºDx3 ax1 r ' 
D-3 

X 

axJ 

(2.2) 

si se cumple la ecuación (2.2) podemos estar seguros de que se puede escribir, 

(2.3) 

A contilluación se usaráu alg1mc1s definiciones que nos serán útiles para tra­
bajar, a reserva de que más aclclantc se justifiquen apropiadanwute algunas de 
sus propiedades. 
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8 CAPÍTULO 2. TENSORES 

2.1.1. Convención de suma 

Los índices latinos toman valores i = 1, 2, 3 y, si un índice está repetido en 

un término dentro de una expresión matemática, ésto indica que hay una suma 

sobre todos valores de dicho índice. Como ejemplo tomemos la expresión 

i=3 

a
i
xi = ¿ ai

xi = a
1 
.r: 1 + a

2
x2 + a

3
x3 

i=l 

(2.4) 

Un índice repetido se llama índice muelo y puede reemplazarse por cualquier 

otro, esto e8 

(2.5) 

2.1.2. Delta de Kronecker 

Se define la delta de Kronecker como un objeto matemático que tiene las 

propiedades siguientes: 

bj = 1,

ók = 0 
J ' 

de manera inmediata vemos que: 

j=k 

j "f' k 

ya que las coordenadas son independientes, también 

Ejemplos 

Ejercicios con la delta de Kronecker y la convención de suma 

3. Mostrar que:

esta última expresión se obtiene haciendo uso de la regla de la cadena. 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 
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2.2. Vectores contravariantes 

Se dice que un conjunto de 3 funciones A' de las coordenadas 1·' son las 
componentes de un vector contravariante si, al efectuar una transformación del 
sistema de coordenadas. las funciones A' se transforman de acuerdo con la regla 
siguiente: 

i = 1,2,3. (2.9) 

Como ejemplo se calcula la diferencial di' y vc11Jos que 

di' 
= Bx

' 
dJ.·1 

8.rJ 
(2.10) 

y de inmediato notamos que dJ:, forman las coI11ponentes de un vector con­
travariante. (Vector tangente a una curva). 

2.3. Vectores covariantes 

Un conjunto de 3 funciones A , de las coordenadas x' son las componentes 
de un vector covariante si, al efectuar una transformación de coordenadas, se 
transforman de acuerdo con la regla siguiente: 

- axJ 
A, = 

8
_ AJ , i = 1.2,3 
:e' 

(2.11) 

un ejemplo de este tipo de vector lo da el gradiente de una función escalar f,

ya que 

(2.12) 

Utilizando las propiedades de la delta de Kronecker, las ecuaciones anteriores 
pueden invertirse. por ejemplo si tomamos la ecuación (2.9) y la multiplica11Jos 
por t;� y sumamos sobre i, tenernos 

8xk 
A' = üxk ai'

A
J = c5k

A
J = 

A
k

oi' ax' fü·J 1 

En resumen. para un vector contravariante tenemos que: 

(2.13) 

(2.14) 

A su vez. para un vector covariante multiplicamos la ecuación (2.11) por� 
y sumamos sobre i, 

oi' - Di·' Eh-1 

jC} k A; = nk· -a- AJ = c5{Aj = Ak 
u1· u.l' .r

' 

con esto se tiene como resumen: 

(2.15) 

(2.16) 

Las transformaciones de vectores contravariantes ,v covariantes forman grupo. 
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2.3.1. Invariantes 

Es posible que existan funciones de las coordenadas que ante una transfor­
mación permanezcan invariantes I = J y se llaman escalares. Algunos ejemplos 
son: 

Sean A' y B, las componentes de un vector contravariante y uno covariante 
rcspeetivamellte, la cantidad A' B; que se conoce como producto escalar es un 
invariante'. Para cle111ostrar esta afirmación hacemos lo siguiente 

Jli ¡j = oP Aj ax
k 

B. = oi·' 
ox

k 
AJ B = bk Aj B = A1 B ·

l oxJ í:Ji' k oxJ ax' k J k J (2.17) 

es ctecir que, al sustituir las reglas de transformación, se obtiene: 

2.4. 

A2 B2 = Ai B, ====} queda invariante====} es un escalar 

Tensores de segundo orden 

(2.18) 

Si se tienen 32 (N2 para un espacio N-dimensional) funciones Aij que, ante 
una transformación de las coordenadas, se transforman de acuerdo con la regla: 

!:}-i !:l-j 

A-iJ = �_'.:::'..__ A
kl

oxk axl 
(2.19) 

se dice que forman las componentes de un tensor contravariante de segundo 
orden. De manera similar, Aij forman las componentes de un tensor covariante 
de segundo orden si se transforman de acuerdo con: 

OX
k 

OX
1 

A:]. = - -- -Akl • 
f)xi f)xí 

(2.20) 

Para tensores de segundo orden también es posible definir un tensor mixto, en 
este caso la regla de transformación es: 

3-i O l
,,:¡_; = _.::._� A

k (2.21) J oxk f)j;j l 
Notemos que la delta de Kronecker, que se introdujo en la ec. (2.6), es un tensor 
mixto de segundo orden, para mostrarlo se usan las reglas de transformación, si 
A7 = bf se tiene que 

!:>-i !:> l !:>-i !:> k 
,4i = � �ók = � � = Ji = Ji (2.22) 

J oxk f)j;J l oxk f)j;J 1 1 

Es decir, la delta de Kronecker es un tensor mixto de segundo orden y además 
en cualquier sistema de coordenadas sigue formando una delta. Dadas las reglas 
de transformación, vemos que es posible construir tensores de orden superior en 
la forma 

(2.23) 

de manera que Á" 1:'2 ... u, es un te11sor de orden s + p mixto contravariante en s T¡ 12 ... 1 p 

índices y covariante en p índices. 
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2.4.1. Propiedades de simetría en tensores de segundo or­

den 

El orden en que se colocan los índices de un tensor es importante, ya que de­
pe11de ele las propiedades del tensor el que dichos índices puedan o no intercarn­
biarnc>. Un tensor de segundo orden es simétrico si AiJ = A1"' y es antisimétrico 
cuando AiJ = -AJ'. Vamos a demostrar que las propiedades <le simetría se 
preservan al efectuar una transformación del sistema de coordenadas 

(2.24) 

Lo mismo sucede para un tensor covariante en los dos índices. Usuallllente no 
se pueden definir propiedades de simetría para tensores mixtos, sin embargo 
la delta de I<ronecker si es un tensor simétrico respecto de sus índices. En el 
raso de tensores de segundo orden el número máximo de componentes diferentes 
es: ½N(N + 1) para un tensor simétrico en N-dimensiones y ½N(N - 1) para 
1111 tensor antisimétrico. Si un tensor está definido para todos los puntos de una 
cmva. una región o para todo el espacio, se dice que se tiene un campo tensorial. 

Ejercicio 

A,1 es un tem;or antisimétrico, probar que se cumple la relación siguiente: 

Solución: La antisimetría nos dice que Aik = -Aki . 

(b;bt + bfbj)Aik = ó;Ail 
+ biAij =

= Ajl + A1j = Ajl - Ajl = o.

(2.25) 

En el primer paso se realizó la suma sobre el índice k y se tomó en cuenta la ec. 
(2.8). Posteriormente se realizó la suma sobre el índice i y al final se utilizó la 
propiedad de antisimetría del tensor. 

2.5. Operaciones con tensores 

A continuación se definen algunas de las operaciones que pueden realizarse 
con los tensores. 

2.5.1. Adición 

Una combinación lineal de tensores del mismo tipo y orde11 multiplicados 
por escalarc>s es un tensor del mismo orden y tipo. Si A�k ' Bj k son dos tensores 
mixtos contravariantes de primer orden y covariantes de segundo orden y ,\ y ¡1 
son escalares. entonces el tensor formarlo por: 

(2.26) 
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también es un tensor del mismo orden y tipo. Esto puede hacerse con cualquier 
tipo de tensor siempre y cuando todos los términos sea11 del mismo tipo y 
orden. Como caso especial de esta operación vemos que al utilizar la ecuación 
(2.26) y las propiedades de simetría, podemos decir que un tensor covariante o 
contravariante de segundo orden se escribe como una combinación de un tensor 
simétrico y uno antisimétrico, es decir 

(2.27) 

donde el primer sumando es un tensor simétrico y el segundo es a11tisimétrico. 

2.5.2. Producto externo 

Se tienen dos tensores A:f.�, y B;
p

, con ellos se puede formar el producto 
externo de la manera siguiente: 

Cijkr - Aijk sr 
mnqp - rnn qp (2.28) 

que es un tensor cuyo orden es la suma de los ordenes ele los tensores factores y 
el tipo (o caracter) de sus índices se toma de acuerdo con el tipo ele los tensores 
factores. Para el ejemplo escrito en la ecuación (2.28) el primer factor es un 
tensor de orden 5 con tres índices contravariantes y dos covariantes; el segundo 
factor es un tensor de tercer orden con un índice contravariante y dos covariantes. 
El producto es un tensor de orden 8 con cuatro índices contravariantes y cuatro 
covariantes. Para demostrar que efectivamente el tensor producto cumple con 
estas características, se utilizan las reglas ele transformación correspondientes. 

2.5.3. Contracción 

Se tiene un tensor mixto cualquiera A;;,,,,, la contracción se forma tornando 
la suma sobre un par de índices, uno contravariante y uno covariante, A;;

nJ 

es un tensor de dos ordenes menos que el original. Debemos notar que con el 
tensor que hemos dado también se pueden formar las contracciones A;¡

j
. Ag 1 • 

etc. Cada uno de estos tensores corresponde a una contracción de los factores y 
son tensores diferentes. Vamos a tomar un caso y demostrar que efectivamente 
el tensor resultado de una contracción es un tensor de orden menor. Para ello 
se escribe la ley de transformación del tensor original 

- t OX8 OXt OX1 8:rm fJx" i
J 

A;qr = EJxi oxJ oiP [)j-Q axr Alrnn.

Ahora vamos a tomar la contracción tomando r = t y sumando sobre t, 

pero sabernos que 

- OXs OX1 OX1 OXm OX11 
· 

Ast - . 
A'J 

pqt - OXi oxJ f);j;P OXq E)j;l lmn' 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 
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con lo cual 

(2.32) 

El tensor que ha resultado de la contracción obedece una ley de transformación 
que corrcspoucle a Ull teusur <los ordenes menor. En general, si se tiene un tensor 
mixto de orden r, la contracción es un tensor de orden 1· - 2. El tensor que nos 
ha resultado <le la contracción con la que se ha ejemplificado esta operación 
todavía puede· contraerse, llamemos Cim al tensor resultante y lo contraemos 
una vez más haciendo i = m y sumando sobre i, aplicando el mismo método 
vemos que: 

(2.33) 

�s la ley ck transformación. ahora contra.Pmos hlli'iendo <¡ = s y sumando. 

(2.34) 

,va que 

(2.35) 

La ecuación (2.34) nos muestra que el tensor resultante de la nueva contracción 
se transforma como un tensor de primer orden covariante. Esto significa que, 
después de dos contracciones, el tensor de orden 5 se ha reducido a un tensor de 
orden uno. Éste ya no puede contraerse, puesto que para efectuar la contracción 
necesitamos al menos un tensor mixto de segundo orden. Si el tensor que se 
contrae es de orden par es posible llegar por medio de contracciones hasta un 
escalar (tensor de orden cero). Por ejemplo, c5I = 3 es un escalar que se ha 
formado al contraer una vez el tensor mixto ó} (ver el ejercicio 1). Ciertamente, 
la forma en que hemos escogido hacer la contracción no es única: a partir del

Aij d e 1 . . AiJ AiJ AiJ A'J tensor l mn se pue en 1ormar os tensores s1gu1entes: lmj, ljn , jmn, l m,,
Ai1 A'1 f d 1 . ' lin ' imn' etc, e ectuan o una so a contracc1on.

2.5.4. Producto interno 

El producto interno resulta de combinar una multiplicación o producto ex­
terno con una contracción. Se tienen dos tensores A�, B�,ins ; al multiplicarlos 
externamente se tiene C�;�ns = A� B�ns · Si ahora efectuamos una contracción 
de un índice del tensor A� con uno del tensor B�ins, se forma un tensor de 
menor orden que se llama producto interno; existen varias opciones: 

A'1 B 1 A'1 B1 Ai1 B 1 

k mnj' k mjs > k jns > A']Bk 
k mns> etc. 

También pueden hacerse dos contracciones, por ejemplo: 

A']B
l 

Ai1B1 

k ÍJS, k HU]' A'] Bk
k mnJ' etc. 

(2.36) 

(2.37) 
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Si el número de índices contravariantes y covariantes es el mismo, se puede 
formar un escalar al efectuar el número necesario de contracciones. Dos índices 
del mismo tipo no pneden contraerse, ya que en este caso el resultado no sería 
necesariamente 1111 teusor. 

2.6. Ley del cociente 

Escenrialmente establece un criterio mecliantP el cual podemos ver si 1111 

conjunto de funciones forman las componentes de 11n tensor. Ésto puede hacer­
se directamente 11sando las reglas de transformación, pero no siempre resulta 
práctico. Vcarnos c¡né nos dice la ley del cociente: Si se tienen NP (N dimensiones 
del espacio en el cual se está trabajando) funciones de las xi , éstas formarán 
las componentes de 1111 tensor de orden p si el producto interno de ellas por 
un tensor arbitrario cs un tensor. Para ejemplificar consideramos N3 funciones 
AiJ!.· y queremos ver si forman las componentes de un tensor, de acuerdo con la 
ley del cociente si se cumple que 

(2.38) 

donde Ckp c's un tensor del orden indicado y B;y es un tensor arbitrario, entonces 
efectivamente A i .ik C's 1111 tensor de tercer orden contravariante. 

Vamos a mostrarlo: 
En el sistema transformado tendremos que 

.,4.iJkfJP = {;kp 
'] 

' (2.39) 

ahora sustituimos las reglas de transformación de los tensores conocidos, con el 
objeto de investigar cuáles son las reglas de transformación de las cantidades 
AiJk_ 

- éJxP fJxl 8J.·"'
BP = -·-- -. - -. Bq l] üxq ai:' f)j-1 lm 

,:i-k ,:i-p {;kp = ��
C

rs 
O.'"Cr fJxs 

Se sustituye en la ecuación (2.39) y se iguala a cero 
,:i-p ,:i l ,:i m ,:i-.k ,::,-p 

_A'Jk���Bq - ��AijrBs = O. 
f):rq oi' [}j;J lm éJxr éJxs tJ 

(2.40) 

(2.41) 

En el último término se cambian los índices mudos s - q, i - l y j - m, de 
manera que 

,1�.p ,:i l ,:i m ,:i-k ,:i-p 
.,4.iJk���Bq _ ��Almr3q = O. 

Dxq ai' [)j;J ln, Üx 1
· fJxC/ lm 

Ahora se factoriza la cantidad �!; B¡
m 

_u_ jjiJk _u ___ u __ - _u_Almr Bq = O. 
"'x-·P [ "'xl "'x·m "'x"·k l 
é)i;C/ OX' f)j;J fJxr lm 

(2.42) 

(2.43) 
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:\1ultiplicamos por �t: y sumamos sobre p 

_J_� ,4'.1'"�� - �A lmr B" = Ü. 
D.n ,i-¡, 

[ 
n .l n ,m a~. k 

l 
éJiP D.r'I Di' Ü.i:J 8.r,. lm 

Nos darnos Cll<'llt a de que: i;� %�: = b�' y sumamos sobre q 

[ D .I ,� .111 .4 •J k _._1 _u._.1 -. 

fü:1 üi.J 
Di·

'" 
A 1""] B" = O . éh·'· lm 
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(2.44) 

(2.45) 

Ahora bien. como el tensor B¡;11 es completamenle arbitrario, la ecuación sola-
111eutc se satisface si el paréntesis Ps n11lo 

11111ltiplicamos por el producto � J;,':, y sumamos sobre los índices/, m 

üi•' 8:r 1 _ n éJ.i:" Dx'" _ rP ¡ P<'rü a-;:r üi• - u, Y ox"' ax, - u1 , < e manera que 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

E11 el prirner miembro sumamos sobre los índices i, j, con lo cual obtenemm; 

(2.49) 

que es la regla de transformación ele un tensor de tercer orden contravariante 
Pn todos sus índices. 

2.7. El tensor fundamental 

Si se consideran 2 puntos vecinos en el espacio P(x') y Q(:r' + d.r'). la 
distancia ds <'ntre ellos está definida por 

(2.50) 

doude g,1 son funcimws ele las x' con la condición de que g = l9iJ 1 -::/ O. Además
( ds )'2 es 1111 invariante y ele acuerdo con la ley del cociente aplicada a la ecuación 
(2.50) tc't1Clría111os que (ds)2 es un tensor de orden cero y cl:r'd:i·1 forma 11n tensor 
co11t ravariant<' ele orden 2, por lo cual u,1 es 1u1 tensor covariante de !:iegundo
orden. sirn{,t rico y se' llama tensor f11ndame11Lal del espacio; la forma c11adrát ica 
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de la ecuación (2.50) se llama métrica. Para el caso del espacio euclideano tridi­
mensional se tiene 

(2.51) 

de donde obtenemos que las componentes del tensor fundamental g;j son g 11 = 

g22 = g33 = 1 y % = O para i -/- j.

La teoría de los tensores puede elaborarse aún más de lo que hemos hecho en 
esta introducción, pero para el objetivo de este libro introductorio de Elasticidad 
no es necesario y entonces comenzaremos a particularizar nuestro tratamiento. 

2.8. Tensores cartesianos 

En primer lugar se limita el tipo de transformaciones que pueden efectuarse 
en el sistema de coordenadas al caso de transformaciones ortogonales, que están 
definidas por las ecuaciones siguientes: 

(2.52) 

donde las cantidades a� y bi son constantes, que no necesariamente forman 
tensores y satisfacen la relación siguiente: 

(2.53) 

A continuación se demostrará que para este tipo de transformaciones las com­
ponentes contravariantes y covariantes de un tensor coinciden. Para mostrarlo 
es necesario usar la transformación inversa de (2.52); con el objeto de construirla 
se toma la ec.(2.52), se multiplica por at y se suma sobre el índice i, 

(2.54) 

de manera que 
(2.55) 

de donde resulta 
(2.56) 

a partir de la transformación directa dada en la ecuación (2.52) se calcula 

y de la transformación inversa (2.56), tenemos 

si ahora se cambian los índices j --> i y r --> j, se obtiene que 

fJxJ 

fü;i 
= aj por lo cual

fJxJ &xi 

fü;i = 

8xJ 
= 

ªj· 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 
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Esta ecuacwn dice que las leyes de transformación contravariantes y covari­
antes coinciden, de manera que si se usan transformaciones ortogonales no tiene 
sentido distinguir componentes contravariantes y covariantes. De ahora en ade­
lante sólo consideraremos este tipo de transformaciones y, por lo tanto, ya no 
haremos la distinción entre componentes contravariantes y covariantes. Cuando 
ésto sucede se dice que los tensores son "Tensores Cartesianos". En este caso 
las ecuaciones de transformación del sistema de coordenadas se pueden escribir 
corno sigue: 

(2.60) 

La transformación (2.60) se puede ver como dos transformaciones, una en la 
que i, = x; + b; y entonces b;. corresponde a una traslación. Por otra parte, la 
Lransformación .r; = a;jXj sujeta a las condiciones ai1a;k = 5

1
k nos permiLe dis­

tinguir dos opciones descritas por ia;
1

1 = ±1 1
. Éstas corresponden a rotaciones 

e inversiones, cuando el determinante es positivo la transformación es propia 
y cuando es negativo es impropia; en este caso la ley de transformación de los 
tensorres se acompaña del valor del determinante. 

Los tensores cartesianos pueden representarse de manera matricial, esto hace 
que el trabajar con ellos se facilite con el uso del Álgebra Lineal. Tomemos el caso 
de tensores cartesianos de segundo orden en el espacio 3-dimensional, entonces 
las nueve componentes del tensor se representan por una matriz 3 x 3 donde 
las componentes Aij del tensor pasan a ser las componentes de la matriz que 
etiquetaremos como A- A su vez, para los tensores de primer orden (vectores) se 
puede usar la notación vectorial que es bien conocida. Tomando esto en cuenta, 
ahora pueden escribirse las reglas de transformación correspondientes a vectores 
cartesianos en la forma 

x' = A • x o bien x; = A;1 x;, (2.61) 

y para los tensores cartesianos de segundo orden se tiene que 

(2.62) 

donde AL corresponden a los elementos de la matriz transpuesta de A-

2.9. Tensores de permutación 

Para un espacio tridimensional y tensores cartesianos es conveniente definir 
el tensor rle permutación como sigue: 

los valores de ijk son una permutación par de 123 

los valores de ijk son una permutación impar de 123 (2.63) 

en cualquier otro caso. 

1 la notación la,J I significa tomar el determinante de la matriz cuyos elementos son los a;1 
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de acuerdo con esta definición tenemos que: 

f¡23 = E23¡ = f3¡2 = 1,

fJ32 = E321 = E213 = -1, 

todos los demás elementos se anulan. (2.64) 

Usando las reglas de transformación es posible demostrar que las componentes 
de Eijk forman un tensor de tercer orden y debemos notar que es completamente 
antisirnétrico, ya que cualquier intercaltlbio de dos de sus íudices causa un cam­
bio ele signo. Utilizando este tensor pueden reescribirse varias de las expresioues 
conocidas en el cálculo vectorial, por ejemplo 

(2.65) 

notemos quP e, resulta de contraer dos veces el tensor f;Jk co11 el producto 
extPrno aJbk d<' los vPctores aj y bk . También 

(2.66) 

donde tenemos 3 contracciones del tensor Eijk con el producto externo del tensor 
a Jb.-c;. para formar el escalar >.. Queda al lector verificar explícitamente que 
estas relaciones son válidas. 

2.10. Valores y direcciones principales 

Consideraremos tensores simétricos de segundo orde11 en u11 espacio tridi­
mensional. Sea T,1 un tensor simétrico de segundo orden y sea ni un vector
unitario, si sucede que 

(2.67) 

entonces n; es una dirección principal de Tij y corresponde al valor principal >.. 
Un tensor de segundo orden en un espacio tridimensional tiene tres direcciones 
principales asociadas a tres valores principales, que en algunos casos pueden ser 
iguales. La ecuación que define a las direcciones principales puede escribirse en 
la forma siguiente 

(2.68) 

Para que esta ecuación tenga solución no trivial necesitamos que el determinante 
del sistema se anule, determina11do con ello a los valores principales, es decir 

(2.69) 

vamos a desarrollar el determinante usando el resultado de los ejercicios; primero 
se escribe el determinante como una contracción triple de Eijk con A 1;A21A3k , 

(2.70) 
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y ahora se aplica esta expresión al cálculo <le la ec. (2.70), entonce¡, 

dct(T,J - >.ó,1) = E,jk(Ti, - .Xó1,)(T21 - .>.ó21)(T3k - AÓ3k) =

= f,1k(T1z - .>.61,) (T21T31; - >-T21Ó3k - .>.ó21T3k + >.
2

821Ó3k) =

- t,1k [T1;T21T3k->.(T1,T2Jó3k + Tlió21T31-.: + ó1iT21T31-.:)+ 

19 

2 ( ) :¡ ] +>. T¡;ó21Ó3k + óliT2JÓ3k + ó1,ó21T3k - A ó1,;Ó2jÓ3k , (2.71) 

agrupamos en potencias de >. 

= E,Jk [1\,T21T3k->.(T1¡T21Ó3k + T1,ó2JT31-.: + Ó¡;T2JT3k) 

>.2 (T1,ó21Ó3k --t- ó1,T2JÓ3k+ 

ó1,ó21T3k) - .>.3ólió21ó3k], 

Desarrollamos las sumas indicadas por los índices repetidos y obtenemos: 

= del(Ti1) - >.[Eij3T1iT21+Ei2kT1;T3k + E1jkT21T3k] 

+>.2 
[E;23T1i+E1j3T2j + E121-.:T3k] - .>.

3 . 

(2. 72) 

Notar que el térmiuo en >.3 queda multiplicado por el determinante de un tensor 
unidad, entonces 

= det(T;1) - >.[1:113TuT21+E213T12T2j + Ei21T1;T31 

+t:;23T]iT33 + €1j2T2jT32 + E1j3T2jT33+] 

+,\2 [Tu + T22 + T33] - >-3 

además en estas expresiones sólo se han escrito los términos que no se anulan 

= det(T;1) - >.[TuT22 - T12T21 - T13T31 + TuT33 - T23T32+ 

En resumen tenemos 

T22T33] + >.2Tr(T;1)] - >.3 , (2.73) 

donde Tr ( T;1) = T11 + T22 + T33 es la traza del tensor, que está definida como
la suma de los elementos diagonales. Las cantidades 

1 1 = Tr(T;1) 

12 = T,;TJJ - T,JTJ; i =/ j 

!3 = clet(T,1 ).

(2.75) 

(2. 76) 

(2,77) 
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son cantidades escalares, invariantes ante transformaciones y He llaman "Invari­
antes del tensor Tij ., . Esto significa que la. ecuación que determina los va.lores 
propios del tensor se puede escribir en términos de sus invariantes 

(2.78) 

De esta manera vemos que los valores principales, soluciones de la ec. (2.78). H0n 
combinaciones de los invariantes del tensor. La solución de esta ecuación nos da 
los tres valores propios y además, usando la ec. (2.68), podemos encontrar las 
direcciones principales. 

Ahora bien, una vez que se han encontrado los valores principales CH posi­
ble, mediante una transformación ortogonal, escribir al tensor en una repre­
sentación diagonal, donde sus elementos diagonales son precisamente los valores 
principales, de manera que 

(2.79) 

donde T indica al tensor T;1 escrito en su forma diagonal.2 Debido a que cada 
una de las raíces A satisfacen la ec.(2.78), el tensor en su forma diagonal satisface 
la ecuación 

(2.80) 

donde I es el tensor unidad y la ecuación (2.80) se conoce como "Ecuación de 
Hamilton-Cayley". La ecuación de Hamilton-Cayley nos permite escribir T3 = 
Ji T2 

- hT + I3I, es decir, la tercer potencia del tensor en su forma diagonal 
es una combinación de T2

, T y el tensor unidad I. Si ahora se multiplica la 
ecuación (2.80) por T tenemos 

T4 
- [ ¡ T3 

+ h T2 
- h T = o

y sustituyendo T3
, 

T4 
- Ii(I1T2 

- I2T + l3I) + I2T2 -hT = O, 
nos queda

T4 = (I¡ - h)T2 
+ (-lih + l3)T + fil3I. (2.81) 

La ec. (2.81) nos indica que la cuarta potencia del tensor en forma diagonal 
también queda escrita en términos de T2 , T e  I. Cuando esto se hace repetidas 
veces vemos que cualquier potencia positiva de T se puede expresar en términos 
de T2

, T, I y los invariantes del tensor Tij · 

2.11. Problemas 

1.- A partir del análisis del comportamiento de un tensor de segundo orden ante 
rotaciones de� y 7í alrededor de los ejes coordenados, mostrar que un te11sor 

2 A partir de este punto usaremos esta notación para indicar un tensor escrito c11 forma 

diagonal. 
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"isótropo" de segundo orden debe ser un múltiplo del tensor Óij .

2.- Demostrar que las propiedades de simetría de un tensor covariante de se­
gundo orden se preservan al efectuar una transfo:mación _ del sistema de
coordenadas, es decir que si AiJ = ±AJ ; entonces A,j = ±AJi · 

3.- Utilizando lru:; regla::; de transformación de los tensores demuestre que en la
ce. (2.26) c;k es un tensor coutravariante en 'Í y covariante en j, k.

4.- l\Iostrar que el tensor producto externo de los tensores ALk con Bi; c¡J
kp

forma un tensor con dos índices contravariantes y 4 covariantes.

5.- Demuestre que la contracción Ai]);,
1 

del tensor AfTkt es un tensor de orden 4
con 3 índices covariantcs y un índice contravariante.

6.- DPmucstrP que la contracció11 A:�% <le! leHsor A�7r' t>S un Pscalar.

7.- La ecuación KiJ AJk 
= Bik ocurre para dos tensores de segundo orden, A;1

y B,k arbitrarios. Mostrar que K,
1 

también es un tensor de segundo orden
(Ver sección 2.G).

8.- Mostrar que un arreglo cuadrado antisimétrico de la forma:

9.-

( -�, 
C3
o 

C2 -C1

-C,) ( O 
C1 = -C12
O -C13

define al pseudovector ci = ½Eijkcjk·

C12 -C,a)
o C23

-C23 o 

Encontrar los valores propios de las matrices siguientes:

(� 
o 

�) A= 1 

o 

G
1 

D e� o 
o 

�) B= o 1 

1 v'2 

10.- Calcular V· T. para el tensor T.= � ( l + �), donde les un tensor unidad,

r el vector de posición y r su magnitud. La divergencia del campo tensorial
T_ es un operador que se escribe como: ar,, el tensor T · = .!. (J · + x,�1) yax J ' tJ r tJ . r-

por último r2 
= Xi.e,. 

11.- Para el tensor
T = (1 2)
-

2 3 

encuentre T.' en un sistema rotado j con respecto al eje :r.
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12.- Para un tensor T._ arbitrario. demostrar que Tr(T._2 ) y Tr(T._3 ) son combina­
ciones de los invariantes I i , I2, h de T._. 



Capítulo 3 

Análisis de los Esfuerzos 

t'.11 Chtc capítulo i11iciaremoh propiamente el e1itudio ele> la E\ai,ticicla.d. caractc­

riza11do los p]e111eutos con los c11ales se va a describir el comportanüento de un 

medio continuo. 

3.1. El Vector de esfuerzos 

En Elasticidad los sistemas que se estudian son macroscópicos y están for­

mados por moléculas. es decir por elementos discretos. Sin embargo. los detalles 

cl0l comportamiento de estos elementos discretos no interesan en la descripción 

fenomenológica que vamos a realizar y entonces consideramos los sistemas co­

mo medios continuos. Esto signifirn que al hablar de un punto en el sistema de 

hecho estamos r0firiéndonos a u11 elemento ele volumen ó de área. según el caso. 

que es grande comparado con el tamaño de las molécnlas y pequeño desde el 

punto ele Yista macroscópico. 

Para cornenzar vamos a estudiar la Est1-í.tica. es decir las condiciones de equi­

librio de un cuerpo o sistema de cuerpos. Consideramos que entre los elementos 

de un medio continuo están presentes las fuerzas internas; ahora bien, por la 

tercera ley de Newton, si el cuerpo está en equilibrio tocias las fuerzas internas 

se equilibran. Las fuerzas internas representau la interacción entre moléculas del 

cuerpo y de hecho aseguran la existencia ele! cuerpo como tal. además tarnbién 

están presentes cuando no hay fuerzas externa;; actuando sobre el sistema. Ba­

jo la acción de fuerzas externas el cnerpo se deforma y ello da lugar a fuerzas 

internas adicionales. 

La Estática trabaja con fuerzas externa;; aplicadas a un cuerpo y entonces 

varnos a co11vert ir las fuerzas interna;; en cxtcrua;;. Para ello vamos a imaginar 

un cuerpo cortado en dos partes. una ele las cuales (B) se separa del resto (A): 

cuando lo !meemos las fuerzas interna;; q11ecla11 clesbalanceadas. de umnern que 

si querernos recuperar el 0quilil.Jrio clclJC'lllOS aplicar una fuerza C'XtC'rna igual a 

la suma ck tocias lss fuerzas que c¡ueclnron clesbabncenda;;. Eu la figma 3.1 se 

11111estrn la separación del cuerpo en cuestión y preslamm; ,üc·11ció11 a la situación 

23 
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Figura 3.1: Elemento de volumen que al ser seccionado presenta fuerzas internas 
des balanceadas. 

en el punto P que está en la sección A del cuerpo. Para este punto consideramos 
el área 6.S, la normal representada por n y 6.f es la resultante de las fuerza..'> 
que quedaron desbalanceadas como consecuencia del corte y de haber retirado 
la sección B del cuerpo. Ahora consideramos la componente (6.f); de la fuerza 
total que actúa sobre el elemento de área 6.S, cuya normal extC'rior es n, en­
tonces (��• es la componente i del esfuerzo promedio producido por las fuerza..'> 
internas en el área 6.S. Si tomamos el límite en que 6.S -, O, vamos a definir 
al vector de esfuerzos como 

(3.1) 

El vector resultante de este procedimiento se llama "Vector de los esfuerzos" y 
el Principio de esfuerzos de Cauchy establece que dicho límite existe y, por lo 
tanto, el vector de esfuerzos está bien definido. Es importante notar que el vector 
de los esfuerzos corresponde al punto P y el área alrededor del punto P queda 
indicada a través del vector unitario n. El vector de esfuerzos en P depende del 
área de corte, por lo tanto, dicho vector adquiere valores diferentes dependiendo 
de la orientación del corte. A su vez esto permite hablar de la distribución del 
vector de esfuerzos alrededor del punto P.

Unidades: 

- fuerza M 
Vector de esfuerzos[tf] = -,-- = -L 2,area t 

(3.2) 

donde M, L y t indican unidades de masa, longitud y tiempo respectivamente. 
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3.2. Esfuerzos en un cuerpo 

Consideremos un medio continuo y lo seccionamos cortando con un plano 
como se muestra en la figura (3.2). Separamos una de las partes y entonces las 
fuerzas internas quedan desbalanceadas; para recuperar el equilibrio necesita­
mos introducir fuerzas externas. Vamos a expresar el vector de los esfuerzos en 

Z (3) 

>------------+Y (2) 

I 
X (1) 

Figura 3.2: Vector ele esfuerzos y sus componentes. 

términos de sus componentes en un sistema ele coordenadas rectangulares. En 
la figura 3.2 se separa la parte B del cuerpo y el vector n apunta hacia afuera; 
como ejemplo hemos dibujado el vector de esfuerzos y sus componentes en los 
ejes (x, y, z). Es muy importante notar que tanto el vector de esfuerzos tfi como 
sus componentes t�, tt, t� están asociadas al área sobre la cual están actuando y, 
a su vez, ésta depende del corte que hicimos al separar la sección B del cuerpo. 
Si efectuamos un corte que pase por el mismo punto P del cuerpo, pero con otra 
inclinación, tanto el vector n como t fi son diferentes. 1 

En la figura 3.3 vemos la situación de los esfuerzos en la sección B del 
cuerpo con el que estamos trabajando. También hemos escrito las componentes 
del vector de los esfuerzos correspondiente. Debemos notar que si reunimos 
nuevamente a las secciones A y B del cuerpo original, éste deberá seguir en 
equilibrio; es por ello que para la sección B el vector de esfuerzos es el negativo 
del que corresponde a la sección A. Generalmente los cortes se hacen con planos 

1 A lo largo de este libro se usará la notación (�;, y, z) de manera equivalente a (l, 2, 3) con 

el objeto de que el lector se familiarice con las notaciones usuales en este campo. 
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Z (3) 

X (1) 

Figura 3.3: Vector de esfuerzos en la sección B del cuerpo. 

paralelos a los planos del sistema de coodenadas y en este caso el vC'ctor unitario 
ñ coincidirá con Lj, k según el caso ó bien e 1 . e2 , e3 . En las figuras 3.4. 3.5 y 
3.6 se muestran los cortes v la notación que utilizaremos para las componentes 
correspondientes. En particular. en la figura. 3.4 el corte es paralelo al plano 
(1, 3) y entonces ñ - e2 , a su vez el vector de esfuerzos tiene las componentes 
t(e2

) = (t\"'2
), t�"'2l, t�"'2l). En este caso. la componente t�"'2

) se llama esfuerzo
"norma.!" y las componentes t\"'2

) y t�"'2
) son esfuerzos "cortantes·'. A partir de las

figuras 3.4, 3.5 y 3.6 vemos que se están estableciendo notaciones equivalentes, 
de hecho los índices (1, 2, 3) podemos escribirlos como (x, y, z). Los vectores 
unitarios e 1 = L e2 = j y e3 = k. También estamos definiendo la. notación en 
que t�• = a;j y en la sección 3.3 discutiremos con detalle su significado. 

En la figura 3.5 realizamos el corte con un plano paralelo al plano (2. 3), 
la sección transversal es perpendicular al vector unitario e 1 y a.hora el esfuerzo 
normal es tt' y los esfuerzos cortantes son t� 1 y t�'. De manera semejante
hacemos un corte paralelo al plano (1, 2) y el resultado se muestra en la figura 
3.6. 

3.3. El Tensor de los esfuerzos 

Todas las componentes del vector de esfuerzos y que corresponden a los dife­
rentes vectores unitarios marcados en las figuras 3.4. 3.5 y 3.6 se pueden arreglar 
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X (1) 

Z (3) 

/éi ={e-;? =O- =a-x � yx 21 

y (2) 

27 

Figura 3.4: Las componentes marcadas son perpendiculares a la sección co­
rrespondiente y se llaman esfuerzos normales. Todos los demás son esfuerzos 
cortantes y están en el plano de t::,,.S. La sección se corta perpendicular a e2 ; 

esto significa que ñ----> e2 y t,(•h) tiene tres componentes. 
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X (1) 
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Z (3) 

, 
" 

(í} ) (í} ) 
t 1 =t 1 = a = a 
z 3 xz 13 

fe1)=f..e1)=0' =O' 
X '\ XX 11 

y (2) 

=a 
12 

Figura 3.5: La sección se corta perpendicular al vector e 1, esto significa que 
ft---, e 1 y t<e,) tiene tres componentes. 

en un tensor de segundo orden, de la manera siguiente: 

te, - a j = 
ij, (3.3) 

donde ai1 son las componentes de un tensor cartesiano que se conoce como 
"Tensor de esfuerzos" q_, que en su representación matricial se escribe en la 
forma: 

(3.4) 

Los elementos de la diagonal reciben el nombre de "esfuerzos normales" y los 
elementos de fuera de la diagonal se conocen como "esfuerzos cortantes". La 
figura 3.7 muestra las componentes de este tensor para un elemento de volumen 
en el medio continuo. 

Si t;• apunta en la dirección positiva de ei, CJij es positiva. Note que tt1 es
la fuerza por unidad de área (esfuerzo) que actúa sobre un área perpendicular 
a e1 en la dirección de e;. Ahora nos preguntamos ¿ Cuál es la relación entre el 
vector de esfuerzos t11 y el tensor de esfuerzos q_ ? 

Con el objeto de ver con claridad la relación existente entre ellos considere-
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X (1) 

Z (3) 

(e ) (e ) 
t 3 =t 3 = a = a 
z 3 zz 33 

fer =[e'f =ú =V: 
'x � zx ,1 

y (2) 
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Figura 3.6: La sección se corta perpendicular a e3; esto significa que n -+ e3 y 
el vector t<03) tiene tres componentes.

mos el tetraedro de la figura 3.8. Las áreas de cada triángulo son: 

o bien

6ABC---+ dS 

6CPB---+ dS 1 = n 1 dS 

6APC ---+ dS2 = n2dS 

6AP B ---+ dS3 = n3dS 

dSi = (n · e,)ds = cos(n · ei)dS = nidS.

(3.5) 

(3.6) 

Si ahora consideramos equilibrio de fuerzas escrito en términos del vector de 
esfuerzos, en la dirección del eje x, simplemente sumamos todas las componentes 
de la fuerza en la dirección x, es decir 

(3.7) 

Si recordamos que t(- ñ) = -tñ , la ecuación se puede escribir en la forma si­
guiente: 

(3.8) 
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Z (3) 

a
., 

X (1) 

Figura 3.7: ComponcntC's del tensor rlC' los esf11erzos

y C'lltOIIC('S nos rC'sulta que:

t�clS = ti.e'ln1dS + ti.é2 ln2clS + l�e"ln3dS =

= (tié 1 ln1 + l�é2l112 + tie il113 )cls = t�e,l11,clS = a,, 11,dS. (3.9)

Es claro que se pueden escribir relaciones semejantes para las otras t·o111po11e11lcc..
de manera que

tJciS = (tJ•n,)dS = a;p1 1 dS.

por lo tanto. podemos escribir que

(3.10)

(3.11) 

Vemos que si tenemos el tensor ele esfuerzos podemos constrnir el vector de es­
fuerzos mediante una contracción del vector unitario n con el tPnsor de esfuerzos
que correspoll(k'.

3.4. Leyes de transformación para el tensor de 

esfuerzos 

El tensor de esfuerzos es un tensor cartesiano de segundo orden y, por lo
tanto, se transformará como Lal, pero ahora lo vamos a poner en forma matri­
cial para hacer el álgebra más fácil y directa. Supongamos que dectuamos 1111a
transformación del sistema de coordenadas O:r

1 .r2.r3 al O.r'
1 
.r�.r'.

i 
caracterizada
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(-.f l 
l 

/ 
X(l) 

Z(3) 

e 

31 

B 

Y(2) 

Figura 3.8: RPlación entre el vector de esfuerzos y el tensor de C'sfuerzos. 

por una matriL asociada a la transformación 

(3.12) 

El VC'ctor de esfuerzos por ser un tensor cartesiano de primer orden se transforma 
COltlO: 

(3.13) 

A Sll vez, el tensor ele esfuerzos se transforma como: 

(3.14) 

donde A.1 c·s la 111atriz transpuesta de A , la transformación (3.14) también 
puede escribirse como 

a;1 
= a;papqaq1 (3.15) 

Recuerde que la transformación debe ser ortogonal. 

3.5. Esfuerzos máximo y mínimo 

Va111os a considerar que tenernos el tensor de los esfuerzos para un sistema, 
corno función ele las coordenadas de los puntos de dicho sistema. Queremos 
analizar los esfuerzos en un punto. en particular usando los valores del tensor 
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de esfuerzos en ese punto. Para el análisis evaluamos el tensor en el punto en 
consideración (P). Una vez que lo hacemos, calculamos sus valores principales 
que llamaremos O'(l), 0' ( 2), 0' (3), los ordenamos de manera que O'(l) > 0'

( 2) > 0'
( 3l 

y llamamos x1, x2, x3 a las direcciones principales correspondientes. Ahora nos 
fijamos en el punto P y en el área dS con el vector unitario ñ normal al área en 
cuestión. El vector de los esfuerzos tñ que resulta puede descomponerse en sus 
componentes normal y tangencial, la componente normal es 

(3.lG) 

La componente tangencial (cortante) está en el plano perpendicular a ñ; para 
calcularla escribimos el vector de esfuerzos tñ en la forma 

(�t 17) 

donde el vector unitario er es perpendicular al vector unitario ñ, de 1mu1Pra 
que ñ · er = O, por lo tanto 

(3.18) 

ahora despejamos la magnitud de la componente cortante 

(3.19) 

En la figura 3.9 se muestran las componentes del vector de esfuerzos y los 
vectores unitarios correspondientes, en el sistema de coordenadas donde los ejes 
están a lo largo de los ejes principales del tensor de esfuerzos en el punto P. 
Puesto que x1, x2, x3 son los ejes principales del tensor, el vector de esfuerzos se 

Figura 3.9: Componentes normal y tangencial del vector de los esfuerzos. 
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puede escribir como: 

y ademá:; 

tf = a (lln 1 

t� = a(2l n2 

t1 = a (3) n3 

aN = 
a,Jn,n

1 
= 

a(l\if + a (2ln� + a (3ln5

si ahora sustituimos en el esfuerzo cortante, ec.(3.19), tenemos 

a} =(a(ll/nf + (a (2l)2n� + (a(3l)2n�-

-(a (ll nf + a (2ln� + a(3l n5)2 ,

o biC'n

33 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

Ahora nos interesa calcular los valores máximo y mínimo de ar y ver en que 
direcciones están esos esfuerzos. Esto significa que debemos maximizar af con 
la restricción de que el vector n sea unitario. Para hacerlo se va a utilizar el 
método de los multiplicadores de Lagrange y entonces construimos la función 

F = af ->-.(n,ni -1), (3.24) 

donde >-. es el multiplicador ele Lagrange asociado con la restricción. Primero 
tomamos las derivadas de F respecto a n; 

con n,n, = 1, 

y obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones 

:; = 0!
1 

{ [(a('l)2n; -(a (ilnf/]->-.nini}

= ( a(i)) 22nió,
1 

- 2 ( a (i) n¡) a(k) 2nkÓJk - 2>-.nió,j

= 2(aUl)2nj -4(a(i) n?)aUl nj -2>-.nj 

= 2n
1 

[(aUl)2 - 2(a (i) n�)a (J) - >-.]=O.

Vamos a escribir explícitamente estas ecuaciones 

j = 1, n1 [ (a (ll)2 -2a( 1) (a (J l ni + a(2ln� + a (3ln5) -A] =Ü

j = 2, n2 [ ( ª(2)) 2 
- 2a<2) ( a (ll ni + a (2)n� + a (3) n5) - Al =Ü

j = 3, n3 [ (a (3l)2 -2a<3) (a (ll ni + a (2) n� + a (3l n5) -A] =Ü

ademá:; nI + n� + n5 = l. 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 
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Debemos resolver estas ecuaciones para las cantidades n 1 , n 2 , n3 y >.. Sin em­
bargo, debido a que la solución de las ecuaciones es un tanto elaborada. vamos 
a considerar casos especiales. 

Primero consideramos las ecuaciones (3.27), (3.28) y (3.29) con 1i1 = 112 = 
O,n3 =/- O y resulta n3 = ±1 y>.= -(a<3) )

2
_ 

Tomando las ecuaciones (3.27), (3.29) y (3.30) cou 11,1 = n3 = O se obtiene 
n2 = ±1 y>.= -(a(2) )

2

_ 
De las ecuaciones (3.28), (3.29) y (3 .30) con n 2 = n3 =Ose obtiene n 1 = ±1 

y >. = -( a <1 l ) 2 . Aunque los valores ele >. no se necesitan explicítamc·1itc•. los 
hemos calculado para completar el esquema. 

Ahora bien, tomando en cuenta estos resultados y la ecuación (3.23) obte­
nemos el valor del esfuerzo cortante y vemos que en todos los casos ar = 0:2 de 
tal manera que estas soluciones triviales nos llevan al valor mínimo de ay. Es 
claro que para cada uno de estos casos se obtiene el vector unitario ñ corret-pon­
cliente a las direcciones principales y entonces O'y = O, ya que. por definición, 
para una dirección principal t ñ está a lo largo ele la normal ñ. Siu embargo. hay 
otro conjunto ele soluciones que ahora calcularemos. 

3.5.1. Caso A 

Cousideramos n1 = O con n2 =/- O. n3 =/- O. las ecuaciones (3.28)-(3.30) uos 
quedan como 

restando se obtiene 

(a (2l )2(l - 2n�) - 2a <2l a(3 l n� ->.=O,

(a<3l ) 2 (1 - 2n�) - 2a <2l a(3) n� ->.=O. 

n� + n� = 1 ,  

(a<2l ) 2(1 - 2nD - 2a (2l a (3l n� - (a (3l ) 2(1 - 2n�) + 2a <2l a (3l n� = O, 

(3.31) 

( a<2l )2 (1 - 2nD - 2a (2l a <3l (l - n�) - ( a<3l ) 2 
( -1 + 2nD + 2a <2l a (3 l n� = O, 

(l-2n�) [a<2l ) 2 
+ (a C3l )2] + 2a (3la (2l (2n� - 1) = O,

(2n� -1)[2a<3l a(2) - (a <2l ) 2 - (a <3l ) 2] = O. 

-(2n� - l)[a<2l - a<3l]. (3.32) 

Cuando los valores principales a<2l y u<3) son diferentes la ec . (3.33) nos conduce 
a que (2n� - 1) = O y entonces obtenemos el resultado siguiente: 

2Recordar que ay es la magnitud del esfuerzo cortante, por lo tanto ay > O. 

(3.33) 



3.5. ESFUERZOS MÁXTMO Y MÍNIMO 35 

El valor de >. para este caso es >. = -a (2la(3l y ahora procedemos a calcular el 
esfuerzo cortante 

a}= (0- (2\)\1� + (a(2l)2,i� - [a (2l n� + a (3ln5 r 

= �[(a <2l )2 + (a (3l)2]- �[a c2) +a (3lr

= � [ ( a ( 2) ) 2 + ( a ( 3 l ) 2] _ � [ ( a ( 2 l) 2 + ( a (3 l ) 2 + 2ª ( 2) a ( 3)]

= � [(a (2) )2 + (a (3l)2 - 2a(2la(3) ]

= 

1 ( a(2) - ,,.(:l)) 
2 

cou lo cual se tieue 

3.5.2. Caso B 

(3.34) 

(3.35) 

De manera semejante se demuestra que 111 = ± /2. n2 = O, 113 = ± /2 
es solución y además el esfuerzo cortante es ªT = ½(a< ll - a <3l). 

3.5.3. Caso C 

También n 1 = ± 1· n2 = ± J2' n3
esfuerzo cortante es ªT = ½(a ( l) - a <2l). 

O es solución y en este caso el 

A partir de estas soluciones vemos que el esfuerzo cortante máximo actúa 
en el plano que bisecta el ángulo recto entre las direcciones de los esfuerzos 
principales máximo y mínimo (caso B). En el cuadro 3.1 se hace un resumen 
de las soluciones que hemos encontrado y hemos agregado una columna para 
escribir el esfuerzo normal correspondiente. 

La figura 3.10 muestra de manera esquemática el lugar donde se encuentra 
el esfuerzo máximo. 

Ahora bien, para demostrar que el valor calculado efectivamente corresponde 
al valor máximo del esfuerzo debemos calcular la segunda dPrivada y ver su signo. 
Este níJculo. aunque es directo. resulta pesado algebraicarnente y no lo haremos 
e11 este libro. Queda al lector calcularlo y demostrar con ello que, efectivamente. 
se trata de u11 llláximo. 
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Componentes de n ar üN >. 

(O, O, ±1) o la(3ll -(a(3l)2

(O, ±1, O) o la(2J¡ -( ª(2)) 2

(±l,0,0) o la(lll -(a(ll)2

(o,± F2' ± J2) ½ ia(2) - ª(3) 1 ½ jaC2) + ª(3) 1 -a-(2)0"(3)

(±�,o,± J2) ½la(ll -aC3lj ½ jaUl + a(3) 1 -a(Jla-(3) 

(± J2' ± F2' o) ½ la(ll ·- aC2) 1 ½ia(ll + aC2J¡ -a(lla(2)

Cuadro 3.1: Resumen de valores máximo y mínimo del esfuerzo cortante 

Ejemplo 

El tensor de esfuerzos en el punto P (en las unidades que corre8po11dan, 
esfuerzo) está dado por 

área ' 

o o )
-6 -12
-12 1 

Determinar el esfuerzo tangencial (cortante) máximo y mostrar que actúa en el 
plano que bisecta los planos de esfuerzos principales máximo y mínimo. 

Solución 

Primero se calcularán los esfuerzos principales del tensor, para ello se resuelve 
la ecuación secular 

( 
) (

5 -a O O 
) det a -aI = O -6-a -12 =(5-a)[(-6-a)(l-a)-144)

O -12 1-a

= (5 -a)(-6 -a+ 6a + a2 
- 144) = (5 - a)(a2 + 5a - 150) = O

a partir de esta expresión obtenemos tres raíces y las ordenamos tomando en 
cuenta que aUl > a(2) > a(3),

a(ll = 10
ª(2) = 5
ª(3) = -15 
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plmto j_ a ➔ ñ. 

q. -.!.cal) -d'>) 
2 

plano la➔_,. 

q. ..J (d1> -d3> ) 
2 

valor máximo de q. 

Figura 3.10: Plano donde se encuentra el esfuerzo cortante máximo. 
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Sabemos que en el sistema de ejes principales el esfuerzo cortante máximo es 

ar = � (a(I) - ª(3)) = 25 
max 

2 2 

además está en el plano perpendicular al vector unitario Ilf3 = ( J2, O, J2).
En el sistema de ejes principales, el tensor de esfuerzos se puede escribir en 

su forma diagonal 

Con el objeto de mostrar explícitamente la dirección del esfuerzo máximo, vamos 
a realizar una transformación del sistema de ejes principales, de manera que 
vamos de (x1, x2, x3) a los ejes (x�, x;, x3) mediante una rotación de¾ alrededor
del eje principal marcado con x2, como se señala en la figura 3.11 

(xí) - ( }, X2 - Ü 
1 l 

X3 . 
- -/2

o 

1 

o 
t) nX2 

X3 -12 
El tensor de esfuerzos q_* se transforma como 

(' 
o -12 

q_' = -\ 
1 

o 
t) ci

o

5 

-12 o o )(' 
o -12

-�5 1

o 

-r)1 

o -12 
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Figura 3.11: Rotación de los ejes. 

u v'2 

o 

t) l
o 

v'2 

= o 

(-l 
25 

-2

e 
o 

-1') 
v'2 
o 5
15 

o 
15 

- v'2 - v'2 

o 

-;:) 5 
o 

5 

-2 

En el tensor g__' vemos que los elementos O" :rz y CJ z:r, que representan esfuerzos 
cortantes tienen el valor del esfuerzo cortante máximo que hemos calc11laclo 
a partitr de la teoría general desarrollada en el capítulo. También obtenemos 
el signo, que en este caso resultó negativo, indicando con ello que Pi psfnprzo 
cortante máximo apunta en dirección opuesta al eje z. como se rnucstra c>11 la 
figura 3.12. 

Nota.- En este ejercicio únicamente se manejaron los valores numéricos del 
tensor de esfuerzos; es preciso recordar que todas sus componentes deben tener 
las mismas unidades y éstas deben corresponder a esfuerzos. Los elementos ele 
la matriz de rotación son adimensionales. 

3.6. Ecuaciones de Equilibrio 

Hasta el momento solamente nos hemos ocupado de las fuerzas que actúan 
sobre elementos de superficie en un cuerpo; sin embargo. también puede haber 
fuerzas que actúan sobre todo el cuerpo y que se llaman ··fuerzas de voltttul'u··. 
como ejemplo de este tipo de fuerzas tenemos a la fnerza gravitatoria. En gcnl'rnl 
las etic¡ueLaremos como pb, doJLde pes la dc11sidacl y b la fuPrza por t111idad dl' 
masa. Las unidades de pb son entouces de fuerza = !1 

. 

volurnen t- L 2 
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Figura 3.12: Sistema de ejes donde s muestra el esfuerzo cortante máximo. 

Para escribir laH ecuacione,; de equilibrio necesitamos hacer un balance de 
fuerzas y además debemos recordar que laH fuerzas de superficie (esfuerzos) de­
penden de las coordenadas de los p1mto,; en el sistema que estamos considerando. 

Supongamos que tomamos un elemento de volumen V del sistema, sobre él
actúan las fuerzas de superficie tñ y las fuerzas de volumen b; la condición de 
equilibrio será que la fuerza total que actúa sobre el volumen V se anule,

(3.36) 

pero 
también (3.37) 

de manera que la ecuación (3.36) puede e,;cribirse como 

¡ O"ji1lj dS + ¡ pbi dV = o, (3.38) 

con el teorema de la divergencia, podemos escribir que fs Ojinj dS = f v � dV, 
de manera que la ecuación (3.38) ahora se escribe en la forma 

P�1csto que el volumen V es arbitrario obtenemos

OOji-
0 

+ pb; = O, también 'v · q_ + pb = O .
. rJ

(3.39) 

(3.40) 

Esta ecuación constituye una de la,; ecuaciones fundamentale,; eu Elasticidad 
y enfatizamos que se trata de un balance de fuerzas: de hecho hemos puesto 
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la condición de que la fuerza total se anule. En el caso de que dicha fuerza 
sea diferente de cero será necesario igualarla con la aceleración del elemento de 
volumen considerado. Este procedimiento nos lleva a una generalización de la 
segunda ley de Newton.3 

Ahora bien, debemos notar que las fuerzas de superficie no son uniformes .. 
es decir que pueden variar punto a punto en el sistema. Esto significa que po­
drá existir una torca interna y, a su vez, podrá actuar sobre el sistema una 
torca externa. Podemos tomar la torca externa como cero y lo haremos de este 
modo, pero ¿ qué sucede con la torca interna ? . De hecho no podemos controlar 
a la torca interna, entonces estudiaremos su posible contribución al equilibrio 
del sistema. Vamos a imponer la condición de equilibrio rotacional y ello nos 
dice que la torca total deberá anularse, para ello escribimos la componC'nte i en 
términos de índices, 

(3.41) 

sustituimos tt = Umknm y nos queda 

(3.42) 

con el teorema de la divergencia aplicado al primer término de la ecuación (3.42) 
obtenemos 

usamos la ecuación (3.42) en el segundo término y vemos que: 

(3.43) 

sustituyendo en la ecuación (3.42) tenemos que 

que, a su vez, implica que 

( 3.44) 

3Ver capítulo 6. 
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y como el volumen V es arbitrario obtenemos 

(3.45) 

Si recordamos que Eirnk es un tensor completamente antisimétrico, vemos que 
O'mk deberá ser un tensor simétrico para que se cumpla la ecuación (3.42), esto
C'S 

(3.46) 

Insistimos en que esta condición se obtiene al pedir que la torca se anule, o bien 
pedir equilibrio rotacional. 

En Elasticidad generalmente se considera que el tensor de esfuerzos es simétri­
co, de manera que se está suponiendo que el equilibrio rotacional está garan­
tizado. Tomando en cuenta la simetría del tensor de esfuerzos, ahora sabemos 
que sólo tendrá seis componentes independientes. Se acostumbra separar el ten­
sor de esfuerzos en dos partes, una con simetría esférica (isótropa) y otra que 
represente la desviación correspondiente. A la parte isótropa la etiquetaremos 
como O' M = O' M l, donde l es un tensor unitario y O' M = ¾1-, es el esfuerzo nor­
mal promedio. A su vez la desviación de la parte esférica, en s11 representación 
matricial sería 

(3.4 7)

Ecuación que puede escribirse de manera alternativa como: O'ij = O'!vJÓij + 
Sij, Q: = O' M l + �D; S;j es un tensor simétrico de segundo orden. De acuerdo 
con la definición de O' M es inmediato que la traza de S;1 es nula.

Las direcciones principales de S;1 son las mismas que las de O'ij, pero los
valores principales se desplazan 5(k ) = O' (k ) - O' M. 

3.7. Problemas 

1.- El tensor de los esfuerzos en un punto P de un medio elástico está dado por: 

( 
70 

0
5 -02) Q:(P) = 

-2 O 4 

Determinar: a) el vector de los esfuerzos en el punto P para un plano cuya 
normal unitaria es : n = �¡ - �j + ½k, 
b) el esfuerzo normal correspondiente.

2.- El estado de esfuerzos en un punto de un medio elástico está dado por el 
tensor de esfuerzos siguiente: 
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donde a, b, e son constantes adimensionales y cr el valor del esfuerzo. deter­
minar las constantes a, b y e de tal manera que el vector de esfuerzos e!l el 

, l; l; 1 '  plano n = v'31 + v13J + v'3k se anule.

3.- Los esfuerzos principales en un punto P de un cuerpo elástico son cr(ll 

5 N/e1n2 , cr (2) 
= -5 N/cm2 y cr (3) 

= -8 N/cm2. Encontrar el vector de los 
esfuerzos t(n), el esfuerzo normal cr N y el esfuerzo cortante crr para un plano 
que está inclinado igualmente con respecto a los ejes principales. Ver figura 
3.13. 

Figura 3.13: Problema 3. 

4.- Los esfuerzos cr11, cr22 , cr33, cr12 y cr21 están actuando en un punto de un cuer­
po elástico (cr23 = cr31 = O). Encontrar los esfuerzos principales y los esfuer­
zos para un plano perpendicular al plano x - y cuya normal forma un ángulo 
a con el eje x. Ver figura 3.14. 

Figura 3.14: Problema 4. 

5.- En la figura 3.15 se presenta la sección transversal yOA de la. pared de 
una presa que está sujeta a la presión del agua en la cara Oy, la card OA 
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ª----'---+--+-----'--�ª

A 
y 

Figura 3.15: Problema 5 

no soporta carga ( el vector de esfuerzos es nulo). Identificar los esfuerzos 
cortantes y normales sobre la cara Oy (Prestar atención a la dirección de 
la presión, la dirección del eje Ox y el signo de la proyección). Designar 
también las componentes del esfuerzo sobre la cara OA (normal exterior n 
y escribir la condición de que esté libre de carga (esfuerzo). Designar los 
esfuerzos en las caras aa y bb cuando una parte de la pared se remueve al 
efectuar los cortes correspondientes. 

6.- El estado de esfuerzos en un cuerpo está dado por el tensor 

5y2 

o 

2z 

Determinar el vector de esfuerzos que actúa en el punto P = (2, 1, v'3), para 
un área determinada por el plano tangente en P a la superficie cilíndrica 
y2 + z2 

= 4. Encontrar cuáles deben ser las fuerzas volumétricas para que 
se satisfagan las condiciones de equilibrio. 

7.- En la pared de la presa de la figura 3.15, se inducen los esfuerzos siguientes: 

O'xx = - íY 

O'yy =Ca:
(3 - ta�·;(3)x+ Ca:2 (3)

y
(J - - ---1· xy - tan2 

/3 
O'yz =O'zx = O'zz = O
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y 

- -

h 
X 

-� 

1 1 

[ l 
1 -J/2 112 

Figura 3.16: Problema 8. 

Sustituir en las ecuaciones de equilibrio y ver para qué casos se cumplen. 
Encontrar el esfuerzo que actúa sobre la cara Oy y sobre la cara OA. 

8.- En algunos casos de flexión de una barra de sección transversal rectangular, 
se tienen los esfuerzos siguientes: 

12 ( ql2 qh2

) 
6q 2 4q 3ªxx = h3 Mo + 8 - 20 Y - h3 X Y+ h3 y

a 
= 

-
6q 

(
hz -

y
z)xxy h3 4 

6q (y3 hz h3

)ayy = - h3 3 - 4Y + 12 
Verificar que se cumplen las condiciones de equilibrio y encontrar las cargas 
(esfuerzos) sobre las caras de la barra. En la figura 3.16 se ven las dimensiones 
de la barra y las cantidades q y M0 son constantes. Diga cuáles deben ser

sus unidades. 



Capítulo 4 

Análisis de la deformación 

4.1. Desplazamientos infinitesimales. 

Vamos a considerar un cuerpo elástico y eliminamos el movimiento que 
corresponde a un cuerpo rígido (es decir, traslación y rotación sin movimiento 
relativo entre sus partes), de tal manera que los desplazamientos entre puntos 
diferentes del cuerpo serán causados únicamente por las deformaciones. 

Tomemos dos puntos Po y Q0 en una configuración anterior a la deformación, 
después estarán en P y Q, sus desplazamientos están señalados en la figura 4.1. 

X 

Figura 4.1: Vector de desplazamiento. 

Consideramos ahora la componente i del desplazamiento relativo du 

OUi 
u;(x + dx) - ui(x) = dui = -

8 
dxj + ...

Xj 
( 4.1) 

Es importante decir que nos limitaremos a desplazamientos infinitesimales y por 
ello en la ecuación ( 4.1) sólo tenemos los términos proporcionales a dx J. En la 

45 
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ecuación ( 4.1) =
8

8u es un tensor de segundo orden que se puede descomponer en
x, 

una parte simétrica y una antisimétrica 

(4.2) 

Ahora definimos el tensor de deformación 

(4.3) 

y el tensor de rotación n,J" Recordemrn; que hemos cousiderado que la rotación
rígida está ausente, de manera que niJ representará rotación relativa, diferente 
en puntos diferentes del cuerpo 

( 4.4) 

de manera que la ecuación ( 4.1) puede escribirse en la forma siguiente: 

(4.5) 

donde la primera contribución proviene del tensor de deformación y la sc>gunda 
se debe al tensor de rotación. Con el objeto de ver con claridad las implica­
ciones de estas afirmaciones vamos a transformar el segundo término y ver que 
efectivamente representa rotaciones, posteriormente también daremos una in­
terpretación geométrica de ambos términos. 

Primero vamos a definir el vector de rotación, 1 

y sustituyendo la ecuación (4.4), tenemos 

ni
= - �EiJk 

(ªu) 
- OUk

) 
4 OXk OXj 

(4.6) 

l íJu1 l 8uk
= - -

4 
E,1k-- + -E,1k --

se intercambia j -+ k en el segundo término 
OXk 4 ax

) 

1 OUJ 1 OUk 
= - -Ei ·k-- - -Eik 

· --

se cambia de nombre a índice mudos 
4 1 OXk 4 1 OXJ 

l OUJ 1 OUj = - -EiJk-- = -f
ikj--

2 OXk 2 OXk 

=
2 

(V x u)
i
, 

1 Ver problema 3 del capítulo 2.
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donde en la última igualdad se ha hecho uso el resultado de la ec. (2.65), usando 
las componentes del vector aJ como las componentes del operador V. De manera 
que <'ll resumen podemos escribir que 

(4.7) 

Por otra parte, usando la ecuación l4- 7) vamos a construir la cantidad siguiente: 

En resumen 

( 4.9) 

de donde podernos ver que el término en cuestión representa una rotación ca­
racterizada por O; en la ecuación ( 4.5) ahora podemos escribir el desplazamiento 
en la forma siguiente 

( 4.10) 

Notemos que los desplazamientos dui son longitudes y los elementos dxj tam­
bién, esto implica que las componentes de los tensores de deformación y rotación 
son adimensionales. A continuación vamos a dar una interpretación geométrica 
para cada uno de estos términos. 

4.2. Interpretación geométrica de las compo­

nentes del tensor de deformación 

Hemos visto que el desplazamiento relativo du puede escribirse en términos 
del tensor de deformación e,

1 
y un tensor de rotación. El término asociado 

con el tensor de rotación ya lo reescribimos en términos del vector ele rotación y 
entonces lo hemos identificado como tal. Por el momento a nosotros nos interesa 
solamente la clcformació11, de manera que supon<lremos que no hay rotación; en 
este caso, el vector de desplazamiento nos que<la escrito como

(4.11) 
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[2••······················� 

B 

X, 

' ' '' ' '' ' ' ' ' ' 

' 

:L7•'' ' ' ' ' ' ' 

Figura 4.2: Elemento de volumen en el medio y sus proyecciones. 

Configuración inicial Configuración final 
AB ___. dx1 A'B' 
AC ___. dx2 A'C' 

Cuadro 4.1: Configuraciones inicial y final. 

y representa a una deformación pura. Ahora nos interesa dar una interpretación 
geométrica de las componentes del tensor e,1.

Para hacerlo consideramos un elemento de volumen con la forma de un pa­
ralelepípedo de tamaño dx1dx2dx3 alrededor del punto P y proyectamos en los 
tres planos coordenados, como se muestra en la figura 4.2. Se van a examinar 
los cambios en dx1, dx2, dx3 y la distorsión de los ángulos 1P2, 1P3, 3P2; las
primeras corresponden a deformaciones lineales o elongaciones y las segundas a 
deformaciones angulares o cortantes. Supongamos que ocurre una deformación 
en el volumen de la figura 4.2 y estudiamos la proyección del elemento deformado 
en el plano x1, x2. Marcamos en la figura 4.3 todos los desplazamientos y en el 
cuadro 4.1 se especifican las configuraciones inicial y final; asimismo, en el cuadro 
4.2 se senalan los desplazamientos correspondientes. 

Tomando en cuenta lo explicado en la figura 4.3, vemos que la elongación 
del segmento AB en el eje x 1 es 

OU¡ 
-- =e11 
OX¡ 

(4.12) 

que se identifica con la componente e11 del tensor de deformación. Haciendo un 
análisis semejante se puede ver que las componentes de la diagonal del tPnsor 
de deformación nos dan las elongaciones correspondientes. 

Ahora analizamos la deformación angular del segmento AB en la figura 4.3. 
Primero calculamos la tangente del ángulo a21 

B"B' �dx 
8x1 1 

tan ª21 = A' B" = dx + !b!:..L.dx1 ax, 1 

(4.13) 
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J. ... ..... .. 
-1 - - - - - -

A
➔
,
.___.;._ _____ � - _ f-._ -

-+----�: __;.------�-..:-.-----X¡ 
_. 1 ti¡ +- ----+.,J + ai. � 

ar, 

A 'B''➔ dr, + au, dr, 
éh; 

C··c· au. ,l.,. ➔ - ,., tziJWoOoJ 
é}cl 

AC➔dx.,, 

B'13'➔ "1 + &l dxi -"1 "'�1dxi 
l.h:1 

cc·➔"1+ �� 
llr.i 

Figura 4.3: Porción del elemento de volumen deformado. 

Desplazamiento 

A sobre el eje x1 

B sobre el eje x1 

A sobre el eje x2 

B sobre el eje X2 

U1 

u1 + du1 = u1 + �dx1 
X¡ 

U2 

u +�dx 2 8x1 1 

Cuadro 4.2: Desplazamientos sobre los ejes. 

49 
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Si nos limitamos a considerar deformaciones pequeñas 

8u2 
( 

8u1 
)

-1 8u2 
(

· 8u1 
) tan a21 ~ 02t 

= 8x1 1 + 8:i.·, = 8x1 l - 8x1 + ... .

de manera que al orden más bajo tenemos 

Similarmente 

por lo tanto 

vemos que 

C"C' 0.iidx­ax, 2 

tan n12 ~ 0:12 = -- = ----�--- - -A'C" ds + u + �d1· - u 2 2 ax2 2 2 

� UU¡ 8:r2 

1 + � ~ 8x2 • Üx2 

Oll¡ 
Cl¡2 = -[) , 

T2 

1 ( ) l ( 8u1 Du2)- Cl¡2 + 0:21 = - -- + --
2 2 8x2 8:r1 

( 4.1-4) 

(4.1.5) 

(,l.1 G) 

( '1.17) 

de manera que las componentes no diagonales del tensor de deformación nos 

dan una medida de la deformación angular. 

En resumen, las componentes diagonales del tensor de deformación corrC"s­

ponden a "elongaciones" y las componentes fuera de la diagonal nos dan infor­

mación acerca de la deformación angular y se llaman "deformaciones cortantes". 

Recordemos que el tensor de deformación es simétrico por definición. de manera 

que la deformación cortante eij es igual a la deformación cortante Cj,-

4.3. Interpretación del tensor de rotación 

Con el objeto de hacer la interpretación de una manera sencilla tomemos el 

caso en que las elongaciones se anulan, es decir c11 = e22 = e33 = O; ésto significa 

que solamente habrá deformaciones cortantes. También tomemos un cubo corno 

el volumen a analizar y sus proyecciones en los planos coordenados. como se 

observa en la figura 4.2. Por otra parte, en la figura 4.4 se muestra una rC'lación 

entre ángulos que nos será de utilidad al aplicarla a nuestras deformaciones Pn 

el sistema en cuestión.2 Primero hacemos una deformación cortante paralela al

eje x y llamarnos fJ: al ángulo que gira la diagonal AD, como se muestra en la

figura 4.5. Ahora hacemos uso de la demostración geométrica que se ve en la 

figura 4.4 y trazamos un círculo con centro en B y radio AB, éste pasa por D 

2 En el apéndice de este capítulo se hace la demostración.



-l.3. INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 51 

D 

Figura 4.4: Relación entre ángulos, a = 2/3. 

y 

Figura 4.5: Deformación cortante paralela el eje x.

y para deformaciones pequeñas podemos considerar que el punto Dt también 
está sobre la circunferencia. entonces /3� ~ ½axy 

y 

( 4.18) 

donde el signo menos da cuenta de que el ángulo /3� < O y � > O, ésto en vista 
de que el desplazamiento del elemento dy en el eje x es positivo. 

Como segundo paso hacemos una deformación cortante paralela al eje y,

como se muestra en la figura 4.6. Ahora el círculo se traza con centro en C,

radio CA y se considera que D2 también está sobre la circunferencia, por lo 
tanto 

( 4.19) 

De manera que en una deformación cortante general. la diagonal del elemento 
proycct ado en el plano gira una cantidad /32 = /3: + /3;, entonces 

(4.20) 



52 CAPÍTULO 4. DEFORMACIÓ.'Y 

y °", 
a =-

,x ax 

1 

I 

X 

Figura 4.6: Deformación cortante paralela al eje y.

Observemos que /Jz = Dz, la componente z del vcctor de rotación rlcfinido Pll la 
ec.(4.7). De manera semejante se obtienen las otras componc11tes del tl'11sor dC' 
rotación. 

4.4. Algunas propiedades de eij. 

4.4.1. Propiedades de transformación 

El tensor de deformación es un tensor cartesiano de segundo orden, por lo 
tanto se transforma siguiendo las reglas de tensores de segundo orden. En el 
caso de representarlo matricialmente tomamos la matriz y su transpuesta para 
efectuar la tranformación del tensor. 

4.4.2. Ejes principales 

El tensor de deformación es simétrico3
, por lo cual se pueden encontrar 

sus valores y direcciones principales, además puede diagonalizarse. Los valores 
principales representan elongaciones a lo largo de los ejes principales. 

4.4.3. Dilatación cúbica 

Vamos a considera1 el cambio de volumen que ocurre en una deformación 
arbitraria, para ello veamos un elemento de volumen de tamaño dx1dx2d:r3. Al 
efectuar la deformación, cada lado del volumen cambia de acuerdo con: rLr 1 -. 

(1 + e11 )dx1, dx2----> (1 + e22)dx2, ... , de manera que el cambio dc volumen 

3Por definición, ver ec. (4.3).
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es 

6 V =d.i.:1 (1 + en)d:r2(l + e22)dx3(l + e33)dx3 - dx1dx2dx3 
=dx1dx2dx3(e11 + e22 + e33) + ...

df' donde 
6V 
V 

= e 11 + e22 + e33. 
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( 4.21) 

Esta l'Cttación nos da el cambio relativo de volumen y se conoce como dilatación 
cúbica. Dc,bcmos notar que esta cantidad ha quedado expresada en términos de 
la lraza del tensor de deformación, cantidad que es un invariante. Esto significa 
que,..,¡ durante la deformación hay un cambio de volumen, éste será el mismo en 
cualquier sistema de coordenadas, y es claro que se puede escribir <'11 término
de las Plongaciones principales. 1 

4.4.4. Deformación cortante pura 

Al igual que el tensor de esfuerzos, el tensor de deformación puede separarse 
en una parte simétrica sin traza y la Lraza multiplicada por el tensor unidad 

(4.22) 

donde le = ½ (e11 + e22 + e33) es proporcional a la traza del tensor, como ya 
vimos en la sección anterior nos da la dilatación cúbica. El tensor eij - le Óij 

representa un tensor de deformación en el cual no hay cambio de volumen, sino 
solamente un cambio en la forma, por ello le estamos llamando deformación 
cortante pura. 

Ejercicio 

Para una deformación homogénea de la forma ui = Ai1
w1 , con Aij =

constante, determinar la expresión para el cambio de volumen y mostrar que 
si Ai1 

« 1 se convierte en la dilatación cúbica. 
Solución. 
El volumen original es V0 = dw1dw2dw3 y las coordenadas del punto P = 

( W¡, w2, w3) después de la deformación son Xi = w, + u, = ( Ai1 
+ ó,1) w;, de 

manera que el volumen después de la deformación será 

V' =(A11 + Ó11)dw1 (A2k + Ó2k)dwk(A3m + Ó3m)dwm 

=(A1J + Ó1j)dwj ( A2kA3m + A2k03m + Ó2kA3m + Ó2k03m )dw1,;dW,n 

= ( A11A2kA3m + A11A2kÚ3m + A11A3mÚ2k + A1j02kÚ3,n + Ó1jA2kA3m+ 

+ó11 Ó3mA2k + Ó1j02kA3m + O¡J02k03m)dwjdWkdWm,

4 Enfatizamos que este cálculo es válido para deformaciones pequeñas. 



54 CAPÍTULO 4. DEFORMACIÓN 

si despreciamos términos no lineales en A ij , tenemos que 

t.V = V' - Vo = (A1jÓ2kÓ3m + ó1jA2kÓ3rn + ÓtjÓ2kA3rn)dwjdwkdwm 

~ (All + A22 + A33)Vo (4.23) 

y por lo tanto 
t.V 

Vo 
= A11 + A22 + A33 

es lo que se debía demostrar. 

4.5. Condiciones de compatibilidad 

( 4. 24) 

Supongamos que después de efectuar una deformación queremos especificar 
el desplazamiento de un punto en un cuerpo elástico. Para hacerlo podemos dar 
las tres componentes del vector de desplazamiento, o bien podríamos dar las seis 
componentes independientes del tensor de deformación y de él extraer el des­
plazamiento. Visto de esta forma tendríamos 6 funciones ( eij) para determiuar 
3 ( ui) y claramente el sistema está sobredeterminado. Ésto implica que las com­
ponentes del tensor de deformación no son del todo independientes y. de hecho. 
ahora pasaremos a discutir las llamadas condiciones de compatibilidad. Física­
mente podemos entenderlas si imaginamos que cortamos en paralelepípedos a 
un cuerpo elástico. Para cada uno especificarnos las componentes del tensor 
de deformación; es claro que las componentes de dicho tensor deberán estar 
conectadas, ya que, si no lo estuvieran, sería imposible reconstruir el cuerpo 
deformado y mantenerlo continuo a partir de los paralelepípedos deformados. 

Consideremos las componentes diagonales del tensor de deformación 

derivamos a e 11 dos veces respecto de x2 y a e22 dos veces respecto de x 1 

8
2e11 8

3u1 

ax� - ox�ox 1 . 

sumando tenemos que 

cambiando cíclicamente los índices 1, 2, 3 tenemos otras dos relaciones 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 
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Si ahora tomamos los elementos fuera de la diagonal y hacemos las opera­
<·io11cs marcadas. tenemos 

( 4.29) 

( 4 .30) 

( 4.31) 

Ahora tomarnos las ecuaciones ('"1.30) y (4.31) la::; sumamos y luego restamos la 
cc1iación (4.29) para obtener 

Ür1:i + Üc2:3 _ Üe1 2 = � (2 fYu3 )
OX2 ax 1 OX3 2 a:r:1 OX2 

( 4.32) 

derivamos respecto de .1'3 .v además identificamos e3:3 = �- de manera que

y cambiando cíclicamente los índices tenemos 

� (8e23 _ 8e31 _ 8e12 ) 
OX2 OX1 OX2 OX3 

� (-8e23 + 8e31 + 8e1 2 ) 
OX¡ OX¡ OX2 OX3 

( 4.33) 

82e22 
(4.34) 

8:J.·1 o:J.'3 

82e11 
( 4.35) 

8x281:3 

Las ecuaciones (4.26)-(4.28) y (4.33) a (4.35) forman el conjunto de ecuaciones 
que se conocen como ecuaciones de compatibilidad o bien '·Ecuaciones de Saint­
Venanf'. Es conveniente notar que este conjunto de ecuaciones también se puede 
escribir en términos de índices, de hecho 

o2 eik _ OCjm = O
OXjOXm OXkOXi 

( 4.36) 

donde es necesario dar valores a los diferentes índices para obtener las ecuaciones 
que corresponden. Como uu ejercicio .. el lector puede verificarlo. 

Ejercicio 1. 

El lensor de deformación e,
1 

está dacio por la siguiente expresión 

1 

('¡ 

J'2 

"•;•) c,J 
= .t

2 .r3 .1-:¡ ( 4.37) 
(1'2 

.1"¡�'3 
') 5a 2 

.7j 
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donde a2 es una constante con unidades de longitud al cuadrado. Mostrar que 
se satisfacen las ecuaciones de compatibilidad. 

Solución. 

Sustituimos en las ecuaciones (4.26)-(4.28) 

(4.38) 

(4.39) 

( 4.40) 

En las ecuaciones (4.38) y (4.39) todos los términos se anulan, pero la ecuación 
( 4.40) no se satisface. Es inmediato que va a satisfacerse si tomamos otros ndores 
para la componente e13. Las ecuaciones (4.33)-(4.35) se satisfacen de inmediato. 

Ejercicio 2. 

El vector de desplazamiento es una combinación lineal de las coordenadas: 

Ux =Ux0 
+ Cux + C12Y + C13Z 

Uy =Uy0 
+ C21X + C22Y + C23Z 

Uz =Uz
0 

+ C31X + C32y + C33Z. 

Calculemos el tensor de deformación y el de rotación 

OUx - e 
-- -

11 
ox 

de manera que: 

OUx _ C l -- - 12 en genera 
oy 

(4.41) 

( 4.42) 

Ambos tensores son constantes y entonces el conjunto de desplazamientos de 
la ecuación (4.41) define una "deformación homogénea". En este caso una línea 
recta se transforma en una línea recta, un plano en un plano. etc. 

Si Cij = C1i hay una deformación pura y la rotación es nula, en cambio si 
Cij = -C1 i hay rotación sin deformación. 
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Ejercicio 3. 

Una barra se sujeta a una dPformación cuyo vector de desplazamiento está da­
do por las ecuaciones siguientes: 

xz 

UJ. = --,

vyz 
Uy == --, 

p 

llz = 
2

l
p ( .1·2 

+ 1.1(z2 - y2)), (4.43) 

dond p y v son constantes, v es adimensional (razón de Poisson) y p tiene 
1midacles de distancia (es el radio de curvatura del eje de 1111a barra doblada) . 
Encontrar las componentf's d0l tensor ele deformación e,J. 

Solución. 
Componentes de la diagonal (elongaciones): 

Elementos cortantes: 

Dux z 
e:r.r = ox = -p,

OUy V 
eyy = 

oy 
= pz,

OU2 VZ 
ezz = oz = -¡;· 

_ � 
( 

oux ouy 
) 

_ 
O exy -2 oy 

+ OX - ' 
_ 1 ( OUx OU2) 

_ 1 ( T X
) exz -- -- + -- - - -- + -2 8z ox 2 p p '

=�
(

OUy OU2) = �(
vy (-2y)v

) = Oey
z 2 8z + oy 2 p + 2p 

Por lo tanto, el tensor se puede escribir en la forma 

o 

V 
o 

Verificar si se cumplen las ecuaciones de Saint Venant. 

(4.44) 

(4.45) 

( 4.46) 

Al sustituir en las ecuaciones (4.26) a (4.28) vemos que se cumplen trivial­
mente y en las ecuaciones (4.33) a (4.35) el primer miembro siempre es nulo, 
mientras que el segundo término sc> anula al tomar las segundas derivadas. 

Los desplazamic>ntos corresponden a curvar una barra, la clefonnac:ión ocurre 
en I plano zO:r y el c>je ele la barra se mantiene c11 ese plano. Antes de la 
deformación el eje de la barra coincide con el eje O.r y está caracterizado por 
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x = Wt, y = w2 = O, z = w3 = 0.5 Después ele la deformación la ecua.ció11 que 
caracteriza al eje es: 

X* = w 1 +u,. = w1+u1I =.
r

. 
y=0,z=0 

Y* =w2 + uy = u2I = O. 
z=0,y=0 

Z* = W3 + lLz = U31 = J'
2 

.
z=0.y=0 2p 

Calculamos ahora la dilatación cúbica: 
t.V z 

V
= Tr(ci

1
) = p(2v - 1)

Posteriormente estudiaremos la interpretación física ele este problema. 

Ejercicio 4. 

( .J. 17) 

( .J .48) 

La torsión ele una barra de sección transversal circular corresponde a los 
desplazamientos siguientes: 

111 = - T .r21·3 + a1·2 + b.T3 + e 
U2 =TX1X3 - a:r1 + ex3 + f 
u3 = - b..c1 - e.r2 + J..: (.JA9) 

Seleccionar los coeficientes a, b, e, e, f. k de tal manera que la sección que pasa 
por .1:3 = O esté fija en la forma: 

l. El punto O = (O, O, O) no tenga desplazamiento.

2. El elemento del eje dx3 no rote en el plano x 10.1:3, ni el el plano J'20.1·3. 

3. El elemento del eje dx2 no rote en el plano x 1 Ox2.

Encontrar el tensor de deformación 
Verificar que se cumplan las ecuaciones de Saint Venant. 
Para el punto 1 debemos pedir que el origen O = (O, O. O) no te11ga des­

plazamiento, lo cual nos indica inmediatamente que e = f = k = O. ya que 
u1(0,0.0) = c,u2(0,0.0) = f,v3(0,0,0) = k.

Con el objeto de imponer las otras dos condiciones necesitamos calcular las 
componentes del tensor de rotación D.;j = ½ ( � - �). obtenemos 

(-L50) 

5 Los detalles de este problema se tratarán en la sección 7.4.
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con estas derivadas calculamos el tensor de roLación 

(4.51) 

Esta:-; componentes del tensor de rotación se relacionan con ]ru:; componentes del 
vector de rotación de manera que: n1 = 023. 02 = 0 13, 03 = -0 12. Ahora
bien. la condición 2 implica que el vector de rotación debe estar sobre el eje 1·3 ,
por lo tanto necesitamos que n 1 = n2 = O para .r;i arbitraria y .1· 1 = .r2 = O. 
Dr acuerdo con los valores que obtuvimo� para las componentes del vector de 
rotación tenemos que n32 = n 13 = O y esto nos da como resultado que e= b = O.

La condición 3 implica que el VC'ctor de rotación C'sté en el eje .r2. por lo cual 
n1 = n:¡ =()y entonces Cl = ( = o.

Ahora el vector de desplazamiento queda corno: 

(..J.52) 

Con este vector de desplazamienLo calculamos el tensor de deformación, que 
n'stilta: 

o

o 

Tio) 

-�
2 

Las ecuaciones de Saint Venanl se cumplen trivialmente. 

4.6. Apéndice 

(4.53) 

En este apéndice vamos a demostrar la relación entre los ángulos que aparece 
en la figura 4.4, es decir que a = 2/3, 

El 6ABD es isósceles. por lo tanto

2LDAB + LABD = 1r (4.54)

de donde el LABD = 1r - 2LDAB. También el 6ABD 1 es isósceles y entonces

2LD 1 AB + n + LDBA = 1r 

pero LDBA = LABD y sustituyendo obtenemos

2LD1 AB + Ct + 1r - 2LDAB = 1r 

de manera que 2LD1 AB - 2LDAB + n = O, por lo tanto

Ct = 2LDAB- 2LD 1 AB = 2( LDAB- LD 1 .4B) 

de la figura 4..! vernos que 

al �11st iluir la cc. (,l.5G) en la ec. (4.5G) obtene1J10s de inmediato que 

o. = 2/3 

( 4.55)

(4.5G)

( 4.57) 

(4.58) 
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4.7. Problemas 

Calcular los tensores de deformación y rotación, la dilatación cúbica y las 

deformaciones principales para los casos siguientes: 

1.- Dilatación uniforme 

Ux = ex, Uy = ey, Uz = ez 

donde e es una constante adimensional. 

2.- Extensión simple 

3.- Deformación cortante 

4.- Deformación plana 

Ux = ex, Uy = Uz = o.

Ux = 2sy, Uy = 'Uz = O.

Ux = Ux(x, y), Uy = 1ly(X, y), Uz = O.



Capítulo 5 

Ley de Hooke Generalizada 

5.1. Introducción 

Hasta ahora hemos estudiado el estado de esfuerzos en un cuerpo y las de­

formaciones que ocurren en él; sin embargo, lo hemos hecho separadamente sin 
que existan relaciones entre el esfuerzo y las deformaciones. Cada uno de es­
tos estudios separadamente no permiten resolver problemas en Elasticidad, es 
necesario tener una ley fenomenológica que los relacione. En Elasticidad esta 
ley fenomenológica se trabaja con la mayor generalidad posible y la podríamos 
escribir en la forma siguiente: 

(5.1) 

es decir que los esfuerzos están escritos en términos de las deformaciones (tam­

bién podría escribirse al revés, es decir deformaciones en términos de los esfuer­
zos). 

En el caso de deformaciones pequeñas, la forma más simple y con intervalo 

de validez relativamente amplio es una forma lineal, donde 

es un ejemplo de la ecuación (5.1) para el caso lineal. Es muy importante notar 

que en la ecuación (5.2) está implícito el "principio de superposición", es decir 
que los efectos producidos por una fuerza son independientes de la existencia de 
otras fuerzas. Además no hay deformación o esfuerzos residuales, 1 ésto significa 
que la existencia de una deformación es consecuencia de la presencia de un 
esfuerzo en el sistema. 

En un caso más general las ecuaciones (5.1) podrían llegar a ser muy compli­
cadas ya que podrían ser no-lineales, sin embargo en este curso nos limitaremos 
al estudio de los casos lineales y no sólo eso, sino que haremos algunas simplifi­

caciones que son válidas en los problemas más sencillos. 

1 De manera formal, ésto significa que a,1 (e,
1 

= O) = O y también eij (aij = O) = O. 

61 
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5.2. Caso simplificado 

Consideremos los tipos ele sistemas que podemos estudiar: 

l. Homogéneos: Su estructura y composición son los mismos en tocios sus
puntos.

2. No-homogéneos: Si no se cumple la condición inmediata anterior.

3. Isótropos o Anisótropos: Los isótropos serán sistemas homogéneos rnyas
propiedades son iguales en todas direcciones, y anisótropos si hay alguna
o algu11as direcciones en las cuales las propiedades sean diferentes. como
sucede e11 el caso ele sistemas cristalinos que tienen propiedades eláslicas
y ópticas diferentes en distintas direcciones.

En el caso de las relaciones lineales del tipo de la ecuac10n (5.2), los cocfi­
cienles de las componentes del tensor ele deformación están relacionados c011 las 
propiedades elásticas de un cuerpo en diferentes direcciones. Dichos coeficientes 
se conocen con el 11ombre ele módulos elásticos. 

Con el objeto ele iniciar nuestro estudio acerca ele la Ley de Hookc tomamos 
un caso sencillo y lo vamos a manejar ele una manera simple, para después 
considerar la demostración completa. 

Consideramos el caso ele un cuerpo isótropo y entonces el número de módulos 
elásticos que necesitaremos será el menor posible. Para deformaciones peque11as 
casi siempre es posible tener una región lineal en la gráfica "esfuerzo-deformación". 
como se muestra en la figura 5.1. Específicamente para la figura tendríamos 

(5.3) 

que nos relaciona el esfuerzo normal a11 con la elongación e 11. el coeficiente E 
se llama "módulo longitudinal" o "módulo de Young". es independiente de a 11 y 
e11, pero podría ser función de la temperatura. Además es importante enfatizar 
que sólo es válida en la región de comportamiento lineal. 

Unidades: Las componentes del tensor de deformación son adirnensionales, 
por lo tanto las unidades del módulo de Young deben ser las mismas que el 
esfuerzo, es decir 

[E] = fuerza = � (G.-1) área Lt2
· 

Experimentalmente puede demostrarse que a una elongación corno la de la 
ecuación (5.3) corresponden elongaciones en los otros ejes, además son propor­
cionales en magnitud y de signo opuesto, de manera que, si solamente está pre­
sente e 11, entonces 

(5.5) 

donde v es una constante adirnensional que se conoce con el nombre de "razón 
de Poisson". Tanto E como v dependen del material, como por ejemplo 

E= {
2, 14 X 103 

cr�9
8

2 , 

1 09 X 102 � ' cm. s
2 ' 

acero 
madera 
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Deformación - Esfuerzo 

Figura 5.1: Relación esfuerzo-deformación. 

La razón de Poisson, v, siempre es menor que ½. 
Los experimentos demuestran que cuando hay una relación lineal como en 

la ecuación (5.3) entre la elongación _v el esfuerzo normal. también hay pro­
porcionalidad entre los esfuerzos cortantes y las deformaciones cortantes de la 
manera siguiente: 

cr12 = 2Ge12, 
cr13 = 2Ge13. 
a23 = 2G1'23. (5.6) 

que constituye la ley de Hooke para los esfuerzos cortaHtes. la propiedad G

se conoce con el nombre de ··módulo ele elasticidad cortante'· y tiene unidades 
[G] = r,'.crza . El módulo cortante depende ele! material pero es independiente ele 

area 

la deformación y del esfuerzo, aunque puede depender de la temperatura. Las 
tres propiedades q11e hemos definido no son independientes y demostraremos 
más adelante que 

G= E 
2(1 + v) (5.7) 

5.2.1. Deformaciones expresadas en términos de los es­

fuerzos 

Consideremos un paralelepípedo con caras paralC'las a los planos coordenados 
como se muestra en la figura 5.2. Veamos la deformación producida por los dife­
rentes esfuerzos uonualcs posibles. Empezamos con el análisis ele la elongación 
e11 - CuaH<lo sólo existe esfuerzo a11 la deformación del plano perpendicular 
a Ox1 es proporcional a a 11 , c01110 se muestra en la figura 5.3a, y es igual a 
e'11 = y. Cuando sólo existe el esfuerzo cr22 hay una deformación en el plano 
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0-12 

X, 

Figura 5.2: Esfuerzos normales que actúan sobre un elemento de volumen. 

perpendicular a Ox1 que tiene la forma e�
1 = --;li;a22 y se muestra en la figura 

5.3b. 
A su vez, cuando sólo existe el esfuerzo a33, la deformación del plano per­

pendicular a Ox1 es e�� = -ia33, como se muestra en la figura 5.3c. 
Esto significa que la deformación total del plano perpendicular a Ox1 pro­

ducida por la presencia de los tres esfuerzos normales es 

(5.8) 

de manera semejante podemos analizar las otras elongaciones y mostrar que 

1 e22 = E [a22 - v(au + a33)],

e33 = E [a33 - v(a22 + au)]. (5.9) 

Estas ecuaciones también se pueden escribir en términos de la traza del tensor 
de esfuerzos, por ejemplo 

(5.10) 

de manera general se tiene 

(5.ll) 
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Defonnaciá! del plano.la Ox I producida por los esfuazosnonnales 

Sólo u11 produce e11 

CT 
22 

produce e 11 

.. 

CT n produce e 11 
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Figura 5.3: Elongaciones producidas por esfuerzos normales. La figura superior 
corresponde a la figura 5.3a, la intermedia a la 5.3b y la inferior a la figura 5.3c, 
a las que hace referencia el texto. 

Para las deformaciones cortantes tenemos 

1 

eij = 2cªij, i-=/- j, (5.12) 

donde también se puede utilizar la relación del coeficiente cortante G con el 
módulo de Young y la razón ele Poisson. 

Ahora vamos a encontrar la dilatación cúbica; sabemos que 

1 
= E

(l - 2v)Tr(aij), o bien

1 - 2v 
Tr ( eij) = ------¡;- Tr ( a;_1),

.6.V l - 2v 
V = ------¡;-Tr( ª·ij), (5, 13) 

Entouces, la deformación volumétrica es proporcional a la suma ele los esfuer­
zos normales y. de hecho, corresponde a la ley ele Hooke en forma volumétrica. 
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Puesto que la traza del tensor de esfuerzos es un invariante, vemos que la dilat­
ación cúbica es independiente del sistema de ejes coordenados. 

Ahora supongamos que el volumen del sistema que estamos considerando sc 
ve sometido a la acción de esfuerzos normales de tensión únicamente. esto es 

en este caso el volumen no puede decrecer, entonces 

y. por lo tanto
1 

V<-. 
2 

5. 2. 2. Esfuerzos en términos de las deformaciones 

Ahora vamos a escribir los esfuerzos en términos de laH deformacio11C's. para 
ello invertimos las ecuaciones ( 5.11) 

0-11 - vo-22 - vo-33 = Ee11 

-vo-11 + 0-22 - vo-33 = Ee22

-vo-11 - vo-22 + 0-33 = Ee33.

Llamamos A al determinante ele este sistema de ecuaciones 

desarrollamos para obtener 

-V

1

-v

-v) 
-v . 

1 

IA.I = (1 - v2) + v(-v - v2) - v(v2 + v) =

= 1 - L/2 + L/2 ( -1 - l.J) - L/2 ( 1 + V)

1 - v2 - 2v2(1 + v).

entonces IA.I = (1 + v)(l - 1/ - 2v2). 

Usando la regla de Cramer tendremos que 

-V

1

-V

sin embargo IA.I = (1 + v)2(1 - 2v), de manera que

E Ev 
0-11 = --e11 +-----,----J 

1 + v (1 + v)(l - 21/) e, 

(G.lG) 

( 5.17) 

(5.18) 

(5.19) 
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donde le = Tr(e,1) que es un invariante del tensor de deformación. De forma 
semejante se obtienen las olras componentes y entonces podemos escribir que 

E Ev 
a,, 

=

1 + v <'u+ (l + v)(l _ 2v) le, no ha:v suma sobre i.

y, por otra parte. para los esfuerzos cortantes tenemos: 

a SU Vl'Z 

donde 
E 

/l = G = 
2(1 + v)'

A = 
Ev 

( l + v) ( 1 - 2v)'

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 

las canl iclades A y ¡1 se conocen como coeficientes de Lamé y nos damos cuenta 
quC'. en t frrninos de Pstos copficiPnles. los psfuerzos normak•s quedan escritos de 
manera rná.-; simple. puesto que 

a;, = 2¡1c1 ; + Ale , sin suma sobre i 

si ahora sumn1nos sobre i obtendremos la traza ele! tensor de esfuerzos 

(5.23) 

(5.24) 

½Ia se llama esfuerzo octaédrico y además ½le es la deformación cúbica prome­
dio. Es claro que Lodos esto,, coeficientes están relacionados entre ellos, de hecho 

E-
(3-'+2µ)

-1-l 
-'+µ
A 

ll= -- --
2(A + µ)' 

Además resulta que A > O y /l > O. 

y 

5.3. Termodinámica de la deformación 

(5.25) 

(5.26) 

Antes de trabajar con la generalización de la ley de Hooke vamos a pensar en 
el medio continuo como un sistema termodinámico y entonces nos ocuparemos 
del trabajo realizado por las fuerzas elásticas. Supongamos que se tiene un 
cuerpo sobre el cual actúan los esfuerzos tñ y las fuerzas de volumen pb, y éstas 
se incrementan por una cantidad dtñ y pdb para densidad p constante. Corno 
resultado se produce 1111 desplazamiento relativo u---. du y el trabajo realizado 
será 

dW = j (pb,du; )dV + ( (tfdu;)dS, 
1· Js 

pero t� = a,jllJ y. al sustituir en la ec. (5.27), tenernos

e/\!\.=¡· (pb;du;)dV + ( (a;
1 n1

du,)dS,
1· 1s

(5.27) 

(5.28) 
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por el teorema de la divergencia, la integral de superficie se transforma a una 
integral de volumen 

( 5. 29) 

ahora para el segundo término tenemos que 

con lo cual 

( 5.30) 

donde la última igualdad en la ecuación (5.30) se obtiene recordando que la con­
tracción de un tensor simétrico con uno antisimétrico se anula. Ahora sustitu­
imos la ec. (5.30) en la ec. (5.29) y en el último término se sustituye la condición 
de equilibrio, ec. (3.31), por lo tanto 

(5.31) 

de donde 

dW = l aijdeijdV, ( 5.32) 

ahora el trabajo por unidad de volumen será 

( 5.33) 

Supongamos ahora que la deformación de un cuerpo elástico es un proceso re­
versible termodinámicamente, lo que implica que el estado del cuerpo estará de­
terminado de forma única por variables termodinámicas. Tomemos a la energía 
interna (U) por unidad de volumen y a la entropía S por unidad de volumen, 
entonces la primera ley nos permite escribir que: 

dU=TdS+dw (5.34) 

y sustituyendo el trabajo tendremos 

(5.35) 

Ahora vamos a escoger como variables indepeudientes a la temperatura T y 
al tensor de deformación eij, de manera que la energía libre de Helmholtz (F) 
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será el potencial termodinámico adecuado para la descripción del sistema 

F = U - TS. F = F(e,j, T),
dF =a;ídeiJ - SdT y

dF = (::.J de,, + ( �) ,., dT

de donde a,, = (::, L S = ( �) ,., 
que también podrían escribirse en términos de la energía interna 

Para el caso rl.P un proceso isotérmico (T = constante) tenemos que 

dF =a,jde,.7 coincide con el trabajo, 

a su vez dF = (::) deij· 
'1 T 

Ahorn bien. si a,
1 

es una función lineal de e;j tenemos 

(5.36) 

(5.37) 

(5.38) 

(5.39) 

implica que F es una función homogénea de orden 2 en las variables e;j, por lo 
tanto 

(�F
)eij = 2F,

ue,
1 

(5.41) 

esto significa que si a;
1 = C;J nemn también se puede escribir que 

(5.42) 

de manera que 

F lcmn= 2 iJ Cmn Cij • (5.43) 

¿ Cúal es el significado de esta expresión ? 
Nos garantiza la existencia del potencial elástico, es decir existe una función 

F cuadrática en las componentes del tensor de deformación y es una función 
que solamente depende ele las deformaciones y NO de la forma en la que se 
llegó al estado deformado. Dicho de otra forma, la energía libre no depende de 
la trayectoria seguida por el proceso entre dos estados del sistema. Corno hemos 
visto, dicha función es la energía libre de Helmlwltz. 

¡_ Cuáles son las consecuencias ele ello ? 
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Puesto que F sólo depende de las componentes del tensor ele deforn1ació11 y 
además es una función continua y diferenciable, la.'i segunda.'i derivadas cruzada.-; 
deben ser iguales, ésto es 

También nos permite reducir el número de cantidades c;_;w , veamos corno. 
Para empezar nos damos cuenta de que la detenninación del tensor ele esfuer­

zos a;1, como una función lineal de las componentes del tensor de deformación, 
requiere ele 81 cantidades C;-'J''. De hecho, este tensor es de cuarto orden y por 
ello tiene en principio 81 componentes, que podemos acomodar en una matriz 
9 x 9 donde están agrupados los íudices ij para etiquetar los renglones y los 
índices rnn para etiquetar las columnas. La simetría que hemos obtenido i111-
plica que de los elementos fuera de la diagonal 81 - 9 = 72 sólo la 111itacl son 
independientes, de manera que la existencia del potencial uos ha reducido a 
36 el número ele módulos independientes. Los 36 módulos indpenclicntes los ar­
reglarnos en una matriz 6 x 6 y, nuevamente, apartando la diagoual tenemos 
36 - 6 = 30 móclulos. Debido a la simetría del tensor 

Cmn cmn cmn C""' 
a,j = ij Cmn = aji = Ji Cmn ----> ;1 = Ji 

· 

(5A5)

A su vez, la simetría del tensor eij nos dice que 

Cmn cmn cnm cmn cnm 
ª') = ij Cmn = ij enm = ,j Cnm ----> ·i.1 = l.J . 

de manera que solamente 3
2
° = 15 son diferentes, éstas, agregadas a las 6 com­

ponentes de la diagonal, nos da 21 módulos independientes. Éste es el número 
máximo de módulos independientes que puede tener un cuerpo elástico, cada 
uno de estos módulos debe obtenerse experimentalmente y dentro de la región 
lineal de la gráfica esfuerzo-deformación. 

5.4. Reducción del número de módulos para un 

sistema isótropo. 

Vamos a considerar la ley de Hooke generalizada, que ahora sabemos que 
sólo puede contener 21 módulos independientes y vamos a suponer que nues­
tro sistema es isótropo. ¿ Qué significa ésto ? La propiedad de isotropía ele tm 
sistema significa que no distingue dirección alguna, ele manera equivalente pode­
mos decir que sus propiedades son las mismas en todas las direcciones. Vamos a 
demostrar que e11 este caso el número máximo de módulos elásticos independi­
entes es de 2. Para hacerlo escribirnos las seis componentes indcpendientC's ele! 
tensor de esfuerzos como combinaciones lineales de las G componentes del tensor 
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d<.' deformación. 

a_,.,. = C11 Cn- + C12c yy + Ci3Czz + C1.1Cyz + Cu,C.rz + Crnei·y 

ayy = C21 e_,._,. + C22Cyy + C23C zz + C2.1Cyz + C25<'.rz + C2G( ,·y 

C7zz = C'3¡C.r,: + C32eyy + C33C'zz + C34C'yz + C35C.n + C:w<'.ry 

ayz = C..11e.u + C12Cyy + C.¡3<'zz + C'.14<' yz + C15(i-z + Cw<',·y 

a,-z = C51Cx,· + C52<'yy + C'53Czz + C54eyz + C55e_,., + C56exy 

a,ry = C61 Cx1· + C62Cyy + C53C,z + c6,J.eyz + C65C,-z + c66e.ry· 

71 

(5.47) 

Al tornar en cuenta la existencia del potencial elástico se tienen 36 - 15 = 21 
módulos indepeudicut,cs, en el arreglo que tenemos arriba esta condición implica 
que: C,

1 
= C'j ; y escribo explícitamente el resultado, 

a, .. r = C11ex.r + C12Cyy + C13Czz + C14Cyz + C15C_cz + C15ery 

ayy = C121'.rx + C22eyy + C23Czz + C24Cyz + C25C,rz + C26P.ry 

a zz = C¡3Cxr + C23Pyy + C33<'zz + C34Cyz + C35C,-z + C35Cxy 

a yz = C1.iC.r:r + C24Cyy + C3.1Czz + C.1 ¡f'yz + C45exz + C46C.ry 

a.rz = C15C:r,· + C25Cyy + C3;;Czz + C45Cyz + C55t'.rz + C56P.ry 

axy = Crne.cx + C25eyy + C36Czz + C46Cyz + C56f'xz + c66C:ry· (5.48) 

Para 11na demostración genC'l'al debemos tomar el conjunto de las ecuaciones 
(5.48) .Y efect11ar una rotación arbitraria. Aplicar las reglas ele transformación 
de tensores de segundo orden y pedir que el resultado sea independiente de la 
rotació11. Si bien esto nos daría un resultado muy general, para medios isótro­
pos es muy ilustrativo hacer la demostración con rotaciones particulares. Esto 
es debido a que entonces podernos considerar medios elásticos con simetrías 
específicas y aplicar nuestros resnltadm, a medios cristalinos. 

De acuerdo con esta estrategia, hacernos una inven;ió11 del eje .i;, ¡, cómo se 
transforman los tensores a;

1 
y e;J ? 

a yy --> a YY eyy --> e_,¡y 

a yz --> a yz Cyz --> Cyz 

a.r: - -a.tz <'.r;; � -( ,rz 

a :ry --> -Cl.ry ( .r y --> -( .ry · 
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Aplicamos esta transformación a las ecuaciones (5.48) y obtenemos que: 

axx = Cuexx + C12eyy + C13ezz + C14eyz - C15exz - Cl6exy 

ayy = C12exx + C22eyy + C23ezz + C24eyz - C25exz - C26exy 

azz = C13ex:r + C23eyy + C33ezz + C34eyz - C35exz - C36exy 

ayz = C14exx + C24eyy + C34ezz + C44eyz - C45exz - C46exy 

ªxz = C15exx + C25eyy + C35ezz + C45eyz + C55exz + C56exy 

axy = Cl6exx + C26eyy + C36ezz + C46eyz + C56exz + C66exy , 

al igualar lru; ccs.(5.45) con ]ru; ecuaciones (5.48) tenemos que 

(5.49) 

C15 = cl6 = O, C25 = c26 = o, C35 = c36 = Ü C45 = c46 = O, (5.50) 

el número de módulos que quedan es 21 - 8 = 13. Lru; ecuaciones nos quedan 

en la forma: 

ªx:r = Cuexx + C12eyy + C13Czz + C14C' yz 

ayy = C12erx + C22eyy + C23ezz + C24Cyz 

ªzz = C13ex.r + C23Cyy + C33ezz + C34eyz 

ayz = C14f'xx + C24Cyy + C34ezz + C44eyz 

axy = 

Cs5exz + C56exy 

C56Cxz + c66Cxy · (5.51) 

En estas ecuaciones hacemos una inversión del eje y, la tranforrnación implica 

que y --+ -y.

axx --+ axx exx --+ exx 

ayy --+ ayy eyy--+ eyy 

azz --+ azz Czz --+ Czz 

ayz --+ -ayz eyz --+ -eyz 

ªxz --+ ªxz exz --+ exz 

axy --+ -axy exy --+ -exy, 

aplicando estas transformaciones a las ecuaciones (5.51) tendremos que 

axx = Cllexx + C12eyy + C13ezz - C14eyz 

ay11 = C12exx + C22eyy + C23ezz - C24eyz 

azz = C13Cxx + C23eyy + C33ezz - C34eyz 

ayz = -C¡4exx - C24eyy - C34ezz + C44eyz 

axy =

de donde es inmediato que: 

C55exz - C56exy 

-C56exz + C66exy, 

(5.52) 

(5.53) 

(5.54) 
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y nos quedan 13 - 4 
siguientes: 

9 módulos, las ecuaciones que ahora resultan son las 

CJ XX = Ci 1 e.ex + C12eyy + C13ezz 

CJyy = C12C:rx + C22eyy + C23ezz 

cr zz = C13exx + C23eyy + C33e,, 

CJyz = C44eyz 

Cl.cz =

Clxy =

C55e,i;z 

c66f',.y. (5.55) 

Si hacemos una inversión del eje z no nos da algo nuevo, queda al lector 
verificarlo. 

Como pcIBO siguiente realizamos una rotación de � alrededor del eje z, esto 
e� equivalente a x -+ y, las componentes de los tensores se transforman como 
sigue: 

Clxx -+ CJyy exx -t eyy 

Clyy-+ Clxx eyy -t exx

Clzz-+ Clzz ezz -t ezz 

CJyz -+ Clxz eyz -t exz 

Clxz-+ Clyz e, .• -t eyz 

Cl xy -+ Cl y1· exy-+ eyx· (5.56) 

Veamos con detalle el efecto de esta transformación, para lo cual tomamos el 
elemento Cl:rx de la. ecuación (5.55) 

hacemos el cambio propuesto en la ecuación (5.56), entonces nos queda 

coupararnos e igualamos con 

lo cual implica que 

(5.57) 

Alnra tomamos Clyz = c��e yz · hacemos el cambio y llOS da que Cl.rz = C4,1exz, 
y é.hora igualamos con Cl.rz = C55exz , ele donde obtenemos que C44 = C55. 
Tencn1os cntouces 3 relaciones adicionales, de manera que ahora tenemos 9 -
3 = 6 módulos independientes. Las relaciones esfuerzo-deformación nos quedan 
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ahora como: 

ªxx = Cuexx + C12eyy + C13ez, 

ayy = C12e:r.r + C11eyy + C13ez= 

a,, = C13 exx + C13eyy + C33ezz 

ay, = 

ªxz =

ª-1''.lJ =

C,.¡,.¡Cyz 

C44C.z;z 

C55e1-11- (5.58) 

Hacemos una rotación de � alrededor del eje y, esto significa .r ---> ~. la t rans­
formación de las componentes de los tensores es 

a yy ---> a yy 

a zz ---+ a :r J· 

Con el mismo procedimiento obtenernos que 

( 5.60) 

Hasta aquí tenemos 3 módulos independientes y las ecuaciones para los csÍlll'rzos 
son: 

a:,;x = C11ex,r + C12(eyy + C;::z) 

ayy = C12(exx + ez,) + Cueyy 

azz = C12(exx + Cyy) + C11Czz 

ayz = C44Cyz 

ªxz = C44Cxz 

axy = C44Cxy· (5.61) 

Por el momento hemos llegado a tres módulos elásticos independientes. pidiendo 
invariancia ante inversiones y rotaciones de �, sin embargo esto no es suficiente 
para garantizar la isotropía total del sistema. Necesitamos hacer una rotación 
adicional en un ángulo y dirección arbitrarias. Con el objeto de no efectuar 
toda el álgebra involucrada tomaremos una rotación de :f alrededor del eje y. 
La matriz de rotación correspondiente es 

o 

1 
o 

J2.2)
o ( 5.62) 
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El tC'11::;or ele C'SÍUC'rzos tram;fonnado lo construimos con

(' 
o 

),) 
J2

("" 
a12 

"") a' = BI:,_B r 
= _'.i_ l o ª12 rr22 a23 

1 a13 a23 0";¡3 J2 J2 

hacernos el primer producto

e� 
o 

t) 
( ),(au + a.,] rr12

1 

1 J2(a12 + rr2:i) rr-22 (T =

r., 
o J2 }2(0- 1:l + O":J:J) a:n

' -

rn1li1,amos el producto indicado y si1nplificarnos

✓:/ª12 + a23)
a22

�(a2:1 - a12)

u J2
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o 

')
- J2 

l 

l 
(!i.63) 

o J2 

(5.G5)

Por otra parlt' el tensor de clcformación tambié11 se lrausforma. ele maiwrn que
po< len 10s escribir

�(r12 + r:n)
e22

� (e23 - e12)
(5.66)

Ahora bien. para ex1g1r la invariancia debemos pedir que en el nuevo sistema
de coordenadas las relaciones esfuerzo-deformación p<'rmanezcan igual. C'sto sig­
nifica que:

o-� 1 = cne� 1 + C12(e;2 + c;3) ( 5.67)

que al sustituir las cantidades transformada.-; nos cla lo siguiente

1 1 

2(o-n + 0-33 + 20-13) = cll 2(e11 + e33 + 2e13)+

+ c,2[e22 + 2(e11 + c3:i - 2e13)]

l 1 
= 2c11(c11 + C12) + 2

c33(r-11 + C12) + e1:3(c11 - C-12). (5.68)

Poi otra parte'. C'll el prinwr mipmbro tenemos que

� [e, ,e, 1 + C12(r 12 + C:1:i) + Ct1C3;¡ + C 12(e11 + r2:2) + Llr·, 1cn]

l 1 
= '.t11(c,1 +c12)+r:n(c11 +c12)+c,:¡(c,1 -c12). (5.69) 

Al r·o111parar ll'n11i110 a té·r111i110 ven1os que liav u11a rclació11 11ul'\'a

( ;J. 70) 
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además podemos ver fácilmente que es la única. De hecho, podemos tomar 
cualquier otra componente del tensor de los esfuerzos y, mediante un procedi­
miento similar, llegaremos a la misma relación. Por lo tanto, de los tres rnódulos 
que teníamos sólo dos de ellos son independientes. Debemos notar que' la de­
mostración que hemos hecho no es del todo general, pues debC'ríarnos lrn.bC'r 
realizado una rotación arbitraria desde el principio, pero también es daro que 
el álgebra se habría complicado más sin obtener por ello mayor información. 
Los dos módulos independienles reciben nombres diferentes, c44 = /l y r 12 = >-. 
(c 11 =A+ 2¡l) se llaman coeficientes de Larné y en la sección 2 hemos visto su 
relación con los otros módulos elásticos del caso simplificado. 

5.5. Energía libre para un sistema homogéneo e 

isótropo. 

Regresamos ahora a la ecuación (5.43) donde tenemos escrila la energía libre 
en su forma más general. 

De acuerdo con la ecuación (5.37), las componentes del tensor de los esfuerzos 
son 

(5.71) 

entonces 
(5. 72) 

Ahora bien, para un sistema homogéneo e isótropo ya tenemos las expresiones 
del esfuerzo en términos de la deformación, de manera que vamos a sustituirlas 
para encontrar la forma de la energía libre en este caso particular. 

2F = � (_!J_eii + ( 
�

v 

) le) e;i + � JlC,;f',1 L.., 1 + v l + v l - 2v . L.., t l,J,t#J 

= 2µ L(e;;} 2 

+Al;+µ L e;je,j
<.J,i#j 

= 2µ(ei 1 + e�2 + e�3) + M; + µ(ei2 + ei3 + e�3 ). (5.73) 

a partir de esta ecuación vemos de inmediato que F > O si los coeficientes de
Lamé A > O y Jl > O son positivos.

Si ahora utilizarnos la relación de las deformaciones en términos de los es­
fuerzos tendremos la expresión siguiente para la energía libre: 

(5.74) 

Tomando en cuenta las expresiones que hemos obtenido podernos tomar otro 
enfoque para construir la energía libre del sistema. Para un medio homogéneo y 
con total isotropía, en el caso de deformaciones pequeñas, se hace 1111 desarrollo 
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de la energía en potencias de e;j y por el momento consideramos una situación 
isotérmica, entonces 

(5.75) 

dondr h es el segundo invariante del tensor de deformación, recordemos 

Las cantidades 1, ó y ¡J son cantidades independientes de e ,1, pero podría.u ser 
funciones de la temperatura y caracterizar a las propiedades térmicas del medio 
en cuestión. Ahora bien 

por lo cual 

( f.JF) 1 _ O 
éJe;i 

- ,
T e,,=0 

(5.76) 

(5. 77) 

es decir, la energía libre no puede contener términos de primer orden en e;1, por 
lo tanto 

(5.78) 

ya que, para un medio isótropo, Jf e 12 son los únicos invariantes que se pueden 
formar hasta segundo orden en las componentes del tensor de deformación. Es 
conocido que, en el estado de equilibrio termodinámico, la energía libre tiene 
un mínimo y si no hay fuerzas externas que actúen sobre el sistema, el mínimo 
ocurre cuando e;1 = O. Esto significa que la energía libre debe ser una forma 
cuadrática positiva definida, y para ver lo que esto significa sustituimos los 
invariantes en la expresión de la energía. Primero la reescribimos en la forma 
siguiente: 

ahora calculamos 

If - 2h =e;x + e�
Y 

+ e;
2 + 2ex:reyy + 2exxezz + 2ezzCyy ­

-2exxe
yy + 2ex:rezz + 2e.2 e

yy + 2e;
y 

+ 2exz2 
+ 2eyz2 =

2 '.l. 2 2 2 2 =exx + e
yy 

+ e •• + 2exy 
+ 2exz + 2c

yz = 

de manera que regresando a la ecuación (5.79) tenemos que 

(5.79) 

(5.80) 

(5.81) 
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es claro que la forma de la energía libre es positiva definida si los coeficientes ,\ 
y µ son positivos; notemos que estos coeficientes corresponden a los coeficientes 
de Larné de los que ya habíamos hablado. 

El tensor de deformación se separa en una parte isótropa y un tensor sin 
traza, 

e · -(e - 1_1 s) + �ó - eº + 11 c5
1) -

IJ 3 1) 3 tJ - ij 3 tJ 

la enngía libre queda entonces como 

(5.82) 

(5. 3) 

El segundo término corresponde a una deformación cortante sin cambio ele volu­
men y el último término se llama de compresión uniforme. al módulo K = >-+ �µ 

se le c011occ como módulo de compresión uniforme. 
Cada uno de los términos ele la energía libre recibe un nombre: 

5.6. 

energía de dilatación o de compresión uniforme (5.84) 

energía de deformación cortante. (5.85) 

Deformación con variación de la temperatu­

ra 

Ahora se va a considerar el caso en que la temperatura no es constante; dicha 
variación puede ser el resultado ele la deformación misma o puede imponerse 
desde fuera. El estado inicial corresponde a una temperatura T0 uniforme y a la 
ausencia de fuerzas externas. Cuando hay un cambio ele temperatura es posible 
tener dilatación térmica aún en ausencia de fuerzas externas. La contribución a 
la energía libre será proporcional a 1 1 que es el único escalar de primer orden
que puede formarse con el tensor de deformación, por tanto 

(5.86) 

Al escribir la ce. (5.86) debemos recordar que 1 1 nos mide la deformación cúbica
en el sistema. el coeficiente ele proporcionalidad se ha escrito como Ka, donde 
K = ,\ + �µ acompaña al término en J i en la energía libre, como se puede ver 
en la ce. (5.83). De esta manera vemos que a se encarga de decirnos la respuesta
ante los cambios de temperatura y se conoce con el nornbre de dilatación térmica. 
Este coeficiente también depende del material y de la tempaeratura alrededor de 
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la 'ual está acurriendo la deformación. Si ahora derivamos la ec. (5.86) respecto
a .as compoue11tes del tensor de deformación se obtiene el tensor de esfuerzos 

(5.87)

ch,1dc Pi primer tfrmino nos da los esfuerws adicionales producidos por el cam­
bi() c!C' t<'Inperatura. 

Cuando solamente co11sidcra111os la dilatación térmica. los esfuerzos internos
soJ nulos y en este Cél.80 la defonnació11 va a depcudcr de la diferencia de tcmpP­
ra:11ra. 

-I< n(T - To)ó,1 + J{ lt6,.1 + 2µef7 = O

2 
21' . ' J: K (1' T, . ¡1(';1 =
3

!1611 - /<..11011 + n - o)hij 

2¡lc;1 

=( 2
�
1 

- K)h6,1 + lfn(T-To)ó,1 

2pciJ = - >-I 16,
1 + f

(a(T-To)ó;1 

>, Kn 
e=--I1 c5·+-(T-To)c5.

1) 2/l lj 2p, ZJ 

(5.88)

Li ecuación (5.88) nos dice que el tensor ele deformación es diagonal. con un
término proporcional a la diferencia de temperatura. Si ahora calculamos la
tn.za del tensor de deformación 

tenemos que

>, Ifo. r 1 1 = Tr(ei ) = -3-I1 + -3(T -To), 1 2¡t 2µ 

( 
3>-

) 
3Kn 

11 1 + - = -(T - To),
2µ 2¡¿ 

6.V 
11 = V =a(T-To),

(5.89)

(5.90)

a partir de esta expresión tenemos una interpretación iumecliata del coeficiente
o corno el --coeficiente de dilatacióu térmica'·. Cuando se trabaja con este tipo
de procesos es importante distinguir los procesos adiabáticos ele los isotérmicos.

5.7. Sistema con simetría Tetragonal 

Demostrar que 1111 sistema con simetría tetragonal tiene únicameute seis
módulos Plásticos inclPpendientes. La simetría telragoual i111plica simetría res­
pecto de las transfor111aciones siguientes: 

l . . e----, -.r. y--> y. z--> z
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2. X -> X, y -> -y, Z -> Z 

3. rotación de 2t alrededor del eje z o bien

4. x -+ y, y -+ -x, z -+ z que es equivalente a la anterior.

Tomamos la ley de Hooke generalizada con los 21 módulos indepenclientPs. 

axx = Cnexx + C12eyy + C13ezz + C14eyz + C15exz + C16exy 

ayy = C12exx + C22eyy + C23ezz + C24eyz + C25exz + C26e:r11 

azz = C¡3C:r.c + C23eyy + C33ezz + C34eyz + C35Cxz + C35exy 

ay, = C14Cxx + C24eyy + C34ezz + C44Cyz + C45Cxz + C45C,:y 

ªxz = C15exx + C25eyy + C35ezz + C45Pyz + C55Cxz + c56L;ry 

ªxy = C15ex.r + C25Cyy + C35e,, + C45Pyz + C56Cxz + c66ÍJ .ry (5.91) 

Ahora hacemos una inversión del eje x; ya habíamm, visto que haciendo la 
transformación nos quedan 13 módulos independientes. 

a XX -> a XX Cxx -> Cxx 

ayy -+ ayy eyy -+ eyy 

ayz -> ayz Cyz -> Cyz 

Aplicamos esta transformación a las ecuaciones (5.48) y obtenemos que: 

axx = C11exx + C12eyy + C13e,, + C14Cyz - C15exz - C16exy 

ayy = C12Cxx + C22eyy + C23Czz + C24Cyz - C25exz - C26Cxy 

azz = C13Cxx + C23eyy + C33ezz + C34Cyz - C35Cxz - C35Cxy 

ayz = C14exx + C24Cyy + C34Czz + C44Cyz - C45Cxz - C45Cxy 

axz = C15exx + C25Cyy + C35Czz + C45Cyz + C55Cxz + C55Cxy 

axy = C15exx + C25eyy + C35ez, + C45Cyz + C55Cxz + C55Cxy 

al igualar con las ecuaciones (5.48) tenemos que 

. C1s = Cl6 = O, C2s = C25 = O, C35 = C35 = O C45 = C45 = O

(5.92) 

(5.93) 

el número de módulos que quedan es 21 - 8 = 13. Las ecuaciones nos quedan 
en la forma: 

axx = Cuexx + C12eyy + C13Czz + C14Cyz 

ayy = C12Cxx + C22eyy + C23Czz + C24eyz 

ªzz = C13exx + C23eyy + C33Czz + C34eyz 

ayz = C14Cxx + C24Cyy + C34Czz + C44Cyz 

ªxz =

axy =

C55Cxz + C55Cxy 

C55Cxz + C55Cxy (5.9"1) 
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En estas ecuaciones hacemos una inversión del eje y, la tranformación implica 
que y---> -y. 

ªzz --+ ªzz f1zz --t ezz 

aplicando estas transformacioues tendremos que 

a,., = C11Cx.r + C12<'yy + C13Czz - C14<'yz 

O"yy = C12<'.rr + C22Cyy + C23ezz - C24eyz 

O"zz = C1:Jf'.r.r + C23f'yy + C33ezz - C34eyz 

O'yz -C¡4CTx - C24Cyy - C34ezz + C44eyz 

O":ry =

de donde es inmediato que: 

Csse.rz - C55e.ry 

-C55e:rz + C55exy,

(5.95) 

(5.96) 

(5.97) 

y nos quedan 13 - 4 
siguientes: 

9 módulos. las ecuaciones que ahora resultan son las 

ax:r = Cnexx + C12eyy + C13ezz 

ªuy = C12exx + C22eyy + C23ezz 

O"zz = C13exr + C23eyy + C33ezz 

a,:y 
=

C44eyz 

Cssexz 

C55exy
· (5.98) 

Por último se aplica la transformación en que x ---> y, y ---> -x, z ---> z; las
componentes de los tensores de esfuerzos y deformación se transforman como: 

O"x.T-+ O"yy e.c:r --) e
yy 

O"yy-+ O"xx Cyy-+ exx 

O"zz -+ O"zz ezz --t ezz 

O"yz -+ -O".rz eyz -+ -exz 

a,-z ---> O"yz exz ---> eyz 

Cl.,:y ---> -Clyx CJ·y ---> -eyx (5.99) 
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Tomamos el elemento (J:r.r -+ rJyy y hacemos el cambio,

comparamos e igualamos con

lo cual implica qne
(5.100) 

con (J zz no obtenemos relaciones nuevas. Ahora tomamm, ayz = C 11< ¡¡z. lnu·<'111os
el cambio y nos da que (J_rz = C,1.1<'n y ahora igualamos con a.rz = C,,!"ic_,.

0
• de

donde obtenemos que C.1.1 = C'r;5 . Tencmos entonces 3 rclacioncs adicionales. de
manera que ahora tencmos 9 - 3 = 6 rnódnlos i11dqw11diPntes.

Las relacimws csfuerzc}-cleformacióu nos quedau ahora como:

a.r.r = C11C,.,. + C12Cyy + C¡3Czz
(JYY = C'12f';•,r + Cnr yy + C11<':: 

a zz = C 13 ( <'n + ('yy ) + C"'3:1<'zz
C11Cyz

C11Cn
C55<,ry

Estas son las relaciones válidas para un sistema con simetría tetrngo11al.

( 5.1 O 1)

Ahora vamos a constrnir las contribuciones R la energía librc ele cste sist c111a. 

1 l 
F =

2
(Jij<'ij = 2 ((J:rrf:u- + (Jyy<'yy + azzCzz+

2(J:ryC.ry + 2(Jxze_,-z + 2(JyzCyz) =

=� [ ( Cu Cx,c + C12Cyy + C13Czz )exx) + ( C12Cn + C1 ¡ Cyy + C¡3( zz}Cyy +

+(C13(exx + Cyy) + C33Czz)Czz + 2C55C:ryC.ry + 2C.¡.¡C,aC.rz + 2C.¡.¡C ¡¡z <'yz]

1 [ 2 2 2 =2 e,¡ (eJ'I + eyy ) + C33e,z + 2C12C.rx Cyy + 2C13(eu + eyy)ezz+

+2C.i,1(r�2 + c;,2 ) + 2C55e;u] (-5.102)

Si ahora separamos las partes de la energía que dependen de esfuerzos cortantt•s
\" uorrnalcs. tendremos

Fo = � [c1 ¡ (c;.,r +e�!/) +  C33e;z + 2C12e.r.rCyy + 2C13(<;.r + <'yy )<zz]

Fe = C4.¡ ( f'�z + e;,2) + C55e;.Y 

Si aciemás pedimos que no se tenga dilatación cúbica,

(5.JOJ)

(5.1 U 1)

(5. LO.))
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y para este caso la energía de dilatación será:

l[ 2 2 2 , FD = 
2 C11 (<.r.r + <'yy ) - C;i3(ex:r + l'yy ) + 2C'12e.,._,.cyy - 2C'1:i(c_,._,. + r yy)(1 ,.,.

= � [ C'11 (c.r .r + Cy ,¡) + (C:1:l - 2Cu)(< n + Cyy)
2 

+ 2C12<,·/yy
]

(5.106) 

Es claro c¡11e las cxp1T:-;ionPs de las p11ergías de dilatación y corlanlC' contienen
a lodos los módulos elásticos del problema, que son característicos del material
eu CIIL'S( ión.

Con el objeto de co111plctar el esquema de las sirnetrías C'll relación al número
de rnódulos elásticos imlepeudicutes Pn uu 111cdio homogénc'o, hacemos 1m rc'­
sumen ele ello y c11 el c11adro S.l se indica el núrncro de módulos para rncla grupo
de simetría.

A. Triclínico: Se puede escoger la orientacióu de los Pjes dentro del cristal. fi­
jando con ello 3 módulos y queclauclo 18 como propiedades del cristal.

B. l\Ionoclínico: El plano .T - y coincide con el plano ele simetría. Además se
tienP invariancia con respecto ax - 1·, y - y. z - -z

C. Ortorórnbico: La simetría impone la orif'ntación de los ejes coordenados. Hay
simetría ante reflexión en los tres planos coordenados

D. Tetragonal: Simetría ante rotaciones de f alrededor del eje ..,_ Uno ele los
rnódulos se puede escoger nulo. 

E. Romboédrico: El eje ele simetría se coloca en el eje z. Hay simetría respecto a
rotaciones de 2; alrededor del eje z y reflexión el eje y. Esto deja 7 módulos
independientes, uno de ellos se puede escoger nulo.

F. Hexagonal: Simetría ante rotaciones de 2¿'.

G. Cúbico: Además ele la simetría tetragonal hay simetría de rotación de r

5.8. Problemas 

1.- Estudiar la sección 10 del lil.Jro ele Landau. acerca de las propiedades elásticas
de los crislales, hacer 11n rcs11mc11 del material.

2.- Se tiene una placa rectangular de espesor h. limitada por los planos z = ±�
y se trata de doblarla. Los esfut>rzos son:

u.r.r = Ea::. uyy = Ebz

las ol ras componentes del lernmr de esfuerzos se anulan. a y /¡ son co11stn11tes
con la,-; dimensiones apropiadas.
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Triclínico 21 o 18 

Monoclínico 13 o 12 

Ortorómbico 9 

Tetragonal 607 

Romboédrico 607 

Hexagonal 5 

Cúbico 3 

Isótropo 2 

Cuadro 5.1: Número de módulos elásticos independientes. 

a) Verificar que se cumplen las condiciones de equilibrio.

b) Usando la ley de Hooke para cuerpos totalmente isótropos, calcular el
tensor de deformación.

e) Verificar las ecuaciones de compatibilidad.

d) Calcular los desplazamientos.

e) Buscar cuales son las condiciones de frontera adecuadas o al menos ra­

zonables para determinar todas las constantes que aparecen al integrar

el tensor de deformación.

3.- Calcular las energías de dilatación y cortante (o de distorsión) para los cal-;os 

siguientes: 

i) Extensión simple.

ii) Dilatación uniforme.

iii) Deformación cortante.

iv) Deformación plana.

v) Torsión. Ver los problemas del capítulo 4.

4.- Calcular el número de constantes elásticas independientes para un sistema 

que tiene simetría ante la transformación siguiente: 

X->X, y->y. Z->-z. 

5.- Calcular la energía libre de un sistema con simetría cúbica (3 módulos inde­

pendientes). Sugerencia: Tome las expresiones (5.61) para las componentes 

del tensor de los esfuerzos. 

6.- Exprese la energía libre del problema anterior en términos de las compo­

nentes del tensor de los esfuerzos. 

7.- En el problema 5 separe las energías libres de dilatación y cortante. 



Capítulo 6 

Aspectos generales de las 

ecuaciones de la Elasticidad. 

En C'sle capítulo hacemos un rC'snmen de las ecuaciones fundamentales de la 
Elasticidad, con el fin de tenerlas a la mano para empezar a resolver problemas 
específicos. También haremos algunos comentarios acerca de las condiciones de 
frontera y. por último, haremos la generalización para atacar problemas dinámi­
cos. 

6.1. Problemas estáticos. 

Vamos a considerar únicamente el caso de cuerpos homogéneos e isótropos. 
En el Lexto se han tratado algunos caso más generales pero, para este resumen, 
no es necesrio. 

6.1.1. Ecuaciones de equilibrio. 

Para el equilibrio de fuerzas hemos visto que entre los esfuerzos y las fuerzas 
volumétricas se establece un balance, 1 cuya expresión matemática es: 

(6.1) 

Ahora bien, como consecuencia del equilibrio rotacional resulta que el tensor de 
esfuerzos C'S simétrico, 

(6.2) 

1 VC'r capítulo 3. 

85 
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6.1.2. Relaciones entre los desplazamientos y el tensor de 

deformaciones 

El teusor <le deformación está definido en términos de las componentes del 
desplazamiento, 2 esto es 

(6.3) 

que es un tensor simétrico. Las ecuaciones de Saint Venant o de compatibilidad 
pueden escribirse en la forma 

8
2

eij 8
2

ekm 8
2

Cik 
--�+-------
D:r.,8.T,n 8x¡8Xj 8xj8Xm 

de donde obtenemos las 6 ecuaciones siguientes: 

6.1.3. Ley de Hooke generalizada 

(6.4) 

(6.5) 

(6.6) 

Nos da la relación entre los esfuerzos y la deformación; en este resumen sólo 
la escribimos para cuerpos homogéneos e isótropos.3 

CJij = 2µeij + AleÓiJ ( 6. 7) 

los coeficientes >- y µ son propiedades del cuerpo elástico con el que se trabaja y 
se conocen con el nombre de "coeficientes de Lamé". Para un sistema isótropo 
tenemos que los coeficientes de Lamé están relacionados con el módulo de Young 
E y la razón de Poisson v, 

2Ver capítulo 4.
3Ver capítulo 5. 

>-
v = ---

2(>- + µ)
(6.8) 
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Cuando la temperatura no es constante se introduce además la dilatación térmi­
ca a. 

6.2. Condiciones de frontera 

La solución del conjunto de ecuaciones necesita de las condiciones de frontera, 
que pueden especificarse de varias maneras, a saber 

1. Los desplazamientos están especificados en toda la frontera.

2. Los esfuerzos están dados.

3. Esfuerzos y desplazamientos se especifican, pero sólo en porciones de la
frontera.

Para resolver este conjunto de ecuaciones tenemos dos caminos posibles: 
• Reescribimos todas las ecuaciones únicamente en términos de los desplaza­

mientos; claramente ésto sólo será práctico si las condiciones de frontera están 
dadas en términos de los desplazamientos. Para este caso sustituirnos las ecua­
ciones (6.3) y (6.7) y luego el resultado en (6.1). 

8 ( 8u; auj) 8 
- µ-_ + µ- + >-- ('v · u) + pb; = Oaxj ax

) 
8x; 8x; 

Si consideramos que los coeficientes no dependen explícitamente de las coor­
denadas,4 entonces tendremos que 

(6.9) 

Las ecuaciones (6.9) se llaman "ecuaciones de Lamé-Navier-Cauchy" y es muy 
importante que para utilizarlas es necesario que los desplazamientos estén es­
pecificados en tocia la frontera. 

• Los e::,fuerzos están dados en la froutera y entonces reescribimos el conjunto
de ecuaciones en términos de los esfuerzos. 

En este caso conviene escribir la ley de Hooke en la forma inversa, es decir 

1 + l/ lJ 

e,·
J
· - --u - -I <5 
- E "IJ E C1 '1 

4 Además estarnos en condiciones isotérmicas 

(6.10) 
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La ecuación (6.9) se introduce en las ecuaciones de compatibilidad para las 
componentes del tensor de deformaciones y con ello obtenemos otro conjunto 
de ecuaciones. Como ejemplo tomamos eij = L}f aij i =f j con exy como ca.so 
particular. 

sumando y simplificando 

2
82axy = éPaxx 

+
82ayy __ v_ (.!!:_ 

+ 
82 )

Ia 
8x8y 8y

2 8x2 l + V 8y
2 8x2 . 

Si además utiliz:amos las condiciones de equilibrio se tiene que: 

(6.11) 

que se llaman ecuaciones de "Beltrami - Michell". El lector encontrará la de­
ducción de la ecuación (6.12) en el apéndice A. 

Si las condiciones de frontera son mixtas; ésto es, en una parte de la fro11-
tera las condiciones se dan en términos de los esfuerzos y en otra parte se clan 
los desplazamientos; entonces el problema se debe trabajar con las ecuaciones 
originales. 

6.3. Problemas dinámicos 

Cuando hay problemas dinámicos es necesario hacer intervenir el tiempo, 
ésto se hace fundamentalmente modificando la condición de equilibrio, que es, 
de hecho, el balance de fuerzas. Ahora en lugar ele que los esfuerzos y las fuerzas 
volumétricas se equilibren, debemos considerar que su desequilibrio da lugar a 
la aceleración. De esta manera tendremos la generalización de la segunda ley de 
Newton para sistemas continuos. 

(6.13) 

Es muy importante darse cuenta de que ahora también necesitarnos decir cuales 
son las condiciones iniciales, ya que sin ellas el esquema para obtener 1111a solu­
ción única no está completo. Cuando se utiliza la ley de Hooke para los esfuerws 
y la ec. (6.13) se escribe en términos del vector de desplazamiento, esta ecuación 
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se conoce con el nombre de ecuación de Lamé-Navier-Cauchy.5 Dentro del marco
de la ley ele Hooke generalizada, vemos que las ecuaciones de la Elasticidad son 
lineales, por lo tanto es posible utilizar el principio de superposición. También 
puede decirse que el uso del principio de superposición y la conservación de la 
energía implican que la solución de las ecuaciones sea única. 

6.4. Principio de Saint Venant. 

Este principio establece que para puntos de un sólido que estén a distancias 
suficientemente grandes de las superficies donde se aplican las fuerzas externas, 
los esfuerzos en dichos puntos dependen casi despreciablementc de la forma en 
que se apliquen las fuerzas externas. Este principio es de suma importancia en 
la solnción de problemas prácticos. y se puede ver como una consecuencia del 
siguiente postulado: "Si un sistema balanceado de fuerzas se aplica sobre una 
parte cualquiera de un cuerpo, se inducirán esfuerzos en ese cuerpo que dis­
minuyen rápidamente con la distancia a la región de aplicación". En problemas 
prácticos es necesario ver, en cada caso, si las condiciones de aplicabilidad de 
dicho principio son válidas. 

6.5. Apéndice A 

En este apéndice se hará la deducción de las ecuaciones de Beltrami-Michell 
a partir de las ecuaciones de compatibilidad escritas de manera comprimida en 
las ec. ( 4.37). Reescribo dicha ecuación: 

(6.14) 

Para el caso de un medio homogéneo e isótropo se cumple ley de Hooke en su 
forma más simple, por lo tanto, el tensor de deformación se escribe en la forma 
siguiente: 

(6.15) 

Ahora sustituimos la ecuación (6.15) en (6.14), 

1 + V 
( 

0
2

CJij 0
2

CJkm 0
2

CJik 

-----¡¡;- OJ. ºkOXm + OXiOXj - OXjOXm 

8
2 

laÓik 
(6.16) 

'Recordar que estamos suponiendo que el medio es homogéneo, isótropo y además que 
tan-o la densidad como los módulos elásticos son constantes. La temperatura es constante. 
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( 6 .17) 

· 2  

En la simplificación de esta ecuación se han utilizado las igualdades a,-�a.r< = \7
2 

y Ókk = 3. El paso siguiente consiste eu utilizar la condición de equilibrio para 
eliminar los dos términos del tipo: 

8

82_ª
8

•k =
8
8

Pb, , de manera que 
X1 Xk XJ 

2 V 2 1 82 1a (ªpbi 8bj) -_ O.'va- - --'v l + ------p ---
'1 l+v ª l+v8xi8Xj OXj 8x; 

(G. l8) 

6.6. Problemas 

l.- Generalizar las ecuaciones de Navier-Cauchy para el caso en que hay varia­
ciones de temperatura. 

2.- Mostrar que los ejes principales del tensor de deformación y del tensor de 
esfuerzos coinciden para un medio elástico homogéneno e isótropo. Use las 
ecuaciones constitutivas siguientes: 

O-xx =2µexx + Ale 
O-

yy =2µey
y + >.le 

0-xy =2µexy 

le =exx + eyy 

lle =exxeyy 
- 2e;

y 

¿ Qué sucede si el medio es homogéneo pero tiene simetría cúbica ? 

0-xx =c/>1exx + c/>2eyy 

O-yy =cf>2exx + c/>1eyy

0-xy =r¡exy (6.19) 

3.- Considere una barra sobre la cual actúa un esfuerzo longitudinal a-zz =

p. La barra está restringida a no tener contracción lateral en la dirección
x, (exx = 

O), pero se contrae libremente en la dirección y. definir el módulo
de Young efectivo E' !:e.u.. y una razón de Poisson efectiva v' = - ':.itJl y

ezz ezz 

mostrar que

E'= _!!__ 
1 -v

2 

I V 

V =--

1-v

¿ Cuál es el intervalo de valores posibles para E' y v' ?. 
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4.- Suponga que la barra del problema anterior se restringe a q11e no haya ningu­
na contracción lateral. Mostrar entonces que el módulo de Young efectivo 
es: 

E'= E 
(1 - v) 

(1 - 2v)(l + v) 

¿ Cuál es la razón ck Poisson efectiva? 

5.- Construya explícitamente las ecuacionC's de Larné-Navier-Cauchy para un 
medio continuo homogéneo isótropo para el cual se satisface la l<'y de Hookc. 

6.- Construya las ecuaciones de Lamé-Navier-Cauchy para un sistema con simetría 
cúbica.6 

6Use los resultados del quinto problema del capítulo 5. 





Capítulo 7 

Extensión, Torsión y 

Flexión. 

7.1. Introducción. 

En este capítulo vamos a tratar los problemas de extensión, torsión y flexión 

de barras desde un punto de vista simplificado. Esto significa que haremos 

hipótesis sencillas que permitan escribir parte de la solución usando argumentos 
geométricos o el simple sentido común. En capítulos posteriores abordaremos 

estos problemas de una forma más completa. En todos los casos que tratare­

mos, vamos a considerar medios homogéneos e isótropos, y la forma en que 

deformamos al sistema será uniforme. 

Las deformaciones que planteamos son simples pero, a su vez, constituyen 

la base para situaciones más complejas. 

7.2. Extensión de una barra. 

Vamos a considerar la extensión de una barra formada por un medio ho­

mogéneo e isótropo. Esta deformación será causada por una fuerza uniforme 

aplicada a lo largo del eje y sobre el área perpendicular al mismo. Tomamos 

una barra de sección transversal circular de sección S, el eje z lo colocamos a

lo largo del eje de la barra y el origen estará en uno de los extremos, como 

se muestra en la figura 7.1. En el extremo que se encuentra en L se aplica una 

fuerza F uniforme en la sección transversal de la barra. Suponemos que la fuerza 

está uniformemente distribuida en toda el área, entonces podemos escribir los 

esfuerzos en la forma siguiente: 

a33 = S = cte. a31 = O, a32 = O, en X3 = L, (7.1) 

puesto que la única fuerza que se está aplicando es F, tenemos 

(7.2) 

93 
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F 

í 
L 

Figura 7.1: Barra de sección transversal circular a la que se aplica una fuerta 
uniforme. 

además estas ecuaciones se cumplirán para toda la barra. 

Para este caso las ecuaciones de equilibrio, ecs. (6.1), se cumplen trivial­
mente; las ecuaciones de compatibilidad escritas como las ecuaciones de Beltrami­

Michell, ecs. (6.12), también se satisfacen, de manera que únicamente necesita­

mos introducir nuestros datos en la ley de Hooke y resolver para los desplaza­
mientos. 

Al sustituir en las ecs. (6.10), se obtienen las componentes del tensor le 
deformación 

F 
I� = a33 = S'

(7 3) 

Puesto que todas las componentes del tensor de deformación son constantes. 'S 

claro que ahora los desplazamientos serán lineales en las coordenadas, es dec.r: 

vF 
1q = -

ESX1 + a1x2 + b1x3 + c1 

vF 
u2 = -

ES
X2 + a2X1 + b2x3 + c2 

F 
u3 =

ES
X3 + a3x1 + b3x2 + c3 (7 J) 
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y todas las constantes a1, b1, c1, a2, b2, c2, a3, b3, c3 que aparecen deben determi­
narse a partir de las condiciones de frontera. 
Primero tenemos que el origen está fijo, de manera que en :r 1 = O, x2 = O, x3 = O
los desplazamientos deben anularse; esto es, u 1 (O, O, O) = O, u2(0, O, O) = O, 
u3(0, O, O) = O, lo cual implica que c1 = c2 = c3 = O.

Segundo, los desplazamientos propuestos como solución deben reproducir el 
valor de las componentes del teHsor de deformación, con lo cual 

(7.5) 

Ahora los desplazamientos de las ecuaciones (7.4) quedan en la forma 

vF 
U¡ = - ESx1 + a1:r2 + b 1 x3, 

vF 
n2 = - ESX2 - a 1 x 1 + b2x3, 

F 
U3 = ESX3 - b1X1 - b2X2, (7.6) 

En tercer lugar. y para determinar las constantes que hacen falta, tenemos 
que pedir la condición de que no se tenga rotación; para ello calculamos las 
componentes del tensor 

(7.7) 

ahora pedimos que el tensor sea nulo. y ello implica que a 1 = b 1 = b2 = O, por 
lo tanto los desplazamientos son 

vF 
t¿¡ 

= 
- ESX¡,

vF 
U2 = - ESX2,

F 
U3 = ESX3

(7.8) 

(7.9) 

(7.10) 
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y ésta es la solución del problema. 
Ahora vamos a analizar algunas de sus características. Para empezar escribi­

mos las coordenadas de los puntos del medio después de la deformación 1 

x; =x 1 + u1(x1, x2, x3) = X¡ (1 - ��), 
x; =x2 +u2(x1, x2, x3) = x2(1 - ��), 
:r; =X3 +u3(x1, X2, X3) = X3(l + :s)· (7.11) 

Vamos a calcular el cambio en la longitud de la barra; para ello 1108 damos 
cuenta que necesitamos calcular x� que co1Te8ponde al punto x3 = L antes ele 
la deformación, entonces 

de donde 
L1 -L

L 
F 

ES' 
(7.12) 

o bien, el cambio de longitud respecto a la longitud inicial es 6/ = ¡{
5 

y cou
ello notamos que L 1 

> L para F > O; es decir, la barra aumenta de longitud. El
cambio de volumen correspondiente es

(7.13) 

que también es positivo para F > O, ya que v < ½, como habíamos vi8to en el 
capítulo 5. 

Vamos a suponer que la sección transversal antes de la deformacióu es cir­
cular y queremos ver qué sucede después de la deformación. Antes de la defor­
mación tenemos Xi + x� = R2, donde R es el radio de la sección transversal. 
Vamos a calcular x�2 

+ x;2 , 

12 12 2 ( v F )2 2 ( v F )2 
X¡ + X2 = X¡ 1 -

ES 
+ X2 1 -

ES 

= ( 1 - ��) 
2 

( Xi + X�) = ( 1 - ��) 
2 

R2 

de manera que x12 + x12 = et2 R2 l 2 • , (7. J 4) 

donde et = 1 - ii es constante, además O < et < l. Ésto significa que la sección 
transversal sigue siendo circular pero el radio disminuye, ya que etR < R. Es 
muy importante recordar que estamos trabajando para el caso de deformaciones 
pequeñas. El área inicial de la sección transversal es S = 1T R2 y el área después
de la deformación es S1 = 1ret2 R2 , de manera que 5'5

5 = et2 - l. 

1 Las coordenadas de los puntos en el medio, después de una deformación corresponden a 

la coordenada antes de la deformación más el desplazamiento relativo en la dirección corre­

spondiente. 
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Si recordamos que el cambio relativo ele volumen está ciado por la traza del 

tensor de deformación tenemos: 

I _ D. V _ V' - V _ S' L' - SLe-
V

--
V

--
SL 

S' L' - S' L + S' L - S L 
SL 

L' - L S' S' - S' 
=-L-s+-s-

S'(L' - L) + L(S' - S) 
SL 

F S' F 
= - - + e? - l = a2 

- + a2 
- 1 =

ES S ES 

=n2 (:s - 1 )- (7.15)
Queda al lector verificar que en la aproximación de deformacione5 pequeñas, las 

dos expresiones que hemos encoutrado para el cambio de volumen son equiva­

lentes. 

Ahora vamos a calcular la energía libre de este problema, para ello simple­

mente Lomamos la expresión del tensor de deformación 

sustituyendo tenernos: 

1 (F F) 1 F2 

Fv = 2 S ES = 2 S2 E.

Esta expresión puede también escribirse de las siguientes formas: 

(7.16)

(7.17)

(7.18)
Aun cuando puede parecer redundante escribir la misma energía libre en varias 

formas equivalentes es útil tenerlas a la mano, pues permiten identificar con 

faciliclacl la deformación que da lugar a dichas formas de la energía. Por últi­

mo notamos que la energía de deformación cortante Fe = 0,2 dado que las

deformaciones cortantes en este caso se anulan. 

7.3. Torsión de una barra circular. 

Consideramos una barra cilíndrica de sección transversal circular y uniforme 

qm colocamos como se muestra en la figura 7.2. En las bases de la barra se apli­

cau fuerzas que producen única.mente esfuerzos cortantes que se reducen a. un 
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x.i 

Torsión 

Figura 7.2: Torsión de una barra con sección transversal circular. 

par de fuerzas cuyo momento es una torca que va a torcer la barra. La deforma­
ción de la barra consiste en rotaciones de las secciones transversales de la barra. 
una con respecto a la otra sin que exista mayor distorsión. En cada punto de las 
secciones transversales solamente hay esfuerzos dirigidos perpendicularmente al 
radio vector. Vamos a suponer que estos esfuerzos cortantes están distrihuidos 
similarmente en todas las secciones incluyendo las bases de la barra. 

Tomando en cuenta lo dicho antes. vamos a construir el tensor de esfuerzrn, 
para este problema; para hacerlo consideremos una sección de la barra y el 
esfuerzo cortante correspondiente, como se muestra en la figura 7.3. En esta 
figura se muestran los vectores unitarios correspondientes a los ejes en el plano 
de la sección transversal y el vector unitario normal a la superficie lateral de la 
barra. También se muestra el vector de esfuerzos te3 que sólo tiene componente 
perpendicular al vector n, y en coordenadas cilíndricas sólo tendría compouente 
a lo largo del vector e0, de manera que la torca es 

N:3 
= is t:3 r dS, (7.19) 

donde la integración se realiza sobre el área de la sección transversal considerada 
y t:3 r es la torca por unidad de área respecto al eje de la barra.3 Esta expresión 
para la torca nos dice cuál es el valor necesario para producir la torsión y su 
valor se considera constante. 

Ahora nuestro problema consiste en construir t:3 y sus cornponeutes a lo 
largo de los ejes x 1 y x2. Para ello considerarnos dos secciones transversales 

2Ver ec. (5.85). 
3Recordar que el vector de esfuerzos corresponde a una fuerza por unidad de área. 
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Figura 7.3: Sección transversal de la barra con el eje x3 perpendicular al plano 
y apuntando hacia afuera. 

separadas una distancia dx3 a lo largo del eje de la barra y vemos cómo gira 
una respecto a la otra. En la figura 7.4, T

1 es el ángulo de rotación entre una 
sección y la otra. El desplazamiento entre secciones es entonces: dx3e0z = T1r 
y si ahora llamamos T = dT' al ángulo por unidad de longitud tendremos que 

X3 

t:3 = Geoz = GTr. En resumen 

t:3 = GTT. 

Proyectando en los ejes x 1 y :i·2, ele la figura 7.3 vemos que 

0"23 = Gn·cosa, 

X2 
sen a=-. 

r 
X1 cosa=-, 
r 

(7.20) 

(7.21) 

(7.22) 

de donde u 13 = -GTx2 y u23 = GT.r1• por las condiciones del problema vemos 
que las otras componentes del tensor de esfuerzos se anulan. 

Podemos verificar de inmediato que: 

l. Se cumplen la� condiciones de equilibrio.

2. La superficie lateral de la barra está libre de esÍllC'rzos.

ecesitarnos encontrar los desplazamientos y para ello usamos la ley ele
Hooke, ecs. (6.10). de manera que para la,-; elongaciones te1wmos 

l+v u 
e,, = 

------¡¡-u,; -
E

Tr(u). no hay suma sobre i (7.23) 
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Figura 7.4: Secciones transversales contiguas, i) antes de la deformación los 
puntos marcados con P quedan uno arriba del otro, ii) después de la deformarión 
el arco es T

1r, iii) entonces (dx3)eez = T
1r. 

y además tomando en cuenta las ecs. (6.3) sabemos que eii = º=
8
u, por lo cual 
x, 

Para las deformaciones cortantes eij = ½ ( � + ��� ) , entonces 

OU1 + OU2 
= Q 

8x2 8x1 
8u2 8u3 
�+�=2TX1, 
uX3 uX2 
OU] OU3 -- + - = -2TX2. 
OX3 OX1 

(7.24) 

(7.25) 

(7.26) 

(7.27) 

Ahora vamos a integrar; de las ecuaciones (7.24)-(7.27) vemos de inmediato 
que 

(7.28) 
Al derivar la ecuación (7.25) respecto de x 1 y x2 y tomar en cuenta las ecuaciones 
(7.28) obtenemos que 

(7.29) 

La ecuación (7.26) se deriva respecto a x2 y X3 para obtener 

(7.30) 
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Ahora tomamos la ecuación (7.27) y la derivamos respecto de x 1 y x3 

(7.31) 

De manera similar podemos también calcular las segundas derivadas cruzadas; 
tomamos la ernación (7.25) y la derivamos respecto a .r3, la (7.26) la deriva­
mos rcspPcto a .1· 1 y, por último. la (7.27) la derivamos respPcto a :r2, entonces 
obtenrmos 

a2 82 u2 U1

8.1·3Dx2 

+ 
éJ.1·38x1 

82 u 82 u 2
+

3 

D.r¡O.T3 D.r1fü·2
a2 

ll 1

D.1·2D.r:3 

8 2 u 
+ 

3 

8:r2D.2·1 

= O, 

= 2T, 

= -2T.

Tomo la combinación de rcuaciones (7.33)+(7.34)-(7.32) para obtener 

a2 u3 

- -- =Ü, 
8x18X2 

y de 1mu1pra sC'mejantP SC' obticue que 

82
tl2 

= 27 
8x38::r1 

éPu1 
--- = -2T.
OX28X3 

(7 .32) 

(7 .33) 

(7.34) 

(7.35) 

(7.36) 

Por lo tanto. tezwmos 9 ecuaciones para las segundas derivadas y ahora pro­
cedemos a integrarlas. Si vemos las segundas derivadas de u3 todas son nulas, 
ésto significa que u3 es una función lineal de sus variables 

u3 = a3x1 + b3x2 + c3. 

De la,; segundas derivadas de 111 y u2 tenemos que 

U] = - 2TX2X3 + U¡X2 + b1 X3 + C¡,

u2 =2TX¡X3 + a2x1 + b2x3 + c2. 

(7.37) 

(7.38) 

(7.39) 

Ahora tenemos 9 constantes a determinar, sin embargo no todas están comple­
tamente libres. Debemos notar que al tomar segundas derivadas, las ecuaciones 
que integramos son de un orden mayor que las originales, que sólo contenían 
primeras derivadas, entonces como un primer paso vamos a sustituir las solu­
ciones encontradas en las ecuaciones de primer orden (7.25)-(7.27), 

Du1 
+ 

8u2 
= 0 

8x2 8x1 
Bll¡ 
- - = -2TX3 + a¡,
8:r2 
Du2 
- - = 2T:r3 + a2 
OI ¡ 

ck donde a1 = -a2. (7.40) 
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Similarmente tenemos que

Por lo tanto los desplazamientos quedan como

u1 = - 2Tx2x3 + a1x2 + b1x3 + c1.
1.t2 =2TX¡X3 - a1x1 + b2.1:3 + c2, 

u3 = -b1:r1 - b2x2 + c3.

(7.41)

(7.42)
(7.43)
(7.'14)

Las seis constantes que han quedado se determinan con las condiciones de fron­
tera. La primer condición que vamos a imponer consiste en decir que el origen
está fijo. Ésto es u 1 (O, O, O) = u2(0, O, O) = u3(Ü, O, O) = O, resulta iumediato que
c1 = c2 = c3 = O. La segunda condición consiste en impedir la rotación del eje,
de manera que las componentes del tensor de rotación se anulen, D 12 (0. O. O) =

D13(0, O, O) = D23(0, O, O) = O. Recordamos que nij = ½ ( � - �), entonces

1 1 
D12 = 

2
(-2TX3 - a1 - 2TX3 + b2)l(o.o,o) = 

2
(a1 + b2) = O,

1 
D13 = 

2
(-2Tx - 2 + 2b1)l(o,o,o) = b1,

1 
D23 = 

2
(Tx1 + b2)l(o,o.ü) = b2.

Por lo cual a1 = b1 
= b2 = O y como resultado final tenernos

U1 = -2TX2X3,
U2 = 2TX¡X3,
U3 = O.

(7.45)

(7.46)
(7.47)
(7.48)

A su vez las coordenadas de cualquier punto en la barra, después de la defor­
mación, son 

X� =X¡ - 2TX2X3,
x; =X2 + 2TX¡X3,

(7.49)
(7.50)
(7.51)

Supongamos que la sección transversal inicial es circular, entonces Xi+ .d = R2
, 

donde Res el radio de la sección, queremos saber la forma de la sección transver­
sal después de la deformación. Para hacerlo vamos a calcular las coordenadas de
los puntos en el medio antes de la deformación en términos de las coordenadas
después de la deformación. Invertimos las ecuaciones (7.49)-(7.51) para r3 fijo;
es decir, para una sección transversal cualquiera que escogemos. Sea 

� = det (2 
1 

TX3 
-2TX3) - 1 4 2 2 

1 
- + T X3. (7.52)
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Usandl- la regla de Cramer tenemos que 

La sección l ransversal ahora es 

.r + -h X l' - 47 .l' X X 
,2 2 2 1 1 1) 
2 31 312

=-l-[1-'2(1 + 472 .1·2) + x'2(l + .472 Jº2)]�2 1 3 2 3 

1 
( 

,2 ,2) 
R2 

= 
� 

X¡ + ,r2 
= �-
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(7.53) 

(7.54) 

(7.55) 

Lo cual significa que la sección transversal sigue siendo circular. Recordaudo que 
estamos trabajau<lo en la aproximación de deformaciones pequeñas, los términos 
de orden 7

2 son despreciables, de manera que � ~ 1 y la sección transversal 
deformada tiene el mismo radio que antes de la deformación. 

Por último vamos a calcular la energía libre asociada con esta deformación. 
Para empezar vemos que no hay cambio de volumen. pues la traza del tensor 
de deformación es nula. Fo = O. Debido a que solamente los esfuerzos y de­
formaciones cortantes son diferentes de cero, sólo tendremos energía libre de 
deformación cortante4 . 

2Fc = 2a13e13 + 2a2 3e23 
= -2Gu2 (-n:2 ) + 2GTX1 (TX¡) = 207 2 (xf + .d). (7.56) 

7.4. Flexión de una barra 

Vamos a considerar una barra de sección transversal rectangular. formada
por un medio homogéneo e isótropo cuyo eje antes de la deformación coincide
con el eje z, como se muestra en la figura 7.5. En el plano .r 1 - .1·3 se aplican
fuerzas que van a doblarla. El eje de la barra va a permanecer en el plano
X¡ -x3 y además supondremos que las secciones transversales de la configuración
deformada son perpendiculares al eje deformado. Esta última consideración nos
va a permitir escribir las condiciones del problema. En la configuración inicial
nos fijamos en una sección longitudinal (ésta coincidirá con el plano x2 - 1·3) y
lo llamaremos ·'plano neutral"; ahora consideramos un plano paralelo al .r2 - x3 

y que está a 1ma distancia .r 1 por arriba del plano neutral. Ahora deformamos
y vemos que una sección transversal, que inicialmente es perpendicular al eje

1Ta111bié11 se le co11oce como energía libre de distorsió11. 
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Figura 7.5: Flexión de una barra. Antes de la deformación el eje es 0B, después 
de la deformación el eje es O B 1. 

de la barra. también debe ser perpendicular al eje deformado y, por lo tanto, la 
sección que está a distancia x 1 se habrá alargado y vamos a calcular la cantidad 
que se alarga. 

Para verlo tornemos la figura 7.6, donde p es el radio de curvatura en la 
configuración deformada, L es la longitud inicial de la barra y L' la longitud 
final. Llamamos a al ángulo formado por BOA, que es el mismo que el formado 
por B' O' A', el arco L' = ap y también tenemos que el arco L' - L = ax. 

De manera que, si igualamos las dos expresiones para el ángulo a. tenemos 
L' - L = x �' y, como la deformación debe ser pequeña, L' ~ L, tenemos que5 

L' - L 
L 

X 

p' 
(7.57) 

pero además podemos ver que L '¡;
L 

= ezz será una cantidad positiva o negativa, 
dependiendo de que la flexión se efectúe en el sentido positivo del eje x 1 o en el 
negativo. 

Una vez identificada la elongación ezz , vamos a suponer que el tensor de 
esfuerzos sólo tiene la componente a zz, de manera que6 

o 

o 

o 

o) 
o 

�X 

5Con el objeto de simplificar la notación tomamos x1 = x, x2 = y, x3 = z. 

6Recordar que xi = x, x2 = y, x3 = z 

(7.58) 
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Es inm�diato que se satisfacen las condiciones de equilibrio en ausencia de 
fuerzas externas. Por otra parte, es interesante calcular la torca producida por 
las fuerzas que causan \a fiPxión; de hecho, la torca por unidad de área es �x x, 
y, si int�gramos en el área de la sección transversal tenemos 

N = ( E x2 ds = !!._ ( x2 ds, 
Js P P Js 

(7.59) 

la integ:-al fs x2 ds es proporcional al momento de inercia respecto al eje z. 
Ahora vamos a construir el tensor de deformación usando las expresiones 

1 
ei1 =-

G
uij· i-:/= ),2 

1
eii =E [(1 + v)uii - vla], no hay suma sobre i. (7.60) 

En este problema no hay esfuerzos cortantes, por tanto tampoco hay deforma­
ciones cortantes, además la = �x, de manera que el tensor de deformación 
queda m la forma (_'!. r

p· 

f.= o 

o 

o 

(7.61) 

Las ecmcioncs de cornpaLibilidad se rnlllplcn. ya que las eomponrntes del teusor 
de defo·rnación son lineales en las eoordcnaclas y las ecuaciones de compatibili­
dad im )lucran únicamente segundas derivadas. 
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A partir de los elementos diagonales del tensor de deformación tenemos 

OUx ll 
----x 

ax - p ,

OUy ll -=- -X
ay P ,
OUz 

l -=-X
az p , 

!/ 2 Ux = -
2P

x +j(y,z), 

ll 
uy = --xy+g(x ,z),

p 
xz 

Uz = - + h(:r:, y).
p 

(7 .62) 

(7.63) 

(7.64) 

Ahora sustituimos estos desplazamientos en las componentes no-diagonales 
de (7.61) 

de donde se obtienen las tres ecuaciones siguientes 

aj ag vy 
-+-=-
ay ax p,
aj ah z 
-+- =--az ax p' 
ag ah_ 

0
az+ay-

Derivamos (7.65) respecto a x y respecto a y para obtener 

82g 82 j 
ax 2 = 

o, ay2

Derivamos (7.66) respecto a x y respecto a z, 

a2h a2j

8x 2 = o, 8z2

Derivamos (7.67) respecto a y y respecto a z,

ll 
p 

1 
p 

(7.65) 

(7.66) 

(7.67) 

(7.68) 

(7.69) 

(7.70) 

También derivamos (7.65) respecto a z, (7.66) respecto a y y (7.67) respecto a 
x para obtener 

(7.71) 
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de donde obtenemos 

[)2
J 

ozoy = O, 
(7.72) 

A partir de las segundas derivadas podemos ahora integrar para encontrar las 
funciones que nos hacen falta 

V 2 l 2 f(y,z) = -y - -
2 

z +a1y+biz+-c1, 
2p p 

g(x, z) = a2x + b2z + c2, 
h(x. y)= a:{J' + b3y + C3. 

sw-;titnyendo en los desplazamientos tenemos 

(7.73) 

(7.74) 

Debemos notar que el procedimiento basado en el cálculo de las segundas 
derivadas aumenta el orden de las ecuaciones que estamos resolviendo, de mane­
ra que una vez que tenemos una solución es necesario requerir que las ecuaciones 
de orden inferior se satisfagan. En este caso particular, esta condición implica 
que debemos sustituir las ecs. (7.74) en las ecuaciones (7.65)-(7.67) y al hacer­
lo obtenemos que a1 = -a2, b 1 = -a3 y b2 = -b3. Los desplazamientos nos 
quedan entonces en la forma siguiente: 

(7.75) 

(7.76) 

(7.77) 

Ahora necesitamos evaluar las constantes que nos han quedado en las ecuaciones 
(7. 75)-(7. 77) y para ello vamos a poner condiciones de frontera. Primero fijamos 
el origen del eje de la barra, es decir 1i,r (O, O, O) = Uy (O, O, O) = Uz (O, O, O) = O y 
entonces es inmediato que c 1 = c2 = c3 = O. Como segunda condición pedimos 



108 CAPÍTULO 7. EXTENSIÓN, TORSIÓN Y FLEXIÓ

que el eje no rote, así r2xy (0, O, O)= Oxz (0, O, O)= Oyz (0, O, O)= O 

n
x 

= � ( 
Dux - OUy) = ( 

vy + a¡ - 1/
X 

- a2) 1 = o - a¡ = ª2 = o,
y 2 8y 8.r p p 

(0,0,0) 

n 
z = � ( 

Olly - Ollz) = ! (b2 
- b3 ) 1 = o - b2 = b3 = o, 

Y 2 Dz Dy 2 co,o.o) 

11.r, = � (ºux -ou,) = (-.:. + b 1 - .:. -03) 1 = O ___. a3 = b 1 = O. 
2 Dz fü p p 

(0,0,0) 
(7.78) 

Una vez evaluadas las constantes ya podernos escribir el resultado final para los 
desplazamientos 

1/ ( 2 2) z-Ux = 
2p Y - X -

2p, 

v.ry Uy = - --, 
p 

xz 

(7.79) 

(7.80) 

(7.81) 

Las coordenadas de un punto cualquiera en la barra después de la deformación 
ahora se escriben como 

I 1/ 2 2 z2 

X = X + - (y - X ) - - , 
2p 2p 

, vxy 
y =y--, 

p 

I XZ 
z = z+-. 

p 

(7.82) 

(7.83) 

(7.84) 

Vamos a analizar este resultado calculando algunas características de la configu­
ración deformada. Por ejemplo, los puntos del eje de la barra, que se caracterizan 
por las coordenadas x =y= O antes de la deformación, ahora están en 

z
2 

:r'=--. y'=O, z'=z.
2p (7.85) 

y de hecho este conjunto de ecuaciones repre entan al eje deflectado. Vemos que 
un punto localizado en (x = O, y = O, z), después de la deformación está en 
( -; , O. z), de manera que la coordenada x' ahora está por abajo. 

También podemos ver qué sucede con la distorsión de la sección transversal 
de la barra; para ello nos fijamos en la sección transversal que está en z = z0. 

Antes de la flexión, la sección es rectangular y sus lados están en ( x = ±�,y) y 
( x. y = ± �). Después de la deformación tendremos que para el primero de ellos 

, l [ ( 
2 

a2 ) 
2
] 

X = X + - 1/ y - - - Zo . 
2p 4 

(7.86) 
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x¡ 

bu 
tany=-

2p 

----t-++--t---f+----Xl 
a 

r 
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Figura 7.7: Sección transversal de la barra después de la flexión. El ángulo, 
está determinado por tan , = �;.

ésto significa que el perfil ahora es parabólico, como se ve en la figura 7.7. El 
otro lado se deforma como 

¡ 
V b 

y = y =f p2x, (7.87)

de manera que el lado permanece recto después de la deformación, pero ahora 
forma un ángulo I con el perfil de la sección antes de deformar, que se calcula 
como 

bv 
tan, = 

2P. 
Por último la sección transversal se inclina 

7.5. Comentario 

z' = zo ( 1 + :'..) . 
p 

(7.88) 

(7.89) 

En este capítulo hemos trabajado los problemas más simples de la Elasticidad 
y lo hemos hecho de una manera simplificada. De hecho las consideraciones 
geométricas nos han ayudado a escribir el tensor de esfuerzos o el tensor ele 
deformación sin resolver completamente el conjunto de ecuaciones. 

7.6. Problemas 

1.- l\Iostrar explícitamente que las condiciones ele equilibrio y las ecuaciones ele 
Beltrami-1Iichell se cumplen, en el caso del problema ele extensión ele barras. 

2.- l\lostrar explícitamente que los esfuerzos cr13 = -Gn:2 ,a23 = GT:t 1. satis­
facen las condiciones de equilibrio. 
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z 

X 

Figura 7.8: Problema 7.5. 

3.- Mostrar que en el problema de torsión, la superficie lateral de la barra fstá li­

bre de esfuerzos. 

4.- En el problema de flexión, calcule los esfuerzos en las paredes laterale� de la 

barra. 

5.- Determinar el vector de desplazamiento en un cilindro de longitud 2L y 

densidad p cuando está sumergido en un fluido de densidad p'. La p·esión 

del fluido en el nivel del centro de masa del cilindro es p. Escoger el orig�n del 

sistema de coordenadas en el centro de masa del cilindro y el eje z vetical. 

Los esfuerzos son los siguientes: 

0-xx =ayy = -p + p1 gz 

0-zz = - P + (p - p')gL + pgz 

0-xy =axz = 0-yz = o 



Capítulo 8 

Ondas en medios Elásticos. 

8.1. Introducción. 

Cuando se estudiall vibraciones en sistemas que tienen un número finito de 
grados de libertad. se muestra que el movimiento más general alrededor de una 
configuración de equilibrio está compuesto por un número finito de modos de 
vibración llamados ·'modos normales·', y el número de dichos modos. en general . 1 

es igual al número de grados de libertad del sistema. Tomemos como ejemplo 
dos osciladores armónicos acoplados; en este caso se obtienen dos modo' de 
vibración con frecuencias en general diferentes. Cuando el sistema es un medio 
continuo, el número de grados de libertad es infinito y co11secuentemente también 
lo es el número de modos normales. En este caso, en lugar de tener ecuaciones 
diferenciales ordinarias para describir el comportamiento del medio, tenemos 
ecuaciones en derivadas parciales. Ahora vamos a estudiar algunos ejemplos de 
este problema. 

8.2. Vibraciones longitudinales y transversales 

Vamos a tomar un medio elástico sin acotar (infinito) formado por un ma­
terial homogéneno e isótropo que perturbamos ligeramente,2 de manera que 
nos interesa ver cómo son los desplazamientos producidos. Para estudiar estas 
perturbaciones tornamos entonces las ecuaciones de Lamé-Navier-Cauchy3 

(8.1) 

donde ahora tenernos una dependeucia temporal en los desplazamientos y. por 
consecuencia, en todas las variables del problema. Debido a que en la ecuación 
(8.1) las componentes del desplazamiento son fu11cioncs de las coordenadas y del 

1 Puede haber degeneración. 
2Por ejemplo provocando un desplazamiento pequeño respecto de la situación de equilibrio.
3Vcr capítulo 6. 

111 
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Figura 8.1: Vibración longitudinal; se propaga en la dirección x1 y se mueve 
también a lo largo de x1. 

tiempo, tenemos una ecuación diferencial parcial que además contiene informa­
ción acerca de las características del material a través de los módulos clá,,ticos 
(>,. µ) y la densidad (p). 

8. 2. l. Vibraciones longitudinales

Consideramos que no hay fuerza volumétrica. de manera que b1 = b2 = b3 =

O y, como ejemplo de desplazamientos, tomaremos un caso especial donde 

(8.2) 

Esto significa que los desplazamientos sólo están a lo largo del eje Ox 1 y, co­
mo además u 1 =/= u(x2, x3), tendremos que un plano perpendicular al eje Ox 1 

se mueve en la dirección Ox1 sin deformarse, como se ilustra en la figura 8.1. 
Antes de la deformación la ecuación del plano P es x1 = x 10, y después de la 
deformación x� = x1o + u1 (x10, t) en cualquier tiempo t y es perpendicular al 
Ox1. En este caso el movimiento descrito por este desplazamiento se llama ·'vi­
bración longitudinal" a lo largo del eje Ox 1 . Si ahora sustituimos en la ecuación 
(8.1), tenemos 

que también se puede escribir como 

la ecuación (8.3) es una ecuación de onda, donde la cantidad 

v¡ 
2µ + >. 

p 

(8.3) 

(8.-l) 

tiene unidades de velocidad al cuadrado y depende únicamente de las propiedades 
del material, como son la densidad y los coeficientes de Lamé. La cantidad 111 no� 
dice la velocidad de propagación de ondas longitudinales en el medio elástico. 
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X., 

11 

Figura 8.2: Vibración transversal; se propaga en dirección de x 1 y se mueve en 
dirección de x3. 

8.2.2. Vibraciones transversales 

r--uevamente estudiamos un caso especial de desplazamientos 

(8.5) 

además consideramos que la fuerza volumétrica es nula b1 = b2 = b3 = O, de 
manera que un plano perpendicular al eje Ox 1 se mueve a lo largo de x3 como 
se ilustra en la figura 8.2. Este tipo de vibraciones se conoce como "vibración 
transversal" a lo largo del eje x3. Ahora, de acuerdo con los desplazamientos 
descritos en la ec. (8.1), V· u= O y la ecuación (8.1), nos queda en la forma 

(8.6) 

que también es una ecuación de onda para el desplazamiento u3, sólo que ahora 
la velocidad de propagación es 

2 µ 
vt 

= -,
p 

(8.7) 

sólo depende de las propiedades del medio, pero es diferente de la velocidad de 
propagación longitudinal. Si comparamos las dos velocidades vemos que: 

V¡ - ✓)..+2µ
--

---, 

Vt µ 

V¡> Vt, (8.8) 

sólo dependen de las propiedades elásticas (a temperatura constante). Por ejem-
plo para acero E= 2 1 x 103 kg/cm s2 p = 

7• 85 kg/cm3 y v = O 3 resulta ' ' ' ' l03 x981 ' ' 

que >-+2µ = 

2
1(

1
-:-2,,) = 3,5, por lo cual :i!.l < 2. Sustituyendo los valores de los co-

JL - 1/ V¡ 

eficientes elásticos y la densidad se obtiene que v1 ~ 4 677m/ s y Vt ~ 2 500111,/ s,
corroborando que u¡ > Vt, 
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8.3. Propagación de ondas 

En la sección 8.2 hemos estudiado los desplazamientos más simples y ahora 
vamos a efectuar el tratamiento general para medios homogéneos e isótropos. 
Para este tipo de movimientos vamos a considerar situaciones adiabáticas, por lo 
cual utilizaremos los coeficientes medidos en condiciones adiabáticas. También 
vamos a suponer que no hay fuerzas volumétricas, de manera que las ecuaciones 
de Larné - Navier - Cauchy quedan en la forma4 

a2u - E n2u 
E 

p 
8t2 - 2(1 + v) v +

2(1 + v)(l - 2v) "v("v · u). (8.9) 

Con el objeto de facilitar el análisis escribirnos al vector de desplazamiento en 
términos ele sus componentes longitudinales y transversales 

u = u¡+ Ut, donde "v · Ut = O. y "v x u¡ = O, (8.10) 

que es equivalente a que un vector se pueda escribir como la suma del rotacional 
de un vector y el gradiente de un escalar. Sustituimos en la ecuación (8.9) 

E
2 

E 

( ) 
"v (u1+ui)+ 

( )( ) 
"v("v-(u1+u1)). (8.11) 

2 1 + V 2 1 + V 1 - 2v 

Al tomar la divergencia y después el rotacional de la ecuación (8.11) obtenernos 
dos ecuaciones independientes, de manera que 

(1 - v)E n2 
V U¡= Ü 

p(l + v)(l - 2v) 
E 

2 

( ) 
"v llt = O. 

2p 1 + V 

(8.12) 

( 8.13) 

Ambas son ecuaciones de propagación de ondas, donde podemos identificar la 
velocidad de propagación de ondas longitudinales y transversales 

v¡ 
E(l - v) 

p(l + v)(l - 2v)' 
2 

E 
V¡ = 

2p(l + v)" 
(8.14) 

En el medio elástico se propagan dos tipos de ondas independientes, una en la 
dirección de propagación u1 y que va acompañada de cambio de volumen. lo 
cual implica la aparición de ondas de dilatación y compresión. El otro tipo de 
ondas ocurre en la dirección perpendicular al vector de propagación y no llc,an 
cousigo cambios de volumen. 

8.4. Relación de dispersión para un medio con 

simetría cúbica 

Ahora consideraremos un medio elástico con simetría cúbica y estudiaremos 
la propagación de ondas en él. Tomamos la notación para la energía libre que' usa 

4Ver capítulo 6. 
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Landau para un sistema con esta simetría5
. Este sistema tendrá tres módulos 

elásticos independientes 
1 

2 2 2 F(T, e;1) =Fo(T) + 2 ,\rxxx(exx + e
yy 

+ ezJ + Axxyy(exxe
yy

+ c,.xC'zz + CyyCzz) + 2Axyxy(e;y 
+ e�z + e;J (8.15) 

Para llegar a esta expresióu es posible partir de la simetría tetragonal que se 
especificó en el capítulo 5 y además poner la condición de invariancia ante la 
transformación 

seguida dl' 
.r->.r, y->-z, z->y 

.1" -> Z, y -> y, Z -> -.T 

(8.16) 

(8.17)

El cálculu explícito se deja al lector y tomamos la energía libre escrita en la ce. 
(8.15) para calcn\ar \rn, esfuerzm, en el cru,o T = constante. 

de manera que: 

U.u= ( !:r) IT = Axuxexx + Axxyy
(e

yy + ezz), 

Uyy 
= (!:y) 

I
T = AxxxxCyy + Axxyy(exx + ezz),

o,, � (::,)Ir� A,,,,e,, + A,,,,(e,, + e,,),

U1-y = (!F ) 1 = 4Axyxy
exy, xy T 

º" � ( :,:, ) I
T � 4A,,,,,,,, 

Uyz = (!F ) 1 = 4A:ryxye
yz· 

yz T 

(8.18) 

(8.19) 

(8.20) 

(8.21) 

(8.22) 

(8.23) 

(8.24) 

Cambio h notación por: 4Axy
.ry = 2G, Ax.r.rx = G y Axxyy 

= /3 .. de manera que 
las ecs. (U9)-(8.24) se pueden escribir corno 

Uxx = (a - f3)e,,x + f3lc, 
u yy = ( n - (J)e

yy + fJJ,.,
Uzz = (n - d)ezz + (He,

U.ry = 2Ge,:y, 
U1·z = 2Gesz, 
Uyz = 2Ce

yz· 
5 Altermtivan1ente podemos usar el método que SC' desarrolló en el caµítulo 5. 

(8.25) 
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Este conjunto de ecuaciones nos dan las ecuaciones constitutivas esfuerzo vs.
deformación de este sistema y ahora es necesario resolver para los desplaza­
mientos. 

Primero sustituimos en la ecuación de movimiento, que nos da lo siguiente, 

(8.26) 

donde estamos suponiendo que no hay fuerza volumétrica. Escribo explícita­
mente las tres componentes de la ecuación (8.26) 

fJ2ux Oaxx Oaxy Oan 
p f)t2 = 8x 

+
a

y+ 8z'
(8.27) 

82uy oayx oayy oayz 
p &t2 

= ax + ay + az·
(8.28) 

82uz ªª zx ªª zy ªª zz 
p f)t2 = 8x 

+ ay + 8z. (8. 29) 

Para simplificar un poco el álgebra se define 1 = a - (3, ahora la sustitución de 
las ecuaciones constitutivas, ec. (8.25), en las ecuaciones (8.27)-(8.29). es directa 
y sólo voy a escribir el resultado; queda al lector efectuar todos los pasos. 

Ahora vamos a suponer que se propaga una onda monocromática en el material, 
de manera que: 

Ui = uoi exp ( ik · r - iwt), i = :r, y, z, (8.30) 

donde k es el vector de onda k = (kx, ky, kz), w la frecuencia y u0, la amplitud 
correspondiente. Sustituimos en cada una de las ecuaciones y, como son lineales, 
el factor exponencial se simplifica para quedar en la siguiente forma: 

[-pw2 
+ (, + (3)k; + G(k� + k;)]uox + (G + f3)kxkyUOy + (G + (3)kxkzUoz = O 

(G + (3)kxkyUOx + [-pw2 
+ (, + (3)k� + G(k; + k;)] Uoy + (G + (3)kykzUOz = O 

(G+(3)kxkz Uox+(G+(3)kykzUoy+[-pw2+(,+(3)k;+G(k;+k�)]uo2 = O. (8.31)

Puesto que el conjunto de ecuaciones acopladas que nos ha quedado es ho­
mogéneo, éste tiene solución no-trivial solamente si el determina11te del sistema 
es nulo. Al anular el determinante se obtiene una relación entre w y k. Ésta se 
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conoce con el nombre de "Relación de dispersión" y nos dice para qué frecuen­
cias o vectores de onda existe la solución en forma de propagación de ondas en 
el sistema. De hecho, ahora la velocidad de propagación U; = J';;'. es una función 
no-trivial del vector de onda. Dicho de otra forma, la velocidad de propagación 
depende de la frecuencia. 

Con el objeto de simplificar un poco el análisis tomamos como un primer 
caso el vf'ctor de onda como kx = k, k

y 
= kz = O, de manera que el conjunto 

de ecuaciones se reduce un poco: 

y el determinante es 

[-pw2 +('y+ (3)k2]uox = O, 

[-pw2 + Gk2]uo
y 

= O, 

[-pw2 + ck2]uoz = O, 

que tiene tres raíces para w2
, 

(8.32) 

(8.33) 

(8.34) 

Vemos que en este caso se tienen dos frecuencias diferentes y, por tanto, dos 
velocidades de propagación, una de ellas corresponde a propagación longitudi­
nal, es decir con desplazamiento a lo largo del vector de onda, y las otras dos 
velocidades corresponden a propagación con desplazamiento perpendicular al 
vector de onda. 

Como segundo caso tomamos el vector de onda kz = O, ki + k� = k2
, las 

ecuaciones (8.31) ahora quedan en la forma siguiente: 

[-pw2 + a.k; + Gki] Uox + a.kxk
y
uo

y 
= O,

a.kxk
y
uox + [-pw2 + a.ki + Gk;]uo

y 
= O,

[-pw2 + Gk2]uoz = O. (8.35) 

La relación de dispersión nos la da el determinante de este sistema y vemos que 
es 

[-pw2 +G�2 ] [ (-pw2 +ak; +cki) (-pw2 +a.ki + Gk; )- (G + ,B)2 k;ki l = O,

(8.36) 
de donde inmediatamente obtenemos una de las raíces 

(8.37) 
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para el resto divido por p2 y nos queda 

que es una ecuación cuadrática para w2 y que podemos escribir como 

donde 

Ct+G 
y=---, 

p 

,, = oG (k4 k4) a2 - /3(/3 + 2G) k2 k-2
�

) 
2 T + Y + 2 T 'y. 

p p 

(8.38) 

(8.39) 

Ahora las tres frecuencias son diferentes y dependen fuertemente de las compo­

nentes del vector de onda, 

xk2 l 
w2 = - ± -Jv2 k4 - 4•1•.

2 ,3 2 2 \. 'f' 
(8.40) 

Queda al lector calcular las velocidades ele propagación y ver cuales son las direc­

ciones de propagación correspondientes. En este caso, es importante notar que 

las frecuencias dependen ele las componentes del vector ele onda por separado, 
es decir de kx , k

y 
y no sólo de k2 , como en los otros casos. 

8.5. Problemas 

1.- Estudiar la sección de Ülldas de Rayleigh en el libro de Landau. 

2.- Estudiar el problema de Ondas de Love en el ejercicio de ondas ele Rayleigh 

del libro de Landau. 

3.- Mostrar explícitamente que la propagación de ondas descrita por u¡ va acom­
pañada de un cambio de volumen. 

4.- Mostrar explícitamente que la propagación de ondas descrita por u1 no 
provoca cambio de volumen. 

5.- Demuestre que la energía libre para un sistema con simetría cúbica, que se 

obtuvo en el problema 5.5, es equivalente a la expresión (8.15). 



Capítulo 9 

Problemas en dos 

dimensiones 

9.1. Deformación en un plano. 

Los problemas bidimensionales se realizan cuando alguno de los ejes del 

sistema coordenado no interviene en el problema y todo sucede en un plano. 

Primero consideramos el caso en que las componentes del tensor de deforma­

ciones están dada._<;. En este caso, el desplazamiento en alguno de los ejes es 

nulo y las otras componentes sólo son funciones de dos de las coordenadas; por 
ejemplo 

(9.1) 

De acuerdo con la ecuación (9.1) las componentes del tensor de deformación son

las siguientes: 

e33 = O, 

e13 = O. 

e23 = O, 

e11 = <P1(X1J2), 

e22 = <P2(2·1,.r2), 

C12 = q>3(X1,2·2). (9.2) 

La deformación ocurre solamente en direcciones contenidas en el plano (:r 1, x2) 
y el patrón de desplazamienlos y deformaciones será el mismo para todos los 

planos paralelos al plano (x1 . .1·2); tal deformación se conoce con el nombre de 

·'deformación plana··.

Un ejemplo donde se realizan estas condiciones es en una barra con su eje 

paralelo al eje .1·3. y las fuerzas que actúan sobre ella son perpendiculares a O.r3 
y constantes a lo largo del eje, como se ve en la figura 9.1. 

9.1.1. Modificación de las ecuaciones 

Veatnos córno se escriben las ecuaciones de la elasticidad en un medio ho­

mogé1wo e isótropo para este caso. Recordemos que las elongaciones se pueden 

119 
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¡l l l 
Y l l 1/ 

----'-X, 

Figura 9.1: Ejemplos de problemas en un plano, el eje x3 es perpendicular al 
plano. 

cscri bir eu la forma 

pero e33 = O, de donde. al usar la ecuación (9.3). obtenemos que 

cr33 = v(cr11 + cr22). 

(9.3) 

(9.4) 

vemos que cr33 -:/ O pero no es independiente. Tomando en C'UC'nta la ecuación 
(9.4) y sustituyendo en la ec. (9.3) obtenemos que 

1 + 1/ 1/ 
e22 =

----¡;-
cr22 - E [crll + cr22 + v(cr11 + cr22)] 

cr22 v [ l=E- E crll(l+v)+vcr22 

1 - v2 v(l + v)
=

-¡;-
cr22 - E crll 

l+v 
=

----¡;-
[(1 - v)cr22 - vcr11].

Para la componente e11 se realiza un procedimiento semejante y en resumen 
obtenemos 

l+v 
e22 =

----¡;-
[(1 - v)cr22 - vcr1i], 

l+v 
e11 =

----¡;-
[(1 - v)a11 - vcr22]. 

a su vez 

(9.5) 

(9.6) 

(9.7) 

También debemos notar que todas las compo11cntes del tensor de rsf\lN:Ws son 
independientes ele la coordenada :r0. 
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Tomando en cuenta estas consideraciones, ahora hacernos un restunen de 
todas las ecuaciones que necesitamos para abordar problemas de deformación 
plana. 

I) Ecuaciones de equilibrio

(9.8) 

II) Ecuaciones de compatibilidad (Saint Venant)

(9.9) 

ésta es la única ecuación no-trivial. 
III.a) Ley de Hooke para sistemas homogéneos e isótropos. escrita en tfrmi­

nos de las componentes del tensor de defornrnción 

1+11 
en= ---¡j; [(1 - v)an - 11a22].

III. b) En términos de las componentes del tensor de los esfuerzos

a33 =11(a11 + a22), 
an =(2�,, + >.)e11 + >.e22-
a22 =(2�¿ + >.)e22 + >.e11. 

IV) las condiciones de frontera deben estar especificadas en el plano.

9.2. Esfuerzos en un plano. 

(9.10) 

(9.11) 

(9.12) 

(9.13) 
(9.14) 

(9.15) 

En los ejemplos que acabamos de describir c-onsiderc1nos que la climensióu 
ele los sistemas a lo largo del eje .r·3 es peque1i.a (h), entonces las fuerzas ac-Lúan 
paralelas a las caras ele nuestro cuerpo. De esta manera, tendremos nna placa 
cuyo equilibrio será estable y no se flexionará en el eje O.r3 (ver figura 9.2). 

Las caras de la placa están libres de esfuerzos _v entonces se tiene la sit1rnció11 
siguiente 

a33 = O. a13 = O. 0-23 = O, (9.16) 
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/ 

Figura 9.2: Esfuerzos en un plano. 

sobre las caras; pero, como el ancho de la placa h es pequeño, esta situación 
será válida para toda la placa, y los otros esfuerzos prácticamente no varían con 
X3, entonces 

0-11 =o-11(X1,X2), 

0-22 =o-12(x1,x2), 

0-12 =o-12(x1, xz). (9.17) 

Ahora es necesario trabajar la ecuación de compatibilidad para escribirla en 
términos de los esfuerzos. Primero sustituimos en la ecuación (9.3) las condi­
ciones expresadas en la ec. (9.16) y tenemos que 

0-11 V 
en =E - Eo-22,

0"22 V 
e22 = 

E - E 
a11,

V 
e33 = - E(a11 + 0-22),

1 
e12 =2co-12- (9.18) 

Notemos que aún cuando la cara perpendicular al eje x3 está libre de esfuerzos, 
la elongación e33 -/- O y es causada por los esfuerzos o-11 y o-22. Ahora tomamos 
la ecuación (9.9) y calculamos cada término usando la relación entre las com­
ponentes del tensor de deformación y el tensor de los esfuerzos; para el segundo 
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miembro tenemos 

=
2 

fJ2 0-12 2(1 + v) fJ20-12 

OX10X2 2G E OX10X2 

= (1 + v)
[� (-pb

i _ 80-u) + � (-pb
2 

_ 8a22 )]
E OX1 OX¡ OX2 OX2 

=] + V [-p('v. b) _ (Ü2a11 
+ 

a�o-22 )]-
E ox? ox� 

Por olra parte, el primer miembro de la ec. (9.9) nos da 

1 82 1 82 

--(0-11 -vo-22) + --(a22 -vo-11)E é)x� E éJ.rf 

de donde obtenemos 

= 1 + V [-p'v. b _ (ª2
a11 + fJ2a22

)] · 
E ox? OX� 

que en ausencia de fuerzas externas nos conduce a 

y se conoce como "ecuación de Levy". 
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(9.19) 

(9.20) 

(9.21) 

Hacemos ahora un resumen de las ecuaciones necesarias para resolver prob­
lemas con esfuerzos en un plano: 

I) Ecuaciones de Equilibrio

80-11 80-12 b _ O 
é) +

,::, 
+P1- ,

X1 uX2 

80-12 80-22 b _ O é) +
,::, 

+p 2 --
X¡ uX2 

II) Ecuación de Levy (compatibilidad).

\12(0-11 + 0-22) = O. 

III) Ley de Hooke

1 

e11 = E(o-11 - vo-22),
1 

e22 = 
E(o-22 -van),

e12 =2co-12 -

e33 = - E(a11 + 0-22).

(9.22) 

(9.23) 

(9.24) 
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IV) Las condicione¡,; de frontera en el plano. 
Entonces. para el problema de esfuerzos en un plano, debemos re1,olver el proble­
ma a partir de las ecuaciones de equilibrio, la condición de Lcvy y las condiciones 
de frontera, ésto nos dará como resultado el valor de los esfuerzos a11• 0"22 y 0"12. 
De1,pués se 11tiliza la ley de Hooke para encontrar las componentes del tensor de 
deformación y. por integración de éstas. los desplazamientos. 

Por otrn parte, si sólo se requieren los esfuerzos, 110 es nf'cesario w,ar la k.1· 
de Hooke explícitamente, y la solución no depende ele los móctulos ebísticos del 
material. 

C11audo las fuerzas extNnas se anulan la solución de las ccmtcio1H's d<' c•qui­
librio es in1nccliata en términos de la llamada "función ele esfunzos·· o "'f1111c-ión 
ele Airy", que se elefi11e corno sigue: 

(9.25) 

es inmediato mostrar que la,, ecuaciones de equilibrio, en ausencia de fuerza 
vol11métrica. se satisfacen sin problema alguno con esta definición. Pi:lra dct<'r­
minar la ecuación que debe satisfacer la función ele esfuerzos </> se sust itu_vc' en 
la ecuación ele Levy y obtenemos 

(9.26) 

o bien
(9.27) 

Vemos que. en términos de esta función. el estado de esfuerzos del cuerpo c>s 
independiente del material. En este caso, el problema se ha reducido a resoh·er 
para la función de esfuerzos con las condiciones de frontera co1-rcspoudie11tes 1• 

9.2.1. Ejercicio 

Considere la función ele Airy </> = �-d y calcule los esfuerzos. 
Solución: Es inmediato que satisface la ecuación de Lcvy. pues {>sta cont icnC' 

cuartas derivadas y la función que se especificó es de tercer orden e11 la única 
coordenada de la que depende. Al sustituir las ces. (9.25) obtenemos que los 
esfuerzos son: 

entonces 

iJ2
cp 

0-12 =----=O, 
D.r 1 Ü.r2

¡)2
cp 

0-22 = ;) .2 = Ü ·
u.z 1

(9.2 ) 

(9.29) 

En la figura 9.3 vemos una interpretación del resultado. Ya que sólo lt'11c111os 
la componente a- 11, se trata de uu esfuerzo de tensión aplicado sobre el 1:írca 
perpendicular al eje ºr 1. 

1 Si hay fuerzas volumétricas externas pb f- O también se puede definir la función de Air_v. 
Vf'r la Sf'cción 9.3. 
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Xi 

Figura 9.3: Ejercicio 2.1

+P
li---------;--,-------t-:----

F 

Figura 9.4: Ejercicio 2.2

9.2.2. Ejercicio 
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Mostrar que cp = �� ( .r 1 .r2 - ��t;,2) + t; .d es una función ele Airy y deter­

minar el tensor ele esfuerzos en la región .r 1 > O. - e< .r2 < c.

Solución: Para demostrar que es una función ele Airy debemos ver si cumple
con la ecuación ele Levy, 

(9.30) 
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Sustituimos 

ücp 3F 
( 

:r3 ) EPcp 
Dx1 = 4c :i:·2 - 3c

2
2 , ax¡ = 

O
, 

8cp _ 3F 
( 

. 1·1 x�) P . 
-- -- X¡ - -- + -X2 EJ:r2 4c c2 2c ' 
02cp 3F 

( 
2.r1x·2) P 03</> 3F 

( 
2.r1)

éfr� = 4c c2 + 2c' Dx� 
= 

4c c2 ' 
a-14> =O EJ3cp = 3F

(- 21·2
) EJ.r� ' fü-1 EJ.r� 4c c2 '

844> 
--ce--=- =0 
EJ:r-? EJ..¡;� 

Como lodas las cuarlas derivada-; son cero. la ecuación <le Levy se salisface para 
todos los puntos del intervalo. 

Cálculo de los esfuerzos. 
Tomamos las segundas derivadas que ya calculamos y aclemá;; la segunda 

derivada cruzada 8 
82

8
<1> = 3

4F (1 - ª"), de manera que el tensor de esfuerzos es 
x1 x2 e e 

(9.31) 

Veamos qué sucede con los valores de los esfuerzos en los extremos del intervalo 

p 
au l(o,±c) = 

2c · 
(9.32)

a12 tiene un máximo en .r2 = O y tiene forma parabólica, además se anula en 
los extremos ±c. Ahora vamos a calcular la fuerza por unidad de longitud que 
actúa sobre el área perpendicular al eje x 1 y en dirección al eje .r 1 

J
e 

J
e 

( 
3F p) 

a11 dx2 = --
3

x1x2 + - dx2 = P, 
-e -e 2c 2c (9.33) 

Por otra parte, el esfuerzo cortante a12 da lugar a otra fuerza que actúa sobre 
la cara perpendicular a x1. pero está en la dirección de x2, 

J
e 

a12dx2 = -

3F 
J

e 

(1- x!)dx·2 = -
3F 

(x2 -
x�

2) l
e

= -F. 
-e 4c -e e 2c 3c 

0 

(9.34) 

De esta manera vemos que sobre el área perpendicular al eje x1 actúan una 
fuerza ele tensión P y una fuerza de tipo cortante -F. La interpretación de ello 
se ve en la figura 9.4. 

9.3. Pared de una Presa. 

Vamos a considerar la pared ele una presa que está hecha con un medio 
homogéneo e isótropo; el perfil de la pared es triangular y el problema se puede 
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Figura 9.5: Pared de una presa con sección transversal triangular (Poner aten­
ción a la dirección de los ejes coordenados). 

considerar bidimensional, ya que la situación en un corte perpendicular al eje z
es la misma para cualquier valor de z. En la figura 9.5 se especifica la geometría 
del problema2

. La pared está sujeta a la presión del agua y ésta es proporcional 
a la profundidad3

. Las condiciones de frontera son las siguientes: 

i) En la cara Oy de la pared, definida por la ecuación x = O, el esfuerzo
cortante es nulo, 

Uyx(-x) = -Uyx(x) = O,

el esfuerzo normal deberá contrarrestar la presión del agua 

donde I es constante, de manera que la presión aumenta con y.

ii) En la cara OA de la pared, que está caracterizada por la ecuación

:r 
tan/3 = -.

y 
x = ytan/3 

2Observe la dirección de los CJCS coordPnados C'll la figura !J.5. 

(9.35) 

(9.36) 

(9.37) 

3La figura 9.5 coincide con la figura 3.15; ésto se ha hecho a fin de que el alumno pueda 

seguir la explicación de esta sección sin dificultades. 
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sucede que el esfuerzo es nulo, es decir 

O'xñ = O, O'yñ = o, (9.38) 

donde n es el vector unitario normal a OA.
Este problema corresponde a esfuerzos en un plano y, por lo tanto, se puede 

resolver en términos de la función de Airy. Se va a escoger una función de Air�· 
con cuatro coeficientes por determinar partiendo de las cuatro co11diciones de 
frontera que tenemos. Se propone 

ahora construirnos las componentes del tensor de esfuerzos 

éP <:> 
O',,:y = --[),::, - pgJ'. 

:l'uy 

(9.39) 

(9.40) 

El último término pg,; se agrega porque ahora existe la fuerza gravitacio11al que 
está actuando. Sustituimos la función de Airy en la ecuación de Levy4 

84</> 

8x4 
= 

O. 

84 </> 
8y2é

)
x2 = o. 

A partir de estas ecuaciones, es claro que la ecuación de Levy se satisface para 
cualquier valor de las constantes. Usando estos valores de las derivadas podemos 
escribir los esfuerzos 

O'xx 
= 

f X+ ky,

O'yy = dx + ey, 

O'xy = -ex - Jy - pgx. 

(9.41) 

(9.42) 

(9.43) 

Imponemos la condición ele frontera marcada con (i), ecs. (9.35), (9.36). cnto11ccs 

u.rx (x =O)= ky =-,y. -----> k = -,, 

O'xy(:r =O)= -Jy =O, -----> f = O. (9.44) 

4 Notar que en la ec. (9.20) está el término 'v · b; sin embargo, en este caso, debido a que 
b = g = constante, este término se anula y la ecuación de Levy sigue siendo válida. 
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Ahora los esfuerzos quedan en la forma 

CJJ'.l' = -1y, 

ayy = d.r + ey, 
Cl.ry = -e:r -pg.l'. 
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(9.45) 
(9.46) 
(9.47) 

Co11 el objeto de imponer la condición de frontera marcada con (ii), necesitamos 
reescribir el vector unilari,, n y. dP acuerdo con la figura tenemos 

n (('()s,-J. -sr·ni-J). por lo cual 
0'1·n - a,. ,.11,. + CJ.ryll

¡¡ 
- a,.1.cosd - CJ.rysenp, 

Clyn = a
y,-n_,. + CTyy ll

y 
= a,-ycos/3 - Clyysend. 

Euto11ccs la condición dP frontPra q11Pda como: 

(a,._,.tos,1 a_,.y
8<'11d] 1 = O. 

\:r=ytant1 

[a_,-ycosi3 - a
yy

sen/3] 1 = O. 
.r=ytan,i 

Sustituimos las ectiacio11es (9.45)-(9.-17) en (9.49) y (9.50) 

í'<'os¡-J + rtrmrlsen/3 + pgtan/3sen/3 = O, 
(e+ pg)scn1 3 + (dtcm3 + e)sen¡] = O. 

cl0 donde obtenemos 

el = P.<J _ _2r___
tan/3 tan3 /3 

e=--. -pg. 
tan2 ,-J 

(9.18) 

(9.49) 

(9.50) 

(9.51) 

(9.52) 

Estos valores de las constantes se sustituyen en los esfuerzos y con ello obtenernos 
la distribución de esfuerzos en la pared de la presa. 

a, .. r = -,y. 
¡J.: 

ª .ry = - 1 an 2 ¡3 · 

( 
21 ) 

.r ( 1 ) (J = pg - -- - - + -- -pg IJ.
YY · lan2 /3 tanp tan2J 

(9.53) 

(9.54) 

(9.55) 

En la figura 9.6 se rcprt'St'ntau algunos valores específicos de los esfuerzos. 
Con el objeto de resolver para los desplazamientos se usa la ley de Hooke 

para medios homogc'-nc'os <' isótropos: la sustitución es directa y se encuentra 

(9.56) 

(9.57) 

(9.58) 
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Ea y:y, 
o 

,,,
(r- O)- O 1>0 

F.o Yo 

ª•(O.y0)- (�- pg)y0 -a· 
tan p 

ª•(yotaP.Yo)- -�-a· 
tao p 

---·-·- - - -·- -· Yo

Figura 9.6: Esfuerzos en la pared de una presa de sección transversal triangular.

Partiendo de estas componentes del tensor de deformación, por integración
podemos calcular los desplazamientos; veamos como5 

exx=½[-vdx+(e-,)y] = 
�:x,

1 
( ) OU

y eyy = E dx + Ví'Y = oy 
.

Integramos respecto de x y de y las ecuaciones anteriores

Si ahora sustituimos en la componente exy 
tenemos

, :r e - , 
J

'
( ) 

d '
( ) ---- = --x+ y +-y+g :r, 

G tan2(3 E E 

(9.59)

(9.60)

(9.61)

(9.62)

doudc la:-, primas significan primera derivada respecto de la variable que les

5Notar que en la ec. (9.59) aparecen nuevamente las constantes e y d a fin de facilitar el
manejo de las expresiones. 
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corresponde. Separamos la dependencia en x y en ?J, entonces 

"(X e - 'Y '
( ) J

'
( ) 

d 
--� - --X - g X = y + -y = A. 
Gtan2/3 E E 
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(9.63) 

En esta ecuación está separada la dependencia con las dos coordenadas y en­
tonces ambos términos se igualan con la constante de separación >.: ele esta 
mauera obtenemos dos ecuaciones 

, d dy
2 

f (y) =A - Ey -- f(y) = >.y- 2E + C¡, 

1 C - "( ¡X 
g (:l') 

= - >. - ---¡;s - Gtan2/3'
e - 'Y •) ,i.

2 

--> g(J·) = - AJ' - --1·- - ---=- + C2. · 2E 2Gtan2J 

Ahora los desplazamientos quedan en la forma 

vdx2 e - 1 dy
2 

1l = - - - + - -..r;y + AY - - + C¡. 
· ·' 2E E 2E 

d V"fY2 e - , 2 ,..r2 

Uy = Exy + 2E - >.x - ----;¡¡;x - 2Gtan2{3 + c2. 

(9.64) 

(9.65) 

(9.66) 

(9.67) 

Con el objeto de evaluar l& constantes que nos han qu dado aún sin determinar 
ponemos condiciones de frontera 

l. Desplazamiento del origen nulo, ux(O, O) = uy(O, O) = O. 

2. Rotación nula en el origen, Dxy(O, O) = O.

La primera condición implica que las dos constantes c1 = c2 = O y para la 
segunda condición evaluamos la componente xy del tensor de rotación, 

2n 
_ aux _ auy _ 

xy - ay ax 

e - 1 dy 
( 

dy V"fY e - 'Y ,x· ) 
1 =

----¡¡-
x + >. + E - E + E

-

>. - ----¡¡- x - Gtan2{3 x· (O,o) 
=

=2>. = O --, >. = O. 

Sustituyendo todo obtenemos que 

( 
2, 

) 
(:r2 + vy2 ) 1 

) 
xy 

Ux = - pg - tan2
{
3 2Etan{3 + ( tan2

{
3 - pg - 1 ¡j;·

x2 [ (3 + 2v)'Y] 
v"(y2 ( 2, :ry u =- pg + 'Y - + -- + pg - -- -- .

Y 2E tan2B 2E tw2 ¡) Etan¡3 

(9.68) 

(9.69) 

(9. 70) 

(9. 71) 

Los desplazamientos son cuadráticos en las coordenadas de los puntos en el 
medio. 
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9.4. Flexión de un soporte. 

Queremos resolver el problema de un soporte sornPticlo a esfuerzos cortantes 
que tratan de flexionarlo. La figura 9.7 muestra una barra de ancho h y longitud 
L anclada a una pared; en forma esquemática, éste es el problema por resolver. 

+-

• /1--------1 
2 

Q 

Flaióa. de 1lll Soporte. 

QEn.!;u
D 

=0,uu =0 
2 

i1)En.-�;u_n(x1
) = -un(.Ii) = O 

Un (-x1 ) = -un(x1) = O 

Uu(-.11) = -Uu (.11) = O 
iiz)En. .I.¡ = L;u

11
(L,.ti) = O 

iv)En. .i¡ = L

Figura 9.7: Flexión de un soporte. 

A diferencia del problema de flexión que ya resolvimos en el capítulo 7 y Pn 
el cual consideramos que la sección transversal de la barra siempre permanece 
perpendicular al eje de la barra, ahora solamenle especificamos las condiciones 
de frontera y supondremos que el material es homogéneo e isótropo. Es irnpor­
tante notar que vamos a aplicar un esfuerzo cortante en un Pxtrcmo de la barra 
y no un esfuerzo normal. uestro problema consiste en encontrar la función dP 
Airy que satisfaga las condiciones de frontera y finalrnent0 los desplazamientos 
que corresponden. Po teriormente, analizamos la ecuación del eje después de la 
deformación y cómo se deforma la sección transversal. 

Empezamos con las condiciones de frontera 

l. En x2 = �- 0"22 = 0"12 = O.

Estas dos condiciones indican que no hay esfuerzo uormal ni cortante sobre 
las caras de la barra que son perpendiculares al eje x2. 

3. En x 1 = L, 0"11 ( L) = O, lo que significa que sobre el extremo ele la barra
no hay esfuerzo normal.

4. La forma en que la carga Q está distribuicl;-l sobre la. sección lransYcrsal
donde se aplica 110 está especificada, de tal manera que debe cu111plirsc lo

h 

siguiente: J,!
!!. 

0"12 dx2 = Q, en 1·1 = L
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otar quC' por la forma en que está Q y debido a que la dirección positiva del 
eje .r2 esti-1 hacia arriba. la Q debe ser negativa. Veremos que para calcular los 
C'sfuerzos estas condiciones son suficientes. 

La fu11eió11 de Airy debe satisfacer la ecuación de L<>vy, 

(9.72) 

Tomaudo como guía el ejemplo anterior, vamos a proponer una forma de la fun­
ción de Air_v et, y ajustar las constantes de manera que se cu111plan las condiciones 
ele frontera. Proponemos 

(9.73) 

vamos a sustituir en la ecuación (9.72) 

Antes de continuar con las derivadas recordemos que las componentes del tC'nsor 
de los esfuerzos están dadas en términos ele las segundas derivadas. de manera 
que: 

0-11 =(A + B:r1 )1·2, 

a22 =¡/.•�' 1·2 + 1/J;. 

B 2 ' 
a12 = -

2
.r2 -1/; 1 · 

(9.74) 

(9.75) 

(9.76) 

Queda al lector verificar que se cumplen las condiciones de equilibrio para fuerza 
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volumétrica nula. Ahora continuamos con las derivadas, 

Al sustituir en la ecuación (9.72), obtenemos que 

(9. 77) 

donde 7/Ji, 7/J� son las cuartas derivadas que corresponden a las funciones 7/J1 y 
·¡/;2. Ahora bien, debido a que las funciones 'ljJ 1 y 'ljJ2 solamente son funciones ele
x1, la única forma ele satisfacer la ecuación (9. 77) para toda x2 es

7/Ji = 
O, 7/J� = O. (9.78) 

Con el objeto ele evaluar estas funciones regresamos a los esfuerzos obtenidos 
en las ecuaciones (9.74)-(9.76) y vamos a aplicar las condiciones de frontera, de 
u22(-x2) = -u22(x2) tenemos que 

( ) nf,11 o/,11 o/,11 o/,11 o/,11 

Q 0'22 X2 = 'fil X2 + '1'2 = - 'fil X2 + '1'2 ----> '1'2 = (9. 79) 

puesto que la ecuación debe cumplirse para toda x1, esto nos indica que 7/J2 =
ax 1 + {3. Por otra parte, en x2 = - � la componente u12 = O y, usando la 
ecuación (9.76), tenemos que 

(9.80) 

por lo cual 7/J1 (x1) = -

8f x1 + 1; ahora podemos reescribir los esfuerzos en la 
forma siguiente: 

(9.81) 

Es importante notar que las constantes a, f3 y I que aparecieron en las funciones 
7/J1 y ¡/;2 no aparecen en los esfuerzos y, de hecho. no juegan papel alguno. En la 
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distribución de esfuerzos aplicamos la condición de frontera 3, para el esfuerzo 
normal en el extremo del soporte, de manera que 

uu(L,x2) =(A+ BL)x2 =O---+ A= -BL, 

por lo tanto 
(9.82) 

Ahora sólo queda por determinar la constante B, para lo cual usamos la condi­
ción de frontera 4, que aún no hemos utilizado. Ésto significa que debemos 
calcular la carga 

por lo tanto 

B = 

12Q 
h3 

y por último sustituimos en los esfuerzos para obtener 

12Q 
un = 10(x1 - L)x2.

0"1 2 =
�li 

('�
2 

- X�),
u22 = O. 

(9.83) 

(9.84) 

La figura 9.8 muestra los perfiles correspondientes a los esfuerzos. El tensor de 
deformación se calcula de inmediato suponiendo que el material es homogéneo 
e isótropo. 

(9.85) 

Debemos notar que la componente e33 =/- O, pero, debido a que la dimensión 
a lo largo del eje .r3 es pequeña, no se toma en cuenta. Ahora integramos 

12Q 
[(

x? 
) l

ll1 = Eh3 2 - L:r:1 X2 + J(x2) '

12Qv [ .i;
2 ] 

u2 = --- (:z· 1 - L)-2 + g(xi) .
Eh3 2 

(9.86) 

(9.87) 
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,pe Q<O 

12Q 
ª11 = �(X¡ -L)�

<Tu(X. <L.,x2 = +� = 6<f (.X¡ -LX+)2 h 

CT11 

Figura 9.8: Esfuerzos que corresponden a la flexión de un soporte. 

se sustituyen en la componente e 12, de manera que 

de donde 

8u1 _ 12Q [(Xi 
L ) f

'
( )]� - -

- - - X¡ + X2 
OX2 Eh 3 2 

01¿2 __ 12Q [X� '( . )]
OX1 -

Eh 3 2 + g X¡ ' 

recordando que 20 
= -

1
- tenemos

E l+v 
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y ahora separamos la dependencia con x 1 y x2, 

_!_ - L.r¡ - vg1 (.r1) = (1 + v) - - x� + -
2 - J'(.1·2). :r2 (h2 ) vx2 

2 4 2 
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En esta ecuación Pl prinH'r miembro sólo PS función dP x 1 mientras que el segundo 
miembro depende solamente de J·2 , de manera que deben ser iguales a una 
constante de separación 

lntegrando se obtiene 

•I'T I 2 - L.ri - 1/y (:ri) =n,
J

¡
2 V ( L + v)

4
-

(1 + 
2

)x� - j'(J·2 ) =n.

(9.88) 

El cálculo de la constante de separación y de las constantes aditivas que surgieron 
al integrar se debe efectuar usando condiciones de frontera para los desplaza­
mientos. Estas condiciones de frontera se especifican sobre el extremo fijo en la 
pared: 

l. El origen del eje está fijo ---> u 1 = u2 = O en ::r 1 = x2 = O, es inmediato
que con esta condición a = {J = O.

2. El origen del eje no rota, ---> 0 12 (0, O) = O

Ésto significa que 

[8u 1 _ 8u2
] 

I
= 

12Q (.r¡ ( X¡ 
_ L) + 2 + v x� _ n + (l + ,,,/2

] I 8x2 ax 1 Eh 3 2 2 4 
(0,0) (0,0) 

+ 
12Qv [-r� 

+ 
.:rf _ 

!:_x 1 _ 

?!:_l l 
= 

Eh3 2 2v v v 
(0,0) 

12Q 
(

h2 ) 
= 

Eh 3 
-2n + ( 1 + v) 4 = O 

(1 + v)h2 

lo cual implica 211 = __:.__ _ _:_ _ (9.89) 
4 

Sustituyendo en lo,; dc>splazamicntos tenemos 

12Q 
[ ( 

J' 1 ) 2 + v 3 1 + v 2 ltt1 = Eh:1 2 - L .r¡.r2 - -
G
-.r2 + -8-h J'2 , 

t12 = - --.- (.r1 - L)- + - - - -1·1 - - -h 
12(¿1/ 

[ .r� 1·1 (J'i L l + 1/ 2)] Eh·1 2 v 6 2 

(9.90) 

(9.91) 
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Vamos a analizar estos resultados; para empezar consideramos la ecuación del 
eje antes de la deformación x2 = O y vemos adonde va el eje después de la 
deformación 

, [ ] 1 
6Qx1 

[ 
x¡ 1 + 11 2] X2 = x2 + u2(x1,x2) = - Eh3 3

- Lxi - -
4
-h .

(.r 1 ,O) 

(9.92) 

Con el objeto de ver con claridad el sigHificado de la ec.(9.92) vamos a evaluar en 
1·1 = L. que corresponde al extremo libre de la barra. De inmediato obtenemos

(9.93) 

de manera que la posición del eje en el extremo libre de la barra .r; < O, 
recordalldo que Q < O. La cantidad que descieHde el eje depende de la carga 
impuesta ( Q). la geometría de la barra ( L. h) y evidentemente de lru:; propiedades 
ciáticas del material (E, 11). 

Ahora vC'amos la forma de la sección transversal deformada: escogemos la 
sección en :r 1 = 1·0 de manera que 1·� = xo + u1 (xo,1·2) 

, 12Q
[(

xº 
) 

2+11 3 1+11 2 l .r 1 = 1·0 +
Eh3 2 

- L :ro:r·2 - -
6
-.1·2 + -

8
-h :r2 , (9.94) 

la ecuación para la sección deformada no es lineal en .r:2; ésto significa que 
la sección deja de ser plana. De hecho, se deforma como x�. Aún la sección 
transversal que pasa por el origen del eje y que corresponde a :r0 = O va como 
.r�: es decir, tampoco queda plana. En la figura 9.9 se muestra esquemáticamente 
esta deformación. 

9.5. Problemas 

l.- Observe que las ecuaciones (9.5) y (9.6) son diferentes a las ecs. (9.18). 
Explique la diferencia entre ellas y diga porqué son diferentes. 

2.- Hacer un análisis dimensional en la función de Airy, ec. (9.25). 

3.- Hacer el análisis dimensional en el ejercicio 9.2.2. Defina variables adimen­
sionales y haga una gráfica de CT¡ 1 en dicho ejercicio. 

4.- Realizar el análisis dimensional de los esfuerzos que resultan en la pared de 
la presa de sección transversal triangular ecs. (9.53)-(9.55). Defina variables 
adimensionales en los desplazamientos (9.70) y (9.71). Grafique ux(x, y), uy(x, y)

con las variables adimensionales adecuadas. 

5.- En las ecs. (9.84) defina variables adimensionales adecuadas y haga las gráfi­
cas correspondientes para u1 (x1, x2), u2 (x1, x2). 

6.- Haga el análisis dimensional de los esfuerzos (9.84) y de los desplazamientos 
(9.92) y (9.93). 
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0"12 

Para cualquier X. 
h h 

2 2 
' ,,. 

6Q h1 ,' ~ -
--

ºi, = JI ( 4 - � ) Q<O 

� 

Sección transversal 

l_ perfil después de la deformación. 

Figura 9.9: Esfuerzo en un soporte y perfil de la sección transversal deformada. 





Capítulo 10 

Torsión de Barras 

10.1. Introducción. 

En este capítulo se 0studiará la deformación de barras delgadas co11stituidas 
por materiales homogé>neos !' isótropos. En este ca.-,o se presenta el problema ele 
que el vector ele clesplaza111iPnto es grande, aún cuando el tensor dP deformación 
sea pequeí'!o: por ejemplo. si c·11n·amos una barra delgada y larga, sus extremos 
pueden estar desplazados 1ma cantidad considerable. aún si los desplazamientos 
entre puntos vecinos de la barra no son grandes. La torsión y flexión ele ba­
rras son de este tipo de desplazamientos, y c1horn. nos cleclicarPmos a estudiar la 
torsión. 

Consideremos uua barra recta: la torsión es una deformación para la cual 
cada sección transversal gira un cierto ángulo respecto de la sección vecina, de 
manera que las gc•nerat rices de la superficie lateral de la barra se convierten en 
hélices. La barra tiene secció11 transversal arbitraria de dimensión característica 
R y con su eje a lo largo del ej0 ;;. Se define el ángulo de torsión T como el ángulo 
ele rotació11 por unidad de lougitud, T = �: las deformaciones pequei'1as están 
caracterizadas por la co11dició11 T R « l. La sección transversal ele un extremo 
de la barra no se desplaza y coincide con el plano (x, y). Ahora bien, para una 
rotación, el radio vector r ca111liia en la forma ór = ó</J x r, donde la rotación e 
efectúa alrededor del eje ;;_ Para Pl caso que nos ocupa tenemos que ó(/) = Tzk, 
donde T es constante en la \T'ciudad del origen. 

os damos cuenta de quP el desplazamiento relativo se puede escribir como: 

ór-> u= 7:;(k x r) = Tzk x (.ri + yj + zk) = TzxJ -TZyi. (10.1) 

ele manera c¡up 
ll,- = -Tzy. lly = TJ'Z. (10.2) 

Si nos quedamos en este paso recuperamos el problema simplificado que ya trata-
1110s en el capítulo 7. De lwd10, larnbi611 pondríamos que u 0 = O: sin embargo 
estos desplazamientos ,-ólo son ,·úlidos cnando el ángulo ele torsión es práctica­
mente 111110. Con el olijl'to de ll'nPr 1111 tratamiento más general, ahora Yarnos 
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z 

1--f 
R 

Figura 10.1: Dimensiones características en barras. 

a tomar el caso en que el desplazamiento en el eje z no sea nulo y entonces se 
propone que 

Uz = T'lj;(x, y) (10.3) 

donde la función 'lj; se conoce como "función de torsión". Es importante notar 
que la función de torsión define la forma de la sección transversal deformada y, 
al suponer que ésta no depende de z estamos diciendo que la deformación es la 
misma para todas las secciones transversales de la barra. 

10.2. La función de Torsión 

Vamos a utilizar los desplazamientos que ya escribimos para ver cuál es la 
ecuación que satisface la función de torsión; para ello calculamos las compo­
nentes del tensor de deformación 

exx = O, eyy = O, ezz = O, exy = O, 

exz = � ( -y + ��) , 

eyz = � ( X + �:). (10.4) 

utilizando la ley de Hooke para medios homogéneos e isótropos, construimos el 
tensor de los esfuerzos 

O"xx = O, O"yy
= O, O"zz

= O, O"xy
= O, 

O" xz = 2µexz = µT ( �� - Y) , 

O"yz = 2µeyz = µT (X+ �:). (10.5) 
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En ausencia de fuerzas externas e deben cumplir las condiciones de equilibrio, 
por lo cual 

(10.6) 

sustituyendo la expresión para los esfuerzos y considerando que T es constante, 
se obtiene 

----> (10. 7) 

Es decir, la función de torsión satisface la ecuación de Laplace en dos dimen­
siones. Recordemos que para resolverla necesitamos dar las condiciones de fron­
tera y, por la forma en que la hemos definido, 110 tenemos una manera fácil 
de escribirlas. 1 Aún más, es posible que primero tengamos las condiciones de 
frontera sobre los e:;fuerzos y, dada la relación de la función de torsión con los

esfuerzos, la condición de frontera para l/; resulta ser muy complicada. En vista 
de ello vamos a usar otra función. 

10.3. Función de esfuerzos (Método de Prandtl) 

En el método de Prandtl se introduce la "función de esfuerzos" x(x , y), de 
manera que sus derivadas nos den directamente las componentes de los esfuerzos, 
ésto es 

(10.8) 

Al utilizar la relación entre los esfuerzos y la función de torsión vemos de im­
mediato que ambas funciones están relacionadas; de hecho 

----> 

----> 

al/; _ 2 
ax 

ax - ay

+ y,

al/; ax 
- = -2- -x.

ay ax 

Si ahora calculamos las segundas derivadas cruzadas de la función de torsión 
obtenemos que 

al restar y simplificar obtenemos que la función de esfuerzos satisface la ecuación 
de Poisson, 

(10.9) 

1 Escribir las condiciones de frontera para los desplazamientos en este punto no es simple. 

Generalmente es más fácil poner condiciones de frontera sobre los esfuerzos. 
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Figura 10.2: Sección transversa\ de la barra. 

donde el operador laplaciano está escrito en dos dimcnsionC's. Para co111pletar 
esta ecuación debemos decir cuáles son las condiciones ele frontera. Eu vista de 
que la barra es delgada, las fuerzas que actúan sobre la superficie lateral son 
despreciables comparadas con los esfuerzos internos, por lo cual se consideran 
nulas; es decir 

CJiknk = O, sobre la superficie lateral de la barra. (10.10) 

Ahora bien, el vector unitario normal a la superficie de la barra está en el plano 
(x, y) de tal manera que n = (nx , n

y
, O) y la condición de frontera SC' escribe 

como 

y, de acuerdo con las definiciones (10.8) 

(10.11 )  

Para ver con claridad el significado de esta condición de frontera consider­
amos la sección transversal y la vemos en el plano (x, y) como se muestra en la 
figura 10.2. Nos damos cuenta de que lnx 1 = cosa = � y ln

y 
1 = sena = -j: 

por lo cual tendremos que nx = -� y n
y 

= j� de donde 

es decir 

ox dx + ox dy = dx = o
8x ds 8y ds ds 

x = constante, sobre el contorno C de la sección transversal. 

(10.12) 

(10.13) 

A partir de la definición de la función ele esfuerzos vemos que ésta está de­
terminada hasta una constante aditiva, de manera que sin perder generalidad 
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podemos decir que la condición de frontera adecuada es2 

y= O. sobre el contorno C. 

145 

(10.14) 

Entonces debemos resolver la ecuación (10.9) con la condición de frontera (10.14). 
Ahora vamos a calcular la energía libre de la barra torcida; la energía libre 

por unidad de volumen se puede escribir en la forma 

(10.15) 

usando las ecuaciones (10.8) para los esfuerzos, tenemos 

(10.16) 

donde el operador V está escrito en dos dimensiones. La energía libre por unidad 
de volumen ciada en la ecuación (10.16) se va a integrar sobre el área de la sección 
transversal con el objeto de calcular la energía libre por unidad de longitud 

(10.17) 

La cantidad 

C = 4µ is (V\)2 dS, (10.18) 

se llama "rigidez" ante torsión de la barra; a su vez, la energía libre por unidad 
de longitud se puede escribir como 

CT2 

f=-
2 

(10.19) 

La energía elástica total de la barra se obtiene por integración a lo largo de z, 
es decir 

l 
J 

2 Ftotr,l = 

2 
CT dz. (10.20) 

recordando que en general T puede ser una función de z. El cálculo de la rigidez 
se puede simplificar un poco haciendo uso de algunas propiedades de vectores, 
ya que (Vx)2 

= V-Cx. V\)-\ '72
\, y mediante el uso de la ecuación que satisface 

la función de esfuerzos tenemos que (v'\)2 
= V • (\·V;\) + X, por lo tanto al 

sustituir en la ec. (10.18) obtenemos 

(10.21) 

2 La constante se toma nula debido a que los esfuerzos se encuentran a través de derivadas 

de la función de esfuerzos, por lo cual el valor de la constante no interviene en el problema. 
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la primera integral sobre el área se convierte en una integral sobre el contorno
de la sección transversal

C = 4µ J x:�dS+4µ J xdS, (10.22) 

al tomar en cuenta la condición de frontera tenemos que la rigidez ante torsión
queda escrita en la forma:

e= 4µ j xdS. (10.23) 

Antes de terminar esta sección vamos a realizar algunos cálculos de las unidades
de estas cantidades. El encerrar una cantidad entre paréntesis cuadrados signifi­
ca tomar las unidades de la cantidad encerrada.

l. La energía libre por unidad de volumen [F] = [CJ][e] = t{fi = A�f -b-

2. La energía libre por unidad de longitud [!] = [Fl[S] = �f t

3. La rigidez [C] = #"Jr = !!fj-L2 = �f

4. La función de esfuerzos [x] = � = [�l, de manera que [x] = L 2.

Es importante ver que la rigidez ante torsión depende de las propiedades de la
barra a través del módulo elástico y de la forma de la sección transversal.

Cabe notar que el tratamiento de este problema puede hacerse en términos
ya sea de la función de torsión o en términos de la función de esfuerzos. Si lo
hacemos con la función de torsión, tenemos la ecuación de Laplace en dos dimen­
siones, pero la condición de frontera es complicada. En cambio, si trabajamos
con la ecuación de esfuerzos, la ecuación se complica un poco, pero la condición
de frontera se escribe de una manera simple. En ambos procedimientos debemos
resolver una ecuación en derivadas parciales con condiciones de frontera y el re­
sultado debe coincidir. En lo que sigue haremos ejemplos donde utilizaremos la
función de esfuerzos y posteriormente calcularemos la función de torsión.

10.4. Torsión de una barra de sección circular 

Como un primer ejemplo vamos a determinar la rigidez ante torsión de una
barra de sección transversal circular. Tomamos el eje z a lo largo del eje de la
barra y la sección transversal en el plano (x, y); es claro que nos conviene usar
coordenadas cilíndricas. Debemos resolver la ecuación

con x(r,0) = O en r = R, (10.24)

donde R es el radio de la sección transversal y vamos a escribir el laplaciano en 
coordenads polares en el plano de la sección, entonces

(10.25)
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Dada la simetría del problema podernos suponer que la función de esfuerzos no 
depende del ángulo 0 y entonces podernos hacer una separación de variables de 
manera inmediata, 

y con ello 

r!. (r!�) +r2 
= O.

Para resolver esta ecuación buscamos una solución dl'l tipo 

x(r) =Arº + B, 

y debemos determinar a, A yB. Sustituimos en la ecuación (10.26) 

de donde tenemos 

puesto que la solución debe ser válida para O :::; r :::; R, debemos tomar 

a = 2 --> Ao:2 = -1,

y, regresando a la ec. (10.27), tenemos. 

r
2 

x(r) = -- + B. 
4 

La constante B se determina con la condición de frontera, 

R2 R2 

x(R) =O= -- + B =O--> B = -
4 4 

y, por lo tanto, 

(10.26) 

(10.27) 

(10.28) 

(10.29) 

Recordando que r2 
= x2 + y2 , resulta inmediato que los esfuerzos son axz =

-µTy y ayx = µTx. Ahora calcularemos la energía y la rigidez, para lo cual
escribimos la función de esfuerzos en coordenadas cartesianas x(x,y) = ¼(R2 -

x2 -y2 ), el gradiente es v'x = (-i,-�), (v'x)2 
= r;, de manera que la energía 

libre por unidad de volumen es F = T r2
. La rigidez es 
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de manera que 
e= 1íflR

4

. 

2 
(10.30) 

Como paso siguiente nos proponemos calcular la función de torsió11 y para ello 
usamos las ecuaciones que relacionan la función de esfuerzos y la función de 
torsión 

a'I/J = 2 ax + Y = 2 (-Y.) + Y = o, __,
Eh· Dy 2 

aw = -2 ax - .r = -2 (-=:.) - x = o,
Dy D..c 2 

de manera que '1/J =constante. Este resultado es sumamente importante; recorde­
mos que el desplazamiento Uz = T'!j;(x, y) y el hecho de que '1/J sea constante 
implica que las secciones transversales no se deforman.3 De hecho, éste es el 
único caso en que las secciones no se deforman. Veremos en otros ejemplos para 
los cuales en general sí hay deformación. Este resultado nos indica que, en el 
caso de la sección transversal circular, el tratamiento simplificado que hicimos 
en el capítulo 7 nos da la solución. 

10.5. Torsión de una barra con sección elíptica 

Consideramos una barra de sección transversal elíptica; los semiejes son a, b.

La ecuación por resolver es 

(10.31) 

Tomando en cuenta la forma de la condición de frontera se propone una solución 
del tipo 

x2 y2 

x(x,y) = A(º , (n > O), donde ( = - + - - l. 
a2 b2 

Debemos notar que esta propuesta automáticamente satisface la condición 
de frontera, ya que cuando ( = O estamos en el contorno de la sección elíptica. 
Al sustituir la ecuación que debe satisfacer"\'., ec. (10.9), obtendremos los valores 
den y A. 

3Recordar que la sección transversal para este caso es circular.
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sustituyendo 

a:-l (2Aa 2Aa
) 0_2 (

x2 y2 ) e; ¡;¡- + 7 + 4c; 
Aa(a - 1) a4 + 

b
4 = -1.

La solución de esta ecuación es 

a= 1, y 

2A 2A 
-+- =-1 
b2 a2 

y con ello, la función de esfuerzos queda en la forma 

que obviamente satisface la condición de frontera. 
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( 10.32) 

(10.33) 

(10.34) 

Ahora vamos a calcular la rigidez ante la torsión C = 4{l fs 
x(x, y) dx dy, es 

decir 

JJ( x2 y2 

) C = 4µA 
ª2 + b2 - 1 dx dy. (10.35) 

Cada cuadrante del área elíptica contribuye con la misma cantidad, por lo tanto, 

queda al lector verificar que el resultado de la integral nos da el valor 

(10.36) 

Por último calculamos la función de torsión haciendo uso de la función de es­
fuerzos, 

EJ1/; ax (4A ) b2 
- a

2 

ox 
= 2 

oy 
+y = l/2 + 1 y = 

b2 
+ 

a2 y,

o'l/; ax (4A ) b2 -a2 

o
y 

= -2 
8:r 

- X= - -¡;¡ + 1 X= b2 
+ a2 .r,

de donde obtenernos 

(10.37) 
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y el desplazamiento de los puntos en la sección transversal está dado por 

b2 _ ª2 
Uz = T-b2 2xy.

+a 
(10.38) 

La superficie que representa esta ecuación es un paraboloide hiperbólico; es decir 
que un plano a la altura z 1 corta a esta superficie en hiperbólas Uz (x, y, zi) =

b2 2 
(3xy, donde las asíntotas son los ejes de la elipse. Notemos que /3 = b2��2 < O,
de manera que en el primer y tercer cuadrante del plano x - y, 1lz (x, y, z1) < O.
Mientras que el segundo y cuarto cuadrantes Uz (x, y, zi) > O. En las figuras
10.3 y 10.4  vemos esquemáticamente como se deforma la sección transversal. 

' 
' 
,,,, 
,, ,'
,: 

1' 
, , 
1' 
1' 

: ' 

Figura 10.3: Sección transversal elíptica, semiejes a, b. La sección transversal 
está localizada en z = z0. Los desplazamientos en el primer y tercer cuadrante 
son negativos, y están indicados con líneas punteadas. Mientras que en el se­
gundo y cuarto cuadrantes son positivos y están indicados con líneas continuas. 

Regresemos ahora a los esfuerzos y usamos la función de torsión 

(10.39) 

(10.40) 

Con estos resultados vamos a calcular la magnitud del esfuerzo cortante 

(10.41) 

a partir de este resultado vemos que las curvas de esfuerzo cortante constante son 
2 2 

ele la forma ? + f.- = D2 = constante, que corresponden a elipses centradas 
en el origen y con semiejes dados por a' = a2 D, b' = b2 D, de manera que 
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Figura 10.4: Sección elíptica deformada. Los signos indican el signo del desplaza­
miento. 

' 2 

V = �2 > %- Esto significa que la elipse correspondiente al esfuerzo cortante 
constante está más elongada que la sección transversal de la barra, como se 
puede ver en la figura 10.5. 

y 

Contorno de la sección 

Figura 10.5: Perfil de los esfuerzos cortantes. 

También podemos ver que en los puntos de la sección transversal marcados 
con A = (O, b'), B = (O, -b') en la figura está el esfuerzo cortante máximo. Si 
tomarnos en cuenta que b' = b2 D = b, tenemos que D = r; y el valor máximo 
del esfuerzo cortante es 

(10.42) 
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10.6. 
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Barra de sección triangular 

Consideremos una barra recta formada por un medio homogéneo e isótropo 
y la sección tranversal es triangular. Las dimensiones de la sección y la forma 
de colocar el eje de la barra se especifican en la figura 10.6. El contorno de la 

2a a 

Sección Triangular 

A =(-2a,0) 

B =(a,✓3a) 

e =(a,--✓3a) 

l AB:y ✓3 (x+2a)

l 
AC:y = ✓3 (x+2a)

BC:x-a=O 

Figura 10.6: Sección transversal triangular. 

sección transversal corresponde a las ecuaciones siguientes 

BC: x -a= O, 

AB: 
1 

tana. = J3

y pasa por A= (-2a, O) 
2a r,, de manera que b = J3 ---> v 3y - (x + 2a) = O,

AC : V3y + (x + 2a) = O. (10.43) 

Con el objeto de satisfacer la condición de frontera4 que debe cumplir la función 
de esfuerzos, se propone una solución del tipo x( x, y) = D ( V3y + x + 2a) ( vl3y -
x - 2a)(x - a), con D =constante, o bien 

x(x, y) = D [ 3y2 
- (x + 2a)2] (x - a). (10.44) 

"x(x,y) = O en el contorno Cele la sección transversal. 
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Sustituimos en la ecuación (10.9) para calcular la constante D,

a2 x ox2 = -4D(x + 2a) - 2D(x - a),
a2x-0 2 = 

6D(x -a), y -4D(x + 2a)-2D(:r - a)+ 6D(x -a)= -1---+
1 -12Da =-l. --+ D = -

12a 

de doude x(x, y) = -- 3y2 
- (x + 2a) 2 

. 

X - a [ ] 12a 

Continuamos con el cálculo de la función de torsión a'I/J ax y 
- = 2- +y= -(x -a)+ y,ax ay a 
o'lj; =-2 ºX -x=-�[y2-x(x+2a)]-x,ay ax 2a 

integramos respecto de .1: 

y x2 'I/J(x,y) = -;;:(
2

-ax) +yx+f(y),
derivamos respecto de y e igualamos 

de donde 

O'lj; X X 
I y2 

X 
- = -(- - a)+ x + f (y)= -- + -(x 2a) - x,ay a 2 2a 2a 

de manera que 

'lj;(x, y) = 6a(3x2y - y3). 

El desplazamiento es de la forma 

que se factoriza como 

T 
2 3 

Uz = 6a
(3

.'1: y-y ),
Uz = 2-y(v'3x-y)(v'3x+y). 6a 
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(10.45) 

(10.46) 

(10.47) 

(10.48) 

(10.49) 

(10.50) 

(10.51)

Esta expresión del desplazamiento es muy importante porque nos permite ver 
si hay puntos y/ o bien líneas cuyo desplazamiento sea nulo. Vemos que Uz = O 
para las tres líneas siguientes 

y=O, y= v'3x, y=-v'3x (10.52) 

que corresponden a las alturas del triángulo. En la figura 10.7 se muestra es­
quemáticamente la sección deformada. Queda al lector calcnlar la rigidez ante 
la torsión. 
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y 

y=✓3x

y=-✓3x

e 

Figura 10. 7: Desplazamientos de la sección transversal; los signos indican el 

signo del desplazamiento correspondiente a cada región y las líneas continuas 
(alturas del triángulo) tienen desplazamiento nulo. 

10.7. Problemas 

1.- A partir de la ecuación (10.3) diga cuales son las unidades de la función de 
torsión 'lj;(x. y). 

2.- ¿Cuáles son las unidades de la función de esfuerzos x(x, y) en las ecs. (10.8)? 

3.- Hacer el análisis dimensional del resultado en la ec. (10.30). 

4.- Verificar la ecuación ( 10.36). 

5.- Analizar las dimensiones de las ecuaciones (10.38)-(10.40). 

6.- Calcular la rigiddez ante torsión de la barra con sección transversal trian­
gular. 



Capítulo 11 

Torsión de barras. Método 

Numérico 

En este capítulo trataremos la torsión de barras de sección transversal arbi­
traria utilizando un método numérico propio para resolver la ecuación de Pois­
son. Esto significa que resolveremos el problema para la función de esfuerzos y 
después calcularemos la función de torsión. Para iniciar este trabajo, primero 
vamos a introducir algunos elementos generales respecto de las ecuaciones dife­
renciales parciales (EDP) y la forma de escribir las derivadas en forma discreta. 
Posteriormente introduciremos un método numérico para ecuaciones elípticas y 
lo aplicaremos para encontrar la función de esfuerzos. 

11.1. Clasificación de ED P 

Iniciamos con la clasificación de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de 
segundo orden. Supongamos que se tiene una EDP de segundo orden escrita en 
la forma siguiente: 

(11.1) 

donde A(x. y), B(x, y), C(x, y) son funciones de las variables independientes y 
Fes una función de (1·, y) que también puede contener a las primeras derivadas 
de la función cp multiplicadas por funciones de (1·, y). Se dice que la ecuación 
(11.1) el el punto P(.r, y) es de tipo 

{hiperbólico, si en el punto P, 6(x,y) = B2 - 4AC > O, 
elíptico, si en el punto P, 6(.r. y) = B2 -. 4AC < O,
parabólico, si en el punto P, 6(x, y) = B2 

- 4AC = O. 
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(11.2) 
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f 

f 

f 

.f'(,c) f(I + Al<) 

1 1 

.X 

1-1 I 

1 
1 
1 

I-1 1 I+l 

X 

X 

X 

Figura 11.1: Pendiente de la función f(x). 

y la segunda derivada centrada 

f¡-2fr-1+fr-2 ('.)(A) (b.x)2 
+ ux ,

fr+1 - 2fr + ÍI-1 
+ O(!l )2 

(flx)2 
X . 

(11.11) 

(11.12) 

En la figura 11.2 se muestran los puntos que son necesarios para este cálculo. Es 
muy importante notar que hemos obtenido las aproximaciones más gruesas para 
cada una de las derivadas; :3in embargo, es posible tener mejores aproximaciones, 
basta con tomar más término en el desarrollo en serie de Taylor. Por ejemplo, 
para la primera derivada hacia adelante se tiene que 

df 1 = -fr+2 + 4fr+i -3fr 
+ O(!lx)2.

dx r 2/lx 
(11.13) 

Ésta es una aproximación de segundo orden y, en contraste con la de primer 
orden, vemos que para calcular esta primera derivada hacia adelante necesitamos 
la función en tres puntos. Siguiendo este procedimiento se pueden obtener apro­
ximaciones para derivadas de orden superior y también aproximaciones mejores. 
Cuando se tienen funciones que dependen de dos o más variables es necesario 
ocuparse de las derivadas cruzadas; para ello es necesario considerar una malla 
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derivada hacia adelante 

] J+I /+2 • 

d1f 
1 = J;-2J;4 + Íi-2 to(&) 

df' I (&)
l 

derivada hacia atrás 

/-2 /-1 / 

derivada centrada 

1-l l I+I 

Figura 11.2: Segundas derivadas. 

como la indicada en la figura 11.3 y calcular las expresiones siguientes 

aj aj 82 j 
ÍI+i J+l = j¡ J 

+ 
6x-;;¡-

+ 
6y-;;¡-

+ 
(6x)(6y)�' ' ux uy uxuy 

(6x)2 82 j (6y)2 82 j 
0[(6 )3 (6 )3]

+ 2! OX2 + 2! fJy2 +
X ' y 

aj aj &j 
j¡_¡ J-1 = j¡ J - 6x

-;;¡- - 6y-;;¡- + (6x)(6y)� ' ' ux uy uxuy 
(6x)2 82 j (6y)2 82 j 

0[(6 )3 (6 )3] 
+ 2! fJx2 + 2! fJy2 + X , 

y 

oj aj 02 j 
Í,+1,J-1 = j¡ J 

+ 
6x

-;;¡- - 6y-;;¡- - (6x)(6y)�' ux uy uxuy
(6x)2 82 j (6y)2 82 j 

0[(6 ·)3 (6 )3] 
+ 2! fJx2 + 2! fJy2 +

X , y 

oj aj 02 j 
jr-1 J+l = jr J - 6x

-;;¡- + 6y-;;¡- - (6x)(6y)� ' ' ux uy uxuy
(6x)2 82 j (6y)2 82 f 

0[(6 ·)3 (6 )3] 
+ 21 O ,2 + 21 � 2 + X , y • 

. 1 . uy 
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(11.14) 

(11.15) 
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J 

' 1 

1 
' ' 

---·-----�------ -----t-----J ___ _ 
' ' ' 
: : :
1 1 /-lJ+I I l•lJ♦l 1 

___ ! _____ �----- --- 'K ·---�----' ' 

-----�---->;.------'----''------>I 

' 
---1-----*-----

' 
' 

,1-v-1 

' 

1 1 ---�-----,------
' 
1 

1 

(.J) 

- - - -* - - - - �- - - -
1 /tlJ-1 1 
' 1 

1 1 

' 1 

' 1 

_____ .l, _____ _. ___ _ 

' 1 

Figura 11.3: Malla para el cálculo de derivadas de funciones de dos variablrs. 

de donde obtenemos 
82 

f fr+I,J+l - fr+l,J-1 - ÍJ-1,J+I + Íl-1.J-J 

axay 4(6x)(6y)
+ 0[(6x)2, (6y)2]. 

Se deja al lector la escritura de las derivadas fx{ y �. 

11.3. Aplicación al problema de torsión 

(11.16) 

Primero hacemos un resumen de las ecuaciones que vamos a utilizar en el 
problema de la torsión de barras. Vamos a trabajar con la función de esfuerzos 
x(x, y) que satisface la ecuación de Poisson 

a
2
x a

2
x

ax2 + ay2 = -1, (11.17) 

con la condición de frontera 

x:(x, y) = o en e, (11.18) 

donde C es el contorno de la sección transversal de la barra. Las componentes 
no triviales del tensor de los esfuerzos son 

ax 
O"xz = 2µT�,

uy 

a").._ 
O"yz = -2µT�,

uJ' (11.19) 
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Si resolvemos la ecuación de Poisson para los esfuerzos, posteriormente podemos 
encontrar la función de torsión sin problema. 

Como ejemplo vamos a considerar que la sección transversal de la barra es 
rectangular1 y vamos a introducir un método numérico que permita encontrar 
una solución de la ecuación de Poisson con la condición <le frontera correspon­
diente. Ya vimos que la ecuación de Poisson es una ecuación elíptica, entonces 
emplearemos un método adecuado para ecuaciones de este tipo. En partict1lar, 
veremos el método que se conoce como "PGS11'' por sus sigla.s en inglés (Point 
Gauss Seidel Method). 

Para empezar vamos a formar una malla en el pla110 de la sección transversal 
sin deformar, como se indica en la figura 11.3. El tamaño de los intervalos en los 
ejes .r, y será 6.x, 6.y y cada nodo de la malla se etiquetará con índices enteros
(I, J). Escribimos la ecuación de Poisson en diferencias finitas centradas. lo
cual 110s da una aproximación a orden 0(6..r)2, y a la función ele esfuerzos la 
etiquetaré como G(J, J), entonces se tiene

(6.�)2 [ G(J + 1, J) - 2G(J , J) + G(T - 1, J)] +

+ 
(6.�)2 [c(J, J + 1) - 2G(J,J) + G(I, J -1)) = -1, (11.20) 

para este ejemplo tornaremos 6.x = 6.y y ahora multiplicamos por (6.x)2 ,

G(I + 1, J) - 2G(I, J) + G(I - 1, J) + G(I, J + 1)­

- 2G(J, J) + G(I. J - 1) = -(6.x)2 .

que se puede reescribir como 

-4G(I, J) + G(I + 1, J) + G(I - 1, J) + G(I, J + l)+

+ G(I, J - 1) = -(6.x)2 

G(I, J) = i [ G(J + 1, J) + G(I - 1, J)+

G(I. J + 1) + G(J, J - 1) 
+ (6.x)2] ·

(11.21) 

(11.22) 

En la ecuación ( 11.22) ya tenemos discretizada la ecuación ele Poisson que nos in­
teresa. Notamos que en el segundo miembro ele la ec. (11.22) en los dos primeros 
términos J =cte, mientras que en los dos segundos térmi11os I =etc. Ahora bien, 
¿cómo se resuelve esta ecuación en diferencias finitas ? 

Esta ecuación se resuelve proponiendo un valor de inicio para todos los pun­
tos de la malla, a esta propuesta la llamaremos la iteración I< = O, al corn,truir 
la iteración K = 1 los valores dados en K = O se toman como base. al t1tilizar 
la ecuación obtendremos los valores para G(I, J) en la iteración ]( = l. con

1 La solución de este problema se puede encontrar analíticamente y queda en forma de una 

serie, en la que es díncil analizar las características de la deformación. 
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(I,J +�K) 

(I +�J,K) 

(J,J-LK+I) 

Figura 11.4: Puntos de la malla para la ecuación 11.23.

ellos se continua iterando la ecuación para construir los valores de G(I, J) en la
iteración K = 2 y así sucesivamente hasta que el error en el valor de G(I, J) es
menor que una cierta cantidad que se fija como criterio para aceptar la solución.

Vamos a escribir la ecuación (11.22) poniendo explícitamente el índice e.le la
iteración, como se propone en el método numérico PGSM que hemos escogido
para resolver 

G(I, J, K + 1) = � [ G(J + 1, J, K) + G(I, J + 1, K)+

+G(I - 1, J, K + 1) + G(J, J - 1, K + 1)] + �(6x)2
. 

(11.23)

Esto significa que, para calcular el valor de la función en un punto (J. J) de la
malla en la iteración K + 1, necesitamos los valores en (I, J + 1) y en (I + 1, J) 
de la iteración K, además de los valores en (J - 1, J) y (I, J - 1) de la iteración
K + l. En la figura 11.4 se indican los valores en cuestión. 

El error en la iteración K + 1 está dado por la siguiente expresión

E(K) = ¿ [ ABS(G(I, J, K + 1) - G(J, J, K))], 
l,J 

(11.24)

donde ABS() significa tomar el valor absoluto de la cantidad encerrada en el
paréntesis. 

Es sumamente importante que la condición de frontera

G(I, J, K) = O, en el contorno C,

se cumpla para todas las iteraciones.

(11.25)
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y 

D --

o 
b 

X 

-�

� 

1 
1 

a 1 

Figura 11.5: Sección transversal rectangular.
11.4. Sección transversal rectangular 

La figura 11.5 muestra la sección transversal en el plano (x, y), junto conlas dimensiones que vamos a considerar. Los lados de la sección de la barramiden a = 20 cm y b = 30 cm, tomaremos 6.x = 6.y = 1 cm, de manera que
necesitarnos una malla de 21 x 31 y la ecuación (ll .23) queda en la formasiguiente 

1 1 [ G(I, J, K + 1) = 
4 

+ 
4 

G(I + l. J, I<) + G(I, J + 1, K)+

G ( I - 1, J, K + 1) + C ( I, J - 1, K + 1)] ,
con la condición

G(I, J, K) = O, AB :----+ I = (O, 20); J = O
BC :----+ l = 20, J = (O, 30)
CD:----+ I = (0,20), J = 30
DA:----+ I = O. J = (O, 30).

(11.26)

(11.27)
Una vez que el procedimiento satisfaga la condición dada en la ecuación (11.24)
tendremos la función de esfuerzos. Posteriormente debemos calcular la funciónde torsión y, para ello, es necesario escribir en términos de diferencias finitas
la relación entre la función de esfuerzos y la función de torsión. A partir de las
ecuaciones (11.19) tenemos que

8'1/J ax 

-a 
=2

-a +y,:r y 

o'I/J a){_ 
- = -2- -:r. 
By 8:r 

( 11.28)
(11.29)
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Integramos la ecuación (11.28) respecto ax 

f ax '1.jJ(x,y)=2 ay dx+yx+f(y) 
y derivarnos respecto a y 

a'I./J a (J. ax ) '( ) f a2x !'( ) ay = 
2 ay ay dx + x + f y 

= 
2 ay2 dx + x + y ,

igualando con la ecuación (11.29) 

de donde 

f a2y_ , ax 2 -dx+x+f(y)=-2--:r, ay2 ax 
¡ (f a2

x a'(_) f(y)=-2 ay2 dx+x+ ax 
y se integra respecto a y, 

f (y) = -2 ( f :: dx + xy + 
f :� dy) .

Sustituyendo en la ecuación (11.30) 

f ax '1./J(x, y) = -xy - 2 ax dy + cte., 

(11.30) 

(11.31) 

(11 .32) 

(11.33) 

(11.34) 

(11.35) 

tomaremos la constante de intergración nula. Ahora escribimos esta ecuación en 
forma discreta usando derivadas hacia adelante, con lo cual 

F(I, J) = -(-10 + I)(-15 + J) - 2 t !� ( G(I + 1, J) - G(I, J))
1=0 

= (10 - I)(-15 + J) - 2t ( G(I + 1, J) - G(I, J)) (11.36) 
1=0 

y con esta ecuación calculamos la función de torsión. 
El último paso de este procedimiento consiste en codificar las expresiones 

que hemos obtenido y graficar a fin de tener una visión clara de la solución. Se 
deja al lector escoger el lenguaje de programación que prefiera y en este texto 
damos únicamente la solución. 

A partir de lo que hemos aprendido con los casos en que hemos resuelto las 
ecuaciones en forma analítica, podemos esperar que algunas líneas en la sección 
transversal no cambien de posición después de la deformación. Hemos visto que 
si la sección tiene algunas líneas de simetría, éstas se quedan invariantes. En 

el caso de la sección circular cualquier diámetro es una línea de simetría: por 
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Figura 11.6: Función de esfuerzos para la sección transversal rectangular. 

lo tanto, la sección no se deforma. En el caso de la sección elíptica vimos que 
los ejes de la elipse se quedaron sin deformar. Para la sección triangular las 
alturas se quedaron invariantes. En el caso de la sección rectangular podemos 
esperar que los ejes se queden invariantes. En las figuras 11.6 y 11.7 vemos 
la solución numérica correspondiente y, en el caso de la función de torsión, 
podemos observar que efectivamente los ejes no cambian de posición. Alterna­
tivamente, podemos definir una función de esfuerzos adimensional y entonces 
trabajar el método numérico en términos de variables adimensionales. En este 
ejemplo hemos dado los resultados para la función de esfuerzos en cm2 . También 
es importante agregar que este problema se puede resolver analíticamente; sin 
embargo. su análisis es un tanto rebuscado y por ello hemos escogido este caso 
para implementar el método numérico2 . 

11.5. Problemas 

1.- Calcule directamente las expresiones para aproximar � y � en diferencias 
finitas, para el orden más bajo. 

2.- ¡_ Cuáles son la unidades de la función de torsión en el ejemplo tratado en 
este capítulo ? 

3.- Haga el código para encontrar la solución numérica del problema y com­
pruebe qt1e las gráficas presentadas son correcta;:;. 

2 
Ver .,¡ libro de Landau. 
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Figura 11.7: Función de torsión.
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