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Introduccion

El presente material estd dirigido a los estudiantes de la Unidad de Ensefianza-Aprendizaje
de Circuitos Eléctricos II del Tronco General de Ingenieria de las licenciaturas en Ingenieria
Biomédica e Ingenieria Electrénica. Como tal, esta organizado de acuerdo con lo expresado
en el plan de estudios vigente para las licenciaturas mencionadas y tiene como objetivo
“capacitar al estudiante para analizar y prever el comportamiento de redes eléctricas de
primero y segundo orden mediante el uso adecuado de herramientas de anélisis”(*)

El material se divide en cinco capitulos: 1. Funcién de Transferencia; II. Transformada de
Seiniales Diversas; III. Redes de Primer Orden; IV. Redes de Segundo Orden, y V. Convolucién.

El capitulo I inicia con el concepto de “Funcién de transferencia™ y su importancia en la
caracterizacién de una red eléctrica al describir ésta mediante un modelo matemaético en el
dominio de la variable s. Se reitera la naturaleza polinomial de la funcién de transferencia
aludiendo a sus polos y ceros y su ubicacién en el plano complejo, definiendo la respuesta
de una red en términos de funcién de transferencia como la transformada de Laplace de la
respuestaentre la transformada de Laplace de la excitacién. Asimismo se establece la relacién
existente entre la localizacion, en el plano s, de los polos de la respuesta y su relacién con la
respuesta en el tiempo.

En el capitulo II se describen diversas seiiales de interés en el andlisis de circuitos asi
como la sintesis de sefales complejas a partir de funciones rampa, cuadrada, senoidales e
impulso.

En los capitulos III y IV se estudia la respuesta de sistemas lineales de primer y segundo
orden. Se hace especial hincapié en las propiedades de los sistemas de segundo orden en
relacién al lugar de las raices de la respuesta del sistema.

Finalmente el capitulo V estd dedicado a Convolucién, en donde para exponer este
concepto se ha optado por una aproximacién gréfica en aras de ganar claridad conceptual,
para posteriormente emplear este concepto en la resolucién de redes eléctricas.

En los cinco capitulos los conceptos se reafirman mediante la solucién de ejemplos
sencillos. Al final de cada capitulo se proponen ejercicios, la mayoria con solucién, a fin de
que el lector tenga oportunidad de confirmar el conocimiento adquirido.

Ademas de los cinco capitulos ya mencionados, se han incluido dos apéndices: el primero
para tratar la transformada de Laplace y el segundo para mencionar algunos ejemplos y
ejercicios practicos que ponen de manifiesto la aplicacién real de los conocimientos expuestos
en la primera parte de este texto. La idea de dedicar una secci6n a la transformada de Laplace
es exponer brevemente los conceptos basicos requeridos para entrar en materia durante este

(*)Programa de Estudio, licenciatura Ingenieria Electrénica. UAM Iztpalapa.
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curso. El segundo apéndice constituye ademds una excelente oportunidad para que el lector
reafirme sus conocimientos al tiempo que los aplique.

En los texos citados en la bibliografia se indican los capitulos de los cuales se tomé
informacién para redactarlos. En el texto se menciona entre corchetes la referencia
bibliogrifica. Queda pues a consideracién este material con la intencién de que sea de
utilidad en la imparticién de la UEA Circuitos Eléctricos II.
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Capitulo 1
Funcion de transferencia

Las redes se utilizan para cambiar las caracteristicas de una senal. Una red necesita estar
caracterizada, a fin de determinar cuantitativamente los cambios introducidos por ella. Para
este prop6sito se emplea la funcidn de transferencia. En lo que sigue se define el concepto de
funcién de transferencia y se demuestra su utilidad en la obtencién de la respuesta de una red.

1.1 Caracterizacion de una red

Considere una red constituida por elementos R, L y C, lineales e invariantes en el tiempo,
y fuentes dependientes lineales, conectados de forma arbitraria. La red estd muerta, i.e. no
contiene ninguna fuente independiente. Las condiciones iniciales, que pueden tratarse como
fuentes independientes, también son cero. En r = 0 se excita la red mediante una fuente
independiente, ya sea de voltaje o corriente, y observamos su respuesta en algiin punto de
la red.

Red con elementos R, L y C constantes,

Excitacién (condiciones iniciales cero). Fuentes Respuesta
entrada lineales dependientes. No hay fuentes salida
independientes.

Figura I.1 Ejemplo de un sistema lineal e invariante.

Si se llama e() a la excitacién y r(r) a la respuesta de 1a red, ambas funciones del tiempo,
entonces E(s) y R(s) serdn sus transformadas de Laplace, respectivamente, donde E(s) y
R(s) son funciones de la variable compleja “s” [2].

La Funcion de Transferencia de un sistema, que caracteriza el comportamiento de una
red, se define como la transformada de Laplace de la Respuesta entre la transformada de
Laplace de la Excitacion.

Sea H(s) la funcién de transferencia de nuestro sistema ejemplo:

R(s) _ 2{salida}
Hs) = EG) ;(l{entrada} R



Circuitos eléctricos

Para una red cualquiera, la Funcién de Transferencia puede tener las siguientes variantes
dependiendo de la variable que excita y de la variable que se considera como respuesta:

1. Voltaje/Voltaje 2. Voltaje/Corriente
3. Corriente/Corriente 4. Corriente/Voltaje

donde el cociente obtenido sera funcién de la variable “s”.

Para una misma red pueden calcularse varias funciones de transferencia, dependiendo del
punto en el que se excita asi como del punto donde se toma la respuesta, por lo que siempre
hay que especificar claramente donde se aplica la entrada y dénde se mide la salida.

EJEMPLO 1.1

En la siguiente red, la fuente de voltaje Vi(s) es la transformada de Laplace de la

excitacion.
a. Si V,(s) es la respuesta deseada, obtenga la funcién de transferencia.
b. Si I)(s) es la respuesta deseada, obtenga la funci6n de transferencia.
c. Obtenga la relacién V,(s)/11(s). ¢ Es esta relacién una funcién de transferen-
cia?
d. Si Vi(s) = 1/s, obtenga las respuestas V>(s) e /;(s).
(1)
vt -
Vs T 1.5 —_C)+
Vi) R=1 I
L=1 Valt)
C=1 ‘
. =O -
Figura 1.2  Circuito del ejemplo 1.1.
Solucion:

a. Resolviendo mediante un divisor de voltaje:

1 ( 1
sL + (E) s+ ; s
Va(s) = Vils) = = Vi(s)— -~ =V(s) 37—

() )

0]

1 1
L — -
g (sC) s
sL + i
5C s +

R+
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la funcién de transferencia es:

Va(s) s
Vi(s) st+s+1

b. Dividiendo el voltaje de entrada entre la impedancia de entrada de la red.

Vi(s) Vi(s) st+1
(s) = = V¢ R
Il(s) sL <—]—> (1) |\s)s2+s+] (2)
sC s
R+ 1 = ]
L B —
sL + (sC) s + (s)
la funcién de transferencia es:
1(s) s2+1
Vis)  s2+s+1
c. Para obtener
Va(s)
5 (s)

se divide la ecuacién (1) entre la ecuacién (2)

5
Vils) )2 5y
h(s) s24+1
%
'(s)sz +s+1

puesto que /; no es una excitacién independiente, V;(s)//;(s) no es una funcién de
transferencia.

d. Se sustituye

1
Vis) = -
s

en (1) y en (2) y se obtienen las respuestas V5 e /;.

Vo = 1 s _ 1
27NS) 245+ s24s+1
(! (241 241
TS 6T s+ D) sTrs+1
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1.2 Impedancia de los elementos R, L y C

Resistencia (R)

La expresion de la Ley de Ohm, que relaciona el voltaje con la corriente de una resistencia,
est4 dada en el dominio del tiempo por la siguiente ecuacién:

V() = Ri(t)
que en el dominio de la frecuencia compleja es:
V(s) = RI(s)
de donde, para obtener la Impedancia de la resistencia, se divide el voltaje entre la corriente:

V(is) _

Zy(s) = )

R E.1.2

en donde:
Z g(s) es laimpedancia asociada a laresis-
tencia R y R es el valor de la resistencia.

Asi mismo se define la Admitancia de un elemento como el reciproco de su Impedancia, de
este modo, la Admitancia de la resistencia Yg(s), es:

Vete) = & = o)

R Vis) E13

Tal resultado indica que la impedancia de la resistencia no varia con la frecuencia, incluso
con la frecuencia compleja “s”.

Inductancia (L)

La relacién en el dominio del tiempo entre el voltaje y la corriente en un inductor se expresa
mediante las siguientes ecuaciones:

di(t)
dt

. . 1 ! ’ /
:(r)—Z/o- v(t')dt

donde i (t) es la corriente y V(') es el voltaje en la inductancia.
La transformada de Laplace de v(t) es

Vit)=1L

V(s) = L[sI(s) — i(0)]
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reagrupando los términos se tiene que
sLI(s) = V(s)+ Li(0)

en esta expresioén V(s) es la transformada del voltaje v(t) aplicado y Li(0) es la transformada
del voltaje que se produce debido a la corriente inicial que habia en el inductor L.
Si las condiciones iniciales fuesen iguales a cero, se tendria

sLI(s) = V(s)
por lo tanto
V(s)

[_(5 =Z.(s)=sL El4

donde Z, (s) es la Impedancia Inductiva de un inductor con condiciones iniciales cero.

Capacitancia (C)

Las relaciones en el dominio del tiempo entre el voltaje y la corriente para un capacitor son

i) = %dz(t')
bt q)
U(f) = _C‘-/(; l(t )+ E

donde q(0) es !a carga inicial del capacitor C.
La transformada de Laplace para la expresién de i() es

I(s) = C[sV(s) — v(0)]

De estaecuacidn se obtiene l o)
sC s

Si se tuvieran condiciones iniciales iguales a cero, la ecuacién quedaria

V) _ 7= L ELS5
1(s) sC
donde Z¢(s) es laImpedancia Capacitiva de un capacitor sincargainicial. De las definiciones
Z;(s) y Zc(s) se concluye que las impedancias inductiva y capacitiva introducen a la
frecuencia compleja en su valor, por lo que la respuesta de un sistema con elementos L
y/o C, no es necesariamente del mismo tipo de la excitacion.

1.3 Redes de uno y dos puertos

Al analizar unared es necesario determinar en qué par de puntos, pares a los que llamaremos
“puertos”, se aplica la excitacién y en cudles se mide la respuesta.
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Redes de un puerto

Unared de un puerto es aquella en donde solamente existe un par de terminales en las cuales
se excita y en las mismas se mide la respuesta; esta red se puede esquematizar asi:

Oou—‘ R
Vin E
O D

Figural.3 Esquema de una red de un puerto.

El interior de la red puede contener resistencias, inductancias y capacitancias con condiciones
iniciales iguales a cero, asi como fuentes dependientes lineales.
Las posibles relaciones que se pueden encontrar entre las variables de salida y de entrada
son dinicamente
Z;,(s) = impedancia de entrada

Yin(s) = admitancia de entrada
Para calcular estos valores se emplea la siguiente ecuacién:

. Vin(s) - 1
T Ln(s)  Yin(s)

Zins

Redes de dos puertos

Una red de dos puertos es aquella donde se define un par de nodos distinto para la entrada
y la salida, siendo posible medir voltaje y corriente en cada uno de ellos; esta red puede
dibujarse asi:

+ Cj—;# Eoe AU
Vin Vout
(e ‘ D —)-

Figura 1.4 Esquema de una red de dos puertos.

En este caso, al igual que las redes de un puerto, el interior de la red puede contener elementos
capacitivos, inductivos y resistivos con condiciones iniciales iguales a cero, asi como fuentes
dependientes lineales. Las funciones de transferencia que pueden obtenerse de una red de
dos puertos son las siguientes:

a) Impedancia

_ Vouls)
Z(s) = 1) E.L.7
b) Admitancia
Y(s)= 1—°m(—s) E.L.8

Vin(5)
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¢) Ganancia de voltaje

Vou (s)
= E.19
V= v
d) Ganancia de corriente
25 Lou(s)
Gi= 1S E.I.10

EJEMPLO 1.2

Calcular la impedancia de entrada de un circuito RLC serie.
R

o N

Us) —

o— j_1/Cs

Figura I.S Red del ejemplo 1.2.

Solucién:

Como los tres elementos estdn en serie, la impedancia total es la suma de las
impedancias de cada elemento, es decir:

1
Zs) =R+ Ls+ —

sC
LCs?+ RCs + 1
Z(s) = Ce S O
Cs
269 =15 T LT Ie

¥

EJEMPLO 1.3

En la red de dos puertos que se muestra, V,(s) y V2(s) representan la transformada de
Laplace del voltaje de entrada y de salida, respectivamente. Encontrar las funciones
de transferencia correspondientes si la salida es: 1) Va(s) y 2) I(s).

Solucién:

Sabiendo que estared actia como divisor de voltaje,
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R
+O = ’\/ —O +
I(s) 1 v
el “Tcs 2'®)
-O— 40.

Figura 1.6 Red del ejemplo 1.3.

1)
V R
Va(s) = - Es—)ﬁ"
R+ &
Vi(s)
Vals) = -
)= CeR 4
Vis) _ ek
Vits) s+ c_lR
2) Como

1
Vi(s) = RI(S)+I(S)a

Vi(s) = I(s){R + —l }

Cs
Is) 1 Cs %
Vis) R+&  RCs+1 s+ 4

1.4 Redes escalera

Las redes tipo escalera son aquellas cuya configuracién tipica es como se muestra a
continuacion:

i

Figural.7 Esquema de una red escalera.

Para obtener su impedancia de entrada, un buen método es representar a los elementos
norizontales por su impedancia (R, sL o 1/sC) y alos elementos verticales por su admitancia
(1/R,1/sL o sC). Posteriormente se obtiene la impedancia equivalente de los elementos, a
partir del punto opuesto a los nodos desde donde se desea conocer la impedancia de entrada.
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EJEMPLO 1.4

Figural.8 Red tipo escalera.

Solucion:

Se comienza por Y, es decir:

Za(s) = Zs(s) + ——

Yo (s)
1
Yp(s) = Ya(s) + 1
Zs(s) + E(-Y-)
1
Z.(s) = Z3(s) + |
Ya(s)+ ——
O
1
Ya(s) = Ya(s) + i
Zy(s) + ]
Ya(s) + — 1
Zs(s) + ;GE;)'
1
Zin(s) = Zy(s) + i
Ya(s) + ]
Z3(s) +
Yi(s) + -
Zs(s)+ o ——

Ye(s)

La ecuacién que se obtiene para Z;,(s) se conoce como fraccion continua.
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EJEMPLO 1L S

Encontrar la impedancia de entrada del siguiente circuito, aplicando el método de
andlisis para una red escalera descrito anteriormente.

=
() _L _J_ "
Vi) 2
_ 1F | 1F
o—

Figural.9 Red del ejemplo 1.5.

Solucion:

Al transformar el circuito al dominio de la frecuencia aplicando la transformada de
Laplace, queda:

14(s)

Figura 1.10 Transformacién de la red al dominio de la frecuencia.

Si aplicamos el método de andlisis para una red escalera:

Figura I.11 Respuesta obtenida con el método de soluci6n para redes escalera.
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Zy(s) = Z5(s) + El&) =S+%= sz_:-_l
Yo(s) = Ya(s)+ Ya(s) = s + s2:- 1
Yu(s) = ss;j_T - = S;zizls
Zin(s) = Z1(s) + Zp(s) = 5 + ;’si_:-—zl;
zat0 = S

EJEMPLO L6

Paralared escalerade lafigural.l1, encuentre la ganancia de voltaje y laimpedancia
equivalente vista desde C>.

Solucién:
Del ejemplo anterior se sabe que:

Vits) s +3s2+1
h(s)  s3+42s

Zin(s) ==
De las ecuaciones de malla, se obtiene /5(s):
1 1
Vils) = {s + —}Ix(S) — =h(s)
s s

0= —ll|(s)+ {s + -z-}lz(s)
s s

i 9 sV,(s)
S A % 1
Como V;(s) = I(s)}
Vi)
U= s+ 3s2+1
Va(s) 1

Vits)  s*+3s2+1

Dividiendo Z;, entre ;—;% se tiene:

Vas) 1
L(s) ~ s3+2s
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siendo esta udltima expresién la impedancia vista desde el capacitor C,.

1.5 Funciones racionales: polos y ceros

Las funciones de transferencia derivadas de redes lineales finitas y constantes con fuentes
lineales dependientes son funciones racionales reales, i.e. el cociente de dos polinomios
reales. En términos de un polinomio N(s) del numerador y un polinomio D(s) del
denominador la funcién de transferencia H(s) se puede escribir como:

N(S) _ ams"l +am—1Sm-1 + ... +ais +b0

H(s) = = E.1.11
(s) D(S) bms".l +bn|—lsm—l +...+bls+b0
en donde:
a y b son nimeros reales, y
s es una variable de frecuencia compleja
Si se expresa la ecuacién anterior en forma factorizada queda
S —-22)...(5§ = m N
H(s)= A (—2)s—22)...(5 — Zm) _ 1(5) ELI2
(s =pi)s—p2)...(s — pm) Di(s)
en donde: ;
A=-"
bn

es un factor de escala. Los polinomios N(s) y D;(s) son polinomios ménicos; ie. los
coeficientes de los términos s™ y s” son unitarios, y N(s) es de un orden menor a D(s). Los
valores de s que hacen cero el polinomio del numerador se denominan ceros de N(s). Si
N (s) es de orden m, tendrd m ceros.

La ecuacién E.I.12 exhibe explicitamente los ceros: zi, Z2,...Zm. Los ceros de N(s)
son también los ceros finitos de H(s). Los valores de s que hacen cero el polinomio del
denominador se denominan ceros de D(s). Si D(s) es de orden n, entonces tendrd n ceros.
Asimismo, la ecuacién E.I.12 exhibe los ceros de D(s): pi, p2....pn- Los ceros de D(s)
también se denominan polos finitos de H(s). De otra forma, los polos de H(s) son aquellos
valores de s que hacen infinito el valor de H(s).

A los polos y ceros finitos de H(s) se les denomina frecuencias criticas de H(s). Para
determinar por completo a H(s) basta con especificar, ya sea el valor de los coeficientes a y
b, o bien el valor del factor de escala A y las frecuencias caracteristicas.

La funcién H(s) también puede tener polos y ceros al infinito. Para determinar el
comportamiento de H(s) al infinito expresemos la EI.11 de forma asint6tica

B 5" E.L13

Donde:
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sim > n, H(s) tiende a infinito, por lo cual H(s) tendré (m — n) polos al infinito.
sim < n, H(s) tiende a cero, por lo cual H(s) tendré (n — m) ceros al infinito.

sim = n, H(s) tiende al valor (am/bn); entonces H(s) no tiene polos ni ceros al
infinito.

EJEMPLO 1.7

La funcién de transferencia

554+ 1
H(s) =
(5) s2+ s+ 1

tiene un polo de segundo orden al infinito ya que

H(s)|,_ . —5s*

§—00

EJEMPLO 1.8

La funcién de transferencia

2

H(s)= ¥————
= s34+ s2+s5+1

tiene un cero de tercer orden al infinito, ya que

H)|,_ - z

§—00 S3

Entonces, incluyendo los polos y ceros al infinito, toda funcién de transferencia tendra
tantos polos como ceros, siendo el niimero de éstos el mayor de m o n.
Observe la siguiente funcién:

5= s2+1
[+ DI+ D2+ 1]]

H(

aqui H(s)tendratres polos y tresceros, dos de los cuales son finitos (s = +j) y el otroesta
en infinito; en contraste, los tres polos son finitosy sons = —lys = —1 %+ j.
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1.6 Representacion grafica de polos y ceros

Atendiendo que s es una variable de tipo complejo de la forma

s=0+ jw
donde:
o = Re{s}
w = Im{s}

s = Re{s} + Im{s}
su representacién gréfica en el plano complejo s es:

Niw 2

Semiplano Izquierdo ¢——4—3 Semiplano derecho

Figura I.12 Diagramade polos y ceros en el plano complejo s.

donde se utiliza una X para designar la localizacién de un polo y un O para designar la
localizacién de un cero.

1.7 Determinacion de polos

Los polos finitos de la funcién H(s) son los valores de s para los cuales H(s) se hace infinita.
Estos valores de s se denominan frecuencias naturales o frecuencias caracteristicas de H(s).
En general, estas frecuencias estdn determinadas porlared enestado cero, i.e. sin condiciones
iniciales, y no dependen de la ubicacién tanto de la excitacién como de la respuesta. Con
pocas excepciones todas las funciones de transferencia de una red tienen los mismos polos
finitos; i.e. los polionomios del denominador son idénticos. De donde los ceros del polinomio
del denominador se identifican como los polos de la red. La ecuacién que se obtiene al
igualar a cero el polinomio del denominador se conoce como la ecuacién caracteristica de la
red. Las raices de la ecuacién caracteristica son los polos de H (s).

Cualquier forma de la funcién de transferencia se puede utilizar para determinar los polos
de la red. Primero, la red en estado cero se excita de manera adecuada; i.e. se inserta
en cualquier rama de la red una fuente de voltaje independiente o bien entre dos nodos
cualesquiera de la red se conecta una fuente de corriente independiente. Seguidamente
se elige una respuesta arbitraria y se calcula la correspondiente funcién de transferencia,
respuesta/excitacion.
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EJEMPLO 1.9

Dada la siguiente funcién de transferencia de un sistema, grafique los polos y ceros
en el plano complejo s.

s2(s +3)

HO) = i +21 e t2-))
Solucién:

Para H(s) se tiene que existe:

Un ceroen s = 0 de multiplicidad 2
Unceroens = -3

Unpoloens = —1

Unpoloens = -2+ j
Unpoloens = -2 — j

cuya representacion gréfica es:

-~ jw s
X + 1
ettty ——t——— O
4 -2 -1 1 2 3
X 4-1

Figura 1.13  Soluci6n al ejemplo [.9.

1.8 Caracterizacion de la respuesta de una red

Puede aprenderse mucho acerca de una red estudiando la naturaleza de su respuesta. Aun
cuando esta respuesta s6lo es observable como una forma de onda en un osciloscopio, su
naturaleza matemética y fisica se puede estudiar descomponiéndola en dos partes. Las
caracteristicas de una parte son directamente atribuibles a los polos de la red, mientras que
las caracteristicas de la otra son atribuibles a los polos de la excitacién. Si bien estas dos
partes no son absolutamente independientes una de otra, es posible ejercer cierto control
sobre ellas mediante una adecuada seleccién de la excitacién y la red. Por tanto, cualquiera
de estas dos partes o la respuesta en su totalidad pueden hacerse cero. Asimismo, laformade
onda de una puede aproximarse a la de la otra y entonces exhibir resonancia. En la mayoria
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de las aplicaciones, la parte que se debe a los polos de la red se desvanece con el tiempo,
constituyendo una respuesta transitoria, mientras que si la entrada es una onda senoidal, la
respuesta de estado permanente, respuesta de estado estable, tambiénserd una onda senoidal.
Estas dos ondas senoidales tendran la misma frecuencia pero diferirdn en amplitud y fase.

1.9 Naturaleza de la respuesta

La funcién de transferencia H(s) relaciona una excitacién independiente E(s) con larrespuesta
R(s) mediante la ecuacién:

R(s) = H(s)E(s) E.1.14

Si el sistema estd compuesto de elementos lineales y constantes, y de fuentes lineales
dependientes que integran un red finita, entonces la funcién H(s) serd una funcion real
racional, i.e. el cociente de dos polinomios reales en s.

Para la mayoriade los problemas, la excitacién E(s) también es una funcién racional, por
ejemplo
c1s+co

E¢s)= -0
(S) d2s2 + d|S + d()

E.115
es una excitacion comunmente utilizada. Mediante una adecuada eleccién de las constantes
cy d, esta E(s) puede representar la transformada de Laplace de funciones en el tiempo,
tales como: impulso, escalén, rampa, exponencial, senoidal, etcétera.

Si H(s) y E(s) son funciones racionales, entonces la respuesta, R(s), serd también una
funcién racional que se puede escribir como

R(s) = 2 _ M) E.L16
D(s) (s—p))(s—p2)---(s = pa)
donde p,, pa2, ..., p. representan los polos finitos de la respuesta.

Si se considera que todos los polos de la funcién R(s) son simples, al desarrollar en
fracciones parciales se obtendra que

Kl + K2 + PR + _Ki
—=p1) (—p2) (s — pi)
R(s) = K E.1.17
i=1 Ch pi

R(s) =

donde:
Ki=R)s —p)|,_, (=12....ny

K; es el residuo del polo p;

Puesto que R(s) es una funcién racional con coeficientes reales, p; y K;, cuando los polos
son comple jos ocurren en pares conjugados. Asi la forma general de un polo P, es un nimero
complejo:

Pi=a + ]Bl
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donde «; es la parte real y B; es la parte imaginaria.

Enelplano s, el polo de R(s) puede estarenelorigen, o; = 8; = 0;enelejereal, ; = 0;
en el eje imaginario a; = 0, en la parte izquierda del plano s, ; < 0, o en la parte derecha
del plano s, a; > 0. Lo anterior se puede sintetizar en la siguiente tabla:

a) s=0

b) s = —q si (a5 0)

c) s=a, si (a2 > 0)

d) s=+=jpo si. (Bo>))

e) s =—a3t jp; si (a3 >0, B3> 0)
f) s=ast jps si (g >0, B4 > 0)

de esta manera la E.1.16 y E.I.17 quedan como sigue

N(s)

s(s +a1)(s 4+ a2)(s — jB)s + jB)(s + a3 — jBa)(s + a3 + jBy)(s — a4 — j%)l'ié

R(s) =

y expandiendo en fracciones parciales se obtiene como resultado

T s
s s+a s—ay s—jB s+jB s+az—jBs s+ait+ jB3
ke N kg

+ —t —— 4 otros términos ya incluidos E.1.19
s—oas—jBs s—as+ jpa

Si se obtiene ahora la transformada inversa de la ecuacién E.1.17, y recordamos que
g—l{ Ki } — Kiep,'l
S —Di

r(t) = ky + kae ™" + k3e® kae?? + kje P + kse= ' eIPs!

+ k3e™®e TIPS 4 kee™ elP + kge ™ e/P + otros términos

se obtendra

es decir
r(t) = Kie? + KyeP" + - + KpeP E.1.20

r=Y KieP' (>0 E121
i=l

si K; es compleja, puede escribirse como

- [/
!'{\s!“I )
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donde:
|K:| es la magnitud de K;

6; es el dngulo correspondiente

Por lo que para k polos complejos y (n — k) polos reales, r(t) se transforma en

k n
r()=>"|Kile*'eb 4 3 ke E.122
i=l1

i=k+1

donde la primera suma considera todos los polos complejos y la segunda suma considera
todos los polos reales.
Considérese lo siguiente:

ko =00+ jao 'y kg =00~ jwp
koe’®' = oo’ + jaxe’?
koe’?' = ag(cos Bt + j sen Bt) + jwo(cos At + j sen Bt)
koem’ = 0 cos Bt — wp sen Bt + j(op sen Bt + wycos Bt)

koe’?' + k§e™ I = (09 + jwo)e’®' + (00 — jup)e I
= 200 cos St — 2wpsen Bt

koe’? + kieP' = 2 Re{koe’?'} + otros términos
Entonces r(t) se veria como

r(1) =k + kae™ ™" + k3e®' + 2Re{kse’?'} + 2¢=' Re{kse/P'}

+ 2¢™ Re{kse’P'} + otros términos

si representamos a
ko = lk0|e’ #o

entonces

Re{koe’?'} = Re{|ko|e/®e®'} = |ko| cos(Bt + o)

r(t) = ki + kpe™ ™" + k3e™"' + 2|ka| cos(Bt + ¢a)
+ 2|ks|e ™" cos(Bat + ¢s) + 2|ks|e™*’ cos(Bat + P6)
+ otros términos

Esto es, si combinamos los polos complejos conjugados de la ecuacién anterior, ésta se
simplificaria en
k/2 n
r() =Y 2|Kile™ cos(Bit +6)+ Y Kie™ E.123

i=1 i=k+1
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donde 2 cos(Bit + 6;) = e/ P1+0) | g—ilBit+6),

LaE.1.23 muestra que siun sistema se excita mediante una fuente que varia con el tiempo
y cuya transformada de Laplace es una funcién racional y si los polos y ceros de la respuesta
son simples, i.e. no hay polos de orden multiple, entonces la respuesta en el dominio del
tiempo es la suma de dos clases de forma de onda: senoides de amplitud exponencial y
exponenciales.

1.10 Respuesta en el tiempo de un sistema y su relacion con
la localizacion de los polos

En el tiempo, las senoides de la respuesta en el dominio del tiempo pueden aumentar de
amplitud (si @, > 0), decrecer de amplitud (si @; < 0) o mantener una amplitud constante
(si a; = 0). Asimismo, las exponenciales también pueden crecer,decrecer o reducirse a una
constante. De todo esto, se concluye que existe una relacién estrecha entre la localizacién de
los polos en el plano s con la forma de onda de la respuesta en el dominio del tiempo. Dicha
relacién se resume en el siguiente cuadro, en donde el factor de escala K puede ser negativo.

Dominio de la Dominio del tiempo
frecuencia

a>o 4—

at

a<0 G —————

y
1
— e —
R
o

at
Ke sen(Bt+ Q)

K sen(Bt+ @)
a - 0 —

Kemsen(eue)

a <0 lr‘\U[\V[\'
Figura I.14 Localizacién de los polos en el plano imaginario y la funcién en el

tiempo a la que dan origen.

Debe entenderse que este conjunto de formas de onda puede combinarse y generar una
variedad innumerable de formas de onda de la respuesta. Consecuentemente un polo
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contenido en la respuesta de la forma s = a en el dominio de la frecuencia compleja nos
remite a una forma de onda exponencial en el dominio del tiempo; asi como un par de polos
en % jB implica una forma de onda senoidal en el dominio del tiempo. Si la respuesta R(s)
tiene polos de orden k (polos miiltiples), entonces la respuesta contiene formas de onda
dadas por tU=De/* cos(B;t + 6j), j = 1,2, ..., k. Estas formas de onda pueden obtenerse
multiplicando por t¥ =" las formas de onda de la figura anterior.

Puede concluirse entonces que los polos de la funcion R(s) determinan la forma de
onda de cada término en la respuesta, mientras que los ceros dan la amplitud y punto
deiniciodelasdistintas formas de onda, ya que iinicamente afectan la magnitudy dngulo de
K; (obsérvese la ecuacion E.I.19).

EJEMPLO 1.10

Encontrar la r(t) asociada a siguiente funcién R(s)

1

R(s) = .
() s2(s2 4+ 1)2

Esta funcién tiene 6 polos

Ky Kp K2 K2 } { K3, K3, }
R(s)=¢(——+— ) + T T : —
© { 52 s } {(S—J')2 (s—1J) N (s+j)2+(s+J)

1 1
Ky = —
T = RGP o2+ D
d 1 —4s
. {ds{(s2+l>2}},:o {<s2+1)’}x=o
1 1 1
K = — = —— = -
21 SZ(S +j)2 - j2(2j)2 4
K—i{ 1 } e 3
27 ds | s2(s + j)R szj—sz(s—kj)3 s3(s + j)? s:j_j4
Kn =K =
31 = 21_4
3
Kyn=K=—j>
32 22 ]4
entonces
1 j3 1 3
1 4 4 4 '3
Rs)==+ —*_ + + -
& s2O(s—jP s—j (s+)F s+
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Al obtener su antitransformada

1, 3 .. i 3
N=t+-td" +jSel +-te! — j=e
r(t) e g et te J4¢€

tf1 . . 3(1 . )
— 2 2t =\ _ 2] it _ it
r(t) t+2{2e + e } 2{2je e }

(t)—t+rcost—§sent
no=ita 2

EJEMPLO L.11

Dada
sta

- s(s2+4)

(a) ¢(Qué formas de onda estan presentes en r(t)?
(b) (Qué efecto sobre la respuesta tiene la localizaci6n del cero?

R(s)

Solucién:

a) Los polos de R(s) estinens = O yen s = +2j. El polo en cero produce
un término constante en r(t) y el conjunto de 2 j, provocar un respuesta de tipo
senoidal.

b) Paradeterminar cuantitativamente el efectodel cero, se expande a la funcién R(s)
en fracciones parciales y se obtiene la transformada inversa.

-~ s+_a____l_(_| K> K3
TS —2j)s+2j) s s—2j  s+2j

R(s)

Determinando el valor de las constantes

S+ a o
KI= E — = -
st+4| _, 4
s - 5
K, = s+a__ =2j+a =_-’ 2 =_l 1+{E} ej(nrclanz)
s(s+2))|,0g; 2540 4 4 2

K3 = conjugado de K;

La expansién en fracciones parciales de la respuesta es:

o 2, ! o 2

al 1 a gJarctanl o—Jarcun 2
N =z ‘ IR
R&Y=7235 4\/+{2}{s—2,‘ MY }
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La transformada inversa de R(s) es

o | a)’ oy ferciar 3 S |
I'([) B i o o | 4 {_} {ej..lejarchmu +e ]-Ie /arLlJnu}
4 4 2

puesto que . ‘
e’® + 7% =2cos6

r(t) queda como

r(t)—a : 1+ ¢ 2cos 2t+arctanz
T4 4 2 o

Nétese que el efecto del cero es el de controlar el valor del término constante, la
amplitud y la fase de la senoide.

1.11 Descomposicion de la respuesta

Los polos de la respuesta de un sistema incluyen a los polos de la funcién de transferencia y
los polos de la excitacién. Esto puede verse en la siguiente ecuacion:

Ns) _ NGs)

Ris)=EOHE) = [ o = b,5)Dy0s)

E124

Si se considera que todos los polos son simples y que N (s) es de menororden que D(s), R(s)
puede expanderse en fracciones parciales. Separando los términos debidos a los polos de la

funcién de transferencia, de los debidos a los polos de la excitacién, R(s) puede escribirse
como

N(s)
R(s) = — —_—
(s = Pa)(s = Pr2)...(s — pp1)(s — Py2)
donde el subindice n se emplea para denotar los polos de la funcién de transferencia (polos
naturales) y el subindice f para los polos de la excitacién (polos forzados). Cada polo en
R(s) contribuye a un término en la expansién. Separando los términos asociados a los polos
de la funcién de transferencia de los asociados a la excitacién, R(s) se puede escribir como:

K, K K K
R(s)={ L +...}+{ oy 2 +}
S — Pnl S — Pn2 S—=Pf S—Psn2

R(s) = Ra(s) + Ry(s) E.126

E.1.25

en donde se observa que los polos asociados a la funcién de transferencia se combinan para
formar Rn(s), y los polos asociados a la excitacién se combinan para formar R f(s). Rn(s)
se define como la parte natural de la respuesta, puesto que los polos asociados con Rn(s)
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provienen de la red misma y sus valores no tienen que ver con la excitacién; son naturales
o caracteristicos de la red. R f(s) es la parte forzada de la respuesta, puesto que sus polos
dependen de los polos de la excitacién y no tienen nada que ver con la red; los polos de
la excitaci6n forzan a la red a producir la respuesta. En el dominio del tiempo la ecuacién
anterior queda

r(t) = (Kp e + KpeP +..) + (KpeP"' + KppeP™ + )
r(t) = ra(t) + rg(r) E.127

Los términos individuales de la componente natural, rn(t), tienen formas de onda determina-
dos solamente por la red misma, mientras que los términos individualesen r f () tienen formas
de onda idénticas en forma con las componentes individuales que conforman la funcién de
excitacion.

Para tener una respuesta cualquiera el sistema debe excitarse, sabiendo que al excitar
una red, ésta responde en dos formas: revela su comportamiento propio en la forma de la
respuesta natural, y exhibe las caracteristicas de la excitacion en la forma de la respuesta
forzada. De ahi que sea un error pensar que una senoide que excita una red lineal siempre
produzca una respuesta senoidal. De hecho, la respuesta es senoidal solamente cuando los
términos debidos a los polos de la red se anulen; esto ocurre cuando los polos se encuentran
en el semiplano complejo izquierdo (partes reales negativas), pues asi la respuesta natural
tiende a desaparecer.

EJEMPLO 1.12

Obtener la respuesta v(t), natural y forzada, del siguiente circuito:

(A)
ity =sent Am)|

v(t)

ad 1
P71
¢ V(s)

Figura I.15 (A) Circuito original del ejemplo 1.12 en el dominio del tiempo;
(B) Circuito transformado al dominio de la frecuencia.

B

I(s) =

52+1
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Solucion:

La funcién de transferencia es

_V(s) 1
H(s) = I(s) Ts+1
Despejando V (s)
I
AR %)1

Sustituyendo /(s)

1 1
V“>={;z:1}{m}

De la ecuacién anterior vemos que la respuesta tiene tres polos: El polos = —1 de
la funcién de transferencia y dos polos en s = % j, debidos a la excitacién.

Expandiendo en fracciones parciales se tiene:

K, K, K;

V(s) = +
) s+1 s+ s—j

donde

oo
2

1 .
Ky = ‘Z(] -7
el
k; = 4(1 +J)
V(s) = Va(s) + Vs(s)

|

11 1 fl—j 1 1+j) 1
_1 { J CES)

por lo tanto

V.(t) = %e"
_ 1 =j 14+ jt
Vf(l) = 2{ 2 e + ———2 e

(1 _. i J -
= —={ = Il Jt Z(e!t — J¢
Ve(t) = 2{2(e +el)+5(e" —e )}

Ve(t) = —%(cost —sent)

Vi(t) = % V2 cos(t + 45°)

2 s+ 2 s—jJ
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1.12

para finalmente obtener la respuesta total

V(@) = %(e_' — V2cos(t + 45°)

Este circuito esta excitado por una fuente senoidal. La respuesta contiene una
componente senoidal debido a la excitacién de la entrada, ademds de contener
también una exponencial amortiguada, la cual caracteriza el comportamiento natural
de lared. Si hubiéramos excitado con una funcién escalén, la respuesta contendria
este mismo término exponencial amortiguado, con una amplitud diferente, ademds
del término constante de la nueva funcién de excitacién.

Ejercicios propuestos. Funcion de transferencia

1.  Determinar la funcién de transferencia de los siguientes circuitos:

a.

R
/\r = +
14(t)
CL vy
! —0-
Solucién: Vas) |
2 (s
H = = —
(s) I(s) sC
R
p, . )+
&5 B
| By
Solucién: 7 = _V ) l y
. 2 S e
B=ve = RC,, T
RC
1Q
—O+
V4tt) ;\’
()

1H 1F :II: Va(t)
-0 -
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Solucién:
Va(s) s
H —
A 155 B
d.
* Ylt) -
V(t 1H
(1) ]+
1it) v g Vel
Solucién:
2
H(s) = Vi(s) __S
V(is) s2+1
V.(s) 1
H . e
)=y = a1
1(s) s
Hiy(s) = — =
)=y = 241
Observe que el polinomio del denominador se conserva en las tres funciones de
transferencia.
e.
Rp IL(t)
N
li(t) &
5 Bip - Voa (t)
. ImVee L L] -
Solucién:
I Ra
O I - R — ~
li(s)  8mBRL — (RL + 1)(Ra + Rb)
f.
2Q
/\/ -0 +
V(t) 3Q
4H Vi (t)
2F
i i) =
Solucién:

_ Vi _ 1257425

H - -
)= V6 = 202185 41
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(1)
+Vg (1)-

L C ===
R
RogB+1) | gmV (1)
Solucién:
2

H(s) = 1.(s) _ g,,.r,,Rb_ S ) —
I()  Rb+rei+ra+(B+DReRC 5, 1 1
R.C LC

2.  Encuentre la impedancia de entrada de los siguientes circuitos:
a.
1(t) Ly Lo
s
I—

T
Al
V(s) s*+3s7+1

Zi(s) = 1) s2+2s

Solucién:

1(t)

S

Solucién:

Zi(s) = s%(RaRbLC) + s(RbL) + RaRb
)= $2(RaLC) + s(L + RaRbC) + Ra + Rb

SEXT
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Solucién:

Z:(s) = $>(C1CoLiLaLy) + S°[CiLy(Ly + L3) + CoL3(Ly + L)l + s(Ly + Ly + L3)
‘ sHC1CaLaLs) +53(CaLy) + 57 Ci(LaLs) + 1

Respuesta total de un sistema

3.  Graficarenel plano imaginario los polos y ceros de la funcién de transferencia e indicar
la multiplicidad de los polos.

s+3
a. H(s) = s3(s_+1)2
Solucién
Polos
s =0, multiplicidad =3
= —1, multiplicidad = 2
Total = S polos reales
Ceros:
s = =3, multiplicidad = 1
s = oo, multiplicidad = 4
Total = Sceros
Jw
b. H(s) = —i—
s(s + 1)(s2+9)
Solucién:
Polos:
s=0, multiplicidad = 1
s=-1, multiplicidad = 1
s=13j, multiplicidad = 1
s = -3}, multiplicidad = 1
Total = 4 polos, 2 reales y 2 complejos conjugados.
Ceros:

s = oo, multiplicidad = 4

Jw
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4.  Encontrarel valor de la respuesta completa en el dominio del tiempo para la funcién de
transferencia del inciso b) del punto anterior, si el sistema es excitado por un escal6n
unitarioen t = 0.

Solucién:

1
r(t) = %r + I—Oe_’ +0.032 cos 3t —0.005sen 3¢ | u(t)

Nétese que el polo en el origen, al ser multipicado por el polo introducido
por la excitacién, introduce una rampa en la respuesta. El polo real determina
la constante de tiempo de la exponencial y, finalmente, los polos complejos
conjugados producen una senoide.

S.  Encontrar la respuesta completa (distinguir parte forzada y parte natural) de los
siguientes circuitos. Grafique la respuesta en el dominio del tiempo, y aséciela con la
localizacién de los polos y ceros de la funcién de transferencia.

a.
sent A o
1H
Vo (1)
1F
I :

—0

Solucién:

No existe respuesta forzada
Vo(1) =1 = Vou(1)

Existe solamente un poloens =0
.. la respuesta es constante en todo tiempo.

|1
1

sent A /W

+
1H 10 Vo (1)

Solucién:

No existe la respuesta forzada o de estado estable, es decir,

\/Lge" scn(ﬁ)u(r)

Vo = Vou(1) =
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Los polos de H(s) son complejos conjugados de valors = —1+,/3jyla
respuesta es una onda senoidal que decrece de manera exponencial con el

tiempo.
u(t) NIy
R L
Solucién:
i(r)=[1—e R/t
3
in(t) = —e~R/D (1)
(1) = u()
El dnico polo de H(s)es real, negativo y de valors = —R/L

la respuesta es una exponencial cuyo valor tiende al de la excitacién

.i('I) = ut(r).

Io (1)

l

1A 1H 1IF=— 10

Solucién:

No existe la respuesta forzada por lo que

e 2 3 '
io(t) = ioa(t) = 3¢ °sen Et u(t)

Como los polos de H (s) son complejos conjugados de valor s = —% + %j,
la respuesta es una seiial senoidal que decrece exponencialmente con el
tiempo. La parte real de los polos determina la constante de tiempo de la
exponencial cuyo valor da la amplitud de la senoide, mientras que la parte
imaginaria define la frecuencia de la senoidal, asi como la amplitud de la
respuesta total.

Vm senwt I(t)
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Solucién:

v, Vi
l(l) = Z)% — w—LC0sz

forzada natural

Observe que aunque la red tdnicamente introduce un polo en el origen, s = 0,
debido a que la excitacidn es de tipo senoidal, la respuesta no sigue el criterio
establecido para la excitacién del tipo escalén.

Solucién:
Vo = Vu(t) — v[0.27e "3 | 0.72¢=262 (1)
forzada natural
Aqui los polos de H (s) son reales, diferentes y negativos, con valor s = —0.38 y
s = —2.62, de donde la respuesta es la suma de dos exponenciales decrecientes

cuyas constantes de tiempo quedan determinadas por los polos. Observe que la
respuesta forzada sigue al voltaje de excitacion.

4.  Lared que se muestra a continuacién se conoce como red de compensacién en paralelo.
Demuestre que el valor de su impedancia tiene la forma

R
- c
Z(s) S
G
K(s—2))
Z(s)= ——— =1
©)= s TPy =P

y determine los valores de Z,, P, y P, enfunciénde R, Ly C. Si los polos y los ceros
de Z(s) tienen las ubicaciones que se indican, donde Z(0j) = 1, determine los valores
deR,LyC.
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Transformada de senales diversas

2.1 La funcion escalon
La funcién escalén es una funcién discontinua, representada como u(t) [6):

wl(t)

) e

Figura II.1 La funcién escal6n unitario iniciada en cero.

Esta funcién encuentra utilidad si consideramos el caso practico de un circuito cualquiera al
que se leconecta una fuente de voltaje, perocuya aplicacién esta controlada por un interruptor.
Siendo asi se tendria:

v(t) CIRCUITO
donde:
vag = v(t)
o — 0 t<0
O~ Vve) >0

Figura II.2 Representacién real de un voltaje v(t) tipo escalén.

Si se supone ahora que v(f) = cos ¢, las formas de onda para vas y vcp se veran como en la fi-
gura 11.3. Frecuentemente, la aplicacidn de la excitacién no se hace en ¢ = 0 sino en un tiem-
po diferente, por ejemplo ¢ = 1o, en cuyo caso para poder representarlo, se utilizaria la funcién

escalon trasladada en f:

33
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N AN
T (VA

v(t) =cost= Vg Vcp=cost u(t)
VCD-V(t) u(t)

Figura I1.3 Funcién cost y funci6n cos tu(r).

U‘t-to’

w

donde:

0 <t
“(’_'O):{l ;;2

Figura I1.4 Funci6n escal6n unitario trasladada en 1o.

Si se considera ahora a esta nueva funcién, el voltaje anterior vcp podria ser representado,
de manera més general, como

vep = v(t)u(t — to)

v _ 0 1<t
D= Ywe) t>1

y su gréfica se veria, suponiendo a v(¢) = cos f, como

S
FEY

Vep(t)=cost u(t-t,)
Figura I1.S Funci6n cos ru(t) trasladada a 1 = ¢.

ult-ty)cost

1
0l t

Hasta ahora sélo se ha visto la funcién escalén en el dominio del tiempo; ahora se ilustrara
qué sucede en el dominio de la frecuencia compleja s [16]. En primer lugar se obtendra la
transformada de Laplace de u(t):

*®

_ < —st __l —st| o
[Z{u(l)}—/o e~ S'dt = ~€ L
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por lo cual
Vo
2{Vou(t)} = s EIL1

con Vp = constante.
Andélogamente, para u(t — t,) se tiene

- —-st 1 -5 “ ! —slp
Q{u(t - to)} = e Vdt = —;e = -e
fo

o

2{u(t — 1)} = %e"“’ E.IIL.2

La expresién anterior estd compuesta de dos factores: el factor 1/s, que corresponde a la
transformada de Laplace del escal6n unitario iniciado en cero, y el factor e **°, que es una
funcién que se introduce en la respuesta cuando el escalén es trasladado a ¢t = 1.

Este ejemplo que se dio para la funcién escal6n unitario se puede generalizar para cualquier
funcién f(t) que 1nicia en un tiempo distinto de cero. Veamos:

Una funcién f(t)u(t) trasladada hasta un tiempo ¢t = a, se puede representar como
f(t —a)u(t — a).

Para encontrar la transformada de Laplace de esta funcidn, se define en términos de una
variable ¢/,

oS 7
F(s) = / f(tye " dt’
0
tal quet’ =t — a; entonces,
o o]
F(s) = / f(t —a)e~ s gy

F(s) = / f(t —a)e™ e dr

obteniendo de la integral el término e = constante, y multiplicando por u(t — a) para
cambiar el limite inferior por cero, quedaria:

F(s) =¢* / f(t —a)u(t —a)e™*'dt
0

La ecuacién anterior es la transformada de Laplace de una funcién f(t — a)u(t — a), ya que
2{f()} = e* 2{f(t — a)u(t — a)}

y por lo tanto,
2{f(t —a)u(t —a)} = e 2{f(t)} = e *F(s) E.IL3

o bien
27 e F(s)} = f(t — a)u(t — a) EIL4
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Laecuacién E.II.3 indica que la transformada de una funcion recorrida en t = a, es e~
veces la transformada de la funcion iniciada en cero. A este resultado se le conoce como
teorema de translacion.

A continuacién se mostrara que las funciones escalén unitario, mediante una traslacién
adecuada, se pueden utilizar como base para representar otras sefiales.

Sea la senal v(¢) formada por la diferencia de dos funciones escalén:

v(t) = u(t) — u(t —a)

entonces,
v(t)
N
u(t)
1
a
>t
-u(t-a)
v(t)
A
u(t)-u(t-a)
1
2t

= a
Figura I1.6 Formacién de un pulso unitario a partir de dos escalones unitarios.

Nétese c6mo se ha generado una seiial que toma valor unitarioentre t = 0yt = qg; a
esta funci6n se le conoce como pulso unitario (figura I1.6) [16]. Su ecuacién general puede

escribirse como
u(t) = Vo[u(r — 1) — u(t — 1) EILS

donde:
Vo es la magnitud del pulso, y

t; — to es su duracién, con inicioen t = fg

que para el caso mostrado en la figurall.6, 5 = 0,1, =ay Vy = I.

EJEMPLO II.1

Para ¢t = 0, se aplica un pulso de voltaje de duracién “a”, a lared RL que se muestra
abajo. Determinar la ecuacién para i(t).
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10

Y

a m 1H

JLlvn

Figura I1.7 Red del ejemplo I1.1.

Solucién:

La excitacién en el dominio de! tiempo es:
v(t) = u(t) —u( —a)
si se transforma al dominio de Laplace se convierte en:
v(s) = 1,‘(1 —e ")
La ecuacién de malla, en el dominio de la frecuencia, es:
V(s) = I(s)R + L[sI(s) — i(0)]

Sii(0) = 0, es decir, condiciones iniciales a cero

I(s) = I—_e‘_‘”_ B ] —e %
= s2L+sR ™~ sGs+1)
e—ﬂJ
I1(s) =

ss+1) sG+1)

La antitransformada de Laplace de /(s) se va a obtener en dos partes de la siguiente

forma:
1 A B 1

S6+D s s+1 s

— ]_
s+ 1
e—'"{:(?liﬁ} es del tipo e~ F(s) donde
F(s) = L

T s+ s s+1

esto es:

entonces
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sabiendo que
2N e ™ F(s)} = f(t — a)u(t — a)
i(t) =u(t) —u@)e™" —ult —a)+e " - a)
i =u®)1 —e™'] —ut —a)[l —e "]

es decir, i(t) es la suma de dos funciones exponencialmente decrecientes: una que
iniciaent = 0, y otraque lohaceent = a.

v(t)

1-0°t

i(t)

Figura I1.8 Gréaficade la corriente i(¢) debida a una excitaci6n tipo pulso
de duracién “a” en unared RL.

2.2 Funciones rampa e impulso

Para iniciar el estudio de estas funciones se utilizan los conocimientos sobre el escalén
unitario. Por ejemplo, se le aplica un voltaje tipo escalén a un inductor de valor L, el
cual tiene condiciones iniciales iguales a cero. La corriente que se generara en el inductor
aumentar4 linealmente con el tiempo mientras se siga aplicando voltaje constante a él. En
términos matemaéticos,

, 1/ 1( [° ! 1 [ t
it(t) = Z/-w v (t)dt = Z{/:m vL(t)dt +/0 v,-(t)dt} = Z/o dt = I E.IL.6

A la manera como crece la corriente en la inductancia se le 1lama funcién rampa.
Si la funcién escal6n representa ahora la corriente, es decir, i(t) = u(t), el voltaje creado
en el inductor serd cero para cualquier tiempo diferente de cero, ya que

B di(t) -~ du(t)
v =Lo= =L

En la ecuacién anterior se observa que en ¢ = 0 la pendiente (derivada) es infinita debido
a la discontinuidad de la funcién, lo que le hace tener un voltaje de valor infinito a un solo
tiempo. A la funcién que representa este voltaje se le llama funcién impulso.
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La representacion gréfica de las dos funciones anteriores es la siguiente:
u(t) 0

ESCALON —

I
o
|

siv(t)=u(t) i/ RAMPA
I
I
|

v(t) ~

aa

e
sli(t)=u(t) l T IMPULSO é—

3
=2 |

Figura I1.9 Funciones rampae impulso y su relacién con la funcién escal6n.

Para definir lo que es un impulso unitario obsérvese la siguiente funci6n:

ey #m  1(t) =u(t-t0)

A-»0
1

g 2]
I to

Al e

Figura I1.10 Funcién rampa unitaria truncada.

-
-

tal que
0 t<tg——=
1
fy=4¢ - to=<t<ty+ =
A
I t2>20+ <
y cuya derivada seria
0 t<ty——<
' 1 A A
M= - to=-<t<tp+ =
£ <A 05 < Zo+2
0 t210+5
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: : d
I = u(t-
'X‘_’;(t) at Yt-to)
1 - a A
4
. 7!
ja)
to'g— tot 5

Figura I1.11 Derivada de la funci6n de la figura I1.10.

donde f’(t) es un pulso unitario de ancho A y drea = 1:

Si se disminuye progresivamente el valor de A, el ancho del pulso se reduciria y la altura
aumentaria, conservando un drea de valor 1. De hecho, en el limite cuando A — 0, la
amplitud del pulso tiende a infinito, su duracién tiende a cero, pero sigue conservando un
drea bajo el pulso de valor 1. Esto se puede expresar como

. d A
Ll\ll'l.]o fl)y= Eu“ ~19) = 8z — 1) E.11.7

donde esta ecuacion es la definicién del impulso unitario.
La delta de Dirac o impulso unitario 5(t — ty) es, porlo tanto, una funcién de amplitud

infinita en t = ty y de duracion “nula”. Graficamente se representa con una flecha como se
muestra a continuacion:

d(t-tg)

T - t

i ‘o

Figura I1.12  Funci6n impulso unitario.

El 4rea bajo el pulso f'(t) es siempre igual a | y, por lo tanto, independiente del valor de A.
Usando esta afirmacion se puede decir que

ro+A/2 1h+4/2 o I
fm / fladt = / éu(l —lo-)dtl _ /0 8t — to)dt’
1 1 t

8—0Jiy—a/2 0—4/2 ar

y sabiendo que
flg) = All'mof(fo -4)

+y ¢
fg) = lim f(to+ )

que aplicado al escalén nos da sus valores en t=0, referidos por sus limtes por la izquierda y
por la derecha, respectivamente, y cuyos valores son:

u(07)=0
u(0%) =1
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La transformada de Laplace de un impulso unitario, se obtiene a partir de la ecuaci6n
1
8(t —b) = lim< —[u(t — b) —u(t — b — a)] E.IL.8
a—0 | a

la cual describe el limite cuando la base de valor a del pulso formado entre los escalones | y
2, tiende a cero.

h
—2__ _ escalén 1

> 1

= S escalon 2

Figura 11.13  Pulso de ancho a formado por dos escalones.

La transformada de esta ecuacién es

—bs —(b+a)s

e’ —e
Zi6(t —b)} = 1li — - =ebs
ooy =jm = =
donde b es el tiempo en el cual aparece el impulso, es decir, si b = 0, el impulso aparece en
1 =0.
Ahora bien,

2{s(n} =1
d
2{s(1)} = 2{ a—tu(t)} =s2{u@n)} =1

Andlogamente, para la funcién rampa r(t) se tiene que

v 1 1
2{r()} = 3{ / u(t)dt} = ;Z{u(t)} =i
0
y en consecuencia, se puede generar la siguiente tabla:
Funcién Representacién en Transformada de
el tiempo Laplace
Paribola Unitaria 12u(t) 1/s3
Rampa Unitaria tu(t) 1/s?
Escal6n Unitario u(t) 1/s
Impulso Unitario 8(t) 1
Doblete Unitario 8'(1) s

Triplete Unitario 8"(1) 52
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T Wi,

Figura II.14 Red del ejemplo I1.2.

EJEMPLO I1.2.

Suponga que la siguiente red se excita mediante una fuente de impulsos en vez de
pulsos. En este caso, V(s) = 1 coni(07) = 0.

Solucién:

Planteando la ecuacién de malla:

LsI(s)+ RI(s) =V(s) =1

‘h_

I1(s) =

| =

s+

~n

i(r) = %e‘

De este ejemplo se puede ver que el comportamiento de la red en respuesta a un
impulso queda determinado unicamente por las constantes de la red. Es por esto
que la funcion impulso es utilizada para identificar un sistema desconocido.

2.3 Sintesis de senales

La funcién escalén asi como otras funciones derivadas de ella, son ttiles para generar otras
formas de onda mds complejas.

EJEMPLO IL.3.

Por ejemplo, para construir un pulso de ancho (b — a) se pueden usar dos funciones
escaldn de tres diferentes maneras, a saber:

V() =u(t —a) —u(t —b)
Vi)=ub —1t) —u@—1)
V(t)=ub —t)u(t —a)
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u(b-t)

-u(a-t)

u(b-t)

Figura I1.1S  Generaciéndeun pulso unitario de tres formas diferentes.

lo cual se puede representar de la siguiente manera

EJEMPLO I1.4.

Otro ejemplo es tratar de generar la sefal v(r) que se muestra abajo y que es medio
ciclo de una onda senoidal. Para ello se usarén dos senoidales sumadas, es decir

V(t)
v (t)=sen nt, 0<t1
. + + +y t
I T2 3 4
Vi(t) E

/ﬁ\ vy (t) =senmtu(t)
T

\J

Figura I1.16 Sintesis de sefales.

N

o &

va(t)=senmn(t-1)u(t-1)

k3

v2(t)]‘
!
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como se observa en las graficas,

u(r) = vi(r) + va(r)
v(t) =senmtu(t)+senmw(t — Du(t — 1)

de donde
b1

V(S) = m(l = e”)

EJEMPLO ILS.

Un ejemplo més complejo de sintesis de seiiales es tratar de generar la siguiente
forma de onda:

vy (1)
AR

+1 +

Figura I1.17 Sintesis de seiales.

Se utilizard primeramente una senoide tal que su valor sea cero antesde t = 1, es
decir

vi(t) =senm(t — Du(t — 1)
Posteriormente se le resta una onda senoidal que exista solamente a partir de t = 3:
va(t) = senm(t — 3)u(t — 3)
Luego se suma otra que exista a partir de t=S5,
v3(t) =senm(t — S)u(t — 5)
y finalmente se le resta otra sefial que exista tinicamente después de t = 7,
va(t) =senm(t — Nu@ —7)
lo que nos da

u(t) = vi(1) — va(1) + va(t) — va(t)
v(t) =senm(t — Du(t — 1) —senm(t — 3)u(t — 3)
+senm(t —Su(t —5) —sennw(t — Nu(t —7)
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EJEMPLO IIL.6.

Finalmente se planteard el problemade c6mo determinar la transformadade Laplace

de una funcién periédica con periodo 7.
Un ejemplo de senal de este tipo es la llamada onda cuadrada, la cual se puede

escribir como la suma infinita de funciones escal6n:

v(t) = u(t) — 2u(t — a) + 2u(t — 2a) — 2u(t —3a) + ...

v

T M1

Figura I1.18 Onda cuadrada.

cuya transformada de Laplace es

— Ze“” + e'—z‘" - ze_:;a"l “+ ...
N

© | —

V(s)=

%]

1
V(s) = ;{1 —2e7% +2e72 g7 4.}

2(1
V(s) = ;{E — e 4 g s — e Jas + }

y sabiendo que

1
T9es = | s

el resultado es

2 1 1
V(s) = - -3
<) s{1+e“" 2}

1 2
Vis)= -{—-14+ —"—
e s{ +l+e"‘”}
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2.4 Ejercicios propuestos

1.  Escriba una ecuacién para V(r) utilizando las funciones escal6n, rampa y senoidales.

a.
v(t)

Solucién:

V() = K;sen(t)u(r) — Ky sen(t — Du(t — 1)+ 2K,(t — 2)u(t —2)
—2K2(t = 2.5)u(t — 2.5) — 2K2(t — 2.5)u(t — 2.5) + 2k(t — 3)u(t — 3)

v(t)
2.

3
&

ol 1 2 3 a
Solucién:

v(t) =2tu(t) —2(t — Du(t — 1) —4@¢ — Du(@ — 1)+ 4@ — 1.5u(t — 1.5)
+40 — 1.5u(t — 1.5) — 4@ — u(r —2) — 2(t — 2)u(t —2) + 2(t — 3)u(r — 3)

v(t),,?

.

1) otT 4y L +T

Solucién:

v(it) = V(@u(t —tg) —u(t — (o +T)) +u(t—1)—u(t—(+T)))

2. Ent = 0alared RC que se muestra, se le aplica un pulso de 10 V con duracién
de 5 useg. Determinar el valor de V. y de la corriente de malla y graficarlos, para
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R =100 ohms y C = 0.05 uF.
R

v (t)

C
]—Vc(t)

. 10 A 10 [ =
1(r)=?e‘ﬁfu(t)~—ﬁe (-ﬂs‘e)u(r-Su)

V.(1) = 10(1 - e‘n'—c)u(z) - 10(1 - e‘"—?i’—‘“")u(r —5u)

Solucién:

3. Para la red mostrada encontrar el valor de i(¢), si la excitacién tiene la forma de onda
siguiente:

10Q vi(t)

(vl
+ 1..

10mH vL /
it . Loy

I L4
t°=1 [m

v, (t)

4.  Determine la transformada de Laplace y escriba una expresién en el tiempo para cada
una de las formas de onda que se muestran:

) y(t)

2 1T
3 / —
0 ] 2 4 0 1 2 3
-1 4 —
(A) (B)
Solucién:
A)

—1 2 e¥ 27T 2
Fo)= o +-+5+ +
s s s s s

() =2u(t) — tu(t) + (¢ — 2u(t —2) + 2u(t —2) — 2u(t — 4)
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B)
= =2 =2 —3s
Go=2__°_ 27 ¢
52 52 s s
g =@ —Du@e =1 —@¢ —2ul—2)—2ut —2)+ut —3)
h(t)
E X(?
i . = 4 AR
0 T T/W
-E
(C) (D)
Solucidn:
O
E 1 Ee™ E _
HO)=za-77 ~5°¢
E
h@%=%mar—Tu—Twu—73—wa—T)
D)
4E ] 8E —sT/4 —s53T/4 —s5t
X(S)=————‘-3 %e 4FE e

Ts? T 2 T sz T s

R
T ) T\ " 3)"\' 37

4E T T 4E T T 4E
+?(I—z‘)u(t—Z)+?<f—'z>u<t—z) "'?(’—T)M(I—T)



Capitulo 3
Redes de primer orden

El propésito de este capituloes utilizar la técnica de la transtormada de Laplace para analizar
el comportamiento de sistemas de primer orden que en cursos pasados se analizaron en el
dominiodel tiempo. Con esto podremos apreciar las ventajas y desventajas que nos presentan
ambos métodos. Al final, se ilustra el manejo de las condiciones iniciales que nos ayudaran a
conocer la respuesta de circuitos con elementos almacenadores de energia y cuyas condiciones
iniciales no son cero [4].

3.1 Respuesta de una red RL a excitacion tipo escalon

t=0 R
v
) S

Figura II1.1 Circuito RL serie.

En la figura III.]1 se muestra un circuito inicialmente desenergizado, en donde se encuentra
un inductor en serie con unaresistencia. Se desea encontrar la respuesta total i (r) después de
que el interruptor ha sido cerrado. La ecuacién diferencial que gobierna el circuito, cuando
se aplica la ley de voltajes de Kirchhoff, es

di(t)

i
V =Ri(t L
i(t) + dt

donde: . . )
la corriente i(¢) es la solucién de la ecuaciény V es el
voltaje aplicado que causa que la respuesta i(t) exista.

Para enfatizar que V existe tinicamente cuando el interruptor se cierra, es util asociarlo con
la funcién escal6n unitario u(t), con lo que una formulacién més completa de la ecuacién
diferencial correspondiente es

di(t)

v = Ri B AL
u(t) = Ri(t) + at E.Ill1

49
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La ecuacién E.III.1 es una ecuacién diferencial de primer orden ya que el circuito contiene
tinicamente un elemento almacenador de energia, como se evidencia por el término de la
primera derivada.

El primer paso para resolver la ecuacién E.III.1 por el método de Laplace, es realizar la
transformaci6n al dominio de la frecuencia en ambos lados de la ecuacién:

di(t
ve{urn)} = R2{i)} + LQ{ -%-)} E.III.2
No debe perderse de vistaquela solucién deseada esen el dominio del tiempo y se identifica
pori(t). La correspondiente funcién en el dominio de s es llamada /(s), que es

1(s) = 2{i(}

Sustituyendo el resultado anteriorenlaecuacién E.II1.2 y usando las tablas d e transformadas,
se tiene,
14 o
5= RI(s)+ L{sl(s)—i(07)} E.IIL.3
Eneste caso, i(07) se escribi6 para enfatizar que la informacién acerca del valorinicial de la
corriente, inmediatamente antes de la aplicacién de la funcién forzada V, es necesaria para
poder obtener una solucién formal para la respuesta /(s).

A causade que el interruptor inicialmente esta abierto, se deduce que i(0-)=0, por lo que
la ecuaci6n E.II1.3 puede escribirse

1%
" = I(s)(R +sL)
de donde la respuesta se vuelve
v
16) = Ly EIIL4
) <s + z)

Para conocer la solucién en el tiempo de la ecuacién anterior, se debe llevar a cabo la
transformada inversa de Laplace, lo cual requiere poner a /(s) en una forma tal que sus
términos sean identificables en tablas de antitransformadas. Esto puede lograrse mediante la
expansién por fracciones parciales; esto es:

o~ <

I(s) = =—+
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donde:

v Vv

el L SROR

Xo= R 4t |

S+ Z
.Z s=0 y
o (H_,- ;
s s=—R/L

De esta manera, la solucién en el dominio de la frecuencia puede ser escrita de manera mas
conveniente como
Vi vV 1

1(s) _—
R
Rs Rs+

L
Con las tablas de transformadas se puede saber que el equivalente en el dominio del tiempo

de 1/s es un escal6n unitario, y el de 1/(s + R/L) es e~R/L¥ 'y entonces se escribe a la
ecuacién anterior como

in=2"'{19}= %2“'{%} - :z-‘{%} E.IILS

k-

o bien,

.V Vg

i(t) = R Re t' parat >0 E.IIL6
En la ecuacién E.IILS el simbolo £~' se utiliza para denotar la transformada inversa de
Laplace, la cual puede conocerse mediante tablas, y llegar directamente a la solucién en el
dominio del tiempo, E.IIL.6.

La ecuacién diferencial que modela el circuito RL fue escrita en la ecuacién E.III.1, de

donde, asumiendo condicionesiniciales iguales a cero y aplicando la transformada de Laplace
se tiene

V(s) = I(s)(R+sL)

Aqui, V(s) es la representacién general de la transformada de Laplace de la funcién
excitacioén, sin ser especificada su forma, pudiendo ser la transformada de cualquier funcién
deterministica. Ahorabien, si se arregla la ecuacién anterior, se podr4 reescribir de la manera
siguiente:

v

VG) _ptsi =20 EIIL7

1(s)

Ya que el lado izquierdo de la ecuacién E.II1.7 comprende la relacién voltaje/corriente, la
expresion a la que se iguala en el lado derecho, es la impedancia de entrada, denotada como
Z(s).

Esta impedancia de entrada nos permite escribir la respuesta /(s) del sistema, causada por
la funcién de entrada V(s), aplicando simplemente la ley de Ohm en su forma mas general;
asi, podemos expresar la respuesta en el dominio de la frecuencia compleja como

V) V)

Its)= Z(s)  R+sL




52

Circuitos eléctricos

Un aspecto interesante y muy significativo de esta formulacién es que ambas, la respuesta
forzada y natural del sistema es posible obtenerlas de la ecuaci6n anterior, si las condiciones
iniciales son iguales a cero. Por ejemplo, si la funcién de entrada es un escal6n de magnitud
V, es decir, V(s) = V/s, entonces

14
1% 1 L

I(S)Z?R+SL=s{s+ % }

E.IIL.8

Al comparar esta ecuacién con la ecuacién E.II1.4, se ve que son idénticas, lo cual fue
posible gracias a que en ambos casos las condiciones iniciales son nulas. Sin embargo, es
interesante notar que en la dltima ecuacién la presenciade s en el denominador esté asociada
con la funcién escal6n de entrada, y sera por lo tanto, responsable de la solucién de estado
permanente, cosa que se nota claramente en la ecuacién E.II1.6. Asimismo, la impedancia
de entrada est4 asociada con la respuesta natural del sistema [4], lo cual también se observa
en la misma ecuacién.

En muchas circunstancias en ingenieria eléctrica, particularmente en control, es muy util
formular la relacion salida contra entrada, en el dominio de la frecuencia, lo cual, como vimos
en el capitulo I, representa la funcién de transferencia que modela el comportamiento que

observa el sistema. En el ejemplo con el que estamos trabajando, la funcién de transferencia

seria:
o) 1 _ |

V(i) Z(s) R+sL

Nétese que no es necesario especificar qué forma tendrd la excitacién, ya que como el
lado derecho de la ecuacién indica, la funcién de transferencia indirectamente proporciona
informacién acerca de la respuesta natural del circuito ya que envuelve tinicamente los
pardmetros proporcionados por los elementos que conforman el sistema.

EJEMPLO III.1.

En el circuito que se muestra a continuacion, la fuente de voltaje ha estado conectada
por un largo tiempo antes de que el interruptor se cerrara. Para los valores que se
indican, encuentre la expresién completa para la corriente de malla que se genera
después de que el interruptor se cierra, removiendo a R1 del circuito.

v onge SN

R«‘-zn R2-4ﬂ

m)\.
L

V=12V

=2H

Figura II1.2 Circuito del ejemplo II1.1.
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Solucién:

Parat > O:

% = RyI(s)+ sLI(s) — Li(07)

v
- + Li(07) = I(s)(Ry + sL)

Esta ecuacién muestra en el lado izquierdo a la funcién de entrada junto con las
condiciones iniciales, y en la derecha a la transformada de la respuesta y a la
impedancia de entrada. Esta formulacién indica que la impedancia de entrada
puede ser extraida facilmente ain en condiciones iniciales diferentes de cero. Si se
reformula la ecuacién, la respuesta podra escribirse asi:

vV S
_ VasLigry T HeE0)
s(Ry + sL) s{s - %}

I(s)

Al comparar estaecuacion con la ecuacién E.II1.8 se ve c6mo el término correspon-
diente a las condiciones iniciales tiene cabida en la solucién buscada: se combina
con la excitacién, alterando la magnitud de la respuesta forzada.

Ahora bien, para encontrar el valor de /(s), expandemos en fracciones parciales,
de modo que se logre expresar como:

K K
1) ==+ lR
s g4
L
v .-
+ +5i(07) 1% 2 .
f — — —
KO:{W} _R—2_7—3Amperlos
s=0
v
7 +5i(07) v
Ki=¢" : =——+41i(07)
S Rz
=2
El valor de la corriente, justo antes de cambiar la posicién del interruptor, est4 dado
por
i07) = oo _ 2 Amperios
Ri+Ry ;

Si se sustituye este resultado en la ecuacién obtenida para K,

LAt T
K]-———E;-f-l(o )= —1
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finalmente se obtiene

3 1 3 1
Hs)= = — 2
(5) s R, s s+42

Ahora aplicamos la transformada inversa de Laplace en ambos sumandos, para
encontrar la respuesta en el dominio del tiempo:

i(t) = (3 — e~%) Amperios

forzada natural

Para comprobar este resultado debe hacerse notar que en t = 07, el valor de i(¢) es
dos Amperios, y conforme la respuesta natural (transiente) desaparece, la corriente
tiende al valor de tres Amperios.

La constante de tiempo de este problema es

L L 2 |

“TRTan "2
de modo que después de 2.5 seg., la respuesta natural tendra un valor menor en 1%
a su valor final de tres Amperios.

i(t)

[amp. ]

y >t (seg.]
k] k] L1
of § ,as,

Figura II1.3 Respuesta i(¢) del ejemplo IIL.1.

IIL.2 Respuesta escalon de una red RC

En la figura II1.4 se muestra un arreglo RC en serie. Observe que el capacitor tiene una
carga inicial de valor qo debida a la aplicacién previa de una cierta corriente. Encuéntrese la
expresion para la corriente de malla después de que el interruptor S ha sido cerrado.
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A+
o

0=

Figura I11.4  Circuito RC serie, con gg, condici6n inicial del capacitor.

La ecuacién diferencial que gobierna el circuito, obtenida mediante la aplicacién de la ley
de voltajes de Kirchhoff, es

V(u(t) = Ri(t) + é /i(r)dr

Si se aplica transforinada de Laplace en ambos lados

.}
V(s) = RI(s) + l 1) + %
C s s

0
i~'0) = / idt = qo

— 00

donde:

representa la acumulacién de carga en el capacitor debida a la aplicacién previa de una
corriente en el circuito; esta accion se enfatiza en la dltima ecuacién al tomar los limites de
laintegral desde —oo hasta 0, donde O se refiere al instante justo después de haber cerradoel
interruptor.

Combinando las dos ultimas ecuaciones podemos escribir

V(s) = RI(s) + l{@ + @}
C s

s

obien
Vi -2 — 1) (R+ & E.IIL9
Cs sC
Obsérvese que del lado izquierdo aparece la funcién de entrada sumada al efecto de la
condicién inicial, mientras que del lado derecho aparece laimpedancia de entradadel circuito
RC.

Para una excitacién tipo escalén, V(s) = V/s, la ecuacién E.II1.9 se convierte en:

! 9 _ 1

donde el término izquierdo representa el voltaje que efectivamente actia en el circuito para
producir una cierta corriente i(). La solucién en el dominio de la frecuencia de esta corriente
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€s entonces,
0
v

I(s) = - Ql L C;
s+<R+sE> R(s+R—C>

siendo su correspondiente en el dominio del tiempo,

=Y _ 90\ %
i(t) = { R RC }e E.II1.10

L a grafica de esta ecuacién como funcién del tiempo se muestra en la figura II1.5. Nétese el
hecho de que en t = 0~ ocurre un cambio brusco en el valor de la corriente del circuito; su
magnitud es igual a la diferencia entre el voltaje aplicado V y el voltaje inicial a través del
capacitor go/ C, dividido entre la resistencia del circuito. Conforme el tiempo transcurre, la
corriente decae gradualmente hasta cero.

i

[A]

E 9
R RC

T = RC,constante de tlempo
Figura IILS Corriente generada en un circuito RC serie.

El observar el término exponencial de la ecuacién E.IIL.10 nos revela que el valor de la
constante de tiempo de un circuito RC serie es

T = RC seg E.III.11

Se puede decir entonces que la solucion completa a la corriente de un circuito RC serie
simple consiste uinicamente de un término transitorio ya que el capacitor se comporta como
un circuito abierto conforme pasa el tiempo, siendo la respuesta forzada igual a cero.

EJEMPLO III.2.

En el circuito de la figura II1.6 el capacitor fue inicialmente cargado de modo
que presenta un voltaje de 40 Voltios en sus terminales. Para los valores de los
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parametros que se indican, encuentre la expresion para la corriente que fluye por la
malla después de que el interruptor ha sido cerrado. También determine la energia
inicial almacenada en el capacitor.

L R=0.20

—Py ——AL

C-‘lo; q

Figura IIL6 Circuito del ejemplo II1.2.

Solucion:

Si en direccién de las manecillas del reloj, aplicamos a la corriente la ley de voltajes
de Kirchhoff, después de que el interruptor S ha sido cerrado, se obtiene:

1
0=Ri+6/idr

con la transformada de Laplace,

0=RI(s)+ 1{’(5) + q"}
C s

s

o bien

do _ s
~Cs _I(s){R+SC}

Del planteamiento del problema sabemos que qo/C = 40 v, entonces,

I(s)=_;40_ _ 40 1

I "R, 1
— S —
s{ R+ C } + RC
Finalmente regresando al dominio del tiempo, se encuentra que

40 ! ! .
i(r) = ~R€ & = —2 x 107%e~? Amperios
El signo negativo en la respuesta nos indica que la corriente fluye realmente en

sentido contrario a las manecillas del reloj, es decir, opuesto a como se supuso en
un principio.
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Por otro lado, la cantidad de energia disipada en el resistor es

Wais

20 oo
/ i*(NRdt =/ 4 x 1072 x 10%~"dr
0 0
= -8 x107*[e™];" = 8 x 107> Julios

y la cantidad de energia almacenada en el campo eléctrico del capacitor se encuentra
mediante la ecuacién

1 1 _ .
W, = 5(:v(,2 =10 — 5(40)* = 8 x 1073 Julios
Una comparacién de las dos ultimas formulaciones nos muestra que toda la energia
almacenada en el capacitor se disipa en forma de calor a través del resistor, una vez
que el interruptor se cierra.

III.3 Respuesta a excitacion tipo impulso

Una soluci6n directa de la respuesta impulso de un circuito RC serie puede obtenerse de la
transformada de Laplace de su ecuacién diferencial, es decir,

0. .
d
V= RIGs)+ ~ {1—(s)+ oo 1 '}
C s s

Si la condicién inicial del capacitor fuese cero, esta expresion se convierte en:

1 R 1

L
,(S)=X g =Z 1—- RC__
R S-{-L R s+.l_

RC RC

donde la expresién de la derecha es la solucién expresada como una fraccién propia
(después de haber aplicado el método de fracciones parciales), de aqui que usando tablas
de transformadas inversas, se puede encontrar la respuesta i(t):

iy=215=2 [V _g[¥Y1 1
- - R Rfs+%
donde r = RC.

La corriente queda como

o bien

VsV (v
i(t)= R&(r) Rre E.III.12
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o bien
% '
i(t)y= Qé@) — R—e'(?) E.IIl.13
Rt

donde T = RC seg.

Si se observa la ecuacién E.II1.13 notard que la corriente total consiste de un impulso de
corriente de magnitud Q = V/R, el cual ocurre en el intervalo de tiempo entre 0~ y 0%, y
de un segundo componente —(Q/1)e~“/?, el cual existe para todo tiempo después de 0.

Es muy instructivo notar la consistencia de este resultado con el que se obtendria al resolver
la ecuaci6n diferencial.

II1.4 Respuesta total de una red RL a excitacion tipo
senoidal

Se determinard ahora la respuesta de un circuito RL serie cuando se aplica una entrada tipo
senoidal. Sea el circuito de la figura II1.7. Encontrar la solucién total del circuito, para lo
cual se deberé conocer tanto la parte natural como la forzada de la misma. Nétese que la
fuente de voltaje variard su magnitud de manera cosenoidal.

t=0 R

VA,

e(t)=Epcoswt é L

Figura III.7 Circuito RL serie con entrada tipo senoidal.

Cuando el interruptor se cierra, la ecuacién diferencial del circuito es
di

[Em cos wt]u(t) = Ri + L

Como el interruptor estd inicialmente abierto, el valor inicial de la corriente a través del
inductor es cero; con esto, y aplicando la transformada de Laplace, se tiene que

En
s2+—sw2 = I(s)R + sL)

De aqui se sigue que la solucién el dominio de la frecuencia es

En s l
Is)=—=5 .
L s*°+w s+

~| =l
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Nétese que los polos o raices del denominador, se pueden conocer facilmente de la expresién
de I(s), por lo que se escribira esta ecuaci6n expandida en fracciones parciales:

loy— . SEmIL) K Ki . K
T2+ )+ R) s—jo s+ jo s+ R
L

L
Observe cémo la funcién cosenoidal de entrada es responsable de la presencia de polos
complejos conjugados en la ecuacién. Los coeficientes asociados a estos términos podrén
ser también nimeros complejos conjugados, hecho que se resalta al representarlos por K,

yK;.
Para conocer el valor de K1 usemos el método usual:
) s(E,,./L)
Ki=<(—jw e et
' {( 1 = jo)s + jexs + RID [
K _En jw - _& I
"7 L j2o(jo— R) 2 RjoL
Ki = En R— joL
'T 2 RT ;0212

Como K| debe ser su complejo conjugado, puede ser expresado como

K = En R+ joL
= Rt e

Para K>,
R
= (s N Z) (52 + w?)(s + R/L)

_{E_"' S } —__ EaR cos 6
Tl L 24 :=—§— VR + 0?L?
En R

— — X = == = COSG
VR +w?L?  VR? 4+ 212 VR? + 0?2

K, =

donde 6 se define, gracias al tridngulo mostrado en la figura I11.8, como tan~'(wL/R).

R

» R

0 @ =cos -1

wl
R2 421 2 0 =tan

A 4
Figura IIL.8 Definicién de 0 para un circuito RL serie.
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La introduccién del término 6, y la manipulacién algebraica que lleva a su definicién tienen
el propésito de expresar a la solucién final en una forma mas sencilla. De hecho, para llegar
a una correcta solucién del problema, se podria haber trabajado con K, de forma que no
envolviera a la raiz.

Si se sustituyen los valores de las K's en la la ecuacién de /(s), se obtiene una expresién
que puede ser transformada al tiempo con mucha facilidad:

En 1 1
1(s) = 58 (R — joL)— R+ joL ,
(s) 2(R2+w~L~){( jw )s_jw+( +jw )s+!w}

En cos 6 =
VR + o212 s+ %

Cuya correspondiente en el tiempo es

E,/2 ) : X >
i(t) = ﬁ? [(R - joL)e’™ + (R + jwL)e ™)
- —Em__ COSG(B—%)
VR ¥ 212

Al reordenar términos se obtiene,

. En/2 ; = £, ) PR
0) = gy s [RE™ +€7/™) + joL (/™ — oo
En
—-— cose(e‘{')
VR + L2
como sabemos que
e eI =2coswt y eI — e/ = —2jsenwt

se puede escribir

; m Ep &
= Emre s = E.IIL.14
i(r) TR [Rcoswt + wL sen wt] TR TE cosf(e” 1)

Debido a que la funcién cosenoidal est4 adelantada en 90° a la funci6n senoidal, la cantidad
entre paréntesis en la dltima ecuacién se puede encontrar con la ayuda del tridngulo de la
figura II1.8. Si la linea horizontal representa el coseno con magnitud R, entonces la linea
vertical, la cual esta desplazada 90° de la linea del coseno, representa la funcién seno con
magnitud wL. Claramente de aqui se deduce que la adicién de ambos términos al cuadrado
es la hipotenusa del tridngulo, de valor (R* + w?L?)'/? y de fase 8 grados atr4s de la linea
horizontal que denota el coseno.
Basado en el razonamiento anterior, se sigue que

[Rcoswt + wL senwt] = v/ R? + w? L2 cos(wt — )
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donde 6 se defini6 en la figura II1.8.

Noétese que el signo menos que precede a @ muestra que la hipotenusa, o bien el resultado,
estd por debajo de la linea horizontal o coseno.

Si se sustituye la férmula anterior en la ecuacién E.II1.14, obtenemos la forma final de
la corriente total que fluye por un circuito RL serie cuando se le aplica una entrada tipo
senoidal, esto es

0= Vo “Heso)
i) = —=—"——{ cos(wt —6) — e~ ¥ cosh E.IIL15
) VR + a2 \* )
cuya gréfica se muestra en la figura II1.9.
Sirevisamos la ecuacién E.III. 15 y la figura [11.9, comprobamos que la solucién completa

se compone de una parte forzada y de una transitoria, siendo la primera de ellas representada
por el primer término cosenoidal entre paréntesis, o sea,

i; = respuesta de estado permanente o respuesta forzada

E

(i —— cos(wt — 0)

m
VR? + 0?2

voltaje e (1)
corriente de estado estable ig(t)

corriente total i (1)

08 80

corriente transitoria iy(t)

Figura IIL.9 Griéfica de la corriente que fluye por un circuito RL serie cuya
excitacién es una onda senoidal.

Debido a que se trabaja con sistemas lineales, la respuesta forzada tiene la misma forma que
la excitacion, es decir, es cosenoidal. Sinembargo, la respuesta difieredeellaendosaspectos
principales: su amplitud es modificada por el factor 1 /(R* — w* L*)"/? y su argumento o fase
se ve alterada por el dngulo —6.

En primer lugar larespuesta transitoria provee una corriente de magnitud igual y de sentido
opuesto al valor instantdneo de la corriente de estado permanente, justo en el momento del
cambio en el interruptor. N6tese que en la figura I11.9 se asumi6 que el interruptor fue cerrado
enel instante en que el voltaje tenia su valor positivo méximo y la respuesta forzada no es cero
en ese instante, sino que tiene el valor “a”, y como las condiciones de frontera exigen que
la corriente total en ese instante sea cero, la corriente transitoria debe tomar el valor “—a”.
Conforme el tiempo transcurre, la respuesta natural decae hacia cero a una tasa determinada
por la constante de tiempo, siendo entonces la corriente total igual a la respuesta forzada.
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III.S Respuesta senoidal de estado estable

Al excitar un sistema cuyos polos se encuentran en el semiplano imaginario izquierdo con
una onda senoidal, la parte forzada de la respuesta permanecer4, mientras que la parte natural
se desvanecera con el tiempo.

La figura I11.10 muestra a manera de bloques la relacién entre la entrada y la componente
forzada de la salida:

H(s)
Emsen(wt+6) — | polosenelplano |— Em | Hiw| sen(@t+6+6,, )
izquierdo

Figura II1.10 Relaci6n entre entrada y respuesta forzada de un sistema lineal excitado
con una seiial senoidal.

Para demostrar la anterior relacién, suponga que la excitacién tiene un valor pico E, y un
dngulo de fase 0, es decir,

E(t) = E, sen(wt + 6)

entonces, la respuesta seria

R(s) = H(s)E(s)

R(s) = H(s){ En(ssen + wcos()}}
B En(ssen6 + wcosh) |
R = H(s){ (s — jo)s + jo) [

donde:
E(s) es la transformada de Laplace de la entrada E(t),

H (s) es la funcién de transferencia, y
R(s) es la respuesta del sistema.
Como tnicamente nos interesa conocer la parte forzada de la respuesta, sélo se tomaran en

cuenta los polos correspondientes a la funcién excitacién, es decir, los polos ubicados en
tiw:

K
Rs(s) = — + conjugado
s— jw

donde

K =(s - jw)R(s)|,

Hi
Rs(s) = En, ;"jw)(COSB + jsen6)

_ H(ja)){ En(jwsenf + wcos())}

2jw

=jw

+ comjugado

s—jw

Ry(s) = {E,,, |H(jw)l ef“’"”c‘“’"?‘} —-l— + conjugado
2 Ss— jw
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Nétese que
|H(jw)| eslamagnitudy
On(w) esel dngulode H(jw)

obtenidos por las férmulas

|H(jw)| = \/Re H(jw)? + Im H(jw)?

p _ Im H(jw)
n(w) = arctan Re H(jo )

De este modo, la transformada inversa de Laplace de la respuesta forzada, es decir, rz(t)
quedaria

H(j . .
r(t) = {E,,,I (—;w)le’“’*e"‘“’)‘?)}e"‘" + conjugado

Sabiendo que la suma de un nimero imaginario més su complejo conjugado es igual a dos
veces la parte real del mismo, el resultado anterior quedaria

re(t)=2 Re{ En |£(_'2]_w—)|ej{wl+0+0”(w)—7r/2} }

rr(t) = En|H(jw)| cos{wt +6 +0y(w) — 7r/2}
rp(t) = En|H(jw)| senwt + 6 + 6y (w) E.II1.16

La ecuacién E.II1.16 muestra c6mo opera la funcién de transferencia en la seiial de entrada
para producir la componente forzada de la respuesta:

H (s) modifica la amplitud de la entrada e(t) multiplicandola por su magnitud y le
introduce un defasamiento de valor 6 ;,)-

Para poder conocer la magnitud y el defasamiento de la funci6n de transferencia se evalia
ens = jw, o sea, en el valor del polo de la funcién excitacién.

II1.6 Magnitud y fase de la funcion de transferencia

La respuesta senoidal de estado estable, o respuesta forzada, depende en gran medida del
valor de la funcién de transferencia evaluada en la frecuencia de excitacién. Esto quiere
decir que al ir cambiando la frecuencia de la sefial de entrada, la magnitud y la fase de la
funcién de transferencia también se modifican, implicando que la respuesta de estado estable
sea distinta.

Los cambios que la funcién de transferencia introduce sobre la respuesta forzada, debido
a las variaciones en la frecuencia de la entrada, se pueden observar si se grafica su magnitud
y su fase contra la frecuencia. Estas curvas, una para la magnitud y otra para la fase, son
suficientes para caracterizar la respuesta senoidal de estado estable del sistema, o dicho de
otra forma, la respuesta en frecuencia del sistema.
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EJEMPLO II1.3.

Grafique la respuesta en frecuencia de la siguiente red:

[
"
c

+
R VY
Vy(t) =sen wt

Figura IIL.11 Red del ejemplo II1.3.

Solucién:
La funcién de transferencia es:

V.
H(s) = Vzm =
1(s) s+
Alevaluarsens = jw
. j
H(s = jo) = g i
IOt TR

Su magnitud y fase son, respectivamente:

|H(jw)| = ———e

2 l=
w” + C2R?

n _ n
On(w) = 5 — tan "(wCR) = 5 — 0

g 0
Intiwll H(w) o
| ]
2
A
V2o
=
a
—w =y
S 1
RC RC

Figura II1.12 Gréficas de magnitud y fase de la funci6n de transferencia de un
circuito RC serie excitado con una onda senoidal.
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De las graficas obtenidas para este ejemplo, se observa que el sistema discrimina las
bajas frecuencias, atenudndolas, mientras que para frecuencias mayores a 1 /RC, la
entrada y la salida tienen précticamente la misma amplitud.

II1.7 Condiciones iniciales en una red.

El método que a continuacién se describe permite tratar a un elemento almacenador de
energia, el cual tiene una condicién inicial, como si fuese un elemento desenergizado. Para
ello, la condicién inicial serd reemplazada por una fuente de voltaje o corriente de valor
adecuado, la cual establecera el estado inicial del elemento almacenador de energia.

(A) (B) (C)

Figura I11.13 Reemplazo de una corriente inicial en un inductor! por una fuente de voltaje.
(A) circuito original; (B) representaci6n equivalente con el interruptor S en la
posicién b, y considerando a L desenergizada en el dominio de s; (C) representacién
de (B) en el dominio del tiempo.

Considérese primero el caso de un inductor de valor L el cual posee una corriente inicial de
valor i(0). Un arreglo tipico que nos permite generar esto se muestra en la figura II1.13(A),
donde el circuito a la derecha del inductor sirve tinicamente para generar la i (0) de la manera
indicada. Cuando el interruptor S se mueve de la poscién “a” hacia “b”, el voltaje a través
del inductor es:

Ve =L— E.II1.17
L Ldt

Entonces, por medio de la transformada de Laplace, se puede escribir:
Vi(s) =sLI(s)— Li(0)

en donde:
I(s) es la transformada de i(r) y

Vi (s) es la transformada de v.(¢).

Una interpretacién de la ecuacién anterior nos lleva a la configuracién mostrada en la
figura II1.13 (B), donde se ha reemplazado un inductor con una corriente inicial i(0) por
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un circuito que comprende una fuente de voltaje de valor Li(0) en serie con un inductor
desenergizado de valor L. Més ain, la polaridad de la fuente de voltaje es opuesta a la caida
de voltaje asociada con la inductancia, como se muestra en la figura. Conviene hacer notar
que el circuito entre las terminales b y c de la fig.ll1.13 (A) equivale al del inciso (B) en el
dominio de la frecuencia, y al del inciso (C) en el dominio del tiempo. Los valores de este
dltimo se obtienen al realizar la transformada inversa de Laplace; nétese que como Li(0) es
una constante, se asocia con la funcién impulso en el tiempo, la cual nos da idea de que en
el tiempo r = 0%, se origina instantineamente el valor inicial de la corriente.

Ahora bien, el equivalente en fuente de corriente de la fig.II1.13(B) se obtiene con una
transformacién a fuente de voltaje, dando por resultado el circuito de la fig.I11.14(A). Este
equivalente se sigue de la ecuacién E.IIL. 16 sdlo si se resuelve para /(s), es decir,

VL(s) + i(0)

sL s

I(s) =

La representacién correspondiente en el dominio del tiempo viene de una transformacién
inversa de Laplace término a término de la ecuacién anterior, de donde se obtiene:

1
i(t)=—l—/ Vod + iOu(e)
L Jy

Obsérvese que para el circuito de fuente de corriente, la condicién inicial en el dominio del
tiempo toma la forma de una fuente escalén, en contraste con la funcién impulso asociada a
la fuente de voltaje.

1(s) b

1O)u®)

O

(A) (B)

Figura II1.14 Reemplazo de una corriente inicial en un inductor por una fuente de corriente.
(A) Representacién en el dominio de s con el inductor desenergizado; (B) el
equivalente en el dominio del tiempo.

En el caso de un capacitor como elemento almacenador de energia la relacién en el tiempo
que representa la situacién de la figura I11.15(A) es

1
V.=—= | idt
=c [
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que en el dominio de s se expresa como

1 1) , Ve

Ve(s) =
(5 C s s

E.II1.18

representado en el circuito de la fig.II1.15(B).

Obsérvese que para un capacitor, la polaridad de la fuente de voltaje es la misma que se
asocia con la caida de voltaje generada en el elemento. Recuérdese también que el circuito
equivalente en el dominio del tiempo surge de realizar la transformada inversa de Laplace de
la dltima ecuacién.

b a

(A) (B) (C)

Figura I11.15 Reemplazo de un voltaje inicial en un capacitor por una fuente de voltaje.
(A) circuito que establece la condicién inicial; (B) equivalente en el dominio de
s con C desenergizado; (C) la versién correspondiente en el dominio del tiempo.
Noétese que en (B) y (C) el capacitor estd desenergizado.

Lafuente de corriente equivalente para un capacitor con un voltaje inicial se obtiene mediante
una transformacién de fuentes, como se ilustra en la fig.III.16(A). Este resultado se puede
encontrar analiticamente si se resuelve la ecuacién E.II1.18 para la corriente, es decir,

V.(s)
I(e)(s) = —‘l( — CVA0)
sC
Laexpresién correspondiente en el dominio del tiempo se obtiene realizando la transformada
inversa de Laplace, lo cual da como resultado

dv,
- CV.(0)4(1)

i()y==C
La representacién de esta ecuacién se muestra en el circuito de la fig.II1.16 (B). Note la
necesidad de una fuente de corriente tipo impulso como condicién inicial para reemplazar el
voltaje inicial en el capacitor cuando se hace la formulacién en el dominio del tiempo.
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C‘\>C>V¢(0)¢S(t)

(A) (8)

Figura II1.16 Reemplazode un voltaje inicial en uncapacitor por una fuente de corriente.
(A) Descripcién en el dominio de s con C desenergizado; (B) el arreglo
correspondiente en el dominio del tiempo.

EJEMPLO II1.4.

Tomando en cuenta las condiciones iniciales de la red del ejemplo III.1, obtener la
solucién para la corriente en el circuito RL después de que el interruptor ha sido

cerrado.
=l =
o LIO)SM =45 () e
Vul)=12u @) 4
+ 12 /+
- s\ —
2H sL=2s
(A) (B)
Figura II1.17 Circuitos parael ejemplo I11.4.
Solucion:

Antes de que el interruptor se cierre, se establece una corriente inicial de dos
Amperes en el inductor, esto es, i(0) = 2 Amperios. Una vez cerrado el interruptor,
el circuito resultante es como el que se muestra en la fig.I1l.17(A). N6tese que se
escogi6 un circuito de fuente de voltaje. La solucién en el dominio de s puede ser
obtenida aplicando teoria de circuitos a la fig.III.17(B). De este modo, por ley de
voltajes en una malla, se tiene
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12
— =41(s)+2sl(s) — 4
s

2(s + 3) Ko K,
I(s) = = —
s(s+2) s s+2

K0={2(s+3)} _3
=0

s+2
K|={2(s+3_)} o
s §s=-=2
3 1
I9=3-3

que mediante la aplicacién de la transformada inversa de Laplace, nos da como
resultado final,
i(t) = (3 — e~ 2)u(t) Amperios

EJEMPLO IILS.

En el circuito de la fig.lI1.18 (A) el interruptor S ha estado abierto por una largo
periodo de tiempo. Encuentre la solucién completa para la corriente y el voltaje en
el capacitor después de que el interruptor ha sido cerrado.

Solucién:

El primer paso para conocer la solucién es determinar el voltaje que reside en el
capacitor antes de que el interruptor se cierre. Para ello obtenemos el equivalente
de Thévenin visto desde las terminales ¢ y d:

Ve(07) = %(12) = 6 Voltios = V.(0")

La fig.1II.18 (B) muestra el arreglo cuando el interruptor ha sido cerrado, y en el
inciso (C) se ilustra el mismo circuito reducido a un simple circuito serie gracias a
la transformacién del equivalente de Thévenin. Debido a que el capacitor posee un
voltaje inicial, la rama de la derecha entre las terminales c y d serd reemplazada por
una fuente de volta je de valor V(0)u(t), seguido de un capacitor desenergizado, en
el dominio del tiempo, como se muestra en la fig.II1.18 (D). Su equivalente en el
dominio de s se muestra en el inciso (E) de la misma figura.

Ahora ya se pueden aplicar los conocimientos de teoria de circuitos sin reparar
mads en la condicién inicial del capacitor. De acuerdo con la ley de voltajes de
Kirchhoff, para el circuito del inciso (E) se tiene

8 I
S+ 19,8
R) k) k)
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t2v

(A) (8)

20

Ve (0 u ()

Figura II1.18 Circuito del ejemplo IILS. (A) circuito original, el cual establece un voltaje
inicial en C; (B) circuito del inciso (A) con S cerrado; (C) circuito resultante
cuando la secci6n a la izquierda de las terminales c y d se reemplaza por su
equivalente de Thévenin; (D) reemplazo del voltaje inicial en el capacitor
por su condicién inicial; (E) la versi6n en el dominio de s del inciso (D).

El valor de /(s) es

1(s) = i
$+2

que en el dominio del tiempo se transfora en

i) =27"1(s) = z"‘{ : , } =e
s+ 3

Por lo tanto, la corriente del capacitor decae exponencialmente de un valor inicial
de un Amperio, a razén de un factor de tiempo de dos seg., con lo cual en 10 seg.
la corriente disminuird a menos de 0.01 Amperios.

Para determinar el voltaje en el capacitor, es importante entender que las
terminales ¢ y d representan las terminales del capacitor en si mismo, como se
ve claramente en la fig.II1.18(A). Esto es, si se esté resolviendo para el circuito de
la fig.III.18(E), el voltaje que se busca es justamente la caida existente entre esas
mismas dos terminales, el cual se compone de dos partes: el voltaje en el capacitor
desenergizado y el proporcionado por la condici6n inicial en forina de fuente de
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voltaje; esto puede escribirse como:

V(s) = 9 + l(s)l
s s

Si se inserta la expresién que se encontr6 anteriormente para /(s) en la ecuacién
anterior, la solucién en el dominio de s para el voltaje del capacitor es,

1 6s +4

6
V(s)= -+ — = ——
s s(s+3) s(s+3)
Aplicando el método de expansién en fracciones parciales, seguido de una transfor-
macién inversa de Laplace término a término, la solucién final en el tiempo es

V.(t) = 8u(t) — 2¢% Voltios

Comprobando parat = 0, se ve que efectivamente el voltaje en ese momento tiene el
valor de 6V, lo cual coincide conlacondici6n de frontera que previamente habiamos
establecido. Por otro lado, cuando el tiempo transcurre, el voltaje representado
por esta ecuacién tiende a tomar el valor de 8V. Examinando la circuiteria de la
fig.I11.18(A), con el interruptor cerrado y que se haya alcanzado un nuevo estado
estable, el resultado también es congruente. El inciso (C) de la misma figura hace
este hecho atin més obvio.

Para finalizar este capitulo y con el objetivo de reafirmar los conocimientos sobre los
métodos aqui propuestos, acontinuacién se muestran algunos ejemplos de circuitos de primer
orden en donde las condiciones iniciales de los elementos almacenadores de energia no son
cero.

EJEMPLO IIL6.

Para el circuito mostrado en la fig.111.15.

a. Determine la corriente en la inductancia cuando el interruptor S est4 abierto,
asumiendo que el circuito se encuentra en estado estable.

b.  Encuentre la expresién completa para la corriente del inductor una vez que S
se ha cerrado.

c. Estime el tiempo que le tomar4 a la respuesta natural o transitoria disminuir
a menos del 1% del valor que tenia cuando se dio el cambio en el interruptor.

Solucién:

a. Serd util para encontrar la solucién de este problema reemplazar la porcién de
la fig.111.19(A) colocada a la izquierda de las terminales a y b por su equivalente de
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BV

(A) (8) (c)

Figura II.19  Circuito del ejemplo 1I1.6. (A) circuito original; (B) equivalente de
Thévenin visto a la izquierda de ab; (C) representacién de (B) en forma
operacional con S cerrado y considerando la corriente inicial en el
inductor.

Thévenin. El resultado se muestra en el inciso (B) de la misma figura. Para este
ultimo circuito, la corriente del inductor, en estado estable con S abierto, es

_ 8 Voltios
8 0O

i, = 1 Amperios

b. un Amperio es el valor de la corriente que existe cuando S secierra, removiendo
laresistenciade seis ohmsdelcircuito de lafig.II1.15(b); deeste circuito sabemos que
cuando el sistema llegue a estar nuevamente en estado estable, la corriente asumira
el valorde igs = (8/2)A = 4 Amperios. Es decir, después de un cierto tiempo, la
parte transitoria decaerd haciendo que la corriente del inductor se incremente de uno
a cuatro Amperios; por supuesto, esto no ocurrird instantdneamente. El cambio sera
suave gracias a la accion de la respuesta natural, la cual desapareceré lentamente
conforme transcurre el tiempo.

La fig.II1.19(C) muestra la forma como queda el circuito una vez que se cierra
el interruptor, tomando en cuenta la corriente inicial de 1 Amperio. Observe que la
condicién inicial reemplaza el efecto de dicha corriente por lo cual se puede tratar a
la inductancia como si estuviese desenergizada. Con la ley de voltajes de Kirchhoff,
se puede expresar la corriente de malla en el dominio de s como

§+ 1=(2+s5)I(s)

o bien 8 +
s
I1(s) = ——
(s) s(s +2)
La solucién correspondiente en el dominio del tiempo para la corriente del inductor,

la encontraremos haciendo una expansién en fracciones parciales, como se muestra

a continuacion: +3 & K
s 0 1
Vi = — = —
(5) s(s +2) s +s-i-2
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donde:

K0={§+_8} —4
s+2 ),

K|={s+8} =-3
s s==2

Si se sustituyen estos valores, se tiene

“ | s

I1(s) =

ol

_3
s+

por lo tanto,

iN=2"15)=2" {g} -2! {;%-2} =4 — 3¢~ Amperios

c. Elresultado mostrado en la dltimaecuacién, nos deja ver que el circuito presenta
una constante de tiempo de 0.5 seg. Como sabemos que el tiempo necesario para
que el valor decrezca en 99% es de cinco constantes de tiempo, se puede decir que

t; = 5t = 5(0.5 seg) = 2.5 seg

EJEMPLO IIL7.

Para el circuito que se muestra en la fig.II1.20(A),

a.  Encuentreel voltaje en el capacitor cuando S esté abierto y el circuito se asume
en estado estable.

b.  Determine la solucién completa para la corriente del capacitor después de que
S hasido cerrado.

c.  Obtenga la expresion total para el voltaje del capacitor después de cerrado el
interruptor.

Solucién:

a. Cuando S estd abierto, el voltaje en el capacitor es el mismo voltaje que cae en
la resistencia de 2 Ohms, seglin se muestra en la fig.I11.20(B), debido a que para
fuentes de corriente directa el capacitor se comporta como un circuito abierto, una
vez que se ha llegado al estado estable.

Como el voltaje entre a y c es 9 Voltios, el voltaje total que cae en el capacitor es

v = (9 Voltios)(2/6) = 3 Voltios
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Este voltaje es la condicién inicial de la expresién que se obtenga para el inciso c.,
una vez que S haya sido cerrado.
b. Cuando se cierra S, el circuito de la fig.II.20(A) se convierte en el mostrado en
la parte (C) de la misma figura. Si se reemplaza la parte izquierda de las terminales
by c por su equivalente de Thévenin, se obtiene la configuracién del inciso (D) de
la figura. Finalmente, en la parte (E) de la figura mostramos la versién operacional
de la parte (D), incluyendo el uso de una fuente de voltaje como condicién inicial y
cuyo valor se determiné anteriormente en el inciso a.

La ecuacién que describe la corriente en el capacitor er el dominio de s, se¢
obtiene escribiendo la ecuacién de malla del circuito de la fig.II1.120(E), aplicando
laley de voltajes de Kirchhoff:

§—§={1+1}I(S)
A A A

3
I)y=77

o bien

por lo tanto,
i(t) = 3e™" Amperios

De acuerdo con este resultado, una vez que se cierra el interruptor, la corriente
inicialmente tiene un valor de 3 Amperios, el cual disminuird a menos del 1% (0.03
Amperios) en aproximadamente 5 seg.

c. El voltaje total en el capacitor es el voltaje que cae entre las terminales b y c,
como se ve claramente en la fig.I11.20 (C) y (D). Esto significa que se debe incluir
la condicién inicial en la evaluacién del voltaje total del capacitor. Entonces, del
circuito de la fig.II1.20 (E), se puede decir que el voltaje total o bien el voltaje entre
las terminales b y c, es

6 _6 3 3+2
Ve = - 1= -~ %+

(%)

que mediante una expansion en fracciones parciales nos lleva a

que en el dominio del tiempo es
V.(t) = 6 — 3e~* Voltios
Estaecuacién nos indicaque el valor de estado estable (respuesta forzada) del voltaje

en el capacitor una vez que el interruptor ha sido cerrado, es de 6 V, lo cual puede
verse facilmente en el circuito de la figura I11.20(D).
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G c
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Figura II1.20  Circuito del ejemplo II1.7. (A) configuracién original; (B) circuito para
evaluacién del voltaje en el capacitor con § abierto; (C) configuracién
con S cerrado; (D) equivalente de Thévenin del inciso (C); (E) forma
operacional del inciso (D), la cual ya incluye una fuente de voltaje como
condicién inicial del capacitor.

EJEMPLO II11.8.

El circuito RL que se muestra en la figura II1.21] tiene a S, inicialmente abierto, y
a S; conectando a la fuente e’(f) a la terminal a. Asumiendo que este circuito esta
en estado estable, los interruptores enganchados son operados a su otra posicién
(S, cerrado y S; en la terminal b) en 61" = 66.9°. Encuentre la solucién completa
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para la corriente del inductor después de que se ha dado este cambio de posicién
en los interruptores. Asuma que el tiempo cero del generador e’(t) corresponde a
6t' = 66.9° para la fuente principal e(r).

e’(t)= 12 sen 6t e(t) =12 sen 6t

5
P ——
E 3Q c 6Q
| o "\ ON—
a 5 D
b

Qo

8sen6t

=5 -
T I(s)
2 S )04
b

a8 S
g2+36

Figura I11.21

Solucion:

(B) (C)

(A) Circuito original del ejemplo I11.8; (B) circuito resultante cuando §
se cierra 'y S, estd en la posicién b, reemplazando la porci6n a la izquierda
de c y d por su equivalente de Thévenin; (C) circuito del inciso (B) en el
dominio de la frecuencia compleja. Nétese que existe una fuente extra
debido a la corriente almacenada en la inductancia antes del momento del
cambio de los interruptores.

Lo primero que ha de hacerse es encontrar el valor instantdneo de la corriente
senoidal de estado estable justo antes del cambio ocurrido en 61 = 66.9°. La
fig.I11.21(B) muestra el circuito que se usaré para hacer este calculo; observe que
la porcién original del circuito que estd a la izquierda de las terminales ¢ y d
se reemplaz6 por su equivalente de Thévenin. Es importante hacer notar que la
impedancia del inductor para senales senoidales es jwL, la cual toma el valor de
J6 en este caso especifico.
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Asf, la expresion general para la amplitud de la corriente senoidal de estado
estable correspondiente a la posicién inicial de los interruptores, es

8
—— =0.84 -36.9°
8+ j6

i =

La expresién asociada en el dominio del tiempo es
i(t) = 0.8 sen(61’ — 36.9°) Amperios

El valor inicial de la corriente del inductor depende del valor de 61en el instante
en que ocurre el cambio de posicién de los interruptores. Si usamos la informacién
que nos proporciona el problema, la corriente inicial es

i(07) = i(0%) = 0.8 5en(66.9° — 36.9°) Amperios = 0.4 Amperios

A continuacifn se encontraré la expresion completa para la corriente del inductor
mediante el analisis del circuito modificado, el cual corresponde a la nueva posicién
de los interruptores, y se muestra en la fig.IIL21(C). Nétese que la corriente inicial
ha sido sustituida por una condicién inicial.

Si aplicamos laley de voltajes de Kirchhoff al circuito de la fig.II1. 21(C), se tiene

48
=2I(s)—sl(s)— 04
52+ 36 21(5) = s1(s)
que nos lleva a
4+ 0.452
I(s) = 62.4 + 0.4s

(s2 4 36)(s +2)

De nuevo, usandoel métodode expansion en fracciones parciales para evitar trabajar
con nuimeros complejos, se puede escribir

0457 +624 As+ B C

= 21366 +2)  2+36 Ts+2
_ (A+Cs)s>+(2A + B)s + 2B + 36C
- (s2436)(s +2)

1(s)

Después de comparar los coeficientes de los términos cuadraticosenel numerador de
la primera y iltima expresion, se llega al planteamiento de ecuaciones simultdneas:

A+C=04
2A+B=0
2B +36C =624

que nos lleva a

A=-12 B=24 y C=16
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que sustituidas en la ecuacién de /(s) nos da

24 1.2s i 1.6
s2436 S$2+36 S+2

_Zﬁ{ 6 o) s I
6 \s21+36) " ;2:36}+1'6{s:2}

que corresponde a

I(s) =

i(1) = 0.4sen6r — 1.2cos6f + 1.6e~% Amiperios
Al combinar los términos de seno y coseno, i(¢) queda representada como
i(t) = 1.26 sen(6t — 71.6°) + 1.6~ Amperios

donde el primer término del lado derecho de la ecuacién nos da el nuevo valor que
tomard la corriente cuando se alcance el estado estable.

III.8 Ejercicios propuestos. Sistemas de primer orden.

1.  Para los problemas siguientes considere que cuando los interruptores cambian de
posicién, ya habian estado mucho tiempo en la posicién anterior; es decir, asuma
estadoestable paralaredent = 0:

a.  Encontrar el voltaje en el capacitor y en la resistencia indicada, parat > 0.

30 t=0 4k(}
O+
12v ,\/
+
== V(1) 2 Volt)
F
100y - 2kQ

Solucién:

V.(1) = 8¢~/ Voltios

8
Vo(r) = ge“/o'ﬁ Voltios
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Encuentre i(¢) parat > 0 y grafiquela en el dominio del tiempo.

2Q t=0 40
p " L
6Q
0 ¢
2H
Solucién:
i(r) = —4e~" Amperios
i(t)
[A)
— 2
3 tls]
- . L _ 1
“ : - =1 seg.
RTH o

Encuentre i(t) parat > 0y grafiquela en el dominio del tiempo.

2kQ 6kQ 4kQ
A
-
o 12v
36V dti-0
10047 >
Solucién:
i(t) = 36+§e—'/°"5 m Amperios
8 6
ity
ima] T
5.3 7
45 f:::f.- _____________
2
s t[s]
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d. Calcular Vy(t) parar > 0.

2Q 3H
218 0+
2 dto 6Q
Vo (t
36V ’ A
40Q -
12V $ 2iA
LA
Solucién:
Vo(r) = [27 — 9¢~+%] Voltios
e. Encontrar V,(¢) parar > 0.
a0 24V 2V,
N/ | + -
3A
. 492 N Vo(t)
T t<0 A 2F
CJ‘ -
Solucién:

Vo(r) = [24 + 36e"/'?] Voltios

2.  En el circuito mostrado, el capacitor tiene una carga inicial de 18 Voltios, y se excita
con una fuente exponencial como se indica, en t = 0. Determine Vy(r) e i(¢) para
t > 0.
t=0 5kQ
O—/"\————O+
I(t
Vg @) =6e "y ) l +
——=18vV Vo (1)
254F e
O -
Solucién:
Vo(1) = [8¢%7 — 26¢~*] Voltios
i(t) = [—0.4e‘2’ + 5.2e_8’]m Amperios
3.

El circuito siguiente es excitado por una fuente de corriente tipo pulso, de amplitud

igual a 6 Amperes y ancho de 4.5 s. Sabiendo que el capacitor est4 descargado para
t = 0, determine io(¢) parat > 0.
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I(t)

Solucién:

i(t) = {

6 — 3e'/® Amperios
1.29¢~"—45/8 Amperios V t > 4.5 seg

Vvt €[0,4.5] seg

4.  Parael siguiente circuito encuentre V(t) parat > 0, si:
200 Q 1k Q 1k Q
s R\ o\
ov
V,
s(l) Sl 1k Q + .
i V(t) T
500 pF - 20 yF
a.
Vsm ~
vl 5
< t [s
1 2 3 J
b. Vi()=10V
c.
Vg(t)=5sennt
vl
- t [ms]

a
BVAV
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Solucién:

a Vv@) = %[(1 —e””'3’)u(t)— (l _ e-ll.3(l—l))u(t —D+ (1 _ e—n.s(:—z))u(, -2

— (1= "3y -3) 4 .. ] Voltios
b. V() = %g(l — e~ "3u(1)| Voltios

c. V() = [0.38¢7""” — 0.38 cos(rrr) — 0.68 sen(rt)] u(r) Voltios






Capitulo 4
Redes de segundo orden

Sea un sistema de dos puertos:

E(s) H{(s) R (s)
o i o

Figura IV.1 Sistemade dos puertos.

tal que
R(s) = H(s)E(s)

donde:

R(s) es la transformada de la respuesta del sistema,

E(s) es la transformada de la excitacién y

H (s) es la funcién de transferencia.
La forma més general de la funcién de transferencia de un sistema de segundo orden es la
siguiente:

as? +ays + ao

m E-lv-l

H(s) =

donde los a; y b; dependen del valor de los elementos L, C y R de la red [3].
Ahora bien, los polos de la funcién H(s) se obtienen de la ecuacién

st4+bis+bp=0

donde:

—b % Vbi — 4bo E.IV.2
dando por resultado que los polos sean
_=b+ \/bz, — 4bg
B 2

-b — \/b’f —4by

2

P1
EIV3

p2 =

85
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con lo que

H(s) =

ars’ +ays +ap
(s — p1)(s — p2)

EIV4

Por otra parte, si se supone que se trata de un sistema estable, lo cual implica que los polos
deben estar en el semiplano imaginario izquierdo, se tendran tres posibles distribuciones de

ellos. A saber:

1.  Polos enel eje real negativo, diferentes entre si.

p=-a & pp=-m
a;sz+a|s +aq
(s +a))(s +az)

H(s) =

2.  Polos complejos conjugados.

p=-a+jB & py=-a—jp

as* + a5 + ap

azs2 +a;s+aqp

H(s) =

3.  Polos en el eje real negativo, iguales.

pp=—-a & p=-«a

H(s) =

(s+a—jB)s+a+jp)

a;_»s2 +a;s +ap
(s + @)?

(s +a)+ B2

A continuacién se enuncia la manera como responde un sistema de segundo orden que
es excitado por una funcién tipo escal6n, con diferentes funciones de transferencia:

Forma general Condicién  Naturaleza de Forma general de la Tipo de
de H(s) coeficiente los polos Respuesta Respuesta
N(s) Reales
- = = bf > 4bg negativos r(t) = ko + kye= " + kpe= Sobreamortiguada
(s +ai)s +@2) diferentes
N(s) 2 Conjugados i .
Crapipl bi < 4bo e r(t) = ko + ke~ sen(Bt) + ¢)  Sobreamortiguada
N(s) Reales
— bf = 4bg negativos r(t) = kye™% + kyte=® Criticamente amortiguada
(s +ay iguales

Tabla IV.1  Respuesta de sistemas de segundo orden en funci6n de los coeficientes de

la ecuaci6n caracteristica.
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IV.1 Respuesta a excitacion tipo escalon

La figura IV.2 resume las posibles respuestas que se pueden esperar de un sistema de segundo
orden a partir de su funcién de transferencia.

ags? +ays +ag

OJ—._, — Ri(9)

(s+aq)(s+az)

I2I2 + 848 + 89

a,82 + ays + 8 L R (s
J— i _2 1 0 R(s)g . |__) — | —3 RH(®)
0

(s+a)? +82

32¢b‘s~bo

ays? + ays + ag

1
— R{(9)
|I . [—

(.,0,2

Figura IV.2 Respuesta de sistemas de segundo orden a excitaci6n tipo escal6n.

IV.1.1 Polos diferentes en el eje real negativo. Respuesta

sobreamortiguada
Sea 5
as“ +ays +ag 1
H )= E s)= -
O = ans + ) SV
2
ays‘+a;s +a A B C
Ris) = 22 1 o _A4, 8
s(s+a))(s+az) s s+a s+ap
ag
A=R S
(s)s|.r=0a]a2

- azaf —aja) + ag
=@ (e tap—en)

- agot% —aja; +ag
s=-m (a1 — az)(—a)

B = R(s)(s + a))|

C = R(s)(s + a2)|
entonces, la respuesta general en el dominio del tiempo ser4,

= B0 el e o o, aeioam Ay g
ajey (o) + az)(—ay) (a2 — ay)(—az) '

De la ecuacién anterior, y por facilidad se hace que
ap = aa3
ay =ay +a;

az=l
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o (V)
1 a, 14—
—_— Gr—— e, | —y | :
OJ_ Ho (s +@q) (s +Xp) .

1 P -at
e Xl -ase
Qp _(xyq [a1 2 2 ' ]

|
8) ® —e
0 : (s +aq) (s +ap) e
t
t

To () =1+

max
5 = & P,
n (l)= Xy .xp [‘ e 2
r2 (1)
1 —9 = azsz ‘ﬂh 2
I S — - — ._> ‘
0 2 (s +@4) (s +axp) N 5 /to/ min o
Tmin

1 - -a
M- 'a—zﬁ]—[az o Bl -ayen! ]

Tabla IV.2 Diferentes tipos de respuestas sobreamortiguadas.

se puede escribir la tabla IV.2, la cual trata de generalizar las diferentes respuestas que se
esperan de un sistema sobreamortiguado ante una excitacién de tipo escal6n.

IV.1.2 Polos complejos conjugados. Respuesta subamortiguada

Sea
2
2 .
o= (ﬁj;ﬂ?fi s % Tt &B; s H‘—f—w
A= R(s)s|,_, = aTj_o_ﬁz
B =RG)s +a+jB),__._

_ a-a— jB+ai(—a—jB)+ar [ (B+ja) )|
(—a — jB)(=2jB) L (-B-Jja)]
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_ Blaxe® — @y — ara + ag] — a2a08 — anﬁ]+

v= 2602 + 7]
_.elame? —ap? —aja +aol + B2aa8 —aiB) _
d 26(a + F7] =C+iD
B*=C-jD
R(s) = ao . C+jD C-jD
T (@+BY)s  s+a+jB s+a-—jB
y como
C+jD C-jD =C{ 2(s + a) } D{ 28 }
s+a+jB s+a—jB (s +a)+ B2 (s +a) + B2
C— a0’ + @B’ —aoB _ ayB(a’ + %) — aoB _@ _ a
T 2@+ B 2B+ BY) 2 202+ B?)
D= _azaﬂz + a3 — aya? — a\ B + apx _a aoa ara
a 2B(e? + B?) 28 2+ BB 28
con lo cual

_oa 1 f @ s+ o
R(S)‘a2+ﬁ2s+{“2 (a2+ﬁ2)}{(s+a)2+ﬁ2}

T R
B\Y T (@ + B s +a)? + p2

entonces, la respuesta en el tiempo ser4,
ag ao - 1 aopx —at
r¢) = 50— +dqa2 — —— e cospt+ —-qa — —_ —axxjre " senpt
(r) ol + B2 { a2+,52} A ﬂ{ ol + B2 B
De la ecuacién anterior, y haciendo por facilidad que
a; = |
a =oa;+o
ap = (12 + [32
se puede escribir la tabla IV.3, la cual trata de generalizar las diferentes respuestas que se

esperan de un sistema subamortiguado ante una excitacién de tipo escalén.

IV.1.3 Polos iguales en el eje real negativo. Respuesta criticamente
amortiguada

Sea

2
+ 1
_ as“+ays +ag y E(s) = -

H(s) (s + a)? 5
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2,82 |
! Ho(;)._‘l_ii___
oJ_ - (s+a)?+82 )

r°(|)-|-o"“\/1¢(als)2 sen (Bt + atg B/)

(a1 +a2ls

‘[— Hy (8) s —————— 5
0 - ! (s +a)2+82

1
Hp(s)a—%° 5
o—I__> (s+a)?.52

rz(l)-\/u (@/8)2  o-a cos (Bt +alg a/B)

Tabla IV.3 Diferentes tipos de respuestas subamortiguadas.

2
s +as+a A B C
Rsy= Tastd 4 _c
s) s(s + a)? s s+oz+(s+01)2
ao
A=RE)s|, o=
g ARG +a)?) _ 5Qays + a1) — (ays* + ars + ap)
ds s=—a 52 s=-a
as’ —ao| _ agat—do
52 s=—a - a?
2 _
C = R()s +ap|__ = B et
s=—a —-Q
1 ax? - 1 aa? —aa 1
R(,)=ﬂ;-+2 200 _ @ 10+ ag
als a s+a « (s + )

entonces, la respuesta en el tiempo ser4,

2 2
A" — Qg ax” —aya + qp
e~ te=

Qo
r) = — +
a? a? a
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a Qap " -
R + {az == a—z}e “ — (@ — ay + ag/a)te™™

A partir de la ecuacién anterior s e puede prever que lagraficade r(¢) notendra una morfologia
especifica, ademds de que no es posible manipularla de la manera como se hizo en los
casos anteriores, para poder esbozar su gréifica. Entonces, con el fin de tener una idea del
comportamiento gréfico de esta respuesta, arbitrariamente se tomarén los siguientes valores
para los coeficientes de r(t), para simplificar la ecuacién.

Sea
(1221
a|=l
00202

ahora ya se puede escribir la tabla IV.4, la cual nos brinda una idea de las diferentes respuestas
que se esperan de un sistema criticamente amortiguado ante una excitacién de tipo escalén.

' 2
1 @
Ho (s) = sl
o_r ——) (s+a)2
>t
o) =1-e-2.gte-at
1 Hy(s)= — S >
o—[— " (s+a)?
11
1 H. (S)‘ 52 » rza)
2 4
0_[— e 4 (s-ﬂ-ar.)2 to t min X
M min. =——>d— a

M) =02t (1.ay

Tabla IV.4 Diferentes tipos de respuestas criticamente amortiguadas.



9_2_ - . _ Circuito&Lléctricos

EJEMPLO IV.1. Circuito RLC paralelo.

Sea el circuito basico RLC en paralelo que se muestra en la fig.IV.3.

a. Obténgase la expresién para H(s), si vg(f) es la respuesta a observarse.

b.  Analicese el comportamiento del sistema basdndose en la localizacién de los
polos de la funcién de transferencia, para diferentes valoresde R, L y C.

O+

= 2 Vel

L C R

i(t)

|
I

O =
Figura IV.3 Circuito RLC en paralelo. Ejemplo IV.1.
Solucién:

a. Paraconocerel valorde wg(t), aplicando laley de Ohm y el método de divisor
de corriente, se tiene:

Vr(s) = RIg(s)

st
_pl_sCL+1
=R v Lk I(s)
52CL+1 1
SRL Cs
[ ————— — ] —3 - ,S
sL +s?RLC+ R 2 s24+ =+ L sl
Va(s) 1 LC
e —He) = Cs
I(s) 2 ! 1
R) +R—C+ LC

b. Noétese que la ecuacién caracteristica del sistema es:

1
2, 4 1
s+RC+ LC

donde el valor de los polos se expresa como

-H{%ﬁ}’-‘*{ﬁ}

De la ecuaci6n anterior, se observa que la localizacién en el plano imaginario de los
polos depende del valor del radical, de modo que si

P1.2(s) =

ol

e L docic R o )
RC <LC €S decir >2
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vR(tr) serd una respuesta de tipo subamortiguado, mientras que si

2
1 4 1 /L
{ RC } > esdecir R < Ve

vR(¢) serd una respuesta de tipo sobreamortiguado.

EJEMPLO1V.2. Circuito RLC serie

Sea el circuito basico RLC en serie que se muestra en la fig.I'V.4.

a.  Obténgase la expresién para H(s), si vC(t) es la respuesta a observarse.

b.  Analicese el comportamiento del sistema basandose en la localizacién de los
polos de la funcién de transferencia, para diferentes valoresde R, L y C.

c.  Determine H'(s)sivR(t)eslarespuestaaobservarse. Comente las diferencias
entre esta funcién de transferencia y la que obtuvo en el inciso a.

FiguraIV4 Circuito RLC en serie. Ejemplo IV.2.

Solucién:

a. Si la salida del sistema es vista sobre el capacitor, y aplicando la ley de voltajes
de Kirchhoff, se puede escribir:

1 1

R R vt S
E+3L+R s2+sZ+E
b. Laecuacién caracteristica del sistema es
st + sﬂ + L
L LC

en donde el valor de los polos se expresa como

2o (5 o)

Pz = 2
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De aqui se concluye que la localizacién en el plano imaginario de los polos del
sistema depende del valor del radical, de manera anéloga al ejemplo anterior. Por

lo tanto, si
2
4 [
{%} >LE‘ esdecir R>2 é

entonces la respuesta seré de tipo subamortiguado, y como es de esperarse, si sucede
lo contrario, a saber,

2
R 4 . [L
{—L—} <R esdecir R <2 E

el sistema dara una respuesta de tipo sobreamortiguado.
c. Para una salida vista en el voltaje de la resistencia vR(t), la funcién de
transferencia se plantea como:

] _ VR(S)
H = ve

Aqui vale la pena comentar que la ecuacién caracteristica del sistema es idéntica en
ambas funciones de transferencia y, por lo tanto, los polos de la misma. De aqui
que nuestras conclusiones respecto al comportamiento que presentaré la respuesta
vc(t) , sean totalmente aplicables a la respuesta v R(¢). N6tese que donde existe la
diferenciaes en el polinomio del numerador, por lo que aunque el circuito respondera
de igual manera, las grificas de v(r) y vR(?) ser4n diferentes, pero seguiran las
topologias descritas en las tablas IV.2 y IV.3,

EJEMPLO IV.3.

Para el circuito de la fig.IV.5,

a.  Determinar qué tipo de sistema es.
b. Encontrarel valorde v((t) y graficarlo.

c. Encontrar el valor de iz(f) y graficarlo.
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‘ﬂ-j-
i (t)
1H l'- CT) 2 = V(1)
174 Q |5,
Su(t)
0..-

Figura IV.5 Circuito del ejemplo 1V.3.

Solucién:

a. Para conocer la manera como se comportaré el sistema, se debe encontrar su
ecuacién caracteristica, asi como el valor de los polos. Para ello, escribamos la
ecuacién para el voltaje en el capacitor VC(s).

Vc(s)= §‘ _l

3 1

I
3 3
Nétese que se elimind el polo introducido por la sefial de excitacién, por lo que el
voltaje del capacitor serd una respuesta determinada inicamente por la red misma,
es decir, solamente se tendra la respuesta natural del sistema.
Ahora bien, la ecuaci6n caracteristica del circuito es

52+f+1
3 3

donde los polos de la ecuacién son

Pl=—'3~
p2 = -1

que se localizan en el eje real negativo del plano imaginario, y como son diferentes,
dan cabida a un comportamiento de tipo sobreamortiguado.

b. Paraconocer el valor del voltaje del capacitor en funcién del tiempo, se aplicard
el desarrollo en fracciones parciales para la ecuacién de V(s), y se encontrard la
transformada inversa de Laplace del resultado obtenido:

V.(s) = LI
@ {(s+§)(s+1)} s+1

Nl W —
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%3 i
V)b
€)=3 s+1

S+

W —

Ve(t) = g{e—i —e " }u()

Con el fin de graficar la respuesta v(f), es conveniente las constantes de tiempo
de las dos exponenciales que la componen, es decir,

T, = 3 seg

T = 1 seg

Obsérvese ahora que vc(f) = 0 parat = 0 y para tiempos muy grandes (mayores
que cinco veces la constante de tiempo 7;), y como no puede ser una linea sobre el
eje de las abscisas, forzosamente tiene que ser una funcién que contenga un méximo
en un tiempo mayor que cero. Con el fin de encontrar ese maximo, se aplicaré el
criterio de la primera y segunda derivada:

5 1 5
U:.(l): 5{—5}8_5 - 5{—1}8_1 =0
1 _. 1 _,
6° T 2°
l:e—g'
3
t ——31nl
max — 2 3
tmax = 1.65 seg
Vemax = 0.96

Como ya se sabe que en t = 1.65 s se tiene un maximo de valor 0.96 V, se puede
esbozar la grafica de vc(f) en funcién del tiempo, como se observa en la figura IV.6.
Ve (1)

(vl

1 3 5 7 9 1 13 15 (s]

t max.
Figura IV.6 Griéfica de vC(t) para el ejemplo 1V.3.
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c. Finalmente nos falta conocer la expresién y gréfica para i L(t):
51
I (s) = 33

1
s 4.1

§%+ 3s + 3
Es importante hacer notar que, a diferencia de V(s), 1,.(s) si tiene componente
forzada en su expresion, debido a la forma de la funcién de transferencia que resulta
cuando la respuesta es la corriente en la inductancia. Entonces, i, (¢) contendrd un
término mds que vc(r), ya que serd la suma de dos términos exponenciales mas un
término constante, debido a que la excitacién es una seiial de tipo escalén.

Nétese también que, como en el ejemplo anterior, la ecuacién caracteristica
que se tiene aqui es exactamente la misma, por lo tanto el comportamiento serd
sobreamortiguado y los valores de los polos serdn los mismos.

Para conocer el valorde i.(t), se obtendra /, (s) a partir del valor ya conocido de
Ve (s), aplicaremos fracciones parciales y finalmente, regresaremos al dominio del
tiempo mediante la transformada inversa de Laplace:

15 5
iL(t) = —7e‘5 + ie_’ +5

Es interesante ver que las constantes de tiempo son las mismas que para el inciso
anterior, ya que los polos, que son el inverso de ellas con signo contrario, son los
mismos.

Asimismo, para conocer la grafica de i, (r), observamos que para ¢ = O,
iL(t) = 0, y que para tiempos muy grandes (mayores a cinco veces la constante de
tiempo 1)), i, (1) = Sv. Sin embargo, necesitamos mds datos para poder dibujar la
respuesta; encontremos pues los puntos criticos de la ecuacién, usando el valor de
su primera derivada igualada a cero. Es decir,

) = (et — 3 -8 _
l(t)—2( 1)e 2(l/3)c =0

3
= 2 In5 = 2.41 seg

Para saber si ¢ = 2.41 seg es un mdximo o un minimo local de la funcién, aplicamos
el criterio de la segunda derivada:

5 1 :
i"(t) = —5(—I)e" + 5(1/3)(3_3
sustituyendo valores:

1 s
%(e—“])— g™ >0

por lo tanto t,, es un minimo y el valor de i, (1,) es 1.86 Amperios.
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Con toda esta informacién, finalmente somos capaces de representar grafica-
mente a iry) en funcién del tiempo, como se observa en la fig.IV.7.

f(t)
[al

15013
2

s5ult)

I (1) =(5+5et-150 ") u(t)
2 2

e ) t[S]
1 3 5 7 9 11 13 1§

Figura IV.7 Griéfica de ir() para el ejemplo IV.3.

EJEMPLO 1V4.

Para el circuito de la fig.IV.8, encuentre el valor de i(¢), anotando qué tipo de
comportamiento presenta el sistema.

> "
- 1= sH
v(t) 4F &s
8v i t=0
(A)
60 1(1)=0
+
v(t)=8v 8/s
8v '
(C) (D)

Figura IV.8 Circuito del ejemplo IV.4. (A) Circuito original; (B) Representacién para
tiempos mayores o iguales a cero, en el dominio de s; (C) comportamiento
para tiempos menores a cero, asumiendo estado estable; (D) equivalente
final en el dominio de s, una vez que se han sustituido las condiciones
iniciales por una fuente generadora de voltaje en serie con el capacitor.
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Solucion:

En la fig.IV.8(A) el circuito original muestra que el interruptor se cierra en un
tiempo ¢t = 0, punto en el que las condiciones del sistema cambian por completo.
Esto implica que el anélisis deber4 dividirse en dos partes: qué sucede parat < 0
y qué valor tiene i(¢) parat > O; para esta ultima parte tendremos que tomar en
consideracion la energia almacenada en los elementos durante el tiempo en que el
interruptor estaba abierto.

Observando el circuito, se puede concluir que para ¢ < 0, por la inductancia no
circula corriente ya que el interruptor esté abierto. Para el capacitor, asumiendo que
se tiene estado estable del elemento, existe un circuito abierto en lugar de él. Esto
nos lleva a concluir que el voltaje que se podria medir en la posicién del capacitor
es exactamente el voltaje de entrada, como se aprecia en la tig.IV.8(C). Entonces,
escribimos las condiciones iniciales parat < 0:

Vc(t) = 8 Voltios, i(t) =0

Ya que se tienen las condiciones iniciales del circuito, obtendremos la expresién
para la corriente buscada i(t), a partir de su transformada /(s), como vemos en la
fig.IV.8(B). Para esto, usaremos el método de reemplazo de condiciones iniciales por
fuentes generadoras de condiciones iniciales, como se puede ver en la fig.IV.8(D).
Nétese que el voltaje inicial en el capacitor, se reemplaza por una fuente en serie
con el capacitor desenergizado; esta fuente se trata como si fuese una fuente externa
de voltaje.

A partir del circuito de la fig.1V.8(D) se obtienen las ecuaciones de malla
correspondientes, de acuerdo con la ley de voltajes de Kirchhoff:

8 1 1 8
1 1 8
! e - =
(s){4s +55} I)(S)4s p 0

y desarrollamos para despejar /(s),

1.6s5 + 0.067

I(s) = - ———
s(s%2 4+ 0.042s + 0.05)

la ecuacién caracteristica es

s +0.425 +0.05
siendo el valor de los polos,
s = —0.021 +0.22;
52 = —0.021 — 0.22;
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los cuales son niimeros complejos conjugados; esto implica que el sistema respon-
dera de manera subamortiguada a cualquier excitaci6n tipo escal6n que se aplique.

Para conocer el valor de i (), desarrollaremos la ecuacién anterior en fracciones
parciales y aplicaremos la transformada inversa de Laplace, para volver al dominio
del tiempo. Es decir,

B C
I(s)=——+ —— + —
s+ 5 S+ 5 Ky
0.0333 + 0.35;
A= —— =0.78/ .81
044 78j+08
B =—0.78j + 0.81
C=134

i(r) = 1.34 4 (0.78 + 0.81)e 02022/ 4 (~0.78j + 0.81)e 0211 =022
i(t) = 1.34 + 2.25¢7°921" co5(0.22¢ + 43.9)

IV.2 Propiedades de los sistemas de segundo orden

El estudio de los sistemas de segundo orden es importante debido a su simplicidad y utilidad.
No solamente por sus propiedades matematicas sino porque sus propiedades fisicas que
se obtienen facilmente y se ajustan con sencillez; ademds sirven como bloques para la
construccién de sistemas de orden mayor [2].
Como se enunci6 en la E.IV.] la forma general de este tipo de sistemas es una funcién
bicuadrética de la forma:
azs2 +a;s + ao

H(s)= 2 T3 T d0
(s) s24+bys+ by

Las propiedades més iitiles e interesantes de H(s) ocurren cuando sus frecuencias criticas
son complejas, siendo necesario s6lo un par de variables para describirlas: ya sean (a, 8)
o bien (wp, Q). En términos de estas variables el denominador de H(s) se puede escribir
como:

D(s) = (s + a)* + B2

1v.
D(s)=s2+s%+w2 EIV.5

donde:

—a representa la parte real de los polos y S la parte imaginaria, wy representa la
magnitud de los polos (la distancia del origen a los polos), y Q es una medida de la
pendiente de las lineas radiales que conectan los polos al origen, sabiendo que cuando
QO < 1/2lasraicesde la E.IV.5 sonreales, y cuando Q > 1/2 lasraices son complejas.
La figura IV.9 muestra la relacién entre el par (a, 8) y (wo, Q).
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Im 4
o i8
@Wo
> Re
g -
2Q !
H w
! o
|
o =] B

Figura IV.9 Relaci6n entre los pares (o, B) y (wo, Q) como variables que definen
la ecuacién caracteristica de H(s).

Sia y Bestdndadas, wp y Q se pueden encontrar de:

VB

= 2 2 = \%
wo a*+ B Q o E.IV.6
Si wp y Q son conocidas, @ y B se encuentran de la siguiente forma:
wp 1
= — = 11— —; E.IV.7
e “"’\/ a?

Ambas representaciones contienen la misma informacién, sin embargo, la expresién que
involucra el par (a, ) lleva més rdpidamente a una interpretacion fisica cuando se utiliza
una excitacién de tipo escalén. Por otro lado, expresar el resultado en términos de (wy, Q)
lleva mas facilmente a medir resultados cuando se considera la respuesta sinusoidal de estado
estable. Para ilustrar estas diferencias e interpretarlas mejor, considere la respuesta a una
funcién escalén como la esquematizada en la figura IV.10.

At«‘ -"l—

1| | L »
0 (s +@)2=82 — Ky +Kpe*! senpt+g)=-

0

2rN

Aty =
(N ciclos)

Figura IV.10 Respuesta escalén cuando los polos son comple jos.
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La respuesta contiene un término constante, K, debido al polo de la excitacién. También
contiene una onda senoidal amortiguada, K,e =% *"#*9) debida a los polos del sistema. El
polinomio del numerador, N(s), determina el valor de los factores de escala, K; y K, y no
tiene ninguna otra influencia. La parte real —a determina la tasa a la cual la amplitud de la
onda senoidal decae. La parte imaginaria de los polos complejos £, determina la frecuencia
de la onda senoidal. Si la relacién 8/a es grande, mayor que 10, los valores de a y B se
pueden determinar de medidas tomadas del despliegue de la respuesta escalén desplegada en

el osciloscopio, donde
| 2

A -
Considérese ahora la respuesta de estado estable de la figura IV.11. La amplitud de estado

estable de la onda senoidal de la salida es proporcional a M(w), que es la magnitud de la
funcién de transferencia evaluada en s = jw, esto es:

o E.IV.8

N
M(w) = é;;)
s245— + o
My = NGl EIV.9
\/(w2 - ?)? + (%)
donde-
N(s)
senwt—) — M(w) sen(wt+Hlw))
s2+s wT° rw?

-~ wo
Mn\ax____# I
Mmax | - Q> 10
V2 |
|
I
L]
+ o= 4 W

Figura IV.11 Respuesta senoidal de estado estable de un sistema d e segundo orden.

Sila Q delos polos es grande, mayor que 10, y los ceros de N (s) estdn alejados de los polos,
el cual seria el caso si:

N(s)=H, Hs, Hs® o H(s+ wp)
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entonces, para todos los prop6sitos practicos, la grifica de M(w)-vs.—w, alcanza un pico
en w = wy. Ademds, existen dos frecuencias, una a cada lado de wy, para las cuales la
magnitud es el inverso de la raiz cuadrada de dos, veces el valor pico. A estas frecuencias
se les denomina frecuencias de —3 dB. Su diferencia se denomina BW, que es el ancho de
banda de 3 dB, el cual esté relacionado con Q mediante la siguiente expresion:

wy
0

BW = 0> 10 E.IV.10

Sélo es necesario determinar dos pardmetros para precisar la posicién de los polos complejos,
ya que la frecuencia a la cual ocurre el pico de M(w) determina la magnitud de los polos, wy,
y el ancho de banda de 3 dB determina el valor wy/ Q.

Entre mayor es Q, mds estrecho es el ancho de banda y mads selectivo es el sistema para
sefiales sinusoidales. Una Q alta implica que los polos estdn muy cercanos al eje imaginario.
Por ejemplo, un polo con una Q de 50 estar4 practicamente cercano al eje imaginario, que a
a ~ 0.018. De esta manera, una Q alta resulta en una respuesta natural constituida por una
onda senoidal que decae lentamente.

IV.3 El lugar de los polos de sistemas de segundo orden

Debemos recordar que la funcién de transferencia es una funcién racional que relaciona
la salida con respecto a la entrada, se sabe que su realizacién con componentes eléctricos
resulta en un sistema fisico que, en general, por diversas causas se aleja de las caracteristicas
ideales del sistema. Entre algunas de éstas podemos citar el hecho de que los elementos
reales s6lo son una aproximacién a un elemento ideal; no son de valor constante y debido
a razones econdémicas, los valores de los elementos calculados en el disefio no coinciden
necesariamente con los valores comerciales.

Por estas razones, un sistema disefiado con una cierta distribucién de polos y ceros para
lograr un determinado tipo de respuesta en el tiempo puede, en la préctica, exhibir un
comportamiento diferente al esperado. De ahi la importancia de conocer la relacién entre los
cambios de valor de los elementos del sistema y su correspondiente efecto sobre la respuesta
del sistema. Es posible tener un control estrecho sobre el sistema si su orden no es alto, o
si un par de frecuencias criticas predominan sobre una banda de frecuencias [2].

Por ejemplo, considérese el sistema de la figura IV.12(A)

El sistema se describe por:

V. 1
sy = = ’ EIV.11
SCt+s—+ —
RC " LC
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0 por:
e | _\/l (_1__)2
=a2rc Y P=V e \2re
——71——0O+
h (-D 8 p— % Vo
=100 =¥, .m
—0-
(A)Sistema
Im ~ ~
A’*S"“’b M)
Y 10
$ xi 20
Ng
]
A j 0.9988 Ve
3%
1
! > Re
-0.05
(B) Localizacion de Polos (C) Caracteristicas de Magnitud

Figura IV.12 Cambios de la respuesta de un sistema debido a variaciones en el
valor de sus elementos.

Obsérvese que la magnitud de los polos, wy, es independiente de R y la parte real de los
polos, —a, es independiente del valorde L. Por otrolado, Q y B son dependientes de los tres
elementos del sistema. De esta forma, es posible variar la Q de los polos y mantener su wy
constante variando inicamente el valor de R; ola B de los polos puede variar y @ mantenerse
constante cambiando el valor de L. Para los valores dados se muestra la ubicacién en el
plano en la figura IV.12(B) como el punto a. Lawp es 1 y su Q es 10. La caracteristica de
magnitud esté representada por la curva a en la figura IV.12.(C). La frecuencia del pico esté
enwg = | y el ancho de banda de 3 dB es wp/Q = 0.1.

Sisedecrementa el valor de L a partir de su valor de uno, se obtiene un nuevo polo con una
wp mayor (mas alejado del origen del eje coordenado) y de mayor Q; el polo se desplazaréd
del punto a al punto b para un valor constante de —a, segtin se observa en la figura IV.12(B).
El pico de la caracteristica de magnitud se ha desplazado a la frecuencia w,, preservandose
el ancho de banda ya que es independiente del valor de L, curva b de la figura IV.12(C).

Una vez que se entiende la relacién existente entre la posiciéon de los polos y las
caracteristicas de la respuesta en el tiempo, el sistema se puede sintonizar para que cumpla
la respuesta deseada. Por ejemplo, suponga que la respuesta que se buscaes la curva a de la
figura IV.12(C) a partir de la curva c. Primero se reduciria el valor de R a fin de decrementar
Q sin afectar la frecuencia del pico (desplazando el polo del punto c al b); seguidamente se
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incrementaria el valor de L para mover la frecuencia de w; a | (desplazando el polo de b a
a). Alternamente podriamos incrementar primeramente el valor de L, desplazando el polo
de c a d, moviendo con ello el pico de w; a |; en seguida se decrementaria el valor de R
para que el polo se desplazara del punto 4 al a, para obtener como resultado la curva a. En
la practica puede ser necesario repetir este procedimiento mas de una vez hasta alcanzar la
respuesta deseada.

Este ejemplo muestra que el corrimiento de los polos debido a cambios en el valor de R es
diferente al ocurrido por cambios en el valor de L. Si C se hubiese variado, el desplazamiento
de los polos habriasido distinto, puesto que C afecta al poiinomio del denominador de manera
distinta. Esto puede demostrarse multiplicando por RLC el numerador y denominador de la
ecuacién E.IV.11 y expresando el denominador de manera tal que el efecto de cada elemento
se observe explicitamente:

D(s) = (sL) + R(LCs®> + 1) E.IV.12a
D(s) = (R) + L(RCs? + 5) E1V.12b
D(s) = (sL = R) + C(RLs?) E.IV.12¢

Si D(s) seescribecomocys? +c;s+c,, entonces el conjunto de ecuaciones IV.12 muestra que
R afecta alos coeficientes c2 y c,, mientras que L afecta los coeficientes ¢, y ¢;. Formalmente,
esto se puede expresar como:

D(s) = Pi(s) = q Px(s) E.1V.13

donde g representa al elemento que estd variando y P;(s) y Pa2(s) son polinomios que no
contienen a g. Si tomamos a g como R, entonces

Pi(s)=sL y Py=LCs*+1

ninguno de los cuales depende de R. La ecuacién E.IV.13 muestra que cada elemento de la
red aparece en D(s) de forma lineal; en realidad esto es cierto para polinomios de cualquier
orden en el denominador. N6tese que un elemento nunca interviene més de una vez en ningin
término del polinomio.

IV.3.1 Formulacion general del lugar de las raices

En general, en una funcién de transferencia los elementos de la red aparecen en forma lineal
tanto en el numerador como en el denominador [2]. De donde la ecuacién E.IV.1 puede
escribirse como

_ Pa(s) + g Pu(s)

HO) = 5 o+ aPas)

E.1IV.14

donde g es un elemento en la red, y Pa(s), Pb(s), Pc(S)y Pd(s) son polinomios que no
contienen a . Un cambio en g ocasiona cambios en los polos y ceros de H(s). Si H(s) es
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bicuadrética, la forma general de los polinomios del numerador y denominador es

P(s) = P(s) + q Pa(s)
= (@25 + a15 + ao0) + q(bas® + bys + bo) E.IV.15
donde los coeficientes a y b son independientes de g. Algunos de los coeficientesa y b en
la ecuacién E.IV.15 pueden ser cero, en tanto se preserve la naturaleza cuadratica de P(s).

Por ejemplo, cuando R es la variable en la red de la figura IV.12 y P(s)es el polinomio del
denominador, entonces a; = ag = by = 0, debido a que

P(s) = sL + R(LCs* + 1)
pero para g = L, los coeficientes que toman el valor de cero son az, a; y b,, debido a que
P(s) = R+ L(RCs® +s)
Las raices dela E.IV.15 son reales o complejas conjugadas y su posiciénenel plano s cambia
conforme ¢ varia. La curva resultante se denomina el lugar de las raices. La variable q puede

ser positiva, como en el caso de una resistencia, o negativa, como en el caso de la ganancia
de un amplificador inversor. Las dos raices de la E.IV.15, s, y 53, estdn dadas por:

_ —(@ +big) £ V(a1 + b1g)? — (a2 + b2g)(a0 + bogq)

E.IV.16
2(a; + bagq)

§1,2

Cuando las raices son complejas conjugadas, el promedio aritmético de las dos raices
(s1 + s52)/2 esigual a
a +bgq

 Aax + baq)

que esla parte real de las raices. Por otra parte, el promedio geométrico, (s)52)'/2, es igual a

ap + bog
a; + byg

que representa la magnitud de las raices, puesto que tiene el mismo valor que wy.
Siseconsidera que estas raices pueden ser los polos o ceros de una funcién de transferencia
de segundo orden, se pueden plantear las siguientes preguntas:

1.  (Cuando las raices son complejas, cémo se mueven cuando el valorde g se incrementa
a partir de su valor nominal?

2.  ;Cudles el lugar de las raices conforme q varia en un amplio rango de valores?
Siunared va a sintonizarse finamente, la respuesta a la pregunta uno es esencial. Asi como la

pregunta 2 debe responderse para describir las propiedades de un sistema de segundo orden
en forma general.
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(A) (B)

Figura IV.13 Localizacién de las raices para un sistema de segundo orden.

En general, g puede asumir cualquier valor entre —oo y +00. Para considerar todos los casos
posibles permitamos que g varie entre —oo y +o0o. El lugar de las raices resultante para la
E.IV.16 se muestraen la figura IV.13. Si los valores de g se seleccionan apropiadamente una
raiz puede colocarse en cualquier lugar del eje real. De manera similar, las raices complejas
conjugadas pueden posicionarse en cualquier lugardel circulo de radio r y centro c¢. Cuando
¢y r son infinitos, el circulo degenera hacia una linea vertical, como se muestra en la figura
IV.13(B). Los coeficientes a y b de la E.IV.15 determinan r y c.

El centro ¢ y el radio r del circulo se obtienen simultdneamente al resolver:

_ aob2 ;azbo
ayby + axb,
/ a; ag f by by
r=./ct+c—+—=\/et+ec—+— E.IV.17
V a  a b, b

donde la primera forma de la expresion para r debe utilizarse cuando a; diferente de cero, y
la segunda forma si b, lo cumple [2].

Es importante subrayar que cuando en un sistema de segundo orden se varia un
elemento, los polos y los ceros se desplazan, ya sea sobre el eje real o sobre parte del
circulo que describe el lugar de las raices.

IV.4 Ejercicios propuestos. Sistemas de segundo orden

1.  Uncircuito RLC serietiene los siguientes valores: R = 20Ohmsy L = | H. Determine
el tipo de respuesta exhibida por la red si:

a. C =0.5F
b. C=1Fy
c. C =2F.
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Solucién:

a. subamortiguado
b. criticamente amortiguado
c. sobreamortiguado.

2.  Paralasredes mostradas abajo, proponga los valores convenientes de la resistencia y del
capacitor, de manera que la respuesta exhibida sea: a. sobreamortiguada, b. criticamente
amortiguada y c. subamortiguada.

+Vo(t)-

— =

(1)

V(t) L=10mH I 470 ne T
Vo (1)
meT
|
)

Ay (8
Solucién:

1. El valor umbral es en R = 200 Ohms.
2. El valor umbral es en C = 34 nF.

3. El siguiente circuito RLC tiene los pardmetros: C = 0.04 F, L = 1 H, R = 6 Ohms,
i(0) =4 Ay VC(@) = —4 V. Encuentre el voltaje en el capacitor parat > 0y
grafiquelo.

IL(o) +
R L wl_
2 = Yoid0)

Solucién:
V.(t) = [—16e > cos 41 + 38¢~> sen 4] Voltios

4.  Para la red siguiente encuentre V(t) si V(0) = 1 Vy iy (0) = 0.5 A. Grafique la
respuesta.

10Q

wg
I v() S

®|-
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Soluci6n:
V(1) = [Se™ — 10re™] Voltios

S.  Encuentre i(¢) parat > 0. Asuma estado estable parat = 0.

2H

5 1)8

3&1& 6Q

t=0

1)

A B
T

Solucién:
i(ty= [—Ze_(’ 3 4 de ’] Amperios

6.  Sabiendoqueent = 0 el interruptor cambia de la posicién 1, donde se habia alcanzado
estado estable, a la posicion 2, encuentre Vy(t) parat > 0.

i 2

(g =]
t=0
roml
1 H 3 +
2 2A
20 2 ity
Solucioén:

Vo(t) = 2(e™" — 3e™) Voltios

7. Encuentre la respuesta V(¢) parat > 0,si VC(0) = —4 V.

6Q 1H

' 70N
12u(t) -

l4(0)=4A

+
0.04 F == Vc (1)

Solucién:

7
V.(t)[12 = 16e™* cos 41 — ge—“ sen 4z | Voltios
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8.  Si existe un estado estable para t = 0, cuando el interruptor se abre, encuentre io(?) y
Vo(t) parat > 0.
H

—/\“’,—o«&c T

. o+
= sl
. oj_ Io(t) 18Q
24V it
Vo (t
Cb 36 : s 12v o(1)
— _O_

Solucién:

io(t) = [—O.8e'3’ + 2.3e‘°’] Amperios
=[12+ 4278 — 336‘73’] Voltios

9. Lared mostrada abajo, se excita con una fuente de corriente de pulsos cuadrados de
periodo T y valor de 10 Amperios.

a. Encuentre valores de R para que el Vp(r) sea sobreamortiguado, criticamente
amortiguado y subamortiguado.

b.  Calcule el valor de Vo(t) para el caso sobreamortiguado.

IL
+
30 mH 2"2 Vo 10
. C O I ]
> t[s]
0 t @t I
Solucién:

a. El valor umbral es en R = 173 Ohms.

b.Vo(r) = —[1368e 2% — 5768¢ 1855 (r)
+ (136872812 7T) — 5768183 ~T)] (s — T)
+ [1368¢72127T) — 5768¢! 1833 D]y (s — T)
o [13688-2812(1—2” o 57688_11855('_2T)] ult =2T) + -

10. Determinar el valor de V(t) en la red mostrada, si V(1) es:

(o
R, — —o+

V(1) Ry LAy
RS L Yott)

Ca

I
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a. Vi(t) = Vu(r)

b. Vi) =
(v]
( h
1
1
6 'O 4 to > tis)
Solucién:
a. Vo(t) = v (1 —e Y u@)
BcaRo

b. W(t) =

v it i —ﬂl_l) _( — L po-m _ l) _ ]
CzRo{ﬁIo [<r+ﬁe B u(t) (r ’0)+ﬂ€ B u(t — to)

+ 1 ﬁ [e—ﬁ(l—h) o e—u(l-t.)]}

o —
donde:
] . . N
= o 7, constante de tiempo de la exponencial de la excitacién
2—h

(Ro+ R1 + R)(Cy + C2)
(RoCC2)(R) + R2)
constante de tiempo de la exponencial de la respuesta natural

B =






Capitulo 5
Convolucion

V.1 Representacion de seiiales en términos de impulsos.

Las propiedades de linealidad e invarianza en el tiempo (cominmente se denominan sistemas
LTI; en inglés Lineal Time Invariant) son importantes para el andlisis de sistemas, ya que
muchos procesos fisicos se pueden modelar con base en este tipo de sistemas [15].

Una de las principales razones de la facilidad para analizar sistemas LTI es que poseen
la propiedad de superposicién. Si la entrada a un sistema LTI consiste en una combinacién
lineal de senales

x(t) = ayx (1) + a2xa2(t) + azx3(£) + - - -

entonces por superposicion, la salida estara dada por:

y() = ayyi(t) + axy2(t) + azys(t) + - - -

donde y, (1) es larespuesta a x,(t), k =1,2,3,....

Una de las mas importantes caracteristicas del impulso unitario (sefial definida en el
capitulo II) es su utilidad como bloque para representar seiales generales. Tomando en
cuenta este hecho, junto con las propiedades de superposicién e invarianza en el tiempo, se
podré desarrollar una caracterizacién completa de un sistema LTI en términos de su respuesta
al impulso unitario. Esta representacion se denota como la integral de convolucion.

El impulso unitario en el tiempo continuo se puede usar como una seifial basica para
construir una amplia gama de seiiales. Considérese el pulso o la escalera de aproximacién
x,(t) a una sefal continua en tiempo x(t), como se ilustra en la figura V.1.(A). Esta
aproximacién se puede expresar como una combinacién lineal de pulsos retrasados, como se
ve en la figura V.1.(B).

Sisedefine

1

8A(’_kA)={K kA <t < (k + DA EV.1
0, otro caso

entonces, ya que Ad,(?) tiene una amplitud unitaria, se tiene la siguiente expresion:

xa(2) = Z x(kA)Sa(t — kA)A EV.2

k=—00

113
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-A 0 A28 ka
(A)

X(-24)3 (1+24)A

x(-24)

| ,

.2a-A 0

(8)

x( -4)

A 0
(C)

x(0)dp(t)aA

x(8)

0 a
(D)

X(A)aA(t-A)

x( A)

t

04 2
(E)

Figura V.1 Aproximacién mediante escalera a una sefial continua en el tiempo.
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En la figura V.1 se puede observar que para un valor dado de ¢, un solo término en la sumatoria
del lado derecho de la E.V.2 tiene un valor diferente de cero.

Conforme A — 0, la aproximacion x,(¢) se acerca cada vez méis a x(¢), y en el limite
iguala a x(t), esto es:

[o o]
_ 1 — 1 _ V.
x(1) = lim xo(1) = lim Z x(kA)So(t — kA)A E.V.3

k=-00

Esta sumatoria se aproxima a una integral cuando A -— 0. Obsérvese la figura V.2, donde se
ejemplifica la E.V.3. Se ilustran las sefales x(t), §4(f — 7), y su producto. Se marca también
una sefial sombreada cuya é4rea se aproxima al drea bajo x(7)85(t — 7) conforme A — 0. El
drea de la regi6n sombreada tiene un 4rea igual a x(mA) donde t — A < mA < t. Paraeste
valor de ¢ solamente el término con k = m no es cero en la suma de la E.V.3 y de esta forma
el lado derecho de esta ecuacién también es igual a x(mA). De tal manera, se tiene que x(r)
esigual al limite cuando A — 0 del 4rea bajo x(t)8,(t — 7). Por otro lado, el limite cuando
A — 0de 8,(1) es la funcién impulso unitaria 8(t).

x(7)

\_.,,__/q

T
(A)
dp(t-T)
1
A
t- A‘t T
(B)
x(T)ady (t-T)
T
(C) ko4
Figura V.2 Interpretacién gréfica de la E.V.3.
Asi: o
x(1) = / x(T)A(t — 1)dT EVd4
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Esta ecuacién se conoce como la propiedad de corrimiento de la funcién impulso.
Para el caso especial cuando x(#) = u(¢) la ecuacién E.V.4 se convierte en:

u(t) = / u(t)A(t — t)dr = / §(t — t)dt
0

—00

Como se ilustra en la figura V.3.(B) la senal §(r — t) es un impulso localizado en r = t.
Asi, como se muestra en la figura V.3.(C) la seial x(7)8(+ — 1) es igual a x(¢)6(t — 7).
Consecuentemente, la integral de esta seial de t = —oo at = oo esigual a x(t), esto es:

x(1) =/ x(1)8(t —1)dt =/ x()6(t—r1)dt =x(t)/ §t—1)dt =x(t) EV.S

—00 —00

x(T)

(B)

x(T)a(t-T)=x(t)a(t-T)
x(t)

(C)
Figura V.3 (A) Seiial arbitraria x(t); (B) funci6n impulso §(t — ) como funcién de t con
t fija; (C) producto de estas dos seales.

V.2 Laintegral de convoluciéon

Considérese un sistema lineal con entrada x(¢) y salida y(¢t). En la E.V.3 se expres6 c6mo
una seial arbitraria continua en tiempo se puede representar como una combinacién lineal
de pulsos recorridos.

De una forma anéloga definimos h,(t) como la respuesta de un LTI a la entrada 6,5 (t —kA).
De la E.V.3 y asumiendo la propiedad de superposicién de los sistemas lineales se puede
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escribir:

y(r) = lim Y x(kB)hy, (A E.V.6

k=—o00

Considérese la figura V.4.(A), donde estan ilustradas la entrada x(¢) y su sefal de aproxima-
cién. Las partes (B)-(D) muestran las respuestas del sistema a tres de los pulsos de x,(¢).

La salida y4(t) correspondiente a la aproximacioén x,(t) de x(t), es la superposicion de
todas estas respuestas, figura V.4(E).

Al obtener el limite de y,(¢) cuando A — O para obtener la respuesta y() a la entrada
actual x(t), figura V4(E), se observa que mientras el pulso da(t — kA) corresponde a un
impulso unitario recorrido conforme A — 0, la respuesta h,.a () se convierte en la respuesta
del impulso en el limite. Asi, si denotamos A.(t) como la respuesta en el tiempo ¢ al impulso
unitario §(f — 1), entonces se puede escribir lo siguiente:

y() = lim S x(kB)ha)A EV.7

k=—00

Conforme A — 0, la sumatoria de la derecha se convierte en una integral y se puede ver
grificamente como en la figura V.5. Por lo tanto:

+00
y(t) = / x(T)h(t)dT EV.8

—00

Ahora bien, cualquier entrada x(t) se puede representar como:

+00
x(t) = / x(t)8(t — t)dt

Esto es, se puede pensar en x(¢) como una suma de impulsos recorridos pesados, donde el
pesodelimpulso §(fr —t)es x(r)dt. Conestainterpretacion, laE.V.8 representa simplemente
la superposicién de las respuestas a cada una de estas entradas, y, por linearidad, el peso de
la respuesta h.(t) al impulso §(t — 1) es también x(t)dT.

LaE.V.8 representa la forma general de larespuesta a un sistema lineal de tiempo continuo.
Si el sistema ademds de ser lineal, es invariante en el tiempo, entonces, h.(t) = ho(t — 1).
Por conveniencia de notacién definiremos h(t) = hg(t).

Asi la E.V.8 se convierte en:

+00
y(t) = / x(T)h(t - 1)dt EV)9

Esta ecuacién es la integral de convolucién y corresponde a la representacion de un sistema
LTI en términos de su respuesta al impulso unitario. La convolucién de dos seiiales x(t) y
h(t) se representard simbd6licamente como

y() = x(1) * y(1)
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x(0) x(0)hgg (1) A
—> /\
0A ' ) E
(B)
x(A) x(A)hga(t)a
/\
L t l t
(C)
X (Ka)haak (1) A
[I x(kA) : (\/
kA ! ) :
(D)
Xag (1)
yalt)
r\/ -
) t b '
(E)
x(t)
x(A)hgs (1) A
T\_/ =
0 ‘ 0

(F)

Figura V.4 Interpretaci6n grafica de la respuesta de un sistema lineal continuo
en el tiempo como lo expresa la E.V.7.
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X (T)h (1)

x(kA)h

tHA
aAk()

kA (k+1) A

Figura V.5 Representaci6n gréfica de la E.V.7 conforme A tiende a cero.

La convolucién de dos seiiales en el tiempo continuo satisface las siguientes propiedades:
(revisar la bibliografia para una demostracién detallada) [15]

x(t)* y(t) = h(t) * x(1) (Conmutatividad)
x(1) * (A (1) * ha(D)] = [x(1) * hy(1)] * ha(1) (Asociatividad)
x(£)* [h1(2) + ha()] = [x(2) * by (2)] + |x(2) * ha(0)] (Distributividad)

Como consecuencia de la propiedad conmutativa, el papel de la seiial de entrada y de la
respuesta al impulsosonintercambiables. Porla propiedad de asociatividad, unacombinacién
en cascada de sistemas LTI se puede condensar enunsimple sistemacuya respuesta al impulso
es la convolucién de las respuestas al impulsoindividual, ademés de que el orden de ellas no
alteralarespuesta. Finalmente, como resultado de la propiedad distributiva, una combinacién
en paralelo de sistemas LTI es equivalente a un sistema simple cuya respuesta al impulso es
la suma de las respuestas individuales.

Refiriéndose a la parte practica de la integral de convolucidn, en cuanto a cémo resolverla,
téngase presente, se observa en la E.V.9, que para cada valor de ¢ la salida y() es una integral
ponderada de la entrada, donde la ponderaci6n de x(t) es h(t — 1).

Para evaluar esta integral para un valor especifico de ¢, deben realizarse los siguientes
cuatro pasos:

1. Obtener h(—1) de h(t) con una reflexién de la seiial con respecto al eje vertical.

2.  Hacer un corrimiento a la derecha debido a un tiempo ¢ si¢ > 0 o un corrimiento a la
izquierda sit < 0.

3. Multiplicar las seiales x(t) y h(t — 1).

y(t) se obtiene integrando el producto resultante desde Tt = —oo a T = oo0.

EJEMPLO V.1.

Sean las funciones mostradasenlafig.V.6(A). Determinela graficadelaconvolucién
r(t) =e(t) * h(t).
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e(t) T

h(t)

b
' 4
-

donde:
e(t) = A(u(t) —u(t = T)), y

1
h = (e~ W
(1) rcte? )
Figura V.6(A) Gréficas originales del ejemplo V.I.

Solucién:

Por definicién de la convolucioén, se tiene que

r(1) = / h(t)e(t — t)dt

—00
en donde el cambio de variable se representa graficamente como

e(T)=A(u(t)-u(t-T))
£

3T

0 T

Figura V.6(B) Cambio de variable en las sefiales a convolucionar.

La funcién girada e(—1) se muestra en la figura V.6.(C):

e(-T)
4h

3T
-T 0

Figura V.6(C) Doblamiento de e(—1).

Ahora se desplaza una distancia “t,”, para obtener e(f; — 1):
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g ©0(t-T)
—
(t4y-T) 4

Figura V.6(D) Desplazamiento de e(—7).

Y finalmente se trazan ambas graficas en un mismo plano:

- T
0 ty

Figura V.6(E) Multiplicaci6n de seiiales.

El 4rea generada bajo las gréficas serd el valor resultante de r(¢) enel tiempo ¢ = 1,.
Es asi como, en general, la sefial serd barrida de ¢ en ¢ pasos desde —oo a +o00.
Este barrido puede ser dividido en varios casos:

1. Parat < 0. Larepresentacién gréfica es:

t 0
Figura V.6(F) Convoluci6n parat < 0.

y por lo tanto el producto de las sefales es nulo haciendo a r(t) = 0 en dicho
intervalo.

1. Para0<t < T

Figura V.6(G) Convolucibnen0<1t < T.
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donde:
l ! A T !
r(t) =/0 h(t)e(t — t)dt =/0 Ee_ﬁdt =—A(e"® — )

r(t) = A(l — e %)

1. Parat > T

3T

T t

Figura V.6(H) Convoluciénparat > T.

donde:
) ! A _;d A( — i (_'-Trl)
— —_— RC = — — R
r(t [-T RCe T e e
rey=Ae {#H (1 e )

finalmente la convolucién es,

0 parat <0
r(t) = A(l—e'TvLc') para0 <t <T

Ae 'T_g}(l —e‘{?) paraT <t

EJEMPLO V.2.

Encuentre la funci6n resultante de la convolucién de x(t) con h(t), tal que:

<1 <Z
xm={sent 0<1<3
0 otro valor

h(t) = {e_' t20
0 otro valor

Solucién:

De acuerdo con la integral de Convolucién, la funcién y(r) serd la solucién buscada
si se cumple que,

100

y(t) = x(t) * h(t) =/ x(T)h(t — 1)d1

—00
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x(t) h(t)
1 ] 1
| *
|
o I 7t AL 7t
(A)
_Ah(-ﬂ
-2 T
(B)
1
|
I 1
1 L U 3T
to” w2
(C)

Figura V.7 (A) Funciones del ejemplo V.3; (B) doblamiento y cambio de variable
de la funcién h(t); (C) la funcién doblada h(—t) y x(t) graficadas
juntas.

Ahorabien, en forma gréfica el problema se puede representar de la siguiente forma:
De la fig.V.7(C) vemos que se deben de plantear varios intervalos, tales como:

1. Parat <0
Antes de 0, el producto de la multiplicacién de las gréficas es nulo, es decir,
y(t)=0.

2. Para0<t<m/2

Figura V.7(D) Convoluciénen0 <t < /2.

Donde la convolucién en este intervalo, segin se ve en la fig.V.7(D), debe de
plantearse como la integral de la multiplicacién de las funciones. Es muy importante
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observar que la magnitud del drearesultante depende del tamaio del paso ¢ con el que
se recorre la funcién h(t — ), por lo que la integral es diferente de cero Gnicamente
entret = 0y t = . Entonces, el valor de y(¢) es:

! !
y(t) = / sente " Ndr = e‘“‘/ e" sen 1dt
0 0

como
ou(@sennu —ncosnu)

a? + n?

/e““ sennudu = e

4

=e ! e—l(senr —cost)-i-1
o] 2 2

. (sent —cos 1)

y()=e' {e 0

3. Param/2<t

o’ nf2 t

Figura V.7(E) Convoluciénenm/2 <t

En este intervalo la funcién de barrido A(—t) tendra una parte que se estd multipli-
cando con la funcién x(t), y una parte que estard fuera de ella, dando un producto de
valor nulo (véase fig. V.7(E)). N6tese sin embargo, que el drea que se va generando
en la multiplicacién siempre cae dentro del intervalo 0 a & /2, que es el tiempo
definido para x(t), sin importar de qué tamafio es el paso ¢ con el que se ejecuta el
barrido. Por lo tanto, y a diferencia de la integral del intervalo anterior, y(t) serd
diferente de cero en todo el intervalo 0 a /2. Escribimos ahora,

/2 n/2
y@) = / sente " dr = ¢! / e’ sen tdt
0 0

T n/2 —t
y(t) = e"{%(senr —CosT) } = 85 €+ 1)

0

_1 3 il
y(t)—ze (1+e?) t> >

Finalmente, el valor total de la convolucién entre f(7) y h(t) es

0 parat <0
y(t) = { j(sent —cost +e™') para0 <t <%
%(l+e‘"f)e" par 7 <t
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EJEMPLO V.3.

El ejemplo anterior también puede resolverse de otra manera, segln planteamos
a continuacién. Ahora piense que la senal que se va a doblar y a recorrer en el
tiempo es x(¢); es importante recordar que no importa cuél senal se use como
funcién de barrido, el resultado debe ser el mismo por la propiedad conmutativa de
la convolucién.

En consecuencia se puede escribir a y(t) como

y(t) = / h(t)x(t — t)dt

—00
la cual quedaria representada como

f(7)

o' g

Figura V.8(A) Convoluciénent < 0.

De esta figura se deduce que es conveniente escoger los siguientes intervalos:

1. Parar <0
Este caso se ve representado en la fig.V.8(A), de donde es facil decir que la
convolucién en este intervalo tiene valor cero.

2. Para0 <t < m/2

Figura V.83(B) Convoluciénen0 < < x/2.

Después de observar la fig. V.8(B) debe ser claro que el 4rea generada al multiplicar
ambas sefiales, mientras que x (t — 7) recorre a h(t), depende de la distancia que hay
entre el origen y el paso #; en otras palabras, la integral de convolucién tiene valor
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unicamente entre 0 y el paso escogido ¢, por lo que se debe definir a y(t) como:

] -1 t

y@) = / e Tsen(t — r)dr = %(—sen(r — 1)+ cos(t — 1))
0 0

e’ —sent + cost
o - (e

y@) = 2 2

1
= i(sent —cost+e7")

y@) = %(sent —cost —e™')

3. Paran/2 <t

0’ t-m/2 t
Figura V.8(C) Convoluciénen r/2 < 1.

En este dltimo intervalo, el cual comienza cuando ya toda la gréfica de x(—t) cabe
dentro de la de h(t), se tienen que escoger los limites de la integral como aquellos
en donde ésta es diferente de cero. Segin vemos en la fig.V.8(C), esto sélo ocurre
en los tiempos en que el valor de x(—7) es diferente de cero; es decir, los limites
de la integral serén los mismos que definen a x(¢). Esto debe percibirse al imaginar
c6mo x(—t) recorre desde el origen hasta +o00 el eje t, produciendo a cada paso
un 4area sombreada que es mayor que cero tinicamente entre (f — 7)/2 y ¢. De este
razonamiento sigue escribir:

—,—sen(t — 1) +cos(t — 1) !

2 '_;_

1
y(t) = / e "sen(t — ) dr =e
1-%

—t

-t .’% l
y(t)=eT—e ¢ (—sen£+cos£>=§(l+e%)e”'

2 2 2
l R
y(@) = 5(1 +e7)e”’

Con las dltimas tres ecuaciones se tiene ya el valor final de la convolucién de h(t)
y x(t), el cual es,

0 parat <0
y(t) = { 3(sent —cost +e') para0 <1< %
%(l +ef)e! para} <t

que coincide exactamente con el obtenido en el ejemplo anterior.
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V.3 Convolucion y la respuesta impulso

Se sabe que en el dominio de la frecuencia compleja s, es vélido decir que para unared de

dos puertos
o— ——0
Vi H(s) Vo

Figura V.9 Red de dos puertos.

se tiene que
Vo(s) = Vi(s)H(s)

donde H (s) representa la funcién de transferencia del sistema.
Supéngase que
Vi) =8(1) = Vi(s) =1

en cuyas circunstancias,
Vo(s) = H(s)

o bien, si se obtiene la antitransformada,
vo(t) = h(1)

donde vo(r) es la respuesta al impulso de la red.

Al igual que la funcién de transferencia caracteriza a la red, la respuesta al impulso es
intrinseca al sistema. Si se conoce la respuesta al impulso h(t), Unicamente se necesita
especificar el voltaje de entrada v; () para conocer la respuesta vg(t), utilizando convolucién
para resolverlo.

Cabe remarcar que el hecho de multiplicar A(+ — t) por v,(t), equivale graficamente a
hacer un barrido de h(t — t) sobre la sefal v;(t), lo cual dio origen al nombre de funcién de
barrido que suele darse a la funcién que se traslada.

EJEMPLO V4.

Encuentre la respuesta Vy(r) del siguiente circuito:

V4(t) L
R Vo (1)

O -
Figura V.10(A) Circuito del ejemplo V4.
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si la entrada tiene la siguiente gréafica:

V1 (t)
0.368 3 \
S
o} 1 3.
donde:
vit)=te "t >0
Figura V.10(B) Excitacién del circuito del ejemplo V.4.

Solucién:

Primero, encontremos la funcién de transferencia de la red,

R

L
H = =
) R +sL R
S+Z

de modo que aplicando la transformada inversa de Laplace, se pueda conocer su
respuesta al impulso, h(t):
R _=x
h(t) = — S
(1) L€

Por otro lado, se sabe que
{o o]
vo(r) = vi(t) * h(t) = / vi(T)h(t — T)dT

— 00

cuya representacién gréfica se observa en la figura V.10(C):

Tt 1 5

Figura V.10(C) Convolucién de v1(t) con h(t) para el ejemplo V.4.

Como ambas funciones, v,(t) y hA(t), son infinitas, se pueden plantear dnicamente
dos intervalos: para tiempos menores que cero y para tiempos mayores o iguales a
cero:
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1. Parat <0

Véase en la fig.V.10(C) que antes de cero las graficas no se tocan, por lo que
la convolucién tendré valor cero.

2. Parat > 0

Para el tiempo t = 0, y de ahi en adelante, las funciones se tocan y se traslapan,
produciendo un 4rea bajo ellas. Dicha 4rea esté en funcién del valor de ¢t con
el cual se efectda el barrido. Es muy importante que el lector se asegure de
comprender que para todo tiempo mayor a cero las grdficas se sobreponen
generando un drea mayor que cero aun en tiempos muy grandes, obviamente
a medida que el tiempo aumenta, el producto de las funciones tiene un valor
cada vez mas pequeiio.
Entonces, para lograr la suma de todas las 4reas resultantes de barrer con la
funcién h(—1), se debe plantear la integral de convolucién, cuyos limites deben ser
0 para el limite inferior y ¢ para el superior. Esto es,

‘e~ R Sy N
vo() =/ te = 10y = —e‘t’/ ot 1
0 L L A

= £ e |
como/te Bt m g™ — g™
a

a
con a=1 2 = o
A R
R _af t | 1 _.
)= —e— L' = _ __p—ar
vo(?) € { e , e .
. R — =1 —at l —at 1
UO(I)— ze L {—;e Ee + (12

Por lo tanto, el resultado final es

0 parat <0
vo(t) = RL R

L
te”' — U t>0
(L—R)2+R—L{e R—Le } parat >

V.4 Teorema de convolucién en el tiempo

Sea Fy(s) la transformada de Laplace de f(t), y F2(s) la transformada de Laplace de f,(t).
El teorema de convolucién en el tiempo establece que la transformada de la convolucién
de fi(¢) y fa(t) es el producto de las transformadas individuales:

Hi()) * fo(t) & Fi(s)Fa(s)
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Demostracion:

Se sabe que
[o o]
il fo(t) = / [t - 1)dr
—00
Si se consideran funciones causales (no tienen condiciones iniciales), es decir,

fHi@) = fo() =/ fi(r) * folt - 1)dT
0

su transformada de Laplace es,

Z{fit)* fr()} = 9{/0 Si(@) x fat — t)dl'} =/(; /0 fi(D) fo(t — t)dTe " "dt

Ahora, sea
x=t-1
t=x+Tt
dt =dx

se puede escribir
${fl(t) * fz(t)} = / / fl(l')fz(x)dte"‘”')dx
o Jo

- / file)e / f0)e*5dx = Fi(s)F(s)
0 0

por lo tanto,

fi@®) * fo(t) & Fi(s)F(s)

EJEMPLO V5.

Sea Fy(s) = 1/sy F(s) = 1/(s + 1),de modoque fi(r) = u(t)y fo(t) =e~". Se
desea encontrar v(t) = f(t) * f2(t) por método grafico y por método analitico.

Solucién:
a. Meétodo griéfico
f1CO f2(t)
1+ 4
5 >t oT > 1

Figura V.11(A) Grificas del ejemplo V.5.
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Se debe reflejar o doblar, respecto al eje de las ordenadas, alguna de las senales; por
ejemplo fi(t):

f](f)/r\ f1('l)z\

14— —_1

b
Ny

Figura V.11(B) Reflexi6n de f(r).

Abhora se trasladara la funcién de ¢ en ¢ pasos, recorriendo o barriendo el eje del
tiempo desde —oo, pasando incluso sobre la otra funcién:

1(1)
13 (1o 1) fity-t) T (1) 13 (t3-1)

1 _______ \:-—
o o 4 M oy
12 (1)
Figura V.11(C) Traslacién o barrido de fi(¢) en el eje r.

Al ir barmiendo con la sefal f)() debe observarse la multiplicacién de 4reas que se
tiene, es decir, el drea que se forma al verse sobrepuestas las dos seiiales, de manera
parcial o total:

f(t)

W

o

Areaentoao
Araaont1-A1 Para A2>A1 >0
Areaont2=A2

Figura V.11(D) Multiplicaci6n gréfica de sefiales.
Se haré una integracién o suma de las 4reas obtenidas al barrer en el tiempo. Es

decir, la gréfica de la convolucién de f (¢) con g(r) estard formada por la suma punto
a punto del producto de ellas. Para nuestro ejemplo, esto es:
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t (1) % t5 (1)

to t1 ts
Figura V.11(E) Integraci6n de las dreas generadas.

b. Método analitico

Con las transformadas de Laplace de ambas seiiales, simplemente se hace
una multiplicacién de ellas, se desarrolla en fracciones parciales y se aplica la
transformada inversa para conocer el resultado en el dominio del tiempo. Esto es:

F(s) = Fi(s)Fa(s)
1 1
Fls) = ;s +_l
1 1
FO=s-m

S =0—eu@)

que es la expresion que representa la grafica obtenida en la fig. V.1 1 (E).

Para este ejemplo en particular fue mucho més féacil usar el método analitico
que el grafico para obtener el resultado, debido a la sencillez de las transformadas.
Sin embargo, si la entrada fuese una sefal muy dificil de expresar analiticamente,
el método gréfico resulta ser una excelente opcién para conocer la respuesta del
sistema.

V.5 Ejercicios Propuestos. Convolucion
1.  Encontrar la convolucién de las siguientes funciones, recordando que

f(1) = 27 {Fi(s)Fa(s)}

a. Fus)=1/(s—a)y Fa(s)=1/(s —a)

Solucién:

ft) = teu(t)
b. Fy=1/sy Fy(s) =s/(s2+ 4)

Solucién:
()= ((1 + cos2t)/4)u(t)
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c. Fis)=1/sy R(s)=1/(s+ 1)
Solucién:
f) =1 —e u(n

2.  Determineusando convolucidn, el voltaje de salida de la red cuya respuesta al impulso
y voltaje de entrada son los siguientes:

h(t) V() .
1

0[ — + & —_——39 t ¥ t

1 2 3 4 0 03

3. Se sabe que la corriente de salida de unaredes i(¢) = (—2e~' + 4¢=3)u(r) cuando la
entrada fue un impulso unitarioen ¢t = 0. Qué voltaje deber4 aplicarse para obtener
una corriente de salida de valor i(1) = 2e~‘u(t) si la red permanece igual?

Solucién:
v(f) = (4€¢' — 3)u(t) Voltios

4. Sea la red RC mostrada abajo, donde v, (f) es el que se dibuja. Determine v,(r) por
medio de convolucién.

172Q Vq(t)
‘ * v
2
Vi (1) = v,
2F 2(Y) L
o © o+ 3 sl
Solucién:

(1) = (2 — t — 3e " ")u(r) Voltios

S.  Repita el problema anterior para la red que se muestra a continuacion:

oo

1/2F
Ve (t) 2“8 vat(t)

Solucién:
va(t) = (3e~" — u(r) Voltios






Apéndice I
Transformada de Laplace

Las variables v(¢) e i(t) son variables en el dominio del tiempo, se pueden desplegar en un
osciloscopio como funcién del tiempo. El trabajo experimental nos da informaci6n acerca de
v(t) e i(t). No importa en qué forma se resuelva el problelma si al final del resultado nos lleva
a visualizar la respuesta en el dominio del tiempo.Con el fin de obtener una solucién, nos
podemos alejar del dominio del tiempo por un momento, pero nuestro propdsito es regresar
a é| para interpretar resultados. En tanto nos ofrece opciones para resolver problemas con
menor dificultad, se usar4 la transformada de Laplace.

A.L.1 Definicion

La transformada de Laplace de una funcién f(¢) est4 dada por:
(o @]
2{f(n} = / f(e™*'dt = F(s) EAIll
0

Latransformadade Laplacede f(#) noes una funcién del tiempo, es una funciénde “s”, que
se introduce via el factor e~*!. La variable s se nombra variable de frecuencia comple ja.

La funcién transformada F(s) es una funcién en el dominio de la frecuencia compleja o
en el dominio de la frecuencia.

Para que una funci6n sea transformable al dominio de Laplace, debe ser continua y de
orden exponencial. Si f(¢) contiene solamente un nimero finito de discontinuidades, se
puede considerar transformable. Si para M una constante positiva y g un nimero real

|f(D)], Me” cuando ¢ — oo E.Al2

f(¢) es de orden exponencial
Las dos variables eléctricas v(r) e i(¢) haciendo una transformacién se convierten en:

V(s)=/ v(t)e *'dt
0

l(s)=/ i(t)e S'dt
0

135
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EJEMPLO A.1

Encontrar la transformada de Laplace de ¥

Solucién:
00
g{ekl} = / e"'e"“dt
0
e(lz —s) | 1

(o o}
g kt = (k—s)ldt: —
{e } /0 4 k—=s|o s —k

La transformada de Laplace de funciones cominmente usadas esta en la tabla A.I.1.

TABLA ALl
Transformadas directas e inversas de algunas funciones

SO 2 0) F(s)

1

1

R
1
s+
sen wt e

52 + w?

t e ————
cosw Tr
e~ sen wt v

(s+a)+ w?
e v cos wt st
(s +a)? + o?
1
I sli
’e—al o
(s + a)?

A.L2. Reglas de operacion

Si se usa la transformada de Laplace definida en la ecuacién E.A.l.1 se pueden desarrollar
cinco reglas operacionales necesarias para obtener la solucién en el dominio de la frecuencia
de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. En este caso se asume que
las funciones consideradas son transformables.

Si fi(t) y fa(#) son dos funciones en el tiempo, entonces

2{ i)+ L} = Fi(s) + Fa(s)
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2. Si a es una constante, entonces
2{af()} =a2{f®)} =aF(s)

3. Siladerivadade f(r) es transformable entonces:

af(n\ _ a
.9/’{ @ }—sF(S) f(0)

4. Si la segunda derivada de f(¢) es transformable, entonces:

g{dmt)

an } = s2F(s) = sf(0) - f'(0)

5. La transformada de la integral de una funcién entre O y ¢ es F(s) multiplicada por la
transformada de una funcién escal6n:

.‘I/’{/ f(t')dt'} = 1F(s)
0 s
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Ejemplos y ejercicios practicos

A continuacién se presentan algunos casos practicos en donde pueden aplicarse los conoci-

mientos adquiridos a lo largo de este libro, con lo cual el lector puede evaluar la importancia
de los mismos.

A.IL.1 Impedancia de circuitos eléctricos

1.

Circuito equivalente que modela un par de electrodos en contacto electrolitico con un
sujeto. Como observamos, el circuito contiene dos potenciales de media celda (E, E),
dos impedancias electrodo-sujeto (R, Cy, Ry, y R,, C2, Ry,), asi como un modelo de

sujeto (Rs, Cs, Rs'). También se muestra el efecto bioeléctrico E}, en caso de que esté
presente.

11
E
1
Rq (of
c)
R Ra C2 E

a.  Equivalente de Warburg para la interfase electrodo-electrolito, incluido el poten-

cial de media celda E.

b.  Equivalente que modela el comportamiento en bajas frecuencias; anade una

resistencia de fuga R .

138
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C. Circuito equivalente de dos electrodos en un electrolito de resistencia R, en tanto
que estos se comportan de manera resistiva en bajas frecuencias, la impedancia
entre las terminales |1 y 2 es

Zy=R+Rpn+ Rpy

3. Laimpedanciadebida a la combinacién de ciertos elementos es de la forma

a;s
as+3

Z(s) =

donde a, y a; son constantes desconocida. Encuentra Z(s) si se sabe que una corriente

i(t) = 3e~" y que una corriente i(f) = —4e’ produce el voltaje v(r) = —2¢'.

A.Il.2 Redes de primer orden

1.  Circuito medidor de corriente de fuga. Posee una impedancia de entradade 1 kW y
respuesta en frecuencia plana hasta 1 kHz.

Entrada de la carga
de prueba

—o—
Corriente de
fuga a medir

Voltimetro
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2. Modelo de la mecénica ventilatoria normal para respiraciones de baja amplitud y
frecuencia (pulmones normales, en reposo). Unidad mecénica incluida en la pared

del térax.
PAWO
CgtW
9 AWO l_
Cll pa
RAW L
i pPL CstL
9AWO —> pA pPPL
pAWO Cstw
A pMUS
Ap MUS
— T+

3. Red eléctrica equivalente a una pequena longitud Dz de un nervio o muiisculo,
representando sus propiedades pasivas y activas. Cmes lacapacitanciade la membrana,
y gNa, gK, gCl son las conductancias especificas de la membrana. Por otro lado im
esla corriente de transmembrana y v; y v son los potenciales interno y externo en el
punto z, respectivamente.

Az az /o (Z+A2)
"o 2 Medio Externo l'o 2
O im
| 1/ NaAZ ?:1/9'(& f 1/g AZ
o o
E Medio Interno r|é-‘2-z- v, (Z+AZ)
2 AZ —————H
L)

4.  Circuito equivalente de un transductor piezoeléctrico, donde R, = resistencia de fuga
del transductor, C, = capacitancia del transductor, C, = capacitancia del cable,
C, = capacitancia del amplificador de entrada, R, = resistencia del amplificador
de entrada, y g = generador de carga.

Amplificador
Generador

de Carga | —[— _l_ =0t
q=Kx ‘
¢ o F T <%
| - %-
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Posibles circuitos equivalentes que modelan la interfase electrodo-tejido cuando se

mide con un puente de C.A.

a.  El comportamijento de la unién electrodo-tejido puede ser simulado con una
capacitancia en paralelo con una resistencia, en serie con una bateria que
represente el potencial de media celda del electrodo.

b. Circuito alternativo.

c.  Algunos valores tipicos.

SN S

r—(‘
3.35 KQ
(c) <
0.128 pF
50Q l— 50Q
— -

7.33 KQ

(c)

(b)

2.59 KQ

52.6 KQ

| B

— 0

Ejemplo que nos muestra como una capacitancia, igual a la de la membrana celular,
se carga y se descarga. Al principio el interruptor ha estado en la posicién B por un
largo tiempo, de manera que no existe carga almacenada en el capacitor. Ent = 0,
el interruptor es colocado en la posicién A, y es mantenido alli por 20 segundos, para

luego volver a la posicién B.

a.  Escriba unaecuacién diferencial parael voltaje en el capacitor, como una funcién
del tiempo, cuando el interruptor esté en la posicién A, y resuélvala.

b.  Repita el inciso a) para la posicién B.

c¢.  Grafique sus resultados.

Sv

A

o+

2 MQ

3MQ 1uFT

Los inductores fisicos estdn construidos de alambre enrollado.
ese alambre, llamada resistencia del devanado, a temperatura normal, puede ser
significativa. Un modelo para un inductor fisico que toma en cuenta esa resistencia se

muestra en la siguiente figura:

La resistencia de
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10.

11

e ——

Si un inductor de 3 H tiene vna resistencia de devanado de 10 ohms y una corriente
como la de la siguiente figura, encuentra y dibuja el voltaje que se mide a través del
inductor.

it

3

El decaimiento radioactivo se describe mediante una funcién exponencial, y la vida
media de un material radioactivo es el intervalo de tiempo en el que decae a la mitad
de su valor inicial. Relaciona la vida media de una exponencial con su constante de
tiempo.
a. Encuentre reglas de divisor de voltaje y divisor de corriente para inductores.
b.  Encuentre reglas de divisor de voltaje y divisor de corriente para capacitores.
Los inductores se pueden usar para producir muy altos voltajes ante cambios rdpidos
de corriente a través de ellos. Este método se usa en muchos receptores de televisién
para producir un voltaje de 15 a 30 Kv para el tubo de rayos catédicos.

Si la corriente a través de un inductor de 90 mH es de forma triangular como se

muestra en la siguiente figura, jcudl debe ser la amplitud A con el fin de generar un
voltaje de inductor con pulsos que tengan una amplitud de 10 Kv.

i(t)

A

5
1 7 5. 9 7t x10-4

Cuando un capacitor se descarga por cortocircuito con un switch (véase figura), se
deben tomar en cuenta la resistencia de los alambres y del interruptor para resultados
més precisos. Para un voltaje inicial v en el capacitor, la corriente que fluye en el
instante en el cual se cierra el switch es V/R, ya que el voltaje en el capacitor es
continuo. La corriente inicial puede ser muy grande si R es suficientemente pequeiia.

de 10 microfaradios, jcudl sera la magnitud de la corriente inicial si el capacitor se
descarga a través de 0.3 ohms?
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12.

Sw

ol

Bajos voltajes se pueden convertir momentdneamente a altos voltajes cargando varios
capacitores en paraleio y conectando los capacitores en serie para su descarga. Esta
técnica se usa frecuentemente en contadores “geiger” y unidades de photofiash, en los
cuales se necesitan altos pulsos de voltaje los cuales seria inconveniernte obtenerlos
directamente de una bateria.

Inicialmente cinco capacitores descargados de un microfaradio se cargaron durante
un segundo, como se muestra en la figura (a). ;Cuél es el voltaje a través de los
capacitores?

Si ahora los capacitores se conectan como en la figura (b), ;Cuél es el voltaje v
después de un décimo de segundo de descarga?

200 KQ

o /\/31 cz_ Ca3 c!;‘[: CS_L
ol 4 ol i

(a)

CsI { 2M.Q} :m

(b)

A.IL.3 Redes de segundo orden

1.

Monitor de aislamiento de linea (LIM). También llamado detector dindmico de tierra,
debe ser usado con transformadores de aislamiento para detectar la primera falla de
cualquier conductor a tierra. Este monitor mide alternadamente la corriente de fuga
total, tanto resistiva como capacitiva (corriente peligrosa) que podria fluir a través de
una baja impedancia entre un conductor aislado y tierra.
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Monitor de la linea de alslamdento

e | [ e ]

.3 uF

VAC
10 KQ b |
6] T s eo(oman]
0.01 pF
03uF C1ok
;nm

T +

5

2.  Modelo del sistema catéter transductor.

a.  Circuito RLC serie en donde L representa la inercia del liquido en el catéter, R
la resistencia del catéter, y C la distensibilidad del diafragma del transductor.

b.  Circuito andlogo cuando existe una burbuja en el catéter, tal que Lc y Rc son la
inercia y la resistencia del catéter cerca de la burbuja, respectivamente. L., y
R4 son las mismas propiedades pero lejos de la burbuja. C, y C, representan
las distensibilidades de la burbuja y del diafragma, respectivamente.

L /\R/_ |
1

(a)
ik
O_
Le Re Led Rcd
v
(b)
TCD cd~l— Vo)

3. Circuito equivalente que modela el comportamiento de un electrodo de superficie
en contacto con la piel. C; y Ry representan al electrodo, R; al electrolito, E;, al
potencial generado entre el electrolito y la piel, R, y C, a la epidermis, y R,, a las
capas subcuténeas.
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4. Modelo en altas frecuencias de un transductor piezoeléctrico donde R, = Resistencia
de fuga del transductor C, = capacitancia de fuga del transductor. L,,, R, y Cp,
representan el sistema mecénico

Lm

1

Rm Cm

5.  Elproblemadeencontrarcémoun voltaje constante se divide a través de dos capacitores
es determinante. Un modelo més exacto de un capacitor fisico incluye una resistencia
grande en paralelo representando la corriente de fuga entre las placas del capacitor.

Muestra que con este modelo (véase figura) un voltaje constante es eventualmente
distribuido como




Circuitos eléctricos

A.Il.4 Respuesta senoidal

1.

Cuando se aplica unaseial senoidal a un medidor de dc como lo que seria un v6lmetro,
el instrumento responderd solamente si la frecuencia es baja. A mayores frecuencias,
la inercia de los movimientos mecénicos resultan en una deflexién proporcional a la
fuerza promedio, la cual, para una senoide, es cero.

Un medidor ac responde con una deflexién proporcional al promedio del cuadrado
de la corriente. Si se aplica una corriente constante de 10 A, se produce una deflexi6n.
(Cual debe ser la amplitud de la corriente senoidal para producir la misma deflexién?
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El analisis del comportamiento de los sistemas lineales constituye parte
importante en la formacion del estudiante de ingenieria eléctrica, quien se
enfrentard a problemas reales del mundo de la electrénica, la mecanica o la
biomédica, y que debera saber evaluar el desempeno de tales sistemas.

Asumiendo un conocimiento previo de los elementos fundamentales que
constituyen una red eléctrica, asi como de los métodos empleados para su
andlisis, se aborda el problema de determinar la respuesta de un sistema
cuando se le somete a excitaciones diversas ( funciones rampa, senoidales,
impulso y escaléon ), recurriendo a herramientas como la Transformada de
Laplace y valiéndonos del concepto de Funcion de Transferencia de un
Sistema como elemento central que describe las relaciones entrada - salida.

El material se acompana de numerosos ejemplos y problemas, tanto
propuestos como de aplicaciéon, en su mayoria con solucién, persiguiendo
en todo momento contribuir a la mejor comprensién del comportamiento
de la respuesta de un sistema.
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