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PROLOGO

Uno de los métodos cléasicos para el andlisis de la respuesta de un circuito lo
constituye el analisis con excitaciones senoidales. Este analisis permite predecir
larespuestadel sistemacuando la frecuenciade la sefial de excitacion varia. En
el presente conjunto de notas para el curso de Circuitos Eléctricos I11, se
introduce al estudiante en el uso de estetipo de analisis a partirdel concepto de
lafuncion de transferencia de una red eléctrica.

En el primer capitulo se abordan los temas de respuesta sinusoidal de
circuitos RLC, mediante el calculo de la magnitud y fase de la funcién de
transferencia, consumo de potencia de lared, finalizando con el concepto de
Fasor. Este tltimo topico facilita el analisis de unared eléctrica e introduce al
alumno en larelacion que existe entre los dominios del tiempo y la frecuencia.

En el segundo capitulo se introducen los conceptos de respuesta en

frecuencia, resonancia, ancho de banda, factor de calidad, y de como estos

parametros se observan a través de la traza o Diagrama de Bode. En esta
parte también serevisan los Diagramas de Bode que representan los cambios
de lamagnitudy la fase, en funcidn de la frecuencia.

Finalmente en el capitulo tres se conduce al estudiante en el tema de filtrado
y se le dan las herramientas para el analisis de circuitos RLC —filtros pasivos—
y con amplificadores operacionales —filtros activos.

La intencionde estas notas de Circuitos Eléctricos III es proveer al estudiante
de una guia en el estudio del analisis senoidal de un sistema eléctrico, mediante
una exposicidn tedrica breve apoyada en ejercicios resueltos y con la
incorporacionde problemas propuestos acompariados de solucion. Los autores
agradecen a los revisores del texto sus aportaciones para el mejoramiento del
presente material, asi como a la Ing. Nohra Beltran V. por su ayuda en la
conformacidn del capitulo Il de estas notas de curso.

Los autores






Capitulo 1

ANALISIS SENOIDAL

La funciéon senoidal describe una sefial de gran importancia, ya que la
naturaleza posee numerosos ejemplos de fendmenos senoidales. Ademas,
esta forma de onda es dominante en la industria de potencia eléctrica. La
sefial presente en las tomas de corriente alterna (ca) en nuestra casa, oficina,
laboratorio, etc., es senoidal. Es posible, también, representar cualquier
sefial periddica mediante una suma de senoidales (analisis de Fourier). En
este capitulo nos concentraremos en estudiar la respuesta forzada ante
excitaciones de tipo senoidal, ignorando las condiciones iniciales y la
respuesta transitoria o natural, estudiada en los cursos I y II de esta serie,
que finalmente desaparece en un tiempo muy corto.

Consideremos una onda senoidal dada en la siguiente forma:
x(wt) =X, sen wt (1.1)

donde x(w?) puede representar cualquier voltaje o corriente de lared. X,
es la amplitud o valor maximo, ® es la frecuencia angular y wz es el
argumento de la funcion seno. La grafica de la funcidn seno se muestra en
la figura 1.1, y la funcién se repite cada 2w radianes. Esta condicion se
describe matematicamente como x(w¢ + 21) = x(wt), o, en general, para el
periodo T como

x[o(t+ T)]= x(o1) (1.2)

lo que quiere decir que la funcidn tiene el mismo valor en el tiempo ¢t + T
que en el tiempo ¢.

13
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Figura 1.1 Grdfica de una onda senoidal como funcion de wt y t.

La forma de onda también puede graficarse como funcién del tiempo,
como se muestra en la figura 1.1. Adviértase que esta funcion recorre un
periodo cada T segundos, es decir, en un segundo recorre T periodos o

ciclos. El numero de ciclos por segundo, denominados hertz, es la frecuencia
fdonde

1
f=7 (1.3)
Ahora, como ® = 27 encontramos que

0 = 2= 2nf (14)

es larelacion general entre el periodo en segundos, la frecuencia en hertz
y la frecuencia en radianes.

Consideremos ahora la siguiente expresion general para una funcion
senoidal

x(1)= X,, sen(wr +90) (1.5)

donde wr + 0 es el argumento de la funcidn seno y 0 es el angulo de fase. El
angulo de fase normalmente se expresa en grados mas que en radianes; sin
embargo, es una practica comin y conveniente usar grados para la fase.

14



1.1

Analisis senoidal

x(wt)

Xysen(wt+8)

T |‘=277 2l

AN S :;‘(— Xy sen wi

Figura 1.2 Serial senoidal que adelanta a X, sen wt por 6 radianes.

En la grafica de la figura 1.2 cualquier punto en la forma de onda X,
sen(w? + 0) ocurre 0 radianes antes que el punto correspondiente en la
forma de onda X, sen wt. Decimos que X, sen wr se retrasa de X,, sen(w?
+ 0) en 0 radianes. De una forma mas general, si

x,(t) = X, sen(wr +6)

x\t)= Xy, sen(mr + (p) (1.6)

entonces x (¢) adelanta a x,(¢) en 6 — ¢ radianes. Si 6 = ¢, las formas de
onda estan en fase. Si 0 # @, las funciones estan fuera de fase.

RESPUESTA PERMANENTE SENOIDAL

Si se aplica una excitacion de tipo senoidal a unared lineal, los voltajes
y corrientes de estado estable en la red también seran senoidales. Esto se
aplica, por supuesto, a las ecuaciones de las leyes de voltaje y corrien-
te de Kirchhoff (LVK y LCK). Si un voltaje de rama es una senoide de al-

15
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guna frecuencia, los otros voltajes de rama deben ser senoides de la misma
frecuencia cuando la LVK se aplica alrededor de cualquier trayectoria
cerrada. Esto significa que las soluciones forzadas de las ecuaciones
diferenciales que describen una red con una excitacion senoidal son
funciones senoidales en el tiempo. Por ejemplo, si suponemos que nuestra
funcidn de entrada es un voltaje v(f) y nuestra respuesta de salida es una
corriente i(¢), entonces si v(¢) = A sen(wT + 0), i(¢) sera de la forma i(r) =
B sen(wt + ¢). El punto critico aqui es que conocemos la forma de la
respuesta de salida, y, por tanto, la soluciéon simplemente implica determinar
los valores de los dos parametros B y ¢.

Ejemplo 1.1

Considerar el circuito de la figura 1.3 y obtener la expresion para la co-
rriente i(?).

v(t) = Vyycos ot I *). L

— 1(Y)

Figura 1.3 Circuito RL para el ejemplo 1.1.

La ecuacion de la LVK para este circuito es

di(t)

Ldt

+ Ri(t)=V,, coswt

16



Andlisis senoidal

Como la excitacion es V,, cos wt, suponemos que la componente de la
respuesta forzada de la corriente () es de la forma

i(t)= Acos(wr+0)

y puede escribirse como

i(e) = Acoswtcosp — Asenwtsene
i(t) = A, coswt + A4, seno!

de acuerdo con las relaciones de suma y resta de angulos para senos y
COSenos:

sen(a + B) = sena cos 3 + cosa sen 3

o

os(a + B) =cosa cosP —sena sen 3

(1.7)

[3) =sena cosf3 — cosa sen 3

S o
2 =
—_—
R r
I

B)= cosa cos 3 +sena sen 3

Al sustituir la corriente #(¢) en la ecuacion diferencial precedente se obtiene

d[(A, coswt + A, sen cot) + R(AI cosw! + A4, senmt)]
dt

L =V, coswt
Evaluando la derivada indicada se produce

— AwLsenwt + LA,w cosot + RA0 coswt + RA,w senwt =V,, coswt

Igualando los coeficientes de las funciones seno y coseno, obtenemos

- Aol + RA, =0
AR+ A,0oL =V,

17



Circuitos eléctricos Il

y al resolver estas dos ecuaciones simultaneas en las incognitas A, y 4, se

obtiene
RV
A =5
R +w?L?
oLV
A, = — Mz 2
R +w°L
Por tanto,
. Vu oLV,
i(t) = — COSW! + ——————>SEn W!
(t) R +w *L? R'+oi? "

donde i(¢) puede escribirse como

i(t)= Acos(wt +¢)

donde A4 y ¢ se determinan como sigue:

p RV,

COS® = R7 212
-olV,,

A - — M

sen @ R.+0 2L
, Asen@ ol oL
T e e A e S
De aqui, ¢ A coso R Y. por tanto, @ tan —R como

(Acoscp)2 +(Asen(p)z _ A’(cosz(p +sen2(p)= 42

pr RV} N (0L)'V] ) v2
(R* +071?)  (R?+o?L?) RI+o’L
A= "
VR? + 0 2L

18



Analisis senoidal

Entonces, la expresion final para i(¢) es

ol
cos((x)t —tan” —)
R

i(t)=——=—
\/R2 +oll?

Con este ejemplo se puede percibir que resolver cualquier circuito por
este método es muy complicado. Para evitar este método, se puede establecer
una correspondencia entre funciones senoidales temporales y numeros
complejos. Se observara que esta relacion conduce a un conjunto de
ecuaciones algebraicas para corrientes y voltajes en una red en las que los
coeficientes de las variables son nimeros complejos. De aqui encontra-
remos que determinar las corrientes o voltajes en un circuito puede rea-
lizarse resolviendo un conjunto de ecuaciones algebraicas; sin embargo,
su solucion es complicada por el hecho de que las variables de las ecua-
ciones tienen coeficientes complejos en lugar de reales.

La ecuacion de Euler establece una relacion entre funciones senoidales
variables en el tiempo:

Jot

e’ =coswt + jsenwt (1.8)

Esta funcion tiene una parte real y una imaginaria:

donde Re(e”®") = cosor

Im(e”') = sen ot

Si seleccionamos como funcidn de excitacion el voltaje v(t) =V, e’ , el
cual, debido a la identidad de Euler, se puede escribir como

w(t)=V,, coswt + jV,, senwt

Las partes real e imaginaria de esta funcion son factibles, de tal manera
que la excitacion compleja se puede expresar como dos excitaciones, una
real y otra imaginaria, y como consecuencia de la linealidad de estos



Circuitos eléctricos III

sistemas aplicamos el principio de superposicion y asi la corriente puede
escribirse como

i(t)=1,, cos(at +¢@)+ jI, sen(ot+¢) (1.9)

donde /,, cos((n't+(p') es larespuestadebidaa V,, coswr y Jj1, sen(u)t + (p)
es la respuesta debidaa jV,, senwt . Esta expresion para la corriente que
contiene un término real y uno imaginario puede escribirse via la ecuacion
de Euler como

i(¢) =1, e/ (1.10)
Debido a las relaciones anteriores encontramos que mas que aplicar la
excitacion V,, coswt y calcular la respuesta /,, cos(mt +(p), podemos

aplicar la excitacién ¥, e’*' ycalcular la respuestaf, ¢/(+°) | cuya parte
real es la respuesta deseada /,, cos((nt +0).

Ejemplo 1.2

Determinar la corriente en el circuito RL ya analizado en el ejemplo 1.1.
En lugar de aplicar V,, coswt aplicamos V,,e’*' . La respuesta forzada

sera de la forma j(¢) = J Mef(“”“’), donde sdlo se desconocen /,, y j. Sus-

tituyendo w(¢) e i(¢) en la ecuacion diferencial para el circuito, obtenemos

o+ d i(wre+ ot
R]Me’( ¢)+LE(1M61( w))=VMeJ

derivando

RIMej(m'w) + j(oLlMej(“’“") =V,e’™

20



Analisis senoidal

y dividiendo entre ior,
Rl e” + joLl, e’ =V,

. vV
00 eq e M
Esta ecuacion se puede escribir como 7, e’ = ——=—=
R+ joL

Siconvertimos el segundo miembro de la ecuacion a forma exponencial o
. polar tenemos
. f oL
VAI j[—l(ln (-7{)]

Ie’=——M—-¢
JR? v+ 22

Igualando miembro a miembro,

V oL )
[ :ﬁl(@ — [(“1"](—
Y VR e R

Sin embargo, como la excitacion original era ¥, cos wt en lugar de ¥, e,
la respuesta es la parte real de la respuesta compleja

i(t)=1,, cos((ot + (p)

V L
[([): —#cos(wt —_ [an_l (D—-)
VR + 0?1 R

1.2 LOSFASORESY SUAPLICACION EN LA REPRESENTACION DE
VOLTAJES Y CORRIENTES

Supongamos que la excitacion de una red lineal es de la forma

v(1)=V, e" (1.11)

21
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Todo voltaje o corriente de estado estable en la red tendra la misma
forma y la misma frecuencia w; por ejemplo, una corriente i(¢) sera de la
forma i(r) = 1,,¢/*"**).

Conforme se proceda al analisis en los circuitos, se anotara la frecuencia
y omitiremos el factor e’* ya que éste es comun a todos los términos en
las ecuaciones descritas. Omitir el término e’® indica que todo voltaje o
corriente puede describirse completamente mediante una magnitud y una
fase. Por supuesto, se sabe también que ® se mantiene constante. Por ejem-
plo, un voltaje v(t) puede escribirse en forma exponencial como

v(t)=V,, cos(wt +8) = Re[VMe’(“”*“)] (1.12)
y como un nimero complejo
v(t)=Re(V, £0e"") (1.13)

Como se trabaja con una excitacion compleja, cuya parte real es la res-
puesta deseada, y cada término en la ecuacién contendra e ’®’ | se puede
omitir Re(:) y e’®' y trabajar s6lo con el nimero complejo ¥,,Z6 . Esta
representacion compleja se conoce comunmente como fasor.

Un voltaje v(t) = V,, cos(ot +0) = Rc[VMe"“"*‘”] y una corriente i(f) =
1, cos(u)t +(p) = Re[I Mej(“"“’)] se escriben en notacién fasorial como

V=V,£0 elI=1I,Z¢,respectivamente.
Ejemplo 1.3

Considerar el mismo circuito de los ejemplos 1.1 y I.2. Se usaran fasores
para determinar la expresion para la corriente.
La ecuacidn diferencial es

L

di(t)
dt

+ Ri(t) =V,, cosot

22



Analisis senoidal

La excitacion se puede reemplazar por una excitacion compleja que se
describe como Ve ’®' con el fasor V =V, £0°. De manera similar, la
componente de la respuesta forzada de la corriente i(t) puede reemplazarse
por una funcién compleja que se escribe I =1,,Z¢ .

Utilizando la excitacidn compleja encontramos que la ecuacion diferen-
cial se convierte en

d . ‘
L—(1e’) + RIe™" = ves
dt
JoLlIe’™" + Rle’®" = yeio
Como e’/*' es un factor comun, se puede eliminar y dejar solo los fasores

oLl + RI =V

Por tanto,

4 Vo

ol
= =1,/0=
R+ jwL \/R2+(1)2L2

£ —tan~ —
R
Asi,

V L
()=, cos(mt - tan™' m_)
NRE+o % R

Definimos como “analisis fasorial " o del dominio de la frecuencia las
relaciones entre fasores después de eliminar e/*'. Asi, transformamos un
conjunto de ecuaciones diferenciales con excitaciones senoidales en el
dominio del tiempo, en un conjunto de ecuaciones algebraicas que contienen
numeros complejos en el dominio de la frecuencia. En efecto, nos enfren-
tamos ahora con la solucidn de un conjunto de ecuaciones algebraicas pa-
ra los fasores desconocidos. Los fasores se transforman de manera inversa
al dominio del tiempo para obtener la solucion del conjunto original de
ecuaciones diferenciales. La solucidn de circuitos senoidales en estado
estable seria relativamente simple si se pudiera escribir la ecuacion fasorial
directamente de la descripcion del circuito.

23



acos 1

Mientras que v(¢ ) representa un voltaje en el dominio del tiempo, el
fasor V representa el voltaje en el dominio de la frecuencia. El fasor
contiene s6lo informacion de magnitud y fase, y la frecuencia esta implicita
en esta representacion. En la tabla 1.1 se muestran la transformacion del
dominio del tiempo en el dominio de la frecuencia, asi como la transfor-
macion inversa. Recuerde que el angulo de fase se basa en una funcion
coseno Yy, por tanto, si se incluye una funcion seno se debe emplear un
factor de corrimiento de 90°.

TABLA 1.1. REPRESENTACION FASORIAL

DOMINIO DEL TIEMPO | DOMINIO DE LA FRECUENCIA
A cos(wt £ 0) AZztoO
A sen(wt t 6) I A Z1t(8-90)

1.3 RELACIONES FASORIALES PARA ELEMENTOS
DE CIRCUITOS

Establezcamos las relaciones fasoriales entre voltaje y corriente para los
elementos R, Ly C.

Para el caso de una resistencia, larelacion voltaje a corriente esta dada
por

v(t) = Ri(1) (1.14)

Si se aplica el voltaje complejo V,, e’("""o'), la ecuacidn (1.14) se repro-

duce en la corriente compleja 7. ¢ /(28 y se convierte en
M

V. eJ(‘“"'ev) = RI,, el'("’“’el) (1.15)

la cual se reduce a

V,e’* =RI,e" (1.16)
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Analisis senoidal

y escrita en forma fasorial queda como

V =RI (1.17)
donde

V=Vh,e’9" =VMAG.-GI=IM6’/0' =1, 46, (1.18)

De la ecuacién 1.16 vemos que 6, =0,, por lo que la corriente y el
voltaje para este circuito estan en fase.

Tradicionalmente los niimeros complejos se representan como puntos
en un espacio de dos dimensiones, donde el eje “x’ representa al eje real y
el eje “y” al eje imaginario. El segmento de linea que conecta el origen
con el punto proporciona una representacion adecuada de la magnitud y el
angulo cuando los nimeros complejos se escriben en forma polar. Como
los fasores son nimeros complejos, es conveniente representar graficamente
el voltaje y la corriente fasorial como segmentos de linea. Una grafica de
los segmentos de linea que representan fasores se denomina diagrama
fasorial. Esta representacion pictdrica de los fasores proporciona infor-
macidén inmediata de la magnitud relativa de un fasor con otro, el angulo
entre dos fasores y la posicion relativa de un fasor con respecto a otro
(adelanto o atraso).

La relacidn voltaje-corriente para una bobina, como se muestra en la
figura 1.4, es

_, di() 1.19
v(t)=L 2t (1.19)

Sustituyendo el voltaje y la corriente complejos en esta ecuacion se
obtiene

jlor+ d j(or+
VMeJ( ev).__LEIMe}( 6,) (1.20)

la cual se reduce a

VMeje' = jOJL]Mee' (121)
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+
=
N’

+

—

0‘,'0-‘-& 900 V(t),(l)

Figura 1.4 Relaciones de voltaje-corriente para un inductor: a) relaciones
en el tiempo, b) representacion fasorial, c) diagrama fasorial y d) formas
de onda.

La ecuacion anterior en notacion fasorial es
V= joLl (1.22)

Obsérvese que la ecuacion diferencial en el dominio del tiempo (1.19) se
convirtid en una ecuacion algebraica con coeficientes complejos en el do-
minio de frecuencia. Esta relacion se muestra en la figura 1.4b. Como el
operador imaginario j = e/* =1£90° = ~/- 1 la ecuacién (1.22) puede
escribirse

6 — (@ +90° 1.23
V,e’%=wLl e/ (1.23)

Por tanto, el voltaje y la corriente estan fuera de fase 90°, y en particular
el voltaje se adelanta a la corriente por 90° o la corriente esta retrasada
90° respecto al voltaje. El diagrama fasorial y la forma de onda senoidales
para el circuito de la bobina se muestran en la figura 1.4 (c) y (d).
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Analisis senoidal

Como se muestra en la figura 1.5, la relacion voltaje-corriente para
nuestro ultimo elemento pasivo, el capacitor, es

dw(t
()=c (1) (1.24)
a) dt b)
o= c | 1= juCv
_2 r_i(t_) | e
c c
v(t) T v B
|
|
. ]
. 8 =g, +9%0° v )
I JlrV 1]
»
6; L/ I wt
' Re
c) d)

Figura 1.5 Relaciones voltaje-corriente para un capacitador:
a) relaciones de tiempo, b) representacion fasorial,
¢) diagrama fasorial y d) formas de onda.

Una vez mas, empleando el voltaje y la corriente complejos obtenemos

jlwr+6, d o1+
1, et °)=C5Vue’( 0.)

la cual se reduce a

[Meﬁ' =J(1)CVMejev (1.25)

En notacion fasorial esta ecuacion se convierte en

1=j0CV (1.26)
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La ecuacidn diferencial (1.24) en el dominio del tiempo se transformé en
la ecuacion (1.26), una ecuacion algrabraica con coeficientes complejos
en el dominio de la fecuencia. Sustituir e/ en la ecuacion (1.25) da

IMeje' =0)CVM€j(9"+900) (1.27)

El voltaje y la corriente estan 90° fuera de fase. La ecuacion (1.27) establece
que la corriente se adelanta 90° al voltaje o que el voltaje se retrasa 90° de
la corriente.

1.4 IMPEDANCIAY ADMITANCIA

La impedancia se define como larazon del voltaje V a la cormente I:
=— (1.28)

enlas terminales del elemento, relacionados uno con otro por la convencién
pasiva de signos, como se ilustra en la figura 1.6.

Im £8;
—

Circuito

tNz/Le, de
us G"C‘) =¥ CA

Figura 1.6 Relacion de impedancia en general.
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ComoV el soncomplejos, laimpedancia Z es complejay

v, 20, V,
= = £O, -0, =2£96
]Mée, ]M v i r4 (1'29)

Como Z es larazon de V e I, las unidades de Z son ohms (€2). Asi, la im-
pedancia en un circuito de corriente alterna (ca) es analoga a la resistencia
en un circuito de corriente directa (cd). En forma rectangular la impedancia
se expresa como

Z(jm):R(m)+jX((o) (1.30)

donde R(w) es la componente real, o resistiva, y X(w) es la componente
imaginaria o reactiva. En general, simplemente nos referimos a R como
resistencia y a X como reactancia. Es importante notar que R y X son fun-
ciones reales de w, y por consiguiente Z(w) es dependiente de la frecuen-
cia. Laecuacion (1.30) indica que Z es un numero complejo; sin embargo,
no es un fasor.

Las ecuaciones (1.31) y(1.32) indican que Z£0, = R+ jX

Z=VJR*+ X?
Por tanto, X (1.31)
0, =tan” —
R
P R=ZcosH, e
onae X =Zsenb, (1.32)

Para los elementos pasivos individuales, la impedancia es como se
muestra en la tabla.
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TABLA 1.2. IMPEDANCIA DE ELEMENTOS PASIVOS.

ELEMENTOS IMPEDANCIA
PASIVOS
R Z =R
L Z=joL=jX,=0Ll90° X, =oL
c z=-— - jx.=-"L oo, x, =-—_
S Sec T T ucC At T TecC

La pregunta ahora es como encontrar la impedancia equivalente en cir-
cuitos de ca.

Las LCK y LVK son validas en el dominio de la frecuencia. Vamos a
utilizar este hecho para mostrar que las impedancias pueden combinarse
usando las mismas reglas que se emplean para las combinaciones de re-
sistencias. Es decir, si Z, Z,, Z,, ..., Z_ estan conectadas en serie, la im-
pedancia equivalente Z_es

Z,=2,+Z,+Z,+.+Z, (1.33)

y si estan conectadas en paralelo, la impedancia equivalente es

(1.34)

Ejemplo 1.4

Determinar la impedancia equivalente de la red que se muestra en la figura
1.7 si la frecuencia es f = 60Hz . Calcular la corriente #(¢) si la fuente de

voltajees v(t) = 50 cos((ot +30° ) . Calcular la impedancia equivalen-
te si la frecuencia es f =400Hz.

30



Analisis senoidal

H —

R=25Q

L=20 mH

o (O

C=50 pF

RN

Figura 1.7 Circuito de ca en serie.

Las impedancias de cada elemento son

z, =25Q
Z, = joL = j(2nx60)(20x107) = j7.54Q
J ’ - j53.05Q

Z = - - = - S —
‘ wC (2nx60)(50x10°¢)
y la corriente en el circuito esta dada por

V 50£30° 50£30°
=096£91.22° 4

Z 25— j4551 5192 - 61.22°

En el dominio del tiempo, i(t) = 0.96 cos(377¢ + 91.22° ) 4.
Si la frecuencia es 400 Hz, la impedancia de cada elemento es

Z, =250
Z, = joL = j5027Q

J .
Z,=—-———=-j796Q
c oC J
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Laimpedanciatotal es

Z =25+ j4231=4914.5942°Q

Otra cantidad que es muy util en el analisis de circuitos de ca es la ad-
mitancia de entrada de dos terminales, que es el reciproco de la impedancia;
es decir,

Y (1.35)

_1_1
“Z vV

Lasunidades de ¥ son siemens, y esta cantidad es analoga a la conductancia

en circuitos de cd resistivos. Como Z es un nimero complejo, ¥ también
es un nimero complejo:

Y=Y,L£0, (1.36)
que se escribe en forma rectangular como
Y=G+ B (137)

donde Gy B se llaman conductancia y susceptancia, respectivamente. De-
bido a larelacion entre ¥ y Z, podemos expresar los componentes de una
cantidad como funcién de los componentes de la otra. De la expresion

OB R x (1.38)

podemos mostrar que

“Crexe FrRex )
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Anadlisis senoidal

y de unamanera similar,podemosmostrar que

G -B

P (1.40)
G? + B*’ G? + B?

R=

Es muy importante notar que en general R y G no son reciprocas una de la
otra. Lo mismo es cierto para X y B. El caso puramente resistivo es una
excepcidn. En el caso puramente reactivo las cantidades son reciprocas
negativas una de la otra. La admitancia de los elementos pasivos indivi-
duales es

1
Y,=—=G
F R

LI R PYL
YL—ij—-mL (1.41)
Yo = joC=wCL90°

Una vez mas, como la LCK y la LVK son vélidas en el dominio de la
frecuencia, lasreglas para combinar admitancias son las mismas que aquellas
para combinar conductancias; es decir,si ¥, ¥, Y, ..., ¥ estan conectadas
en paralelo, laadmitancia equivalente es

Y =¥+ X4, 4F, (1.42)

ysiY, Y, Y, .. Y estan conectadas en serie, la admitancia equivalen-
te es

— =t —t. (1.43)
Ejemplo 1.5
Calcular la admitancia equivalente Y para lared de la figural.8 y usarla

para determinar la corriente I'si ¥ = 60£45°.
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s '. A
L, Z,=1Q Z,=j4Q

Figura 1.8 Ejemplo de circuito en paralelo, cdlculo de la admitancia.

De la figura 1.8 se observa que

Por tanto,

y de aqui,
I=Y,V

—(1 'l)(60445°)
(2774
=336£18.43°

ANALISIS BASICO UTILIZANDO LAS LEYES DE KIRCHH OFF

Las leyes de Kirchhoff se pueden aplicar en el dominio de la frecuenciay,
por tanto, se pueden usar para calcular voltajes y corrientes de estado es-
table en circuitos de ca. Este método incluye expresar esos voltajes y co-
rrientes como fasores; una vez hecho esto, el analisis de ca en estado
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estable empleando ecuaciones fasoriales se lleva a cabo en formaidénticaa la
utilizada en el analisis de cd de circuitos resistivos. El algebra de ni-meros
complejos es la herramienta que se utilizapara la manipulaciéon matematica de
las ecuaciones fasoriales, las cuales, por supuesto, tienen coeficientes comple jos.
Las técnicas que se han aplicado en la solucion de circuitos resistivos de cd
también son validas en el analisis de circuitos de ca, siendo la unica diferencia
que en el analisis de circuitos de ca de estado estable las ecuaciones fasoriales
algebraicastienencoeficientescomplejos.

Ejemplo 1.6

Calcular todos los voltajes y corrientes en el circuito de la figura 1.9.

Vs=24 600V |

D ®
Figura1.9a) 8emp10 de circuito de ca y b) diagrama
fasorial para las corrientes.

Se calculara la impedancia total vista por la fuente V. Se usara esta
para determinar /,. Si conocemos /,, podemos calcular ¥, usando la LVK.
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Laimpedanciatotal vista por la fuente Ves

(J6)(8 - j4)
7, =4+ -———
“ j6+ 8- j4
24 + j48
PR R
8+ j2
Z, =4+424+ j494
Z,,=961£3094°Q

eq:

. Vo 24£60°
i T 9.61£30.94°
entonces Zm
I, = 252£29.06°

V, puede determinarse usando la LVK:

V, =V, -4,
V, = 24£60° - 10£29.06°

V, =326+ 1593 =1626£78.43°

V, puede calcularse mediante el divisor de voltaje:

. (y6)(8~ja)
v o J6+8-j4
N (7] C)

Jj6+8—j4

el cual, partiendo de nuestros calculos previos, es

(24£60°)(6.51£49.36°)
9.61£30.94°
V, = 16.26£78.42°

1
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Conociendo V, se puedencalcular I, e I :

LoV 16.26£78.42°
276 6£90°
I,=271£-1157°

I. = ._V'__

3

I, =182£105°
Finalmente, V, puede calcularse como
V,=1, (_ j4)
V,=728£15°

ANALISIS DE CIRCUITOS MEDIANTE FASORES

Todos los métodos de analisis aplicables a circuitos de cd se pueden aplicar
al analisis de ca en estado estable. Algunos de los métodos utilizados son:
analisis por mallas, andlisis nodal, divisores de corriente y voltaje, super-
posicion, etcétera.

Ejemplo 1.7

Determinar la corriente /_ en lared de la figura 1.10 usando analisis nodal.
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o
iR Vlé%v v
— 000 » | + - e
[\
Q. T » 19 e
2/0 A
Io
T
(@ ~
20y
iR o B v
s S U Ty
| +
N

Figura 1.10 a) Andlisis nodal y b) andlisis de mallas para el ejemplo 1.7.
La ecuacion de la LCK para el supemodo que incluye la fuente de volta-
Je es
Vv

vV, V
—_2£0° + 2+ 2
1+

-=0
1-J
y la ecuacion de restriccion de la LVK asociada es

V,+6£0° =V,
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Resolviendo para V, en la segunda ecuacion y utilizando este valor enla primera
ecuacion, se obtiene

V,-6£0° V
2 _2/0°+V,+—2-=0
1+ -
0
1 1 6+2+2j
V) —+1+ T = X
HRES 1—j 1+

Resolviendo para V, obtenemos

Por tanto,

Ejemplo 1.8

Determinar el voltaje ¥ cn el circuito de la figura 1.11. En este circuito
utilizarcmos el teorcma de Thévenin y cl teorcma de Norton.

ar] L
~IQ== () (1) 4/0" A
Y l ' \"\, La :*-
21 T 19(?): 15e Vo
| [ i

Figura 1.11 Circuito empleado en el ejemplo 1.8.
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Para aplicar el teoremad e Thévenin, encontraremos el voltaje decircuito
abierto y entonces determinaremos la impedancia equivalente de Thévenin
usando una fuente de prueba en las terminales del circuito abierto. Podemos
determinar la impedancia equivalente de Thévenin calculando la corriente
de cortocircuito; sin embargo, determinaremos esta corriente cuando
apliquemos el teorema de Norton (Fig. 1.12).

o den L
-iQ 4(0°A -ifd
12 12 I 1Q 1Q 14
: +

N—
214 iQ Voo 21, 0
~ Vpxu-ba

Figura 1.12 Circuitos utilizados en el ejemplo 1.18 cuando se aplica el
teorema de Thévenin.

El voltaje de circuito abierto se determina partiendo de la red de la fi-
gura anterior. Adviertaque J_ =4/0°, ycomo 2] fluye a través de la
bobina, el voltaje de circuito abierto V_ es

v, =-1(420°) + ji(21,)
V,.=-4+ /8

Para determinar la impedancia equivalente de Thévenin, eliminamos
las fuentes independientes, aplicamos una fuente de voltaje de prueba
en las terminales de salida y calculamos la corriente que sale de la fuente
de prueba. Como se muestra en la siguiente figura, ya que I fluyeenla
fuente de prueba, la LVK requiere que la corriente en la bobina también
sea I . La LVK alrededor del anillo que contiene la fuente de prueba
indica que

ju,-u,-v

prueba

=0

Por tanto,
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entonces
V b
T pnu"a_
th B I‘
z,=1-jO

Si ahora se conecta la red equivalente de Thévenin a la carga como se
muestra en la figura 1.13, se encuentra que el voltaje de salida V es

10
N I} o
-iQ £

10
-4+,8 V<t> 2 Vo

Figura 1.13 Circuito equivalente de Thévenin del ejemplo 1.8.
_—4+ 8
*T 2l
V,=-4£~3687°

ol

Al usar el teorema de Norton encontraremos la corriente de cortocircuito

a partir de lared de la figura 1.14. Es posible usar el método de analisis
por nodos.

Figura 1.14 Aplicacion del teorema de Norton al circuito del ejemplo 1.8.
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Las ecuaciones denodo son
V,+12£0° =V,
K, XV, . V,-V,

-Jl 1

vV, -V V,-V V
L2 22 4/0°+—2+1,=0
- j1 1 J1 ’

-2 =0

1 =

X

Vi
1

Sustituyendo la primera y la ultima ecuaciones en las ecuaciones restantes
se obtiene

1+ )W, =3+ j)I. = j12
(1+ v, = (3+ )1
-(1+ v, + (DI = 4- j12

Resolviendo esas ecuaciones para I se obtiene

. =4
I =gp—
’ 1+ j

La ecuacidon de la LCK en el nodo de la extrema derecha en la red de
figuracs

I7=420°+1,

Resolviendo para I obtenemos

Sc encontrd con anterioridad que la impedancia equivalentc de Thévenin
cra

z,, =(l —./)Q
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Usando lared equivalente de Norton, la red original se reduce a la
mostrada enla figura 1.15.

-(8+j4) A
T+ /xQ

Figura 1.15 Circuito equivalente de Norton del ejemplo 1.8.

El voltaje V_es entonces

§ - (8+4)[ (- /)]

1+j [ 1+1+ ]

10
3+

V,=-4/-3687°

Vv

1.7 METODO GRAFICO DE FASORES

1.7.1 Adicion grafica de fasores

Mediante el método grafico se pueden calcular sumas de sefiales senoidales
de la misma frecuencia con diferentes amplitudes y fases. Por ejemplo, los
fasores ¥, y ¥, , los cuales representan sefiales senoidales

,(£)=8cos(100r — 40°)

y,(£)=5cos(100z +120°)
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se grafican en el plano complejo de la figura 1.16 (a). La suma de los dos
fasores se puede realizar mediante adicion grafica,

Y, +Y, =377

Re

Figura 1.16 Adicion grdfica de fasores: a) suma de dos senales
senoidales de la misma frecuencia y b) suma de seno y coseno.

entonces
yi(€)+ ,(t) =3.7cos (1001 - 12.6°)
Dela figura 1.16(b) consideramos la suma
y3(6)+ y,(1)=10sen(10%¢)- 10cos(10*¢).

También sabemos que la funcién seno esta relacionada con el coseno me-
diante

Asen(of +¢ )= Acos(o? + ¢ ~90°) (1 a0)

entonces

y,(6)= IOSen(IO‘t)
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tiene el fasor en el eje imaginario negativo, como se muestraen la figu- ra
1.16b.
Del diagrama,

y, (1) + y4(t)=IOsen(10‘t)+ IOCos(IO"t +180°)
= 10v2 cos(10*¢ + 225°)

Im A4

lIL + /-

alll, |

L }VL L Re

' P

4

) 7

) ! 9 Iy, A
}VR R“‘RII Re

5 Aot by
% M hL—‘*" .

Figira 1.17 Relaciones de fusores para los elementos bdsicos.
1.7.Z Relaciones graficas para R, Ly C

La referencia para los fasores de voltaje y corriente para resistores, in-
ductores y capacitores tiene la relacién que se muestra en la figura 1.17.
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Para el resistor, los fasores de voltaje y corriente tienen el mismo angulo (se
dice queel voltaje y lacorriente estan en fase), y la longitud del fasor de voltaje
es R veces la longitud (o magnitud) del fasor de corriente.

Para el inductor

vV
L= jolL
Il

0 ‘ (1.45)

V, = joLl =(oL)e’™"

Lalongitud del fasor ¥, es (wL) veces lalongitudde/, ,yel angulode ¥,
es 90° mayor que el de /,. La corriente esta retrasada 90° respecto al
voltaje.

Para el capacitor,

(1.46)

1 e
VC :[;C ]e 490 IC

El fasor de voltaje del capacitor tiene una longitud (1/wC) veces el
fasor de corriente del capacitor. La corriente del capacitor se adelanta al
voltaje en 90°.

1.7.3 Solucion a redes triviales

Las relaciones entre fasores de R, L y C pueden usarse para resolver gra-
ficamente problemas de redes senoidales. Por ejemplo, para lared de la
figura 1.18a el fasor de la fuente se grafica en el diagrama de fasores (Fig.
1.18b). 7 es la corriente a través del inductor; por consiguiente, la magni-
tud del voltaje del inductor es wL veces la magnitud de la corriente. El
angulo de ¥, es 90° mayor que el de la corriente. El fasor de voltaje del
resistor (V) tiene el mismo angulo de /'y el doble de su magnitud.
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Elvoltaje es
V=V, +V,

lo cual se obtiene graficamente sumando ¥V, y ¥, mediante el método del
paralelogramo. Utilizando el método practico se obtiene

V =25/
entonces,

v(t)=25.2cos(3t + 76°) v

é | L : +
1H 3Q VL

© &
1(1)=7cos 3t + 20°)

R Cod )

(b)
Figura 1.18 Solucion grdfica a redes en serie.
Paralared de la figura 1.19a, el fasor V' se grafica en un plano complejo

en la figura 1.19b. /, esta en la misma direccion de V'y es un tercio de su
magnitud. El fasor /, es de magnitud

-( 2 V1=V

|

L
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yretrasaa V'en 90°. El fasor /. tiene magnitud
1
Kel=acV=1 M

y el angulo es 90° mayor que el de V.
La corriente neta

I=1g +I, +1;

se construye graficamente en el diagrama fasor y es aproximadamente

[=1.8¢/*
entonces
i(t)=1.8cos (2¢ + 244 °)4
iCt) I,
v (t)=3cos (2t— 60°
. =
32 ar 10 l <_2=3e—j600 st i2Q
()

Re

(b)

Figura 1.19 Solucion grdfica a redes en paralelo.

48



Andlisis senoidal

1.7.4 Método de la fuente de prueba

Para resolver graficamente redes mas complejas, se parte del hecho de
que la solucidn de una red de una sola fuente para cualquier sefial fasorial
es proporcional al fasor de la fuente. Ademas, si la magnitud de la fuente
se cambia en algun factor, las magnitudes de todos los fasores de la red
seran modificados por el mismo factor. Si la fase de la fuente se modifica,
todos los angulos se cambian en la misma magnitud.

En la red de la figura 1.20a, los voltajes ¥, y ¥, no estén simplemente
relacionados con la fuente V. Mediante el método gréfico se tratade suponer
una corriente / y encontrar el voltaje ¥ utilizando las relaciones de faso-
res. El V' encontrado, que no necesariamente es el valor correcto, es la
fuente de voltaje que produciria la corriente asumida. Luego se busca el
valor verdadero de la corriente y de los otros fasores considerando cémo
deben cambiarse la magnitud y el angulo de / para encontrar el verdadero
valorde V.

Por ejemplo, una corriente de prueba podria ser I = e/ .

Los fasores de voltaje del resistor y del inductor con esta corriente son

V=2 y Vv, =37
como se grafican en el diagrama de fasores de prueba de la figura 1.20b.
La suma de los voltajes del resistor y del inductor es la fuente de voltaje V,
la cual tendria el valor de

V = 3.6/

si la corriente fuese la corriente de prueba.

Si/7 estuviese a — 56.3°, todos los fasores rotarian, en el sentido de las
manecillas del reloj, 56.3°, y V estaria en 0°. Si / estuviese a 5/3.6 unidades
de longitud en lugar de una unidad de longitud, todos los demas fasores
serian 5/3.6 veces la longitud y la magnitud de V seria de 5 unidades en
lugar de 3.6 unidades. El diagrama corregido de la red se muestra en la
figura 1.20c.
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- + 1 +

J i??;\\ 2@/ RV //?\\\\ 2Q ) vy

(5v(t)=5c0531 % * kD) N
tH v, (1) &[/v j0°

’ =5e 130y vy
(e)
Im
|
v
417 R
-
2 oﬁ' Re
139 45630
- et
278 e
Vr
(b) (e)

Figura 1.20 Usando el método de fuente de prueba: a) redy fasor equivalente,
b) diagrama del fasor de prueba y c) diagrama de fasor corregido.

1.8 ANALISIS DE POTENCIA EN ESTADO ESTABLE

Tipicamente, los dispositivos eléctricos y electronicos tienen condiciones
normales de funcionamiento de potencia instantanea maxima o de potencia
pico que no pueden excederse sin dafiar los dispositivos.

Podemos definir la potencia instantanea como el producto del voltaje y
la corriente. La potencia promedio, obtenida al promediar la potencia ins-
tantanea, es la razén promedio a la cual la energia es absorbida o su-
ministrada. En el caso de cd, donde la corriente y el voltaje son constantes,
la potencia instantanea es igual a la potencia promedio. Sin embargo, és-
te no es el caso cuando las corrientes y voltajes son funciones senoidales
del tiempo.
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1.8.1 Potencia instantanea

Empleando la convencidn de signos, podemos calcular la potencia ins-
tantanea suministrada o absorbida por algun dispositivo como el producto
del voltaje instantaneo a través del dispositivo y la corriente instantanea a
través de él.

Consideremos el circuito de la figura 1.21. En general, el voltaje y la
corriente en estado estable para la red pueden escribirse asi:

W)=V, cos(mt + OV)

1.44
i(t) = 1,, cos(wr +9,) (1.44)
O
|
t + Z
(2 )
Figura 1.21. Red de ca simple.
La potencia instantanea es
t) = i(e)v(s
p(1) = (1) s

p(t) =V,I, cos((ot + Gv) cos(mt + 9.)
Empleando laidentidad trigonométrica

cos¢, cosd, = %[cos(«b, —¢,) + cos(¢, + ¢2)] (1.46)

encontramos que la potencia instantanea puede escribirse como

P(t)= QZ_I"L [cos(ev —9,.) + cos(20)t +0, +9‘.)] (1.47)
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La potencia instantanea consta dedos términos. El primer término es
una constante (es decir, es independiente del tiempo) y el segundo término es
una onda coseno de dos veces la frecuencia de excitacion.

1.8.2 Potencia promedio

El valor promedio de cualquier forma de onda puede calcularse inte-
grando la funcién en un periodo completo y dividiendo este resulta-
do entre el periodo. Si el voltaje y la corriente tienen la forma
v(t)=V,, cos(u)t + Ov), i()=1, cos(cot + 8,,) , lapotencia promedio es

1? I p(1)de

1.48
%I Vi, cos(mt +0, ) cos(mf + 9;)‘/[ ( )

2n
donde ¢ es arbitrario, T = o &S el periodo del voltaje o la corriente, y P

se mide en watts. Realmente podemos promediar la forma de onda sobre

un numero entero de periodos de modo que la ecuacién pueda escribirse
como

P= # j{’ o Vily cos((ot + 9\,) cos(mt + 9,.)dt (1.49)

donde n es un entero positivo.

Empleando la identidad trigonométrica en la expresion anterior, ob-
tenemos

Vi dos
P=F[ o = [cos(e 9,)+cos(2cot+9\,+9,.)]dt (1.50)

Al analizar la integracién se puede determinar el resultado por ins-
peccion. El primer término es independiente de ¢, y por tanto es una constan-
te en la integracion. Integrando las constantes en el periodo y dividiendo
entre el periodo, resulta simplemente la constante original. El segundo
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término es una onda coseno. El valor promedio de una onda coseno en un
periodo completo o un nimero entero de periodos es cero; por tanto, el
segundo término desaparece. En consecuencia, la ecuacion se reduce a

P=—V,I, cos(6, -90,) (1.51)

4
2

Como cos(-0) = cos(8) , el argumento parauna funciéncoseno puede
ser 0, —0, 6 6, —0,. Ademas, notese que 0, — 0, es el angulo de la im-
pedancia del circuito. Si analizamos un circuito puramente resistivo,

1
, 1.52
Pagitl, (1.52)

L

Debido a que las impedancias puramente reactivas no absorben potencia
promedio, con frecuencia reciben el nombre de elementos sin pérdidas. La
red puramente reactiva opera en una forma tal que almacena energia en
una parte del periodo y la libera en otra.

Ejemplo 1.9

1060°v (1)

Figura 1.22 Ejemplo de circuito RL.

Determinar la potencia promedio absorbida por la impedancia que se
muestra en la figura 1.22.

V. Ve 10£60°
I:—: v—-=— ——_-3.53 150
7 2+25 283/45 =
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Portanto, /,, =353 y 6, =15

P = %VMIM cos(ev —9,)

1
De aqui, 2= ?(10)(353) COS(600 = 150)
P =125W

Como la bobina no absorbe potencia, podemos emplear la ecuacion pa-
ra potencia en una resistencia; para ello encontramos el voltaje en la
resistencia

10£60°)(2
R=( }( ) 707215
2+2j
y, por tanto,
1
P = ?(7.07)(3.53)

)
Il

12.5W

Ademas, usando la ley de Ohm podemos también emplear las expresiones

P=

2
M
R

!
2

Ejemplo 1.10

Determinar, en el circuito de la figura 1.23, la potencia promedio total ab-
sorbida y la potencia promedio total suministrada.
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A 4
|
-

, ol 2Q

+}

12/45°v () /a0
L _iq

Figura 1.23 Ejemplo de circuito para ilustrar un balance de potencia.

De la figura notamos que

12£45° .
=", =3445
12£45° 12£45°
= = = = 537£7157°

2-j | 224/-2657°

Yy, por tanto,
I=1+1,
I=3£45+537£7157°
1=816£62.08°

La potencia promedio absorbida en la resistencia de 4Q2 es

1 1
F = EVM[M = 5(12)(3) = 18W

La potencia promedio absorbida en la resistencia de 22 es

(537)%(2) = 288w

]
I}R = —
M 2

N | —

P, =
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Por tanto, la potencia promedio total absorbida es

P, =18+28.8 =468

La potencia promedio total suministrada por la fuente es

1
Fs = EVM]M cos(ev _9:)

P, = 2—'(12)(8.16)cos(45° — 62.08°)
Py = 46.8W

Asi, la potencia promedio total suministrada es, por supuesto, igual a la
potencia promedio total absorbida.

Ejemplo 1.11

Considerar la red de la figura 1.24 y determinar la potencia promedio to-
tal absorbida y suministrada por cada elemento.

I, 1,
- — 00—
1
2
|
12/2°v (1) 2 (D)6

Figura 1.24 Ejemplo de circuito RL con dos fuentes.
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De la figuranotamos que

12£30°
L= =6£30°
2

12£30° - 6£0° 439+ j6 .
= = 743/-3619
J J

La potencia absorbida por la resistencia de 2€2 es

1 1
B=Vly= 5(12)(6) = 36/

&

De acuerdo con la direccion de /., la fuente 6£0° esta absorbiendo po-
tencia. La potencia que absorbe esta dada por

I
P .= EVMIM cos(ev —6,.)
1
o = 5(6)(7.4) cod0° (- 36.19°)]
6.£0° = 18w

Para saber si la fuente esta suministrando potencia al resto de lared o
absorbiéndola, empleamos la convencion pasiva de signos; o sea, si la di-
reccidn de la corriente de referencia entra en la terminal positiva de la
fuente y la respuesta es positiva, entonces la fuente esta absorbiendo poten-
cia. Si la respuesta es negativa, la fuente esta suministrando potencia al
resto del circuito.

Para obtener la potencia suministrada a la red, calculamos /, como

I, =1,+1,
, = 6£30° +743£ -3619°
I, =1129£-17.07°
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Por tanto, la potencia suministrada por la fuente de 12£30° utilizando la
convencion es

Py

(12)(11.29) cos(30° + 7.07°)
aw

o
I
oo

.. la potencia absorbida es igual a la potencia suministrada.
1.8.3 Transferencia de potencia promedio maxima

Para abordar el tema analizaremos el circuito de la figura 1.25 a fin de de-
terminar la impedancia de carga de la red que dard como resultado una
potencia promedio maxima absorbida por la impedancia Z,.

La ecuacioén para potencia promedio en la carga es

1
PL(t)=;V,_1L cos(©, -0,) (1.53)

La corriente y el voltaje en la carga estan dados por las expresiones

Ve
L= Zn+Z,
Th L
= VOCZL
- ZTh +ZL

donde
Z;, =Ry + jXp,
Z, =R, +jX,
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Figura 1.25 Circuito utilizado para examinar la maxima
transferencia de potencia.

La magnitud de la corriente y el voltaje fasoriales esta dada por las
expresiones

P . B
[(R,,, +R,)" +(x, +XL)’]E
L Wefriexn) B

L

N -

[(R,,, +R,) + (X, + XL)’]

Los angulos de fase para la corriente y voltaje estan contenidos en la
cantidad (OVL —0,.11).
Obsérvese que también 6, —6, =6, yademas cosf, =- R, .
' ' \/[RZ + XZ]
Sustituyendo las ecuaciones en la ecuacion de potencia se obtiene
1 Ve R,

P s
© 2(Ry +R) +(x, + x,)

(1.55)
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Para maximizar P, hay que tener presente que ¥, .esunaconstante.
La cantidad (X7, + X, ) no absorbe potencia y, por tanto, cualquier valor diferente
de cero de esta cantidad solo sirve para reducir P,. De aqui que podamos
eliminar este término seleccionando X, =— X,. Nuestroproblemasereducea
maxirmizar
B o B0 - (1.56)
2 (Rl_ + & Th )

Esta es lamisma cantidad que se maximiza para el caso de un problema
puramente resistivo seleccionando R = R,,. Por lo tanto, para una trans-
ferencia de potencia promedio maxima a la carga que se muestra en la
figura 1.20, Z debe elegirse de forma que

ZL = Rl. +jXI. = R]‘h _j‘th =Z;;, (157)

Finalmente, si la impedancia de carga es puramente resistiva (es decir,
X,=0), la condicion para transferencia de potencia promedio maxima puede

. . .. 9P,
derivarse mediante la expresion —*
L

=0, donde P, es la expresion en la
ecuacion (1.56).

P, 2[(RT,, +BY (x4 X )ZIV LA(R,, +R,)
OR, z[ Ry +R,) +(X,+X ) ]:
0P, 4(x,, + X))

= 2 1.58
R of(Rp + R,) + (00 + X,)] G
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Esto se cumple cuando

R, =R, y Xp=—X,
Z, =7, =Ry~ jXp

1.8.4 Valores efectivos 0o RMS

Se define como valor efectivo un valor constante o de cd que entrega la
misma potencia promedio a unaresistencia R.

El valor rms (raiz cuadrada media) de una senoide es igual al valor ma-
ximo dividido entre ¥2 . Una corriente o voltaje senoidal con un valor

maximo /, o V, entrega la misma potencia promedio a una resistencia R
5 5 IM VM
que una corriente o voltaje cd con un valor 72— 0 :/—5 .
Al usar los valores rms para el voltaje y la corriente, la potencia prome-
dio puede escribirse en general como

P=v, .I.,, cos(Bv - 6,) (1.60)

. . . . V:
La potencia absorbida por una resistenciaR es P =12 R = 2.
Al tratar con voltajes y corrientes en diferentes aplicaciones eléctricas
es importante saber si los valores citados son maximos, promedio o rms.
Si la corriente en una resistencia R estd compuesta por una suma de
ondas senoidales de frecuencias diferentes, la potencia absorbida por la
resistencia puede expresarse como
—(r2 2 2
P=(12, +12, +..+1I%,

2rms

(1.61)

donde el valor rms de la corriente total es

Ly = VG + Bt 412 (1.62)

nrms

Cada componente representa una corriente de diferente frecuencia.
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1.8.5 Potencia compleja

Consideremos el circuito de la figura 1. 26.

Vims I::' z/0;

Figura 1.26 Circuito empleado para explicar relaciones de potencia.

La potencia compleja se define como

NEL (1.63)

donde I se refiere al complejo conjugado de 7 ; es decir,si 1
1,.46,=1I,+jl entonces I, =1 /-6, =1,—jI.Lapotenciacom-
pleja es entonces

S Z0 T84 -9 =V, 1.8, -9,

vorms rms= rms

0 (1.64)
S =Vdmcos(0,-0,)+ V.1, sen(®, —0,)

rms- rms rms- rmms

donde, por supuesto, 6, -6, =0, . La primera parte de esta ecuacion es la
potencia promedio o real. La parte imaginaria de S se denomina potencia
reactiva. Por tanto, la potencia compleja se puede expresar en la forma

S=P+/0 (1.65)
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donde

(1.66)

Ejemplo 1.12

a)  Parael circuito de la figura, utilizar el equivalente de Thévenin pa-
ra determinar el valor de Z, en el circuito, a fin de obtener la maxima
transferencia de potencia. Qué elementos forman Z,?

5Q 3jQ a
_ AT o

e

20/ 0° @__,J < 0Q == T8 |z

Iremos haciendo la transformacion de fuentes hasta dejar el circuito en
una forma simplificada, que nos ayude a encontrar V', y Z, a partir del
equivalente de Thévenin.

Transformando la fuente de voltaje en serie con la impedancia de 5€2 a
una fuente de corriente en paralelo con estamisma impedancia y encontrando
el equivalente del paralelode Z,, y Z, . , tenemos

3;Q a
R .
+
) =— -6jQ ‘_]
(o] ¢
40 @ 4Q o
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Hacemos de nuevo una transformacion de fuentes para tener una sola
malla, ademas de obtener la seriede Z,,y Z,. |

(4+3i)Q )
__1 2
+
16 £ 0° é) UL
Zty

16)0°(- 6,Q)
Vi = ———=—=19.2)~ 53.14°
PR

Como tenemos una fuente independiente, podemos anularla para encon-

trar Zm. a
o
+
(4+3)) Q S
ZrH
-
b

El equivalente de Thévenin del circuito original queda finalmente asi:

576 -168iQ
el

192 4—5314°<‘_> E;,

[}
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La condicidn para tener maxima transferencia de potencia en la carga
de uncircuito es

Z,=2Q,
Por lo tanto,
Z,=5.76 + 1.68 jQ

Z, esta formada por una impedancia resistiva de 5.76Q2 y una impedancia
inductiva de 1.68;<2.

Ejemplo 1.13

Enel siguiente circuito, calcular Z, para maxima transferencia de potencia.

771 S
r'do\ | ZL ‘

':
1Q 5 10

L
i |—1/4F
2sendt {\:’_/'.' 1/4 F

Pararesolver este problema, pasemos el circuito al dominio de fasores:

a ZL .
14 16
_f\\/_l__H_
- -2jQ
- -2i8 L
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Paratener laméxima transferenciadepotencia Z, = Z,, , eliminamos
la fuente independiente de voltaje y reorganizamos el circuito para encontrar la
impedancia de Thévenin.

0—]

1Q< _2jQ| -2jQ “TH
LT T

1Y; 10

O b

Encontramos primero Zeq, conel paralelo de las impedancias capacitivas

Z,.=2j| -2j=——=—j
w =2/ =2 =m=

Z,,estaen serie con una de las impedancias resistivas de 1€, por lo que

Z,=2,+1Q=1-

e

y esto a su vez esta en paralelo con la serie de la impedancia inductivaj Q
y con la otra impedancia resistiva de 1 €2; por lo tanto,

Zyy, =(1+j) Il ZTH =(1+j)

Zy =1Q
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Ejercicios propuestos
Ejercicio 1.1

Encuentre las sefiales indicadas utilizando el método de fasores:

(b)
Ca) ()

g l

{ (0 +) L 6cos(7t+20°)

|
Scos(3t+70°) = l

[
|
[ . 1/3F
| — i(t) 8
41'— — 000 20
2F 2H

0
Sol. 6/7 cos (3t—20° ) A Sol. 293 cos (7+220° ) A

(4

e R R
i | i [ “”T}f“’

Sol. (6412 )cos(2t+155° )V Sol. (10 y26) cos(4t-787°)V

(¢)
4H
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Ejercicio 1.2

Encuentre las dos sefiales indicadas en cada red usando el método de fa-
sores con los circuitos equivalentes:

(o) (®)
li(t) N A (L)
6Q 5 v(t) 50
<T> ) ""‘"“.
Scos(3t+20°) =— N
12F 2H T3cos(2t+25°) —L:
2H ine] ¢ v
T TS | +
Sol. 25 cos (3t-1116°)V Sol. 13cos(2t+1406° )V
529 cos (3L+234° YA 0.54cos (21+7306° YA
Ejercicio 1.3
Encuentre la sefial indicada utilizando el método de fasores.
Q
SC I3F 1/4F (®) 1/4F
60 M
| I
2H i(t)T 69 2H Ti(t)
cos(2t+40°) cos(t+30°) 3cost
Sol.092 cos (t+226° ) A Sol. 0.429 cos (2t-81° Y A
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Encuentre la sefial indicada utilizando el método de fasores ylas ecuaciones

nodales.
b
(0 6 sent (®) »
7N
— Il
N/ ir
LR + ¥
) 3
4H (3q I 10cos7t
USF | Sl 4Q

Sol 24.25 sen(1+39° )V

Ejercicio 1.5

Sol. 265 cos(7t-98° ) A

®

8cos(7t+5€l°)

Encuentre la potencia compleja paracadaelemento de la siguiente figuray
compruebe que la potencia compleja de la red de salida de las fuentes es
igual a la potencia compleja dentro de los demas elementos.

268 cos(t-634°)
+ 5

et N,

[ 172F

ll.g cos(t-184°)

+

492 76 cos(t-18.4°) CD

L

—
134 cos (t+266°)

3cost

6cost

Sol.722W,-j18W,-1082+j36W,36-j18W
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Capitulo 2

RESPUESTA DE FRECUENCIA

2.1 RESPUESTAS EN FRECUENCIA

Larespuesta de estado permanente de un sistema ante una entrada sinusoi-
dal se conoce como respuesta en frecuencia. Se utiliza para efectuar
analisis y disciio de sistemas (circuitos), variando la frecuencia de la sefial
de entrada (sinusoidal) en un cierto rango de frecuencias y se estudia la
respuesta resultante. La respuesta en frecuencia nos dara una grafica, a
partir de la cual podemos ver qué modificaciones debemos hacerle a la fun-
cion de transferencia del circuito para obtener las caracteristicas desea-
das de la respuesta transitoria. Busque disefiar un circuito lo mas estable
posible.
Ahorarecordemos los requisitos para que un sistema sea estable:

1. La funcién de transferencia debe ser racional en s con coeficientes
reales.

2. Los polos y ceros complejos deben ocurrir en pares complejos con-
jugados.

3. No deben tener polos en el semiplano derecho.

4. No debentenerpolos miltiplos en el eje jow (polos complejos conju-
gados cercanos a jo producen una respuesta en frecuencia de pico
elevado).
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2.2 GRAFICAS DE MAGNITUD Y FASE

Existen varias posibilidades de uso de coordenadas para graficas de
respuesta en frecuencia. La variable independiente es siempre la frecuencia
m, pero la variable dependiente puede ser la magnitud y fase de la funcidon
de transferencia. El uso de coordenadas logaritmicas en graficas de
magnitud y de fase se analizara en la siguiente seccion de este capitulo,
que corresponde a las graficas de Bode. Se acostumbra utilizar el rango
de frecuencias de 0 a oo en lugar de — oo a oo, Esta es una eleccion natural,
ya que los generadores de laboratorio de ondas senoidales producen sé6lo
w positivas. Ademas, la informacidn para la frecuencia negativa es re-
dundante porque la magnitud es una funcion par, en tanto que la fase es una
funcidnimparde .

2.3 DIAGRAMAS DE BODE

Se puede representar una funcion de transferencia sinusoidal, por dos dia-
gramas distintos; uno de la magnitud y el otro del angulo de fase de la fun-
cidn de transferencia en funcion de la frecuencia.

La unidad comunmente utilizada para la magnitud es el decibel [dB], es
decir:

[H(jo)|, =20log/H(jo)

* Intervalos utilizados en diagramas de Bode.
Si w, = 2w, entonces hay una octava de diferencia entre @, y ®,. Hay
una década de diferencia entre estas dos frecuencias si @, = 10 ®,.

* Términos tipicos de H(s):

—

Constante k.

n

2. Polos o ceros en el origen — ;8" n,m=1,2, ...
s
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3. Polos o ceros en el eje real 1 ;i +1
S w
et l c
(l)C
) 1 s? )

4. Polos o ceros complejos e +28 —+1

T +2§6—+1 ¢ ‘

o, o,

Una funcidn de transferencia se puede ver como la multipiicacion de
varias subfunciones de transferencia, donde cada una de ellas corresponde
a alguno de los términos enumerados anteriormente, esto es:

H(jo)= H,(jo)xH,(jo)xH,(jo)x..xH, (jo) 2.1)
aplicando logaritmos a ambos miembros de la ecuacion 2.1:
log H(jw) = log[ H, (jo )xH, (jo )xH, (jo)x...xH,(jo)| (2.2)
y utilizando las propiedades de los logaritmos
log H(jo) =log H,(jo) +log H, (o) +log H,(jo )+...+log H, (jo ) (2.3)

Sise obtiene 1a magnitud y el angulo de fase de cada una de las funciones
de transferencia se obtienen las ecuaciones 2.4 y 2.5 respectivamente.

loglH(jo)| = log|H, (joo )| + log|H, (jo )| + log|H, (jeo)|+...+ log|H, (joo)|
(2.4)
0(jo) =9,(jo)+¢,(jo)+¢,(jo)+..+,(jo) (2.5)
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Para expresar lamagnitud en decibeles, sdlo faltamultiplicar la ecuacion
2.4 por 20.
20log H(jw) = 20log H,(jw) + 20log H, (jw ) +20log H,(jw )+...+20log H, (jw)
(2.6)
De la ecuacion anterior se puede ver que la grafica de magnitud en dB
de una funcion de transferencia, es la suma de las graficas de magnitud en
dB de cada uno de los términos de la funcion de transferencia. Lo mismo
podemos decir de la grafica de fase analizando la ecuacion 2.5. Tomando

en cuenta esto, obtengamos las graficas de magnitud y fase de cada uno de
los términos mencionados, en funcion de la frecuencia.

2.3.1 Constante k
Aplicando la definicion de dB al término constante tenemos
| (jo)|, =201oglk]

La grafica de magnitud contra frecuencia de este término se muestra en
la figura 2.1.

05

] ' 1 ] "

: ; . Ly, 20bglk| | : o
i L T T T ™71 T P—————

: 2 : : g

| | | | 1 1 1 [ ] 1 ] 1 ] 1 [ |
e L L B el Lo e L P e e e A S o) P LS el WP LSre 0 L

1 1 | 1 1 1 1 [ | 1 ] 1 ] ] [ |

] 1 1 1 1 ] | | ] 1 1 ] 1 [ |

L} L} L} 1 [} [} | I ] ) ] ) ] ) ] ] ]
e et b T 1 D U1 SECTREE EURRT SEE T ST
] 1 ] 1 1 | LI | 1 ] 1 ] 1 ] [ |

| (] | ] | LI | | | | 1 | [ |

L} L} L} L} L} [} [} L} L} L} ] L} . ]

 [rad/s]

Figura 2.1 Magnitud en dBdel término k. Note que es constante
independientemente del valor de la frecuencia.
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Respuesta en frecuencia

El término constante es un nimero real, es decir su parte imaginaria es

0
igual a cero; por lo tanto ¢ = tan™ — = 0° (Fig. 2.2).

k
¢[°] : Lol ' Vo
3 SRR SO U 8 1 S SO IO SO B IS A R
: SENSEE SN RS S S
o [rad/s]

Figura 2.2 Fase en grados del término k. Tiene un valor de cero,
independientemente de la frecuencia.

2.3.2 Polos y ceros en el origen

a) Ceros en el origen gm, m=1,2,3, etc. Primero consideremos el caso
enque m=1.

|H(jw )| = 20logljo| = 20l0go (2.7)

TABLA 2.1 EVALUACION DE LA ECUACION 2.7.

® IH (W)l
0.1 -20

1 0

10 20
100 40
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La pendiente de esta grafica es de 20 dB/dec; es decir, entre dos fre-
cuencias que tienen una década de diferencia tenemos una elevacion de 20
dB en la grafica de magnitud en dB. Conforme el orden del cero en el ori-
gen aumenta, es decirm =2, 3, 4, etc., la pendiente de larecta sera 40, 60,
80 dB/dec respectivamente, debido a que

[#(jw),, = 2010g|(jw)"| = 201080 ™ = m(2010g0)

En la figura 2.3 se grafican, los datos de la tabla 2.1 y en la figura 2.4,
se puede observar el efecto en la magnitud al aumentar el orden del cero
en el origen.

Fgorss

40’[
|

L

o [radss] 100

Figura 2.3 Magnitud en dB del término s. Pendiente de larecta 20 dB/dec.
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valor de 90° constante a todas las frecuencias.
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De la misma manera en que la pendiente de |H(j(0 )‘dﬂ fue aumentando

conforme aumentaba el orden del cero, tenemos que ¢ = m(90°) (Fig. 2.6).

360 . T T T T
¢[°] : . B A
e A R A N I R R A B B R L R
180 A N S B B B B B B
90 e e —

' ' N N

L By Sl B ot o EO R R Rl REE R R b

| | | | | I I | ! | | | | |
(L R

_90 1 i1 _ i1

® [rad/s]

Figura 2.6 Grdfica de fase en grados de los términos s, s* y s°.

|
b) Polos en el origens—,, donde n=1,2,3, etc. En este caso tendremos

pendientes y angulos de fase negativos (ver figura 2.7 y 2.8).

WGy

0 -
:
E

N l

B | el e Tees-cret-re-r
. V . : \ \

-40| 1 Vb s g 1 R 1 R
”-‘ - 10  [radss] 100

Figura 2.7 Magnitud en dB del término 1/s. Pendiente de la recta — 20 dB/dec.
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Figura 2.8 Grdfica de la fase en grados del término s. Se tiene un valor de 90°
constante a todas las frecuencias.

2.3.3 Polos y ceros en el eje real

l

a)  Polos en el ejereal JO
o

c

+1

|H(jo)|, = 201og|;jm1 -
e

. 1 i ., .
Considerando — = T podemos reescribir la ecuacion anterior como
(0]

o) =20———]= S i 2.8.)
lH (o), _20‘},&“1’_201ong__201ong TP +1

Para frecuencias bajas como w<<//T,

|H(jo)|, = -20l0g1 =0
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Para frecuencias altas como w>>//T

|H(jo)|,, =-20logJo T = —2Olog,/;02—( - —2010g:01 (2.9))

c

Cuando ® = w,_ entonces |H(j®)| ,=— 3 dB. A la frecuencia a la cual la

magnitud de la funcion de transferencia cae 3 dB de su valor maximo se le

conoce como frecuencia de corte. Este concepto sera de suma importan-
ciacuando se revise la teoria de los filtros. Para las frecuencias mayores a
®,, tenemos lo mismo que en el apartado 2.3.2: unarecta con una pendien-
te de — 20 dB/dec. En la figura 2.9 se muestra la grafica resultado del
analisis anterior.

20 i [ | i . LI A | LI |
() S | o
| O)dﬂ ! 1 | | [ I ] [

i 1 | I [ B B | ! I U I |
0 e . i~ Y =TSP LS PL P ISP S 1
] | | [ e 1 1 LI |
L] I [ i LI B ] ] ] ] [}
1 i [ | 1 | | L)
] i e 1 1 L)
' [ I ¥ e J UL
A - - Laceceabhbacadasbobtabhdab lccccccadacea -—-d - - 4
20 1 | ] ] LI I B | ] I | ] I [
i I ] [ I | | ] ] [}
I 1 LI 1 ] [
! ' L ! 1 [
| | | e ! + L
_40 1 A e e il A 1 — Y T T — -

-1
Jjo
Figura 2.9 Grdfica de la magnitud en dB del término ((ﬂ_ + 1] . Observe
que tiene una magnitud igual a cero antes de w_y pasandco esta frecuencia

decae con una pendiente de —20 dB/dec.

Para el caso de la fase observamos

©
1 © (2.10)
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Respuesta en frecuencia

Siw<<w ¢ =0%cuandow =w ¢=- 45°ysiw—> o ¢=-90° En
la figura 2.10 aparecen estos resultados.
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1 1 ' | 1 | [ | | i 1 1 . ] L}
' ' ! Fu 0 SEEY Ny \ | | [ (]
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' 1 e ST el ' 1 )™, $EL RSN
1 I I I | B I 1 I |
-gU 1 1 1 I | 1 1 R 1 1 1 1 A T S

1>
o

® [rad/s]

-1
Jo
Figura 2.10 Curva real de la fase en grados del término (—' + 1)

Para facilitar la suma de las graficas de fase para este términos consi-
deramos que la fase es cero hasta _/7, es igual a—45° en la frecuencia de
corte y a 7m_es 90°. Esta aproximacion se ilustra en la figura 2.11.

U T . " - — . — e l_ ;_;_
o 1 ) ' ' "
¢[°] : , ! .
1 1 1 )
1 1 i
TR i
| | | | | | LU
- R R e -1 reimre
= et S T
; I o
1 ¥ ] LI |
1 1 L L A |
-00 ¢ L L I " T S SO W L ; ; L i\-: i
Q‘L  [rad/s] 7we

-1
Jo
Figura 2.11 Aproximacion ala curva de fase del término (0)_ + 1)
c

(0]
b)  Ceros en el eje real = +1
®

c
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Siguiendo un procedimiento equivalente al del inciso (a) tanto en magni-
tud como en fase llegamos a las graficas de las figuras 2.12 y2.13.Enla
figura 2.14 se muestra la aproximacion de la grafica de la figura 2.13.

40 == —— = S
! J L L ! ) [
H"}l i i Yo o
l (g5 L . Vol
[} ) ! ' ]
20 """";""t‘"""'r“l":":“l";'_"""l"'"\'“"l"’l"""!"l"‘l"
i I " [} -
[ |

o
S S
1
R EE S
S e L =

.20 i i b

Jjo
Figura 2.12 Magnitud en dB del término (n_ +1, Despueés de la frecuencia de

c
corte W, la grdfica tiene una pendiente de 20 dB/dec.

90
¢[°]

45|

jo

Figura 2.13 Grdfica de la fase en grados del término
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] S
] ] ] ]

. bl

_“;e. | @ W T 7T0_[rad/s)

Figura 2.14 Aproximacion de la grdfica de la fase en grados

, . Jo
del término —+1 .

@,

2.3.4 Polos y ceros complejos

—

)2 _
a) Polos complejos conjugados (]mz)_ +2 JO +1

(O

c

Siguiendo un procedimiento equivalente al utilizado en el punto ante-
rior, podemos obtener las graficas de magnitud y fase para los polos y
ceros complejos conjugados. El valor del factor de amortiguamiento esta
en 0 <& < I; en este caso consideremos que § = 0.5.

Ga) ! lz_zolog\/(l_%j+(2ég:jz

Jjo
+2E—+1
joi " %o,

|H(jo)| , =20l0g

Si w<<w, -20logl = 0dB.Paraw>>w,,

2
| (joo ), = —2010g(m2--) = —4010g(—0m—

c
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Lo anterior significaque para frecuencias menores que la frecuencia de
resonancia, |H(jw)| , es cero y pasando esta frecuencia, tiene una pendiente
de — 40 dB/dec. Esto lo podemos ver en la grafica de la figura 2.15.

20 1 i i SRR oo

H i) A o
s L e
[ [ ] ' ' ' ) 1 [}

0 \ i Sttt et Sy R e e e S

] ' ' ' e I ' LI
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' ) f ' [ ] | oo

] ] [ I | | ' | | 1 [

' ' L B | | 1 LI |

LI I B ) | | ' | (I}

4[] ' L ' ' LI B B | U 1 | I 1 1}

@7y o [rad/s]

. \2 . B
(o) . Jjo
Figura 2.15 Magnitud en dB del término | ~ o2 +28=—+1|  Después

c c

de la frecuencia de corte w, la grdfica tiene una pendiente de —40 dB/dec.

Pasemos ahora a la fase

®,
& 2

2t
Cl)('

Consideremos ahora tres casos para la ecuacion (2.11):

b =—tan” (2.11)

. ©=0¢=0
o 28 o
2. w=0 ¢ =—tan 0 = —tan~'o0 = -90°

3. W — o O =-180°
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Tk

o [rad/s]

En las siguientes graficas (Figs. 2.16 y 2.17) se pueden ver la graficade
fase real para un término de este estilo y la aproximacidn con rectas a la

misma.
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Figura 2.17 Aproximacion de la grdfica de la fase en grados del
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Dependiendo del valor de x se presenta lo siguiente en la graficas de

magnitud y fase para este tipo determino (ver Fig. 2.18).

'
(g

e

' |
e e S

Y=t =Y="
r hi

1

'

C=03

[
eeccesceccapencnnacna

B R E

- S

i
e R

‘

-+
v
[l
|

[
e
'

1
|

[

0

-10 |

-180

8

.6

4

2

A

Figura 2.18 Efecto del factor de amortiguamiento x sobre la grdfica de
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magnitud y fase del término [
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2

: : Jjo Jo
b)  Ceros complejos conjugados o +2¢ - +1

c [

En este caso las pendientes y los dngulos de fase seran positivos, como
se muestra en las figuras 2.19 y 2.20. Y de nuevo, en la figura 2.21 se
muestra la aproximacion a la grafica de fase de este término.

40 S S B SR R s e =
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8 2 .

. . | (o) o
Figura 2.19 Grdfica de la magnitud en dB término o +28 P l.

[4
Observe que la magnitud es igual a cero antes de la frecuencia de corte ®_y
después de ésta se eleva con una pendiente de 40 dB/dec.
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Figura 2.20 Curva real de la fase en grados del

2
JO ®
término: o 2) +2& hd +1.
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¢[°]
180

L
] |
Lo
b .
coecbeedecbodob
N ?:.L il
7  [rad/s]
Figura 2.21 Aproximacion de la grdfica de la fase en
1} 2 .
) e
grados del término: ——— + 2§ —+1,
(DC (Dt

2.4. Ejemplos

Ejemplo 2.1

Encuentre las graficas de magnitud y fase que se generan a partir de la si-
guiente funcién de transferencia:

10

His) = s(s+1)(s+5)

Primero modificamos cada uno de los términos de la funcién de trans-

ferencia, para tenerlos como se expusieron anteriormente:

H(s) =

S R
s(s+ 1)(§+ l)
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Ahora identificamos cada uno de los términos por graficar:

=6.02

20log2

1.

|||||||

B M R eI I

Jaaa

IIIIII

Ldadiccaada o o
'

|||||||

- -l

[ IR

20F----

40 ...

 [rad/s]

100

10

Figura 2.22 Grdfica de la magnitud de cada uno de los términos de la funcion

de transferencia del ejemplo 2.1 (numeros 1-4) y la suma de estos términos (R).
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{

-180

P OO DR,
PSS WG I —
.

-270

|

[}
L

Figura 2.23 Grdfica de la fase de cada uno de los términos de la funcion de
transferencia del ejemplo 2.1 (numeros 1-4) y la suma de estos términos (R) .

Ejemplo 2.2

Encuentre las graficas de magnitud y fase que se generan a partir de la si-
guiente funcidnde transferencia:

. 10(s+1)(%+1)_

Cada uno de los términos de esta funcion de transferencia estan de la
forma que nos pide Bode, por lo tanto no tenemos que manipular H(s).
Identifiquemos ahora cada uno de los términos a graficar.

1. k =10, 20log10=20

2. (s+1), w=1
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Figura 2.24 Grdfica de la magnitud de cada uno de los términos de la

funcion de transferencia del ejemplo 2.2 (numeros 1-5)

y la suma de estos términos (R).
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Figura 2.25 Grdfica de la fase de cada uno de los términos de la funcion de
transferencia del ejemplo 2.2 (numeros 1-5) y la suma de estos términos (R).
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Como el lector se podra dar cuenta, depende del valor de las frecuencias
de corte de cada uno de los elementos de la funcién de transferencia, el
numero de ciclos que necesitaremos en el papel semilogaritmico para es-
paciar de manera adecuada las graficas de magnitud y fase.

2.5 GRAFICA DEMAGNITUD — FUNCION DE TRANSFERENCIA

Esta seccion esta dedicada a mostrarle al lector como a partir de una
grafica de magnitud de Bode, se puede obtener la funcion de transferencia
que la genero.

Lasasintotas de la grafica de magnitud de Bode, deben tener pendientes
multiplos de +20 dB/dec.

. Sila pendiente varia desde — 20 a40dB/dec en una frecuencia igual

1
a w,, debe haber un factor Jjo

@,

. Silapendiente varia en 40 dB/dec en una frecuencia w,, debe haber

1

. . 2
un factor cuadratico de la forma | 2% JO N (J(D_j

(DZ 2

. Determinacion del término constante k& de la funcion de transferencia.

Yaque se tienen cada uno de los términos anteriores, falta determinar la
constante k; para esto consideremos que la frecuencia tiende a cero. En
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I 1

- . . 2
este caso los términos 7© 4 y | + 28 2, (im--) tienden a uno, por lo
) 0, \o,

1

cual la funcion de transferencia puede escribirse como

o{{ﬁ H(./m) = (j(D)A

Consideremos tres casos, A igual a0, 1 y 2.

1. Cuando A =0,
H(ju)) = k paraw<</

Aplicando la definicion de logaritmos a ambos miembros de la ecuacién
anterior tenemos:

20log/H( joo )| = 20logk

Obteniendo el valor de 2010g\H( Jjw )\ de la grafica de magnitud de Bode
podemos despejar k.

2. ParaA=1:

20loglH(jo)| = 20log k —20logo

3. ParaA =2:

_ k
H(./(D) = -(j(l) )2' w<<]

20log|H( joo)| = 20log k ~ 40logo
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A continuacion se muestran algunas graficas de magnitud de Bode en
las cuales se esquematizan los resultados a los que se llegd en los tres
puntos anteriores

|
o 200ogk
, -20\ 0g
T
40 7

| 4
&« en escala logaritmica

Figura 2.26 Determinacion del término k de la funcion de transferencia
cuando tenemos una pendiente constante al inicio de la grdfica

de magnitud de Bode.
dB &« dB .220
\-20 -~
4 e
0 0 !
i
| - AN
| 40 1
l =
! ((cf=k . ;{m_k}
4 en escala logaritmica 4’ en escala logaritmica

Figura 2.27 Determinacion del término k de la funcion de transferencia
cuando tenemos una pendiente de —20 dB/dec al inicio de la grdfica de
magnitud de Bode.
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-40
dB & 40 dB +
\/ 0 ‘ 2
0 | T
-40
E\zo E \ .
|
| |
| J
P il e
&’ en escala logaritmica & en escala logaritmica

Figura 2.28 Determinacion del término k de la funcion de transferencia
cuando tenemos una pendiente de — 40 dB/dec al inicio de la grdfica de
magnitud de Bode.
2.5.1. Ejemplos
Ejemplo 2.3

Determine la funcion de transferencia que generd la grafica de magnitud
que se muestra en la figura 2.29.

15 T T T [ : ) '
[#Gedas o ' v i .
B ------ R R e ECLEEEE SRR demodesepodomeiiadaiaann ip=
] ' f N | - ) | h 1 |
[} ' f 1 . \ | i 1 1
R ' L S
S e e e e
A ; R E |
0 : — LS. . s s Eomas v
b : oo ) :
ES ISR <-_plx_ ------- S STTSISS RIS R PR, Ammm———- of
i E ) oo ' 2
0 fooo NS S b R L —— N ol
: . ' : SR i '
15 ! M : N t .
0.2 04 06 0.8 ) 2 4 6 8 10 20 40
o [rad/s]

Figura 2.29 Grdfica de magnitud para determinar la funcion
de transferencia del ejemplo 2.3.
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Primero determinamos el valor de la constante. Como la primera pen-
diente de esta grafica es de 0 dB/oct, obtenemos el valor de la constante

como se muestra en la figura 2.26.
20logk =0
logk=0
k = antilog0=1

Ahora localicemos las frecuencias donde hay cambios de pendientes y
asignemos un término que produzca dichos cambios.

TABLA 2.2 FRECUENCIAS DE CORTE, CAMBIOS DE
PENDIENTE Y TERMINOS jo QUE GENERARON LA
GRAFICA DE MAGNITUD EN DB DE LA FIGURA 2.29.

Frecuencia Cambio de pendiente Término asociado
ik +1
=1 0 a 6 dB/oct o,
1
©,=2 6 a 0 dB/oct L
®,
1
©,=5 0a -6 dBloct 1O
®,

Por lo tanto, la funcidn de transferencia es

H(jo) = e

5]
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Respuesta en frecuencia

Manipulando la ecuacién anterior obtenemos

by 10U )
U D). 49)
Ejemplo 2.4

Utilizando la grafica de magnitud que se muestra en la figura 2.30, determi-
nar la funcion de transferencia que la genero.

60 3 . . e . . e . .
: ]

s

001 0.1 } o [rad/s] !0

Figura 2.30 Grdfica de magnitud para determinar la funcion
de transferencia del ejemplo 2.4.

La primera pendiente de esta graficadela figura 2.30 es igual a la que
se muestra en la figura 2.28; por lo tanto, para determinar el valor de la
constante debemos prolongar esta primera pendiente hasta que cruce con
el eje de las frecuencias. Esto ocurre en @ = 8, lo cual quiere decir que
K = 8. Ahora procedamos como en el ejercicio anterior, localizando las
frecuencias donde hay cambios de pendiente.
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TABLA 2.3 FRECUENCIAS DE CORTE, CAMBIOS DE PEN-
DIENTEY TERMINOS JW QUE GENERARON LA GRAFICA
DE MAGNITUD EN DB DE LA FIGURA 2.30.

Frecuencia | Cambio de pendiente Término asociado
1
w,=0.07 —-20a-40dB/dec jio_ N
—+1
(’01
s
®,=015| -40 a-20dB/dec o !
2
l S
0,=07 —20 a0 dB/dec — 1
W,
1
©,= 1 0 a - 20 dB/dec 9
(‘04
1
. . 2
®,= 2 — 20 a - 60 dB/dec 1+2§£+[£’_]
) W

Note que la primera pendiente de esta grafica no es constante como en
el ejercicio anterior. Esto quiere decir que hay que agregar un término
para obtener dicha pendiente de — 20 dB/dec, lo cual se logra con un tér-

mino 3 Con esto, y considerando que x =0.5, la funcidn de transferencia

queda asi:

H(jo) =

2 4

s(—jw- + 1)(1'0) . 1)[1 +&+M]
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Manipulando un poco esta expresion y haciendo s =j ®, tenemos:

21.33(s + 0.15)(s +0.7)
H(s) = s(s +0.07)(s + 1)(s2 +25+ 4)

2.5.2 Ejercicio propuesto

Ejercicio propuesto 2.1

Determine la funcion de transferencia H(s) que genero la grafica de mag-
nitud de Bode que se muestra en la figura 2.31.

20 I LI I B O B B e
Fokas| 1 R
0 s e
L e N hir i
) S R R B e B
10 100 1000 10000 100000
o [rad/s]

Figura 2.31 Grdfica de magnitud para determinar la funcion de transferencia
del ejercicio propuesto 2.1.

4l 303.58(s? +25x10% s + 62.5x10°)
Respuesta: 1143 = (¢ +300)(s + 20x10°)
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2.6 SISTEMASDESEGUNDO ORDEN

Lafuncidn de transferenciade un sistema de segundo orden en general
se puede escribir asi:

a,s’ +a,s+a
H(s) = =2 1 0 (2.12)
(s) s’ +b,s+b,

Consideremos los siguientes casos:

1. Considerando a, = a, =0, laecuacion 2. 12 toma la forma
aO
H(s) = ——n
(s) s°+bs+b,

Si quisiéramos conocer la respuesta en frecuencia del circuito que generd
esta funcion de transferencia utilizariamos un grafico de Bode, el cual se
muestra en la figura 2.32. Debido a las caracteristicas de la magnitud con
respecto a la frecuencia de esta funcidn de transferencia, se le conoce co-
mo funcion de transferencia pasa-altas.

20 ) oo

L R N |

H (jce) : VA Foroe
I 0‘)ldB ) L) ' | L ) L}
' [ R ' 1 1 oo
Qb——————t——b—d =TT T e =l o _Joo__l-_Jo_Ll_lobooL

' ' L) 1 L} - ) 1 1 ] ) ' ' '

i N T T T ~~ 1 [ I

| ' 1 LI R B 1 LI B B |
A oo

| L N T [

) [ e e T T Yo T o T oY==l Fop= (S (A V) =N Sy, Py ey deeao Lwbabalokd

| I L L] U ' 1 L) 1 1 1 ' LI}

! ! I oo ]

I o ™ 1 1

] ) ) ! Voo v Vo
40 ' ' ! v oo v

Bl ! ® [rad/s] 10

Figura 2.32 Magnitud con respecto a la frecuencia de una funcion
de transferencia pasa-altas.
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Haciendo a, = a,= 0, la ecuacion 2.12 queda como: H(s) = ;,:%::—bo;
en la figura 2.33 se muestra la grafica de magnitud de esta funcién
de transferencia. En esta grafica se observa como la magnitud es
maxima en cierta banda de frecuencia, por lo que se le conoce como
funcion de transferencia pasabanda.

015 _ SNV SREE !
SO RN BN < S 8 SR S PR
| . PSR
28 L2 MR
1 o [rad/s) 10

Figura 2.33 Magnitud con respecto a la frecuencia de una funcion
de transferencia pasabanda.

Cuando a, = a, =0, la funciéndetransferencia de la ecuacién 2.12

2
a,s

se reescribe como H(s) = , la cual recibe el nombre

s’ +bs+b,

de funcion de transferencia pasa-altas y cuya respuesta en fre-
cuencia se muestra en la figura 2.34.

20| . . N 1 1 Il 1 1
- J . : ) t '
IHO“’)IdB X ' N ' Ca
| ) ) t 1 ) ) LI I | N N ' ' t ) t
[ L e
1 S S AP S O S U SO FRRY S A
I B
I ' R £, 50 g i
40 = ht PP G . N
1 ! o [rad/s] 10

Figura 2.34 Magnitud con respecto a la frecuencia de una funcion
detransferencia pasa-altas.
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1.

HGasp I

G5

Tomando a, = b, a, = -b,,a, =1, tenemos una funcion de trans-
2
s°=bs+b,

ferencia como sigue: H(s) = 5———
& s*+bs+b,

; enla figura 2.35 podemos

ver la respuesta en frecuencia de esta funcion de transferencia. En
este caso la magnitud se mantiene constante. Esta funcion de trans-
ferencia se conoce como funcion de transferencia pasatodo.

20 . T

[0

[0
[

n P " a

0 L
L

[
........ Leaacabaodaala
1 1 1 1

1 |
[ |
1 'y
' [}
[ [
LalJdabdo oo decealaadaalada
| [}

1

[

'

|

'
- _— -
L.
'
--F--
- -

R

200 . s ; N

1 ! o [rad/s] 10

Figura 2.35 Magnitud con respecto a la frecuencia de una funcion de

transferencia pasatodo.

Ahora hagamos a, = 0; conesto, lafuncidndetransferenciasepuede
2
a,s” +a,

escribir como H(s) = 50——2—
s’ +bs+b,

.Enla figura 2.36 se grafica su

magnitud, y podemos observar cdmo se suprime un rango de fre-
cuencia especifico, por lo cual se le conoce como funcion de transfe-
rencia rechazabanda.

0

: R R et A
e e e R
UL SN A
. ' : BEEE

1 l ©® [rad/s] 10

Figura 2.36 Magnitud con respecto a la frecuencia de una funcion de

transferencia rechazabanda.
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2.6.1 Ejemplos

Ejemplo 2.5

Determinar de qué tipo es la funcion de transferencia del circuito de la
figura 2.37 considerando como salida cada uno de los voltajes de los
elementos.

+ AVR -
,’J\-. R |.“
vin () =
__[, C
| ]l
+ | | —
V¢

Figura 2.37 Circuito en el tiempo del ejemplo 2.5. Decir de qué tipo es la
funcion de transferencia que se genera, tomando como salida el voltaje en
cada uno de los elementos de este circuito.

Pasamos el circuito de la figura 2.37 al dominio de la frecuencia. Ob-
tenemos el voltaje de cada uno de los elementos del circuito utilizando un
divisor de voltaje y con esto encontramos las funciones de transferencia
(Fig. 2.38).

+ VRr(s) -
R $
Vin(s) SL% Vi(s)
I/sC d

+Ve(s) -

Figura 2.38 Circuito en el dominio de Laplace del ejemplo 2.5.
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a)  Voltaje y funcion de transferenciaen C

V((S) _ SCI_
L S
R+sL+ o

V.(s) 1

H(s) =

V (s) s’CL+sRC+1

in

La funcion de transferencia anterior tiene un término constante en el nu-
merador y un polinomio de segundo orden en el denominador, por lo que
se trata de una funciodn de transferencia pasabajas.

b)  Voltajey funcion de transferenciaen L:

v, (s)sL
Vy(s) = —=2
R+sL
+sL+
V,(s) s*CL

H = = —
(s) V. (s) s’CL+sRC+1

m
La funcidén de transferencia anterior tiene un término cuadrado en el

numerador y un polinomio de segundo orden en el denominador; por lo
tanto, se trata de una funcion de transferencia pasa-altas.

104



Respuesta en frecuencia

c)  Voltajey funcién de transferencia en R:

V. (s)R
79 =R
R+sL+—
+s +sC
_VR(s) sRC

V. (s) s*CL+sRC+1

La funcion de transferencia anterior tiene un término simple en el nu-
merador y un polinomio de segundo orden en el denominador; por lo tanto,
se trata de una funcion de transferencia pasabanda.

Ejemplo 2.5

Considerando el voltaje de salida del circuito de la figura 2.39 en R,

V. (s)
determinar el tipo de funcidn de transferencia H(s) = V—(s) de este
circuito.

C
— —,
L

e

X V
Vin (_) R

9»

Figura 2.39 Circuito en el tiempo del ejemplo 2.5.
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1/sC
44
11 X
sL
Vj (5)
Vi) (+ 511 0

Figura 2.40 Transformacion al dominio de Laplace del circuito de la
figura 2.39.

Primero obtenemos la impedancia equivalente de sL y 1/sC para sim-
plificar el circuito (Fig. 2.40).

7 - sL
“ " $2CL+1

Zeq
i

Vq (5)
Vin(s) 2 R ’

L

Figura 2.41 Simplificacion del circuito de la figura 2.40. Zeq es el paralelo
de la impedancia inductiva y capacitiva.

El voltaje de salida se encuentra mediante un divisor de voltaje en el
circuito de la figura 2.41:
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R

7(s) = 7
L, +R

y por ultimo la funcion de transferencia

V(s)_ ) s’CL+1

*CL = 1

+5s—+

’ R

la cual corresponde a una funcion de transferencia de tipo rechazabanda.
2.6.2 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.2

V(s
Determine la funcion de transferencia H(s) = - °£—) del circuito de la fi-

: . Vu(s)
gura 2.42 y diga de qué tipo es.

|
RLF"? —'I
b I
1 | o *
18
Vlﬂ \.li/ ‘__:..:::' R2

Figura 2.42 Circuito en el tiempo del ejercicio 2.2.

oty
R, LC
R, +R, §2 1

+SC(R, +R2)

H(s) =
Respuesta:

1 .,
+ —C; funcion de trans-

ferencia rechazabanda.
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Ejercicio 2.3

(De qué tipo es la funcion de transferencia H(s) =

la figura 2.43?

+
R VO

L R2

V (s)

o

del circuito de
(s)

in

Figura 2.43 Circuito en el tiempo del ejercicio 2.3.

H(s) s(L-CR/R,)

R : s) = — — = o .

espuesta S*CLR, + s(L +CRR, ) iR funcionde transferencia
pasabanda.

2.7 RESONANCIA

Enunared eléctrica con dos terminales que contiene al menos una bobina
y un condensador, la resonancia es la condicidon que existe cuando la
impedancia de entrada de la red es puramente resistiva. Asi, se dice que
unared esta enresonancia cuando el voltaje y la corriente en las terminales
de entrada estan en fase. También cuando una red esta en condicion re-
sonante o casi resonante, se tiene la respuesta de amplitud extrema (un
maximo y un minimo). El fendmeno de resonancia es basico para apli-
caciones como radio, radar y transmision telefonica. En un radiorreceptor,
la frecuencia de resonancia del circuito puede ajustarse variando el valor
de un elemento (casi siempre el valor del capacitor), para sintonizar el
rango de frecuencias enviado por la estacion transmisora; de esta manera
se atenuian otras frecuencias enviadas por otras estaciones.
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Ejemplos de resonancia:

. Un cantante de 6pera puede romper copas de cristal por medio de
una nota perfecta con la frecuencia propia de la copa.
. Cuando movemos la defensa de un automoévil, podemos poner el

auto en movimiento oscilatorio si los impulsos se dan a la frecuencia
propia del coche (1 impulso/s).

. En estos ejemplos nos referimos a la variacion de la frecuencia
hasta que se presenta la resonancia.

2.7.1 Resonancia en serie

Se desea determinar la frecuencia de resonancia del circuito RLC en serie
mostrado en la figura 2.44.

R
*—\
/6 ent[_' %i L
C

Figura 2.44 Circuito RLC en serie. En la frecuencia de resonancia, la parte
imaginaria de la Z_ es igual a cero.
ent

Como se menciono en la introduccion de este apartado, la frecuencia de
resonancia se da cuando la impedancia de entrada es puramente resistiva.
Para que esto se cumpla, la parte imaginaria debe ser igual a cero. Veamos
para qué valor de frecuencia se cumple esto.

1
Z,, =R+ joL+—
JoL+=05
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Factorizando j y recordando que 1/j =— 1, tenemos

1
e sfor- )
Z,, R+J(0) oC

Ahora igualamos la parte imaginaria de la impedancia de entrada a
cero:

ol - =0

1
oC
Despejamos ® = w_, la cual es la frecuencia de resonancia

1

Wy = LC
2.7.2 Resonancia en paralelo

Ahora queremos determinar la frecuencia a la cual el circuito RLC en
paralelo mostrado en la figura 2.45 esta en resonancia.

Figura 2.45 Circuito RLC en paralelo. En la frecuencia de resonancia la parte
imaginaria de la Z,  es igual a cero.

7 - 1 B 1
ent — ] oC 1 1 ( c l)
—+ joC+—— —+j -—
R JO JoL R+jm ol
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Multiplicamos y dividimos por el complejo conjugado del denominador
para poder igualar la parte imaginaria a cero y despejar la frecuencia de
resonancia:

/ 1
W, =5
res [‘C

Esto quiere decir que la frecuencia de resonancia de un circuito RLC en
paralelo es igual que la de un circuito RLC en serie.

2.8 ANCHO DE BANDA

. Circuito RLC en serie:

El ancho de banda de un circuito RLC en serie es el intervalo de fre-
cuencias en el cual la magnitud de la impedancia de entrada del circuito es
igual o menor que 1/ 0.7 veces la magnitud maxima.

Partamos de la impedancia de entrada de un circuito RLC en serie:

1 . .
Zew = R+ j(U)L - R) , haciendo ®w =®, y considerando que a esta

frecuencia se cumple

R=—01 -o,L (2.13)

1
o,C
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Tenemos que la impedancia de entradaes Z, ( l) R - jR . Porlo tan-
to, la magnitud de la impedancia de entrada en la frecuencia ®, es
Z,,.,( )l RV2 = A 7. Como se menciono anteriormente, la 1mpedanc1a
de entrada en la frecuencia de resonancia es puramente resistiva, por lo

que \ZG,(@MX = R. Ahora hacemos ® =, y consideramos que en esta
frecuencia

1
R=“)2L‘m - (2.14)
2

Por lo tanto, Z,,,,( )= R+ jR y la magnitud de la impedancia de
Z,.(0,) = 4_7 (Fig. 2.46).

entrada es

1 el (TR ' (BEEEER ' [ ERER]
IZG!’“' 1 e e aan ' e ' o
! v e ' [N | o [
Gl [ N Y] ' [ NN ' t (R NE
' [ NEN] | [ ] [ [N | [N
b e el Jda P [ L I [ DR I [ S RO S SO P B | [ P I gff S Wy B B By AN
R/07 1 § = 1 1 ILI |L|L|L|-‘-‘ ‘: ‘:IIIJIJI.I R
' R | [ v 1 o | [ BN
| [N ' e | [ 1 [ orr e
[ U RN ' N | (! (RRE] [ oL
R [ e RERK | (N ERT] [ Lo
[ W [ S [ 5 1P I [P Y W ey e ot bl ble o = wle = b ek d 4t bid
[ e [ e ' e 1 P
' e e ' U R I B B ) ' e
' Flrran | (NN ' Lt L N
i e ' (NN ' Frarrn o
[ Y] ot en (NN ' e aan
w, O res 72 @ [rad/s)

Figura 2.46 Magnitud de la impedancia de entrada con respecto a la
frecuencia de un circuito RLC en serie.

De la ecuacidn 2.13 tenemos
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cuya raiz positiva es

_RC+y(RO? +aLC
' 2LC

0]

A o, se le conoce como frecuencia de corte baja del sistema.
De manera equivalente, a partir de la ecuacion 2.14 podemos determinar
que
 RC+y(RC) +4LC
2LC

(1.

A o, se le conoce como frecuencia de corte alta del sistema.

Siendo el ancho de banda Aw =, —o,, tenemos que para un circuito

R
RLC en serie, Aw,,,, = L
J Circuito RLC en paralelo:

El ancho de banda en un circuito RLC en paralelo es el intervalo de
frecuencias en el cual la amplitud de la impedancia de entrada del circuito
es igual o mayor 0.7 de su valor maximo (Fig. 2.47).

|
|
|
|

|Zent| R

0.7R}

T

P . T
cecccabfaccakraraaa
ccccepfracnnpse e

"
“
"
"
L
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"

h cccccpewsNmpace=-
B A S .

R T

! Ores w2 o [rad/s]
Figura 2.47 Magnitud de la impedancia de entrada con respecto
a la frecuencia de un circuito RLC en paralelo.
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Partiendo de la impedancia de entrada de un circuito RLC en paralelo y
procediendo de manera analoga al caso del circuito RLC en serie, se obtiene

1

Aw -
paralelo R C

29 FACTORDE CALIDAD

La calidad de la respuesta en frecuencia de un circuito se describe
cuantitativamente en términos de larazon de la frecuencia de resonancia al
ancho de banda. El factor de calidad Q es una medida de la selectividad
del circuito: a mayor Q, mayor selectividad (Fig. 2.49).

e P 1 Lok T T
| Zent] L AN ! I
AR =1 IR

) RO U 7 45 10 R T N
220 i FIE R - : S - T .

1 10 o [rad/s] 100

Figura 2.48 Grdfica de diferentes valores del factor de calidad. Conforme
aumenta el factor de calidad, el circuito es mds selectivo en frecuencia.

En latabla 2.4 se hace un resumen de cada una de las caracteristicas de
los sistemas de segundo orden que se han revisado en este apartado.
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TABLA 2.4 RESUMEN DE LAS PRINCIPALES
CARACTERISTICAS DE LOS CIRCUITOS DE

SEGUNDO ORDEN.
Circuito Frecuenciaderesonancia | Anchodebanda | Factorde calidad
O res
w, [rad/s] Aw [rad/s] Aw
‘ 1 R B L
serle JIC L | RJIC |
1 | ’r RC
Paralelo Jic RC : Jic

2.9.1 Ejemplos

Ejemplo 2.6

La curva que se muestra en la figura 2.49 representa la magnitud de la
impedancia de entrada de un circuito RLC simple; el capacitor tiene un
valor de 0.02pF. Determinar: a) el ancho de banda, b) el factor de calidad
yc) el valorde L yR.
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b)

c)

- | N

. 9 T 1L [kradss] 12

Figura 2.49 Curva para el ejercicio 2.6.

La impedancia de entrada de un circuito RLC presenta un maximo
en la frecuencia de resonancia; por lo tanto, ®_ = 10krad/s.

Para calcular el factor de calidad necesitamos conocer el ancho de
banda, y para esto tenemos que identificar las frecuencias de corte
alta y baja, las cuales se dan cuando la Zent disminuye al 70% de su
valor maximo. En este caso, aunque no tenemos informacion de
unidades en la eje de las ordenadas, podemos ver que el maximo
esta a 10 cuadros del eje horizontal. Por lo tanto las frecuencias a
las cuales la magnitud de laimpedancia de entrada se eleva 7 cuadros
son®, =9.5 kHz y o, =10.5 krad/s. Esto quiere decir %16 el ancho

de banda Ap = ®,~ ®,= lkrad/s. Sabemos que Q0= Zg , por lo
que O=10.

Ahora calculemos el valor de R. Si tuviéramos la informacion de la
magnitud de la impedancia de entrada, R estaria en la frecuencia de

resonancia. Como esto no es posible, debemos percatarmos de que
la gréfica corresponde a un circuito RLC en paralelo (véase la Fig.
1

2.47); por lo tanto, Aw = — vy con la informacién del ancho de

RC
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banda del inciso anterior unicamente tenemos que despejar R. Esto

1
es, R = Aol 50 k €2. De manera equivalente podemos obtener
1

. P S
el valor1 de L de la frecuencia de resonancia O, \/ﬁ
L=——=05H.

.,C
2.9.2 Ejercicio propuesto

Ejercicio 2.4

El circuito de la figura 2.50 es un circuito RLC serie-paralelo. Demuestre
'S

que su frecuencia de resonancia es ,, = VL_C - F :

-~

1

Figura 2.50 Circuito RLC en serie paralelo del ejercicio 2.4.

117






Capitulo 3

TEMAS SOBRE EL DISENO DE
FILTROS

3.1 INTRODUCCION

Un filtro es una red que se usa para mostrar el espectro en {recuencia de
una sefial eléctrica. De acuerdo con sus funciones, los filtros se clasifican
en: pasabajos, pasa-altos, rechazabanda, ecualizadores de amplitud y
ecualizadorces de retraso.

Antes de los afios sesenta, los filtros pasavoz y los sistemas de comu-
nicacion se realizaban usando componentes pasivos RCL. En los afios
recientes, la tecnologia de circuitos hibridos integrados ha abierto un gran
campo de filtros activos RC.

32 CARACTERIZACION DE FILTROS
3.2.1 Filtros pasabajos

I.a funcidn bisica de un filtro pasabajos (LP) es dcjar pasar las frecuencias
bajas con muy poca pérdida y atenuar las altas frecuencias. En la figura
3.1 sc muestran los requerimicntos tipicos de un filtro de cste tipo.
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5 T } Banda de T )
so /
§ % rechazo

o= |
5
< 1 mn

Banda de paso Banda de
J— transicion
Am
A -
T @ P W S o .

Figura 3.1 Plantilla de disefio de un filtro pasabajos.

Se requiere que un filtro pasabajos deje salir sefiales desde dc hasta la
frecuencia de corte (,) con inicamente 4 , dB de atenuacidon. Labanda
de frecuencia que se encuentra entre dc hasta , seconoce como pasabanda.
Las frecuencias por arriba de w,deben teneral menos A_. dB de atenuacion.
Labanda de frecuencias de ; hasta el infinito se conoce como rechazabanda
y @, se denomina frecuencia final rechazabanda. La banda de frecuencia
de w, hasta w; se denomina banda de transicion. Los parametros
A_.yA_, describen los requerimientos de un filtro pasabajos.

Hay una forma mas general de conformar un filtro pasabajos, la cual
presenta diferentes cantidades de atenuacion en la seccion de rechazabanda
(Fig. 3.2).
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B

minl

}‘_ Atenuacion

Banda de
Banda de paso | {.aneicion

>

g

A e

]

(W B () el @ 5a P2

Figura 3.2 Plantilla de diserio d e un filtro pasabajos con diferentes
atenuaciones en la banda de rechazo.

Aqui la atenuacion de wg, a g, debe ser al menos A, , mientras que la
atenuacion de g, a infinito debe ser como minimo 4 __ .
La funcidn caracteristica de ganancia de un filtro pasabajos es

V
Ganancia = —> = b % 3.1)

Vin s>+as+b §? Wy

Su funcioén de pérdida correspondiente es

0 P AR RS AL (3.2)

Vo b

Como se muestra en la figura 3.3a la pérdida de bajas frecuencias se
aproxima a la unidad (0 dB), mientras que para las altas frecuencias la
pérdida aumenta como s?, esto es, a 40dB/década. La funcidn de ganancia
de un filtro pasabajos tiene un par de polos, como se observa en la figura
3.3b. La localizacidn de los polos en la ecuacion 3.1 determina la forma
de larespuesta del filtro en la banda de paso.
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() (b)
a Pendiente de | G . _
78 40 dB/década - A-| anancia w
=
3 q |
g .
d: ;I

.J';I 0

0dB | /

<« ‘.w//_/ .

Figura 3.3 Curva de atenuacion de un filtro pasabajos de segundo orden. (a)
Gradfica de atenuacion vs. frecuencia y (b) grdfica de polos y ceros.

Una de las aplicaciones de los filtros pasabajos es en el control de to-
nos de algunos ampificadores de alta fidelidad (Hi-f7). El regulador varia
la frecuencia de corte del filtro LP y se utiliza para atenuar las altas fre-
cuencias de ruido.

3.2.2 Filtros pasa-altos

Un filtro pasa-altos (HP) pasa las frecuencias por encima de la frecuencia
dada, conocida como frecuencia de corte. En la figura 3.4 se muestran los
requerimientos de un filtro HP. La banda de paso se extiende desde o,
hasta o, y la banda de rechazo va desde dc hasta w;. Como en el caso de
los filtros LP, los parametros w,, .4 . yA4 . describen completamente los
requerimientos de un filtro HP.

nin
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A min
Banda de
T rechazo
=]
-§ Banda de
2 % transicion Banda de paso |
E A 5
A max
F 3 *

Figura 3.4 Plantilla de diserio para un filtro pasa altos.

La funcion caracteristica de ganancia de un filtro pasa-altos es

Vo . s i (3.3)
Vin s’+as+b

w
sP+—Ls+w)
P

La funcion de ganancia tiene un par de polos y un doble cero en el ori-
gen, como se muestra en la figura 3.5. En el diagrama se observa que las
frecuencias altas se alejan de la unidad, mientras que la pérdida en las fre-
cuencias bajas aumenta a 40 dB/década.
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Ganancia H) T
X g Pendiente de
&« -40 dB/década
@ . <
X 0dB |- /

Figura 3.5 Filtro pasa-altos de segundo orden. (a) Grdfica de polos y ceros,
(b) curva de atenuacion.

3.2.3 Filtros Pasabanda

Los filtros pasabanda (BP) pasan frecuencias en determinada banda de
frecuencias con muy poca atenuacion, rechazando las frecuencias que se
encuentran a ambos lados de dicha banda. La figura 3.6 muestra los
requerimientos de este tipo de filtros. La banda de paso de ®, a w, tiene su
maxima atenuacionen 4 , dB; la banda de rechazo de dca w,y de @, a
tiene un minimo de atenuacionde 4 . dB.

min
Banda de Banda de
. rechazo rechazo

8 B and'a de Banda de

o transicion L,

& transicion

g = Banda de paso

[}

<
A A nix A
& 1 T W r,-:{‘ @ ——y

Figura 3.6 Plantilla de diserio de un filtro pasabanda.
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La funcidn de transferencia caracteristica de un filtro pasabanda es

L2
Vo___as O
Vin s*+as+b w (3.4)

Esta funcidn tiene un par de polos en el plano s y un cero en el origen,
como se muestra en la figura 3.7a. A frecuencias bajas y altas, la pérdida

aumenta como s, es decir, a 20 dB/década. A la frecuencia del polo, w,=

Vb, la pérdida es una constante igual a la unidad. El diagrama de la funcién
de pérdida se muestra en la figura 3.7b.

Ganancia iw

—_—

X
Pendiente de

. Pendiente de
\ f& 20 dB/década
4720 dB/década

Atenuacién
dB

_—

X
(a)

: (b)\é//.

wp‘E\/b O —>

Figura 3.7 Filtro pasabanda de segundo orden. (a) Grdfica de polos y ceros,
(b) curva de atenuacion.

3.2.4 Filtros Rechazabanda

Los filtros rechazabanda (BR) se utilizan para rechazar determinada banda
de frecuencias de una sefial. Los requerimientos de un filtro rechazabanda
se muestran en la figura 3.8. La banda de rechazo vade w,a ®,. Las ban-
das de paso estan por debajo de ®, y por encima de w,.
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s
Q
36
5 Banda de Banda de
< transicion transicion
| | Banda de paso |
Anix

—

Figura 3.8 Plantilla de diserio de un filtro rechazabanda.

La funcidn caracteristica de un filtro rechazabanda es

Vo s’+d s?+wk

Vin s +as+d B w (35)
ST s2+—Ls+wl
P

donde w,= ,. Esta funcion tiene polos en el plano s y ceros en el eje jo.
La frecuencia de los polos es igual a la de los ceros (Fig. 3.9a). La pérdida
a frecuencias bajas y altas se aproxima a la unidad, mientras que la pérdi-
daas = jm, es infinito, como se muestra en la figura 3.9b.

Ganancia @ T
/X .‘S
, @
' g%
4 o
— (4] <
1
A
A
X'"P 0dB ]
(a) o zyz (09 —

Figura 3.9 Filtro rechazabanda de segundo orden. (a) Grdfica de polos y
ceros, (b) curva de atenuacion.
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Si w,>> ,, la ecuacion representa una funcién pasabajos con un cero
en la banda de rechazo, como se muestra en la figura 3.10a. La pérdida en
frecuencias altas es mayor que en las bajas. Esta caracteristica de los fil-
tros se denomina notch pasabajos y se emplea comunmente en el disefio
de filtros. Si , << ®, se obtiene un filtro notch pasa-altos, como se mues-
tra en la figura 3.10b.

(a)

Ganancia .li ©

dB8 —

4+ avacion

. ! N—
I
pLg lh . //
I l wp Wg W —»
Ganancia 10 T
N g!
i 2g j
! 3 ——
X o -
Wy Wp @ —>

(b)

Figura 3.10 (a) Filtro notch pasabajos. (b) Filtro notch pasa-altos.

La aplicacion mas comiin de los filtros rechazabanda es la eliminacién
de tonos indeseados del espectro en frecuencia de una seiial.
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3.2.5 Ecualizadores de ganancia

Los ecualizadores de ganancia se utilizan para perfilar 1a ganancia versus
el espectro en frecuencia de una seflal dada. Este perfilado puede tomar la
forma de cresta o de valle, es decir, destacar o suprimir una banda de fre-
cuencias. Los ecualizadores de ganancia difieren de los diferentes tipos
de filtros comentados anteriormente en que los perfilados que proporcionan
no son caracterizados por un filtro pasabanda o rechazabanda. Cualquier
perfilado de ganancia versus frecuencia que no pueda clasificarse como
LP, HP, BP, BR se considera un ecualizador de ganancia.

Unaaplicacidnde los ecualizadores de ganancia ocurre en la grabacion
y reproduccion de musica en discos fonograficos.

3.2.6 Ecualizadores de retraso

Los ecualizadores de retraso se utilizan para compensar las distorsiones
de retraso introducidas por filtros y otros componentes del sistema de
transmision.

La caracteristica del retraso es un plano en todas las frecuencias, como
se muestra en la figura 3.11. El pulso digital asociado con este retraso se
convierte en T, en el dominio del tiempo. El retraso ideal se describe ma-
tematicamente mediante

Vo(t) = Vin(t — To)
Aplicando la transformada de Laplace,
Vo(s) = Vin(s)e™*"

Su funcidn de transferencia es

_Vo®) _

H =
() Vin(s)

(3.6)
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Si s=jo,
H(jw)=¢e’*™ (3.7)

La amplitud y la fase de esta funcidn son

Amplitud (H(jw)) = | H(jo)| =1 (3.8)
Fase (H(jo)) = arg H(jo) = - 0T, (3.9)
$ 2
T (|l i
- : 3 i ’E
3 g5 %3
|l £
(a) (b) (c)

Figura 3.11 (a) Caracteristicas ideales de retraso. (b) Pulso de entrada.
(c ) Pulso de salida.

El retraso ideal tiene amplitud constante y la fase es funcion lineal de la
frecuencia. El retraso T, puede obtenerse mediante la derivacion de la fun-
cidn de fase con respecto a ®, lo cual simboliza la definicion de retraso

Retraso = i(—d)((:) ) (3.10)
dw
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donde o(w) es la fase de la funcion de ganancia. Si la funcién de trans-
ferencia de la ganancia se expresa como

N ms®+cs+d, (3.11)
T(s)= '
() l:,[ ns’+a;s+b,

La fase esta dada por

' c,0 a,m
)= tan” ————tan”' ————
o() Z pRu— b’ (3.12)

Mediante derivacion, se obtiene la siguiente expresion para el retraso:

d

D=—1(-¢lo

2 (4f0)

¥ (d, +mo’ (b, +nw’

)y . b P . N R RT
m| d,-mo) +co” (b,-no’) +a;o”

En general, el retraso de los filtros no sera un plano y necesitara de
correccion, la cual se logra colocando un ecualizador de retraso a con-
tinuacion del filtro. El proposito del ecualizador de retraso es introducir
el perfilado de retraso necesario para que el retraso total (del filtro y el
ecualizador) sea lo mas plano posible. Ademas, el ecualizador de retraso
no debe perturbar las caracteristicas de pérdida del filtro.

El ecualizador de retraso puede llevarse a cabo mediante la funcion

Vo s®—-as+b
e 3.14
Vin s> +as+b ( )

Los polos y ceros de esta funcidn son simétricos respecto a jo , como
se muestra en la figura 3.12. La ganancia de esta funcion es
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20 log |,

2 -—
%ﬂhm =10log ,, [(b -0 1)1 + (- ao )1]— 10 log ,, [(b -0 2)z + (a0 ) ]= 0dB

Ganancia fw
X O
0
X O

Figura 3.12 Grdfica de polos y ceros de un ecualizador de retardo de segundo
orden.

Un ejemplo de la aplicacion de los ecualizadores de retraso es la trans-
misidn de datos por cables.

3.3 FILTROS PASIVOS Y ACTIVOS

Los filtros activos y pasivos son los mas utilizados en comunicaciones de
voz y de datos.

Los filtros pasivos utilizan resistores, capacitores e inductores. Para apli-
caciones de frecuencia de audio, el uso de inductores produce ciertos pro-
blemas debido a que la impedancia real del inductor es diferente del valor
ideal debido a la resistencia inherente que poseen desde su fabricacion.
En el modelo de la figura 3.13, el factor de calidad Q, del inductor esta
dado por

oL

Q, = = (3.15)
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A mayor resistencia R menor sera el factor de calidad y, por lo tanto,
mayor sera su diferencia respecto al inductor ideal. Para minimizar la
distorsion en las caracteristicas del filtro, se deben utilizar inductores de
un alto factor de calidad.

R L
o— "\ —00—o

Figura 3.13 Modelo de inductor.

Los filtros activos superan estas desventajas y ofrecen algunas ventajas.
Los filtros activos se realizan utilizando resistores, capacitores y ampli-
ficadores operacionales (usualmente). Algunas de sus ventajas son:

. Reduccion de tamaiio y peso.

. Mayor fiabilidad del circuito.

. Facilidad de implementacion del circuito.

. Numerosas aplicaciones.

. Pueden proporcionar ganancia de voltaje, mientras que los filtros

pasivos producen pérdidas de voltaje.

Una de las desventajas de los filtros activos es el ancho de banda finito,
el cual causa algunas limitantes a altas frecuencias, asi que no se utilizan
por encima de 30 kHz, mientras que los filtros pasivos no tienen esa
limitacion y pueden utilizarse hasta S00 MHz.

Un criterio importante en la comparacion de filtros es la sensibilidad,
la cual es una medida de la desviacion de la respuesta del filtro debida a
variaciones en los elementos causadas por cambios ambientales. La

sensibilidad de los filtros pasivos es mucho menor que la de los filtros
activos.
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3.4 APROXIMACION

El problema de la aproximacion consiste en encontrar una funciéon cuya
caracteristica de pérdida se encuentra en la region permitida. La funcion
puede utilizar elementos pasivos o activos, pero debe tenerse en cuenta
que cuanto menor sea el orden de la funcién, mayor simplificacion habra
en el disefio.

3.4.1 Técnica de aproximacion con diagramas de Bode

Este método es apropiado para disefios de filtros sencillos y de orden
bajo. El procedimiento consiste en estimar la locacidon de los polos y ceros
para cumplir con los requerimientos, como se ilustra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.1

Aproximar los requerimientos del filtro pasabajos que se describe en la
figura3.14.

—_—

Atenuacion
dB

ES |

L L Ll LL4 1 L1 L L1l

10 100 400 1000 W —>

}‘;

&

N

Figura 3.14 Plantilla de disefio para el ejemplo 3.1.
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El primer paso es estimar el orden de la funcion del filtro deseada. De
los requerimientos dados, la pérdida en la banda de transiciéon de 100 a
400 rad/s aumenta en 35 dB, lo cual corresponde a una recta de 35 dB que
es dos octavas o 17.5 dB/octava.

Se estima que los requerimientos dados se satisfacen con una funcion
de ganancia LP de tercer orden de la forma

K

T,,(s) = . j (.16)

(S+a)(52 +—L+0?2
P

donde las constantes K, a, w, y O, se obtienena partir de los requerimientos
del filtro, como se explica a continuacidon. La comparaciéon de los re-
querimientos con el diagrama de Bode de 1/(3 + o) sugiere que el polo
real debe estar localizado en la frecuencia de corte del filtro, es decir,

a =100
La frecuencia del polo debe ser igual a la frecuencia de corte, es decir,
O, = 100

y la constante K se determina del valor dc de la funcion, el cual se supone
de 1 debido a los requerimientos. Entonces el valor dc de T,,(s) es

Q, seobtiene a partir de la pérdida a la frecuencia de corte
_ ad
o =1007%/
K

(s+a)(sz +%" s+m;]

P

20log,,

1
[
w

s=4100

134



Filtros

Sustituyendo K, a y @, y simplificando,

10°

= 0.7078
/100 +100|-|- (100) +1Q()—0(j100)+(100)2

P

Resolviendo para Q, se obtiene

Op =1

Entonces, la funcion LP es

10°
(s+100)(s? +100s+10°)

TLP(S) =

3.4.2 Aproximacion Butterworth

De acuerdo con la figura 3.15, los requerimientos son caracterizados me-
diante un pasabanda de dc a ®,, un rechazabanda de ®, a infinito, 4_,
como la maxima pérdida del pasabanday A . como la minima pérdida del
re-chazabanda.

La aproximacion LP de la funcidn tiene la siguiente forma general:

2 2 Njo)[ (3.17)
H(jo) = 14|k (jo)| =1+ ]
donde H(s) es la funcién de pérdida deseada 'y K(s) / D(s) es una

funcidn racional ens. La funcidn K(s) debe escogerse de manera que sea

pequeiia en el pasabanda, para que la magnitud de H( jo) sea igual a la
unidad. En el rechazabanda, la magnitud de K(s) debe ser de gran orden
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para satisfacer los requerimientos de pérdida del rechazabanda. K(s) debe
ser de la forma

=a,+a,5+a,s’+...a,s" (3.18)

Il
.
—
o2

K(s)

donde los coeficientes se escogen de manera que H(s) cumpla con los re-
querimientos del filtro.

—

dB

Banda de paso B"md? Qe
transicion

ﬂ{ §> |'_ Atenuacién

| Wp @ B

Figura 3.15 Plantilla de disefio del filtro pasabajas.
La aproximacion Butterworth esta caracterizada por

K(s) = P,(s) = e(—)" (3.19)

donde € es una constante, n es el orden del polinomio y w,es la frecuencia
del pasabanda. La funcién de pérdida correspondiente es

o
_ \)1+52[mij (3.20)
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En el valor dc, la pérdida es de 1. La curva de la funcidn en dc se obtiene
mediante la expansion de la ecuacion anterior en series binomiales. Cerca
dew=0,

entonces

. 2(2-)%"!/2 _1+_1- z(ngn_l ‘/C\)_)dn-’-L 6(1j6n+ (321)
* o, J =77, SELw,, 6 \o,)

K(s) se escoge de tal forma que la mayoria de las derivadas sea cero, re-
sultando una curva tan plana como sea posible al valor dc. Por lo ante-
rior, este tipo de aproximacidn se conoce como aproximacion plana al
maximo.

Lapérdidaen dB es

Al = 101og,0{1+s2(i"—j dB (3.22)
L (O
Sio=0,,
Alo,)=10log,,(1+¢?) (3.23)

El parametro € se relaciona con los requerimientos de pérdida del pasa-
banda4 . mediante

£ = VI10° e — ] (3:24)

La pérdida aumenta con el orden n.

La funcién de pérdida Butterworth de cuarto orden se muestra en la
figura 3.16. En ella se observa la maxima caracteristica plana del pasabanda
y el aumento monotomico de la pérdida del rechazabanda. Para propésitos

137



Circuitos eléctricos 111

de diserio, es conveniente graficar estas caracteristicas para diferentes va-
lores de n contra la frecuencia normalizada

dB —»

Atenuacion

(3.25)

/24 dBloctava

101og(1+&2)

T W —

Figura 3.16 Filtropasabajas del tipo Butterworth de cuarto orden.

En términos de la frecuencia normalizada, la pérdida es

A(Q) = 10log,,(1+ Q")

(3.26)

la cual se grafica en la figura 3.17 para érdenes superiores a 5. El uso de
esas graficas se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2

Encontrar la pérdida a o, = 4Ora% para un filtro de quinto orden que
tiene una pérdida maxima de 1dB en @, = 10" a%'
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De la ecuacion 3.24,

e =10°" = —1 = 0.509

y de la ecuacion 3.25,

Q, =(0.509)"(4) = 349

La pérdida a Qg =3.49 de la figura 3.17 es aproximadamente 55 dB.
El valor mas exacto se obtiene de la ecuacion 3.26:

Alo) = 10log,,(1+(349)") = 54348 .

| 71

i #0 )
"‘QaT'i ns 17 ng
g ) VLA ke | B8
£5a1 ZELpAT o
Q ] 3
B prarar=deill &
%_o 2 ljéz S < . ] 0 <.

! : 4 i = ol

—t A | = [ ]

l 2 3 4 56 78910 2 3 4 5 6178910

Q —>

Figura 3.17 Atenuacion de un filtro Butterworth pasabajos de cuarto orden.

H ( Jjo ) se expresa en términos de su parte real e imaginaria como

H(jo)=ReH(jo)+ jimH(jo) (3.27)
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de donde

2

(o) = (Re H(jo))’ +(jim Hjo))

- [Re H(jo) + jImH(jm)][ReH(jw) - jlm(ﬂ”)]
Sin embargo,
H(- jo)=ReH(jo)- jIm H(jo)
entonces la ecuacién anterior se reduce a
|H(jo)| = H{jo)H(- jo) (3.28)

Igualmente, en términos de la variable normalizada €2 se obtiene

2

|H(jQ)| = H(jQ)H(- /)

Esta ecuacion describe la funcidn de transferencia para frecuencias en el
ejej 2; sin embargo, una forma mas general de expresarse es

|H(s)|* = H(s)H (- 5) (329)

donde s es la frecuencia normalizada de la variable  + j Q.
De la aproximacién de Butterworth de la ecuacion 3.20,

(i) =1+0 =1+[- ()| (3.30)

que en el dominio de s se representa como

H(s) =1+(~s?)" CE=LY
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. 2 . .y
Las raices de |H(s)|" se obtienen al resolver la ecuacion

1+(-5)" =0 (332)

La solucidn de la ecuacion anterior es

it (2k+n-1
s, = exp[%t% dondek=1,2,...,2n

Las raices 2n se encuentran localizadas en el circulo unitario y estan
igualmente espaciadas a intervalos de p/nradianes. La funcidn de pérdida
en el dominio de s esta dada por

H(s) = [T(s-s)) (3.33)

j

donde s, sonlas raices de la mitad del plano izquierdo de la ecuacion 3.32.
Ejemplo 3.3

Encontrar la funcién deaproximaciondel filtro LP Butterworthnormalizado
de tercer orden.

Figura 3.18 Raices de un filtro pasabajos del tipo Butterworth de tercer orden.
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. ’ 2 . ’ . . .
Las seis raices de |H(s)| se localizan en el circulo unitario a intervalos
de p/3 radianes, como se muestra en la figura 3.18. Sus raices son

s=-1 y s§s=-051%,0.866
La funcién de aproximacién es
H(s) = (s +1)(s + 05+ 0.866)(s + 0.5 — 0.866 )
=(s+1)(s? +s+l)
En la tabla 3.1 se muestran los polinomios de Butterworth normalizados
paran=1a5. Paradeterminarla funcién de Butterworth de un filtro cuya

frecuencia de corte es @, y su pérdida méxima es A_, dB, los polinomios

I/n
dados en la tabla 1 se deben normalizar reemplazando s por S[EJ .

TABLA 3.1 COEFICIENTES DE LOS LOS POLINOMIOS DE
BUTTERWORTH NORMALIZADOS PARANn=1AS.

n H(s)
1 s+1

2 s +1414s5+1

3 (s +s+1)(s+1)

4 (s? +0.76537s+1)(s* + 1847765 + 1)

5 (s? +0.61803s +1)(s? + 1.61803s + 1)(s + 1)
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3.4.3 Aproximacion Chebyshev

La principal caracteristica de la aproximacion Butterworth esque su pérdida
es maximamente plana en el origen, lo cual para un pasabanda es bueno en
el origen; sin embargo, esta aproximacion va cambiando a medida que ®
se aproxima a ®,. Ademas, la atenuacion de la banda de rechazo es menor
que esa atenuacidn si se utilizan otros tipos de polinomios como el Che-
byshev, el cual se describe a continuacién. El aumento de atenuacion de la
banda de rechazo se logra al cambiar las condiciones de aproximacion de
la banda de paso. Este criterio se utiliza para minimizar la desviacion ma-
xima de la caracteristica plana ideal, buscando un comportamiento como
se muestra en la figura 3.19.

La funcidn Chebyshev C (£2) de n-ésimo orden se define como
C,(€) = cos(ncos™ Q) Q<1
= cosh(ncosh™ Q) 10|>1 (3.34[ay b))

donde €2 es la frecuencia normalizada

w

©p

La funcion de Chebyshev también puede expresarse como polinomio en
Q, en la forma

C,.(Q)+C_(Q) = cos{(n +1)cos™ Q] + cos[(n —1)cos™ Q]
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a8 . —%

Atenuacidn

—— - L

QJP O

Figura 3.19 Caracteristica de rizo de la banda de paso.
Utilizando la identidad cos(A + B) + cos(A4 — B) = 2cos Acos B, el lado
derecho de la ecuacion se reduce a

2cos(cos™ Q) cos(n cos™ Q) =2QC, () (3.39)
de donde se produce la relacion

C,.(Q) =2QC,(9Q) - C,_,(Q) (3.36)

De la ecuacion 3.34(a),

G(Q)=20° -1

G,(Q)=4Q° -3Q

C,(Q) =8Q* -8Q% +1

C,(Q) =16Q° -20Q° +5Q etc.
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La grafica de las funciones de Chebyshev utilizando los polinomios
anteriores se muestra en la figura3.20ayb.

(a) (b)
t t
C3(Q) Cq(D)

—
|
—

e Rk

_T;MQ
=)

dB
dB

Atenuacién —»
x
1
w
Atenuacion —p
x
"
Fy

_i0log(1+¢2) _\\/\/, _

N T (T

(c) (d)

Figura 3.20 a) Funcion Chebyshev de tercer orden. b) Funcion Chebyshev de
cuarto orden. c) Aproximacion pasabajo de una funcion Chebyshev de tercer
orden. d) Aproximacion pasabajos de una funcion Chebyshev de cuarto orden.

La funcidn de aproximacion pasabajos Chebyshev se obtiene a partir de
los polinomios de Chebyshev y esta dada por

(i) = ’” ’“’ =1+:°C(Q) e

En la figura 3.20c y d se muestran las funciones de pérdidaparan=3y
n =4, Observe que el rizo de las funciones de aproximacion se encuentra
entreunoy /1 + g2 para |QQ < 1,y ese nimero de minimos de |H(jQ)’ en
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labandade(—1<Q<1)esigual al orden n. Esa propiedad se cumple para
todos los 6rdenes.

La pérdida de |H ( jQ)' en la frecuencia w, de la banda pasante, donde
la frecuencia normalizada Q2 =1y C (1) =1, es

A =10log,(1+¢?) (3.38)

donde el parametro e se define como
g =410 e —1 (3.39)
Si se conocen los requerimientos del rizo 4, Yy el orden n, se puede

graficar la pérdida normalizada de Chebyshev utilizando las ecuaciones
3.34,3.37 y3.39. Eluso de estas graficas seilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4

Encontrar el orden necesario para un filtro pasabajas Chebyshev cuyos
requerimientos estan caracterizados por

fr =2000Hz  f, =5000Hz A, =ldB A, =35dB

La frecuencia normalizada de la banda de rechazo es

Qs =f5/fr=25

De la figura 3.23 se observa que el orden necesario es 4.

146



Filtros
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Figura 3.21 Grdfica de atenuacion de un filtro Chebyshev para A_, =0.25 dB.
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Figura 3.22 Grdfica de atenuacion de un filtro Chebyshev para A_, =0.5 dB.
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Figura 3.23 Grdfica de atenuacion de un filtro Chebyshev para A_, =1.0 dB.

TABLA 3.2 FUNCIONES DE APROXIMACION DE CHEBYSHEV.

a) A4, =025dB

n Numerador de H(s) Denominador
(K)

1]s+410811 4.10811

2 | 5% +1.79668s +2.11403 2.05405

3 | (s* +0.767225 +1.33863)(s + 0.76722) 1.02702

4 | (s* +0.425045 +1.16195)(s* +1.02613s + 0.45485) 0.51352

5 | (s* +0.27005s +1.09543)(s* +0.70700s + 0.53642)(s + 0.43695) | 0.25676
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b) A, =0.5dB

n Numerador de H(s) Denominador
(K)
1| s+286278 2.86278
2| 5% +1425625+ 151620 143138
3 | (s +0.62646s +1.14245)(s + 0.62646) 0.71570
4 [ (s* +035071s +1.06352)(s* + 0.84668s + 0.356412) 0.35785
5 (s2.+ 0223935 +1.03578)(s* + 0586255 + 0.47677)(s + 0362332) |  0.17892
c) A.=1dB
n Numerador de H(s) Denominador
(K)
1 15+196523 1.96523
2 | 5% +109773s +1.10251 0.98261
3 |(s? +0.494175 +0.99420)(s + 0.49417) 0.49130
4 | (s? +027907s + 0.98650)(s* +0.67374s+027940) 0.24565
5 | (s +0.17892s +0.98831)(s? + 0468415 + 0.42930)(s +0.28949)  0.12283
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Eluso delas tablas se muestra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.5
Encontrar la funcidn de aproximacion de un filtro pasabajos con los si-
guientes requerimientos:
®, =200 ®s =600 A, =05dB A,, =20dB
La frecuencia de la banda de rechazo normalizada es Q = 600/200 = 3.

De la figura 3.22, el orden necesario es 3. La funcién LP normalizada para
n=3yA ., =0.25dB se obtiene de la tabla 2b.

(s? +0.62646s + 1.14245)(s + 0.62646)
071570

H,(s) =
La funcidn deseada H(s) se obtiene reemplazando s por s/200:

(s? +1253s + 45698)(s + 125.3)

H(s) =
5725600

3.4.4 Aproximacion de Bessel

Esta aproximacidn se concentra en las caracteristicas de fase y retraso que
presentan los filtros.

Las funciones de filtros Chebyshev deterioran significativamente la res-
puesta en tiempo de las sefiales digitales. Las caracteristicas de retraso de
la banda pasante no son planas y las altas frecuencias se retrasan mucho
mas que las bajas frecuencias, como se observa en las graficas de la figura
3.24 para un filtro de cuarto orden.

En el caso de los filtros Butterworth, la caracteristica de magnitud es
monotdnica en la banda pasante y el retraso es relativamente plano. En la
figura 3.25 se muestran las caracteristicas de magnitud y retraso para un
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Butterworth de cuarto orden. Se observa que a mayor suavidad en la ca-
racteristica de magnitud, la caracteristica de retraso se hace mas plana.
Sin embargo, ese comportamiento de la aproximacién Butterworth pro-
duce menos atenuacidn de la banda de rechazo que en la aproximacion de

Chebyshev.
(b)

—
[\V]
~—

dB —
tardo seg] ——»
i

Atenuacién

Y

05

1 ——

Amplitud ——»

Amplitud —»

S + i —
' P |4 8 1216 ,_

(c) (d)

Figura 3.24 Caracteristicas de un filtro Chebyshev de cuarto orden. (A, =
0.5 db). a) Atenuacion. b) Retraso. c) Entrada escalon. d) Respuesta al
escalon.

El objetivo de la aproximacidn de Bessel es obtener una caracteristica
de retraso tan plana como sea posible en la banda pasante. La funcién de
pérdida de la caracteristica de retraso ideal es

H(s) = e (3.40)
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Laaproximacion de Bessel utiliza polinomios que se aproximan a esta
caracteristica ideal. En esta aproximacidn el retraso en el origen es plano al
maximo, es decir, la mayoria de las derivadas en el origen son cero. Pa-ra una
funcion normalizada, la aproximacion, con un retraso dc de 1 se-gundo, es

Hs) = ¢ (3.41)

La aproximacion de Bessel para la funcion normalizada anterior es

B (3.42)
His) = (s)
B,(0)

(a) (b)
T 4
& el
2 g 3
“

| 1 =% 1 Q—»
31 NPT
g
<

———

Figura 3.25 Caracteristicas de un filtro Chebyshev de cuarto orden.
(A= 3.0 db). a) Atenuacion. b) Retraso. c) Entrada escalon.
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donde B, (s) es el n-ésimo orden del polinomio de Bessel, el cual se define
mediante las siguientes ecuaciones:

B,(s) =1
B/(s)=s+1
y B (s)=(2n-1)B,_(s) +s’B,_,(s) (3.43)

En la tabla 3.3 aparecen las funciones de aproximacion de Bessel para
n=1as.

TABLA 3.3 FUNCIONES DE APROXIMACION DE BESSEL.

n Numerador de H(s) PDenominador
(K)

1] s+1 1

2| s2 43543 3

3 | (s? +3677782s + 6.45944)(s +2.32219) 15

4 | (s® +5.792425 +9.14013)(s* + 4.20758s + 11.4878) 105

5 | (s? +6.703915+142725)(s* + 4.64934s + 18.1563 1)(s + 3.64674) 945

La pérdida y el retraso de las aproximaciones de Bessel (n =1 a 5) se
muestran en las figuras 3.26 y 3.27, respectivamente. En esas figuras la
frecuencia normalizada Q esta relacionada con @ mediante

Q=of, (3.44)

En la figura 3.27 se muestra que a mayor orden », mayor es el ancho de
la banda de frecuencias en la cual el retraso es plano. Las caracteristicas
deretraso de la aproximacion de Bessel son superiores a las de Butterworth
y Chebyshev. Sin embargo, la atenuacion es menor que la de Butterworth.
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Figura 3.26 Atenuacion del filtro pasabajos tipo Bessel.
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Figura 3.27 Retraso de un filtro pasabajos del tipo Bessel.
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Ejemplo 3.6

Encontrar la funcién de aproximacion de Bessel LP para un filtro con los
siguientes requerimientos:

a)  Elretraso debe ser plano por encimade 1% del valor dc a 2kHz.
b) La atenuacion a 6kHz debe exceder los 25dB.

Laprimera idea es buscar un filtro de cuarto orden. De la figura3.27 la
aproximacion de Bessel para un filtro de cuarto orden muestra un retraso
plano por encima del 1% de aproximadamente Q2 = 1.9. Para satisfacer los
requerimientos de retraso, esta frecuencia normalizada debe corresponder
a o = 2kHz. Asi, la frecuencia normalizada correspondiente a 6kHz debe
ser

Q, ==(19)=57

N

A esa frecuencia, la atenuacion es de 22 dB (Fig. 3.26) Como la apro-
ximacion de cuarto orden no cumple con los requerimientos de pérdida, se
utiliza una funcién de quinto orden.

De la figura 3.27, el retraso comienza a aproximadamente  =2.5. Es-
ta frecuencia corresponde a w = 2kHz, y la frecuencia normalizada a w =
6kHz es

Q, ==(25) =175

N

De la figura 3.26, la funcion de quinto orden proporciona una atenuacion
de 29.5 dB a esa frecuencia, asi que la aproximacion de Bessel de quinto
orden satisface los requerimientos de pérdida y retraso.

La funcién normalizada de quinto orden se muestra en la tabla 3.3. De
la ecuacion 3.44,

Q 25

T === _) 0
°~ o  2r(2000) 1989(10)s
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entonces, sustituyendo s y T  la funcién de ganancia es

v, 3.608(10%) 45894(10°) 18335(10*)
Vi s> +3370(10*)s +3.608(10") s* +2.338(10*)s +4.5894(10") s+18335(10*)
3.5 SENSIBILIDAD

3.5.1 Sensibilidad ® y 0

La sensibilidad de una red es la medida del grado de variacion de su
rendimiento del valor nominal, debido a cambios en los elementos que
conforman lared. La funcidn bicuadratica de un filtro puede expresarse
como

(3.45)

En esta seccion se estudia la sensibilidad a los parametros bicuadraticos
con la ilustracion de algunos ejemplos.

Si se considera la sensibilidad de una frecuencia de polo w, con respecto
a los cambios del resistor R, la sensibilidad del polo se define como el cam-
bio por unidad enla frecuencia del polo, Aw,//Aw ,, causada por el cambio
por unidad en el resistor, AR/R. Matematicamente,

Ao,

(3.46)

Sp? = lim

AR—0
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_ R 20,
©, OR (3.47)
lo cual equivale a
d(nw,)
Spr = . 48
# 8(InR) (3.48)

El costo de manufactura de un componente es funcion del porcentaje de
cambio (100*AR/R) mas que del cambio absoluto (AR) del componente
Por estarazon se requiere medir la sensibilidad en términos de los cambios
relativos en los componentes, como se muestra en la ecuacion 3.46.

Las sensibilidades de los parametros w,, 0,, O, y K a cualquier elemento
de la red se definen como

s C X g0 RO, o RK (34
0, oR K oR

La ecuacidn 3.48 puede utilizarse para desarrollar reglas utiles para
simplificar los calculos de la sensibilidad. La sensibilidad del parametro
p aun elemento x es

d a(n p)
S £ s ——x—v—p— — —~_-v~p._.
* " pox o(nx) (3.50)

Sip no es funcion de x ( p. ej., p=a constante), entonces

Sf=0 (3.51)

=1 (3.52)
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Otrarelacion util es

De la ecuacion 3.48,

_guP _ _a(ln l/P) _ a(’ (ln p))

* 7 8(nx)  8(nx)

De manera similar, se puede demostrar que
P __¢p
Sx - Sl/x
Otra relacion que puede demostrarse facilmente es

PP2 _ QP P
§PP = §P 4 SP

Sfl/PZ — Sfx _sz

sr=Lsr
x n x
! =nS!
Sp,+p2 . plepl +Sf{

Pt D,
§I) _ /)

donde c es independiente de x, y f{(x) es funcion de x.

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Laevaluaciondelasensibilidad utilizando estas relaciones se demuestra

en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 3.7

La funcion de transferencia V /I para el circuito pasivo de la figura 3.28
puede ser
v

Vo _ 1

Vi a Csz+ Ky N 1
Hallar las sensibilidades de K, ®, y O, para los elementos pasivos.

O+

I m R %C L 'I"I,L‘

Figura 3.28 Circuito pasivo propuesto.

De la ecuacidn 3.45, los parametros bicuadraticos son

K=+
C
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Utilizando las relaciones de sensibilidad desarrolladas anteriormente,
S& =8 =-8¢ =-1

1 1
§or = SINEC _ _gitc __ " gLc _ _~
L /5 L 2 e 2

s =-S3 =

2

82 =S5 =1

1 1
SQP Z“SR C/L )
(& 2 C 2

S?p _ _1_SZ12C/L o 1 SII:/RZC _ _l

2 2 2

y todas las demas sensibilidades son cero.
Observaciones:

1.  Las magnitudes de las sensibilidades son todas menores que la uni-
dad. Una sensibilidad de 1 implica que un 1% de cambio en el ele-
mento puede causar un 1% de cambio en el parametro (Ec. 3.46), lo
cual se considera una baja sensibilidad.

2. Las sensibilidades evaluadas son iguales al exponente del elemento.
Por ejemplo, para

Q,=R'C/L?
las sensibilidades son
S = §r = — S =
En general, si el parametro p esta dado por

a_b_c

P =X, X%,
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gntonces la sensibilidad .de pparax, x,yx,seraigual a sus respec-
tivos exponentes, es decir,

Sy =a SP =B SP=¢ (3.56)

Xy X3

3, La sensibilidad de w, a R es cero, es decir, cualquier cambio en R
no afecta la frecuencia del polo.

3.5.2 Desviaciones de varios elementos

El cambio en la resistencia hace que la frecuencia del polo cambie por

:on. OR (3.57)
Avp zAlft’—’:oSR R @
Para desviaciones pequeiias en R,
., AR
A(DP ESR E (1)[, (358)

Este cambio se debe a un elemento.
Si se considera, por ejemplo, el cambio en ®, debido a desviaciones de
todos los elementos del circuito x,,el cambio Aw,, puede obtenerse expandién-

dolo a través de las series de Taylor como

0w 0w 0w
Aw, =—FAx, + —F Ax, +...am—PAt

o, o, = +términos de segundo orden o mayor.

m

donde m es el numero total de elementos en el circuito. Se asume que los
cambios en los componentes Ax; son pequefios y se ignoran los términos
de segundo orden o de drdenes superiores. Ademas,

Aw, = Zaa“’” Ax, (3.59)
Jui G

J
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Otra forma de expresar la ecuacion anterior es

o522 22) 22,

T ax, O, X,

(3.60)

=D SyrV, 0,
j=i

donde V =A x./x; es el cambio por unidad en el elemento x;, y se conoce
como variabi/idad de x. De la ecuacién 3.31, el cambio por unidad en
W, es

P

Ao o qop
—L =38V, (3.61)
@p =l

Igualmente, los cambios por unidad en el polo O, w,, O,y K debidos a las
desviaciones simultaneas de todos los componentes estan dados por

AQP 2 Ql’ A]\’ =z K vr
=ZS1, v, K =255,
& - (3.62)
A m ] m
I 80, 50y
0, a7 Q,

Ejemplo 3.8

Encontrar la funcion de transferencia ¥ /¥, del circuito activo RC que se
muestra en la figura 3.29, y encontrar las expresiones para la sensibili-

dad de w, y O, para los elementos R , R,, C,, C, y la ganancia del ampli-
ficador 4.
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RA
k-1 R
e
et
| v
Vi (j) R, L__R\/__”,C_) ‘T:
- -

Figura 3.29 Circuito RC activo.

Las ecuaciones nodales para el circuitos son

k=1 1 g4
. V| —t— =V — =0
nOdo 1 ( RA RA ) O(RA J
V* sC, + ! + 1 V : =Kt
. (— kgL e Ty il ™ et |
nodo 2: R, R, + _1_ R, + L
\ sC, | §¥C.

Los voltajes de las terminales positiva y negativa del ampificador ope-
racional estan relacionados por

Vo= -v )
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Alresolver las ecuaciones, la funcion de transferenciaes

v, s(s +1/R,C, k(@ + k/4)"

Vi stas| L o 1 [j__F J|i_
R.C, R,C, R,C,\' 1+k/4)) R

y los parametros bicuadraticos son

®,= Rl—]/ 2R2-|/ 2C]-1/ 2C2-1/ 2

(bw)F=1+1+1(1k)

RC, R,C, R\ 1+k/4

La sensibilidad de w, a los componentes R, R, C, y C, es

1
Op _ QOp _ QOp _ QOp _ _
Sor = Sor = 3 =852 =

2

La sensibilidad de O, a los componentes es
Sg” _ S:P/ (bw)p _ S:p __Sl(sz)p

De las ecuaciones anteriores, utilizando la ecuacion 3.55

PIS:I +Sf2
bt D,

ptpy _
Sh™h =
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se obtiene

(54 1 1 k ‘
| RC, (—l)"{chz "R,C, (1 3 1+k/AD(O)

1 1 1 k
- + -
RC . RC, RC\ d+k/4

1 1 1

=———— e —

2 RC, (bw),

De manera similar,

1
SQP o LA U, - NS o
t 2+R2C2 (bw),

Considerando las sensibilidades de la ganancia del ampificador,

Ser =0

SQP o _S(bw)p = ad 1 ~& S—k/RzC,(Hk/A)
! 2 (bw), |R,C |1+K/4 |
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1 1 k
. . _.(_1)5(14//1)13:([//(
(bw), R,C, 1+k/4 ’

k R,C,
_ Lo vk .(_),_2' k (—1),
(bw), R,C, 1+k/A (1+k/A)R,C,/k
1 k? 1
4 R,C, ( kJZ (bW)P
1+—
A
Observaciones:

1.

La expresion para §% implica que este término puede reducirse
aumentando la ganancia del amplificador. En particular, para un am-
plificador ideal este término se hace cero, es decir, el polo Q se
vuelve insensible a la ganancia del amplificador operacional.

Hay que notar que k depende de los resitores R, y R, y no es
constante.

Las sensibilidades de w, y O, se relacionan con sus respectivas di-
mensiones de la siguiente manera:

Sgr+8% =0 Sg +8& =0
Sy’ + 8" =-1 S¢h +8¢r =-1

Entonces la frecuencia del polo w,, la cual es de la forma 1/RC, tie-
ne las dimensiones

dim(o,)=[R]"[C]"
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mientras que el polo Q, dado por ww/(bw),, es adimensional:

dim (0,)=[R])[cT

SINTESIS DE LA RED PASIVA

3.6.1 Sintesis por inspeccion

En esta seccion se introduce el concepto de sintesis a partir de la con-
sideracidn de funciones simples que puedan sintetizarse mediante inspec-
cion. Tales funciones pueden considerarse como la suma de las impedancias
(o admitancias) de resistores, capacitores e inductores. En la figura 3.30
se muestran algunos ejemplos. Redes mas complejas se realizan mediante
la combinacion de las simples. El siguiente ejemploilustra el procedimiento.

Ejemplo 3.9

Sintetizar

2s

La impedancia puede escribirse como

s 1
Z(s)=—+—
(s) 2 25

la cual puede representarse como un capacitor en serie con un inductor, como
semuestraen la figura3.31.
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Ejemplo 3.10
Sintetizar
s+1
Z(s) B s+4
Z(s) puede escribirse como
VA (s)= S 1
s+4 s+4

lo cual puede representarse como se muestra en la figura 3.32a. Al-
ternativamente, la funcion de admitancia correspondiente puede expandirse
como

=s+4=1+ 3 14 1

Y
&)= s +1

s 1
._+._.
3 3

que se representa en la figura 3.33b. Obsérvese que este disefio es mejor
que el de la figura anterior, ya que requiere un elemento menos.

2 15
1 s“LC +1
A %
C ! sL
° Z-—l- e L
oC + — [ +1 C
oL
15
Z=sL+R
R 1
P . L JR
= R+sL
oL R
R
) _: [ (o R

L 1 3 E g
216+ oC . - g (o L
Z'IL‘PR*l—- ¢ *C kel e N 1 N 1 2 1 1 R
sC s c + ¢ r C(s +s g +—'L)

Figura 3.30 Funciones simples que se pueden sintetizar por inspeccion.
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Figura 3.31 Circuito del ejemplo 3.10.

Ejemplo 3.11

Sintetizar

s+1
Z(s)=——
(s) s+4

Z(s) puede escribirse como

Ky 1
+

s+4 s+4

Z(s)=

lo cual puede representarse como se muestra en la figura 3.32a. Alter-
nativamente, la funcién de admitancia correspondiente puede expandirse
como

3 1

=1+
s+1 s 1

[ + —
3 3
que se representa en la figura 3.32b. Obsérvese que este disefio es mejor que
el de la figura anterior, ya que requiere un elemento menos.

Y(S)=-S—+i=l+
s+1

1Q 025 Q
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033H
1Q .
033Q

®

Figura 3.32 Circuito del ejemplo 3.11.
3.6.2 Sintesis del punto de excitacion
3.6.2.1 Sintesis mediante expansion en fracciones parciales

La sintesis de funciones de punto de excitaciéon RC y LC se basa en la ex-
pansion en fracciones parciales de la funcion dada. Partiendo de la expre-
sion general para la expansion en fracciones parciales para una funcion de
impedancia de punto de excitacion LC,

K 2K s
Z,c(s) = SO tKos+ Z st o} (3.63)
i P .

La admitancia Y, .(s) tiene una expansion similar. La expansion para una
impedancia RC es

K K
Zycls)=—F+ Ko+ 2 — (3.64)

; S+ D

y laexpansiénpara R, .(s) es

(3.65)

Ks
z =K, +K_s+ :
0= e TS5
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Una vez expresada la funcion del punto de excitacion, cada uno de los tér-
minos de la expansion puede sintetizarse por inspeccion. Para funciones de
impedancia losbloques se conectan en serie, mientras que para las de admitancia
se conectan en paralelo para completar la sintesis.

Ejemplo 3.12

Sintetizar
s(s2 + 2)

2=+

La funcién del punto de excitacion no tiene polo en el origen, sino un
polo al infinito. Los términos K| y K_ son cero, y la expansion en fracciones
parciales es

K.s Ry
o)l =

proptee
41 5243

donde K, y K, estan dadas por
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entonces,
1 1
-5 )
2 2
Z(s) = +
(s) st+1 s2+3

1 1

201G

2s+— 2s+—
S S

el cual puede sintetizarse por inspeccidon como se muestra en la figura 3.33.
Una forma alterna de sintetizar K, puede ser realizar la expansion en

fracciones parciales de su reciproco, X,y:

- (s +1)(s? +3)
¥s) = s(s2 + 2)

.Y
§

donde
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O

Figura 3.33 Circuito para el ejemplo 3.11.

3.6.2.2 Sintesis mediante expansion en fracciones continuas

El procedimiento consiste en eliminar alternadamente elementos de Z(s)
en serie y en paralelo hasta llegar a la funcion del punto de excitacion,
como se explica a continuacion.

Considere la sintesis de funcion LC Z(s), cuyo numerador es de mayor
grado que el denominador; lo primero sera dividir el denominador entre el
numerador de la siguiente forma:

Z(s) =sL, + Z,(s)
donde Z,(s) eseltérmino restante, cuyo orden es uno menor queel de Z(s).
Z(s) puede representarse como un inductor en serie con una funcién del
punto de excitacion Z,(s). La sustraccion de sL, de Z(s) hace que el
grado del denominador de Z,(s) seauno mayor que el grado del numerador.

Se puederepetir el procedimiento anterior a la admitancia de la funcién restante
¥,(s) =1/Z,(s) , expandiéndola como

Y,(s) =sC, + ()

El lado derecho de la expresion representa un capacitor C, en paralelo
con una admitancia Y¥,(s) cuyo orden es dos grados menor que la funcién
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original Z(s).Luego, Y, (s) seinvierte paraobtener unaimpedanciade Z,(s),
lacualseexpandeparaque el inductor L, quede en serie con el término restante
Z,(s). Elordende Z . (s) es tres grados menor que Z(s). El proceso de
inversion y division se repite hasta que no haya nada que remover del término
restante, punto al cual la sintesis esta completa.

Ejemplo 3.12

Sintetizar la siguiente funciondel punto de excitacion:

s*+2s
Z(S)= 2
sT+1

La funcion de impedancia puede escribirse como

3

s +2 )
Z(s) = 5 S=s+ 5 =s+Zl(s)

s*+1 sC+1

La admitancia ¥;(s) es

+1 1
Y(s)="——=s+-
S S

lo cual se representa mediante un inductor de 1H en paralelo con una
capacitor de 1 F, como se muestra en la figura 3.34.

Observacion;

a)  Laexpansionen fracciones continuas de Z(s) puede expresarse como
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De manera general, la expansion en fracciones continuas de una funcién
de impedancia puede expresarse como

Z(s)=a;s+ 1
L et 1 (3.66)
G35 i
a,s+
1H 1H

Figura 3.34 Circuito del ejemplo 3.12.

b)  Elprocedimiento descrito anteriormente puede utilizarse para redes
RCy RL, donde se necesiten remover elementos en serie y en parale-
lo. Latécnica de fracciones continuas puede aplicarse al numerador
y denominador de dos maneras, organizando los polinomios en for-
ma ascendente o descendente, lo cual da como resultado circuitos
diferentes.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 3.1

El disefio de un filtro pasa-altos se especificacomo 4_, =1dB, 4, =28
dB,fp= 3500 Hz, = 1000 Hz. Aproxime estas especificaciones de disefio
utilizando graficas de Bode de funciones pasa-altos de primer y segundo
orden. Calcule la atenuacion a las frecuencias fp y fs.
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Ejercicio 3.2

Una funcién pasabajos Butterworth de cuarto orden tiene una atenuacién
de 2 dB a 100 rad/s. Calcule la atenuacion a una frecuencia de 350 rad/s.
Verifique su respuesta con la grafica de la figura 3.17.

Ejercicio 3.3

La atenuacidn en la banda de paso de un filtro pasabajos Butterworth de
cuarto orden es de 1 dB a 500 Hz. Investigue a partir de qué frecuencia la

atenuacion es mayor a 40 dB. Verifique su respuesta con la grafica de la
figura3.17.

Ejercicio 3.4

Grafique la curva de atenuacion de una funcién pasabajos del tipo
Butterworth de séptimo ordencone=0.1y w=1.
Ejercicio 3.5

Aproximacion de Butterworth. Un filtro pasabajos tiene los siguientes
parametros de disefio4_, =1dB,A4_._ =35 dB,fp =1000 Hz, f, = 3500 Hz.

a)  Determine la funcién Butterworth correspondiente

b)  Determine la atenuacion a 9000 Hz
c) Determine la Q de la funcién de ganancia
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Ejercicio 3.6

La red mostrada se puede utilizar para implementar una funcién pasabajos
de tercer orden. Determine los valores L,, C, y C, para implementar un
filtro Butterworth.

L

Ejercicio 3.7

Determine la funcién Chebyshev para una funcidn pasabajos con los si-
guientes requerimientos:

A, =025dB A _ =40dB
o, = 1200 rad/s ® =4000 rad/s

Calcule la atenuacion lograda a la frecuencia que delimita la banda de
rechazo. ;En cuanto puede incrementarse el ancho de la banda de paso, sin
alterar las demas caracteristicas del filtro?

Ejercicio 3.8

Una funcién pasabajos Chebyshev de quinto orden tiene una atenuacion de
72 dB a 4000 Hz. Determine la frecuencia aproximada a la que un filtro
del tipo Butterworth alcanzaria la misma atenuacion, dado que ambas
funciones satisfacen las mismas caracteristicas de disefio.
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ANALISIS SENOIDAL

EJEMPLO A-1

En el circuito de la figura A-1, determinar la corriente de estado estable

i(t).
3Q 3.2mH  100gF
: |1
| Sl
|
‘ i(t)
(_ [ A .\'
100cos(1250t)Volts

Figura A-1 Circuito en el tiempo del ejemplo A-1.

sL 1/sC

.y 1 I R2
I

Figura A-2 Circuito en la frecuencia del ejemplo A-1.
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Encontremos primero la impedancia equivalente de los elementos en
serie del circuito de la figura A-2.

Z, =R, +sL+SC+R2
; SLC+sC(R, + R,)+1
“ sC
Zeq
[
&
V(s)

Figura A-3 Circuito simplificado de la figura A-2.

Apliquemos la ley de Ohm para determinar la corriente de la malla del
circuito de la figura A-3.

I(s) _ sc

V(s) s?LC+sC(R, +R,)+1
o jo C

1-0*LC + joC(R, + R,)
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Sustituimos el valor de la frecuencia @ = 1250 y de los componentes R,

R,LyC.
H(12505) = —2125J
05+1375,
J0.1252
|H(1250))| = === 0.085
J0.52 + 01252
ot 125 3TS e o
=tan” ——— - ——=90°-70°=
o " Tos

i(¢) =100(0.085) cos(1250¢ + 20°)

i(¢) = 8.5cos(1250¢ + 20°) Amp

EJEMPLO A-2

Determinar la respuesta de estado estable ¥ (¢) en el circuito de la figura
A-4 usando analisis nodal.

5cos500t ==20pF FsomH Ve 1000 0.10H 12c0s(500t-30°)

Figura A-4 Circuito en el tiempo del ejemplo A-2.
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Transformamos el circuito de la figura A-4 al dominio de los fasores y
asignamos un voltaje arbitrario a cada uno de los nodos del mismo. Con
esto, nos podemos dar cuenta de que la fuente dependiente 2V se encuentra
conectada a dos nodos cuyos voltajes no son cero, por lo que el circuito
tiene un supemodo.

v, /Supemodo
V) N T~V
(DY
5.0 (‘D T-loo,- %;‘/w%oo 50 12/30°
! Nodo_de
referencia

Figura A-5 Representacion fasorial del circuito de la figura A-4.

Del supemodo podemos plantear que V,— ¥, =2V ;ademas V,= V , por
loque V,=-V.
Ecuacion para el supemodo:

v, v, Vv, V,

5Z0°+12/ - 30°= + + +
—100; 25 100 50

Factorizando V| y V,,

5£0°+12Z - 30°=V|(; +L) - Vz(L+L.J
-100; 25j 100 50y
Realizando operaciones y sustituyendo V' =—V y V,=V tenemos
5+1039- 65 =-V_(0.01— 004) +V,(0.01-0.02)
1539-6, =V ,(0.01+0.015)

1651£-2129°=V (0.014£45°)
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Despejando V.
V.- 16512 -2129°
T 0.014245°

V=1179£-6629°

Pasando al dominio del tiempo tenemos

V(1) = 1178 cod500¢ — 66.3°)Volts
EJEMPLO A-3

En la figura A-6, determinar V (r) reemplazando el circuito a la izquierda
de las terminales a-b por su equivalente de Thévenin cuando C = 10uF.

0.5H a
Lk ‘ .

2Vy ZL_ 1Uc052t(‘_D Ve

+

C Vx 30

Figura A-6 Circuito enel tiempo del ejemplo A-3.

En el circuito de la figura A-7 se muestra la transformacion fasorial del
circuito anterior.

10 .
O ®
. : .
2Vx <_> 10&’(‘1‘) Ve 5] ng3g
&
b

Figura A-7 Circuito en la frecuencia de la figura A.6.
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Calculamos primero la corriente de cortocircuito (Fig. A-8):

i, =10£0°

[ 3\

10
__{—0_0_\ ]

. llcc

r —}}\‘ J o .;"-;L \ vl 5

2Vx Q_/z 15/ 0 u/ Ve ——-5j

Fy

b

Figura A-8 Se muestra la corriente de cortocircuito I_, utilizada para
encontrar el equivalente de Thévenin del circuito de la figura A-6.

El voltaje de circuito abierto (voltaje Thévenin) ¥ =V, se muestra en
el circuito de la figura A-9. Aplicamos analisis nodal para calcularlo.

V.-2V, V.
X X X =10400
10j 5

15V,
50

=10£0°

Despejando V,

. 500£0°
V.= i
. 500£0°
Vo= 152000
V.=V, =33332£-90°
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10 .
O SN

2vx'<1> IOQCD v %-SJ Vea = Vin

b

Figura A-9 Se muestra el voltaje de circuito abierto V_, necesario para
encontrar el equivalente de Thévenin del circuito de la figura A-6.

Con el voltaje de circuito abierto V' y la corriente de cortocircuito 7,
podemos calcular la resistencia de ThéveninR .

(9 10£0°
R, =33£-90°=-33j

V, 3333£-90°
S

A partir de los resultados obtenidos podemos plantear el circuito equi-
valente de Thévenin como se muestra en la figura A-10.

Rin

1' } - v O +

)

Vin

‘I

O-

=

Figura A-10 Circuito equivalente de Thévenin del circuito de la figura A-6.
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Aplicando un divisor de voltaje en el circuito de la figura A-10,

* R,+30
30(33.33£ -90°)
Vo= "30-33 I
1000Z —90°
Vo= 3012627

V, =33132£-83.66°

Finalmente, en el dominio del tiempo tenemos

V(1) = 33.13cod 20¢ — 83.66°)V olts

EJEMPLO A-4

Determinar los dos voltajes de nodo ¥ (¢) y V,(¢) en el circuito de la fi-
gura A-11cuando V/(t) =1.2c0s4000 t.

o Vr (t)

Figura A-11 Circuito en el tiempo del ejemplo A-4.

Enla figura A-12 se muestra la transformacion al dominio de Laplace
del circuito en el tiempo de la figura A-11.
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Vs Sl Vi) sla
U

T 1/5C Ve (s)

Figura A-12 Transformada de Laplace del circuito de la figura A-4.

R

Para simplificar el circuito de la figura A-11 obtenemos la impedancia

equivalente de la resistencia R en serie con la impedancia inductiva sL, y

1
ésta a su vez en paralelo con la impedancia capacitiva —.

sC

1
Zeqz(R+sL,)//E

R+ sL,

Z =
“ s’L,C+sRC+1

En la figura A-13 se muestra el circuito simplificado de la figura A-12:

SLQ
O — +

Vg (s) ZLeq Vy(s)

o--

Figura A-13 Circuito simplificado de la figura A-12.

Utilizamos un divisor de voltaje para encontrar ¥ (s):

Vf(s)Zeq

o
o= 3,
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v,(s) sL, + R
H(s)=V( =— :
(8) $°L,L,C+s’RCL, +s(L, +L,)+R

B R+ joL,
R-0’RL,C+ jo(L, + L,) -0 L,L,C]

H(jo)

Sustituyendo el valor de los componentes y @ = 4000 tenemos

N 204104
H(4000j)=_—12+—2j

, 20% +10?
|F(4000)| = === 183

10 2
¢ =tan™ 20" tan™ T —-143.96° = —-144°

V,(£) = 1.22(1.83) cos( 4000z — 144°)
V,(¢) = 2.23cos(4000¢ — 144°)Volts

Con este resultado proponemos un nuevo circuito, el cual se muestra en
la figura A-14, para determinar el voltaje en el nodo ¥ (s).

SLI
TIR o

Vi (s) R, Va(s)

Q —

Figura A-14 Nuevo circuito par calcular el voltaje del nodo V (s).
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De nuevo empleamos un divisor de voltaje para encontrar la funcién de
transferencia

Sustituyendo s =jo,
R

H(jo) = Ty

Tomando los valores de los componentes y @ = 4000,

A S
H(40005) = o
|Fi(4000/)| = el los
2% +1

1
—=-26.56°
2

o = tan™' 3 tan

= = = n
n 2

V(1) =2.23(0.89) cos(4000r — 144°-26.56°)
V(1) = 1.98cos(4000¢ ~ 170.46°)Volts

EJEMPLO A-5

El circuito de la figura A-15 contiene una fuente de voltaje que opera a
®=100 rad/s. Determinar la corriente i(¢).
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0.2H
g0

)
20cos100t 10i

@
10Q

Figura A-1S Circuito en el tiempo del ejercicio A-5.

Utilizando la transformada de Laplace, representamos el circuito de la
figura A-16 en el dominio de la frecuencia para obtener la funcidn de
transferencia.

Figura A-16 Circuito en la frecuencia del ejemplo A-15.

Aplicamos la ley de voltajes de Kirchhoff a 1a malla del circuito de la
figura A-16:
V(s) - sLI(s) - 10/(s) = RI(s) =0

Factorizando 1(s),

V(s)- I(s)[sL+10+R]=0
I(s)[sL +10+ R] =V(s)
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1(s)
La funcién de transferencia H(s) = V(s) finalmente queda como

1
T sL+R+10

H(s)

Ahora sustituimos s =jm en la funcidén de transferencia

e 1
H(jo)- joL + R + 10

Considerando que ® =100 y los valores de los componentes, tenemos

H(100j)=20+20j
1
H(100j)| = ———— —— = 0035
rir007) J20? +20°
¢ =tan™' —(1)— tan™ z—gz —45°

Finalmente formamos la respuesta en el tiempo como
i(¢) = 20(0.035) cos(100¢ - 45°)
i(1) = 0.7cos(100r — 45°) Amp
EJEMPLO A-6

Utilizando el concepto de fasor, encontrar la corriente i(t) en el circuito de
la figura A-17 considerando que v(¢) = sen(377¢ + 60°)Volts .
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i(t)

ww(*)

— S0uF

2205’2

%»mm}{

Figura A-17 Circuito del ejemplo A-6. Determinar el valor de i(t).

Pasemos primero el circuito de la figura A-17 al dominio de los fasores

tomando w = 377.

—
I

Figura A-18 Transformacion del circuito de la figura A-17 al dominio de la
frecuencia utilizando el concepto de impedancia fasorial.

Reducimos el circuito encontrando la impedanciaequivalente de entrada

(Fig. A-19):

z,, =(-53.05)//(20+1508;)

Z, =30/60°
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—
120/60° ( [z«
| |

Figura A-19 Circuito de la figura A- 18 reducido.

Ahora simplemente aplicamos la Ley de Ohm para encontrar /.

120/ 60°
I=-"—=4/60"

eq

El problema es encontrar la corriente i(¢); por lo tanto, tenemos que re-
gresar al dominio del tiempo de la siguiente {forma:

i(t) = 4sen(377¢ + 60°)
EJEMPLO A-7

Determinar la corriente i(¢) de 1a malla del circuito de la figura A-20, me-
diante fasores. En este caso, v(¢) =750 cos (5000t + 30°)Volts.

90Q 32mH
/\\-. 4 _) r'—O—U_L
()
v(t) == SuF

Figura A-20 Circuito del ejemplo A-7.
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En la figura A-21 se transforma el circuito del ejemplo A-7 al dominio
de los fasores.

90 160}
AN———00"
I

o s
750/30 <_> ==-40;

Figura A-21 Transformacion del circuito de la figura A-20
al dominio de los fasores.

Por lo tanto, la corriente I de este circuito es el voltaje de la malla entre
la suma de las impedancias de la malla:

. 750/30°  750/3Q°
T 90-160,-40  90+120;

750/ 30°

[ = ———=—=15/-23.06°
150/53.06° —

En el dominio del tiempo,

i(¢) = 5cos(5000¢ — 23.06°)
Ejercicio A-1

Utilizando un diagrama fasorial, encuentre el valor de Ifde la figura A-22
considerando I, =1£0°.
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4Q

Figura A-22 Circuito para el ejercicio propuesto A-1.
Respuesta:

Vo=340°, V,=4290°, V .=545313°, 1,=25/14313°, 1,=182-5641°

POTENCIA

EJERCICIO A-2

Determine la potencia promedio, reactiva y compleja de cada uno de los
elementos del circuito de la figura A-23 y verifique el principio de con-
servacion de la potencia.

H
5Q o
'\/ .(_UU L
F2=10cos(3t-171.7°) C FI=8cos3t
.
)
1/12F

Figura A-23 Circuito del ejercicio propuesto A-2.
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Respuesta:
Elemento P. promedio P. reactiva P.compleja
R 30.9 0 30.9+0j
L 0 18.59 0+18.59j
C 0 -24.79 0-24.79
f 17.44 -2.33 17.44-2.33j
f, 13.54 -3.86 13.54-3.86j

Z Pmmp/eja (fuentes) = >_, Pco,,,p,l,jn (elementos)

30.99-6.19/ = 3099 - 619

Respuesta en frecuencia

EJERCICIO A-8

Para el circuito de la figura A-17, a) determine la frecuencia de resonancia
y b) que valor debe tener R para que el circuito tenga una frecuencia de
resonancia equivalente a la de un circuito RLC en paralelo simple.
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Figura A-24 Circuito del ejercicio A-8.

a) Para determinar la frecuencia de resonancia del circuito, debemos
calcular la frecuencia a la cual la impedancia de entrada es real; es
decir, su parte imaginaria es igual a cero. Para esto pasemos el circuito
al domimo de la frecuencia con el concepto de fasor (Fig. A-24).

B
I > — L Dp
1 joc ¢ B2

A

Figura A-2S Circuito de la figura A-24 en el dominio de los fasores.

Recordando la admitancia Y( jo)) = Z( ) ),
Jjo

! !
Yjo)=———+ joC+—
(o) R +joL /TR,
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y manipulando la expresion anterior,

R, l(mL

Sl g o2 > +oC
R’ +0’L’ R, - “’)

Hjo)= Fro'l

=y

Ahora tomemos la parte imaginaria e igualemos a cero:

ol

OC - R e "

RIC+0’CL’-L=0

Despejando o tenemos

‘[L__R_C;R_
="z “\Vic -

b)  Paraque esta frecuencia seaigual a lade un circuito RLC en paralelo

R
. . 1 . .
simple, el cociente 7 tiene que ser igual a cero. La respuesta

trivial es que R, =0, pero de manera practica se debe buscar que

L>>R,.
EJEMPLO A-9

Estan disponibles los siguientes componentes para formar un circuito
resonante en paralelo: L =7.5mH, L,=15mH, C, = 6uF, C, =3uF y R=2kW.
Diseiiar un circuito que tenga la mayor frecuencia de resonancia posible.
Especificar ademas (a) el ancho de banda y (b) el factor de calidad.
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La configuracion basica de un circuito RLC en paralelo se ve en la
figura A-26.

XR L - C

Figura A-26 Circuito RLC basico.

I
Recordando la ecuacion de la frecuencia de resonancia ©,, = lL_C X
para que este numero sea lo mas grande posible, v LC debe ser lo mas

pequeiio posible. Esto lo logramos con la siguiente configuracion de los
inductores y capacitores:

L, 001 =5.107

L, L L “ i

eq

1 11
—=—4+—=05-10°.C, =2-10°F
C. C C “

Tomando en cuenta estos valores, tenemos que la frecuencia de reso-nancia

es
- rad
o, =10k A

Aplicando las ecuaciones vistas para el ancho de banda y el factor de
calidad, obtenemos

1
L rad
Aw T 250 A

0 RC
=i=__=40
=20 JLC
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