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Prologo

Este libro es el resultado de haber impartido la materia de Fisica Estadistica bajo
diferentes nombres, en diferentes instituciones de la Repdblica y en diferentes ocasio-
nes, por ya més de treinta anos. De toda esta ensefianza han surgido varias opciones
paraclasificar los diferentes temascubiertos y el nivel a que se han presentado. La opcién
mas simple y también la més practica fue la de separar el material que, a juicio del autor,
cubre las necesidades de un curso semestral a nivel de licenciatura, de aquel que es més
adecuado para un curso a nivel de Maestria en Fisica. El contenido de este libro est4
dedicado a suplir las necesidades de los varios cursos a nivel de licenciatura que se
imparten en diferentes departamentos de varias Universidades del pais. Es facilmente
adaptable para satisfacer las demandas que exigen departamentos de quimica, ingenieria
quimica, ciencias de materiales, fisica, ingenieria mecénica y bioquimica. La seleccién
del material y su complementacién adecuada en cada caso es prerrogativa del profesor
del curso. Solo como un ejemplo, en la licenciatura en fisica de la UAM-Iztapalapa, la
materia de Fisica Estadistica se cubre en dos trimestres cada uno (22 semanas) con
41/2 horas de clase por semana. El autro del libro utiliza integralmente su contenido,
ademés de una introduccién extensa a la teoria cinética de los gases. Esto demanda
naturalmente, que los alumnos tengan bases sélidas en fisica teérica a nivel intermedio
y en algunos métodos matemiticos de la fisica. Pero el texto mismo no requiere de estas
bases en cuyo caso el material a cubri puede reducirse para suplir estas deficiencias. El
contenido msimo del libro requiere de algunos comentarios. Primero el enfoque. Se
eligi6 el seguido pro Boltzmann hace ya casi ciento veintitrés anos por ser el més
accesible al lector no especialista. Tender un puente entre el complejo cosmos micro-
scépico formado por las 1023 4tomos o moléculas que integran 1 mol de una substancia,
cualqueira que el lector elija, y las propiedades observables de dicha substancia, no es
un problema trivial. Ni tampoco es cuestién de pretender usar ni métodos mateméticos
ni computadoras muy sofisticadas. Ayudan ambos si, pero no resuelven el problema.
Este es uno de caracteristicas totalmente inductivas basadas en una l6gica Bayesiana;
como podemos usar la informacién disponible de un sistema sobre el cual el total de la
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informacién no nos es accesible, para predecir otra informacién de necesidad incom-
pleta, pero irrefutablemente comprobable pro el experimento. Naturalmente en el caso
de sistemas fisicos, quimicos y hasta biolégicos este programa debe ser totalmente
consistente con las leyes que gobiernan a los 4tomos y moléculas de que est4n formados.
El gran mérito de J.C. Maxwell primero, pero realmente de L. Bolzmann fué pre-
cisamente ese: Nosensefio como el programa inductivo de Bayes funciona de maravilla
cuando se hace inteligentemente. Apenas hoy estamos empezando a comprender lo
profundo de las ideas de Bolzmann. El lo hizo para sistemas “ideales”, esto es,
suponiendo que entre los constituyentes microscépicos del sistema en cuestién, no hay
interaccién alguna. La estructura Bolzmanniana est4 plasmada en los primeros ocho
capitulos del libro para que el lector pueda apreciar su grandeza. Ademés, sus alcances
son independientes de que los sistemas sean “clésicos” o “cuénticos” como se explica
en el texto. El siguiente gran paso, el final y decisivo de este programa fue dado por el
brillante fisico norteamericano J.W. Gibbs en 1901. El visualizé con toda claridad las
ideas detras del método de Bolzmann y no hizo més que substituir en su formalismo la
palabra molécula por la de sistema y surgieron todos los ahora llamados conjuntos
representativos de Gibbs que son aplicables a cualquier siste ma, esto es, aquellos en los
cuales existan o no interacciones entre sus componentes microscopicos. La mecénica
estadistica de Gibbs constituye, a juicio del autor, toda la base de la descripcién
microscépica de estado en sistemas que est4n en y fuera de equilibrio. En este texto sélo
nos restringimos a sistemas en equilibrio termodindmico. Este esquema Gibbsiano
constituye el contenido del capitulo 9, el capitulo medular del texto. Es una sugestién
inevitable aconsejar no omitir este tema, por ningn motivo, en los cursos ordinarios.
El resto del material lo constituyen aplicaciones de toda la metodologia de Gibbs-
Bolzmann a sistemas tradicionales, gases, liquidos y s6lidos para termianr con fluc-
tuaciones. Segundo, temas de mayor interés actual como vidrios o s6lidos desordenados,
polimeros, magnetismo, sistemas neuronales, etc. se omitieron por constituir méas
problemas abiertos y por lo tanto, apropiados para un curso més avanzado. Tercero,
cada capitulo contiene una lista razonable de problemas disefiados méas para comple-
mentar el texto que como aplicaciones simples del material cubierto.

La dindmica seguida para la formacién del texto fue tortuosa e irrelevante. En una
pila enorme de papeles habia que, primero, poner orden y segundo, redactar apropiada-
mente cada capitulo. Para ello aproveché la ocasién que se presenté entre Junio de 1990
y Mayo de 1991, periodo durante el cual estuve de afio sab4tico en el Departamento
de Fisica de la Universidad Iberoamericana A.C. (UIA). Entre mis obligaciones imparti
algunso cursos semestrales, uno de los cuales fue Termodindmica Estadistica y decidi
realizar la tareadescrita. A finalesdel afio de 1991 habia ya una versién muy preliminar,
manuscrita del texto. El siguiente problema fue el manuscrito. Auque para mis lectores
sea una sorpresa, hoy casi a finales del siglo XX y en medio de la era de la computacién
todavia me mantengo “virgen” frente al embate de las computadoras. Todavia no les
he puestouna mano encima o vicerversa. La generosaayuda del Departamento de Fisica
de la UAM-lztapalapa a través de su entonces Director y mi buen amigo personal Dr.
Luis Mier y Terdn me rescataron de lo que ante los ojos de la mayoria, es una tragedia
y proporcionaron la ayuda para convertir todo un camulo de papel en un pequeiio disco
de aproximadamente 8 cm de didmetro donde se encuentra la versién final del
Manuscrito.
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En la transicién manuscrito-disquette, como hoy lo llaman, intervinieron muchas
personas, entre otras amigos y colegas muy queridos para mi, a quienes debo un muy
profundo y sincero agradecimiento: Rosa Maria Velasco y José Luis del Rio me
proporcionaron no solo su ayuda generosa e incondicional a revisar con todo detalle y
més de una vez, capitulo por capitulo, sino corregir errores, sugerir muchas mejorias en
la presentacién, revisar cada uno de lso problemas incluidos en el texto y siendo expertos
en el manejo de computadoras elaboraron muchas de las figuras incluidas. También
Gustavo Soto de la Vega, Jefe del Departamento de Fisica de la UIA y todos sus
integrantes no solo mostraron una calurosa hospitalidad durante mi periodo sab4tico
sino que me alentaron en la no f4cil tarea de poner orden y redactar. Mis alumnos de
ese curso sufrieron un poco con ésta tarea. Los detalles técnicos de la transcripcién al
disquette estuvieron en las muy eficientes y desinteresadas colaboraciones de Martha
Beatriz Arce Vargas, Martha Patricia Sdnchez S. y Constancio Heméndez Garcia, asi
como de la concienzuda y experta labor de Jorge Lodigiani quien elaboré algunas
fotografias incluidas en el texto Finalmente quiero expresar mi gratitud a mis amigos,
colegas y también autoridades de la UAM-I, con diferentes y transitorias jerarquias: Luis
Miery Teran, Antonio Aguilar, José Luis Gdzquez y Julio Rubio Oca que de una manera
u otra impulsaron y hasta vigilaron que la obra no se abandonara a destiempo.

Iztapalapa, D.F. a 20 de Junio de 1994
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Capitulo 1

Introduccion

La Fisica Estadistica trata con sistemas formados por muchas particulas, v.gr.
gases, liquidos, sélidos, radiacién electromagnética, etc. Su propésito es el de in-
terpretar y predecir las propiedades macroscépicas de estos sistemas en términos
de las propiedades de las particulas que los componen. Estas particulas (dtomos,
moléculas, iones, fotones, etc.) y su dindmica individual obedecen a las leyes de
la mecdanica cudntica, luego se podria audazmente afirmar que las propiedades de
dichos sistemas se conocen “en principio”. Esto es falso y ademas carece de sen-
tido. En efecto, alin y cuando para un sistema dado, nosotros podamos escribir
las ecuaciones de movimiento de todas y cada una de las particulas que lo forman
su solucidn es practicamente irrealizable. Pero atin y cuando esto fuera posible,
la informacién que obtendriamos seria de una complejidad tal que no sabriamos
como interpretarla para poder describir unos cuantos atributos macroscépicos
del sistema. Por ejemplo, jcémo explicar en términos de las soluciones de 1023
ecuaciones diferenciales expresadas por las posiciones y velocidades en el caso
clasico (jjjo sus valores de expectacion!!!) de las particulas, el hecho de que un
gas puede condensar para formar un liquido y este cristalizar para producir un
sélido, las tres fases de agregacion teniendo propiedades tan diferentes?

El problema de entender pues a este tipo de sistemas esta muy distante
de ser trivial a pesar de conocer con bastante precision las leyes de fuerza inte-
ratémicas o intermoleculares. Tampoco es un problema de tener computadoras
cada vez mas y mas grandes. En vez de esto, se trata de aplicar las leyes basicas
de la fisica para poder extraer las caracteristicas escenciales de estos sistemas y
poder asi inferir las relaciones importantes entre sus propiedades macroscopicas
y microscépicas y asi predecir observables de ellos que sean corroborables expe-
rimentalmente.



2  Capitulo 1 Introduccién

1.1 Ordenes de Magnitud:

Sistemas microscépicos son aquellos cuyas dimensiones son del orden de 10 A. Sis-
temas macroscépicos son aquellos que son visibles en el sentido usual de la pa-
labra v.gr. sus dimensiones son de 1 micrén o més.

En el caso de sistemas macroscépicos uno no se interesa en estudiar el com-
portamiento detallado de cada una de las particulas que los forman sino, todo lo
contrario se busca describir los estados de equilibrio del sistema mediante unos
cuantos atributos que son susceptibles de medicién directa tales como p, V, T,
(presién, volumen, temperatura), etc. Esta es la actitud adoptada por la termo-
dindmica clasica o mejor dicho, termostatica, que es pues una ciencia puramente
fenomenolégica. Desde el punto de vista microscépico, v.gr., el andlisis de las
propiedades de sistemas macroscdpicos en términos de sus constituyentes tuvo su
origen a fines del siglo pasado con los trabajos de Maxwell, Boltzmann y Gibbs
y culminé en las tercera década de este siglo con el desarrollo de la mecanica
cuantica. Esto ha dado lugar a lo que actualmente se conoce como el “pro-
blema de muchos cuerpos” y la fisica estadistica. Resumamos las caracteristicas
escenciales de todas estas disciplinas cuyas fronteras no son muy precisas.

a. Parasistemasen equilibrio v.gr. aquellos cuyas variables macroscé-
picas no varian con el tiempo, la termodindmica clasica estudia
relaciones generales entre estas variables a partir de unos cuantos
postulados; las leyes de la termostética.

b. Para los mismos sistemas se puede intentar establecer las mismas
relaciones que en (a) basindose en las propiedades microscépicas
de las particulas que forman el sistema y las leyes dindmicas que
gobiernan su movimiento. Esta es la llamada Mecanica Estadistica.
Reproduce todos los resultados de la termostatica y establece méto-
dos para calcular las variables macroscdpicas del sistema a partir de
datos microscépicos. Introduce ademads el concepto fluctuaciones,
ajeno a la termostatica.

c. Los métodos de (a) y (b) se pueden aplicar a sistemas que no se en-
cuentran en estado de equilibrio. Esto da lugar a la termodinamica
y mecdanica estadistica de procesos irreversibles. Sin embargo, las
limitaciones son mayores que para sistemas en equilibrio.

d. Uno puede intentar estudiar en detalle las interacciones de todas
las particulas en el sistema y asi calcular los parametros de interés
macroscépico. Este método recibe el nombre de teoria cinética y en
general, es aplicable en equilibrio y no equilibrio y por lo tanto es
mas poderoso que el de la mecanica estadistica. Sin embargo, por
sus pretensiones es el método mas dificil de aplicar y los resultados
de él obtenidos son muy limitados.
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{Cémo vamos a poder estudiar con éxito problemas tan complicados como
los expuestos por métodos mas o menos simples? La respuesta, como el caso de
un agente de seguros que trata de caracteristicas (estadistica) de poblaciones,
es que precisamente la complejidad del problema nos garantizard la clave del
método de ataque i.e. la utilizacion de la teoria de las probabilidades. Los argu-
mentos de esta teoria son tanto mas satisfactorios cuanto mayor sea el nimero de
“individuos” al cual se le aplique. jjj102® particulas seguramente satisfaran este
requisito!!! Esto no quiere decir que con ello desaparezcan todos los problemas
pero si veremos que se pueden simplificar por el uso de argumentos estadisticos.






Capitulo 2

Sistemas formados por
particulas distinguibles

2.1 Particulas cldsicas independientes

Con objeto de introducir el problema general de la mecdnica estadistica para
sistemas que se encuentran en estado de equilibrio, comenzaremos por estudiar el
caso de un sistema formado por N moléculas que conceptualizaremos como masas
puntuales de masa m. N es un numero del orden de Ny, el nimero de Avogadro
cuyo valor es del orden de 6.06 x 1023 molec/mol. Estas moléculas se encuentran
encerradas en un recipiente de paredes rigidas e impermeables fabricadas de un
material aislante. Segun la termostatica esto implica especificar el volumen V
y la energia total del sistema denotada por U. Con respecto a un sistema de
referencia arbitrario 0 (ver fig 1) cada molécula requiere de 6 coordenadas para
poder especificar su estado dindmico, tres coordenadas de posicién (zi, yi, zi) y
tres que especifiquen su impetu m(vz,,vy,, v;,) = (Pz,, Py, Pz, ). Estos nimeros
definen un espacio cartesiano de seis dimensiones al que llamaremos espacio pu
(de molécula) y que no podemos dibujar pero si concebirlo como un espacio
bidimensional donde cada eje representa la proyeccién unidimensional de cada
uno de los espacios tridimensionales, el de posiciones y el de impetu (ver Fig. 2).

En este espacio cada punto corresponde a un posible estado dinimico de una
molécula del sistema o, de otra manera, a cada molécula en un instante dado le
corresponde un punto en el espacio. Asi pues, las N particulas del gas estaran
representadas por una nube de N puntos en el espacio. Estos puntos no estan
fijos sino que describen, cada uno, trayectorias determinadas por las leyes de la
mecanica clasica, esto es, para cada molécula, su trayectoria estd univocamente

5
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Z

(_9 RECIPIENTE
. 2
>
B |
~0
X 3
Figura 1
determinada por la 2® ley de Newton,
d?r; .
sz'— M i=1,..,N (2.1)

donde r; = (zi,yi,2:)) y FT = Fge) + Ffl) es la fuerza total actuando sobre la

i-ésima particula, que puede provenir de una fuerza externa FEI) y la fuerza
que resulta de la accién de las N — 1 moléculas restantes sobre la molécula en
cuestion. La unicidad de la solucién de la ecuacién (2.1) requiere especificar la
posicién r? y el impetu p? de cada molécula a un tiempo inicial ¢ = 0. Asi
pues, la compleja dindmica molecular del sistema real puede representarse por
el conjunto de las NV trayectorias que describen los puntos representativos en el
espacio p.

Vamos a suponer que en nuestro caso F/ = 0 para toda i (no hay interac-
ciones intermoleculares) y F¢ = const. de manera que las moléculas sdlo tienen
energia cinética. En este caso decimos que las particulas son independientes y
ademas, al disponer de todo el volumen V' del recipiente para moverse, son no
localizables en el espacio. En este sistema, la energia mecanica total es la suma
de las energias (jcinéticas!) de todas las moléculas y por tanto,

N 2
p.
E = E ﬁ = cte (2.2)
=i

la dltima igualdad siendo una consecuencia del “aislamiento” del sistema. Notese
entonces que la ecuacién (2.2) impone una condicién drastica sobre el subespacio
P, esto es, los valores de los impetus no son arbitrarios, estin “acotados” por el
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valor fijo de E. (Pmax ~ V2FE). Como las coordenadas de posicion estdn también
acotadas por V:

valordado siieV .

r,-—{o siigV i=1,...,N

el espacio u es un espacio acotado en el cual la compleja dindmica molecular estd
representada por las trayectorias de los N puntos representativos, cuya forma
estd dictada por (2.1) dadas (r¢, p?) para las N moléculas.

La pregunta que surge ahora es, ;como relacionar esta intrincada aun-
que precisa descripcién del sistema con sus propiedades medibles segin la ter-
mostatica como pueden ser la presion, la temperatura, el calor especifico Ce, el
coeficiente de dilatacién 8 = 3 (%)p, etc.? El problema en su concepcién mas
purista es muy complejo. En efecto, aun si pudieramos determinar en un instante
dado las condiciones iniciales de todas y cada una de las moléculas contenidas
en el recipiente y pudiesemos resolver el sistema de N ecuaciones diferenciales
simultdneas de segundo orden indicadas en (2.1), la informacién resultante de
nada serviria. Obtendriamos a un tiempo posterior t las coordenadas e impetus

de las N moléculas expresadas en términos de t, r y p%:

ri(t) = f(r9,p%; )

i=1...,N (2.3)

pi(t) = g(r, pi; t)
De esta informacién no podriamos extraer un calor especifico o un coeficiente
de dilatacion jEsta no es la solucién al problema! Fueron precisamente Maxwell
y Boltzmann, en el siglo pasado, los primeros en comprender esta dificultad y
razonar que la unica forma de calcular propiedades macroscdpicas de un sistema
dado era ignorando todos aquellos aspectos de la intrincada dindmica molecular

—
P

s

|

o
\ s
T

Figura 2 Espacio fase (1) para un sistema de N particulas clésicas.
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que sean irrelevantes para determinar dicha propiedad y solo conservar los as-
pectos importantes. En manos de J. W. Gibbs en 1899 esta idea fue llevada a su
forma mas general. Pero veamos primero en que consistié el ingenioso método
que propuso Boltzmann.

2.2 El problema de Boltzmann

La idea fundamental del método es abandonar por completo la dindmica indivi-
dual de cada molécula y concentrarse solo en la dindmica de ciimulos o grupos
de moléculas. Para ello fijemos nuestra atencién en la dindmica instantdanea del
sistema a un tiempo arbitrario, y como en el cine, congelemos en ese momento
a las moléculas en el punto que ocupan en el espacio. Ahora imaginemos este
espacio subdividido en pequenas celdas (ver. fig. 3) a las cuales les asignaremos
arbitrariamente una energia €;. Ahora, bajo la hipétesis de que las moléculas
son distinguibles entre si, las numeramos arbitrariamente desde 1 hasta N.

El resultado de esta operacion es que a dicho tiempo ¢t en cada celda habra
una cierta poblacién de moléculas, digamos n; cuya identidad es conocida (a
través de sus nimeros). Esta descripcién del sistema, que es la mas detallada
a que podemos aspirar, le llamaremos un microestado. Insistimos, en el mi-
croestado no solo conocemos cuantas moléculas (o puntos) estdn en la celda ¢;
sino ademés cuales de ellas estdn en dicha celda. Claramente, cuales moléculas
determinan la poblacién de las diferentes celdas en un instante dado depende
unicamente de las condiciones iniciales que son las que determinan la unicidad
de las trayectorias. En otras palabras, si solo conocemos los tres atributos ma-
croscopicos E, V y N habra una infinidad de microestados al tiempo t que sean
consistentes con esta informacién. De hecho, este niimero lo podemos calcular
de una manera muy simple. Vamos a suponer que en un instante dado, existen:

n, moléculas (o puntos) en la celda ¢,

n2 moléculas (o puntos) en la celda e;
n; moléculas (o puntos) en la celda ¢;

etc.

El mimero total de microestados que corresponden a esta distribucién (ny, ng, . . .,
nj,...), que denotaremos por Wy,;} y que llamaremos un macroestado, estd
dada por:

N!

Wiy = =——.
{nj} H,-nj!

(2.4)
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Figura 3 Espacio u subdividido en celdas de tamafio arbitrario en energfa ;.

W(n,) es pues el nimero total de microestados que podemos obtener de la dis-
tribucién (ny,...,n;,...). Pero hay muchisimas distribuciones concebibles, tan-
tas como condiciones iniciales factibles. Su nimero total, que denotaremos por
Q(N,E,V), se obtiene sumando Wy,,} para todas esas distribuciones. El gran
mérito de Boltzmann fue reconocer que de todas esas distribuciones de puntos en
celdas, las tnicas relevantes son aquellas consistentes con la informacién disponi-
ble al observador. En otras palabras, sélo son relevantes aquellas distribuciones
que obedecen la condicién que N y E estén fijas. Entonces,

nm+ng+...+n;+ :Zni:N

(2.5)
€1n) +€nz2 + ... +€;n; + Z ni€; =

Por consiguiente, (N, E, V) que representa el nimero total de macroestados
consistentes con la informacién que especifica al sistema macroscépico, Unica
controlable por el observador se obtiene de la condicién,

r N!
Q(N,E,V) = Z Wing = o (2.6)
{n:} {my 115 T5°

donde ¥’ es la suma sobre todas aquellas distribuciones consistentes con la
ecuacion (2.5). Nétese que es a través de ellas que aparece la dependencia de Q2
con E y N. La dependencia con V' que es una restricciéon geométrica aparece a
traves de los valores de ¢; como veremos mas adelante.
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Nétese ademds que la ecuacién (2.6) conlleva una hipétesis muy profunda.
En efecto, al calcular W {n;} estamos suponiendo que todos los microestados que
aparecen en dicha ecuacién son igualmente probables. De lo contrario, habria que
multiplicar el factor numeérico asociado a cada uno de ellos por una probabilidad
P{n;}. La pregunta seria entonces, ;Qué valor le asignamos a P{n;}? Es justo
en este punto donde introducimos los elementos de la estadistica matematica:
en ausencia de informacién adicional que permitiese discernir entre la frecuencia
relativa de estos microestados, vamos a suponer que todos ellos son igualmente
probables. Esta es la hipdtesis fundamental de la Mecanica Estadistica.

En resumen para cada instante ¢ posterior al instante inicial de observacion
t = 0 habrd un valor de Q que se determina a través de la ecuacién (2.6). Sin
embargo, como suponemos que el sistema se encuentra en equilibrio, esto es, sus
propiedades macroscdpicas no varian con el tiempo, alguna propiedad adicional
deberdn tener las cantidades W(y,;}. Y enefecto, puesto que estas son una medida
de la frecuencia con que aparecen diferentes poblaciones, podemos suponer que
en el equilibrio va a existir una poblacién o distribucién (ny,...,nj,...) que
tendra una frecuencia abrumadoramente mayor que cualquier otra posible y que
por lo tanto dicha distribucién es la tnica que va a contribuir efectivamente al
valor de Q2. Matematicamente esto equivale a preguntarse si para valores de N
muy grandes existe un término maximo que sea el dominante en la ecuacién (2.6).
Llamemos entonces t(n) al término general de (2.6), esto es,

t(n) = L

El problema es entonces calcular que valores de n; hacen a t(n) un maximo. Para
pequenas variaciones én; de los nimeros n; pareceria que

st(n) = 3 ( (,f;)#j §ni =0 (2.7)

i

conduce a la solucién (g:) # = 0; pero este no es el caso pues hay dos condi-
. ' J

ciones restrictivas especificadas por la ecuacién (2.5). En efecto la ecuacién (2.7)
estd sujeta a que

Z on; =6N =0 (2-8a)

Z €6n; =6E =0 (2.8b)

esto es, no todas las variables n; son independientes.



2.2 El problema de Boltzmann 11

Para resolver el problema, multipliquemos (2.8a) por a y (2.8b) por 8y
sumemos a (2.7) para obtener que

ot
6t(n) = (8_;1_ +a+ﬂ61> bny + (ﬁ +a+ﬂ€2) bng + - --

Bng
(2.9)
ot

+ (5;]‘ +a+ﬁej> onj +---
y como 6t(n) = 0 el miembro derecho debe anularse para én; arbitraria. Sin
embargo, (2.8a) y (2.8b) pueden considerarse como dos ecuaciones que nos dan

én, y 6n, en términos de éng, éng4, ..., etc. Asi que si escogemos a y (3 tales
que
ot
—+a+ P =0
6711
ot
—+a+ ﬁfg =0
6112
entonces 6t = 0 en la ecuacién (2.9) sdlo contiene del tercer término en adelante
y éns, ény, ..., etc. son variaciones independientes luego todos los coeficientes
de éng, ény, ..., etc. pueden hacerse cero, esto es
t .
+a+Pe=0 L
c')n.-
que junto con las dos ecuaciones anteriores nos permite concluir que
ot
+a+ P =0 i=1... 2.10
67’1.‘ ﬂ ’ ( )

que constituye la solucién del problema. El método general seguido aqui para
llegar a la ecuacién (2.10) es un caso particular del método de los pardmetros
indeterminados de Lagrange (Ver Apéndice I). En este caso dichos pardmetros, «
y 3, son constantes desconocidas que se determinan al requerir que los nimeros n;
que satisfagan a la ecuacién (2.10) obedezcan a las dos condiciones de restriccién
especificadas por la ecuacién (2.5).

Vamos ahora a aplicar este resultado a la expresién explicita para t(n) o
mejor, por facilidad, a su logaritmo. Entonces,

Int(n) = In N! —Zlnnj!
J

De acuerdo con la aproximacién de Stirling (ver apéndice II) y si suponemos que
las n; son grandes (> 10) entonces,

Int(n)= NInN - N — Z(nj Inn; —n;)
Jj
=NInN - njlnn;
J
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donde hemos usado la ecuacién (2.5a). Entonces

dlnt(n)
8n‘-

=—lnn,--1

y si absorbemos la constante (—1) en a, substituyendo en la ecuacién (2.10)
obtenemos que
Inn] = a+ fe 1=12,...

donde n} representa el nimero buscado, esto es, {n}} es la distribucién que hace
a t(n) un extremal. Llamando A = e* obtenemos que

ny = Ae’ (2.11)

que es la llamada distribucién de Maxwell-Boltzmann. Claramente los valores
n; estan sujetos a obedecer dos restricciones,

Y oni=N (2.5a)

Y nje=E (2.5b)

Vamos a meditar un poco sobre el significado fisico de este resultado. En
primer lugar, hemos visto que intentar describir al sistema a través de sus mi-
croestados, cuales y cuantas moléculas pueden tener una energia determinada,
es indtil. Mds ain, al no poder distinguir entre un microestado y otro, hemos
introducido lo que Bernoulli llamé (desafortunadamente) el principio de la
razon insuficiente. Este principio es el postulado fundamental de la mecénica
estadistica:

Postulado 1  Todos los microestados distinguibles de un sistema caracterizado
por su energia E, volumen V y nimero de particulas N son igualmente probables.

En seguida nos hicimos la pregunta acerca del nimero de microestados
que corresponden a una cierta distribucién de moléculas en celdas sin impor-
tar cuales, pues todas son igualmente probables. Esto genera un macroestado
que designaremos por W} y que contiene tantos microestados como lo indica
la ecuacién (2.4). Como para cada posible distribucién hay un macroestado
calculamos finalmente el nimero total de macroestados, cuyo nimero ya no es
arbitrario. En efecto, aqui se imponen las condiciénes (2.5a, b). Este es un paso
general: de todas las posibles coustantes de inovimiento Boltzmann intuye que
las unicas relevantes para poder hacer predicciones macroscopicas sobre propie-
dades del sistema son la conservacién de la masa (mN = const) y la energia E.
El resto de la informacién microscopica resulta totalmente innecesaria para tales
fines. Asi pues el niimero total de microestados accesibles al sistema esta dado
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por Q(E,V,N). Si finalmente, asociamos al concepto de equilibrio, donde las
observables del sistema no varian con el tiempo, la existencia de una entre todas
las posibles distribuciones o macroestados que es abrumadoramente mayor que
el resto, la cual esta dada por el término que hace un extremal a t(n) de acuerdo
con la ecuacién (2.6), obtenemos que

N!
[Iin!

donde n; esta dada por las ecuaciones (2.11) y (2.5a,b).

QE,V,N) = t(n)max = (2.12)

La cuestién que surge ahora es como relacionar a la ecuacién (2.12) con
las propiedades observables del sistema. Para ello introducimos el segundo pos-
tulado de la mecdnica estadistica cuyas bases emanan de la segunda ley de la
termodindmica y los postulados bésicos de la teoria de las probabilidades. En
efecto, por una parte sabemos que para todo sistema aislado la entropia de la
termostatica S = S(U,V, N) es una funcién de la energia interna, el volumen
y cualquier otra variable extensiva asociada con una restriccion que caracteriza
al sistema.* M4s ain, se sabe que para todo proceso que ocurra en el sistema
aislado y cerrado (N = cte.) la entropia nunca disminuye y por consiguiente el es-
tado de equilibrio es aquel para el cual S tiene un maximo consistente con dichas
restricciones. Por otra parte, hemos visto que en el equilibrio Q(E,V, N) con-
tiene el mayor nimero de microestados del sistema compatibles con las mismas
restricciones. Si identificamos U con E, lo cual es inmediato en este caso pues
la dnica forma de energia interna en un sistema aislado es su energia mecanica,
vemos que €2 y S son ambos un maximo en el equilibrio y por lo tanto se antoja
pensar que estan relacionados entre si.

De aqui surge el:
Postulado 2 Para un sistema aislado y cerrado que se encuentre en un estado

de equilibrio termodindmico,

S = f(Q) (2.13)

La forma de f no es dificil de adivinar. Si tenemos dos sistemas aislados e
independientes cuyas entropias son S; y Sz y sus correspondientes macroestados
mas probables son §2; y €, y los unimos para formar un solo sistema aislado, es
evidente que

S§=51+5;
Q=00

la segunda ecuacién siendo consecuencia de la naturaleza multiplicativa de la
probabilidad. Entonces de acuerdo con la ecuacién (2.13) y estas dos condiciones
f debe satisfacer la propiedad:

f(uQe) = f() + f(Qe) (2.14)

*El lector no familiarizado con los conceptos puede recurrir a la ref. (1) del final del capitulo
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Derivando respecto a ;:
4 _ 4
2do ~ d,

multiplicando por 2; ambos miembros,

B
dinQ ~ din®,

y si ahora derivamos respecto a §); obtenemos que
2 (4 \_,
sz din) N

i = const.

din O

que al integrarse nuevamente da:

o bien que

f=klnQ+ Qo

donde k y §2p son constantes de integraciéon. La condicién (2.14) implica de
inmediato que 2o = 0 y por lo tanto que

S=klnQ (2.15)

donde k es una constante aun indeterminada. Esta ecuacién constituye el re-
sultado mas grandioso de la mecdnica estadistica para sistemas en equilibrio.
La entropia de un sistema aislado y cerrado en equilibrio es proporcional al lo-
garitmo del nimero total de microestados del sistema que corresponden a una
distribucidon o macroestado que prevalece abrumadoramente sobre cualquier otra
posible. Fué deducida por Boltzmann en 1872 y esta grabada en su tumba en
el pante6n municipal de su ciudad natal, Viena. Hablaremos mas de ella en el
transcurso de esta obra. Por el momento veamos a que resultados inmediatos
conduce. Para ello hacemos uso de las ecs. (2.12) y (2.15) para obtener que:

N!
[I;n!

=k(NInN - N) -k (Zn:lnn: —n{)
=k(NmN—z)ﬁmﬁ>

S(E,V,N)=kInt(n)msz = kln
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donde hemos hecho uso de la aproximacién de Stirling y la ecuacién (2.5a).
Substituyendo la ecuacién (2.11) en esta expresién obtenemos que

S(E,V,N) =k (N InN =) nf(a+ ﬁe,-)> (2.16)

El pardmetro a lo podemos obtener facilmente de la ecuacion (2.5a). En efecto,

Zn{ = Ze“eﬂ“' =N
i i

-1
e*=N (Z eﬁ“)

luego
Yy por consiguiente,

J

S(E,V,N) =k (NlnN—Zn{ (lnN—aneﬁ" +ﬁe,-))

= Nkln Z el — kBE
Jj

donde hemos usado repetidamente las ecs. (2.5a y b). Puesto que hemos identi-
ficado E con U, la energia interna tenemos finalmente que

S(U,V,N) + kBU = NkIn ) _ e (2.17)
]
Si ahora derivamos esta ecuacién respecto a U, obtenemos que

as a8 ¥, ejele ( 9B >
H = —kB—kU (o= P e Rk o4
oU /)y n i (aU)V,N H Zj efes \oU V.N

Si ahora introducimos el valor de n] dado en al ecuacién (2.12) en la ecuacién
(2.5b) y hacemos uso del valor para A = e obtenido arriba, obtenemos que la
energia estda dada por,

(2.18)

Claramente la ecuaci6n (2.18) es el promedio aritmético de €; luego (E) = E =U
(jno hay otra energia y ésta es constante!). Asi, las dos tltimos términos se

cancelan y por lo tanto
oS 1
oo = —kB= = 2.19
(au)m b=7 (219)
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la dltima igualdad siendo una consecuencia directa de las leyes de la termostatica.

De aqui obtenemos que,

1

B=-1= (2.20)

que substituida en (2.17) conduce al resultado que,

TS —U = NkTln)_ e /T

J

Recordando que la energia de Helmholtz F se define como F = U —T'S llegamos
finalmente a la ecuacién

F=—NkTIn) e /5T (2.21)
J

La ecuacién (2.21), conjuntamente con la ecuacién (2.17), que expresa a
S como funcién de U, V y N, constituyen el resultado deseado, esto es, el
puente mediante el cual podemos establecer una relaciéon entre la naturaleza
microscopica y la macroscépica de un sistema termodindmico. La esencia en
este puente lo constituye la expresién

J(T,V) =) ems/* (2.22)
;

que se conoce como la funcién de particién molecular y que depende del volu-
men a través de los valores de €;. Una forma intuitiva de ver esta dependencia
es imaginando que variamos el volumen del sistema manteniendo la energia y el
nimero de particulas constantes. En este caso, el espacio de configuracién acce-
sible a las moléculas cambiaria (ver eje horizontal fig. 3) lo cual se traduciria en
una variacion en los valores, ain arbitrarios, asignados a las celdas en el espacio
u. Lo que es completamente cierto es que para calcular 3(T, V) necesitamos es-
pecificar los valores de las energias asignadas a cada celda. Si somos congruentes
en el calculo que hemos hecho basandonos en las leyes de la mecénica clasica,
cada celda podria conceptualizarse como una regién infinitesimal en el espacio
de volumen drdp a la cual le asignaremos una energia que corresponde a la de
una molécula con energia cinética mas energia potencial ubicada “en el centro”

de la regidn, esto es,
2

P
€= % +ep(r)

donde €p(r) es la energia potencial producida por un campo externo en el punto
r. Esta asignacion es estrictamente rigurosa en el limite cuando el volumen de
la celda tiende a cero, en cuyo caso,

3(T,V) = const. // dr dpe'*“”"’"‘*’""” (2.23)
()
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donde || f(“) indica una integracién sobre todo el espacio u y la constante tiene

un valor que discutiremos después. La ecuacién (2.23) es la “forma clésica” de
la funcién de particién por particula.

Sin embargo la ecuacién (2.22) es la forma natural a la que hubieramos

llegado si desde un principio usamos las ideas de la mecanica cudntica. Para
un sistema de N particulas independientes en estado de equilibrio, las energias
asociadas a cada particula provienen de la solucién de la ecuacién de Schroedinger
para estados estacionarios. Sin entrar en detalles de como se obtienen estas
soluciones y que, como veremos mas adelante, en algunos casos pueden obtenerse
los valores de las energias de manera mas simple, lo que surge del cilculo es que
las energias disponibles a las particulas son discretas a diferencia del continuo de
valores clasicos, y se pueden ordenar en un conjunto de valores €;, €3, ... €, .
El estado microscépico de una particula se caracteriza por una funcién llamada
funcién de ondas estacionaria (no depende del tiempo) y usualmente, a cada
funcién o estado le corresponde un valor de ¢;. Asi pues los microestados del
sistema se obtienen identificando cuales moléculas se encuentran en diferentes
“estados” v.gr. en diferentes niveles de energia. Asi pues el concepto de “celda”
de Boltzmann se traduce en el concepto de “nivel de energia” en el caso cudntico
y todo el proceso matematico descrito con anterioridad es exactamente el mismo
La diferencia es que en la ec. (2.22) la energia ¢; no es arbitraria, es la energia
del i-ésimo nivel de energia accesible al observador a través de la solucién de la
ecuacién de Schroedinger.

Antes de discutir un par de ejemplos que ilustren la naturaleza de la ecuacién
(2.22) y los resultados a que conduce, conviene mencionar algunos puentes un
tanto sutiles asociados a todo el tratamiento aqui presentado. El primero y el
mas importante de todos es la filosofia inherente al método de Boltzmann. Es
comun encontrar en la literatura sobre el tema, afirmaciones que ubican a la
mecdnica estadistica como una rama de la fisica tedrica, uno de cuyos propdsitos
es deducir las leyes de la termodindmica clasica a partir de los modelos mi-
croscépicos de sistemas macroscépicos. Esto es completamente incorrecto. Los
postulados I y II nos permiten establecer un método para predecir el comporta-
miento de sistemas macroscopicos a partir de modelos microscépicos extrayendo
de la intrincada dindmica molecular solo aquellos aspectos que son relevantes
para efectuar dicha descripcién. La mecdnica estadistica persigue entonces esta-
blecer un método de inferencia éptimo para predecir el comportamiento de un
sistema macroscopico que es consistente con las leyes de la termodinamica. Esta
idea, en manos de Gibbs, permitié dar una solucién general a esta metodologia
y a ella nos dedicaremos mas adelante.

El segundo punto, de caracter mas técnico esta relacionado con la practica
seguida para evaluar la suma sobre macroestados en la ecuacién (2.11) susti-
tuyendo a la suma por su término maximo. Puesto que ¢(n) es una funcién
continua de {n;,...,n;...}, ;no habra otros valores de t(n) alrededor de t(n*)
que den una contribucién, al sumarlos todos, tan importante como ¢ maximo?
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La respuesta es que la objecién es vilida pero en el fondo no importa. Supon-
gamos que hay m términos en la suma que contribuyen igual que el maximo y
todos los restantes sean despreciables. Entonces,

Q = mtmax
S=klnQ=klntys +klnm

Pero por la ecuacién (2.17)
InQmsx = —BU + Nlnj
U
S=klnm+ Nklnjz — T

Sim ~ NP con p <« N positivo,
U
S =kplnN + Nklnj — T

P U

= kN (ln3+ NlnN) T

ysip~ 10y N ~ 103, p/N ~ 107!3 que es despreciable frente al primer

término luego la aproximacion es vdlida. En efecto, puede demostrarse de una

manera mas rigurosa que en esta forma de abordar el problema hay dos “im-

precisiones” que se cancelan entre si, el uso del término maximo para evaluar 2

y la suposiciéon de que n; siempre es grande y puede usarse la aproximacion de
Stirling para el logaritmo de su factorial.

Por 1ltimo, es necesario tener en cuenta un hecho inherente a la naturaleza
cuantica de los d4tomos y desde luego las moléculas, que consiste en la existencia
de muchos posibles estados (estacionarios) asociados con un solo valor de la
energia. Cuando esto ocurre se dice que el nivel es degenerado y su degeneracién
se denota por w; (0 g;). En este caso el nimero total de microestados asociados
a una distribucién debe modificarse pues cada una de las n; moléculas asociadas
a una energia ¢; puede estar en alguno de los w; estados diferentes en cuyo caso
la expresién para Wy, toma ahora la forma

N! n;
Win) = 1 1:[ij (2.24)

Si aplicamos nuevamente el razonamiento matematico expuesto antes, podemos
mostrar que ningun resultado se modifica con excepcion de la funcién de particion
que ahora toma la forma,
3= Zwie“*/kT (2.25)
L]

La demostracién de las afirmaciones involucradas en las ecs.(2.24) y (2.25) se
dejan como un ejercicio para el lector. (Ver problemas)
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2.8 Sdélido Cristalino

Para ilustrar la utilidad de los resultados contenidos en los pérrafos anteriores
vamos a discutir dos ejemplos de sistemas formados por particulas independientes
y que supondremos distinguibles. El primero es el de un sélido atémico cristalino
(por ejemplo sodio Na, plata Ag, etc.) formado por un arreglo tridimensional de
atomos idénticos en una estructura regular. Suponemos que los dtomos de este
cristal ocupan posiciones fijas en dicha estructura, la red cristalina, alrededor de
las cuales pueden oscilar como los resortes de un tambor de cama. El modelo
mas simple que se puede asociar a este cristal, introducido por A. Einstein en
1907, consiste en suponer que cada atomo oscila en forma independiente en
tres direcciones mutuamente perpendiculares entre si (los ejes de la red) y con
la misma frecuencia que llamaremos 1.. Esto es, el cristal se concibe como un
conjunto de 3N osciladores arménicos independientes todos oscilando con una
frecuencia v. Las energias permisibles a cada uno de estos osciladores ¢y, ..
€., estan dadas por

9

&n=(n+i)hv n=20,1,...,00 (2.26)

donde h es la constante de Planck, y cada nivel es no degenerado. Si nos li-
mitamos a estudiar las propiedades térmicas del cristal, es claro que su energia
interna U estd dada por 3N veces la energia promedio de cada oscilador E/N.
Usando la ec. (2.18) para esta energia,
Z?:O hl/(n + %)e—(n+%)hu/kT

Zoo e—(n+3)hv/kT

U=3N

Si observamos que

0 ie—<"+%)""/‘°T : ihv(n+ e~ (mHi)EF
S = — 3 )€

2 2
ar kT? =

n=0

vemos que U puede reescribirse como

U= 3NkT2% In Z e—(n+%)hu/kT

n=0
y sacando el factor e~ 7T de la suma,
U= SNh + 3Nk 2 1n§:e-"f* (2.27)
2 oT )

n=0

El segundo término de la ec. (2.27) es facil de calcular. La sumatoria de la
exponencial e™"* es una simple progresiéon geométrica cuyo valor es trivial de
obtener (ver apéndice II) y ello conduce a la expresién

_3 3 2 0 —hv/kT
U= Nhv— SNKT? — In (1 —e )
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que después de efectuar las operaciones conduce al resultado de final

vV
Este cadlculo exhibe que la energia interna del modelo para éste sélido cristalino
tiene una parte constante, %N hv conocida como la energia del punto cero y otra
que depende de la temperatura y que es la que contribuye a las propiedades
térmicas en especial Cy. Diferenciando (2.28) con respecto a T recordando que
v solo depende del volumen,

ol hv hv/kT
Cv = <%>v 3Nk <kT) (TR 1) (2.29)

Esta es una expresiéon complicada como funcién de T que estd en total contra-
diccién con lo que los fisicos experimentales de mediados del siglo pasado sos-
pechaban era la forma correcta. En efecto es para todos conocido que en 1819
dos fisicos Dulong y Petit encontraron experimentalmente que muchos sélidos
monoatémicos cristalinos obedecen la ecuacién

Cy = 3R 26 cal/K-mol

donde R es la constante universal de los gases. Si examinamos la ec. (2.29) vemos
que hay dos limites que podemos estudiar, el de altas frecuencias de manera que
hv > kT y el de bajas frecuencias en el que hv <« kT. Si llamamos £ = hv/kT
vemos que en el primer caso, e"/*T > 1 y por lo tanto

h
Cv = 3Nk ( k;) e—hv/kT (2.30)

esto es, Cy tiende a cero cuando T — 0 consistentemente con el principio de
Nernst. Este resultado era ajeno a los fisicos clasicos del siglo pasado y jugé un
papel determinante en la aceptacién de la mecanica cudntica como una necesidad
inevitable para describir el aspecto dindmico del microcosmos. En el caso opuesto
eM/¥T corresponde a e® con z < 1y es posible desarrollar la exponencial en series
de potencias de z para obtener,

{h \ (1+:L'+——"')
MeGT & )2
=3Nk(1+z+ --)1—-z—---) =3Nk(1+--)

Cv

Si comparamos con la ecuacién de Dulong y Petit vemos que para una mol am-
bos resultados son iguales si Nok = R i.e. k = ++ que es la llamada constante
de Boltzmann. Aunque la ec. (2.30) no predice de manera correcta la curva ex-
perimental para Cy a bajas temperaturas, tiene el mérito de corresponder a un
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Cv/3R

Dulong-Petit

g //\
3 ,' 4 Modelo de Einstein

Figura 4 El modelo de Einstein (curva solida) comparado con la curva experimental para
un metal atémico cristalino (curva punteada). La caida a cero de los resultados experimen-
tales va como T y no exponencialmente. Solo a frecuencias pequenas, temperaturas altas se
obedece la ecuacién de Dulong-Petit.

modelo cuantico que cualitativamente concuerda con el experimento y muestra
ademas que a frecuencias altas la ecuacién de Dulong y Petit es completamente
incorrecta. Volveremos a este tema en un capitulo posterior en donde analizare-
mos con mas detalle las propiedades termodindmicas de sélidos cristalinos. Una
comparacién esquemadtica entre la ec. (2.29), la ecuacién de Dulong-Petit y los
resultados experimentales, se muestra en la figura 4.

2.4 Paramagnetismo

Como segundo ejemplo ilustrativo consideremos el caso del fenémeno conocido
como paramagnetismo. Tomemos un sistema formado N dtomos independientes
en una substancia que se encuentra a una temperatura T cada atomo teniendo
un momento magnético . Si a este sistema le aplicamos un campo magnético
H la energia magnética de cada atomo esta dada por

€m=—p-H

De acuerdo con los principios de la mecdnica cuantica, p es proporcional al
momento angular del atomo y suele escribirse como

K= gpod
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donde g, = éj—:t es el magnetén de Bohr con m, la masa del electrén, c la

velocidad de la luz, e la carga electrénica y h = h/27. ¢ es un nimero llamado
el factor de Landé cuyo valor y origen no nos concierne en este momento. La
energia magnética de cada atomo es entonces

€m = ”gllr)HJz

Si tomamos al campo H en la direcciéon z; H-J = HJ,.J, de acuerdo con la
mecénica cudntica solo puede tomar 2J+1 valores, esto es, estd cuantizado por el
llamado nimero cudntico magnético m que toma valores enteros o semienteros
desde —J hasta J correspondiendo a las posibles proyecciones de vJ sobre el
eje z. Asi pues,

€m = —glhoHmM (2.31)

Para calcular las propiedades macroscopicas del sistema utilizaremos la definicion
de 3 sustituyendo para ¢; la energia magnética, esto es, construimos la funcién
de particién magnética §,, como

+J
dm= D edwelm/kT (2.32)

m=-J

y por analogia con la ec. (2.18) definimos el valor promedio de la componente z
del momento magnético por 4tomo como

J igm H
YR (guom)e
(i) = =

H
Gho™) 1
Zm:—Je ’ L

que, siguiendo pasos andlogos a los usados antes puede reescribirse como

B dlnj,,
(z) = kT( 5H )T (2.33)

de donde la magnetizacién total M se obtiene simplemente de la relacién
M = N(u.) (2.34)
El cdlculo de 3., es ahora sélo un problema de dlgebra. Llamamos

guoH

kT

a la relacién entre las energias magnética y térmica (kT') para obtener

+J
m enJ — e_'](J+l)
=D €™ = o —— (2.35)
—-J
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ya que es una progresion geométrica de razon e~”7. Multiplicando numerador
y denominador de la ec. (2.35) por "2 y usando la definicién del seno hi-
perbdlico, e.g.

e
senhz =

vemos que puede reescribirse como

senh(J + 3)n

2.36
senh 17 (2:36)

dm =

y notando que 3‘% = -‘Zlﬁgaﬁn, sustituyendo la ec. (2.36) en (2.33) y llevando a
cabo la diferenciacion, obtenemos que

(pz) = guod By(n) (2.37)

donde By(n) es la llamada funcién de Brillouin y estd definida como

1 1 1. 1 .7
B = — [(. - A —)n — = coth = .
7(n) 5 (J + 2)Coth(] + 2)1] 5 coth o (2.38)

Las ecuaciones (2.34), (2.37) y (2.38) permiten ahora calcular todas las propie-
dades magnéticas del sistema y comparar con el experimento. Por analogia con
el caso anterior, debido a la complejidad de la ec. (2.38) conviene estudiar dos
limites, cuando 1 > 1 en que la energia magnética predomina sobre la térmica
(campos fuertes, temperaturas bajas) y el opuesto, n <« 1 que es el caso de
campos débiles y temperaturas altas.

En el primer caso, coth(J + %)7; — 1, cothn — 1 y por lo tanto B;(n) — 1
luego la magnetizaciéon M — Ngpu, que suele denotarse por My, y llamarsele
magnetizacion de saturacién. En esta configuracién todos los 4tomos, en prome-
dio, estan alineados en direccién del campo externo. En el caso opuesto, hacemos
uso de la expresion

1 1
cothz~ —+_-z+.-- r<l1
z 3

para obtener que
(J+1)

B;(n) ~ 3

n

y por lo tanto,
J(J+1)

n

o bien que
= Nao)?I(J + 1)

= T H (2.39)
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Si recordamos que la susceptibilidad magnética x se define como

- (ﬂ‘i)
oH H=0,T

(9po)®J(J +1)
3kT

vemos que

x =N,

(2.40)

esto es, x ~ T~! un resultado bien conocido de la termodinidmica clasica para
los llamados sistemas magnéticos ideales. La expresién (2.39) se conoce como

ecuacion de estado de Curie.

Si por otra parte uno examina el comportamiento general de (i,)/po de la
ecuacion (2.37) y se compara con los resultados experimentales para substancias
como el alumbre de cromo y potasio, el sulfato de gadolinio octa hidratado, el
alumbre de hierro y aluminio y otras substancias similares, los resultados que se
obtienen son mas que satisfactorios. Para mayores detalles el lector interesado

puede consultar las referencias (3) y (4).

Referencias

1. Introduccién a la Termodindmica Clasica por L. Garcia-Colin S., (Edi-

torial Trillas, México, D. F. 4a ed. 1990).

2. La Naturaleza Estadistica de la Teoria de los Cuantos por L. Garcia-

Colin (UAM-Iztapalapa, Coleccién CBI Vol. I, 1987)

3. Fundamentos de la Fisica Térmica y Estadistica por F. Reif.

(McGraw-Hill Publ. Co. Nueva York 1965)

4. A first Course in Statistical Thermodynamics por J. Kestin y J. R.

Dorfman (Academic Press Inc. Nueva York 1971)

5. Statistical Thermodynamics por D. A. Mac Quarrie (Harper and Row,

San Francisco 1975).

6. Thermodynamics, The Kinetic Theory of Gases and Statistical Mecha-
nics F.W. Sears y G.L. Sallinger (Addison Wesley Reading, Mass. 3a.

Ed. 1975).

Problemas

1. Deducir las ecuaciones (2.24) y (2.25) y probar que todas las afirmaciones
que surgen del caso de particulas con estados no degenerados siguen

siendo validas.
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. Probar directamente de la ecuacién (2.14) que la constante de integracién

Qo tiene que ser igual a cero.

. Muestre explicitamente de la ecuacién (2.21) como pueden relacionarse

In z con las propiedades de la termodindmicas de un sistema p, C,, Cy,
H, etc.

. Muestre que los resultados del modelo de Einstein para el cristal atémico

cristalino pueden obtenerse también suponiendo que cada dtomo es un
oscilador arménico tridimensional que oscila con frecuencia v cuyas ener-
gias premisibles son

3
fn:('n.+§)hu (n=0,1,2,3...00)

y las degeneraciones w,, = %(n + 1)(n + 2) para los mismos valores de n.

. Los niveles de energia permitidos para un oscilador arménico bidimensio-

nal estdn dadas por €, = (n+1)hv, n =0, 1,... y tienen degeneraciones
w = n + 1. Mostrar que la funcién de particion para tales osciladores
es igual al cuadrado de la funcién de particién para un oscilador de 1
dimension.

. Obtener la ecuacién (2.29).
. Dar todos los pasos conducentes a la ecuacién (2.33).

. Repita el cdlculo para obtener (1) partiendo desde un inicio de la base

que sélo hay dos posibles valores de J, correspondientes a J = % Com-
probar los resultados que se obtengan a partir de las ecs. (2.37), (2.38)
y (2.39).

. Un sistema esta formado por N particulas independientes cada una pu-

diendo ocupar uno de los niveles de energia €; y €5 con €; < €37

a. Calcular la energia promedio (E) del sistema y discutir los limites de
altas y bajas temperaturas ;Qué valor de T determina uno u otro
comportamiento.

b. Suponiendo que ¢; = ¢;(V) donde V es el volumen del sistema, cal-
cular la entropia, la funcién de Helmholtz y C, como funciones de la
temperatura. Analizar el resultado para C, a la luz del inciso (a).

Demostrar que un sélido que obedece el modelo de Einstein,
_ 3 —hv/kT
§ =-3Nkyz {Tln(l e )}

y discutir fisicamente los dos limites, bajas frecuencias hv < kT y altas
frecuencias hv > kT. jque papel juega aqui la energia de punto cero?

El O; es un gas paramagnético cuya suceptibilidad magnética a 293 K
y presién atmosférica es de 1.8 x 106
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13.

14.
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a. Calcular la constante de Curie.
b. Usar este dato para encontrar el momento magnético 1 de una mo-

lécula de Oy. Comparar el resultado con el magnetén de Bohr pg =
0.93 x 1023 amp.-m?.

Calcular el calor especifico a campo magnético constante para el sistema
paramagnético discutido en el texto. Obtener la dependencia explicita
de Cyx con el campo H y la temperatura. Discutir los limites de bajas
temperaturas guoH > kT y altas temperaturas guoH < kT.

a. Para un gas paramagnético obedeciendo la ecuacion de Brillouin, mos-
trar que
oM
Ciu-Cm=-H|F7= ] -
oT )4,
b. Evaluar explicitamente el miembro derecho y mostrar que si T —
O(K), Cy — Carq {Qué significa este resultado?

Para el gas paramagnético demuestre que Caq = A/T? y por lo tanto

1A M?
T 2T3  2Cc

Determinde explicitamente las constants A, D y la constante de Cu-
rie Cc.



Capitulo 3

El Gas Monatomico Ideal

3.1 Modelo para un gas ideal

En el capitulo anterior nos hemos concentrado en el aspecto fundamental de
la mecdnica estadistica usando las ideas de L. Boltzmann para establecer un
puente entre la intrincada dindmica molecular inherente a cualquier sistema y sus
propiedades como las entiende la termostatica convencional. Para ello supusimos
que las moléculas o 4&tomos que forman dicho sistema se pueden distinguir entre
si; de ahi que para calcular un macroestado dado nos fue posible “numerar”
a las particulas y es precisamente esta operacién la que conduce al término
N! que aparece en el numerador de la ecuacién (24). En los dos ejemplos
tratados al final del capitulo, esta numeracion esta perfectamente justificada pues
independientemente del concepto de distinguibilidad, los 4&tomos que forman el
cristal en ambos casos estan fijos y solo se mueven alrededor de su posiciéon de
equilibrio. Esta posiciéon es un punto fijo de la red cristalina que per se, es
distinguible y numerable. De ahi que los d4tomos que ocupan dichos sitios los
hayamos llamado “localizables”.

En este capitulo vamos a regresar al estudio del modelo clasico para un gas
ya descrito en el capitulo anterior. En este sistema los d4tomos, concebidos como
masas puntuales, no son localizables, esto es no los podemos distinguir entre si
por la posicién que ocupan en el espacio. Aqui el concepto de distinguibilidad
esta intrinsecamente asociado al hecho de que hemos supuesto que la dindmica
atomica esta gobernada por las leyes de la mecanica clasica y por lo tanto como en
el caso de objetos macroscopicos (planetas, proyectiles, satélites, etc), uno puede
en principio distinguir un cuerpo de otro por la unicidad de su trayectoria en un
problema (condiciones iniciales) bien especificado. Si adoptamos esta postura
y pensamos entonces que es posible numerar las particulas del gas, todos los

27
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resultados obtenidos son aplicables y podemos proceder a calcular la funcién de
particién para el sistema. Consecuentemente, no podemos utilizar la ecuacién
(2.17) que estrictamente requiere del conocimiento de las energias discretas ¢;
justificables en un tratamiento cudntico sino que debemos usar el limite clasico
de z dada por la ecuacién (2.23). Si suponemos que el campo gravitacional es
despreciable y no hay otro campo externo €,(r) = 0, entonces

3(T, V) = const. //( )e"”/z"‘"podr (3.1)
I

{Co6mo determinar el valor de la constante que aparece en la ecuacién (3.1)? Si
observamos la ecuacién (2.21) y la definicién de 3, v. gr. ecuacién (2.22) vemos
que debe ser una cantidad adimensional, F' ~ In3. Pero en la ecuacién (3.1) el
integrando tiene dimensiones de impetu por longitud al cubo, esto es de accién
que en unidades cgs son de ergios-seg. Para hacer (3.1) adimensional tenemos
pues que dividir arbitrariamente por una constante con dimensiones de accién a
la que llamaremos h. Entonces,

1 i 2
s V)= [ar [[ [ e T ap,ap,

Nétese que hasta este punto h es una constante indeterminada que después
identificaremos con la constante de Planck. La integral sobre el espacio de con-
figuracion esta delimitada por V, el volumen del recipiente y el impetu de cada
particula como vector puede variar de —oo a +00. Sin embargo, en coordenadas
esféricas dp = 4wp2dp y por lo tanto,

47V [*°

. er—pz/kapo
0

3(T, V) =

La integral es trivial de llevar a cabo si recordamos que [;° e %% dr = VZy
por lo tanto

2rmkT \ 3/
il ) (3.2)

v - (2

que es el resultado deseado. Substituyendo la ec. (3.2) en la ecuacién (2.21) y
desarrollando el logaritmo separando la dependencia es Ty V obtenemos que

3/2
F:—NkT{an+glnT+ln (2—’@'—c> } (3.3)

para la energia libre del sistema formado por N masas puntuales independientes
y distinguibles. Si ahora recordamos que la presién del gas se obtiene de la

ecuacion termodinamica
( 8F)
P==—\ 537
oV TN
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usando la ec. (3.3) tenemos que
pV = NkT (3.4)

Si pensamos en una mol de nuestro sistema N = Njy, el nimero de Avogadro
y, por otra parte, la ecuacién (3.4) es idéntica a la ecuacién termostdtica para
un gas ideal pV = RT. De aqui entonces podemos concluir que nuestro modelo
reproduce las propiedades termodindmicas de un gas ideal si identificamos k =
ﬁ- . En unidades cgs, si substituimos R por su valor y Ny por el suyo resulta que

= (1.38047 £ 0.00026) x 10~'6 erg-K~! es la llamada constante de Boltzmann.

Si ahora usamos la ecuacién (2.18) que nos da (E) = E < U, la energia
interna del gas y observamos que,

(E) = NkT? (6}—9;3> » (3.5)

usando la forma para Inj escrita en el paréntesis de la ecuacién (3.3) tenemos
que

U= gNkT (3.6)

lo cual de inmediato conduce a los siguientes resultados,

ou 3
= (or),,, =2

o bien, si v es el nimero de moles

. _Cv 3
CV = 7 = ER
y como
c:=12r
L,
Por lo tanto, o
7= 5‘% = g ~ 1.67 (3.7)

Como es bien sabido de la termostatica (ver tabla I) el valor de vy concuerda
con los resultados experimentales obtenidos para los gases nobles.

Tabla I
Gas v
Ne 1.64
A 1.66
Kr 1.69
Xe 1.67
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Estos resultados muestran que nuestro modelo predice también correctamente
las propiedades térmicas de un gas ideal.

Sin embargo, todavia tenemos que corroborar de manera directa si la ecua-
cién (2.15) que se obtuvo como consecuencia de los postulados fundamentales es
o no correcta. No hay que olvidar que uno de los grandes méritos de la calori-
metria es que permite medir con una increible precisién la capacidad calorifica
de sistemas macroscépicos. En particular, si conocemos Cp(T, p) la entropia se
puede obtener por integracién directa de la férmula

T

S(T,p)=Sg+/ Ce g1
To T

donde Sy es el valor de la entropia para una temperatura de referencia arbitraria

y una presién que usualmente se toma como 1 atmdsfera. Como ya calculamos
F y U directamente de la definicién, de la primera tenemos que

B 9 3/2
s-U F:gNk+Nk{an+glnT+ln{ ’""k} }

T h?

que por mol podemos escribir como:

S 3 3 2rmk \ ¥/?

La ecuacién (3.8) merece una atencién muy especial: por una parte vemos con
beneplacito que la constante indeterminada que la termostatica inevitablemente
genera en el cédlculo de funciones termodindmicas toma un valor bien definido
que depende solamente de las masas moleculares y las constantes k y h. Si
eliminamos T usando la ecuacién (3.6) tenemos que

§=an+§ln<2 U)+So

R 2  \ 3Nk
y (3.9)
3 3 2
—an+§lnN+Sg+§lnﬂ

donde Sg es el término constante en la ecuacién (3.8). Aparentemente estos
resultados permiten calcular todas las propiedades del sistema, sin embargo,
para nuestra sorpresa la ecuacién 3.9 no es correcta. En efecto, es bien sabido
en termostatica que si S = S{U, V, N), esto es, en la representacién “natural” de
S en términos de las variables extensivas que definen a un sistema aislado, S es
una funcién homogénea de primer grado:

S(AU, AV, AN) = AS(U,V, N)
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o e o
O O ° o
(o] N 2
N o ® o o
o °
0 o o
Vi o = [ ]
® V2 °
o
o ® °
Figura 3.1

para cualquier A > 0. Si llevamos a cabo esta operacién en (3.9) vemos que la
propiedad se viola pues InAV # AInV. Asi pues, a pesar del éxito aparente
del modelo, algo fundamental es incorrecto pues la ecuacién (2.15) no conduce a
un resultado consistente con la termostatica. Este punto fue apreciado en toda
su agudeza por Gibbs y estd conectado con la paradoja que lleva su nombre.
Para entender el problema en toda su extensiéon examinaremos cuidadosamente
el razonamiento que condujo a Gibbs a postular cémo cldsicamente se puede
remediar esta engorrosa situacion.

Consideremos dos gases ideales que arbitrariamente llamaremos 1 y 2 ocu-
pando sendas particiones de un recipiente que se encuentra a la misma tempe-
ratura T y presién p. Sean N; y N2 nimero de moléculas en cada gas, V; y V,
sus respectivos volimenes. (Ver Fig. 3.1)

La pared que separa a ambos recipientes la suponemos impermeable para
ambos gases. La entropia de cada uno de estos gases estd dada por la ecuacién
(3.8) de manera que la entropia total del sistema formado por ambos es:

S S+ S
% = % =N InV; + NoInV, + N, f(T) + Nof (T)
donde .
3 3 2mm;k
f.(T)=§lnT+§+ln( h2 ) l=l,2

y m; es la masa de las moléculas de la i-ésima especie. Si ahora pensamos en
perforar un pequeno agujero por la particion que separa los gases, de manera
que estos se mezclen reversible, isobarica e isotérmicamente, al final del proceso
la condicidn del gas es la misma que la de una mezcla binaria homogénea que
ocupa todo el volumen V a la temperatura T. Para este gas de acuerdo con (3.8)
la entropia final sera.

Sr

(N1 + No)InV + N1 fi(T) + Nofo(T)
y por lo tanto el cambio de entropia en este proceso es igual a

(3.10)
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que es la llamada “entropia de mezclado”. Si, por ejemplo, Ny = Ny = %‘1 y
Vi=Vp=Y%

AS

— =2In2 3.11

- (3.11)
la entropia de mezcla por mol jes una constante! Este resultado es un tanto
extrano pues, como notara el lector, tiene dos caracteristicas preocupantes. La
primera, el razonamiento no depende de la identidad de las moléculas de ambos
gases; la segunda, si en lugar de dos particiones tenemos n particiones y las
vamos removiendo sucesivamente la entropia de mezclado seria

% =nlnn (3.12)

y sin — 00, jAS — oo! jqué sentido tiene esto? Mads ain, en el primer caso si
los dos gases son idénticos no existe tal mezclado, el remover la particién no nos
permite identificar un proceso de revoltura porque los d4tomos o moléculas que
componen a cada gas son tdénticas entre si. En ese caso AS = 0 que contradice
(3.11). Estos dos resultados se conocen como la paradoja de Gibbs. Y, en
particular, este ultimo aspecto esta intimamente relacionado con la caracteristica
de distinguibilidad dentro del contezto de la leyes de la fisica cldsica.

3.2 Indistiguibilidad

Procedamos, primero, pragmaticamente como lo hizo Gibbs. Para resolver la
contradiccién a que conduce la ec. (3.11) se argumenté que las particulas en un
gas, al ser no localizables son también indistinguibles: supongamos que un 4tomo
A ocupa un punto en el espacio g al que le corresponde una cierta posicién r;
e impetu p; en tanto que B ocupa otro punto con coordenadas rp y p2. En el
transcurso de su continuo movimiento podria ocurrir que en un tiempo posterior
A ocupase el punto r; y p2 en tanto que B ocupase r, y p;, pero en ambos
casos no podriamos distinguir entre ambos estados porque A y B son dtomos
de la misma especie. En otras palabras, no los podemos enumerar y por lo
tanto, en la contabilidad de los macroestados es necesario dividir entre N!. Si
ahora recorremos el camino seguido en el capitulo 2 para obtener las propiedades
macroscépicas del sistema vemos que en el cdmputo de S que conduce a la
ec.(2.16) cmitir N! implica que

S(E,V,N) = —k (Z nllnn! — n:>
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y después de substituir el valor de n; y eliminar a obtenemos que

S(E,V,N) = Nkln) " €? —kBE — k(NInN — N)
J

= N(kln3) — kBE — kln N! (3.13)
3N
= kin % - kBE

En otras palabras, los resultados son idénticos. Si en lugar de usar la funcién
de particién 3V usamos 3V /N!. Esto implica que para sistemas formados por
particulas independientes y no localizables,

3N
F=—kTinis (3.14)

Veamos que efecto tiene este factor en nuestros resultados. La ecuacién (3.2)
se reescribe ahora como:

V [ 2rmkT\*? )
3(T,V) = N (T) (3.2")
y por lo tanto
3/2
F=—NkT{an+-glnT+(g%’~c> }+kT1nN! (3.14)

Como p y (E) no se ven afectadas por este factor, las propiedades térmicas
y mecdanicas del gas que se obtienen por diferenciacién de F' no se ven afecta-
das pero al calcular la entropia hay que restar un In N! ~ NInN — N que de

inmediato conduce al resultado,
3 5 2rmk | /2
S=R {mv +3IT+ |2 +1n (%&"-) —InN,

para 1 mol y por lo tanto

vV 3
S_R{IDFO+EIDT+

3/2
g +1n <—2’;Z‘k ) ] } (3.9)
z|

que como el lector puede facilmente verificar, satisface la propiedad de homoge-
neidad. M4ds ain, los valores de la entropia calculados con (3.9') y comparados
con los obtenidos por métodos calorimétricos concuerdan muy bien para el caso
de todos los gases monoatémicos. La ecuacién (3.9’) fue deducida en 1912 por O.
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Sackur y H. Tetrode y lleva el nombre de sus autores. Volveremos a este punto
mas adelante.

Veamos en seguida como el argumento de Gibbs corrige completamente la
paradoja de la entropia de mezclado. Mientras los gases estdn separados, cada
uno tiene una entropia que ahora estd dada por la ecuacién (3.9')

% =N, {m]%: +f,-(T)} (3.15)

3 5 2mm;k e
2 InT + (5 +1In (__ﬁ_> )

para i = 1, 2. Asi pues, en la situacion de la figura 3.1 la entropia inicial es

donde fi(T) es

Sr S$i1+8S Vi V.
T’ = X L N lnﬁl1 +Ngan22 + N1 f1(T) + Na f2(T) (3.16)

Pero, ;qué ocurre después del mezclado reversible e isotérmico- isobdrico cuando

la mezcla binaria se encuentra a la temperatura T ocupando un volumen V?
(Fig. 3.2)

Para responder a la pregunta vamos a examinar el problema desde su base:

las moléculas de la especie 1 tienen sus niveles de energia efl) y los de la especie 2

. 2 .
sus propios niveles c§ ) de modo que para construir un macroestado tenemos que

’ 1 1 . :
calcular el nimero de maneras en que n(l ), ng ), ... moléculas de la especie 1

pueden distribuirse en los niveles {ep) } y simultdneamente el nimero de maneras
en que n(lz) , ngz), ... moléculas de la especie 2 pueden distribuirse en los niveles

{6;2)}‘ Si procedemos tal y cual hicimos en el caso anterior, recordando que
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la probabilidad es una propiedad multiplicativa tenemos que para la situaciéon
mostrada en la figura 3.2,

M N1
1 T, NS

W{,l(n}(n(z)} = W'(n(,)}W(,,,m} = (3.17)

donde la divisién entre N;!y N3! obedece a la suposicién de que cada una de las
especies no son distinguibles entre si. En este caso,

’ . / 1
N = z W{n(l)}{n(z)} = Z - —T —(2—)—' (318)
{(n)}{n(2)} [Ting "t I, ny™
donde ¥’ es la suma sobre todas las distribuciones sujetas a tres condiciones:

SalV=N el =N, (3.19)

i 3
an”e&l) + Znﬁ-z)egz) =F (3.20)

¥ 1

Denotando por t(n(!),n(?)) al término general en (3.18) y aplicando el método
de los parametros indeterminados de Lagrange * es facil mostrar que

Ny _5.m
ngl)t ks Be!

z
' (3.21)
@+ N2 _g@
n; = — i
z2
donde o
3= Z e~ Pe; 1=1,2 (3.22)

y de aqui, por un cédlculo elemental mostrar que se satisfacen las ecuaciones (3.9")
y (3.21), ya que

U 5{‘11 39/2
=~ +kln%- 4+ kIn% 2
S T+ nN1!+ nNz! (3.23a)
y
3N13N2
F=F +F,=—kTln1-2 (3.23b)

Ni!Nj!

Cuando mezclamos los gases, en el caso en que esten formados por especies
diferentes, la tnica diferencia entre la ec. (3.9') y la de la mezcla es que el
volumen V es accesible a cada especie y por lo tanto,

S %4 %4
2L — Nyln— + NyIn — + Ny fi(T) + Naofo(T) (3.24)
k Ny Ny

*Ver apéndice I
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de manera que %ﬁ = §L;§I estd dada por la ec. (3.10) y recuperamos todos
los resultados ya vistos.

Pero en el caso en que las especies sean idénticas N; + Nj, las particulas se
distribuyen en sus propios niveles de energia y todas las ecuaciones que aparecen
en el cilculo de t{N} del capitulo 2 son aplicables solo haciendo N = N; + Na.
En este caso entonces, (3.23a) y (3.23b) se reducen a

U 3N1+N2
y
Fe kT2 (3.25b)
(N1 + Np)!

luego en el caso de gases ideales, la entropia del sistema para la situacion indicada
en la figura 3.2 esta dada por

Sr
k

i+V;

=(Ny+ Ng)ln——=
(M 2)nN1+N2

+ (N1 + N2) f(T) (3.26)

pues fi(T) = f2(T). Sirestamos ahora (3.26) de (3.16) vemos que

AS |4 |4 |4 Va
T—Nl (lnﬁ+ln1—V_l)+N2 <lnN+lnN2> (3.27)

Como los gases son ideales y estdan en equilibrio, el caso de la figura 3.1, tenemos
que

_ NikT  NkT
n=y ==y =P

por estar en equilibrio Ap = 0 (hipétesis), en el caso de la figura 3.2, que repre-
senta el estado final

P2

- N1+ Na
2 W+ VW
luego
N, N,
ViV
y por otra parte
%(%) =% porlotanto%=% 1=1,2

y por lo tanto AS = 0 de la ec. (3.27) como era de esperarse. Asi pués, estos
cdlculos un tanto largos pero ilustrativos muestran que el argumento de Gibbs
corrige totalmente el aspecto mas profundo de la paradoja: si “mezclamos” gases
de la misma especie, en realidad no aparece tal mezcla y esto se refleja en que
el cambio de entropia es cero. Pero esto requiere de suponer que las particulas
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cldsicas son inherentemente indistinguibles, aunque aqui la indistinguibilidad
estd intimamente relacionada el problema de la no-localizabilidad en el sentido
explicado en la pédgina (32). Como veremos méds adelante una explicacién sa-
tisfactoria de la apariciéon del factor N! solo puede emanar de las leyes de la
mecdnica cuantica.

Vale la pena hacer dos observaciones mads: La primera es que debido a toda
esta discusion, la inica manera de obtener cldsicamente el valor correcto para la
entropia es haciendo la constante que aparece en la ec. (3.1) igual a (R3N!)~1.
Recordemos que h es una constante indeterminada con dimensiones de accién
y que, desde el punto de vista clésico no tenemos manera de identificarla con
la constante de Planck. De hecho, solo a posteriori, de la ecuacién de Sackur-
Tetrode, v.gr., ecuacién (3.9’) podemos decir que S = kln 2 para un gas ideal
concuerda con la entropia calorimétrica siempre y cuando h se identifique con la
constante de Planck. Cldsicamente no puede determinarse su valor. La segunda
observacion concierne a la ec. (3.12), la otra faceta de la paradoja de Gibbs. Si
los gases son idénticos AS = 0 no importa cuan grande sea n, asi que en este
caso no hay problema. En el caso de especies diferentes el problema es un tanto
formal: si en efecto, pudiésemos formar un infinito de particiones con diferentes
mezclas AS creceria sin limite pero esto es operativamente impracticable. El
lector interesado en estos puntos puede recurrir a las referencias (1) y (2) citadas
al final del capitulo para mayores detalles.

3.3 Funcion de particion cudntica

Para terminar con esta discusién, nos podemos hacer todavia la pregunta acerca
de como se modifican todos los resultados aqui obtenidos si en lugar de uti-
lizar la funcién de particién clésica para el gas monatémico ideal, usamos la
expresion en términos de los niveles de energia y que provisionalmente llama-
remos “cudntica”. Para ello tenemos que saber el valor de ¢; para particulas
independientes encerradas en un recipiente de volumen V. Para evitar deta-
lles laboriosos simplifiquemos el problema. Imaginemos primero que tenemos
una sola particula confinada a moverse entre dos paredes infinitas separadas una
distancia “a”. (ver Fig. 3.3).

De acuerdo a la mecdnica cudntica los estados estacionarios de esta particula
se pueden representar por ondas (como en el caso de una cuerda vibrando entre
dos puntos fijos) con nodos en las paredes. Esto inmediatamente nos dice que
para que eso ocurra a tiene que ser un multiplo semientero de una longitud de

onda: \
a=n§ n=12... (3.28)

La siguiente cuestion es jcémo asociar la longitud de onda con la energia de
la particula? Para eso recurrimos a la hipétesis de L. de Broglie que establece
que a toda particula con un impetu p(= mv) se le asocia una longitud de onda
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Figura 3.3
A dada por A = 5 donde h es la constante de Planck. Como en este caso
p=V2me = § = 20 , la dltima igualdad proveniente de la ec. (3.28), obtenemos
que L
n“h
n= =1,2,...(3.29
. 8ma? " (3:29)

esto es, la energia solo puede tomar valores discretos; esta “cuantizada” por el
numero n.

Si imaginamos ahora que la particula esta encerrada en un paralelepipedo
de lados a, b y c podemos extender este argumento a las tres direcciones posibles
del movimiento de la particula y escribir entonces que su energia estara dada por

h2 n2 T2 32
€n,rs = §_77_l (; + 55 + C—2‘> (330)
conn,ry sigualesal, 2, .... Entonces,

iiie wer (27457 +7) (3.31)

n=1r=1 s=1

es la funcién de particién que deseamos evaluar. De la ecuacién (3.31) vemos
que 3 es el producto de tres sumatorias independientes de la forma

9'43

donde o = m’:;ﬁ. Nétese que a? mide el “tamano” del intervalo entre dos
términos sucesivos de la suma. Si fuese muy pequeno podriamos aproximar
o por una integral. Como a estd relacionado con el volumen (jmacroscépico!)
del sistema los parametros determinantes son a y T. Tomemos el caso del gas
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mas ligero, el hidrégeno, cuyo atomo tiene una masa de 1.67 x 10-%%g. Para
un volumen de 1 cm3, @ = 1 cm y supongamos que el gas esta a temperatura
ambiente T = 300°K. Entonces,

o (667x10777) . 10-161
8.1167 x 10-271.38 x 10~16 x 3 x 102 -

a? es extraordinariamente pequeno lo cual justifica reemplazar ¢ por una inte-

gral:
o0 o0
1
A Z((.n N / pmatng, 1 [T VW
2 2 2a

«
n=1 0

Como 3 es igual a o3 obtenemos de inmediato que,

B /2 - 2rmkT 3/2
" 8ad k2

Pero abc = V el volumen del paralelepipedo, luego el resultado obtenido es
idéntico al que obtuvimos cldsicamente, expresado en la ecuacién (3.2). La tnica
diferencia notable de este método es que la constante h, indeterminada en la ec.
(3.1) podemos identificarla con la constante de Planck. Su presencia es debida
a la hipdtesis de de Broglie cuya naturaleza, es intrinsecamente cuantica. Asi
pues, llegamos a un bello resultado: las propiedades termodindmicas de un gas
monatdémico ideal son independientes de la evaluacién de 3 siempre y cuando en
la forma clasica postulemos “ad hoc” que h es la constante de Planck. En el
préximo capitulo veremos que un tratamiento riguroso del problema, usando los
principios de la mecdnica cuantica, elimina totalmente estas ambigiiedades.

Como un comentario final, es pertinente subrayar la forma en que los valores
de ¢; en 3 dependen del volumen. En la ecuacién (3.30) vemos con toda claridad
que € es una funcién de a, b y c la longitud de las aristas del paralelepipedo. Si
modificamos su valor, cambia el valor de ¢, esto es, €; = €;(V). Esto conduce a un
resultado muy interesante. De la ecuacién (3.13) y la definicién de S(= kIn{2)
tenemos que

an=NaneB“ —pBU —InN!

Yy por consiguiente,

olnQ )
=N—1In) e«
(%), = Vo
Zﬂeﬁe.f’_&

=N=
T
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Por otra parte,

F= —NlenZeB“’ +kln N!

Bfl.ikl
(a—F) _ Nk =B 5 .
ov B,N 2 6P

y comparando ambos resultados, obtenemos que

alnﬂ) 1 (BF)
= —— [ (3.32)
( ov AN kT \ oV TN

olnQ
p=kT( )
oV BN

que es una forma directa para calcular la presiéon de un sistema formado por
particulas independientes.

y por lo tanto,

Apéndice I Multiplicadores de Lagrange

Un problema relativamente frecuente en fisica matemadtica consiste en obtener
el extremal de una funcién f(z;,...,Z,) donde no todas las variables son in-
dependientes debido a un conjunto de restricciones que prescriben una determi-
nada relacidn entre ellas. Vamos a denotar estas restricciones por las ecuaciones

91(Z1,-..,2n) = 0, ..., gk(Z1,...,Tn) = 0 con k < n. Para proceder con el
calculo del valor extremal utilizamos el método siguiente:
Sean éz,, ..., éx, cambios pequenos en las variables z1, ..., £, de manera
que
of of of
= —= =25 e+ 2
5f 61611+6212+ +3zn Tn
391 O0g1 991
6 —é )
91 = 3z, 1+82$2+ +31‘n Tn
agk 3gk A9k
gk = ) coo 4 ——bz,.
9k = 3, 0%k + g, 02+ + 5 Oon

Sistema que podemos reescribir como

n k
. 3 8
O0f +a1bgy + -+ - + awbgi = E f g’

i=1

bz; (1)
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para valores arbitrarios de a;, ..., ax. Ahora bien, suponemos que en el punto
Ti+ 6z; parai =1, ..., k, g; = 0, entonces 6g) = 6gs = --- = 6gx = 0. En este
caso (1) se reduce a

n k
=3\ o " 2 2 | oz 2)
=1
Por otra parte, las k ecuaciones g, = 8g2 = - -- = 6gx = 0 pueden pensarse como
k eucaciones que nos permiten expresar 8z, ..., 6T, en términos de 8zk4y, ...,
6z,. Si escogemos aj, ..., o, de manera que satisfagan las condiciones
of  ~~ 9y
+ a; =21 =0 a=1,...,k 3
ox; ; 7 9z, T (3)
la ecuacién (2) se reduce a
n k
6 f 8
5f=3 g, 5z, (4)
i=k+1 Oz
donde 6zk+1, - -., 0T, son ahora independientes. Como f tiene un valor extremal

en este punto, §f = 0 y esta condicion se satisface si y solo si en la ecuacién (4)

a—ri‘f‘zaja'—z:i:() (5)

que combinada con la ecuacién (3) da

k

Bg]
+ = i=1...,n 6
é):c, }_: i3 (6)
Los parametros indeterminados a;, ..., ax quedan determinados por las k ecua-
ciones g1 (Z1,---,Zn) = -+ = gk(Z1,...,Zn) = 0. Con estas y las ecuaciones (6)
se pueden determinar los valores T, ..., T, para las cuales §f = 0.

Apéndice II La aproximacion de Stirling

En mecdnica estadistica es frecuente tener que calcular el In N! donde N es un
nimero muy grande (N ~ 1023). Una estimacién de su valor se puede hacer de
una manera muy simple. Claramente,

InN!'=InN+In(N-1)+---+Inj+---+In2+1Inl
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4

Figura 3.4

y el miembro derecho puede visualizarse como el resultado de evaluar la integral

N

=NInN-N+1~NInN - N.
]

N
/ Inzdz = (zlnz — 1)
1

Asi pues
N

lnN!=Zlnj:NlnN—N. (1)

3=1

Una evaluacién mds precisa de la sumatoria que aparece en (1) da como resultado
InN!'> 1in(2r) + (N + 3)InN — N.

Como el lector puede facilmente verificar, para N = 1000 la diferencia entre
ambos resultados, que llamaresmos A(In N!), es

A(InN!) = $1In2rN = 4.185

que es un error de 0.06% aproximadamente. Aquellos interesados en esta apro-
ximacién pueden hacer un pequeno programa de calculadora de bolsillo para
verificar estas aseveraciones.

Apéndice III

La energia cinética de un cuerpo rigido, como se ilustra en la figura 3.4, siempre
se puede escribir, por un teorema bien conocido de la mecdnica clasica, como la
suma de la energia cinética del centro de masa mads la energia cinética relativa,
de manera que
_ _CM rel _ 1, .2 1 2
€C = € +EC = i/ﬂ‘ +§MR ’
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— mritmarz icié — mumz —
donde R = ™iH=-452 es la posicion del centro de masa, p = mtma Y M =

m; +my yr=ry;—r;. En general, la particula 1 estd a una distancia r; del
origen, no como aparece en la figura 3.4. La contribucién del centro de masa es
estrictamente traslacional asi que podemos ignorarla y fijar nuestra atencion en
65' que en coordenadas esféricas toma la forma:

eré'l = %;L(l"?' + 1202 + r? sen? 0¢?).

El primer término es la contribucion traslacional de la energia cinética relativa
y por lo tanto la contribucién rotacional sera

€15t = Lur (62 + sen? 04). (1)

Usando el hecho que I = ur?, pg = I8 y py = Isen? 64, la ecuacién (1) se
convierte en la expresion utilizada en el texto.

Referencias

Mismas que para el capitulo anterior.
Para una discusion especitica de la paradoja de Gibbs, ver
1. The Gibbs Paradox, N. G. van Kampen en Essays in Theorical Phy-
sics (in Honour of D. ter Haar) (Pergamon Press, Oxford 1984) p. 303.

2. The Principles of Identicality in the formation in quantum Theory; P.
D. Pesié. I. The Gibbs Paradox, Am. J. Phys. 59, 971 (1991), II. The
role of identicality in quantum theory, ibid 59, 975 (1991).

Problemas Capitulo 3

1. Deducir la ecuacién (3.5) en el texto.

2. Obtener la ecuacién (3.8) directamente de la definicién de entropia.
3. Usar las ecuaciones (3.17)-(3.20) para obtener (3.21) y (3.22).
4

. Usar los resultados del problema anterior para deducir las ecuaciones (3.23a)
y (3.23b).

5. La energia total de un oscilador arménico unidimensional esta dada por
2
p 1.2
T,p) = — + -K=z
e(z,p) = 5~ + 3

donde K es la constante de la ley de Hooke y m la masa del oscilador.
Calcular la funcién de particion clasica, y calcular las propiedades térmicas
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10.

11.

12.

13.

14.
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de un sistema de 3N osciladores lineales. Comparar los resultados con los
del capitulo anterior y discutirlo fisicamente.

Utilizar las ecuaciones deducidas en el texto para mostrar que para una
mezcla de un nimero arbitrario de gases ideales se cumple la ley de Dalton.

{Como se modificarian los resultados para las funciones de particién y ter-

modindmicas en una mezcla gaseosa de dos componentes independientes
si suponemos que los niveles de energia e,(-’ ) tienen una degeneraciéon wE’ )

(1=1,2)?

. Por analogia con el resultado dado por la ec. (3.32), mostrar que

Blnﬂ)
-
( OF Jyn
y que
0lnQ -
BN = —Q.

uv

. Un gas ideal esta constrenido a moverse en una region plana (2 dimensiones)

cuya extension tiene un area A. Calcular la funcién de particién y todas las
propiedades termodindmicas. Comparar el resultado para la entropia S con
la ecuacion de Sackur-Tetrode.

Utilizar la ecuacién de Sackur-Tetrode para un gas monatémico ideal dada
por la ecuacién (3.9’) para calcular la entropia del He, Ar y Kr a 25°C y
a 1 atm de presién ;Qué se le ocurre a Ud. para verificar los resultados
obtenidos?

Calcular la funcién de particién para un gas perfecto de una particula clasica
para las cuales la energia £ = c|p| donde |p| es la magnitud del impetu y ¢
una constante. Obtener férmulas explicitas para la ecuacién de estado y la
entropia molar.

Mostrar que para un gas ideal (masas puntuales) el cambio de entropia entre
dos temperaturas arbitrarias cuando la presién p es constante es 5/3 veces
el correspondiente cambio de entropia si se mantiene el volumen constante.

Calcular la entropia de mezclado para dos gases ideales diferentes A y B
si la presicién fintal es de 1 atm y T = const, si: a. presion final antes de
mezclarse V4 — Vg y b. si antes del mezclado V4 = 2Vp.

Para una particula puntual encerrada en un cubo de lados cuya longitud
es L la ecuacién (29) puede escribirse como €; = #‘;717 donde v = n? +
72 + s2. Usar este resultado para probar que Y, N;de; es el trabajo externo
necesario para aumentar el volumen V de dV y que ), e:dN; = dQ el
calor intercambiado con los alrededores. Dar la interpretacion fisica de los
resultados.
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15. Un gas clasico ideal (masas puntuales) estd formado por particulas cuyas
energias € estan dadas por € = /p? + mZc? donde p es el impetu y my
la masa en reposo. Calcular las funciones termodindmicas de este gas y
comparar con los resultados no relativistas.






Capitulo 4

La distribucion de
Maxwell-Boltzmann

4.1 Dastribucion de velocidades

En el capitulo 2 exhibimos un resultado cuyos alcances conviene analizar y ex-
plotar de manera mucho mas amplia de lo que hemos hecho hasta ahora. En
efecto, el problema resuelto en una forma tan elegante por Boltzmann muestra lo
siguiente: dada una subdivisidn del espacio p en celdas de energia, cuyo valor en
este momento es irrelevante, aquella que prevalece sobre todas las demas, sujeta
solo a las condiciones externas impuestas por el observador, a saber, que la masa
y la energia se conserven,(E = cte, N = cte) estd dada por la ecuacién

n! = Ae P& (4.1)

donde A y (3 son dos parametros cuyo valor se determina, como ya vimos a
través de las ya citadas restricciones. Ndtese, contrario a lo que se afirma en
muchos textos, que (4.1) no determina una probabilidad de ocupacién. n} es un
nimero, ({n}} una distribucién) que refleja solo el hecho de haber asignado pro-
babilidades a priori iguales a los diferentes microestados posibles de un sistema y
subsecuentemente de resolver un problema variacional sujeto al uso de dos con-
diciones que en el fondo reflejan las unicas propiedades moleculares relevantes
para hacer predicciones acerca del comportamiento macroscépico del sistema, la
constancia de la energia y de la masa. En el caso estrictamente clasico para el
cual las dimensiones de la celda son dr dp la ecuacién (4.1) debe substituirse por

n*(p,r)drdp = Ae P37 +6(") 4r 4p (4.2)

47
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donde ¢(r) es la energia potencial que a lo sumo dependera de la coordenada de
posicién de las moléculas contenidas en la celda de volumen (r,r + dr). Nétese
que n*(p,r)drdp es el nimero de moléculas comprendido en una celda de di-
mensiones drdp. Asi pues, si integramos sobre todo el espacio 1 obtenemos
que

//(“) n*(r,p)drdp=N (4.3)

que es la versién clasica de la ecuacién (2.5). Si substituimos (4.2) en (4.3)
obtenemos de inmediato que

NeB(p?/2m+6(r)) 4 dp

n'(r,p)drdp = JJi, € PF 2m+ 8 dr dp

después de calcular A y substituir el resultado de nuevo en la ecuacién (4.2).
Si ahora usamos la notacién convencional y denotamos por f(r,p) al nimero
n*(r, p) obtenemos que

Ne=B(P*/2m+4()) 44y
f(V) dr ffffooo e—ﬁ(P2/2m+¢(T))dp

f(r,p)drdp = (4.4)

que es la famosa distribucién de Maxwell-Boltzmann. En el espacio fase, un
concepto estrictamente clésico, la solucién del problema variacional planteado en
el capitulo 2 sujeto solo al conocimiento de dos constantes del movimiento implica
que, independientemente de la intrincada dindmica molecular, las moléculas se
distribuyen en el espacio fase de acuerdo con la ecuacién (4.4).

Supongamos ahora que deseamos conocer como estan distribuidas las par-
ticulas en el espacio momental independientemente de sus posiciones. Clara-
mente esta funcion la obtenemos integrando sobre todo los valores de r, v.gr.,

f(p)dp = ( /( , drf(r,p)) dp (45)

donde f(v) indica una integral tridimensional sobre todo el volumen ocupado
por el sistema. De las ecuaciones (4.4) y (4.5) vemos de inmediato que,

B Ne—ﬁp’/l’mdp

f(p)dp i

donde ahora,

~ 2 /2mkT - 2 /2mkT - 2 /2mkT 3/2
I=/ e Pz/em dpx/ e Py/em dpv/ e P/*mENdp, = (2nrmkT)
— 00 —00 -00
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q : . 00  _gz? .
usando la bien conocida integral f_oo e ¥ dxr = \/§ . Asi pues

N

_ -Bp*/2m
= kT2 e dp (4.6a)

f(p)dp

esto es, la distribucién de velocidades (o impetus) es el producto de tres distri-
buciones Gaussianas independientes para las tres componentes p;, py, p,. De
hecho en su forma habitual, substituyendo p = mv

3/2 m 2 2 2
f(v)dv=N (2:/:1‘) e~PB Witvi+l) gy (4.6b)

con dv = dv;dv,dv. obviamente. A la ecuacion (4.6b) se le conoce tradicional-
mente como la ley de distribucién de velocidades de Maxwell. Fue deducida en
1866 por J. C. Maxwell utilizando la hipétesis de que el espacio de velocidades
para un gas en ausencia de interacciones y de campos externos es un espacio
isotrépico, esto es, no existen direcciones privilegiadas para las velocidades mo-
leculares. (Ver problema 1).

4.2 Dastribucion de celeridades

Si ahora nos preguntamos por la distribucién de las celeridades moleculares, esto
es, la magnitud de la velocidad sin importar la direccién, de la ecuacién (4.6b)
tenemos que

f()dv = (/02, /0" sen0d0d¢f(v,0,¢)) vidv

donde usamos coordenadas esféricas para dv. Como f(v) no contiene ninguna
dependencia angular, la integral sobre 8 y ¢ simplemente da 47 y de ahi,

3/2
f(v)dv =4nN (%) e T yldy 4.7

ecuacion que es también debida a Maxwell. f(v) es el nimero de moléculas cuya
celeridad se encuentra entre v y v+ dv independientemente de su posicién y de su
direccién. Nétese que la distribucién ya no es Gaussiana dado que la exponencial
esta multiplicada por el factor geométrico 4mv? cuyo valor en el origen es cero.
Si graficamos la ecuacién (4.7) para una temperatura dada obtenemos una curva
“de campana” como se muestra en la figura 4.1. Un drea bajo la curva de altura
L,‘;,‘—’l y espesor dv nos da directamente la fracciéon de moléculas cuya celeridad
esta comprendida entre v y v + dv.
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Figura 4.1 Distribucién de celeridades para un gas monatémico ideal como funcién de la
temperatura

Una nocién que es de fundamental importancia en el estudio de las propie-
dades de un gas se da a través del concepto de funcién de distribucién, y el de
los “momentos” de la distribucién. Se define el “enésimo” momento de f(v) por
la integral:

(") = % /000 fw)vdv (4.8)

donde n es un niimero entero positivo o cero. Nétese que (v?) = 1 de acuerdo con
la ecuacién (4.3) y la definicién de f(v) (fy° f(v)dv= N). El primer momento
de f(v) es simplemente la media aritmética de la celeridad v y estd dada por

1 oo
= — 4.9
=g [ fwwa (49)
Substituyendo la ecuacién (4.7) en (4.9) vemos que
(v) =4 ( m_yi % 3~ Pr g 4.10)
v) =47 21rkT) A v v (4.

Si hacemos el cambio de variable £ = mv?/2kT obtenemos que
(v) = 4 (l)% 2 (kT)? / ” re*dz
27rkT 0

m2
y como la integral vale uno,

() = (4.11)
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la celeridad promedio es proporcional a la raiz cuadrada de T e inversamente
proporcional a la raiz cuadrada de la masa molecular. Este resultado puede
contrastarse con la velocidad para la cual la funcién de distribucién alcanza su
valor méximo. De la ecuacién (4.7) vemos que esta velocidad es la solucién de:

df _
(d?)m-“

y llevando a cabo la diferenciacién, obtenemos que

2
oo

que tiene dos soluciones, una v = 0 que no tiene sentido fisico y la otra,

tont = s (4.12)
m

2
(U) = ‘\/_7—r Uméx
(ver fig. 4.1), esto es, la velocidad promedio de las moléculas es mayor que el
valor de la celeridad donde se encuentra el maximo de la distribucién. También
es de notarse que en el caso de la funcién de distribucién de las wvelocidades
(v) =0 y el lector podra explicarse porqué (ver problema 8).

de modo que

Veamos ahora el significado del segundo momento de la distribucién de f(v)
esto es,

(v?) = %/000 f(v)v3dv (4.12)

Antes de hacer célculo alguno, la forma misma de la ecuacién (4.12) ya es
muy sugestiva. En efecto, si multiplicamos por %3} ambos miembros y recordamos
que la energia cinética es la Uinica energia molecular en este sistema, obtenemos
que

(ean) = gm?) = [ G0 (413)

es la energia cinética promedio por molécula. Ahora, substituyendo la ecuaciéon

(4.7) en (4.12)
2y _ [T 4 —m m \3
(U)—V/O ve dv4ﬂ(m>

que haciendo uso de la férmula f0°° e dg = v ﬂ, al derivar dos veces respecto
al parametro a nos lleva de inmediato al resultado que

I,
—m

(v?) (4.14)
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después de algunas reducciones. Si definimos ahora la raiz cuadrada del cuadrado

del valor medio como
Urms = V(v?) =/ ?)k?T (4.15)

v —\/Ev =T w)
rms = 2mAx— 8'”

las tres velocidades caracteristicas del gas estdn en la relacion vpax : (V) : Uyms =
1:1.128 :1.224.

Pero el resultado mas importante de esta discusion es la ecuacién (4.14). Si
combinamos esta ecuacién con (4.13) vemos que

<€Cin> = ng (416)

o sea que

esto es, la energia cinética promedio por molécula es proporcional a T'. Dicho de
otra manera, la temperatura en este modelo y sélo en éste modelo, es una medida
de la “agitacion” molecular, entendida ésta como la energia cinética promedio
por molécula. Como hay N moléculas en el gas su energia total serda

— 3
E = Nlecin) = 3 NKT

recuperando asi el valor de la energia interna para un gas monatémico como vi-
mos en el capitulo anterior. Debemos aqui poner énfasis en que la ecuacién (4.16)
no es, como suele afirmarse con frecuencia, la definicién cinética de temperatura.
La temperatura es una variable macroscdpica cuyo significado trasciende el uso
de modelos moleculares particulares de la materia. En el caso de un gas conce-
bido como un sistema de N masas puntuales, la ecuacién (4.16) proporciona una
interpretacion cinética para la temperatura pero ésta, deja de ser valida si por
ejemplo incluimos fuerzas intermoleculares. Una discusién de este punto estd
fuera del alcance del alcance de esta obra.

Por otra parte, la ecuacién (4.16) puede escribirse también como
1 3
sm{(02) + (03) + ()} = SKT

y como por por isotropia del espacio de velocidades

(2) = (42) = (o) = 507
vemos que
(2) = 3) = () = & (4.17)

el valor promedio de cada grado de libertad cuadratico que aparece en la energia
de cada molécula, en este caso im((v2) + (v2) + (v?)) contribuye en promedio
por '522 a su energia promedio. Este es un caso muy particular de un principio
llamado de la equiparticién de la energia y que probaremos mas adelante.
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v _
dxdy:dA= lom'

Figura 4.2
4.3 Dastribucion barométrica

Veamos ahora otro aspecto de la ecuacién (4.4). Supongamos que nos pregunta-
mos por la distribucién de las moléculas en el gas en el volumen que las encierra,
independientemente de sus velocidades (o impetus). En este caso, si f(r)dr de-
nota el numero de particulas en un elemento de volumen dr obviamente tenemos
que

f(r)dr = ( [ 1epyap) ar

y por lo tanto, usando la ecuacién (4.4) obtenemos que

Ne_ﬁ¢(r)dr
Claramente si ¢(r) =0, f(v) dr=V
f(r)dr = gdr (4.19)

implicando que la distribucién es constante e igual al nimero de particulas por
unidad de volumen.

Para ilustrar el contenido de la ecuacién (4.18) imaginemos una columna
de gas encerrado en tubo de seccién transversal unitaria ( [[dzdy =1 cmz) y
sujeto a la accién del campo gravitacional de la tierra que tomamos a lo largo
del eje z de coordenadas (ver Fig. 4.2). Como dr = drdydz

th e—ﬁ¢(z)dz



54  Capitulo 4 La distribucién de Mazwell-Boltzmann

Como ¢(z) = mgz para una particula de masa m si hacemos h, la altura de

la columna, infinita,
/ e~ MW= T
0 mg

bt

Nmg _mg:
f(2)dz =——=e w (4.20)
La ecuacién (4.20) nos da el nimero de particulas que se encuentran a una altura
z sobre el punto de referencia (¢(z = 0) = 0) entre z y z + dz. Si el gas es ideal,
el nimero de particulas por unidad de volumen que se encuentra a esta altura
es n(z) = %(,%) donde p(z) es la presién a la altura z, asi que la ecuacién (4.20)
puede reescribirse como

p(z)dz = Nmge™ 7 dz

y como para z = 0, p(0) = pp = Nmg para un drea unitaria,

mgz

p(2) = poe™ *T (4.21)

que es la famosa ecuaciéon de las atmoésferas de Perrin. Esta ecuacién tiene
una componente histdrica un tanto interesante que permitié corroborar por una
parte, la distribuciéon de Boltzmann y por otra, el nimero de Avogadro. En
efecto, de la ecuacién (4.20) podemos escribir que las concentraciones relativas
de moléculas a dos alturas arbitrarias de una columna estan dadas por

n(zl) _ e—mg(zx—zz)/kT
n(zz)

con k = 1\%' Si pudiésemos realizar un experimento, dificil con un gas, pero

practicable con una suspensién sélida en un liquido (agua) a temperatura cons-
tante podriamos medir, por ejemplo, con métodos 6pticos las concentraciones
a dos alturas (z2 — 2; = h) y conocidas m, la masa de las particulas sélidas
en suspensién (jmuy homogénea!) y que ahora estaria también corregida por la
fuerza de arrastre viscoso de las esferas de la suspension en el fluido, determinar
la constante de Boltzman y de ahi Ny usando el valor de la constante universal
de los gases. Este experimento fue realizado por J. Perrin en 1908 y el valor que
encontré para Ng fue notablemente preciso. Con esta medicién pudo dar una
verificacién experimental de la distribucién de Boltzmann.

Otra comprobacién experimental de estos resultados se obtuvo a través de
experimentos realizados por Stern en Alemania para determinar directamente
f(v) dv, la distribucién de celeridades de Maxwell. El método de Stern fue
perfeccionado en 1955 por Kusch y colaboradores en los EUA dando curvas
experimentales que concuerdan completamente con las predicciones de Maxwell
y Boltzmann. Exhortamos a los lectores a consultar la literatura sobre los detalles
de estos trabajos que por razones de espacio no incluimos aqui.
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4.4 FEquiparticion de la energia

Por iltimo, vamos a demostrar el llamado principio de equiparticién de la energia
el cual, como apreciaremos en su momento, es un resultado estrictamente valido
para las leyes de la mecdnica clasica. Si un grado de libertad molecular contri-
buye cuadraticamente a la energia de la molécula, su contribucién a la energia
promedio de la misma es %I. Supongamos que para la i-esima molécula del sis-
tema, €(ry,...,Tf,P1,...,Ps) que dependerd de 2 f variables segin el nimero
de sus grados de libertad podemos escribir que,

€(ry,...,tf,P1,.--,Ps) =€(pj) +€(ry,...,r5,P1,...)
donde € ya no depende de p;; ademés, por hipétesis
32
6J(p]) o b])]

. -1 i
donde b es una constante (igual a ™,— si es la energia cinética). Entonces, por

definicién de la energia promedio de la molécula asociada a p; tenemos que:

1
(¢;) = N / dr dpe; f(r, p)
y por la ecuacién (4.2)

B J:[ drdpeje_ﬁ{(.i(pl)"’(’}
- ff dr dpe—ﬂ((j(pj)+€,}

Como todas las integrales que no contienen a p; se cancelan entre si, esta ex-
presion se reduce de inmediato a:

—Abn?

€ = fdpje Bbp,bp?dpj B _iln/‘oo e—Bbp?d .

J = —Bbp? o ) Pj
[ e PPidp,; B J-w

Llamando y = /Bp;

3 l 2 6 1
N~ ap b gy = ——— In —
(€5) 3 n\/_/ e dy n\/BI

donde I = ff; e‘byady es un nimero que no depende de (3 luego
1 kT
(e;) = B2 (4.22)

que es la afirmacién del teorema. De este resultado vemos que la energia cinética
de una molécula stempre contribuye, a la energia cinética promedio %kT, estric-
tamente desde el punto de vista de la mecanica clasica.
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Figura 4.3 Prototipo de molécula diatémica concebida como un rotor rigido 6 y ¢ son los
dngulos que determinan su orientacién en el espacio

Podemos ahora aplicar este resultado, obtenido suponiendo valida la distri-
bucién de Boltzmann, a otros sistemas. Por ejemplo, si tenemos un conjunto de
3N osciladores armonicos clasicos oscilando con frecuencia v la energia de cada
oscilador es

2
p 1,
=—+ -k
€= + ke
donde v = \/k/m y por lo tanto la energia promedio de cada oscilador esté dada

por kT luego para todo el sistema, la energia interna sera
U= (F)=3NkT
Si N = Ny vemos de inmediato que
Cy =3R

esto es, la formula de Dulong-Petit (ver Ec. 2.29) es un resultado estrictamente
clasico.

Si imaginamos un gas diatémico como el Ny, O2, NO, etc.. como un conjunto
de rotores rigidos, esto es, dos masas m; y my unidas por una barra rigida de
masa despreciable, (ver Fig. 4.3) la energia total de la molécula es igual a la
energia cinética de traslacion del centro de masa més la energia cinética de la
rotacion.
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Si llamamos I el momento de inercia de la molécula

mime
T'2

my + mo

se puede demostrar (ver Apéndice III del capitulo 3) que

1 . 1
rot _ ~ 2 o= o2
Y (1)9 N S('1129p¢>

donde pg =17 6 y pg = I'sen?8- &, son los llamados impetus angulares asociados
a las coordenadas 6 y ¢. En este caso entonces,

1l 9, 2, 2 1 (4 1,
=g, (p: + P} +p7) + 21 \Pot o 5gPe (4.23)
y por consiguiente
5
= 2kT
=3

luego la energia interna de una mol de un gas diatémico ideal estara dada por

5
U= _-RT
2
y por lo tanto
5
*_ —R
Cy 5

resultados que coinciden con los obtenidos experimentalmente para los gases
diatémicos pero solo en un cierto intervalo de temperaturas. En efecto de la
ecuacién Cj — Cy, = R tenemos que C; = IRy v = 14. Aqui C; y Cy
representan los calores especificos por el mol de la sustancia.

Si la molécula no se considera rigida, las masas m; y m, pueden vibrar
como si fueran un oscilador arménico en cuyo caso a la ecuacién 4.23 habria que
agregarle la energia de un oscilador armoénico, dos grados de libertad adicionales
que también contribuyen cuadrdticamente por lo que

Nlo NN

Cy

=}

C; = 3R

vy==-=1.29

En la tabla II se muestran los valores de las propiedades térmicas de algunos
gases diatémicos donde C; y < se obtuvieron experimentalmente a T' =~ 300 K,

. . C.-Cy L .
Cy se calcula de vy y se toma la diferencia 24— que tedricamente deberia ser
igual a uno
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Figura 4.4 Dependencia del calor especifico molar para un gas diatémico. La cafda del valor
de 2.5 a 1.5 solo se observa en el H2, HD y D2. La temperatura caracteristica B, para el H2
es de = 80 K. De este valor hasta aproximadamente 103 K es constante. La temperatura a la
cual el valor de 21.5 empieza a variar tendiendo a 3.5 es usualmente cercano a la temperatura
de ionizacién del gas. Para el Hz, 8, = 6125 K, para el Cl; es 310 K.

Tabla II
Gas 4 2 G S

H, 1.41 3.42 2438 0.9995
O, 1.401 3.52 2504 1.015
No 1.404 350 2.485 1.015
CO 1404 350 2485 1.015
NO 1400 3.52 2512 1.008
Cl, 1.36 412 3.02 1.1

Aunque los resultados son aceptables para los cinco primeros gases, el cloro,
y de hecho los otros halégenos ya no concuerdan con el experimento. Mas ain,
se observa que para un gas como el hidrégeno el calor especifico depende de
la temperatura y exhibe un comportamiento un tanto singular como el que se
muestra en la figura 4.4

Los resultados de la figura 4.4 muestran claramente que en gases complejos
la energia molecular promedio no se reparte “equitativamente” en cada grado de
libertad. Esto pone de manifiesto una vez mas, que las leyes de la fisica clasica
no son las adecuadas para describir a la dindmica de las particulas microscépicas.
Ellc ncs sugiere que para centinuar el estudio de las propiedades cclectivas de
un sistema formado por dtomos o moléculas debemos recurrir a las leyes de la
mecanica cudntica. Esto lo haremos en el capitulo siguiente y dejaremos para
un capitulo posterior la explicacion correcta de las propiedades termodinamicas
de los gases di y poliatémicos.
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Problemas

1. Considere un gas monatdmico ideal distribuido uniformemente en un reci-
piente de volumen V/, es decir N/V = n = const., sea f(v;)dv; la probabili-
dad de encontrar a una molécula con una componente de velocidad v; entre
vz y vz + dvuz. Sisuponemos que el espacio de velocidades es isotrépico la
probabilidad de que la molécula tenga una velocidad entre v y v + dv sera

f(vz) f(vy) f(vz) dvg dvy du,

a. Usar esta ecuacion y el hecho de que debido a la isotropia molecular to-
das las direcciones de velocidad son igualmente probables para mostrar
que cada f es una distribucién gaussiana esto es

2
flvg) = ae Pz dvy

donde o y 3 son constantes.

b. Discuta Ud. un método por medio del cual pudiese determinarse a y 3
basdndose en el significado fisico de los momentos de una distribucién.

2. Ir a la literatura y describir en detalle un método posible para corroborar
la forma analitica de la distribucién de Maxwell.

3. Si n,,, denota el nimero de moléculas que tienen una componente z de
velocidad entre 0 y v, mostrar que

N
Ny, = Eerf(:co)

donde z = 'ﬁl} yerf(z)= % f; e~*"dz es la funcién de error.

4. Mostrar que el nimero de moléculas con celeridades entre 0 y v es igual a
N [erf(:z) - %ze"z] donde z = -~

Vm

5. La energia traslacional de una molécula es € = mv2. Escribir la funcién de

2
distribucion de Maxwell en términos de e:
f(€) de = 2nN(nkT)® \/ee ¥t de

La energia que hace maxima esta distribucién es ¢,, = %I. Explique Ud.
porque esta energia no es igual a la energia obtenida de la celeridad mas
probable.

6. Considere un gas formado por masas puntuales encerrado en un volumen V
y a una temperatura 7. Muestre que el nimero de moléculas que chocan
contra la superficie de este volumen por unidad de drea y unidad de tiempo
es igual jvf(v). ;Depende este resultado de la forma explicita de f(v)?
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7. Un “haz molecular” puede producirse permitiendo escapar a las moléculas
de un gas a regiones de muy baja presiéon. por una abertura muy pequena
de manera que no se altere el estado de equilibrio del gas. Usar el resultado
del problema anterior para mostrar que la raiz cuadrada de la velocidad

media de las moléculas que escapan es / %. Nétese que esta velocidad es
mayor que vrms dentro del recipiente ;por qué?

8. Para un gas en equilibrio, calcule Ud. (v), (v2), (v3) y ((vz + bvy)?) donde
b = const. El ejercicio puede hacerse sin realizar integrales. ;Tiene algin
sentido fisico (v3); el tercer momento de la distribucién? ;y los momentos

de orden superior?

9. Un gas encerrado en un cilindro se hace girar alrededor de su eje vertical con
una velocidad angular constante w. Encontrar la distribucion de particulas
del gas como funcidn de la distancia 7 de un punto en el recipiente al eje de
rotacion.

10. Usar la ecuacién (4.23) para la energia cinética total de un gas diatémico
clasico para calcular su funcién de particién clasica incluyendo el factor
Ti’lﬁ!' Dar la forma de la funcién de Helmholtz y mostrar que

F= F(crans) + F(rot.)

11. De los resultados del problema anterior.
a. Calcule la ecuacion de estado y las propiedades térmicas del gas

b. Para moléculas heteronucleares (m; # m2) mostrar que la entropia
rotacional S(rot) es

Sro) — Nk [m T 1]

rot

donde B, = ‘ZL;E’ h= -2";. Calcular S(°%) para los siguientes gases:
Gas erot
H, 85.4
HCl 15.2
N, 2.86

e intente comparar con datos experimentales
12. Hallar la energia potencial promedio (E,) de un sistema de N particulas
sujetas a la accién del campo producido por la fuerza gravitacional. Repetir
el calculo para el sistema del problema 9.
13. Demostrar que la distribucién de velocidades de un gas que se encuentra a
temperatura constante es igual a la de dicho gas en ausencia de un campo
gravitacional (Intente la solucién sin hacer cédlculos).
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14. La velocidad del sonido en un fluido homogeneo e isotrépico Cs esta dada

por 1
Cs = (\/IK) :

donde p es la densidad y Ks = — % (%—‘; )s’ es la compresibilidad adiabatica.

a. Use sus conocimicentos de termodindmica para calcular Ks como fun-
ciondepy~vy= rom

b. Exprese Cs como funcién de la temperatura y el peso molecular supo-
niendo que el fiuido es un gas ideal.

c. Calcule Cs parael Ny y el Oz (7 =1.4) a 300 K y para el He y el Ne
(7 & 1.671) a la misma temperatura.

15. Calcule (v) y v;ms para el Ny, O, He y Ne a 300 K, compare sus resultados
con los del inciso (c) del problema anterior y discutalos fisicamente. ;Qué
fraccién de moléculas en el caso del He tiene una velocidad < Cg?

16 Considere un gas ideal de N dtomos en un recipiente de volumen V a una
temperatura T. Supéngase que cada dtomo emite luz que en la direccién
T pasa por una ventana y puede observarse como una linea espectral en
un espectroscopio. Si el 4tomo estuviese en reposo la frecuencia de la luz
seria constante e igual a 1. Sin embargo, debido al efecto Doppler, por el
movimiento del 4tomo, la frecuencia es

v
=1 (1 + -—x)
donde c es la velocidad de la luz. Asi pues la luz que llega al espectros-
copio no tiene una frecuencia v sino que estd caracterizada por una cierta
distribucién I(v) dv. Calcular

a. la frecuencia promedio (v) de la luz observada en el espectroscopio
b. el corrimiento (Av) definido como (((v—¥)?2))? y discuta su significado

c. la intensidad relativa de la distribucion de la luz observada en el espec-
troscopio.

17. Un recipiente de volumen V conteniendo un gas ideal a una temperatura
T tiene un pequeno agujero de drea A por el cual se escapa el gas. La
presion exterior es casi el vacio para impedir que el gas vuelva a penetrar al
recipiente. Encontrar el tiempo requerido para que la presion en el recipiente
disminuya ! veces su valor original (Ine = 1). Expresar la respuesta en

términos de 4, V y (v) la velocidad promedio.

18. ;Coémo se modificaria la ley de las atmésferas de Perrin si la columna de
aire tiene una altura finita z = h? Calcular la fraccion relativa de particulas
a una altura z < h, esto es, %%.

19. Un sistema de N particulas independientes, cada una con un momento
magnético u, se sujeta a la accién de un campo magnético externo H. La
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energia potencial de cada dipolo magnético estd dada por —uH cos 6 donde
0 denota la inclinacién del dipolo respecto al campo. Calcular la magneti-
zaciéon M y compare los resultados con los obtenidos en el capitulo II.

Repetir el problema anterior para un sistema de N dipolos eléctricos en
presencia de un campo eléctrico externo E. Calcule la polarizacién p = T/M He
donde pte es el momento eléctrico promedio. Tomando en cuenta que el
campo externo puede inducir un momento dipolar adicional p;aF donde o
es la polarizabilidad mostrar que

1 p? _NK-1
3kT "XV 4n

en unidades cgs

donde K es la constante dieléctrica (K = 4rk+1) « siendo la susceptibilidad
eléctrica.



Capitulo 5

Las estadisticas cuanticas

5.1 Flementos de mecdnica cudntica

En los capitulos anteriores hemos visto como las ideas de Boltzmann, rigurosa-
mente validas dentro del contexto de la fisica clasica, pueden aprovecharse para
lograr resultados un tanto convincentes acerca de cémo predecir el comporta-
miento de un sistema macroscépico a partir de su naturaleza microscépica. Sin
embargo, el perspicaz lector habra notado cuando menos dos puntos débiles de
esta argumentacion. El primero es que si nos apegamos rigurosamente el caracter
“clasico” del método mismo, solo podemos obtener resultados que concuerdan
con el experimento por lo menos para las propiedades calorimétricas de un gas
ideal. En particular, su entropia, concuerda con el experimento solo si se multi-
plica la funcién de particién clasica por un factor (h3N!)~! y posteriormente h
se identifica con la constante de Planck de origen estrictamente cudntico. Mas
atn el factor (N!)~! que es justificable en algunos casos, no lo es del todo en
otras y su presencia por lo menos conceptualmente no es muy convincente. El
segundo punto débil es que la estadistica de Boltzmann predice el principio de
equiparticién de la energia que como ya vimos en dos sistemas, cristales y ga-
ses diatémicos, no concuerda con el experimento. Mads ain, identificar a las
energias de las celdas en el espacio i seglin vimos en el capitulo 2 con los niveles
de energia cudnticos, aunque conduce a resultados correctos, es totalmente hete-
rodoxo. Los niveles de energfa solo tienen cabida natural en esta argumentacién
si apelamos a la naturaleza cuantica del mundo microscépico. Es pues tiempo de,
una vez reconocido el poder del razonamiento estadistico, también reconocer que
solo si usamos la descripcién de la dindmica molecular (o atémica) a través de
las leyes de la mecanica cudntica podremos llegar a resultados conceptualmente
satisfactorios.

63
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El problema que se presenta en una obra de esta naturaleza consiste en cémo
llevar a cabo este programa sin exigir del lector un conocimiento razonablemente
amplio de la mecdnica cudntica. Esta rama de la fisica, desarrollada en las tres
primeras décadas de este siglo no surgid, como suele a veces pensarse, como la
consecuencia de una actividad intelectual abstracta de los fisicos teéricos. Para
el ano de 1905 depués de los trabajos de Planck y Einstein habia quedado bien
establecido que las leyes de la fisica clasica eran totalmente insuficientes para
explicar el comportamiento de la radiacién de un cuerpo negro, asi como de los
calores especificos y otras propiedades de la materia condensada a bajas tempe-
raturas*. En las dos primeras décadas del siglo también se puso en evidencia que
las lineas espectrales emitidas por elementos de la tabla periddica tampoco eran
explicables por dichas leyes. La mecdnica cuantica surgié y asi se concibié en
sus albores, como una necesidad de extender los alcances de la fisica clasica para
contender con estos problemas. De este esfuerzo surgié toda una nueva forma
de pensar que alcanzé todo su esplendor en la tercera década del siglo gracias
a las ideas de L. de Broglie, N. Bohr, W. Heisenberg, P. Jordan, M. Born, E.
Schroedinger, P.A.M. Dirac y W. Pauli. En la aproximacién no relativista de
la mecanica cuantica el trabajo de éstos y muchos otros eminentes fisicos con-
dujo a un resultado cuyo significado estd en total contraposicién de sus analogos
clasicos. A manera de resumen sin pretender seguir un orden cronolégico y
que aqui adoptaremos como hipétesis de trabajo, las mas significativas son las
siguientes:

a. A toda particula material de masa m y que se mueve con celeridad
v(= |v|) se le puede asociar una onda cuya longitud A estd dada
por

h
A= (5.1)

donde h = 6.67 x 10~%7 erg.-seg. es la constante de Planck y
p = muv. Esta es la celebrada hipétesis de L. de Broglie y surge de
los trabajos pioneros de Planck y Einstein 1905-1907.

b. En el contexto de la fisica clasica si f(r,t) es una funcién que
describe la propagacién de una onda en el espacio y en el tiempo,
sabemos que debe satisfacer la ecuacién de “ondas” dada por

2, 18

Vef= 290 (5.2)
donde V? = 3%25 + ai:[ + 3%25 es el operador Laplaciano en co-
ordenadas rectangulares y c es la velocidad de propagacién de la
onda en el medio en cuestién. (Para el caso de la luz en el vacio,
c = 2.99997 x 105m/seg.). La pregunta es si una particula mi-
croscépica satisface una ecuacién similar y en dicho caso, que sig-
nificado fisico tiene la funcién f. La respuesta ya no es tan simple.

*Para mayores detalles ver Ref. (2) del Cap. 2.
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Regresemos un poco a los conceptos tradicionales de la mecdnica
clasica y recordemos que la solucién de la ecuacién de movimiento
genera una orbita representativa del mévil en el espacio de configu-
racion. Para cada punto sobre dicha drbita es posible determinar
simultanea y precisamente cantidades como posicién y velocidad,
energia y tiempo y otras que no mencionaremos aqui. Esta posibi-
lidad observacional es una componente del determinismo inherente
a las leyes de la fisica clasica. En el mundo microscépico esta po-
sibilidad se excluye por el famoso principio de incertidumbre de
Heisenberg: Si nosotros queremos observar simultdneamente dos
variables cldsicas de las llamadas candnicas conjugadas, como las
parejas citadas arriba, nos vemos imposibilitados a realizarlo. El
acto de medicién sobre una de ellas provoca una interaccién en-
tre observador y sistema que impide la mediciéon simultanea de la
otra. Asi, si llamamos Az la “incertidumbre” asociada con la me-
diciéon de la coordenada de posiciéon z de una particula y Ap; la
correspondiente incertidumbre en la componente  de su impetu,

h
AzAp, > 3 (5.3a)

y para la energia y el tiempo ocurre algo idéntico,

AEAt > h/2 (5.3b)

Estas relaciones, conocidas como el principio de incertidumbre de Heisenberg
indican que solo es posible “localizar” una particula en el espacio a costa de
perder absolutamente cualquier informacién sobre su impetu (mv) y recipro-
camente. Lo mismo ocurre con la energia de la particula cuyo conocimiento
preciso requiere de un intervalo de tiempo de observacién infinito.

Este indeterminismo cuantico se refleja de inmediato en la naturaleza misma
del concepto de “estado” dindmico de una particula. La consecuencia inevitable
de ello es lo que solo podemos hablar ahora de la posicién o el impetu de la
misma en términos de una probabilidad, v. gr. la probabilidad de encontrar a
la particula en una cierta region en el espacio a un tiempo dado. Para ello se
introduce una funcién ¥(r,t) que llamaremos la “funcién de ondas” asociada a
la particula y tal que |¢?(r,t)|dr, v.gr., el médulo de esta funcién, representa
precisamente la probabilidad de encontrar a la particula en el puntor € (r, r+dr)
al tiempo t. Resulta que la funcién de ondas ¢ puede ser un nimero complejo,
y mds auin satisface una ecuacién que algo se parece a la ecuacién (5.2) y hoy
conocida como la ecuacién de Schroedinger,

Hy(r,t) = m%‘” (5.4)



66  Capitulo 5 Las estadisticas cudnticas

donde ¢ = /-1y H es ahora un operador, llamado el “Hamiltoniano” del sistema
cuya forma es

H——ﬁ—2V2+<I>(r) (5.5)
T 2m )

donde ®(r) es la energia potencial que para un sistema conservativo suponemos
no depende de la velocidad ni del tiempo. Vale la pena sefialar aqui que un
operador O es un ente que satisface un conjunto de reglas tales que al operar
sobre una funcién f reproduce la funcién multiplica por un escalar A:

Of = Af (5.6)

y a A se le llama el valor propio de O siendo f su funcién propia. Cuando
uno elimina el tiempo de la ecuacién (5.4) usando el método de separacién de
variables resulta que los estados estacionarios (independientes del tiempo) del
operador H son las energias accesibles a la particula.

Matemadticamente, estas energias se obtienen de la ecuacién

Hon = €ngn (5.7)

donde n es una abreviatura para representar el conjunto de nimeros, llamados
los nimeros cudnticos que caracterizan el estado del sistema asociado a la energia
€. Por ejemplo, para un dtomo de hidrégeno un estado esta caracterizado por
tres nimeros cuanticos n, [, y m sin tomar en cuenta el espin. n es el llamado
numero cudntico principal, ! el orbital, y m el magnético que corresponde a la
proyecciéon del momento angular sobre un eje arbitrario z. Como es bien sabido
hay varias posibilidades para ! (de hecho 0,1,---,n — 1) y para cada valor de
l, m puede tomer (2! + 1) valores, que son congruentes con un valor de n. En
este caso decimos que todos los estados son degenerados, v.gr., hay una multitud
de estados que les corresponde un solo valor de la energia. En los ejemplos del
Cap. 2 nos encontramos ya dos sistemas de esta indole. No obstante, vale la pena
sefialar que aunque la ecuacién (5.7) puede ser complicada para resolver, es el
unico ingrediente basico que requerimos para desarrollar el resto de las ideas que
necesitamos de la mecdnica cudntica. Resumiendo, un estado estacionario de
una particula cuya dindmica estd gobernada por la ecuacién Schroedinger (5.7)
estd caracterizado por un conjunto de nimeros cuénticos al que por simplicidad
denotaremos por n. Todas las particulas en la naturaleza tienen un grado de
libertad intrinseco llamado “espin”. En 1940 W. Pauli demostré que sélo pueden
existir particulas cuyo espin S es un multiplo entero de A, llamados bosones:
S = (0,1,2,...)k; o bien particulas cuyo espin S es un miltiplo semientero de

k llamadas fermiones: S = (%, %, .. .)h. Dentro de la primera familia estdn los
fotones, mesones, ... y en la segunda los electrones, protones, etc. La cualidad

esencial que distingue a los bosones de los fermiones es que las funciones de
onda estacionarias que describen a una coleccién de bosones independientes son
simétricas frente a la permutacion de las coordenadas de posicién de cada uno de
ellos en tanto que para una coleccién de fermiones cada permutacién impar va
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acompanada de un signo menos. En el lenguaje de la mecdnica cuantica lo que
se dice es que las funciones de onda de los bosones deben ser simétricas frente
a permutaciones de parejas de particulas en tanto que la de las fermiones deben
ser antisimétricas.

Vamos a ilustrar este punto que es crucial para el resto de la discusiém
considerando dos particulas independientes idénticas (bosones o fermiones) que
estan confinadas en una cierta region del espacio.

Para cada particula por separado con su propio Hamiltoniano (® = 0) te-
nemos que

Hypy =€1p1  Hyps = €392 (5.8)

donde los indices 1 y 2 denotan los nimeros cudnticos que caracterizan a sus
respectivos estados propios. Para las dos particulas en la misma regién er =
€1 + €2 y claramente H = H, + H, luego

Hpp = €T.¥n

es la ecuacion de Schroedinger para el sistema de dos particulas. Pero obviamente
la podemos reescribir como,

(Hl o H2)‘pn == (61 G 62)‘Pn (59)

la cual se satisface si
pn(r1,12) = 1(r1)p2(r2) (5.10)

como el lector puede verificar ficilmente. Pero obviamente la ecuacién (5.10)
no es la solucién correcta. Si las particulas son bosones ¢,(r;,r2) debe ser
simétrica si ponemos a la particula 2 en r; y ala 1 en r; operacién ante la cual
la ecuacién (5.10) d4 una funcién totalmente diferente: o(ry)p;(rz2). Ahora
bien si recordamos un teorema de ecuaciones diferenciales que nos dice que si
tenemos un conjunto de soluciones de una ecuacién diferencial lineal, cualquier
combinacién lineal de ellas también es solucién, vemos que la funcién

ps(ry,r2) = \%{‘Pl(l‘l)m(l‘z) + p1(r2)p2(r1)} (5.11)

es solucién de la ecuacién (5.9) y simétrica frente al intercambio de las posiciones
de las particulas.

El factor 1/ /2 proviene de exigir a ¢s(r;, r2) que cumpla con una condicién
de normalizacién que no nos preocupard aqui. Por otra parte, si las particulas
son fermiones la solucién correcta es

pa(ry,r2) = %{%(1‘1)%(1‘2) — p1(r2)pa(r1)} (6.12)

pues al intercambiar a las particulas ¢, cambia de signo. Nétese que en los dos
casos representados por las ecs. (5.11) y (5.12) |ps|? ¥ |@al?, las densidades
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de probabilidad estacionarias permanecen invariantes frente a el intercambio
de particulas. La diferencia esencial entre (5.11) y (5.12) esto es, bosones y
fermiones es que para estos ultimos la funcién de ondas se anula en el caso
en que los numeros cuanticos que caracterizan al estado en que se encuentran
las particulas sean idénticos. Estas las hemos denotado por los indices 1 y 2
de modo que si 1 = 2 en (5.12) ¢, = 0 lo cual implica que los fermiones no
pueden ocupar el mismo estado cudntico. Este es el famoso principio de exclusién
de Pauli. Fué enunciado por el gran fisico austriaco Wolfgang Pauli en 1925
para el caso particular de electrones: dos electrones solo pueden estar en el
mismo estado cudntico si sus espines son antiparalelos, esto es, +1/2 y —1/2 (1]
simbdlicamente).

En el caso de dtomos o moléculas, para determinar la paridad de las fun-
ciones de onda es necesario contar el nimero total de protones, neutrones y
electrones, en su estructura: cuando este nimero es par la funcién de ondas es
simétrica, si es impar, la funcién de onda es antisimétrica.

Esta regla es conocida como la regla de Oppenheimer-Ehrenfest. Asi el Hy,
D5, N3, Og, etc, tienen funciones de onda simétricas, el HD, NH;, NO, He?, etc.
funciones de onda antisimétricas.

Por 1ltimo vale la pena hacer notar que la ecuacién (5.11) corresponde al
desarrollo de lo que se llama un permanente en tanto que la ecuacién (5.12) la
de un determinante, en ambos casos, 2 x 2. El lector podra inferir ficilmente
que para un sistema de N bosones independientes la funcién de ondas esta dada
por el permanente de las N funciones de onda individuales en tanto que si las
particulas son fermiones su funcién de onda estd formada por el correspondiente
determinante. No abundaremos més sobre este punto porque serd innecesario
para los alcances de este libro.

5.2 FEstadisticas Cudnticas

Con este pequeiio arsenal de las ideas basicas de la mecédnica cudntica podemos
ahora abordar el problema de estudiar el comportamiento estadistico de un sis-
tema formado por N particulas independientes, sean fermiones o bosones. Cada
particula del sistema posee un conjunto posible de estados estacionarios que se
obtienen resolviendo la ecuacién (5.7). Cada estado estd caracterizado por un
conjunto de niimeros cuanticos {n} que lo especifican inivocamente. En general
supondremos que estos estados tienen una degeneracion g; asociada a una energia
€¢;. Definimos ahora un microestado del sistema como el estado que resulta de
asignar a cada particula del sistema un estado, esto es, un conjunto de nimeros
cuanticos. Esta asignacion nos da la descripcion més precisa o detallada a la que
podemos aspirar sobre el sistema. Dada su impracticabilidad supondremos que,
al igual que en el caso clasico:
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Postulado 3  Todos los microestados de un sistema formado por N particulas
independientes sean bosones o fermiones, compatibles con los valores de E, V y
N, son igualmente probables.

En base al postulado 3, un posible macroestado del sistema se define a
través de una distribucién que caracteriza el “nimero de ocupacién” de cada ni-
vel de energia sin importar el estado particular que se encuentra cada particula.
Recordemos que cada nivel de energia €; esta formado por g; estados asi, un ma-
croestado, que denotaremos de nuevo por Wy, } consiste del nimero de maneras
en que N particulas pueden distribuirse en grupos de n; por nivel ¢;. Pero en
este punto, debido al principio de exclusién de Pauli este conteo es totalmente
diferente para bosones que para fermiones.

a Bosones.

Como en este caso la funcién de ondas total es simétrica cada estado puede
contener un numero arbitrario de particulas. Si para un nivel ¢; numeramos
arbitrariamente los g; estados diferentes 1, 2, ..., g; y etiquetamos a las n;
particulas a,, az, ..., an,, W{pn,) estd dada por el nimero de maneras en que
n; particulas se pueden distribuir en g; niveles. Este problema es equivalente,
primero al de formar una sucesion de letras y nimeros empezando siempre por
un nimero y calculando el nimero total de combinaciones para formar esta
secuencia. Por ejemplo, una secuencia es:

layaqgaz2a4as53a64 . .. etc.

Como hay g; maneras de comenzar la secuencia y en la secuencia hay g; + n; — 1
letras y nimeros que pueden encontrarse en cualquier orden, su nimero es

9i(gi + ni — 1)

Sin embargo cualquier permutacién entre las g;’s (todos los microestados son
igualmente probables) o de las particulas no dan un nuevo macroestado luego,
para bosones, por nivel, hay

gilgi+ni—1)!  (gi+ni—1)!

gi'n;! T (gi — 1)'ny!

microestados luego, el macroestado asociado a una posible distribucién {n;}
estard dada por:

_ 11 (9i +ni —1)!
o = L1 (613)

donde []; representa el producto sobre todos los valores posibles de los niveles
de energia.
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El nimero total de microestados accesibles al sistema, al igual que en el
capitulo 2 estara dado por

(9i + ni — 1)!
Q(E,V,N) = {;w{n, _MZ}H o =i (5.14)

’ . . . . . ’
donde 3.,y es la sumatoria sobre todas las posibles distribuciones de particulas
en sus niveles sujetos a las dos restricciones ya conocidas, a saber, que

an = (5.15a)
Z nie; = E (5.15b)

b Fermiones.

En este caso la antisimetria de la funcién de ondas total limita severamente la
ocupacion de los estados. Si no tomamos en cuenta el espin, en cada estado
sélo puede haber una particula de manera que entre los g; estados de un nivel ¢;
solo puede haber estados ocupados con una particula o desocupados. Si hay n;
particulas con energia ¢; habra obviamente n; estados ocupados y ¢; — n; estados
desocupados asi que el problema combinatorial se reduce a calcular el nimero
de maneras en que g; niveles pueden dividirse en dos grupos, los ocupados y los
desocupados. Claramente para un nivel este nimero es:

n;!(gi — n;)!

y por consiguiente

QEV,N) = 3 T -2 — (5.16)

donde 2' estd sujeta a las mismas condiciones establecidas por las ecuaciones
(5.15a) y (5.15b). Elresto del razonamiento es completamente similar al seguido
en el caso de Boltzmann. Suponemos que el estado de equilibrio macroscépico
puede asociarse con una distribucién {n]} que define el término méaximo en (5.14)
y (5.16) y que se cumple el postulado II de manera que independientemente de
que el sistema esté formado por bosones o fermiones,

S(E,V,N)=kinQ(E,V,N) 2 klnt{n]}

Asi pues, lo que resta aqui es meramente llevar a cabo la solucién al problema
variacional de encontrar {n}} para fermiones y bosones. Para ello, repetiremos
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el andlisis que empleamos en el capitulo 2 evitando detalles innecesarios. Para
bosones, la condicién requerida es que

(g +mi—1)!
6lnt{n}=6glnm =

Suponiendo que g; y n; son niimeros grandes se puede recurrir a la aproximacién
de Stirling, tenemos que

Int{n} = Y _(In(g + s — 1)! — In(g; — 1)! — Inny!)

i

= Z((Qi +ni—1)In(g; +ni — 1) — (9i + ni — 1)

- (gi - 1) 11’1(9;‘ - 1) + (g,' > 1) —n;lnn; + TL,‘)
= Z[(gi +n; —1)In(g; + ni — 1) = (9: — 1) In(gi — 1) — n; lnn,-]

y por lo tanto

§Int{n} = Z(ln(g,- +ni—1)=Ilnni+1-1)én; =0

Dado que por las ecuaciones (5.15a) y (5.15b), > én; = 0, _ €;6n; = 0, usando el
método de los parametros indeterminados de Lagrange tenemos que la solucién
de la ecuacién anterior es

In(gi +ni — 1) —Inni —a— P =0

Como (g; +n;) > 1 podemos despreciar el 1 en el logaritmo y de aqui obtenemos

que
In (gﬂ) = a+ f¢
n;

o finalmente 9
. _ 1
i = ec+Bei _ 1 (5.17)
La ecuacién (5.17) establece la distribucién de particulas en los niveles €; que
hace maximo el término general de la ecuacién (5.14). A esta distribucién se
le conoce como de Bose-FEinstein. Fue introducida para el caso de la radiacién
electromagnética en 1923 por el fisico indio S.N. Bose y generalizada a particulas
materiales por Einstein en 1925.

Para el caso de fermiones, el cdlculo es muy similar. Aqui hay un error
flagrante al suponer que n;! es representable por la aproximacién de Stirling.
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Sin embargo, un cdlculo mas riguroso estd fuera de los alcances de este libro.*.
De la ecuacién 5.16 tenemos que

e
ni!(gi_ni)!

Int{n} = Z In

= {9ilngi —gi —milnm +m — (g — n) In(gi — 1) + (93 — 1)}

t

= Z{gi Ing; —nilnn; — (g — ni) In(g; — ni)}

Slnt{n} = Z(—ln n; +1In(gi —ni) —1+1)6n; =0

1

que por los mismos argumentos que en el caso anterior, tiene una solucién
—Inn; + In(g; — n;) = a+ fe;

y despejando,

= i (5.18)

n = ea+Pe; +—1
La ecuacién (5.18) es conocida como la distribucién de Fermi-Dirac en honor
a E. Fermi y P. Dirac que la descubrieron en 1926. Nétese que las ecuaciones
(5.17) y (5.18) pueden condensarse en una sola férmula,

. _ gi

donde el signo (+) en el denominador corresponde a la distribucién de Fermi-
Dirac (FD) y el signo (—) a la de Bose-Einstein (BE). En ambos casos los
pardmetros a y § estdn determinados por las dos ecuaciones de restriccién (5.15a)
y (5.15b). Es importante percibir también que la energia mecénica de un con-
junto de fermiones o bosones independientes esta dada por

- o €59;
F= ane_, = Z m’ (520)
2

J

que es una ecuacién un tanto mas complicada que la obtenida para particulas
clasicas.

La primera pregunta que surge a la vista emana de la diferencia notable
entre la ecuacién (5.20) y su contrapartida clésica, la distribucién de Maxwell
Boltzmann (MB). En efecto, podriamos cuestionar si la ecuacién (5.19) no se

*El lector interesado puede consultar la ref (6).
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reduce a la ecuacién (2.11) en algin caso limite. La respuesta es inmediata: si
%j‘ & 1 en la ecuacién (5.20) e**#¢ > 1y por lo tanto,

n! = g;Ae P (5.21)

con A = e~ %, jque esencialmente es la distribucién de MB! Fisicamente, esta

condicién dice que todos aquellos sistemas que se encuentren en condiciones
tales que el nimero de estados asociados con los niveles de energia sean tan
numerosos que la ocupacién de ellos sea escasa, las tres estadisticas coinciden;
véase que de las ecuaciones (5.15a) y (5.21) obtenemos que

A Z g,-e-ﬁ“ =N

y si llamamos

d=)_gie P (5.22a)
Nag.ePe
n} = —g—’-g——’- (5.22b)

que el lector debe comparar con los resultados del problema 1 del Cap. 2.

5.3 Propiedades termodindmaicas de gases de bosones y
fermiones

Con los resultados arriba obtenidos podemos proceder a estudiar varios aspectos
importantes de estos sistemas. Para ello determinemos primero los valores de
los parametros a y g.

Por ello recordemos que

S(E,V,N) ~klnt{n}}

donde n] estd dada por la ecuacién (5.19). Ahora bien, para bosones, si
despreciamos el factor 1 frente a n; + g; y 9; respectivamente

Int{n}} =Y {(g: + n{)In(g; +n}) — g:Ing; — n} Inn}}
i
en tanto que para fermiones
Int{n} = {~(gi = n)In(g: = n{) + g: Ing; — n Inn]}

por lo que podemos condensar ambas ecuaciones en una sola, a saber,

Int{n}} = Z{j:(g,- +n})In(g; £n]) Fgilngi — n} Inn]} (5.23)
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donde el signo superior corresponde a bosones y el inferior a fermiones. Esta
ecuacion puede reescribirse como

1

Int{n;} = Z{i(gi +nf)lng(1+ Tgl—') Fgilng; —nflnn’}
i
que después de cancelar el término g; In g; queda como:

Int{n;} = Z{d:(gg +n])In(l + %) +n;In % (5.24)

13
Ahora bien, de la ecuacién (5.19)

1xMogy L e
Gi o ea+ﬁfi F 1 o eﬂ+ﬁéi q_‘l

y por lo tanto,

* * ea+ﬁEi * 1
lnt{ni} = Z{i(QI in,-)ln m el In m}
:

que claramente se reduce a la expresion:

Int{n}} = Z{igi(a + Bei) + n} (a + Be;) F gi In(e>+Ps £ 1)} (5.25)

Esta ecuacion, que es esencialmente la entropia del sistema juega un papel
importante en el resto de este anilisis. Usando las ecs. (5.15a y b) toma la
forma,

Int{n;} = Na+ BE + Z{:tgi(a + B¢;) F gi In(e®+Pe 1)}

y por lo tanto, la entropia del sistema esta dada por:

S=k(Na+BE)+kY {*gi(a+ Be) F g: In(e*P< F 1)} (5.26)

En primer lugar tenemos que establecer una relacion entre la energia meca-
nica F y la energia interna U. De nuevo, como en el caso clasico la primera sélo
proviene de las energias asociadas a los estados estacionarios del sistema y no
habiendo otra forma de energia molecular es inmediato identificarla con la energia
interna U. Es importante insistir en que esta asociacién es meramente intuitiva y
su validez, asi como la de los postulados I y II solo podra comprobarse a posteriori
al comparar las predicciones teéricas con los resultados experimentales. Con esta
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identificacién y recordando que 3 es funcién de U, derivamos (5.26) con respecto
a U para obtener que

oS B g.-e°+ﬁ“€g o3
<3Tj>v, kﬁ+kU +kZ{ ‘c,au 67”&‘;1..671}

e+Bei op
_kg+kU +kzig.c‘< _ea+—5e¢§|:—1>6_U

_Gi6i
—kﬂ+kUA +kZ( 1) a+ﬁe-au

Como de acuerdo a la ecuacién (5.19), la sumatoria del tercer término es U, los
dos ultimos términos se cancelan y recuperamos el mismo resultado que en el

caso clasico, a saber,
as 1
— = — =k
(60),, =74

1

o bien

El parametro a es ahora determinable por un procedimiento similar. De acuerdo
con la ecuacién (5.15a) a es funcién de N y por lo tanto,

oS e the da O
<6._1\7>U’V = ka+k2‘::tg.- (1 = m) ﬁ +kNW

que por argumentos idénticos al del caso anterior y uso de las ecuaciones (5.15)
se ve que los ultimos términos se cancelan y por lo tanto que

B_S = ka
ON)yv o

Recordando que para un sistema abierto la ecuacién fundamental de la ter-
modinamica se escribe como*:

_1 Puw_E
dS = =dU + ZdV — =dN

donde u es el potencial quimico,

95\ _
ON U’VF T

*Para una introduccién a la termodindmica de sistemas abiertos el lector puede consultar la
Ref.(1) del capitulo 2.
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que comparada con el resultado anterior muestra que

n

a=—k—T

(5.28)

La ecuacién (5.28) muestra entonces que de una manera muy natural la
mecanica estadistica cuantica nos permite establecer una relacion entre las pro-
piedades microscépicas de un sistema con sus propiedades macroscépicas, ain
en el caso de ser un sistema abierto. Veremos después con un ejemplo, una
explicacién mas plausible de este hecho.

A partir de las ecuaciones (5.20) y (5.26) ahora podemos obtener todas las
funciones termodindmicas para un sistema formado por N bosones o fermiones
independientes. En efecto de la ec. (5.26),

U uN

. . . a+PBe;
S = T —T+kzi:{igl(a+ﬁfg)q:gtln(e F1)}

que puede reescribirse como:
TS+ uN-U = kTZ{Ztgi ln e@+Be: T ln(ea+ﬂc‘ F 1)}
i

ea+ﬁ€|
a+fe; F1

1
1 Fe P

=:tkT¥g,-lne
= :tkTZgiln

Recordando que G = pN = U + pV — TS donde G es la funcién de Gibbs,
obtenemos finalmente que

pV = :tkTZ‘:g,an

pV = :FkTZ giln(1 F e oPe) (5.29)

La ecuacién (5.29) constituye un resultado muy importante: el cociente %
es una funcién que depende del potencial quimico a través de a, de la temperatura
a través de 3 y del volumen a través de las ¢;. Esto implica que no es la ecuacién
de estado del sistema. Para obtener dicha ecuacién, es necesario eliminar el
potencial quimico usando la restriccién (5.15a),

gi _
Z ea+Pei F1 =N (5'30)

i

De aqui, en principio podemos calcular & como funcién de N, V' y (o T) subs-
tituirla en (5.29) y entonces si obtener % como una funcién de N, T'y V. Este
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programa, aunque de simple concepcién no es facil de llevar a la practica como
veremos en los ejemplos pertinentes. Por ultimo, si en la ec. (5.26) para S
reducimos el dltimo término siguiendo los pasos que conducen a la ec. (5.29),
obtenemos que:

uN
T

donde U estd dada por la ecuacién (5.20). Las ecuaciones (5.29), (5.30) y (5.31)
determinan todas las propiedades termodindmicas del sistema; el problema a
que nos erfrentamos ahora es la evaluacién de la sumatoria que en ellas aparece.
Sin embargo, antes de llevar a cabo esta evaluacién conviene estudiar el llamado
“limite clasico” de las distribuciones de BE y FD que se obtiene cuando se
reducen a la distribucién de MB. Esto como ya vimos ocurre cuando ';—t: < 1.

U
_ . a—fe;
S+ — Fk E‘- giln(1Fe ) (5.31)

Para ello partimos de la ec. (5.24) y recordamos que para z < 1In(1xz) = +z
por lo que esta ecuacién se reduce a:

Int{n:} 2> {(g: i:n:)% +niln 2
4 1
1

i

= Z{g,(l o i E"—)& +n; In &
: 9i Gi

= Z{n: +n} In gz;} +0(n?)
- n
1

y por lo tanto
5= an (1+ln )

expresioén que de acuerdo con la ec. (5.22b) se reduce a

S=an; (1+lnN 33: )
=k> nj(1+Inz—InN + Be;)

que usando (5.15a) y (5.15b) se reduce a:

S=k(N=NInN + Nlnjz + 8U)
N

=k(ln% +[3U)

donde hemos usado la aproximacién de Stirling para N. Sustituyendo k3 por su
valor e introduciendo la funcién de Helmholtz obtenemos finalmente que

N

F=—kTin? 6 (5.32)
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La ecuacién (5.32) es idéntica a la forma obtenida para F en el cap. 3
[c.f. ec. (3-14)] después de introducir de manera un tanto artificiosa al factor
(N!)~! como factor de la funcién de particién cldsica. Este resultado muestra
que este factor tiene un origen netamente cudntico, que resulta en el fondo de
haber simetrizado o antisimetrizado de manera apropiada las funciones de onda
para el sistema en el caso de bosones o fermiones, respectivamente. En el caso
de un sistema formado por dos particulas el lector puede verificar facilmente la
aseveracion. De acuerdo con la ec. (5.10), para el caso “cldsico”

wn(r1,r2) = @1 (r1)p2(r2)

@n(r1,r2) = @2(r1)pi(raz)
Representan 2(= 2!) estados diferentes del sistema. Al simetrizar apropiada-
mente la funcién solo obtenemos un estado dado por la ec.(5.11) (bosones) 6
por la ec. (5.12) (fermiones). Para el caso de N particulas el argumento es
idéntico y el lector puede deducirlo sin problema alguno. La paradoja de Gibbs
encuentra asi una solucién natural en la mecanica cuantica donde las particulas
son totalmente indistinguibles entre si.

Antes de proceder a estudiar la forma de evaluar las sumatorias que aparecen
en las ecuaciones (5.29), (5.30) y (5.31) veamos cual es el significado fisico de la
ec. (5.21) v.gr. la condicién que debe satisfacerse para que las tres estadisticas
coincidan. Para ello escribamos la ec. (5.19) como:

*
n; 1

9 ePle—m 11

donde hemos usado el hecho que a = —pf3. Para que %_j; sea mucho menor

que la unidad €?(¢=#) >> 1 y como fe; es siempre positivo esto implica que
el potencial quimico p tiene que ser una cantidad grande y negativa, esto es,
e® >> 1. Pero como ya vimos antes en el capitulo 3, e=® = ¥ donde 3 es la
funcién de particulas para un gas ideal dada por la ecuacién (3-2). Asi que, la
condicién para que las tres estadisticas coincidan se reduce ahora a la ecuacién

1 (27mkT\*?
e‘*:E("ZI2 > >1 (5.33)

donde n = % es la densidad del nimero de particulas. En términos generales,

esta condicion se satisfacera si T es grande para n dada 6 n es pequena para T fija.
A la cantidad e* dada por la ecuacién (5.33) se le conoce como el “pardmetro
de degeneracién” de un gas, se denota por £ y depende de n, T y la masa
de las moléculas. Para entender mejor su significado, recordemos la primera
premisa de la mecanica cuantica, a toda particula se le asocia una onda cuya
longitud A = h/p y p = V2me € siendo la energia de la particula. Si € ~ kT,
Ar = (2mkT)~Y/2h, es la llamada “longitud de onda térmica”, luego,

a3 h

T = W (5.34)
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y la ecuacién (5.34) puede reescribirse como

1
_ 3/2
§=m"— X (5.35)
Ahora bien, }l s % es el volumen por particula del sistema de manera que
si denotamos por d la distancia promedio entre las particulas, ,—t ~ d3 y por lo

tanto
d 3
£ =32 (x_) (5.36)

Ng

Olvidéndonos del factor 73/2 que es irrelevante, este resultado es muy elocuente:
Para que € > 1, esto es, el gas se comporte como ur gas cldsico d > Ard. jla
longitud de la onda “cudntica” es mucho menor que d y por lo tanto no se percibe
la estructura corpuscular de la materia!. En otras palabras no aparecen “efectos
de difraccién” y por lo tanto el sistema es cldsico. Reciprocamente si Ar > d
la onda es afectada por las particulas de gas, hay efectos de difraccién y por lo
tanto los efectos cudnticos son inevitables. En estos casos s6lo puede usarse la
ecuacién (5.21) para tratar con las propiedades macroscépicas del sistema. Asi
pues, si conocemos la masa de las particulas, su densidad y la temperatura, la
simple evaluacién de la ec. (5.33) nos dird si podemos usar o né los métodos de
la mecdnica estadistica clasica usando la funcién

1 2
o —(p?/2m+ep(r))/ kT
= —/ dp dre . (5.37)
h3N! ()

Ahora procedamos al cdlculo de las sumatorias que aparecen en las funciones
termodindmicas de un gas cudntico. Aparte de los términos especificos involu-
crados, todas ellas tienen la caracteristica comin de contar con el factor g;, esto
es las sumas son )_, gix funcién (e;). Las g; que son las degeneraciones de los
niveles ¢; nos dicen, en el espectro de energia, qué tan distanciados estdn los
niveles entre si. Si este distanciamiento es tan pequeno que fuese practicamente
un continuo podriamos usar el teorema de Darboux del cdlculo integral y escribir

que
Zgix-u%’/ p(€) x - --de
7 0

donde p(e) representa la densidad de niveles de energia alrededor del valor e.
Que esto en efecto es posible, se ve de un simple andlisis de la ec. (3.30) para el
caso de N particulas independientes encerradas en un paralelepipedo de volumen
V = abe. Si nosotros fijamos el valor de la energia €, s = € entonces,

n2 7.2 82

P 8me
a2 b2 2 h2
es la ecuacién de un elipsoide en el espacio (n,,s) y el nimero de niveles que
tienen energia < ¢ estd dada por el nimero de puntos contenidos en el oc-

tante positivo (n, 7 y s sélo pueden ser positivos) del elipsoide cuyos ejes son
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1/2
£§L";_)_ (a,b,c). Este volumen es

3/2 3/2
I(e) = 147r 8me abe — nV [ 8me
8 3 h? 6 h?

La densidad de niveles estd dada entonces por

ole) dl'(e) 27V

o F(2m)"’/2\/é (5.38)
un resultado que como veremos serd de mucha importancia en toda la mecanica
estadistica cudntica. Véase que p(¢) solo depende de la masa de las moléculas y
de su energia. Para apreciar el orden de magnitud de esta cantidad vamos a dar
una estimacién de su valor para el caso de un gas inerte, helio a una presién de
1 atm. y una temperatura de 300 K. De la ecuacion (problema 4.15) la velocidad
promedio de las moléculas de este gas es de (v) = 8L cm/seg y por lo tanto,

-
como my, = 6.64 x 10~ 24g,

1
€= —mpy, <v® >=6.21 x 10" ergios

2
Si tomamos un volumen V de 1 cm3 tenemos entonces que,
2T
— 64 —24\3/2 ) 10—14 1/2
p(e) (6626 x 10-27y3 10_27)3(2 x 6.64 x 107*%) (6.21 x )

=0.50 x 10% = 5.0 x 107

esto es el nimero de niveles por unidad de energia es enorme. Si uno calcula
I'(¢) y divide por el nimero de particulas de H. en estas condiciones, que se
puede obtener de la ecuacién de estado del gas ideal, veremos que hay aproxima-
damente 10° niveles por particula de manera que el espaciamiento entre niveles
es infinitesimal y la substitucién de las sumas por integrales esti plenamente
justificada. De acuerdo con este resultado podemos ahora escribir las ecuaciones
(5.29), (5.30) y (5.31) de la manera siguiente:

_ 27V (20 + 1) a2 [© Vede

2mV (2 1 o
pV = ZFkTW—(th)(Qm)a/z/ vVeln(l1 Fe > P)de (5.39b)
0

N U _2#nV(2 1 o
S+E2_ = F M@m)a/2 Veln(l F e P4)de (5.39¢)
T T h3 0
donde (20 +1) es el factor por el cual tenemos que multiplicar p(e) si tomamos en
cuenta los valores posibles del espin de las particulas. Mas ain, de la definicién
de la energia veamos también que

_2rV(20 +1)(2m)%2 [®  €3/2de
- h3 0 eﬂ+B€ F 1

U (5.39d)
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Integrando por partes la ecuacién (5.39b), obtenemos que:

pvV _ 2V 3228 /°° €3/2de
KT = (20 + 1)(2m) 3/, i (5.39€)

la cual, de acuerdo con la ec. (5.39d) muestra que independientemente de la
estadistica que obedezcan las particulas de un sistema ideal, se cumple que

vV =3U (5.40)

Esta ecuacién fué deducida por primera vez por D. Bernoulli en la teoria cinética
de los gases, concebidos éstos como formados por N esferas rigidas. (Ver pro-
blema 9).

El resto del problema, se reduce a calcular las integrales que aparecen en las
ecs. (5.39a) y (5.39e) para sistemas particulares, sean de bosones o fermiones.
Nétese que si sustituimos (5.39a) en (5.39c) obtenemos que
2N [3° €¥/2de/(e2+Pe F 1)

oo d
i fo (_e": f:;:1 )

Mediante el cambio de variable £2 = (e, de = % - 2zdz

pV =

v 21l 2
N 3[3[0 z2dzx

exez?¥1

y en el limite clasico e* > 1 tenemos que

pV__2fyatedr _2 3,
NkT ~ 3 [Pz2%~=*dz 3 2
esto es,
pV = NkT
y por la ec. (5.40)
3
U = -NkT
2

que son los ya bien concidos resultados para el gas monatémico ideal obtenido
con la distribucién de Maxwell-Boltzmann. Después de esta larga y un tanto
tediosa metodologia matematica que conduce a los resultados explicitos para
las funciones termodindmicas de los gases cudnticos ideales, conviene subrayar
algunos aspectos conceptuales importantes que este calculo ha esclarecido. El
primero concierne a la aparicién del factor N! que aparece de manera natural
en el cdlculo de la entropia. La férmula de Sackur Tetrode que obtuvimos en
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el capitulo 3 queda asi plenamente justificada cuando la estadistica de Maxwell-
Boltzmann se concibe como el limite clasico de las estadisticas cudnticas. Asi,
para el gas ideal

x;lr_l’[cl' )3N/2 vN

N!

es la formula correcta para la funcién de Helmholtz de un gas ideal clasico. El
segundo concierne a la ecuacién (5.33). Aunque deducida aqui para gases ideales,
es un criterio aplicable atin en presencia de interacciones y permite discernir si un
fluido es o no correctamente abordable por los métodos de la mecanica cuantica o
la mecénica clasica. Su utilizacién serd de gran ayuda en aplicaciones posteriores.

F=—kTn' (5.41)

Referencias

Los libros de mecénica cuantica que el lector puede consultar son:

1. Introduccién a la mecdnica cuéntica, L. de la Pefia A. (Coedicién
UNAM-Ed. Trillas México D.F., 2% ed. 1992)

2. Atomic Physics, Max Born (Dover Publications, Mineola, N.Y. 1989,
82 edicién).

3. Quantum Physics of Atoms, Nuclei, Molecules, etc., R. Eisberg y R.
Resnick (John Wiley and Sons, N.Y. 1974).

4. Elementary Quantum Mechanics, David S. Saxon, (Hoden & Day, San
Francisco 1968).

4. Introduction to Quantum Mechanics, David L. Park (Mc. Graw-Hill,
Publishing Co. N.Y. 3% ed. 1992).

Para aspectos estadisticos del tema consultar las referencias (3]-[6] citadas
en el capitulo II y ademads conviene leer,

6. Statistical Thermodynamics, E. Schroedinger, (Cambrige Univ. Press,
Cambrige 1952).

Problemas

1. De la ecuacién (5.21), en el caso limite de la distribucién de MB, A = e
y de la ecuacién (5.28) @ = —u/kT donde p es el potencial quimico. Usar
la forma explicita de la funcién de particién para un gas ideal y calcular la
forma de dicho potencial quimico.

2. Obtenga usted las temperaturas a las cuales el parimetro de degeneracién
£ introducido en la ec. (5.33) es menor que la unidad para los gases: He,
H2, D2, Clz y Ar.
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Calcule el nimero total de niveles de energia para una molécula de helio a
300 K en el volumen de 1 cm3. Use la ecuacién del gas ideal para estimar
el nimero de moléculas del gas a esta temperatura y 1 atm de presion.
Obtenga el nimero de niveles por particulas

Explique fisicamente por qué la condicién %:L < 1 pone de manifiesto que
las tres estadisticas sean equivalentes.

Calcule la entropia del He, Ar, Kr, Xe y Ne de la féormula de Sackur Tetrode
y compare con los valores obtenidos calorimétricamente. Estos tltimos pue-
den consultarse en algin libro de Termodindmica Clasica o de Mecdnica
Estadistica.

Calcule el parametro de degeneraciéon para una estrella enana blanca for-
mada esencialmente por helio, con una densidad de 107 g/cm® y una tem-
peratura de 107 K ;Qué conclusiones saca usted del resultado?

. {Qué significa fisicamente el asociar a una particula (o varias particulas

independientes) cudnticas una funcién de ondas simétrica o antisimétrica?.
Verifique su respuesta en el caso de 3 particulas.

El calor espacifico del grafito es proporcional a T2 a bajas temperaturas.
Mostrar que este hecho puede explicarse suponiendo que se comporta como
un cristal arménico bi-dimensional. Los niveles de energia de un oscilador bi-
dimensional estdn dados por g, = (n+1)hv y la degeneracién es g, = n +1.
Calcular la entropia del grafito.

Muestre con argumentos muy elementales de teoria cinética de los gases que
para un sistema de N esferas duras encerradas en un volumen V, pV =
2/3U.

Utilice el principio de incertidumbre de Heisenberg para justificar que el
minimo volumen que puede tener una celda en el espacio fase es h®.

Muestre que si los niveles de energia de particulas independientes encerradas
en un cubo de volumen V = L3 dependen del volumen como V/3, enton-
ces pV = %U . Muestre que este es precisamente el caso de la radiacién
electromagnética (gas de de fotones).






Capitulo 6

Sistemas que obedecen la
estadistica de Fermi-Dirac

6.1 D:istribucion de particulas

En este capitulo vamos a estudiar algunos ejemplos de sistemas que obedecen a
la estadistica de Fermi-Dirac. Esto implica que las particulas que componen el

sistema tienen un espin o = %, -:25, en unidades de i y ademds que la distribucion
de las particulas en sus niveles de energia, estd dada por la ecuacion
* 9i

n; = E°_+ﬁfi 1 (61)

y el nimero total de particulas (fermiones) de acuerdo en la ecuacién (5.39a) es:

_271V(20 +1)
TR

(amyp/2 [T _ede (6.2)

N ea+Be +_1

Nétese que en este caso el factor de degeneracion g; = 20 + 1, si no existe otro
grado de libertad interno de las particulas. Puesto que p(€) = %‘5(2m)3/ 2 /e es
la densidad de niveles, la ecuacién (2) puede reinterpretarse como

N =(20+1) /:o n(e)p(€) de (6.3)

donde n(e) seria o jugaria el papel de la distribucién o nimero de particulas
dentro de una “franja” de niveles definida por p(€) de. Claramente absorbiendo
el factor espin en n(e),

20 +1

fe) —
n€) = eBle—n) 41

(6.4)

85
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donde hemos utilizado que @ = —fu. Si transformamos las ecuaciones (6.3) y
(6.4) al lenguaje momental, € = p?/2m y de = L pdp obtenemos que

(20 + 1)4nV [ p2dp
N = 3 '/0 vy (6.2a)
ya que p(p) = 4—,’l'¥p2dp, y por consiguiente, (N = ff:: n(p) dp)
_(20+1)V 1
n(p) = h3 eBp?/2m—p) 4 1 {d

seria el nimero de particulas que ocupan los niveles de energia comprendidos en
una chaqueta esférica en el espacio momental de volumen 47p? dp. La ecuacién
(6.4a) es el “andlogo” cudntico para sistemas de fermiones de la distribucién
clasica de Maxwell. Sin embargo, si tomamos el limite clasico de la ecuacién
(6.4a) obtenemos que

2 1)V
n(p) = (20+ )V 2-3 ) e~ BP*/2m B (6.5)

que se parece a la ecuacién (4-6a) excepto por el factor gzﬁﬁﬂ eP#. Sin embargo,
en el mismo limite, la ecuacién (6.2a) exige que

N — (20 +1)Vi4r (B /’°° p2e"’2/2'"'°po
h3 0
|4
= (2‘7;—31)47,813#. g(_gka)S/i’
y
h3 N

eBH

(2rmkT)3/2 (20 +1)V

que sustituido en la ecuacién (6.5), conduce a la forma,
n(p) dp = N(2rmkT)~%/2e~FP*/2mgp

que es precisamente la distribucién de Maxwell-Boltzmann [cf. ec. (4-6a)]. Essin
embargo interesante apuntar al hecho que en el caso cudntico, la forma de n(e) ya
sea escrita como en la ecuacién (6.1) o en la ecuacién (6.4) tiene caracteristicas
intrinsecamente diferentes a las que posee en su limite clasico. En primer lugar
debemos hacer notar también que n(€) no solo depende del valor de la energia,;
estd parametrizada por T, la temperatura y p el potencial quimico. Por otra
parte, 4, en el caso de un gas de Fermi-Dirac puede variar en todo el intervalo
—o00 < p < 00 a una temperatura dada puesto que en ese intervalo ) varia
entre cero y uno. Asi, si hacemos una grifica de n(€) contra ¢ para un valor
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n(€)

T=0(K)

M:ep

Figura 6.1 Gréfica que muestra el comportamiento de n(e) definida en la ecuacién (1) como
funcién de la temperatura y de ¢ para u fija

dado de p y olvidamos por el momento el factor (20 + 1) encontramos que a
T = 0(K), (B = 00), n(e) vale uno desde ¢ = 0 hasta € = u. Arriba de dicho
valor € — 1 > 0 y por lo tanto n(e€) vale cero. Si mantenemos ese valor de 4 fijo
y aumentamos la temperatura, la transicion entre los valores 1 y cero para n(e)
es menos brusca como se muestra en la figura 1.

Al valor de p para el cual n(e) = 0 cuando T — 0(K) se le conoce como la
“energia de Fermi”
er(V,N) = TI‘ImO w(T,V,N) (6.6)

pues como lo exhibe la ecuacién para u esta funcién depende de T 'y de N/V = n,
la densidad de nimero. En el espacio momental esta interpretacion es mas
“pictérica”. A la temperatura cero, la ecuacién (6.4a) muestra que,

n(p) = { gl sipt/2m < er (6.7)

0 si p?/2m > ep

distribucién que es enteramente diferente a la “Maxwelliana”. n(p) es constante
dentro de una esfera de radio pr = /2mer y es cero fuera. A dicha esfera se le
conoce como “esfera de Fermi ”. El valor de e 6 pr depende solo de la densidad
del sistema pues si substituimos la ecuacién (6.7) en (6.3),

¥ (20 + 1)V 4r

too 4 20 + 1)V
¥ [ ap = SR Lol
—00

. 3
l2m)3/26F/2 h3

luego

h? 3n I
F= om (471'(20' + 1)) (68)
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n(p) M

degenerado

o

Maxwell Boltzmann

T>> 90
P

Figura 6.2 La distribucién de particulas en el espacio momental para un gas de Fermi. Sélo
a temperaturas muy altas tiende a la distribucién cldsica de MB.

Esta ecuaciéon muestra que pup = €p es un numero positivo cuando T es muy
baja, de hecho cercana al cero absoluto. La imagen mostrada en la figura 6.1
mas el significado de la ecuacién (6.7) muestra que a medida que “calentamos”
un gas de Fermi, la esfera de Fermi se va deformando hasta el punto en que
cuando alcanzamos una temperatura tal que se cumpla el limite clasico adquiere

una forma que al graficarse en el espacio p = |p| concuerda con la distribucién
de Maxwell.

El resultado mas sorprendente de esta discusién es que exhibe con toda
elocuencia el contraste entre el sentido comin y la naturaleza de la mecanica
cudntica. En efecto podria pensarse que al hacer tender T a cero, las particulas
tendiesen a ocupar sus niveles mas bajos de energia y ahi permanecer sin moverse
(p = 0) jEste no es el caso!; a T = 0 la agitacién es brutal y casi todas las
particulas estin en movimiento con p = pr. Las razén es que de acuerdo con
el principio de Pauli no puede haber mdas de una particula por estado (dos si se
toma en cuenta el espin ¢ = 1/2) y por lo tanto n; = 0, 1 solamente. En el
estado con el valor minimo de p sélo podrd haber una, quizas dos particulas y
nada mds. Cualitativamente el comportamiento del gas, esto es, de la poblacién
de niveles por particulas en el espacio p = |p| recordando que dp = 4wp%dp estd
dada por la figura 6.2.

Cuando el sistema se encuentra a una temperatura T # 0 a la cual todavia
se ponen de manifiesto los efectos cudnticos (§ < 1) pero dista de llegar al limite
clasico se dice que es un “sistema de Fermi degenerado”.
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6.2 Funciones termodindmicas de un gas de Fermiones

Una vez esclarecido el contenido fisico de la distribucién de Fermi-Dirac, vamos
a calcular las funciones termodindmicas para un sistema de fermiones indepen-
dientes. Como los cdlculos involucran funciones un tanto complicadas, conviene
explorar antes si es posible usar la aproximacién clasica. Para eso calculemos el
parametro de degeneracion £ en el caso de un gas de electrones. Este sistema
puede visualizarse en un contexto mas realista si imaginamos en una primera
aproximacion que en un metal monoatémico como el Cu o la Ag los electrones
de valencia constituyen este gas moviéndose en un fondo de carga positiva pro-
porcionando por los iones o nicleos de los 4tomos, de manera que la carga total
sea cero y el sistema sea estable. La longitud de onda térmica para un electrén
estd dada por:

R (6.626 x 10734)2
2rmkT ~ 6.28 x 9.1095 x 10-31 x 1.38 x 1023 x 300
& 1,858 % 107" m?

2
At.er -

a la temperatura ambiente. Si pensamos en un metal como la Ag para la cual,
n ~ 10%*part/cm3 = 103Celectrones/m3 tenemos que

_ 1 1w
A, 8x10-2%

el gas es totalmente cudntico pues £ < 1 y jAun a la temperatura ambiente
un gas de electrones dista mucho de comportarse como un sistema clasico!. La
energia de Fermi dada por la ecuacién (6.8) es igual a (para o = 1/2)

A 3n 2/3h_2
F=\8&nr 2m

y si tomamos n = 5.86 x 10%%elec/m® que es un nimero maés realista, ep =
5.6 ev = 9 x 10719 julios. j A cero grados la esfera de Fermi estd llena de
electrones hasta 5.6 e.v!.

Para que una molécula de un gas tuviese una energia promedio del orden
de 5 e.v su temperatura tendria que ser del orden de T = %f; ~ 28,000 K que es
inalcanzable préacticamente en el laboratorio. Estas cifras ponen de manifiesto
que por lo menos los electrones en metales ain a temperaturas del orden de
102 K se comportan como un gas de Fermi completamente degenerado (a 0 K).
Este resultado dard entonces un criterio muy objetivo para evaluar las funciones
termodindmicas de sistemas de fermiones en general. Para completar la lista de
funciones a 0 K veamos que la energia interna del gas es:

¢ ~125x107%« 1

€R €F
U=(E)= / en(€)p(e) de = 4;:—3V(Zm)3/2/ e3/2de
0 0

2 4nV 5/2
=5 g @
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y sustituyendo el valor de er dado por (6.8)

A —) (6.9)

La energia interna por particula es 0.6e z que como ya vimos alcanza valores muy
grandes.
Como pV = 2/3U, la presioén que ejerce el gas a 0 grados es

p= %ne P (6.10)
y que como el lector puede verificar es del orden de 20,000 atm. Esta cifra
exhibe palpablemente el comportamiento singular de la materia compuesta por
fermiones a temperaturas cercanas al cero absoluto.
Vamos a listar las funciones que deseamos calcular. Estan dadas por las ecs.
(5.39) con 0 =1/2,

N 4”(2m)3/2 0 (ede

n= V = ﬁ . eﬂ+ﬁ£ + 1 (6110.)
8V (2m)3/2 [  €3/2ge
V= — 11b
P 3 A /0 extBe 4 ] (6.115)
8w (2m)3/2 [ €3/2de
F=upN—pV =uN - — 6.11
WN =V = uN — ) /0 e (6119

y de ellas, se obtienen las demas, a saber,
U=-pV, S=— etc.

Las ecuaciones (6.11a) y (6.11b) estdn expresadas en términos de dos integrales
que vamos a calcular siguiendo un método debido a Sommerfeld*. Hagamos
T = fe en ambas integrales de manera que:

_4r —1\3/2 /°° z'/2dz
n=s3 (2mp™") = (6.12a)
y
8wV ©  £3/24g
V = —kT(kT 3/2/ - 12b
PV = g FTRT2m)™ | o (6.126)
Definimos ahora - y -
z"dx
F, = —— ==,= .
(a) /0 extz 1 L 22 (6 13)

*Ver Ref. 1 al final del capitulo
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y veamos como podemos evaluarla.

Para n = 1/2, hagamos a + = y y recordemos que a = —(u
00 1/2
Fl(a)=/ (y + Bp)'*dy
‘ —Bu ev+1

que integrando por partes y observando que

(y + Bu)*?|”
ev+1 | 5,

/ (y + Bu) 3/2e”d
-3 pu  (e¥+1)2 !

Ahora observamos dos peculiaridades: tomamos T pequena y |u| grande de
manera que Su es un nimero grande y positivo. Ademds o ,‘—";);d(y) es una
funcién simétrica de y que tiende a cero cuando y — +oo. Mads ain y + f¢ no
varia mucho en el intervalo para el cual e¥/(e¥ + 1) # 0 de modo que

8 22

=0

obtenemos que

(y+ Bw)** = (B> 2(1 + 9/BW)>* = (Bp)**? (1 ( %ﬂl

y por lo tanto

2/ p\32 [t v 3y 3;(,12
Fi(e)2= (= L R ) d
3(@) 3(kT) /w (ev+1)2( o Tpt )W

Como por la simetria del primer factor del integrando

+00 y ey
/ mdy =0, (n impar)

y haciendo uso de los resultados,

+o0 z +00 20T 2
/ ISV | / o, o SN A
e (2 +1) e (€2 +1) 3

obtenemos finalmente que,

Py 2 (£)" (1 + ”—2'°ZT2 + ) (6.14)

3

y analogamente,

F3(a) & g (i)% (1 + 5—"2'“27;2 +) (6.15)
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Las ecs. (6.14) y (6.15) son los tnicos resultados requeridos para calcular todas
las funciones termodindmicas. En efecto de (6.12a) y (6.14) obtenemos que

8w 3 (lcT)2
2 1 — .
n= 3h3(m)<+8 2 +- (6.16)
que es la expresion deseada para p como funcién de n y T. En efecto a primera
aproximacion,
2
h? (3n\3
— = 6.8
b= o ( 87{) pr (6.8)

que es precisamente la energia de Fermi a OK. La primera correccién para p como
funcién de T por las ecs. (6.8) y (6.16) estd dada por:

72 k272 -3
( 8 ui

w2 k272
08 g [ 1 o e s .
- ( 12 p% ) (6.17)

La primera correccién en T, que resulta ser proporcional a T2, del potencial
quimico de gas de fermiones estd dado por la ecuacién (6.17). Como ya hicimos
notar antes, calcular correcciones de orden mayor en T resulta innecesario pues

en casi todos los sistemas de interés p = pp. Asimismo, para la energia interna
obtenemos que

4V
5mh3

U= (6.18)

(2mp)? <1+51r k2T2+m>

8 u?
Notando de (6.17) que
5 5 5 2k2T2
u?g#’ (1_—7r + .-
F 24 #%‘

sustituyendo en la ecuacién (6.18) multiplicando, conservando sélo términos de
orden T? y usando la definicién de la ecuacién (6.9)

5
4TV 33
——h? =N
Ur = 5m <87r> 5 F
obtenemos que
5 2k2T2
U=Up<1+ﬁ7r—2 > (6.19)
F
y por la ecuacién (6.10),
5 2k2 2 )
127 uf

que son las ecuaciones necesarias para calcular todas las funciones termodinami-
cas de un sistema de N fermiones.independientes. En los parrafos subsecuentes
veremos algunas aplicaciones de estos resultados en sistemas donde a primera,
aproximacion, podemos despreciar las interacciones entre las particulas.
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6.3 Flectrones en metales

El modelo més crudo que podemos concebir para un metal es aquel en el cual
suponemos que los electrones de conduccién forman un gas que se mueve en el
fondo provisto por los iones positivos y cuyo movimiento a través de la malla
i6nica se supone libre de interacciones con los iones. Con este modelo P. Drude
en 1900 y H. A. Lorentz (1904) dedujeron ciertas propiedades de los metales
usando los resultados de la mecdnica estadistica clasica. En efecto si v, es la
celeridad de arrastre de los electrones en la malla, la corriente esta dada por

Jj = nvae (6.21)

donde n = % es el nimero de electrones por unidad de volumen y e su carga.

Por la ley de Ohm, si E es un campo eléctrico constante aplicado al metal
j=o0E, (6.22)

donde o es la conductividad eléctrica. De las ecuaciones (6.21) y (6.22),

nv,e
c=— 6.23
i (6.23)
Por otra parte, la fuerza que el campo eléctrico ejerce sobre un electrén es F =
mea = eF y si escribimos a la aceleracién como a ~ %va donde T es el tiempo
libre medio, esto es, el tiempo que transcurre para que un electron sea acelerado
hasta alcanzar una velocidad v, tenemos que

MeVq

=ekE
I
o bien que
Vg €T
E  me

relacién que substituida en la ecuacién (6.23) nos da la llamada férmula de Drude

para o, a saber
2

g=—— 6.24

MeT ( )

El gran éxito de la ecuacién (6.24), que contiene a 7 como un pardmetro

indeterminado, fue que Lorentz pudo eliminar 7 usando argumentos de la teoria

cinética los gases en términos de la conductividad térmica « del metal y obtener
la llamada ecuacién de Wiedemann-Franz, a saber,

k\? e.
FFT’ ~3 (E) = 2.48 x 10-1331(‘325 (6.25)

Empiricamente, en 1853 estos investigadores habian encontrado que

K u.e.s
— ~ 272 x 1071822 6.26
(UT)exp 27 x KZ ( )
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que concuerda razonablemente bien con el resultado teérico de Drude-Lorentz.
Este resultado, a pesar de su gran éxito presentaba graves inconsistencias ain
dentro del marco de la teoria cinética clasica. En efecto hemos visto que de
acuerdo con el principio de equiparticion de la energia la contribucién de la vi-
bracién de los iones alrededor de su posicién de equilibrio al calor especifico del
metal es de Cy = 3Nk. Si los electrones se mueven libremente a través de la
malla su contribucién a Cy deberia ser de %N k suponiendo que hay un electrén
libre por cada i6n. Si asi fuera, (Cy )metal = 9/2Nk o bien 9/2 R por mol, valor
que ciertamente no concuerda con el experimento. En efecto recordemos que en
un célebre pero un tanto olvidado trabajo, el 23 de diciembre de 1905 Walther
Nernst present6 ante la Sociedad de Ciencias de Gottingen* una serie de resul-
tados experimentales mostrando que todas las sustancias en fase sdlida tienen
un calor especifico que decrece significativamente con la temperatura al decrecer
ésta y solo a “temperaturas altas” tienden a su valor clasico 3R de acuerdo a
Dulong y Petit. Ya en el cap. 2 vimos el gran éxito de Einstein al proponer
un modelo basado en las ideas de la entonces naciente mecanica cuantica para
explicar este comportamiento de Cy,. No obstante subsisten dos problemas, uno
que el limite para altas temperaturas es, para sélidos monatémicos igual a 3R
y no 9/2R como lo predice el modelo de Lorentz-Drude. El segundo es que
Cv — 0 como aT® + bT donde a y b son constantes y no exponencialmente
como lo predice el modelo de Einstein jy a temperaturas menores que 1K (no
accesible en ese entonces) la dependencia lineal predomina sobre la cubica!. La
solucidén de esta dificultad tuvo que esperar mas de veinte anos; fué propuesta
en 1927 por Sommerfeld y Pauli mostrando que los hechos experimentales y el
modelo del gas de electrones pueden reconciliarse reconociendo que dicho gas,
como ya mostramos antes, es un gas altamente degenerado y por consiguiente
sus propiedades termodindmicas estdn dadas por las ecs. (6.19) y (6.20) y no
por las emanadas de la teoria clasica.

La contribucién al calor especifico proporcional a T3 proviene de las vibra-
ciones de los iones (vibraciones de la malla) y la estudiaremos mds adelante.
Aqui nos concentraremos en el término lineal, que de acuerdo con la ecuacién
(6.19) estd dada por -

T
6 p

expresion que al substituir Up por su valor de acuerdo con la ecuacién (6.19) y
e por el suyo se reduce a

w2 kT

(el) _ i
CF" = Nk- (6.27)

De acuerdo con Sommerfeld esta contribucién puede interpretarse como prove-
niente de aquellos electrones que a una temperatura T tienen una energia kT
que excede a pp y saltan a ocupar niveles de energia arriba de este valor. Para

*Ver Ref. (2) al final del capitulo
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entender este argumento recordemos que la densidad de particulas a 0K estd
dado por pp,

Llamemos ahora én el nimero de electrones que debido al calentamiento del gas
saltan por encima de pp v.gr. tienen una energla -“— > %% Por la ecuacién
(6.12a) éste nimero es

b gka)i / (y+ Bp)hdy
Blu-ur) € F1

donde, como en la pag. 88 hemos hecho a + £ = y. Sacando [Gu de factor comin
del integrando y usando la definicién de n, én puede reescribirse como:

=t )*kT/ (L +y/6m}
no 2 \KF Blu-ur) €V +1 !

o o)
_ 3kT dy _3kT

2ur Jo @ +1  2pp

(6.28)

donde hemos hecho p ~ pr y y/Bur < 1. De acuerdo con el razonamiento %
representa la fraccion de electrones que se “hacen sentir” térmicamente, esto es,
ocupan niveles de energia arriba de g y por consiguiente solo dicha fraccién
es significativa para un modelo de electrones libres como el de Drude-Lorentz.
Si recordamos que el calor especifico cldsico de un metal es 3R, lo llamamos
Cy,(ppy Y tomamos en cuenta la ecuacién (6.27) con N = Ny, obtenemos

cye) a2 kT

- = (6.29)
CV(DP) 6 pr
el
Notando ahora que %ln2 ~ %2 tenemos que C—CY— o 6;" que es la base del

v.(PD)
argumento de Sommerfeld. La justificacion de este argumento puede resaltarse

tomando casos particulares. Asi, para el Cu, pur ~ 11.3 x 10~!2 ergios por lo
que uir ~ 1.22 x 1073 y por lo tanto

Ca(el)

~1.5x 1075T
c'V.(DP)

esto es a 103K la contribucién electrénica es solo de 1.5%. Solo a temperaturas
muy bajas (< 1K) C",(cl) da una contribucién importante. La comprobacién
experimental de la dependencia de Cy, con T para temperaturas menores que
10K dada por la ecuacién
Cv
T

=a+ bT? (6.30)
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ha sido espléndidamente llevada a cabo por Corak et al. (Phys. Rev. 98, 1699
(1955)). El lector puede ver las correspondientes figuras en el articulo original
o en las refs. citadas en el cap. 2. Es claro que al graficar Cy, /T vs. T2 las
constantes a y b quedan determinadas por la ordenada al origen y la pendiente de
la recta resultante. En particular al valor de a concuerda con el valor 72k/2up
que predice la teoria.

6.4 Emision Termionica y Efecto Fotoeléctrico.

La teoria del gas de electrones libres en un metal, a pesar de generar resultados
que concuerdan con el experimento, no deja de presentar cuestiones un tanto
intrigantes. Por ejemplo puede uno preguntarse porque un metal no emite elec-
trones espontidneamente. Y en efecto, corno no lo hace, mantener el modelo
mismo implica pensar que los electrones deben estar cautivos en el interior de un
potencial muy intenso que les impide salir del metal. En otras palabras, dentro
del metal los electrones pueden moverse libremente pero, en general si intentan
escapar de él se encuentran con la oposicién de una barrera de potencial muy
intensa que les impide salir. Esto nos hace pensar que si elevamos la tempera-
tura del metal, la energia de algunos electrones puede llegar a sobrepasar el valor
de esa barrera y escapar del mismo. Este efecto, llamado efecto Richardson en
honor a su descubridor, puede explicarse usando la estadistica de Fermi-Dirac.
También se le conoce como emisién termidénica. Mas alin puede pensarse que en
lugar de calentar el metal, éste pueda someterse a la accién de un campo externo
que transmita a los electrones la energia necesaria para sobrepasar la barrera
de potencial. Si el metal se somete a la accién de luz ultravioleta (fotones de
alta energia) se produce dicha emisidn, efecto bien conocido como efecto fo-
toeléctrico. Aunque comunmente asociado al nombre de Einstein, € efecto fue
descubierto en 1887 por Hallwachs y Hertz [cf. Ref. (3)].

El efecto Richardson (emisién termiénica) puede imaginarse como se mues-
tra en la figura 6.3. En una escala de energia, los electrones ocupan los niveles
de la esfera de Fermi e a 0 K. A una temperatura finita €r es p el potencial
quimico. De la superficie de Fermi un electrén requiere de una energia adicional
o para salir a la superficie.

Para poder efectuar el cdlculo es necesario hacer una hipétesis muy similar
a la que se introduce en el fendmeno de efusidn en teoria cinética de los gases:
la rapidez con que se escapan los electrones del metal es lo suficientemente lenta
y su numero tan pequeno que las condiciones de equilibrio en el metal no se
vean afectadas por el proceso. La unica diferencia es que en el caso del metal un
electrén requiere de una energia minima para salir en tanto que en el escape de
un gas por un microagujero esta condicion es irrelevante.

Calculamos primero la rapidez de efusiéon de las particulas de un gas de
Fermi a través de “un agujero” en la pared, suponiendo que hay una barrera de
energia potencial-y que les impide la salida. La energia minima requerida por
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Y v

Figura 6.3 Diagrama de las relaciones entre las diferentes energias en el inte-
rior de un metal. x es la energia potencial que impide que un electrén sea es-
pontédneamente emitido del metal. La minima energia cinética que debe poseer
una particula incidente para desalojar un electré6n debe ser precisamente igual a
X-

un electrén para salir es, de acuerdo con la figura 6.3,

2p ==x p.=\2mx

m

El nimero de electrones que sale por unidad de drea y unidad de tiempo es
dR (dA dt) = u,dtf(u) du(dAdt)

donde f(u)du es la densidad de particulas entre u y u + du. En el lenguaje
momental,

dR =P2dtf(p)dp
m
como ya vimos anteriormente

f(p)dp = (n(p))p(p) dp

Yy por otra parte

(€)de = ﬂ(2m)ggeéde
h3
2
Sy - de = —p—dp
2m m
4V
p(€) de = p(p) dp = < *dp
Vg
=P

y por lo tanto, usando la ecuacién (6.1),

+o0 +o0 1
S e
Vamz fa"— -W)/KT 41
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La densidad de electrones por unidad de tiempo y unidad de superficie esta
dada por

E _ _i /00 /21 dw oo & p'dp'dp,
| %4 h3 VImxJo o m e—(p”/2m+p§/2m—p)/kT +1

donde hemos pasado a coordenadas polares dp.dp, = p'dp'dy, p2 + p? = p2.
Haciendo g = 2 e integrando sobre ¢,

R 4m o0 ® d 3 _ pl
= = ——kT dp.p: —In(1+ <~-£;—r::)/kr> dp'.
|4 h3 " J mmx pep /0 dp/ n( ‘ ?

Asi la densidad de corriente j =€ - % es, después de integrar sobre p’

. dmekT [°° 2
7= =3 / rh_ipl In (1 +e(“‘%ﬁ)> dp,,

o bien regresando al lenguaje de la energia, llamando ¢, = 2

2m’
. 4mmekT /’ o0

j 13 de; In [1 + e(““‘)/"T]

=X
Si ahora hacemos g ~ pp (recordemos que esta aproximacion es excelente)

z = eHF/kT g—:/kT _ (ur—e€:)/kT 4 si up < X

Para dar érdenes de magnitud recordemos que
kT ~0.03ev siT~ 103K

en tanto que para metales tipicos x — ptp, x siendo el valor maximo de ¢, es del
orden de varios electrones volt, luego (ir — €.)/kT siempre es un nimero muy
pequeiio. De hecho este argumento corrobora el esquema de la figura 6.3, ¢ =
x — pur debe ser muy grande de lo contrario los electrones escaparian facilmente
del metal. En estas condiciones podemos usar la aproximacién In(1 + z) ~ z
para obtener que

4 kT [
j:%/x de (b —es) /KT

2
j = AAmER’ T (upsibT

3 (6.31)

Antes de entrar a la discusién sobre la naturaleza de esta ecuacién, conviene con-
trastar su forma con la que se obtendria usando la estadistica cldsica de Maxwell
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Boltzmann. Puesto que en dicha aproximacién et/ kT = nh3 (2wrmkT)~3/2, segiin
vimos en el capitulo (2),

% 1/2
je=en (%) e X/kT (6.32)

La ecuacién (6.32) fue la deducida originalmente por Richardson en (1902).
Nétese que en ambas ecuaciones la dependencia del prefactor exponencial con la
temperatura es muy diferente, T? vs vT. Para comparar las ecuaciones (6.31)
y (6.32) es usual graficar y = Inj contra £ = 1/T y en ambos casos se obtiene
una funcién de la forma

forma clasica estadistica de FD
A = In(eny/k/27m) In (4—”%&)
y=A-alnz - bz b X St
k k
a= % 2

Como en general x > pr, el término aln z es en general pequeiio comparado
con los otros dos de manera que la dependencia con la temperatura es dificil de
distinguir en ambos casos. Si despreciamos dicho término la ecuacién resultante
es una recta y = A — bz de pendiente b cuyo valor (x — pr)/k llamando a
X — pr la funcién trabajo del metal, puede determinarse experimentalmente y
de ahi calcular x substituyendo a ppr por su valor en funcién de la densidad.
Si ahora podemos determinar x por algin método independiente nos permitira
saber cual de las férmulas es la correcta. Una forma posible de medir  es usando
los experimentos de difraccién de electrones lentos. Si hacemos incidir sobre una
red cristalina un haz de electrones, sufrirdn una difraccién que produce maximos
que dependen de la longitud de onda de los electrones A = h/p. Al penetrar
el cristal un haz de electrones cuya energia es ¢, tiene con respecto al cero de
energias de la figura 6.3, una energia € + x en el interior y un valor € en el
exterior. Los electrones que se refractan en el interior tienen una longitud de

onda A = -2 = ——P__ entanto que los difractados en el exterior tienen una
Psup \/ 2m(e+ )
longitud de onda A = = :aﬁ';; Entonces el indice de refraccion del cristal n

0
respecto a la onda asocxada a los electrones es:

Aex
g8 JETX (6.33)

/\int €

Midiendo la posicién de los diferentes méximos en el patrén de difraccién
para un cierto valor de € podemos determinar n y de la ecuacién (6.33) calcular
X, que puede compararse con los valores arriba obtenidos. Asi, por ejemplo,
Davisson y Germer determinaron x para el Ni y el Tungsteno (W) y los compa-
raron con los obtenidos de bk = x — pF en emisién termiénica. Los resultados
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que se muestran en la tabla I exhiben claramente la corroboracién de la ecuacién
(6.31). La férmula clasica es incorrecta.

Tabla I
Elemento prp(ene.v.) Xaditr. (ev)  Xem. ter. (ev)
Ni ~11.8 17
A" ~9 13.5 4.5
Zn 11.6 15.4 3.8

El valor de ur ~ 11.8 para el niquel se obtiene suponiendo dos electrones libres
por atomo, hecho que concuerda con los dos electrones de valencia que posee
el metal. En la dltima columna, no olvidemos que cldsicamente bk = Xem.ter.
lo cual muestra la discrepancia de la ecuacién (6.31) con el experimento. A la
ecuacién (6.31) que predice correctamente la corriente termidnica se le conoce
como la ecuacién de Dushman-Richardson.

Otra caracteristica de la ecuacién (6.31) es que predice correctamente el
valor de la llamada corriente de saturacion, esto es, como x > pp si kT es
grande el factor exponencial es ~ 1 y por lo tanto

Jeat  4mmek? Ch
;—"2 ¥ —g— = 120.4 amp. cm 2K ~2
Para la mayoria de los metales con superficies muy limpias el valor experimental
oscila entre 30 y 160 amp. cm~2K ~2 pero hay que hacer notar que la corriente
de saturacién es muy sensible a impurezas y rugosidades de la superficie. (Ver
ref. 5).

En el efecto fotoeléctrico o efecto Hallwachs la situacién es ligeramente dis-
tinta a la del efecto Richardson. Ahora tenemos un metal a una cierta tem-
peratura T sometido a la accién de una onda electromagnética monocromatica
incidente, la cual concebida como un haz de fotones estimula la emisién de elec-
trones debido a la transferencia de energia de los fotones a los electrones. Asi
pues, a la energia cinética del electrén p2/2m debe agregarse la energia hv que
le transfiere un fotén de frecuencia v al chocar con él. Entonces la condicién
energética para que un electron escape del metal estd dada ahora por la con-
dicion

P

h
2m+ v>X

y por lo tanto, procediendo en forma idéntica que en el caso anterior (la se-
cuela algebraica es la misma) obtenemos que la densidad de corriente electrénica
emitida por el metal estd dada por

. 4mmekT [* .
j= / de, In [l+e(“ z>/'°T] (6.34)
e;=x—hv



6.4 Emision Termidnica y Efecto Fotoeléctrico. 101

pero ahora, debido a la presencia de un agente externo, el fotén, no podemos

aproximar el integrando como en el caso anterior. Haciendo un cambio de varia-

ble
€ —x+hv

=7 %T

la ecuacién (6.34) se transforma en:
272 oo
= 4—7rm:;c & / dz In [1 +e2%5":“—’]
0

Si ahora hacemos como el caso anterior x — i = ¢, la funcién trabajo del metal
y definimos una frecuencia caracteristica hvy = x — 4 = ¢ obtenemos que

272 .
j_41rmekT/ d:zln[l+ei 2"]

y llamando
5= h(v — vp)
kT
272 oo (6.34)
j= L'm;: r / dzIn(1 + €5-%)
0
que al integrar por partes da
. 4mmek?
§ =y T2 £(6) (6.36a)
donde - y
zdz
f(6) = /0 o (6.36b)

Ahora podemos evaluar f(6) en funcién de la magnitud del pardmetro 6. Si § >
1, lo cual implica fotones incidentes muy energéticos, (6.36b) puede evaluarse

facilmente: .
1 ®  xdz
6) ~ l1——————}d —
f(é) /(;:::( e5”+1> I+/6 ez=6 +1

Como 6 es muy grande la segunda integral puede despreciarse e
lo tanto

6-2 ~ 0 y por

62
fé) =
luego
4rmek?, ,h*(v — 19)?  2mme
| = T? = - 1p)? .

esto es, la corriente es completamente independiente de T y depende de “el exceso
de energia foténica respecto a la del umbral” determinada por vy.
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Si ahora 6§ < 1, kT > h(v — 1), €® € 1y f(6) ~ €° luego,

o 4”"":’“2 T2eh(v—vo)/kT
h
= 4Trmeak2T2 e(hv—lp)/kT
h

(6.38)

que es esencialmente igual a la corriente termiénica estimulada por la energia hv
del fotén incidente.

A la frecuencia de umbral,si v =19y § =0, f(6 =0) = % f0°° (é“—,’if;p dr =
72/12 y por lo tanto
m3mek?
3h3
la corriente de umbral aumenta como T2. La concordancia de estos resulta-

dos con el experimento es excelente y dejamos al lector interesado consultar la
literatura pertinente para mayor informacién.

Ju = T? (6.38a)

6.5 Magnetismo en metales

Como vimos en el segundo ejemplo al final del capitulo 2, si ponemos a un gas
formado por dipolos magnéticos en presencia de un campo magnético externo, el
gas se magnetiza y la susceptibilidad magnética resultante es inversamente pro-
porcional a la temperatura, a bajas temperaturas o campos no muy débiles. Este
efecto exhibe la competencia entre la energia magnética producida por el campo
y la energia térmica que se opone al efecto “orientador” de la primera. Si ahora
consideramos un gas de electrones en el interior de un metal y lo sometemos a la
accion de un campo magnético, los resultados que se obtienen particularmente
a bajas temperaturas i.e. T < Tr son distintos. En primer lugar, los electrones
debido a su “espin” tienen un momento magnético intrinseco igual al magnetén
de Bohr, pe = 2:";. Como a temperaturas menores a Tr (que es del orden de
10%K) la esfera de Fermi est4 llena con cada nivel de energia ocupado por dos
electrones, el efecto de saturacién no se obtiene. En lugar la magnetizacién pu
alcanza un valor limite, llamémoslo py que es independiente de T pero depen-
den fuertemente de er o sea de la densidad electrénica. A este fenédmeno se le
llama el paramagnetismo de Pauli pues fue descubierto por Pauli en 1927. Es
el andlogo del paramagnetismo clasico de Langevin. Pero ademaés de este efecto
existe otro que no se presenta en la estadistica clasica y proviene del hecho de
que las drbitas de las particulas cargadas, v.gr. los electrones sufren una cuan-
tizacion en presencia de un campo externo. Este efecto produce un fenémeno
de diamagnetismo conocido como el diamagnetismo de Landau para el cual la
susceptibilidad aunque tiene signo opuesto se comporta igual que la susceptibi-
lidad clasica de Curie a temperaturas altas. El tratamiento del efecto Landau
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estd fuera de los alcances de este libro pero juega un papel muy importante en
el analisis del comportamiento de un sistema de electrones bidimensional que en
presencia de un campo magnético genera un campo eléctrico perpendicular a la
superficie que encierra a los electrones de magnitud tal que si se quiere mantener
en un estado estacionario debe satisfacer una relacién con el campo magnético
que sélo depende del nimero de electrones, su carga y la velocidad de la luz.
Este es el llamado efecto Hall. En 1980 von Klitzing encontré que a temperatu-
ras muy bajas (= 1.5 K) la llamada resistencia de Hall estd cuantizada y su valor
minimo es h/e? {Sélo depende de la constante de Planck y la carga del electrén!.
Este resuitado, hoy conocido como el efecto von Klitzing le valié el premio Nobel
en Fisica en 1987.

Veamos ahora la teoria del paramagnetismo de Pauli. La energia de un
electrén en presencia de un campo externo B estd dada por

2
€= 2p_m —peB

Para los electrones, p. puede ser paralelo o antiparalelo respecto a la di-
reccion de B asi que tenemos dos grupos de electrones:

i. Los que tienen espines paralelos a B con € = p?/2m — p. - B

ii. Los que tienen espines antiparalelos a B con € = p?/2m + p. - B

Como a T = 0 K todos los niveles con € > €r estan vacios y aquellos con
€ < € estan llenos, la energia cinética de los electrones del primer grupo, N* en
numero puede variar entre 0 < € < €r + . - B en tanto que la de los electrones
del segundo grupo, N~ puede variar entre 0 < € < €p — pe - B. Asi pues, de
acuerdo con la ecuacién (6.8)

ATV 3/2
N+ = W{2m(€p+[le B)} /

_AnV

o 3/2
N 3h3

{2771(61: — He - B)}

y por consiguiente, la magnetizacion estd dada simplemente por

_ 47V
M= p(N*-N")= W@m)s/z"e [(EF + pe - B)*? — (er — pte -B)m]
Si suponemos que “—:Fﬁ es < 1 lo cual es valido para campos débiles, desarrollamos
los binomios que estan dentro del paréntesis cuadrado y conservamos solo los
términos a primer orden en B, obtenemos que:

arV
M= h—sem)a/szBG};{Z

y por lo tanto,

) M 4 p?
xo = lim, (EV) = et am)el” (=
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Si sustituimos € por su valor en términos de n de acuerdo con (6.8) en la
ecuacién (6.39) obtenemos finalmente que

X0 = inpe; (640)

que es la formula para xo deducida por Pauli. La expresion general para x
requiere de un cdlculo mds laborioso que esta fuera de los alcances de este texto.
(Ver ref. (4)).

Referencias

En adicidn a las referencias generales mencionadas en el capitulo 2, las sugeri-
das para este capitulo son:

1. Thermodynamics and Statistical Mechanics por A. Sommerfeld (Aca-
demic Press. Inc. Nueva York 1956) Vol. V Curso de Fisica Teérica.

2. The New Heat Theorem por W. Nernst (Dover Publications, Nueva
York 1969).

3. Atomic Physics por Max Born Dover Publ. Minneola. Nueva York 8a.
Ed. 1987), Cap. III.

4. Statistical Mechanics por R.K. Pathria (Pergamon Press, New York,
1972), Cap. 8.

5. Introduction to Solid State Physics por C. Kittel (John Wiley and
Sons, Nueva York 2a. Ed. 1959).

Problemas

1.

Mostrar que el nimero de particulas de un gas de Fermi que tienen una
celeridad comprendida entre vz y vz + dvz (o impetu entre p; y pz + dpz)
es

mm 2
n(p2)dps = (2 S ”") In {ﬁ(u ~E) 1}

y encontrar el limite de esta expresién cuando T' — 0. (Usar coordenadas
cilindricas).
Si nosotros interpretamos N = f0°° n(e) de donde n(€) es el nimero de

1/2
particulas con energia entre € y € + de, entonces, n(e) = i—’: (;‘;) 1+

e BB=€))=1_ Graficar n(e) con funcién de € y discutir el resultado.
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11.

12.

13.

6.5 Magnetismo en metales 105

Demostrar que la celeridad promedio de un gas de Fermi a 0 K es %vp donde
vp = pp/m. Calcular esta velocidad para un gas de electrones que en un
metal ordinario tiene una densidad de 10%*part/cm3. (o = 1/2).

La densidad del sodio metalico a T ~ 300 K es de 0.95 g/cm3. Suponiendo
que hay un electrén libre por dtomo de Na calcular €g, la temperatura de
Fermi Tr = €p/k, la energia por electrén y la presion del gas en el interior
del metal.

Probar que €%/(1 + €%)? es una funcién simétrica de £ y que tiende a cero
cuando T = *oo0.

Dar todos los pasos conducentes a las ecuaciones (6.18), (6.19) y (6.20).

Probar que para un sistema de Fermiones independientes

F_3 | 5 (=T 2+
NTsHP L T2\ e ) T

w2 kT
2 pr

Observe que S — 0 cuando T — 0 en concordancia con el principio de
Nernst, pero no asi F'. jPor qué?

Y que

S =Nk

Calcule el valor del potencial quimico p del aluminio a 3000 K y compare
con el valor de ug = 11.7 ev. Por cuanto difieren ambos valores. Explicar.
na; = 18.1 x 1023 elec/cm3.

. Calcular la compresibilidad isotérmica de un gas de Fermi fuertemente de-

generado. Comparar el resultado con el de un gas ideal.

La ecuacién £¢ = 6.11 x 10~'4julios/Kg.-molK? describe correctamente las
mediciones del calor especifico electrénico para la plata (Ag). Calcular el
valor de la energia de Fermi y el nimero efectivo de electrones libres por
atomo de Ag. El peso molecular de la plata es de 107.88 y su densidad de
10.5 g/cm3.

Repetir el problema 10 para el Cu, en cuyo caso %1=0.688:t0.002 %‘:—:‘}’)—”
El peso molecular del Cu est4 en tablas y su densidad de 8.47 x 1022£kg.

Si en el efecto Richardson, emisién termidnica en metales, aplicamos un
campo eléctrico constante en la direccién z, la emision de electrones se es-
timula por la accién del campo. Este es el llamado efecto Schottky. Obtener
una expresion para la corriente electrénica en este caso y discutir su conte-
nido fisico.

En el efecto Hallwachs, se obtiene una corriente electrénica aun si la fre-
cuencia de la radiacién incidente es menor que la frecuencia de umbral v,.
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14.

15.

16.

17.

18.
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Discutir por qué puede ser esto factible y estimar su valor para el caso del
tungsteno, e = 9.0 ev, x = 13.5 er a T = 10%K.

Use los resultados del problema 7 para una mol de tungsteno y calcular la
entropia de este metal a 2500 K. ;Cémo se compara con la del vapor de
agua a 300 K? ;Por qué?

Considere un gas de N electrones (ideal) encerrado un un volumen V a cero
grados K. Calcular la energia promedio (F) y expresarla en términos de
er. Tomar al sodio como ejemplo para el cual su densidad es 0.95 g/cm?,
me ~ 10727 g y el peso molecular — calcular su presién y discutir fisicamente
el porque del resultado.

La densidad de estado de los electrones p(€) en un cierto sistema estd dada
por
) D =const. sie>0
€) =
f(€) {0 sie<O0.
Calcular la energia de Fermi €, la condicién para el sistema sea fuertemente
degenerado y en éste caso probar que Cy es proporcional a T'.

Mostrar que si se escribe la funcién de distribucién de velocidades para
un gas ideal de F.D. en el espacio de velocidades, tiende a la distribucién
Maxwell Boltzmann cuando la temperatura es muy alta kT > ep. Estime
la temperatura requerida para esto ocurra si la densidad electrénica es de
1024 elec./cm3.

Escriba Ud. las ecuaciones para la presion, la energia interna y la funcién de
Helmholtz como desarrollo en potencias de la densidad numérica n = N/V.
Identifique los tres primeros coeficientes (llamados de virial) y explique

fisicamente su origen tomando en cuenta que para un gas ideal clésico
p = nkT.



Capitulo 7

Sistemas que obedecen la
Estadistica Bose-Einstein

7.1 Condensaciéon de Bose

Las particulas que obedecen a la estadistica de Bose-Einstein tienen un compor-
tamiento completamente distinto a las de un sistema de Fermi-Dirac. Debido
a que la funcién de ondas es simétrica, no implica la existencia de un princi-
pio de exclusién de manera que en cada estado propio pueden coexistir cuantas
particulas se quiera. A medida que T — 0 las particulas se distribuirdn preferen-
cialmente en los estados de menor energia asi que podriamos sospechar que cerca
del cero absoluto la mayor parte de las particulas ocuparédn el estado de menor
energia, que en este caso es € = 0 (¢ = p?/2m). Esto implica que el impetu
p serd también cero que de inmediato establece que la presion del gas tenderd
a cero contrario al caso anterior en donde la presién en la esfera de Fermi, es
enorme. Para estudiar cuantitativamente como se lleva a cabo esta distribucién
de particulas a diferentes temperaturas recordemos que la distribucién de BE
esta dada por

n* 9i

§ T Beew —1 (=)

Contrario al caso de FD, aqui £ nunca puede ser un nimero positivo pues si lo
fuera habria valores de ¢; para los cuales ¢; — i daria lugar a los valores negativos
de n; lo cual es absurdo. Como ya vimos en el capitulo 5 para un gas “clasico”
p# es muy grande y negativo luego para un sistema de B. E., —oo < p < 0;
el mdximo valor que puede tomar p es cero. Otra propiedad singular de la
ecuacion (7.1) es la ocupacién del estado base a bajas temperaturas. En efecto,
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si llamamos ng el nimero de particulas en o = 0 tenemos que,

.e_ 9
0= oA —1

de modo que si p es finito y negativo si T — 0, e™#* — 0o y n} crece sin limite,
esto es, la poblacién del estado base podria pensarse que seria tal que ng ~ N
donde N es el nimero total de particulas en el sistema. Para visualizar mejor
este efecto, tomemos la expresiéon para N que dedujimos en el capitulo 5, ec.
(5.39a), tomemos o = 0 y por lo tanto,

(o °]
N = ﬂ(Zm)"’/2 y/eds

ik - (7.2)

que determina a p como funcién de n = N/V y T. Hagamos en esta ecuacién
1 = 0, el méximo valor que puede tomar p y z = (e de manera que,

.14 3/2 /°° Vvzdz

Si definimos una funcidn, llamada la funcién zeta de Riemann (ref. (1)),

_ . 2 ° zlde
C(n+l)=f‘(n+l)/ ZZ  n>0 (7.3)

y usamos el resultado que ¢(3/2) = 2.612 obtenemos que

2V
Np=0)="C. ‘f2 612(2mkT)3/2

3/2
271'ka> (7.4)

Nogx = V2612 ( 2

que estd en flagrante contradiccién con la ecuacién (7.1). En efecto la ecuacién
(7.4) predice que el nimero méximo de bosones por unidad de volumen, primero,
es finito y varia como T%/2; segundo, a T = 0 Npgx = 0 en tanto que el argumento
que surge de (7.1) muestra que ng puede crecer sin limites y de hecho que el
nimero de ocupacion de cualquier estado es arbitrario.

Claramente hemos cometido un error y este se palpa de inmediato si recor-
damos que la ecuacién (7.2) es el limite de la serie

N= Z ea+ﬂc. -1

la cual al aproximarla por una integral ignoramos el hecho de que a bajas tempe-
raturas el primer término €; = 0 puede ser tan importante jcomo toda la suma!
Si separamos el término singular entonces,

N —ﬁl‘—1+zea+la5‘_1
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y como para € = 0, p(¢) = 0 no cometemos ya ningin error si escribimos que

go 2 V(Qm)B/Z /00 _\/EdE
0

N= a1t 3 gy P

(7.5)
que es la ecuacidn correcta para determinar . = p(n, T'). Pero no hay que olvidar
que habra temperaturas para las cuales el primer término sea despreciable y la
ecuacion (7.2) sea correcta. El criterio que podemos emplear para discernir entre
ambos casos se sugiere de inmediato: La ecuacién (7.4) establece que p = 0 si la
temperatura T tiene un valor determinado por

n \2/3 R2?
T‘(z.ﬁu) " 2rmk T (@)

il

que llamaremos la temperatura critica. Vease que T¢, al igual que T en el caso de
los sistemas FD, s6lo depende de la densidad. Obviamente, para temperaturas
T < T. el primer término en la ecuacién (7.5) es importante y de hecho el
dominante cuando T — 0. A temperaturas mayores que T, la importancia
de dicho término va disminuyendo hasta alcanzar los valores para los cuales se
obtiene el limite clasico. Para estudiar con detalle todos estos casos hacemos
Be = z en la ecuacién (7.5), substituimos el factor (2—;‘",'5)3 % en términos de 4l
segin (7.6) y dividimos la expresién resultante entre N para obtener que:

1 3/2 1/2d.'E
l——{-—— - .
N 2612(T> f/ es—a 1 b

donde a = —fu. Esta ecuacién aunque es de hecho complicada en su aspecto,
puede analizarse en varios casos extremos.

El caso mas simple es el del llamado gas de Bose “fuertemente degenerado”
y que corresponde a T' <« T, que como ya vimos implica p ~ 0. En este caso, de
acuerdo con la ecuacién (7.3) la ecuacién (7.7) se reduce a

. 3
=% (X .
N T\T.

ng = N [1 - (%)3/2] (7.8)

Este resultado estd en completa concordancia con la argumentacion de la pagina
106. Si T = 0, ng = N, todas las particulas del sistema ocupan el estado
base. Muy cerca del cero absoluto esta ocupacién sigue siendo predominante y
el resto de las particulas estan distribuidas en los estados de baja energia. A este
fenémeno se le llama la “condensacion de Bose” y es importante subrayar que
la condensacién ocurre en el espacio momental no en el espacio de configuracién
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X
=
>

fluido normat

condensado

| T/TC

Figura 7.1 Condensacién de Bose: Diferencia entre el “gas normal” y el condensado més la
ocupacién de algunos estados excitados

como la condensacion de un gas ordinario. A temperaturas mayores que 7¢,
ng ~ 0, ya no es relevante. (Ver fig. 7.1).

Es importante volver a insistir en que ng representa solamente la ocupacién
del estado base no la distribucién de particulas en el espacio de energia. Esta
distribucién de acuerdo con la ecuacién

N=/0°on(f)de

estd dada por

_2nv a2 Vede
Tl(C) de = F(Qm) ;37(6"#) 1 (79(1)
o bien, en el espacio momental,
_ 2V p2dp
n(pP)dpP = 3~ 5ajam—p) 1 (7.95)

que es el andlogo de la distribucién clasica de MB. De la ecuacién (7.9b) se puede
percibir con toda claridad que n(p = 0) = 0 nada tiene que ver con ng. n(p)dp
es la probabilidad de encontrar una fraccién de particulas entre p y p + dp.

El resto de las funciones termodinamicas para el gas de Bose degenerado se
pueden obtener ficilmente. De la ecuacién (5.39d) con a = 0,

2V © 3/24g
=22 2m)3/2(kT 5/2/ i i
U 3 (2m)*/2(kT) Ml

que usando (7.3) puede reescribirse como,

27V 3 Vr
U = S5 @m)¥2(kT)*/25 - 35-C(5/2)
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y usando las tablas de la funcién zeta, {(5/2) = 1.341 y la definicién de T,

T 3/2
U = 0.7701NkT ( i) (7.10)

que, como es de esperarse implica que U y p son cero a T = 0 y como se sigue
de (5.40). De la ecuacién (7.10) obtenemos también que

3/2
Cy = ‘—;ET]- = 1.925Nk (i) (7.11)

que es consistente con el principio de Nernst ya que Cy — 0si T — 0.

El célculo de las funciones termodinamicas para un gas de Bose a T > T
es un poco mas complicado. Las funciones que deseamos evaluar son:

oo 1/2d
n= 2T (amkT)¥/? / 23 (7.12a)

h3 o e=—o-1
= =u= %(2ka)3/2(kT) /0 % (7.12b)
y
F ar ik ,-oo _:1:3/2d:t
v = un ?(2171’(:’11) (kT) _/0 et-a _ 1 (712C)
en las cuales —a > 0. Definamos ahora
% xhdx 13

y hacemos

1 ezt -s4a Z e—o(z—a) _ Z e—2(z—a)
ex—a _ ] - 1- e—z+a -

s=1

donde hemos usado la propiedad que e~*** < 1. Substituyendo en (7.13) obte-
nemos que

oo ©  sa
n_—sx o €
Fo(a) = E e“"/0 z"e *dz =T(n+1) E presy (7.14)

s=1

haciendo uso de la definicién de la funcién I' (gamma) a saber,

o0
[(n+1) = s"*! / z"e **dx
0



112 Capitulo 7 Sistemas que obedecen la Estadistica Bose-Einstein

Como el valor méximo de o es a = 0, estd claro que la suma en (7.14) siempre
es convergente y

F,(0) n+1)z w71 =D+ 1){(n +1) (7.15)

donde ¢(n + 1) es la funcién zeta de Riemann. La ecuacién (7.3) es una forma
alternativa de la ecuacién (7.15). Ahora usamos la ecuacién (7.14) paran = 1/2

3/2 _
n (7.12a), que después de sustituir el factor (23%) /2 en términos de T. por

medio de la ecuacién (7.6) conduce al resultado,’

T g 1 2o esc
1= (= s .
(Tc) 2.612 ; $3/2 (7.16)

que es la ecuacion implicita para g en términos de T y n. Para obtener a p

explicitamente hay que invertir esta serie lo cual haremos aqui por aproximacio-
nes sucesivas sélo para un par de términos. Explicitamente,

T\32 1 o2 eda
1= — —_— o e s te
(Tc> 2.612 <e tentea Tt )
que a primera aproximacién da
) 3/2
A segunda aproximacién obtenemos que

/2
o 1 , (Te\? T.\*
e + 23/2 (2 612) T = 2.612 ?

—2612(

~jg3

y por lo tanto

TC 3/2 Tc 3/2 TC 3
@=2612( = 1-0.92347 ( == . £e 1
(T) 0937(T) +03926(T) + (7.17)

donde el ultimo término corresponde a la tercera aproximaciéon que el lector
puede verificar si lo desea. Como a = —f, la ec. (7.17) constituye la expresién
para el potencial quimico g como funcionde n y T.

El resto del cdlculo es ahora cuestion de algebra un tanto laboriosa. De la
ec. (7.12b) tenemos que

2
—PV U=2nm V( 'Tk) kT%/2F35(cx)

1Recordemos que I'(3/2) = %F(1/2) = 4 (Ver ref. (1)).
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Usando las ecuaciones (7.14) y (7.6) esta expresion puede reescribirse como

3 2 T\ N _ (5| e
SpV =U=m—ekT (=) ==T{2])Y =5
2P N (Tc) 2.612 <2>Zs5/2

s=1

y como I' (5/2) = gg, obtenemos finalmente que

3 3 1 [T\ e2o
2oV =U =S NkT— [ = ay & L.
PV =U =Nk 3513 (T) <e tEnt )

Si aqui sustituimos e* de su expresién dada por la ec. (7.17), después de rearre-
glos algebraicos se obtiene que:

3pV U 3 /o T.\’
SET = % _EN{I 0.4618 (T) —0.0225<T) . (7.18)

y andlogamente, de la ec. (7.12c) tenemos que

T 3/2 T 3
F:pN—NkT{l—OAGlS (%) —-0.0225 (?C) ~} (7.19)

Es interesante hacer notar que la entropia para un gas de Bose ideal a T' > Tc
tiene una forma sugestiva. Recordando que S = L’%E si usamos las ecuaciones
(7.18) y (7.19) y notamos que 1 = —kT In e* con e* dada por la ecuacién (7.17),
después de varios pasos algebraicos simples pero laboriosos obtenemos que

3 5 nh3 e 42
§ = ZNkinT + Nk [5 —In—— ] =4 Nk{0.2309 (—T->

Tc\? T. 9/2
+0.0225 <?> +O(T> }
T 3/2 T 3
= Sgr — Nk {0.2309 (T) + 0.0225 (T) + - } (7.20)

donde Sg; es la entropia del gas monatdmico ideal clasico dada por la ecuacién
de Sackur y Tetrode. Es evidente que si T > T, el segundo término en (7.20)
es despreciable y como era de esperarse, a temperaturas altas S ~ Sg;. De
nuevo corroboramos que los resultados de la estadistica clasica son casos limites
de la estadistica cudntica. Hay que subrayar que en este caso temperaturas altas
quieren decir T >> T¢, que es un criterio cuantitativo.

La imagen fisica que surge en toda esta discusion es interesante. Por debajo
de la temperatura T, un gas de Bose ideal se comporta como una “mezcla” muy
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especial, los bosones que en nimero no despreciable estdn en el estado base, v.
gr. el “condensado” y el resto de ellos que ocupan los estados excitados. En
la fig. 1 esta mezcla estd representada por la region debajo de la curva. A
temperaturas mayores de T¢, el condensado es despreciable, los bosones tienden
a ocupar indiscriminadamente los niveles de energia ¢ # 0 y forman una fase
homogénea. Visto asi, el comportamiento del gas en la vecindad de T, se asemeja
a una transicién de fase como la de un gas al liquido que insistimos, aqui ocurre
en el espacio momental.

Vamos a ver ahora que semejanza existe en el comportamiento de un sistema
ideal de bosones alrededor de T, con las transiciones de fase ordinarias.2 Veamos
primero cémo son las isotermas de Bose para T' < T, aunque debido a que T es
constante, vamos a definir como parametro adecuado el volimen critico v,

1 h2 3/2
o= S ) (721

que de acuerdo con la ec. (7.4) es el volumen mdximo por particula a p = 0.
Ahora bien, de la ec. (7.10)

2 .2 3/2
V=-U=- TJ70INKT | —
D 3U 3 x 0.7701Nk (Te>
o bien

2 3/2
p=134 (-’%’f> kTS/? (7.22)

a v < v, la presién no depende de la densidad, solo de la temperatura i.e. las
isotermas son lineas rectas. La ecuacién de la envolvente de las isotermas que
definen la regién de transicion se obtiene al despejar T de la ec. (7.21) substituirla
en (7.22) y obtener que

1.34 AT
P= 2612)f (27rm) =

pvd/3 = const. (7.23)

o bien que

Para v > v, la presién como funcién de v se puede obtener por un procedimiento
andlogo al que conduce a la ec. (7.18) y que no haremos aqui. El punto esencial
del cdlculo es que en la regién horizontal como en el caso liquido vapor, coexisten
las dos fases, el condensado y el gas en los estados excitados. La porcién de la
curva para v > v, es la region homogénea de una sola fase; el condensado es

3Para un repaso de este tema el lector puede consultar la referencia (1) del Capitulo 2, en
particular el capitulo 14
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Figura 7.2 Las isetermas de un gas de Bese ideal

ya despreciable. El diagrama representativo de estas isotermas se exhibe en la
figura 7.2.

En un diagrama p — T podemos visualizar otro aspecto de la transicion.
Ahi, para T < T, la presién aumenta con la temperatura de acuerdo con la cc.
(7.22). Entonces,

dp 5 2rm \ */2 5 /28
—= == x 1.3 == K5/23/2
ar 2> ( )

de manera que a T = T, o mejor a v = v, sustituyendo la ec. (7.21) obtenemos

que
dp B 1
(‘ﬁ>uc = 1.28kT - o (7.24)

Si comparamos este resultado con la ecuacién de Clausius-Clapeyron, a saber,
que para una transicion de primer orden,

b ___lp
dT — T(Vy - Vi)

vemos que formalmente la ec. (7.24) asevera que la transicién que ocurre a
T = T, corresponde a un calor latente /;; = A que esta dado por

A = 1.28kT,

un resultado un tanto incitante para buscar una corroboracién experimental.
(Ver fig 7.3). Es interesante senalar que la regién a la izquierda de la linea de
transicion en la figura 7.3 no tiene sentido fisico, la fase condensada yace sobre
la misma linea de transicién (Ver problema 8.).



116  Capitulo 7 Sistemas que obedecen la Estadistica Bose-Einstein

[

A

;%{,hn.o de transician

/o PaT Y2
region =in sentido
fisico /S I
|
]
]
|
/ | Z
-~ fase condensuda | " fase gaseosa
i l »T

Te

Figura 7.3 Diagrama p — T para un gas de Bose

Examinemos, por iltimo el comportamiento de las funciones U y Cy en la
vecindad de T,. En el caso de la energia interna en la fase condensada tenemos
que U =0 aT =0 y alcanza un valor de 0.7701NkT, para T = T.. Por otra
parte de la ecuacién (7.18),

3
lim U(T) = 7 NKT.(1 - 0.4618 — 0.0225 — ---) = 0.T705NKT
T—-T,

de manera que podemos afirmar que U es continua en T' = T'c. Veamos ahora
que ocurre con el calor especifico Cy = (%)V. De las ecuaciones (7.11) y (7.18)
tenemos que,

5 T\3/?
lim Cy =0.7701 x =Nk (—) =1.925Nk
G 2 T,

lim Cy = gNk(l +0.2309 +0.045 + - - ) = 1.924Nk

T =i

por lo que también podemos afirmar que Cy es continua en T' = T,. Sin embargo
la segunda derivada de U en T' = T, ya no exhibe un comportamiento regular.
En efecto,

dCy 5 3 cl/2 Nk
1§ ==V )= 0. O o SNK=S _ — 2888 —
lmc_ ( dI ) O 7701 X 2 X 2 k Ca /2 888 71‘:
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Figura 7.4 Capacidad calorifica a volumen constante para un gas ideal de Bose-Einstein

y de la ec. (7.18) tomando la segunda derivada respecto a T y el limite cuando
T —-TF,

. (dCy\ 3 3 T T3
Tl—l.l'llzl‘: <d—T> = ENk [—Z X 0.4618’1165/2 ‘_0-13577 -

Nk
~ —0.722—
0.7 T,

Loy - Hdc" = 366t (7.25)
dT Jrrs dT J r1- T

la derivada del calor especifico a volumen constante es discontinua en T = T
(Ver fig. 4).

De este andlisis surge ahora una pregunta un tanto retadora: jexiste en la
naturaleza un sistema cuyo comportamiento se asemeje al predicho por la teoria,
para un gas de Bose-Einstein ideal? Como veremos en un momento la respuesta
apunta a un sistema que constituye todavia hoy en dia un verdadedo reto a los
fisicos tedricos.

de manera que,

7.2 La Radiacién del Cuerpo Negro. Estadistica
de Fotones

Como mencionamos al inicio del capitulo 4, la teoria de la radiacion del cuerpo
negro jugé un papel muy importante a fines del siglo pasado ya que condujo
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7
/
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Figura 7.5 Cajas cuyas paredes estdn cubiertas por negro de humo. La radiacién que es
absorbida por las paredes es también emitida

de una manera inequivoca e impactante a mostrar la existencia de un sistema
fisico cuyo comportamiento era inexplicable con las leyes de la fisica clasica.
Todavia mas, la busqueda de la solucién al reto planteado condujo a Planck
en 1900 a introducir la idea de que la radiacion electromagnética emitida por
“emisores elementales” sdlo aparece en paquetes discretos miiltiplos enteros de
la frecuencia, mas tarde bautizados con el nombre de fotones. El paso culminante
lo di6 Einstein en 1905 al proponer que esta discretizacion en los modos de energia
de un sistema no sélo deberia ser vélida para el caso de la radiacion sino también
para la materia e hizo ver con toda claridad cémo las propiedades de muchos
sistemas formados por particulas materiales cuando estdn sujetos a condiciones
extremas requieren de una modificacion de las leyes de la mecdnica clasica y de
hecho visualiz6 la necesidad de crear otra mecanica hoy conocida como mecanica
cuantica.

El aspecto termodindmico (macroscépico) de la radiacién electromagnética
emitida por un cuerpo negro es un tema que deberia ser prioritario en todo curso
convencional sobre esta materia. Aqui haremos una sintesis de las propiedades
termodindmicas mas relevantes de esta radiacién dejando al lector interesado que
las desconozca a que las vea en la literatura *. El sistema al que hacemos refe-
rencia es el de un cuerpo cuyas paredes son emisoras y absorbedoras “perfectas”
de la radiacion y se encuentran en equilibrio termodindmico a una temperatura
T.

Si llamamos u,dv a la energia de la radiacién por unidad de volumen com-
prendida en el intervalo de frecuencias entre v y v + dv, llamada la “densidad
espectral” de la radiacién, la segunda ley de Kirchhoff establece que u,(T) es

*Todas estas propiedades estdn demostradas en el capitulo 12 de la referencia (1) citada en
el capitulo 2. Un tratamiento in extenso del tema se aborda en la referencia (2) citada en el
mismo capitulo
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Figura 7.6 Densidad espectral de la radiacién de un cuerpo negro

una funcién universal de T, no puede depender ni de la naturaleza de las paredes
u otros factores inherentes a la composicion de la caja. La densidad de energia
total u(T)

w(T) = /0 ” w(T)dv (7.26)

claramente es también funcion universal de T. Es muy importante hacer hin-
capié en que la ley de Kirchhoff es una consecuencia de la segunda ley de la
termodindmica y de las leyes de la electrodindmica clasica que gobiernan el
comportamiento de la radiacién electromagnética. Esto implica que la forma
explicita para u,(T) sdlo puede depender de la validéz general de la termo-
dindmica y la electrodindmica y de nada mas. En 1879 el fisico austriaco Ste-
phan descubrié (accidentalmente) que la densidad de energia de la radiacién es
proporcional a la cuarta potencia de la temperatura. Poco después Boltzmann
dié una demostracién termodinamica de este hallazgo y asi se formulé la ley de
Stefan-Boltzmann,

u = aT? (7.27)

donde a es una constante. Refiriéndonos a la fig.7.6, este resultado afirma que
el drea bajo la curva que representa a la densidad espectral u,(T) a cada tem-
peratura T es proporcional a T%. Pero hasta los afos que marcaban el inicio de
la ultima década del siglo pasado los esfuerzos que se habian hecho por obtener
la forma explicita para u, (T) habian sido futiles.

En 1893 el fisico aleman W. Wien, usando argumentos basados tinicamente
en la electrodindmica y termodinamica pudo demostrar que

u,dv = V3 f(v/T)dv (7.28)
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donde f(v/T) era una funcién desconocida de la razén v/T. Claramente, si
sustituimos la ec. (7.28) en (7.26) y hacemos z = v/T obtenemos que

w(T) =T* /00 3 f(z)dz = aT* (7.29)
0

donde a = f0°° z3f(z)dz que podria evaluarse, conocida f(r). Més aiin la ec.
(7.28) también contiene a la famosa ecuacién de desplazamiento de Wien, a
saber que el maximo de las curvas se corre hacia el infrarrojo de acuerdo con la
ecuacion

AméxT = const. (7.30)

donde se sabia experimentalmente, que la constante era igual a 0.294 cm (K)*!.
Las ecuaciones (7.29) y (7.30) constituyen el maximo avance que se pudo lograr
en la determinacion de la densidad espectral del cuerpo negro dentro del contexto
de la fisica clasica. No obstante, el mismo Wien propuso una forma semi-tedrica
para f(v/T), a saber,

u,(T)dv = av’e P*/Tdy (7.31)

donde a y [ son constantes indeterminadas. El mérito de la ec. (7.31) no
fueron tanto los argumentos tedricos usados para deducirla sino que concordaba
satisfactoriamente con los resultados experimentales en la regién de las altas
frecuencias. En la regién de bajas frecuencias se sabia perfectamente bien que
la forma correcta para u,(T) estd dada por el principio de equiparticién de la
energia y se conoce como la ecuacion de Rayleigh-Jeans,

2
uy (T)dv = 8’:_;’ kT dv (7.32)

cuya deduccién veremos en un momento. Sin embargo una férmula dnica que
abarcara todo el espectro de frecuencias subsistia como un reto a la fisica tedrica
clasica.

En 1895, Max Planck basdndose esencialmente en las leyes de Kirchhoff que
establecen la universalidad de las propiedades de la radiacién de un cuerpo ne-
gro, introdujo al campo radiativo un oscilador arménico cargado para estudiar
el amortiguamento de las radiaciones en el mecanismo de absorcién. De aqui
dedujo, usando exclusivamente las leyes de la electrodindmica clasica que la den-
sidad espectral de la radiacién estd dada sélo en funcién de la energia promedio
del oscilador < € >, a saber que

82

u(T) = <50

(7.33)

La ecuacién (7.33) representa uno de los resultados mds espectaculares de la
teoria de la radiacién ya que en ella sélo aparace la frecuencia y la constante
universal ¢. El problema consiste en determinar (€) correctamente. Planck sabia
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que en efecto la mecdnica estadistica de Maxwell y Boltzmann conducia sélo al
resultado valido en el limite de bajas frecuencias pues de acuerdo con el principio
de equiparticion, (¢) = kT y se recupera la ec. (7.32). Esta ecuacién claramente
incorrecta a frecuencias altas conduce a la llamada “catastrofe del ultravioleta”,

v

lim u, (T)dv — oo
v—o00 0

Asi, Planck se vi6 obligado a introducir un modo de pensar estrictamente no-
vedoso: supuso que la absorcién v emisién de la radiacién sélo puede llevarse
a cabo como muiiltiplos enteros de un “cuanto elemental de energia” llamémosle
€0 y por lo tanto que el oscilador en presencia del campo radiativo solo puede

tomar energias 0, ¢g, 2¢q, ..., néy. Entonces, la energia promedio del oscilador
sera
~00 —nBeo d CS d
(&) = % — Ay o by 1
Zn:O e~ Fneo dﬂ n=0 dﬁ (1 € 0)
__ €
que sustituida en (7.33) da como resultado
8 2
1, (T) = Eimtt (7.35)

3 e®/kT _

y para que este resultado sea consistente con la ley de Wien, forzosamente ¢y =
hv donde h es una constante. Asi pues

8mrhv3 1
u,(T) = 3 ehv/kT _ |

(7.36)

que es la celebrada ley de Planck para la distribucion espectral. La concordancia
con el experimento fue sorprendente y de ahi Kurlbaum y Rubens determinaron
el valor de h, la constante de Planck, h = 6.626 x 10~34 julios(hz)~!. Usando la
ec. (7.36) se puede obtener el valor de la constante 0.298 en la ley del desplaza-
miento de Wien y también la constante de Stefan-Boltzmann,

8rS k4 W.m?2
=— " _ =567032 x 1078
“T 15 (he)® )

Sin embargo, desde el punto de vista de la mecdnica estadistica la deduccién
de Planck presenta dos dificultades, primero el uso de la férmula estrictamente
cldsica para expresar u, como funcién de v y de (€) [c.f. ec.7.33] y segundo
el significado del cuanto de energia ¢g = hv. Para resolver la primera dificul-
tad se puede intentar eliminar el concepto de radiador y emisor y tratar es-
tadisticamente a los modos normales de la radiacién en una cavidad. Es bien
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sabido de la electrodinamica clasica que la distribucién de modos normales de la
radiacién de un campo electromagnético es igual a (Ver problema (12))

arV
gv)dv =2 —:3—u2du (7.37)
el factor de 2 proveniente de que hay dos direcciones de polarizacién indepen-
dientes. De acuerdo con esta férmula

1
u, (T)dv = ((T)) - g(v) dv - v
8rhy® 1
= =3 hkr W

que es la distribucién de Planck. Pero esta deduccién todavia, a su vez, tiene
dos inconvenientes. La ec. (7.37) es un resultado de la electrodindmica clasica
el cual se combina con un “nuevo” resultado, (¢(T)). Pero esto implica que un
oscilador puede tener energias 0, hv, 2hv, ... de modo que si pensamos en los
modos normales de la radiacién de una cavidad como si fueran osciladores esto
implicaria que una onda de frecuencia v puede tener una energia nhv y esto va
en contra de las predicciones de Einstein, como ya vimos en el cap. 2, él insiste
en que la energia de un fotén es hv y no nhv. Asi pues, esta solucion es todavia
poco satisfactoria. Todavia podria pensarse en otra alternativa y considerar a
la radiacién contenida en la cavidad como un gas clasico formado por fotones de
energia hv e impetu h_; En este caso la densidad de estados en el espacio de
impulso estd dado por

como ya vimos en el cap. 6. Como ahora |p| = hv/c,

g(v)dv =2 %uzdu (7.37)
que es precisamente la misma ecuacién que (7.37) para la distribucién de modos
normales de la radiacién clésica. Es mds, la ec. (7.37) resulta de dividir a la
Boltzmann el espacio u de estas particulas en celdas de magnitud h3 y contar
el nimero de ellas que estan en la regién de dicho espacio correspondiente al
volumen V' y a la regién entre p y p + dp. (Ver ejercicio (13)).

Continuando con el argumento, de acuerdo con la estadistica de Boltzmann,
el numero de fotones con energia ¢, = hv, que se encuentra en una celda con
“degeneracion” g, estd dado por

ne = Agse—hu,/kT

Como E = Y, hvyn,, la energia de dichas particulas en tal celda serd

nghy, = Agshuse-h”’/kT
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y si hacemos s — 0

3
u,dv = lim ."’3"’ = As’%e-""/”du (7.38)
donde hemos hecho uso de la ecuacién (7.37). La ecuacién (7.38) aparte de
la constante indeterminada A es precisamente la propuesta por Wien [c.f. Ec.
(7.31)]. La estadistica cldsica falla también; si se toma en cuenta la naturaleza
corpuscular de la radiacién sélo predice el comportamiento para altas frecuencias.
Mi4s atin, en este limite la distribucién de Planck se reduce a la ecuacién (7.38)
con A = 1. Pero recordemos que A = €™ es el pardmetro indeterminado que
surge de la conservacién del nimero de particulas ), n, = N. Asiquesi A=1
o bien a = 0 dicha condicidn es inexistente; el nimero de fotones no se conserva.

En verdad la deduccién correcta de la distribucién de Planck tuvo que es-
perar 24 anos y fué dada por el fisico indio S.MN. Bose, quien traté a los cuantos
de luz como bosones independientes. Un macroestado posible para este sistema
esta dado por

gs +ng — 1)
W= H g —1)'qu

s

segin la ecuacién 5.13. Si ahora maximizamos W sujeto sélo a la constriccién
dada por la conservacién de la energia i.e. hacemos 6lnW = 0 con 6F =
Y., 6nshvy = 0 obtenemos que

] gs + 1N,
n oo 8
Ng

= Bhy,

como el lector puede verificar facilmente. Entonces,

n.o— 9
* ePhve _ ]
y en el limite implicado en la ec. (7.38)
8th  v3dv

que es la deduccién correcta de la distribucién de Planck, los fotones son bosones
cuyo numero total no es constante, i.e. u = 0.

Todo lo que resta en esta seccion es calcular las funciones termodinamicas
para la radincién del cuerpo negro. En efecto resolviendo el problema (11) ob-
tenemos que

u(T) = EaT“ (7.39)

2%k (K °
"~ 15¢2 \ he

donde
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y como pV = %U s
1 4o
P=3%73%
Este resultado merece un comentario especial. La ecuacién general pV = 2/3U
que dedujimos en el cap. 5 como un resultado valido para bosones o fermiones
como particulas con masa m, no es vdlido para fotones cuya masa m = 0. La
presién de la radiacién electromagnética es (1/3)u y dejamos al lector meditar
sobre esta diferencia (Ver problema 15). Véase que la radiacién electromagnética
es un sistema con un solo grado de libertad luego todas las variables extensivas
son proporcionales al volumen del recipiente que la contiene. Ahora como p = 0,
G =p N =0y por lo tanto

T (7.40)

U-TS+pV =0

Yy por consiguiente,

1 16 o
S==(U =—-V7
T( +pV) »
O 16
s(T) = > 2713 (7.41)
3 ¢

Solo hay una capacidad calorifica pues ni s ni u dependen de V' y

ds du

€=Top ="z = 16%T3 (7.42)
De hecho,
H=U+pV=V. %u
O sea 4
h= U (7.43)

y solo es funcién de T luego la simetria que existe en un sistema termodinamico
usual entre U y V y H y p, aqui se pierde completamente. Claramente las ecs.
(7.41) y (7.42) muestran consistencia con el principio de Nernst ya que sy C — 0
si T — 0. Para mayores detalles recomendamos al lector consultar la ref. (2) al
final del capitulo.

7.3 Teoria de las propiedades del He* (Superfluidez)

Nuestra discusién sobre las propiedades termodindmicas de un gas formado por
N bosones independientes terminé planteando una interrogante, a saber, si existe
en la naturaleza algin sistema que tenga las caracteristicas adecuadas para que,
con algin grado de aproximacién, exhiba estas propiedades. Puesto que este
sistema debe ser un sistema formado por bosones y ademas ser un fluido, de



7.8 Teoria de las propiedades del He* (Superfluidez) 125

hecho, lo mas aproximado a un gas ideal, de acuerdo con la férmula para el
pardmetro de degeneracion, ec. (5-32)

1 (2rmkT\*?
=alTw

n
esto ocurrira si el sistema es muy denso, la temperatura a la cual permanece como
liquido de ser lo menor posible y la masa también. Si en estas condiciones ¢ < 1
el sistema serd degenerado. Los dos candidatos viables que pueden satisfacer
estos requisitos son el Hy y el He?. Pero el hidrégeno licia a temperaturas
relativamente altas (T, ~ 20.5 K). En cambio el helio es un sistema que debido
a las fuerzas intermoleculares atractivas relativamente débiles permanece siendo
un gas a presion atmosférica hasta 5.2 K y su masa después de la del hidrégeno
es la mas pequena en la naturaleza. El lector puede verificar facilmente que, en
efecto, a temperaturas ~ 5 K el helio es un sistema cuantico (¢ < 1), su volimen
molar v* = 27.6 cm®/mol. De acuerdo a estos datos si el helio liquido sufriera
una condensacion de Bose, la temperatura de transiciéon deberia ocurrir a una
temperatura T, ~ 3.14 K.

En efecto, de la ec. (7.6), si recordamos que v* = —’:’111, donde N es el niimero
de Avogadro

< No )2/3 h2 h2 N3
T, =

. Ny = ~314 K
2.612v* 2mkMue °  2mkMpy, (2.612v°)2/3

donde My, es el peso molecular del Helio.

El comportamiento del He? liquido por debajo de 5 K es todo un capitulo
de la fisica tedrica y experimental. La licuefacciéon del Helio fué lograda por
H. Kammerlingh Onnes en Leiden en 1908 pero no fué sino hasta 1911 que se
encontré que algo peculiar le sucedia al liquido ya que al enfriarlo por debajo
de 2.2 K comenzaba a expandirse en lugar de contraerse, a diferencia del com-
portamiento de casi cualquier otra sustancia. En 1924 el mismo K. Onnes y un
ayudante J. Boks encontraron que el coeficiente de expansion volumétrica tiene
una discontinuidad muy parecida a la que exhibe Cy para el gas de Bose ideal y
en 1928, K. Onnes y M. Wolfke al compararla con la transicién de fase introdu-
jeron la nomenclatura actual del helio I para designar a la fase normal y helio II
a la fase debajo de 2.2 K sugiriendo la idea de que ésta tltima corresponde a una
nueva forma alotrépica del helio. Finalmente en 1932 Keesom y Clusius mos-
traron que el calor especifico del helio liquido a T' = 2.2 K obedece a una curva
cuya forma se asemeja al de una letra lambda griega (A), (Fig.7.7) hoy llamada
transicion lambda que representa una discontinuidad mucho mas aguda que la
correspondiente a la que se observa para el gas de Bose (Fig.7.4). El diagrama
p — T del helio es un tanto singular (Ver Fig. 7.8).

Observamos primero, que a diferencia de un liquido ordinario, no tiene punto
triple. En su lugar hay dos puntos triples unidos por la linea A que separa al
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Cv
tcotfox) 3

- L Tik)

Figura 7.7 Calor especifico del helio liquido a su presién de vapor

17T T T T |

f

Figura 7.8 El helio tiene cuatro fases que se exhiben aqui en el planop — T

He-I del He-II. Segundo, el liquido no solidifica a presiones ordinarias, la curva de
fusion tiende a cero, con una pendiente horizontal como lo requiere el principio
de Nernst, pero a una presion de 25 atm. Fisicamente este hecho corresponde a la
debilidad de las fuerzas atractivas, esto es, el helio a presiones bajas se comporta
practicamente como un sistema de esferas duras. A temperaturas menores que
1 K la curva de fusién ps(T) es practicamente horizontal. De acuerdo con la
ecuacion de Clausius-Clapeyron esto implica que

dps _ Siiq — Ssol _

dT ~ Viq — Vsoi

la entropia del liquido es igual a la del sélido. jA 1 K el He II satisface los
requisitos impuestos por el principio de Nernst!; por lo menos al igual que el He
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sélido a la misma temperatura. Esto implica que el liquido ya nada puede ganar
respecto a su o6rden térmico solidificando a una temperatura menor. Tercero,
la curva de fusién tiende rdpidamente a su forma horizontal y justo en el punto
donde el calor especifico se torna anomalamente grande en la vecindad de la linea
A. Esto es porque al transcurrir el intervalo entre 2.2 K y 1 K donde se exhibe la
anomalia A, el helio liquido pierde toda su caracteristica entrépica de desorden
que posee en la fase liquida ordinaria.

A lo largo de la curva de fusién, de acuerdo con la primera ley, podemos
escribir que
AU =TAS — psAV

=7 ( ar T AV

donde hemos hecho uso de la ecuacién de Clausius-Clapeyron. De esta ecuacion
es posible conocer AU si se conocen AV y la ecuacién de la curva de fusién. En
particular, la ec. (7.44) sugiere que si hay un punto sobre la curva de fusién al
cual se puede trazar una tangente a partir del origen, AU justo debe cambiar
de signo a la temperatura del punto de contacto. Para cualquier otra sustancia
esto es imposible porque ordinariamente las curvas de sublimacién o de fusién
empiezan a T = 0 y son convexas hacia el eje de las T’s. Esto es Us,,; es siempre
menor que Upiq 6 TAS > —psAV. El helio liquido es la tinica excepcién, la
tangente a partir del origen se muestra en la fig. (8) y es tangente a ps(T) a
T ~ 1.70 K una temperatura muy cercana a la que la linea A interseca con la
curva de fusién; T ~ 1.764 (K). Esto implica que a T < 1.7 K el helio liquido II
tiene una energia menor que el helio sélido y es por tanto la fase estable.

Como no hay calor de fusién para T < 1 K, % = 0 y esto implica que el
liquido no puede solidificar isotérmicamente, sélo lo puede hacer por un proceso
puramente mecdnico. Ailn a temperaturas finitas a las cuales el He II tiene una
cierta entropia existe un proceso de transferencia muy peculiar por medio del
cual el fluido puede escurrir a través de las ranuras mas finas y capilares mas
angostos impasables para cualquier liquido normal. En este escurrimiento no
se requiere la existencia de diferenciales de presién palpables y mas aun, parece
dejar a su entropia atris. Esta propiedad de comportarse esencialmente como
un fluido sin viscosidad le ha valido el mote de “superfluido”. Las propiedades
dindmicas de este superfluido estdan fuera del alcance de este libro pero el lector
interesado podra encontrar una exposicién accesible de ellas en las refs. (3)-(7),
citadas abajo.

La pregunta natural que surge de esta discusion es, finalmente ;Cudl es
la relacién que existe entre estas propiedades tan extravagantes que exhibe el
helio liquido He* a bajas temperaturas y las propiedades de un gas ideal de
bosones. La respuesta ni es simple ni tampoco definitiva. Hoy en dia sabemos
que la idea general de una condensacion de Bose como la que exhibe el gas ideal
es primordial en la explicacién de las propiedades de los estados en y fuera de
equilibrio del helio liquido. Sin embargo, a pesar de las brillantes y convincentes



128  Capitulo 7 Sistemas que obedecen la Estadistica Bose-Einstein

ideas propuestas por Landau en 1941 y por Feynman en 1953 todavia no existe
una deduccién a partir de primeros principios, v.gr. de una funcién de particién
de todo el esquema termodindmico expuesto en las pdginas anteriores. Y en el
caso de las propiedades dindmicas la teoria de los dos fluidos propuestos por
Landau que describe satisfactoriamente la gran mayoria de las propiedades de
“superfluidos” del He no ha podido justificarse a un nivel microscépico. La
superfluidez del He* sigue siendo fascinante pero dificil tema de investigacién.
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Problemas

1. Usar la ecuacién (7.9b) para construir las curvas correspondientes a la dis-
tribucién de bosones en el espacio momental para el caso fuertemente dege-
nerado T < T¢, una temperatura ligeramente mayor a T, y para T > T,
;Cual coincide con la distribucién Maxwelliana?

2. Calcular la entropia de un gas de Bose fuertemente degenerado y comprobar:
o Que se satisface el principio de Nernst; y
e Que la ec. (7.11) es correcta.

3. Dar los pasos conducentes a la ec. (7.17).

4. Obtener, las ecs. (7.18), (7.19) y (7.20) del texto.
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11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.
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Calcular la temperatura a la cual la entropia de un gas de Bose difiere de
la de un gas cldsico en aproximadamente 10%.

Obtener la presién de un gas de Bose a temperatura constante para V > Vg
como funcién de V. Trazar un par de isotermas y comparar con la fig. 2.

Usar el resultado del problema 2 para calcular directamente el calor de
transiciéon en T = Tc. (Usar la ecuacién de Clausius-Clapeyron).

Dar argumentos fisicos para mostrar que la region a la izquierda de la linea
de transicién (fig.7.3) no tiene sentido fisico.

Usar la distribuciéon de Planck para deducir la ec. (7.30) y encontrar
explicitamente el valor de la constante ;Qué ocurre si (7.30) se intenta de-
ducir con la ec. de Wien (7.31)7

Encontrar los limites de la ec. (7.36) para altas frecuencias (hv/kT > 1) y
bajas frecuencias (';—,‘[’,) Determmar asf las constantes a y 3 de la ec. (7.31).

La constante de Stefan o se define como o = %ac donde a esta definida en
el texto. Usar la distribucién de Planck para calcular o.

Mostrar que la distribucién de modos normales en una cavidad conteniendo
radiacién electromagnética estd dada por la ec. (7.37) [Ver refs. (2) y (3)
del Cap. 1],

Probar la afirmacion sobre la interpretacion de la ec. (7.37) en el espacio p.

En el lenguaje clasico ;cudl es la distribucion de fotones entre v y v + dv
que estan en equilibrio a una temperatura T'7.

8tV Vidv
Respuesta := n(v)dv = T3 ehv/kT _ |

Para particulas materiales de masa finita, pV = %U . En el caso de fotones

tomadas como particulas de masa cero pero cuyo impetu es p = L‘C—" mostrar

usando argumentos simples que p = %u Explicar fisicamente la diferencia

entre ambos casos.

Suponiendo que el sol emite ondas electromagnéticas de su superficie (T ~
108 K) calcular la presién ejercida por dicha radiacién. ;Cémo se compara
con la presién ejercida por un gas ideal (1 mol) encerrado en un volumen de
1 cm3?

El articulo original de S.N. Bose se encuentra reproducido y comentado en
el Americal Journal of Physics 44, 1056 (1976). Leer el articulo y discutirlo
criticamente a la luz de la discusion de este capitulo.

Se comenta en la literatura que la fusién del He* (o solidificacién) si ocurre
en el cero absoluto debe ser un proceso adiabatico del estado cudntico base
ipor qué? si es incorrecta la afirmaciéon piense en cudl seria la version
correcta.



130

19.

20.

21.

22.
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Encontrar la energia promedio de un fotén en una cavidad que se encuentra
en equilibrio térmico a una temperatura T

Mostrar que un gas ideal de Bose Einstein en dos dimensiones no exhibe el
fenémeno de condensacion.

El fotén obedece a la estadistica de Bose-Einsten y por lo tanto podria
aseverarse que un gas de fotones condensa. ;Es correcta la afirmacién? En
caso afirmativo, calcular T¢.

Se afirma en la literatura que la densidad numérica n = % de fotones es un
cuerpo negro esta dada por

kT\* /°° z2dz
n=8r|— -
hc o €e*—1
el valor de la integral siendo 2.404. jes correcta esta afirmacién? ;Cudl es
el significado de la ecuacién para n?




Capitulo 8

Sistemas formados por

particulas independientes

con estructura interna

8.1 Generalidades

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar aquellos sistemas en los cuales, las
moléculas si bien no interaccionan entre si, tienen una estructura interna mas
o menos complicada. Los gases di y poliatémicos son ejemplos tipicos de es-
tos sistemas. Para ignorar las fuerzas intermoleculares debe satisfacerse que la
distancia promedio entre las moléculas sea grande comparada con el alcance de
dichas fuerzas, condicidon que se satisface en diluciones bajas i.e. a bajas densi-
dades. Con excepcién de gases como el Hz, D2 y HD el resto de los gases licia
a temperaturas suficientemente altas para manifestar efectos de degeneracion

cuantica (Tabla I):

Gas  |Temperatura de licuefaccién (K)
Ho 20.26

N, 77.36

CO 81.16

Ar 84.46

Kr 110.26

NO 121.36

HBr 206.16

(02} 190.16

CO, 194.66 (sublima)
NH;,4 239.81

HCl 383.16

131
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Asi pues a temperaturas a las cuales estas sustancias son gases podemos usar la
aproximacion clasica para calcular sus funciones termodinamicas:

8N
F = —len m

Para calcular 3 vamos a introducir algunas simplificaciones. En primer lugar
por un teorema bien conocido, valido en las mecdnicas clasica y cudntica, la
energia de una molécula siempre se puede descomponer en la energia traslacional
del centro de masa, mas la energia que proviene de sus grados de libertad internos.
Asi it

. _ (trans.) int.
€ =€ t €
donde j es un simbolo que representa todos los nimeros cudnticos necesarios
para especificar los estados correspondientes. Claramente,

3= 8(trans.) Z e—ﬁe;"' _ 3'.r. _3int. (8.1)
J

Como ya vimos si denotamos por u la masa del centro de masa de la molécula,

) 2mpukT\ ¥/?
3°'=v< }’1‘2 > (8.2)

de manera que:
(atr.)N . (aint.)N
F=—kTln S i

2mukT
B3

- (8.3)
= —kTIn W (

Qzﬁ
) o leIl(}im")N
El primer término da lugar a las funciones termodindmicas para un gas mo-
natémico ideal formado por moléculas de masa 1 que no necesitamos repetir.
El problema que ahora nos resta por examinar es como se calcula el segundo
término, )
Flnt) = _NET In30™) (8.4)

Para el calculo de 3™ es necesario considerar todos los grados de libertad internos,
esto es los rotacionales, vibracionales, electrénicos y nucleares. En general, estos
no son rigurosamente independientes entre si, hecho que complica notablemente
la evaluacién de 3(™). Sin embargo, como una primera aprozimacidn supon-
dremos vilida la hipétesis de separabilidad o independencia de dichos grados de
libertad, lo cual implica que

6 = E‘S_mt.) 4 Esivit:.r.) 3 Efel.) 2= e.‘gnucl.) 4. (85)
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donde j es el nimero cuantico rotacional, n el vibracional, ! el electrénico y g el
nuclear. Introduciendo la ecuacién (8.5) en (8.3) obtenemos de inmediato que

3(int.) _ Z e P . Z e~ Ben . Z e Be . Z e Pes.
J n l

9
— 3(rot.) _3(vib.) . 3(elec.) 'a(nucl.) o

y por consiguiente,

F(int) — F(rot) + F(vibr) + F(elec) + F(mol) 4.
, (8.6)
= ~NkT{In3{r°*) 4 In3(Vi®) 4 pjetec) 4 | glnucl) 4 }

que es una expresion relativamente mas facil de evaluar.

Sin embargo, antes de entrar al cdlculo de cada una de las contribuciones
que aparecen en la ecuacién (8.6) conviene hacer notar que aiin para el caso
del gas monatdémico ideal, cometimos una omisiéon al no considerar las contri-
buciones electrénica y nuclear. Veamos someramente en qué consisten dichas
contribuciones.

La contribucidn electrénica esta descrita en términos de L el momento an-
gular orbital y el espin electrénico S. Sus definiciones son!,

L= VIl+ )k 1=0,1,2,...

IS| = /s(s + 1)k 8 : entero o semientero.

Si el espin 8 = 0, el momento angular total J = L y [ = j en cuyo caso los
estados electrénicos son singuletes: 'S,!P,!D,... paraj =1=0,1,..., etc. Los
pesos estadisticos asociados a dichos niveles serdn:

wt=2j+1=20+1

Si s # 0 entonces J = L+S (acoplamiento espin-orbita) tal que L y S precesionan
alrededor de J, el dngulo formado entre ellos siendo tal que j es enterosil y s
lo son, o semi-entero si s es semi-entero. Asi, si s = 1/2, j sélo puede tomar
dos valores j = 3/2 y j = 1/2, una situacién que produce un doblete y que de
acuerdo con el valor de I, daré estados 25, 2P, ..., etc.

Para situaciones mas complicadas, el comportamiento de los estados puede
predecirse aunque rara vez es necesario. En efecto, para las especies que pueden
existir como atomos libres, la energia de excitacién requerida para pasar del

!(Ver ref. (1) y (2) al final del Capitulo)
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estado base al estado electrénico varia entre 4 y 20 e.v. en tanto que k7T en estas
unidades es igual a 8.6 x 1075T. As{ pues,

€1 o 20 5
kT~ 86T < 0=~

2 x 10°

en el mejor de los casos, lo cual requiere de temperaturas del orden de 104 grados,
por lo menos, para excitar el estado base. En estas circunstancias,

s(el,) _ wOe—to/kT o wle—fl/kT sy (87)

puede reemplazarse por su primer término. En efecto si usamos el resultado de
que €, /kT << 1, entonces tenemos que:

3(elecA) _ woe-ﬁfo = wp (8.80.)

si por convencién €y = 0, wy siendo la degeneracién de dicho estado cuyo valor
es la unidad para gases inertes. Como veremos mas adelante, en el caso de gases
di y poliatémicos existen excepciones notables a esta regla que contribuyen a las
propiedades termodindmicas del sistema.

La contribucién proveniente de los nucleones en el nicleo es trivial de ob-
tener. Aqui a temperaturas alcanzables en un laboratorio, la contribucién es
también constante. En efecto Aepyc. ~ 108 e.v. de manera que Aepyey, ~ kT
cuando T ~ 100 que es solamente de interés en problemas astrofisicos. Asf pues,

3(nucl.) — g(nucl.) (8.8b)
donde g = 2I+1 siendo / es espin nuclear. Asi pues, para moléculas monatdmicas

3NKT (27rmk)3/2 (elec.)
F=—-NkTlhV — T InT — NkTIn —Wwo

g™ (8.9)
y por consiguiente solamente la entropia del sistema es afectada en una constante
al tomar en cuenta estas contribuciones.

En las secciones subsecuentes abordaremos el problema del célculo de 3(i"t)
para moléculas diatémicas primero y poliatémicas después, siempre suponiendo
valida la aproximacién descrita en la pagina 118. Al lector interesado en extender
este tratamiento al caso mas complejo de interacciones entre los diferentes grados
de libertad se le recomienda consultar la literatura, en particular la referencia (4).

8.2 Gases Diatémicos

Ademas de la energia de translacion del centro de masa ya discutida en el parrafo
anterior, una molécula diatémica posee movimientos de rotacién, de vibracién
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y electrénicos. La contribucién nuclear de nuevo obedece a la limitacién expre-
sada al finalizar la seccién anterior de manera que no nos preocuparemos por
ella. Como modelo de una molécula diatémica consideraremos a dos dtomos,
diferentes si la molécula es heteronuclear o idénticos si es homonuclear, sepa-
rados una distancia 7. Si la molécula es casi rigida los dtomos podran girar
alrededor del centro de masa, como un cuerpo rigido y vibrar a lo largo de la
linea que les separa en una primera aproximacién, como un oscilador arménico
lineal. Asi, 7o no es mas que la separacién interatémica que corresponde a un
minimo de la energia potencial existente entre ambos dtomos. Nosotros vamos
a suponer que ambos grados de libertad, rotacionales y vibracionales son inde-
pendientes, i.e. la frecuencia de vibracién es insensible al efecto de las rotaciones
y solamente aparecera a temperaturas relativamente altas. Desde luego, habra
una contribucién electrdénica a la energia interna de la molécula pero tal como
lo indicamos en la seccién anterior solamente algunos casos aislados como el NO
presentan transiciones entre niveles electrénicos a temperaturas alcanzables en
el laboratorio, los cuales discutiremos al final de esta seccién. Asi pues, para una
molécula diatémica,

6mt — 6rot + 6vnhr P 6el

y abordaremos, por separado cada una de estas contribuciones.

a. Contribucién rotacional: De acuerdo con lo expuesto arriba, los
niveles de energia rotacionales corresponden a los del rotor rigido con un eje de
simetria pasando por el centro de masa. Este sistema tiene los grados de libertad
que corresponden a las coordenadas necesarias para describir la orientacion del
sistema en el espacio, los dngulos 6 y ¢ (Ver fig. 8.1).

Los impulsos conjugados a estas coordenadas estan dadas por pg y pg, donde
(Ver apéndice III)

po =10 p¢=Isen20d5

y la energia de la molécula

et — i p2 4 pg (810)
21 \"? " sen20
donde
I= urg (8.11)

es el momento de inercia respecto al eje que pasa por el centro de masa con ,
la masa reducida

= 4 (8.11a)

siendo m4 y mp las masas de los 4tomos A y B, respectivamente.
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4

g N

4x R

Figura 8.1 Molécula diatémica AB considerada como un rotor rigido

La ecuacién de Schroedinger del sistema es

1. @ o 1 0% 2l ,
sen 6 60 (senf)%) x senZ 0 9¢? + Fﬂf) =) (8.12)

cuyas funciones propias son los arménicos esféricos Yj,(6,#) de orden j y los

valores propios
2

5}]
donde la degeneracion del j-ésimo nivel es de 25+ 1. Es importante hacer notar
que el otro nimero cudntico m, tedricamente necesario para describir las funcio-
nes propias del sistema, no aparece en la energia del sistema debido a que se esta
considerando que no hay campo externo; su presencia permitird remover esta
degeneracion espacial. La funcién de particidn rotacional estd dada entonces por

(3+1) (7=0,1,2,...) (8.13)

6]':

(o <]
a .
3o, = (2] + 1)~ aerdli+h) (8.14)
j=0

cuya evaluacién no puede realizarse en forma exacta. A modo de comprender

mejor las aproximaciones que introduciremos para calcularla, vamos a definir
una cantidad ©, con dimensiones de temperatura a través de la expresion

0, = — (8.15)
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llamada “temperatura rotacional” y que como vemos es caracteristica de cada
molécula pues contiene el momento de inercia I. Sustituyendo (8.15) en (8.14)
obtenemos que

[o o
af‘:?’:gc — 2(2] + 1)e—erj(j+l)/T (816)
j=0

Para temperaturas altas, v.gr., si T > 6,., podemos reemplazar la suma por una
integral haciendo j(j + 1) = = y por lo tanto dz = 2j + 1. Este caso corresponde
a estados de la molécula en los cuales los niveles estin muy préximos entre si y
por el principio de ccrrespondencia, nos conduce al limite clasico. Entonces,

(rot) _ / o=@/ Mzgy _ L (8.17)
A )

3m0lec
=

que es la expresién cldsica, con excepcién del factor % que discutiremos maés
adelante (ver problema 1).

Para temperaturas intermedias, i.e., T > 6, la evaluacién de (8.16) puede
realizarse usando un método aproximado que hace uso de la férmula de Euler-
Maclaurin. Si f(n) es una funcién sumada sobre indices enteros n, y tanto ella
como sus derivadas se anulan en el infinito, la suma converge y su valor esta
dado por

1

3 = L L
5o sm= [ f@de+ 370 - 5/ O+ /O - (818)

Haciendo f(z) = (2z + 1)e=®r=(@+1)/T es ficil ver que la integral que aparece en
el miembro derecho de la ecuacién (8.18) es precisamente la que calculamos en
el caso clasico. También, f(0) = 1, f'(0) = (2 — 8,./T), etc. Sustituyendo estos
valores en (8.18) y tomando términos hasta orden T-2 tenemos que para %F <1

2 3
(rot) T O, | (CH 4 8,.
- L B, 46 1
dingler e,{1+3r+15<:r tas\T)! G

Finalmente para temperaturas bajas T << ©, el calculo de 3™ puede rea-
lizarse tomando unos cuantos términos de la suma que aparece en (8.16) (Ver
problema 2).

La contribucién rotacional a las propiedades termodindmicas de un gas
diatémico ideal ahora puede calcularse usando las ecuaciones (8.5) y (8.6). Asi
obtenemos que

F() = —NkT In3"

Para temperaturas altas,

T
F(Y) = _NkTIn —
Tin g
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F(rot)
ylrot) — _72 [(% ( g >] = NkT (8.20)
1%
y por lo tanto,
C (rot) __ = Nk (821)

consistente con el principio de equiparticion de la energia.

Para temperaturas intermedias usando la aproximacién In(1 + ) ~ z —
322 + ... tenemos que:

T 16, 1 (6,\°
F(rot) —NkT{ln — i T T N e .22
{n +3T+90( )+ } (8.22)
y por lo tanto,
16, 1 (6,\?
(rot)=NT1__ = .23
U kT{ b <T> + -} (8.23)
y 2
C(rDt) Nk{1+ 1 %) +O(T_3)} (824)
45\ T

Para temperaturas bajas se obtiene, segun el resultado del problema 2 que
(rot) er : =) 28
Cy ' =12Nk (—7—,) g vE (1 —6e7 2T 4. ) (8.25)

implicando que C{,"n) — 0 exponencialmente. La grafica de Cf,mt) /R, para un
mol de gas se muestra en la figura 8.2, la cual exhibe un maximo un tanto curioso,
cuyo origen discutiremos después.

Los resultados hasta aqui deducidos son igualmente vélidos para moléculas
homonucleares como heteronucleares. Sin embargo, una comparacién con los
resultados experimentales muestra que esto no es cierto. Hasta temperaturas
razonablemente moderadas, T ~ 800°K donde los grados de libertad vibracio-
nales y electrénicos no estan excitados, la teoria predice que todos los gases
diatémicos tienen una capacidad calorifica como la mostrada en la figura 8.3,
el valor de 5/2 para Cy se debe a que para temperaturas mayores que 6,, la
contribucién rotacional es Nk y por lo tanto

ran TO 5
=y + oy = SNk

Comparando, se encuentra que la teoria y el experimento no concuerdan
para todos los gases. En efecto, a partir de los datos de los espectros de absorcién
rotacionales de las diferentes moléculas diatémicas se pueden calcular los valores
de B, para varios gases. Los resultados estdn tabulados en la tabla II. De aqui
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Figura 8.2 Contribucién rotacional al calor especifico para un gas diatémico ideal segin
ecuacién (8.16)

3.5

25

1.5
0, 0, T(K)

Figura 8.3 Calor especifico translacional y rotacional para un gas diatémico ideal
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concluimos que solamente para el Ha, D2 y HD es posible observar los efectos
de la excitacién de los grados de libertad rotacionales. Para los otros gases O,
es tan baja que ya a las temperaturas para las cuales el sistema se encuentra en
fase gaseosa, estos estan totalmente excitados

Tabla II
Gas ©6,°K 6, x 1073°K
H, 85 4 6.210
HD 64.1 5.300
D, 4?2 .7 4.300
HCl 15 .2 4.140
HBr 12.1 3.700
HI 9.0 3.200
CO 2.77 3.070
N, 2 .86 3.340
NO 2 .42 2.690
(0]} 2 .07 2.230
Cl, 0 .346 0.810
Br, 0.116 0.410
I, 0.054 0.310

Por otra parte los resultados experimentales observados para el HD si concuerdan
con las curvas mostradas en las figuras 8.2 y 8.3. Sin embargo, para el H; esto
no es asi. En efecto, las curvas tedrica y experimental estdn mostradas en la
figura 8.4. Un efecto similar se observa en el D2, y de hecho seria observable en
cualquier molécula homonuclear que tuviese una 6, suficientemente grande que
permitiese exhibir la excitacion de sus grados de libertad rotacionales.

Esta discrepancia entre la teoria y el experimento esta intimamente relacio-
nada con la aparicién del factor de simetria o en la funcién de particién clasica y
que no aparece en el limite clasico de la funcién de particién rotacional cudntica.
Esto es, al calcular 3("°t) no hemos tomado en cuenta para nada la simetria de
la molécula y la forma en que esta se refleja en su funcién de ondas total.

A modo de resolver esta discrepancia vamos a recordar un poco la definicién
de nuestro sistema. Estamos considerando que una molécula diatémica puede
concebirse como dos nicleos cada uno rodeado de su nube electrénica separados
una distancia ry y sin considerar interacciones entre los distintos grados de li-
bertad. Como ademas los niicleos estan en su estado base, la inica influencia de
la estructura nuclear en la funcién de particién serd a través del espin nuclear,
esto es, en ausencia de un campo externo cada nicleo contribuira a la funcién de
particién con un peso estadistico g nuclear. Explicitamente, consideremos una
molécula heteronuclear AB. Supongamos que el niicleo A tiene un espin I4 y
el nicleo B un espin Ig. Entonces, el estado base del primero tiene g&""d) fun-
ciones de onda correspondientes a otras tantas orientaciones y el segundo tiene



8.2 Gases Diatdmicos

25"

N

‘. ®38)

141

.
1.5 / ‘\HE_ —
| Cv= /IR
" 7 -
| /
/
/
0.5+ ’ Experimental y ec. (8.39)
/
/
/ 7/
0 (s A A A 4 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

AN

Figura 8.4 C,(',"n) para el H2. Curvas derivadas de la teoria y la obtenida del experimento.
La conclusién es evidente.

gg‘“d) funciones de onda. Claramente
g?unl:2IA+l ggmd)=218+1

Para cada orientacién gfq") habrd una funcién 9(A) que depende de las coorde-
nadas del nicleo A, luego tenemos un conjunto de funciones

1/)1(‘4), ¢2(A)- S0 1¢g,4 (A)

y otras tantas
¥1(B),¥3(B),- - -, ¥, (B)

correspondientes a las posibles orientaciones del nicleo B. Asi, los estados nu-
cleares posibles estaran formados por productos ¥;(A)yi(B) y la degeneracién

de este estado sera gf.,") gg')- Entonces

(nucl.) (n) (n)

dheteronuclear — 94 9B (8.26)

Para moléculas homonucleares la situacién es un tanto mas complicada pues
gfq") = gg') = g y hay g¢? funciones de onda posibles para describir el estado base
de la molécula. Estas g2 funciones de onda se dividen en dos clases, simétricas
en las coordenadas nucleares y las antisimétricas en dichas coordenadas. En
este caso, los productos 1;(A)¥x(B) también representan funciones simétricas

pues intercambiando A y B, que en este caso son idénticos, no cambia el signo.
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Claramente hay g™ funciones de este tipo. Para obtener las otras usamos las
combinaciones

¥i(A)Y;(B) + ¥;(A)%i(B) (i y j denotan los posibles valores de los espines).

simétricas en las coordenadas nucleares de las cuales hay % g™ (g™ —1), en total
tendremos

1 1
funciones de onda simétricas.

Finalmente hay % g™ (g™ — 1) funciones de onda antisimétricas dadas por
combinaciones del tipo

Yi(A)Y;(B) — ¥i(B)y;(A)
sumando en total [g(™)]?

Vamos ahora a considerar las propiedades de simetria de la funcién de onda
total de la molécula incluyendo las contribuciones translacional, electrénica, vi-
bracional y rotacional

"/jT — w(trans),w(elec) d)(mbr) d)(rot) w(nuvl)

Para ello recordemos que la mecdnica cudntica establece que la funcién de
onda total debe ser antisimétrica para nicleos de nimero de masa impar y
simétrica si el nimero de masa es par. Por lo que a (t"3™) respecta, es in-
dependiente de las posiciones de los nicleos y por lo tanto es simétrica. Si nos
limitamos a considerar moléculas en su estado base electrénico y vibracional,
esto es, suponemos que las temperaturas consideradas son suficientemente bajas
para no excitar estos niveles, las propiedades de simetria de las funciones de onda
estaran determinadas por las simetrias del producto ¥(™t) ("uc!) [ as funciones
de onda rotacionales, son armoénicos esféricos de orden 2j + 1, seran simétricas
aquellas para las cuales j =0, 2, 4, 6,... y antisimétricas aquellas para las cuales
7=13,5,....

Entonces, para una molécula homonuclear, si los nicleos tienen nimero
de masa impar ¥ es antisimétrica luego (™) simétrica implica que ("uch
tiene que ser una de las % g™ (g(™ — 1) combinaciones antisimétricas en tanto
que si ¥(™t) es antisimétrica (j impar), ¥("4) deberd tomarse de una de las
29 (g™ + 1) combinaciénes simétricas. Esto implica que los estados rotacio-
nales con j par estaran multiplicados por un factor adicional de % g™ (g™ —1)
y los que tienen j impar por un factor de %g(")(g(") +1.)

Si los nicleos tienen nimero de masa par YT es simétrica y habrd que com-
binar funciones de onda rotacionales simétricas con funciones de onda nucleares
simétricas o bien antisimétricas ambas. En este caso los estados rotacionales con
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j par y con j impar estardan multiplicados por factores en la forma inversa al
caso anterior. Asi pues las funciones de particién rotacionales modifican su valor
con respecto a la ecuacién (8.16) en la forma siguiente:

Moléculas heteronucleares

o0
Bt = 9498 Y _ (21 +1)e~@IU+I/T (8.27a)
Jj=0

Moléculas homonucleares, nimero de masa impar:

1 PN ,
e 29(9-1) > (2j+1)e_’(’+””‘+%g(9+1) (2j+1)e IV F
§=0,2,... j=1,3,...
(8.27b)
Moléculas homonucleares, nimero de masa par:
. e g
3o = 599-1) Y (2j+1>e-1<1+1)f+§g(g+1) (2j+1)e 7U+VF
J=153,.:. J=24,...
(8.27¢)

A temperaturas ordinarias, T > 6, (inclusive bajas si excluimos al H; y el
D,) estas expresiones se reducen notablemente. En efecto ,

Z (25 + l)e-j(j+1)9r/T — Z (21 + l)e—j(j+l)9r/T
j=0,2,... =13,

0o (8.28)
Z 2j + 1)e~IU+NE/T

wl»-'

Usando la ecuacién (8.28) vemos que a temperaturas altas, las ecuaciones (8.27)
se reducen a las expresiones siguientes.

Moléculas heteronucleares:
oo A °
sono) = 9agp Y (2 +1)eTIGHVF (8.290)
j=0
Moléculas homonucleares
(rot) _ 1 5 i(G+1)8
oD = 2922(2j+1)e-10+”1‘ (8.29b)
i=0

y por lo tanto la ecuacién (8.19) toma la forma final

2
(rot) _ 4 9 i '8_1: gAgdB
3ol = {1 topt ( T> +...} 5 (8.30)
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donde o = 1 para moléculas heteronucleares y ¢ = 2 para moléculas homonu-
cleares recuperando asi el factor de simetria de la estadistica clasica, esto es

(rot) _ T gags

dmol = 6e: o (831)

y si el nicleo tiene espin cero (caso cldsico) g4 = gp = 1 tenemos el resultado
del problema 1, o sea, el resultado clasico.

Es importante hacer notar que los resultados arriba obtenidos, vélidos para
el estado base vibracional son aplicables a cualquier otro estado vibracional con
una Y simétrica. Si la 9 del estado vibracional es antisimétrica, y la molécula
homonuclear, las funciones propias para el estado rotacional y nucleares tendran
que combinarse de manera opuesta a la aqui obtenida. Entonces, los factores
39(9—1) y 19(g+1) deberdn intercambiarse en la funcién de particién rotacional,
sin embargo, en el limite cldsico la ecuacién (8.30) seguird siendo vélida.

Conviene en este punto resumir todos los resultados hasta aqui obtenidos
para moléculas diatémicas (excluyendo Ha, D, y HD), incluyendo las contri-
buciones translacional, rotacional, electrénica y nuclear. Si llamamos w, a la
degeneracién del estado base electrénico tenemos que:

armkT\% T o, 9A9B
3molec(T7 V) = ( B2 ) Vu)oé_; {1 + 3—I P90 } - (832)

Usando la aproximacién de Stirling para In N!, la funcién de Helmhotz F estd
dada por:

_ (amolec)N o
F = —KTIn "% = _NKTInjpmotec + NT(In N — 1)

la cual, después de sustituir el valor de 3molec dada por (8.32) se reduce a:

} (8.33)

N 5 2 3/2 1
F = NkT{in; =1} - 5 NkTIn T - Nlen{( 7rmk> QAUQB

—w
h? e, "
La energia interna esta dada por

U=-T? [a% (;)]VN=gNkT (8.34)

y la ecuacién de estado

= 6—F —NkTobien
P==\aov ), " v

pV = NkT (8.35)
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la ecuacién del gas ideal.

También, obtenemos los resultados esperados para las capacidades calorifi-
cas, a saber,

5 7 Co 7
Cy = 2Nk, Cp = 2Nk, Cy=5° 14 (8.36)
que concuerdan con los resultados experimentales a temperaturas ordinarias
(T ~ 300). Las ecuaciones (8.33), (8.34) y (8.35) son vélidas solamente si
T > O,. Cuando esto no ocurre es necesario tomar en cuenta las correccio-
nes proporcionadas por la funcién de particién rotacional. Los resultados los
dejamos como un ejercicio para el lector (problemas 8.4 y 8.5).

Una vez esclarecido el problema de la simetria nuclear en una molécula
diatémica, regresamos a la discrepancia observada entre los resultados tedrico-
experimentales para el Hy y el Do. Como en este caso a bajas temperaturas
T < B, estos sistemas se encuentran en su fase gaseosa, tenemos que recurrir a
expresiones completas para la funcién de particién rotacional y con ellos calcular
C(rot)

v o

En el caso del hidrégeno, I = 1/2, el espin del protén, por lo tanto g =2 y
7 es antisimétrica. Por otra parte, una molécula podra tener un espin total de
0, correspondiente a dos espines antiparalelos, llamada parahidrégeno o bien los
dos espines paralelos con espin total de uno, orto-hidrdgeno. Asi, para el espin
total de la molécula gy, = 27 + 1 tenemos que go_nH, =3 Y gp—H, = 1 .

Por otra parte como g = 2 el peso estadistico 3 proviene de el término
% 9(9+1) que corresponde a una funcién de onda nuclear simétrica, en tanto que
el peso estadistico 1 corresponde al término %g(g —1) y a una funcién nuclear
antisimétrica.

De acuerdo con la ecuacién (8.27b) la funcién de particién rotacional para
el H, seria

Tood =130 @i+ 0ePOWF 43 57 241 0F - (837)
P j(impar)

Si calculamos ahora
clV = clpare) 4 3ciome) (8.38)

el resultado que se obtiene discrepa totalmente del experimento (Fig. 8.4). Este
resultado dié lugar a una paradoja que fue resuelta por Dennison en (1928).
Es interesante hacer notar que en principio la ecuacién (8.37) estaba, aparente-
mente, de acuerdo con los resultados obtenidos apartir del espectro ultravioleta
del H, (Hori), a saber, las lineas que corresponden a transiciones entre estados
antisimétricos son tres veces mas intensas que aquellos que corresponden a esta-
dos descritos por funciones de onda simétricas. Recordemos que el espectro de
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bandas rotacional estd en el ultravioleta y por lo tanto ¥.°' estd multiplicada
por un factor de 3. Sin embargo hay otro dato importante y es que la ecuacién
(8.37) presupone que entre el orto-hidrégeno y el para-hidrégeno existe un equi-
librio completo y por lo tanto puede haber un intercambio libre entre ambos
tipos de moléculas a cualquier temperatura. Esto estd en contradiccién con el
experimento, las lineas del espectro correspondientes a transiciones entre estados
orto-para no sélo son muy raras sino inexistentes, indicando que el evento (spin
flip) es en efecto poco comiin.

Consideremos en efecto la conversién orto-para de acuerdo con la reacciéon
-—
o—-Hy;—p—-H;

Entonces, en equilibrio las concentraciones relativas estan dadas por (de acuerdo
con (8.37))

o-Hy _ 3% =13, (25 + 1)e~iG+De./T 0.3
p-He z:J=0,2,...(2j + 1)e‘i(j+1)e,/T ]

a temperaturas altas (~ 300 K') la razén entre orto y para hidrégeno es en efecto
de 3 a 1 de acuerdo con los resultados espectrales citados. A T ~ 0 K todo
el hidrégeno esta en su forma para, la conversion a orto siendo, de acuerdo con
la rareza del evento inversidn en el espin, es un proceso sumamente lento. Esto
condujo a Dennison a suponer que a una temperatura dada, el hidrégeno se
comporta como una mezcla de dos gases independientes en las proporciones de
3 aly por lo tanto en una mol de gas 3/4 partes consisten de moléculas orto y
1/4 de moléculas para. Asi pues,

(rot) _§ (rot) 1 (rot)

3molec — 430—Hg + Zép—Hg

y de acuerdo con esta ecuacion
3 o— .
C‘(/mt) e ch Hz + ZC{’, Ha (839)

Los resultados tedricos obtenidos para C{,m) calculados con (8.39) concuerdan
muy bien con los experimentales probando asi la hipétesis de Dennison. Una
confirmacién adicional a esta teoria fué obtenida en 1929 por Bonhoeffer y Har-
teck los cuales, mediante el uso de carbén activado como catalizador pudieron
preparar una mezcla de orto y para hidrégeno en proporciones arbitrarias z y
1 — z correspondientes a una temparatura dada. La presencia del catalizador,
debido a la lentitud de la conversién permite que dichas proporciones se manten-
gan inalteradas un tiempo largo. Mediciones del calor especifico de estas mezclas
por Clausius, Eucken y Hiller mostraron que concordaban satisfactoriamente con
la expresion tedrica:

Ce™ = 2CP "M + (1 - z)Cp (8.40)
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1 ' % oprouimacion ormonice

€

Figura 8.5 Potencial interatémico de una molécula diatémica, € es la energia de la configu-
racién mds estable y rg la distancia correspondiente

8.3 Contribucién vibracional

La energia potencial entre los &tomos de una molécula diatémica puede represen-
tarse, cualitativamente, por una curva como la mostrada en la figura 8.5. Para
distancias r no muy grandes comparadas con la distancia de mayor estabilidad,
podemos calcular la energia potencial haciendo un desarrollo de Taylor de la
funcién V(r) alrededor de V(ro) asi obtenemos

vin=vieo +-m (%) + b (55)_ 4

donde, (%—V) =0

T /T="To

Entonces,

1
V(r) = const + Ek(r —To) 2+

En primera aproximacion podemos despreciar todos los términos de orden su-
perior a (r — 79)? y tenemos efectivamente un potencial correspondiente a un
oscilador arménico como lo muestra la curva punteada en la figura 8.5. (una
pardbola). La ecuacién que describe el movimiento de los 4tomos en este poten-
cial es bien conocida en la mecdnica cudntica, a saber,

d*y 2.2
ol o — = 4
= +(a—b*r*)Y =0 (8.41)
donde
_ 2ue b= K
= T h
siendo K = (d—ad!,_ '—')) la constante de restituciéon y u la masa reducida de la
T=Tg

molécula.
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Las funciones propias de este problema son bien conocidas, los polinomios
de Hermite H,(€), £ = Vbz donde H,, es una funcién par si n es par e impar si
n a su vez es impar. Los valores propios correspondientes estdan dados por

1
en=<n-+— 5) hv n=0,1,... (8.42)
siendo v la frecuencia de la vibracién clasica,

1 |K
S i 4
g~ (8.43)

Los estados cuyos valores propios estan dados por €, son no degenerados y
por tanto la funcién de particion vibracional estd dada por

(mbr) Z 24 (n+1/2) (844)

dmolec =
n=0
Si definimos una temperatura vibracional caracteristica de cada molécula 6,
como

ot _ [K

y cuyos valores numéricos para diferentes moléculas estdan dados en la Tabla II,
observamos de inmediato que 6, > O, y en efecto, solamente para temperaturas
relativamente altas son excitables los grados de libertad vibracionales.

Contrariamente a la funcién de particién rotacional, la evaluacién de la suma
que aparece en (8.44) es trivial dando como resultado

(vibr) _ e~ 40/

molec — 1—e-6./T (846)

La contribucién vibracional a las funciones termodindmicas es facil de obtener.
En efecto,

: vibr 1 -
Fib) = _NET Ina %) = 5Vhv + NkTln(1 - e 8./T) (8.47)
i 0 (F 1 hv
(vibr) _ _p2 | & [ 2 P
U T [8’1‘ (T>] g Nh + N — (8.48)
) e, \ eSv/T
cvier 20U _ e[ 8.49
NeCT e = L

Los casos limite de esta ltima ecuacién son:

C("'br) { Nk para T > 6, (valor clésico) (8.50)

Nk(&)’e®/T T <o,
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luego C$™™) — 0 cuando T — 0 K. Nétese que el valor clasico de C™*” se
alcanza a temperaturas del orden de 10* K y en ese caso C7 = INk [c.f. fig.
8.3]. Por otra parte en el cero absoluto, U (vibr) — %N hv, esto es, las oscilaciones
corresponden a las del nivel vibracional de mas baja energia. Esta energia,
llamada del punto cero, muestra que en el cero absoluto, el sistema no estd en
reposo absoluto contrariamente a lo que se suponia antes del advenimiento de la
mecanica cuantica.

Asi pues, a temperaturas T tales que 6, /T no sean despreciables, todas las
funciones termodindmicas deducidas en la secciéon anterior deberén mcdficarse
incluyendo las contribuciones indicadas en las ecs. (8.46)-(8.49). La funcién de
particion completa, excluyendo los grados de libertad electrénicos y que discuti-
remos en seguida, estara dada por

3/2 T
21\'7’;1.2kT> V—(l _e—eu/T)—lwogA_;IB.e—%'e* (851)

ﬁmolec(Ty V) = ( )

(rot) 2 o
donde 3, .. se ha tomado como su expresion clasica pues a temperaturas para las

cuales T' ~ ©,, los grados de libertad rotacionales estaran totalmente excitados.

8.4 Contribucion electronica

Denotemos por L el momento angular orbital de los electrones de valencia de una
molécula diatémica cuya magnitud es [I(l + 1)]!/2h. Este vector, anilogamente
al vector L en un dtomo, precesiona alrededor del eje nuclear |ver fig. 8.6] y su
proyeccidon A es un vector cuantizado de acuerdo con la ecuacién

A =AhR A=0,1,2,...

donde A es el nimero cudntico electrénico para la molécula y es el equivalente
mas cercano a L en un atomo. Los estados moleculares se clasifican por su valor
A de acuerdo con la tabla:

A: 01 2 3.
Estado ¥ II A &--.

El momento angular mecanico de los nicleos en rotacion se representa por
N, en general no cuantizado por no conmutar con Hr, y éste se puede combinar
con L para dar el momento angular total de la molécula. Para estados ¥, como
A =0, J = N y tenemos que en el estado de base de la molécula la tnica
contribucién rotacional proviene de la rotacion de los nicleos y ésta es la que
hemos supuesto vigente hasta ahora.

En ausencia de espines los estados moleculares son singuletes y se designan
por 'L, !, etc., El estado ! T es el mas simple de todos pues el espin electrénico
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lLl(ul) ]

B

Figura 8.6
Precesién del vector L alrededor del eje nuclear en una molécula diatémica.

es nulo, el momento angular electrénico es nulo y por lo tanto la molécula co-
rresponde al rotor rigido discutido con anterioridad.

Cuando aparece la rotaciéon de los nicleos y los espines electrénicos son
diferentes de cero entonces surgen ciertas complicaciones que no estudiaremos
aqui. Baste decir que para estados con A = 1 aparece un doblete que permite
considerarlos como estados doblemente degenerados y para los cuales w® = 2.
Si S # 0 se obtienen multipletes electrénicos de los cuales, como ilustracién
daremos un ejemplo. Una molécula en su estado [] tiene una proyeccién A =1
sobre el eje nuclear y cada estado es un doblete. Si el espin de la molécula es
% tenemos un estado con un momento angular total A+ | Y| = % siAy S son
paralelosy A— | | = % si son antiparalelos. Asi existen dos niveles de energia,
cada uno siendo un doblete (w® = 2) representados por 2 [], ;2 Y 2Iyye-

Si una molécula diatémica tiene entonces un estado excitado electrénico de
baja energia ya no es vilido suponer que 3(¢") =constante. En este caso, tomando
por conveniencia como cero la energia del nivel mas bajo, tendremos que

Bomee = W) +w{em/*T 4 y{De—ea/kT 4 ..
y para un solo nivel
(el) _ w(()el) + wgcl)e—q/le (8.52)

3molec

La contribucién a las funciones termodindmicas provenientes de la ecuacién
(8.52) son inmediatas. En efecto,

F®) = _NkT In(w§! + wi'e=*/*T) (8.53)

NE]W;’ —e1 kT
U= w—sl n wf'e—n/k"‘e * (854)
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Figura 8.7 Los valores experimentales para Cy del NO encontradas por Eucken y d'Or
(puntos) y la curva teérica obtenido de (8.56) en el intervalo prescrito

y finalmente

. T kT 2_—¢€1/kT
cleh = (O—L) - Np (8.55)
1%

or [weer/*T 4 1]2

el
donde w = 29,
1
Para gases diatomicos, solamente el NO y el O, presentan contribuciones
observables al calor especifico electrénico. Para el primero, el estado base es un
estado 2], , en tanto que el otro miembro del doblete 211, /2 esté separado del

primero por 0.0154 e.v, o sea ¢ = 178%K. A estas temperaturas, se debe observar
una contribucién del calor especifico electrénico a Cy total. Como 6, ~ 2.5°K,
para temperaturas de este orden

C{,NO)

(fl/kT)2 e-—q/kT
Nk

5
- § + [eq/kT e 1]2

(8.56)

ya que w§' = w§' = 2. Ahora bien, el maximo de la funcién que aparece en la

ecuacién (8.53) ocurre para €;/kT ~ 2.4 y el valor de C{f‘) en este maximo es
de 0.44Nk. Los resultados experimentales encontrados por Eucken y d’Or en el
intervalo 120 < T < 180°K muestran la concordancia con la teoria (Fig. 8.7).

En el caso de la molécula de O, el estado base es un estado de triplete
3% (wg' = 3) el siguiente estado excitado es uno ! A(w§! = 2). Para estos niveles
Ae = 097 ev. que corresponden a una temperatura de 11,300 K. En este caso
los estados vibracionales del O, también estan excitados y la forma para el calor
especifico es un poco mas complicada. en efecto, tenemos que

C{,OQ) B 5 . %(61/kT)2 (6,,)2 e9v/T (857)
R 2 [3ea/kT 4 1]2 ( '

2 T ) (e®/T —1)2

La maxima contribucién ocurre a 5000 K que ha sido comprobado explotando
ozono en la bomba de un calorimetro, aunque los resultados asi obtenidos deben
de interpretarse cuidadosamente [Ver ref. (4)pag. 105].
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8.5 Gases Poliatomicos

En el caso de sistemas formados por moléculas poliatémicas la dificultad esencial
estriba en la caracterizacion de sus grados de libertad, particularmente los inter-
nos, ain dentro de la aproximacién de no considerar todos los modos normales
de vibracién, v.gr., si suponemos a la molécula no rigida. Con objeto de no
alargar demasiado este tratamiento vamos a suponer aqui que las moléculas son
rigidas, refiriendo a la literatura, especificamente referencias (2) y (5), al lector
interesado en ver la forma de tratar con grados de libertad internos.

En cualquier caso, supondremos que la temperatura rotacional caracteristica
es pequena, comparada con el intervalo de temperaturas en el que el sistema
esté en fase gaseosa; de manera que la contribucién de los grados de libertad
rotacionales se puede considerar en su limite clasicos.

a): Contribucién rotacional: Suponiendo a la molécula rigida las moléculas
poliatémicas pueden clasificarse en lineales o no lineales dependiendo de si los
nucleos de los diversos dtomos que la forman se encuentran o no en una linea
recta. Si la molécula es lineal, su funcién de particién es completamente andloga
a la de una molécula diatémica.

T
Senalac = | (8.58)
1

donde o = 2 si la molécula tiene un centro de simetria, o = 1 si o lo tiene y g;
es la contribucién de la degeneracion correspondiente al espin del -esimo nicleo.
Por conveniencia introduciremos en la contribucién rotacional la correspondiente
a la de los niveles nucleares.

Para una molécula no lineal hay tres grados de libertad rotacionales que
pueden describirse por los tres dngulos de Euler 6, ¢ y 1. Llamando pg, pg ¥ py
a los tres impulso conjugados, la energia de la molécula puede expresarse como?

1
(rot _ 737 (s — Py cosB) cosy — pg sen § sen ¥)? (659)
1 ’ =7 |
+ 3g ey (Ps — Py cos6) sen + pysenbeosy]” + o,

donde A, B y C son los momentos de inercia con respecto a los tres ejes princi-
pales.

Entonces,

molec. 1 -
potee) = 3 /~~/e  dpy dpy dpy df d dyp (8.60)

2E] lector no familiarizado con la rotacién de un cuerpo rigido puede consultar el excelente
libro Classical Mechanics por H. Goldstein, Addison-Wesley, 1950, Cap. V



8.5 Gases Poliatémicos 15%

cuya evaluacién aparentemente es un tanto complicada. Sin embargo es posi-
ble mediante una transformacién simple reducir la integral que aparece en la
ecuacién (8.60). Hagamos

£ =peseny — ;g(p«s — py cos )

_senyy (8.61)
n= Seno(% Py cosB) + pg cos P
C=py

Sustituyendo las ecs. (8.61) en (8.59) obtenemos que
S
1 1
ot £ + =1+ =¢ (8.62)

28" T oC°

y como ademaés el Jacobiano de la transformacién es (sen )™}, la ecuacién (8.60)
se transforma en una expresién sumamente simple,

+o00
. —n2 /9BEKT —¢2/20
35:());) — h™ 3/ £ /2,4de€/ n “B”dn/ e—¢*12C deC
— 00

2n 2m
/ / / sen 0dOdpde (8.63)

2kT\*/?
(7rABC)1”< = )
ya que los intervalos de variacién de £, n y ¢ son los mismos que para las p’s
pues son proporcionales a ellos.

La ecuacion (8.63) es correcta siempre y cuando la molécula no posea centros
de simetria, esto es, sidespuésde girarlapor0 < < m0< ¢ <2ry0 <o < 2w
regresa a su configuracién inicial. Si o es el nimero de veces que la molécula
retorna a esa configuracion durante las citadas rotaciones, entonces la ecuacién
(8.63) se transforma en

molec

i, TABC)V/2 [2kT\%/? L
(rot) _g—a)———(ﬁ) 'Hg" (8.64)

i=1

donde g; es la contribucion correspondiente a la degeneracion del estado base del
i-ésimo nicleo de la molécula. Por ejemplo, para la molécula de H,O (tridngulo
isésceles) 0 = 2, para el NHj (pirdmide triangular), ¢ = 3, para el C2H,4
(rectdngulo) o = 4 para el CH, (tetraedro regular), 0 = 12 y para el benceno
(hexdgono regular) o = 12.

b. Contribucién vibracional: Una molécula poliatémica que consiste de
n atomos tiene 3n grados de libertad espaciales, i.e., se requieren 3n coordenadas
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independientes para especificar las posiciones de estos 4tomos con respecto a un
sistema de coordenadas dadas. Bajo la hipdtesis de quela molécula es rigida, 3 de
éstas coordenadas son requeridas para especificar la posicién del centro de masa
y 3 més (o dos) para especificar la orientacién de la molécula en el espacio si es no
lineal (si es lineal). Asi pues hay 3n — 6 coordenadas para moléculas no lineales
y 3n — 5 para moléculas lineales disponibles para especificar las coordenadas
internas y por consiguiente tenemos otros tantos modos normales de vibracién.
Cada uno de estos modos oscila con una frecuencia v a la cual estd asociada una
temperatura caracteristica de la vibracién 6, = hv/k. Entonces,

3n—-6

) 1
35::":2 — H [ euTT (moléculas no lineales) (8.65a)
=
) 3In-5 1
ag!')’l’;c') = H PR (moléculas lineales) (8.65b)

=1
suponiendo que todas ellas sean no degeneradas, de lo contrario habra que con-

tar la frecuencia que corresponda al modo degenerado tantas veces como sea
necesario.

Con este modelo sobre-simplificado de una molécula poliatémica y de nuevo,
suponiendo que el estado base electrénico no esta excitado, las funciones de
particion pueden escribirse de inmediato:

(2rmkT)%2V T e, /T\ "}
3malcc(T, V) = T =y 1:1 (1 —-e o ) wo ng (8.660)

para moléculas rigidas lineales, y

2rmkT)¥? (rABC)Y? (2%T\/?
( 7I"mh3 ) (7r = ( = ) H(l

3motec(T, V)= — €% /T)_I“-’O H 9
j
(8.66b)
para moléculas rigidas no lineales. En estas ecuaciones m = ) . m;, la masa
total de la molécula y wp la degeneracion del estado base electroénico.

i

El calculo de las funciones termodindmicas a partir de las ecuaciones (8.66a)
y (8.66b) es directo y no daremos aqui los detalles. Baste decir que para los
calores especificos se obtienen los siguientes resultados:

Moléculas lineales:
Cv _ 5 (6‘,i/2T)2

v —r 8.67
Nk 2-’-gsenlﬂ (%}.‘) ( 2

Moléculas no lineales:

CV (8., /2T)?
=3+ —'——— 8.67b
Z' sen h? ( 7 ) ( )
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Es claro de estos resultados, que cualquier modo para el cual 6, < T contribuira
a Cvy, en tanto que en el caso contrario no habra contribucién alguna. Asi pues
para determinar que modos vibracionales contribuyen a Cy a una temperatura
dada es necesario conocer las v’s de los espectros vibracionales de la molécula.
Por ejemplo para T' ~ 300 K los modos que contribuyen a Cy estdn comprendidos
entre 100 cm~! y 2000 cm~! aunque v’s con valores menores a 300 cm~! rara
vez se encuentran.

No vamos a intentar aqui dar una comparacion entre los resultados tedricos
que se obtienen de las ecs. (8.67) con el experimento. Baste decir que para
moléculas poliatémicas sencillas como el CO2, NH3, CH4, N2O, etc. los mo-
dos normales de vibracién se pueden determinar con relativa facilidad de sus
espectros Raman e infrarrojos y los calores especificos calculados de las ecuacio-
nes (8.67) concuerdan satisfactoriamente con el experimento. En moléculas mas
complicadas como el etano CH3-CH3, etileno CH,=CH, etc., estos modelos no
son adecuados debido a los grados de libertad internos que no se han tomado en
cuenta al suponer la molécula como un cuerpo rigido. Por ejemplo en el caso del
CH3-CH3 una de las coordenadas normales corresponde a rotaciones iguales y
opuestas de los grupos CHj alrededor del eje de la molécula. Esta rotacién no es,
sin embargo, una rotacion libre sino que la energia potencial de la molécula tiene
maximos y minimos dependiendo de las configuraciones relativas. Asi pues las
rotaciones estan “restringidas”, por una barrera de potencial cuya magnitud no
puede determinarse a priori debido a la complejidad del problema. Resumiendo,
para moléculas coniplicadas donde la rigidéz es una hipdtesis inadecuada hay que
resolver primero un problema “mecanico” consistente en interpretar los datos es-
pectrales, Raman, infrarrojo o ultra-violeta para conocer la configuracién de la
molécula y determinar sus grados de libertad internos, antes de resolver el pro-
blema estadistico que en principio es un tanto simple. El primero, sin embargo,
es dificil y hasta la fecha es materia de investigacion en moléculas complicadas.
El lector interesado en ampliar sus conocimientos a este respecto, puede con-
sultar las referencias 2 y 5, respectivamente, donde se encuentran tratamientos
exhaustivos acerca de este tema.
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Problemas

1. Usar la ecuacién (8.10) para €™ y mostrar que la funcién de particién
rotacional clasica es igual a % donde o = 1 para moléculas heteronu-
cleares y 0 = 2 para moléculas homonucleares, o es el llamado factor de
simetria de la molécula.

2. Para T « 6,. tomar

t -28,./T —-66.,/T
(rot) = 143720/ 4 5¢=60+/
para calcular las funciones F' y U a bajas temperaturas y demostrar que
Cg °) est4 dada por la ecuacién (8.25).

3. Usar la férmula de Euler-MacLaurin para demostrar la ecuacién (8.28).
Sugestién: Evaluar 3., y mostrar que es igual a : Z;’io. [Ver ref.
(3) pags. 153 y 154].

4. Llamado Fy4 y U;q a los resultados indicados por las ecuaciones (8.33) y
(8.34) respectivamente, mostrar que para 6, /T no despreciable respecto
a la unidad,

9, 1
F=F,y—kO6.{= +—+—+0( )}

9 T T2
1 6,
U=Uyq4 - ke{ +45T+”}
Cy 5 192
=24ty

Nk 2 4572

5. Usar las ecuaciones (8.33) y (8.35) para mostrar que la entropia de un
gas diatémico ideal (T > 6,) estd dado por:

N

S ) T%/2 l (2mm)3/2k5/2 | 1 1
N = , +In = +no_e_+n(w09A98)+‘

T

(&)

Calcular también una expresién para el potencial quimico p.

6. a. Parael Dy, I = 1 de manera que ¢ = 3. Encontrar la expresion
para el calor especifico rotacional de esta molécula. b): Mostrar que para
T < Oy, el valor de la relacién o — Da/p— D2 = 2. c): ParaT < 6, en
equilibrio mostrar que todo el deuterio se encuentra practicamente en la
forma orto.
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13.
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a. Usar la ecuacion (8.51) para obtener las funciones F, S 'y U, de una
molécula diatémica. Calcular el potencial quimico g. b. Demostrar que

2
Cv=k{g+lM)—)}

2 senh? (%‘L

. Usar la expresion para la funcién de particién clasica y demostrar que

para un oscilador arménico, 3(¢e®) = el' Encontrar las funciones ter-
:
modindmicas para un sistema de N osciladores unidimensionales.

a. Demostrar que la ecuacion (8.55) para C{f ) tiene un maximo para
#7 ~ 2.4 siw =1y en general depende de w. b. Mostrar que los valores
maximos alcanzados por CE,el') son 0.44Nk siw =1y 0.76 Nk si w = 2.
c. {Cuadl es el valor maximo de Cif ') para el caso del oxigeno?

Usar las ecuaciones (8.61) para obtener la ecuacién (8.62) y probar que
J (—m'ﬁ—) = (send)~ 1.

PorPe-Py

Obtener las ecuaciones (8.67a) y (8.67b) para los calores especificos de
una molécula poliatémica rigida.

El CO2 es una molécula lineal O = C = O que tiene cuatro frecuen-
cias vibracionales®, a saber, v, = 1.337 cm™?!, v, = 667 cm™! (doble-
mente degenerada) y v3 = 2,349cm™!. Mostrar que CV"*/NK = 1.05 a
317 K y calcular Cy y Cp a esta temperatura. El valor observado para
C(obs:) Nk = 4.53. Discutir el resultado fisicamente.

Mostrar que la entropia rotacional para un gas diatémico en la aproxi-
macion clasica puede escribirse como

T
(rot) _
S Nk [ln prey + 1]

donde o es el factor de simetria. Calcular esta funcién a 300 K para el
Ha, Da, HC], CO y O; usando los datos de la tabla II. ;qué puede decir
de estos resultados?

Demostrar que ¥ = C,,/Cy para las moléculas poliatémicas nunca puede
ser < 1 y que su valor maximo para un gas poliatémico ideal es 5/3.

Para el Oz, ©,ib.. = 2230 K. Calcular C,, a las temperaturas indicadas
en la siguiente tabla y comparar con los datos ahi prescritos:

T(K) 500 1000 1500 2000 2500 3000
Cp (Kcal/molK) 7429 8335 8.739 9.024 9.280 9.518

3Recordar que 1 cm™! = 1.240 x 10~ 4 e.v. 0 que éstas v son realmente A~! y para obtener v
en seg~! hay que multiplicar por ¢
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16.

17.
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Si hay discordancia entre los valores obtenidos y los de la tabla, explicar
porqué?

Para la molécula de amoniaco NHj, se afirma que a 300 K, Cy = 3.3Nk.
Con los datos existentes en la literatura compruebe o rectifique esta
aseveracion.

Ir a la literatura y buscar los datos pertinentes para calcular la en-
tropia del CO, CHy y H20 a 25°C y 1 atm. de presién. Los resulta-
dos experimentales en unidad de entropia (u.e.) son 51.0, 44.5 y 48.8
(1 u.e. =1 cal/mol-K).



Capitulo 9

Sistemas formados por

particulas interactuantes.
Las ideas de J. W. Gibbs

9.1 Generalidades

En todos los capitulos anteriores hemos considerado sistemas formados por par-
ticulas independientes, simplificacién que se refleja en el cédlculo de las funciones
termodindmicas, en particular de la entropia, al imponer la condicién de que el
macroestado que hace la maxima suma de todosellos debe satisfacer la restriccion

Z n;e; = E = const. (9.1)

lo cual implica que el sistema mecanicamente conservativo representa el estado
de aislamiento del sistema termodindmico y que E se identifica con la energia
interna U. Las variables intensivas se introducen en la forma ya discutida y
dada por las ecuaciones (6-26) y (6-27). No obstante el inobjetable poder del
método hay por lo menos dos situaciones préacticas que no se pueden incluir en
el esquema:

a. Las energias de las particulas incluyen la energia de interaccién entre
ellas y por consiguiente la ecuacién (9.1) deja de ser valida.

b. El sistema en observacion se encuentra en un estado diferente al im-
puesto por las restricciones que se imponen sobre las variables extensivas, esto

159
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, (,t'l ) T
H{/J\;f—//\* -\_\_E\nergio
\!/ j
Materia &
/

/
( /
. /

\\.H_u; o e

Fuente

Figura 9.1 Sistema termodindmico o en equilibrio térmico con un recipiente o fuente térmica
a la temperatura T. Las paredes de o diatérmicas por necesidad permiten un intercambio de
energia. Si las paredes son ademds permeables hay equilibrio quimico y hay intercambio de
materia. La fuente térmica esté caracterizada por un potencial quimico u

es, deja de ser un sistema termodindmicamente aislado y cerrado permitiéndole
interactuar de alguna forma con sus alrededores. Por ejemplo (ver fig. 9.1),
puede estar inmerso en un bano térmico (la atmdsfera) a una temparatura T
y tener paredes diatérmicas que le permitean intercambiar energia con el bano
manteniendo, obviamente, su temperatura constante. Si ademas las paredes son
permeables y el bano ademas de térmico es quimico, ésto es, contiene un nimero
enorme (infinito) de particulas, el sistema puede intercambiar masa también a
un potencial quimico g fijo e igual al del bano (o fuente). En este caso no sélo
la energia no es constante, tampoco lo es el nimero de particulas. No obstante
por ser un sistema en equilibrio, abordable para su estudio con la metodologia
de la termodindmica cldsica, se debe poder identificar tanto la energia (interna)
como su composicion en equilibrio. Es evidente que esta identificacion tiene que
surgir de la concepcién probabilistica empleada para la descripcion microscépica
del sistema.

Curiosamente, no fué sino hasta los albores de este siglo que se establecié
una metodologia clara y precisa para tratar este tipo de situaciones, y ésta surgio
del trabajo de J.W. Gibbs, el fisico tedrico de mayor renombre que tuvieron los
EUA en el siglo pasado. Las ideas originales de este autor, publicadas en su
interesante, original, pero dificil obra, (Ver ref. (1)) parten de la formulacién
hamiltoniana de la mecanica clasica que es tema de un tratamiento mas avanzado
(refs. (2)-(6)). Sin embargo, en su contenido bdsico son relativamente simples
y pueden expresarse en términos de los resultados obtenidos en los capitulos
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anteriores. Recordemos que para un sistema de N particulas independientes,

U < E = NkT? (‘M) (9.2)
T Jyn
donde 3 es la funcién de particién
3= gie P (9.3)

con 3 = (kT)~!. De acuerdo con (9.2) la energia por particula (¢) estd dada por

(€)= = kT? (%) . (9.4)

Esta ecuacion establece que si cada ente independiente de un sistema es una
molécula cuyos niveles de energia {e;} corresponden a sus estados estacionarios
determinados por la solucién de la ecuacién

Hon = €npn

‘H siendo el hamiltoniano de la molécula, entonces la energia por particula de-
pende sé6lo de la derivada logaritmica de la funcién 3. Lo que se le ocurrié a
Gibbs esencialmente fue concebir a un sistema entero comportandose como una
molécula. Su argumento es entonces pensar que tenemos una coleccién arbitra-
riamente grande de sistemas macroscépicos todos idénticos entre si, esto es que
todos estén en equilibrio térmico (T fija) con el mismo volumen V y la misma
composicion N. Claramente sus energias estan determinadas por las posibles
soluciones de la ecuacién

HnTi(N) = E;¥;(N)

donde H n es el Hamiltoniano de las N particulas del sistema, incluyendo in-
teracciones. Dado que el niimero de sistemas, lldmesele AV, es arbitrario y el
espectro de energias de todos los miembros de la coleccion es el mismo, por ser
idénticos entre si, podemos pensar que si N; es el nimero de sistemas de esa
coleccién con energia E;,

Z N;E; = £ = const. (9.5)

en analogia con la ecuacién (9.1). Si ahora llamamos 2; a la degeneracion de cada
nivel del sistema de N particulas, podemos definir una funcién, que llamaremos

Z, como
Z=Y Qe BT (9.6)
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ya que todos los sistemas de la coleccidn estdn a la misma temperatura y por lo
tanto la energia promedio por sistema (E) estard dada por

E dlnZ
(E) = i kT? ( o >v,~ (9.7)

El significado de ; es ahora transparente: el nimero total de estados de un
sistema de la coleccién compatible con una energia dada E;, V y N. jPero este
es precisamente el concepto de €2 de los capitulos anteriores, el nimero total
de macroestados determinados por E, V y N! La diferencia es que su valor no
puede calcularse por los métodos seguidos porque ahora la ecuacién (9.1) ya no
se satisface. No obstante, podemos seguir pensando que en equilibrio 2 tiene un
maximo para una cierta distribucién cuyas caracteristicas no son importantes de
momento. El punto esencial es que debido al hecho que 2 es un nimero enorme
podemos escribir formalmente que,

Z:/ Q(E,V,N)e PEJdE (9.8)
0

y que e~PE tiene un maximo para un cierto valor de E = E. Alacoleccién de N
sistemas idénticos caracterizados por las ecuaciones (9.7) y (9.8) lo llamé Gibbs
“ensemble” o conjunto representativo. En el caso particular de este conjunto
representando a N sistemas en equilibrio térmico entre si, se dice que es un
“conjunto candnico”. Para mostrar sus propiedades, vamos a evaluar la funcién
Z. Para eso escribimos que

QePE = ~PE+HA(E) = of(E) (9.9)

y desarrollemos f(E) en serie de Taylor alrededor de E = E. Tenemos entonces,

f(E) = —BE + nQ(E) + (E - E) (_g i 3&&@)
OF E=E
— E)2 2
(E—E)? (?nQ(B)\
2\ 0B Jg_;
Para que la funcién f(E) tenga un valor extremo en E = E, (%%I)E .= 0
luego _ =
dnQUE)
P+ =g ~°
esto es,
0lnQ(F) _3
OFE - -

Si ahora, como antes, suponemos que en el equilibrio S, la entropia es funcién
de Q, .
S=klnQ(E,N,V)
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tenemos que

aS as 1
(68),.0= (80, =*=1 910

donde sin mayor predmbulo estamos identificando a E con la energia interna
del sistema lo cual justificaremos con mayor detalle posteriormente. Note el
lector que esto no es del todo obvio porque ya introdujimos (E) por medio de la
ecuacion (9.7) y también podriamos pensar que es la energia promedio la que es
identificable con U. Asfi la ecuacién para f(FE) se reduce a:

I = . (E—E)? (8°InQ(E)
f(E)=—-BE+InQ(E) + 2 ( OFE? )E

o bien
f(E)=1n {e—iﬁ%ﬂ’- w(m}

Az_(azan(E)) o a_g
a OE? E=E_ <3E)E=E

Pero de acuerdo con la ecuacién (9.10),

15)¢] - _l_ a—z
(3_E>E=g kT (aE)Ezé (9.11)

Recordando que Cy = (g—u)v y que hemos identificado E con U obtenemos que

donde

1

=
kT2Cy =

0

ya que Cy > 0. Entonces, definiendo g(E) = e/(E)

9(B) = g(B)e 255 a0 (9.12)

que es una distribucién Gaussiana centrada alrededor de E = E. [Ver Fig. 9.2]
Pero por ser una distribucién de probabilidad, claramente,

| a@nE=1
—00
luego de la ecuacién (9.12),

_ +00 5 g2
g(E)/ e M GE =1

—0o0
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y por lo tanto,

~ A
9(B) =/ = (9.13)
Ademads
+o00 +o00 - D A N
(E) = Eg(E)dE =/ (E+z)e 3 dz- | = =E (9.14)
—00 —00 27r

La ecuacién (9.14) es un resultado muy importante: en efecto el valor promedio
de la energia es igual al valor maximo E luego hemos probado que la identificacién
de la dltima con U es consistente con la ecuacién (9.7). Pero en termostética
U tiene en valor tnico en tanto que aqui hay una fluctuacién en su valor por
provenir de una distribucién. En efecto,

(E = (E))*) = (E*) —(E)* =27} (9.15)
por ser Gaussiana la distribucion, luego la desviacién media estd dada por
A'E = ((B%) - (B)?)/2 = x7V/2

Para estimar 6rdenes de magnitud recordemos la ec. (3.2) para un gas ideal

3/2
S=kanm§x=Nkln(27rka) Y

= — kInN!
x V+ o —kin

Como para un gas ideal )
U= %NkT =F

y por lo tanto
S = NkInU3?V + f(N)

= kIn E3N/2y 4 f(N)

0 sea que
N
Q~EZ
donde f es el nimero de grados de libertad de cada molécula.
Entonces
InQ ~ gN InE
y
olnQ _ N
OF )p.g 2E)
y por lo tanto,
fN

~ 2(E)?
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g(E)

Ae i ?

Figura 9.2 Para un conjunto canénico g(E) es una funcién que caracteriza la forma en que
la energfa E estd distribuida entre los elementos del conjunto. De acuerdo con la ecuacién
(9-12) dicha distribucién es una curva Gaussiana centrada en E, el valor de la energia para el
cual g(E) es mdxima. Ademds E = (E).

Entonces

(E) A'E 1
N

A*E ~ 10712

es decir, de la probabilidad de encontrar un valor de la energia diferente de E
por unidad de energia es de 107'2. Asi pues la funcién g(E) es una distribucién
Gaussiana normal, i.e., casi una delta de Dirac centrada alrededorde E = E = E.
Este andlisis conduce pues al resultado de que para calcular Z basta evaluar Z

en E = F, por un teorema bien conocido de célculo integral, luego
InZ=InQ(E,V,N) - BE (9.16)

o bien
klnZ=S(U,V,N) -

NI

y por lo tanto,
F=—-kTInZ (9.17)

Esto es, desde un punto de vista formal o matematico, la transformada
de Laplace de Q(E,V, N) en la variable E y que genera una funcién Z cuyo
logaritmo multiplicado por —kT es precisamente igual a la funcién generatriz
de una transformacion de Legendre que nos lleva de la representacién U, V, N
a la representaciéon T,V, N. A esta funcién Z se le llama funcién de particidn
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candnica y es representativa de un sistema formado por particulas con o sin
interacciones que se encuentra en equilibrio térmico con sus alrededores.

Veamos como para un sistema de particulas independientes, este resultado
se reduce a los encontrados anteriormente. En efecto,

Z= Z Qje_Ej/kT

donde, cldsicamente,

sujeta a las restricciones:
Z ni=N Zn,-c,- =F
i i

Pero ahora todos los valores de E; son permisibles luego
N!
7= z e~ P2, rek
{n:i}

3" solo restringida a que Y n; = N.

De este modo,
Z = e"BCkﬂk

que por el teorema multinomial, del algebra se reduce a
Z=(ePatePay...pePery.. )N
N

Ze—ﬂc,- = 3N
3

y si ahora dividimos por el factor cuantico N! para tomar en cuenta correcta-
mente el limite clasico de las estadisticas cudnticas,

z=3_ (9.18)

y por lo tanto

F=kTIlnZ =—~kTIn Ni (9.19)
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Es importante senalar que la expresion correcta para Z en el limite clasico
usando el lenguaje de las variables del espacio fase es también inmediata. Como
en este caso

1

ya que los microestados del sistema corresponden a todas las regiones del espacio
fase que contienen puntos compatibles con E, V y N, entonces,

1
Z(B,N,V) = W/.../e-”(mdpdq (9.21)
donde, en general
E(p,q) = %' +®(q1,-.-,qn) (20)

1=1

dp =dp, --dpn; dq=dq;...dqn

La ecuacién (9.20) serd de mucha utilidad posteriormente. Esta claro que en
esta ecuacién los factores (N!)~! y (h3¥)~1 son de origen cudntico y no clésico.

La interpretacion fisica de estos resultados es importante: Si nosotros uti-
lizamos a una coleccién de sistemas (N arbitrario y tan grande como se quiera)
para representar el comportamiento de un sistema real en equilibrio térmico con
sus alrededores, estos sistemas intercambian energia entre si pero en el equilibrio
su energia promedio estd dada por un valor (E) que corresponde al maximo en
una distribucién de energia que es gaussiana y normal y por ende es el valor
univoco que podemos asociar a la energia interna U.

Véase por tltimo que estos resultados son completamente generales en cuan-
to al sistema para estudiar, pues F; o en su defecto £ en la expresion clasica
representa la energia total del sistema independientemente de si hay o no inte-
racciones entre las particulas.

9.2 Relacion con la Termodindmica Cldsica

De acuerdo con los resultados obtenidos, podemos ahora usar la forma de la
funcién de particién canénica

Z= Z Qe PE  (suma sobre estados) (9.6)
para obtener una conexién méas explicita con las leyes de la termodindmica

clasica. Vale de paso hacer notar que esta forma de escribir a Z puede sus-
tituirse por una suma sobre niveles de energia. En efecto, tenemos que

Z = Z e PE¢  (suma sobre niveles)
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donde cada término ahora aparece repetido §2; veces.

Insistimos en senalar que la ec.(9.6) puede utilizarse para describir el con-
tenido estadistico del conjunto candnico en términos de probabilidades, si acep-
tamos la definicién de ésta como una frecuencia de eventos. En efecto, la proba-
bilidad de encontrar un sistema tomado al azar del conjunto con un cierto valor
de su energia E; se puede definir como

Qe PE:
P = eT (9.23)
donde obviamente, P; >0y ). Pi = 1. Entonces
(E) =) E:P;= _ Oz (9.24)
i 98

que es la ec.(9.7) que nos sirvié de punto de partida para introducir las ideas de
Gibbs.

El otro punto importante de este tratamiento concierne al concepto de las
fluctuaciones esperadas en las variables no constrenidas por el observador. Como
ya hemos dicho antes, en un sistema en contacto térmico con sus alrededores,
T es constante y la energia E es una variable cuyo valor fluctia alrededor del
maximo E = (E). Contrario al contenido de la termostatica donde las varia-
bles termodindmicas no exhiben fluctuaciones estadisticas, en este tratamiento
la energia interna U = E = (E) fluctia alrededor de su valor E. Es pues im-
prescindible convencerse que estas fluctuaciones son en general, inobservables
para justificar el significado mismo de la variable termostatica. En el caso de la
energia tenemos que

(B = i BEQe P 1 0*z

Z -~ Z 0p?

2
y (E)? = ((% In Z) Por otra parte

i (73) 7 (%) + 29
= (E%) — (B)?

y usando la ec. (9.24)

)
(E*) — (E)® = —55(19)
d(E) T

e pm BN T 2
=~9T o5 kT*Cy
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Usando la definicién de A*E (c.f. ec. (9.15)), la desviacién media por unidad
de energia sera,
A*E  (kT*Cy)'?
(E) (E)
3

Para estimar 6rdenes de magnitud para un gas ideal Cy = 3Nk, (E) = %N kT

2
y
AE 2
i I 10—12
B V3N

lo cual muestra que U = (E) = E est4 univocamente determinada hasta una
billonésima parte, desviaciéon que para sistemas con N grandes, es inobserva-
ble. Este resultado ya lo habiamos deducido antes sin exhibirlo en forma tan
contundente.

Veamos ahora la conexidn entre las premisas del conjunto canénico y las leyes
de la termostdatica. Supongamos que la unica restriccion geométrica impuesta al
sistema sea que su volumen se varie por dV/, como en un proceso cuasiestatico.
Entonces el cambio en el r-ésimo nivel de energia serda

(9.25)

_ 0E,

dE, =
F1%

av

de modo que el trabajo realizado por el sistema como resultado de esta variacién
estd dado por la suma sobre todos los niveles multiplicada por la probabilidad
de ocurrencia de cada nivel

(6'W) = -;- Dents (— e > av

ov
luego
(6'W) = paV (9.26)
si identificamos a la presién con
0lnZ
=kT 9.27
g ( v )T,N @20

Por otra parte, In Z depende de todas las variables independientes T, V' y N. Si
pensamos en un proceso cuasiestdtico para el cual 3 se incremente en df3, V en
dV y N sea constante,

dlnZ 0lnZ
dlnZ = av + ) d
< ov )T,N < B Jun )

=p(E'W) — (E)dB
= B(§'W) — d((E)B) + Bd(E)
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y por lo tanto,
d(InZ + B(E)) = B((§'W) + d(E)) = fd'Q

la ultima igualdad proveniendo de la definicién termostdtica de calor. Esto im-
plica que como T~ ! es un factor integrante de la diferencial inexacta d'Q ambas
expresiones son compatibles si (8d'Q = TdS)

ﬁi_k(ln Z + B(E)) = TdS

o que
S =k(InZ + B(E)) (9.28)
¥
S 9.29)
Gl (9.

Estos resultados, aunque ya obtenidos antes, muestran la compatibilidad entre
la naturaleza intrinsecamente estadistica del conjunto canénico y las leyes de la
termostética. Claramente, como (E) = U la ec. (9.28) no es otra cosa mas que
la expresion para la funciéon de Helmholtz en términos de Z,

F=—kThzZ (9.30)

Para terminar con este capitulo estudiaremos otro ejemplo del método de
Gibbs aplicado ahora al mismo sistema termodindmico pero en condiciones di-
ferentes. Vamos a eliminar la restriccion de paredes impermeables y permitir
que se intercambie materia con sus alrededores ahora concebidos, no solo como
una fuente térmica a la temperatura T sino también como una fuente quimica
caracterizada por un potencial quimico p (la variable intensiva asociada con N).
Las ideas de Gibbs aplicadas a esta condicién de observacién son igualmente
simples que en el caso anterior: no solo la energia E, ahora la poblacion N
es una variable fluctuante cuyo valor en equilibrio corresponderd al maximo de
una distribucién que también esperamos, sea Gaussiana como en el caso de la
energia. El problema es como, sin entrar en argumentos muy elaborados, po-
demos intuir, como en el caso del conjunto candénico, la manera de obtener un
conjunto representativo para el estado de equilibrio del sistema. Para ello pro-
cedemos por analogia con el caso anterior, tomando en cuenta que ahora los
elementos de nuestro sistema tienen diferentes poblaciones ya que N es variable.
Esto complica un poco la imagen del conjunto representativo pues la poblacién
de moléculas en cada sistema no es constante. De esta forma la composicién del
conjunto tiene que caracterizarse a través de una coleccién idéntica de sistemas
de los cuales conocemos su temperatura T', volumen V y potencial quimico u.
Como para cada N fija la funcién de particién estd dada por Z(T,V, N) para
tomar en cuenta que N es variable podemos definir una funcién = (ver ec. (9.6))
tal que

oo

E(T,V,u) = Y_ Z(T,V,N)e=N (9.31)
"N=0
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donde a es un pardmetro indeterminado que juega aqui el papel de 3 en la ec.
(9.8). La poblacién promedio de los sistemas que forman este conjunto estd dada

por
TV

—InZ

Oa

(9.32)

que es una ecuacién idéntica en contenido a la ec. (9.24). De hecho, podria
definirse también una probabilidad asociada a un estado dado de un sistema del
conjunto pero esto es innecesario.

Ahora suponemos que, como en el caso anterior Z(T, V, N) tiene un maximo
en N = N y por lo tanto,

E(T,V,p) = IBs\)x[Z(T, V,N)exV)
donde la condicién del maximo estd dada por

d (a3
d—ﬁ{e NZ(T,V,N)}y_i =0

lo cual implica de inmediato que (2%Z) y_ + @ = 0 usando ahora el resultado,

oF dlnZ
= = = —kT | —— 9.
. <6N>T,V ¢ ( ON >T.V i

de acuerdo con la ec. (9.17), vemos, como era de esperarse, que

n

y por lo tanto,
InZ(T,V,u) =In Z(T,V, N) + aN
_uN ‘
=47 +InZ(T,V,N)
y finalmente _
kTInE=uN - F (9.35)

Este dltimo paso requiere de una dosis de cautela. N es el valor de N para el
cual Z tiene un médximo y sin mayor consideracion lo estamos asociando con
el valor de N en el equilibrio para asi poder usar (9.17). Pero también hemos
definido (N) segiin (9.32) y no hemos mostrado que N = (N) y tampoco que
A*N es despreciable i.e., la distribucién de las poblaciones en los sistemas del
conjunto es una Gaussiana normal. El lector puede facilmente verificar estas
aseveraciones siguiendo un método estrictamente andlogo al usado en el caso
anterior para la energia (ver problema (3)). Si aceptamos este resultado entonces
p(N) = uN = G por definicién, y como G — F = pV tenemos que

pV =kTInZ(T,V,pn) (9.36)
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que coincide con el bien conocido hecho de que en la representacién T, V' y u en
termostatica pV es el potencial termodindmico (problema (4)). Nétese primero,
la similitud entre la ecuacién (9.36) y la ecuacién (5~ ) deducida para los sistemas
de bosones y fermiones independientes. La comparacion entre ambas muestra
que sin proponerlo como objetivo, lo que se calculé en el capitulo 5 fué la funcién
= para estos sistemas. En segundo lugar, al igual que en el caso de los bosones
y fermiones, la ec. (9.36) no es la ecuacién de estado del sistema pues contiene
al potencial quimico p. La ecuacién que lo determina como funcién de N, T y
V es la ec. (9.32) que ahora puede reescribirse como

(N) = kT (%‘f)w (9.37)

donde hemos hecho uso de la definicién de a. Finalmente, del resultado del
problema (4) puede verse de inmediato que,

S(T,V,p) = kT<61“:> +kInE (9.38)
oT v

que es la ecuacién para la entropia. Las ecuaciones (9.36)-(9.38) determinan
todas las funciones termodindmicas del sistema pues G = p(N), F = G — pV
y U = F —TS. Asi pues un sistema termodindmico en un estado en el cual
intercambia materia y energia con sus alrededores puede visualizarse a través
de una coleccion de sistemas de composicion variable, en nimero infinitamente
grande y todas poseyendo poblaciones y energias diferentes. A este conjunto se
le llama “gran candnico”. Para un estudio mds detallado de sus propiedades
referimos al lector a las referencias (2) y (3) al final del capitulo.

Para convencernos de que las fluctuaciones en la composicién de nuestro
sistema abierto son despreciables partimos de las ec. (9.6) escrita como suma
sobre niveles, y la ec. (9.31)

oo

N)E = Z Z Ne(N=E5)/kT

que diferenciamos con respecto a p para obtener:
o(N )) (N) < »
ON)y o, W) Ne(N=E;)/kT
( O Jrv Kk sz:o;
- 1
= Z ZN2e(uN—EJ)/kT =
N=0 j

que dividida entre la = genera el resultado,

kT (ZIZ ) = (N?) — (N)?
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y por lo tanto,
(N2) — (N)? kT (O(N)\

(N2 N2\ op /1y

Ahora bien, del resultado del problema (4) sabemos que

(9.39)

d(pV) = SdT + pdV + Ndu

y a temperatura constante
Vdp = Ndu

QE) _K<_32)
ov)r N\8V /),

Llamando v = V/N, el volumen por particula y usando la regla de la cadena es

facil ver que, ,
( 9(N) ) (N) ( ov )
=— 9.40
ou TV vz \dp TV ( )

donde hemos identificado N con (N). Substituyendo (9.40) en (9.39) y usando
la definicién de compresibilidad isotérmica KT, obtenemos finalmente que
(N?) = (N)? _ kT
; = 9.41
oy VT (9.41)
Para un gas ideal k1 = 1/p = V/NKT y por lo tanto

AN _ 1w

(N) VN

las fluctuaciones alrededor del pico de la distribucién gaussiana para la poblacién
de los sistemas es normal, esto es (N) = N = Niermod. €8 Una asociacién plena-
mente justificada en sistemas para los cuales IV es grande.

Estos dos ejemplos exhiben con toda claridad el poder del método de Gibbs:
como aprovechar éptimamente la informacién que un observador dispone de un
sistema en equilibrio para poder predecir sus propiedades. De acuerdo con dicha
informacién uno puede construir una funcién, la funcién de particiéon correspon-
diente, a partir de la cual se puede obtener toda la informacién que uno desee. La
forma de la funcién depende del estado del sistema, esto es, de las restricciones
que se le impongan externamente.

Este hecho se palpa de manera indiscutible si uno examina las ecuaciones
(9.6) y (9.31). Matemadticamente son transformadas de Laplace de una funcién
que depende de la variable que se quiere eliminar, la energia en el caso de 2
y la composicién en el caso de Z (jpor eso es discreta!). La funcién resultante
depende del parametro de la transformacion y su significado lo determina la con-
dicién de equilibrio. El sistema fisico es el mismo, solo estamos cambiando de
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representacion, operacién que en termostdtica se realiza a través de las transfor-
maciones de Legendre. Estamos hablando pues de diferentes estados del mismo
sistema y no de diferentes sistemas como suele pensarse comunmente. De aqui
se obtiene una regla practica: para calcular funciones termodinamicas de un sis-
tema dado, uno solo debe guiarse por el lenguaje, esto es la representacion que
desea o conviene usar ya que es el estado del sistema el que impone la guia de
cdlculo no el sistema mismo.

Por otra parte, como los sistemas que integran el correspondiente conjunto
son sistemas macroscopicos, son un tanto distinguibles entre si y la naturaleza
cuantica de las moléculas que componen al sistema sé6lo se va a reflejar en el
cdlculo de las funciones €2, Z 6 = como ya vimos en el primero de ellos, pero
la relacion entre estas funciones y las variables termodindmicas es la expresada
en los resultados de este capitulo. El lector podra apreciar este punto con mas
detalle si evalia directamente la funcién de particién gran candnica para un
sistema de bosones y de fermiones independientes (ver problema (6)).
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Problemas

1. Considere a una molécula como un sistema inmerso en el “bano térmico”
suministrado por las N — 1 moléculas restantes y utilice el conjunto candnico
para deducir la ley de distribucién de Maxwell-Boltzmann.

2. Sea Pj(N) la probabilidad de encontrar un sistema tomado al azar del con-
junto gran candnico que tenga E; y composicién N. De la ecuacién (9.32),
claramente,

PJ(N) — le—BE,-+aN

—
=)
—
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Escriba a la energia y la composicién promedio del sistema en términos de
P;(N) y muestre que

S=—k i > " Pj(N)In P;(N)
J

N=0

i Qué interpretacion fisica tienen estos resultados?

Defina f(N) = e*NZ(T,V, N) y muestre que es una distribucién gaussiana
centrada en el valor médximo de N = N.
Muestre que para un sistema abierto en equilibrio, (pV) es el potencial

termodinamico en la representacién g, Ty V y que N = (Q%’-“Q)T ®

5. Deduzca la ecuacién (9.40) del texto.

Evalue directamente la funciéon de particién gran candnica para sistemas
de N bosones y fermiones independientes y compare sus resultados con los
obtenidos en el capitulo 4.

Calcule la funcién de particién gran candnica para un gas ideal cldsico.

8. ;(Codmo son las fluctuaciones en la energia en un sistema abierto e isotérmico

10.

11.

12.

13.

14.

representado por el conjunto gran candnico? ;por qué?

{Como argumentaria la validez de la ley cero de la termostdtica en el caso
de un sistema isotérmico y cerrado?

Imagine un sistema cuyo estado esta definido por las restricciones p, T y
N, i.e., el volumen no estd fijo no la energia tampoco. ;Puede sugerir una
funcién de particién y un conjunto representativo que describa sus propie-
dades? Este es el llamado conjunto isotérmico-isobdrico.

Calcule las fluctuaciones en el volumen ‘—%%5 para el sistema del problema
anterior y discuta su significado.

Demuestre el principio de equiparticién de la energia generalizada, para un
hamiltoniano arbitrario H = H(p;,£;) donde las p;’s son los impetus y las
&i’s las coordenadas de posicién

0H OH
(P, ) = (536 =

() denotando un promedio sobre el conjunto canénico.

Obtener la ecuacion (9.38) ;C6mo se calcula U en el caso de un sistema
abierto?

Deduzca la ecuacién (9.27) de la ecuacién (9.17).






Capitulo 10

Solidos Cristalinos

10.1 Introduccion.

Este capitulo estard dedicado al estudio de sistemas en los cuales la densidad
de particulas deja de ser pequena de manera que no es posible hacer algunas
de las hipdtesis de los capitulos anteriores, en particular aquellas que permiten
despreciar las interacciones entre las particulas que lo forman. No comenzaremos
por tratar el problema de gases densos y de liquidos, como la légica hubiese
insinuado, sino que consideraremos aqui sistemas en su fase sélida. Si bien es
cierto que en este caso las distancias interatémicas son las més pequenas y por
lo tanto las fuerzas que entre ellas se ejercen son las mds intensas, el problema
se simplifica notablemente debido a la periodicidad de la estructura que los
caracteriza, imponiendo sobre el sistema un orden, por llamarlo asi, perfecto.

Supondremos, como lo han confirmado anilisis por rayos X, difraccién de
neutrones y otros métodos, que los sélidos en su fase estable, esto es en equi-
librio estan formados por cristales, el macrocristal siendo una superposicion de
pequenos cristales obedeciendo la misma estructura que la impuesta por el ele-
mento mas pequeno del mismo o sea la celda elemental. En esta celda los dtomos
ocupan las esquinas y/o centros geométricos de una figura regular que por super-
posicién dan lugar a la estructura macroscépica. Asi, en un cristal cibico, y por
simplicidad nos limitaremos a considerar estos aqui, los d4tomos ocupan, en su
posicion de equilibrio, los vértices de un cubo regular. Estas posiciones de equi-
librio se escogen de hecho como aquellas para las cuales la fuerza neta que actua
sobre un 4tomo colocado en una de ellas, es idénticamente nula. Se suele referir a
estas posiciones como los “sitios” de la malla del cristal. Sin embargo, aunque la
estructura de un cristal es rigida los &tomos que ocupan los sitios de la malla no
son estdticos. Los nicleos, debido a su mayor masa pueden considerarse fijos en

177
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estos sitios pero los electrones ligados a ellos, pueden concebirse como ejecutando
un movimiento muy rapido alrededor de sus posiciones de equilibrio, conocido
como las vibraciones de la malla. Desde luego en ciertos fenémenos como el de
la conductividad eléctrica en metales, es necesario considerar a los electrones
periféricos que se han separado de sus niicleos, pero no nos preocuparemos de
estos casos aqui.

En nuestro tratamiento de las propiedades térmicas de cristales supondre-
mos que los nicleos estan en su estado base, los 4tomos también se encuentran
en su estado electrénico base (porque Tiusien <€ Texcit. electr.) Y consideraremos
las vibraciones de la malla para un cristal monatémico de estructura cubica, re-
firiendo al lector a tratados exhaustivos sobre el tema para estudiar estructuras
maés complicadas que en realidad dificultan el dlgebra més no contienen mayores
nociones fisicas que este caso simple.

10.2 Tratamiento Cldsico. Vibraciones Armdnicas

Consideremos un arreglo regular de N dtomos dispuestos en una malla cibica y
cada atomo vibrando alrededor de su posicién de equilibrio con amplitud pequena
comparada con la distancia interatémica. Vamos a designar por §; la coordenada
de posicién de un dtomo (i = 1,...,3N) de masa m. Entonces el Hamiltoniano
clasico del cristal toma la forma

H = Z 5P+ 2(&) (10.1)

donde p; = méi y ®(&i) es la energia potencial del sistema la cual tiene un
minimo para la configuracién de equilibrio, i.e., paraé; =0 (¢ = 1,...,3N). Para
vibraciones pequenas y tomando ®(0) = 0 por convencién, podemos desarrollar
® en una serie de Taylor obteniendo

, 3N
=5 O Punbula (10.2)
pn=1
donde 62<I>(§ )
G =8 = f i
KN nu < 6{7]66;1 ) PR
Entonces,

2
H= 22‘ + - Z@,g&, (10.3)

1=1 tJ 1

despreciando términos cubicos (anarmoénicos) y de orden superior en €. Esta
forma del Hamiltoniano ya es suficiente para deducir las propiedades térmicas
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del cristal. En efecto, como H es una funcién cuadrdtica homogénea en las
coordenadas,
OH 0H
e 24)» is— = 2E¢in
2G5, 2Py,

y por el principio de equiparticién generalizado!, sabemos que

OH OH
; —) = e ) =K

luego
1 1
(Ecin) = ESNkT (®) = §3NkT

y por consiguiente, la energia interna U = 3NkT lo cual implica que el calor
especifico por mol de un cristal es constante e igual a 3R, la famosa ecuacién de
Dulong-Petit. Esta ecuacién, como es bien sabido, falla a temperaturas bajas
pero para la mayoria de los cristales es védlida a temperatura ambiente. Sin
embargo aiin en estas condiciones la aproximacién arménica, e.g. ecuacién (10.3)
no explica la expansion térmica de los cristales. En efecto, es un ejercicio simple
para el lector mostrar que (£;) = O para toda j implicando que en promedio
las posiciones de la malla no dependen de la temperatura. Como veremos, estas
fallas son subsanadas al tratar el problema cudnticamente.

La dindmica de un sistema descrito por el Hamiltoniano definido por la
ecuacién (10.3) es muy simple y conviene examinarlo aqui con mas detalle. De
hecho mostraremos que un cristal en la aproximacién arménica se comporta
como un sistema de 3N osciladores arménicos independientes. En efecto, las
ecuaciones de movimiento estan dadas por

. 0%
mé; = % - _Zcbj,-gj (10.4)

por la simetria de los coeficientes ®;;. Podemos resolver estas ecuaciones supo-
niendo que todos los 4tomos oscilan con la misma frecuencia angular w, esto es,
suponiendo que

& =ajsenwt (10.5)
y al tiempo t = 0, todos pasan por su posicién de equilibrio.

Sustituyendo (10.5) en (10.4) obtenemos un sistema de 3N ecuaciones aco-
pladas,

3N
1nw2aj = Z (Dj,-a,- (10.6)
i=1

!Ver problema 12 Cap. 9
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que tiene solucién distinta de la trivial solo si el determinante del sistema es
nulo,
|mw25,~j = ‘1),']'| = (107)

que es una ecuacién de grado 3N en w?. Las 3N soluciones independientes

dan las frecuencias propias del sistema. Si sustituimos cualesquiera de estas
frecuencias digamos w, en la ecuacién (10.6) podemos determinar un vector
propio (aj,a},...,a5y) de amplitudes que caracterizan la forma particular de la
vibracién. Sin embargo, estas amplitudes contienen todavia un factor constante
que podemos fijar normalizdandolas convenientemente de manera que:

Za(r) ) = (10.8)

y mas aun podemos exigir que estos vectores forman una base ortonormal de
vectores del espacio 3N dimensional. Asi pues,

3N
Z agr)asr = 6rr (para todar,r’) (10.9a)
Z a{a Er) =6+ (para todai,1’) (10.9b)

siendo (10.8) un caso particular de (10.9a).

Definimos ahora las “coordenadas normales” del sistema como
3N
= Za‘mfg (10.10a)
i=1

que es equivalente, usando la ecuacién (10.9a) a
3N
=5 o, (10.100)
r=1

i.e., las coordenadas normales son combinaciones lineales de los desplazamientos
&;. Haciendo uso de las ecs. (10.10b)(10.9a,b) y (10.6) es facil mostrar que las
ecuaciones de movimiento (10.4) se transforman en

mijy = — Enr (11)

correspondientes a un Hamiltoniano

2 2
pr mwi ,
H = E = 10.12
= <2m 2 n") ( )
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con p, = m1n,, esto es, a un sistema de 3N osciladores independientes vibrando
con frecuencias angulares w,. Conviene hacer notar que en la practica, para un
cristal libre 6 de estas frecuencias son cero, 3 correspondientes a las translaciones
y 3 a las rotaciones del cristal como unidad.

Es conveniente apuntar al hecho de que la ecuacién (10.12) automdticamente
conduce a los valores para la energia interna y el calor especifico del cristal men-
cionados anteriormente usando directamente el principio de equiparticion de la
energia para cada uno de los 6N términos cuadrdticos que intervienen en el
Hamiltoniano. Esta transformacion desde e! punto de vista de la mecdnica es-
tadistica cldsica, no afecta las propiedades termodinamicas a altas temperaturas.
Cudnticamente, ya que ahora podemos cuantizar el hamiltoniano dado por la
ecuacion (10.12), las funciones termodindmicas pueden calcularse invocando la
propiedad de las funciones de particion para sistemas formados por particulas
independientes, citada en el capitulo anterior. En efecto, la energia total de nues-
tro sistema es igual a la energia de 3N osciladores armoénicos uni-dimensionales
cada uno oscilando con una frecuencia angular w,. Entonces:

3N
Z= Héi
=1

donde 3, es la funcién de particién para el oscilador de frecuencia v; = (27) " lw;
y el factor (N!)~! no aparece por tratarse de particulas distinguibles, i.e., cada
oscilador puede distinguirse de cualquier otro por el sitio particular que ocupa
en la malla cristalina. Por las ecuaciones (2.25) y (2.26) tenemos que

3r = e /BT () _ e=hve/kTY=1 (n =1 .. 3N) (10.13)
y
3N
7 = H e—hur/2kT(1 o e—hv,/kT)—l
r=1

luego la funcién de Helmholtz estard dada por:

3N
F=-kTInZ =Uo+ kT In(1 - e~hv-/kT) (10.14)

r=1

donde Up = 3 %hu,_ es la energia del punto cero del cristal. Asi, U, S, etc.,
pueden en principio calcularse a partir de la ecuacién (10.14) cuando conozcamos
las frecuencias propias del cristal v,. Sin embargo, es precisamente en este punto
donde surgen las dificultades de orden practico pues la determinacion de estas
frecuencias es casi imposible. Asi pues, es necesario recurrir a modelos mas
o menos simplificados para poder calcular la suma que aparece en la ecuacién
(10.14), y estos modelos los discutiremos en las secciones subsecuentes.
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10.3 Modelos de FEinstein y Debye

Antes de comenzar el tratamiento detallado de estos modelos, conviene hacer
notar una propiedad importante e interesante de los modos normales de un sélido
cristalino, contenida en la ecuacién (10.14). Si usamos la ecuacién de Gibbs-
Helmbholtz para la energia promedio (energia interna) vemos que

0 (F N hv.
|9 (E _ __h
(B) =-T [6T(T>]V'N U”?;;ehv,/ﬂ“_;

y por lo tanto,

3N 1 1 3N
(E) =Y hur (5 + é,m-ﬁi) =S b () +1/2)  (10.15)

r=1

donde (n,) es el nimero promedio de modos normales con frecuencia v,. Véase

que
1
(nr) = hoer

obedece a la estadistica de Bose-Einstein con ¢ = 0 implicando que )_ (n,) no
es una constante, esto es, los modos normales “cuantizados” no se conservan.
Esta cuantizacion de los modos normales de vibracion de un sélido cristalino da
lugar a una representacién de la dindmica del cristal en términos de excitacio-
nes (cuasi-particulas) caracterizadas por (n,) y con energia hv, que obedecen a
una estadistica de Bose. A la excitacién elemental con energia hv, se le llama
“fon6n”. Asi pues, los fonones en un cristal se comportan en forma idéntica,
estadisticamente, que los fotones en un campo de radiacién. Si designamos por
(e(v,T)) la energia promedio de una de estas excitaciones, tenemos que

(ew,T)) = hv [n(v,T) + 3] = %hv + . w (10.16)

ﬁhu_l

Si ahora introducimos una funcién g(v) tal que g(v)dv sea el niimero de frecuen-
cias contenidas entre v y v + dv (espectro de frecuencias), entonces

(E) = / (e, THa(v)dv (10.17)

Este resultado, como en el caso de la radiacién del cuerpo negro, implica que
para conocer las propiedades térmicas de un cristal basta conocer su espectro de
frecuencias y no otras propiedades especificas de las oscilaciones.

El modelo mas simple que se ha propuesto es debido a Einstein y consiste
en concebir al cristal como un conjunto de 3NV osciladores, independientes entre
si vibrando con la misma frecuencia vg, la frecuencia de Einstein.
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En este caso, la funcién de Helmholtz para el sistema es muy simple,

F= gNkGE +3NkT In(1 — e~©&/T) (10.18)
v
(E)=U = gNkGE + eg%ffl (10.19)
donde hvs
Op =~

es la temperatura caracteristica de Einstein. El calor especifico del cristal se
obtiene facilmente de la ecuacién (10.19)

ou 6\’ N _
_ Al . k elT GE/T_I 2 10.2
Cv (0 >N,v_3N (—> e (e ) (10.20)

La ecuacién (10.20) muestra que cuando T > O, temperaturas altas,

e®e/T eBE/T T_2
(8T —1)2 "~ (6/T)* ~ 6%

y Cyv — 3Nk que es el resultado clasico. Por otra parte, para temperaturas
bajas T' « 6 g vemos que

/=) 2
Cyv = 3Nk (TE> e ©8s/T

que tiende a cero cuando " — 0 en una forma aproximadamente exponencial. Sin
embargo, el modelo de Einstein no concuerda con los resultados experimentales
a bajas temparaturas, Cy — 0 siguiendo una ley cibica y no exponencial. Esto,
desde luego, es una consecuencia de haber supuesto un espectro de frecuencias

g(v)dv =3Né(v — vg)dv

implicando que debajo de la temperatura caracteristica del cristal, todos los mo-
dos normales se congelan simultdneamente lo que en la realidad no ocurre con las
frecuencias cortas las cuales persisten después de que las altas han desaparecido.

En 1912-13 P. Debye y simultaneamente M. Born y T. von Karman propu-
sieron que el espectro de frecuencias g(v) deberia calcularse directamente de las
propiedades del cristal. El modelo de Debye, aunque menos fiel que el segundo
y que discutiremos posteriormente, parte de la hipétesis de que el espectro de
frecuencias estd dado esencialmente por las ondas elasticas que pueden excitarse
en un cristal y que para vibraciones pequenas, corresponden a ondas sonoras.
En consecuencia, las caracteristicas de éste espectro, pueden obtenerse a partir
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de las constantes elasticas del cristal. La forma misma del espectro puede ob-
tenerse, por lo menos para el caso de un cristal cibico de manera muy simple.
Sea L la longitud de una arista del cristal. Para tener una onda periddica de
longitud A en la fronteras,

n
L=—)\ =12,...
2 n ) 4y
de manera que en las tres direcciones posibles tenemos que
I %A n=1,... (i=1,23).

Entonces
2 2 2 2 2 (V)2
c
determina la distancia al origen de un punto n;,n3,n3 en el espacio de estos
numeros. Como hay una frecuencia por octante de esfera unitaria, el nimero de
frecuencias entre v y v+dv esta contenido en el octante positivo de una chaqueta
esférica de espesor dn, y por lo tanto, serd igual a (n = g%‘—’ ):

1 V2
v)dv = = - 4rn%dn = dr——dv
9(v) 5 3
con V = L3, el volumen del cristal. Sin embargo, un medio elastico isotrépico
permite la propagaciéon de ondas longitudinales y transversales estas ultimas
teniendo dos direcciones de polarizacién independientes. Llamando C; y C; a las
respectivas velocidades de propagacién, tenemos finalmente que

1 2
v)dv =4nV (o5 + =5 | Vidv 10.21
como la expresion propuesta por Debye para el espectro de frecuencias de un
sélido cristalino tratado como un medio elastico. Por otro lado, para tomar en
cuenta la periodicidad en la estructura del sélido se propone la existencia de una

frecuencia maxima vp de manera que garantice que el maximo de frecuencias en
el medio sera 3N. Entonces,

/VD g(v)dv = 3N (10.22)
0

Substituyendo (10.21) en (10.22) encontramos que

9N (1 2\7!
S (BT
VD= 1 (0,3 + Cf) (10.23)
y por consiguiente
9N ,
g(w)dv = —1%dy. (10.24)
vh
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Figura 10.1 Comparacién entre los espectros de frecuencias de Einstein y Debye con el
espectro del sodio. Las unidades de g(v) son arbitrarias. La figura experimental est4 tomada
del articulo de A.B. Bathia; Phys. Rev. 97, 363 (1955).

Es claro que vp se puede determinar a partir de las propiedades elasticas del
cristal. La comparacion entre los espectros de Einstein y Debye con un espectro
real, se muestran en la figura 10.1.

Con el espectro de frecuencias determinado por la ecuacién (10.24), po-
demos calcular todas las funciones termodindmicas. Para ello introducimos la
temperatura caracteristica de Debye 6 p como

hUD

Op = e

(10.25)

La sustitucién de (10.24) en (10.14) y (10.25) conduce inmediatamente al resul-
tado

IN
F=UD)+ kT/ 2ln(1_ehu/k7‘)du (10.26)
UD 0
donde N o 9
(o) _ 1, 9N 3dv = ~NkO 10.27
Us 2hy%/0 vidv P D (10.27)

es la energia del punto cero para este modelo.

De las ecuaciones (10.15) y (10.24),

(o), 9Nk Vdy
U= ll / ehv/kT _ 1
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y haciendo & ¥T = I, esta expresion se transforma en

©p/T _3
U= U(D)+9NkT(T> / ZRss
0

(STH) er —1
o bien
U =U$P) + 3NkTD(6p/T) (10.28)
donde D(Bp/T) es la funcién de Debye, definida como
T \3 r80/T 34z
D T)= — .
(®p/T) 3(613) /0 e (10.29)

que ha sido ampliamente discutida y tabulada en la literatura. Podemos sin
embargo, encontrar las expresiones limites para U a temperaturas altas y bajas.
Si T > Op, esto es, estamos en la region “clasica”, e* — 1 ~ z y facilmente
vemos que D(Bp/T) — 1 luego

U =UP +3NkT (10.30)

que es la expresion clasica.

Para temperaturas bajas T' <« ©p podemos substituir el limite superior de
la integral por oo sin cometer un serio error, y en ese caso,

/°° dr _ nt
0o €—-1 15

luego
3

u=uvP+ 2" NkT( r ) (10.31)

Op

y en este limite ,

1274 T

C —— Nk 10.32
v =2k () (10.32)

dando la esperada ley cibica para el calor especifico en funcién de T a bajas
temperaturas. La férmula completa para Cy puede obtenerse a partir de la
ecuaci6n (10.28) notando que

d _3D(6p/T) 90( £Op/T
a7 P©0/T) = ——= 3t

-1
El resultado que se obtiene es:

Cv = 3Nk{4D(©p/T) — 3—?}3@90” -1} (10.33)
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Esta ecuaciéon hace ver que el calor especifico por mol de un sélido cristalino
es una funcién universal de ©p /T y diferentes sélidos con diferentes valores de
O p /T tienen el mismo calor especifico, esto es, los sélidos monatémicos cristali-
nos obedecen una ley de los estados correspondientes. Por otra parte, la aproxi-
macién de Debye da una concordancia con el experimento que es excelente [Ver
curvas experimentales en ref. (2) pag. 248 y ref. (4) pag. 145].

Sin embargo, los resultados proporcionados por el modelo de Debye no son
tan halagadores como parece indicar el parrafo anterior, a tal grado de que a pesar
de que Cy se comporta como T3 a bajas temperaturas el modelo es incapaz de
predecir con precisiéon el comportamiento térmico de un cristal. En efecto, la
ecuacién (10.33) deducida bajo la hipétesis de que ©p no depende de T puede
ajustarse a las curvas experimentales obtenidas para una gran cantidad de sélidos
tanto metdlicos (Pb, Ag, Zn, Cu, Al, etc.) como para sales como KCl, NaCl,
CaF,, etc. Supongamos que medimos Cy a una temperatura dada y escogemos
Op de manera que, a esa temperatura Cy calculado a partir de la ecuacién
(10.33) concuerde con el valor experimental. Si tomamos varias temperaturas y
procedemos de esta manera encontramos una relacién 8 p(T'). De acuerdo con la
teoria de Debye ©p(T) = const. pero en la practica no ocurre asi. De hecho, en
la regiéon donde es supuestamente vilida la ley cubica en T para Cy, Op varia
fuertemente y en metales como el Li, Ag y Bi llega a exhibir un méximo o un
minimo [c.f. ref. (4) pag. 146]. Existen varios factores que podrian influir en
este comportamimento.

i. En metales a bajas temperaturas, se manifiesta la contribucion electrénica
a Cy como discutimos en el capitulo 6.

ii. vp no es independiente de T ya que C; y C; dependen de las constantes
elasticas, las cuales a su vez pueden variar con la temperatura.

2

iii. la aproximacién de Debye g(v) ~ v? es inadecuada.

Por lo que al punto (i) respecta, en efecto se ha encontrado que el com-
portamiento de Cy ~ T3 aparece pero a temperaturas tan bajas que el efecto
queda enmascarado por la contribucién electrénica que es proporcional a T'. Este
punto, sin embargo, no es suficiente para tomar en cuenta la dependencia de 6 p
con T. El punto (ii) conduce a una variacién en ©p pero que es un porcentaje
muy bajo de la dependencia de ©p con T y siempre de manera que 68 p dismi-
nuye cuando T aumenta lo que no concuerda con el experimento. Asi pues en
la regién Cy ~ T3 el espectro de frecuencias propuesto por Debye no es sufi-
ciente para explicar las propiedades térmicas de cristales, esencialmente porque
ignora las ondas elasticas de alta frecuencia y que son las que predominan a
bajas temperaturas donde los efectos cuanticos no son despreciables.

Otra indicacién de la forma inadecuada del modelo de Debye para explicar
las propiedades térmicas de los sélidos cristalinos, se obtiene a través de la famosa
relacion de Griineisen. En 1908 y en forma empirica Griineisen enuncié una
ley estableciendo que la relacion entre el coeficiente de expansion de un sélido
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Figura 10.2 Cadena lineal formada por N 4tomos iguales de masa m que interactian sélo
con sus vecinos pr6ximos més cercanos. a es la distancia de equilibrio entre 4tomos.

isotrépico y su calor especifico es independiente de T, v. gr.

a
— =const. =T

Cv

donde & = 3 (%)p y I es la constante de Griineisen. De acuerdo con el modelo

de Debye y suponiendo a) que ©p depende de V puesto que vp depende de V
y b): que U =-NEy + gNkGD, siendo Ejy la energia de cohesion del cristal v.
gr. la energia del cristal con todos sus 4tomos separados una distancia infinita,
depende de V y no de T (por la convencién de usar Eg como la energia de
cohesién); puede demostrarse (ver problema (4)) que la ecuacién de estado del
cristal estd dada por:

=—— - —=(u—up) (10.34)

dondeu=%y9’ =%%,v=%.

Experimentalmente se encuentra que el coeficiente de expansién volumétrica
estd dado por

Cv
=Ik— 10.
a=Tx7 (10.35)
donde T es la constante de Griineisen y que en el modelo de Debye es igual a
/

1
_y=L2 = =,
“6p 3

Estos resultados no concuerdan con el experimento del cual se ve que I" ~
2 y es razonablemente constante a temperaturas altas, pero a medida que T
decrece I' decrece considerablemente y tiende a valores del orden de la unidad.
Asi pues para intentar explicar el comportamiento térmico de cristales a bajas
temperaturas, es necesario mejorar el calculo de g(v), lo cual haremos en la
siguiente seccién para un sistema muy simple, siguiendo a Born y von Karman.
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10.4 Modelo de Born y von Kdrman.
Espectro de Frecuencias.

Como ya indicamos anteriormente el cdlculo de las funciones termodindmicas de
un cristal estd supeditado al conocimiento de su espectro de frecuencias. Sin em-
bargo, el cdlculo de dicho espectro esta muy lejos de ser trivial y constituye todo
un capitulo especializado de las vibraciones de la malla cristalina. Ilustramos
aqui el caso simplificado de un cristal en una dimensién (cadena lineal) y referi-
remos al lector o los textos especializados sobre la materia para el tratamiento
de cristales en tres dimensiones 2

El modelo de un cristal en una dimensién fué resuelto en 1912-13 por Born
y von Karman. Consideremos un nimero N de dtomos de masa m, concebidos
como masas puntuales dispuestas regularmente en una sola direccién, digamos
el eje z. Sea a la distancia entre dos 4tomos consecutivos cuando se encuentran
en su posicién de equilibrio de manera que sus coordenadas instantdneas sean
X; =(j — 1)a + &; donde §; representa el desplazamiento del j-ésimo dtomo de
su posicién de equilibrio ( = 1,2,..., N). Mas aiin supondremos que un d4tomo
solamente interacciona con sus dos vecinos mas préximos mediante una fuerza
elastica con constante restitutiva K, de acuerdo con la ley de Hooke (Fig. 10.2).
Claramente, la ecuacién de movimiento para el j-ésimo dtomo estard dada por

a?X;
m dtzJ = —K(X; — Xj—1) - K(X; - Xj+1) (10.36)
paraj=2,3, ..., N—1. Evidentemente el primero y iltimo dtomo de la cadena

obedecen diferentes ecuaciones ya que solo tienen un vecino mds cercano. Sin
embargo, la ecuacién (10.36) es védlida también para los dos 4tomos ubicados en
los extremos de la cadena si concebimos ésta como una de longitud infinita e
imponemos una condicién de periodicidad a saber, que

E =N para toda n (10.37)

llamada la condicién de frontera de Born y von Karman. Es posible demostrar
que en tanto N sea muy grande el espectro de frecuencias g(v) serd independiente
de esta (y en general de cualquier) condicién a la frontera, pero nos abstendremos
de dar aqui esta demostracién. (Ver Born & Huang loc. cit.). Asi pues, (10.36)
se puede reescribir como

d?¢; )
m%{:—f((?&j—%—x-&m) G=1L....,N) (10.38)

La solucidn a esta ecuacion es facil de obtener. Hagamos

& = Asen2n(joa — vt) (10.39)

2M. Born y K. Huang; “Dynamical Theory of Cristal Lattices” Oxford, Univ. Press (1954) A A.
Maradudin, E.-W. Montroll y G. H. Weiss; “Harmonic Theory of Lattice Vibrations” Academic
Press Inc. (1963).
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siendo v la frecuencia y o el nimero de onda. Substituyendo (10.39) en (10.38)
vemos que la primera es la solucién de la segunda si o y v obedecen la relacién

4n*v*m = 2K(1 — cos2noa) = 4K sen® roa (10.40)

esto es (10.39) es una onda plana con nimero de onda o y frecuencia v. De la
ecuacién (10.40)

1/ K\ 2
v(o) = - (E) |senmoa| (10.41)

de manera que la frecuencia v es funcién de o y por lo tanto (10.41) representa
la curva de dispersion del cristal infinito. Sin embargo, el nimero de onda ¢ no
es arbitrario en el caso de una cadena lineal pues debe satisfacerse la ecuacién
(10.37). asi pues,

sen2n(joa — vt) = sen2w((j + N)oa — vt)
lo cual se cumple solamente si
oNa=r r=0,%£1,...
o bien que
-

" Na

de manera que para cada valor de r tenemos una frecuencia posible v, de acuerdo
con la ecuacién (10.41).

o, (10.42)

A modo de estudiar las caracteristicas de la curva de dispersion observamos
que como (10.39) es una onda plana, al sustituir ¢ por o + % no obtenemos
una nueva onda luego, por conveniencia podemos limitar el intervalo de oa,
—él(—z <0< —1(; de manera que T en la ecuacién (10.42) solo podréd tomar valores
de 0, 1, £2, ..., :t(% -1), i% suponiendo, por simplicidad que N es par. En
esta forma las frecuencias propias v, estardn dadas por

1 /K T
= —A/ — — 10.43
v 7r” - lsen N ( a)
con una frecuencia maxima
1 /K
Vmax = —\/ — (10.43d)
nVm

Graficando la ecuacién (10.41) obtenemos la fig. 10.3 donde la curva continua
corresponde a la cadena infinita y los puntos denotan las frecuencias propias de
una cadena discreta. Las lineas rectas corresponden a la relaciéon de dispersién

v=co (10.44)
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Figura 10.3 La relacién de dispersién para las vibraciones de una cadena lineal, la curva
sélida corresponde a una cadena infinita, los puntos a una cadena finita y la curva quebrada
representa la relacién de dispersién v = co

donde c es una constante.

Claramente, si NV es muy grande el espectro discreto en la fig. 10.3 tiende a
aproximarse cada vez mas al espectro continuo y por lo tanto podemos calcular
g(v). De la ecuacién (10.42) vemos que el nimero de vibraciones poseyendo
nimeros de onda contenidos entre o y o +do es igual a Nado y un nimero igual
entre —o, —o0 — do luego entre v y 1/ + dv el nimero de frecuencias sera:

g(v)dv = 2Nado
Por otra parte, de la ecuaci6én (10.41)

do 1 ,

Y Tr_a("méx ~v?)T/2
y por consiguiente
2N
g(v)dv = T(u,fmx — )24 (10.45)

es el espectro de frecuencias deseado para el cristal unidimensional. La grafica de
este espectro esta dada en la figura 10.4, donde podemos ver que tiende al infinito
cuando 1 — v, 4« ¥ para v = 0 tiene un valor constante igual a gwﬁ(l/méx)‘l. En
esta figura también se compara este espectro con el correspondiente al modelo
Debye para una cadena lineal. Para obtener los resultados de Debye, considera-
mos el limite de pequeiias oscilaciones, esto es, nimeros de onda tales que ca < 1
(0 pequefio, A muy grande). En este caso £; cambia muy poco de un itomo a
otro de manera que ja — z siendo = una variable continua y por consiguiente

& = Asen2n(ox — vt)
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Figura 10.4 Espectro de frecuencias para una cadena lineal comparado con el espectro de
Debye (curva punteada)

que para grandes longitudes de onda describe una onda plana en un medio con-
tinuo. La velocidad de propagacién de las ondas estd dada por ¢ = Z donde, por
la ecuacién (10.41) para oca pequena

v(0) = UmaxToa = ay/ ga (10.45a)

luego ¢ = a4/ ;’5 Este resultado es obvio: las ondas en esta aproximacion, ven a
la cadena de dtomos como una cuerda continua y por consiguiente se propagan

como ondas acusticas. Estas ondas dan lugar a las vibraciones acisticas del
cristal.

El espectro de frecuencias en esta aproximacion se obtiene de la ecuacién
(10.45) despreciando v con respecto a Vmsx(Vmax > v). Obtenemos entonces
que:

2N

TVm4x

g(v)dv =

dv. (10.46)

A partir de esta expresidn, la aproximacién de Debye se obtiene de inmediato. En
efecto, como v es proporcional a ¢ para garantizar que solo existen N frecuencias
propias en el sistema se introduce la frecuencia de Debye vp de manera tal que

/OUD g(v)dv=N

de donde obtenemos inmediatamente, usando (10.46) que

Vi = gum,x (10.47)



10.4 Modelo de Born y von Kdrman. Espectro de Frecuencias. 193

De esta ecuacién y de la ecuacién (10.45a), vemos que,

s
Vp = MAVmax0OD = Eumax

o sea que

op = %

el nimero de onda méximo es igual en ambos casos pero la frecuencia maxima en
el modelo de Debye es 3 veces mayor que en el modelo exacto. Este fué el gran
mérito de Born y von Kdrman, a saber, que se dieron cuenta de la diferencia entre
imponer un limite superior sobre o y no sobre v. Solamente cuando v < vngx,
en el limite de bajas frecuencias, el modelo de Debye es correcto lo cual ocurre a
bajas temperaturas. Este resultado ha sido deducido sobre la base de que cada
sitio de la malla estd ocupado por un atomo, pero si el nimero de ocupacion es
mayor, g(v)dv cambia apareciendo explicitamente dos valores de v para cada
valor de o, uno da lugar a la “rama acustica” y otro a la “rama dptica” del
cristal, cada una correspondiendo a los intervalos de bajas y altas frecuancias,
respectivamente (ver Prob. (7)). Por dltimo vale la pena indicar que la extensién
de este modelo a tres dimensiones, manteniendo la aproximacién arménica, es
desde el punto de vista fisico similar al modelo simple aqui considerado, pero un
tanto mas complicado matematicamente. No profundizaremos mas aqui sobre
este caso refiriendo al lector a la referencia (2), seccién 64 para una introduccién
elemental al problema.
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Problemas

1. Obtener las ecuaciones (10.11) y (10.12).

2. a. Los niveles de energia para un oscilador arménico isotrépico tridimensio-
nal estan dados por €, = (n+ 3/2)hv, n =0, 1, ... Mostrar que el n-ésimo
nivel tiene un grado de degeneracién igual a (n + 1)(n + 2). b. Calcular
la funcién de particién para N osciladores y relacionar el resultado con el
obtenido a partir del modelo de Einstein.

3. a. Usar directamente la definicién de la funcién de Debye para mostrar que
a temperaturas altas, QTQ <1

1 z z? A Op
- §+%+O(I) .'E—-T

D(z) =

3
: e
y a bajas temperaturas, <2 > 1

4

™ 1

—e *(1+0(x))

(sugestion: usar [ f(z)dz = [;° f(z)dz — [*° f(z)dz y desarrollar f(z) en
series de potencias).

b): Usar los resultados del parrafo anterior para mostrar que:

2 9
Cv _ 3[1—2—‘0(%?) + -] si &2 «1
Nk | 2 (&) [1—%(%{2)%‘90/T+---] si 82 > 1

4. Obtener las ecuaciones (10.34) y (10.35) citadas en el texto y mostrar que
para el modelo de Debye, la constante de Griineisein I' es igual a 1/3.

5. Los valores de las velocidades de propagacién transversal y longitudinal
estdn relacionadas con las constantes eldsticas del medio. Estas constantes
pueden tomarse como 3 la compresibilidad y o, la relacién de Poisson, en
cuyo caso

3(1 —o) 2 _ 3(1—20)

(1+0)8p t T 2(1+0)8p

donde p es la densidad. Para varios metales, p, 0 y § estin dados en la

tabla siguiente asi como el valor de ©p obtenido de la curva experimental
de Cy

c? =

Substancia| p en grs/cm® B x 10" cm®/dinad o Op exp.
Al 2.7 1.36 0.337 398
Cu 8.96 0.74 0.334 315
Ag 10.53 0.92 0.379 215
Pb 11.32 2.0 0.446 88
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Calcular los valores de ©p de la ecuacién que la relaciona con C; y Ci,
comparar los resultados con los valores experimentales y discutirlos a la luz
del modelo de Debye.

Usar la ecuacién para ondas planas en una cuerda, con condiciones a la fron-
tera periddicas con periodo L = Na para obtener directamente el espectro
de frecuencias de una cadena lineal en la aproximacién de Debye.

Considérese una cadena lineal que consiste de dos tipos de atomos con ma-
sas distintas M y m, dos atomos consecutivos separados, en equilibrio, una
distancia a. Suponiendo una interaccién eldstica con una constante restitu-
tiva K, entre vecinos mas cercanos, mostrar que las frecuencias estan dadas
por

4n?? = —-—{(M +m) + [M? + m? + 2mM cos 20a]'/?}
mM
dondeo = 57, Ir| =0, 1,... % Usar este resultado para obtener las ramas

Optica y acustica de v(o) para M = 2m y para M > m. En el primer caso,
hacer una grafica en el intervalo — - <a < L.

Utilice la ecuacién (10.26) para mostrar que la entropia de un cristal en el
modelo de Debye es

_ 12Nk [*° dv

S= 1—3Nkln(1 —e_'“”’/kT) +kln g

AT J, e —

donde gp es la degeneracion del estado base. A bajas temperaturas T < Op
mostrar que esta expresion se reduce a

B 4 , T\°
S—Iclngo+g7r Nk(e—D> :

Mostrar que la ecuacién de estado para un sélido cristalino en el modelo de
Debye esta dada por

9 dep dép ( T \* /GD/T ridz
— 29D g 9D (1 )
P=78""av av \8p/) Ji e-1

Usar el resultado del problema anterior y la ecuacién (10.33) para Cy, para
mostrar que

o) _ _Cvdinbp

or), V dnV
y que

a=

l B_V __KTClenGD
vV \oT pﬂ V. dlnV



196

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Capitulo 10 Sélidos Cristalinos

donde Kt es la compresibilidad isotérmica. La constante de Griineisen I' se
define como KnC
o= portv
U‘

donde v* = % es el volumen molar y p la densidad, M el peso molecular.

Mostrar que para el modelo de Debye, I' = 371.

Deducir la ecuacién de Nernst-Lindemann,

C: —-Cy
P \4 *
o =ACIT

donde A = I‘Z%?.

Mostrar explicitamente que Cy(T) para el modelo de Debye obedece una
ley de estados correspondientes.

La temperatura caracteristica de Debye para el diamante es de 1843°K y la
de Einstein es de 1450°K. El valor experimental de C, para este material
a 207°K es de 2.68 x 10° joules/kg-mol°K. Calcular Cy a esta temperatura
de las ecuaciones de Debye y Einstein y comparar con el experimento. Dar
una interpretacion fisica del resultado.

Los valores experimentales para C, del Cadmio a bajas temperaturas son
los siguientes,

T°K 1 2 10 20 25 30 40 50 100
Cy (cal/mol°K) 2.16 x 104 89 x 104 0.216 1.24 1.78 2.31 3.15 3.80 5.28

a. ;Obedece C, la ley de Debye (C, ~ T3) para T < 2°K?

b. Suponiendo que 6p = 135°K, jconcuerdan los datos tedricos y experi-
mentales para C,? (Calcular un par de valores para C,).

Usar la ecuacion para ondas planas en una cuerda vibrando, con condiciones
periddicas a la frontera co periodo L = Na para obtener directamente el
espectro de frecuencias de una cadena lineal en la aproximacién de Debye.

El modelo de un sélido cristalino de Debye se caracteriza porque el espectro
de frecuencias es proporcional a v2. (cf. Ec. 10.21). ;Que ocurre si g(v) ~
vk, k > 27 Calcule la energia interna y el calor especifico de este sistema.



Capitulo 11

Gases imperfectos y
region critica

Consideremos ahora el comportamiento termodindmico de gases imperfectos,
esto es, sistemas en los cuales las particulas interaccionan entre si a través de un
potencial intermoiecular que en general tiene las caracteristicas senaladas en la
figura 11.1 (gases no polares) y que puede describirse a través de la férmula de

Lennard-Jones
dr=e[()" - (2] )

donde rg es el punto donde ¢(r) = 0. También como
dg(r) _
(—dr >r=,m Y (11.2)

Tm = 257 (11.3)

entonces

asi que el potencial puede caracterizarse a través de dos parametros g, su alcance
y ¢, la profundidad del pozo atractivo.

Para calcular las funciones de particion podemos usar la expresién cldsica
para Z pues con excepcién del He? y el H, a bajas temperaturas y densidades
altas todos los gases tienen un pardmetro de degeneraciéon mucho mayor que uno

197
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P

Figura 11.1 Forma tipica de un potencial intermolecular para dtomos de gases nobles. La
parte repulsiva 7~™ es usualmente dada con 11 < m < 13. Si m = 12 el potencial se llama de
Lenard-Jones.

TABLA I
= Z
Gas T.(K) pe(atm.) ”7\/— x 10%em®
Helio, He 5.3 2.26 0.96 1.8
Argén, Ar 151 48 1.25 11200.0
Hidrégeno, H, 333 128 1.08 6
Oxigeno, O, 1544 49.7 1.23 8000
Vap. agua Ho O 647.4 218 0.93 22000.0
Entonces:
1
_ —BAH(p.r)
Z= h3NN!/ /e dp1---dpy---dry- TN (11.4)
Si ahora suponemos que
3N 2
Hpr) =) 5~ +Z¢(ru) (11.5)
i=1 1<)

la integral sobre las p's no es mas que la funcién de particién del gas clasico,

ormkT\%? 1
h2 A3
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alr)

Figura 11.2 Graifica comparativa entre el potencial intrermolecular ¢(r) y la funcién de
Mayer f(r) =e=P%" — 1, 8= (kT)~}.

donde A es la longitud de onda térmica de Broglie y por lo tanto,

Z= /\_Sl\ll_Ni/.../e_BZij‘b(rij)dl‘l"'dl‘N (11.6)
= i) (11.7)

donde Q(f) es la llamada funcién de particién configuracional y es la medida
por la cual el comportamiento del sistema difiere del comportamiento de un gas
perfecto.

Para integrar la funcién de particién configuracional seguiremos el método
de Mayer! que es valido a densidades menores que la densidad critica. Notemos
que

e-ﬁZ.<,- $(ris) _ He—ﬂ¢(rej) (11.8)
i<j

y ¢(rij) es oo para r < d, tiene un minimo en r,, (ver fig. 11.2) y después de
To se hace cero. Entonces, las contribuciones de estos factores a la integral de
configuracién provienen de aquellos ciimulos de moléculas que estdn todas dentro

Wer ref. (1)
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del alcance mutuo de sus potenciales intermoleculares. Para poner en evidencia
este hecho, definimos una funcién

f(Tij) = e_Bd’(r‘J’) -1 (119)

de modo que f(r;;) = —1 para r;; < d tiene un maximo en r,, y tiende
rapidamente a cero cuando ¢(r;;) tiende a cero (ver fig. 11.2). Entonces,

e D) = TT(1+ fiy) =14 > fis+ DD fisfresete.

i<j 1<) 1<) i<j k<t

de manera que

Q(ﬂ)=VN+Z/"'/fijdl‘1"'drN+ZZ/-"/f¢jszdr1"'dI‘N

1&) 1<) k<t
(11.10)

el primer término corresponde a un gas ideal, el segundo da las correcciones
por interacciones binarias, etc. Si por el momento consideramos sélo la primera
correccion al gas ideal vemos que

Z/fijdrl"‘drN = I—Y—(%_—l)//f(rlg)drldrg-VN'2

1<)
= ILA;_—”VN‘?/f(r)dr/drl

N(N -1 o0
— ( )VN_147|'/ f(r)‘r2dr
2 0
Llamemos -
b(T) = [ f(r)anrar (1L.11)

0

y
N2 1
InZ =—InA3VN! +1In[VN + 7v”- by + -]

luego

N2
InQ(B) = NInV +1n[l + 277by + -]

Como el factor In A3¥ N'! no depende de V, la ecuacién de estado del gas esta

dada por
OlnQ N 1 —N?
kT( av) k {V+1+,£,"—Jb2(2vzb2)+ }
N N? N?

N N?
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[13)

Figura 11.3 Potencial de Van der Waals. En realidad la parte atractiva es muy débil y sélo
tiende a cero asintdticamente.

que finalmente puede escribirse como

p=nkT + n?kTB(T) + ---, (11.12)
donde o
B(T) = —b2(2T) = —%/ (e7P*") — 1)dnrdr (11.13)
0

es el llamado segundo coeficiente de virial para el gas imperfecto. Cabe notar
que esta deduccidn es inconsistente pues fj—; b, se considera el término dominante
para despreciar los otros y después para llevar a cabo el desarrollo binomial se
supone que

N2
ng <1
O sea 1
n
IBDI< &

que es despreciable frente a la unidad. Sin embargo, la ecuacién resultante es
excepcionalmente 1til y adecuada sobre todo a densidades moderadas.

Veamos ahora como para un potencial intermolecular aiin mas simplificado,
B(T) conduce a la ecuacién de Van der Waals. Substituyamos el potencial real
por el representado en la figura 11.3. Entonces

o(r) = {°° r<d (11.14)

-0 r—-

1 R
B(T) = 5/0 arridr — 5_/" (e7P*() _ 1) . drrldr
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La primera integral se realiza de inmediato y para la segunda tomamos su cuenta
que entre d < r < oo el potencial tiende a cero (14) y la exponencial puede
desarrollarse de manera que

a/

B(T) = —7rd3 + —/ ¢(r)2nridr = 1rd3 T

3
- /06 $(r)2nrdr
d

Notemos que 27d® = 4Vp, Vo = 37 R? el volumen de una molécula de didmetro

d = 2R considerado como esfera rigida. A este término le llamaremos b’ luego

donde

B(T) =¥ — :—T (11.15)
Yy
I
— 2(p!
nkT + n*(b’ — kT)kT
p+a'n? = nkT(1 + b'n) ~ kT
1 —nbd
sib'n < 1.

Entonces
(p+ a'nz)(% _¥) = kT
En términos del volumen molar V* introducimos el nimero Avogadro Ny y es-
cribimos que,
_N_N N(]_UNO_NO
"TVTN VTV T

NZ . v*
1_0 I ¥ —
(p+av‘2)(N0 b') = kT
o llamando
a=dNZ UNy=b (11.16)

(p+,_-)(,, ~b) = (11.17)

que es la ecuacion de Van der Waals. Nétese que

a—No/ o(r) - 27rr2dr— / ¢(r) - 4mwrid (11.18)
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es la energia potencial promedio entre todos los pares de particulas que se en-
cuentran en el volumen V. En efecto, la probabilidad de que una particula esté
a una distancia entre T y r + dr de otra tomada arbitrariamente es 4—"%‘1—’. Si
la energia potencial es ¢(r), entre estas particulas hay una energia potencial
o(r) - 4—"'72‘-11. Integrando entre d é oo y multiplicando por el niimero de pares de
moléculas que por V obtenemos a, o sea, es una medida de la energia potencial
promedio que hay entre cada pareja de moléculas.

Por esta razén a la ecuaciéon de Van der Waals se le llama una teoria de
campo promedio; esencialmente substituye la energia potencial de cada molécula
en el campo de las demds por una energia promedio que es la misma para todas.
La ecuacién de Van der Waals puede deducirse directamente de la ecuacién de
la funcién Q(f3) bajo esta hipétesis.*

Vamos ahora a discutir dos usos muy importantes de la ecuacién para el
segundo coeficiente del virial. Si ¢(r) es conocido, B(T') se puede calcular. Al-
ternativamente, B(T) se puede medir con mucha precisién y por tanto puede
usarse esa férmula para determinar ¢(r). Sin embargo, por razones de analitici-
dad de ¢(r) ninguno de los dos métodos se usa en la actualidad. Lo que se hace
es una hipdtesis respecto de ¢(r) y luego determinar cudles son los pardmetros
€ y ™m Que mejor ajuste dan a los resultados experimentales. Con ese valor de
¢(r) se calcula el tercer coeficiente del virial y el resultado a su vez se compara
con determinaciones experimentales. Los resultados aunque aceptables muestran
claramente lo primitivo del método ya que se han ignorado todos los términos
de orden superior en la ec. (11.10). En seguida veamos, como segundo punto,
un aspecto muy importante de la teoria del gas imperfecto conocido como la ley
de los estados correspondientes. Hay una clase de potenciales intermoleculares,
como el de Lennard-Jones, que contienen sélo dos parametros que varian de gas
a gas. Estos potenciales son de la forma

¢(r) =€f (é) (11.19)

y las funciones termodindmicas obtenidas a partir de ellas dependen de tres
constantes, €, T, Yy k (6 R = Ngk). La funcién de particién clasica dada por
la ec. (11.4) se puede expresar, para cada clase de gases cuyas propiedades
moleculares estdn descritas por (11.19) con la misma forma de f, en términos de
parametros adimensionales refiriendo todas las longitudes a ., y energias a €.

Hagamos,

T
T = I, k—e— =(Be) =T (11.20)

*Ver Cap. 10. Ref. (3) citada Cap. 2 y problema 4.
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Entonces, la ec. (11.4) puede reescribirse como,

1 ry—r;
7 = e /.../ez«jﬁd’( ! ’)drl‘...drn'r?nN

1 [ 2rmkTr2 \3N/? . e =3 e —rt)/T"
=m ( = m) [,m/r%drl.../dr’ve 2‘<j ]

2rmkTr2 \ 3V/? 1 a o(rl)
F=—len<ﬂ-”,Trm) —lenm/drI---/drjve X,

y usando la definicién de volumen molar v* = v~!V,

S e .
p={3v T_ 55037 = o, para una mol (v =

€ kT 0 1 ~S. . #(ri)/T"
=——(—)z—=—<In— [ dr}--- [ dr} ey P03 '
P= Nord, ( € )a(vm/zvorgn) Y /dr: /drwe (11.21)

donde la integral sélo depende de los parametros adimensionales vy, /T3, y T*.
Ademas es idéntica para todos los gases que obedezcan el mismo potencial por

pares 9(r.;).

Asi, todas las propiedades termodindmicas de clases de gases, pueden expre-
sarse en términos de funciones universales si se emplean variables adimensionales
adecuadas. Cuando este es el caso se dice que el sistema obedece la ley de esta-
dos correspondientes. Dos gases de una clase en estados descritos por los mismos
parametros se dice que estan en estados correspondientes porque la relacién en-
tre ellos son iguales aunque sus presiones o temperaturas sean diferentes. Para
mayores detalles el lector puede consultar las referencias (3) y (4) del cap. 2.

Volviendo a la ec. (11.10), en la cual arbitrariamente ignoramos todos los
términos que contienen productos de f;; se puede uno preguntar sobre su im-
portancia en el cédlculo de funciones termodindmicas y sobre la dificultad que
implica su evaluacién. Por ejemplo, el tercer coeficiente del virial B3(T) pro-

viene del término
ZZ/fijfkldrl o-dry

ij ki

obviamente, coni # j y k # £y el término f,3 f23 f3; que representa la interaccién
simultdnea de 3 particulas tomadas de dos en dos. El resto de los términos
pueden expresarse en términos de la funcién by(T') definida en la ec. (11.11) y
asi mostrar que

Bs(T) = —%]//flzflafzsdrldl'zdl‘s (11.22)
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Figura 11.4 Las isotermas del Argon (lineas sélidas) graficadas en un sistema log-log. La
curva punteada XBcC es la curva de coexistencia, c es el punto critico. XY representa
la porcién horizontal de una isoterma en la regién heterogénea B. A es la regién del fluido
homogeneo. DE es la porcién de una isoterma donde coexisten el sélido y el liquido.

esto es, solo las interacciones simultaneas entre las tres particulas subsisten de
las muchas posibilidades. La demostracién de la ecuacién (11.22) se deja como
un ejercicio, mencionando de paso que es el caso mas simple de un resultado
general del método de Mayer para evaluar la serie completa (ver refs. (1) y (2)).
Sin embargo, el uso de la ecuacién de estado implicita en el método, por ser un
desarrollo en series de potencias de la densidad sélo es 1til a densidades bajas y
moderadas, para asegurar su rapida convergencia, pero es totalmente inaplicable
en la vecindad del punto critico asi como en la fase liquida. Por estas razones su
estudio detallado se ha visto reducido a casos muy concretos y de poco interés
general.

Las consideraciones anteriores desembocan de una manera natural en una
pregunta cuyo contenido proviene de la termostitica cldsica misma: jhasta qué
punto es posible deducir del conocimiento de los potenciales intermoleculares las
propiedades pVT de una sustancia pura? En una versién simplificada, esto se
reduce a calcular la forma de las isotermas para dicho sistema tal y como se
exhiben en la figura 11.4.

Es evidente que debajo de la isoterma critica este cdlculo requiere que las
isotermas exhiban las discontinuidades matematicas inherentes a la regién he-
terogénea donde gas y liquido coexisten en equilibrio e inclusive aquellas que
sabemos experimentalmente caracterizan al punto critico, el punto donde cesan
de coexistir las fases liquida y gaseosa.

La respuesta satisfactoria a ésta interrogante sigue siendo un reto a los
fisicos y fisicoquimicos dedicados a estas cuestiones. Una exposicién muy ex-
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tensa y completa de este problema se encuentra en otra obra del autor* y no la
repetiremos aqui. Basta reafirmar lo que hasta hoy se sabe del problema. Si la
funcién de particién Z(T',V,N) y por ende la ecuacién de estado de ella deriva-
ble, son funciones analiticas de la temperatura y la densidad, la prediccion sobre
como se comporta la sustancia, el gas en este caso, en la vecindad de T = T,
p = pc no dependen de la naturaleza de la sustancia misma y las funciones
termodindmicas escogidas para decribir dicho comportamiento, exhiben discon-
tinuidades que pueden caracterizarse por expresiones algebraicas cuya estructura
contiene ciertos exponentes cuyos valores no concuerdan con el experimento. De
ahi que en la dltima década se hayan propuesto modelos un tanto ad-hoc para
intentar describir y entender estos fenémenos, sin que la ultima palabra haya sido
pronunciada. Algunos de los puntos que carecen de una explicacién satisfactoria
son:

i. Los modelos propuestos para entender una transicién de fase se han aso-
ciado a sistemas en fase condensada (sélida) cuya estructura exhibe una
disposicion geométrica regular. Para el caso de liquidos dichos modelos son
inaplicables.

ii. La fase liquida como veremos mas adelante, se resiste a ser atacada por el
camino de la funcién de particién.

iii. Se desconoce la forma analitica de la curva de fusién y su extrapolacién a
la regién de altas presiones.

iv. No se ha obtenido una explicacién microscépica del punto triple.

v. El caso de mezclas binarias y multicomponentes es practicamente un pro-
blema abierto.

vi. La idea del campo promedio introducida por Van der Waals en la obtencién
de su ecuacién subsiste como pilar en los modelos que se emplean para
superar estas deficiencias, y sin embargo, su validez es un tanto cuestionable.

Para mayores referencias sobre este tema se sugiere al lector ver el Cap. 14
de la ref. (2) citada en el capitulo 2 y toda la literatura ahi mencionada.

Referencias

1. J. E. Mayer y M.G. Mayer; Statistical Mechanics (John Wiley & Sons
2nd. ed. 1975).

2. L. Garcia Colin S; Mecanica Estadistica (Notas mimeografiadas UAM-
Iztapalapa, 1975).

*Ver ref. 1 cap. 2
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3. D.A. Mc. Quarrie; Statistical Thermodynamics (Harper & Row, New
York 1973) cap.15

4. J. O. Hirschfelder, C.F. Curtiss and R. B. Bird; Molecular Theory of
Liquids and Gases (John Wiley & Sons 2nd. Ed. New York) 1964.

Problemas

1. Consultar la literatura para dar una derivacién de la ec. (11.22) del texto.

2. Exprese la ecuacion de Van der Waals como un desarrollo en el virial y
calcule expicitamente los coeficientes.

3. ;Podria ud. modificar la forma del potencial intermolecular dada en la fig.
10.3 para obtener la ecuacién de Van der Waals sin afectar la naturaleza de
la ecuacién? Discuta su respuesta con precision.

4. Considere la integral de configuracién para un gas imperfecto y susbtituya
la energia potencial 3, . ¢(ri;) por una energia potencial promedio ¢e(r)
que representa el potencial promedio que N — 1 moléculas ejerce sobre una
molécula arbitraria del gas. Muestre entonces que

N
Q(B) = [/‘; e—fi¢._(!‘)drj|

b. Sea V, la regién del recipiente V en la cual, debido a la repulsién entre
las moléculas ¢.(r) — 0 De argumentos para ver que

Q(B) ~ [(v _ Ve)e‘5(¢=>]N

donde (@.) es un promedio efectivo constante de ¢e.

c. Muestre que

N(u)

N =

(@) =

donde (u) = fuR u(r)4nrdr, o siendo el diamétro de la coraza rigida
del potencial intermolecular y R una distancia arbitraria (R > o) en-
tre la molécula arbitraria y otra cualquiera del gas. Ademas, muestre
también que NV, = Volumen excluido total excluido de las moléculas,
de modo que V, = &'N, b = 4vg, vo = volumen de una molécula conce-
bida como esfera dura.

d. Use el valor resultante de Q(0) para obtener la ecuacién de estado de
Van der Waals y discuta la fisica detras de la deduccidn.
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5

11.

Capitulo 11 Gases imperfectos y region critica

Calcular el segundo coeficiente del virial para un gas imperfecto cuyas
moléculas interaccionan através del potencial de Sutherland,

oo r<o

#(r) = { -c(2)°® r>o

siendo o el didmetro de una esfera rigida y C una constante. Suponer que
kT >> C. Calcular la ecuacién de estado y Cy .

Calcular el segundo coeficiente del virial para un gas cuyas moléculas inte-
raccionan de acuerdo con un potencial de pozo cuadrado,

o r<o
¢(r)={—eo 0<r<rg
0 T>To

donde o es el didmetro de la esfera rigida y ro el alcance del potencial.
Suponiendo que €p/kT < 1, obtener los valores de las constantes a y b de
la ecuacién de Van der Waals en términos de og, 1o, €9 y No, el nimero de
Avogadro. Dar la interpretacion fisica de ellas.

Usando una funcién de particién configuracional conteniendo términos que
incluyen interacciones binarias en un gas real, deducir una expresién para
el calor especifico del gas a volumen constante y su potencial quimico.

Calcular las funciones termodindmicas de un gas formado por “esferas sua-
ves”, esto es que interaccionan a través del potencial

¢(r)={0 r<o

—c/r® tr>0

¢ siendo una constante y o el didmetro de la esfera dura.

i Tiene sentido valuar el segundo coeficiente del virial para un gas formado
por particulas cargadas, positivas o negativas, y ¢(r) fuese el potencial elec-
trostatico?. Explique su respuesta.

El Ar tiene una temperatura critica de —122°C y una presién critica de
44 atm. Su peso molecular es de 40 g/mol.

Calcular su densidad critica aproximada usando la ecuacién de Van der
Waals.
Determinar las constantes a y b y estimar el radio de un dtomo de argén.

Para muchos gases, el factor de compresibilidad Z, = %T!‘- es de 0.29. Cal-

cular la densidad critica del argén y comparar con (a). E;(plicar.

Deducir la forma del tercer coeficiente virial para un gas formado por esferas
duras.
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i Cual es el mayor obstaculo que encontraria ud. en usar las ideas del campo
promedio (problema 4) para deducir una ecuacién de estado diferente a la
ecuacién de Van der Waals?.

El segundo coeficiente del virial para el Kriptédn como funcién de la tempe-
ratura estd dado por

T(K) 273 323 373 423 473 523 573
B(T) cm®/mol —630 —42.8 —28.9 —18.8 —11.1 —5.7 —1.2

Suponiendo que el potencial de interaccién es un pozo cuadrado (ver pro-

blema 6) determinar la mejor seleccién de los pardmetros o, 1o y € = ‘:
que mejor reproduzca estos datos. o y 1o estin dados en cms. y € en K.

Probar que a primer orden en el volumen especifico V = V/N; la ecuacién
de estado de un gas de Bosé-Einstein puede escribirse como

pv 1 [x3
TN

donde A = h/(2mrmkT)"/2 es la longitud de onda térmica ;qué interpretacién
tiene dicho término a la luz de la ecuacién de estado del virial?

Calcule el valor especifico, la entalpia y la entropia del gas de esferas suaves
del problema 8. Usar la aproximacién de Mayer hasta el segundo coeficiente
del virial. Compare los resultados con los de un gas perfecto.

La temperatura de Boyle se define como aquella a la cual el segundo coefi-
ciente del virial se hace cero. Calcular esta temperatura para un gas de Van
der Waals y de los gases considerados en los problemas 5,6 y 8. Discutir los
resultados.

i Existe un principio de estados correspondientes para un gas formado por
esferas duras? Explicar.

Calcular la primera correccién a la ecuacién de estado de un gas ideal que
resulta de las interacciones intermoleculares para la funcién de Helmholtz
F, la funcién de Gibbs G, la entropia S, C, y Cp.






Capitulo 12

Propiedades eléctricas y
magnéticas de la materia

El estudio del comportamiento de sistemas de muchas particulas, sea en fase
gaseosa o condensada, sujetos a la influencia de campos eléctricos o magnéticos,
no solo es de mucho interés conceptual, también ofrece muchas perspectivas de
caracter mas practico. Por ejemplo, en el dominio de la termostatica la intro-
duccién de estos campos conduce a una serie de fenémenos, como la supercon-
ductividad, ferroelectricidad, electrostriccion y otros, que solo pueden describirse
a través de relaciones termodindmicas generales. Su cdlculo a partir de modelos
microscopicos cae dentro del dominio de la mecénica estadistica y es precisamente
a través de dichos modelos que podemos apreciar el alcance y las limitaciones
que todavia hoy prevalecen en el estudio de dichas propiedades. En este trata-
miento introductorio vamos a discutir la polarizacién eléctrica en gases ideales, el
fenémeno del paramagnetismo que se introdujo en el capitulo 2 como un ejemplo
ilustrativo del poder del método de Boltzmann y finalmente el ferromagnetismo,
que constituye el fenémeno tipico sobre el cual estdn edificados todos los esfuer-
zos de caracter tedrico que se han realizado en los tltimos treinta anos para
entender el comportamiento de la materia en la vecindad de puntos criticos y las
transiciones de fase.

1 Polarizacion Eléctrica

Empecemos por el fenémeno mas simple que es el de la polarizacién eléctrica,
esto es, el comportamiento de un sistema formado por N dipdlos elementales en
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presencia de un campo eléctrico externo. Suponemos que el sistema es un gas
clasico formado por N dipdlos elementales de magnitud e;r; donde e; es la carga
del i-ésimo dipdlo y r; su distancia, de manera que el momento eléctrico total
que llamaremos g, esta dado por

N
pe=) e (12.1)
i=1

En presencia de un campo externo E, la energia de interaccion del sistema de N

dipdlos suponiendo que E = kE, k siendo un vector unitario a lo largo del eje 2,
esta dada por

Er=-p.-E= —EZe,-r,— cos b; (12.2)
1

donde 6; es el angulo que el i-ésimo dipélo forma con k. Para un dipdlo cual-
quiera, su energia total esta dada por ( ver apéndice III)

. 1 9 2 2 1 5 pi
€Er= zm(px +py +pz) i+ 2I(p9 + sen2 @

) + peE cos @ (12.3)

donde I es el momento de inercia del dipé6lo considerado como un rotor rigido.

Entonces clasicamente, el momento dipolar promedio de cada molécula esta dado

por

[+ [ pecosfe= /5T dpdp,,dpg sen 6dfdy
(pe) = [+ [e€7/kTdpdp,dpgsenfdody '

de acuerdo con la definicién de promedio estadistico a la Boltzmann. Sustitu-

yendo (12.3) en (12.4) y cancelando las integrales sobre dp; dp, dp, que aparecen
en el numerador y el denominador obtenemos que

(12.4)

Bp2
pe [ [ e~ (B/2D)Ps dpydyp J57 e wn?3 dp,, Jo cosfsen BerePEcosbdg

(e) = pr
[ [ e~ B/2DPidpydyp [ estsenTadp,, [o senferePE cosd g

cancelando los dos factores comunes obvios e integrando sobre dp,, se reduce a

( ) o He foﬂ cosgsenoeﬁ"zECOBodo
i foﬂ sen fePreEcosbqp

10 ¥
= ueBEy
Edp l“/.1 ety

después de hacer cos@ = y y reducir la expresién resultante. Llevando a cabo la
integral y derivando respecto a 3 obtenemos finalmente que

(He) = peLl(z) (12.5)



1 Polarizacion Eléctrica 213

donde z = p.E/kT y L£(z) es la funcién de Langevin (ver prob. 14) definida
como

1 g
E(I)Ecothx——:{%‘*’:_s st z<1 (12.6)
z 1 si z>1

Véase que T representa un parametro adimensional que mide la competencia
entre la energia eléctrica p.F y la energia térmica k7. El campo tiende a alinear

los dipdlos en la direccién k y la energia térmica se opone a ello. Si el campo es
fuerte y predomina sobre kT, £(z) — 1 y la polarizacién total P es simplemente
P = E‘#ﬂ = npe (por unidad de volumen). Sin embargo, el caso interesante
ocurre si el campo es débil y T es grande, £ < 1 y por lo tanto,

1 u2E
ST (12.7)

<I‘C> =

Las implicaciones de este resultado son un tanto interesantes. En efecto, en

estas condiciones

N 1wl o_
P—‘_/(l‘c>—§nﬁw'E—XE

la susceptibilidad eléctrica x estd dada por

2
np; C
=== — 12.8
X=3%T ™ T (128)
que es idéntica en forma a la ley de Curie deducida en el capitulo 2. C es una
constante cuyo valor nu?/3k puede calcularse si se conoce el valor de ..

Hasta ahora solo hemos tomado en cuenta el efecto del campo externo E
en orientar a las moléculas en su direccidn, pero éste no es el unico efecto. En
vista de que la molécula que forma el dipdlo tiene una “nube” o distribucién
eléctronica, ésta puede ser distorsionada por el campo y asi inducir un momento
dipolar adicional. Esta polarizacién adicional se llama o da lugar a un momento
dipolar inducido p; el cual se supone que es proporcional a E de manera que

N
P=v ((ke) + 1) (12.9)
donde
pi = aE (12.10)

a siendo la polarizabilidad de la molécula, que hemos supuesto es polarizable en
cualquier direccidn, aqui en particular en la direccién de E. Substituyendo ahora
(12.10) y (12.7) en (12.9) obtenemos que

x=nla+ =) (12.11)
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Figura 12.1 Graéfica representativa de la ecuacién (12.12) para gases polares y no polares.

en lugar de la ecuacién (12.8). Ahora, es conveniente relacionar la susceptibilidad
x con la constante dieléctrica del gas k. Para ello recordemos que en unidades
gaussianas

D =xkE=E +47P = E(1 + 47y)

donde D es el vector de desplazamiento. De aqui resulta que K = 1 + 47y que
substituida en la ecuacién (12.11) conduce de inmediato al resultado que

4mn 3kT
una ecuacién un tanto importante: Como n = N/V es conocido y s facilmente

medible, la grafica del miembro izquierdo vs. 1/T da una recta cuya ordenada al

(12.12)

origen es la polarizabilidad inducida a y la pendiente es %ﬁk; de donde se puede
obtener .. En el caso de gases no polares, g = 0 y la recta horizontal (ver
fig. 12.1). Los valores de las constantes p. y a determinadas para varios gases a
298 K y 1 atm. de presion estan dados en la tabla I. Los valores experimentales
son casi idénticos a los tedricos por lo que no los hemos listado.

Dos comentarios mas son pertinentes: El primero concierne a las unidades
de a y p. SikT se expresa en ergiosy V en cm3 « siendo un niimero adimensional
e estd dado automaticamente en unidades electrostaticas (ues). Si definimos 1
Debye como 1072 ues, la unidad conveniente para p. es precisamente el Debye,
a esta dada en cm3/mol obviamente.

El segundo comentario se refiere a la validez de la aproximacién lineal im-

plicada en la ec. (12.7). Para verificarla tomemos z = % = 1 para p = 1 debye

que es razonable de acuerdo con la tabla I y T = 300 K. Entonces,

138 x 107!® x 300

E 10—18

~ 4.1 x 10%ues.
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Tabla I. Polarizabilidad y momento dipolar de varios gases determinados de
la ecuacion (12.12).

Gas p(Debyes) a x 102 cm®/mol

Ne 0 393
Ar 0 1.623
N, 0 1.76
CO, 0 2.65
CH,4 0 2.61
HCI 1.03 2.63
HBr 0.79 3.58
H,O 1.86 1.68
CCl4 0 10.5
Ho 0 0.79
NH;3 1.47 2.26
CH;3Cl 1.86 4.56
CHCl3 1.01 8.23

Pero este nimero que expresa dinas por unidad de carga es igual a 12.3 x
108volts/cm, (lues = 300voltios); jun campo eléctrico de 10 millones de vol-
tios por c.m. estd muy lejos del valor del campo utilizable en el laboratorio !
L~ %I, es pues una aproximacion muy razonable.

Los datos consignados en la tabla I son un tanto reveladores. La estructura
de la molécula de agua no es H-O-H (lineal) como podria esperarse y sin embargo
si lo es para el CO, (O=C=0). El hecho de que p. para el CH, sea cero revela
la existencia de una fuerte simetria de la molécula que conforma la forma de
tetahedro de la molécula. Es evidente pues que la mecanica estadistica se deja
ver como una relacién muy estrecha entre propiedades de estructura molecular
(a y pe) y pardmetros fenomenoldgicos como n y k.

La ecuacién (12.12) fue deducida bajo la hipétesis de que el gas formado por
dipolos se comporta como un gas ideal lo cual se refleja no solo en el resultado
que exhibe la ecuacién (12.7), P = % (ie) sino que ademds no hemos considerado
los efectos del campo eléctrico local actuando sobre las moléculas del gas. An si
suponemos que podemos ignorar las fuerzas intermoleculares que son importantes
para gases imperfectos y para liquidos, en un sistema no diluido el campo local
estd producido por la presencia de los dipdlos vecinos que tienen un efecto en
la polarizacion total. La teoria microscépica para tratar este efecto es un tanto
complicada y se debe a L. Onsager ( ver ref. (1)) pero una teoria semi-molecular
debida a Lorentz puede visualizarse de una manera relativamente simple. En
efecto, en la ec. (12.9) reescrita en términos del campo externo Ee;;, €s

1 p?

E= n(a + §k_e)Ee:ta (1213)

Pero en la relaciéon D = kE, E es el campo promedio macroscépico que ac-
tua sobre el dieléctrico y la pregunta, en general es como relacionar este campo
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con E.,,.. Esta relacién se conoce como el problema del campo local y es un pro-
blema central en la teoria de dieléctricos. Para calcular esta relaciéon de manera
aproximada uno puede suponer que una molécula se comporta como una esfera
hueca en el medio de las N — 1 moléculas restantes, las cuales se tratan como
si fueran un continuo. En estas condiciones, el campo local puede suponerse
igual al campo en el interior de la esfera producido por las cargas superficiales
inducidas sobre su propia superficie. Es entonces un problema conocido en elec-

trostatica mostrar que dicho campo es igual a 354’—'P y como P es colineal con
Eext.) 4
E=Eea— P
3
donde E es ahora el campo macroscépico. Si ahora usamos la relacién
-1
p-{r-Dg (12.14)
An
obtenemos finalmente que
2
Eext - K’-:;- E (1215)

si ahora substituimos la ecuacién (12.14) en laec. (12.13) y usamos (12.15) para
eliminar E obtenemos finalmente que

k—1 d4mn u?
= — 12.1
k+2 3 <°‘+3k1> (12.16)

que es la llamada ecuacién de Clausius-Mosotti y es aplicable a densidades mucho
mas altas que la ec. (12.12). Sin embargo, en el caso de liquidos polares las
interacciones entre dipolos mas cercanos no es despreciable e invalida su uso,
que es excelente para fluidos no polares.

2 Paramagnetismo

Veamos ahora el fenémeno del paramagnetismo que es el andlogo magnético de la
polarizacion eléctrica arriba discutida. Ya hemos discutido este fenémeno antes,
en el capitulo 2 y en el caso del gas de Fermi hablamos del paramagnetismo de
Pauli. Sin embargo, sin entrar en muchos detalles algebraicos conviene repasar
las bases fisicas de este fenémeno. En el contexto de la mecdnica clasica un
conjunto de N dipolos magnéticos suficientemente diluidos para despreciar la
interaccién dipolar, exhibe una magnetizacién M dada por (ver problema 6)

N

donde pm es el momento dipolar magnético y su promedio estd por
\

(Bm) = pmL(z) (12.19)
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Figura 12.2 La magnetizacién como funcién de T para tres sales paramagnéticas. Las
mediciones fueron hechas en el intervalo 1.3 < T < 4.2 K (Datos tomados de W. E. Henry
Phys. Rev. 88, (1952) 561).

donde ahora z = “T"'T—B, B siendo la induccién magnética (definida como Bk). Si
usamos el campo magnético H, B = poH, pq siendo la susceptibilidad magnética
del vacio. Si uno resuelve el problema cudnticamente, la magnetizacién, de
acuerdo a la ec.(2-37) estd dada por

N
M= —‘;gquBJ(:I:) (12.20)

donde todas las cantidades estdn definidas en el cap. 2 y £ = 1. En el limite
clasico (h — 0, J — o00) puede verse facilmente que JB;(z) — L(z) y (12.20) se
reduce a la ec. (12.19) (Ver problema 7). Vale también la pena mencionar que
los resultados experimentales calculados con la ec. (12.20) asi como la constante
de Curie definida en la ec. (12.8) concuerdan satisfactoriamente con resultados
experimentales para varias sales paramagnéticas. Ver Tabla II y fig. 2

Tabla II

Sal Paramagnética M J(J+1) Experimento Calculada

masa inica C'(= VC) x 103—1?3 K ' x 103 K';ii}cfn

en grs.

del cristal
CrK(S0y4) - 12H,0 499 3.75 23.12 23.62
Fe(NH,)(S04); - 12H,0 482 8.75 55.17 55.04
Gd2(S04)3 - 8H,0 373 15.75 98.02 98.90

Aqui la constante C’ estd definida como,

2
o= NIU+ ;L(guo) Hm (12.21)
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No obstante el que hayamos podido deducir ecuaciones como (12.12) o
(12.20) que concuerden bien con el experimento, para el caso de sistemas eléctri-
cos y magnéticos, y en particular los ultimos, existe un problema muy sutil que
debe tratarse con todo cuidado y el cual, por su naturaleza, no aparece en el caso
de un sistema neutro. En este ultimo caso es claro, de la discusién del cap. 9,
que la funcién de particién candnica es una funcién que depende de T, V y N
y en efecto, en esta representacion la funcion de Helmholtz F' es un potencial
termodindmico, lo cual es consistente con que F = —kT In Z. Para que nosotros
pudieramos traducir de manera directa este resultado al caso de una sal para-
magnética necesitariamos conocer F(T, M, N), siendo M la variable extensiva
que substituye a V' y esto es en general muy dificil pues la variable independiente
natural es el campo magnético H (o B). En el cap. 2 eludimos el problema de
justificar el uso de funcion de particién apropiada por que hicimos uso directa-
mente de la definicién de valor promedio y no intentamos establecer analogia
alguna con las ecuaciones de la termostdatica. Sin embargo si se busca consisten-
cia con dichas ecuaciones el problema aflora y no puede evitarse. Si llainamos
U a la energia interna magnética de un sistema arbitrario y suponemos que
ademads de trabajo pdV hay trabajo magnético, la ecuacion fundamental de la
termodinamica esta dada por

dUm = TdS — pdV + poH - dM (12.21)

donde B = poH y U,, = U- energia magnética del vacio [ver ref. (1) cap. 2]. Asi
como F' es una funcién generadora de una transformacion de Legendre que se
usa para eliminar S de la ec. (12.21) tenemos que definir una funcién que elimine
no sélo a la entropia sino también a M la magnetizacion para que aparezca el
campo externo ‘H. Llamémosla F, tal que,

B .l T8 uoll» M (12.22)

substituida en (12.21) d4,
dFm = —SdT —pdV — poM - dH (12.23)
y ahora, Fr, = Fn(T, V, H). Si ahora suponemos, como se desprende la ec. (12.3),

que los diferentes grados de libertad de las moléculas poseyendo un momento
(eléctrico o magnético) son independientes entre si, la energia de cada una de
ellas esta dada por

€T = €cin + €rot + €mag
donde en el caso magnético
€mag = —gpopmH, (2.31)

De acuerdo con los resultados del cap. (9) la funcién de particién candnica para
sistemas formado por particulas independientes.

Zn=3
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donde por la ec. (2-25)

o) +7

3=ZZ Z e~ (ecterotem)/kT

i j=0m=-—j
= 3(") *dm
3(t") esta dada por la ec. (3-2) y

oo +j &4
=Y 3 T (12.24)
j=0 5]

m=—

es factorizable debido a la dependencia de m con j. Es importante recalcar que
el nimero cudntico j (J en el cap. 2) que cuantiza el momento angular es el que
define los valores propios de la energia rotacional [cf. cap. 8]. Asi pues,

Fp = —NkTIn3®*") — NkTInj3m, (12.25)

y como 3, depende solo de T y H, el campo magnético, las funciones termo-
dindmicas pueden calcularse de manera obvia. Si M y H son colineales como se
ha supuesto en estos casos, de la ec. (12.23) obtenemos

1 [OF, NkT 31113,,,)
M= ——f =2 =—(—= 12.26
Ho ( oH >V.T H ( oH T ( )

y la ecuacién de estado es la misma que para un gas ideal pues 3,, no depende
de V. Ahora bien, de (2.31),

ama
TMmeE — _guopm
oH
luego
NkT [} 1 L
R m R —(e+em) /KT _ _
B ( 57 >T,V_ - NY Y (guom)ets =N(u) =M

j m=—)

(12.27)
que es precisamente el resultado deseado. Finalmente, es facil comprobar que si
uno calcula la entropia S como — (9;—71? )5 v Se obtiene que

S=klnZ, + kT <M> (12.28)
T Jnyv
y efectuando las operaciones (ver problema 8), verificar que en efecto,
F =Umn—TS — poH - M.

El resto del cédlculo y sus consecuencias ya las vimos en el cap. 2 asi que sobra
repetirlas aqui.
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3 Ferromagnetismo

El fenémeno del ferromagnetismo es quizds es el mas fascinante de todos los
efectos magnéticos que exhiben ciertos materiales sélidos, con excepcién de la
superconductividad. Desde un punto de vista macroscopico, las principales ca-
racteristicas del ferromagnetismo son la existencia de una magnetizacién en au-
sencia de un campo externo aplicado, la existencia de una temperatura critica,
llamada la temperatura de Curie arriba de la cual la magnetizacién en ausencia
de campo se pierde y el material se convierte en paramagnético pero el valor de
la susceptibilidad es mayor que para estos materiales y finalmente que exhiben
el fenémeno de histeresis, esto es, la magnetizacién no es una funcién univoca
del campo; depende de la historia de su magnetizacién previa. En particular,
la magnetizacién remanente M, en la fig. 12.3, la magnetizaciéon a campo cero
depende de la direccién en que la muestra llegd a su saturacién en la dltima mag-
netizacién. La magnetizacién de saturacién M, que aparece cuando el campo
externo aumenta es reminiscente de la magnetizacién de saturacién que exhibe en
un material paramagnético y descrita por la funcién de Langevin. La diferencia
es que en el caso de un material ferromagnético la saturacién puede alcanzarse
para campos no muy grandes y temperaturas accesibles.

Puesto que el fenémeno del ferromagnetismo no es reversible es necesario in-
troducir hipétesis adicionales para que puedan aplicarse a su estudio los métodos
de la termostdtica y la mecdnica estadistica. Este paso fue tomado en 1907 por
P. Weiss quien supuso que en un material ferromagnético existen regiones finitas
del material (bloques) que estin magnetizadas debido a algin mecanismo mi-
croscépico no evidente. Estos bloques magnetizados llamados dominios, exhiben
individualmente una curva de magnetizacién que difiere de las curvas de Lange-
vin para el paramagnetismo en que posee una porcién asociada con el fenémeno
de magnetizacién espontdnea a T < T, (ver fig. 12.4). De acuerdo con Weiss
aquellos aspectos de la histeresis no reproducidos por las isotermas magnéticas
provienen de propiedades colectivas de estos dominios magnéticos que reflejan
su incapacidad para seguir cambios externos reversiblemente (ver ref. (2) al final
del capitulo).

Aun a nivel de un dominio magnético individual, la existencia de una mag-
netizacidon espontdnea no puede explicarse a través de la interaccion dipolar entre
dipolos magnéticos. En efecto, la interaccién de un dipolo con sus n vecinos mas
cercanos es nu?/r3 donde r es la distancia entre ellos y u el momento magnético
(¢ = 10~ 2ergios/gauss) Tomando r ~ 2 x 10~8cm. dicha energia es del orden
de 1.5 x 10716 ergios, o sea que €/k ~ 1K y sin embargo la mayoria de los ma-
teriales por ejemplo el Fe es ferromagnético a 1000K indicando que la energia
responsable de la magnetizacion debe ser mil veces mayor.

La naturaleza fisica de la interaccién ferromagnética es un producto del
desarrollo de la mecdnica cudntica, Si consideramos a dos electrones de sendos
atomos vecinos cuyos espines son o, y o, respectivamente, Dirac mostré en 1929
que el principio de Pauli y la naturaleza misma del espin se combinan para dar
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Figura 12.3 Curva de magnetizacién tipica de un material ferromagnético. El valor de H,
Hec requerido para hacer M = 0 se llama el campo coercitivo. La curva pone de manifiesto que
el fenémeno no es reversible. El drea bajo la curva representa la energia convertida en calor
por ciclo de histéresis

Figura 12.4 Isotermas para un material ferromagnético. A temperaturas T' < T¢, T siendo
la temperatura de Curie hay todo un intervalo de valores M diferentes de cero para H = 0.

una interaccién cuyas magnitud es
€= JO'] r 0

donde J = J(r) que es una funcién de la distancia llamada energia o acopla-
miento de intercambio, puede ser positiva o negativa. A cortas distancias J
puede ser del orden de magnitud de la energia electrostatica y decrece expo-
nencialmente con la distancia. Fué Heisenberg quien se dié cuenta que si J es
negativa el acoplamiento local de espines se puede extender a una region finita
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de un cristal alineando a los espines de manera tal que genera un momento
magnético resultante apreciable y ello es la causa del ferromagnetismo. (Regla
de Hund). De acuerdo con este argumento la interaccién que es responsable de
la ocurrencia del ferromagnetismo estaria dada por

n

N
Z 2JkJUJ Ok
J=1

k=1

H=-

8| =

donde Ji; > 0 y o; es el operador asociado con el espin del j-ésimo dtomo.
En presencia de campo externo H la contribucién a la energia de cada 4tomo es
—u - 'H y por lo tanto el Hamiltoniano completo tiene la forma,

N n N
1 -
3 E E 2Jy;0; - 0 —gupHo - E oo (12.29)
i=1k=1

j=1

pp es el magnetén de Bohr, g el factor de Landé n el nimero de vecinos mas
cercanos y pgo la susceptibilidad del vacio.

La evaluacion de las funciones termodindmicas de un material ferromagné-
tico descrito por la ecuacién (12.29) sigue siendo un reto para la fisica del estado
so6lido. Varias aproximaciones y variantes se han considerado en la literatura sin
que se haya logrado, sobre todo en tres dimensiones, resultados completamente
satisfactorios. La aproximacién mas socorrida por ser la mas simple consiste en
substituir a los operadores o; por nimeros ignorando todas sus componentes
diferentes a la que resulta de proyectarlos sobre una direcciéon dada que general-
mente se toma como la direccién del campo magnético. De esta manera, (12.29)
se reduce a

= —Zijajak —gﬂBHzZUJ’/JO (12.30)
(ik) j=1

donde ahora a cada sitio de la malla le corresponde un nimero +1 6 —1 (o3)
y Z(J. k) indica que sdlo consideraremos interacciones entre vecinos mas cerca-
nos. Al modelo representado por la ecuaciéon (12.30) se le llama el modelo de
Ising cuya historia y muiiltiples usos estd profundamente discutida por Brush (ver
ref. (12)). A pesar de las enormes simplificaciones que conlleva el hamiltoniano
de Ising la solucion exacta del problema en 2 dimensiones fué obtenida hasta
1949 por L. Onsager y después por muchos otros investigadores, B. Kaufman,
Montroll y Ward y otros para el caso simple en que H = 0. En presencia de
un campo magnético el sistema de Ising en 2 dimensiones fue resuelto en una
verdadera “tour de force” matematica por Yang y Lee en 1952. En tres dimen-
siones solo se conocen soluciones aproximadas o numéricas que el lector puede
consultar en la biliografia (Ver refs. (4)-(8)). La enorme ventaja del modelo de
Ising es que permite estudiar la competencia entre fuerzas de correlacién entre
atomos (espines) de largo y de corto alcance y cudles son sus consecuencias en las
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propiedades termodindmicas del fluido (o s6lido). En este tratamiento elemental
abordaremos el problema utilizando la hipétesis del campo promedio introducida
por P. Weiss y que es muy similar en su concepcion a la utilizada por van der
Waals en la deduccién original de la ecuacion de estado que lleva su nombre [Ver
cap. 11). La idea de Weiss es muy simple; sea j un dtomo cualesquiera del cristal
que llamaremos el “4tomo central”. Para este a&tomo, el hamiltoniano esta dado
por

’HJ- = —g;[.Bﬂ.oH;UJ" = 2.]0]'. Zak‘. (12.31)
k=1

Supongamos ahora que la energia de interaccion entre el &tomo central y sus n
vecinos mas cercanos es la misma e igual a la magnitud de la energia producida
por una interacciéon promedio causante de la aparicion de un campo interno Hn,
cuyo valor es desconocido. En otras palabras

(2J ) ox,) = guppoHm (12.32)
k=1

De esta manera, la ec. (12.31) puede reescribirse como
M; = —gpopsoj,(H: + Hm) (12.33)

que representa la energia de interaccion del j-ésimo 4tomo con un campo mag-
nético efectivo que es (Hop + Hy,). Claramente, por analogia con el gas para-
magnético (c.f. cap. 2) los niveles de energia de éste d4tomo estdn dados por

€m = guBpo(H + Hp)m (12.34)

donde m varia desde —o,—0o + 1,... hasta +o, esto es, €, es 20 + 1 veces
degenerado. De acuerdo con los resultados del cap. 2, el valor promedio de o3,
estard dado ahora por

(0j.) = 0Bo(n) (12.35a)
donde
_ kBiog(H +Hm)
" kT
y Bs(n) es la funcién Brillouin. Para determinar el valor de H,, hacemos uso
de un criterio de autoconsistencia, a saber, es imposible fijar un criterio para
saber o distinguir cudl es el “4tomo central”, cualquiera de sus n vecinos es una
candidato viable. Esto implica que

<Z Gk,> = (ox.) = nlox,) = noB,(n)

k=1

(12.35b)

que de acuerdo con la ec. (12.32) d4 como resultado la expresion

2JnoBy(n) = guorsHm (12.36)
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Como 7) depende de H,,, por definicién, de acuerdo con la ec. (12.35b), ésta y
(12.36) generan una expresion de la cual podemos calcular H,,. Explicitamente,

kT ( _g;LBp,g'H>

Bo(n) = 2Jno kT

(12.37)
que en el caso particular en que ‘H = 0, correspondiente a la existencia de una

magnetizacién espontdnea se reduce a

kT
2Jno

B,(n) =n (12.38)
La solucién de las ecuaciones (12.37) y (12.38) puede hacerse graficamente si
llamamos y = B,(7n) y graficamos y vs. 7, el miembro derecho de ambas ecs.
siendo sendas rectas paralelas como se muestra en la fig. 12.5. Las soluciones no
triviales corresponden a los puntos A y B de la figura que permiten conocer 7
y a partir de la ecuacién (12.35b), el valor de H,,. La magnetizacién estd dada
por la ecuacién (12.20)

M= gguBaBo(n) = ggm;(%,) (12.39)
Examinemos en detalle el caso en que H = 0, que de acuerdo a las curvas de la
fig. (12.4) corresponden T < T, precisamente al caso en que hay magnetizacién
espontdnea. La solucién no trivial, punto A en la fig. (12.5) se obtiene, si y sélo
si, se satisface la condicién de que la pendiente al origen de la curva de Brillouin
sea mayor que la pendiente de la recta, esto es,

dBy(n) 5 KT
dn gm0  2noJ

Cerca del origen 7 < 1 y de acuerdo a las propiedades de B,(n) (Ver apéndice
V), B,(n) = (o + 1), lo cual implica que

2nJo(o + 1)
< —_—

T
3k ’

(12.40)

ésto es sdlo a temperaturas menores que el miembro derecho de la ec. (12.40)
hay un valor de M # 0 para H = 0. Podemos definir la temperatura de Curie

de manera obvia como
T = 2nJo(o + 1)
€ 3k

de modo que si T < T, hay magnetizacién espontanea. Debajo de esta tempe-
ratura, en un “dominio magnético” los espines estan preferentemente alineados
unos con otros produciendo el fendmeno de ferromagnetismo. Vease también que
cuando T — 0 el punto A se desplaza hacia la derecha esto es, la raiz no trivial

(12.41)
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s Y= BU_(n)
VLR
H=0 2N "
(n:%’—)
B
' A
/ / (n)
' / %
0
| 1/ 4
| 2/
l/
/
. l/ - Y V. S "N AE
g Mo loH
2Jdn0
v »
g Mo Uo H

N=

ht

Figura 12.5 Las soluciones de las ecuaciones (12.37) y (12.38) est4n dadas por las intersec-
ciones de las rectas con la curva que representa a la funcién de Brillouin

tiende al co. En este caso B,(n) = 1 y la magnetizacién alcanza su valor de
saturacion M, esto es,

N
Mo = v IKBO (12.42)

que claramente corresponde a tener a todos los espines alineados en la direccién
del campo. Para un campo externo diferente de cero el cédlculo de la suscep-
tibilidad magnética se puede llevar a cabo arriba de la temperatura critica si
suponemos que el campo es débil y n < 1.

Dela ec. (12.37) obtenemos entonces que

1 kT H
gl + 1) = AL (- 2okt

~ 2Jno kT
Sustituyendo aqui la ec. (41) para introducir T, y despejando 7 se obtiene que

_ 9uspoH

k(T - Tc)

que substituida en (12.39) da la magnetizacién como funcién de H y T, la ec.
conocida como de Curie-Weiss,

M=2T T2 o(gns)? (12.43)

De aqui

X = (%)7& — _Cw_ (12.44)
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donde Cw es la constante de Curie-Weiss,

o(c+1)N 2
= ——— 12.4
Cw 3k 7 9kB) Ho (12.45)
Nétese que la susceptibilidad magnética diverge como (T'—7,)~! cuando T — T,
un resultado que es similar al que exhibe la compresibilidad isotérmica para un
gas de van der Waals.

Es interesante obtener la forma de la curva de magnetizacion, el andlogo
magnético de la curva de coexistencia en el equilibrio liquido vapor. Para ello
hacemos H = 0 y eliminamos B,(n) de las ecs. (12.36) y (12.37), de manera que

grorsHm M
Ba = =
(7’) 211J0' (gung)
por lo que, llamando v = %,
_ Ho(geB)*Hm
M= 2nvJ

por lo que 1 puede expresarse en términos de M, a saber, de la ec. (12.35b)

_2nvJM 3T, M
M= GuEkT - (o + )T Mo

la iltima igualdad proviniendo de las definiciones de T}, y de M,. Substituyendo
en la ec. (12.39) obtenemos finalmente que

3T, M)

T +1) Mo (12.46)

M =MmB¢; (

que es una ecuacién para M como funcién de T. Ahora suponemos que 2~ < 1
cerca de T = T, y hacemos uso de la ec. (A-1) del apéndice (IV) para obtener

M M |T. 21 T3 MN\/, 30 +1
= o%(o +2)+ +...

Mo Mo

T 45T3%(0 + 1) \ Moo 2

que tiene una solucién trivial M/ My, = 0 que no tiene ningin interés y la
segunda solucién que es

12
Mﬁ — 4 (TcT T) (%) (12.47)

donde A es un coeficiente cuyo valor es

|5 (o+1)?
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Fase para magnetica

ferromagnetismo \\

Figura 12.6 Curva de coexistencia para un material ferromagnético en el modelo de Weiss

para ¢ = 1/2, A = V3. La importancia de la ec. (12.47) es que exhibe,
andlogamente al caso de varias transiciones de fase, la curva de coexistencia
entre la fase ferromagnética y la fase normal paramagnética que prevalecen para
T > T, (Ver fig. 6). La forma de esta curva es idéntica a la predicha por la
ecuacién de van der Waals para la curva de coexistencia de las fases liquida y
gaseosa.

Por 1ltimo, es interesante analizar como se comporta la capacidad calorifica
a magnetizaciéon constante en la vecindad de la temperatura de Curie en este
modelo. Para este andlisis partimos de la ecuacién (12.33) para identificar a la
energia interna como la energia promedio del sistema,

U = (E) = —=N(H;) = =NgpppoHm(o;,)
en ausencia de un campo externo. Usando (12.35a),
U = —NguppoMmoB,(n) (12.49)

Reemplazando H,, y n por sus valores en funcién de M y T de acuerdo a las
férmulas que estan arriba de la ecuacién (12.46) en la pédgina 224, obtenemos
que

2
U= rnen (BA—A) (12.50)
guB T
donde B = 3:;1; Para T < T, de hecho si T — 0, B(oo) — 1y por lo tanto a
bajas temperaturas,
2nJ
U=-"""VMo
guB

no es una funcion de la temperatura y por lo tanto Cxq = 0. Uno puede verificar
este resultado directamente de la ec. (12.50) puesto que

ou 2nJ o M
= (Ea = e 2 =2 2.
Can (6T)M g#BVMa[aTBc,(BT)]V (12.51)
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# (ny)

Figura 12.7 El calor especifico a magnetizacién constante para un material ferromagnético
segun el modelo de Weiss

Si se calcula la derivada de la funcién de Brillouin y toma después el limite cuando
T — 0 es facil mostrar (ver problema (11)) que en efecto, limr_o Capq = 0.

En la vecindad de T, donde podemos tomar 7) < 1 y usar el desarrollo de
B, (n) en series de potencias de 77, la ecuacién (12.38) nos permite escribir que

(6 +0+1/2)(c+1) 5 kT
45 (s 2nJo

Bo(n) = 5(0+ 1)y -

que en el caso particular de que o = 1/2 se reduce a la expresién

2kT
2— — e———
7 =121~ )

Por otra parte, de las ecs. (12.39) y (12.49) se tiene que U = —NkToB,(n), de
donde

12 2kT
U=—-""NkT(1- ==
4 ( nJ )
luego
dUu 4kT

Si ahora sustituimos en (12.52) T, = %% para o0 = 1/2 obtenemos finalmente que

Cm = 3Nk (2T—T - ) R (12.53)
c
por lo que,
ACm = Cm(T=T:) —Cm(T =0) = 3Nk

la discontinuidad del calor especifico en T' = T, es finita e igual a 3R (por mol).
(ver fig.12.7).



Apéndice IV  Desarrollo de la funcion de Brillouin 229

Como hemos discutido con toda extensién en la ref. (1) del cap. 2, los
resultados exhibidos en las ecs. (12.44), (12.47) y (12.53) no son inesperados. De
acuerdo con la teoria moderna de las transiciones de fase, todos aquellos modelos
que den lugar a funciones termodindmicas que sean analiticasen T'y V (o M) en
la vecindad de T, conducen a los mismos exponentes criticos independientemente
del sistema de que se trate. Por ello es que la ecuacién de van der Waals para
un gas real o la de Curie-Weiss para un material ferromagnético conducen a un
comportamiento similar en la vecindad del punto critico. El gran mérito del
modelo de Ising es que la solucién exacta en dos dimensiones abri6 el panorama
en este campo cuando Onsager mostrd que en T = T, ei calor especifico exhibe
una transicién lambda (singularidad logaritmica) similar a la que se observa en
el He*. Las consecuencias de este descubrimiento estin fuera de los alcances
de este texto pero una buena introduccion al tema esta contenida en la obra de
Stanley (ref. (4)) citada al final del capitulo.

Apéndice IV  Desarrollo de la funcién de Brillouin

La funcién de Brillouin esta definida como,

B;(n) = [(j+%)coth(j+%)n—%cothg] (IV.1)

Sl

Si suponemos que 1 < 1 y utilizamos que,

w

T

cotht=—+-—-—+---

wiy
n

1
z

la ec. (IV.1), después de cancelaciones simples se transforma en

B,()=1/n(j2+j+1/4)_(J’+1/2)“n“_l 7 )
= 35X 3 45 12 16 x 45

Escribiendo (j+1/2)* como (j2+;+1/2)?, desarrollando el trinomio y cancelando
algunos términos, la ecuacién anterior se reduce a:

v (itl s, 3. ] 3
BJ(n)—n< 3 45(1 +2j +2]+2) +0(n®)

que rearreglando los términos dentro del paréntesis se convierte finalmente en la
expresion deseada,

. ) .
Bj(n) = n(J%1 - 2—5 [°G+2)+ 31—;—1]) +0(n%) (1v.2)
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Problemas

1. La medicidn de polarizabilidad de un gas ideal se lleva a cabo a 300 K usando
un campo eléctrico de 2000 voltios/cm. ;Es aplicable usar £(z) = %z? ipor
qué? p. = 2.64 debyes.

2. ;Cémo se modificarian los resultados contenidos en la ecuacién (12.12) si
incluimos el primer término no lineal de £(z). ;En qué condiciones serian
utiles estas correcciones?

3. Escriba Ud. la funcién de particién para un gas diatémico cuyas moléculas
tienen un momento dipolar permanente p., 6, << T y la polarizacién

inducida es a. (Nota: laenergia requerida para inducir un momento dipolar
Hi €8 aw = -#inddEz)'

Resp.

_V (87 KT\ g2kt pE\ kT
3(T,V,E)— We senh kT | pE

donde A es la longitud, de onda térmica de de Broglie.
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Calcule la energia interna, la funcién de Helmholtz y la entropia para un
gas de dipolos cuya funcién de particién estd dada en el problema anterior.

Use los datos de la tabla I para calcular la constante dieléctrica del cloro-
formo CHCl3 a 300K . La densidad es 1.48 g/cm?3.

Una gaza de corriente I" de intensidad ¢ y de radio r genera un momento
magnético p = Ak, A = 4nr2. En una molécula, sus electrones girando
en Orbitas circulares, si las ¢ no se cancelan generaran una componente
p respecto a algun eje que es el llamado momento magnético molecular.
En presencia de un campo externo B la energia de este dipolo es igual a
€ = —puBcosf si p y B forman un angulo . Usar este resultado para
deducir la ec. (12.18) y obtener la susceptibilidad magnética, calculando la
funcién de particion clasica.

Mostrar que jBj(n) en el limite cuando ; — oo, de manera que |u| es
constante en dicho limite h — 0, jh = constante, es precisamente L£(z)
donde y z = 5"5‘1‘—595

Usar la funcién de particién magnética Z,,, para un gas paramagnético ideal,
para comprobar que en efecto de la definicién de entropia se recupera la
ecuacién (12.22).

En el fluorosilicato manganoso hexahidratado, J = 5/2, g = 2, la densidad

es de 1.99/cm® y el peso molecular M = 305. Encontrar la constante de
Curie para el material.

Calcular la contribucién magnética a la capacidad calorifica de un gas pa-
ramagnético ideal, en particular a bajas temperaturas uH > kT. ;Qué
significa fisicamente el resultado?

Usar la ecuacién (12.51) y la definicién de la funcién de Brillouin para
mostrar que el limite cuando " — 0 de C x4 = 0.

Mostrar que en general,

ﬁ=<5 (o +1)2 )"2/TC_T\‘/2<T>

Mo \302+0+1/2 \ 1. ) T,

paraT > T..
Mostrar que en la vecindad de T, con T > T, la isoterma critica es una
funcién que depende esencialmente de H3.

Dar los pasos conducentes a la ec. (12.5) y verificar las propiedades de la
funcién de Langevin expresadas por la ecuacién (12.6).

Verificar los valores de la tltima columna de la tabla II y graficar la suscep-
tibilidad como funcién de la temperatura.

Use el modelo de Weiss para calcular la entropia de un material ferro-
magnético en las regiones T' > T, y T < T.. Exprésela en funcién de la
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magnetizaciéon M y la temperatura T. Verifique asi los resultados para Cr,
obtenidos en el texto.

El modelo mas simple para el antiferromagnetismo consiste de dos latices
paralelas equivalentes A y B tales que los miembros de A solo tienen vecinos
mas cercanos en B y viceversa. Mostrar que la teoria de campo promedio
conduce a una ecuacién para la susceptibilidad [c.f. ec. (12-44)] magnética
similar a la ecuacién de Curie Weiss excepto que T — T, se reemplaza por
T + T.. Esta es la ecuacion de Néel.



Capitulo 13

Equilibrio quimico y tercera
ley de la termodinamica

138.1 Introduccion

El problema de calcular las funciones termodindmicas para gases ideales y mez-
clas de estos fue abordado en capitulo 2. El mismo programa para moléculas di
y poliatémicas fue el tema central del capitulo 10. Los resultados del capitulo 2
sirvieron como punto de partida para estudiar la llamada paradoja de Gibbs. Sin
embargo, la discusién se limité a considerar, no sélo gases ideales, sino ademas
inertes, sus moléculas son quimicamente inactivas entre si. En este capitulo que-
remos extender estos cdlculos al caso de mezclas reactivas asi como al problema
de equilibrio sélido-gas. Para esto ultimo, debemos suponer que el gas, atin den-
tro de la restriccidn de ser ideal, al condensar forma cristales y, reciprocamente,
el vapor del sélido se comporta como un gas ideal. Estos ejemplos, considerados
aun dentro de la restriccion de estar formados por particulas independientes,
sirven de base para establecer el criterio mas general en lo que al cdlculo del
valor absoluto de las funciones termodindmicas concierne, asi como su compa-
racion con los valores experimentales, esto es, los valores obtenidos por métodos
calorimétricos. En efecto, del estudio de las llamadas constantes quimicas y
constantes de presién de vapor se puede, por comparaciéon con valores experi-
mentales, comprobar la precisién con que en el cdlculo estadistico se han tomado
en cuenta todos los posibles grados de libertad de las moléculas y por consi-
guiente la “exactitud” de los valores de las funciones termodinamicas. Esto nos
lleva en forma natural al valor numérico de dichas funciones en el cero absoluto

que es el tema central de la tercera ley de la termodinamica o principio de Nernst
(ver Ref. (2) Cap. 2)

233
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El ignorar la existencia de fuerzas intermoleculares entre las particulas que
forman al sistema restringe la validez de los resultados aqui obtenidos. Sin em-
bargo, como veremos mas adelante, en primera aproximacién estos resultados
permiten visualizar con bastante amplitud la naturaleza esencial del problema
y en algunos casos mostraran lo pequeno del porcentaje de error cometido al
confinarnos a sistemas formados por particulas independientes. No obstante, un
tratamiento riguroso del problema, sobre todo en el caso de soluciones de elec-
trolitos fuertes y débiles asi como el equilibrio liquido-sélido no puede realizarse
sin la inclusién de dichas fuerzas de interaccion, aunque por razones de espacio y
de dificultad no trataremos aqui ese problema. El lector interesado obtendra de
las referencias (1) y (2) una excelente fuente de informacién sobre este problema.

13.2 Reacciones Quimicas. Ley de Acciéon de Masas

Consideremos un sistema que consiste de N, dtomos (o particulas) de una
especie y Ng dtomos de otra, contenidos en un recipiente de volumen V. Los
atomos A y B pueden existir como particulas independientes o bién en la forma
de un compuesto AB. Simbdlicamente tenemos la reaccién

A+B=AB

y la pregunta de interés es calcular el niimero de moléculas AB en equilibrio a una
temperatura T asi como las funciones termodindmicas asociadas a dicho estado
de equilibrio. Como se vera de los resultados y el método seguido, la extensién
al tratamiento de reacciones mas complicadas es practicamente trivial.

Para tratar este problema podemos recurrir bien sea al conjunto micro-
candnico, al canénico o al gran candnico. Si bien la formulacién del problema en
los dos primeros es un tanto simple, el cdlculo en si es complicado pues como ya
vimos en el cap. 2 primero hay que conocer el nimero total de complexiones y
después recurrir al método del término mas probable de la sumatoria involucrada.
Aqui consideraremos el método del conjunto gran candnico por la flexibilidad de
las operaciones algebraicas. Cada sistema de este conjunto estard formado de
Na y Np particulas de manera que si €3, eg y egb son los niveles de energia
correspondientes a una particula A, B y AB, respectivamente, los nimeros de
ocupacioén correspondientes estén dados por nj, n?, n‘;b. Evidentemente, para
cada elemento o sistema del conjunto representativo, si definimos

N, = Z n¢ (No. dtomos A sin combinar)
Ny = z n? (No. dtomos B sin combinar)
L}

Ni2 = Z n?®  (No. atomos en la combinacién AB)
i
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se debe cumplir que
N4 = Ny + Nig Ng = Ny + Ni» (13.1)

y ademads
E= Z eind + Z énd + Z €2’ ng® (13.2)
i k 4

donde, la ecuacién (13.2) es vilida si todas las energias estdn tomadas con res-
pecto al mismo cero de energia. Si éste se escoge como el cero de las energias de
atomos A y B, a las energias de AB hay que restar la energia de formacién de
un par AB cuando A y B se encuentran en su estado base.

Usamos ahora un el resultado del capitulo 9, a saber, la funcién de particién
candnica estd dada por
Z = Z(N1)Z(N2)Z(Nr2)
()M BN (3A5)N (13.3)
TN N N

y por lo tanto la funcién de particién gran candnica esta dada por

oo (o o]
E(ranp, T, V)= 5" S Z(N4, Np,T,V)ePraNaghusns (13.4)
Na=0 Ng=0
Substitucién de (13.3) en (13.4), notando que las sumatorias sobre N4 y Ng son

equivalentes a sumas sobre Ny, N2 y N;2, obtenemos que

el A N 00 B N.
2= Y Umotee)™ puams . § Gmotec) = g

= M = M
i (3imgiec)™™ B(sa+tns)Nia
s . N
que trivialmente da
InZ = ePrazhA 4 ePreyB 4 Aluatus);AB (13.5)

No es dificil convencerse que para un sistema de particulas, formado por varias
especies (ver problema (13)),

(N = Mo inZ(Z, T, V) (13.6)

donde A = eP#. Aplicando esta férmula al resultado expresado en (13.5) obtene-
mos de inmediato que

(Na) = Aas™ + Aarps?? (13.7a)
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(Ng) = Ag3B + Aarp3?B (13.7b)
Comparando las ecs. (13.7a) y (13.7b) con la ec. (13.1) vemos que

(N1) =Aa3% (Vo) =Aps®  (Ni2) = Aarps?? (13.8)

De este resultado podemos encontrar la siguiente importante ecuacion,

(Mia) __ 327 (13.9)
(N1)(N2) 343" '
cuyo significado fisico discutiremos mas adelante.
Por otra parte, como
In=
p=kT (aa’:, ) (13.10)
naus,T

tenemos que, usando (13.5)

aaA 633 (93‘43 )
=kT S| == e | = AaA
P {"(av)ﬁ ”(av LA\ v )
Utilizando las ecuaciones (13.8) y el hecho de que las funciones de particién

moleculares para las especies A, B y AB, son de la forma ¢(T) - V, donde ¢(T)
es una funcién méds o menos complicada de T, tenemos que

B\ _ dlnz\ _ (M)
 (3), -0 (),

pV = {(M1) + (N2) + (N12) }kT (13.11)

que asemeja, pero no es, la ecuacion del gas perfecto pues (N;) + (N2) +(Ny2) no
es una constante. En realidad, esta suma representa el nimero total de particulas
A, B y AB que coexisten en equilibrio a la temperatura T y volumen V y en ese
sentido es el anédlogo a la ecuacion de estado del gas ideal. La ecuacién (13.11)
resulta también, trivialmente, de substituir (13.8) en (13.5) y usar la relacién

luego

pV =kTIn=

que es idéntica a la ecuacién (13.10).

Por otra parte, conviene estudiar el tipo de equilibrio termodindmico que
implica la reaccién aqui estudiada. Si consideramos al sistema como formado
por dos componentes A y B con N4 elementos del primero y Ng del segundo la
funcién de Gibbs estd dada por

G = pa(Na) + pp(NB) (13.12a)
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Pero también, por la ec. (13.8) podemos considerar a las tres especies A, B y
AB en equilibrio a la temperatura T de manera que

G = pa(N1) + up(N2) + pas(Ni2) (13.12b)
siendo 4 el potencial quimico de la especie AB. De las ecuaciones (13.8),
pa = —kT(In3* — In(N;))
pp = —kT[In3® — In(Ny)]

que sumadas dan
pa + pp == —kT[In 342 — In(Ny5)) (13.13a)

usando la ecuacién (13.9). También, este resultado se obtiene directamente de
la tercera ecuacion (13.8) que formalmente podria escribirse como

(N12) = Aap3??

y por consiguiente,
pap = —kT(In3A8 — In(Ny,)] (13.13b)

Comparando las ecs. (13.13a) y (13.13b), tenemos que

UAB = LA + UB

esto es, el potencial quimico de los productos es igual a la suma de los potenciales
quimicos de los reactivos que de acuerdo con la ecuacién (13.1) no expresa otro
caso que la indestructibilidad de la materia en el proceso considerado. asi pues
las ecuaciones (13.12a) y (13.12b) son totalmente equivalentes. Finalmente de
la bien conocida relacién termodindmica,

G=F+pV
obtenemos que

F = (pa — kT)(N1) + (1B — kT)(N2) + (kaB — kKT){N12)
= —kT{(N1)In3* = (N1) In(Ny) + (N1) + (N2) In3® — (N2) In(N2)
+ (N2) + (N12) In34B — (N12) In(N12) + (N12) }

y omitiendo los promedios (N) = N

GAY™ (2)Y 45y

== N Nl

(13.14)

esto es, la energia libre del sistema es igual a la energia libre de un gas ideal
formado por N, particulas de la especie A, N, particulas de la especie B y N,
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particulas de la especie AB. Este resultado implica, que una vez que la reaccién
ha alcanzado su equilibrio podemos ignorar el intercambio de moléculas A, B
a la forma AB al calcular sus funciones termodindmicas. Como la composicién
en equilibrio es desconocida, solo tenemos las ecs. (13.1) que deben satisfacer
N1, Ny y N2, pero conociendo las funciones de particién, podemos recurrir a la
ec. (13.9). Esta ecuacién expresa a

Nz _ 348
N, = g = K@V) (13.15)

como una funcién de T y V, la llamada constante de equilibrio de la reaccién, y
es la llamada “Ley de Accién de Masas” para el proceso en cuestion.

La generalizacién de los resultados anteriores a reacciones mas complicadas
no es mas que un mero ejercicio algebraico utilizando una notacién adecuada, de
manera que si uno tiene una reaccién

VA+nB+---2wX+xY +---

con coeficientes estequiométricos v, 7, w, X, etc. es practicamente inmediato
verificar que la ley de accién de masas estd dada por:
NelE-- . LTRG P-
NyNg... (4G5

= K(V,T) (13.16)

siempre suponiendo que las especies A, B, X, Y, etc. son independientes. De la
ec. (13.11) y el resultado (b) del problema 2 podemos generalizar también que

pV = kT {Mas* + 2gs% + - + Axa™ + Ayp¥ +- -}
= kT {suma sobre todas las especies [(3°*P***]x producto de A\'s (13.17)

para todas las componentes ocurriendo en las especies}

En el problema (2) se ha analizado un ejemplo muy ilustrativo, a saber, el
equilibrio isotdpico para las moléculas de hidrégeno y deuterio:

Hy;+ D, 2 2HD

Para temperaturas T(< 103K tales que ,'c‘—; >> 1, esto es, tomando solamente
la contribucién vibracional del punto cero, se puede demostrar que

K(T) = 4.24¢778/T (13.18)

tomando como valor para la frecuencia fundamental del HD el valor vyp =
3770 cm~!. Esta ecuacién da resultados que estdn en excelente concordancia
con los datos experimentales (Rittenberg et. al. J. Chem. Phys. 2, 48, (1934));
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Gould et. al ibid 2, 362, (1934) para temperaturas hasta de 741°K. Los resultados
estan dados en la siguiente tabla.

K(T) para la reaccién H, + D, 2 2HD
T(°K) 195 273 298 383 543 670 741
K (exp)|2.92 £ 0.08)3.24 + 0.083.28—(3.50 £ 0.06/3.85 + 0.103.8 £+ 0.4/3.70 £ 0.12
K(teor) 284 318 |3.26| 3.46 3.67 377 | 3.8l

Férmulas generales para K(T') en el caso de equilibrio disociativo de mo-
léculas diatémicas pueden deducirse [ref. (1) sec. 508] facilmente, pero no nos
extenderemos mas aqui sobre este punto.

Como una segunda aplicacién un tanto interesante de la ley de accién de
masas, consideramos laionizacién de un gas monoatémico en un ién y un electrén
de acuerdo con la reaccién

A2 At +e”

y sea &; la energia de ionizacién dada por
5,‘ = kG,
con 6, la temperatura de ionizacién y

£_66+e3—66‘
kT~ kT

A€ es la diferencia entre la energia del estado base de A* y e~ y la energia del
estado base de A. Suponemos que las funciones de particion de las tres especies
puede representarse por sus valores degenerados en el estado base: g, para A, g;
para At y g, = 2 para el electrén T o |. Si N° es el niimero de 4tomos neutros
del gas, definimos el grado de ionizacién ¢ de manera que

N:=(1-¢)N®° N!=¢N° N!=¢N°

N:+N; =N°
N:+N:=N°
A la temperatura y presion de equilibrio,
pV =(N;+N?+ N2)kT = (1 + ¢)N°%T
Como el gas es monatdmico

N ga(2rmkT)3/2v —ped
da 3 €
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con expresiones andlogas para 3i(mi = mg) y 3e- De aqui,

da Nt: (1_¢)

3de  NIN:  ¢2NO

o bien . o
¢° NO_dide _ & pv
1-¢ 3a (1—-9)(1+ kT
& BV _ . e
1—¢2 kT ~ °°
_ (2mmekT) 2V 2g: e/
- h3 9a
6 2 T5/2
1 f 7 =C g~ /T ()
donde
. (2mm.)3/2k5/2 [ 2g;\

h3 \ga}

Estas ecuaciones son las famosas ecuaciones deducidas por Saha y utilizadas
para el estudio de ionizacién en procesos estelares. La ecuacion I fué deducida
sobre bases fenomenoldgicas a partir de la llamada ecuacién de Nernst para la
constante de equilibrio y puede reescribirse como

2
In

6; 5 2¢;
atm) = —5050 (deg/volts)— + = InT + In = — 6.491 I
2 (atm) (deg/volts) 2% + > - ()
El espectro de una estrella contiene lineas que se originan en los 4tomos y en
iones, los andlogos de arcos y chispas en un laboratorio. La comparacién de
las intensidades de ambas permite (refiriéndose al mismo elemento) determinar
¢. Si tratamos el interior de la estrella como un gas ideal es posible estimar la

presion del gas y como las otras cantidades se conocen puede determinarse la
temperatura estelar T.

13.3 Constantes quimaicas

Consideramos una reaccién cualquiera en fase gaseosa escrita en la forma maés
general
Za;A; f——’ZGLJ' (13.19)
i J

donde A; y L; denotan las especies moleculares y a; ¢; son enteros positivos
(coeficientes estequiométricos). De nuestra discusién en la seccién 2 estd claro
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que la condicién de equilibrio (indestructibilidad de la materia) estd expresada
por la ecuacinn
za.-p.Ai =Zeij,, (13.20)
i i

donde los potenciales quimicos pa, y py; tienen expresiones especificas de-
pendiendo si corresponden a moléculas mono, di 6 poliatémicas. En general
n= T, %) o bien p = (T, p) ya que para tener gases ideales la presién parcial
ejercida por cada gas estd dada por:

AV A
v

pa = kT
donde N4 es el nimero de particulas de la especie A existiendo en el equilibrio
indicado por (13.19) para una T y V dados.

Para calcular los potenciales quimicos a partir de las correspondientes fun-
ciones de particion deducidas en el capitulo 10 solamente una precaucién mas es
necesaria, a saber, la forma en que tomamos en cuenta los ceros de la energia
de manera que sean consistentes con los cambios de energia involucrados en la
reacciéon quimica. De hecho, si el estado interno de menor energia de la especie
A es €f), esta puede tomarse arbitrariamente igual a cero, pero en el caso de
un compuesto por ejemplo AB, €4 B sera distinto de cero. Asi pués, la funcién
de particién tendra un término adicional e~*¢/*¥T donde € = 2 Bom)IE0 (cmp i =

Z(e op.) & ("”) Recolectando los datos obtenidos en los capitulos anteriores, te-
nemos que

a. Para moléculas monatémicas

2mmkT \ ¥
dmolec = (%) Vwoge_“’/"T (13.21a)

b. Para moléculas diatémicas

3/2
/21r ma+mp kT\ / T w gA9B e—eu/kT
g

3molec = \ 2 / Ve—q(T) 0 (13.21b)
c. Moléculas triatémicas lineales
2 DT\ 2
dmolec = < ul Zm) > VH —wOHg. —«/kT  (13.21c)
d. Moléculas triatémicas no-lineales
2m(m)kT\*? (rABC)Y/2 (2kT\%?
dmolec = —h'z— Vee—eme— -F X
v (13.21d)

[Ta:(@)wo [ ] gie~</*T
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De la relacion

(ﬁmalec)N

y la ecuacién termodindamica

oF 0lnZ
# (6N>T,V ( ON )T,V

podemos calcular los potenciales quimicos para obtener:

1. Para moléculas monatdémicas

3/21.5/2
lnA:E—EH p——lnT—l {th—ﬁ—wog} (13.22a)

2. Para moléculas diatémicas

7 (2rm)3/2k5/% 21k gags |
In\ = k_'f kT+lnp— lnT—lnq(T)—ln{ 3 R
(13.22b)
3. Para moléculas poliatémicas lineales
Inh= k—T = k—T+1 p——lnT Zlnqul
(13.22¢)
1 [ (2mm)*/ k%2 20k I1; 95
h3 [
4. Para moléculas poliatomicas no-lineales
In\ = kT = l:TOE +Ilnp—-4InT - Zlnqui(T)—
(13.22d)
1o (2mm)¥/2kS/2 2(2mk)3/ cABEYL2 [T 4,
h3 3 VT g 119
j

donde en estas férmulas A, B y C son los momentos principales de inercia
de la molécula triatémica no lineal, I de la molécula lineal, ¢(T) 6 q,,(T)
representan la funcién de particién de una vibracién y el resto de los simbolos
ya han sido definidos.

Todas estas ecuaciones pueden resumirse en una sola, a saber:
o
— JE . p - e A
InX = ;7 = 4F tinp— 2T Zlnqu.-(T) j Zj:lngj (13.23)

donde C y j son las constantes moleculares (independientes de p y T) y cuyos
valores estan dados por:
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a. Moléculas monatémicas [g(T) = 1]:

co 5 2 3/2k5/2
2= j:ln{(’r—mzr—-a—wo} (13.24a)
b. Moléculas diatémicas y poliatémicas lineales:
7 (2rmr)3/2k%/2 20k wp |
t P j =1 13.24b
k 2 7 “{ h3 "2 o ( )
h
= Ty h=—
ety
c. Moléculas poliatémicas no-lineales
Cc? (2rmT)?/3 2(2mk)3/2 wo
2_4  j= VABC } 13.24
p J ln{ 13 2 . (13.24c)

Estas formulas, vilidas para moléculas poliatémicas rigidas pueden ahora
compararse con los resultados para los potenciales quimicos que se obtienen de
la termodindmica clésica.

Para llevar adelante esta comparacién, suponemos que para cada gas existe
un intervalo de temperatura tal que para todo T en este intervalo 6, « T « 6,

de manera que C,F."’" = (const.)Nk. Entonces, tomemos T? arbitraria en este
intervalo y escribamos:

v [ Cp—C8 (T >TO)
C(T)‘{o " (T < T

donde Cp = G} +C}** = const a T° y C'(T) representa la desviacién de Cy, de
este valor a temperaturas mas altas. Obviamente, C'(T) — 0 cuando T — T°.
Entonces de la termodindmica clésica, (ver ref (2) cap. 3)

H° Cy Tdar (M C(T.
%=ﬁ+lnp——kglnT—/; T—; A (kZ)de—jo (13.25)
1

donde H® = limr_,g0x H, H siendo la entalpia por particula y jo es una cons-
tante indeterminada por la termodindmica clasica y que mostraremos queda
completamente determinada con la mecdnica estadistica.

Comparando las ecuaciones (13.23) y (13.25) vemos que jo = j + Ej Ing;.
En efecto, para un gas ideal H = U + kT de manera que H? = U? = ¢® y el
término que contiene a C'(T3) tiene que identificarse con ) ;Ing,, (T) ya que
representa la desviacién de Cp, de su valor ideal a T° que en nuestro modelo, solo
excluye los grados de libertad vibracionales, y los electrénicos, si en el intervalo
donde yace T° existe un grado electrénico excitado entonces una Ae® ~ kT?,
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(como podria ser el caso del NO discutido anteriormente). Asi pués, la mecénica
estadistica establece que para gases ideales mono, di y poliatémicos,

jo=3j+) Ing; (13.26)
=1

donde g; es el peso estsdistico del j-ésimo nicleo de la molécula.

La ecuacién (13.26) es estrictamente vdlida a temperaturas para las cuales
VA ((":;l) ec) esté correctamente interpretada por su expresion clasica pues s6lo en
ese caso puede escribirse como el producto de una funcién puramente rotacional
multiplicado por un factor nuclear [c.f. ecs. (27b,c)Cap. 8]. Esto es afortunado
porque para el caso de equilibrio quimico los factores nucleares se cancelan entre
si y es innecesario evaluarlos. De hecho, para muchos nicleos esta informacién
no es del todo conocida. Asi pués la ecuacién (13.26) es valida para todos los
gases excepto el Hz y D, a bajas temperaturas, casos que ameritan una discusién
especial que no intentaremos dar aqui.

La ley de accién de masas establece que para un equilibrio quimico definido a
través de la ecuacion (13.19), la constante de equilibrio K,(T') a una temperatura
T puede escribirse como el cociente entre el producto de las presiones parciales
de los productos y las presiones parciales de los reactivos. Asi,!

[1;(p;)
Kp(T) = =L —— (13.27a)
") = Mpa
de manera que
InKp(T) =Y &lnpr, — Y ailnpa, (13.27b)
J i

Substituyendo la ecuacién (13.23) en (13.27b), notando que 3 ; In g; es el mismo
para productos y reactivos? y usando la ecuacién (13.20), obtenemos que

1 (CO)L‘ (CO)A.»
In Kp(T) = — == ijf?,, - Zaif?q.» + le —”k—’ = Z a; ’;c InT
J T j

+ ZeizlangLi(T) - Zaj Zlnq"M'AJ‘ (T)
t k J m

+{ bijL, — ) _aija, (13.28)
J 3

! Esta ecuacién se conoce en la literatura como Ley de Guldberg y Waage
2Los niicleos que aparecen en un miembro reaparecen en el otro, s6lo hay rearreglos moleculares,
ej: HBr + C¢ & HC? + Br.
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donde CS /k y j estdn dados por las ecuaciones (13.24 a,b,c) para moléculas
monatdmicas y poliatomicas lineales o no lineales respectivamente. Como ya
dijimos, los factores nucleares (excepto para Hz y D2 a T < B;) se cancelan y
la ecuaci6n (13.28) puede comprimirse a la siguiente expresion:

0 Ty
1uK,,=-i;{ "1 T+ / dT‘/ Azf (72) dT+A) 5 (13.29)

donde A = operador de incremento del valor de una cantidad entre reactivos
y productos. La ecuacién (13.29) es debida a Nernst y establece que para todo
equilibrio quimico en el cual intervenga una especie en fase gaseosa existe una sola
constante quimica y esta constante siempre aparecerd en todo equilibrio quimico
donde aparezca dicha especie. De alli que a las j's se les denomine constantes
quimicas cuyos valores son proporcionados por la termodindmica estadistica.
Dejaremos para después comparaciones con datos experimentales.

13.4 FEquilibrio Cristal- Vapor

Si consideramos el problema de un sélido cristalino en equilibrio con su va-
por, la termodindamica clasica establece que la condicién para que este equilibrio
subsista requiere que los potenciales quimicos u€ y p sean iguales (G = gas
S =s6lido). Asi uno pensaria a primera instancia que conocidos estos potenciales
de la mecénica estadistica e igualdndolos conduciria a la condicién de equilibrio
estadistico para ambos sistemas. En el caso del vapor considerado como un gas
ideal,

(3(9))N
FI(N,T,V)= —kTIn N (13.30a)
en tanto que para el cristal,
FS(N,T,V) = ~kT1n(33,ptec)"
donde
s Eo « —hu/kT
In3potec = vt gw)fn(l —e Ydv + Inéog (13.30b)

donde Ej es la energia de cohesion del cristal incluyendo la contribucién del punto
cero, que depende de N y V, & el peso estadistico del estado electrénico base
del cristal que suponemos no excitado a la temperatura T y g el peso estadistico
del espin nuclear. Esta expresion es la ecuacién (10.14) del capitulo 10 en la
cual se ha introducido la forma completa para Ey y las contribuciones nuclear y
electrénica. Entonces,

OF9 ) (6F s )

G S

u =\ u° =

( ON TV oON TV
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Sin embargo, la dependencia de F con N es arbitraria en termodindmica de
manera que la condicidn de equilibrio es incompleta en este sentido, esto es los
valores que se obtienen tienen una dependencia en N arbitraria. Asi pues es
necesario obtener desde otro punto de vista la condicién de equilibrio adecuada
con las formas apropiadas para las funciones de Helmholtz.

Para resolver este problema utilizamos de nuevo el formalismo del conjunto
gran candnico. Supongamos que hay en total N moléculas N, de ellas en la fase
gaseosa y N, = N — N, en la fase sélida. Suponiendo que no hay interaccién
entre las particulas del gas ni entre la interfase gas-sélido, tenemos que

EwT,V)= > MZ(N,T,V)
N=0

como los sistemas son independientes

gas sélido (zfnolec )Ng 8
Z(N,T,V) = 3% 3 =N, ?
de manera que
oo oo
= (35.)"e .
:‘(/J‘yTv V) = Z _W’\Ng Z 3( )ANH
Ng=0 9 Ny=0

En el caso de un sélido concebido como un sistema formado por N, particulas
(osciladores) localizadas en una malla cristalina entonces

3 = Ha(’) (5)

que es vélida atn si tenemos una distribucién continua de frecuencias en el sélido.
Con esta forma de 3(*) podemos evaluar la gran funcién de particién de forma
inmediata:

exp(A3?]

E(p, T, V)=

(13.31)

Asi,
InZ(w, T,V) = A9 —In(1 — A3)
=InZ9(u, T,V)+InZ°(u, T, V)

implicando que u es la misma para ambas fases y por consiguiente,

pt = pud (13.32)
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Por otra parte,

U = kT2 (31n:> + kT <3£n:>
o ),v o )rv

0 _— — dlnz=
S—a—T[len_]—kln_.+lcT< 5T ),,v

tenemos que
U=U%+0U*
S=8+5°
y por consiguiente
F=F9+F°

B (39)1\_/, N (13.33)
a0 o]

con los valores ya obtenidos en (13.30a) y (13.30b) para las funciones de par-
ticion. Asi pués tenemos una demostracion estadistica para la condicién de
equilibrio entre las fases sélida y gaseosa, con la expresién adecuada en cuanto
a la dependencia en N del potencial quimico.

Sin embargo, el argumento anterior no es del todo correcto. En efecto,
estamos frente al practicamente unico caso patoldgico donde el método de la
gran funcién de particién no representa una ventaja sobre los otros métodos. En
efecto, si de la funcién de particién para la fase condensada, calculamos

a A3d
=A—In=9 = m
(Ns) /\3/\ In = At
tenemos que
(N)
Ay = = |
I = T (VL)

donde A* por el momento se refiere a e#'/*T | u* siendo el potencial quimico para
la fase sdlida. Por lo tanto,

B 1
N (T,V)

s
dmolec

8

como A es una cantidad intensiva, la funciéon de particion para una particula
(oscilador) en la fase sélida, no puede depender de V sino de V.. /N, donde V; es
el volumen del cristal y por consiguiente

3 (T, V) = [3‘:,1(T, vS)]N‘.
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(1T, V) =) ANy (T —) (13.34)

(N,)
luego no podemos sumar sobre todos los valores posibles de N,.

Vamos a suponer que solamente el término maximo contribuye a la suma
n (13.34). Entonces si designamos por Ty, al término dentro de la sumatoria,

|7
InTn, = NyIn A + NyInj,, (T, —C)
N,

6lnTN, o s Vc ‘/L‘ 81[13:”(1)3,T)
N, ~ pAtlnan, <T’ N,) N, ov,

Entonces,
Olngp (v3,T)

R e Inz> (¢t,v}) =InA (13.35)
es el término méaximo con v; = (%3. De esta manera, haciendo (N,) = Ny,
=) = 3(&)(T,y2)Ns ANs (13.36)

donce N, = %’5, v} siendo la solucién de la ecuacién (13.35). De (13.36),

pVe
kT

InE®) = NyIn A+ N, In3%, (T,v]) =

P 0lng(v:,T)
= o (13.37)

que combinada con (13.35) da

*

exp (Z?,) = N°(T,v})

O sea que

Mo L minT

(T}
en lugar de la ecuacién arriba encontrada. Asi pues el potencial quimico para
la fase condensada depende de algo que no se tomé en cuenta al deducir la
ecuacién (13.31), a saber que el volumen especifico del cristal no es cero (de
hecho se supuso que v, < vg).

Asi pues,
p® = kTln\* = —kT'In3) (v, T) + pv,. (13.38)
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Sin embargo, en la mayoria de los casos &3¢ es despreciable. Tomemos una mol
de substancia en un cristal de 1 cm®. Entonces, a temperatura ambiente

pv, _ pxW0H 1 L,
kT — 42 x10-14 — 42 si p~ 10° dinas/cm

Como 1 atm. ~ 10° dinas/cm?, e!/4? ~ 1 por un factor de 2% aiin cuando
p ~ 100 atm. Asi el término e”’»/*T ~ 1 y la gran funcién de particién que
resulta de ignorar la contribucion del volumen de la fase sélida, puede calcularse
formalmente como en (13.31). A estas funciones se les conoce en la literatura
como cuasi gran funciones particion. Como F' y H difieren de G y U por un
factor pV, en estos casos son respectivamente iguales entre si.

Después de esta larga digresion sobre las condiciones de equilibrio entre un
cristal y su vapor podemos usar sin temor la ecuacién (13.31) con los valores de
u calculados a partir de la mecdnica estadistica. Asi pués, de la ecuacién (13.23)

(9)
u9 e _C )
kT = k7 TI0P '“T Z‘“qm(T) j Zln.cb (13.23)

en tanto que para el sélido de la ecuacién (14) del capitulo 10, tenemos que:

F = -NEy+ NkT / g(v) In(1 — e™/*T)dv + In&og(NkT)
0

kT
= —NkTInA(T,V)

= —NkT (EO / gw)In(1 — e "/*T)dy —In 509)
0

donde en A(T, V) hemos incluido la energia de amarre o cohesién del cristal Ey,
que depende de V, y los pesos estadisticos electrénico y nuclear de cada atomo
del cristal. Entonces

OF 8lnA(T,V)
=| — = — — N, SN = R
n (3N>T kTInA(T,V) kT< 3N )TV
= —kTInA(T,V) + kTV (al“ A(T, V)>
£1% o

ya que en realidad A depende de N y V sélo a través de % = v. Como

__(oF) _ dIn A(T,V)
p= (BV>T'N"T( av >T~

y* = —kTnA(T,V) + pv° (13.39)
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que es la formula para el potencial quimico del cristal donde,

AT, V) = e a(T)}(T) (13.40)

con a(T') la funcién de particién de los modos aciisticos del cristal por 4tomo 6
molécula
Y(T) = f(T)O Hg‘"’ (13.41)

donde f(T) es diferente de uno, solo para crlstales moleculares y contiene la
contribucién de los grados de libertad internos de las moléculas, O es un fac-
tor orientacional, usualmente igual a uno y que corresponde a las orientaciones
distinguibles de una molécula en el cristal, £ es el peso del estado electrénico
y g,(c") la degeneracion del k-ésimo nucleo en su estado base. Para sélidos mo-
noatémicos gx = g™, @ = 1y f(T) = 1. Es conveniente referir de nuevo todas
las energias al mismo cero, que por conveniencia se escoge como el estado base
de una molécula en fase vapor. En este caso Fy es el exceso de energia respecto
la energia del cristal €y en dicho estado y la ecuacién (13.40) debe reescribirse
como

A(T, V) = e~ (0= E)/kT o(T)~(T) (13.41)
Substituyendo la ecuacién (13.41) en (13.39) obtenemos que

(s) —FE -
‘;T = ‘°kT ° 4+ ﬁ +1In{a(T)f(T)} +In {OEOHQ( ’} (13.42)

que es el andlogo a la ecuacion (13.23) para el vapor. Igualando ambas expre-
siones obtenemos para la presion del vapor sobre el cristal, la expresion:

(9)
Ey pu, Cg
—_— e e T e vi T
Inp kT+ kT+{ p InT + E Ing,,(T)

(13.43)
+ In{a(T)F(T)}® + 19 + In(0O&o)®

de nuevo canceldndose los pesos estadisticos de los nucleos. Las energias €
tomadas como referencias en ambos sistemas, como era de esperarse, también
desaparecen.

Como ya apuntamos en la discusién subsecuente a la ecuacién (13.25), el

término 7 -
dT, 1 C'(T?)
E — e ST
i IHQv.(T) /0 le /0 k 2

donde C’ ya estd definida. Anélogamente, en el caso de un sélido, el calor
especifico molecular, estara dado por

Ina(T)f(T) [ dT‘ C"
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suponiendo que la integral converge y que las inicas contribuciones a C" provie-
nen de o(T) y f(T). Con estas restricciones, la ecuacién (13.43) se transforma
en:

Eo o] Tdr, [ C'(Ty) - C"(Ty)
np=-——2y P | 2T -] ) — e 2y . (13.
np= T kT X InT + /[; le ; k dT, +1¢ (13.44)
donde
i =j9 — In(0€l”) (13.45)

es la llamada “constante de presion de vapor”. En esta ecuacién p es la presion
total del gas y que en equilibrio es igual a la presion ejercida por el sélido sobre el
gas para valores fijos de T' y V. Este resultado, también debido a Nernst, puede
obtenerse por métodos puramente termodindmicos, la termodindmica clasica no
pudiendo decir nada en absoluto con respecto a la constante i. Por otra parte
la mecédnica estadistica logra establecer una relacién entre esta constante y la
constante quimica j; de hecho en el caso especifico en que O = 1, §; = 1, es-
tablece que son iguales. Esta igualdad es de hecho el contenido de la version
inicial del teorema de Nernst i.e., 1 = j y cuya validez discutiremos en la dltima
seccién de este capitulo. Las ecuaciones (13.29), (13.44) y (13.45) serdn el punto
de partida para discutir la llamada tercera ley de la termodindmica. Omitiremos
pués refinamientos relativos a equilibrio heterogéneo, efectos isotépicos, sepa-
racion orto-para, etc. pero el lector interesado podrd consultar referencias mas
especializadas para el tratamiento en estos casos.

13.5 Entropia y Tercera Ley de la Termodindmica

De las expresiones obtenidas en las secciones anteriores es ahora un problema tri-
vial obtener las férmulas para las entropias moleculares de un gas y un cristal. En

- y as —_ (9%
efecto, usando la ecuacién (13.23), la relacién de Maxwell (3 N)T,p ( aT)p,N
e el hecho que S = NS()(T,p) obtenemos que

3u(g)
ST, p) = - ( = >~,,, = —klnp+CoInT + k;lnq,i(T)
(13.46)

0

Cp
+szaln(Iu.( )+k ]+Elngj+_k_

que es valida para todos los gases excepto Hy y D, a bajas temperaturas y que
requieren un tratamiento aparte.

. . ’ . b
Para el cristal, despreciando el término &%, tenemos que:

p®)(T,p) = €0 — Eg — kT Ina(T)~(T)
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ou®

S(a)(T,P) = - ( oT ) . =klna(T)y(T) + kTQlL{E(__T)'Y()}

or

Si hacemos T — 0°K, a(T'), la funcién de particién de los modos acusticos tiende
a la unidad [Ina(T) — 0 cuando T' — 0 por definicién]. Por razones anélogas,

f(T) = 1y por lo tanto ¥(0) — O& 1, g,(c"), que de hecho es la definicién del
peso orientacional O. Entonces,

5)(0,0) = kIn{O Hg‘") (13.47)
suponiendo que
., 0In{a(T)y(T)}
Tl,xg})n 5T -0
Combinando (13.46) y (13.47) obtenemos que
56)(T,p) — §(0,0) = —klnp+ C InT + k Z Ing,,(T)
(13.48)

C?
+kTZal"q“‘ +k{j + k” + In(0&)}

los factores nucleares desapareciendo nuevamente. Esta ecuacién es la base de
la comparacién entre la mecdnica estadistica y el experimento. En efecto, el
término del miembro izquierdo no es otra cosa mas que la entropia calorimétrica
extrapolada al cero absoluto.

ST, p) — §(0,0) = lim " dgrey (13.49)
lp b _To—oo 7‘0 T -

donde la trayectoria de integracion es cualquiera reversible entre el estado inicial
aT=T°p=po =0y elestado finala T y p. Como es bien conocido habra
por lo menos dos cambios de fase, sélido-liquido, liquido-vapor que se habran
de tomar en cuenta en el calculo. Por lo que al término en el miembro derecho
concierne, conocidas las frecuencias normales de oscilacién de la molécula, los
momentos de inercia y los niveles de energia para una temperatura dada, asi
como wo y o podemos calcular las diferencias entre los valores calorimétricos y
espectroscopicos para determinar los dos parametros desconocidos, a saber, O y
£o. De hecho

S(espectro) _ S(calorim) =k ln{O&)} (13'50)

que de acuerdo con el teorema de Nernst debera ser igual a cero.

En el caso de moléculas mono y diatémicas podemos usar directamente la
ecuacién (13.45) para comprobar la teoria con el experimento. En efecto, si a
temperaturas ordinarias 6, < T < 6,, entonces podemos calcular la constante
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quimica j usando las expresiones obtenidas anteriormente. Comparando direc-
tamente estos valores con los valores medidos para la constante de la presién de
vapor obtendremos un criterio para establecer si O es o no igual a uno. Si no
lo es, se hace uso de las propiedades intrinsecas asociadas a la estructura de la
molécula para explicar la causa de la desviacién de este factor respecto a su valor
uno. Es claro por otra parte, que del solo estudio del equilibrio quimico no es
posible comparar una constante quimica con los datos experimentales pues en la
férmula para el In K, solamente aparecen combinaciones lineales de estas cons-
tantes y se requeririan en principio una gran cantidad de datos sobre equilibrio
quimico, donde aparecieran las mismas especies para confirmar la concordancia
entre teorfa y experimento, calculando los valores de A Y j.

Antes pues de usar la ecuacién (13.50) tratemos el caso de las moléculas
mono y diatémicas (con excepcién del Hy, Dy y HD!') comparando los valores
experimentales y tedricos de ¢ y j respectivamente.

a): Moléculas monatémicas.- En este caso,

3/245/2 o
0 = 1,,{% 0} 2 (13.24a)

k 2
pero la ecuacién (13.44) se acostumbra poner en las llamadas unidades practicas
para realizar la comparacién. Ello consiste en expresar p en atmésferas y usar
logaritmos decimales, de manera que como 1 atm = 1.013 x 10 dinas/cm?,
tenemos que si llamamos p’ a la presién en atmdsferas,

Ey 5
2.3lo p’ =i
810 lT

Definiendo una nueva constante i’ como
, i —In(1.013 x 10%)
=

lnT + I(T) + i — In(1.013 x 10%dinas/cm?)

— (13.51)
E 5 .
log,op’ = _EO +5 InT + I(T) + 7'

donde I(T) es la doble integral que aparece en (13.44).

En estas nuevas unidades,

J(9) _ J —In(1.013 x 10°)
I 2.3

—6.00561

= 2i3 — (6log,1.013)

J
23
y entonces,

m)3/2 ks/z

j@ = } 6.00561

{ (2m
3/2 k5/2 3
= log,o —6.0051 + 2 log,o M
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Tabla I

Constantes de presion de vapor tedricas y experimentales para
vapores monatdémicos

Gas M (') obs §° calculada | Estado base | wp
electrénico
He 4.00 —0.68 £0.01 —0.684 1S 1
Ne 20.18 0.39 + 0.04 0.370 15 1
Ar 39.90 0.81 £ 0.02 0.814 1g 1
Kr 83.70 1.29 £+ 0.02 1.297 1S 1
Xe 131.03 1.60 + 0.02 1.590 ) 1
Mg 24.32 0.47 £0.02 .492 1S 1
Zn 65.38 1.21+ .15 1.136 15 1
Cd* 112.40 1.45 £+ .10 1.488 15 1
Hg 200.60 1.85 £ .06 1.866 15 1
Pb 207.20 1.80 £ .20 1.888 3Py 1
Na* 22.99 0.74 £ .07 0.757 28 2
K* 39.10 1.025 £ 0.02 1.102 s 2
TI | 20439 | 237403 2.180 T 2

* Denota valores promedios sobre varios datos experimentales.

+ El estado 2P /2 del doblete estd muy espaciado (en energia) del estado base para
contribuir a Z(€h,

M es el peso molecular. Haciendo substituciones numéricas, se obtiene final-
mente

3
§'9) = —1.592 + 5 10810 M + log,o wo. (13.52)
Asi pues
i =-1592 + g log,o M + log;, ‘? (13.53)
0

ya que para una molécula monoatémica O = 1 necesariamente. La comparacién
con el experimento estd dada en la tabla I donde pueden extraerse las siguientes
conclusiones.

i. Los valores de j'(9) = —1.592 + %logm M + log,¢wo concuerdan, dentro de
los limites de errores experimentales, con el experimento. Asi pués para
estos elementos en su fase cristalina, § = 1.

ii. El hecho de que §, = 1 implica que en estos casos se satisface el principio de
Nernst. La implificacién fisica de porqué &y es la unidad en estos casos no
la daremos refiriendo al lector al tratado de Fowler y Guggenheim. ref.(1)
(loc. cit. pp. 201-202).
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iii. Es pues de esperarse que para todos estos casos S(ca) = G(espectro) T g
implicaciones de este resultado las discutiremos mas adelante.

Moléculas diatémicas con excepcion del He y D, a bajas temperaturas.
Para este caso, y con una notacién andloga, la ecuacién equivalente a (13.51) es:

E, 7
0 0 ./
logyop' = o + 5 In T+ I(T) +i (13.54)
donde
' = 5'(g) —logyo O&3 (13.54')
Yy
o 3 40 wo
j'(g) = —3.199 + 5 log,o M + log,,(10°°T) + log,, . (13.55)

donde I es el momento de inercia de la molécula en gr/cm?. La razén de intro-
ducir en (13.55) un factor de log;, 10%° es debido a la pequefiez del momento
de inercia de las moléculas. Si tomamos en cuenta que moléculas como el NO
contienen una contribucién del calor especifico electrénico a temperaturas del
orden de 178 K y que para temperaturas T ~ 150 K los grados de libertad rota-
cionales para el Hy, D, y HD estan totalmente excitados, la comparacion entre
la teoria y el experimento estd correctamente descrita por la ecuacién (13.55), y
los resultados numeéricos estan recopilados en la tabla II.
De esta tabla podemos extraer las siguientes conclusiones:

a. La ecuacién (13.55) es vélida para todas las moléculas diatémicas excepto
el Hy, D2 y HD a temperaturas menores de 300 K. En efecto la funcién de
particién rotacional, excluyendo grados de libertad nucleares estda dada por

T 16
Ina(ot) = n — 4+ - =" 4+...
Pom =g T3t
El término correctivo,
16, 1h 1 1 40
3T  32IkT ~ 31 x109T

Para todas las moléculas excepto las citadas I > 2.5 x 1074%grs/cm? y por
lo tanto a temperaturas del orden de 300°K las correcciones son del orden
de 0.01 o menores. Asi pués tomar Cg s gk es adecuado para todos los
casos considerados.

b. Para todas las moléculas consideradas en la tabla excepto el NO y el CO,
el valor de OE((f) = 1 implicando la validez del postulado de Nernst.

c. El caso del CO puede explicarse de la manera siguiente: en la fase gaseosa
el estado base electrénico de la molécula es igual a uno, de manera que
podemos suponer que £§ = 1. Sin embargo, el momento eléctrico del CO es
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Tabla II
Constantes de presién de vapor tedricas y experimentales para moléculas
diatomicas
Gas I x10% | EstadoElec. | o | 3(9)catc (4)obs O&8
gm/cm? Normal
H3 0.463 1 2 -3.37 -
D3 0.931 1y 2 -2.61 —
HD* 0.621 D 1 -2.68 -
N, 13.8 53 2 —-0.175 —0.16 £+ 0.03 1
(O 19.1 S% 2 0.53 0.55 £ 0.02 1
NO* 16.4 | 2Zmypimy, | 1 0.63 0.55+0.03 | 2!/2
NO* 16.0 i 1 0.84 - 21/2
CO 14.3 D 1 0.14 —0.07 +£0.05 2
HCl 2.61 D)) 1 -0.42 —0.40 + 0.03 1
HBr 3.27 DY 1 0.19 0.24 +0.04 1
HI 4.40 5 1 0.62 0.65 £ 0.05 1
Cl, 113.0 12 2 1.35 1.66 + 0.08 1
Brs 342 ) 2 2.35 2.59+0.10 1
Iy 742 1y 2 2.99 3.08 £ 0.05 1

*Para temperatura T > 300 K

+T 2 120 K en el primer caso y > 178 K en el segundo.

pequeno pudiendo adoptar dos posibles orientaciones en el cristal a bajas
temperaturas. Si suponemos que las orientaciones son cadticas hay una
contribucién adicional a la entalpia de In 2 luego O = 2 en concordancia con
el experimento.

. El caso de NO es mds complicado: La interpretacién (ver ref. (1)) usual
es que a las temperaturas mas bajas medibles, el cristal estd formado por
moléculas N,O; en un estado electrénico de peso estadistico 2. Asi pués, el
peso estadistico por cada molécula de NO seria v/2, en concordancia con el
experimento. El peso estadistico 2 para las moléculas de N,O, apareceria
debido a las dos simetrias posibles

NO
oN 7

ON
NO

con iguales energias.

Vamos finalmente a describir el proceso mediante el cual la comparaciéon

entre los valores tedricos y experimentales de las entropias pueden realizarse
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segun el procedimiento de Giauque, descrito brevemente en paginas anteriores.
De la ecuacién (13.46)

SO(T,p) k> Ingj = —kInp+CSInT+k_ Ing,(T)
J i

Olng, (o
+kTZ nq‘ +k{j+-E"}

el miembro derecho se puede calcular a una temperatura y presion fijas a partir
de los datos espectroscépicos de la molécula en cuestion. Asi pués, ésta es la
llamada entropia espectroscopica. Por otra parte la entropia calorimétrica puede
obtenerse de la extrapolacion al cero absoluto de la expresion

SO(T,p) - §9(0,0) = lim [ = (G Qrev (13.49)
0—+0K TgvPo T

La diferencia entre ambas expresiones da el valor de k In(O&]) pudiendo ob-
tener informacion respecto a O y &y de este resultado. Sin embargo, la evaluacién
de la ecuacién (13.49) requiere tormar ciertas precauciones que a continuacion dis-
cutiremos.

A modo de realizar la integracion que aparece en el miembro derecho de
la ecuacién (13.49) se escoge habitualmente un proceso isométrico y se expresa
d'Q = CydT para realizar la integracién entre Tp y po hasta T,p. Si miramos
sobre la trayectoria en la escala descendente de la temperatura, la evaluacién en
si de la integral puede realizarse hasta temperaturas del orden de unos cuantos
grados Kelvin, ya que para temperaturas menores desconocemos los valores ex-
perimentales de Cy como funcién de T. En otras palabras, para T° < T < T.,p
existe un modelo tedrico que produce una capacidad calorifica Cy (T) que con-
cuerda con los datos experimentales (ver fig. 13.1). Sin embargo, a temperaturas
menores de T? la extrapolacién debe hacerse sobre bases semi-empiricas. Para
realizar esta extrapolacién uno supone que entre (0 K, T?) el cristal est4 correc-
tamente descrito por un modelo tipo Debye de manera que Cy — 0 siguiendo
una curva continua. Si los valores de ambas entropias son iguales concluimos
que esta extrapolacién conduce a una fase cristalina cuyas moléculas en el cero
absoluto tienen un peso estadistico OE[(,” =1

Si por el contrario la diferencia entre ambas entropias no es cero, entonces
son factibles varias posibilidades. Por ejemplo pueden existir niveles de energia
¢ < kTy de manera que en Cy pueden aparecer uno o mas picos, de estas
mediciones, y con una nueva temperatura Ty, OE((]") serd igual a uno. La otra
posibilidad es que el estado base sea degenerado con un peso estadistico igual a
O&3. O bien, el sdlido se encuentra en un estado que es estrictamente un estado
metaestable.

De estas posibilidades, la segunda es la menos probable aunque hasta la fe-
cha no existe una demostracién conclusiva. Sin embargo, para aquellos sistemas
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Figura 13.1 Comportamiento de Cy a bajas temperaturas

mas simples permitiendo un tratamiento tedrico, el estado base es no degenerado.
La primera posibilidad implica la existencia de un cierto grado de desorden a
temperaturas muy bajas debido por ejemplo a una orientacién cadtica de espines
electrénicos o nucleares. Esta orientacion es removida por la mas minima inte-
raccién, como se ha observado en sales paramagnéticas a temperaturas de 1 K.
En efecto, en dichas sales existe un sistema de espines electrénicos orientados al
azar que contribuyen a la entropia con un factor igual al nmimero de posiciones
que pueden tomar. Sin embargo, este desorden no persiste hasta el cero absoluto,
la interaccién espin-espin y espin-malla remueve la degeneracién a temperaturas
del orden de 10-3 K.

Asimismo la caoticidad en los espines nucleares puede removerse y de hecho
este método de demagnetizacion nuclear es el que permite alcanzar temperaturas
hasta de 107® K. Estos fenémenos estan mostrados en las figuras 13.2 y 13.3
donde S y C, estan graficados como funciones de T. Queda pués abierta la
tercera posibilidad, esto es, que el sistema quede atrapado, debido a las fuerzas
intermoleculares, en un estado que no corresponde al que ocuparian las particulas
en el estado de equilibrio. Aunque aqui llamados estados metaestables, en rea-
lidad son estados de no-equilibrio y los valores de C’,(,’) 6 Of que se obtengan
variardn en general con el proceso seguido para alcanzar dicho estado, con el
agravante de que en algunos casos la conversion al estado de equilibrio puede to-
mar mucho tiempo. Un caso tipico el vidrio y regresaremos a ellos mas adelante.

Vamos pues a discutir los resultados obtenidos por el método de Giauque.

En el caso de moléculas diatémicas usamos la ecuacién (13.46) con los valores

de Cg y j dados por la ecuacién (13.24b) lo cual presupone que T > 6,. En

el caso del Hy y Dy es necesario usar la ecuacién completa para S y calcular
(rot) e . . e . .

3o cOmo se indicé en el capitulo 2. De hecho Giauque es més preciso pués no

supone independencia entre los grados de libertad vibracionales y rotacionales
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Figura 13.2 Contribucién a la entropfa de una sal paramagnética proveniente de los dife-
rentes grados de libertad
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Figura 13.3 Calor especifico de una sal paramagnética con las dos contribuciones provenien-
tes del espin electrénico y el espin nuclear

de manera que le aparece un término

dln B(rot—m'br)

—vibr
CplnT + kln j(rot=v7) 4 kT —=ry

donde Cg = gk. Sin embargo, nosotros nos restringiremos al caso anterior a
modo de ilustracién. Tomando N = Ny el nimero de Avogadro, para 1 mol de
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Tabla III
Entropia molar para gases diatomicos a 298.15° K y 1 atm. de presion
diatémicas
Entropia Entropia Entropia
Substancia Calorimétrica Espectroscépica Calorimétrica O¢&3
observada calculada
H, 29.7 31.23 2959 | 33/4
D, 33.9 34.62 33.90 | 3!/3
\P) 45.9 45.79 45.79 1
O, 49.1 49.03 49.03 1
HCI 44.5 44.64 44.66 1
HBr 47.6 47.48 47.48 1
HI 49.5 494 49.4 1
CO 46.2 47.32 45.93 2
NO | 43.0 43.75 43.06 | V2
(las entropias est4n expresadas en cal/°K — mol).
gas, S estard dada por:
p 7
SEO(T,p)— R Ing;=-Rln— + -RInT + Rlng(T
(T,p) - R Ing; T3 q(T)
Olng(T
+ RT% + gRlnM — Rlno + RIn(I x 10%)
— 7.62(cal/°K — mol).
(13.56)

donde M es el peso molecular. Los resultados estan dados para algunas moléculas
diatémicas en la tabla III, notando esencialmente que para el CO, NO, H; y Do,

O # 1.

Este resultado 1o comentaremos después a la luz de la aplicabilidad de la
tercera ley a estados “metaestables”.

Para moléculas poliatémicas la ecuacién (13.56) sigue siendo vélida en el
caso que sean lineales con la salvedad de substituir Ing(T) por ) ;Ingq, (T),
siendo v; la i-ésima frecuencia normal de oscilacién de la molécula. Para mo-
léculas poliatémicas no lineales, la ecuacién (13.46) combinada con la ecuacién
(13.24c) para Cg y para j da lugar al siguiente resultado:

SO(T,p) - RY Ing, = —Rln£ +4RInT+RnT + RS Ing,,(T)
. 0 =
J i

83 lng,(T) 3 1 120
2] S L4 5 Sl A i -1
+ RT 3T + 2RlnM + 3 n(10°“*ABC)

— Rlno —9.14/cal/ K-mol.
(13.57)
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Tabla IV

Entropia molar para gases poliatomicos a su temperatura de ebulliciéon y a
presiéon de una atmoésfera

Entropia Entropia Entropia No.
Substancia | Calorimétrica | Espectroscépica | Calorimétrica | simetria | O
observada calculada
H,O* 44.28 45.10 44.29 2 5’
N2O 47.36 48.50 47.12 1 2
NHj3 44.13 44.10 44.10 3 1
CH,4 36.53 36.61 36.62 12 1
C2Hy 47.36 47.35 47.35 4 1
CH3D 36.72 39.49 36.73 3 4

* Calculada a T = 298.16°K.

No intentamos dar una lista exhaustiva de los resultados obtenidos para estas
moléculas, sino que seleccionaremos algunos casos tipicos, enfatizando aquellos
casos para los cuales O # 1. Los resultados estdn resumidos en la tabla IV.

Es conveniente hacer notar que los datos referidos como “calculados” no
corresponden necesariamente al gas ideal. La correcciéon por la no idealidad
del gas ha sido tomada en cuenta en aquellos casos que asi lo ameriten. En
algunos casos como el N2 y en la mayoria de las moléculas poliatomicas las
correcciones no son despreciables. Para el primero a la temperatura de ebullicion
(Tep = 77.32° K) la contribucién es de 0.22 cal/mol°K que sobre el total de
36.53 es ya el 0.625%, mayor que la incertidumbre en los datos experimentales.
(~ 0.001%). También notamos que para el caso de moléculas diatémicas, los
resultados de la Tabla III son consistentes con los obtenidos por la medicién de
las constantes de la presién de vapor (c.f Tabla II).

Ahora estamos en posicién de discutir los resultados compilados en las
paginas anteriores a la luz de la tercera ley de la termodindmica y de hecho
esclarecer cuil es el contenido estadistico de la misma. En efecto, los resultados
obtenidos pueden subdividirse en dos grandes grupos, a saber,

a. Sistemas para los cuales O¢§ = 1 y por lo tanto S(espec) = G(cal),

b. Sistemas para los cuales O3 > 1 y la igualdad entre ambas entropias no se
satisface.

Como punto de partida tomemos el enunciado usual de la tercera ley de la
termodindmica: (Simon 1930). “El cambio en la entropia en cualquier proceso
involucrando dos estados (o aspectos) del sistema que se encuentra en equilibrio,
tiende a cero cuando la temperatura tiende al cero absoluto”.

Suele también enunciarse esta ley en la forma siguiente: (Wilks 1961). “La
contribucion a la entropia proveniente de todos aquellos grados de libertad que
estdn en equilibrio, tiende a cero cuando T — 0°K.”
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En el primer caso es posible “demostrar” (Ver sin embargo el cap. ( 17) de
la ref.(1) cap. (2)) que el enunciado es equivalente con el principio de inalcanza-
bilidad del cero absoluto en tanto que en el segundo la equivalencia no es precisa
por no hablarse de cambios en la entropia. Cudl es la forma mds adecuada de
la tercera ley en cuanto a su enunciado adecuado a los resultados de la fisica
estadistica es dificil de discernir al presente. Hablar de cambios AS implica que
no se compromete uno a hablar sobre la contribucién electrénica, nuclear o ain
subnuclear a S, y sobre estos dos ultimos aspectos no hay ninguna evidencia
experimental. La segunda formulacién tiene la ventaja de que enfatiza el hecho
de que cada grupo de grados de libertad va ordenandose a medida que el sistema
se va aproximando al cero absoluto, y en el se tiende a una configuracién comple-
tamente ordenada. Es la opinion del autor que ambos puntos de vista, dada la
situacién actual, son correctos, cada uno presentando sus ventajas y desventajas
en funcién de la evidencia experimental disponible en la actualidad. Para una
mayor informacién referimos al lector los libros de Fowler y Guggenheim y de
Wilks mencionados al final del capitulo.

A la luz de estos enunciados los resultados citados en a) y b) son muy ficiles
de investigar. En el primer caso el sistema simplemente obedece la tercera ley
de la termodindmica, esto es, en el cero absoluto la entropia configuracional es
igual a cero. En el segudo caso debemos suponer que hay grados de libertad
“congelados” en un estado fuera de equilibrio y a los cuales no les podemos
aplicar la tercera ley o bien que el sistema tiene cierto grado de desorden por
orientaciones al azar que los 4tomos o moléculas pueden guardar entre si en el
cristal. Ambos puntos de vista han sido ampliamente confirmados mediante la
existencia de estados a los cuales se les ha designado como “vidriosos” y que
corresponden a estados de no equilibrio en los que el sistema es atrapado y que
por sus caracteristicas especiales (ver Wilks pags. 58-63) toman dias enteros
en alcanzar su estado de equilibrio. En estos casos, la termodindmica habitual
no es aplicable y no hay violacién alguna. La otra alternativa la presentan
moléculas como el CO, NO, N,O, H,0, CH3D, etc. donde el sistema conserva
cierto desorden en la fase sélida y este desorden es tipico de cada sistema en
particular. Los casos del CO y el NO ya han sido discutidos y para ejemplificar
una molécula poliatémica consideraremos el caso del H,O. De acuerdo con la
tabla IV

S(espec) _ S(Cal) = 0.81v.e.

que debe asociarse a una entropia configuracional (O = z,£§ = 1). Esta di-
ferencia fue explicada tedricamente por Pauling en 1935 y confirmada en 1949
mediante experimentos utilizando difraccién de neutrones por hielo. La idea
esencial de Pauling es que en la molécula de HOH hay cierta incertidumbre en la
posicién que ocupan los 4&tomos de hidrégeno en el cristal. Las hipdtesis tedricas
de Pauling son las siguientes:

1. En el hielo cada molécula de agua retiene su individualidad tipica de la fase
gaseosa.
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2. Los atomos de oxigeno forman tetrahedros regulares de manera que cada
uno de ellos estd rodeado de 4 atomos ocupando los vértices de estos te-
trahedros. Si consideramos la molécula de agua correspondiente al oxigeno
en el centro del tetrahedro, entonces los 4tomos de hidrégeno estdn dirigi-
dos, aproximadamente hacia dos de los oxigenos ocupando los vértices del
tetrahedro.

3. Las orientaciones de las HOH adyacentes son tales que uno de los hidrégenos
yace sobre una ligadura O-O.

4. En condiciones ordinarias todas las configuraciones posibles consistentes con
la hipdtesis anteriores tienen igual energia.

El nimero total de estados orientacionales correspondientes a estas conside-
raciones son facilmente calculables. En efecto, una molécula de HOH de acuerdo
con 2) puede orientarse de 6 maneras posibles (6 ligaduras O — O relativas a
la O del centro). Sin embargo, debido a 3) la probabilidad de que ocurra una
orientacion estd limitada por el hecho de que cada molécula de HOH adyacente
deja dos ligaduras ocupadas y dos desocupadas con respecto a la HOH central.
Asi pués la probabilidad de que dos ligaduras O — O estén desocupadas es 1/4 y
el nimero promedio de orientaciones de la molécula de agua es

que estd de acuerdo con los resultados experimentales.

Otros casos pueden tratarse de manera andloga y siempre es posible obtener
resultados para O de acuerdo con los valores experimentales.

Concluimos asi que para sistemas en equilibrio estable o metaestable la
tercera ley de la termodindmica es igualmente vdlida que las otras dos y sélo en
aquellos sistemas congelados en estados fuera de equilibrio como era de suponerse
no es, factible lograr una concordancia entre los resultados experimentales y los
tedricos.

Nota: Una discusién muy clara sobre la entropia residual del hielo se encuentra
en el libro “The Nature ofthe Chemical Bond” por L. Pauling (Cornell University
Press, Third Ed. 1960) pp. 464-469.
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Problemas

1. a) Deducir las expresiones para N, Ny y Ny, a partir del conjunto mi-
crocanénico. b) Calcular F = U — TS y mostrar que el resultado es
idéntico al obtenido por el conjunto gran candnico. c) A partir de la ex-
presion para F' obtener el potencial quimico pa, g ¥y pap y verificar que
G =paNa+ pNp.

2. a) Considerar el equilibrio disociativo de una molécula diatémica, e.g.
A, 2 A+ A
y calcular la ley de accién de masas. b) Demostrar que en el equilibrio,

pV = kT(Ny + Ni1) = kT(Aasorec + Aadiiec)

3. Calcular K(T) para la reaccién I 2 2I y comparar con los datos experi-
mentales de Pearlman y Rollefson; J. Chem. Phys. 9, 362, (1941). Para
datos espectroscopicos ver el Wannier, loc. cit. Cap. 11, p. 229 y ref. ahi
citadas.

4. Probar que para la disociacién de un gas diatémico,

N
e /*T donde z = 0

z2 g2 (TM,\%/? (kT)5/2 1 - ¢=©+IT
Jaa ( ) K3p  T/26, Na + Nga

1_—_1‘ a 9aa N
5. Obtener las férmulas (13.22a) hasta (13.22d) inclusive.

6. Deducir las ecuaciénes (13.25) y (13.27) a partir de las leyes de la termo-
dindmica cldsica.

7. a) Mostrar que para concentraciones arbitrarias de las formas orto y para
en el caso del Hy, Ds y en el caso del HD,

I
h3 o J

v. gr. la constante de presiéh de vapor tiene la misma forma que para un
gas monoatdémico.



8.

10.

11.

12.

13.

14.
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b) Mostrar que para el Hz, los factores O son respectivamente iguales a
1,3 y 3%/4 en el caso de para, orto e hidrégeno normal. ;Cuéles son los
correspondientes valores en el caso del deuterio? (Sugestién: Consultar
la literatura).

Usar los siguientes datos espectroscépicos para el H,O para demostrar que
la entropia espectroscépica del vapor a 25°C estd dada por las siguientes

contribuciones
S"-ans = 34.61 u.e.

Siot = 1048 u.e.
Svibr = 0.00
4509 u.e

A = 1.026 x 10~%%gr-cm?, B = 1.921 x 10~%gr-cm?, C = 2.967 x 10~%0g-
cm?; vy = 3,652 cm™, v =1,592 cm ™!, v3 = 3,756 cm™ 1.

Deducir las ecuaciones (13.56) y (13.57) vélidas respectivamente para mo-
léculas diatomicas y poliatomicas lineales y para moléculas poliatomicas
no-lineales, respectivamente.

Partiendo del hecho de que para una mol de hielo hay 2N &atomos de
hidrégeno mostrar usando subsecuentemente las hipétesis 2) y 3) de Pauling
y después la 1), que el nimero total de configuraciones para un cristal de

hielo es » i
_oon(3) _ (3
o-2(3) = (3)

En las primeras décadas de este siglo Planck enuncié la tercera ley de la
termodindmica en la forma siguiente: “Para todo sistema termodindmico,
el valor de (O3) = 1 en el cero absoluto”.

En atencion a la evidencia tedrica y experimental discutido en este capitulo,
hacer una critica sobre la validéz de este enunciado.

Seleccionar una molécula cualquiera (diferente del H,O) de la tabla IV y
calcular su entropia espectroscépica recopilando de la literatura los datos
termodindmicos y espectroscépicos necesarios para el cdlculo.

Estudiar el equilibrio isotdpico entre las moleculas del Hy y el Do,
H; + D, 2 2HD

usando los datos espectroscépicos que estan en la literatura. Ref. (1)-(3).

Deducir la ecuacién (13.6)






Capitulo 14

Teoria de liquidos simples

14.1 Introduccion

La teoria de liquidos simples ha dejado de ser un capitulo mas de un libro de
mecanica estadistica. Solia ocurrir que después de discutir con cierto detalle el
calculo de funciones termodinamicas para gases imperfectos y de tratar también
con cierta extension y profundidad el problema de los sdlidos cristalinos, aparecia
un capitulo mas para discutir lo poco que se sabia sobre la fase menos conocida
para fisicos y quimicos, la fase liquida. Sin embargo, en los iltimos treinta anos
se ha logrado un avance notable en esta direccién al grado de que hoy en dia
existen textos y monografias de fisica estadistica dedicados sélo a esta compleja
y fascinante drea. Asi pues el espacio disponible de este texto nos limitard a
tocar solamente los puntos mds importantes de este campo y dejaremos que el
lector interesado en mayores detalles consulte la bibliografia citada al final del
capitulo.

La meta esencial de la fisica de liquidos es comprender por qué y cémo ciertas
fases particulares son estables en intervalos bien definidos de la temperatura y
la densidad, y relacionar la estabilidad, estructura y propiedades dindmicas de
dichas fases al tamano, forma de la molécula y naturaleza de la interaccién entre
ellas, que a su vez estan determinadas de la estructura electrénica. Aunque para
liquidos complicados este andlisis s6lo ha generado resultados cualitativos, para
el caso de liquidos simples se pueden obtener predicciones cuantitativas rigurosas.

En contraste con los sélidos y los gases, no hay una teoria de la fase liquida
v.gr., una basada en un solo modelo que explique las propiedades de los liquidos.
Sin embargo, puede demostrarse que una buena parte de sus propiedades pueden
obtenerse a partir de las hipétesis de que la energia y las fuerzas interatémicas

267
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en un liquido, estin dominadas por una suma de fuerzas aditivas, centrales y
que actian por pares. Este “modelo”, demanda una aclaraciéon. A partir de él
encontraremos la forma explicita de todas las propiedades en equilibrio de un
liquido simple. Pero, aunque no lo haremos en detalle, el uso de estos resultados
para deducir u obtener resultados numéricos precisos para dichas propiedades no
necesariamente concuerda con el experimento y en este sentido, el modelo debe
cuantificarse con precisién: cuando falla y cuando no. Esta actitud objetivista
sobre la validez del modelo mismo debe tenerse muy en cuenta, pues en las pre-
dicciones fallidas debemos de introducir otras variables, interacciones ternarias.
grados de libertad internos y otras, para ver si pueden subsanarse.

14.2 Propiedades termodindmicas
en el conjunto gran candnico

Puesto que en el caso de las propiedades de un liquido en equilibrio sus propieda-
des estan concretamente sintetizadas en su diagrama de fases, nuestra intencién
es obtener las funciones termodindmicas correspondientes a partir de parametros
microscéopicos. En la practica, ain conscientes de que ambos métodos son ter-
modinamicamente equivalentes, se utilizan o bien el conjunto canénico (ver por
ej. refs. (4) y (58)), o el conjunto gran canénico (Refs. (1), (4) y (3)). Aqui
usaremos la hipdtesis de aditividad de la energia y el conjunto gran candnico.
(Ver articulo de R.J. Baxter en la ref. (3)).

Para ello recordemos que la probabilidad de encontrar N moléculas en un
elemento del espacio fase definido por dq = Ilidg; y dp = Ilidp; estd dada por

1
P= mexp{ﬂ(Nﬂo—HN)} (14.1)
donde po es el potencial quimico, = la gran funcién de particién y el resto de los
simbolos ya estd definido en los capitulos anteriores. Recordemos también que

si X es una variable dindmica que depende de las coordenadas q y p su valor
promedio estd dado por

= 1
(X) = Z Ni/'"/d"l"'dl'N/"'/dpl"'dPNX(I‘aP)P (14.2)
N=0 v
También, la funcién de particién gran candnica clasica estd definida por

[e o]

- etoBN _

:.([l., T, V) = Z -’W /’ J '/ dl‘dpe Hipe [T (143)
N=0

y mas aln, sabemos que
pV =kTIn=. (14.4)
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La hipétesis central del modelo arriba introducido, es que:

HN—ZE’—+Z¢1"U (14.5)

i<y

A un liquido descrito por este hamiltoniano, lo llamaremos “liquido simple”.
Ahora bien,

N
/ dpe™ Li=1 P I2KT _ (9 T)3N/2 (14.6)
de manera que llamando 3 a la fugacidad definida como
2rmkT \ %2
3= ( 5 ) eho/ kT (14.7)

tenemos que la gran funcién de particiéon se reduce a,

= RSN G B
u(u,T,m—&N,/v/dl N exp Z (i) (148)
donde ¢()
.
u(r) = po(r) = 2. (149)

Usando la ecuacién (14.4) y la relacién entre la entropia, la energia interna y
la funcién = podemos deducir las propiedades termodindmicas del liquido si en
principio podemos evaluar la expresién (14.8). Este problema no es del todo
simple aun para potenciales relativamente simples. Debido a ello y al hecho de
que fundamentalmente las propiedades termodinamicas dependen de correlacio-
nes entre un nimero de moléculas n < N es conveniente introducir un método
llamado el de las funciones de distribucién reducidas que simplifica mucho el
calculo formal de dichas propiedades termodindmicas.

14.3 FPunciones de Distribucion Reducidas

Definimos las funciones de distribucién reducidas de la manera siguiente:

n®(r,...,r)dr; ...dr; es la probabilidad de encontrar ! particulas, cada una
en un volumen dry, ..., dr; independientemente de las posiciones de las restan-
tes (VN — I) particulas. Esta probabilidad se obtiene de (14.1), integrando sobre
ri+1, --., 'y y tomando en cuenta que [ particulas pueden elegirse de (N —1)!

maneras. Entonces,

o0

(l)

M

N=l

_l)'/.../dr,+l,...,drN/dpPN (14.10)
|4
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donde Py estd dada por (14.1). Sustituyendo esta expresion en (14.10) obtene-
mos que,

o0
(I) . Z 'h3N”/ /dr[H,.. drN/dpexp{ﬂ Nupo—Hn)}

N=l

y usando (14.7) al integrar sobre dp, obtenemos que:

o0 N N
> gy [ e 20 e
v

N=l

nO(r,...,rN) =

ml—

Véase quc de la ecuacién (14.11) si tomamos [ = 1

Z ,/ /dr2,_. ,drye” Ll Vtra)
o

Como u(ri;) depende solo de |r; — r;| entonces, la integral sobre r; solo da un
factor de V y por lo tanto, por (14.2) obtenemos que,

n(l)(rl) =

[lll'—

n“)(r) = <—— =n

Esta ecuacion nos dice que la funcién de distribucién de una particula es igual a
la densidad numérica de particulas en el fluido. También, para | = 2

[ o] N §

N=2

n(2)(r1, re) =

mi-

es la funcién de distribucién de dos particulas. En general, se acostumbra a
escribir esta ecuacién como

n® (ry,12) = n2g® (r1) (14.12)

y a 9@ (r)3) se le llama funcién radial de distribucién (FRD). Véase que cuando
r12 — 00, n®(r), ry) satisface la propiedad de ser igual a n(!)(r;)n()(ry) = n?
y por lo tanto
lim ¢®(ri;) — 1
T12—00

La ventaja de la definicién dada en la ecuacién (14.12) es que g(®(r;3) puede
obtenerse directamente a partir de las técnicas experimentales de dispersién de
rayos X o de neutrones.

Por otra parte, de la ecuacién (14.12) vemos que por definicién de n(*)(r;)

/n(z)(l‘l,rz)dl‘z =nM(r)) = nz/g(z)(rlz)dl‘z
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o bien
(o o]
n/ 4rrg(r)dr =1
0
la g(r) no est4 normalizada.

El hecho de poder expresar n(?)(r;,r;) en términos de g(¥(r,3), que para
potenciales centrales no depende méas que de la magnitud 7 = |r; — ry|, es-
triba, como veremos mads adelante en que pueden compararse resultados tedricos
obtenidos para dicha funcién a partir de varios modelos de potenciales inter-
moleculares con resultados experimentales u otros obtenidos con simulaciones
numeéricas.

14.4 Propiedades Termodindmicas

De la ecuacion (14.2) vemos que la energia interna U del liquido tomada como
el valor promedio de la energia total de las moléculas estda dada por,

(E)=U = ; i L/ dr/dp %i +XN:¢(TH) eB(Nuo—Hn)
haNE N=0 N' v i=1 2m N

1<1
(14.13)
La contribucién proveniente de la energia cinética puede obtenerse facilmente.
En efecto, escribimos:

3N o
/e—BZ?:x P3/2m Z p_‘dp — N/dp2 ey dee_Pg/zka can e_p?v/zka
i=1 2m

2
» / dpy PL e~pi/2mkT
2m
pues hay N términos iguales. Esta expresion se reduce por lo tanto a la forma,

* AT teo p? 2 /2mkT 3 3N/2
N —ap’y _Pi_—pi/am =°N kT
(/_we p) //_/;m 2kae dp: 3 kT(2nrmkT)

y por lo tanto, usando la definicién de fugacidad, ecuacién (14.7), obtenemos
finalmente que,

1 0 N N B N
(E)=U = Z%/dr gNkT+Z¢(r.-j) e 2u<s ¥)  (14.14)

N=0 i<j

m

También de la ecuacién (14.2) sabemos que el nimero promedio de particulas

esta dado por
o N N
(N) = Z éﬁ' /Ndre_ 2 lris)
N=0

tull -
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luego,

N(N - B ey 3N
U= (KT + 2 / N0 piria)e By 8 .2

N!

NIOO

3 = u(r;
=§ kT+——//dl’1dl‘2¢ T'12 z N 2 / /dr;; .drnye Z;(J (ri;)

2

(14.15)
pues la suma para N = 0, N = 1 se anula. Usando la férmula para n(?
encontramos que la energl’a interna puede escribirse como

U= ( kT+ //drldr2¢(T12)n( )(1‘1 1‘2) (1416)

y para un liquido isotrdpico, esto es, aquel para el cual se cumple la ecuacién
(14.12)

n2
U= g(N)kT + VT dry ()9 (r)
o bien U o
™ = -2-kT+ 21rn/0 r2¢(r)g‘? (r) dr (14.17)

que es la llamada ecuacion calérica de estado. Este resultado es sumamente
importante e ilustra lo ya dicho antes, las funciones termodindmicas dependen
solamente de la funcién radial de distribucién en el caso de un liquido simple.

Vamos ahora a deducir la ecuacién para la presion o la ecuacion del virial.
Para eso introducimos nuevas variables de escalamiento (ver ref. (4) p. 262)

s‘-=V"1/3r.- 1=1,2,3ytoda N
de manera que (3) se transforma en:

oo NvN

2w Vi)=Y 5
N=0

//dsl - dsy exp BZQS (V13s) 4 (14.18)

(D) -

después de integrar sobre los momentos. En la ecuacién (14.18), notemos que el
dominio de integracién D no depende ahora de V. Diferenciando con respecto a
V, obtenemos que,

(e o]

V(g—i)ui i NY:,)'/ /exp ZU (V1/3s;)) —%Z _2)'

0 i<j

N
X /n-/dsl - dsy V38190 (VY/3515) exp —Zu(V1/3s,~j)}

(D) =
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ya que

6(2’ expz (V13s;) = expz:u(Vl/3 % [u[Vl/as,J]}

i<j 1<j

y como al integrar hay ﬂ’—;lll términos iguales, la contribucidén a la integral es

N(N-1) 1__
( 3 ) . §‘/ 2/3312,“/(‘/1/3512)

que multiplicada por V da la expresion de arriba.
Si ahora regresamos a las coordenadas originales r; y dividimos entre =

tenemos que
dln= 1 & N &
V( ) = Z ——|/drexp —ZU(T:‘;‘)
(9V uT =1 (N—1) (N - 1) \4 i<j
l o0 3]\[ , N
> ),/ dre/(riz)rizexp{ — > u(rij)

1
:.(N"‘2 1% <)

Usando la ecuacién (14.11) obtenemos que

dlnZ= 1
V( 8111/ )u’T =(N) = &t Vz /drl/drz"lzflS (r12)9® (r12)

que para liquidos isotrépicos se reduce a,

olnz= D Tl2 o0 3 (2)
ln=\  _p ___ "™ [, :
( WV )M P 6kT/ g (r)-g7(r) b

que es la llamada ecuacién termodindamica de estado. De nuevo, la presién
en el liquido depende solamente de la funcién radial de distribucién y de la

derivada del potencial ¢(r).
La compresibilidad isotérmica definida como

1 <3p> 1 <av>
Kr=*=| 4+ = —ei| —=—
’ p \Bp TV V \0p T

se obtiene directamente de la ecuacién (14.4) y la definicién de n = (N)/V. En

efecto, de la primera
pV

InZ="—
== AT
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o bien multiplicamos por (N)

==L
nlnZ = kT(N).

Diferenciando con respecto a p tenemos que

o)z, " 71 (anz), =77 (5 ) (a2)
op)ry KT \OWE/py, kT \ 8 /ry\OWE/p,’

Pero por definicién

1 o 3Y S bres OInE
M=z ’—'N/dre i ulra) (—5“_-) 3
= : 3 TV

N=0
y también,
o0 2,N N
3 (M) — é Z ia'_/dre_z.qu(ru‘)
0 Jryv 2 M
1 &Y TN uirig) ’
~=21 2§ / LR (N?) = (N)?
2\ M

y por lo tanto,

3p ) (14.20)

2) (N)2 (N —(N))?
(&) - =) _(v—w)
TV
la compresibilidad es una de las medidas de la magnitud de las fluctuaciones de
N alrededor de su valor promedio. A este resultado se le conoce como el teorema
de fluctuacién-disipacion.

Ahora bien, de la ecuacién (14.11) podemos obtener una expresién para
estas fluctuaciones en términos de g(?(r). En efecto, integrando dicha ecuacién
sobre las coordenadas de las primeras [-moléculas,

oo N N
/'“/d’l"'dr'"(”(hw-,n) -2 (Na_ z)ué/drl"'/drNe‘z-‘«“"""
L' :
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donde la ltima igualdad proviene de la definicién de lo que es un valor promedio.

Si ahora escribimos
(N?) = (N)? = (N) + (N(N = 1)) = (N)?

y usamos el resultado anterior, esto es, la ecuacién (14.21) para (Tlh_i!i?i =
N(N —1) tenemos que,

2
) - 02 = )+ 55 [arg®e) - mymy g, [ ar

|4
= (N) [1 + n/[g(z)(r) S l]dr] (14.22)
que sustituido en la ecuacién (14.22) da finalmente que para liquidos isotrépicos,
6n>
kT | = =1+n/ @(r) - 1)dr

(&), 6P () - 1)

=1+ 47rn/ h(r)ridr (14.23)
0
donde

h(r) = g@(r) -1 (14.24)

es la llamada funcién de correlacién indirecta. Nétese que

lim h(r) — 0.

=00
La energia interna, la presion, la compresibilidad y el potencial quimico son
las tnicas funciones termodindmicas que pueden calcularse a partir del conoci-
miento de g(®)(r). Si g!®)(r) es conocida en un cierto intervalo (0, p) entonces las
otras funciones termodindmicas pueden obtenerse integrando relaciones conoci-
das. Por ejemplo,

(8, (32), (3, - 9 (2, = (40),

. [6(%”)]7. (14.25)

puede integrarse para conocer F/(N). Sin embargo g(®(r) no puede calcularse
de manera rigurosa y las aproximaciones introducidas en su calculo implica in-
consistencias termodindmicas e.g. la presién calculada con (14.19) no concuerda
con la que se obtiene integrando la ecuacién (14.25). A este problema volveremos
m4ds adelante.
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14.5 Cadlculo de Funciones de Distribucion

De la ecuacién (14.11), vemos que,

o 1
E;"()(rl""’r'):—éz:[ /dl'1+1 /dI‘N{Z 31‘1 }
N
X exp —Zu(rij)
1<j

Ahora bien, el término entre corchetes puede escribirse como,

Ou(ry;) Ou(rn) ()u(rﬂ
Z or, Z or, Z S or,

=l+1

donde el primer término puede sacarse de la integral en tanto que el segundo
contiene (N — I) términos cada uno de los cuales contribuye igual a la integral.
Entonces, usando de nuevo la ecuacién (14.11) obtenemos que al llamar a todos
los términos iguales Ou(r ;4+1)/0r; obtenemos que,

]
8 ! Il 6u(m)
a_l'ln( )(rl’ e ,r,) = —n )(rl! o ¢ '!rl)%@rl

i=2 (14.26).
8u(r1 t+1) 1
— [ drpy, — R ) R J)
/ 1+1 o1y (ry +1)

La ecuacién (14.26) es una jerarquia acoplada de ecuaciones para las funciones
de distribucién conocida como BGY (Born-Green-Yvon) en honor a sus descu-
bridores. Su uso estd condicionado a la introduccién de aproximaciones pues
para conocer n{!) hay que determinar primero n(!*1) y asi sucesivamente.

Una aproximaciéon muy utilizada es la llamada aproximacién de super-
posicién (Kirkwood, 1935) que supone que la funcién de distribucién de tres
particulas puede escribirse como,

n®(ry,r2,13) ~ n®g(r12)g(r13)g(r23) (14.27)
cuyo significado es obvio. Si la sustituimos en la ecuacién (14.26) y utilizamos

la definicién para g(®(r;2) obtenemos la ecuacién integral de Born-Green para
la funcién radial de distribucién. En efecto, de la ecuacién (14.12)

5] u(r
539(2)(7‘12) = —9(2)(7‘ 12 /d 9(2)(7‘23)9(2)("31)9(2 (r12)
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.3
/
=

e
WV
ol
. 0 ‘\» 1
Figura 14.1.
Ahora,
0 r,—r
9 @ _9 \Or _T1i—T2 (2
e (T12) ag(r)arl r— (r12)

y resultados similares para Ou(r;2)/0r; y du(ry3)/0r; luego,

) —Tr2 ,(2 ry —rp
L 29 (ryg) = ~

9@ (r12)u' (r12)
T12 T12

-T
_n./driirlr 3 u/(r13)9® (723)9® (r31)9'® (r12)
13

y reagrupando términos se transforma en,

r
24/ (r13)9® (ra3)g® (ra1)

- (2’ -
r r T ; r
1 2 g(z)( 12) /( 12) / : 1
T12 g9 (1 12) 1

Hagamos ahora
rp—rp=sr ryn—rz=s

y multipliquemos por r/r para obtener:

ﬁr [ln g (r) + u('r)] = —n/ dsg-‘;s-u'(s)g(s)g(|r —s|) (14.28)

Integremos usando coordenadas esféricas para r fijo tomado en la direccién z
(ver fig. 14.1). Escribiendo ds = s?>senf df d¢ ds y notando que r -s = rscosf
el miembro derecho de la ecuacién (12.28) se reescribe como

—n/ s ds/ sen0d€ d¢cosBu (s)g(s)[g(t) — 1]
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donde el —1 agregado en el integrando no altera el resultado de la integracién y
ademds t es la raiz positiva de t> = 12+ 32 —2rscos @ y para s fija t dt = rssen 6 df
y t varia desde |r — s| hasta |r + s|. Entonces, el miembro derecho se reduce a

|r+a|td —¢2
—21rn/ sds/ tr s ' (s)g(s)[g(t) = 1]
|

r—a| 2rs

y por lo tanto

[r+al 4 t
—[lng (r) + u(r =—1rn/ / —2 2+ 82 —t2)u'(s)g(s)h(t)
[r—al
En esta ecuacién podemos integrar sobre r desde ro hasta h(t) reemplazando
h(t) por h(|t]) y |r — sl — |ro — s| luego,

oo

Ing(ro) + u(ro) = -1m/0Do u'(s)g(s) ds[ dtth(|tj)A(ro, 8, t)

ro—a|

donde
t+s 2 _ 42
A(ro, 8, t) =/ dr [1 + S—Q—t]

max(ro,t—8) T
_[$*—(t—r0)?

- sit<rtg+syA=0parat>ry+s.
0

Finalmente, haciendo 79 — 7 obtenemos que

Ing(r) + u(r) = mn /Uoou'(s)g(s)ds /rﬂdttsQ-(:_7—.1.)2 [9®) —1] (14.29)

-8
que es la ecuacién integral de Born y Green para g(r) en términos de n y u(r).

Esta ecuacién fue una de las maés socorridas para determinar la funcién
de distribucién radial en términos del potencial intermolecular. Sin embargo,
la prediccién de las funciones termodindmicas que de ella se obtienen son muy
poco satisfactorias. Un defecto de esta ecuacién y de otras similares es que estdn
basadas en la aproximacién de superposicién de Kirkwood, (Ec. (14.27)) que
contiene en si una inconsistencia grave. En efecto, de la ecuacién que define a la
funcién de distribucién para 2 particulas en el conjunto canénico obtenemos que

1
n®(r;,r;) = N3 /dr3n(3)(r1,r2,r3)
Si escribimos lan(®(ry, ry, r3) = n3¢3(r;, r2, r3) funcién de correlacién entre
tres particulas y usamos la definicién de g(r12) obtenemos que

n

9(2)(7'12) —3 Nta /dr3g(3)(r1,r2:r3)'
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Monte Carlo

i
1 1 5 2 f/o'
Figura 14.2.

Haciendo uso de la hipétesis de Kirkwood, esta ecuacion se reduce a

N-2
n

= const. = /drag(z)(T13)9(2)(7’23)

lo cual es inconsistente pues el miembro derecho es una funcién de 2.

En la figura 14.2 se muestra la comparacién entre la g(®)(r) obtenida por el
método de simulacién numeérica (Monte Carlo) para el argén liquido modelado
por un potencial de Lennard-Jones con la misma funcién calculada para dicho
potencial usando la ecuacién de Born y Green. El resultado es particularmente
pobre ya que el pico principal, que representa la configuracién mas probable de
dos particulas vecinas en el fluido estd pobremente representado por la solucién
de la ecuacién de BG. Otro defecto muy notable de esta ecuacién es que para
el caso de esferas duras es imposible obtener soluciones fisicamente aceptables
mas alld de un valor limite de la densidad. Esto estd en desacuerdo con los
resultados de dindmica molecular que parecen evidenciar la existencia de una
transicién sélido-fluido justo en el valor de la densidad para el cual aparecen
dichas soluciones.

Aproximaciéon de Kirkwood. Introducimos una particula extra al sistema
que interacciona con el resto a través de un potencial £¢(r) de manera que

1 oo N

(0 £) = 5 3 -%(¢)

Nt (ry; .0, 21 E) =) 2 (N—l)!/ /dn.H drye (14.30)
= 1%

donde
= — 3" —®(
N=0 v
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N

N
=€) u(ros) + Y _u(ry;)

i=1 i<j
Cuando £ = 0 la particula estd desacoplada del sistema y las ecuaciones se

reducen a las usuales, en tanto que para 0 < £ <1 si £ crece la interaccion va en
aumento. Si £ =1 la particula es una tipica del sistema y en este caso

Z NI/ /drl -drye P ulrod)g -0, )

|4
0 N+1 "
Z 3]\[l / /drl dl‘Ne ZOS-SJSNu(T‘J)

N=0

[ll

(4)

Por otra parte

nM(r;) =

éﬁ/ /drg .dryNe~ Z'ﬂ ulris)

ml —

que puede reescribirse como,

© N+1 .
Z 3Nl /"'/drl"‘dl‘Ne_le-q‘gN“(r-'J) (B)
N=0 e "

n(M(ry) =

ml =

Comparando las dos expresiones auxiliares (A) y (B), vemos que,

(1]

(1) = ;E(O)n(l)(rg) (14.31)

Por otra parte, la ecuacién que define a n(**!)(ry,...,ri4,) se puede reescribir
identificando r; con rg y asi sucesivamente, como

) N
3 / /dl‘ d —Z U(T.‘J‘)
e EEEEY rnNe i<y
Zﬂ (N =)

nH(rg,...,r) =

-

Yy puesto que

n(l)(rl, RS S 1) — _l i éN /’ ' / drH_l N drNe_ Z:i(j u(rg;)
=) 2 (N =)

vemos que

nO(ry,...,n) = =——=E=(0)n'*(ro, ..., 1)
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que con la ayuda de la ecuacién (14.31) se reduce a

'll(l+l)([‘0, ey [‘1)

O} )=
n (rla"'arlv‘l n(l)(ro)

(14.32)

Diferenciamos ahora Z(£) con respecto a £:

a.: 00 3N N
Mcileen £ s Ne—P(£)
9 Z N / /dr, drNZu(rm)e
N=0 v i=1
y observando que los N términos de la sumatoria dan igual contribucién, tenemos

que,
0= = 3N
N=0 : v

o bien

dln_. o = —®(¢)
df = —E 5) Z _1 / /dl‘l drNu(rm)

=1

= /drlu(rm)n(l)(rlvf)

donde hicimos uso de la ecuacién (14.30). Entonces,

QIBI;—: = —/drlu(TOI)n(l)(rlyE) (14.33)

Por otra parte, de la ecuacién (14.30) tenemos que

_an(l) ) 5 APETO] i 1
= ( la£ l g) +n(1)(r17_..,r1;€)

i
23
oo N

--dry Zu(ro,-)e_q’m

N=l =1

Si ahora separamos la sumatoria en el integrando como sigue,
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282
y observamos que todos los términos del segundo sumando dan contribuciones

iguales, obtenemos que,
!

= - z u(To;)n(l)(rl, - T E)

=1

(1

0 .
OnT(ry,- .1 d) +nO(ry, .. .,rz',f)—agz

ot
2 3N(N -1 N
> a_zif = z)‘!) / - / drigy -+~ drnu(ro s )e” O
= v

ml~

u(rog)nV(ry,. .., r15€)

M-

=1

- /dl‘l+1U(To,t+1)n(l+l)(r1, vi g EEpIsE)

donde hicimos uso de nuevo de la ecuacién (14.30).
Combinando este resultado con la ecuacién (14.33) se obtiene finalmente

que:
l

) .
on (rlé.f..,rz,f) — —n(’)(rn,---,rz;E)Z;U(TOi) —/drH.l'u(ro'(H)
. 13!

x [n+D(ry, . 1156 = 2O (rg;€n (o,
(14.34)

que es una jerarquia infinita de ecuaciones para las funciones de distribucién
reducidas n)(ry,...,r;;€). La aproximacién de superposicién es aqui distinta y
el andlogo de la ecuacién (14.27) es ahora que,
n®(ry,r2,€) = n®(ry;6)nM (r2;€)g? (r12) (14.36)
que involucra a tres particulas.
Para £ = 0 esta ecuacién es n2g(?)(r) y para £ = 1 es
(14.37)

n® (ry,r2;1) = nO (ry; 1)n® (r2;1)g® (r12)
Si hacemos ! = 1 en la ecuacién (14.34) obtenemos que
onM(ry:
Gz _Gudl_ —u(ro1)nM(ry;€) + /drzu(roz)n(z)(l‘l,l‘z;f)

9
- / dra (rog)n® (r2; €)n (15 €)
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y reagrupando términos, después de hacer uso de (14.37) obtenemos:

é#(;;&—) = —u(ro1)nM (r1;€) —/dl‘zu(roz)n“)(rl,f)n“)(rz;f)h(l‘lz)

(14.38)
donde h(ry2) = g(r12) = 1. nV(r);€) depende de rq y ry, esto es, es una funcién
radial dependiente de £ que puede definirse como:

n(ry,€) = ng(ro1;€), sié=0 g(ro1;0)=1

y n)(r;) = n. Si € = 1 entonces, g(r;1) = g(r). Llamandor = ry —r; y
s = ro — ry y dividiendo entre n(!)(r;;¢)

('_?ln%(frl;f)_ = —u(r)—n /dsu(s)g(s,&)h(lr —s|) (14.39)

que es la ecuacidn integral de Kirkwood. Procediendo como en el caso anterior,
puede verse que

r+

Ing(r,§) = —€u(r) 2""/ /dssU sg)/I dtth(t) (14.40)

r—s|

Al ignal que su homdloega, la ecuacién de BG, la ecuacién de Kirwood ha sido
muy estudiada para muchos casos particulares sin tener mucho éxito. No haremos
mayor hincapié aqui en estos detalles, pero el lector interesado puede encontrar
una excelente discusidon de las ventajas y desventajas de estas ecuaciones a los
multiples modelos en que se han aplicado, en el excelente articulo de Barker y
Henderson (Pags. 622—-624) citado en las referencias al final del capitulo.

14.6 Ecuaciones de Percus-Yevick y Cadena Hipertejida

Las ecuaciones integrales de Born y Green y Kirkwood deducidas en los pérrafos
anteriores exhiben un comportamiento pobre cuando se comparan con los datos
experimentales o de computadora sobre todo a densidades altas. Esto originé
que en las postrimerias de los anos cincuentas varios autores propusieran otras
ecuaciones con la idea de mejorar los cédlculos teéricos. Dos de las mas conoci-
das son la de Percus-Yevick y la de la cadena hyper-tejida que a continuacién
deduciremos de una manera mas o menos intuitiva. La obtencidon “rigurosa” de
estas ecuaciones requiere de técnicas diagramaticas o de andlisis funcional que
consumirian mucho tiempo en exponerse aqui.

Empezamos con la ecuacién de Ornstein-Zernike (OZ). Para ello introduci-
mos de acuerdo a la ecuacién (14.24) el concepto de correlacién total, esto es,
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la influencia total de la particula 1 sobre la particula 2 colocada a una distancia
rj2. Segun vimos,

h(ri2) = ¢ (r12) — 1

La idea central de Ornstein y Zernike fue el de separar esta correlacién en dos
contribuciones, una parte directa y otra llamada parte indirecta que toma en
cuenta el resto del fluido. Asi, definimos una funcién C(r) tal que

h(riz) = C(ry2) + ﬂ./C(l‘m)h(l‘gg) drs. (1441)

Una interpretacién muy pictérica de la funcién de correlacién de OZ se
puede ver de la manera siguiente:
De la ecuacién (14.41) vemos que

lim A(r12) = C(r1z) = 9@ (r12) - 1
p—

la dltima igualdad siendo la definicién de h(r;2). Entonces, en el limite de bajas
densidades,

9@ (r13) = C(r12) + 1

pero a bajas densidades, el potencial de fuerza promedio (ver ec. (14.48)) se
reduce al potencial intermolecular porque las correlaciones indirectas son des-
preciables. Esto quiere decir que

(2)(

7.12) ~ e-ﬂd’(ﬁz).

fimo
donde ¢(r;2) es el potencial intermolecular. Entonces
C(ry2) ~ e Po(r2) _ 1 = f(r12)

la funcién de Mayer. A bajas densidades la funcién de correlacién de OZ coincide
pues con la “interaccién binaria” usada en al teoria del gas imperfecto (ver cap.
(11)). La comparacién cualitativa entre funciones h, ¢ y la correlacién indirecta
se muestra en la figura (14.3)

Volviendo a la ecuacién (14.41), la parte indirecta representa la influencia
propagada a través de una tercera molécula del liquido. La ecuacién (14.41) se
conoce como la ecuacién de OZ y de hecho, es una definicién de C(r). Si tomamos
la transformada de Fourier y aplicamos el teorema de convolucién, obtenemos
que

h(k) = C(k) + nh(k)C(k) (14.42q)
donde

7o) = / F(£)e™dr
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\-‘ /Y, ¢€(12) directo
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| \
. \
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\ ‘
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\_7 p[ct3)h(23)d3
Indirecta
’ Figura 14.3

La ecuacion (14.42a) puede escribirse también como,

h(k) = L) (14.42b)
1 -nC(k)

Por otra parte, de la ecuacién (14.23) y usando la definicién de h(k) para k =0
podemos escribir que

% <‘§TI')‘>T,V B (1+n/h(r)dr)_l B l-l—n;h(())

la cual con la ayuda de (14.42b) también se reescribe como

1 c 1 (0Op
L =1~—nC(0)=—(—)
1+ nh(0) kT \on )z

y finalmente,

kLT (%)T'V =1- n/C(r)dr (14.43)

La ecuacién (14.43) expresa a la compresibilidad directamente en términos de
la funcién de correlacién directa que es otra forma del teorema de fluctuacién-
disipacidn.

14.7 Andlisis diagramadtico
El problema que se presenta ahora es el de evaluar la funcién de correlacién

directa C(r). Por una parte del teorema de fluctuacién, ecuacién (14.43) cono-
cida con precision la ecuacidon de estado, uno puede conocer la compresibilidad
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y obtener una ecuacién integral para C(r) cuya solucién, no sélo no es ficil en
general, sino que se parte de una informacién que en principio constituye uno
de los objetivos del programa. En efecto, nosotros pretendemos establecer los
métodos para calcular las funciones termodindmicas, la presién entre ellas, a
partir del conocimiento de las funciones de distribucién.

La otra alternativa radica en resolver la ecuaciéon de OZ de alguna manera y
esto nos lleva a una metodologia un tanto engorrosa. En efecto, por iteraciones
sucesivas la ecuacién (14.41) puede escribirse en forma de una serie de potencias
de la densidad en la forma siguiente:

h(12) = C(12)+n / C(13)C(23)d(3)+n? / / C(13)C(3,4)C(4, 2)d(3)d(4)+n3 - - -

(14.43a)
donde d(n) = dr, y el paréntesis (nm) = r,,,. Para analizar esta ecuacién
conviene usar una representacion diagramadtica asociando a cada término un
diagrama construido a partir de la correlacién entre las particulas 1 y 2 y que se
representa por . En los diagramas asociados a los términos donde aparecen
las variables de integracion las correlaciones C(1n) se denotan por e igual
para C(2n) en tanto que C(ij) se representa por si i y j son diferentes de
ly2.

Asi la serie (12.43a) se visualiza como:

h(12) = +n +n?+.-. (14.43b)

y en todos los diagramas excepto el primero los puntos sélidos no se unen entre
si indicando que no se integran sobre las variables r; y rs.

Estas ecuaciones serian ficiles de tratar si conociéramos la forma de la co-
rrelacion simple . Pero este no es el caso y el analisis de ellas requiere
recurrir a métodos mucho més sofisticados. Con objeto de comprender las dife-
rentes aproximaciones que se extraen de este andlisis, es necesario introducir una
cierta terminologia y un resultado que aqui daremos sin demostracién alguna. El
resultado en cuestién fue obtenido en 1953 por Rushbrooke y Scoins y establece
que la correlacién directa C(12) puede expresarse como un desarrollo en serie de
potencias de la densidad n en la forma,

C(12) = ) am+1(12)n™! (14.44)

m2>1

donde, a3(12) = f(12) = e~P%(") _ 1, la funcién de Mayer ya introducida en el
capitulo (11) del gas imperfecto y en general

1 ..
1 = T /---/ZHf(t,J)dB)...d(N -1) (14.45)

donde Y [] representa la suma de los productos de las funciones de Mayer que
pueden formarse con n + 1 particulas. Asi por ejemplo,

as(12) = f £(12)£(23)£(31)d(3)
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y a4(12) tiene 10 términos en el integrando y no escribiremos aqui. Sin embargo,
vale la pena examinar las representaciones diagramaticas de ambos términos. En
tanto que

03(12) =

el caso de a4(12) es mucho mas complicado. En efecto

as(12) = 3{

}

Por ejemplo, el quinto diagrama corresponde a 4 términos en a4(12) que
son numeérica y topolégicamente idénticos y el ltimo a dos términos que tienen
la misma propiedad. Los diagramas segundo y cuarto corresponden a términos
en los cuales no aparece f(12), los puntos negros no estan unidos y por lo tanto
corresponden a correlaciones entre las particulas que tienen un alcance mayor al
del potencial ¢(r) (recuérdese f(12) ~ —B¢(r) para valores pequefios de 8¢(r)).
Los otros términos representan correlaciones que decaen rapidamente con la dis-
tancia, esto es, su alcance es del orden del alcance de ¢(r).

Aparte de otras caracteristicas que no viene al caso mencionar, la ecuacién
(14.44) visualizada término a término como un conjunto de diagramas que re-
presentan las correlaciones moleculares que son importantes a cada orden en la
densidad, no contribuye en gran medida a resolver el problema de encontrar la
forma para h(12). No obstante dos de las aproximaciones mas socorridas en la te-
roria de liquidos se obtienen conservando en (14.44) ciertas clases de diagramas;
aquellos cuya suma puede obtenerse de una forma conveniente.

Para estudiarlas, vamos a identificar varias clases de diagramas refiriéndo-
nos a un punto e como una raiz y a un punto o como un nodo. La primera clase,
que llamaremos cadenas y denotaremos por C, estdn subdivididas a su vez en
simples que son aquellas que tienen un punto interno (nodo) tal que todas las
trayectorias entre los puntos externo, raices, pasan por dicho punto y ademas si
cortamos en un nodo el diagrama se parte en dos, cada parte conteniendo una
raiz. Ejemplos tipicos son:

La otra subclase se llama de cadenas tejidas que son cadenas simples a las
que se les agrega no mas de un nodo a través de un eslabén de cadena pero no
hay eslabones entre las raices.
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Nétese que cortando los eslabones agregados se recupera un elemento de la
cadena simple.

La segunda clase de diagramas se llaman haces y los designaremos por B(r)
que son diagramas representando a ciimulos de moléculas que contienen coleccio-
nes paralelas de eslabones (enlaces) entre dos raices. Entre una raiz y la otra hay
por lo tanto al menos dos caminos independientes. Ejemplos de estos diagramas
son:

Nétese que el en ultimo diagrama las raices no estan conectadas, esto es,
hay un subconjunto de diagramas que forman haces y no contienen a f(12)
que denotaremos por B’(r). También, véase que un haz puede formarse de una
cadena simple mas una unién . Ademas estos diagramas no son susceptibles
a descomponerse en dos o mas diagramas simples como las cadenas.

Al resto de los posibles diagramas que pueden formarse con dos raices se
les llama ciimulos elementales y no son ni cadenas, ni haces. No tienen eslabo-
nes entre las raices y cuando se les anade se convierten en haces. A estos les
llamaremos E(r)

En términos de esta nomenclatura, es claro que de la ecuacién (14.43b) la
correlacion total h(r) puede escribirse como

h(r) = C(r) + B(r) + E(r) (14.46a)

y ademas, por la férmula de Rushbrooke-Scoins la funcién de correlacién no tiene
cadenas luego,

C(r) = B(r) + E(r) (14.46b)
que nos da la relacién simbdlica
C(r) = h(r) — C(r) (14.46¢)

Si ahora traducimos al lenguaje simbdlico usado en la caracterizacion
de las cadenas, haces y ctiimulos elementales, vemos que f(12)C(r) — B(r);
f(12)E(r) — B(r) y f(12)B’(r) — B(r), asi que el conjunto B(r) es igual a
f(12)(C(r) + E(r) + B’(r)); luego (14.46b) puede escribirse como

C(r)= f(12)1+C+B +E|+B +E
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C(r) = f(12)(1 +C) + (1 + f(12))(B' + E) (14.47)

La ecuacion (14.47) es muy 1til pues separa las diferentes contribuciones a la
correlacién total en las de corto alcance y largo alcance ya que la funcién Mayer
mads uno tiende a cero cuando r — o, el didmetro de una esfera dura y tiende
a cero cuando r — o0o. Por esta razén es una ecuacién también muy util para
comprender fisicamente la naturaleza de las dos aproximaciones mas relevantes
que se han introducido en la literatura.

14.7.2 La aproximacion de la cadena hipertejida (CHT)

La aproximacion CHT consiste en despreciar todos los diagramas elementales
E(r) en la ecuacién (14.47). De acuerdo con esto, la ecuacién (14.46a) para la
funcién de correlacién total h(r) se reduce a

h(r) =C(r) + B(r) = g(z)(r) -1

Definamos ahora un potencial hipotético (r) llamado el potencial de fuerza
promedio de manera que, por una parte ¥(1,2) = ¢(1,2) + w(12) siendo w(12)
la interaccién “indirecta” entre las particulas 1 y 2 y que

g(z)(1‘2) = exp {_72%;722} (14.48)

Por otra parte, Stell demostré en 1966 que w(r), la interaccién indirecta, se
puede escribir en términos de los diagramas arriba introducidos como

que combinada con la ecuacién (14.48), la definicién de h(r) y la ecuacién (14.46¢)
nos lleva al resultado que,

Conr(r) = ¢(x) ~ 1~ Ing®(r) - &) (14.49)

y en términos diagramaticos,
Ccut = B(r)
Como las ecuaciones (14.41), la definicién de h(r) en términos de g(r) y la

ecuacién (14.49) forman un conjunto de ecuaciones para g(r), C(r) y h(r) en
términos de ¢(r) y n vemos que:

0 = —u(ry2)—In 9(2)(1‘12)+n/[9(2)(1'13)—1—¢(l‘13)—1ﬂ 9@ (r13)] [g(ras) — 1] dr.
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/
! Monte Carlo

1 ] L L TR N——
1 15 2 r/o
Figura 14.4

Hagamos r =r; —rg, s = rp — r3 y despejando los dos primeros términos,

obtenemos que

Ing® (r) + u(r) = n / [9@(s) 1 - 6(s) ~ 1n g™ (s)| lg(ls — rl) - 1) s

y por pasos andlogos a los usados en la ecuacién de BG, llegamos al resultado

00 |r+s|
Ing@(r)+u(r) = 21r_n/ sds[g®(s) -1 -u(s) - lng(2)(s)]/ ’ dtt[g(t) — 1)
n " as0)

que es la ecuacién de CHT para la ¢(®(r) de un liquido.

Noétese que de la ecuacion (14.47) si hacemos FE =0,

Ceur(r) = f(r)(1+C+ E) + (1+ f(r))B’ (14.51)

que difiere de la ecuacién exacta tanto en el nicleo como en la cola.

Noétese que de la ecuacién (14.51) el primer término, insistimos, representa
la contribucién a la correlacion total que proviene del corto alcance y por lo
tanto es el término que contribuye maés significativamente en dicha regién. La
ausencia de los diagramas B’, estos es los manojos sin enlaces f(12) van a tener
una influencia en el pico principal de g(®(r) del cual dependen virtualmente
las funciones termodindmicas. La figura 14.4 muestra una comparacién entre
g(r) obtenida de la aproximacién CHT con la del argén liquido obtenida por el
método de Monte Carlo. Para mayores detalles ver la bibliografia
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14.7.3 La aproximacién de Percus-Yevick.

Puede verse con toda claridad de la ecuacién (14.47) que la aproximacion es
ezacta para esferas rigidas. Consiste en despreciar a todos los términos de largo
alcance (1+ f(r))(B’+ E) pero conservando todos los de corto alcance. Entonces

Cpy(r) = f(r)[1 + (] (14.52)

De la definicién de correlacion total, (Ec. (14.46a)) y de la definicién de h
se sigue que
h(r) = C(r) +C(x)

o bien,

Cpy(r) = g?(r) - 1-C(r)
y haciendo uso de (14.52)
Cpy (r) (1 + —1'> = g@(r)
f(r)
que al sustituir el valor de f se reduce a:

Cpy =) [1- e.f’d’(')] (14.53)

L

Sustituyendo en la ecuacion de OZ (14.41) y haciendo uso de la definicién de h
obtenemos que,

9P (ry2) — 1= gP(r1) (1 - eﬁd’(r")) + n/g(rIB) [1 - €B¢(r‘3)] [9(r2s — 1)] dr

Haciendo
rjg=r;—Tro=Tr, ri3=—r;—r3=s, t=r-—-s=rop3

obtenemos que:

g(r)eP*) =1+ n/dsg(s) [1 - eﬂd’(’)] (g(t) — 1]

e integrando en coordenadas esféricas como en los casos anteriores, obtenemos
que:

oo r+s
2 [ g s[1 — gP#)g(s) dt th(t) (14.54)

fr—a

g(r)eﬂd’(') =14 —
T Jo
que es la ecuacion de Percus-Yevick para un liquido simple. Como preserva

la contribucién ezacta de corto alcance en la ecuacién (14.54) debe ser muy
superior a otras ecuaciones, en particular para sistemas muy densos donde las
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3F Monte Carlo

i 1 5 2 f/q'
Figura 14.5

correlaciones de largo alcance sean de poca importancia. La comparacién de
esta ecuacion con la CHT estad discutida en la literatura pero la diferencia con
el resultado que arroja para el Ar comparado con la CHT puede apreciarce en
la figura 14.5.

La solucién de la ecuacién PY para esferas duras es muy ilustrativa. Para
estudiarla partimos de la ecuacién (14.19) que por un simple rearreglo algebraico
puede reescribirse como

P 2 o [T AT _pen)] 3
kT—n+3n/0 dr[e ]Ty(r)dr

donde
y(r) = g*(r)eP"

que es una funcién continua de 7. Ahora bien el potencial para esferas duras
esta definido como

oo Tv<o
é(r) = {0 T>a
y por consiguiente
e—B%(r) {0 r<o
1 r>0

es una funcién de Heaviside. De esta manera,

d
— e~ Be(r) — —
= 6(r — o)

y en consecuencia,
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donde y(o) es una funcién que puede evaluarse exactamente y mostrarse que es
igual a,

1+n/2
- Ben)] =
wo) = [one??] =
donde
o’
n=
6

Sustituyendo estos resultados en la ecuacién para la presién y haciendo unos
rearreglos algebraicos obvios se obtiene que,

pl _ 1+2n+31)2

NEF = (<)’ (14.55)

que es la ecuacién térmica de estado para un fluido formado por esferas duras.
Otras propiedades de este modelo estin ampliamente discutidas en la biblio-
grafia.

14.8 Factor de estructura y
ecuacion de Ornstein-Zernike.

De la ecuacion (14.42a) que es la transformada de Fourier de la correlacion total
h(r), vimos que

h(k) = nh(k)C(k) + C(k)

Definimos ahora el factor de estructura S(k) como la transformada de Fou-
rier de h(r) = g(r) — 1, esto es,

S(k)—1= n/dr et rg(r) — 1]

Integrando sobre los dngulos, haciendo k - r = k7 cos § obtenemos que

sen kr

. 00 oo
S(k)—1=4nmn _/l(; [9(2) (r) = 1] %rzdr = 4'7rn/0 h(r) r2dr

Si usamos, entonces que,
S(k) =1+ nh(k)
y la combinamos con la ecuacién (14.42b) vemos que,
. S(k) — 1
() = 2 =1
nS(k)
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resultado que indica que la funcién de correlacién directa es accesible experimen-
talmente a través de la funcién de dispersién S(k). También,

Sky=14-C0 1
1-nCk) 1-nC(k)
o bien R
nC(k) =1- S(k)™!
Ahora,

S(k) -1= n/dr eik'rh(r)
asi que tomando la transformada inversa e integrando obtenemos que:

) = 5o | "B -

sen kr
kr

2
k. .
S k%d (14.57)

La ecuacién (14.57) se conoce como una regla de suma. En r =0,

1 o o)
h(0) = m/{) [S(k) — 1]k%dk
o bien, -
/ [S(k) — 1)k*dk = 27rnh(0) (14.58)
0

También, de la ecuacién (14.43)

1 (0Op . ” 2
kT (-671,)7,,‘/ =B 47I'Tl/o C(T‘)T‘ dr

né(k) = 47rn/ C(T‘)MTsz
0

T

luego

nC(0) = 4mn /000 C(r)rdr

lo cual implica que

y finalmente

S(0) = kT (@) = nkTky (14.59)
Op TV

La ecuacién (14.59) muestra que cuando n crece, la compresibilidad isotérmica

aumenta y por lo tanto S(0) — 0. Una medicién de S(0) es pues equivalente a
conocer la ecuacién de estado del liquido.



14.9 Principios de Teorias Perturbativas 295

14.9 Principios de Teorias Perturbativas

Suponemos que un liquido es un sistema que esta ligeramente perturbado de un
sistema de referencia, que en la practica se toma usualmente como uno consti-
tuido por esferas duras. Esencialmente la razén es que para altas densidades un
fluido real puede representarse adecuadamente por uno formado por esferas du-
ras. Una ventaja de la teoria de perturbaciones es que no se hace alusién alguna
a la FRD del sistema ¢(?(r) para la cual las ecuaciones integrales dan resulta-
dos muy pobres. En realidad el modelo mismo, conceptualmente se ha utilizado
desde hace mucho tiempo. Uno supone que la estructura de un liquidc simple
estd determinada fundamentalmente por la coraza dura del potencial y el papel
principal de la parte atractiva es proporcionar un potencial medio uniforme en
el cual se mueven las moléculas. Esta es esencialmente la base de la teoria de
van der Waals. Entonces

[o'e} r<o

4 ={ 1) r>0

y de acuerdo con van der Waals expresamos la funcién de Helmholtz como sigue,
1
F =Fy+ §N1[)

Fy es la energia libre de un sistema de esferas rigidas y

V= 4”’13 / ” 61(r)g () 2dr

Aqui, g(()z) (r) es la funcién radial de distribucién para un sistema de esferas duras.

En el caso de van der Waals g((f)(r) = 1 (las moléculas tienen una distribucién
uniforme) y por lo tanto,

Y= —2na
donde
[ o]
a= —27r/ ¢ (r)ridr
(o4
En su trabajo original, van del Waals tomé para Fg la funcién de Helmholtz para

un gas ideal con un volumen efectivo V; < V. Esto se debe a que en esa época
el modelo de esferas duras no se conocia. Asi pues,

F
NkT

=3lnA-1—-InV;+InN

donde
2o’

Vi=V-Nb=V— N
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El factor b tiene esta forma porque el volumen excluido en la colisién entre dos

particulas es 4—"3" . % por lo tanto

1
F = NkT [31nA—1—ln[V—Nb]+lnN—§2Nna

_ ("’_F)
P="\ov),

_ NKT _ aN?
P=V_Nb ™ V2

y haciendo uso de la férmula

obtenemos que

o bien

N'2
<p+av2> (V — Nb) = NkT
que es la ecuacion de van der Waals. Independientemente de que a se tome como
un parametro ajustable o calculable a través de su definicion, esta ecuacién
da resultados que no concuerdan satisfactoriamente con el experimento. Esto
es particularmente cierto si “a” se calcula de su expresion dada arriba. Las
limitaciones de la ecuacién de van der Waals ya se han discutido en otro capitulo
y mayores detalles los encontrara el lector en la bibliografia.

Una de las teorias perturbativas que mayor éxito han tenido en el estudio
de liquidos simples fue formulada por Zwanzig en 1954. La idea central consiste
en expresar la energia potencial del liquido como la suma de dos contribuciones

una que llamaremos US]) que corresponde al sistema de referencia y otra, Uy, (N
que corresponde al sistema perturbado. Entonces

Unv=UQ +UY

y la funcién de particién configuracional del liquido puede escribirse como
— 00 _arr)
QN =QxN <exp( BUN )>0 (14.60)

donde Q(,f,)) es la funcién de particién configuracional del sistema de referencia y

(exe (-0U1) O_Q(O)/ [P ey e (1a6)

. 1t .

es el promedio del factor e=PYx’ tomado con respecto al sistema de referen-
cia. Ahora podemos formalmente desarrollar el miembro derecho de la ecuacién
(14.60) en serie de potencias en [ para obtener que

<exp ( ﬁU(l))> = ﬂ<U(l)> + %ﬁ2 <[U1(vl)]2>0 (14.62)
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Si recordamos que F = —kT'InZ y usamos (11.7), obtenemos:

Qn
AN NI

combinando esta ecuacién con (14.60) tenemos que

F=—-kTh—

(0)
_ (1)
—kTn 5 — KT n (exp (-BURY) )
o bien -
Fo_ . Qn (1)
i In NIASN +ln<exp( BUy )>0
que puede escribirse como
F=pr04 pQ
donde 70
M = —kT - 14.6
F In <exp( BUy )>0 (14.63)

Si ahora proponemos, consistentemente con la ecuacién (14.62), que FM
misma puede desarrollarse en potencias de [, esto es, escribimos que

o0

FO=3%" %wn(—ﬂ)"“, (14.64)
n=1
entonces
exp(—BFM) = exp (i w—’,’(—ﬁ)") = i (_g)k <(U}V‘))k> (14.65)
jrverd n =0 ! 0

que es una ecuacion que nos permite determinar los coeficientes w, en términos

de (U,(vl)) cantidades que son en principio calculables. Examinando la ecuacién
(14.65) vemos que los primeros términos toman la forma

1 1
1—ﬁw1+§ﬁ2w2—6ﬂ3w3+‘ (Bwr + = ﬁwz— N2 4...

=1-p(UP) + ﬁ2<( “’)> -

0

l\')l'—‘

de donde se obtiene que,
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Asi pues, la funcién de Helmholtz se expresa como
o 1
F=F®4%" —wn(=B)""
n=1
1
=FO 44 ~ 50wz + O(8%) (14.66)

y pueden calcularse tantos términos en 8" como se desee.

En particular, para potenciales aditivos se tiene que

<U'(Vl)>o= (0)/ /Z‘“* Je PN dry - dry

i<y

_1N(N-1) _3U(o)
_2 Q(O) / ¢r, dl'N

- "T / &(r)g$? (r)dr

La ecuacién de van der Waals se sigue de aqui como un caso particular. En
efecto, la funcion radial de distribucion para esferas duras es

9(2)2{0 r<o
0 1 r>0

y por consiguiente

<U1(v1)> = 27m2V/ ¢(r)r*dr = —anN

a=-2m /00 @(r)ridr

donde a esta dada por

Asi pues,
QN = 53) <exp( ﬂU“))>O
~ QW (1 .y <U,(v”>0 4. ) e <—5U§J’>0
o bien

QN = QS\(I)) eaNnﬁ
y por lo tanto
1
F=F0O 4 SNy
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que es la energia libre para cada ecuacién de van der Waals con ¥ definida como
se menciond al inicio de la seccién.

No daremos aqui mas detalle sobre teorias perturbativas porque implicaria
entrar en una multitud de problemas técnicos fuera del alcance de este texto.
Baste decir que hoy en dia se cuenta con modelos muy refinados que han sido de
mucha utilidad en la comprension que se tiene sobre las bases microscépicas del
comportamiento de liquidos simples.
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Problemas

1. Usar la definicién de la funcién de particién candnica

1 1 _
ZN = %vﬁ = ,\3_Nm /C ﬁ(b(r'""rN)drln .. .,dl‘N
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1/2

I h? . . L.
donde A\ = (ﬂ;ﬁ) y ® la energia potencial que se supone es aditiva y
solo contiene interacciones por pares, para deducir la ecuacién caldrica de
estado, ecuacion (14.17).

2. Usar el mismo procedimiento que en el problema anterior y el hecho que

aanN
o (%5)
o Jrn

para obtener la ecuacién térmica de estado, v.gr., la ecuacién (14.19)

3. La funcién radial de distribucién g(®)(r,,r;) se puede expresar en términos
del potencial de fuerza promedio ¥(r;,rs) como

g (ry,ry) = exp{—pF(ry,r2)}

la definicién de ¥(ry,r2) = ¢(r;,ra) + w(ry,ry) donde w(ry,rs) es el efecto
promedio del resto del fluido sobre la particula 1 se puede interpretar como
la accién de una tercera particula (3) que correlaciona dicho efecto sobre (1)
y (2), la fuerza neta es

/grad #(1,3)g®(1,2,3)d(3)

Usar estos resultado para mostrar que
~kTV19(1,2) = ¢*(1,2)V16(1,2) +p/V1¢(1,3)g(3)(1,2,3)d(3)

donde V, es el gradiente actuando sobre las coordenadas de (1).

4. Mostrar que

4mn? [ (89 (r)\
2 Jo \ or /J,

y discutir la naturaleza fisica del segundo término.

¢(r)r2dr

3

5. Explicar con detalle los pasos conducentes a la ecuacién (14.29).
6. Obtener la ecuacién (14.40).

7. Probar que para esferas duras
n
yo)=(1+37) -2
donde n = 1%"—3. Calcular la ecuacién de estado a partir de la compresi-

bilidad y mostrar que es incompatible con la ecuacién (14.55). jHasta que
valores de 7 no es significativa esta discrepancia?
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11.

12.

13.
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i Podria Ud. extender la hipétesis o aproximacion de superposicion de Kir-
kwood para la funcién de distribucién de cuatro particulas? ;A que resul-
tados conduciria esto cualitativamente hablando?

. En el problema 4 aparece la derivada respecto a T de la funcién de corre-

lacién de dos particulas. Muestre que en general esta derivada depende de
g® y de g@.

Calcule los valores de a y b obtenidos para la ecuacién de van der Waals
usando la teoria preturbativa. Suponer que ¢(7) es un potencial de Lennard-

Jones
=29 (2))

con o = 3.504 ;\, e/lc =117.7 K para el Ar; 0 =4.1 A, e/k = 222.3 K para
el Kry o0 =3.745 A, ¢/k = 95.2 K para el N,. Comparar con los resultados
experimentales y discutir el resultado.

Mostrar que la ecuacion integral para la cadena hipertejida puede escribirse
como,

iny(ria) =p [ [h(m) ~ng(ris) - 2T (g(r) — 1) ars
donde N
y(r) =ePCg(r) y p=y =n

y mostrar que y(r) — 1 — Iny(r) es pequeno cuando r — ry,, la distancia del
primer maximo de g(z)(r). Mostrar que esto implica que Ccut es de corto
alcance.

Mostrar que la aproximacién de superposicién da un tercer coeficiente de
virial que es el correcto.

Discutir la interpretacién fisica de g(®(r;,rz) = g‘®(r)2) es un liquido
isotrépico.






Capitulo 15

Teoria de fluctuaciones

15.1 Introduccion

El concepto de fluctuacion es uno de los mas importantes en la fisica estadistica,
en particular hoy en dia en que se pretenden aplicar sus métodos al mejor en-
tendimiento de lo que se ha dado en llamar sistemas complejos. Un sistema
complejo no es nada extrano, en este texto lo hemos concebido como uno for-
mado por un nimero enorme de dtomos o moléculas. Hoy se habla también de
los sistemas biolGgicos, sistemas dpticos (ldseres), sistemas reaccionantes abier-
tos y otros mas que por la obvia complejidad en su comportamiento no se han
discutido aqui. También estos sistemas estan constituidos por un nimero im-
ponderable de moléculas o 4tomos, excepto que, bajo situaciones muy especiales
provocadas por la influencia de agentes externos exhiben ciertos patrones de
regularidad que se han denominado como “auto-organizacién”. Sin entrar en
detalles sobre el significado de este concepto y que en opinién del autor todavia
estd lejos de ser adecuadamente esclarecido, la auto organizacién de un fenémeno
que ocurre fuera de equilibrio, situacién que no hemos abordado aqui, para mu-
chos especialistas en la materia estd ligado al concepto de fluctuaciones y es por
ello que hay un interés muy especial en comprenderlo de la manera mas objetiva
posible.

Una fluctuacién deriva estrictamente de un proceso estadistico. Si A es
un evento que puede ser observado con probabilidad P(A), al cabo de muchas
observaciones solemos asociar al evento un valor promedio en su comportamiento
que esta dado por

(4) = / P(A)AdA

303
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si suponemos que A varia sobre un continuo de valores. Sin embargo (A) no
representa una prediccién certera de la ocurrencia del evento A. Sabemos bien
que por la naturaleza intrinseca del evento es posible encontrar valores numéricos
asociados al evento A que difieren del valor promedio (A). A estas desviaciones se
les denomina “fluctuaciones”. En el caso de sistemas termodindmicos formados
por N(= 10%3) componentes y que han sido el objeto central del estudio de
este texto, hemos visto en varias ocasiones como por la naturaleza misma de los
fenémenos que en ellas ocurren, hay variables termodindmicas que solo pueden
interpretarse en términos de una probabilidad. Asi en un sistema cerrado que
esta en equilibrio térmico con sus alrededores, la energia no puede determinarse
con absoluta certeza. El evento consistente en encontrar al sistema con una
energia E sélo puede caracterizarse por una probabilidad p(E) que implica poder
hablar de una energia sdlo para su valor promedio (E). Las fluctuaciones del
valor de la energia alrededor de éste valor promedio, segin vimos en el capitulo
(9) son del orden de (v N)~! que aunque pequefia no es cero. Esta incertidumbre
en la prediccion de valores “imprecisos” para atributos termodinamicos es debido
a la enorme poblacién microscépica que constituye a los sistemas macroscopicos.
Y es precisamente tal incertidumbre la que diferencia totalmente a la mecanica
estadistica de la termodinamica. En esta iltima donde por naturaleza, se ignora
la estructura microscopica de la materia, los valores numéricos asociados con
los atributos medibles del sistema son univocos, estan totalmente exentos de un
cardcter probabilistico. La conciliaciéon entre ambas disciplinas entonces radica
justo en poder cuantificar con toda objetividad a las fluctuaciones mismas y
es por ello que como ya vimos en los capitulos anteriores, cuando éstas son
despreciables las predicciones estadisticas le dan un sélido fundamento a los
conceptos termodindmicos.

De toda ésta discusion se palpa de manera inmediata que un estudio me-
tddico y sistematico de las fluctuaciones en los valores de las variables termo-
dinamicas calculadas por métodos estadisticos es indispensable para entender el
comportamiento macroscopico de sistemas complejos.

15.2 Probabilidad de las Fluctuaciones Termodindmicas

En realidad el problema de calcular las fluctuaciones que ocurren en las variables
termodindmicas de un sistema en equilibrio es uno asociado con la teoria de los
procesos irreversibles. En efecto, la fluctuacién ocurre a un tiempo dado t y
después de un intervalo de tiempo que depende de la naturaleza de la fluctuacién
y otros factores, decrece a su valor inicial de equilibrio. Este enfoque se sigue en
muchos textos y es, sin duda alguna, el mas apropiado para abordar el problema.
(ver refs(1) y (2) al final del capitulo ). Sin embargo en los albores de este siglo,
Einstein y Smoluchowski idearon un método “termostatico” para entender la
naturaleza del problema sin recurrir a métodos dinamicos. Por su sencillez y
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l—— Paredes

impermeables
y diatermica

Figura 15.1

afinidad con el cardcter introductorio de este texto, lo presentaremos aqui en
detalle.

Imaginemos a un sistema termodinamico dado que se encuentra en equili-
brio térmico a una temperatura T, tiene un volumen V; y otros atributos ter-
modindmicos innecesarios de especificar. En el lenguaje tradicional este sistema
juega el papel de un “bano” o fuente térmica. Dentro de este sistema se encuen-
tra otro sistema (que puede ser un subsistema del propio bano) cuyo volumen es
Vo < V) y estd caracterizado por su energia Ey y otro conjunto de parametros
que por el momento tampoco especificaremos. Supondremos que la energia, el
volumen y la entropia totales del bano y el sistema son constantes, esto es,

V =Vy + Vi = const.

E = Ey + E, = const. (15.1)
S =80+ S) = const.

y ademas ambos sistemas son cerrados, es decir, no hay intercambio de materia
entre ellas ni con el exterior. (Ver Fig. (15.1).) Puesto que ambos sistemas
intercambian energia entre si, llamamos Eq = Eg° + AEy y Ey, = E{%+ AE; a
las energias correspondientes que “fluctian” alrededor de sus respectivas valores
en equilibrio por AEy y AFE). Por la segunda ley de la termostdtica la entropia
de ambos sistemas en sendos estados, estd determinada por

SO=S(E3q+AE01‘/01)

(15.2)
S = S(Efq +AE1,V1,.‘.)
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donde los puntos suspensivos denotan la dependencia de S con los otros para-
metros que no hemos especificado y que omitiremos en el andlisis que sigue.

Llamaremos ahora AS = S — S® donde S = Sy + S es la entropia total
en presencia de las fluctuaciones AFE, y que por tanto identificaremos como
el cambio de entropia producida por dichas fluctuaciones. Como AFEy y AFE),
son pequenos comparadas con sus valores de equilibrio, AS puede calcularse
desarrollando S alrededor de sus valores de equilibrio y obtener que

_ ([ 8S 8851 1 (828, )
As= (6Eo>eq Aot (6E1)eq BB+ 3 <6E§)eq (AE0)

(15.3)

1 6281 2
(28 e

donde hemos despreciado términos de orden superior al cuadratico en las fluc-
tuaciones.

8s

Como (Iﬁ)eq = 7 y de la ecuacién (15.1) AEy = —AE), los dos primeros

términos en la ecuacién (15.3) se cancelan entre si. Ademas,

(WS) B 1
OFE? - CvT?
donde Cv es la capacidad calorifica a volumen constante, luego la ecuacién (15.3)

se reduce a

AS— L (AEo)> 1(AE))?*  1(AEp)?
T2 CV,0T2 2 C'V,IT2 ) CV,0T2
pues por la naturaleza del subsistema Vp, Cy,1 > Cvo. La variacién en la
entropia producida por las fluctuaciones en la energia depende, a primera apro-
ximacidn, en forma cuadratica con las fluctuaciones en la energia del subsistema.

(15.4)

Por otra parte, recurrimos a la naturaleza microscépica del subsistema la
cual, de acuerdo con la mecdnica estadistica nos dice que su entropia So estd
dada por la férmula de Boltzmann, a saber,

S() = kanQ.

Esta ecuacién, que dedujimos en el capitulo (2), establece que 2 es la dis-
tribucién mds probable de las moléculas que conforman al sistema en sus mi-
croestados sujetos a las restricciones de que su nimero total y su energia total
son constantes. Einstein reinterpreta 29 como la probabilidad de el sistema en
cuestion tenga una entropia Sp y por lo tanto, la probabilidad de que ocurra
una fluctuacién cuyo cambio en entropia sea ASy dada por la ecuacién (15.4) es
también igual a:

ASQ=So—qu=kan—£1
Q0
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y por consiguiente, usando (15.4)

(15.5)

2
Qo = Q2 exp{ L (850 }

2k CyoT?

La ecuacién (15.5) es un resultado sumamente importante: la probabilidad
de ocurrencia de un estado de un subsistema dado, con las caracteristicas aqui
expresadas (V; > Vo, Cv,; > Cy,) es gaussiana en las fluctuaciones de la
energia. La desviacién media de la funcién gaussiana es kCyT?. Véase que
la ecuacién (15.5) es idéntica a la férmula que predice el conjunto canénico
para las fluctuaciones en la energia de un sistema “pequefio” (subsistema) en
contacto térmico con sus alrededores (bafno). La entropia que propone Einstein
para la ecuacion (15.5) es todavia mds general: Dado un sistema termodindmico
caracterizado por un conjuntos de parametros extensivos {y = E,V, N,...} la
probabilidad de encontrarlo en un estado caracterizado por los valores numeéricos
prescritos de dichos parametros, estd dada por

Qfy} = cexp{%g} (15.6)

donde AS = S{y} — $°¥y} y C es una constante que se determina por norma-
lizacién, esto es,

/Rﬂ{y}dy=1

donde R es la regién o dominio de valores de {y}. Es importante subrayar
que la ecuacién (15.6) sélo es vdlida para fluctuaciones que ocurren cerca del
estado de equilibrio; la deduccién de la ecuacién (15.5) claramente es vilida si
y s6lo si Ay = y —yg? < 1 en el sentido de que las fluctuaciones cibicas son
totalmente despreciables y el sistema bajo consideracién estd inmerso en un bano
(térmico u otro) apropiado (Cw,,,, > Cv,, ). Estas limitaciones suelen ignorarse
en sistemas alejados mucho del equilibrio y para las cuales la ecuacién (15.6),
llamada de Einstein-Smoluchowski, es dificilmente aplicable.

Vamos ahora a estudiar como la ecuacién (15.6) se utiliza para deducir lo que
en la literatura suele llamarse la férmula candnica para describir fluctuaciones
en sistemas termodindmicos. Para ello, escogemos {y = E,V, N} y de nuevo el
indice 0 caracteriza al subsistema del sistema o bano etiquetado por el indice 1.
La fluctuacién en la entropia es, como arriba, AS = ASy + AS), donde por la
relacion de Gibbs de la termostatica,

AFE, +pAVy — [J,ANl

AS[ = T

(15.7)

En la ecuacién (15.7) todos los simbolos tienen su significado convencional. A la
ecuacion (15.1) agregamos ahora la condicién adicional N = Ny + N; = const.
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y por consiguiente, AEy = —AFE,, AV = —AV, y ANy = —AN,;. Con estas
condiciones, la ecuacién (15.7) se reescribe como

TAS, = —AEy — pAVy + pANy
y por lo tanto,

AEO o TASO + pAVo — ;I.ANO

AS = ASp + ASy = - T

Si ahora omitimos el indice “0” sobrentendiendo que la ecuacién es aplicable a
cualquier subsistema de una fuente,

AE — TAS + pAV — uAN |

Q=Cexp{— T f

(15.8)

es la probabilidad de observar un estado 2 del subsistema. El numerador del
argumento de la exponencial en la ecuacién (15.8) no es otra cosa que el trabajo
minimo requerido para producir reversiblemente el cambio AS en la entropia.
Si lo denotamos por Wi, la ecuacién (15.8) se escribe como,

Qy} = Cexp{—%} (15.9)

Las ecuaciones (15.8) 6 (15.9) pueden reescribirse en una forma mucho mas
conveniente. Recordando que la energia F es una funcién de S, V y N pode-
mos desarrollarla en serie de Taylor alrededor del equilibrio en potencias de las
fluctuaciones AS, AV y AN para obtener que

oF oF oF 1 9’E
_ (& 9 9%\ AN+:{ (22 2
aE <M>quS+<aV>quv+<aN>eq N+2{(asz>eqm5)

+ (g-t,ij)eq @+ (55) @nyea( a‘?;fv)eq(AS)(AV)

eq

v dVoN

eq

+2<%) (AS)(AN)+2< 82‘8) (AV)(AN)}+---.

(15.10)
Usando relaciones termodindmicas bien conocidas tenemos que la fluctuacion en

la entropia total S; = S + S (hemos omitido el subindice cero) estd dada por
1
TAS, = AE —TAS + pAV — pAN = 5{ } (15.11)

donde { } contiene a los seis términos encerrados en el corchete en el segundo
miembro de la ecuacién (15.10).
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Como T = (g—’g)eq podemos introducir la fluctuacién en la temperatura AT
como

oF 0’E 0’E 0%E
AT = A <a—s')eq = (W)quS-i- <éﬁv>quV+ (aﬁﬁ)quN+”'

(15.12a)
puesto que %% es una funcién de S, V y N. Procediendo en forma andloga con
p y 1 obtenemos que

OF 0’E 0*E 6*E
ap = ‘A<5v>; B (m)eq‘“’ - ('aVﬁs’)quS - (EWQAV -

q

(15.12b)
y
oF 0’E 0’E 0*E
Ap= _A<5N)eq_ - <W)£N - (aﬁas)efs - (51_\16_\7)er
(15.12c)

Combinando ahora las ecuaciones (15.12 a, b y ¢) con (15.11) llegamos
finalmente al resultado

AS, = 2LT_ {ATAS — AVAp + AuAN} . (15.13)

que sustituido en (15.9) establece que

_ATAS - ApAV + ApAN
2kT J

Q{E,V,N} = Cexp{ (15.14)

llamada la forma canénica para las fluctuaciones en un sistema “aislado” esto es
uno en el cual S = S(E,V,N).

Sien la ecuacién (15.14) hacemos AV = AN = 0 (paredes rigidas e imper-
miables) y recordamos que

AT = (g) AFE = —l—AE
eq

OFE Cv
0S 1
AS = (a—E-)quE = ?AE

la ecuacién (15.14) se reduce a
B (AE)?
QE) —Cexp{ 2*T2Cy

que es la férmula original de Einstein (c.f. ec. (15.5)). Es muy importante
subrayar que este resultado fue obtenido sin recurrir a la ayuda de un conjunto
representativo de Gibbs, el candnico en este caso. Claramente, de la condicién

jﬁils}(za)d12:= 1
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se obtiene que C = (2rkT2Cy)~'/2 y por consiguiente,
1 { (AE)? }
= e CXP\ =
V2rkT2Cy 2kT?Cy

que, como el lector puede reconocer facilmente, es una distribucién de proba-
bilidad gaussiana. El segundo momento de la distribuciéon se puede calcular
facilmente,

Q(E) (15.15)

(AE)?) = /_ :O(AE)ZQ(E) dE = kT?Cy, (15.16)

que es una medida de la desviaciéon media cuadrada de la distribucién que como
ya mostramos con anterioridad (ver cap. (9)), por unidad de energia, esto es,

[((AE)2)2/E2]1/2, varia como ﬁ Si N es grande, las fluctuaciones son des-
preciables.

15.83 Algunos casos especiales

La forma candnica obtenida en la ecuacion anterior y expresada en la ecuacién
15.14 sirve como punto de partida para analizar la probabilidad de que ocurran
fluctuaciones en sistemas macroscépicos de indole muy diversa. Vamos a ilustrar
este punto con algunos ejemplos.

Supongamos que en el sistema en cuestion, el mimero de particulas es cons-
tante de manera que AN = 0 y queremos estudiar las fluctuaciones en la presion
y la temperatura. De la ecuacién (15.14) tenemos que

ATAS — ApAV }

Q{Ap, AT} = Cexp {— (15.14a)

2kT

Como p y T son variables independientes, S = S(p,T), V = V(p,T) y por lo

tanto,
_(0S 8S e oV
AS—(BT>quT+(ap>qup— ~ AT (6T>qup

donde para escribir la segunda igualdad hemos utilizado la definicién de Cj y
una de las bien conocidas relaciones de Maxwell. Mas atin, como el coeficiente

de expansién volumétrica ar = (%;—),J tenemos que
Co
AS = -?AT — arAp. (15.17b)

Andlogamente,

ov ov
AV = (ﬁ)quT+ ($>eq Ap = apVAT — VirAp (15.17¢)
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donde k7 es la compresibilidad isotérmica definida como sk = —% (a_v) .
G

Sustituyendo (15.17 a y b) en (15.14a) obtenemos que

C!T‘_/_

Q{Ap,AT}:Cexp{— Cy (AT)? + o

VK,T 2
ok T? ApAT — M(Ap) } (15.18)

donde la constane C se determina por la condicién

/ - / " {Ap, AT}A(AP)(AT) = 1 (15.19)

La integracion involucrada en la ecuacién (15.19) no es ahora tan trivial pues el

argumento exponencial es una forma cuadratica del tipo az? + 2bxy + cy? que no

da una distribucién gaussiana. No obstante, mediante una transformacién lineal

apropiada, esta forma puede expresarse como una suma de cuadrados o+ y'2 y

la integral es facilmente realizable. No profundizaremos mas aqui en este caso y

dejamos al lector interesado en consultar la referencia (3) para mayores detalles.
Si en este mismo caso tomamos T y V como variables independientes,

AS = YYAT + 2T AV (15.200)
v & KT
y también
ar Op ar 1
Ap= —AT + | AV = — AT — —AV (15.20b)
KT av ea KT Vir

que sustituidas en (15.14a) dan,

Cy
2kT?

Q{AT,AV} =Cexp{— KT Vir

(AT)? + J——L(AV)ﬂ} . (15.21)

la cual tiene la forma de dos factores cuadraticos independientes uno que depende
de AT y el otro de AV. Esto quiere decir que las fluctuaciones en la temperatura
y el volumen son estadisticamente independientes y por lo tanto,

(ATAV) =0 (15.22)

Mas aiin, como en el caso de la energia de la seccién anterior es ahora simple de-
mostrar que la desviacién media cuadrada de las fluctuaciones en la temperatura
y el volumen estdn dadas por

2
((AT)?) = kgi (15.23)

((AV)?) = kTVkr
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ambas siendo positivas porque tanto Cy como kT son cantidades positivas.
Como un iltimo ejemplo, consideremos ahora un sistema isotérmico y rigido,
pero de composicién variable por lo que AT = AV = 0. En este caso, la ecuacion

(15.14) se reduce a
G (BN (B
Q{AN} _Cexp{ %7 \oN ).,

y por integracién directa, C es facilmente calculable para dar

1/2
1 ou (AN)? [ ou
ézf‘(a—zv)] ”‘P{‘ %7 \aN )., (15.24)

una distribucién gaussiana de estructura idéntica a la ecuacién (15.15). Por lo
tanto, la desviacion media cuadrada de las fluctuaciones en la composicion esta
dada por

Q{AN} =

((AN)*) = kT (%) (15.25)
eq
Pero (%%)eq = LVV—QKT y
(am? = k1w (15.26)

que corresponde a la formula que da las fluctuaciones en la composicién del
conjunto gran canénico de Gibbs (ver ec. 38 cap. 9). Para un gas ideal k1 =
1= Y luego
p — NkT

A*N ((AN)?2) 1

N N2 N

mostrando de nuevo que para un sistema con N ~ 1023 estas fluctuaciones son
despreciables.

Sin embargo, cerca del punto critico kT — 0o y por lo tanto las fluctuaciones
en N son tan grandes que el indice de refraccion del fluido varia enormemente
ya que depende de la concentracién y por lo tanto la luz que incide sobre él sufre
una dispersiéon muy grande dandole un aspecto lechoso. A este fenémeno se le
conoce como “opalescencia critica”.

Como una ultima aplicacién del método de Einstein-Smoluchowski vamos
a considerar un problema que nos ocupé cuando estudiamos la mecanica es-
tadistica de particulas sin estructura e independientes en el capitulo (2). Vimos
ahi que en el caso de que las particulas son distinguibles, esto es, obedecen a la
estadistica de Boltzmann la distribucién mas probable de ellas en sus microesta-
dos estd dada por la distribucién de Maxwell-Boltzmann [cf. ec. (2.11)]. Ahora
podemos responder a una pregunta que nos planteamos entonces, a saber, ;cudl




15.3 Algunos casos especiales 313

es la probabilidad de encontrar una distribucién que difiera de la de Maxwell-
Boltzmann? Para responderla, recordemos que la entropia de un sistema clasico
de Boltzmann esta dada por

S=-k z:(n, Inn; — n;)

donde n; es el nimero de particulas en el i-esimo estado. Si n] es la poblacién
de dicho estado que corresponde a la distribucién mas probable, hagamos n; =
n; + 6n; donde 6n; representa la fluctuacién en n; alrededor de n;. Usando el
hecho que

on; N,
In(n; +6n;) =lnn; +In( 1+ i ) PO Inn; + i ,
n} n!  2(n})?

1

tenemos que hasta términos de orden cuadratico en én,

5 2
S=—k {Zn; Inn; — n;} - kZ&m Inn} —kz i
i
y tomando en cuenta que las restricciones ahora son que

Zén,- == 0, Zqéni =0

el segundo término se anula por la forma de n], el primer término es la distri-
bucién de Boltzmann que da lugar a la entropia de equilibrio y por lo tanto

AS =8-S = Z {bns).

que sustituida en la férmula de Einstein, ec. (15.6), nos conduce a que

Q(E,V,N,n} + bn;) = Ce™ 2 (6n)*/2nd

// z‘(é;:.ﬂ d(ény) - - - d(n;).

Usando la férmula

obtenemos que
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y por consiguiente,

-1/2
Q(n; + 6n;) = []‘[ (27m:)] e~ 2, (6n)/2n (15.29)

1

es la probabilidad de encontrar en un sistema de particulas cuya energia E,
numero N y volumen V estan fijas, una distribucién que fluctua alrededor de la
distribucién de Maxwell-Boltzmann por én;. Ahora bien,

<(éni)2) = /Oo (671.‘)2(2(711' + 6n;)d(n;) = n; (1530)

—00

integral que hemos hecho varias veces y por lo tanto

()

si n] es un numero muy grande la probabilidad de que la distribucién difiera
de una Maxwelliana es muy pequena. En el lenguaje tradicional de la teoria de
probabilidad, la dispersién de la curva de distribuciéon es normal en los nimeros
de ocupacién n;.

15.4 Movimiento browniano y
radiacion electromagnética:

En 1905 A. Einstein publicé un trabajo en el cual hizo ver que de acuerdo con la
entonces llamada teoria molecular del calor, cuerpos microscépicos pero visibles
suspendidos en un liquido ejecutan movimientos irregulares facilmente visibles
en un microscopio debidos a las colisiones que sufre dicho cuerpo con las mole-
culas que componen el liquido (movimientos moleculares térmicos). Hizo énfasis
en dicho trabajo que tales movimientos podrian ser idénticos con el llamado mo-
vimiento Browniano, aseveracién que despues justificé en un trabajo posterior
(1906) con los métodos de la mecénica estadistica. Estas ideas fueron de he-
cho las que iniciaron la llamada teoria de las fluctuaciones y por su elegancia y
simplicidad las transcribimos aqui (ver ref.(4)).

Para Einstein, el bano térmico acoje a un sistema que intercambia energia
con él, ambos con equilibrio a una temperatura T y al sistema lo caracteriza por
un conjunto de variables p,, ..., P, que en particular pueden concebirse como las
coordenadas y las velocidades de los atomos que lo componen. De acuerdo con
la mecdnica estadistica, esto es, la distribucién de Boltzmann la probabilidad
de que a un cierto tiempo ¢ estas variables tengan valores dadas en una regién
dpy,--.,dp, esta dada por,

dW = Ce B/*Tdp, .. dp, (15.32)
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donde E es la energia del sistema y claramente E = E(p; ...pp). Supongamos
ahora que a es un parametro medible del sistema cuyo valor estd asociado con
un conjunto de valores para p;...pn. Si llamamos Ada la probabilidad de que
en un instante de tiempo ¢ el pardmetro a tenga un valor entre a y a + da,
claramente,

Ada = CE~E/*Tdp, ...dp, (15.33)

(da)

donde f( dar) 5 la integral sobre todos los valores de p, . . ., pn que generan valores
de a entre a y a+da. Mas aln, supondremos que todos los valores de a ocurren
con la misma frecuencia, entonces, tienen la misma probabilidad y por lo tanto
A no depende de a.

Ahora consideremos un segundo sistema que difiera del anterior en que sobre
el actia una fuerza calculable de un potencial ®(a) que solo depende de a. La
energia de este sistema serd ahora F + ®(a) y por lo tanto el andlogo de la ec.
(15.32) sera

dW' = C'e~(E+®)/kTdy . dpy,.

Entonces, la probabilidad de que a esté en el intervalo da ser4,
Cl
dw = / Cle*dp, ...dp, = Ee-"'”’”,«mlo, = Ale ®/*Tdq (15.34)

ya que ® no depende de p; ...p,.

Si ahora suponemos que sobre el sistema actia una fuerza rectilinea, esto es,
F = —Mz entonces el cuerpo, esto es, su centro de masa ejecutard movimientos
irregulares alrededor de £ = 0 en tanto que de acuerdo a la termostética debe
permanecer en reposo en z = 0. De acuerdo con la ec.15.34

AW = A'e~ ¥ do (15.35)

es la probabilidad que a un instante cualquiera z esté entre £ y £ + dz y por lo
tanto la distancia promedio del centro de masa respecto a x = 0 ser4,

0 2 41, —Mz?/2kT Y /2
((=2))/ = Joo e 2kT— In [~ emtrmryg)
[ Ale~Mz*/2KT 4z

ng_d_l L v 1/2— £l (15.36)
M| ™M VM '

Si /(x2) debe ser observable, esto es, del orden de 107% cm a T' = 300 K, M
5 x 1078 en unidades c.g.s. El lector puede verificar que en este caso la fuerza
actuando sobre él cuando el desplazamiento es de 1 cm no debe exceder el valor
de 5 x 1076 dinas. Sin embargo este valor concuerda razonablemente con el
experimento. Para un resumen muy ilustrativo de esta confrontacién el lector
puede consultar la obra de Loeb citada en la bibliografia.
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Otra aplicacién histérica de la teoria de las fluctuaciones esta relacionada
con la conceptualizacion del fotéon como un corpusculo constituyente de la ra-
diacién electromagnética. Para ello, supongamos que el sistema inmerso en la
fuente térmica que ahora es una cavidad en equilibrio térmico a una temperatura
T, es un filtro de frecuencias, del que solo se emite radiacién contenida en un
cierto intervalo de frecuencia dv. Entonces, si Vp es el volumen de este filtro, la
energia promedio que contiene es

(E) = Vou(v, T)dv

donde u(v,T) es la densidad de energia. De acuerdo con la ec. (15.16) la fluc-
tuacién media cuadrada de dicha energia sera,

(E*(v,T)) = kT*Vpdv (%) . (15.37)

Si ahora usamos las férmulas de Rayleigh-Jeans, Wien y Planck para u(v, T')
obtenidos en el capitulo (7) vemos de inmediato que,

Cosu? (v, T)Vodv (R. J.)
(E*(v, T)) = { hvu(v, T)Vpdv (Wien) (15.38)

[hvu(v,T) + 8_’%3112 (v, T)]Vdv (Planck)

La ecuacién (15.38) es realmente un resultado sorprendente. En efecto las fluc-
tuaciones generadas por la energia si la distribucién es la de Planck son incom-
patibles con la electrodinamica clasica.

En efecto, la electrodindmica clasica conjuntamente con el principio de equi-
particion de la energia generan la distribuciéon de Rayleigh-Jeans y por lo tanto
el segundo término del paréntesis. El término hvu(v,T)V proviene de la dis-
tribucién de Wien y como ya mostramos en el capitulo (7) este corresponde
a la radiacion constituida por “cudntos puntuales” de energia hv moviendose
independientemente. Estos cudntos puntuales fueron bautizados en 1926 como
“fotones” por G. M. Lewis.

Para mayores detalles histdricos sobre el profundo significado de la ec. 15.38
el lector puede consultar la ref. (6) en la bibliografia.

Referencias

1. L. Garcia Colin; Termodindmica de Procesos Irreversibles. (Coleccién
CBI, Universidad Auténoma Metropolitana Iztapalapa México D.F.
1989)

2. F. Reif; Fundamentals of Statistical and Thermal Physics (Mc. Graw
Hill Publ. Co. Nueva York 1966) cap. 15.
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4. A. Einstein; The Theory of Brownian Movement (Dover Publications
Inc. Nueva York 1956)

5. L. Loeb; Kinetic Theory of Gases; (Mc. Graw Hill Publ. Co. 22 ed.
1934) Cap. 8 sec 88.

6. L. Garcia Colin; La Naturaleza Estadistica de la Teoria de los Cudntos
(Coleccion CBI, Universidad Auténoma Metropolitana-Iztapalapa,
México D.F. 1987) Cap. 5.

7. J. Kestin y J. R. Dorfman; A First Course in Statistical Thermodyna-
mics (Academic Press, Nueva York 1971).

Problemas

1.

Demostrar que el trabajo minimo que se requiere para producir reversible-
mente una fluctuacién en la entropia AS es precisamente el numerador del
argumento de la exponencial en la ecuacién (15.8)

Demuestre que el cuadrado de las fluctuaciones en la energia usando T'y V
como variables independientes estan dadas por

2
(AEY) = + [ng - p} TVir + CoT?
KT

donde ar y kT estan definidas en el texto.

Si 6 es el dngulo que mide la desviacién de un péndulo de longitud L y masa
m de su vertical, muestre que (%) = T'/mgL, T siendo la temperatura.

Calcular las fluctuaciones media cuadradas para los nimeros de ocupacién
de los estados cudnticos de los gases perfectos de Fermi y Bose.

. Usar la férmula candnica para las fluctuaciones para demostrar que las fluc-

tuaciones en la presion y la entropia estdn dadas por

Q(Ap, AS) = Cexp { -2;—7, (%‘;)S (Ap)? — ZC_iﬂ(AS)z}

y argumentar porque (ASAp) = 0. Encontrar ((AS)?) y ((Ap)?) y discutir
el resultado.

Determinar C en la ecuacién (15.18) y encontrar (ApAT). Discutir el re-
sultado.
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. Haga Ud. una evaluacién numérica de la ecuacién (15.31) para algiin o algu-

nos sistemas que obedezcan la estadistica de Boltzmann json los resultados
consistentes con los esperados?

De los pasos conducentes a la ecuacién (15.38).

Calcule Ud. las fluctuaciones en la magnetizaciéon 91 en un sistema para-
magnético que obedece la ecuacién de Langevin.

En base a los resultados de este capitulo ;puede Ud. dar una interpretacion
mas fisica al teorema de fluctuacién-disipacién? [c.f. Ec. (14.20)].






Termodindmica estadistica se terminé de imprimir
el 23 de enerode 1995 en Editorial Marsa, S. A. de C. V.
La edicién consta de 1 000 ejemplares






54  Capitulo 4 La distribucién de Mazwell-Boltzmann

Como ¢(z) = mgz para una particula de masa m si hacemos h, la altura de

la columna, infinita,
/ e~ MW= T
0 mg

bt

Nmg _mg:
f(2)dz =——=e w (4.20)
La ecuacién (4.20) nos da el nimero de particulas que se encuentran a una altura
z sobre el punto de referencia (¢(z = 0) = 0) entre z y z + dz. Si el gas es ideal,
el nimero de particulas por unidad de volumen que se encuentra a esta altura
es n(z) = %(,%) donde p(z) es la presién a la altura z, asi que la ecuacién (4.20)
puede reescribirse como

p(z)dz = Nmge™ 7 dz
y como para z = 0, p(0) = pp = Nmg para un drea unitaria,
p(z) = poe™ W (4.21)

que es la famosa ecuaciéon de las atmoésferas de Perrin. Esta ecuacién tiene
una componente histdrica un tanto interesante que permitié corroborar por una
parte, la distribuciéon de Boltzmann y por otra, el nimero de Avogadro. En
efecto, de la ecuacién (4.20) podemos escribir que las concentraciones relativas
de moléculas a dos alturas arbitrarias de una columna estan dadas por

n(zl) _ e—mg(zx—zz)/kT
n(zz)

con k = 1\%' Si pudiésemos realizar un experimento, dificil con un gas, pero

practicable con una suspensién sélida en un liquido (agua) a temperatura cons-
tante podriamos medir, por ejemplo, con métodos 6pticos las concentraciones
a dos alturas (z2 — 2; = h) y conocidas m, la masa de las particulas sélidas
en suspensién (jmuy homogénea!) y que ahora estaria también corregida por la
fuerza de arrastre viscoso de las esferas de la suspension en el fluido, determinar
la constante de Boltzman y de ahi Ny usando el valor de la constante universal
de los gases. Este experimento fue realizado por J. Perrin en 1908 y el valor que
encontré para Ng fue notablemente preciso. Con esta medicién pudo dar una
verificacién experimental de la distribucién de Boltzmann.

Otra comprobacién experimental de estos resultados se obtuvo a través de
experimentos realizados por Stern en Alemania para determinar directamente
f(v) dv, la distribucién de celeridades de Maxwell. El método de Stern fue
perfeccionado en 1955 por Kusch y colaboradores en los EUA dando curvas
experimentales que concuerdan completamente con las predicciones de Maxwell
y Boltzmann. Exhortamos a los lectores a consultar la literatura sobre los detalles
de estos trabajos que por razones de espacio no incluimos aqui.



4.4 Equiparticion de la energia 55

4.4 FEquiparticion de la energia

Por 1ltimo, vamos a demostrar el llamado principio de equiparticién de la energia
el cual, como apreciaremos en su momento, es un resultado estrictamente valido
para las leyes de la mecdnica clasica. Si un grado de libertad molecular contri-
buye cuadraticamente a la energia de la molécula, su contribucién a la energia
promedio de la misma es %I. Supongamos que para la i-esima molécula del sis-
tema, €(ry,...,Tf,P1,...,Ps) que dependerd de 2 f variables segin el nimero
de sus grados de libertad podemos escribir que,

€(ry,...,tf,P1,.--,Ps) =€(pj) +€(ry,...,r5,P1,...)
donde €’ ya no depende de p;; ademés, por hipétesis
32
6J(p]) o b])]

. -1 i
donde b es una constante (igual a ™,— si es la energia cinética). Entonces, por

definicién de la energia promedio de la molécula asociada a p; tenemos que:

1
(¢;) = N / dr dpe; f(r, p)
y por la ecuacién (4.2)

B J:[ drdpeje_ﬁ{(.i(pl)"’(’}
- ff dr dpe—ﬂ((j(pj)+€,}

Como todas las integrales que no contienen a p; se cancelan entre si, esta ex-
presion se reduce de inmediato a:

—Abn?

€ = fdpje Bbp,bp?dpj B _iln/‘oo e—Bbp?d .

J = —Bbp? o ) Pj
[ e PPidp,; B J-w

Llamando y = /Bp;

3 l 2 6 1
N~ ap b gy = ——— In —
(€5) 3 n\/_/ e dy n\/BI

donde I = ff; e‘byady es un nimero que no depende de (3 luego
1 kT
(e;) = B2 (4.22)

que es la afirmacién del teorema. De este resultado vemos que la energia cinética
de una molécula stempre contribuye, a la energia cinética promedio %kT, estric-
tamente desde el punto de vista de la mecanica clasica.









Este libro tiene como principal objetivo iniciar al estudiante de Ciencias o
Ingenieria en la materia de la Termodinamica Estadistica. Usando las ideas
introducidas por el gran fisico Ludwing Boltzmann hace mas de cien afnos
se establece un método muy simple para relacionar las propiedades
observables de sistemas macroscopicos como la presion, la energia interna,
la entropia, etc., en términos de las caracteristicas intrinsecas de los atomos
o moléculas que forman a dichos sistemas. El método de Boltzmann es por
necesidad un método inductivo: se parte de la informacion por definicion
incompleta que el observador posee del sistema para predecir
univocamente otras propiedades del mismo. Una limitacion de dicho
meétodo es que solo es aplicable al caso en que las particulas microscopicas
no interactuan entre si, esto es, a sistemas formados por particulas
independientes. La extension de las ideas de Boltzmann a sistemas reales,
aquellos libres de dicha restriccion, fue dada por el gran fisico
estadounidense J.W. Gibbs en 1901. Su método esta expuesto en el capitulo
9, que debe considerarse como el capitulo medular del libro. Las
aplicaciones de la teoria de Boltzmann-Gibbs incluyen gases ideales, mono
y poliatomicos, gases de Fermi-Dirac y Bose-Einstein, sélidos cristalinos,
gases imperfectos, liquidos simples, sistemas eléctricos y magnéticos,
ferromagnetismo, transiciones de fase, equilibrio quimico y teoria de
fluctuaciones. El nivel del texto es elemental, el lector puede seguir el
material si conoce bien su calculo diferencial e integral y ha tomado un
curso introductorio de fisica incluyendo algunas ideas simples de fisica
atomica.
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