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Prefacio

Para la lectura de este texto se requiere tener conocimientos de geo-
metria elemental, dlgebra bdsica, elementos de teoria de conjuntos y cal-
culo diferencial e integral.

El material puede cubrirse durante un curso trimestral intensivo, 0 en
un curso semestral.

Como se considerr que la motivacién es muy importante en el pro-
ceso de aprendizaje, los problemas se presentan primero en forma intui-
tiva, 1o que induce al cstudiante a descubrir por si mismo la probabili-
dad; enseguida estos conceptos se formalizan axiomdaticamente sin ser
extremadamente rigurosos, razén por la cual se presentan varios proble-
mas reales y se establece su modelo matemdtico. Asimismo, se proponen
algunas simulaciones simples de los mismos problemas, simulaciones que
permiten al estudiante darse cuenta de que los métodos probabilisticos si
funcionan.

En los primeros capitulos se pretende despertar la intuicion y la cu-
riosidad naturales en los estudiantes, y motivarlos a experimentar con la
probabilidad al conocer sus diferentes aspectos. Se hace una introduccién
a las ideas de la teoria de probabilidad de manera sencilla y natural con
base en muiiltiples ejemplos, formalizdndose asi los conceptos que dan
cuerpo a una teoria formal y rigurosa. El texto consta de 7 capitulos, del
0 al 6 y de dos apéndices, el A y el B.

En cl capitulo O se introducen las ideas frecuentistas de la probabilidad
y, con base en problemas reales, se muestra su aplicabilidad. En este
capitulo se propone la ejecucién de varios experimentos que al realizarse
“prueban” que las ideas de probabilidad realmente “funcionan”.

En el capitulo 1 se definen los conceptos bdsicos y se establecen los
supuestos en los que descansa la teoria de la probabilidad, todo esto con
base en ejemplos sencillos. En este capitulo se proporcionan algunos
métodos de conteo, necesarios para obtener el célculo de la probabilidad
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Prefacio

para determinados eventos. Como una aplicacién de los métodos de con-
teo, se presentan las estadisticas de Maxwell-Bolzman y de Fermi-Dirac.

En el capitulo 2 se presentan los conceptos de independencia estadis-
tica y de probabilidad condicional. Como aplicacién se revisa la proba-
bilidad de las causas conociendo los efectos, al estudiar el teorema de
Bayes.

En el capitulo 3 se desarrolla el tema de variables aleatorias. Se
presenta su definici6n y su clasificacién endiscretas y continuas. Ademds,
se definen los conceptos de funcién de densidad y funcién de distribucién.

En el capitulo 4 se estudia el tema de esperanza matemdtica. Como
ejemplo se resuelve el problema de mayores y menores, un problema de
tanques de guerra y otro de mantenimiento, reparacién y reemplazo de
equipo.

En el capitulo 5 se presentan algunas de las funciones de distribucién
mds comunes. Para cada una de ellas se calculan la media, la varianza y
la funcién generatriz de momentos.

En el capitulo 6, se desarrollan cuatro temas de suma importancia
para vincular la teoria de la probabilidad con la teoria de la estadistica:
el teorema central del limite, base indiscutible de muchas de las aplica-
ciones estadisticas; la estimacién de pardmetros por el método de minimos
cuadrados; latabla de numeros aleatorios, herramienta esencial en la teoria
del muestreo; y las caminatas aleatorias, de gran aplicaci6n al modelar
algunos fenémenos fisicos.

En el apéndice A se presentan tres tablas: la tabla de la distribucién
binomial, 1a de la distribucién normal y la de nimeros aleatorios.

En el apéndice B se presentan las soluciones a todos los ejercicios
propuestos. En la mayoria de los casos, se dan las soluciones con todo
detalle.

Finalmente, deseamos expresar que entregamos un libro del cual es-
peramos que los lectores compartan con nosotros la opinién de que es util
y fécil de leer.

Los autores

14



CAPITULO 0

Introduccion

... y Dios no se pone a jugar
a los dados . ..

Albert Einstein

La curiosidad por conocer la tendencia de los resultados al tirar un par
de dados, o para determinar cudl es el resultado mds factible en un juego de
cartas, despert§ el interés por estudiar los modelos frecuentistas; asf, se
puede decir que la génesis de la probabilidad, como ciencia estable-
cida, se encuentra en los juegos de azar. Pero lejos de estcs frivolos
inicios, la probabilidad tiene la enorme cualidad de representar adecuada-
mente la realidad de muchos procesos sociales y naturales, y, por lo tanto,
su conocimiento permite comprender y predecir mucho mejor el mundo
en el que vivimos.

Un ejemplo claro de c6mo la teoria de las probabilidades ordena y
explica lo que se observa en la naturaleza, se tiene en las leyes de la
herencia, postuladas por Gregorio Mendel.

Mendel', cientifico y monje austriaco (1822-1884), descubri6, me-
diante cuidadosos y pacientes experimentos, la regularidad frecuentista
con que se presentan ciertas caracteristicas en las diferentes generaciones
de seres vivos. Sus experimentos con chicharos muestran que para mo-
delar en forma adecuada la naturaleza, se requiere tener un minimo cono-
cimiento sobre el tema y cuantificar correctamente los hechos.

Para explicar lo dicho describiremes uno de los descubrimientos de
Correns,? seguidor de Mendel.

'Ruth Moore y los editores de Life en Espafiol: 1967, Evolucién, Coleccién de la
Naturaleza de Life, México.

2G. Polya. 1966. Matemdticas y razonamiento plausible. Madrid, Tecnos.
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0. Introduccién

Correns utiliz6 dos plantas intimamente relacionadas (especies dife-
rentes del mismo género): una tiene flores blancas O y la otra, flores

r0jo OScuro . . Lasplantasestdn tan prximas que la una puede fertilizar
a la otra. Las semillas que resultan de tal cruce dan plantas hibridas de

carécter intermedio: las hibridas tienen flores rosas @

Si se permite la fertilizacién entre estas plantas hibridas, las semillas
resultantes dela tercera generacién son de las tres clases: plantas con flores
blancas, rosas y rojas. La figura (0.1) representa en forma esquematica la
relacién entre las tres generaciones.

N

O ® @ 37 generaci6n

1¢ generacioén

2% generacion

FIGURA 0.1 Tres generaciones en un experimento mendeliano.

El rasgo mds significativo del experimento es la proporcién numérica
enque se producen las tres clases de plantasde latercera generacién. En el
experimento descrito se observaron 564 plantas de la tercera generacion;
entre éstas, 141 tenian flores blancas, 132 flores rojas y 291 flores rosas.

Una simple inspecciénnuméricamuestra la razon entre las frecuencias
observadas:

141 : 291 : 132 es practicamente 1:2: 1.

Esta sencilla proporcién invita a una explicacién sencilla.
El experimento empez6 con el cruce de un par de plantas. Todas las
plantas con flores surgen de la unién de dos células reproductivas (un 6vulo

16
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0. Introduccién

y un grano de polen). Los hibridos de flores rosas de la segunda generacién
surgen de dos células reproductivas de extraccién diferente. Puesto que
las plantas de flores rosas de la tercera generaci6n son semejantes a las
de la segunda generacién, es natural asumir que han sido engendradas de
manera semejante por dos células reproductivas de clase diferente (RB).
Mientras que las plantas de flores blancas y las de flores rojas han sido
reproducidas por células semejantes (RR) y (BB). El cuadro de la figura
0.2ilustramejorel porqué de larazén numérica (o proporcién constante)
entre las diferentes clases de plantas.

clase de 6vulo

“R__B O‘@
clase RRR.RB@I @

de

polen BBR@BBO 1:2:1

FIGURA 0.2 Posibles combinaciones entre 6vulos y granos
de polen.

La mitad de los granos de polen y la mitad de los 6vulos producidos
por las flores hibridas de la segunda generacion son de la clase ‘E; la

otra mitad son de la clase .
Al efectuarse la combinacién:

| 6vulo_|—| grano de polen J

las combinaciones| RR |,| RB|,| BR |y| BB | tienen la misma oportunidad de
formarse. Este hecho explica la regularidad numérica en los experimentos
mendelianos.

En el caso de los experimentos de Mendel, primero se observé la
regularidad numérica y después pudo ser explicada por medio de un mo-
delo probabilistico plenamente identificado y basado en los conocimientos
actuales sobre la meiosis de las células reproductivas.

Pero no siempre se puede conocer el modelo probabilistico que rige
al fenémeno observado; sin embargo, se puede confiar en que al realizar

17



0. Introduccién

una serie de experimentos aleatorios, el modelo probabilistico se verd
reflejado, de cierta manera, en los resultados observados. Esto permite
predecir y estimar los valores de algunas constantes desconocidas. Esta
es una aplicacién de la probabilidad que se desarrolla plenamente en la
teoria de la estadistica.

Un ejemplo de c6mo utilizar la regularidad frecuentista en la solucién
de problemas se tiene en el método de muestreo conocido como “captura
y recaptura”, el cual se utiliza para predecir el tamafio de una poblacién
animal. A continuacién se analiza el ejemplo de prediccién del nimero
de carpas adultas que habitan en un lago; esto es muy itil para determinar
si se levanta o no el estado de veda.

El método de captura y recaptura consta de los siguientes pasos:

1. Se considera que el niimero de peces en el lago es N, un pardmetro
desconocido.

2. En una primera etapa de captura, se extraen M carpas (M < N);
éstas se sefialan con una marca indeleble y se regresan al lago.
Desde ese momento, en el lago existen dos tipos de carpas, las
marcadas con lasefial (M carpas) y las nomarcadas (N — M carpas).

3. En unasegundaetapade captura, se extraen n carpas y se encuentra
que m de ellas estdn marcadas.

4. Considerando la existencia de una regularidad frecuentista, puede
pensarse que larazén n : m en la muestra es casi la misma que la
razén N : M en la poblacién; esta relacién se puede escribir como
la proporcién

il

r’

n
m

X[ =

lo cual implica que
nM
N~
m
Entonces, el nimero ﬂmﬁ es un valor que se puede utilizar para estimar el
pardmetro desconocido N, y es una variable afectada por el azar, el azar al
elegir la segunda muestra. Para diferenciar el pardmetro de su estimador,

se acostumbradesignar al estimador con la misma letra que el pardmetro,
pero coronada por un ‘“gorrito” (acento circunflejo).

Ejemplo: N = f% es un estimador de N.

18



Ejercicios

Descubrir las proporciones constantes, si bien no viene a confirmar que Dios
si juega a los dados, al menos da evidencia de que Dios utiliza los modelos
probabilisticos para poner el orden en ia naturaleza.

Laestimacién propuesta estd respaldada inicamente por la suposicién
de que la proporcién de peces marcados en el lago se verd reflejada en la
muestra. El valor estimado N no necesariamente coincide con el valor
del pardmetro N. Existe cierta incertidumbre en el valor de N , ¥ la
probabilidad es una herramienta para medir esta incertidumbre.

Laregularidad numérica ejemplificada en los experimentos de Mendel
y utilizada en el método de “‘captura y recaptura”, muestra que la teoria
de las probabilidades sirve para describir el comportamiento de un gran
nimero de fenémenos: desde casos tan simples y mundanos como los
juegos de azar, hasta casos complejos y de gran utilidad cientifica y
tecnolégica como conocer el estade de las particulas atémicas y sub-
atémicas de la materia. Es aqui donde radica la importancia de la teoria
de la probabilidad y es lo que motiva su estudio. Conocer los fundamen-
tos de la teorfa de la probabilidad permite entender mejor los fenémenos
aleatorios y asi aprovechar mejor sus caracteristicas.

Ejercicios
EJERCICIO 0.1 (Simulacién del método de captura y recaptura). En
una caja se colocan 10 frijoles negros que representan los peces mar-
cados (M = 10), y varios frijoles bayos que representan los peces no

marcados.
Realice 15 veces el siguiente proceso:

1. Saque al azar 12 frijoles de la caja (n = 12).

2. Cuente el nimero de frijoles negros en la muestra, llama m a ese
nimero y devuelva los frijoles a la caja.

3. Calcule el estimador del total de frijoles en la caja, mediante la
relacién

nM  (12)(10)

m m

NN

4. Registre el resultado.

Cuente los frijoles de la caja; ;qué tan bien estimé el nimero con cada
una de las 15 muestras?

19



0. Introduccién

Obtenga el promedio de las 15 estimaciones; ;jqué tanto se acerca el
promedio al nimero real de frijoles en la caja?

EjErcicio 0.2. Enunacajasecolocan 10 frijoles negros que represen-
tan los peces marcados (M = 10), y varios frijoles bayos que representan
los peces no marcados. Use la misma caja del ejemplo anterior.

Realice 15 veces el siguiente proceso:

1. Saque al azar los frijoles de la caja, en forma sucesiva. El proceso
se detiene cuando se obtiene el segundo frijol negro en la muestra
(k =2).
2. Cuente el nimero de frijoles que sac6, llame n a ese numero y
devuelva los frijoles a la caja.
3. Calcule el estimador del total de frijoles en la caja, mediante la
relacifn:
- 1 -2
~ (n k),((M+ )+M= (n ):(210+1)+
4. Registre el resultado.

Cuente los frijoles de la caja; ;qué tan bien estim6 el nimero total de
frijoles con cada una de las 15 muestras?

Obtenga el promedio de las 15 estimaciones; ;qué tanto se acerca el
promedio al nimero total de frijoles en la caja?

¢Cudl cree que sea el mejor método de estimaci6n para N: el del
ejercicio 0.1 o el del ejercicio 0.27

10.

EjeErcicio 0.3. Realice 20 veces el experimento de lanzar dos mone-
das al aire. Cuente el nimero de veces que salieron dos dguilas, un dguila
y cero 4guilas.

¢La razén es aproximadamente 1:2:17?, jpor qué?

EJERCICIO 0.4 (Adivina el nimero). Pida a un compaiiero que recor-
te varios papelitos y que los numere sucesivamente desde el 1 hasta un
numero que elija, sin que te diga cudl es. Luego digale que doble los
papelitos, que los ponga en una caja y que se los pase. Revuelva bien
los papelitos, escoja 5, desd6blelos y anote los nimeros escritos en ellos.
¢Cudl es el minimo valor en su muestra de S papelitos?, ;cudl es el mdximo
valor? Calcule un estimador del nimero total de papelitos que le pasaron
con la relacién: N; = mdx + min—1. Calcule otro estimador con la
relacién N, = 2 maéx ;Qué tanto se acerc al nimero real? ;Por qué cree
que funciona esto?

20



Ejercicios

Este método de estimacién se puede usar para predecir el nimero de
tanques que tiene un ejército enemigo, si los tanques estdn numerados del
1 al N y la oportunidad de ver cada tanque es la misma (ver seccién 4.4.1).
¢En qué otro problema lo aplicaria?

Esercicio 0.5 (Simulacién del experimento de Mendel). Coloque en
dos cajas el mismo numero (el que usted desee) de frijoles bayos y de fri-
joles negros (p. €j.: caja 1, 30 frijoles bayos y 30 frijoles negros; caja 2,
50 frijoles bayos y SO frijoles negros). Los frijoles de la primera caja re-
presentan los 6vulos de una flor hibrida; los frijoles de la segunda caja
representan los granos de polen. Los frijoles negros corresponden a la ca-
racteristica: flor roja; los frijoles bayos corresponden a la caracteristica:
florblanca. Revuelvabienlosfrijoles y saque simultdneamente un frijol de
cada caja. Repita el experimento 40 veces y anote el nimero de veces que

se dio la combinacién: | bayo, bayo |, | negro, bayo o[ negro, negro j
Observe que la raz6n es casi igual a| 1:2:1 ]

Esercicio 0.6. Las caracteristicas estudiadas por Mendel en las plan-
tas de chicharo presentaban dos rasgos: uno dominante (D) y el otro
recesivo (r). El rasgo dominante siempre se manifiesta en las plantas que
lo tienen, y el rasgo recesivo se manifiesta en las plantas s6lo en ausencia
del rasgo dominante. Si una planta tiene una de las combinaciones DD,
Dr, 1D, el rasgo que presentard serd el D. Si la planta tiene 1a combinacién
T, presentard el rasgo r. Considere dos de las caracteristicas estudiadas
por Mendel en las plantas de chicharo: la textura de la semilla madura
(lisa (D), arrugada (r)) y el color del interior de la fruta madura (amarilla
(D) y verde (r)). Las posibles combinaciones de las semillas de chicharo
en la tercera generacién se presentan en la siguiente tabla, donde la textura
lisa se representa con un circulo, la textura arrugada con un évalo, el color
amarillo en blanco y el color verde con un pequeiio circulo negro.

TEXTURA
Liso (L) Arrugado (a)

Amarillo (A) O O
Verde (v) @ @

21
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0. Introduccién

(a) Complete la tabla siguiente, que muestra todas las posibles combina-
ciones de las dos caracteristicas.
Las letras en la tabla tienen el siguiente significado: A = amarillo,
v = verde, L = lisa, a = arrugada.
clase de 6vulo

-

L-A L-v a-A a-v

LLAAO LLAVO La-AAQ La—AvO

LLAv

clase L-v @

polen a-A LaAA

O

O

(b) Una vez que la tabla esté completa, escriba la raz6n que existe entre
los individuos con las siguientes caracteristicas:

L-A:L-v: a-A: a-v.
(c) De 1600 plantas de la tercera generacién, jen cudntas se “‘esperaria”
que sus semillas maduras fueran

O amarilla-lisa?

O amarilla-arrugada?

@ verde-lisa?

@ verde-arrugada?

22



CAPITULO 1

Conceptos basicos

No todo es predecible.
No todo es impredecible.

1. Modelos deterministas y modelos aleatorios

Para entender mejor su materia de estudio y poder resolver 1os proble-
mas que se les presentan, los investigadores de las ciencias naturales y
de las ciencias sociales recurren a modelos. Modelos que pueden ser
deterministas o aleatorios (no deterministas).

Se entenderdn mejor las caracteristicas de estos dos tipos de modelos
durante el desarrollo de los dos siguientes ejemplos.

1.1 Atencién en una fila de espera

1.1.1 Una cola determinista. Se estudia una cola de espera, la cola
tiene una fila de clientes que pasan a través de un mostrador de servicio
unico. Las condiciones del servicio son:

1. Modelo de llegadas. Los clientes llegan a intervalos de tiempo
regulares; cada intervalo es de “a” unidades de amplitud.

2. Modelo de servicio. Los clientes son servidos a intervalos de
tiempo regulares, cada uno de “b” unidades de tiempo. Tan pronto
como se termina de atender a un cliente, el s1gu1ente se dirige al
mostrador y comienza su Servicio.

3. Disciplina de la cola. “El primero en llegar es el primero en ser
servido”. Es decir, los clientes esperan en fila y al quedarse libre
el mostrador, se sirve al cliente que mds tiempo haya esperado.

El diagrama de la figura 1.1 describe 1a dindmica de este proceso.
Se pueden dar tres casos posibles en el comportamiento de esta cola:

(1)b>a, )b =a, B)b<a.
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1. Conceptos basicos

: Mostrador _
Clientes de servicio Clientes
que llegan que se van
OEEORNO) & O
Filade |
Cliente que esté
a a espera | siendo atendido bl b' b
COLA |
I

FIGURA 1.1 Dindmica de unafila de espera determinista.

El andlisis de cada caso es:

1. Esto significa que antes de que un cliente termine de ser
atendido, ya llegé un nuevo cliente. En este caso, es claro que
la cola se forma y se va incrementando indefinidamente conforme

pasa el tiempo.

2.|\b=a |: Sino hay nadieenla cola en el inicio del procedimiento, el
servicio del primer cliente se iniciard cuando éste llegue; el servicio
terminard cuando llegue el siguiente cliente, y asi ningin cliente
tendrd que esperar. Si ya hay clientes en la cola cuando se inicia
el servicio, cada cliente tiene que esperar el mismo tiempo en ser
atendido.

3. Esto significa que el servicio termina antes de que llegue
un nuevo cliente. En este caso, la cola ird disminuyendo hasta
llegar a la situacién en que el servicio espere las llegadas de los
clientes.

Este modelo es determinista porque una vez que se conoce el nimero

de clientes en la cola y los valores de las constantes a y b, se pueden
determinar con toda exactitud las condiciones de la cola en cualquier
momento. Este modelo es s6lo una aproximacién poco representativa de
la dindmica del proceso, porque la llegada de los clientes y la duraci6n del
servicio no siempre ocurren en tiempos igualmente espaciados. Posible-
mente el modelo representa bien la dindmica en una linea de produccién
automatizada (o robotizada), donde los tiempos de llegada y salida de los
clientes pueden controlarse.
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1. Modelos deterministas y modelos aleatorios

Por lo general, los tiempos de llegada y de atencién a los clientes
presentan variaciones azarosas, por 1o que seria més realista considerar
un modelo que contemplara esta variacién no determinista.

1

.1.2 Una cola no determinista o aleatoria. Un modelo simple, no

determinista o aleatorio para el mismo proceso de espera en una fila de
servicio, es el siguiente:

1.

Modelo de llegadas. Los clientes llegan a intervalos de tiempo
de longitud variable, pero en unidades de tiempo discretas “a;”
(a,- € {1,2,3,... })

. Modelo de servicio. Los clientes son servidos, uno cada vez,
a intervalos de tiempo variable, también en unidades de tiempo
discretas “b;”. Tan pronto como se termina de atender a un cliente,
el siguiente se dirige al mostrador y comienza su servicio.

. Disciplina de la cola. “El primero en llegar es el primero en ser
servido”; es decir, los clientes esperan en fila y al quedar libre el
mostrador, se sirve al cliente que mds tiempo haya esperado.

. Se ha observado que los clientes tardan en llegar a; unidades de
tiempo con una frecuencia dada por p,,; y un cliente es atendido
en b; unidades de tiempo con una frecuencia igual a g,,.

. El tiempo entre una llegada, o una salida, no depende de las otras

llegadas o de las otras salidas.

El diagrama de'la figura 1.2 describe la dindmica de este proceso.

) Mostrador )
Clientes de servicio Clientes

que llegan que se van
ONONO) IIlIlIZI:I
Fila de

Q.+ G €spera  lgiendo atendido by' by ' b

1'Cliente que estd

COLA N
1

FIGURA 1.2 Dindmica de una fila de espera aleatoria.

En este modelo, no se sabe con exactitud en qué tiempo van a llegar
los clientes; tampoco se sabe cuédnto durard un servicio. Por lo tanto, no
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1. Conceptos bésicos

se puede determinar con exactitud cudntos clientes estardn en la fila de
espera en un tiempo determinado. Sinembargo, con base en laregularidad
frecuentista es posible determinar su tendencia promedio en la dindmica
de la cola.

Un fenémeno es determinista cuando es posible predecir su resultado. Por
ejemplo: al lanzar una moneda al aire, se sabe sin lugar a dudas que ésta
tiene que caer.

1.2 Produccién de fruta en una huerta

1.2.1 Casodeterminista. Se estudialaproduccién anual de unahuerta
en funcién del nimero de drboles sembrados en ella. Las condiciones de
produccién son:

1. Condiciones iniciales. En la huerta hay 100 drboles cuya produc-
ci6n unitaria es de “a” kg de fruta al afio.

2. Condiciones por cada nuevo arbol sembrado. Por cada nuevo
arbol que se siembre, la produccién total del huerto tendré un con-
tribuyente mds, pero la competencia por los nutrientes del suelo
serd mayor, por lo que la produccién de cada 4rbol disminuird en
“b” kg.

En la tabla 1.1 se describe la dindmica de la produccién de la huerta,

en funcién de cada 4rbol adicionalmente sembrado.

TABLA 1.1 Produccién de la huerta en funcién de los dr-
boles sembrados.

Numero de arboles | Produccién Produccién
en la huerta de cada arbol de la huerta
100 a 100a
101 a-b»b 101(a — b)
102 a—-2b 102(a — 2b)
103 a-3b 103(a — 3b)
100 + x a—xb (100 + x)(a — xb)
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1. Modelos deterministas y modelos aleatorios

Si la variable x representa al nimero de drboles adicionalmente sem-
brados, entonces la funcién

f(x) = (100 + x)(a — bx)

describe la produccién anual de la huerta en términos del nimero de
drboles que se siembren. La produccién 6ptima del huerto se alcanza
cuando x es igual a xo, donde

_a—100b

“0 25

Observe que la grificade f(x) es una pardbola que se abre hacia abajo, y
entonces tiene un valor maximo. El punto donde se alcanza el valor mdximo

se encuentra con célculo diferencial: f'(x) = (a —100b) —2bx,y f'(x) =0

a — 100b
cuando xy = 2

Hay tres casos posibles para el valor de xo:
(1) xo >0, (2) xo =0, (3) xo < 0.
El andlisis de cada caso es:

1. (x>0 I: La produccién del huerto puede aumentarse si se siem-

bran hasta x, nuevos 4rboles; después de esto, la produccién co-
mienza a descender.

2, m Ya se tiene el numero adecuado de 4rboles para tener
una produccién méxima en la huerta.

3.| xo <0 [: La produccién se puede aumentar eliminando x, 4r-

boles del huerto.

El modelo descrito es determinista porque una vez que se conocen los
valores de a y de b, se puede decir con toda seguridad cudl es la situaci6n
de la produccién del huerto. Es decir, se tienen los elementos para tomar
acciones tendientes a aumentar la produccién.

Un fenémeno es aleatorio si se conocen todos los posibles resultados, pero
no se puede decir con seguridad cudl de ellos ocurrird en un caso particular.
Ejemplo: al tirar un dado se sabe que podemos observar cualquiera de los
nimeros 1, 2, 3,4, S 0 6, pero no se sabe cuédl de ellos es el que veremos.

1.2.2 Caso aleatorio. Un modelo aleatorio considera que la produc-
cién por 4rbol no es constante, sino que varia de un 4rbol a otro, y que la
produccién de un mismo 4rbol varia de un afio a otro.
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1. Conceptos bésicos

S

e

Xop > 0

Xop Xop
Xop = Oy

Xop

xap<0

FIGURA 1.3 Produccién de la huerta en funcién de los

drboles sembrados en ella.

Enseguida se describe un modelo aleatorio para el mismo fenémeno:

1. Condiciones iniciales. Hay 100 drboles en la huerta.
2. Condiciones de produccién por arbol. La produccién de cada
arbol varia de un 4rbol a otro y de un afio a otro, alrededor de un
valor promedio a. Los posibles valores de la produccién de la fruta
por arbol y sus frecuencias observadas se presentan en la tabla 1.2.

TABLA 1.2 Produccién de fruta por drbol.

Posible produccién por
arbol, en kg. ay | a | a3 a,
Frecuencia con que se da
esta produccién. pu | Pz | P Din

3. Condiciones de cambio en la produccion. Cada nuevo 4rbol que
se siembra en la huerta afecta la produccién de los otros arboles.
Sin embargo, la variacién no es constante; depende del azar, pero
se encuentra alrededor de un valor promedio 4. La cantidad en la
que puede disminuir la produccién de cada érbol se describe en la

tabla 1.3.

La produccién total del huerto, descrita con este modelo, no es una
cantidad constante, sino una cantidad aleatoria que se encuentra en un
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1. Modelos deterministas y modelos aleatorios

TABLA 1.3 Cambio en la produccién de fruta por drbol sembrado.

Disminucién en la
produccién por cada

nuevo arbol sembrado,enkg. || by | b, | by | ... | bm
Frecuencia con que se presenta
esta disminucién. pal|P2|pal.-- | Pam

rango bien determinado alrededor de la funcién cuadrética
f(x) = (100 + x)(a — bx).

Esto es, se conocen los posibles valores de la produccién, pero no se sabe
con certeza cudl va a ser la produccién en un afio determinado.

La gréfica siguiente describe la posible regién para la produccién de
la huerta, de acuerdo con el modelo aleatorio descrito.

Iy
|l"”| ?“”'h
o

o
]

I |
Xop

FIGURA 1.4 La regién sombreada corresponde a los posi-
bles valores de la produccion de la huerta, en términos de
los drboles sembrados.

La probabilidad se puede entender, en este momento, como una frecuencia
relamva.
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1. Conceptos basicos

Ejercicios

EJERcICIO 1.1 (Modelo de separaci6n de materiales). En una cdmara
hay dos solventes (s, y 52, respectivamente) separados por una membrana
semipermeable, que no permite la mezcla de los dos solventes. En los
solventes se diluye un litro de soluto, el cual puede traspasar la membrana
en cualquier direccién, quedando diluido siempre en una misma propor-
cién en ambos solventes: en el solvente 1, un 60 por ciento del soluto, y
en el solvente 2, un 40 por ciento del mismo. Una vez que el proceso de
separacién ha terminado, se vacia el contenedor que tiene el solvente 1y
se llena de nuevo con solvente 1, limpio. El soluto que est4 en el solvente
2 se vuelve a separar siempre en la misma proporcién. Escriba un modelo
determinista y uno aleatorio para describir cuatro etapas de este proceso
de separacion.

EJERCICIO 1.2 (Eleccién de un nimero aleatorio). Tome un l4piz y
realice el siguiente experimento.

1. Dibuje 20 rayas una después de otra.

2. Escriba 20 digitos (nimeros enteros entre 0 y 9) aleatoriamente
sobre las rayas.

3. En la lista que escribi6 revise cudntas veces aparece el 0, cuédntas
aparece el 1, etc.

Si la lista es aleatoria, se esperaria tener dos ebservaciones de

cada digito. ;Por qué? ;Los resultados respaldan esta suposicién?

4. Revise sien su lista de datos aparece alguna sucesién de dos 0 més
digitos varias veces, por ejemplo: en la lista

3,5,9,8,7,4335,91,7,43,8,3...

aparecen las series 3,5,9y 7, 4, 3 dos veces:
—N— ——
3,59,87433591,7,438,3....
SN—— S——"

La existencia de repeticién de una misma sucesién de nimeros
indica que los nimeros no se generaron por un proceso aleatorio.

Esto muestraque nosotros no somos buenos para generar nime-
ros al azar. Para tener una serie de 20 digitos al azar es conveniente
usar papelitos numerados del cero al nueve, para hacer la eleccion.

EJERcICIO 1.3. En cada uno de los siguientes casos, indique si el re-
sultado es determinista o aleatorio.
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2. Espacio de probabilidades

(a) El tiempo de espera en la parada del autobuis.

(b) El resultado observado al abrir el grifo de agua.

(c) El resultado observado al lanzar un dado.

(d) El tiempo de espera para que entre una llamada telefénica.

EJERCICIO 1.4. Dé€ tres ejemplos cuyos resultados sean deterministas
y tres con resultados aleatorios.

EJERCICIO 1.5. Describa un modelo determinista y un modelo alea-
torio de las llegadas del metro, por espacio de una hora en una estacién
determinada.

2. Espacio de probabilidades

La caracteristica comin de los fenémenos que estudia la probabilidad es
que en ellos se puede observar la ocurrencia de “algo”: al lanzar una
moneda se observa si cay6 “dguila” o cay6 “sol”’; al sembrar una semilla
se observa si €sta germina o no germina; al obtener una muestra de 20
peces, se observa cudntos estdn marcados, etc.

En este contexto, experimentar equivale a observar.

En general, los fendmenos estudiados por la probabilidad tienen las
siguientes caracteristicas:

1. Se conocen todos los posibles resultados antes de realizarse el ex-
perimento.

2. No se sabe cudl de los posibles resultados se obtendrd en un expe-
rimento en particular.

3. El experimento puede repetirse.

Al modelar un fenémeno, primero se describe el experimento, luego
se identifican todos sus posibles resultados y finalmente se encuentra la
probabilidad asociada a cada resultado.

La probabilidad es una medida de la posibilidad de ocurrencia que tiene cada
uno de los resultados de un experimento.

Para ejemplificar los conceptos de la teoria de probabilidades, se
analizard el caso de una rifa.

Suponga que larifa tiene un inico premio y 100 boletos disponibles. El
nimero premiado se selecciona mediante un proceso al azar que garantiza
igualdad de oportunidades para todos los nimeros participantes.
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1. Conceptos bésicos

El experimento consiste en elegir al azar un nimero entre 1 y 100.

En este ejemplo se van a diferenciar dos aspectos fundamentales de un
fen6meno aleatorio: el aspecto cualitativo y el aspecto cuantitativo. De
su correcta diferenciaci6n y utilizacién depende en gran medida el éxito
que obtengamos.

Aspecto cualitativo de la rifa

e El nimero premiado puede estar entre el 1 y el 100.

e Se puede participar con uno o mds boletos; por ejemplo, el con-
junto {18, 27, 56} significa que se participa con tres boletos cuyos
nimeros son los indicados.

e Se gana de manera segura cuando se compran todos los boletos.

Aspecto cuantitativo de la rifa

e Como el boleto premiado se elige mediante un proceso al azar
(aleatorio) que da la misma oportunidad a todos los nimeros del 1
al 100, la probabilidad de ganar con el boleto nimero 1 es igual a
la probabilidad de ganar con cualquiera de los otros boletos.

e Una persona con dos boletos tendrd doble oportunidad de ganar
que con s6lo uno; y en general, con mds boletos se tendrd, propor-
cionalmente, mayor oportunidad de ganar.

e Una medida de la posibilidad de ganar en la rifa es igual a la pro-
porcién de boletos que se tiene; esta medida se 1lama probabilidad.
Asi, la probabilidad de ganar con un boleto esiguala 1/100 = 0.01,
la probabilidad de ganar con dos boletos es 2/100 = 0.02, etc.

Con base en este ejemplo, se pueden establecer los fundamentos de la
teoria de probabilidades.

DEFINICION 1.1. Se llama espacio muestral de un experimento al
conjunto de todos los posibles resultados, y se denota con laletra griega ().

En el ejemplo de la rifa, el espacio muestral es el conjunto
Q=1{1,23,...,100}.

Se debe puntualizar que enel desarrollo de la teoria de probabilidades
se usan las nociones y la notacién de la teoria de conjuntos. En este
sentido, el espacio muestral equivale al conjunto universal.

DEFINICION 1.2. Un evento es un subconjunto del espacio muestral.
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2. Espacio de probabilidades

La proposicién inversa es falsa, ya que no todo subconjunto del espacio
muestral es un evento.

Los eventos se denotan, generalmente, con las letras maytsculas del
alfabeto, y para establecer las relaciones entre ellos se utiliza la misma
notacién que en la teoria de conjuntos.

Los siguientes son tres eventos relacionados con la rifa:

E,={4}, A={813,44} y
C = {x | x es un nimero par < 100}.

Los eventos pueden combinarse para dar lugar a nuevos eventos. Por
ejemplo: si A y B son dos eventos, entonces:

e ANB es la ocurrencia simultdnea de los dos eventos.

e AUB es la ocurrencia de al menos uno de los dos eventos.
e A-B ocurre A, pero no ocurre B.

o A€ no ocurre el evento A.

En este contexto, se dice que un evento ocurre cuando alguno de
los elementos que lo conforman ocurre; por ejemplo, en la rifa el evento
A = {8, 13, 44} ocurre cuando el niimero premiado es cualquiera de estos
tres nimeros: 8, 13 0 44.

EsEMpLO 1.1. Deunaurna que contiene 10 bolas rojas y 5 bolas negras
se extraen sin reemplazo dos bolas al azar. A es el evento: la primera bola
es negra, y B es el evento: la segunda bola es roja. Observe cémo se
describen los siguientes eventos.

e AN B La primera bola es negra y la segunda bola es roja.
ANB={(nr)}

e AU B La primera bola es negra y/o la segunda bola es roja.

AUB = {(n,n),(n,r),r)}

e B — A La segunda bola es roja y la primera bola no es negra.
B—A={rn)}

e A¢Laprimera bola no es negra.

A ={@rn),r)}

DEFINICION 1.3. Un evento elemental es aquel que no puede subdi-
vidirse en eventos mds simples.
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1. Conceptos bésicos

En el caso de la rifa, los eventos elementales estdn formados por un
solo nimero y son:

E,={1}, E;={2}, Es={3}, E¢={4},..., Exco = {100}.

DEFINICION 1.4. Sellama evento seguroalevento que siempre ocurre.
El evento seguro es igual a ().

Cuando se compran todos los boletos de la rifa, se participa con el
evento seguro.

El complemento del evento seguro es el evento imposible, cuya defini-
cifn es:

DEFINICION 1.5. Se llama evento imposible al evento que no puede
ocurrir, y se denota con el simbolo del conjunto vacio: &.

En el caso de la rifa, no se puede ganar si no se tiene ningun boleto,
asi que el evento imposible es ganar sin tener boleto.

O

Eventos ajenos o mutuamente excluyentes AN B = &

DEFINICION 1.6. Dos eventos son mutuamente excluyentes (0 ajenos)
s1 la ocurrencia de uno de ellos imposibilita la ocurrencia del otro. Esto
es: dos eventos A y B son mutuamente excluyentes; si es imposible que
los dos ocurran en forma simultdnea, esto implicaque AN B = @.

En este sentido, los nimeros de la rifa forman eventos mutuamente
excluyentes, porque al salir premiado un nimero excluye la posibilidad
de que otro nimero sea premiado.

EJEMPLO 1.2. Los articulos provenientes de una linea de produccién
se clasifican como defectuosos (d) y buenos (b). En un dia cualquiera se
prueban los articulos como van saliendo de la linea de produccién; el pro-
ceso se detiene al encontrar el primer articulo defectuoso o al inspeccionar
5 articulos, lo que ocurra primero.
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2. Espacio de probabilidades

Los posibles resultados de este experimento se denotan usando un
sistema de coordenadas, y cada coordenada indicalacondiciéndel articulo
inspeccionado en el orden predeterminado; por ejemplo, el vector (b, b, d)
significa que el primer articulo observado fue bueno, el segundo bueno y
el tercero defectuoso. Entonces, el espacio muestral del experimento es

Q= {(d), (b,d), (b b, d),(bbbd), (bbb bd),(bbbb,b)}.

Observe c6mo se describen los siguientes eventos:

e A: se detiene en el tercer intento: A = {(b, b, d)}.
e B: no sedetiene antes del tercer intento:

B ={(b,b,d), (bbb, d),(b,b,b,b,d),(bb,b,b,b)}.
e C: el tercer articulo es bueno:

C ={(b,b,b,d), (bbb b,d), (bbb, b)}.

EJEMpPLO 1.3. En determinado momento (a las X horas) dentro de un
periodo de 24 horas, un interruptor se pone en posicién de “encendido’;
posteriormente, en otro momento (a las Y horas, en el mismo periodo de
24 horas), el interruptor se pone en posicién de “apagado’.

e Elespaciomuestral de este experimento es el par ordenado (X, Y)
tal que
0< X <Y <24

y se puede representar mediante la grafica dada por la figura 1.5:
Oseaque 1={(X,Y)|0< X <Y <24}

Y
T

X

24

FIGURA 1.5 Espacio muestral del ejemplo 1. 14.
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Y Jr
24

24

FIiGURA 1.6

Los siguientes son algunos eventos de este espacio muestral. Observa
c6mo se describen y cémo es su gréfica.

e A : Elcircuito dura funcionando a lo sumo una hora.
El tiempo que dura funcionando el circuito es igual a la difer-
encia entre X y Y; entonces el evento A se puede escribir como:

A={X,)eQ|Y-X<1).

La frontera de A estd determinada porlarectaY = X + 1,y su
gréfica estd dada por la figura 1.6
e El evento:
B: El circuito empieza a funcionar antes del tiempo ¢, y deja de
funcionar después del tiempo £,. (0 <1 <, < 24).
Se denota con:

y tiene la gréfica de la figura 1.7.
e El evento:

C: El tiempo que el circuito dura funcionando es el doble o
mds del tiempo que dura apagado.

El circuito estd apagado de 0 a X, y de Y a 24 horas; asi,
el tiempo total que el circuito se encuentra apagado es igual a
X + (24 — Y) horas. El circuito estd funcionando de X a Y horas;
asi, el tiempo que el circuito se encuentra funcionando es igual a
Y — X horas, y entonces

C={X,")|Y-X>22X+24-")}={(X, )| Y > X + 16},
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2. Espacio de probabilidades

R =<

n

— X
1 24

FiGura 1.7

y su grifica estd dada en la figura 1.8

Yy
24

7

FIGURA 1.8

En general, no todo subconjunto del espacio muestral es un evento.
La condicién para que un subconjunto sea un evento, es que el conjunto
de todos los eventos forman una o-dlgebra. La definicién de o-4dlgebra
se da en seguida:

DEFINICION 1.7. Una o-dlgebra de conjuntos es una familia de sub-
conjuntos de {1 que es denotado por A y que cumple los tres axiomas
siguientes:

Un axioma es una propiedad basica que no necesita demostracién.
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-

1. VeEA,
2.81 A€e A = A€A,
3. Si Ay, Ay, ... €EA = AIUA2U...= U?:]A,' € A.

Unavezestablecidos los axiomas, todos los resultados son consecuencia de
ellos.

El primer axioma supone la existencia del evento seguro (se pueden
comprar todos los boletos). El segundo axioma supone que si algo puede
ocurrir, también puede no ocurrir (puedo ganar, pero también puedo
perder). El tercer axioma supone la aditividad a lo mds numerable de
los eventos (puedo comprar uno, dos 0 mds boletos, con lo que se tiene
un nuevo evento). Cabe aclarar que la mayor parte de los resultados
presentados en este libro considera sélo la aditividad finita de los eventos.

Ahora se van adeducir algunos resultados importantesde la o-4lgebra.

Unteoremaesun resultado que se deduce delos axiomas o de otros teoremas.

TEOREMA 1.1. @ € A.

Demostracion
Se sabe que ) € A (por el 17 axioma).
SieA = Q€A (por el 2% axioma).
Y como ()¢ = O, se prueba que & € A.
TEOREMA 1.2. Si A, Az,...,e.A = ANAN...N...=
ﬂ;’;’lA,- € A
Demostracion
Si A, Ay,... EA = A A, ... €A (por el 2¢° axioma).
Ysi Af, AS,... EA = UZ/Af € A (por el 37 axioma).

Entonces, si U2, Af € A = (UR,A) € A (porel 2% axioma).
Y finalmente, por las leyes de Morgan, se tiene que

(U:lAf)t - ﬂ:1(A'€)c - ﬂ:1A”
que es lo que afirma el teorema.

EJEMPLO 1.4. Pruebe que la familia de conjuntos
A={g O}

es una o-dlgebra.
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2. Espacio de probabilidades

Solucién
Para probar que A es una o-dlgebra, se debe ver que sus elementos
cumplen los tres axiomas que definen una o-4lgebra.

e El primer axioma se cumple, ya que () € A.

e El segundo axioma se cumple, ya que el complemento de todos los
conjuntos de A ({}* = @ y @° = (}) son a su vez elementos de A.

e Eltercer axioma se cumple, ya que la unién entre cualquiera de los
elementos de A es otro elemento de A.

Esta es la o-4l gebra mds pequeiia que existe.
Una vez que se han identificado los aspectos cualitativos del experi-

mento, se establecerd una medida de la incertidumbre de ocurrencia de
los eventos.

Esta medida se denomina probabilidad.

DeFINICION 1.8. Dado un espacio muestral {) y su o-dlgebra, A, se
llama probabilidad a la funcién P,

P:A—-R,

que cumple los tres axiomas siguientes:
1. P(A) > 0 para todo evento A € A,
2. P(QY) =1,
3. P(UR,A) = X2, P(Ai)silos eventos A; (i = 1,2,...) son mu-
tuamente excluyentes por pares (A; N A; = &, para i # j).

A partir de los tres axiomas, se pueden demostrar los siguientes resul-
tados.

Al.‘

) = AUA“.

TEOREMA 1.3. P(A°)=1— P(A) paratoda A € A.
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Demostracion
Se sabe que para todo evento A € A,
=AU A"
Por un lado,
PAQ) =1,
y por otro,
P(A U A°) = P(A) + P(A%),yaque AN A° = .

Conjuntando estos dos resultados, se tiene que
P(A)+ P(A%) =1,
de donde se despeja P(A°):
P(A°) =1- P(A),
con lo que se prueba el teorema.
TEOREMA 1.4. P(@) = 0.

Demostracion
Se sabe que

=1
entonces,
P(@) = P(Q°) =1 — P()), por el teorema anterior
por lo que

P@)=1-P)=1-1=0. 2% axioma

Con esto se demuestra el teorema.

TEOREMA 1.5 (Probabilidad total 1). Para dos eventos Ay B € A, se
cumple que

P(A) = P(AN B) + P(A N B°).
Demostracion
Se sabe que
A=(ANB)U(A N B,

donde (A N B) N (A N B°) = @, por lo tanto:
P(A) = P(AN B)+ P(AN BY. por el 3¢ axiorBa
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(00

A=(ANBYU(AN B).

Q

Este teorema se puede generalizar de la siguiente manera:

DEFINICION 1.9. Dado el espacio muestral (), se dice que el conjunto
de eventos {B;},i =1,2,3,...,n constituye una partici6n de () si:

e B; # @paratodoi =1,2,3,...,n.
e BNBj=@parai,j=1,23,...,n; i#j.

By BZ B3 ) Bu

Una particién de ).

TEOREMA 1.6 (Probabilidad total 2). Si {B;}, i = 1, 2, 3,...,n
constituye una particion de (); entonces, para cualquier evento A, se
tiene que

P(A) = f: P(AN B)).
i=1

Demostracién
El evento A se puede escribir como la unién de los eventos mutuamente
excluyentes,

A= O(A N Bi);

i=l1
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entonces, por el tercer axioma de probabilidad, se tiene el resultado del
teorema. .
P(A) =) P(AN B)).
i=1
TEOREMA 1.7. Para cualesquier dos eventos Ay B € A, se cumple

la relacion
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Este teorema es una generalizacién del tercer axioma de probabi-
lidad, cuando A y B no son eventos mutuamente excluyentes, por
loque AN B # @.

Demostracion
Se sabe que

AUB=(ANB)YUB y (ANB)NB =g,

entonces, por el 3 axioma,

a®

AUB=(ANB)UB.

P(AU B) = P(AN B°) + P(B). (1.1)
Ahora, por el teorema de la probabilidad total se sabe que
P(AN B°)= P(A)— P(AN B),

por lo que al sustituir esta expresion en la tltima ecuacién, se tiene final-
mente

Q

P(AUB)= P(A)+ P(B)— P(ANB),
que es lo que afirma el teorema.

Este resultado puede explicarse diciendo que al sumar la probabilidad
de A mas la probabilidad de B, se ha sumado dos veces la probabilidad de
los elementos comunes; por ello, se debe restar la probabilidad de A N B.
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2. Espacio de probabilidades

. TEOREMA 1.8. Para cualesquier dos eventos A’y B € A tales que
A C B, se tiene que P(A) < P(B).

B = AU (BN A°).

Demostracién

Como A es un subconjunto de B, se tiene que B = AU (BN A9y
AN (BN A°) = @; entonces, al aplicar el axioma (3) de la probabilidad
se tiene que

P(B) = P(A)+ P(B N A®), (1.2)
y como B N A€ es un evento, por el axioma (1) se sigue que
P(BN A%) > 0. (1.3)

Al sumar P(A) en ambos lados de la desigualdad (1.3), se llega a
P(A) + P(BN A°) 2 P(A) = P(B) =2 P(A),

que es lo que se queria probar.

EsempLO 1.5. Unainstalacién constade doscalderasy un motor. Para
que la instalacién funcione, es necesario que el motor y al menos una de
las calderas funcione correctamente. Si el experimento consiste en poner
a funcionar la instalacién, se pueden definir los siguientes eventos:

e A : el motor estd en buenas condiciones.
e C; :la calderai estd en buenas condiciones, i = 1, 2.
e D : lainstalaci6én funciona.

Escriba el evento D en términos de los otros eventos.

Solucién
El evento: al menos una de las dos calderas funciona, se cumple cuando
alguna de las dos o las dos funcionan en forma simultdnea, esto es,

I al menos una de las calderas funciona = C, U C;.
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Ahora, la instalacién funciona cuando funcionan simultdneamente
el motor y alguna de las dos calderas, lo que se escribe como

D=AN(CyUC).

EJEMPLO 1.6. Un motor eléctrico puede fallar por unay sélo una de
las siguientes causas: por obstruccién de los cojinetes, por combustién
del embobinado o por desgaste de las escobillas. Suponga que es doble-
mente probable que ocurra la obstruccién que la combustién, y es cuatro
veces mds probable que ocurra la combustién que la inutilizacién de las
escobillas. Sila probabilidad de que el motor falle es igual a 0.01, ;cudl
es la probabilidad de que el motor no funcione debido a cada una de las
tres causas posibles?

Solucién
Primero se estableceran los eventos,

e A : lafalla ocurre por obstruccién de los cojinetes,
e B : la falla ocurre por combustién del embobinado,
e (C : lafalla ocurre por desgaste de las escobillas.

El evento: el motor falla, equivale a la unién A U BU C'y estos tres
eventos son mutuamente excluyentes; esto es,

ANB=ANC=BNC=9
y entonces
P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C) =0.1
y como P(B) =4P(C)y P(A) = 2P(B) = 8P(C), se sigue que
8P(C)+4P(C)+ P(C)=13P(C)=0.],

por lo que P(C) = 135, P(B) = 155 ¥ P(A) = 5.

De lo expuesto, se puede ver que existen tres elementos bdsicos: el
espacio muestral {2, el conjunto de eventos del espacio muestral A (la
o-dlgebra) y la medida de probabilidad P, definida sobre A. Estos tres
elementos forman una terma que se conoce como espacio de probabili-
dades.

DEFINICION 1.10. Se llama espacio de probabilidades a la tema for-
mada por el espacio muestral, la o-dlgebra generada y la medida de pro-
babilidad, y se denota como ({2, A, P).

44



3. Espacios muestrales equiprobables

3. Espacios muestrales equiprobables

DEFINICION 1.11. Un espacio muestral finito se llama equiprobable
si cada uno de sus eventos elementales tiene la misma probabilidad de
ocurrir (tiene igual oportunidad de ser observado).

El espacio muestral generado por la rifa es un ejemplo de espacio
muestral equiprobable, ya que cada boleto tiene la misma probabilidad de
salir premiado.

TEOREMA 1.9. Si Q) = {w), @, ..., w,} es un espacio muestral equi-
probable, entonces la probabilidad de sus eventos elementales, E; =
{wi}, i=1,2...,n, esigual a

P{w)) = <.

n
Demostracion
Los eventos elementales forman una particién de £2; entonces son mutua-
mente excluyentes y
O=E UE;,UE3U...UE,,
de donde '
PO)=> PE)=1
i=1

Dado que () es un espacio muestral equiprobable, entonces P(E;) =
P(Ej)) YV i,j=1,2,...,n,y se sigue que _

P(Q)) = P(E,)+ P(E2) + P(E3) + ...+ P(E,) =nP(E)) = 1],

de donde se obtiene el valor de la probabilidad P(E,) = P(E;) =
Queda probado el teorema.

N |-
-

DEFINICION 1.12. Se llama cardinalidad de un conjunto finito A al
nimero de elementos que lo conforman.

La cardinalidad del conjunto A es un nimero natural y se denota con
el simbolo #A.

Se puede definir el concepto de cardinalidad para conjuntos no finitos, pero
paralas necesidades de este libro no es necesario.

Ejemplos
SiA={x|xesunavocal} ={a e, 0 u},entonces#A = S.

45



1. Conceptos bésicos

Si B = {x | x es un planeta del sistema solar} =
{mercurio, venus, tierra, marte, jipiter,

saturno, urano, neptuno, plutén},
entonces #B = 9.

(Cudl es la cardinalidad del conjunto de tus hermanos?
{Cudl es la cardinalidad del conjunto de los dedos de tus manos?

TeEOREMA 1.10 (Definicién cldsica de probabilidad). Si () es un es-
pacio muestral equiprobable y A C () es un evento, entonces

P(A) = nimero de elementos en A B #A
" niimero de elementos en Q0 #Q)'

Demostracion
SiACQyE;,i=1,2,...,nsonlos eventos elementales de (), entonces
existe un conjunto J C {1,2,...,n} tal que A = U5 E;, y por el axioma
(3) se tiene que

1 #A
P(A) = P(UigsE;)) = PUigE) =) P(E) =) — = rog
i€l ieg 1
entonces queda demostrado el teorema.

EJEMpLO 1.7. En una caja hay 2 bolas blancas y 2 bolas negras, se
eligen al azar dos bolas sin devolverlas a la caja. ;Cudl es la probabilidad
de que a) una bola sea negray la otra blancay b) las dos bolas sean negras?

Solucién
Todas las bolas tienen la misma oportunidad de ser seleccionadas, asi que
el espacio muestral generado por el experimento es equiprobable. Para
determinar el espacio muestral, a cada bola se le asocia un nimero natural
del 1 al 4:

1 2z 3 4
El espacio muestral puede entonces representarse por el conjunto de
parejas ordenadas (x, y) con 1 < x < y < 4; entonces

Q={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3), (2,4, 3, 4)}.
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Asi, los eventos:

A :una bola es negra y la otra blanca y B : las dos bolas son negras,
se representan como

A=1{(1,3),(1,4),(2,3),(2, 4}

B ={(1,2)}
Asi,
#A 4 2
PA=30"563
#B 1
PB) = — = —.
(B) #Q) 6

EJEMPLO 1.8. Diez hombres y 5 mujeres estdn de acuerdo con un
proyectode desarrollo, S hombres y 5 mujeres lo desaprueban y S hombres
estdn indecisos. Se elige una persona al azar de este grupo. Encuentre la
probabilidad de que a) la persona sea hombre, b) la persona esté a favor
del proyecto, ¢) la persona sea un hombre que esté a favor del proyecto.

Solucién

El espacio muestral es equiprobable y estd formado por las 30 personas
que forman el grupeo.

a) A = {x|x es un hombre}

#A  10+5+5 20 2
P(A)_E_T_%_§_0.666

b) B = {x| x estd a favor del proyecto}

#B 10+5 15 1
P(B) = =— = =—===05
(B) #(1 30 30 2
¢) El evento: que la persona sea un hombre que aprueba el proyecto, se
representacon AN By

fang_10_1 = 0.333.

Una definicién mds general de equiprobabilidad se relaciona con los
espacios muestrales continuos y acotados.

DEFINICION 1.13. Un espacio muestral continuo y acotado (como un
segmento de recta o una superficie acotada) se llama equiprobable o de
probabilidad uniforme si la probabilidad de cualquier evento es propor-
cional a la medida asociada al espacio muestral.
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Los espacios muestrales se asocian con las medidas comunes de lon-
gitud, drea o volumen, segun sea el caso. Entonces, en un espacio mues-
tral infinito equiprobable: segmentos de recta de igual longitud tienen la
misma probabilidad; superficies de igual drea tienen la misma probabili-
dad, etc.

Si p es la medida asociada con el espacio muestral (u representa una
longitud, un drea o un volumen, segin sea el caso) y A es un evento de
un espacio muestral equiprobable infinito, entonces

p(a) = M4

Q)

EJEMPLO 1.9. Un auto parte de un punto A hacia un punto B por una
carretera cuya longitud es de 20 kilémetros; en el camino el auto se des-
compone y no puede proseguir. Si la falla pudo ocurrir en cualquier punto
del camino con la misma probabilidad, entonces jcudl es la probabilidad
de que el auto esté mds cerca de A que de B?

Solucién

Sea Q el punto entre A y B en donde se descompone el auto y sea x
la distancia entre los puntos A y Q; asi, el espacio muestral asociado al
experimento es igual a

Q= {x] 0 < x <20}.

Sea E el evento: el auto se descompone mds cerca de A que de B, y
entonces E se define como

E={x0<x<10}

_ longitudde E 10 1 0.5
" longitudde Q 20 2

EJEMpLO 1.10. Sobre un radio de un circulo de longitud igual a R
se elige un punto al azar. Encuentre la probabilidad de que la cuerda
ortogonal al radio que pasa por Q tenga una longitud menor que R.

P(E)

Solucién

Sea Q el punto elegido al azar sobre el radio determinado. Se quiere
determinar la probabilidad del evento A: la cuerda que pasa por Q y es
ortogonal al radio tiene longitud menor a R.
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Para calcular esta probabilidad, considere que x corresponde a la lon-
gitudentre el centrodel circulo y el punto Q; entonces el espacio muestral
asociado al experimento es

Q= {x]0< x <R}

Para encontrar la longitud del evento A se dibuja la cuerda ortogonal
al radio cuya longitud es igual a R. Con esta cuerda y dos radios se puede
formar un tndngulo equildtero, cuya altura se encuentra sobre el radio
determinado.

S
R/2

X

FIGURA 1.9 Tridngulo equildtero formado por dos radios
y una cuerda.

Si Q estd dentro del tridngulo equildtero, ocurre A¢; si O estd fuera
del tridngulo ocurre A. Es més fécil calcular la longitud de A€, la cual
corresponde a la altura del tridngulo equilétero, x.

Por el teorema de Pitdgoras se tiene que

2
4
de donde se despeja el valor de x2:
R* 3
2 2 2
=3 R —_—— = —R 5
* 43

V3

X = —K.

Entonces,

longitud de A°  V/3R/2

(A = R R

V3
T.
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Y como se quiere encontrar la probabilidad de A, entonces

3
P(A)=1- P(A) =1— %

EsempLO 1.11. Un bote tarda una hora en cruzar la bahia de un lado
al otro. A lo largo de la bahia cruza una lancha; si la ruta de la lancha
intercepta la ruta del bote en cualquier punto con igual probabilidad, ;cuél
es la probabilidad de que en un punto cualquiera de la travesia del bote

esté a menos de 20 minutos de la interceptacién de la travesia de la lancha?

Solucion

Trayectoria de la lahcha -

[ Q = Trayectoria del bote
y S Tx

FIGURA 1.10 Esquema del ejemplo 1.11.

Suponga que la longitud del ancho de la bahia es igual a L. Sea S el
punto donde se encuentra el bote y O el punto donde la trayectoria de la
lancha cruza la trayectoria del bote. Sea x la distancia entre el punto S y
la orilla de la bahia, y sea y la distancia entre el punto Q y la orilla de la
bahia; entonces el espacio muestral asociado al experimento es igual a

Q={(xy|0<xy<L}

Ahora considere el evento
A: el bote se encuentra a no més de 20 minutos de la interceptaci6n de la
ruta de la lancha.

Como en 20 minutos se recorre la tercera parte de la distancia entre
las dos orillas de la bahia, se tiene que

1 1 1
A={(xy)eQ||y—x| S§L}={(X,)’)€Q| —gLS)’—xS §L}

El evento A corresponde al 4rea sombreada en el cuadrado de la si-
guiente figura, y el evento A€ corresponde al 4rea no sombreada del mismo
cuadrado.
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o x
FiGura 1.11

El area no sombreada equivale a dos mitades de un cuadrado cuyos
lados tienen una longitud igual a 2/3 de L; entonces

dreade A _4/9L° 4

P(AD) = dgreade ) L2 9
y finalmente se llega a
4 5
P(A)=1-P(A)=1—- - = =.
(A) (A%) 9=9

EseEMpLO 1.12. Un segmento de recta de 1 m de longitud es cortado
en dos puntos al azar, dando lugar a tres segmentos de recta. ;Cuél es la
probabilidad de que con los tres segmentos de recta se pueda formar un
tridngulo?

Solucién

Si x, y y z son las longitudes de los tres segmentos de recta, y como
x+y+z=1,entonces z = 1 — x — y. Asi, el espacio muestral asociado
se puede escribir como

{xy>0y x+y<1},

cuya grdfica es la seccién sombreada.

Sea el evento

A: los tres segmentos de recta forman un tridngulo.

Para que los tres segmentos de recta formen un tridngulo, la suma de
la longitud de dos de ellos debe ser mayor que la longitud del tercero;
entonces se deben cumplir tres desigualdades:

A={(xy|x+y>z x+z2>y y y+z>x}.
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1 X

FIGURA 1.12 Espacio muestral del ejemplo 1.12.

Considerando cada desigualdad, se tiene

Primera desigualdad
x+y > g se suma el término x + y
2x+y) > x+y+z
cm— s

1

xX+y > %

Segunda desigualdad

x+2z >y, sesumaeltérmino y
x+y+z > 2y
L

1
1

3 >y
Tercera desigualdad
y+z > x, sesumaeltérmino x
x+y+z > 2x
S———r

H
1
§.>x

El evento A corresponde al drea sombreada de la figura 1.13.
Por ello, al final se tiene que

dreade A 1/8 1

dfreade Q) 1/2 4

P(A) =
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12

112 X
FIGURA 1.13

EJEMPLO 1.13. Sobre una circunferencia se colocan tres puntos A, B
y C al azar; encuéntrese la probabilidad de que los tres puntos formen un
tridngulo acutdngulo.

Sedicequeun tridngulo es acutingulo si sus tres 4ngulos internos son agudos,
esto es, si miden menos de 90°.

Solucién
Sin perder generalidad, considere que el radio del circulo es igual a 1 y
que los puntos A, By C estan colocados sobre la circunferencia en ese
orden, en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj.

Sea x lalongitud del arco AB y sea y la longitud del arco BC; entonces
el espacio muestral del experimento estd dado por

Q={(x,y0<xy y x+y<2w}

La figura 1.14 corresponde a los puntos A, B y C sobre la circunferencia,
mientras que la figura 1.15 representael espacio muestral correspondiente.

El teorema del angulo inscrito dice que todo dngulo inscrito en un circulo
mide la mitad del dngulo centrdl subtendido per ¢l mismo arco.

Por el teorema del 4ngulo inscrito, se sabe que el tridngulo es acutén-
gulo si el arco entre dos puntos consecutivos (A, B o C) mide menos
de 1r; esto es, el evento E: el tridngulo formado por los tres puntos es
acutdngulo, corresponde a la regién representada en la figura 1.16:

E={0<x<7m O0<y<wm y 0<2m—x-y<m}
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FIGURA 1.14 Tres puntos A, By C localizados sobre una circunferencia.

27,

2w
FIGURA 1.15 Espacio muestral del experimento del ejem-
plo 1.13.

El drea correspondiente a E es igual a la cuarta parte del 4rea del espacio
muestral; asi,

P(E)=1/4.
Ejercicios

En los ejercicios del 1.6 al 1.8,
(a) escriba el espacio muestral correspondiente,
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T X

FIGURA 1.16 Evento: el tridngulo es acutdngulo.

(b) escriba los eventos E y F,

(¢) escriba la probabilidad de los eventos E 'y F,
(d) diga si el espacio muestral es equiprobable, y
(e) describa en palabras los eventos:

E. F, EUE (EUFY, ENF y E-F

EJERCICIO 1.6. Se tira un dado no cargado. El evento E es: sale un
nimero mayor que 3. El evento F es: sale un nimero par.

Esercicio 1.7. Se tira un par de dados no cargados. El evento E es:
al menos sale un 5. El evento F es: la suma de los dos resultados es 10.

EJErcicio 1.8. Se tiran 3 monedas al aire. El evento E es: por lo
menos sale un dguila. El evento F es: no sale mds de un sol.

EJercicio 1.9. Escoja una pagina al azar de un libro, cerrando los
ojos y abriendo el libro al azar. ;Es equiprobable el espacio muestral de
este experimento?

EJErcICIO 1.10. Pruebe lo siguiente:

1.SiA C Qestalque A # )y A # O, entonces la familia de
conjuntos

A={g A, A°, 1}

es una o-algebra.
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2. Para un espacio muestral finito, el conjunto de todos sus posibles
subconjuntos es una o-dlgebra de conjuntos:

A={A|ACQ}.
EJERCICIO 1.11. Dados los eventos A, By C, demuestre 1a siguiente

identidad:
P(AUBUCQC) =

P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)— P(ANC)—-P(BNC)+ P(ANBNC).

EJERCICIO 1.12. Dada la sucesién de eventos Ay, Az, ..., A,, pruebe
que

P(UL,Ai) < i P(A)).
Pl

EJERCICIO 1.13. Dada la sucesi6n de eventos Ay, Az, ..., A,, pruebe
que

P(UL,A) = anP(Ai)— Y P(ANAD+ Y PAINA;NAY)—....

i=1 i<j i<j<k
EJERCICIO 1.14. Dados los eventos A y B, pruebe que
P(A — B) = P(A)— P(AN B).

Ejercicio 1.15. En un estudio de 270 estudiantes, se hall6 que 90
sobresalian en matemdticas, 90 en musica y 90 en deportes. A su vez, se
hall6 que 30 sobresalian en mateméticas y miisica, 30 en matemaéticas y
deportes y 30 en deportes y miisica. S6lo se encontraron 10 estudiantes
que sobresalian en las tres asignaturas. Encuentre el nimero de estudian-
tes que (a) sobresale exactamente en una asignatura, (b) no més de dos
asignaturas, (¢) en mds de dos asignaturas, (d) los que no sobresalen en
ninguna asignatura.

Ejercicio 1.16. Con respecto al ejercicio anterior, se elige al azar un
estudiante de los 270 en el estudio. Encuentre la probabilidad de que ese
estudiante sobresalga exactamente en dos asignaturas.

EJERCICIO 1.17. Ay B son eventos mutuamente excluyentes tales que
P(A) =0.18 y P(B°) = 0.25. Encuentre la probabilidad de A U B.
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EJERCICIO 1.18. Los autobuses de la linea A llegan a la estaci6n cada
4 minutos, mientras que los autobuses de la linea B llegan cada 6 minutos.
El intervalo de tiempo entre la llegada de un autobus de la linea A y uno
de la linea B es un nimero al azar. Encuentre la probabilidad de que (a)
el primer autobus que llegue pertenezca a la linea A; (b) un autobus de
cualquier linea llegue dentro de un lapso de 2 minutos.

EJERCICIO 1.19. Unabarrade 20 cm de longitud L se corta en pedazos.
Encuentre la probabilidad de que las piezas midan al menos 1 cm si el
numero de pedazos en que se rompi6 fue (a) 2, (b) 3.

4. Métodos de conteo

Para calcular la probabilidad de un evento A en un espacio muestral finito
(1, se requiere conoce~ cudntos elementos tiene () y cudntos elementos
tiene A. En esta secci6n se estudiardn algunos métodos que permiten
contar facilmente los elementos de un conjunto.

Hay dos reglas bdsicas en el proceso de conteo:

1. Regla de la suma: Si se tiene una coleccién de conjuntos finitos,
ajenos dos ados (A; N A; = @ paratoda i # j) Ay, Ay, As, ...,
A,, entonces

#ALUAUAIU...UA,) =#A, + #A, +#A3 + ... + #A,.

2. Regla del producto: Si se tiene una coleccién de conjuntos finitos
A1, Az, As, ..., A, el conjunto de n-adas

A= {(xl’ny--- yxll)lxl E Al! X € AZ: X3 € A3)--- » Xn € An}y
es tal que
H#A =#A, X #A; x #A3 X ... X #A,.

Laregla de la suma estd asociada con el tercer axioma de probabilidad,
y de manera llana significa que si un fenémeno puede ocurrir en m diferen-
tes formas (representadas por los eventos A, A, ... A,), tales que dos de
estas formas no pueden ocurrir simultineamente (A; N A; = @ Vi # j),
y cada una de estas formas, puede a su vez, realizarse de n; maneras,
entonces el proceso puede efectuarse de ny + n, + - - - + n,, formas.

En lenguaje simple, la regla del producto se puede enunciar asi: si un
proceso consta de m etapas, la primera etapa puede ocurrir de n; formas;
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la segunda etapa, en n; formas, y asi sucesivamente hasta la etapa m, que
puede ocurrir en n,, formas. Las formas en que puede ocurrir el proceso
son igualesany X n; X ... X n,,.

EJEMpLO 1.14. En la biblioteca de la universidad hay 40 libros de
sociologia, 35 de antropologia y 50 de psicologia. Para ampliar su cultura,
a un estudiante de ciencias bdsicas se le pide que:

1. Leaunodeestoslibros. ;En cudntas formas diferentes puede hacer
la eleccién?

2. Lea un libro de cada drea. (En cudntas formas diferentes puede
hacer la eleccién?

Solucién
Cuando el estudiante elige el libro, puede ocurrir cualquiera de los eventos:

e A, :ellibro es d¢ sociologia.
e A, :ellibro es de antropologia.
e Aj :ellibro es de psicologia.

1. Si el estudiante tiene que leer solamente un libro, dos evenios no
pueden ocurrir en forma simultdnea (A;, A, y A3 son mutuamente
excluyentes por pares); A; puede ocurrir de 40 maneras, A; de 35
maneras y A3 de 50 maneras. El total de formas en que se puede
hacer la eleccién es igual a

2. Siel estudiante tiene que leer un libro de cada érea, puede hacer
su eleccion por etapas: primero elige el libro de sociologia, luego
el libro de antropologia y finalmente el libro de psicologia. Por
la regla del producto, se tiene que el total de formas de hacer la
seleccion de los tres libros es igual a

40 x 35 x 50 = 70000.

EJEMPLO 1.15. Se tira un par de dados y se gana si la suma de sus
caras es menor o igual que 4. ;En cudntas formas se puede ganar?

Solucién
Sea el evento
A: se gana en el juego,
que es igual a la unién de los tres eventos mutuamente excluyentes:
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e A, :lasuma esigual a 2.
e A, :lasumaesigual a3.
e A3 :lasuma esigual a 4.

A, ocurre s6lo en unaforma: A, = {(1, 1)}.
A, ocurre en dos formas: A, = {(1,2), (2, 1)}.
As ocurre en tres formas: A; = {(1,3),(2,2), 3, 1)}.
Y
A == A] U Az U A},
por lo que el total de formas en que se puede ganar es
#A=1+4+2+3=6.

EJEMPLO 1.16. Los automéviles Alpha se producen en 4 modelos de
10 colores cada uno, 2 potencias de motor y 3 tipos de transmisién. ;Cuén-
tos tipos diferentes de automéviles pueden fabricarse?

Solucion

Los 4 modelos sepuedendaren 10 colores, y conesto setienen4 x 11) = 40
tipos, cada uno de los cuales puede tener dos tipos de motor, lo que da
4 x 10 x 2 = 80 diferentes tipos. Finalmente, a cada una de estas
posibilidades se les pueden poner 3 clases de transmision, con lo que se
tiene un total de diferentes tipos de automéviles igual a

4 x 10 x 2 x 3 = 240.
EJEMpLO 1.17. El viaje desde la ciudad de México hasta la ciudad de
Puebla se puede efectuar en dos etapas:

e El viaje desde la casa hasta la central camionera, el cual se puede
hacer en taxi, en microbus, en metro o en automdvil particular
(4 formas).

e El viaje de la central camionera a la ciudad de Puebla, que se puede
hacer en autobuses de superlujo, en autobuses de primera clase y
en autobuses de segunda clase (3 formas).

Entonces, por la regla del producto, hay 3 x 4 = 12 maneras de hacer el
viaje.

DEFINICION 1.14. Dado un conjunto con n elementos distintos

A= {al: a, as, ..., an}x
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se llama ordenacion con repeticion de n en m a cada una de las distintas
formas de colocar en m lugares cualquiera de los elementos del conjunto
A, permitiéndose que un mismo elemento aparezca mds de una vez en la
ordenacion.

Por ejemplo, si
A = {ay, ay, a3, ay, as},
las ternas
(a1, az, a1) y (a3, a1, az)

representan dos diferentes ordenaciones con repeticién en tres lugares.

El total de ordenaciones con repeticién de los n elementosen m lugares
se denota con el simbolo| O}

m

Aplicando la regla ael producto, se tiene que

Oh=nxnx..xn=n
m veces

m

O =n" |

m

Por ejemplo, para m = 2, las ordenaciones con repeticién se incluyen
en la tabla 1.4.

TABLA 1.4 Ordenaciones con repeticién de n elementos
en 2 lugares.

n
(a,a1) (az,a1) ... (an, a1)
(a,a2) (az,a2) ... (an a2)
n\(ai,a3) (aza3) ... (as a3)
(al:an) (aZ:an) . :- (an: an)

En esta tabla se muestra el total de ordenaciones con repeticién de n

elementos en 2 lugares. El total es igual an x n = n?.

DEFINICION 1.15. Dado un conjunto con n elementos distintos

A= {al’ ar as, ... yan}y
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se llama ordenacién sin repeticién de n en m a cada una de las distintas
formas de colocar en m lugares distintos cualquiera de los elementos del
conjunto A, sin que un mismo elemento aparezca mds de una vez en la
ordenacién.

Por ejemplo: si
A= {01, Qay, s, Ay, As },
la ordenacién
(a1, az, ay)

no estd permitida porque a; se repite en el primer y tercer lugar. En
cambio, la ordenacién

(a3, a1, a2)

si estd permitida.
El total de ordenaciones sin repeticién de n elementos en m lugares
se denota con el simbolo| P, |
El primer lugar de la ordenacién puede ser ocupado por cuclquiera
de los n elementos de A, el segundo lugar ya no puede ser ocupado por
el elemento que estd en el primer lugar, s6lo puede ser ocupado por los
restantes (n — 1) elementos, etc.

[nln—1[n-2] --- [n—(m—-1)]

~ -

m lugares

Por la regla del producto, se tiene que el nimero total de ordenaciones
sin repeticién de los n elementos en m lugares es igual a

_P'.',‘.=n><(n—1)><(n—2)x(n—3)x...x(n—(m—1))]

Sim y n coinciden, las ordenaciones sin repeticién se llaman permuta-
ciones de n.

DEFINICION 1.16. Dado un conjunto con n elementos distintos
A= {a,, a,as, ..., a,,},

se llama permutacion de los elementos de A a cada una de las distintas
formas de ordenar sus n elementos.
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TABLA 1.5 Ordenaciones sin repeticién de n elementos en

2 lugares.
n
(a,a) (apa)) ... (@n, ay)
1 (a1, a3) (a2, a3) cas (an, a2)
=11 (a, as) (a2, as) poG (an, a3)
(al- an) (aZ: an) e (am an—l)

El total de permutaciones de los n elementos se denota con el simbolo

; entonces,

Po=nx(n—")xnmh-2)x(n—-3)x...x3x2x1.

4.1 Notacion factorial. Observando las férmulas de P;, y de P,, se
ve la necesidad de tener una notacion compacta para los productos de
nimeros enteros positivos consecutivos, lo cual se tiene en la definicién
de la funcion factorial.

DEFINICION 1.17. Dado un nimero entero no negativo, n, se llama
factorial de n y se escribe como n!, a la funcién

nl = 1, sin=20
"T 1 1x2x3x4...xn sin>0

Ejemplos
Significado Lectura
e 0l=1 (O factorial)
e S!=1x2x3x4x5=120 (5 factorial)

el =1x2x3x4x5x6x7x8x9=2362880 (9 factorial)

TEOREMA 1.11. Para cualquier natural n > 1 se tiene que

n!=nx(n—1)!J
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Demostracion
Por la definici6n de n factorial, se tiene

n!=_}x2x3x4...x(n—llxn=nx(n—1)!

(njl)!

Usando la notacién factorial, se puede escribir nuevamente el nimero
de ordenaciones sin repeticién de n en m lugares de una manera compacta:
(n — m)!

PP=nx(n—-1Dxn-2)xn-3)x..x(n-—m+1) X —m—,
" (n — m)!

pr n!

”  (n—-m)’

y el nimero de permutaciones de n elementos (n = m)
P, =n!

EJEMPLO 1.18. En un salén de clases hay 7 sillas para 7 alumnos, los
cuales entran y se acomodan. ;De cudntas maneras diferentes se pueden
sentar los alumnos?

Solucién

La respuesta es: las permutaciones son de 7 elementos, o sea 7!, ya que
si cambiamos de lugar a dos personas el acomodo es diferente; ademas,
ninguna persona puede ocupar més de un lugar al mismo tiempo:

7! = 5040.
DEFINICION 1.18. Dado un conjunto de n elementos
A = {al! a2: a3’ CRORCIR & all})

se llama combinacion de n en m (m < n) a cada uno de los subconjuntos
de A con exactamente m elementos.

El nimero de combinaciones de n en m se denota con el simbolo
n ) n
C,, obiencomo .
m

Ahora se va a deducir una férmula para obtener el total de combina-
ciones que existe.
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TEOREMA 1.12. Paran > m > 0, se tiene que

n\ _ n!
m)  mi(n—m)
Demostracion

Cada ordenaci6n sin repeticién de n en m estd formada por m elementos
de un conjunto de n elementos. El total de ordenaciones sin repeticion es
igual al nimero de diferentes subconjuntos por el nimero de ordenaciones
en que aparecen los elementos de un mismo subconjunto. Un subconjunto
de m elementos aparece en m! distintas ordenaciones; entonces

|
P'::me(n)_ n!

m|  (n—m)

de donde se despeja el término

n\ P n! .
(m) "B, mln—m)

por lo tanto, queda demostrado el teorema.

EjempLO 1.19. Si A = {ay, az, a3, a4, as}, se tiene que el total de
ordenaciones sin repeticion en tres lugares es: 5 x 4 x 3 = 60, las cuales
son:

(a1, ay, a3), (a1, a3, @y), (ay, a1, a3), (a3, a3, ay), (a3, ay, @y), (a3, ay, ay)
(a1, az, as), (a1, as, a2), (a2, a1, as), (az, as, ay), (as, ay, az), (as, az, ar)
(a1, ay, as), (a1, as, a2), (a2, ay, as), (az, as, av), (as, a1, az), (as, az, a))
(a1, a3, as), (a1, as, @3), (a3, a1, as), (a3, as, ay), (a4, a1, a3), (as, a3, ay)
(a1, a3, as), (ay, as, a3), (a3, ay, as), (a3, as, av), (as, a1, a3), (as, as, ar)
(a1, a4, as), (ay, as, as), (a4, a1, as), (as, as, ay), (as, ay, as), (as, as, ay)
(a2, a3, as), (a2, a4, a3), (a3, a3, a4), (a3, a4, @3), (a4, @y, a3), (a4, a3, a,)
(a2, a3, as), (ay, as, a3), (a3, ay, as), (a3, as, a,), (as, az, a3), (as, as, a,)
(a2, a4, as), (ay, as, as), (a4, az, as), (as, as, a,), (as, ay, as), (as, as, a;)
(a3, as, as), (a3, as, as), (as, as, as), (as, as, as), (as, as, as), (as, as, as)

Cada renglén corresponde a las 6 permutaciones de un mismo sub-
conjunto de tres elementos (3 x 2 x 1), esto es, cada rengl6n representa un
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subconjunto de 3 elementos diferentes. Asi, el total de subconjuntos es

5
(3) )(P3=P:;s

5 5!
<3> x 3! = )

Al despejar se sigue que

5 5!
<3> =363 0

y hay 10 diferentes subconjuntos:

{al.v a, a3}’ {alx a, a4}’ {a]: ap, 05}1 {alp as, a4}9 {a]) as, aj},
{ai, as, as}, {az, 13, a4}, {a2, a3, as}, {az, as, as}, {as, a4, as}.

EJEMPLO 1.20. Un lote consta de 8 articulos sin defectos, 4 con de-
fectos leves y 2 con defectos graves. Se eligen al azar dos articulos del
lote. Encuentre la probabilidad de que:

a) Ambos articulos no tengan defectos.

b) Uno de los articulos no tenga defectos graves y el otro si.

¢) Uno de los articulos no tenga defectos y el otro tenga defectos
graves.

Solucién _

En el lote hay 14 articulos y se eligen 2 al azar; por lo tanto, el espacio
muestral {) de este experimento estd formado por los subconjuntos de dos
articulos del total de catorce. Este espacio muestral es equiprobable, y

14 14!

Los eventos asociados a los incisos (a), (b) y (c) son:

(a) A;: los dos articulos son buenos.

(b) A,: unode los articulos no tiene defectos graves y el otro si.

(c) As: unode los articulos no tiene defectos y el otro tiene defectos
graves.

Asi, las soluciones correspondientes a cada inciso son:
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a) La cardinalidad de A, es igual al total de subconjuntos de 2 ele-
mentos de los 8 no defectuosos:

8 8!
#Al = <2> = 2'(8——257 = 28,

Asi, facilmente calculamos la probabilidad de A;.

P(los dos articulos son buenos) = P(A;) = 33,

b) El total de formas de tener un articulo con defectos graves y el
otro no, es igual a las formas de elegir uno de los dos articulos con
defectos graves por el nimero de formas de elegir el otro de los 12
articulos que no tienen defectos graves.

12\ (2
T -

24
P(A2) = —.
(A2) o1
c¢) Las posibles formas de elegir un articulo no defectuoso y uno con
defectos graves es el producto

8\ (2 8! 2!
e = (1)(1) STG-D ‘Tie-1y ox*=le

16
P(A3) = TR
EJEMPLO 1.21. Un equipo de futbol tiene 22 jugadores registrados,
de los cuales: 2 juegan la posici6n de portero, 7 la posicién de defensa, 6
la posicién de medio y 7 la posicién de delantero.
Si se quiere una alineacién de: 1 portero, 3 defensas, 3 medios y 4
delanteros, ;de cudntas maneras se puede elegir al equipo que jugard?

Asi:

Solucién

Las formas de elegir a los jugadores en cada una de las posiciones, es igual
al nimero de subconjuntos que se pueden formar del total de jugadores
disponibles en el nimero requerido para el juego.
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Entonces, para cada posicién en el campo se tiene que el nimero de
posibles elecciones es:

Posicion en el juego No. de formas de hacer la eleccion

e —— —

1 portero de dos disponibles ( T (2 mEN

. . 7 ! ~Tx6x5
e 3 defensas de 7 disponibles <3> = 307 = 3)! “3x2x1- 35
6! _6x5x4
3 ' i ibles = =2
e 3 medios de 6 disponibles ( ) 36 -3~ 3x2x1 0
7! 7x6x35
e 4 delanteros de 7 disponibles (4) Y =3 : > : T 35

Para cada forma er que se elija a los jugadores de cada posicién, ésta
se puede combinar con todas las formas de las otras posiciones. Por la
regla del producto sc tiene que la respuesta es

2 x 35 x 20 x 35 =49 000.
El entrenador tiene 49 000 maneras de clegir a su equipo.

EsEMpLO 1.22. En un baile hay 11 hombres y 8 mujeres,

a) ¢En cudntas formas se pueden seleccionar ocho de los hombres
para formar un grupo de baile?

b) (En cudntas formas se pueden emparejar las ocho mujeres con ocho
delos 11 hombres?

Solucion

a) El total de formas en que se puede elegir un subconjunto de 8
hombres de los 11 que estan en la fiesta es

1 11!
(8) ~ 8!(11—8)! =30

b) Una vez elegidos los 8 hombres, €stos se pueden emparejar con
8 mujeres en un nimero igual al total de las permutaciones de 8
elementos (es semejante a decir que los hombres son lugares, y las
mujeres son los elementos que se pueden colocar en esos lugares).
Entonces, el total de formas de elegir 8 hombres primero y luego
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emparejarlos con las 8 mujeres es igual a
8/ 8111 —-8)!

EJEMPLO 1.23 (Arreglos circulares). Supongaque se tienen 5 elemen-
tos (a, b, c, d y e) dispuestos en forma circular, como se muestra en la

figura 1.17.

a b

1 !
(1 >8! = —-—l-l—-—S' =330 x 8! = 13, 305, 600.

abcde

FIGURA 1.17 Arreglo circular.

Larotacién de los elementos de un mismo arreglo circular no se consi-
derandiferentes; asi, enlafigura 1.18 se tienen diferentes representaciones
del mismo arreglo circular.

Las permutaciones lineales de los 5 elementos son iguales a 5 veces
el nimero de arreglos circulares Cs:

5xCs=5!

De esta ecuacién se puede despejar Cs:
St
C5=§=(5— 1! =4!=24.

En general, si se tienen n elementos en un arreglo circular se tendrdn
(n — 1)! arreglos circulares diferentes.

EJEMPLO 1.24. Se lanzan 3 pelotas numeradas @ @ @ hacia 5
cajas también numeradas del 1 al 5 (c), c2, c3, cs, cs). El proceso de
lanzamiento es tal que cada pelota tiene 1a misma oportunidad de caer en
cualquiera de las cajas.
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c b
‘O O
e a d e
eabced cdeab
a e
c d b c
deabc deabc

FIGURA 1.18 Las rotaciones dan un mismo arreglo cir-
cular. Hay cinco representaciones equivalentes para la
misma ordenacion lineal.

a) (Cudl es la probabilidad de que las tres pelotas queden en la caja 1?
b) ;Cudl es la probabilidad de que las tres pelotas queden repartidas en
las cajas 1,4y 57

Solucién:
Al lanzar las tres pelotas, se genera el espacio muestral

Q={(cicje)1 <4, jk <S5}

La primera coordenada determina la caja donde cae la pelota 1, la segunda
determina la caja donde cae la pelota 2, y la tercera determina la caja
donde cae la pelota 3. En la terna (c;, cj, cx) se permite tener coordenadas
repetidas.

El nimero total de formas en que las pelotas pueden caer en las cajas
coincide con las ordenaciones con repeticién de S en 3.

#0=03="5 =125

a) De estas 125 formas, s6lo en uno de los casos se tienen las tres
bolas en la caja 1.
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Pelotas

Labolalenlacaja$
Cs C3 c2 Labola2enlacaja3 (cs, C3, C2)
La bola 3 en la caja 2
Labola 1 en la caja 4
C4 a1 @n Labola2enlacajal (cq, €y, C4)
La bola 3 en la caja 4

FIGURA 1.19 Dos posibles resultados del experimento de

lanzar 3 pelotas.
1
ONNORNO P(cy, c1, ¢1) = 133
Cy Cy Cy

b) Las diferentes maneras en que las cajas c,, ¢4 y ¢s pueden estar
ocupadas por una pelota coinciden con las permutaciones de c;, ¢4
y cs, las cuales son 3! = 6:

(Cb Ca, C5)r (C]’ Cs, C4)’ (C4; Cy, CS): (64; Cs, C]), (CSJ C1 C4) y (CS, Ca, Cl)'

Entonces,

6
P (las cajas 1,4 y 5 estén ocu padas) = 135"

EJEMPLO 1.25 (Cuando () no es equiprobable). Con las condiciones
del ejemplo anterior, suponga que las tres bolas que se lanzan tienen
borrado el nimero, por lo que las bolas ya son indistinguibles. ;Cudntos
resultados distinguibles (a simple vista) hay en este experimento?

Si las pelotas son indistinguibles, no importa qué pelota cae en cada
caja; s6lo importa saber qué cajas estdn ocupadas y cudntas pelotas hay
en cada una.

Hay tres formas de ocupar las cajas:

(a) las tres pelotas pueden caer en una misma caja;

(b) dos pelotas pueden caer en una misma caja y la tercera en otracaja
distinta;

(c) las tres pelotas pueden caer en cajas diferentes.
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Se calcula entonces cudntas formas distinguibles hay en cada uno de

€stos casos.

(a) Hay 5 formas de que las tres bolas estén en una misma caja (véase la

Fig. 1.20).
Ci C2 C3 Cq Cs
%e
%e
Se
o. ~
%e

FIGURA 1.20 Formas de tener las tres bolas en una misma caja.

(b) El total de formas de tener 2 bolas en una caja y la tercera bola en otra

caja es igual a

¥

>x2=20,

o sea, las formas en que se pueden elegir dos cajas que serdn ocupadas,
por las formas en que se pueden repartir las bolas en las dos cajas.

Cq Cr C3 Cy Cs
[ ]
o [
[ ]
[ ]

FIGURA 1.21 Formas de tener ocupadas las cajas 1 y 2.
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(c) Finalmente, el nimero de maneras de tener tres cajas ocupadas, de las
cinco, coincide con el nimero de subconjuntos de tres elementos de
un conjunto de cinco elementos (las combinaciones de S en 3).
Hay (g) = 10 maneras diferentes de tener las tres bolas en cajas
diferentes.

Cy C2 C3 Cq Cs

FIGURA 1.22 Un posible resultado de tener ocupadas 3 cajas.

El total de resultados distinguibles en este experimento es igual a
5+20+ 10 =35.

El espacio muestral tiene 35 elementos, pero este espacio no es equi-
probable ya que cada evento elemental no tiene la misma probabilidad de
ocurrir. El espacio muestral equiprobable se presenta cuando se considera
que las bolas se pueden distinguir. Por ejemplo, la probabilidad de que
las tres pelotas estén en la caja 1 sigue siendo 1/125, como en el ejemplo
anterior, y no 1/35. Que las pelotas no tengan numeracién no modifica
la probabilidad del mismo evento.

EJEMPLO 1.26 (Permutaciones con objetos no distinguibles). ;Cudn-
tas permutaciones distinguibles se pueden formar con 3 bolas negras .,
5 bolas rojas @ y 8 bolas blancas O?

Solucidon

Cuando las bolas de un mismo color son indistinguibles, las permutacio-
nes son distinguibles s6lo si las bolas de un mismo color ocupan lugares
diferentes.

L_0/0] 10006 [@00e0e/,
000 00COO0®O0O®O®

FIGURA 1.23 La permutacion de dos bolas de diferente
color dan ordenaciones diferentes.
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00! [0/0/0/0] (0000000
00000 O0®OOO®OO®O®

FIGURA 1.24 La permutacion de dos bolas del mismo
color dan la misma ordenacion.

Lo que interesa es conocer el nimero de permutaciones distinguibles,
esto es, cuando las bolas del mismo color estdn ocupando lugares diferen-
tes. Para tener la respuesta se procede en tres etapas: (1) se eligen los 3
lugares (de los 16) para colocar las bolas negras; (2) se eligen los 5 lugares
(de los 13 restantes) para colocar las bolas rojas; (3) las bolas blancas se
colocan en los 8 lugares restantes. Utilizando la regla del producto y la
férmula de las combinnciones, se tiene que la solucién es igual a

16\ (13) (8 16! 13t 8! 16!
<3><5><8> I SI@)80) 3581 20720

Ejercicios

Esercicio 1.20. De una urna que tiene dos bolas negras y una bola
blanca se sacan dos bolas al azar juntas. (a) ;Cudl es la probabilidad
de que las dos bolas tengan diferente color? (b) Efectie 100 veces el
experimento de sacar las dos bolas al azar de la urna; ;jcudntas veces
aparecieron dos bolas de diferente color? Son casi 66 veces; jpor qué
crees que ocurre esto?

EJERCICIO 1.21. Se extraen dos cartas al azar de una baraja inglesa
(52 cartas). Calcule la probabilidad de que (a) por lo menos una carta sea
un as, (b) las dos cartas sean espadas.

EJERCICIO 1.22. Seextraendos bolas de una urna que contiene 3 bolas
verdes y 5 azules. Encuentre la probabilidad de que (a) las dos bolas sean
azules, (b) por lo menos una bola sea azul.

EJERCICIO 1.23. Se extraen dos calcetines de un cajén que contiene 6
calcetines rojos, 8 amarillos y 2 azules. ;Cudl es la probabilidad de que
(a) los dos sean del mismo color, (b) los dos sean rojos?
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EJERCICIO 1.24. Se extraen sin reemplazo 2 bolas de una urna que
contiene 2 bolas blancas y 3 bolas negras. Encuentre la probabilidad de
que las dos bolas sean de diferente color.

EJercicio 1.25. Considere que se lanzan 3 pelotas hacia 5 cajas nu-
meradas, de tal manera que las pelotas pueden caer en cualquiera de las
cajas con igual probabilidad. Calcule la probabilidad de que solamente
las cajas 1y 2 estén ocupadas.

EJERCICIO 1.26. Considere que se lanzan k pelotas hacia n cajas, de
tal manera que las pelotas pueden caer en cualquiera de las cajas con igual
probabilidad.

(a) Calcule la probabilidad de que dos cajas estén ocupadas.

(b) Calcule la probabilidad de que tres cajas estén ocupadas.

EJERCICIO 1.27. Side un banco de 100 problemas se conoce la res-
puesta de 70 de ellas, jcudl es la probabilidad de pasar un examen de 10
preguntas que fueron tomadas al azar del banco de 100? La calificaci6n
aprobatoria es de 6 puntos.

EJERcCICIO 1.28. Un lote de 100 articulos manufacturados es revisado
por un inspector, quien examina 10 articulos elegidos al azar. Si ninguno
es defectuoso, el lote se acepta. En otro caso, el lote es inspeccionado de
nuevo. ;Cudl es la probabilidad de que se acepte un lote con 10 articulos
defectuosos?

EJERCICIO 1.29. Un convoy del metro estd formado por n carros. En
la estacién terminal es abordado por r pasajeros (r < n), los cuales entran
al metro completamente al azar. ;Cudl es la probabilidad de que cada
pasajero haya abordado un carro diferente?

Esercicio 1.30. Considere a un profesor de una universidad que acos-
tumbra contar exactamente tres chistes al afio en su clase. (a) Si tiene la
politica de no contar en un afio dado los mismos tres chistes que ya cont6
el afio anterior, jcudl es el minimo nimero de chistes que necesitard contar
en 35 afios? (b) ;Cudl es el minimo nimero de chistes que necesita en 35
afios si su politica es no contar nunca el mismo chiste dos veces?

EJErcICIO 1.31. ;De cudntas maneras puede contestar un estudiante
un examen de ocho preguntas, a las que hay que responder “falso” o
“verdadero”, si (a) contesta la mitad de las preguntas como ciertas y la
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otra mitad como falsas; (b) contestade manera que nuncada dos respuestas
consecutivas iguales?

EJErciIcIo 1.32. Cinco politicos se encuentran en una fiesta; ;cudntos
saludos de mano se intercambian si cada politico estrecha la mano de todos
los demds s6lo una vez?

EJERCICIO 1.33. Dado un grupo de 4 personas, encuentre la probabi-
lidad de que por lo menos dos de ellas (a) cumplan afios ¢l mismo dia, (b)
hayan nacido el mismo mes.

EJERCICIO 1.34. Elija al azar dos nimeros de un directorio telef6nico;
y encuentre la probabilidad de que los dos ultimos digitos (a) sean dife-
rentes, (b) sean iguales.

5. Conteo en la fisica estadistica

Laintencién de esta seccion es presentar el fendmeno aleatorio del proceso
fisico sin entrar en los detalles teéricos.!

La idea bdsica de la teoria cuéntica es que la energia de una particula
encerrada en cierto volumen (no importa si éste es grande o pequeifio)
s6lo puede tomar valores discretos (numerables); es decir, la energia de
la particula estd cuantizada. El nivel mds pequefio de energia que puede
ocurrir se llama nivel de energia inferior o nivel cero, y se designa como
€o. El nivel de energia inmediato superior serd denotado por €, y asi
sucesivamente. La separacién entre los niveles de energia depende del
sistema que se trate, y es diferente para un oscilador, para un rotor rigido
0 para una particula encerrada en una caja. .

La temperatura de una sustancia depende de la cantidad de energia tér-
micaque comparten las particulas. Enel cero absoluto, todas las particulas
que componen el sistema se encontrardn en los niveles mds bajos posi-
bles. Para elevar la temperatura de la sustancia se debe afiadir energia a
las particulas, es decir, éstas deben ser elevadas a niveles superiores de
energia.

El objetivo de la mecénica estadistica es determinar cuéntas particulas
(de un total de N) hay en cada uno de los niveles de energia.

! Para més detalle, ver referencia 10 de la bibliografia.
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no numero de particulas que poseen la energia €,
n; nimero de particulas que poseen la energia €,
n, nimero de particulas que poseen la energia e,

ny nimero de particulas que poseen la energia €y.

La energia total E del sistema es igual a la suma de las energias de las
particulas componentes.

M
no€0+n|€]+...+nM€M=Zn,'€,'= E. (]4)
n=0

Asi, la distribucién de las N particulas en los diferentesniveles de energia
genera el espacio muestral

M M
Q= {(no,ny,n2,....nu) EN¥ |3 "n; = N, Y nie = E}.
i=0 i=0

Se dice que cada uno de los elementos del espacio muestral es una dis-
tribucién del sistema.

En una distribucién dada, se tienen n; particulas en el nivel de energia
€,i =1,2,..., M. Cada nivel de energia estd conformado por subniveles
que pueden ser ocupados por las particulas que estdn en ese nivel de
energia. El nimero de estos subniveles (para un nivel de energia ¢;) se
conoce como la degeneracién del nivel de energia y se denota con el
simbolo g;.

La pregunta por contestar, una vez que se han definido los supuestos
del modelo, es: ;De cudntas maneras se puede tener una distribucién
particular?

Pararealizar este conteo se deben cumplir dos etapas:

e La primera consiste en la asignacién de n; particulas al nivel €;,
paratodai =0,1,2,... , M.

e La segunda consiste en repartir las n; particulas, ya asignadas al
nivel €;, en los g; subniveles de energia.

Las formas de tener nq particulas en el nivel de energia €, son ( :o );
las formas de tener n, particulas (de las N — ny que quedan) para el nivel
de energia €; son (N ;"‘°) , etc. Asi, por laregla del producto, se tiene que
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las maneras de repartir las N particulas en los M niveles de energia son

N\ (N —ny N-—no—--ny_1\ N!
no n; ny " nolny!ng! .. ny,!

Para efectuar la segunda etapa del conteo, se pueden considerar dos
posibilidades:

e Dos particulas diferentes no pueden estar en el mismo subnivel
dentro de un nivel de energia.

e Dos o més particulas diferentes pueden estar en el mismo subnivel
dentro de un nivel de energia.

Cada uno de estos casos da lugar a las estadisticas de Fermi-Dirac y de
Maxwell-Bolzmann, respectivamente. Estas dos estadisticas se describen
a continuacion.

Se conoce como estadistica a una funcién de datos muestrales.

S.1 Estadistica de Fermi-Dirac. Laestadistica de Fermi-Dirac con-
templa aquellos casos en que se cumple el principio de exclusién de Pauli,
esto es, ninguna particula puede tener el mismo subnivel de energia den-
tro del nivel de energia €; (i = 0, 1, ..., M). Las n; particulas ocupan
subniveles diferentes, por lo que un subnivel ocupado por una particula
ya no puede ser ocupado por otra. El nimero de maneras en que los sub-
niveles pueden ser asociados a las particulas es igual a las ordenaciones
sin repeticién de g; en n;,

gi!
(8 — ni)!
Finalmente, se aplica la regla del producto a la primera y segunda

etapa de conteo, y se tiene que el total de formas en que se puede dar una
partcular distribucién ng, ny, n, ... ny, esigual a

8i —
P8 =

— N! &o! &' gm! -
no'ni!ny! ... np' (8o — no)! (8 — m1)! " (gm — nm)!
M N
8i:
N!
,-I;I(,n.-!(g.- —n;)!
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Como no es importante saber qué particula estd en cada subnivel de energia
(noimporta el orden), se divide este término entre el total de permutaciones
y entonces resulta la estadistica de Fermi-Dirac

i 8i!
,-l;!, ni!(g;' - n;)! s

Considerando la existenciadelaregularidad frecuentista, es razonable
pensar que las configuraciones mds probables serdn las observadas con
mayor frecuencia. Por lo tanto, es conveniente conocer la distribucién
mds probable porque serd la més frecuente del sistema. Para determinar
la distribucién mds frecuente basta maximizar la funcién

t(no, Ny, ..., nny) = II " (g. v
sujetaa Y M n; = Nya Zfio ni€; = I, donde N y E son constantes.
Maximizar ¢(no, ny, ..., np) equivale a maximizar In(¢(ng, ny, ..., npy);
asi, utilizando la técnica de multiplicadores indeterminados de Lagrange
y la aproximacién de Stirling, la distribucién mds probableen la estadistica
de Fermi-Dirac est4 dada por

8i

n; = —eaﬂk; T T

Las constantes a y B son aquellas con que se satisfacen las restricciones
del sistema.

La aproximacién de Stirling para N “grande” es
La(N"Y) = N Ln(N) —

5.2 Estadistica de Maxwell-Boltzmann. La estadistica de Max-
well-Boltzmann contempla aquellos casos en que no se cumple el princi-
pio de exclusién de Pauli y se permite que mds de una particula esté en el
mismo subnivel, dentro de un nivel de energia.

Entonces, la primera particula puede tener cualquiera de los subnive-
les de energia, la segunda particula también, etc. Asi, por la regla del
producto, se sigue que el total de maneras en que las particulas pueden
ocupar los diferentes subniveles es igual a

o8 = g

n;
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Aplicando la regla del producto a la primera y segunda etapa del con-
teo, se tiene que el nimero de formas en que puede ocurrir la distribucién
dada por ng, n,, . .. , nm, sin considerar el orden, es

M gnl

N!'|| =.

,1;!, (n;)!

Como no es importante saber qué particulas estdn en cada subnivel de
energia (no importa el orden), se divide este producto entre el total de per-
mutaciones y entonces resulta la estadistica de Maxwell-Boltzmann

M i
. (1.6)
i=0 (n;)!
Para obtener la distribucién mds probable basta maximizar la funcién
M gfll
t(ng, Ny, ..., Ny) = —
(no, ny M) '11 TB)
sujetaa Y m = Nya¥Y M ni = E, donde N y E son constantes.
Maximizar t(no, ny, ..., ny) equivale a maximizar In(¢(no, ny, ..., ny);

asi, utilizando la técnica de multiplicadores indeterminados de Lagrange y
la aproximacién de Stirling, la distribucién mds probable en la estadistica
de Maxwell esta dada por

N — 8i
! e!+ﬂfl :

Las constantes a y 8 son aquellas con que se satisfacen las restric-
ciones del sistema. Las estadisticas de Fermi-Dirac y de Maxwell-Boltz-
mann pueden modelarse como si las particulas fueran bolas que se lanzan
a cajas grandes con cajas pequefias en su interior que representan a los
niveles y subniveles de energia.

En general, cualquier experimento puede modelarse con bolas (extraer bolas
de una caja, lanzar bolas a varias cajas, etc.); a ello obedece la recurrencia
de este tipo de ejemplos.

EsEMPLO 1.27. Un oscilador arménico con frecuencia ¥ puede tomar
los niveles de energia
1 3 5

N 1
= — = —h ey _h;---’
e 2hv, 2hv, > v, (n+2) v,
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donde h es la constante de Planck y n es el nimero cuéntico del oscilador
armonico.

Un sistema de N osciladores independientes tiene una energia total
dada por la suma de las energias de sus componentes; esto es, si el os-
cilador i tiene el nimero cudntico n;, su energia es E; = (n; + %)hv,
(1=12,3,..., N)ylaenergia total del sistema es

+5)h

N N
Zn,hu-i-z lhv = Mhv + 2th

5

zE,- =ZN:(n

i=1

-

N

-~
—

=1 l=|

-

donde M = ):fv:] n;. Encuentre Wy, el nimero de posibles maneras
de tener los ny, ny, ..., ny nimeros enteros no negativos que cumplan la
relacion M = ¥ n; del sistema de osciladores con la energia total dada
por un valor especifico de M.

Se conoce como peso termodindmico, W)y, el nimero de posibles series de
. . N
numeros enteros ny,ns, ..., np = 0que cumplen laecuacién M = ) =t M-

Solucién

El problema equivale a tener M bolas repartidas en N cajas etiquetadas
y repartir las M bolas en las N cajas es equivalente a permutar M bolas
blancas y N — 1 bolas negras; las bolas blancasrepresentan a las bolas que
estdn en las cajas y las bolas negras representan a la separacion entre una
y otra caja, como se ve en la figura 1.25.

o
0 O o O
0 O

O o o ©

O O e OO OO O e e OO O e O

FIGURA 1.25 Dos representaciones de una manera de
tener M = 11 particulas repartidas en N = S niveles
de energia: no=2,n,=5,n3;=0,n,=3,ns = 1.
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El nimero total de formas distinguibles de permutar las bolas negras
y blancas, coincide con el nimero de subconjuntos de M elementos del
total de M + N — 1 lugares para colocar ahi las bolas blancas; este nimero
se 1lama peso termodindmico del sistema:

we _ (MAN=1) _(N+M—1)
M= M T OIN=DIM!

Esta expresién se conoce como estadistica de Bose-Einstein.

EJEMPLO 1.28. Suponga que se tiene un sistema de N particulas in-
dependientes. Si cada particula s6lo puede tener uno de los dos niveles
de energia, —g&g y &, entonces la energia total del sistema es la suma de
las energias de cada una de las particulas que 1o componen. Si hay n,
particulas con el nivel de energia — &, y n; particulas con el nivel de energia
&o (N = ny + ny), la e1ergia total del sistema es

E = —nyg9 + nygo = (ny — ny)eo = Meo,

donde M = n, — n,. Encuentre el peso termodindmico W), de un estado
con un valor especifico de M.

Solucién

El peso termodindmico W), del sistema con un valor especifico de M, es
igual al nimero de posibles maneras de tener n, particulas del total de N
con el nivel de energia —&g y el resto con el nivel de energia &; esto es,
coincide con el nimero de subconjuntos de n, elementos de un conjunto
de N elementos, o sea, las combinaciones de N en n;. Entonces el peso
termodindmico es igual a

N N! N!
Wy = ( > T aim (YN — ML ]
ny mlny  (G(N — M)IGN + M))!

Ejercicios
EJERCICIO 1.35. Modele los siguientes experimentos usando eleccién
de bolas.

e Lanzar una moneda al aire.

e Elegir una muestra de tres personas de un grupo de 20.

e Lanzar un dado no cargado.

e Elegir un articulo de un lote con articulos buenos y defectuosos.
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EJErcICIO 1.36. Considere un sistema de 4 particulas que cumple la
estadistica de Maxwell-Boltzmann. Suponga que los niveles de energia

son
€=0 € =¢ €6 =2¢€...,€6, =ne.
Si los niveles de energia son no degenerados (g; = 1, coni = 1, 2,
3,...,n)y el sistema de particulas tiene la energia total igual a E = 7e,
encuentre:

(a) Las posibles distribuciones.

(b) Las diferentes maneras de colocar las particulas en cada una de las
distribuciones.

(c) El nimero total de maneras de colocar las particulas.

Ejercicio 1.37. Considere un sistema de dos particulas en un nivel
de energia €, cuya degeneraciénes g =3 (N =2, E = 2e).
Encuentre las diferentes maneras de colocar las particulas, cuando se
cumple:
(a) La estadistica de Maxwell-Boltzmann.
(b) La estadistica de Bose-Einstein (véase el ejemplo 1.5.1 de los os-
ciladores).
(c) La estadistica de Fermi-Dirac.

EJErcICIO 1.38. Pruebe que cuando se cumple el principio de ex-
clusién dePauli, el total de maneras en quelas N particulas pueden quedar
repartidas en los diferentes niveles y subniveles de energia, cuando la ener-
gia total no es constante, es igual a las combinaciones

Zﬁogi
( N ) (1.7)

EJERCICIO 1.39. Pruebe que cuando no se cumple el principio de ex-
clusién de Pauli, el total de maneras en que las NV particulas pueden quedar
repartidas en los diferentes niveles y subniveles de energia, cuando la ener-
giatotal no es constante, cs igual a

Mo N
(X e) (1.8)
i=0
EJERCICIO 1.40. Sea un sistema de N osciladores con energia total

E que estd en equilibrio térmico. Encuentre la probabilidad de que un
oscilador dado tenga un estado cudntico n.
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CAPITULO 2

Probabilidad condicional e independencia

1. Probabilidad condicional

Al observar un fenémeno, o al realizar un experimento, es posible que
se tenga alguna informacién que se pueda incorporar al modelo. Por
ejemplo, la probabilidad de que llueva se puede determinar mejor si se
observa el cielo y se ve si hay nubes. También se puede utilizar como
informacién la época cel afio. Para explicar como afecta la informacién
en el célculo de las probabilidades, se desarrolla el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.1. En un grupo de 40 personas, hay 23 hombres y 17
mujeres; 12 de los hombres y 9 de las mujeres del grupo fuman.

Si se elige una persona al azar mediante un procedimiento que garan-
tice a las 40 personas la igualdad de oportunidades de ser elegidas, en-
tonces el espacio muestral asociado es equiprobable y se puede aplicar la
definicién cldsica de probabilidad ‘“‘casos favorables entre casos totales”.

Algunos eventos de este espacio muestral son:

A = {x|x es una mujer}

B = {x|x es un hombre}

C = {x|x es un fumador}

A N C = {x|x es una mujer que fuma}
BN C = {x|x es un hombre que fuma}

A N B = {x|x es hombre y es mujer} = &
A U C = {x|x es mujer o x fuma}

Y sus probabilidades son:

P(A) = 17/40 |P(ANC) = 9/40

P(B) = 23/40 | P(BNC) = 12/40

P(C) = 21/40 | P(ANB) = 0
P(AUB) = 1
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17+ 21— 29
P(AUC) = P(A) + P(C) — P(ANC) = (___”4_0__2 - =
Suponga que al realizar la seleccién se tienen las siguientes condi-
ciones:

e Las cuarenta personas se encuentran dentro de un salén.

e Fuera del sal6n, sentada frente a un escritorio, estd la persona que
har4 la eleccién.

e Detrds de una barda, sin poder ver lo que sucede, esté la persona a
la que se le pregunta sobre la probabilidad de que la persona elegida
sea mujer.

17 N

FIGURA 2.1 Condiciones del experimento.

Después de hacer la seleccién, se percibe el humo de un cigarro que
la persona elegida estd fumando.

¢C6mo utilizar esta informacién para contestar la pregunta?

Si se sabe que la persona elegida es fumadora, ya no es necesario consi-
derar a las 40 personas del grupo, basta con considerara los 21 fumadores.
La pregunta original se transformaria en: ;Cudl es la probabilidad de que
la persona elegida sea mujer, si se sabe que es una de las personas que
fuman?

La respuesta a la pregunta original es

No. de mujeres 17

P(A) = = —,
No. de personas en el grupo 40

De las 40 personas del grupo, 17 son mujeres.
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L~ N

FIGURA 2.2 Informacion recibida.

La respuesta a la pregunta utilizando la informacion obtenida es

No. de mujeres que fuman
P(x € A, siséquex € C) = ¢ mujeres que fum

No_de fumadores
_#AﬂCHi
T #C T2

De los 21 fumadores del grupo, 9 son mujeres.

Como se ve, la informacién obtenida cambia el espacio muestral. En
este ejemplo el espacio muestral estd formado por las cuarenta personas;
cuando se sabe que la persona fuma, el espacio muestral cambia a los 21
fumadores.

Notacion: La probabilidad condicional se escribe usando una raya
vertical entre los dos eventos que intervienen:

P(A | C)= P(x € A, sisesabe quex € C),

y se lee

probabilidad de A dado C.

En este sentido, la probabilidad condicionada al evento C podria es-
cribirse como Pc(-), mientras que la probabilidad no condicional como
Pq(-), indicando cudl es el espacio muestral. Asi, quedadefinido un nuevo
espacio de probabilidades:

(C) ‘AC; PC())’
donde
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2. Probabilidad condicional e independencia

e Ac={ANC|A€A} ¥y
e Pc(:) = P(|O).
Ahora observe que

#ANC
_#ANC _ —aq _ P(ANO
P(AIC) = —— = oo
#Q

Esta férmula es la base de la definici6n siguiente.

DEFINICION 2.1. Dado un espacio de probabilidades ({2, A, P(-)) y
los eventos A y B € A, se llama probabilidad condicional del evento A,
dado el evento B, a la relacién

i = {502 @9
Directamente de la definicién se desprende que si P(B) # 0,
P(A|B) = %@ => P(AN B) = P(A|B)P(B), (2.10)
y si P(A) # 0,
P(B|A) = % = P(AN B)= P(B|A)P(A).

Ya que la probabilidad condicional es una medida de probabilidad en
un espacio muestral bien definido, entonces cumple todas las propiedades
de la probabilidad ya estudiadas. Estas propiedades se enuncian en se-
guida, sin demostracién.

1. P(A|B)>0Oparatodo Ay B € A.

2. PQIB)=1y P(B|B)=1,si P(B)#0.

3. SiA}, A, ..., A, soneventos mutuamente excluyentes, entonces para
cualquier evento B € A, P(B) # 0, se cumple que

P(JAi | B)=)_ P(Ai|B).
i=1 i=1
4. P(A°|B)=1- P(A|B)paratoda A € A.
P(2|B) =0.

N
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1. Probabilidad condicional

6. Si{Ci; i = 1,23,...,n} constituye una particién de {2, entonces,
para cualquier par de eventos A y B con P(B) # 0, se tiene que

P(A|B) = i P(A N Ci|B).

i=1

TEOREMA 2.1. Dados los eventos Ay, Ay, As, ..., A, € A, se tiene
que

PA\,NA,N---NA,)=
P(A|A2;N---NA)P(AJAsN...NAL) ... P(A). (2.11)
Demostracion

Considerando los dos eventos: A; y (A, N A3N---N A,), por (2.10) se
tiene que

P(A\N(A;N...NA,)) = P(A|A,NAsN---NA)P(A,NAsN---NA,).
Ahora se puede hacer lo mismocon P(A, N A3 N...NA,):
P(A;N(A3N...NA,)) = P(A|A3NAN...NA,)P(A3NALN...NA,).
Este proceso se puede seguir hasta llegar a (2.11).

EyemMpLO 2.2. Setienendosurnas. Laurna 1 contiene n, bolas blancas
y m; bolas negras. La urna 2 contiene n; bolas blancas y m, bolas negras.
Se escoge una bola al azar de la uma 1y se coloca en la urna 2. Luego se
elige una bola de la uma 2. ;Cudl es la probabilidad de que esta bola sea
blanca?

Solucidon

Este experimento se realiza en dos etapas, por eso el espacio muestral estd
formado por pares ordenados, en los cuales la primera coordenada indica
el color de la bola en la primera extraccién, y la segunda coordenada, el
color de la bola en la segunda extraccidn:

Q = {(n, n), (n,b), (b,n), (b, b)}.

En este espacio muestral se pueden definir los siguientes eventos:

e E|: la primera bola es blanca; E; = {(b, n), (b, b)}.
e E,: lasegunda bolaes blanca; E; = {(n, b), (b, b)}.
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2. Probabilidad condicional e independencia

El resultado de la segunda eleccién depende del resultado de la primera
eleccion; entonces, para conocer P(E;) se debe utilizar la probabilidad
condicionada al resultado de la primera extraccién. Dado que E, y EY
forman una particién de (), entonces se puede aplicar el teorema de la
probabilidad total. Se tiene que

P(E2) = P(E:N Ey) + P(E, N EY),
y por la definicién de probabilidad condicional se llega a
P(E;) = P(E2 | E)P(E1) + P(E2 | EDP(E)).  (2.12)

Para encontrar el valor de esta expresion, se debenestablecerlas proba-
bilidades involucradas. En laurna 1 hay n;+m, bolas, y todas tienen igual
probabilidad de ser seleccionadas. Entonces, para la primera seleccion,
se tiene que

n
-Pwo=m;m\y
m
‘ P(Ei) B n +lm1.

Una vez que se coloca la bola en la urna 2, se tienen dos posibilidades:

“Resultados de la 1° elecci6n Condicion de la urna 2
después de agregarle la bola
bola blanca hay n; + m, + 1 bolas en la urna,
de las cuales n, + 1 son blancas
bola negra hay n, + m, + 1 bolas en la urna,
de las cuales n, son blancas

Las probabilidades condicionales en cada caso son:

n, + 1
* PEIED = T
2 2
n
-m&wo=gri17

Al sustituir estos valores en (2.12), se tiene que

) R e e
P(E,) = + .
(E2) <n2+mz+l n; +m n,+m; +1 ny +m

EJEMPLO 2.3. Pruébese que para dos eventos A y B cuya probabilidad
es diferente de cero, si P(A|B) > P(A), entonces P(B|A) > P(B).
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Ejercicios

Solucion
Por definici6n:
P(ANB) _ P(B|A)P(A)
P(B) P(B)
pero P(A|B) > P(A), lo que implica que MJ};_:%(_& > P(A), de donde se
sigue que

P(A|B) =

P(B|A) > P(B).
Ejercicios

EJERCICIO 2.1. Se lanzan dos dados; (i) encuentre la probabilidad de
que la suma sea 10 si en el primer dado resulté un 5; (ii) encuentre la
probabilidad de que la suma sea menor que $ si en el primer dado cayé 2.

EJERCICIO 2.2. Tres objetos indistinguibles se colocan al azar en tres
celdas. Encuentre la probabilidad condicional de que los tres objetos estén
en la misma celda, dado que al menos dos de ellos estdn en la misma celda.

EJeErcicio 2.3. En el verano los alumnos toman dos cursos: quimica
e historia. Los reportes registran que el 4% de los estudiantes inscritos
reprueba quimica, el 3 por ciento reprueba historia y el 1% reprueba las
dos materias.

1. ;Qué porcentaje de estudiantes pasa quimica y reprueba historia?
2. Entre los que reprueban quimica, ;qué porcentaje reprueba historia?
3. Entre los que reprueban historia, jqué porcentaje reprueba quimica?

EJErcICIO 2.4. Dados loseventos A y B tales que P(B) # 0, muestre
que si

P(A|B) > P(A), entonces P(A|B°) < P(A).
iLe parece que es intuitivamente cierto?

EJERCICIO 2.5. Pruebe las siguientes propiedades de la probabilidad
condicional:

P(A|A) = 1, para P(A) # 0.

P(&|A) =0, para P(A) # 0.

P(A)—P(ANB
P(A| B) = HR=FG.

Si P(B) = 1, entonces P(A|B) = P(A).
Si P(B) > 0y Ay B son mutuamente excluyentes, entonces
P(A|B) = 0.

SNh L -
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2. Probabilidad condicional e independencia

2. Teorema de Bayes: inferencia de causas

Una de las aplicaciones mds ttiles de la probabilidad condicional se da
en el teorema de Bayes. Este se aplica para calcular la probabilidad de
ocurrencia de un resultado de un experimento anterior (causa) cuando se
conoce el resultado de un experimento posterior (efecto). El teorema
se enuncia asf:

TEOREMA 2.2 (Bayes). Sean E;, i = 1, 2,...n eventos que forman
una particién de () en el espacio de probabilidades (), A, P(-)); si D € A
con P(D) # 0, entonces

P(D|E,)P(E,)

P(E|D) = " P(DIE)P(E)

Demostracion
e Por la definicién de probabilidad condicional,
P(DNEy) _ P(D|E\)P(Ey)
P(D) P(D)

e Por el teorema de probabilidad total, el denominador de esta ex-
presién puede expresarse como

P(E| D) =

P(D) = Z P(DN E)).

i=1
e Por la definicién de probabilidad condicional, cada sumando de la
expresion anterior se convierte en

P(D) = Z": P(DNE) = Xn: P(D|E;)P(Ey).
i=1

i=]
Por lo que, finalmente, al sustituir el denominador, se llega a

P(D|E)P(Ey)
", P(D|E)P(E;)’

que es lo sostenido por el teorema de Bayes.

Los experimentos en los que se aplica la férmula de Bayes tienen una
etapa anterior (un antes) y una etapa posterior (un después). La etapa
anterior se relaciona con los eventos de la particién (E,, E,, Es, ..., E,),
la etapa posterior se relaciona con el evento D.

P(Ei|D) =
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2. Teorema de Bayes: inferencia de causas

EJEMPLO 2.4. La produccién total de una fébrica se obtiene de tres
madquinas que trabajan de manera independiente. La primera médquina
elabora el 20% de la produccion, la segunda el 30% vy la tercera el 50%.
De lo producido por cada mdquina resulta defectuoso el 4%, el 5% y el
3% respectivamente.

a) Se elige un articulo al azar de la produccién diaria. ;Cudl es la
probabilidad de que el articulo elegido sea defectuoso?

b) Se elige un articulo al azar, se prueba y se encuentra que es de-
fectuoso. {Cudl es la probabilidad de que este articulo haya sido
elaborado por la madquina 1?

Soluci6én

(a) El experimento consta de dos etapas: 1) eleccién del articulo pro-
ducido por alguna Ce las tres maquinas, 2) la prueba del articulo para
ver si es 0 no es defectuoso.

La primera etapa define la partici6n:

E, = {x|x lo manufactur6 la mdquina 1},
E; = {x|x lo manufactur6 la méquina 2},
E3 = {x|x lo manufactur6 la mdquina 3}.
La segunda etapa define el evento D.

D = {x|x es defectuoso }.

Los datos del problema son

P(E;) = 0.20; P(D|E,) = 0.04,
P(E,) = 0.30; P(D|E;) = 0.05,
P(E;) = 0.50; P(D|E;) = 0.03.

Por el teorema de la probabilidad total se llega a que:

P(D)= P(DNE,))+ P(DNE,)+ P(DN E5)
= P(D|E\)P(E,) + P(D | E2)P(E2) + P(D | E;)P(E;)
= (0.04)(0.20) + (0.05)(0.30) + (0.03)(0.50) = 0.038.

(b) La probabilidad de que el articulo sea de la mdquina 1, dado que
result6 ser defectuoso, se encuentra con la férmula de Bayes:
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2. Probabilidad condicional e independencia

B P(DIE1)P(Ey)

PEND) = 5pIEy F(ED + PODIE) P(E,) + P(D | EnP(Ey)
_ 0008 4
T 0.038 19

EJEMPLO 2.5. En una uma hay 5 bolas rojas y 7 bolas verdes. Se
revuelven y se extraen dos bolas sin reemplazo. ;Cudl es la probabilidad
de que la primera bola sea roja si la segunda es verde?

Solucién
El espacio muestral del experimento es

\() = {(", V)! (", r)’ (V: I'), (V, V)}

La primera coordenada corresponde al color de la bola en la primera
extraccion, y la segunda coordenada corresponde al color de la bola en la
segunda extraccion.

El color de la bola en la primera extraccién define la particin:

e E, :laprimera bola esroja; E, = {(r, r), (r,v)}.
e E, :laprimera bola es verde; E; = {(v, 1), (v, v)}.
El color de la bola en 1a segunda extraccién define el evento D:
e D: lasegunda bolaes verde; D = {(r,v), (v, v)}, y se quiere cono-
cer la probabilidad condicional P(E,|D).
Los datos del problema son:
o« P(E)=13 PED=1¢ Y
e P(DIE)) =, P(DIE2) =g
Para encontrar P(E,|D), se utiliza la férmula de Bayes:
P(D|E,)P(E\) _
P(D|Ey)P(Ey) + P(D|E;)P(E;) — 117
EJEMPLO 2.6. Unacaja contiene S focos buenos y 7 focos defectuosos,
y se sacan dos focos a la vez. Una vez fuera, se toma uno de los dos focos,

se prueba y se encuentra que es bueno. ;Cudl es la probabilidad de que
el otro foco también sea bueno?

P(E,|D) =

Solucién

La primera etapa del experimento es seleccionar los dos focos de la ca-
ja. La segunda etapa consiste en elegir un foco de los dos que antes se
seleccionaron.
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2. Teorema de Bayes: inferencia de causas

La primera etapa define la particién:

e E,: losdos focos son buenos,
e E,: unodelosdos focos es bueno y el otro defectuoso,
e E;: los dos focos son defectuosos.

La segunda etapa define al evento D:
e D: el foco seleccionado es bueno.

Se sabe que D ocurri6 porque el foco seleccionado en el segundo

experimento resulté ser bueno; entonces lo que se pide es encontrar
P(E,| D).

Para aplicar la férmula de Bayes se requiere conocer las probabilidades
de los eventos E;, E; y Es.

El total de elementos dcl espacio muestral generado por el primer
experimento es igual a las combinaciones de 12 en 2.

= (1) =66
2

Los casos favorables, para cada uno de los eventos que forman la pai ticién,
son:

e Numero de formas de obtener dos focos buenos,

5
#E] == (/)) = 10,

los subconjuntos de 2 elementos de los 5 focos buenos.
e Numero de formas de obtener un foco bueno y otro malo,

= ()) >

Un foco de los S buenos y un foco de los 7 defectuosos.
e Numero de formas de obtener dos focos defectuosos,

7

Dos focos de los 7 defectuosos.

Entonces las probabilidades de los eventos son
10 & 21

P(E1)=6—6_2 P(E2)=g6'; P(E3)=%-
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2. Probabilidad condicional e independencia

Y las probabilidades condicionales son
1

P(D|E)) =1, P(D | Ep) = 5 Y PID|EY=0.
Finalmente, se tiene que
P(D|E\)P(E,)
P(E,\|D) =
bl P(D|E\)P(E\) + P(D|E;)P(E;) + P(D|E;)P(Es)
10
P(E,|D) = ALl i

B+ EH+20 11

EsEMPLO 2.7. En un lote de cinco articulos se elige uno al azar. El
articulo elegido se prueba y resulta ser defectuoso. Si el lote puede te-
ner de 1 a § articulos defectuosos con igual probabilidad, ;cudl es el
nimero de articulos defectuosos mds probable, dada la informacién de
que se sacé un articulo defectuoso?

Solucién
La primera etapa del experimento se relaciona con la condicién de los
articulos del lote (cudntos articulos defectuosos hay en el lote); la se-
gunda etapa se relaciona con la prueba del articulo para ver si es bueno o
defectuoso.

La primera etapa estd relacionada con la particién:

e E;: enellote hay i articulos defectuosos; i = 1,2,3,4,5.
La segunda etapa define el evento D:

e D: el articulo elegido del lote es defectuoso.
Por hip6tesis del problema, se sabe que

P(E;) = 1/5; ademés P(D|E;) =i/5,parai =1,2,3,4,5.

Por la férmula de Bayes, se tiene que
P(D|E;)P(E;)

P E,’ D = - »
D S P(D|E,)P(E))

lo cual implica que
(5)() _ i
x(1+24+34+4+5 15

Se puede ver que la méxima probabilidad se tiene cuando todos los focos
del lote son defectuosos.

P(E,|D) =
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Ejercicios

Ejercicios

EJERCICIO 2.6. Tres umas contienen bolas de colores, de acuerdo con
la siguiente tabla:

Uma | rojo blanco azul
1 3 4 1
2 1 2 3
3 4 3 2

Una urna se elige al azar y de ella se extrae una bola también al azar.
Resulta ser roja. ;Cudl es la probabilidad de que la umna elegida sea la 2?

EJERCICIO 2.7. Dos urnas contienen bolas de colores como sigue: la
uma uno contiene 5 verdes y 7 rojas; la urna dos contienc 4 verdes y 2
rojas.

Encuentre la probabilidad de sacar una bola verde si:

1. Se escoge unaurna al azar y luego se saca una bola de ella.
2. Se ponen las bolas de las dos urnas en una tercera y luego se escoge
la bola.

EJERCICIO 2.8. Un arquero tiene una probabilidad p de dar en el
blanco con cada flecha. Sabiendo que de 6 flechas le ha atinado tres
veces al blanco, encuentre la probabilidad de que su primer tirc haya
dado en el blanco.

EJERCICIO 2.9. Se tiene un sistema de carreteras entre las ciudades A,
By C como se muestra en el dibujo siguiente:

A E;

P

E E;
B]

Durante los meses de invierno, las carreteras pueden no estar abiertas al
trdfico por las condiciones extremas del tiempo. Sean E,, E; y E; los
eventos en que las carreteras AB, AC y CB estén abiertas, respectiva-
mente.
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2. Probabilidad condicional e independencia

Supéngase que para un dia cualquiera, se tienen las siguientes proba-

bilidades:
P(E,) = 2/5, P(E3|Ey) = 4/5,
P(E;)=3/4,  P(E\|E2NE3)=1/2,
P(Es) = 2/3.

1. (Cudl es la probabilidad de que un viajero pueda hacer el viaje de A
hasta B si tiene que pasar por la ciudad C?

2. (Cudl es la probabilidad de que pueda llegar a la ciudad B si sale de
A?

3. (En qué ruta se tiene la mayor probabilidad de llegar a B?

Esercicio 2.10. Hay dos lotes de productos homogéneos. El primer
lote consta de 20 productos, de los cuales 5 son defectuosos. El se-
gundo lote consta de 26 productos, de los cuales 6 son defectuosos. Del
primer lote se sacan al azar 10 productos, del segundo lote se sacan tam-
bién al azar 12 productos. Los 22 productos se mezclan entre si, de modo
que se constituye un lote nuevo. De este lote nuevo se saca un producto.
Calcule la probabilidad de que sea defectuoso.

EJercicio 2.11. Un grupo de estudiantes estd formado por a alumnos
excelentes, b alumnos buenos y ¢ alumnos malos. En un pr6ximo exa-
men un alumno excelente s6lo puede obtener la calificacién de “‘sobre-
saliente”, un alumno bueno puede obtener con igual probabilidad las ca-
lificaciones “notable” y “sobresaliente”, y un alumno malo puede obtener
con igual probabilidad “insuficiente”, “suficiente” y “ notable”. Deter-
mine la probabilidad de que un alumno escogido aleatoriamente obtenga

en el examen la calificacién ‘“‘notable” o “sobresaliente”.

EJERCICIO 2.12. En un cesto se encuentran 10 pelotas nuevas y 15
pelotas viejas. En forma arbitraria se sacan 2 pelotas del cesto con las
cuales se juega y se devuelven posteriormente. Después de cierto tiempo
se sacan otras 2 pelotas. Encuentre la probabilidad de que ambas pelotas
(a) sean usadas, (b) sean nuevas.

3. Eventos independientes

En algunas ocasiones puede ser que un evento A ya ocurri6, pero su
ocurrencia no cambia la probabilidad de que ocurra un segundo evento
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3. Eventos independientes

B. Si éste es el caso, entonces los dos eventos son independientes. La
definici6én formal de independencia de eventos es la siguiente.

DEFINICION 2.2. Dado un espacio de probabilidades (), A, P(-)), se
dice que los eventos A y B € A son independientes si la ocurrencia de
uno de ellos no afecta a la probabilidad de ocurrencia del otro.

Esto es, A y B son independientes si y s6lo si

P(A|B) = P(A) o bien P(B|A) = P(B).

Como se puede ver, el concepto de independencia implica la no rele-
vancia de la informacién adicional.

Es importante notar que dos eventos independientes no necesaria-
mente son mutuamente excluyentes.

Si dos eventos A y B son tales que P(A) # 0, P(B) # 0y AN B = 2,
entonces son dependi :ntes.

TEOREMA 2.3. Si los eventos A y B son independientes, entonces
P(AN B) = P(A)P(B). (2.13)
Demostracion
Se sabe que para cualquier pareja de eventos Ay B,
P(AN B) = P(A|B)P(B),
pero en el caso de que los dos eventos sean independientes, esta relacién
general se convierte en la relacién particular
P(AN B) = P(A)P(B),
que es lo que afirma el teorema.
TEOREMA 2.4. Si los eventos A y B son independientes, entonces
también lo son las parejas de eventos: Ay B°; A°y B°; y Ay B.
La prueba se deja como ejercicio al lector.
DEFINICION 2.3. Dado un espacio de probabilidades (€2, A, P(-)), se

dice que los eventos Aj, Az, A, ..., A, son eventos mutuamente inde-
pendientes si y s6lo si
a) P(AiNAj)= P(A)P(A),Yi#j,i,j=12...n.
b) P(AiNA; N A) = P(A)P(AP(A),Yi# j#k #i,
i, k=12 ...n.
c) P(AiNA;NA3N---NA,) = P(A1)P(A)... P(A,).
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2. Probabilidad condicional e independencia

Los siguientes son ejemplos de experimentos independientes.

e El sexo de los sucesivos hijos de una familia. Conocer el sexo
de los hijos de una familia no altera las probabilidades para el sexo
del siguiente hijo.

e Los volados sucesivos. El resultado de un volado no influye en los
resultados de los otros volados.

Se puede creer que algunos eventos independientes no lo son, por
ejemplo: si se han lanzado 100 volados y en todos ha salido 4guila, se
puede pensar que el préximo volado debe caer sol.

Existenrefranesentre los apostadores que pretenden reforzar estas fal-
sas ideas: “Afortunado en el juego, desafortunado en amores”.

Posiblemente un apostador si sea desafortunado en amores, pero no
porque gane o pierda, sino porque el juego le impide mantener una relacién
afectiva.

Considere los siguientes razonamientos:

e Si una de cada diez operaciones de un padecimiento es exitosa y
las ultimas 9 operaciones realizadas han fracasado, entorces la
_ siguiente operacion tiene que ser exitosa.
Este razonamiento es incorrecto porque la reaccién de cada
paciente no depende de la reacci6n de los otros pacientes.

e Laprobabilidad de que haya una bomba en un avion es iguala 0.01,
y la probabilidad de que haya dos bombas es igual a 0.0001. Un
pasajero mete entre su equipaje una bomba, para que se presente
la probabilidad menor (0.0001): que haya dos bombas en lugar
de una.

El que un pasajero lleve una bomba no modifica la probabilidad
de que haya otra bomba en el avién; la probabilidad sigue siendo
de 0.01 porque los eventos son independientes.

Ahora se va a analizar el caso de seleccién de una muestra con y sin
reemplazo.
Se extraen sucesivamente bolas de una umna:

e Se dice que las extracciones son sin reemplazo si cada bola ex-
traida de la urna no se devuelve a ésta antes de efectuar la siguiente
extraccion.

e Se dice que las extracciones son con reemplazo si cada bola ex-
traida se devuelve a la uma antes de hacer la siguiente extraccién.
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3. Eventos independientes

Considere que de una uma con 3 bolas
negras y 5 bolas blancas se extraen bolas,
una tras otra.

Sean los eventos E;: la i-€sima bola extraida es blanca, i = 1,2, 3, ...
Si las bolas se extraen sin reemplazo, vamos a encontrar la probabi-

o
T O

®
OO

lidad de tener una bola blanca en cada extraccién.

Primera extraccion

E,: la primera bola extraida es blanca

S
P(EY = 3

O
Ce O
e

S bolas blancas
3 bolas negras

Segunda extraccion, cuando ya ha salido una bola blanca

O bolas fuera
de la urna

4

P(E,|E)) = 7

.OO

o
OO

4 bolas blancas
3 bolas negras

Tercera extraccion, cuando ya han salido dos bolas blancas

OO0

bolas fuera
de la urna

3
P(E5|E,NE,) = =
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2. Probabilidad condicional e independencia

Cada nueva extraccién modifica las condiciones de lauma. El espacio
muestral cambia con las distintas extracciones.

En este caso el evento E; depende del evento E), el evento E3 depende
de los eventos E, y E, etcétera.

Ahora se analiza el mismo experimento, pero con un muestreo con
reemplazo.

Primera extraccion

o
@ O
5 QO. O
P(EI)=§ O

S bolas blancas
3 bolas negras

Segunda extraccion

@
La bola extraida se devuelve a la uma . O% O

5
P(Ea|Ey) = O O

Noh las f 1
0 hay bolas fuera de la urna 5 bolas blancas

3 bolas negras

Tercera extraccion,

Las dos bolas extraidas se devuelven a la . OC) .
e C

uma 5
P(E3|E|nE2)=§ O O

No hay bolas fuera de la uma

5 bolas blancas
3 bolas negras

En este caso los resultados de las extracciones anteriores no afectan
la probabilidad de los resultados en las extracciones posteriores; esto es,
los eventos E,, E,, Es, etc. son independientes.

100



3. Eventos independientes

e En particular, si el muestreo es sin reemplazo, se tiene que
P(Ey|Ey) # P(E).

Cada extraccién modifica las condiciones de la uma y, por lo tanto,
las probabilidades de las subsecuentes extracciones.
e Y si el muestreo es con reemplazo, se tiene que

P(E,|E)) = P(E,).

Cada extraccién no modifica las condiciones en la uma y las dife-
rentes exwacciones son independientes de las anteriores.

EJEMPLO 2.8. Los nimeros binarios se forman con los digitos Oy 1.
Suponga que un nimero binario estd formado por n cifras y que la proba-
bilidad de que alguno de los digitos, en cualquiera de las posiciones, sea
incorrecto es igual a p; suponga, ademds, que los errores en los distintos
digitos son independientes, jcudl es la probabilidad de formar un nimero
incorrecto?

Solucién
Sean los eventos

E;: lai-ésimacifraescorrecta; i =1,2,...,n.

Entonces, un ndmero de n cifras es incorrecto si tiene al menos una
cifra incorrecta, esto es, si el nuimero de cifras incorrectas va de 1 a n; al
menos una Ef ocurre.

Un nimero de n cifras es correcto si no tiene cifras incorrectas, esto
es, si todas las cifras son correctas; es decir, ningin evento E} ocurre.
Considere el evento A:

A :el numeroescorrecto;A=E,NE,N...NE,,
entonces, el evento A€ es

A° : el nimero es incorrecto, A = E{U E5U --- U E¢.

Dado que los eventos E; son independientes, es mds facil calcular la
probabilidad de A que la de A°.

P(A) = P(E;NE;N...NE,) = P(N\_,E)
=[[PE)=(- py

i=1
De este resultado se tiene que
P(el nimero es incorrecto) = P(A) =1 — (1 — p)".
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2. Probabilidad condicional e independencia

EJEMPLO 2.9. Dos personas lanzan tres veces una moneda no cargada;
(cudl es la probabilidad de que ambos tengan el mismo nimero de dguilas?

Solucién
El espacio muestral generado al lanzar tres veces una moneda estd dado
por

Q ={(a aa)(aa,s)asa),(saa),la,ss)(s as)(ss a)(sss)}

En el experimento se pueden tener 0, 1, 2 o 3 dguilas; ademds, () es
equiprobable porque la moneda no estd cargada.

Ahora, considere los eventos

A; : la primera persona tuvo i dguilas y

B; : la segunda persona tuvo i dguilas, donde i =0, 1, 2, 3,

A; y B; son independientes V i, j =0, 1, 2, 3.

El evento: “las dos personas tienen el mismo nimero de dguilas’” se
escribe como la unién disjunta

(Ao N Bo) U(A; N B1)U (A2 N By)U (A3 N By).
La probabilidad se encuentra aplicando el tercer axioma de probabi-

lidad y considerando el hecho de que A; y B; son independientes (i = 0,
1,2, 3).

P((Ap N By) U(A; N By) U (A, N By) U (A3 N By))
= P(A¢)P(By) + P(A\)P(By) + P(A2)P(B,) + P(A3)P(B3)

-3 @) @ + @) =%

EsEMPLO 2.10. Los articulos de una fdbrica pueden tener un tipo de
defecto con una probabilidad de 0.08, y un segundo tipo de defecto con
una probabilidad de 0.06. Los dos tipos de defectos se presentan inde-
pendientemente uno del otro. Al elegir un articulo al azar, calcule la
probabilidad de que ocurran los eventos siguientes:

a) E: El articulo no tiene ambas clases de defectos.

b) F: El articulo es defectuoso.

c) Siel articulo tiene el defecto tipo 1, ;qué probabilidad hay de que

tenga los dos defectos?

Solucion
Sean los eventos:
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3. Eventos independientes

e A: el articulo tiene el primer tipo de defecto.
e B: el articulo tiene el segundo tipo de defecto.

(a) Se tiene que el evento: el articulo tiene ambas clases de defectos, es
iguala E°= AN B.
Se sabe que A y B son independientes; entonces

P(A N B) = P(A)P(B) = (0.08)(0.06) = 0.0048,
y la probabilidad de E es
P(E)=P(ANB)Y) =1—- P(AN B) = 1 — 0.0048 = 0.9952.

(b) Un articulo es defectuoso si tiene el primer tipo de defecto, si ticne
el segundo tipo de defecto o si tiene ambos tipos de defectos. Este
eventoes F = A U By su probabilidad es

P(AUB) = P(A)+P(8)—P(ANB) = (0.08)+(0.06)—0.0048 = 0.1352.

(c) Se sabe que el articulo tiene el defecto tipo 1, y se quiere conocer
la probabilidad de que tenga los dos tipos de defectos, este es, la
probabilidad de A N B dado A:

P(ANB)NA) P(AN B) 0.0048
P(A) -~ P(A) 0.08

EJEMPLO 2.11. En el circuito de la figura 2.3 cada relevador E;, para

i =1,2,3,4,5, 6, se cierra o se abre de manera independiente de los

otros relevadores, y cada relevador se cierra con una probabilidad igual a
p. Encuentre la probabilidad de que la corriente pase de I a D.

P((AN B)|A) = = 0.006.

Solucion

Sean los eventos:
E; : el relevador i estd cerrado, i = 1,2, 3, 4, 5, 6, entonces existen 3
maneras independientes de pasar de I a D:

A =(E\UE)NE;,

2. Az = E4,

3. A} - E5 N E6.

El evento: se pasade I a D, es igual ala unién A; U A, U Aj;.
Ahora se calculan las probabilidades de estos eventos:

P(A;) = P((E; U E3) N E3) = P(E; U E3)P(Ey),

P
.
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2. Probabilidad condicional e independencia

Es Eg

FiGura 2.3 Circuito con 6 relevadores.

El producto es por la independencia de los eventos. Ahora se calcula
P(E\UE3) = P(E1)+ P(E3) — P(E\NE3) = p+p—p* = p(2 - p),
y el resultado es P(A,) = p?(2 — p), P(A;) = py P(A;) = p2.
Finalmente se tiene que
P(A1 U A, U A;3) = P(A)) + P(Ay) + P(A3) — P(A1 N A)
— P(A;NA3)— P(A,NA3)+ P(A1 N AN Aj)
=p'Q-p+p+p-p2-p-p'2-p-p
+p°2-p).

4. Ejercicios

EJERCICIO 2.13. Durante una batalla aérea un bombardero es atacado
por dos aviones caza. El bombardero abre fuego y efectia un disparo
sobre cada uno de los cazas. Puede derrumbar un caza con probabilidad
p1. Siun caza no es derribado, entonces dispara sobre el bombardero y
lo derriba con probabilidad igual a p,, independientemente de la suerte
que haya podido correr el otro caza. Determine la probabilidad de los
siguientes desenlaces de la lucha.

(a) A : El bombardero es derribado.
(b) B : Ambos cazas son derribados.
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4. Ejercicios

(¢) C : Por lo menos un caza es derribado.
(d) D : Un solo caza es derribado.

EJERCICIO 2.14. Considere a una persona que lanza dos veces un
dado. Sean los eventos

A;: Elresultado del i-ésimo lanzamientoes 1 02 (i = 1, 2).

B: Elresultado de la suma es igual a 7.

C: El resultado de la suma es igual a 2.

D: El resultado en un dado es 1 y en el otro es 2.

Califique cada una de las siguientes proposiciones como falsa o ver-
dadera.

Proposicién 1: A, depende del segundo lanzamiento.

Proposicién 2: A; y A, son eventos mutuamente excluyentes.

Proposicién 3: B depende del primer lanzamiento.

Proposicién 4: By C son eventos mutuamente excluyentes.

Proposicién 5: A, N A, estd contenido en D.

Proposicién 6: D estd contenido en C.

EJERCICIO 2.15. Un grupo de 3 aviones ataca un objetivo. El objetivo
estd protegido por 4 piezas de artilleria antiaérea. Cada bateria tiene un
dngulo de tiro de 60 grados; por ello, de los 360 grados s6lo 240 son pro-
tegidos. Al volar por un sector protegido un avién es atacado y aniquilado
con probabilidad p,; encambio, si vuela por un sector sin proteccién llega
sin problema al objetivo, el cual es aniquilado con probabilidad p,. Los
aviones desconocen la ubicaci6n de las baterias. Determine la probabili-
dad de aniquilacién del objetivo, para cada uno de los planes de ataque
siguientes:

(a) 3 aviones se acercan al objetivo por una misma direccién elegida
aleatoriamente.

(b) Cada uno elige sudirecci6n de acercamiento de manera independiente
de los otros 2 y en forma aleatoria.

EJERCICIO 2.16. Dos cazadores efectian, independientemente uno del
otro, 2 tiros cada uno sobre su propio blanco; la probabilidad de que el
primer cazador dé en el blanco estd dada por p, y la probabilidad de que
el segundo cazador dé en el blanco es p,. Determine la probabilidad de
que el primer cazador dé mas veces en el blanco que el segundo.

EJERCICIO 2.17. Si A 'y B son eventos independientes y P[A)] = 1/3
y P[B°] = 1/4, encuenwe P[A U B]. '
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2. Probabilidad condicional e independencia

EJERCICIO 2.18. Si P[A] = P[B] = P[B | A], digasi Ay B son
eventos independientes.
EJERCICIO 2.19. Si A y B son eventos independientes y
P[A] = P[B] =1/2,
iaquéesigual P[(AN B)U (AN B))?

EJErcicio 2.20. SiP[B] = P[A|B] = P[C|A N B] = 1/2, jcuénto
es PIANBNC)?

EJERCICIO 2.21. Dado P[A] = 0.5y P[A U B] = 0.7, encuentre la
probabilidad de B si:

(@) A y B son eventos independientes.

(b) A y B son eventos disjuntos.

(c) Para P[B|A] = 0.5.
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CAPITULO 3

Variables aleatorias

Los numeros no son
todo lo que existe,
pero cémo ayudan.

1. Definicién

Frecuentemente, al realizar un experimento se tiene interés en estudiar
algin aspecto cuantitativo del mismo (costos de produccién, inversién
de una empresa, ganancias en un juego de azar, nimero de articulos de-
fectuosos en una muestra, namero de intentos fallidos en el lanzamiento
de un cohete, tiempo de vida itil de un articulo electrénico, etc.). Estas
caracteristicas cuantitativas definen una funcién entre el espacio muestral
y el conjunto de los nimeros reales.

Las funcienes de interés para la probabilidad deben cubrir dos requi-
sitos:

e representar la caracteristica cuantitativa de interés y
e permitir establecer una medida de probabilidad en R inducida por
el espacio de probabilidades ((, A, P(.)).

El siguiente ejemplo explica co6mo establecer este tipo de funciones.

EsempLO 3.1. Un juego de azar consiste en tirar dardos a una ruleta
giratoria. Si el dardo no pega a la ruleta, el intento se repite.

En cada realizacién del experimento el dardo puede caer en la zona
coloreada de azul, verde o rojo. El premio se otorga de acuerdo con el
color donde se clave el dardo.

El espacio muestral del experimento es el cenjunto
Q = {verde, rojo, azul}.
La probabilidad de que el dardo caiga en la zona de cada color es

proporcional al 4&rea que ocupa dentro del circulo de la ruleta, esto es,
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3. Variables aleatorias

TABLA 3.1 Asignaciones de la ganancia de acuerdo con el color.

Si el dardo cae en | el jugador ganancia
r0jo gana $30 30
verde gana $15 15
azul pierde $10| —10
azul
verde rojo

FIGURA 3.1 Disposicion de colores en la ruleta.

e P({rojo}) = ¢.

e P({verde}) = %

e P({azul}) = 1.
La ganancia del juego es una funcién dada por

G:Q—=R

tal que

e G(rojo) = 30.

e G(verde) = 15.

e G(azul) = —10.

En cada intento, la ganancia del juego -5(_a))-| depende del azar, esto
es, la ganancia es un valor aleatorio.

Entonces es razonable preguntarse sobre la probabilidad de que la
ganancia pueda ser 30, 15 o —10.

Es claro que la probabilidad de ganar 30 pesos coincide con la proba-
bilidad de que el dardo atine en el 4rea roja, y asi para los otros valores.

Entonces la probabilidad asociada a la ganancia es:

e P(G = 30) = P(rojo) = 3.
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1. Definicién

e P(G = 15) = P(verde) = 3.
e P(G = —10) = P(azul) = 3.

Como se ve, la funcién G (w) induce un espacio de probabilidades en
el conjunto delos nimeros reales. La funcién G es un ejemplo de variable
aleatoria.

DEFINICION 3.1. Dado un espacio de probabilidades ({2, A, P(-)), se
dice que la funcién

X: Q- R,
es medible si y s6lo si los conjuntos de la forma
{weN | X(w)<r}eA Yr>0
son eventos.

DEFINICION 3.2. Dado un espacio de probabilidades ({2, A, P(-)), se
llama variable aleatoria (v. a.) a una funcién medible cuyo dominio es
) y cuyo codominio es R.

Esto es, X es una variable aleatoria si

X:Q0-R
es medible.

Las variables aleatorias, por lo generai, se denotan con las tltimas
letras mayusculas del alfabeto.

EJEMPLO 3.2. Se lanzan tres volados con una moneda no cargada. El
espacio muestral asociado a este experimento es

QO ={(ss,5),(ss, 0a),(sas)(a,ss),(saa)(as,a)(aa,s)(a aa)}

Sea X(w) la variable que indica el nimero de dguilas al efectuarse el
experimento; entonces los valores que puede tomar X(w) son: 0, 1,2 y 3.
Por ejemplo, X = 1 corresponde al evento

{Gs,5,a), (s,a,5),(as,S5)}.

En la tabla siguiente se presentan los elementos del espacio muestral
(), agrupados de acuerdo con los valores que toma la variable aleatoria X;
enla dltima columna estdn los valores de la probabilidad correspondiente.
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3. Variables aleatorias

elementos de () X

(a,a, a) 3 P(X =3) =
(a,a,s)

(a, s, a) 2 P(X =2) =2,
(s,a, a)
(a,s,s)
(s, a,s)
(a s, )

(s,5,9) } 0 P(X=0)=

[

PX=1)=32

La probabilidad de que la variable X tome un valor especifico k es igual
a:
P(X = k)= P{w € Q| X(w) = k}).
EJEMpLO 3.3. Al lanzar un dado se gana $10 con el evento {1, 2}; en

otro caso se pierden $5.
SeaY la variable que indica la ganancia del juego; entonces Y puede

tomar dos unicos valores, Y = -5, 10. La probabilidad asociada a la
ganancia se encuentra en la siguiente tabla:
Evento Ganancia Probabilidad
{1,2} 10 P(Y =10)=2/6 = 1/3,
{3,4,5, 6} -5 P(Y = -5)=4/6 =2/3.

DEFINICION 3.3. Dada una variable aleatoria X, se llama rango o
recorrido de X, Ry, al conjunto de puntos imagen de la variable

Rx = {x € R | existe w € ) con X(w) = x}.
De esta manera, se liene que

P(Rx)=P() =1 y P(Ry)= P®@)=0.

Las variables aleatorias se clasifican en discretas y continuas.

DEFINICION 3.4. Se dice que una variable aleatoria X es discreta si y
s6lo si Ry es {inito, o infinito pero numerable.

Un conjunto A es numerable si existe una relacién biunivoca entre A y un
subconjunto de los nimeros naturales.
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1. Definicion

DEFINICION 3.5. Se dice que una variable aleatoria X es continua si
y s6lo si el conjunto Ry es un intervalo, 0 la unién de dos o més intervalos.

EJEMPLO 3.4. Se lanza siicesivamente una moneda no cargada hasta
que aparece la primera dguila. Sea X la variable que indica el nimero de
intentos por realizar antes de detener €l proceso. Deseriba el rango de X.

Solucién
Si en el primer lanzamrento cae 4guila, ahi se termina el experimento;
pero si cae “sol”, se contintia hasta tener la primera 4guila. Por lo tanto,
el proceso puede continhuar indefinidamente.

El espacio muestral del expetimento estd dado por

Q= {@),(sa),(ssa)(sssa)...}.

Aqui se ve que el recorrido de X coineide con el conjunto de los niimeros
enteros. El nimero de intentos posibles antes de tener la primera 4guila
va de uno a infinito, esto es:

Ry=1{1,2,3,45,6,...)}.

Ry es un conjunto infinito pero humerable, por lo que la variable aleatoria
X es una v. a. discreta.

EJEMPLO 3.5. Se elige un foco al azar y se pone a funcionar. X es la
variable aleatoria que indica el tempo de vida util del foco.

Solucién

El minimo valor que puede tomar la variable X es cero, y esto ocurre
cuando el foco es defectnoso de fabricacién. No puede determinarse
el mdximo valor de la variable X, s6lo se puede afirmar que entre mds
tiempo pase, es menos probable que el foco siga funcionando; ademads, es
claro que los valores que puede tomar X no son discretos. Entonces, es
razonable considerar que el rango de la variable X es

Rx = [0, 00);

por lo tanto, X es una variable aleatoria continua. El foco puede descom-
ponerse en cualquier momento, y no necesariamente tiene que completar
unidades de tiempo enteras.
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3. Vanables aleatorias

Ejercicios

EJercicio 3.1. Considere que en un lago con “muchos’ peces, se han
marcado 10 de ellos y se elige una muestra de 15 peces al azar. Sea X la
variable aleatoria que indica el nimero de peces marcados en la muestra,
y (a) escriba el rango de X, (b) ;X es discreta o continua?

EJERCICIO 3.2. Supongaque selanzarepetidamente una moneda hasta
que se obtienen 3 dguilas, sea X la variable aleatoria que indica el nimero
de intentos que se deben realizar para ello, ;cudl es el recorrido de X?

EJERCICIO 3.3. Se lanza un dardo hacia una ruleta giratoria de un
metro de didmetro; sea X la distancia entre el punto donde cay6 el dardo
y el centro de la ruleta, (a) describa el rango de X, (b) ;X es discreta o
continua?

2. Distribuciones de probabilidad

La funcién de distribucién de probabilidades corresponde a la probabili-
dad acumulada de la variable aleatoria.

DEFINICION 3.6. Se llama funcién de distribucion de probabili-
dades de la variable aleatoria X a la funcién

F:R =R,

tal que
F(x) = P(X < x).

Observe que x representa a un nimeroreal y X ala variable aleatoria.

TEOREMA 3.1. La funcidén de distribucion F(x) tiene las siguientes

propiedades:
1. F(x) es una funcion creciente.
2. F(x) es continua por la derecha. Esto es, ,ll,r?»r F(x) = F(a).
3. lim F(x)=1.
4. Tim F(x)=0.

X——00
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2. Distribuciones de probabilidad

Demostracion

1. Para probar que F(x) es creciente, se observa que para los nimeros
x1 < x; se tiene que: {w € Q|X(w) < x1} C {w € OQ|X(w) <
x2}, y por el teorema (1.2.8) se sigue que

P({w € Q|X(w) < x1}) € P{w € Q|X(w) < x,}),

que es equivalente a: F(x,) < F(x;), con lo que se concluye que
F(x) es creciente.

A C B implica P(A) < P(B).

2. Para probar que F(x)es continua por la derecha, observe que
{x|X<a})Cc{x|X<a+hh>0}
y que
E%U|X§a+hh>0%=h|X§aL

xl_l"rg F(x) = hlir0n+ P(X <a+h) = P(X < a) = F(a).
3. Para probar que lim,_, F(x) = 1, observe que

Jim F(x) = lim P(X < x) = P(X < 00) = P(Ry) = 1.
4. Para probar que lim,_,_o, F(x) = 0, observe que

lim F(x)= lim P(X < x) = P(X < —00) = P(R§)=0.

TEOREMA 3.2. Para una variable aleatoria X se tiene que

| P(a < X < b) = F(b) — F(a).

Demostracion
Como

{X|X <b} = {X|X < a} U{X]a < X < b},
se tiene que _
PX<b)=PX<a)+Pla<X<b),
y entonces
Pla< X <b)=P(X<b)— P(X <L a)= F(@b) - F(a),

que es lo que se queria probar.
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3. Vanables aleatorias

EJEMPLO 3.6. Sea X una variable aleatoria continua tal que su funcién
de distribucién es igual a

1 — p—X
Flx) = { e para x > 0,
0 en otro caso.

Calcule

(a) P(X > 2).

(b) P(0.5 < X< 1.5).
(¢) P(In(2) < X < In(3)).

Solucién:
Como F(x) = P(X < x) entonces se tiene que
@ PX>2)=1-PX<2)=1-FQR)=1-(1-e?H=¢"2
(b) P0OS5S<X<15=PK15 - PX<0.5)
= F(1.5) — F(0.5) = ¢ %5 — ¢~13,

(c) P(Ln(2) < X< LnQ@)= F(Ln(3)) F(Ln(2))

e—Ln(@) _ p=Ln(3) — 1 _

z 3 6‘

2.1 Funcién de densidad de variables aleatorias discretas

DEFINICION 3.7. Se llama funcién de densidad de probabilidades
de una variable aleatoria discreta X a la funci6n

f:R—-R,
definida como f(x) = P(X = x).

Observe que las funciones de distribucién se escriben con una letra mayutscu-
la, mientras que las funciones de densidad de la misma variable se escriben
con la misma letra pero miniscula.

TEOREMA 3.3. Dada una variable aleatoria discreta X, su funcién
de densidad f(x) cumple las siguientes propiedades:

1. f(x)=>0,
2. T f) =1.
Demostracion

1. Por definicién
f(x) = PX = x) = P{w € Q] X(w) = x}),
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2. Distribuciones de probabilidad

y el primer axioma de la probabilidad dice que la probabilidad de
cualquier evento es un nimero no negativo. Con esto se prueba la
proposicion.

2. Si X es una variable aleatoria y Ry = {x1, x2, x3, ..., } es numerable,
entonces los eventos E; = {w € Q|X(w) = x;} = {X = x;} forman
una particién de (2.

Asi, por el segundo y tercer axioma de la probabilidad, se tiene
que

P)=P(UE)=2PE)=) f()=1.
i=1 i=1 i=1

TEOREMA 3.4. Si X esunavariable aleatoria discreta, entonces para
toda A € R se cumple

PAY= Y fx).
2 ERYNA

Demostracion
Se sabe que P(R%) = Oy, por el teorema de la probabilidad total, se tiene
que

P(A)= P(ANRx)+ P(ANRY) = P(ANRx)+0
= Y PX=x)= ) f(x)
XlERXnA XIGRan
y entonces queda demostrado el teorema.
EJEMPLO 3.7. Sea X la vanable aleatoria que indica el nimero de

dguilas que aparecen al hacer dos lanzamientos con una moneda no car-
gada.

o El espacio muestral del experimento es
Q= {(s19),(s,a),(as)(a)}
e El rango o recorrido de la variable es
Rx = {0, 1, 2}.

e La funcién de densidad dela variable aleatoria X y los elementos
de (1 correspondientes son

fO)=1 (5,8),
fhy=%=1 (s,a), (a,s),
f@Q=1 (a,a).
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3. Variables aleatorias

e La funcién de distribucién de la variable aleatoria X es
0 six <0

1/4 si0<x<1,

3/4 sil<x<?2,

1 six>2<1.

F(x) =

Por ejemplo:
F(-1)=P(X<-1)=0,
F(0.5) = P(X <0.5)=1/4
F(1.5) = P(X < 1.5) =3/4,
F3)=PX >3)=1.

Las respectivas gréficas de las funciones de densidad y distribucién

son
1 —— 1 —_— e —————
0.75—4- 0.75—
0.50—4 0.50—
0.25—4~ 0.25 ==
l
| !
0 1 2 3 0

Funcién de densidad de X. Funcién de distribucién de X.

FIGURA 3.2 Funciones de densidad y distribucion de X.

En todos los casos, la grafica de la funcién de densidad de una variable
aleatoria discreta, se representa con lineas verticales cuya altura es igual
a la probabilidad del valor correspondiente; y la grafica de su funcién de
distribucién es escalonada, con el primer escal6n de altura igual a cero y
el ultimo escalén de altura igual a 1.

EJEMPLO 3.8. Se lanza sucesivamente una moneda no cargada hasta
que aparece la primera dguila. X es la variable aleatoria que indica el
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2. Distribuciones de probabilidad

nuimero de intentos antes de detenerse. Encuentre las funciones de densi-
dad y de distribucién de la variable X.

Solucién
El rango orecorridode X es: X = 1,2,3,...

La funcién de densidad se encuentra considerando que si se detiene
el proceso en el k-ésimo volado, es porque en los primeros k — 1 volados
salieron soles y en el volado k cay6 un 4guila; entonces la probabilidad
de que X tome el valor k es igual a

P(X =k) = P((s,s,...,s0)),
k=1
y como los volados son eventos independientes, esta probabilidad se con-
vierte en un producto de probabilidades.

P(X =k) = P((s,s, ... ,5,a) = P(s)P(s)... P(s) P(a) = 1/2*.

k—1 k-1

Entonces, la funci6n de densidad es

1
fx) = Tk
Sélo para complementar el ejemplo, se probarédn las dos propiedades:
o f(xi) >0,
® Z?f-] flxi) =1

La primera propiedad se cumple trivialmente ya que 5‘; > ( para todo
numero k > 1.
La segunda propiedad dice que

1
Sl
i=1
Note que esta suma es el caso limite de una suma del tipo

Si=1+x+x+X+ - +x"=3"x
i=0

S = l+x+x2+x34+.. . 4x" Se restan los
xSy = x+x24+X33+--+x"+x"  dos términos.
Sp — xS, = 1—x"*
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3. Variables aleatorias

despejando S, se tiene que

1 - xn+l

Sn -

)

1—x

y en el caso que |x| < 1, cuando n — oo, S, — +L-.

I—x

Asi, cuando x = 3, se tiene que

oo '__loo i_l 1 -
EUZ_2§”Q_2U?U5_1

La funcién de distribucién de X es

i<x

2.2 Funcion de densidad de variables aleatorias continuas. En el
caso de una vanable aleatoria discreta, se defini6 la funci6n de densidad
para los elementos de su recorrido, como

fx(x) = P(X = x).
En el caso continuo no se puede hacer esto, pero se puede ver que
Px <X <x+h)=F(x+ h) — F(x),
y si la funcién de distribucién F(x) es diferenciable en x, se tiene que

Fu+2_”n=FhL

fx(x) = ’lll_l:f(l)

fx(x)h =~ P(x < X < x+ h).

De aqui se desprende la definicién siguiente.

DEFINICION 3.8. Se llama funcién de densidad de probabilidades
de una variable aleatoria continua X a la funcién

f:R-oR,

tal que

dF(x)

fx) = T
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2. Distribuciones de probabilidad

En este sentido, se tiene que

F(x) = jf_x f(x)dx,

P@< X<b)= / * fodx = F(b) — Fla).

Considerando que la integral definida corresponde al drea bajo la gréfica
de la funcién de densidad, y como una linea carece de drea, entonces en
el caso de una variable aleatoria continua,

P@<X<b)=Pa<X<b)=Pa<X<b)y=Pa<X<b).

Como caso particular, se tiene que
PX=a = [ f(@ux=Fla) - F@) =0.

TEOREMA 3.5. Dada una variable aleatoria continua X, su funcion
de densidad f(x) cumple las propiedades:

1. f(x) >0,
2. 2 f(x)dx =1.

Demostracion
1. Como

f(x) =%F(x)

y F(x) es creciente, entonces f(x) es no negativa.
2. Por definici6n:

| feydx = Jim [
- =alirgol;(;)—F(—a)=1—0=1.
TEOREMA 3.6. Para todo conjunto A C R,
P(A) = [ fx)d

Demostracion
Si A C R, entonces A estd formado por un conjunto de intervalos (abiertos
o cerrados) cuyos extremos son a; y b; (a; < b)), parai = 1,2,3,...,y
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3. Vanables aleatorias

un conjunto discreto de puntos {xi, x, ... }. Sin perder generalidad, se
puede suponer que los intervalos son abiertos; entonces

A= (U,-(a,', b,)) U {x,, X2, . }
y

b;
P(A)= 3 Plab) + Y PX =x) =Y / " fOodx = /A f)dx.

e s ——
0

EJEMPLO 3.9. X es una variable aleatoria continua cuya funci6n de
densidad es
f(x)=kx, si 0<x<2.
1. (Cudl debe ser el valor de k para que f(x) sea funcién de densidad?
2. Encuentre P(X > 1).

Solucién

1. El valor de k debe ser tal que se cumplan las dos propiedades de
las funciones de densidad. La primera propiedad se cumple cuando
k > 0. La segunda propiedad implica que

2
/0 Fx)dx = 1.
2 2 k 212
i f@dx = [Chxdx = T =2k =1,
0 0 2 |,
y al despejar se tiene que k = 1/2.
2 21 22 _ 4 1 _ 3
2. P(X> 1)=f1 f(x)dx=fl 5xdx=-4—l=;—;=;.
Ejercicios
EJERCICIO 3.4. Verifique si las siguientes son funciones de distribu-
cién.
(0 six <O0;
@@ F(x)= (% si0<x<S5;
1 six>S.
(0 six <0;
(b) F(x)={2sen!(x) si0<x<1;
1 six > 1.
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e si—o00o<x<0;

¢) F(x)=
( () {1 six > 0.

EJERCICIO 3.5. Suponga que la funcién de distribucién de la variable
aleatoria X es

F(x) = O‘ para x < 0,
T parax > 0.

(a) Verifique que es creciente.
(b) Encuentre la funcién de densidad de X.
(c) Calcule la probabilidad P(1 < X < 5).

EJERCICIO 3.6. Suponga que una variable aleatoria discreta X tiene
funcién de densidad

cx parax=1,2,3,4,5,6,7,
fx) = { .
0 en otro caso.

(a) Determine el valor de la constante c.
(b) Determine la funcién de distribucién de X.
(¢) Grafique las funciones de densidad y de distribucién de X.

EJERCICIO 3.7. Demuestre que las siguientes son funciones de densi-
dad de probabilidad de una variable aleatoria.

1. f(x) =e* parax € (0, 00), 0 en otro caso.

2. g(x) =2e~% para x € (0, 00), 0 en otro caso.

3. h(x) ==X f(x)+Ag(x)conA € (0, 1)y f(x)y g(x)delos incisos
anteriores.

EJERCICIO 3.8. Demuestre la certeza o falsedad de la siguiente pro-
puesta: Sean f;(x)y f,(x) dos funciones de densidad y A;, A, constantes
no negativas tales que A, + A, = 1, y entonces h(x) = A, f1(x) + A, f2(x)
es una funci6n de densidad.

EJErcIcIO 3.9. Sea X la variable aleatoria discreta con funcién de

densidad f(~1) = 1/8, f(0) = 6/8y f(1) = 1/8.
Evalie P(Jx — 1/2| > 1).
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3. Variables aleatorias

3. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

En ocasiones no se observa en forma directa la variable aleatoria de interés.
Posiblemente se conoce la funcién de distribucién de una variable auxiliar
de la cual depende, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

EsempLo 3.10. Una médquinaelaborabalines de plata. El radio de los
balines R, que puede controlarse calibrando la méquina, es una variable
aleatoria que toma valores en el intervalo (0.9, 1.1) con igual probabilidad;
esto es, su funcién de densidad estd dada por

5 s109<x<1.1
0 en cualquier otro caso.

fr(x) = {

Al fabricante le interesa conocer la cantidad de plataque requiere comprar,
y no el radio de los balines. Por lo tanto, su variable de interés es el
volumen de los balines:
4R

3
En este caso, V es una variable aleatoria que depende de R y se quiere
conocer su funcién de densidad.

V =

Solucién

Se tiene interés en conocer la funcién de densidad del volumen de los
balines, V. Para determinarla se parte de su definici6n y de ahi se despeja
la variable R. De esta manera, se obtiene la funcién de distribucién de V
en términos de la funcién de distribucién de R.

Fy(x) = P(V<Xx) por definicién
= P (i;-'n'R3 < x) al sustituira V
= P (R <V despejando a R
= Fg ( y 3L por definici6n.
Esto es,

33
Fv(x)=FR( ﬁ)
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3. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Observe que para distinguir las funciones de distribucién de las diferentes
variables, éstas se identifican mediante un subindice como etiqueta.

El recorrido de V se determina a partir del recorrido de la variable R,
con la férmula:
5|3V
4’
El recorrido de R cumple la desigualdad: 0.9 < R < 1.1, y esto implica

que .
3V 4 4
09 < {/— <1l = 09X <v<aipZ
47 3 3

La funcién de densidad de V, fy, se encuentra al derivar la funcién de
distribucién correspondiente usando la regla de la cadena:

fv(x)—iFv(x)——‘l—FR<\/f_‘) h(F)l(si).
4 | 3

Entonces,

fv(x) = V i =

En este ejemplo se obtuvo una composwlén de funciones dada por
V(R(w)). La funcién de densidad de V se encuentra en términos de la
funcién de densidad de R.

R =

i (0. 9)3—— <V<(. 1)3

FIGURA 3.3 Diagrama de la funcién de una variable aleatoria.

Si X es una variable aleatoria y A(x) es continua por trozos, entonces
la variable Y = A(X) es medible. Su recorrido estd dado por

Ry = {yly =h(x), x € Ry},
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3. Variables aleatorias

y su funcién de densidad puede darse en términosde la funcién de densidad
de X. .

EyempLO 3.11. Suponga que el tiempo de vida itil de un foco es una
variable aleatoria X, no negativa, con funcién de densidad

f(x) = 11_03-1% para x>0,

con x medida en meses. )

El sistema de mantenimiento de una empresa ha decidido cambiar
los focos cuando fallen o al cumplir 6 meses de haberse cambiado, lo
que ocurra primero. Si el foco se cambia antes de los 6 meses, su falla
genera un costo de $5. Si el foco se cambia a los 6 meses, su reempla-
zo genera un costo de $4.50. ;Cual es la funci6n de densidad del costo
generado por el cambio de un foco?

Soluci6n
Sea C la variable aleatoria que indica el costo generado al cambiar un
foco, asi, el recorrido de C es

Re = {45, 5),

C = 4.5 si el tiempo de vida qtil del foco es mayor o igual a 6 meses, y
C =5, si el tiempo de funcionamiento del foco es menor que 6 meses.
La funci6n de densidad de la variable aleatoria C es

fc(4.5) = P(C =45)=P(X >6)
— -/6~oo 0‘1e—0.lxdx — __e—O,lx
fc(5) = P(C=5)=P(X <6)

& = €% =055

6
- /0 0.1e™%dx = —e=015 6 = | — 06 — 45

TEOREMA 3.7. Dada X, unavariable aleatoria discreta, y U = h(X),
una funcién medible, la funcién de densidad de U en el punto u, es de la
forma

Sou) =Y fr(x),

XIGAM

donde A, = {x € Rx| h(x) = u}.
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3. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Observe que A, es laimagen inversade la funcién A(x) en el nimero u.

Demostracion
Si A, = {x € Rx| h(x) = u}, entonces
fuw)=PU =u)=PX€A)= )Y fxx).

XI€EA,
Queda demostrado el teorema.

TeoOrREMA 3.8. Dada X, una variable aleatoria continua, U = h(X),
una funcion real de variable real continua y diferenciable en R y A,, el
evento A, = {x € Rx| h(x) = u}, entonces la funcién de densidad de U
en el punto u es

Suea, fx(xi) l%l si A, es un conjunto discreto,

fu(u) =

si A, es un conjunto no discreto.

fA. Sfx(x)dx

Demostracién
En las siguientes gréaficas se esquematiza el conjunto A, en los dos casos:

discreto y no discreto.

Ruyy i Ry
'h(x) Uz = = h(x)
u - < Ugd ¢ ——— o
_:"‘:. Uy ——
: Ry — +——+te Ry
: X1 X2 X3 X, a b X2 X3
.Caso 1: A, discreto Caso 2: A, no discreto

FIGURA 3.4 Imagen inversa de u = h(x).

En la primera gréfica de la figura 3.4, laimagen de A(x) es un intervalo
y para todos los valores u en laimagen de h(x), A, es unconjunto discreto.
En la gréfica, para la u indicada se tiene

A, = {xl, X2, xs}-
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3. Variables aleatorias

En la segunda gréfica, la imagen de h(x) tiene s6lo 3 puntos, 4y, U, y
u3. Para estos valores u, A, es un conjunto no discreto, por ejemplo para
u,, en la gréfica

Ay, = (@, b) U {x1, x2, x3}.

Cada uno de estos casos se analiza en seguida.

Caso 1: A, es un conjunto discreto: Como el conjunto A, es discreto,
se puede escribir como A, = {x1, x2,x3, ... }. Entonces, la funci6n de
densidad de la variable aleatoria U en u, no se puede calcular con la
integral

P(U = u) = / fx)dx = 0.
Au
La funcién de densidad de U se encuentra a partir de la definicién

B Fy(u + Au) — Fy(u — Au)
fu(u) = lim 2Au :

Para calcular el limite, se define el siguiente conjunto:

Buaw = {x|u — Au < h(X) < u + Au} = U;V,,
donde V; = {x | x; — Ai; < x < x; + Ai,}. Entonces,
Fua+8) = Fulu =) = P(Busa) = 3 P(V) =30 PN+

i<j

Ahora bien, como x; # x; si i # j, para valores menores a un 4, fijo
P(V; N V;) = 0. Entonces,

F Fi = x)+Au
u(u+Au)2Au v(u Au) 1 Z/x + Fe(odx

= fo(gl

Al] + Al;
La dltima relaci6n se obtiene utilizando el teorema del valor medio
para & € V;; finalmente

Fy(u + Au) — Fy(u — Au) dx
A = E Sfx(x:) n

fu(uw) =
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3. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Caso 2: A, es un conjunto no discreto: En este caso, la probabilidad
de que X esté en A no es cero, por lo que

fow) = P(U = u) =/'1 fe(x)dx.
El teorema queda demostrado.

COROLARIO 3.1. Sea X una variable aleatoria continua, con funcién
de densidadigual a fx(x), y sea h(x) una funcién estrictamente mondtona
(creciente o decreciente) y diferenciable ¥x € Ry, entonces, la funcion
de densidad de la variable aleatoria Y = h(X) estd dada por

.

fr() = fx(h™'(y) ';Iq-h"(y)
y

Demostracion
Como h(x) es estrictamente mon6tona, el conjunto

Ay = {x € Rx| h(x) = y}
es un conjunto discreto con un unico elemento. Entonces,
dx;

——

=3 fx(x) 5

Xi€Ay

= fx(x)%-

EjempLO 3.12. Sea X la variable aleatoria con funci6n de densidad
3x? si0<x<?2;

fx(x) = {8

0 en otro caso.

Encuentre la funcién de densidad de Y = X?2.

Solucién

La funcién h(x) = x? es una funcién continua y creciente en el intervalo
(0, 2); por lo tanto, se puede aplicar el corolario del teorema anterior. La
funcién inversaes h='(x) = /x, ¥

3x?

16y/x

EJemMpLO 3.13. Sea X la variable aleatoria con funcién de densidad
fx(x)=e* x> 0.

Encuentre la funcién de densidad de la variable aleatoria U = sen(X).

fr(x) = fx(v/x)

dvx
dx
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3. Vanables aleatorias

Solucién
La funcién h(x) = sen(x) es una funcién continua y diferenciable en los
reales; entonces se puede aplicar cl teorema anterior.

Observe que para cualquier u € [—1, 1], el conjunto de puntos x;,
i =1,2,3,..., que cumplen la relacién sen(x;) = u es infinito, pero
numerable. En la gréfica siguiente se pueden ver cuatro de estos puntos.

X) X3" R 11 Xy

FIGURA 3.5 Cuatro puntos de la imagen inversa de sen x = u.

Los nimeros con indices impares son
x1 =sen"'(u), x3 = sen”'(u) + 2, ...
y los nimeros con indices pares son
x, = — sen” (), xg = 3w —sen~'(u), ...
Asi, A, es un conjunto discreto
A, = {x | sen(x) = u} = {x1, x2, x3, X4, X5, X6, . . . },

donde x3341 = sen'(u) +2k1r y xx = (2k + 1) — sen~!(u), parak = 0,
1,2,3...

Ahora observe que

1
B V1 =u?

dx,-

du
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3. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

%) [=%)
- -1 — —ly— —
(e sen uZeZwi+escn u "Z‘-’ 211*)

k=1 _ =
V1 — u?

%) dx;
Sfuw) = gfx(xk) o

_ (e—scn"u + escn‘lu—ﬂ)ehr

(e — V1 —u?
parau € [—1,1].

EJEMPLO 3.14. En una linea de microbuses se ha encontrado que la
funcién de densidad de la variable

X = kilémetros viajados por un pasajero

€S

E si0<x <17
fx(x) = { [(x — 52 + 1](tan~!(12) — tan~'(—5)) ’
0 en otro caso.

2.86((x —52+1)

1
B si0< x <17,
0 en otro caso.

Encuentre la probabilidad de que un pasajero que sube al microbuis
(a) viaje mds de 6 kil6metros,

(b) viaje entre 3 y 6 kilémetros.

Solucién

1. La probabilidad de que un pasajero viaje mds de 6 kilémetros, se
encuentra con la integral

17 d 1 17 1 d
PX>6) = | f"(x)x_zs.ﬁfs x-S+l

_ tan~'(12) — tan~'(1)-
N 2.86

Note que tan~'(12) — tan~!(-5) = 2.86.

= 0.2455.
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3. Variables aleatorias

2. De igual manera, la probabilidad de que un pasajero viaje entre 3y 6
kilémetros se encuentra con la integral

1 6 1 dx
286J3 (x —5)2+1
_ tan~!(1) — tan"'(-2)
N 2.86

EJEMPLO 3.15. A los concesionarios del transporte del ejemplo ante-
rior, les interesa conocer el ingreso por pasajero, asi que quieren determi-
nar la funcién de densidad del costo por viaje.

El costo por viaje depende de los kilémetros que se transporten, de
acuerdo con la siguiente regla:

6
PG < X <6) =/3 Fr(x)dx =

= 0.6617.

$200 si0<x<5
Y=Cx)={$250 siS5<x<12
$3.50 sil2<x<17

Encuentre la funcién de densidad del costo del pasaje.

Solucién
El costo del pasaje s6lo tiene 3 valores, 2, 2.50 y 3.50, por lo que el rango
deY es

Ry = {2, 2.50, 3.50}.

Para cada valor se tiene un subconjunto A, dado por

e A, = {x|C(x)=2}=(0,5)
e Ayso = {x|C(x) =250} =[5, 12)
® Asso = {x|C(x) = 3.50} =[12,17]

En los tres casos, A, es no discreta.

Finalmente, los valores de la funcién de densidad del costo del pasaje
son

o fr(2) = [u, fx(0dx = [§ sgerterr;dx = 0.4801

o fr(250) = [, fx(Xdx = [§? semtsrgdx = 0.4995

o fr(3.50) = [, fx(x)dx = [} smrimrrsdx = 0.0204
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Ejercicios
EJErcicIo 3.10. Se dispara un proyectil en una direccién con un 4n-
gulo arespecto a la tierray con una velocidad de magnitud v. El punto en
que el proyectil regresa a la tierra estd a una distancia R del punto donde
se realiz6 el disparo. Las dos variables se relacionan mediante la ecuacién
R = (vV*/g)sena, donde g = 981 cm/s* es la aceleraci6n de la gravedad.
Si a es una variable aleatoria con funcién de densidad

1

= si-T<x<Z
fa(x) =T 2 2
0 en otro caso.

Encuentre la funcién de densidad de R.

EJERCICIO 3.11. Latemperatura T de cierto objeto, medida en grados
Fahrenheit, es una variable con funcién de densidad
1
— o —(x-986)/4,
fr(x) N ﬁe ;
la temperatura ® medida en grados centigrados estd relacionada con T
mediante la ecuacién O = %(T — 32). Encuentre la funcién de densidad
de O.

EjeErcicio 3.12. El niimero de tostadores que se vende en una tienda
de electrodomésticos es una variable aleatoria X, cuya funcién de densidad
estd dada por

1
_l= parax=1,2,...
U {O en otro caso.

Al vender cada tostador se obtiene una ganancia de $20. Si al principio
de la semana hay 10 tostadores la ganancia estd dada por

G(X) = 20min{X, 10},
encuentre la funcién de densidad de G.

Esercicio 3.13. La longitud de los lados de un cuadrado X es una
variable aleatoria con funcién de densidad

(x — 4.95)(5.05 — x)/4 parad4.95 < x < 5.05
fx(x) =
0 en otro caso.

Encuentre la funcién de densidad del drea del cuadrado.
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3. Variables aleatorias

EJERCICIO 3.14. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad
f(x) =x/2si0 < x <2yseaY = (X — 1)% Encuentre la funcién de
densidad de Y.

EJERCICIO 3.15. A partir de la funcién de densidad de la velocidad, v,

y(v) =41 | ——
£ (27rkT
encuentre la funcién de densidad de la energia cinética € = %mvz.

2,
) Ve uT, para 0< v < oo,

EJERCICIO 3.16. A partirde la funcién de densidad de la velocidad de
las particulas que escapan a través de un orificio pequeiio en un horno

1/ m\2 ; w2
¢V(V)=§(k—T) vie  urt, para 0<v< oo
2

encuentre la funcién de densidad de la energia cinética € = %mv .

R

4. Variables aleatorias multivariadas

En ocasiones a una misma unidad de muestreo se le miden dos o mads
caracteristicas de interés, por ejemplo: a una persona se le puede medir
su edad (X), ingreso (Y), nivel de escolaridad (Z), etc. Entonces cada
persona i tiene asociado un dato multivariado (X;, Y;, Z;,...).

EJEMPLO 3.16. Se tiene una muestra de 40 estudiantes, 10 de los
cuales estudian ciencias bdsicas, 13 estudian ciencias naturales y los
restantes estudian ciencias sociales. A estos estudiantes se les pide su
opinién sobre el servicio de computo que se ofrece en su escuela, y las
respuestas pueden ser tres: malo, regular o bueno.

Si se escoge un estudiante al azar, se genera un espacio muestral
equiprobable en donde se define un vector aleatorio (X, Y):

e X identifica el 4rea de estudio.
e Y identifica su opinién sobre el servicio de cémputo,

de acuerdo con las siguientes reglas:
Suponga que las dos variables aleatorias X y Y clasifican a los cuarenta
estudiantes con los dos criterios, como se ve en la tabla.

Como el experimento es: | elegir una persona al azar |, la probabili-
dad de los diferentes eventos se calcula con la f6érmula clésica:

[ casos favorables entre casos tota.les]
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4. Variables aleatonas multivariadas

TABLA 3.2 Valor de las variables X y Y.

Area dc estudio Opini6n

C.basicas — X=1|malo — Y=0
C.naturales - X =2 |regular — Y =1
C.sociales — X =3|bueno — Y =2

TABLA 3.3 Frecuencia de las variables X y Y.

variable X
1 2 3 [Total
0[{3]14]5 12
variable Y 1121113 6
215512 22
Total | 10| 10| 20 [| 40

Enlatabla 3.4 se muestra la probabilidad conjunta de las dos variables
aleatorias.

TABLA 3.4 Probabilidad conjunta de x y y.

variable X

1 2 3 Total
01.075].100.125| .300

variable Y 1[.050].025[.075 ] .150 |
2 [ 1251125300 .500

Total | .250 [ 250 [.500 [ 1

En seguida sec analiza qué significa csto.

e Enclcruce de la columnai y el rengl6n j se encuentra la probabili-
dad de que X tomeel valoriy Y tomeel valor j: P(X =i, Y = j),
i=1,2,3yj=0,1,2;cstoequivale aunainterseccién de eventos:

{weQ|X,N=0G(N}={we|X=i}n{weQ|Y = j}.

e En el margen inferior sc cncuentran las probabilidades corres-
pondientes a la variable X: P(X = i), i = 1,2,3... El evento

133



3. Variables aleatonas

{w € Q| X =i} corresponde a

weQ|X=i}=J{oeQ|X=i¥=j}

j=0
¢ Enel margen derecho se encuentran las probabilidades correspon-
dientesa P(Y =1i),i =0,1,2,y

3
{weQ|Y=j}=J{weQ|X=iY=j)}

i=1
Explicitamente:

e La probabilidad de que el estudiante elegido estudie ciencias basi-
cas y esté de acuerdo con el servicio de cémputo se encuentra en
la columna 1 y el renglén 3, y es igual a

P(X=1yY =2)=.125.

e La probabilidad de que el estudiante elegido esté en desacuerdo
con el servicio de cémputo (sin considerar su 4rea de estudio) se
encuentra en el primer renglén de la columna Total, y es igual a la
suma de los valores del primer renglén.

PY=0=PX=1,Y=0+PX=2Y=0+PX=3Y=0)
= .300.

e La probabilidad de que un estudiante elegido estudie ciencias bési-
cas o ciencias naturales se encuentra sumando el valor de la primera
columna con el valor de la segunda columna del renglén Total.

P(X =10X =2)=.250+ .250 = .500.

Laprobabilidad que se encuentra en el interior de la tabla corresponde
a los eventos

{weQ|X=,Y=j}={we|X=i}Nn{we|Y =/}

y se llama probabilidad conjuntade X y Y.
La probabilidad que se encuentra enel margen inferior y en el mar-
gen derecho corresponde a la probabilidad de los eventos

{we Q| X =i} y {weQ|Y=j}

respectivamente, i = 1,2,3y j = 0, 1, 2. Esta probabilidad se conoce
como probabilidad marginal de las variables.
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4, Vagnb_les aleatorias multivaniadas

DEFINICION 3.9. Dado un espacio de probabilidades (£, A, P(-)) se
llama vector aleatorio o variable aleatoria bivariada a la funci6n bivariada:

X,Y):OxQ—RxR,
con X y Y variables aleatorias.
DEFINICION 3.10. Se llama funcién de distribucién de prebabili-
dades conjunta del vector (X, Y) a la funcién definida por
F(x,y)=P(X<x,Y <)
Asi, con referencia al ejemplo 3.4.1, se tiene que
F1N)=PX<2Y<1D=PL0O+ P, 1D+ P20+ P2,1)
= 0.075 + 0.05 + 0.1 + 0.025 = 0.25.
TEOREMA 3.9. La funcion de distribucién conjunta de una variable

aleatoria bivariada (X, Y) cumple las siguientes propiedades:
1. F(x, y)escreciente enx yeny.
2. F(x,y) es continua por la derechade x y de y.
3. Um,y,_o Fx,y) =0,
4. lfm,, . F(x,y) = 1.
Demostracion
1. Six; < x; y y1 < y2, entonces
{weQ|X<x,Y<y}C{weQ|X<x,Y <y}
y por el teorema 1.2.8, se sigue que
PX<x,Y<y)SPX<x,Y <y
lo que equivale a

F(x1, 1) < F(x, y2)-
2. El limite por la derecha de la funci6n de distribucién es
lim F(x,y)= lim P(X<a+h,Y <b+ hy)
+ hl_'0+

x—a
_y—ob+ h2—00+

=P(X<aVY <b)=F(a,b).
3. Observe que
Jim F(x,y)= lim P(X <x Y <y) = P(2)=0.

y——00 y——00
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3. Variables aleatorias

4. Observe que

xl_l’_@o F(x,y) = xl_l’glo PX<x,Y<y)=PQ)=1.

y—o0 y—o00

DEFINICION 3.11. Sellama funcién de densidad conjunta del vector
aleatorio (X, Y) a

fx,y)=PX=xY=y) si X y Y sonv. a. discretas,

oF(x, . .
flx,y) = -—a—)(czTy)- si X y Y son v. a. continuas.

TEOREMA 3.10. Lafuncién de densidad conjuntade un vector aleato-
rio (X, Y) cumple las siguientes propiedades:

e Si(X,Y) es un vector aleatorio discreto:
1. f(xy) 20,
2. Y, fxy)=1

e Si (X, Y) es unvector aleatorio continuo:
l' f(x’ )’) Z 01
2. [23 2% f(x, y)dxdy = 1.

La demostracién es trivial y se deja como ejercicio.

COROLARIO 3.2. Si A es un evento A C R?,

P(A) = Z f(x, y), para el caso discreto,
(ny)eA

P(A) = / / f(x, y)dx dy, para el caso continuo.
A
DEFINICION 3.12. Dado un espacio de probabilidades ({2, A, P(:)) y

una variable aleatoria bivariada (X, Y) definida en él, se llama funcion de
densidad marginal de X a la funci6n

@) = fx y), en el caso discreto,
y

00
fx(x) = / f(x, y)dy, en el caso continuo.
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4. Variables aleatorias multivariadas

Y se llama funcién de densidad marginal de Y a la funcién
=Y fx, ), en el caso discreto,

fr(y) = / f(x, y)dx, en el caso continuo.

Como se puede ver, la funcién de densidad marginal de la variable X es la
sumatoria (o la integral) de la funci6n de densidad conjunta, manteniendo
fijo el valor de x y recomriendo todos los valores de y. Precisamente
coincide con los valores que se encuentran en los mérgenes de una tablade
probabilidad de doble entrada. De ahi el nombre de densidad marginal.

EJEMpLO 3.17. Elcostodel material, X, y el costode la mano de obra,
Y, de un proyecto de construccién es modelada por

2ye™7@0  six, y >0,
0 en otro caso.

Sxr(x, y) = {

donde la unidad monetaria es un millén de pesos.
1. Encuentre la probabilidad de que los costos del material y de la mano
de obra del siguiente proyecto de costruccién sea mayor que un millén
y dos millones de pesos, respectivamente.
2. Determine la densidad marginal del costo del material.
3. Determine la densidad marginal del costo de 1a mano de obra.

Solucion

1. Como la unidad monetaria es igual a un millén de pesos, se quiere
obtener la probabilidad P(X > 1, 5Y > 2), cuyo célculo se hace con
la siguiente integral:

PX>1Y>y = / / 2ye Y@ dxdy = %e"6 = 0.00165.
2

2. La funcién de densidad marginal del costo del material se encuentra
integrando la funcién de densidad conjunta con respecto al costo de
la mano de obra.

00 00 2
fx®) = [~ 2y 0y = [T 2yemer0dy =

@ + x)?

x> 0.

La integracion se hace por partes con
du = e 7@y v =2y.
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3, Variables aleatorias

3. La funcién de densidad marginal del costo de la mano de obra se
encuentra integrando la funcién de densidad conjunta con respecto al
costo del material.

fr(y) = / 2ye Y@t Ny
0
= 2yeV / e dx = 2.
0

EJEMPLO 3.18. Si (X, Y) es un vector seleccionado al azar sobre el
rectdngulo (a, b) X (c,d) = {(x,y) | a < x < b,c < y < d}, encuentre
su funcién de densidad conjunta.

Solucién
Como el vector aleatorio se distribuye uniformemente sobre el rectdngulo
(a, b) x (c, d), la probabilidad de cualquier regi6n dentro del mismo es
proporcional a su drea, esto es si A € (a, b) x (c, d), entonces

dreade A

drea del rectdngulo’

La funci6n de distribucién de (X, Y) estd dada por

(x —a)y —c)

(b—a)d-c)

La funcién de densidad se encuentra derivando la funcién.
L Fx,y) = ——.

ooy (b—a)d—oc)

EseMpLO 3.19. Si el vector aleatorio (X, Y) tiene funcién de distribu-
cién

P(A) =

Fx,)=P(X<x Y <y =

fXY(x» )’) =

1— a—x2 _ a_zyl + a_"z—zyz six Z 0’ Yy 2 0’
0 en otro caso,

F(x,y)={

encuentre la probabilidad que un punto elegido al azar esté en el rectdngulo
dado por
1<x<2, 1<y<2

Solucién
Se quiere conocer la probabilidad del evento A:

A={(xy|1<x<21<y<2},
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Ejercicios

Para ello se utilizan los eventos
B={(x,y)|x<2,y<2},
C={xy|x<2,y<1},
D={(xy|x<1ly<2}

Observe que los eventos A y C U D son mutuamente excluyentes y que
B = AU (C U D), de lo que se sigue

P(B) = P(A) + P(CU D) = P(A) + P(C) + P(D) — P(C N D),
ycomo CND = {(x,y) | x <1,y <1}, entonces:
P(A) = P(B) — P(C) — P(D)+ P(Cn D)
= F(2,2)— F, 1) = F(1,2) + F(1,1)

— = = - - -3 -6 =9
=a12—a6—a9+03=a3(1—a —a’+a’).

Ejercicios

EJERcICIO 3.17. En una umna hay 5 bolas numeradas del 1 al 5. Se
eligen 3 bolas al azar sin reemplazo. Sea X el minimo nimero que aparece
en las bolas seleccionadas, y sea Y el mdximo nimero.

(a) Encuentre la funcién de densidad conjuntade X y Y.
(b) Encuentre la funcién de densidad marginalde X y Y.
(¢) Encuentre P(X > 2).

EJErcICIO 3.18. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcién de
densidad conjunta

B

0 en otro caso.

(a) Encuentre la funcién de densidad marginalde X y Y.
(b) Encuentre P(X > 2).

EJERCICIO 3.19. Sean Xy Y variables aleatorias con funcién de den-
sidad conjunta

2¢77(1 —e™™) O0<y<ooyl<x<y
0 en otro caso.

fXY(-x»y)= {

Encuentre la funcién de densidad marginal de X yde Y.
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3. Variables aleatorias

EJErcICIO 3.20. Suponga que las personas de una poblacién pueden
profesar una de cuatro religiones (X =0, 1,2, 3,4; X = 0 si la persona
no profesa ningunade las cuatro religiones), y pueden simpatizar con uno
de tres partidos politicos (Y = 0, 1,2, 3; Y = 0si la persona no simpatiza
con ninguno de los tres partidos). Si se elige una persona al azar, la
probabilidad de que ella tenga una religién determinada y simpatice con
un partido politico estd dada en la siguiente tabla:

X
0 1 2 3 4
0§0.08 007 006 001 0.01
14006 0.10 012 0.05 0.02
24005 0.06 0.09 0.04 0.03
3 [0.0270.03 0.03 0.03 0.04

Y

Determine cada una de las probabilidades siguientes:
@PX=2) (b)) P(X>2) () P(X<2,Y<2)
(d P(X=7Y) (e) P(X >T).

S. Dependencia y condicionalidad

DEFINICION 3.13. Dadas dos variables aleatorias X y Y, la funcién
de densidad condicional de la variable X, dada la variable Y, es igual a

Lud) i fy(y) > 0,
— fr(y)
Sfxir(x|y) {O Y i fy(y) = 0.

Directamente de la definicién, se llega a

fxy(x, y) = fxyr(x]y) fr(y).

La probabilidad condicional es

P(A
P(A|B) = (P;B).

DEFINICION 3.14. Se dice que dos variables aleatorias X y Y, son
independientes si y s6lo si

frr(xly) = fx(x).
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5. Dependencia y condicionalidad

Ay B son independientes si y s6lo si
P(A|B) = P(A).

TEOREMA 3.11. Las variables aleatorias X y Y son independientes
si y sélo si

fxr(x, y) = fx(x) fr(y).

Ay B son independientes si y sélo si
P(AN B) = P(A)P(B).

Demostracion
Se sabe que para todas las variables aleatorias X y Y se cumple que

fxy(x, y) = frr(x|y) fr(y),

y en el caso de que ambas variables sean independientes, se tiene que
Sfxiy(x|ly) = fx(x); sustituyendo este término en la ecuaci6n anterior se
llega a lo que afirma el teorema. La demostracién para el sentido inverso
es trivial.

El concepto de independencia se puede generalizar a més de dos va-
riables, esto se ve en la siguiente definicién.

DEFINICION 3.15. Se dice que las variables X, X,, X3, ..., X, son
variables aleatorias independientes si

Sxpxa (X1, X2, oo, X0) = fx, (x1) fx, (x2) - .« fx, (xn).

EyemMpLO 3.20. La posicién de una particula que se mueve aleatoria-
mente en un plano estd determinada por su distancia al origen, R, y por
el 4ngulo que forma con un eje fijo, X. Si los valores de X y de R son
independientes y la funcién de densidad conjunta es igual a

-

flx,r) = 2¢

po r>0y0<x<a/2

encuentre la probabilidad de que la particula se encuentre en la regién
limitada por0 < x < w/4y1<r<2,
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3. Variables aleatorias

Solucién
Como las dos variables son independientes, se puede encontrar la proba-
bilidad integrando cada variable en forma separada:

e—1
2e?

ﬂ/4 22e_r
P(OSXSW/4,1§R52)=/ dx/ “—dr =
0 1

Ejercicios
EJErCICIO 3.21. Suponga que se mide la respuesta de cierto aparato
electrénico en cinco ocasiones diferentes. Sean X, X, X3, X4 y X5 las
observaciones obtenidas. Suponga que X, X,, X3, X4 y X5 son variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, de acuerdo con la
distribucién

-x1/2

_ {;‘e parax > 0,
f&) {O en otro caso.

Encuentre la probabilidad de que el mdximo de los valores X, X,, X3,
X4y X5 sea mayor que 4.

EJERCICIO 3.22. Suponga que un equipo de radar tiene una ley de
descomposturas con funcién de densidad
0 en otro caso.

¢En qué intervalo de tiempo 10 equipos de radar que trabajan de manera
independiente, operardn satisfactoriamente con una probabilidad de 0.50?

EJERCICIO 3.23. Sean X y Y variables aleatorias con funcién de den-
sidad conjunta dada por

ixy para0<x<2y0<y<y,
0 en otro caso.

f(x,y)={

(a) Encuentre las funciones de densidad marginales de X y de Y.
(b) ;Son X y Y variables aleatorias independientes?

EJERCICIO 3.24. Se eligen sin reemplazo tres bolas de una uma que
contiene 5 bolas numeradas del 1 al 5. Sea X el minimo nimero asignado
a las bolas elegidas, y sea Y el mdximo nimero.

Encuentre la funcién de densidad condicional de X, dado Y = 4.
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6. Distribuciones de funciones de vectores aleatorios

EJERCICIO 3.25. Sean X y Y variables aleatorias discretas indepen-
dientes, con la misma funcién de densidad dada por '

2

= parax=1,2,3,...
)=l
/@ {0 en otro caso.

Encuentre la probabilidad de que X y Y sean iguales.

EJERCICIO 3.26. Sean X y Y dos variables aleatorias conjuntamente
continuas, con funcién de densidad de probabilidades dada por

1
Sxr(x, y) = ge_%(‘zﬂl) parax, y € R.

(a) ;Son X y Y variables aleatorias independientes?
(b) ;Tienen X y Y la misma funci6én de densidad marginal?
(c) Encuentre P(X? + Y2 < 4).

EJERCICIO 3.27. En una caja hay 10 monedas numeradas del 1 al 10.
La probabilidad de que al lanzar la moneda i, ésta caiga en dguila es
igual a i/10. Se elige una moneda al azar de la caja y se lanza hasta que
aparece la primera dguila. Sea N la variable aleatoria que indica el nimero
de lanzamientos necesarios antes de detenerse. Encuentre la funcién de
densidad de N.

6. Distribuciones de funciones de vectores aleatorios

En ocasiones se quiere conocer la funcién de densidad de una variable
aleatoria que depende de dos o mds variables que se muestrean. Asi,
en el problema de los proyectos de construccién, (Ej. 3.4.2), podria ser
mds importante para el duefio de la obra conocer la distribuci6n del costo
total del proyecto (X + Y), y no s6lo las distribuciones de los precios de
cada concepto por separado. Entonces, es importante tener una forma de
conocer la funcién de densidad de una funcién del vector aleatorio.

TEOREMA 3.12. Si (X, Y) es un vector aleatorio discreto con funcién
de densidad conjunta fxy(x,y),y Z = h(X, Y) es una variable aleatoria,
entonces la funcion de densidad de Z estd dada por

f2R)= Y far(xy).

h(x,y)=z
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3. Variables aleatorias

Demostracion
Observe que

P(Z=2)=PhX,V)=2)= D far(xy);

h(xy)=2
por lo tanto, queda demostrado el teorema.

EJEMPLO 3.21. Se lanzan dos tetraedros no cargados, cuyas caras es-
tdn numeradas del 1 al4. Sean X, y X las variables aleatorias que indican
la cara que cae hacia abajo en cada uno de los tetraedros, respectivamente.
Sea Y = médx{X,, X;}. Encuentre la funcién de densidad de Y.

Solucién

Cada una de las 4 caras del tetraedro tiene igual probabilidad de caer hacia
abajo, por lo que el espacio muestral del experimento es equiprobable con
16 posibles resultados. La funcién de densidad conjunta de X, y X, es

Sux, (6 y) = : parax =1,2,3,4yy=1,2,3,4.

’Ez
Los valores que puede tomar ¥ = méx{X,, X} son1,2,3y4. La
relacién de Y con el vector (X;, X,) se describe en la tabla 3.5.

TABLA 3.5 Distribucién del valor mdximo en la muestra.

Rango de Y
Y=1|Y=2|Y=3|Y=4

(LD | (1L,2) | (1,3) | (1,4)

Valores @n | 23 | 24
de (X, X3) 2,2) | 33) | 34
que dan (3,1 | 4,4
el mismo (3,2) | 4,1)
valorde Y. 4,2)

(4,3)

|
Total | | 3 | 5 | 7

De acuerdo con el teorema 3.12, la funcién de densidad de Y es igual
a la suma de las probabilidades de los puntos que dan el mismo valor de
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6. Distribuciones de funciones de vectores aleatorios

Y. Por ejemplo, la funcién de densidad de Y en el punto 3 es

3 = fxix,(1L3) + fx,x,(2,3) + fx,x,3.3) + fx,x,(3, 1)
S
+ fx,x,(3,2) = i
Entonces, se tiene que
D= Q= fr3) =, fr(d) = —
Sr( )_1_6’ Sr( )—'ig, Sy( )—T(;’ Sr( )—R’

0, en forma general,
2x — 1
Sfr(x) =

1_6 ’

parax = 1,2,3,4.

TEOREMA 3.13. Si (X, Y) es un vector aleatorio continuoy (U, V) =
h(X, Y) es una funcién continua y diferenciable, excepto en un conjunto
finito de puntos, y

Ay ={(x,¥) € Rxy| h(x, y) = (u, V)},
entonces la funcion de densidad de (U, V) en el punto (u, v) es

Cixnypean Sxr(xi, yi)J|  si A es discreto,
Sov((u,v)) = ' '
Ja,, fxr(x, ¥))dxdy si A,, es no discreto.

En esta férmula, |J| es el valor absoluto del jacobiano de la transforma-
cion.

Demostracion
Caso 1. A,, es un conjunto discreto. Si

Auw = {(x, ¥ € Rxy| h(x, y) = (4, v)}
es un conjuntodiscreto A,, = {(x1, y1), (x2, y2), . .. },entonces, por defini-
cion,

82
u,v) =
Suv(u, v) 50

lim Fyv(u+Au, v+Av)—Fyy(u+Au, v)— Fyy(u, v+Av)+Fyy(u, v)
Au,Av—0 .AllAV .

Ahora observe que
Fyv(u+Au, v+Av)— Fyy(u+Au, v)—Fyy(u, v+Av)+Fyy(u, v)=P(B..,),

Fyv(u, v) =

145



3. Variables aleatorias

donde
By ={(xNh(xy)=w,Dconu <w<u+08u y v<r<v+Av}.
Este conjunto se puede ver como una unién de conjuntos V;:
B, =V,uWV,UV;...,
tal que
Jm Y= (e} v Jm vy, -e
PB) <SPV =3 | ], frr( dy.
Por el teorema del valor medio,
[, e y)dxdy = frrtl ATV Gl € Vi
El limite de esta expresién, cuando Au y Av tienden a cero, es
JJim _fyy(a,b) Area(V)) = fur(x(u,v), Y, V)| x(w, v), y(u, v))|dut dv.

Entonces se puede concluir que

fUV(u» V) = Z fx}'(x(u’ V), y(u’ V))|]|.

(x.y)EALy

Caso 2. A,, es un conjunto no discreto. En este caso,
fUV(u: V) =5 P((U V) == (u) V)) = P((X’ Y) € Auv) =/A fXY(x: )’)dxdy

CoROLARIO 3.3. Dado un vector aleatorio (X, Y) y una funcién in-
vertible y diferenciable (u, v) = h(x, y), la funcién de densidad conjunta
delvector (U V)= h(X,Y)es

fovu, v) = fxy(h™' (u, )| J|,
donde |J | es el valor absoluto del jacobiano de la transformacion.
Demostracion
Como la funcién h(x, y) es invertible, entonces cuando el conjunto A,, es

no vacio tiene unicamente un punto, por lo que es un conjunto discreto y
entonces

Sov(u,v) = fxy(x(u, v), yu, v)IJ| = fxy(h™ (u, )|J|.
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6. Distribuciones de funciones de vectores aleatorios

TEOREMA 3.14. Si (X, Y) es un vector aleatorioy U = h(X,Y) una
funcién continua y diferenciable, entonces

fo) = [ Fer(@iw,v), galu )| a,

donde v = h\(x, y) es una funcién continua y diferenciable tal que la
transformacion (u,v) = (h(x, y), hi(x, y)) es invertible y su inversa estd
dada por (x, y) = (&1(u, v), 82(u, v)).

Demostracion
Si (U V) =(h(X,Y),h(X,Y)) es invertible y diferenciable y su funcién
inversa estd dada por (X, Y) = (g:(U, V), 82(U, V)), entonces

Sov(W,v) = fxy(g1(u, v), 82(, V)| J|,
y la funcién de densidad marginal de U es
fo@) = [ Fre(@iu ), galuw, )| |dv,
que es lo que se queria probar.

COROLARIO 3.4. La funciénde densidad de la variable aleatoriaU =
X + Y estd dada por

fu)=>" fxyr(vi,u—v))  caso discreto,
i

So(u) = / Sfxy(v, u — v)dv caso continuo.

Demostracion

Considere la transformacién (U, V) = (X + ¥ X), cuya transformacién
inversaes (X,Y) = (U - V).

Caso discreto

fu,v)y=PU=uV=v)V=PX+Y=uX=y)
=Y PX=vY=u-v)=3 fvi,u—-v)

Caso continuo
El valor absoluto del jacobiano de la transformacién es igual a 1, y

fo) = [ frr(ei,v), g2w vl la
- /_ Z Fxr(v, u = v)dv.
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3. Vanables aleatorias

Esta suma (o integral) se conoce con el nombre de convolucién.

EJEMPLO 3.22. Seael vector aleatorio (X, Y) con funcién de densidad
dada por
24xy s5i0<x<1y0<y<1-xzx,
0 en otro caso. ’

fXY(JC, )’) = {

Encuentre la funcién de densidadde U = X + Y.

Solucién
De acuerdo con el resultado anterior, se tiene que la funcién de densidad
de la suma de dos variables aleatorias estd dada por

So(uw) = /_oo Sxy(v, u —v)|J|dv.

La regién de integraci6n se reduce al conjunto donde fyxy(x, y) es diferente
de cero, esto es:
0<x<1 vy 0<y<l1l-x
= 0<x<x+y<1 = 0<VUL],
u
) = / 2v(u — v)dv = 1207 — 8V = 124 — 8u® = 4
0
para0 <u < 1.
Ejercicios
EJERCICIO 3.28. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas cuya

funcién de densidad conjunta es fyy(x, y). Determine la funcién de den-

sidad conjunta de las variables U = X + Yy V = 3%

EJERCICIO 3.29. Sean X y Y variables aleatorias independientes con
funcién de densidad marginal dada por

3e=3 parax >0,
Sxx) = {O en otro caso,
y
5¢% paray >0,
Fry) = { P
0 en otro caso.

Encuentre la funcién de densidad de Z = min{X, Y}.
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Ejercicios

EJERCICIO 3.30. Sean X y Y variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con funcién de densidad comiin dada por

1

Fo0) {2—, parax =1,2,3,...
x p—

0 en otro caso.

Encuentre la funcién de densidad de Z = (X + Y)/X.
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CAPITULO 4

Esperanza matematica

1. Definicion

Todos sabemos lo que es el promedio de un conjunto finito de datos; por
ejemplo, el promedio de los nimeros 4, 8, 7, 9y 6 es igual a

4+8+7+9+6 34

=6.8
5 5 6

El promedio indica la posicién de los datos, por 1o que se puede con-
siderar como un representante de los mismos.

EJEMPLO 4.1. Enlatabla4.1 se presentan los datos observados de 60
tiradas de un dado no cargado,

Los valores en la tabla indican que de las 60 veces que se lanzé el
dado, en ocho de ellas apareci6 el 1, en once de ellas apareci6 el 2, etc.
La frecuencia relativa de un valor es el resultado de dividir el nimero
total de veces que apareci6 ese valor entre el total de datos observados.

TABLA 4.1 Resultados de 60 tiradas de un dado.

frecuencia | frecuencia
X | absoluta (f,) | relativa (f;)
1 8 8/60
2 11 11/60
3 13 13/60
4 9 9/60
5 8 8/60
6 11 11/60
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4. Esperanza matematica

El promedio X de los 60 resultados es igual a

¥ = 2?21%‘

60
_Ox)+2x1D+CBx13)+(@x9)+(5x8)+(6x11)
- 60
= 3.5166.

El promedio de los datos también se puede calcular sumando cada dato
multiplicado por su frecuencia relativa:

60
X =D xifi(x)
i=1
8 11 13 9 8
—1@ 2@4"3@4’4%4—5@4—6@—35166

El nimero 3.5166 indica la posicién promedio de los datos.

Siguiendo esta idea, es posible calcular un “promedio teérico ideal”
o “promedio esperado” (el valor esperado) de una variable aleatoria,
utilizando la frecuencia esperada en lugar de la frecuencia observada.

Como cada cara del dado tiene la misma probabilidad de ser obser-
vada, entonces en un caso “ideal”, al lanzar 60 veces el dado se esperaria
observar 10 veces cada valor; asi, la frecuencia relativa esperada coincide
con la probabilidad. Esto se resume en la tabla 4.2.

TABLA 4.2 Resultados observadoy esperado de 60 tiradas

de un dado.
frecuencia frecuencia ||| frecuencia
X | observada (f) | relativa (f;) [| esperada | probabilidad
1 8 8/60 10 1/6
2 11/60 10 1/6
3 13/60 10 1/6
4 9/60 10 1/6
5 8 8/60 10 1/6
6 11 11/60 10 1/6

El promedio “ideal’es igual a
1

— 1 1 1 1 1
Xideal— 16+26+36 +46+56+66=35,
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1. Definicion

lo que significa que, en condiciones “ideales”, los datos se encuentran
alrededor de 3.5.

La gréfica 4.1 muestra la frecuencia relativa observada y esperada de
este experimento.

151 154
103 103
53 | 53
1 2 3t4 5 6 1.2 34 5 6
3.5166 35
frecuencia observada frecuencia esperada

FiIGura 4.1 Frecuencia de las 60 tiradas de un dado.

DEFINICION 4.1. Dada una variable aleatoria X con funcién de den-
sidad fyx(x), se llama valor esperado de X, o esperanza matematica dc
X, al promedio “teérico” o promedio esperado, y se calcula mediante

e F(X)= in fx(xi) si X es una variable aleatoria discreta.
i

00
e E(X)= / x fx(x)dx si X es una variable aleatoria continua.

El valoresperado de X se conoce como media de X. La media es una
medida de posicién y se denota con la letra griega .

n = py = E(X).

El valor esperado de una variable aleatoria X existe siy s6lo sila suma
i xi fx(xi) (0 laintegral E(X) = [25_ x fx(x)dx) converge a un nimero
real.

EJEMPLO 4.2. Encuentre el valor esperado para la variable aleatoria
X, cuya funcién de densidad es igual a

fx(x) =6x(1 —x) si 0<x<1.
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4. Esperanza matemaética

Solucién
Lavariablealeatoriaescontinua, y entonces su valoresperado es la integral
oo 1 6>  6x¢|
EC) = [ xfxtidr= [ 621 -xdr = 2 - 2| =05,
-00 0

0
La figura 4.2 muestra la funcién de densidad de X y su valor esperado.

m
ot -t

.
et

FIGURA 4.2 Valor esperado de f(x) = 6x(1 — x).

EJEMPLO 4.3. Se prueban sucesivamente los articulos que van salien-
do en una banda de produccién hasta que aparece el primer articulo de-
fectuoso. Se sabe que el 5% de los articulos producidos son defectuosos,
y X es la variable aleatoria que indica el nimero de intentos que deberan
realizarse antes de detenerse. Encuentre su valor esperado.

Solucién

El estado de un articulo en la banda de producci6n (defectuoso, no defec-
tuoso) es independiente del estado de otro articulo en la misma banda de
produccién. Entonces, los resultados de las sucesivas inspecciones son
eventos independientes.

El primer articulo defectuoso puede ser el primer articulo inspec-
cionado, pero también puede ser el segundo, o el tercero, etc. Esto sig-
nifica que el recorrido de X es igual al conjunto de los nimeros naturales:
X=1234,...
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1. Definicién

Ahora, observe que el evento X = k es equivalente al evento

{6.b,b,....b,d)),

k—1 veces

donde b significa que el articulo inspeccionado es bueno y d que es de-
fectuoso. La posici6n de la coordenada indica el orden en que el articulo
se inspecciond.

Considerando que los resultados de las distintas inspecciones son in-
dependientes, se tiene que la funcién de densidad es

fx(k) = P(X =k) = P(b,b,b,..., b d)
k—1 veces
= P(b)P(b)P(b)... P(b) P(d) = (0.95)"'(0.05),

>
k—1 veces

y el valor esperado de X es igual a

E(X) = i k fx(k) = 0.05 i k(0.95)*".
k=1

k=1
Esta suma es de la forma

d d 1
To=14+2x+3"+ - =—(1 : =—( )
+ 2x + 3x° + dx( +x+x"+...) ol

por lo que

Aplicando esta férmula al caso x = 0.95, se tiene que

005 1
(1-0952 005

E(X) =0.05 i k(0.95)+! = 20.

k=1
Esto significa que en promedio se tendrdn que hacer 20 observaciones para
tener el primer articulo defectuoso. Es muy probable que el nimero de
intentos para encontrar el primer articulo defectuoso se ubique alrededor
del nimero 20.

155



4. Esperanza mateméatica

1.1 El juego de mayores y menores. El juego de azar de mayores y
menores es muy popular en las ferias de pueblo. Se juega con dos dados y
la ganancia, G, depende de la suma de los resultados en los dos dados.
Sila suma es superior a siete ganan mayores; si €s inferior a siete, ganan
menores; y si es igual a siete, gana la casa. Una persona puede apostar
a mayores 0 a menores; si gana recibe una cantidad igual a la apuesta, si
pierde, se despide del dinero que aposto.

Si una persona estd apostando 10 pesos a los mayores, ;cudl serd su
ganancia esperada en 12 juegos?

Para tener la respuesta, primero se encuentra la funcién de densidad
de la suma. Considere que X, y X, indican el resultado en el primer dado
y en el segundo, respectivamente. La ganancia se determina mediante la
suma Y = X, + X,.

Si los dados no estdn cargados, se tiene que

P =h) =+,

6
parai =1,2y k=12,3,4,5,6.
El espacio muestral de la tirada de dos dados se muestraen la tabla 4.3.

TABLA 4.3 Espacio muestral de la tirada de dos dados.

Primer dado

(L) (1,2) (1,3) (1.4) (1,5 (1,6)

g 2,1 2,2) 23) 24) (25 (2.6

Segundo g 3.1) 32 (33) (B4 (3.5 (3.6)

dado L= _°J| (4,1) (4-,2) 43) 44 45 46

G G2 63 G4 G5 5.6)

6,1) (62) (63) (64) (65 (6.6)

Este espacio muestral tiene 36 elementos, y es equiprobable.
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1. Definicién

El rango o recorrido de Y estd dado por
Ry=1{23 456,78 9 10, 11, 12}.

La funcién de densidad se encuentra contando cudntas parejas (X, X,)
dan cada valorde lasuma Y = X, + X,.

* fr(2)=1/36 (X1, X2) = (1, 1),
o fr(3)=2/36 (X1, X2) =(1,2), (2, 1),
o fy(4)=3/36 (X1,X,)=1(1,3),22),3,1),
o fr(5)=4/36 (X1, X3) =(1,4),(2,3),3,2), (4, 1),
* fr(6) =5/36 (X1, X2)=(1,5),(2,4),3,3),4,2),(51),
e fy(M)=6/36 (X1,X2)=1(1,6).(2,5),3,4),4,3),(5,2),(6,1),
* fr(8)=5/36 (X1, X2) =(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2),
* fy(9) =4/36 (X1, X2) = (3,6),(4,5), (5, 4),(6,3),
o fr(10) =3/36 (X1, X2) = (4,6),(5,5), (6, 4),
e fr(11) =2/36 (X1, X2) = (5, 6), (6, 5),
e fy(12) = 1/36 (X1, X2) = (6, 6).

Cuando una persona apuesta 10 pesos a los mayores, gana 10 pesos
con una probabilidad igual a

f6(10)= P(G = 10) = P(Y> 7) = %
y pierde 10 pesos con una probabilidad igual a
fo(=10) = P(G = —10) = P(Y < 7) = %

El valor esperado de la ganancia por cada juego es entonces

E(G) = 10f5(10) + (=10)f5(-10)

15 21 60 10
=10 (33) ~10()i= 5=

y la ganancia esperada de los doce juegos es iguala 12 x (—10/6) = —20.
Se ve que la ganancia esperada es negativa, lo cual no significa que un
jugador que apueste alos mayores siempre va ya a perder, sino que algunos
juegos va a perder y otros va a ganar; sin embargo, es muy posible que
pierda en la mayoria de ellos, y es muy probable que su ganancia sea
negativa.
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4. Esperanza matemética

Lo mismo ocurre para una persona que estd apostando a los menores.
En estos casos, 1a casa gana en promedio.

Sin embargo, jcudl es la ganancia de la casa con dos jugadores, uno
apostando a los mayores y el otro a los menores?

En este caso, si uno de los jugadores gana, el otro pierde y se paga al
ganador con la apuesta del perdedor: la casa no obtiene ganancia, pero
tampoco pierde. Si la suma de los dos resultados es siete, ninguno de
los jugadores gana, los dos pierden 10 pesos y la ganancia de la casa es
igual a 20. Entonces, el recorridode G es Rg = {0, 20} y su funcién de
densidad es

fc(20)=6/36=1/6 y fc(0)=30/36 =5/6,
con la cual se calcula el valor esperado:

S 1 20
E(G) = 0£5(0) + (20) f(20) = 0 <g> 20 (g) ==

0 sea que también en este caso gana la casa.

En este ejemplo se puede ver que la casa siempre gana, pues en un
gran nimero de juegos (la casa juega todos los juegos) es muy probable
que su ganancia promedio sea positiva.

Ejercicios

EJErCICIO 4.1. Un dado no cargado tiene en tres de sus caras el
nimero 1, en dos de sus caras el nimero —4 y en la ltima cara el nimero
S. Se lanza el dado una vez, con X como la variable que indica el nimero
de la cara que cae hacia arriba. Encuentre

(a) elrecorridode X,

(b) la funcién de densidad de X,

(c) el valor esperado de X,

(d) ;jauna casade juego le convendria jugar?

EJERCICIO 4.2. Sea X una variable aleatoria continua cuya funcién
de densidad es f(x) = x/2 cuando 0 < x < 2, y cero en otro caso.
Encuentre el valor esperado de X.

EJERCICIO 4.3. Suponga que en una loteria se venden 10 000 boletos
con valor unitario de un peso. El ganador recibe un premio de 5 000 pesos.
Si alguien compra cuatro boletos, jcudl es su ganancia esperada?
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2. Propiedades de la esperanza matematica

EJERCICIO 4.4. Un hombre apuesta a favor de un evento que tiene una
probabilidad de 0.25 de ocurrir. Paga 100 pesos por apuesta, acordando
que los perderd si no ocurre el evento, pero recibird 300 pesos si ocurre
éste.

(a) Determine la ganancia esperada en un juego.
(b) ;Le conviene jugar varias veces?

EJErCICIO 4.5. Un vendedor de helados puede ganar 300 pesos en dias
soleados y 200 pesos en dias lluviosos. ;Cudl es la ganancia esperada un
dia en que la probabilidad de lluvia es 0.3?

2. Propiedades de la esperanza matematica

TEOREMA 4.1. Dada una variable aleatoria X y U = h(X), una
funcién de X, se tiene que

o E(U) = X, cry h(xi) fx(xi) en el caso discreto.
o E(U)= [ h(x)fx(x)dx en el caso continuo.

Demostracion
Caso discreto: E(U) = ¥, ¢z, h(xi) fx(xi).

> h(xi) fx(xi) = ST wi Y. fxxy))

X € Rx w€Ry  h(xj)=u,
= > uifv(w) = EU),
u € Ry

que es lo que se queria demostrar.
Caso continuo: E(U) = [%3_ h(x)fx(x)dx.

El caso continuo se probard unicamente cuando u = h(x) sea una
funcién continua y diferenciable.

Ehx) = [ ‘: A(x) fx (x)dx.

Se efectia el cambio de variable u = h(x); entonces x = h~'(u) y
dx = [h~'(u)]'du, quedando la integral

| hefadx = [ u fu(h” @)l @) du = E(U),
fbv(u)

que es lo que se queria probar.
De acuerdo con el teorema anterior, el valor esperado de U se denota
indistintamente como E(U) o como E(h(X)).
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4. Esperanza matemética

TEOREMA 4.2. Dada C, una constante,
EC)=C.

El teorema afirma que si en un experimento siempre se obtiene un
mismo valor, entonces el promedio esperado del experimento es ese valor
unico.

Demostracién

Si se tiene una variable aleatoria X que toma un unico valor X = C,
entonces el recorrido de X es Ry = {C} y su funcién de densidad es
fx(x) = 1six = CyO0enotrocaso. Asi,

EX)=Cfx(C)=C
que prueba el teorema.

TEOREMA 43. Sean X y Y dos variables aleatorias, y sea U =
h(X,Y) una funcién continua y diferenciable; entonces el valor esper-
ado de U es igual a

(s o] (>}
EW) = [ [ hes ) fxr y)dxdy
—00 J—00
cuando X y Y son continuas, y a

EWU) =YY h(xi, y)) fxr(xi, y;)
i

cuando X y Y son discretas.

Demostraciéon
Caso discreto: Considere la suma

3N hxi, y) fxr(xi y;)

i=1 j=1

y reagrupe los sumandos de manera que

= u (k > frrlx )’j)) = §uifU(u) = E().

i=1 NILICS DS

que es lo que se queria demostrar.
Caso continuo: Considere la integral

/:O _/j: h(x, y) fxy(x, y)dxdy,
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2. Propiedades de la esperanza matemasca

y efectie el cambio de variable (1, v) = (h(x, y), x); entonces dxdy =
| J|dv du, donde J es el jacobiano de la transformaci6n. Haciendo la
sustitucién se llega a

Suv(uw)
oo oo oo 00 4 o .
/_ ]_ h(x, y) fer (s, Y)dxdy = / " / Fer(xe, v), y(@, V)| J] dv du
b fu‘?u) ’
= / u fuw)du = EQU),

que es lo que se queria demostrar.

TEOREMA 4.4 (Propiedad de linealidad). Si X y Y son dos variables
aleatorias y a y b dos constantes, entonces

EaX +bY) =aE(X)+ bE(Y).

Demostracion
SiZ = aX + bY, entonces

E@Z)= [ Z i Z(ax + by) fxy (%, y)dx dy,
= [T ax [T poeayas+ [ by [T forn axay

fx(x) fr(x)
- /_°° BB /_°° by fy(y)dy = aE(X) + bE(Y).

COROLARIO 4.1. Si X y Y son variables aleatorias y a y b dos cons-
tantes, entonces se cumplen las siguientes proposiciones:

e E(aX) =aE(X).
e E(a+bX)=a+ bE(X).
e E(X+Y)=EX)+ E(Y).

La demostracién se deja como ejercicio.

TEOREMA 4.5 (Propiedad multiplicativa). Si X y Y son variables
aleatorias independientes, entonces

E(XY) = E(X)E(Y).
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4. Esperanza matematica

Demostracion
Como X'y Y sonvariables aleatorias independientes, se tiene que fxy(x, y)
= fx(x) fr(y) y entonces

E(XY) = /_ - /_ - xyfxy(x, y)dx dy

= [ xfx@dx [~ yfrndy = EGOE®),
que es lo que se queria probar.

COROLARIO 4.2. Si X y Y son dos variables aleatorias independien-
tes, entonces para cualquier par de funciones: h(X) y g(Y), se tiene que

E(h(X)g(Y)) = E(h(X))E(g(Y)).

2.1 Aplicacion de la distribucion de Maxwell. En la seccién 1.5.2
se vio que la distribucion mds probable de un sistema de Maxwell de N
particulas con energia total E, en diferentes niveles de energia, estd dada
por (ny, ny, ..., ny), donde

8i —a—pe
nl - ea+ﬁﬂ - gle ’

con las restricciones N =3 n; y € = 3 n;e;.

Para el caso de un gas ideal, la energia en cada nivel y la constante 3
estdn dadas por

1 1
e,-=§mv,-2 Yy B=‘ﬁ,

donde k, T, m y € sonlaconstante de Boltzmann, la temperatura absoluta,
la masa de la particula y la energia cinética, respectivamente; y v =
(Vx, vy, v,) €s el vector de velocidad de la particula con v? = v2 + v§ + V2

Ademads, si se considera a g; = 1 y a la energia como una variable
continua, la distribucién mds probable se puede reescribir como

Ille a

n=ce # con c=e ",
el nimero de particulas en la regi6n determinada por
V= (v, V), V) Y VHdV=(vy, vy, v,) + (dvs, dvy, dvy),
se puede presentar mediante el modelo continuo siguiente:

’"Vz
dn; = fe(V)dV = ce” z7dVv.
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2. Propiedades de la esperanza matemadtica

Para determinar el valor de c de esta expresion, se utiliza el hecho de
que el total de particulas es N (3_ n;=N). En el caso continuo, la suma se
transforma en integral:

[ re@rav=n.
Asi

00 00 00 mivi+d+vd)
/ foP)dv = ¢ / / / e~ dv,dv,dv,
-0 J—00 J—00
00 2 oo m? oo md
= c/ e"t'ffdv,/ e‘i!*dv,/ e~ T dv,

3 3/2
=c(/°o e‘%dx> =c<2—7::—T> = N.

De aqui se sigue que

m \3/2
=N|——
‘ (27rkT) '
de manera que

32 a2
fo@)dv = N (———2 :;cT) o~ 47,

Con esta expresién se puede tener una funcién de densidad del vector v'y
de su magnitud, v. La primera es la expresion

_So) _(m N ez
0= 82 = (5or) <

La segunda se obtiene aplicando el teorema 3.5.3, generalizado a R>.
Para encontrar la funcién de densidad de v = ,2v§ + vZ + v? se intro-

ducen dos variables auxiliares, 6 y ¢, las cuales junto con v forman una
transformacién de R? en R?, invertible y dada por

v; =vsenfOcos¢, v, =vsenfsend y v, =vcos0,

donde0 < ¢p <27, 0<O0<my 0<v<oo.
Como el valor absoluto del jacobiano de la transformacién es |J| =
v? sen 0, entonces

2,
E%T) e"zf;vzseno.

8vas(v, b, 0) = (
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4. Esperanza matemadtica

A partir de esta expresion, se encuentra la funcién de densidad marginal

de v:
rZ By
gv(v) = [) /0 f(v, d)’ 0)d0d¢
3/2 pZ Y .
N (273@) (/0 /0 ve™ ¥ sen 0d0d¢>
3/2 2 - .
- (5%7) (/0 d¢/0 sen 0d0> e~ 32,
entonces

3/2 l
g(v) = 4w (2:?) Ve ar,

La relacién

Ne.w)dv = 4N () -2
gv(V)V— T <2_7'rk-7_') vie T v

indica el nimero de particulas con magnitud de velocidad entre v y
v + dv y se conoce como distribuciéon de Maxwell.

EsemMpLO 4.4. Encuentre el valor esperado de v y el valor esperado de
la energia cinética de un gas ideal maxweliano.

Solucidon
El valor esperado de v se obtiene de la siguiente manera:

m mvd

v=E() = /Ooo vg,(V)dv = 4 (m)m /Ooo vie~ur dy
m \3¥21/ m\?
=47 (5mzr) 3 (3er)
m \? (2kT\* (8kT\'"?
=27 (5737) <T> - <r> :
La energia cinética esperada del sistema es igual a la suma (o la in-

tegral) de las energias (E = % Y- €n;). Como v es continua, la suma se
transforma en integral:

- e my? _m o[>, _mo
€ =E®E)= /0 T gy = 2 /0 V(v = ZEG).
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2. Propiedades de la esperanza matematica

El valor esperado de v* es

vi=E(W) = /V 8/ (v)dv = 4w ( ) /
T
m

m 3/2 3 m 5/2
= (277kT) gV (m) -

m 3kT 3kT
2 m 2

EJEMpLO 4.5. Considere un gas ideal contenido en un homo a una
temperatura absoluta T, el cual escapa a través de un pequefio orificio en
la pared. El orificio es tan pequefio que no altera el equilibrio en el horno.
Encuentre la funcién de densidad de la velocidad de las particulas quc
escapan del horno, asi como la energia cinética esperada de ellas.

Asi,
=

Solucidén

El nimero de particulas que emergen a través de un pequefio orificio
(proceso de efusién) esigual al nimero de particulas que golpearia el drea
ocupada por el orificio si éste estuviera cerrado. Asi que el nimero medio
de particulas con velocidad entre v'y v + dv que golpea una unidad de
drea de la pared por unidad de tiempo, estd dado por

N 3/2 M(V,2,+vz+vg)
dWV)dv = % (%LkT) vze__lfTLdv,,dvydvz

con —00 < v, vy, < 00,0 < v, < ooy V como el volumen del horno.
En coordenadas esféricas (v, 6, ¢), la expresién anterior queda asf:

o, ¢, 07 = X (2" -3 d0 dpd
(v, ¢, )V-V<2frr_kT) v’e~ =t sen 6 cos 0 df ddyv,

con0<¢d<27m0<0<FTy0<v<oo.

De esta manera, el nimero medio de particulas con rapidez entre v y
v + dv por unidad de drea de recipiente y por unidad de tiempo estd dado
por la funcién de densidad marginal de v:

2 "/2 N 3/2 mv2
- P(v)dv = </ de/ sen 6 cos 0d0> — (--m—> vie rdy
0 0

V \27wkT
T 3/2
= —N (-—2 ”;(T> Ve~ ;'LL: dv.
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4. Esperanza matemaética

El nimero total de particulas que chocan contra la pared por unidad de

tiempo es
N 3/2 oo mvé
bo= [Vt =ny (5r) [ Ve
1N m \3/? oo 2 1N N /8kT\'"?
av 7T<27rkT> o VT =vEN =gy <7Tm>

La funcién de densidad de v de las particulas que escapan por el orificio
del recipiente estd dada por

m \32 5 _m?
o) TH(Z5) Ve F 1 m\ o, e
= = ﬁ v e i

(

-
.

4) k) '/? 2
T

Con esta funcién de densidad se puede encontrar el valor esperado
de v2, para después calcular la energia promedio de las particulas que
escapan:

— 1 /m\2 jo v 1/m\%/ m \~3 4T
vi=EGV) =3 (kT) [) ve Brav=o\wr) =T -

Asi, la energia cinética esperada de las particulas que se escapan es

- 1 = 4T
= 5”1\’2 = T
Ejercicios

EJERCICIO 4.6. Suponga que en una loteria se venden 10 000 boletos
a un peso cada uno para un premio de 6000 pesos, 2000 boletos a dos
pesos cada uno para un premio de 1500 pesos y 3000 boletos a 4 pesos
cada uno para un premio de 2 500 pesos. Una persona compra dos boletos
del primer tipo, uno del segundo tipo y tres del tercer tipo. ;Cudl es su
ganancia esperada?

EjJErcIciO 4.7. Un hombre apuesta a favor de un evento que tiene
una probabilidad de 0.20 de que ocurra. Paga 100 pesos por apuesta,
acordando que los perderad si no ocurre el evento, pero recibird 300 pesos
s1 ocurre el mismo.

(a) Determine su ganancia esperada si al jugar dobla su apuesta.
(b) Determine su ganancia esperada si apuesta 10 veces en este juego.
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3. La vanianza

EJERCICIO 4.8. Suponga que el nimero de pasajeros que sube a un
microbus por viaje es una variable aleatoria cuya media es S0, y que el
importe de un viaje por pasajero es una variable aleatoria cuya media
es 2.80 pesos. Considerando que ambas variables son independientes,
encuentre el ingreso esperado de un microbiis por viaje.

EJERCICIO 4.9. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de
densidad de probabilidades fx(x) = (x + 2)/18, para x € (—2,4), y
0 en otro caso. Encuentre el valor esperado de X, de (X + 2)’ y de
6X —2(X +2)%.

EJercicio 4.10. Considere fx(x) = 1/5,parax =1,2,3,4,5,y0en
otro caso. Calcule la esperanza de X, X2 y de (X +2).

EJERCICIO 4.11. Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de
densidad de probabilidades f(x) diferente de ceroen x = —1, 0, 1.

(a) Sif(0) = 1/2 y laesperanza de X es de 1/6, determine f(1)y f(—1).
(b) Con los datos de (a) determine la esperanza de X2.

EJERCICIO 4.12. Una uma contiene 10 bolas, ocho de las cuales estdn
marcadas con el nimero 2, y dos con el nimero 5. Una persona saca de la
uma tres bolas al azar sin reemplazo, y recibe tantos miles de pesos como
marquen las tres bolas. Encuentre el valor esperado de la ganancia de esa
persona.

EJERCICIO 4.13. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de
densidad de probabilidades f(x). Si m es 1a mediana de la distribucién de
X (P(X < m)=1/2y b es una constante real, demuestre que

E(x—b) = E(x = mb —2 [ (x - b)f (.
¢Para qué valor de b se hace minimo E(|x — b()?

EJERCICIO 4.14. Suponga que en promedio 1500 personas entran a
un cine diariamente, y que cada persona gasta en promedio $70. ;Cudl es
el ingreso promedio diario del cine?

3. Lavarianza
La varianza es una medida de la dispersi6n de los datos, cuya definicién

formal es
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4. Esperanza matemética

DEFINICION 4.2. Dada una variable aleatoria X con funcién de densi-
dad fx(x), se conoce como varianza de X al promedio de las diferencias
al cuadrado entre cada valor y su media, y se denota como

VX)=EX - E(X))z _ ffooo(x - #)2fx(x)dx, caso continuo.
300,06 — w)? fx(xi), casodiscreto.

Si los datos estdn concentrados en un punto, la varianza es pequeiia;
si los datos estdn dispersos, la varianza es grande.
La varianza de una variable aleatoria X se denota como

a = V(X).
TEOREMA 4.6. Dada una variable aleatoria X con funcién de densi-
dad fx(x),
V(X) = E(X — E(X))* = E(X?) — u.
Demostracion

Observe que ux = E(X) es un valor constante; entonces, en la expresién
V(X) = E(X — E(X))’ = E(X* = 2Xpx + px)
se aplican las siguientes propiedades de linealidad:
V(X) = E(X®) — EQXpx) + E(ny) = E(X*) - 2uxE(X) + p
= E(X*) = 2ux + uy = E(X*) — p},
lo que demuestra el teorema.

TEOREMA 4.7. La varianza de una variable aleatoria X cumple las
siguientes propiedades:

1. V(C) = 0, para cualquier constante C.
2. V(X + C) = V(X), para cualquier constante C.
3. V(CX) = C*V(X), para cualquier constante C.
4. V(X +Y) = V(X)+ V(Y), si X y Y son variables aleatorias
independientes.
Demostracién

1. Considere la funcién h(X) = C; entonces E(h(X)) = E(C)=Cy
V(h(X)) = V(C) = E(C — E(C))* = E(0?) = 0.
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3. Lavarianza

Esta propiedad afirma que si en un proceso aleatorio siempre ocurre
el mismo valor, en el proceso no hay variacién y su dispersién es nula.
Considere la funcién h(X) = X + C; entonces
EhX)=EX+C)=EX)+C y
V(h(X))=V(X+C) =EX+C-EX+0)
= E(X + C — E(X) — C)* = E(X — E(X))* = V(X).
Esta propiedad afirma que si en un proceso aleatorio a cada posible
valor se le suma una misma cantidad, se cambia su posicién pero no

su dispersion.
. Considere la funcién a(X) = CX; entonces

E(h(X)) = E(CX) = CE(X), y
V(h(X)) = V(CX) = E(CX — E(CX))* = E(CX — CE(X))?
= E(C*(X — E(X)*) = C’E(X — E(X))* = C*V(X).

. SiXyY sonvariables aleatorias independientes, se tiene que E(XY) =
E(X)E(Y), de modo que

E(X — EQX))Y — E(Y)) = E[XY — YE(X) — XE(Y) + E(X)E(Y)]
= E(XY) - E(X)E(Y) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y) = 0.
Asi,
VIX+Y)=EX+Y - EX+Y))?

= E((X — E(X)) + (Y — E(Y)))?
= E(X — E(X))’ +2 E(X — E(X))E(Y — E(Y))
V(X) 0
+ E(Y — E(Y))*.
\__.v_-_-l
v(y)

Al anularse el segundo sumando, queda solamente
V(X +Y) = E(X — E(X))* + E(Y — E(Y))> = V(X) + V(Y),

lo que demuestra el teorema.
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4. Esperanza matemética

EJEMPLO 4.6. Sea X una variable aleatoria tal que V(X) = 25y
E(X) = 13. Encuentre los valoresay b talesque Y = aX + b, E(Y) =0
y V() =1

Solucién
Se sabe que

E(Y)=E@X+b)=aE(X)+b=13a+05,
y por hipétesis este valor esperado es cero. Ademds, se sabe que
V(Y) = V(aX + b) = V(aX) = a’V(X) = 254,

que también por hipétesis es igual a 1. Entonces se tiene que resolver el
siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas:

1Ba+b=0 y 25a*=1,
cuya soluciénes: a=31/Sy b = F13/5.

Ejercicios
EJErciciO 4.15. Sean X,, X,, X;, ..., X, variables aleatorias inde-
pendientes e igualmente distribuidas, con E(X;) = p y V(X)) = o2,

i=1,2,3...,n.

(1) Encuentre la media de X = 1 5% X;.

(b) Encuentre la varianzade X = 1 Y0, X..

(c) Encuentre el valor esperado de s* = -1- 7 (X; — X)%.

n—1
EJERCICIO 4.16. Sea X una variable aleatoria que representa el nime-
ro de llamadas telefénicas que recibe un conmutador en un intervalo de §
minutos, y cuya funcién de probabilidad estd dada por

e—3 x

fx(x) = ,
x

1. Encuentre las probabilidades de que en un intervalo de 5 minutos se
reciba al menos una llamada.

2. Determine la funcién de distribucién de X.

3. Determine el valor esperado de X y de X2, y la varianza de X.

, parax=0,123,4,...

EJERCICIO 4.17. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de
densidad fx(x) = kx?, parax € (-1, 1).
1. Determine el valor de k.
2. Determine la funcién de distribucién acumulativa y grafiquela.
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4. Covarnianza y correlacién

3. Calcule P(X > 1/2)y P(-1/2< X < 1/2).
4. Determine el valor esperado de X y de X?, y la varianza de X.

EJERCICIO 4.18. Encuentre la media y la varianza, si existen, de cada
una de las variables aleatorias con las siguientes distribuciones:

. fix)= ;T;{XT(I/Z)Z‘, conx =0, 1,2, 3; 0en otro caso.
2. f(x)=6x(1 —x),conx € (0, 1); 0en otro caso.
3. f(x) =2/x* con x € (1, 00); 0 en otro caso.

EJERCICIO 4.19. Se lanzan dos bolas a cuatro cajas, de tal manera que
cada bola tiene igual probabilidad de caer en cualquiera de las caja. Sea
X la variable aleatoria que indica el nimero de bolas en la primera caja.

1. ;Cudles la funcién de densidad de X?
2. ;Cudles la funcién de distribucién acumulativa de X?
3. Encuentre la media y la varianza de X.

EIercicio 4.20. Seauna variable aleatoria X con funciénde densidad
f(x)=k(%) (1 — ‘ié‘-’)),paraxe(a—B,a+B),a€]RyB>0.
1. Encuentre k tal que f(x) sea funcién de densidad.

2. Encuentre la media y la varianza de X.
3. Encuentre E(|X — al).

4. Covarianza y correlacién
Se vio que en la expresién

V(X+Y) = E(X-E(X)?+2E(X-E(X))E(Y—-E(Y))+E(Y — E(Y))},

el segundo término es igual a cero cuando X y Y son independientes.
Ahora vamos a revisar lo que ocurre en el caso de que X y Y no sean
independientes.

DEFINICION 4.3. Sean X y Y dos variables aleatorias definidas en un
espacio muestral {);la covarianzade X y Y se define con la relacién

Cov(X,Y) = E(X — p)(Y — py),
donde py y pmy son las medias de X y de Y, respectivamente.

La covarianza es una medida de la concordancia con que varian las
dos variables. De la definicién anterior se sigue que

Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
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4. Esperanza matemética

TEOREMA 4.8. Sean X y Y dos variables aleatorias definidas en un
espacio muestral §); entonces

Cov(X,Y) = E(XY) — pxpy.

Demostracion
Al desarrollar la expresién E(X — u,)(Y — py), y aplicando la propiedad
de linealidad de la esperanza matematica, se tiene que

E(XX — p )Y — py) = E(XY — Y, — Xy + pypiy)
= E(XY) — u,E(Y) — py E(X) + pxpy
= E(XY) — pxuy,

quedando demostrado el teorema.
Asi, en general la varianza de la suma de dos variables aleatorias es
igual a
VX+Y)=VX)+ V() + Cov(X,Y).

EJEMPLO 4.7. Sean X y Y dos variables aleatorias definidas en un
espacio muestral (), cuya funcién de densidad conjunta es

24xy si0<x<1y0<y<l1l-ux,
fXY(x: )’) -
0 en otro caso.
Encuentre la covarianzade X y Y.
Solucién
Primero se encuentran las medias de las dos variables,
00 [e ] 1 1-x 2
E = [~ [ xfutdydc= [ [ 2axtydyax =,
00  roO 1 rl-y 2
EN = [~ [~ yhatydydx= [ [T 2axtdxdy =%,
—e3dl—=s o Jo
luego se encuentra el valor esperado del producto XY:
o0 00 1 1-y 2
E(XY) = / / xy fxy(x, y)dy dx = /0 /o 24x*y%dx dy = =

Finalmente, se tiene que

2
Cov(XY) = E(XY) - E(X)E(Y) = 12—5 - (z) = —3.
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TEOREMA 4.9. Sean X y Y dos variables aleatorias definidas en un
espacio muestral (), y se cumplen las siguientes propiedades:
1. Cov(X,Y)= Cov(Y X).
2. Cov(aX, bY) = abCov(Y, X), donde a y b son dos constantes.
3. Cov(X,-Y)= —Cov(Y X).

Demostracion
1. Como el producto es conmutativo, se tiene que Cov(X,Y) = E(X —
p) (Y — py) = E(Y — puy)(X — p,) = Cov(YX).
2. Usando la propiedad de linealidad del valor esperado, se tiene que
Cov(aX, bY) = E(aXbY) — E(aX)E(bY)
= ab[E(XY) — (X)E(Y)] = abCov(XY).

3. Elresultado se obtiene como corolariode la propiedad anterior, cuando
a=1lyb=-1.
Una manera de medir la asociacion lineal entre las dos variables es
con el coeficiente de correlacién.

DEFINICION 4.4. Dadas dos variables aleatorias X y Y definidas en un
espacio muestral (), se define el coeficiente de correlacién de X y Y por

la relacion
_ Cov(X,Y)

Py = V)
TEOREMA 4.10. El coeficiente de correlacion de las variables X y Y

cumple la desigualdad
-1 <pxy <1

Demostracion

Considere las nuevas variables aleatorias X* = (X — ux)/ox y ¥* =

(Y — uy)/ov, las cuales tienen media cero y varianza igual a 1, ya que

E,(X — Hx), _ E(X) - px
' Ox ' Ox

E(X*") = =0,

— _ 2
VXY =V ((X ;Lx)) _ V& : Bx) _ g§ 1

Ox Oy Oy
Observe que

Cov(X*, Y*) = pxy
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4. Esperanza matematica

y que
VX*+ 7" =V(X*)+ V(Y*) + 2Cov(X*, Y*)

=2+ 2pxy = 2(1 + pxy).
Como la varianza es positiva, se sigue que 1 + pxy > 0, lo que implica
que —1 < pxy. Ahora observe que

V(X* - Y= V(X" 4+ V(") —2Cov(X*, Y*) =
2 - 2pxy = 2(1 — pxy),
y 1 — pxy > 0, lo que implica que pxy < 1, y queda probado el teorema.

TEOREMA 4.11. Sean X y Y dos variables aleatorias relacionadas
mediante la ecuacion Y = a + bX; entonces pxy = £1.

Demostracion
Si E(X) = ux y V(X) = 0%, se sigue que
E(Y)=py = E(a+bX) =a+bux y V(Y)=bV(X)= b0
entonces la covarianza es igual a
Cov(X,Y) = E(X — px)(Y — py) = bE(X — px)* = boy
y el coeficiente de correlacién es
Cov(YY) ba?
pxy = — 2 = :tl.
XOV(®)  |blog
El signo de pyy coincide con el signo de b, la pendiente de la recta
Y =a+bX.

TEOREMA 4.12. SiX yY sondosvariables aleatorias independientes,
entonces pyx = 0.

Demostracion
Como X y Y son dos variables aleatorias independientes, entonces
E(XY) = E(X)E(Y) = kxHy
y
Cov(X,Y) = E(XY) — uxpy = pxpy — pxpy =0,
con lo que queda demostrado el teorema.
El resultado inverso es falso: si la covarianza de dos variables alea-

torias es cero, entonces las variables aleatorias no necesariamente son
independientes.
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4. Covarianza y correlacion

EJEMPLO 4.8. Sea X una variable aleatoria continua, con funcién de
densidad igual a fx(x) = 1/2,si —1 < x < 1 y cero en otra parte. Sea
Y = X? otra variable aleatoria. Encuentre la covarianza entre X y Y.

Solucion
Observe que
1 xdx
E(X)=/ XX _o,
-1 2
U x%dx 1
E(Y) = E(X? =/ _ L
(=B = [ S =2
y
1 3
E(XY) = E(X?) =/ xzdx =0
-1

entonces se tiene que
Cov(X,Y)=E(XY)— uxpy =0.

Aqui claramente se ve que Y depende de X vy, sin embargo, !a cova-
rianzade X y Y es igual a cero.

4.1 Problema de tanques de guerra. Suponga que usted es estrate-
ga militar y quiere determinar cudntos tanques tiene el ejército contrario.
Usted tiene la informacién de que los tanques estdn numerados del 1 al N,
y puede suponer que existe la misma probabilidad de cbservar cualquier
tanque.

Suponga que se tom6 una muestra aleatoria de 5 tanques (n = 5) y
los nimeros observados fueron

19, 8, 35, 57, 71.

Considerando esta muestra, ;como puede estimarse el total de tanques
que tiene el enemigo?
Lo primero que se debe hacer es ordenar los datos.

8, 19, 35, 57. 71.

Primera solucion: Un grupo de sus colaboradores cree que el total de
tanques puede estimarse con el valor mdximo de la muestra; esto es, ellos
proponen que .
ﬁ] = méx{X,} =17I.
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4. Esperanza matemaética

Segunda solucién: Otro grupo cree que si no se observé el tanque con
el nimero mds pequefio (el nimero 1), no es necesariamente cierto que
se haya observado el tanque con el nimero mayor (el nimero N). Ellos
proponen considerar una distancia entre el maximo valor de la muestra y el
valorde N. Se propone que esta distancia sea el promedio de las distancias
entre cada dos datos consecutivos de la muestra (d; = X; — Xi_1).

1 8 19 35 57 71 N
—_— NN ——

dl dz d3 d4 ds d(\

_d1+d2+d3+d4+d5

ds
S
_ (B =D+(19-8)+(35—-19)+ (57 —35) + (71 = 57) + (N - 71)
N S
_T—1 méx{X;} — 1
-5 n ’
El estimador propuesto es
. ix{X;} — 1
N2 = méx{X,} + d6 = méx{X,} + ‘rﬂ{n—}_
1 1 1
_nt méx{Xi}——=§7l——=85.
n 5 S

Tercera solucién: Un tercer grupo piensa que la distancia entre el maximo
valory N debe ser semejante a la distancia entre el 1 y el minimo valor
de la muestra, esto es

N — méx{X;} = min{X;} — 1.
Asi, el estimador que proponen es
N3 = max{X;} + min{X;} — 1 = 78.

Ahora usted tiene el dilema de elegir cudl es el mejor estimador de los
tres propuestos: Ny, N2 o N3,

. C6mo tomar la decisién?

Parece razonable pensar que un buen estimador es aquel que en promedio
estd cerca del valor que ha estimado.

¢ Qué método de estimacién da mejores estimadores?

Es importante ver que los tres estimadores son variables aleatorias; por
tanto, para diferentes muestras los valores obtenidos serdn diferentes. Se
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4. Covanianza y correlacién

sabe que el valor esperado de una variable aleatoria indica la posicién
promedio de sus posibles valores, y que la varianza mide la dispersién de
estos valores. En estas circunstancias, parece razonable pedir que

1. el valor esperado de los estimadores coincida con el pardmetro que es-
tima, garantizando que los posibles valores del estimador estén alrede-
dor del pardmetro;

2. la varianza del estimador no sea muy grande, para garantizar que los
posibles valores del estimador estén cerca del pardmetro.

DEFINICION 4.5. Se dice que un estimador es insesgado si su valor
esperado coincide con el pardmetro que estima.

Para calcular 1a media y la varianza de los tres estimadores, se requiere
tener la funcién de densidad marginal y la funcién de densidad conjunta
de los valores mdximo y minimo de la muestra.

Notacién: Para simplificar la notacién, en lo que sigue se va a utilizar
X () para designar el minimo y X,y para designar el mdximo valor en la
muestra (X = min{X;} y X(,,) = max{X;}).

Lafuncién de densidad del maximo y del minimo valor en el problema
de los tanques
Sean los eventos

e A,: el valor mdximo en la muestra es x.

e B,: el valor minimo en la muestra es x.

El evento A, consiste en todos los subconjuntos que contienen al
tanque numero x, y los otros n — 1 tanques constituyen un subconjunto
de los x — 1 tanques con nimero menor que X.

l 2 34 ... x=-1 x

n—1 tanques tienen uno de estos nimeros MAax

El evento B, consiste de todos los subconjuntos que contienen al
tanque nimero y y los otros n — 1 tanques constituyen un subconjunto de
los N — y tanques con nimero mayor que y.

y y+1 y+2 y+3 y+4 ... N
<

P

min los otros n—1 tanques tienen uno de estos nimeros

Y el evento A, N By consiste en todos los subconjuntos que contienen
a los tanques con los nimeros x y y (y < x), y los otros n — 2 tanques
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4. Esperanza matemdtica

constituyen un subconjunto de los x — 1 — y tanques con nimero mayor
que y y menor que Xx.

y y+1 y+2 y+3 y+4 ... x—1 x
=~ < - .
min los otros n—2 tanques tienen uno de estos nimeros max

El espacio muestral consiste de todos los subconjuntos de n elementos
del total de los N tanques.

Asi,
n n-—1

Entonces la funcién de densidad marginal del nimero méximo en la mues-
tra es

<x—1>
fey(x | n,N) = P(X(ny = x) = #A,  \n-1

# [N\
n
parax=n,n+1,...,N.

La funcién de densidad marginal del minimo valor en 1a muestra es

<N—y>
#B -1
f(l)()"";N)= P(X(l)zy)z Y — 0

w0

parax=123,... N—n+1.

Y la funcién de densidad conjunta del minimo y el mdximo valor en
la muestra es

(x e y)
#A.NB n—2
Joymx y | n,N) = P(Xqy =y, Xy = x) = L=

"0

paray=1,2,3,...,N-n+1lyx=y+n-1...,N.
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4. Covarianza y correlacion

Las tres funciones de densidad cumplen las siguientes relaciones:

N+1-n

N
Y fmx|n,N)=1, Y fox|nN)=1 vy
x=n x=1 R

N x-1

YY) foymsylnN) =1

x=n y=l

Valor esperado del maximo y del minimo
Una técnica utilizada para encontrar el valor esperado de una variable
aleatoria X es llevar lasumade laforma )" x fy(x) alasumak }" fy(y) =
k, donde fy(y) es una funci6én de densidad de una variable aleatoria del
mismo tipo que fx(x), pero con otros pardmetros. Esta técnica se va a
utilizar aqui.

Por definicién, se tiene que

N

x—1
)
E(X(n)) = ZIf(,,)(X) = Z-x"_'_'"—"‘-

N
n
Observe que

o) =C) o ()-7R00)

Entonces,

x=n

x
n(N+1x <n>
EXum) = : .
Xew) (n+1) ; N+1
n+1
Haciendo el cambio de variables x* =x+ 1,n* =n+ 1y N* =N +1,
se tiene que

x* =1
n(N +1) NZ <n‘ —1) _n(N+1)
m+D g (W) e+

(.

E(X@ny) =

=

Ef‘:n' fnm'x(x.|n.-N‘)=]
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4. Esperanza matemética

Por otro lado, el valor esperado del niimero minimo es

y=1 N
n
Para obtener este valor esperado, se comienza con una suma de la for-

ma > (N + 1 —x) fx(x), que se puede transformar en otra suma de la forma
kY fy(y) = k, igual que antes.

N—n+l Nontt | g
EXap)= > yfo= >y
y=1

N-y
N—=n+1 <'l—1>
EN+1-Xg)= ) (N+1-y-—t
(x)
n

N+1-y
_n(N+1)"-"+‘< n )_n(N+l)
ICES) E} <N+1> T+’

n+1

3

Nt —nt 4l
S T a0t N=1

_ N+1—
(N+1—y%g_:)=n( +n y)

E(N+1-Xm) =EWN+1)— EXu)

ya que

Entonces,

N+1
=N+1—E(X(1))=n—(-—--)

(n+1)
Despejando el valor esperado del minimo, se tiene que:

nN+1) N+1
=N+1- = .
EXw) i (n+1) n+1

Varianza del maximo y del minimo
Por definicién, se tiene que V(X) = E(X?) — (E(X))?*; entonces para

E(X(X + 1)) = E(X*) + E(X)
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4. Covarianza y correlacion

la varianza se puede reescribir como
V(X) = E(X(X + 1)) — E(X) — (E(X))".

Utilizando esta relacion se va a encontrar la varianza del mdximo en
la muestra.

x—1
: by
E(X(,,)I(X(,,) + 1))=Y (x+ Dxf(x) = Z(x + Dx————— !

(W)

Observe que

x—1 1
(x+];x< _1> =(n+1)n<;il>

(4 DO +D) (N+2) (N
N+ DN +2)\n+2) =T\ )

Entonces

x+1>
n(n + (N + 1N +2) XN: n+1

E((X(n) + l)X(n)) = (n+ Dn +2) = <N + 2)

n+2

T f(u)(1+2ln+2,N{2)=1
_n(N+DN+2)
mn+2

Y de aqui se sigue que

nN+1DIN+2) n(N+1)  [(n(N+D)’
(n+2) (n+1) \(n+1) )

_ n(N+1)(N —n)

T (412

V(X =
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4. Esperanza matematica

Para calcular la varianza del minimo, primero se encuentra

E(N+1-=Xa)N+2-Xw))

N+2-—y
_n(n+1)(N +1)(N +2) N+‘-"( n+1 )
N (n+1)(n+2) ; <N+2>

n+2

"l

o Y fir4 2t 2N+ 2)=]
n(N + 1)(N +2)
- (n+2)
De aqui se calcula la varianza de X;y, utilizando el hecho de que
V(X)=E(N+1=X)(N+2—X)—(N+D(N+2)+2N+3)E(X)—(E(X))?,

en particular para Xy:

n(N + 1)(N —n)
n+2)m+ 12"
Ya se tienen los elementos para obtener la media y la varianza de los
tres estimadores.
e Para el primer estimador: N, = X,
E(f) =00 = N~ I

V(X(l)) -

n+1 T+l
— — n(N+1D)(N—-n)
V(N]) - V(X(")) = ("+2)(“+1)2 o
e Parael segundo estimador: Nz == -X(,,)

YA ‘[(n-H _ (m+12 n(N+1)YN=n) _ (N+1)N—n)
V(Nz) - T X(u)) - (M+2)(“+l)2 - (“+2)" o

n

e Para el tercer estimador: N3 = X, + X — |
E(N5) = E(Xgy + Xy — 1) = N.
V(N;) = V(X + X)) = Mw.

(n+2)(n+1)?

Si revisamos la media de los tres estimadores, se puede ver que el valor
esperado del primero presenta un sesgo negativo (— LEf'—‘)), que puede
ser considerable si N es mucho mayor que n. La media del segundo
estimador también presenta un sesgo, pero ahora positivo (*- 1), y éste
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Ejercicios

aumenta conforme el tamafio de la muestra crece, pero no sobrepasa el
uno. El valor esperado del tercer estimador no tiene sesgo, es decir, es
insesgado. Asi, considerando la media de los estimadores, se tiene que
el mejor es N3, luego sigue N, y al final N,.

En cuanto a la varianza de los tres estimadores, se observa que para
todony N,(n < N), V(N) < V(R), pero conforme aumenta el tamafio
de la muestra, la diferencia entre las dos varianzas disminuye. Por otro
lado, cuando n es mayor o igual a 5, se tiene V(N;) < V(N3), y conforme
n crece la diferencia aumenta.

Conclusién: el estimador con menor varianza tiene un sesgo grande,
lo cual significa que los valores del estimador para las diferentes muestras
en promedio estdn lejos de N. Por otro lado, ei estimador insesgado tiene
una varianza que puede ser considerablemente grande, mientras que el
segundo estimador tiene un sesgo que puede ser corregido porque sélo
depende del tamafio de la muestra, y su varianza no es tan grande con
respecto a las otras.

Con este andlisis se ve que, corrigiendo el sesgo de Na, el mejor
método de estimacién es el segundo. Asi,

- n—1 n+1 n—1
=N~ n n x(")—_n_’
es un buen estimador ya que es insesgado, E (N) = N, y su varianza no es
tan grande.

Entonces, para establecer sus acciones de guerra, usted debe conside-
rar que el enemigo tiene

N =842
tanques.

Para el cdlculo de la varianza del tercer estimador se utiliz6 la covar-
1anza entre el mdximo y el minimo valor; se deja como ejercicio calcular
esta covarianza.

Ejercicios

EJERCICIO 4.21. Calcule la covarianza del valor mdximo y minimo de
la muestra en el problema de los tanques.
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4. Esperanza matematica

EJERCICIO 4.22. Sean X y Y variables aleatorias continuas, con fun-
cién de densidad conjunta dada por

24xy si0<x<1y0<y< 11—z,
0 en otro caso.

fXY(x’ )’) - {

Encuentre la covarianzade X y Y.

EJERCICIO 4.23. Muestre que

(a) x(x_l> =n<x>.
n-—1 n
N n+1(N+1
(b <n>_N+l(n+l)‘

(c) (N+1-x)<N—"> - (N“"").

n-—1 n

S. Esperanza condicional

DEFINICION 4.6. Dadas dos variables aleatorias X y Y con funci6n
de densidad conjunta fxy(x, y), se llama esperanza condicional de la
variable X, dado que la variable Y toma un valor y, a la expresién

o EX|Y =y) =%, xifxyr(xily), en el caso discreto.
o E(X|Y =y) = [0, xfx)r(x|y)dx, en el caso continuo.

Como se ve, la esperanza condicional E(X|Y = y) es una funci6n de
y, que se puede escribir como h(y) = E(X|Y = y); entonces h(Y) =
E(X|Y) es una variable aleatoria.

TEOREMA 4.13. Dadas dos variables aleatorias X y Y, se tiene que
E(E(X|Y)) = E(X).

Demostracion
La demostraci6n se hace s6lo para el caso continuo; para el caso discreto
basta sustituir las integrales por sumas.
Se sabe que
fx}'(x, )’)
fxirxly) = =——,
| Sr(y)
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5. Esperanza condicional

por lo tanto,

BXIY =) = [~ xpareindx = [~ 8Dy

y el valor esperado de E(X|Y) es

° (e fxr(x)
E(E(X|Y)) = —_—
(EXIy) = [ ( s dx) fr()dy

o) oo oo
= [T ([ s ndy) dx= [~ xfxx = B
queda demostrado el teorema.

TEOREMA 4.14. Si X y Y son variables aleatorias independientes,
entonces

E(X|Y) = E(X).

Demostracion
Si X y Y son variables aleatorias independientes, entonces

fxr(xly) = fx(x),

de esto se sigue que

EXIV) = [ xfuvtxindx = [~ x fuCidx = EQO;

queda demostrado el teorema.
TEOREMA 4.15. Si X y Y son variables aleatorias, entonces
V(E(X|Y)) < V(X).

Demostracion
Sea X tal que E(X) = uy y sea ¢(y) = E(X|Y = y); entonces

V(E(X|Y)) = E (E(X|Y) = E(EX|Y)))* = E(e(Y) — px)?,
y
V(X) = E(X — px)* = E(X — @(Y) + @(Y) — px)*
= E(X — @(Y))* + E(e(Y) — px)* + 2E(X — @(V))(@(Y) — px).
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Ahora se analiza el dltimo sumando
EX—o(M)@)—px) = [ [ g0 —pa) frr(x, ) dy
= [ [ = @00@0) = ) fraraly) fr0dx dy
= [7 [ @) = mfr») [ tx = @) fur el

E(X|Y=y)-E(X|Y=y)=0

Entonces,
V(X) = E(X — (V) + E(@(Y)— px)* > E(e(Y)—px)* = V(E(X|Y));
queda demostrado el teorema.

EJEMPLO 4.9. Suponga que N representa al nimero de accidentes
ocurridos en cierta fibrica en un mes y X; al nimero de hombres heridos
en cada accidente, i = 1, 2,..., N. Suponga ademds que N y X; son
variables aleatorias independientes. ;Cudl es el valoresperado del nimero
de hombres heridos cada mes?

Solucién

Suponga que N denota el nimero de accidentes que ocurren, y sean X,
X,, ..., Xy las variables que denotan cl nimero de heridos en cada uno
de estos accidentes. Entonces, el nimero total de accidentadoses -1, X
Ahora

N N
EQQ_ X)) = E(EQ_X:|N)).
i=1 i=1

Observe que

N n
EQ_Xi|N=n)=EQ_ X)) =nEX).

i=1 i=1

Finalmente,

N N
E(Q_Xi) = E(EQ}_Xi|N)) = E(NE(X)) = E(N)E(X).
i=1 i=1
EsEMPLO 4.10. Un prisionero ha sido puesto en una celda que tiene
tres puertas. La primera puerta lleva directamente a la calle; la segunda
lleva a un tinel que lo devuelve a la misma celda después de un dia de
caminata; la tercera puerta lo lleva a otro tinel que termina en su celda
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después de tres dias de caminata. Suponga que el prisionero puede elegir
cualquiera de las puertas conigual probabilidad. Si elige una puerta que lo
lleva de nuevo a la celda, vuelve a intentarlo, pero no escoge las puertas
que eligio anteriormente. Entonces, ;cudl es el tiempo esperado para
que el prisionero alcance la libertad?

Solucién
Suponga que Y indica el nimero de dias que requiere el prisionero para
alcanzar su libertad, y sea X; el nimero de la puerta que elige en el i-ésimo
intento, i = 1,2, 3. Sielige unapuerta que lo lleva a un tinel, al regresar
elegird otra puerta inicamente de entre las dos que no ha elegido; de igual
manera se hace la tercera eleccién.

El recorrido de Y es

RY = {O, 11 3; 4};

Y = 0: cuando se elige la puerta 1 en el primer intento, o sea que
X1 = .

Y = 1: cuando se elige la puerta 2 en el primer intento y la puerta 1
en el segundo intento, o seaque X; =2y X, = 1.

Y = 3: cuando se elige la puerta 3 en el primer intento y la puerta 1
en el segundo intento, o seacuando X, =3y X, = 1.

Y = 4: cuando se eligen las puertas 2 y 3 en los dos primeros intentos
y la puerta 1 en el tercer intento, o sea

X1=2,X,=3yXs=1No(X;=3,X2=2y X5 =1).
Se vaautilizarel resultado E(Y) = E(E(Y | X)), por eso se deben
encontrar las probabilidades condicionales.

P(Y =0| X, = 1) = 1; entonces

EY|X,=1)=0x1=0

PY=1|X,=2)=PX,=1|X,=2)=1/2 y
P(Y=4|X,=2)= P(X,=3]| X, =2) = 1/2; entonces

EY| X, =2 =1(1/2)+4(1/2) =25

P¥=3|X,=3)=PX,=1|X,=3)=1/2y
P(Y=4|X,=3)=P(X,=2]| X, =3) = 1/2; entonces

E(Y| X, =3)=3(1/2)+ 4(1/2) = 3.5

187



4. Esperanza matemética

Finalmente, se tiene que
E(Y)= E[E(Y | X))]
=EY|X,=1DPX;=1D+EY | X, =2)P(X,=2)
1 1 1
=0-= S-= S=-=2.
034-2534-353

5.1 Problema de mantenimiento, reparacién y reemplazo de equi-
po. Considere una mdquina que produce una ganancia de

e 100 unidades monetarias (u.m.) si trabaja toda la semana, y
e 0 u.m. sino lo hace.

Si al principio de la semana la mdquina estd trabajando, se puede
realizar 0 no un mante“imiento preventivo, con un costo de 20 u.m.

e Si se realiza el mantenimiento preventivo, la probabilidad de que
la mdquina trabaje toda la semana es de 0.7.

e Sinoserealizael mantenimiento, la probabilidad de que la médquina
trabaje toda la semana es de 0.2.

Si al principio de la semana la mdquina no trabaja, puede repararse
inmediatamente a un costo de 35 u.m., o bien, puede ser reemplazada por
una nueva mdquina a un costo de 125 u.m.

e Siserealizalareparacién, la probabilidad de que la mdquinatrabaje
toda la semana es igual a 0.6.

e Si la mdquina se reemplaza, ésta trabajard toda la semana sin pro-
blema.

Cuando la mdquina trabaja bien toda la semana, alinicio de la siguiente
semana se encontrard trabajando. Si la mdquina se descompone durante
la semana, al inicio de la siguiente no se encontrard trabajando.

Suponiendo que se dispone de una mdquina nueva al inicio del pro-
ceso, se desea establecer la politica 6ptima de reparacién, mantenimiento
y reemplazo que proporcione la utilidad total esperada mdxima en un
periodo de cuatro semanas.

Solucién
Primero se va a identificar toda la informacién util.

La primera semana no habrd un factor aleatorio, ya que se tiene una

mdquina nueva, y ésta trabajard toda la primera semana con una ganancia
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de 100 u.m. Alinicio de la segunda semana, la mdquina estard trabajando.
En las subsecuentes semanas, se tendrdn los siguientes elementos:

1.

Estados posibles de la miquina al inicio de la semana i:

e T;: la mdquina si trabaja.

e 7,: lamdquina no trabaja.
T, y T, son eventos complementarios, esto es: T, = T,;. El estado de
la mdquina al inicio de la semana ¢ se denota como Lj; asi, ; = T; o
Ei = Tn-
Decisiones si la maquina trabaja al inicio de la semana:

e M,: sc da mantenimiento preventivo.

e M,: no se da mantenimiento preventivo.
También M, y M, son eventos complementarios.
Decisiones sila maquina no trabaja al inicio de la semana:

e R;: sereemplaza la mdquina.

e R,: se da mantenimiento correctivo.
R; y R, noson cventos complementarios, puesto que se puede también
tomar ladecision de que no se trabaje esa semana. Ladecisiontomada
enlasemanai sedenotacomo D;,i = 1, 2,3 y4; asi, sila mdquina estd
trabajando al inicio de la semana i, se tiene que D; = M; 0 D; = M,,.
Sila mdquina no trabaja al inicio de la semana i, se tiene que D; = R,
(0] D,' = R,,.
La ganancia obtenida en la semana i se denota como G;(-), por lo
que se tiene que

Gi(Eipy=T,)=100 y Gi(Eiy,=T,)=0.

Si la mdquina trabaja toda la semana, al inicio de la siguiente se en-
cuentra trabajando.

Observe que si Ly = T, esto implica que la mdquina trabajé
toda la semana i, por eso al inicio de 1a semana i 4+ 1 estd trabajando.
El costo de tomar una decision se denota como C;(-); por tanto, se
tienc que

CiM,) =0, CiM,)=20, Ci(R,)=35 Ci(R,)=125.
La utilidad es igual a la ganancia menos los costos,
Ui() = Gi() — Gi().

Las probabilidades implicitas en el proceso son las siguientes:
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(a) La probabilidad de que la mdquina trabaje toda la semana i,
condicionada a que estaba trabajando al inicio de la semana i,
de acuerdo con la decisi6n tomada, es

o P(Eity = T:lEi =T, Di= M, =07,
® P(Ein1 =T,|Ei=T,D; =M,) =0.2,
(b) y la correspondiente probabilidad de su complemento:
[ ] P(EH,] = T,,IE,' = T,, D,' = M_‘-) = 03,
® P(E;;, =T,|E;=T, D; =M,) =0.28.

(c) La probabilidad de que la mdquina trabaje toda la semana i,
condicionada a que no estaba trabajando al inicio de la semana
i, de acuerdo con la decision tomada, es

O P(Ei+1 = T:lEi =T, Di= R,) = 1,
o P(Eiy =T,|Ei = T,, Di = R,) = 0.6,

(d) y la correspondiente probabilidad de su complemento:

® P(Eiy, = T,|E;=T,, Di=R,) =0,
e P(E;y, =T,|E; =T, D; =R,) =04.

Enel diagrama dela figura 4.3 sc muestran las diferentes posibilidades
de la tema:

Estado (E;), Decisién (D;), Estado (_E,~+1)

que representan la situacion de la mdquina desde el principio hasta el final
de la semana i. En cada rama del diagrama se escribi6 el valor de la
utilidad o su probabilidad.

La utilidad esperada, de acuerdo con las diferentes decisiones, estd
dada por

e Cuando la maquina si trabaja al inicio de la semana:

E(U | M,) = E(G|M,) — C(M;)
= G(T)P(T; | M) + G(T) P(T, | M) — C(M,)
= P(T,|M,)100 + P(T,|M,)0 — C(M,)
= 100(0.7) + 0(0.3) — 20 = 50, E(U|M,)
= E(G|M,) — C(M,)
= 100P(T;|M») + OP(T,|M,) — C(M,)
= 100(0.2) + 0(0.8) — 0 = 20.
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Estado Decisi6n Estado Utilidad Probabilidad

E; D; Ei
T, U =280 0.7
M,
T, U=-20 0.3
T,
T, U =100 0.2
Mn
7-;3 U=0 0.8
T, U =65 0.6
Rn
T, U=-35 04
T,
R, T, U=-25 1

FIGURA 4.3 Diagrama de estado al principio de la sema-
na, la desicién tomada y estado al final de la semana.

La decisién que da 1a mdxima utilidad esperada se obtiene cuando
se da mantenimiento preventivo.
e Cuando la maquina no trabaja al inicio de la semana:

E(U|R,) = E(G|R,) — C(M;) = 100P(T|R;) + OP(T4|R;) — C(R;)
=100(1) + 0(0) — 125 = —25.

E(U|R,) = E(G|R.) — C(R,) = 100 P(T;|Ry) + OP(T,|Rs) — C(R»)
= 100(0.6) + 0(0.4) — 35 = 25.

La decisi6n que da la méxima utilidad esperada se obtiene cuando
se da mantenimiento correctivo.

En resumen, si al inicio de la semana la méquina no trabaja, lo conve-
niente es darle mantenimiento correctivo; y cuando la mdquina si trabaja,
lo conveniente es darle mantenimiento preventivo.

En la tabla 4.4 se resume esta informacién desde el inicio de la semana
(E;) hasta el final de la misma (E;;;, i = 1,2, 3,4). No se considera la
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TaBLA 4.4 Utilidad obtenida de acuerdo con la desicién tomada.

Estado al inicio| Mejor |Estado al final [ Utilidad | Probabilidad
de la semana |Decisién | de la semana U P(Eiy, | Di, Ej)
E,=T; M, Ei=T, 80 0.7
E,' = T, M, EH.] = T,. =20 0.3
E,- = T,. R,. E,'.H = T, 65 0.7
E,’ = 1ip R,, E,'.H = T,, —35 03
informacién de la primera semana (i = 1), porque en esa semana la

mdéquina va a trabajar bien pues es nueva.

La utilidad durante las cuatro semanas depender4 del estado de la mé-
quina al inicio de cada semana, cuando se toma la decisién que da la
mdéxima utilidad. Y como el estado de la méquina al final de la sema-
na s6lo depende del estado de la méquina al principio de la semana, la
probabilidad de los posibles estados de las cuatro semanas es

P(E\, Ey, E3, Eq, Es) = P(Ele4)P(E4|E3)P(E3|E2)f(Ez|E1)P(E12

= P(Es|E4) P(E4| E3) P(Es|Ey).

La tabla 4.5 muestra los posibles estados de la mdquina durante las
cuatro semanas, asi como la probabilidad y la utilidad en cada caso.

TABLA 4.5 Espacio muestral de estados, probabilidad y
utilidad de las cuatro semanas.

Estados
E, E, E; E, Es
T, T, T, T, T,
T, T, T, T, T,
T, T, T, T, T,
T, I, T, T, T,
TS T.\‘ TII TS T.\‘
I, T, T, T, T,
T:‘- T; Tn Tn TI
T, T, T, T, T,

Probabilidad

0.7 x 0.7 x 0.7 =0.343
0.7 x 0.7 x 0.3 =0.147
0.7 x 0.3 x 0.6 =0.126
0.7 x 0.3 x 0.4 =0.084
0.3 x 0.6 x 0.7 =0.126
0.3 x 0.6 x 0.3 =0.054
0.3 x 0.4 x 0.6 =0.072

0.3 x 04 x 04 =0.048

Utilidad total

215
115
100
0
100
0
-15
—115
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6. Funcidn generatriz de momentos

La utilidad esperada de las cuatro semanas es igual a
E(U) = 215(0.343) + 115(0.147) + ... + (—115)(0.048) = 109.25.

La utilidad esperada es positiva, lo cual implica que conviene trabajar
en esta forma.

Ejercicios

EJERCICIO 4.24. Un prisionero ha sido puesto en una celda que tiene
tres puertas. La primera puerta lleva directamente a la calle. La segunda
lleva a un tinel que lo devuelve a la misma celda después de un dia de
caminar. La tercera puerta lo lleva a otro tinel que termina en su celda
después de tres dias de caminata. Suponga que el pristonero puede elegir
cualquiera de las puertas con igual probabilidad. Si elige una puerta que
lo lleva de nuevo a la celda, vuelve a intentarlo, pero olvida qué puerta
eligié anteriormente, esto es, no tiene memoria. Entonces, ;cudl es el
tiempo esperado para que el prisionero alcance la libertad?

EJERCICIO 4.25. En una urna hay 20 bolas rojas y 30 bolas azules. Se
extraen sucesivamente las bolas de laurna. ;Cudl es el nimero de intentos
esperado para obtener la segunda bola roja? si el muestreo se hace (a)
con reemplazo, (b) sin reemplazo.

6. Funcion generatriz de momentos

Cada funcién de distribucién caracteriza a su media y su varianza, E(X)
y E(X?) — (E(X))?, respectivamente. Esto es, si se conoce la funcién
de distribucidn, se puede determinar cudl es su media y cudl su varianza,
ahora, la pregunta es: si se conoce la media y la varianza de una variable
aleatoria, ; se puede identificar su funcién de distribucién? La respuesta
es no; sin embargo, si se conoce el valor esperado de todas las potencias de
X, E(X"), es posible identificar la funcién de distribuci6n de esa variable
aleatoria. Esto es lo que se estudiard en la presente seccién.

DEFINICION 4.7. Se llama momento de orden r alrededor del ni-
mero a de la variable aleatoria X al valor esperado

m,(a) = E(X — a)’).
En este sentido, la media py es el primer momento de X alrededor de
cero, y la varianza o2 es el segundo momento de X alrededor de wy.
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4. Esperanza matemaética

Para simplificar, los momentos alrededor de cero m,(0) se denotan
como m,.

Si para una variable aleatoria existen todos sus momentos de orden r,
entonces se puede definir la funcién generatriz de momentos.

DEFINICION 4.8. La funcion generatriz de momentos de la variable
aleatoria X, Mx(t), estd dada por la expresi6n

My(t) = E(e).

El nombre viene del desarrollo en serie de potencias de la funcién
exponencial:
=) li Xi

erX =Z

1
i—0 U

b

ya que al aplicar las propiedades de linealidad del valor esperado, se
convierte en
3 1X_°°liE(Xi)_°°Tii
Mx(t) = E(e )_Z——i! =2 ot
j=0 i=0
que es una serie de potencias de ¢ con m; como coeficientes.

TEOREMA 4.16. Si Mx(t) es la funcidn generatriz de momentos de la
variable aleatoria X, entonces

MP(©0) = m,.
Demostracion
Si se deriva sucesivamente la funcién generadora de momentos, se tiene
que
00 i
t'm;
) = —HL
M X (l) - z i! ’

i=0

®_ rim;
" i+2
My (1) = Z -

1
=0 b

> tim,'
MP =35 —=,

i
=0 b
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6. Funcidn generatriz de momentos

Asi, al evaluar en t = 0, se tiene

° 0‘ n;
Mg)(0)=mk+z '“H = my,
i=1 :

con lo que queda demostrado el teorema.

Recuerde que la derivada de una suma es la suma de las derivadas.

TEOREMA 4.17. Si X y Y son dos variables aleatorias tales que
Mx(t) = My(1),

entonces fx(x) = fy(x), excepto quizds en un conjunto de probabilidad
igual a cero.

Este teorema afirma que la funcién generatriz de momentos de una
variable aleatoria es una transformacién inyectiva. El teorema se presenta
sin demostracidn, ya que los elementos para hacerlo salen del alcance de
este libro.!

EJEMpLO 4.11. Utilizando la funcién generatrizde momentos encuen-
tre la funcién de densidad de X + Y.

Solucién

Considere las variablesaleatorias X y Y cuyafunciénde densidad conjunta
estd dada por fxy(x, y) y suponga que U = X + Y. Entonces la funcién
generatriz de momentos de la variable aleatoria U es igual a

Mu®) = By = [~ e fy(uwdu

—00

Por otrolado, la funcién generatriz de momentos de la variable aleato-
ria U se puede escribir como

Mo(®) = E@") = E€=) = [ [* ¢ fy(x, y)dxdy.

!Una demostracién de este teorema se encuentra en W. Feller 1985. Introduccién
a la teoria de las probabilidades y sus aplicaciones. Vol. 2, 2a. ed. México, Limusa,
p- 482
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4. Esperanza matemdtica

Al hacer el cambio de variable ¥ = x + y y v = x, para resolver la
integral la funci6n generatriz de momentos se transforma en

My(t) = E(e) = / - / ™ Fay(v, 1 — v)dv du

= /Oo e"‘/ fxy(v,u — v)dvdu =/ e“g(u)du.

£()

Si la regién donde fxy es diferente de cero no es todo el plano, la regién
de integracién, después del cambio de variable, queda deternininada por esa
region.

El teorema 4.6.2 afirma que la funci6n generadora de momentos es
una transformacién inyectiva; entonces

Sfu(u) = gu) = /_o:o Sxy(v, u — v)dv.

Este resultado ya se habia mostrado antes, y se puede constatar que es
mds fécil obtenerlo usando esta técnica.

EJEMPLO 4.12. Encuentre la funcién de densidadde U = X + Y si se
sabe que la funcién de densidad conjunta de X y Y estd dada por

Sfxr(x, y) =€ six, y > 0; 0en otro caso.

Solucién
Por el resultado anterior, se tiene que

fowy = [ : Frr(v, u — v)dv,

y como fxy(x, y) es diferente de cero en el primer cuadrante del plano
cartesiano, la integral se debe calcularenlaregion0 <vy0 <u —v, 0
bien) <vyv <u.

u u
Sfu(u) =/ et gy = e"/ dv = ue“, para u > 0.
0 0

EJEMPLO 4.13. Suponga quela funcién generatrizde momentos de X
y de Y converge; entonces encuentre la funcién de densidad de %

Solucién
Considere que U = %; entonces

Mu() = E(e¥) = B = [ : / Z €5 fxr(x, y)dx dy,

196



Ejercicios

se hace el cambio de variable ¥ = x/y y v = y, cuya transformacién
inversa es x = uvy y = v y cuyo jacobiano es |J| = v. Entonces, la
funcién generatriz de momentos estd dada por

My(t) = E(eV) = / - / = ™y fur(uv, v)dvdu

00 (e <] 00
=/ e"‘/ v fxy(uv, v)dvdu:/ e“g(u)du.

£u)
Y por el teorema 4.6.2, se tiene que la funcién generadora de momentos
es una transformacién inyectiva; entonces se sigue que

Su(u) = gu) = /: v fxy(uv, v)dv.

Ejercicios

EJERCICIO 4.26. Encuentre la funcién de densidad del costo total de
un proyecto de construccién, cuya funcién de densidad conjunta de los
costos del material X y de la mano de obra Y es

2y
x+y+D¥
(Costototal U = X + Y).

EJERCICIO 4.27. Sealafunci6n de densidad de la variable aleatoria X,
fx(x) = F cos (‘—;lfn'), cuando x € (0, 2) y cero en otro caso. Encuentre
la funci6n de densidad de ¥ = sen(%327).

(a) Usando el corolario del teorema 3.3.2.
(b) Usando la funcién generatriz de momentos.

Sxr(x,y) = six,y >0; 0en otro caso.
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CAPITULO 5

Algunas funciones de distribucion

La probabilidad es tan im-
portante como para dejarla
en manos de los expertos.

En este capitulo se van a estudiar las caracteristicas de las funciones de
distribucién que aparecen mds frecuentemente.

1. Distribuciones discretas

1.1 Distribucion Bernoulli. Un experimento que sélo tiene dos po-
sibles resultados se conoce como experimento Bernoulli.
Estos son algunos ejemplos de experimentos Bernoulli:

Experimento Resultados
Nacimientos nino mia

Volados dguila sol

Andlisis clinicos negativo  positivo
Control de calidad || defectuoso no defectuoso
Una rifa || gana pierde

Todos estos ejemplos se pueden estudiar con un modelo de “éxito—
fracaso”.

La designacién de éxito o fracaso en un experimento Bernoulli es
arbitraria y totalmente subjetiva: lo que para unos puede ser éxito, para
otros puede ser fracaso. Por ejemplo, el resultado positivo de un andlisis
clinico, para el investigador puede ser un éxito, pero para el paciente serd
un fracaso.

El éxito es, en general, el resultado que interesa estudiar.

La probabilidad de que ocurra un éxito se denota con la letra p, y en
consecuencia la probabilidad de que ocurraun fracasoesigualag = 1—p,
donde 0 < p < 1.
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5. Algunas funciones de distribucién

DEFINICION 5.1. La variable aleatoria X que asigna el nimero 1 al
éxito y el nimero 0 al fracaso (X(éxito) = 1, X(fracaso) = 0) se conoce
como variable aleatoria Bernoulli.

La funcién de densidad de la variable aleatoria Bemmoullies: f(0) = g;
yf(1)=p,0
f(x) = p*q"™*, para x =0, 1.

EJEMPLO 5.1. Un foco pasa el control de calidad si su vida til es
mayor o igual a 2 afios. Exito equivale a que el foco pase el control de
calidad, y la probabilidad de tener un éxito en uno de los experimentos es
igual a p = .90. Entonces, la variable aleatoria X, que vale 1 cuando el
foco pasa el control de calidad y cero cuando no lo pasa (X ( fracaso) = Oy
X(éxito) = 1), es una variable aleatoria Bernoulli con funcién de densidad
igual a

fx) = (90)*(.10)'~*; x =0, 1.

TEOREMA 5.1. Si X es una variable aleatoria Bernoulli con proba-
bilidad de éxito p, entonces

o E(X)=p,

o V(X) = pg,

o Mx(t) =q+ pé',
donde E(X), V(X)y Mx(t) son la media, lavarianza y la funcion gene-
ratrizde momentos de X, respectivamente.

Demostracion
Por la definici6n, se tiene que

o EX)=Y,if()=0f0)+1f(D)=p

o V(X) =X o(i — EX)f() = (0~ plq+(1- p)(p)
=pq(p+1—p)=pq

o M(t) = E(eX) = ¢Og + pe'® = q + pe'.

1.2 Distribuciéon binomial

DEFINICION 5.2. Lavariable aleatoria X, queindica el nimero de éxi-
tos en n experimentos independientes Bernoulli con probabilidad de éxito
p, se conoce como variable aleatoria binomial con pardmetros n y p
(“X ~ B(n, p)").
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1. Distribuciones discretas

Si X indica el nimero de éxitos al realizar n experimentos Bernoulli
independientes, entonces el recorrido de X es igual a

Rx={0,1,2,...,n}

EJEMPLO 5.2. Se lanzan 20 volados con una moneda no cargada; sea
la variable aleatoria X el numero de dguilas observadas. X es una variable
aleatoria binomial con pardmetros n =20y p = 0.5. (X ~ B(20, 0.5)).

Elrecorridode X es| Rx ={0,1,2,3,...,20}

TEOREMA 5.2. Si X, X,, ..., X, Sonn variables aleatorias Bernoulli
independientes y con probabilidad de éxito igual a p, entonces la variable
aleatoria

X=X +X2+ - +X.=)_ X,
=i

es una variable aleatoria binomial con parametros n'y p.

Demostracion

Dado que las variables aleatorias Bernoulli toman el valor 1 cuando ocurre
un éxito y el valor O cuando ocurre un fracaso, en la sumatoria ), X; s6lo
contarén los resultados que corresponden a los éxitos, y la suma ), X;
serd igual al nimero de éxitos en los n experimentos Bernoulli. Esta es
la definicién de la variable aleatoria binomial.

TBOREMA 5.3. La funcién de densidad de una variable aleatoria bi-
nomial es igual a

fx(x) = (2) pq" x=0,1,273,...,n.

Demostracion

Como X = i, Xi,dondelas X;,i = 1,2,..., n son variables aleatorias
Bemoulli, iguales e independientes, entonces tener x éxitos en los n ex-
perimentos equivale a tener un subconjunto con x elementos del conjunto
{X),..., X,}, que son iguales a 1 y el resto igual a cero. Entonces, las
posibles maneras de tener x éxitos corresponde a las combinaciones de n

:
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S. Algunas funciones de distribucién

Cada manera individual de tener x éxitos tiene la misma probabilidad de
ocurrir, asi que basta con calcular la probabilidad de uno de estos casos.
Una realizacién que da como resultado x éxitos es la siguiente:
X\i=1,X,=1...,X,=1,X,4,,=0,...X,=0.

x éxitos n—x fracasos

La probabilidad de esta realizacién se encuentra considerando que las
variables aleatorias Bernoulli son independientes:

PXy=1)... (X, =1)P(Xx4; =0)... P(X, =0) = prqg"

v "
X veces n-—x veces

Finalmente, sumando la probabilidad de todos los posibles casos, se tiene
que

= (7

EsempLO 5.3. Selanzan 10 volados con una moneda no cargada. Sea
X la variable aleatoria que indica el nimero de dguilas que se observan.
Ya que los resultados de los 10 volados son independientes, X es '\na v.a.
binomial con pardmewos n = 10y p = 1/2 = 0.5.

El recorrido de la variable X es: X =0, 1,2, ..., 10, y la funcién de
densidad es

fx(x) = (?) (0.5)*(1 — 0.5)!* = <]f> (0.5)'°.

EJEMPLO 5.4. Si el 10% de la produccién de focos de una fabrica
resulta ser defectuosa, ;jcudl es la probabilidad de que al elegir 20 focos
al azar, la muestra tenga de 17 a 19 focos buenos?

Solucién

La situacién de cada foco (si es bueno o defectuoso) es independiente de
la situacién de los otros focos. Sea Y la variable que indica el nimero
de focos buenos en la muestra. Y es una variable aleatoria binomial con
pardmewos n = 20y p = .90 (éxito es que el foco sea bueno). Asi se
pide entonces encontrar

PA7<Y<19=PY =17)+P(Y =18)+ P(Y =19)

_ (% 17( 143 20 18/ 112 20 19 _
= <l7>(0.9) 1) + (18>(0.9) D+ (19>(0.9) (.1) = 0.7454.
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1. Distnibuciones discretas

En el apéndice 1, se incluye una tabla con los valores de la distribucién
binomial (F(k) = P(X < k)), correspondientes a los valores de n =
2,3,...,25,k=0,1,2,...,ny p= 05, .10, .15, ..., .95.

En la figura 5.1 se muestra el formato de la tabla paran = Sy p =
05,...,.50.

14

n k 05 .10 .15 20 25 30 35 .40 .45 50
S0 .. e . o

De

2 i e e eeeeeen .

3 o e

PR

S e

FIGURA 5.1 Formato de la distribucién normal estdndar.

El valor en el recuadro corresponde a la probabilidad de P(X < 4),
con los pardmetrosn = Sy p = .15.

Para ejemplificar el uso de la tabla, se va a encontrar la misma probabi-
lidad del ejemplo anterior, P(17 < X < 19). Siga los pasos y compruebe
los resultados directamente de la tabla:

1. Encuentre en la tabla el valor de n = 20.

2. Encuentre en esta parte de la tabla el valorde p = .90y de k = 19. El
punto donde se cruza la columnade p = .90 y de k = 19 corresponde
aP(X <19)yesigual a(.8784.

3. En seguida, encuentre el valor de k = 16. El punto donde se cruza la
columnade p = .90 yde k = 16 corresponde a P(X < 16) y es igual
a0.1330.

4. Finalmente, observe que

P17<X<19=PX<19) - P(XL16)

se quita
0,1,2,3,4,56,7,8910,11,12,13,14,15,16,17, 18, 19
N e’

queda

P(17 £ X <£19) =0.8784 — 0.1330 = 0.7454.
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5. Algunas funciones de distribuci6n

Se pueden usar las siguientes relaciones para calcular diferentes pro-
babilidades de la v. a. binomial, utilizando las tablas incluidas en los
apéndices.

e Pa<X<b)=PX<b)—PX<La-1)=F@p)— Fa-1)

e PX=b)=PX<b)—-PX<b-1)=F®b)—F@®b-1)

e Pa>X)=1—-PX<a-1)=1-F(@a-1).

TEOREMA 5.4. Si X es una variable aleatoria binomial con pard-
metros n'y p, entonces se tiene que

e E(X)=np,

e V(X)=npq,

o Mx(t) =(q + pe').
Demostracion

Se sabe que si X es una variable aleatoria binomial con pardmetros n y
p, entonces X es igual a la suma de n variables Bemoulli independientes
con probabilidad de éxito p: X = X, + X, + X3 + ... + X,. Entonces,
por las propiedades del valor esperado y la varianza,

Si X; ~ Bernoulli(p),
EXy=p V(Xd=pg 'y Mx()=gq+pe.

e EX)=EX:1+ X2+ X5+...+ X,) =
E(X1)+ E(X2) + E(X3) + ...+ E(X,) =np

El valor esperado de una suma de variables es igual a la suma de los valores
esperados.

o V(X)= V(X +X2+X3+.'..+X,,) =
VX)) + V(X)) + V(X3)+...+ V(X,) =npg

La varianza de una suma de variables aleatorias independientes es igual a la
sumade las varianzas.

o My(t) = E(e™X) = E(e'®itXatXst.4Xa)y =
E(eMieMaghs gty =
E(eX)E(eX:)E(e™)... E(e™) = (g + pe')".

El valoresperado del producto de variables aleatorias independientes es igual
al producto de los valores esperados de los factores.
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1. Distribuciones discretas

EyemMpLO 5.5. Considere un gas ideal de N particulas contenidas en
un recipiente de volumen V). Interesa investigar el nimero de particulas
que se encuentran dentro de un subvolumen V del recipiente. Si el gas
estd en equilibrio, las particulas se encuentran uniformemente distribuidas
dentro del recipiente. Dada una particula especifica, ésta puede o no estar
contenida en V y la probabilidad de que esté contenida ahies p = vlo

Obviamente, el hecho de que una particula esté o no dentro de V
define un experimento Bernoulli, donde éxito equivale a “la particula estd
contenida en V” y fracaso, el caso contrario. Entonces la variable que
indica cudntas particulas del total de N estdn en V es una variable aleatoria
binomial con pardmetrosn = Ny p = ;,V; Asi, el nimero esperado de
particulas en V es E(X) = Np.

1.3 Distribucién hipergeométrica

DEFINICION 5.3. Considere una poblacién finita compuesta por M
elementos que tienen una caracteristica determinada y K elementos que
no la tienen. Se elige una muestra aleatoria de tamaiio n sin reemplazo, y
sea X la variable aleatoria que indica el nimero de elementos muestrales
con la caracteristica determinada. X se conoce como variable aleatoria
hipergeométrica con pardmetros M y K.

TEOREMA 5.5. Si X es una variable aleatoria hipergeométrica con
pardmetros M y K, el recorrido de X estd comprendido por

médx{0,n — K} < X < min{n, M}
y su funcién de densidad es igual a

fx(k) = M

M+K
n
Demostracion

Si la poblaci6n estd formada por M elementos con la caracteristica deter-
minaday K elementos sin esa caracteristica, entonces cuando se torma una
muestra de tamaiio n sin reemplazo y X indica el nimero de elementos
en la muestra con la caracteristica, se pueden tener los siguientes casos:
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5. Algunas funciones de distribucién

1. K > n. En este caso es posible tener alguna muestra formada
unicamente por elementos sin la caracteristica, y el minimo valor de
X es cero.

2. K < n. En este caso, ninguna muestra puede estar formada unica-
mente por elementos sin la caracteristica; lo mds que puede ocurrir es
que en la muestra estén los K elementos sin la caracteristicay n — K
elementos con la caracteristica. El minimo valorde X es n — K.

3. M > n. Eneste caso, se pueden tener muestras totalmente formadas
por elementos con la caracteristica, y entonces el maximo valor que
puede tomar X es n.

4. M < n. En este caso, no se pueden tener muestras totalmente for-
madas por elementos con la caracteristica, asi que el mdximo valor
que puede tomar X es M.

El minimo valor de X es igual al mdximo entre 0 y n — K, mientras que el
méximo valor de X es igual al minimo entre n y M.

Para encontrar la probabilidad de tener k éxitos en una muestra de
tamafio n, max{0,n — K} < k < min{n, M}, es necesario contar el
nimero de muestras diferentes de n elementos, y de estas posibles mues-
tras en cudntas de ellas se tiene exactamente k éxitos.

El ndmero total de maneras en que se puede elegir la muestra de
tamafio n, de una poblaci6n de tamafio M + K, es

M+ K
. :
El nimero total de casos en que se pueden tener k éxitos en la muestra es

(Akl) (n sz)

Los k éxitos son los elementos que estdn en la muestra pertenecientes al
primer subconjunto; los n — k fracasos son los elementos que estdn en la
muestra del segundo subconjunto.

Entonces
(M) ( ‘ )
k n—k
PX =B ==k
n
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1. Distribuciones discretas

con
méix{0,n — K} < k < min{n, M }.

EJEMPLO 5.6. En una uma se tienen 13 bolas: 6 blancas y 7 rojas. Se
elige una muestra de 8 bolas sin reemplazo. Sea X la variable que indica
el numero de bolas rojas en la muestra. ;Cudl es la funcién de densidad
de X?

Solucion
Eltotalde bolasen laumaes N = 13, de las cuales M = 7 son rojas, y el
tamano de lamuestraesn = 8. El muestreo es sin reemplazo; entonces X,
el nimero de bolas rojas (éxitos) en la muestra, es una variable aleatoria
hipergeométrica.

El recorrido de X estd entre

mix{0,n — K} = max{0,8 — 6} = midx{0,2} =2y
min{n, M} = min{8,7} =7
Entonces, X = 2,3,4,5,6,7y

P(X=k):M

13 ’
8
parak =2,3,4,5,6,7.

Observe que el recorrido de X no vade O a 8 porque s6lo hay 7 bolas
rojas y 6 bolas blancas.

EJEMPLO 5.7. El ejemplo de los peces del lago, visto en la introduc-
cién, genera una variable aleatoria hipergeométrica. La poblacién es el
conjunto de carpas en el lago, el primer subconjunto lo forman los peces
marcados en la primera extraccién (M elementos) y el segundo subcon-
junto son los peces sin marca (N — M elementos). La variable aleatoria
hipergeométrica es el nimero de carpas marcadas en la segunda muestra.

-8t
(>
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5. Algunas funciones de distribucién

Observe que al elegir una muestra de una poblacién fraccionada en
dos subconjuntos, y X representa el nimero de elementos del primer
subconjunto:

e Siel muestreo es con reemplazo, X es una v.a. binomial.
e Si el muestreo es sin reemplazo, X es una v.a. hipergeométrica.

TEOREMA 5.6. Si X es una variable aleatoria hipergeométrica con
pardmetros M, K y n, entonces se tiene que

nM
e E(X)= T
nMK(M + K — n)
% = :
VX =KD K7
Demostracion

Considerando que la funcién de densidad hipergeométrica cumple la

e
()
o E(X) =3 kflk)= (t‘{( )
)
E = (k’)(n—k'>_ nM

M+K; (M+K> T M+ K

y por definicién se tiene que

nl

o

conn'=n—-1,M=M-1ym'=m—1.
e Para calcular la varianza, se utilizard el hecho de que

V(X) = E(X*) — (E(X))* = E(X(X - 1)) + E(X) — (E(X))".
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1. Distnibuciones discretas

Asi:

()2
k k

EX(X = 1) =Y k(k— 1) f(k) =Y k(k — )=~~~ "
< )

K

_ nMK(M + K — n) n' — k'

'%M+K—mM+KF <M+K)

nl

nMK(M+K—-n)
(M+K—mM+KV
conn'=n-2,M=M-2ym'=m-2.

1.4 Distribucién uniforme I(discreta)

DEFINICION 5.4. La variable que puede tomar cualquiera de los valo-
res entre 1 y n con igual probabilidad, se conoce como variable aleatoria
uniforme discreta con pardmetro n. X ~ U(n).

TEOREMA 5.7. Si X ~ U(n), entonces su recorrido es
RX = {1,2,3,... ,n}
y su funcién de densidad es

1
Sx(k) = ., para k=1,23,.

Demostracion

La variable aleatoria uniforme discreta indica el nimero de la bola que se
elige de una caja con n bolas numeradas del 1 al n, el nimero en la bola
estd entre uno y n; por ello el recorrido de X, la variable que indica el
numero en la bola, es

={1,2,3,...,n}.

Por otro lado, el proceso de seleccién es completamente al azar, de
manera que todos los nimeros tienen la misma probabilidad de aparecer;
esto es, el espacio muestral es equiprobable, y por ello su funcién de
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S. Algunas funciones de distribucién

densidad es
1
fx(k) = —  para k=1,2,3,...,n

EJEMPLO 5.8. La variable aleatoria que indica el resultado obtenido
en la tirada de un dado es una variable aleatoria uniforme con pardmetro
n=06.

El recorridode X es: X = 1,2,3,4,5, 6y su funcién de densidad es
f(x) = ¢, parax=1,2,3,4,5,6. -

TEOREMA 5.8. Si X esuna variable aleatoria uniforme con pardmetro
n, entonces se tiene que

° E( X) n+l

° V(X) (n l)(ll'{- 1)

o Mx(t) = LIT’;E :

Demostracion
Por la definicién

E(X) =3 if() = i e

i=1

i
o=
_(n+1D2n+1)

n 2
E(X*) = zsz(z) = Z - =

6
— B(X?) _ ,_(+D2n+1) (+172 n?-1
V(X) = E(X*) — (E(X))" = . - Lo

n (1} ney 0
My = Bty =3 & = 4=
= 1—e¢
1.5 Distribucién Poisson. Un experimento que puede tener cual-
quier nimero de éxitos en una regién continua, acotada y bien determi-
nada, es una variable Poisson. Algunos ejemplosde experimentos Poisson
son los siguientes: el nimero de accidentes automovilisticos que ocurren
en una ciudad durante un aiio; el nimero de particulas que emite un ma-
terial radiactivo durante un minuto; el nimero de huevecillos que pone
una mariposa durante una semana; el nimero de cometas que se obser-
van al afio en un drea celeste; el nimero de tiburones que se observan en
una regién del Caribe en un lapso de una semana; el nimero de errores
tipogréficos en la hoja de un libro, etc.
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1. Distribuciones discretas

Los éxitos en un experimento de Poisson pueden ocurrir de manera
independiente en cualquier punto de la regién objetivo, y si la regién se
divide, la probabilidad de observar un éxito en cada subregi6n es propor-
cional al drea, longitud, volumen, de dicha subregion, etc.

DEFINICION 5.5. La variable aleatoria que indica el numero de éxitos
en una regién continua bien determinada, en donde los éxitos pueden
aparecer de manera independiente en cualquier punto de la regién, se
conoce como variable Poisson.

En general, la variable aleatoria Poisson indica el nimero de éxitos
que ocurren en una regién J del espacio R”. La medida asociada a la
region se denotard con p (o puede ser una longitud, un drea, un volumen,
etc.).

TEOREMA 5.9. Se« X una variable aleatoria que se distribuye de
acuerdo con una ley de probabilidades Poisson; entonces su recorrido
es el conjunto

Rx={0, 1,2,}

y su funcién de densidad es

Axe—A
fx)=——
x!
para A > 0.
Demostracion
Considere que Jy, 3, ..., J, es una partici6n de la regién J tal que

o u(d) = ‘ifg), paratodai # 1,2,...,n.

e La ocurrencia de un éxito en J; es independiente de la ocurrencia
deun éxitoenJj, parai # jei, j=1,2,3,...,n.

e La probabilidad de que ocurra un éxito en cada J; esigual a p,, con
ll’mn—ooo Dn = 0 y limy_, 00 np, = A> 0.

e La probabilidad de que ocurra mds de un éxito en cada J; es igual
ap,ylim, ,.onp; =0.

Asi entonces, la probabilidad de observar x éxitos en el conjunto J
es casi igual a tener un éxito en exactamente x subconjuntos de la parti-
cion, esto es, tener x éxitos en n experimentos de éxito-fracaso, iguales e
independientes.
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5. Algunas funciones de distribucién

El nimero de éxitos en J es aproximadamente una variable aleatoria
binomial, con pardmetros n y p,; entonces, la probabilidad de que ocurran
x éxitos en el espacio de observacién es casi igual a

Pa=mz<gma—mra

La densidad Poisson se encuentra en el limite de esta expresion, cuando
se hace crecer el valor de n:

HX=xh=MJ(>mU—nyﬂ
n—o0o0 b

lig L= D=2 (r+1— X)) (1pa)” np.,

= | T (l - ) “ - pn)-“
n—00 x! n n
o m=-Dn-=2)---(n+1—-x R A, .
= Jig (D022 D npi(1 = 231 = )
n—00 n*x! n
B Ae~?
Y
Entonces,
x,—A
P(X = x) = M€
x!

COROLARIO 5.1. Si X es una variable aleatoria binomial con pard-
metros n'y p tales que n es “grande” y p es “pequena”, entonces la
funcion de densidad de X se puede aproximar por medio de una funcion
de distribucion Poisson, con A = np.

EJEMPLO 5.9 (Problema de billetes de loteria). En una loteria se ven-
den 10000 000 boletos para una rifa con 100 premios. ;Cudntos billetes
de loteria deben comprarse para que la probabilidad de ganar al menos un
premio sea igual a 0.10?

Solucion

Si hay 10000000 boletos de la loteria y hay 100 premios para repar-
tir, entonces la probabilidad de que un boleto tenga premio es igual a
p = 100/10 000000 = 0.000001. Se puede considerar que cada bo-
leto representa un experimento de éxito-fracaso, donde la probabilidad
de éxitoes p. Sin es el nimero de boletos comprados, la probabilidad de
tener k boletos premiados es aproximadamente una Poisson con pardmetro
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1. Distribuciones discretas

A = np = 0.000001n.
k

A
P(X =k) =~ Ee"‘.

La probabilidad de que al menos un boleto sea premiado es
PX>1D)=1-PX=0)=1-e"

El nimero n que se busca es el menor entero positivo que cumple la
desigualdad

e—A — e—0.00(I)Oln S 90,

lo cual, implica que n es igual a 105 361.

EJEMPLO 5.10 (Las pasas en un pastel). En una pasteleria hornearon
varios pasteles con pasas en su interior. El nimero de pasas varia de un
pastel a otro, pero en promedio tienen 10 pasas cada uno. Si se compra
uno de estos pasteles, jcudl es la probabilidad de que esc pastel contenga
al menos 1 pasa?

Solucion

Suponga que el total de pasas utilizadas es igual a n y que el volumen de
las n pasas es mucho menor que el volumen total de la pasta del pastel
V; entonces, durante el proceso de mezclado las pasas se pudieron mover
en forma libre e independiente en el interior de la pasta, y por tanto se
distribuyeron uniformemente en los difercntes pasteles homeados. Cada
pasa en la pasta tiene la misma probabilidad p de estar en uno dc los
pasteles, y se sabe que el nimero de pasas promedio en un pastel es
A = np = 10. El nimero de pasas que puede tener el pastel que se
compr6 es una variable aleatoria Poisson con pardmetro A = 10:

10k —10

La probabilidad de que al menos se tenga una pasa es igual a
1-P(X=0)=1-¢"""=.=109999546
EJEMPLO 5.11 (Decaimiento radiactivo). En forma experimental, se
ha observado que el radio decae gradualmente hacia el radén al emitir
particulas alfa (nucleos de helio). Las distancias interatémicas son lo

bastante grandes para suponer que cada dtomo de radio se desintegra
de manera independiente de los otros 4&tomos. Sin embargo, cada uno de
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5. Algunas funciones de distribucién

los ny dtomos de radio iniciales tienen la misma probabilidad p(t) de des-
componerse durante un intervalo de ¢ segundos. La desintegracién de un
dtomo se considera como éxito. Sea £(r) la variable aleatoria que indica
el nimero de particulas alfa emitidas en ¢ segundos, entonces £(¢) indi-
ca el nimero de éxitos en los ny experimentos Bernoulli independientes
con probabilidad de éxito p(z). Los valores de p(r) y de ng son tales que
la funcién de distribucién de la variable aleatoria £(f) es semejante a una
distribucién Poisson con pardmetro A = nop(t) (p(¢) es suficientemente
pequeiia y ng es suficientemente grande). Es decir, la probabilidad dc que
un nimero exacto k de particulas alfa sean emitidas estd dada por

)\k
P =k) = Fe-‘, k=0,12,...

TEOREMA 5.10. Si X es unavariable aleatoria Poisson con pardmetro
A, entonces se tiene que

e E(X)= A ..
e V(X) =
o Mx(t) = €D\,
Demostracion
Por definici6n
[es) )\i—l ) Aj a
E(X)= Zlf(l)—Zl—e Z et =2) et =)
i=0 ! i=1 ’ - ) j=0 (.])
donde j =i — 1.
- L= Aoy
EXX-1)=)ii—DfG) =) ii— De
i=0 i=0 :
= AT -4 _ -\ _
Z1—2)' Z(J)' -
donde j =i - 2.
Los dos primeros sumandos se anulan, porque parai = 0 y parai = 1 el

producto i(i — 1) es cero.
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2. Distribuciones continuas

La vananza de X esigual a

VX)=EXX - 1)+ EX) = (EX)? =N +A=-A2=,
X oo e"‘)t"e“
Mx(t) = E(e*) =) _ - o

k=0

— e Z (¢ A)k e hefr = oA

Queda demostrado el teorema.

2. Distribuciones continuas

En esta seccién se enumeran algunas de las distribuciones continuas mds
cormunes.

2.1 Distribucién uniforme (continua)

DEFINICION 5.6. Se llama variable aleatoria uniforme, en el intervalo
(a,b) (X ~ U(a, b)), ala variable X que tiene como funcién de densidad
a

1
flx)= - para x € (a,b), 0en otro caso.
La funci6n de densidad uniforme es entonces constante y su integral es
iguala 1.

Todos los intervalos de igual longitud contenidos en (a, b) tienenigual
probabilidad.

o

-a

FIGURA 5.2 El drea sombreada corresponde a P(c < X < d).

215



S. Algunas funciones de distribucién

EJEMPLO 5.12. En un conmutador telefénico puede entrar una lla-
mada con igual probabilidad en cualquiermomento, dentro del intervalo
de tiempo de las 11:30 a las 11:40; ;cudl es la probabilidad de que la
llamada se reciba entre las 11:34 y las 11:38?

Solucién

Si la llamada puede entrar en cualquier momento entre las 11:30 y las
11:40 con igual probabilidad, y X indica el momento en que entra la
llamada, entonces X es una variable aleatoria uniforme en el intervalo
(11: 30, 11 : 40) y su funcién de densidad es

1
f(X)‘=ﬁ, six € (11:30,11: 40).

La probabilidad que se pide es

1:3d<x<11:38) = [ La= 2
AL - - ’ )_/11:34E —ﬁ'

Observe que el problema se resolvi6 teniendo como unidades los minutos;
no se hizo la conversién a la notacién decimal porque el intervalo asi lo
permitio.

TEOREMA 5.11. Si X es una variable aleatoria uniforme con pard-
metros a'y b, entonces se tiene que

[ ] E(X) = 9,_‘;2.
e V(X) = b;°1.
o Mx(1) = %.
Demostracion
Por definicién,
b b xdx a+b
E0 = | L
b b x? b*—a> b+ ab+a
E(X) = [ f(x)dx= / o _ ,
(X?) /;xf(x) e = 3
b* +ab + a® 2 _pR
3 4 12
b otx ebl — e

— XN _ —
Mx() = E(€7) = a b—adx_t(b—a)'
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2.2 Distribucién exponencial

DEFINICION 5.7. Se dice que una vaniable aleatoria X es exponencial
si su funeién de densidad estd dada por

f(x) = A parax > 0, O enotrocaso; A > 0.

EJEMPLO 5.13. Suponga que la variable que indica la vida util de
un foco se distribuye de acuerdo con una ley exponencial con A = 1.
(a) Encuentre la probabilidad de que el foco funcione la primera hora.
(b) Encuentre la probabilidad de que funcione durante la cuarta hora.

Solucién

(a) Si X es una variable aleatoria exponencial con A = 1, entonces su
funcién de densidad es igual a

f(x)=e€* para x>0, O0en otro caso.
Por lo tanto,
1
PmmmmMmuummmmm=ngxsn=/e”m
0
=1-e"'=0.6321

(b) P(el foco funciona durante la cuarta hora) = P(3 < X < 4)

4
PB<X<4)= / e~*dx = e3 — e=* = 0.03115.
3

Como se puede observar, conforme mds tiempo pase €s menos proba-
ble que el foco continie funcionando.

TEOREMA 5.12. Si X es unavariable aleatoria exponencial con pard-
metro A, entonces se tiene que

1
A
o V(X) = .
o My(t) = &, parat> A
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S. Algunas funciones de distribucién

Demostracion
Por definicién,

E(X) = /0 e f(0dx = /0 ® Ae-Mdy <

A
=) o) 2
2\ 2 _ 2 —Ax — =
E(X)—/O xf(x)dx—/o X AeMdx =
L 2_2 1 _ 1
V(X) = E(X?) - (E(X))" = refairv il
oo 00 A
(XY xo,—Ax g _ —(A—nx g0
Mx(t)—E(e)—/O Aee~Mdx /OAe dr = =,

parat > A.
Las integrales se resolvieron por partes.

2.3 Distribucién gamma

DEFINICION 5.8. Se conoce como funcién gamma a la funcién defi-
nida por la integral

M@= [ y=~'edy,
0
la cual existe para a > 0.
TEOREMA 5.13. Si a > 1, entonces I'(a) = (@ — DI'(a — 1).

Demostracion
Integrando por partes la funcién gamma, se tiene que

I'(a) =/ y*le Vdy = y‘""‘e”lzo +/ (@ — 1)y*"%e7dy
0 R , 0

0
=(a— DI'(ae—-1),

que es lo que se queria demostrar.
COROLARIO 5.2. Si a es un entero positivo, entonces I'(a) = (a—1)!
EJEMPLO 5.14. Encuentre el valor de la funcién I'(3).

Solucién
En este caso se tiene que

1 ® 1 o_;
I‘(E)—/0 x"2e *dx,
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2. Distribuciones continuas

y al integrar por sustitucién, haciendo que x = y* y que 2dy = dx/V/x,
se obtiene

1 oo
-—) = _),1
rG)=2 /0 e’ dy.

El valor de esta integral se encuentra pasando a una integral doble,
1 2 fo'e) _xz 00 _yz
(F(i)) =4 /0 e " dx /0 e Ydy
= 4/ / e e dxdy = 4/ / e M dxdy.
o Jo o Jo

La ultima integral se resuelve por sustitucién, cambiando a coordenadas
polares; la sustitucién estd dada por

x =rcosf
0<r<oo; 0<6<L /2
y=rsenf
El valor absoluto del jacobiano de la transformaci6n es |J| = r, y la

integral se convierte en

/oo/ire"zd()dr=/°°re"1dr/7d0= z,
o Jo ()} ()} 4

de donde se sigue que

r (%) = /ow x"ie~*dx = /.

A partir de la funcién gamma
Fa) = / y*le7Vdy,
0

se obtiene una funcién de distribucién al introducir un nuevo pardmetro,
haciendo y = x/f, lo que da

I(e) = /0 (/B e~ 8(1/B)dx,

y luego.se normaliza para que la integral en todo el recorrido sea igual
al:

_ * 1 a-1_-x/B
1—/0 I‘(a)B“x e *'Pdx,
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DEFINICION 5.9. La variable aleatoria X, cuya funci6n de densidad
estd dada por

x*~'e=*B, para x>0, 0 en otro caso,

fx) =

[(a)B"

se conoce como variable aleatoria gamma con pardmetros a > 0y 8 > 0.

EJEMPLO 5.15. Suponga que la cantidad de lluvia semanal, medida
en mm, que cae en unaregién en cierta época del afio, se distribuye como
una variable aleatoria gamma, con pardmetros @ = 2y 3 = 1. ;Cudl es
la probabilidad de que en una semana caiga de 1 a 3 cm de precipitacién
pluvial?

Solucién

Como laprecipitacién pluvial, X, sedistribuyecomo una variable aleatoria
gamma con pardmetros @ = 2y 8 = 1, entonces su funcién de densidad
es igual a

x*le~*dx = xe™*, si x> 0.

f(x) =

I'(2)12

Entonces, la probabilidad de quela precipitacién pluvial de dicha semana
esté entre 1 y 3 cm se encuentra al calcular la integral

3
PA<X<3)= /0 xe *dx = (—xe ™ — e ¥) = 27! — 4e73 = 0.5366.

TEOREMA 5.14. Si X es unavariable aleatoria gamma con pardmetro
a 'y B, entonces se tiene que

e E(X)=aB.

e V(X) = ap’

o Mx(t) = (1 —1B)""
Demostracion

Por definicién,

B o0 B o) x a1 —x/B
E(X)—f0 xf(x)dx—/0 F(a)B“x e "Pdx
oo 1
— (at1)-1 ,—x/B 4 _
—aB/o Ta+t DB +1 ¢ dx=ap
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x2

I'(a)B>
_ 2 [ 1 (a+2-1_-x/B 1. _ 2
_a(a+1)B/0 FaTop e e e = ata + 1B
V(X) = E(XY) = (EX) = ala+ )3 — o*B? = op?

E(X® = /Oooxzf(x)dx = /Ooo x*le=*/Bdx

— X\ 00 © _ 00 eu o —x/ﬁ
M) = Ee™) = [~ e fx = [~ goemoxte/Pu
- : h ! (@)-1,-x(1/B~1)
B“(I/B—t)“/o T@d/B-n= ¢ dx
1
-

2.4 Distribucién normal. La funcién de distribucién normal es, sin
exagerar, la méds importante en la teoria de la estadistica. Las propiedades
que presenta la hacen 1inica, y por ello su estudio es de suma importancia.

Se considera que los errores en un proceso de medicién se distribuyen
como una variable aleatoria normal.

DEFINICION 5.10. Unavariable aleatoria X tiene unadistribuci6n nor-
mal, con pardmetros u y 0 (X ~ N(u, 0?)), si su funcién de densidad
es
e—(x—u)1/2¢72’

fx(x) =

—00 < x <00
2o
La gréafica de la funcién de densidad normal es simétrica y tiene la
forma de una campana, centrada en el valor del pardmetro w.
La distancia entre el centro y el punto de inflexi6n de la curva normal
coincide con el valor de 0.
Se puede probar que si X ~ N(u, 02), entonces

Plu—oc< X< u+o0)=0.68268

P(u —20 < X < u+20) = 0.95450.

Esto significa que para una variable aleatoria normal se tiene que en
un intervalo alrededor de la media, con una separacién de una desviacién
estdndar, se encuentra aproximadamente el 68% de la poblacién. Y con
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5. Algunas funciones de distribucién

P
I
n

FIGURA 5.3 Funcién de densidad normal con media p y

varianza o>.

una separacién de dos desviaciones estdndar se encuentra el 95% de la
misma.

TEOREMA 5.15. Si X es una variable aleatoria normal con pardme-
tros .y o2, entonces se tiene que

e E(X)=p,
o V(X) =%
o Mx(t) = e;u+a212/2.

Demostraciéon
Por definicién,

[ J E(X) = ffom xf(x)dx = ffom 72]_".;xe_(x—l")z/20’ldx = ’_L’
o E(X — w)) = [2,(x — ) f(x)dx =
5 xRy — g
e M(t) = E(e’x) = %Tlﬂ; ffooo e"e‘(“")z/z"zdx,
Al desarrollar el exponente en el integrando tx—(x — w)?/20? se
obtiene

_G=w? | P -2(ut 0’ + (wt+ o] + (0%

tx

200 20?
= (p+ a’n)?  w+a’?
B 20? ' 2 ’
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lo que implica que la funcién generatriz de momentos es

M@) = M ! / % o 20? g+ T
-—00

'

L\/Z‘n'a'

'

1

'1
M@) = e"’*’zT

La probabilidad de que X se encuentre entre los valores de a a b estd dada
por la integral

P(a <X< b) = 1 /be-(x—#)z/Zaldx
- - \/2770’ a ’

Esta funcién no tiene una antiderivada analitica, por io que la integral se
debe calcular numéricamente.

TEOREMA 5.16. Si X ~ N(u, o), entonces la variable aleatoria

X —
Zz=""HK
o

estal que Z ~ N(O, 1).

Demostracion
El teorema se prueba usando los resultados vistos en el capitulo 3.
Si X ~ N(u, o), entonces

] 2 2
(x) = —— g~ =) /20
fx Va2mo
Ahora considere la transformacién Z = ?%E, de donde al despejar X se
encuentraque X = Zo + py :—: = 0; entonces,
-2

L pornwpnity _ 1 2
V2na VT
de donde se infiere que Z ~ N(0, 1) y se completa la demostracion.

Este teorema permite tener una tabla dnica con los valores de la dis-
tribucién normal de media cero y varianza uno; con ella se pueden calcu-
lar las probabilidades de una distribucién normal, con cualquier media y
cualquier varianza. En este libro se anexa una tabla con los valores de la
integracién numérica, correspondientes a

fa(d) = fx(x(z»% -

1 t o2
— | e dx,
V2w [)
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5. Algunas funciones de distribucién

para valores de z entre 0 < z < 3.99 con dos cifras decimales.

FIGURA 5.4 Area reportada en el drea anexa.

La tabla presenta el formato mostrado en la figura 5.5.

z |0 1 2 3 4 S5 6 7 8 9

00 -= «- =-c <o o ca e- ca e .-
01« == so o e e er eo oo .
02| o2 =2 c= oo 9o =5 oo oo ec oo

03] -- == [7] == == == == - - --
FIGURA 5.5 Formato de la tabla normal estdndar.

En el margen izquierdo se encuentra la parte entera y el primer decimal
del nimero z, y en la parte superior se encuentra el segundo decimal. En
el interior de la tabla se encuentran los valores de la probabilidad, por

ejemplo, en la tabla anterior el valor en el recuadro corresponde a la
probabilidad

P0<Z<032)= =12y,

1 32
e e
Va2 /0

Debido a que la gréafica es simétrica y el 4rea total bajo la curva es igual

a 1, se puede calcular la probabilidad en cualquier intervalo; considerando
el drea bajo la grafica normal, se tiene que

a+pB=05
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2. Distribuciones continuas

FIGURA 5.6 Particién del drea bajo la curva normal en
a+ B=0.5.

COROLARIO 5.3. Si X ~ N(u, 0%), entonces

a—p b—n

Pla < X <b) = P( <Z<—).
o o

La demostracién es directa.

EJEMPLO 5.16. Supongamos que el coeficiente intelectual de un grupo
de personas X es una variable aleatoria normal con media 100 y varianza
100. {Qué porcentaje de la poblacién tiene un coeficiente intelectual entre
90y 110?

Solucién
Se quiere la probabilidad

90 — 100 110 — 100

<X< = —_——< < _—

P(90 < X < 110) P( <7< —— )
=P-1<2Z<),

y por simetria de la gréfica,
PO <X <110) =2P(0< Z < 1) =2(.34134) = 0.68268.

Conclusio6n: el 68.26% de lapoblaciéntiene un coeficiente intelectual
entre 90 y 110.

COROLARIO 5.4. La funcién generatriz de momentos de una variable
aleatorianormal, Z ~ N(0, 1), es igual a

Ma() = e
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5. Algunas funciones de distribucion

Ejercicios

EJERCICIO 5.1. Un tirador atina al blanco con una probabilidad igual
a 0.30; ;cudl es la probabilidad de que acierte al menos una vez en el
blanco si hace 5 disparos?

EJERCICIO 5.2. Encuentre el valor de p tal que la variable aleatoria
Bemoulli tenga varianza méxima.

EJERCICIO 5.3. Un programa para salvar al halcén peregrino de la ex-
tincién incluye la recoleccién e incubacién de sus huevos. Se ha visto que
s6lo el 25% de los huevos en incubacién da lugar a un nuevo halconcito,
y que la mitad de los halcones que nacen vivos son hembras. ;Cudl es la
probabilidad de que de 10 huevos en incubacién

(a) nazcan vivos al menos dos halconcitos?
(b) nazca al menos una pareja (macho y hembra) de nuevos halconcitos?

EJERCICIO 5.4. (Problema de tiempo de espera) Se efectiian sucesi-
vamente una serie de experimentos Bernoulli independientes, X es la
variable que indica el nimero de intentos antes de tener n éxitos. La
distribucién de X se conoce como binomial negativa o de Pascal.

(a) Encuentre la funcién de densidad de X.

(b) Encuentre la funcién generatriz de momentos de X.

(c) Encuentre la media y la varianza de X, usando la funcién generatriz
de momentos.

EJERCICIO 5.5. Sea X;, X5, X3, ..., X, una sucesion de variables
aleatorias independientes y normalmente distribuidas, con media cero y
varianza uno. La variable aleatoria Y = X2 + X2 + X3 + ... + X? se
conoce como y? (ji-cuadrada) con n grados de libertad.

(a) Encuentre la funcién generatriz de momentos de la variable Y.
(b) Encuentre la media y la varianza de Y, usando la funcién generatriz
de momentos.

EJERCICIO 5.6. Se sabe que la probabilidad de que en un andlisis
clinico se dé un resultado falso positivo es igual a .05, y la probabili-
dad de que una persona de la poblacién padezca la enfermedad es igual
0.15.

Si se aplica el andlisis a 100 personas elegidas al azar, jcudntos resul-
tados falsos positivos se esperaria tener?
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EJERCICIO 5.7. Un hombre asegura tener la habilidad de localizar
agua. Para probar su aseveracién se le muestran S latas tapadas, dos
de eilas con agua y tres vacias. Se le pide que, sin levantarlas, identifique
las dos latas que tienen agua. Si el hombre estd adivinando, jcudl es la
probabilidad de que identifique las dos latas llenas de agua?

EJERrCICIO 5.8. Un pescador ha atrapado 8 peces, dos de los cuales no
tienen el tamafio reglamentario; un inspector toma tres peces al azar de la
cesta y los mide. ;Cudl es la probabilidad de que pase la inspecci6n sin
problemas?

EJercicio 5.9. Considere una instalacion de cinco focos en serie, de
tal manera que si alguno de ellos no sirve, ninguno funcionard. Si los
focos de la instalacion se eligen de un lote de SO0 focos, de los cuales 50
son defectuosos, jcudl es la probabilidad de que los focos funcionen?

EJERCICIO 5.10. Sea X una variable aleatoria Poisson con pardmetro
A, y sea A una vanable aleatoria exponencial con pardmetro igual a uno.
Demuestre que
P(X = x) = (1/2)**".

EJErCICIO 5.11. Una loteria vende 1(X) boletos con un dnico premio.

(a) Sisecompraunboleto, jcudl es la probabilidad de obtener el premio?
(b) Sisecompran 5 boletos, jcudl es laprobabilidad de obtenerel premio?

BJERCICIO 5.12. Se ha visto que el 0.05% de la poblacién de un pais
desarrolla cierta enfermedad cada afio. Una compaififa de seguros tiene
aseguradas a 10,000 personas con una p6liza que cubre esta enfermedad.
Encuentre la probabilidad de que en este afio la compafifa aseguradora
tenga que pagar (a) 4 pélizas exactamente, (b) més de dos p6lizas.

EJERCICIO 5.13. Suponga que el 0.1% de los caracteres impresos en
una imprenta son incorrectos. Si la pdgina de un libro contiene aproxi-
madamente 6,000 caracteres impresos, encuentre la probabilidad de que
en una pdgina dada haya al menos un Taracter equivocado.

EJERCICIO 5.14. Sean X, X, ..., X, variables aleatorias indepen-
dientes cuya funcién de distribucién es exponencial con pardmetro A.
Utilice la funci6n generatriz de momentos para probar que la distribucién
de la variable aleatoria }_}_, X; es una funcién de distribucién gamma.
Encuentre los pardmetros de la funcién de densidad gamma.
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S. Algunas funciones de distribucién

EJERCICIO 5.15. Utilice la funcién generatriz de momentos para pro-
bar que la suma de n variables aleatorias independientes, que se dis-
tribuyen de acuerdo con una normal con media p y varianza o2, tiene una

distribucién normal con media np y varianza no.

EJERCICIO 5.16. Pruebe, utilizando la funcién generatriz de momen-
tos, que si X;, X,, ..., X, son variables aleatorias independientes con
funci6n de densidad normal, con media p y varianza o2, entonces la va-
riable /n(X — p)/o se distribuye como unavariable aleatoria normal con
media O y varianza 1.

EJERCICIO 5.17. El tiempo, medido en minutos, que cierta persona
invierte en ir de su casa a la estacién del tren es un fenémeno aleatorio
que obedece una ley de probabilidad uniforme en el intervalo de 20 a 25
minutos. {Cudl es la probabilidad de que dicha persona alcance el tren
que sale de la estacién a las 7:28 a.m. si sale de su casa exactamente a las
7:05 a.m.?

EJERCICIO 5.18. Se divide la circunferencia de una rueda en 37 arcos
iguales, que se numeran de 0 a 36 (éste es el principio de construccién de
la ruleta). La rueda se monta sobre un eje y se coloca un marcador fijo.
Se hace girar la rueda y cuando se detiene, se anota el punto sefialado por
el marcador fijo. La variable aleatoria que indica el nimero sefialado se
distribuye de manera uniforme. Calcule la probabilidad de que:

(a) el nimero esté entre 1 y 10, incluyéndolos;
(b) el nimero sea par,
(c) el nimero seael 3.

EJERCICIO 5.19. Se escoge un nimero del intervalo [0, 1] por medio
de un mecanismo aleatorio que obedece una ley de probabilidades uni-
forme en dicho intervalo. Calcula la probabilidad de que

(a) el primer decimal de su raiz cuadrada sea 3;
(b) su logaritmo natural sea mayor que —3.

EJERCICIO 5.20. Suponga que la vida en horas de un bulbo es una
variable aleatoria exponencial; jcudl es el valor de A en horas si la proba-
bilidad de que el bulbo funcione entre 100 y 200 horas es igual a 0.25?

EJERCICIO 5.21. En cierta ciudad, el consumo diario de agua, en mi-
llones de litros, es aproximadamente una variable aleatoria gamma con
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a = 2y B = 3. Sila capacidad de abasto diario de dicha ciudad es
de nueve millones de litros de agua, jcudl es la probabilidad de que en
determinado dia el suministro de agua sea inadecuado?

EJERCICIO 5.22. Se sabe que la duraci6n de cierto transistor sigue una
distribucién gamma, con media de 10 semanas y varianza de 50.

(a) {Cudl es la probabilidad de que el transistor dure por lo menos S0
semanas?

(b) (Cudl es la probabilidad de que el transistor no pase de las 10 semanas
funcionando?

EJERCICIO 5.23. La vida de cierto dispositivo se distribuye como una
variable aleatoria exponencial con pardmetro A = 0.01.
(a) ;Cudl es el tiempo esperado de falla?
(b) (Cudl es la probabilidad de que pasen 200 horas antes de que se
observe una falla?

EJERCICIO 5.24. Si X ~ N(py, 02) y Y ~ N(p,, 02), su funci6n de
densidad conjunta estd dada por

exp (x=11)2 0y —2(x— )= )0 5y (y =2 )22

Aotoi—al)

Sxy(x, y) =
2w, [olol — o},

(a) Encuentre la covarianzade X y Y.
(b) Pruebe que si Cov(X,Y) = 0, entonces necesariamente X y Y son
independientes.

EJERCICIO 5.25. Lalongitud de los cerrojos que produce una maquina
es una variable aleatoria normal, con media de 25 cm y desviacién estdn-
dar 0.15 cm. Las especificaciones requieren que los cerrojos tengan una
longitud de 25 + 0.12 cm. Cuando un cerrojo no cumple estas especifi-
caciones, se dice que es defectuoso.

(a) (Cudl esla probabilidad de que un cerrojo producido por esa méquina
sea defectuoso?

(b) Se ajusta la médquina para que los tornillos producidos tengan media
26 cm y la misma desviacién estdndar. ;Cudl es la probabilidad de
que un cerrojo producido por esa mdquina sea defectuoso?

(c) Se ajusta la maquina para que los tornillos producidos tengan una
media de 25.5 cm y la misma desviaci6n estdndar. ;Cudl es la proba-
bilidad de que un cerrojo producido por esa mdquina sea defectuoso?
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5. Algunas funciones de distribucién

EJERCICIO 5.26. La estatura promedio de un hombre de 21 afios es
una variable aleatoria normal, con media de 170 cm y desviacién estdndar
de 5 cm. ;Cudl es la probabilidad condicional de que un hombre de 21
afos de edad mida més de 170 cm, dado que mide més de 169 cm?

EJERCICIO 5.27. Las calificaciones de un grupo de estudiantes consti-
tuyen una variable aleatoria normal con media 7.5 y desviacién estdndar
1. ;Qué proporcién de la poblacién tiene una calificacién acreditada?
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CAPITULO 6

Temas adicionales

Causas pequenas,
grandes efectos.

En este capitulo se estudiardn algunos temas de especial importancia en
la teoria de la probabilidad y la estadistica.

1. Teorema central del limite

Sin duda alguna, éste es uno de los teoremas mds importantes en la teoria
de la estadistica y justifica el papel preponderante de ladistribucién normal
en ella.

TEOREMA 6.1 (Teorema central del limite). Sean X, X3, X3, ..., X,
observaciones aleatorias e independientes de una funcién de distribucién
arbitraria tal que E(X;) = n y V(E)) = o* (u y o finitos). Entonces la
variable aleatoria

X Xi—np X—u
== ‘ﬁ< 7 )

converge a una variable aleatoria normal, con media 0 y varianza 1:

,.ll.lgo Y, =7~ N(,1).

Demostracion
Observe que

YiXi—np X—p EXi—p &
- 7
Vi olE >R T

donde Z; = &=,
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6. Temas adicionales

La funcién generatriz de momentosde Z;, i = 1,...,n,
) [Z% € f(2)dz
E(“) =
>ie® f(zi)
estal que

M =1, My©)=E@)=0; y lim M40 = V(Z) = ~.

Y por el teorema de Taylor, se sabe que existe un nimero real & € (0, ¢)
tal que

1,©OF

Mz(©¢
i 1. Ll
2 4 2

Mz,(t) ~ Mz,(O) + MIZI(O) +

Entonces,

M%%(t) = MZ:::I Z,(t)’
y por la independencia de las variables aleatorias X;, i = 1,2,3,...,n
(las variables aleatorias Z; también son independientes), se tiene

2\ "
ME Zl(t) - HMZI(t) - (1 + Z‘(g)t ) .

De todo esto se sigue que

Jim Mz, 0 = ¢
que es la funcién generatriz de momentos de una distribucién normal, con
media igual a cero y varianza igual a uno. Y como la funcién generatriz
de momentos es inyectiva, se prueba el teorema.

El teorema central del limite afirma que para cualquier muestra aleato-
ria, con lainica condicién de que su media y varianza sean valores finitos,
la funcién de distribucién de 37 X;, de X y de /n(X — p)/c se puede
aproximar con una distribucién normal, y se cumple tanto con distribu-
ciones continuas como con discretas. Cuando la variable aleatoria es
discreta, se introduce un factor de correccién, como ser verd mds ade-
lante.
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1. Teorema central del limite

De acuerdo con el teorema central del limite, cuando el tamaifio de la
muestra es “grande”, se tiene que

znjx, ~ N(np, na*)
i=1
X ~ N(u, o /n)

M ~ N, 1).
o

El tamafio de la muestra requerido para tener una “buena” aproximacién
normal depende de la distribucién particular de las variables.

El siguiente ejemplo es un caso en que la convergencia hacia la dis-
tribucién normal es excepcionalmente rdpida.

EJEMPLO 6.1. Se lanza sucesivamente un dado no cargado. X; indica
el nimero de la cara del dado que cae hacia arriba en el i-ésimo lanza-
miento; asi, i = 1, 2,3,4,... Como se puede ver, X; es una variable
aleatoria uniforme discreta cuyo rango es Ry = {1,2,3,4,5,6} y cuya
funcién de densidad es f(x) = 1/6.

La mediade X es

1 1 1 1 1 1
=1- Z —+4-45- Z =35
E(X) 16+26+36+ 6+ 6-+-66 3

y su varianza es

35

1 1 1 1
V(X)=(1-3.5%-+(2-35%-+ - +(5-3.5)*=-+(6-3.5%= =
(X) = (1-3.5c+(2-3.5 ¢+ +(5-3.5/ £ +(6-3.5

En seguida se presenta graficamente el comportamiento de la funcién
de densidad de X, donde X,, X,,...X, indican los resultados de las
observaciones de n tiradas de un dado no cargado para una muestra de
tamafion,conn = 1,2,3, 4, 5 y 6. En la grafica se dibuj6 la funcién de
distribuci6n exacta de X, distribucién que es discreta, y la aproximacién
normal correspondiente, que es continua.
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6. Temas adicionales

Resultados de la tirada de un
dado. n=1yX, =X, X =1,2,
3,4, 5, 6. Las barras representan la

densidad de X; la curva punteada, P e

la aproximacién normal correspon- ~ ‘\

diente. // 1 1, ~
1 2 33'54 5 6

Resultados de las tiradas de dos

dados. n =2, X, = 5112‘31 X=1,

15,2,.. .,5.5,' 6. Las barras repre- N

sentan la densidad de X,; la curva

punteada, la aproximacién normal

correspondiente. e TS S L
1 2 33 54 S 6

Resultados de las tiradas de tres

— Y. Xi+Xp+X
dados. n = 3, X—==4 O
X=12%3..% 6 Lasba-

rras representan la densidad de Xs;
la curva punteada, la aproximacién
normal correspondiente.

Se tiene el resultado de las tira-
das de cuatro dados. n = 4, X, =
LtXy3Xo4Xs | as barras represen-
tanla densidad de X,; la curva pun-
teada, la aproximacién normal co-
rrespondiente.
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1. Teorema central del limite

Se tiene el resultado de las tira-

das de cinco dados. n = 5, Xs =

X2utXorXs 1 XerXs  Las bamas repre-

sentan la densidad de 7(_5; la curva
punteada, la aproximacién normal
correspondiente.

Se tiene el resultado de las ti-
radas de seis dados. n = 6 Xg =
DX XatXatkatds [ ag barras re-
presentan ladensidad de X¢: lacurva
punteada, la aproximacién normal
correspondiente.

En este ejemplo se puede observar lo siguiente:

e En los primeros casos la aproximacién es muy mala y conforme
aumenta el tamaiio de la muestra, la aproximacién mejora.

e Ademds, conforme n crece, la curva normal se concentra més, esto
es, su varianza disminuye.

La probabilidad en la distribucién discreta corresponde a la suma
de las dreas de las barras; la probabilidad en la distribucién continua
corresponde al drea bajo la curva en el intervalo correspondiente a las
barras consideradas.

1.1 La binomial, aproximada por la normal. Si X es una variable
aleatoria binomial con pardmetros n y p (n, nimero de experimentos
Bermnoulli, y p, probabilidad de éxito en cada uno de estos experimentos),
entonces

X=X
i=1
donde X; ~ Bernoulli(p), i = 1,...,n. Por ser X igual al resultado

de una suma de variables aleatorias para valores “grandes” de n la dis-
tribucién binomial se puede aproximar con una distribucién normal.
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6. Temas adicionales

6 ' 20

FIGURA 6.1 Funcién de densidad binomial con n = 20 y
p = 0.30. La grdfica estd recargada hacia el cero, ya que
la media es 6.

La media y la varianza de la aproximacién normal coinciden con la
mediay la varianza de ladistribucién binomial: u = npyo? = np(1-p).

Si X es una variable aleatoria binomial y Y es la correspondiente
variable normal que la aproxima, entonces se cumple la relacién

k+0.5

P(X=k)~ Pk—05<Y<k+05) = /k ., fr0dy.

El valor de 0.5 es el factor de correccién para compensar el cambio
de una distribucién discreta a una continua. En un caso se tiene que la
probabilidad es el 4rea de una barra, en el otro caso es el drea bajo la curva.

En general, se tiene que

P@a<X<b)=Pa@a-05<Y<b+05).

EJEMPLO 6.2. Si X es una variable aleatoria binomial con pardmetros
n = 15y p = 0.15, encuentre la probabilidad de que X esté entre S y 10.

Solucién
La probabilidad “exacta” se encuentra con la tabla de la distribucién bi-
nomial,conn =15y p = 0.15.

P56 <X <10)=F(0)- F4)=1-0.9383 =0.0617
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1. Teorema central del lfmite

il

k—05 k+0.5

FIGURA 6.2 Area de una barra aproximada por el drea
bajo la curva normal.

La probabilidad “aproximada” se encuentra con la tabla de la dis-
tnibucién normal. Para ello, primero se encuentran la media y la vanianza
de la variable aleatoria binomial.

p=np=150.15) =225

a? =np(1 — p) = 15(0.15)(0.85) = 1.9125

o = 1.3829317
con estos valores se estandariza la variable aleatoria:

—P(163<Z<59%)
= P(0< Z<596) - P0< Z < 1.63)
— 0.5 — 0.4484 = 0.0516.

La diferencia entre el valor “real” y el valor “aproximado” de la pro-
babilidad es igual 0.0101.

EJEMPLO 6.3. Sea X una variable aleatoria binomial conn = 15y
p = 0.35; encuentre el valor exacto y el valor aproximado de

P(5 £ X <£10).
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6. Temas adicionales

Solucién
La probabilidad “exacta” se encuentra con la tabla de la distribucién bi-
nomial,conn = 15y p = 0.35.

P(5 £ X <10)=0.9972 — 0.3519 = 0.6453.

Laprobabilidad aproximada se encuentra con la tablade ladistribucién
normal,

pn=np = 15(0.35) = 5.25

o2 = np(1 — p) = 15(0.35)(0.65) = 3.4125

o = 1.8473

4.5—-525 10.5 — 5.25
= P(-040< Z < 2.84)
=P0<Z<040)+ P(0< Z < 284)
= 0.1554 + 0.4977 = 0.6531.

La diferencia entre el valor exacto y el aproximado es igual a 0.0078.
La diferencia es menor que en el caso anterior, y este hecho no es casual ya
que mientras el valor de p se encuentre més cerca de 0.5, la convergencia
hacia la normal serd mds rdpida (0.35 estd mds cerca de 0.50 que 0.15).

EJEMPLO 6.4. Sea X una variable aleatoria binomial con pardmetros
n = 18y p = 0.5. Encuentre el valor exacto y el aproximado de la
probabilidad que X sea igual a 9.

Solucién
Utilizando la tabla de la distribucién binomial, se tiene que

P(X =9) = F(9) — F(8) = 0.5927 — 0.4073 = 0.1854,
mientras que por la aproximacién normal se tiene que
w=1805)=9 o*=18(0.5)0.5) =45 o =2.1713203

P(8.5$XS9.5)=1>< 85-9 _, _ 95-9 )

P(—0.2354 < Z <0.2354) = 0.1850.
La diferencia entre los dos valores es 0.0004.

238



1. Teorema central del limite

De estos tres ltimos ejemplos se puede ver que aunque n no sea muy
grande, la aproximacién normal ya es buena. El teorema central del limite
afirma que esta aproximacién mejora conforme n aumenta de valor.

La tabla de la distribucién binomial que se incluye en este libro, sélo
tiene los célculos para valores de n menores o iguales a 25; para valores
mayores que 25, se puede hacer el célculo de las probabilidades con la
funcién de densidad exacta (lo que resulta muy latoso y poco preciso
por los redondeos), o aplicar el teorema central del limite y utilizar una
aproximacién normal.

En los casos en que la probabilidad de éxito sea casi 0, o casi de
1, y n sea grande, la distribuci6n binomial se puede aproximar con una
distribuci6n de Poisson.

1.2 El promedio muestral aproximado por una normal. Se tiene
una poblacién de tamaiio N, y X es la variable de interés (X podria ser:
edad, ingreso, nimero de hijos, etc.).

La media y la varianza poblacionales de la variable X son E(X) =
y V(X) = o respectivamente.

De esta poblacién se extrae una muestra aleatoria de n unidades,
X1, X2, ..., X,. Sinimportar cudl sea la distribucién de la variable X, con
base en el teorema central del limite se puede afirmar que el promedio X
tiene una distribucién aproximadamente normal, con media p y varianza
a?/n, cuando n es grande.

EJEMPLO 6.5. La media y la varianza poblacional de la variable X
son: u = 67 y o* = 81; ;qué porcentaje de las muestras de tamafio 100
tiene un promedio muestral entre 65 y 69?

Solucién
El teorema central del limite afirma que X es aproximadamente N (u, "?2),
asi que

X ~ N(67, 81/100)

Q

P65 <X < 69) 9ﬂ0525 5710

= P(-222< Z £222) =0.9736.

5— —
P<6 67 69 67)
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6. Temas adicionales

Este resultado implica que el 97.36% de las muestras tienen un promedio
entre 65y 67.

EJEMPLO 6.6. Se proyecta hacer un muestreo de 100 unidades de una
poblacién cuya varianza poblacional es 9.

1. ;Qué porcentaje de las posibles muestras tiene un promedio que no
difiere del promedio poblacional en mds de 0.5?

2. Al realizar el muestreo se encontré que X = 29. ;C6mo se puede
utilizar esta informaci6n para hacer inferencias con respecto a u?

Soluci6n
1. Se pide encontrar la probabilidad
P(—0.50 < X — u < 0.50),
para lo cual se utiliza el hecho de que X ~ N (g, 9/100).

P(IX - u| < 0.50) = P(—0.50/0.3 < (X — n)/0.3 < 0.50/0.3)
— P(=1.66 < Z < 1.66) = 0.9030.

El 90.30% de las muestras tiene un promedio entre u — 0.5 y
n+0.5.
2. Sesabequeel 90.30% de todaslas posibles muestras tiene un promedio
que difiere menos de 0.5 del valor de u. Si la muestra que se obtuvo
pertenece a este grupo, se tendra

29 — u| <05 = pn € (28.5,29.5).
Si la muestra no forma parte de ese grupo, se tendrd que
129 — u| > 0.5 = p & (28.5,29.5).

Entonces, al obtener la muestra se tiene un 90.30% de confianza de
que la media poblacional estard contenida en el intervalo seiialado.

Ejercicios

EJErcICIO 6.1. El 5% de la produccién de tornillos de una fébrica
resulta tener algun tipo de defecto. Si se empacan cajas con 250 tornillos
y se garantiza que no mds del 7% de los mismos son defectuosos, ;cudl
es la probabilidad de que una caja dada no cumpla la garantia?
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2. Nimeros aleatorios y simulacién

EJERCICIO 6.2. Sean X, X, X3, ..., Xso el tiempo que duran funcio-
nando 50 focos. Encuentre el intervalo de 90% de confianza para el valor
medio de vida de la poblacién de focos, si X = 305 horas y g = 50.
Use la aproximacion normal.

EJERCICIO 6.3. Sean X,;, X3, X3,...Xso una muestra de variables
aleatorias Bernoulli independientes. Si X = 0.39, encuentre un inter-
valo de 95% de confianza para el pardmetro p. Use la aproximacion
normal.

EJERCICIO 6.4. Sea X1, X,, X3, ... Xs0 una muestra de variables alea-
torias Poisson independientes. Si X = 17, encuentre un intervalo de 99%
de confianza para el pardmetro A. Use la aproximacién normal.

2. Numeos aleatorios y simulacién

Una serie de niimeros aleatorios estd formada por los resultados de elegir
sucesivamente con reemplazo uno de los 10 digitos.
Los nimeros aleatorios se utilizan para dos cosas:

Para seleccionar una muestra de una distribucion particular.
Para simular un proceso aleatorio que sondee sus propiedades estadis-
ticas.

Una simulacién permite tener resultados cuando es muy dificil
efectuar el experimento o bien cuando resulta dificil analizar las ca-
racteristicas de los estimadores.

N —

La herramienta indispensable para hacer una simulacion es una tabla
de nimeros aleatorios.

Una tabla de nimeros aleatorios presenta, en una serie numérica,
los resultados de elegir al azar, sucesivamente y conreemplazo, uno de los
diez digitos: 1, 2,3,4,5,6,7,8,9,0. Entonces, latabla representa los re-
sultados de una muestra de una distribucién uniforme discreta con 10
valores posibles.

En realidad el proceso para generar los nimeros aleatorios no es aleatorio.
Se obtienen utilizando algoritmos que aprovechan las propiedades de con-
gruencia de los nimeros enteros. En la actualidad se pueden utilizar las
subrutinas de algunos lenguajes de cémputo, como Pascal o C, los cuales
tienen una funcion RANDOM(X) que proporeiona un nimero “aleatorio”.
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6. Temas adicionales

Por lo general, las tablas de nimeros aleatorios se presentan en colum-
nas de cinco cifras cada una. Uno puedeiniciar laeleccién de los niimeros
aleatorios en cualquier columna o renglon, y se puede recorrer la tabla
en cualquier direccién: hacia atrds o hacia adelante, hacia arriba o hacia
abajo. En los ejemplos aqui presentados se iniciard siempre en la primera
columna y en el primer renglén, y se recorre la tabla hacia adelante.

El siguiente es un fragmento de una tabla de nimeros aleatorios.

10480 15011 01536 02011 81647
94739 31648 30598 29650 94383

con este fragmento se resolverdn los siguientes ejemplos.

EjEMPLO 6.7. Simule latiradade 10 volados usando la tabla de nime-
ros aleatorios.

Solucién

Como al lanzar una moneda se tiene igual probabilidad de que salga un
dguila o un sol, se considerard que si en la tabla de nimeros aleatorios
aparece un nimero par, el resultado del volado es dguila, y si el nimero
es non el resultado del volado es sol. Asi, los dos posibles eventos tieuen
igual probabilidad.

{aguila} ~ {0,2,4,6,8) y  {sol} ~{1,3,579)

De estamanera, el primer renglén del fragmento de latabla de nimeros
aleatorios (10480 15011) daria un resultado para los diez volados de

[s, a,a, aa,s,s,a,s, s]

EJEMPLO 6.8. Simule 8 veces la tirada de un dado no cargado usando
la tabla de nimeros aleatorios.

Solucién
Si el resultado de lanzar un dado es un nimero entero entre 1 y 6, cada vez
que uno de estos numeros esté en la tabla se considerard que es el resultado
de una tirada, y si se tiene uno de los nimeros 7, 8, 9 o 0, se pasard al
siguiente nimero. Observe los resultados que se tienen utilizando los
primeros nimeros del fragmento de la tabla de nimeros aleatorios.

Nimeros en la tabla:

10480 15011 01536 02011 8164 7

Note que se han escrito en negritas los nimeros que, de acuerdo con
el ejemplo, se pueden elegir.
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2. Nimeros aleatorios y simulacion

Resultados de las ocho tiradas del dado (simulacién):
1,4,1,5,1,1,1,5]

EJEMPLO 6.9. Simule la eleccién al azar de S personas de un total de
20, si el muestreo se hace

1. sin reemplazo,
2. con reemplazo.

Solucion
Como el total de personas es 20, se toman numeros de dos digitos para
representar a cada una. Observe que desde 01, 02, etc., hasta 99 y 00 hay
un total de 100 valores.

A cada persona le corresponden 5 nimeros de la tabla; por ejemplo,
la asociacién puede ser la siguiente:

Persona Nimeros que se le asocian

1 01, 21,41, 61, 81
02,22,42, 62,82

3 03, 23,43, 63, 83

20 20, 40, 60, 80, 00

1. Muestreo con reemplazo:
Se elige a una persona de acuerdo con el nimero en la tabla, sin
restringirlos.
Nuimeros en la tabla:
10480 15011 01536 02011 81647
Eleccién con reemplazo de 5 personas:
10, 8, 1, 10, 11.
2. Muestreo sin reemplazo:
Se elige una persona de acuerdo con el nimero en la tabla, pero si
aparece un nimero que ya antes aparecid, no se escoge y se pasa al
siguiente nimero.
Nimeros en la tabla:
10480 15011 01536 02011 81647
Eleccién sin reemplazo de 5 personas:
10,8, 1, 11, 3.

EJEMPLO 6.10. Simule la eleccién de 2 numeros de una distribucion
normal, con media 0 y varianza 1.
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Solucién

La tabla de nimeros aleatorios es el resultado de las observaciones de una
distribucién uniforme discreta. Por el teorema central del limite, se sabe
que el promedio de n observaciones tiene una distribucién que tiende a la
normal; y, como se vio en el ejemplo de las tiradas sucesivas de un dado,
cuando la distribucién de las observaciones es uniforme, la convergencia
hacia la normal es muy rdpida.

S1 X es la variable aleatoria uniforme con recorrido igual a

Ry ={0,1.2,3,4,5.6,7,8,9}.

entonces E(X) = 4.5, V(X) = 8.25y o/n = v/0.825 = 0.908.
Considere el promedio de 10 observaciones de una distribucién uni-
forme. Por el teorema central del limite, se tiene que
X ~ N(4.5,0.825)
y, finalmente, se tiene quc la variable aleatoria

X —-45
7= ~ N(O, 1).
0.908 NOD
Los numeros en la tabla de numeros aleatorios son
10480 15011 01536 02011 81647.

Ei promedio de 10 de ellos es
1+0+4+8+0+1+5+0+1+1

X, = 10 2.1
O+1+54+3+6+0+2+0+1+1
Xz = = 1.9
10
Las dos realizaciones de una normal con media O y varianza 1 son
X, —45 21-45
Z, = = =-2.64
' 0908 0.908
X,—45 19-45
“2= 5508 ~ “oo08 >80

TEOREMA 6.2. Sea X ~ U(0, 1) una variable aleatoria y sea y =
h(x) una funcion continua y extrictamente creciente; entonces la funcion
de densidad de Y = h(X) es Fy(y) =h~' () y fr(y) = h™' ().

Demostracion
Si X ~ U(0, 1), entonces fx(x) =1,para() < x < 1.
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Ejercicios

SiY = h(X) y h(x) es invertible, entonces

ooy — ot A
Sr(y) = fx(h (Y))dyh (y)_dyh ()

queda demostrado el teorema.

EJEMPLO 6.11. Simule la seleccion al azar de una observacién expo-
nencial con A = 1.

Solucién
Aplicando el teorema anterior, considere la funcién de distribucién expo-
nencial F(x) = 1 — e~*, cuya funcién inversa es h(x) = —In(1 — x).

Entonces, si X ~ U(0,1) y Y = —In(1 — X), Y es una variable
aleatoria exponencial.

Para hacer la simulacién escoja nimeros de 6 digitos, como se indica
en seguida (pueden ser menos digitos, pero no menos de 3).

Los numeros en la tabla de nimeros aleatorios son

10480 15011 01536 02011 81647

Las observaciones uniformes son

X, =0.104801, X, = 0.501101, X3 = 0.536020, X, = 0.118164.

Las observaciones exponenciales correspondientes, Y; = —In(1 — X),
son

Y, =0.11071, Y; = 0.69535, Y3 = 0.76791, Y, = 0.12575.

Ejercicios

EJERCICIO 6.5. Simule la eleccidon de una observacion de Poisson con
parimetro A = 3, usando la tabla de numeros aleatorios (considere la
aproximacion a la binomial cuando n = 1000 y p = 0.003).

EJERCICIO 6.6. Simule la seleccion con reemplazo de 4 bolas de una
urna que contiene 3 bolas rojas y 7 bolas negras.

EJERCICIO 6.7. Simule la eleccién de una observacién binomial con
pardmetros n = 10 y p = 0.40, usando la tabla de ndmeros aleatorios.

EJERCICIO 6.8. Simule laeleccion de 10 observaciones exponenciales
con A = 3, usando la tabla de nimeros aleatorios (considere la funcidn
inversa de la exponencial).

EJERCICIO 6.9. Simule la eleccién al azar de una pdgina de un direc-
torio telefénico de 2000 pdginas.
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3. Minimos cuadrados

El método de los minimos cuadrados es uno de los muchos métodos
estadisticos que se utilizan para estimar el valor de uno o més pardmetros
desconocidos en un modelo probabilistico. La idea del método es dar un
estimador de la media, encontrando el valor “mds cercano’” a los datos.

EJEMPLO 6.12. La estatura promedio de una poblacién de personas p
es un pardmetro desconocido, para estimarlo se toma una muestra aleato-
ria. Sean X, X3, ..., X, las estaturas de las personas en la muestra. Se
va a estimar la estatura promedio de la poblacién usando el método de
minimos cuadrados.

Solucién
Sea . la media poblacional de la estatura de las personas, y entonces se
puede considerar que cada dato en la muestra es de la forma

X=p+e

donde ¢ es el error aleatorio de la observacién con E(¢) =0y V(e) = a2
Dado que w es un pardmetro desconocido, un criterio para estimarlo es
haciendo que la suma de los cuadrados de los errores, h(u), sea minima:
n n
()= => (xi — n).
i=1 i=1
El valor que minimiza esta suma es el estimador de minimos cuadrados de
w. El estimador de minimos cuadrados se encuentra al derivar la funcién
h(w) e igualar a cero esta derivada.
d " d 2 "
—h(@)=) —xi—pn)" =-2) (xi—p).
d[.L g dl-'» i g i
Esta expresion se hace cero cuando ji = X; asf, el estimador de minimos
cuadrados de w es el promedio muestral.

Otra aplicacién del método de minimos cuadrados es la estimacion de
los pardmetros de una funcidn, que describe la asociacién entre dos 0 més
variables numéricas.

Por ejemplo, considere que en un proceso industrial, 1a temperatura y
la presién estdn asociadas mediante una relacion lineal. Al tomar algunas
observaciones de la temperatura y presiéndel proceso, se obtiene la grifica
de la figura 6.3. X corresponde a la temperaturay Y ala presi6n asociada.
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= X

FIGURA 6.3 Diagrama de la dispersién de X y Y.

Al observar la gréfica se infiere que el modelo més simple para des-
cribir la presién como funcién de la temperatura es una recta; asi, puede
pensarse que cada dato de Y es igual a

Y=a+bX+e¢
donde ¢ indica el error aleatorio de observacion con las propiedades
E) =0y V() =0
De aqui se sigue que

EY|X=x)=a+bx y V(Y)=d"

. *

FIGURA 6.4 Recta que describe la tendencia de los datos.
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La recta queda determinada cuando se conoce la ordenada al origen
| el nimero a | y la pendiente de larecta| el nimero b |. Los estimadores
de minimos cuadrados para a y b tienen la caracteristica de hacer minima
la suma

H@ab) =) & = z"j(Y,- — (a + bX)).
i=1 i=l

Para encontrar los valores de a y b que hacen mfnima esta suma, se
deriva con respecto a las dos variables, se igualan a cero las derivadas
respectivas y se resuelve el sistema de ecuaciones lineales resultante.

d0H(a, b) 0 dH(a, b)
da ab
-La solucién es
SLX =X =T,
O
EJEMPLO 6.13. Los siguientes datos corresponden a la velocidad (en
km/s) y a la altura (en km) de la estrella fugaz nimero 1242; con estos
datos se quiere determinar una funcién que describa la asociaci6n entre
las dos variables: _ _
zX (velocidad, km/s) | 11.93 | 11.81 | 11.48 [ 11.49 | 10.13 | 8.87
Y (altura, km) 62.56 1 57.78 1 53 10 | 48.61 | 44.38 | 40.57
Se propone como modelo la ecuaci6n de una recta, para lo cual hay
que obtener
o X =(11.93+11.81+11.48+11.49+10.13 +8.87)/6 = 10.951
® ¥ =1(62.56+57.78 +53.10+48.61 + 44.38 +40.57)/6 = 51.167
o i(Xi— X)(Y; - Y) = 44.103
o Y (Xi—X)?=1271
Los estimadores de a y b se calculan ahora facilmente:
T (Xi —X)(Y, - 7) 44,103
"X =X 7271
a=Y —bX =51.167 — 6.065 x 10.951 = —15.259.
Asi, la recta estimada es
P = -15.259 + 6.065X.

TEOREMA 6.3. Los estimadores de minimos cuadrados de los pard-
metros del modelo Y = a + bx + € son insesgados.

=0

b= a=Y-bX.

b= = 6.065
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Solucion

Primero se van a encontrar algunas identidades que serdn itiles en la
demostracion.

L [ 2n,X-X)=0

XX -®=x-3%X
i=1 i=1 i=1
=ZX,—H7=ZX,—ZX, =0
i=1 i=1 i=1

2. [TLXi=X)P =L, (Xi - X)X,

Z(x X)? = Z(X X)X — Z(x X)X

i=1

= Z(X.- - X)X - YZ(Xf -X) = Xn:(Xi -X)X;

i=l i=1 i=1

3. | Z(Xi = X)(Yi - 7) = ZL (X — X)Y;

Esta demostracién es andloga a la anterior.
Para probar que b es insesgado, se usa la identidad 3,

j_TXi-XF -V _ TLXi- XY
Y (X — X)? "X =X’

y usando la propiedad de linealidad de la esperanza,

) = ZimXi = DEX) _ FL,(Xi — X)a + bX))
TLEG-XE | OG-
0 Efbi{i-?)z

a3 (X~ B +53 (X, = )X,
i=1 i=1

Z?:](Xi - 7)2

=b.
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Ahora, observe que

A=T - ___" __XZ.-(X.'—TC)Y;'
=B =02 M-S X%
_v(1_ _7(_)(';)_(_)_ Y,
a i=1 n Ei(xi _“'Y)2 ‘

De aqui se sigue que

. n (1 XX-T)
ARSI [Z, (5 0 e —7?)2) Y")

(1l XXi-X) |
‘Z< z.-<x.-—3?)2)E(Y‘)

i=1 \N
YA G755 PP
—E(T2?=,(x,--?)2)(“+bxe>—a+bx bX = a.

Se concluye que los estimadores de los pardmetros obtenidos por el

método de minimos cuadrados son insesgados.

COROLARIO 6.1. Sea ?(x) = &+ bx la recta estimada por el método

de minimos cuadrados, y entonces
E(f(x)) = a + bx.
La demostracién del corolario es trivial.

TEOREMA 6.4. Sea Y(x) = a + bx la recta estimada por el método
de minimos cuadrados, entonces para un valor fijo xo, se tiene que la

varianza de ?(xo) estd dada por
1 (XQ — ‘Y)Z 2
V(P(xo) = (— _—__Zf' X, X)2>

Demostracion
Observe que

?(x0)=&+5xo ='}7—[37(-+5xo =7+(xo—7)5

"Xi-X

= Cia(Xi — X)2

' (1 - BT
Z(,, ST (X, — X7 )Y

i=1
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PorserY;,i = 1,2,..., n variables aleatorias independientes,

(xo — X)(Xi — X)
i (Xi = X7

(L 20 =X =T o = XX =B
"Z<_2+ Ry (X; — X)? M (T, (X; — X)?)? )"

]

1 - X)?

no YL(Xi — X)?

TEOREMA 6.5. Sea ¥; = a+ bX, el estimador de minimos cuadrados
de Y (X)), y entonces

) V(Y)

n 2
i=1€j

n—2

es un estimador insesgado de o2, esto es,

o (el _ g (Shahi- 002\ _
FCh2) 7T e )T

Demostracion
Observe que
2
JE > e
1
=T (E(Yz) —2E(%D) + E(FD).

Antes de proseguir con esta expresion se analiza cada término:

E(Y?) = V(Y) + [E(Y)]? = o + [E(Y)]?

E(¥?) = V(%) + [E®)P = ( X-X7 ) o + [E(Y)P

 (Xi— C(Xi—X¢

y, por dltimo,

n( +(xk X)(X; — X)\Y)

E.¥) = E,
KXk 12 " (X = X)2}
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B 2 (1 (X, — X)?
= E) (n M7 —7)2>
o+ E(Yy)?
Xy = X)X, = X)
Y, = Y;
+E(kr#zk<"+ i1 (Xi — X)? ) :

Con la contribucién de uno de los términos del primer sumando, se completa
la segunda suma sobre todos los indices.

_ 2 l (Xk_'}-(-)z
'”( > Y)Z)

X X;
+Em)E(Z< Sl (’2( X)f))r)
=1

Yt

[

1 X — X)?
= o2 (5 4= :X. —)X)Z) + (E(Y)
i=1 '

EX$) = o* (1 + 855 ) + BT

Regresando a la primera expresién de la demostracién, se obtiene

1 & (n —2)a?
— Y E(F- =T
n—2;§( = R

lo cual prueba que 1%5 " E(Y; — ¥)? es un estimador insesgado para
2

gt.

EJEMPLO 6.14. Se realiza un estudio sobre la cantidad de azicar trans-
formada en cierto proceso a varias terperaturas. Los datos se dan en la
tabla 6.1.

Encuentre la recta de minimos cuadrados para estos datos.

Solucién

.7{':(1+1.2+1.4+1.6+1.8+2)/6=1.5
Y (78+85+9+88+93+10.2)/6=8.93
.z (X =X)Yi - T)=1.42

o YLi(Xi—X)* =07
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TABLA 6.1 Datos del ejemplo 6.14

Temperatura x Azucar transformada y

1 7.8
1.2 8.5
1.4 9.0
1.6 8.8
1.8 9.3
2 10.2

Asi,

LXi-X)(Y-Y) _ 142
(X — X)? 0.7

a=Y-bhX =893-2.0986 x 1.5 =5.89.

S
Il

= 2.0286

Y la recta estimada es:
¥ = 5.89 + 2.0286X.
Ademds, el estimador de la varianza o es igual a

2 2 Tiag(Yi—T)? 035276

o s > 4 8819

Para analizar la varianza de ¥; se calcula la varianza en cada punto de
la muestra, y se escriben el mdximo y minimo de un intervalo de confianza
para la recta estimada dadopor ¥; —sy ¥; + 5.

En la tabla 6.2 se presentan los valores de ¥;, s* = V(#,) yde ¥, — s
y f’,‘ +s.

Observe que cuando X; estd mds cercade X, la varianzade ¥ es menor.
En la grifica de la figura 6.5 se presenta la varianza alrededor de la recta
estimada.

En la misma figura, los puntos ( . ) indican los extremos de los in-
tervalos de confianza alrededor de la recta estimada, y los asteriscos ( *)
representan los datos muestrales.
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TABLA 6.2 Intervalo de confianza para la recta.

Temp. Az.t. Pronéstico Minimo Ma4éximo
X Y ? O’A2 i&i f’i -3 ?, +s
1 7.8 7.919 0.0367 7.7274 8.1106
1.2 8.5 8.325 0.0226 8.1847  8.4653
1.4 9.0 8.730 0.0156 8.6134  8.8466
1.6 8.8 9.136 0.0156 9.0194 9.2526
1.8 9.3 9.542 0.0226 94017 9.6823
2 10.2 9.948 0.0367 9.7564 10.1396

10.5

10 12 14 16 18 20 22

FIGURA 6.5 Extremos del intervalo de confianza de la
recta en un punto dado.

Ejercicios
EJERCICIO 6.10. Probar que el punto (X, Y) es un punto de la recta
f=a+bx.

EJERCICIO 6.11. Dadas las variables aleatorias independientes Y, Y>,
..., Y, tales que V(¥;) = 02, parai = 1,2,...,n, pruebe que:

(a) V(b) = 0/ i, (X — X )
(b) V(@) =’ T, X} /n T, (Xi = X)2 = V() T, XZ/n.

EJERCICIO 6.12. Las cantidades de sustancia quimica (Y) diluidas en
agua a diferentes temperaturas (X) se encuentran en la siguiente tabla:
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4. Caminatas aleatorias

x[0 0 0 15 15 15 30 30 30 45 45 45 60 60 60 75 75 75
y|[8 6 8 12 10 14 25 21 24 31 33 28 44 39 42 48 50 44

(a) Estime la recta de regresion lineal para estos datos.
(b) Estime la cantidad de sustancia diluida en el agua cuando la tempe-
ratura es de 50 °C.

EJErcICIO 6.13. Unacompaiiia refresquera quiere determinar la ecua-
cién que asocia el costo de publicidad (X) con las ventas realizadas (Y).
Se tienen 12 observaciones en miles de pesos.

x| 40 20 25 20 30 50 40 20 50 40 25 50
y|385 400 395 365 475 440 490 420 560 525 480 510

(a) Estime la recta de regresion lineal para estos datos.
(b) Estime las ventas cuando el costo de publicidad es 50.

4. Caminatas aleatorias

Considere una particula que se mueve sobre un plano con un movimiento
de acuerdo con los resultados de una serie de experimentos independientes
del tipo Bemoulli, con probabilidad de éxito igual a p. Cuando en el
experimento Bemoulli ocurre un éxito, la particula se mueve a la derecha
| mm; si, por el contrario, ocurre un fracaso, la particula se mueve / mm
hacia la izquierda.

Al principio del proceso, la particula se encuentra en el origen. Los
experimentos Bernoulli se efectian cada T segundos y los movimientos
a la derecha se consideran positivos y hacia la izquierda negativos.

En este contexto, la variable aleatoria X(z), que indica la posicién de
la particula en el tiempo ¢, describe un procedimiento aleatorio conocido
como caminatas aleatorias.

Por ejemplo, considere los siguientes 10 resultados del lanzamiento
de una moneda no cargada.

s,a,a,s,5,4a,8s,8s,8s,a,a

La caminata aleatoria correspondiente a este resultado estd dada en la
gréfica de la figura 6.6.

DEFINICION 6.1. Dada una sucesion de experimentos Bernoulli inde-
pendientes, con probabilidad de éxito igual a p, se definen las variables
aleatorias X, Xz, X3,..., tales que X; = [ si ocurre éxito y X; = —/
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6. Temnas adicionales

PAN
N

FIGURA 6.6 Caminata aleatoria.

si ocurre fracaso en el i-ésimo experimento Bermoulli (/ > 0). Se llama
caminata aleatoria a la sucesién dada por

X(ln) = Xu: X,';

i=l

esto es, una caminata aleatoria indica la diferencia entre el nimero de
éxitos menos el nimero de fracasos de los n experimentos Bernoulli mul-
tiplicada por /.

TEOREMA 6.6. Sea X(In) una caminata aleatoria definida por n ex-
perimentos Bernoulli independientes. El recorrido de X(ln) estd dado
por

Rxgwy={-nl, =(n =2)l, —(n =, ..., (n— &), (n —2)!, nl},
y su funcién de densidad por

n
X(n) =ml) = (n+m)/2 (u—m)/z‘
P(X(In) = ml) ((n+m)/2>p .

Demostracion

Sea X la variable aleatoria que indica el nimero de éxitos en los n exper-
imentos Bernoulli independientes, y entonces X ~ B(n, p); el rango de
Xes

Rx={0, 1,2,...,"}
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4. Caminatas aleatorias

y su funcién de densidad es

fx(x) = (n> p*(1—py" ™.
x
La caminata aleatoria indica la diferencia entre el nimero de éxitos, X,
menos el nimero de fracasos n — X, multiplicada por /; asf,
X(n)=[X—-(n-X)l =Q2X —n)l
y considerando el rango de X, el rango de X (In) es
Rxumy ={-nl, —=(n =2, —=(n — 4)I,...,(n — 4)I, (n — 2)I, nl}.
Su funcién de densidad es
Sxany(ml) = P(X(In) = ml) = P[2X — n)l = ml]

=P (X -z ;—n) = fx (m ;—n) Sxuny(ml)

= fx (m;n> =<é)l’%ﬁ(l_p)?'

2

Esto es lo que se queria demostrar.

TEOREMA 6.7. Sea X(In) una caminata aleatoria, y entonces
E(X(In))=QR2p—1Dnl y V(X(n))=4np(l — p)lz.

Demostracion

X(ln) = (2X — n)l y dado que se conoce la media y la varianza de la vari-
able aleatoria binomial, se pueden utilizar las propiedades de linealidad
del valor esperado y las propiedades de la varianza para calcular la media
y la varianza de la caminata aleatoria. Asi, se tiene que

E(X(In)) = E[2X —n)l] = [EQX)—E)]l = 2np—n)l = 2p—Din
y

V(X(In)) = VI(2X — n)l] = V(2IX) = 4*np(l — p);
entonces queda demostrado el teorema.

EJEMPLO 6.15. Un borrachito sale de la cantina y quiere llegar a su ca-

sa, pero sus pies no le responden. Asi, €l puede dar un paso hacia su

casa con probabilidad p = 2 y un paso hacia atrds con probabilidad

1 3
q=l—p=§.
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6. Temas adicionales

(a) ;Cudleslaposicion esperadadel borrachito, con respecto a la cantina,
en el intento nimero 507

(b) Sisucasa estd a 40 pasos de la cantina, jcudl es el nimero esperado
de intentos necesarios para llegar a ella?

Solucion

(a) La posici6n del borrachito con respecto a la cantina en el intento 50

es una caminata aleatoria con/ = 1 y n = 50; entonces

E(X(500)) = (3 — 1)S0 = 2 = 16.66.

Estosignificaqueen el intento 50, el borrachito estard en promedio
a unos 17 pasos de la cantina, en direcci6n de su casa.

(b) Sea Y (i) la variable que indica el niimero de intentos necesarios para
que el borrachito esté por primera vez a i pasos en direccién de su
casa, partiendo desde cualquier punto. Asi, para i > 1, Y() =
Y(i— 1)+ Y(1); esto es, el nimero de intentos para llegar por primera
vez alaposicién i desde un punto dado, es igual al nimero de intentos
para llegar por primera vez a la posicién i — 1 mds el nimero de
intentos para llegar desde ahi por primera vez a la posicién 1. En
general, Y(i) = Yi(1) + Yo(1) + ... + Yi(1).

Si la casa del borrachito estd a 40 pasos de la cantina, entonces el
nimero de intentos que éste requiere para llegar a su casa estd dado por
la variable Y(40) = Y;(1) + Y2(1) + ... + Y;(1); asi, el valor esperado de
Y(40) es

E(Y(40)) = E(Y1(1)) + E(Y2(1)) + - -- + E(Yao(1)) = 40E(Y (1)).

Para encontrar el valor esperado de Y(1) se utiliza la propiedad
E(E(Y(1) | X1)) = E(Y}), donde X, indica el resultado del experimento
Bemoulli que determina el primer movimiento desde 1a posicién dada.

Ahora observe que

EN|Xi=D=1y EM|X,=-1)=1+4+E(Y2)=1+2E(1}),
de manera que

E(EY, | X)=EMN | X, =D)PX,=1)
+EW | X, = —D)P(X, = —1)

2 1
=3 +(1 +2E(Y1))§ = E(N),
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y entonces
E(Y]) = 3.
Finalmente,
E(Y4) = 40E(Y;) = 120.

Ejercicios

EJERCICIO 6.14 (Magnetismo). Un dtomo tiene un spin % y un mo-
mento magnético p. De acuerdo con la mecdnica cudntica, su spin puede
apuntar hacia arriba o hacia abajo con respecto a una direccién dada.
Cuando se tienen N dtomos, el momento magnético es igual a p veces
el nimero de dtomos con spin apuntando hacia arriba, menos w veces el
nimero de dtomos con spin apuntando hacia abajo. Si las dos posiciones
del spin son igualmente probables, ;cudl es el momento magnético total
neto?

EJERCICIO 6.15. Suponga que un apostador estd jugando un peso cada
vez en un juego de azar. La probabilidad dc que gane o pierda un peso
es igual a 0.5. Si comienza con 10 pesos, ;jcudl es la probabilidad de que
después de 8 juegos tenga 6 pesos?

EJERCICIO 6.16. Considere una particula que se mueve una unidad ha-
cialaderecha, con probabilidad 0.3, o hacia la izquierda, con probabilidad
0.7. Cada movimiento es independiente de los anteriores. Después de 20
movimientos, jcudl es la probabilidad de que la particula se encuentre 8
lugares a la derecha de su posicién original?
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APENDICE A

Tablas*

1. Tabla de distribucion binomial

Los valores tabulados corresponden a

k
Fk) = P(X <k)=3 P(X = i)

i=0

p

— o —_

(\°]

w N - O

0.05
0.9025
0.9975
1.0000

0.50
0.2500
0.7500
1.0000

0.05
0.8574
0.9927
0.9999
1.0000

0.10
0.8100
0.9900
1.0000

0.55
0.2025
0.6975
1.0000

0.10
0.7290
0.9720
0.9990
1.0000

0.15
0.7225
0.9775
1.0000

0.60
0.1600
0.6400
1.0000

0.15
0.6141
0.9392
0.9966
1.0000

0.20

0.25

0.6400 0.5625
0.9600 0.9375

1.0000
0.65

1.0000
0.70

0.1225 0.09500
0.5775 0.5100

1.0000
0.20

1.0000
0.25

0.5120 0.4219
0.8960 0.8438
0.9920 0.9844

1.0000

1.0000

030
0.4900
0.9100
1.0000

0.75
0.0625
0.4375
1.0000

0.30
0.3430
0.7840
0.9730
1.0000

035
0.4225
0.8775
1.0000

0.80
0.0400
0.3600
1.0000

035
0.2746
0.7183
0.9571
1.0000

*Todas las tablas fucron elaboradas por los autores.
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0.40
0.3600
0.8400
1.0000

0.85
0.0225
0.2775
1.0000

0.40
0.2160
0.6480
0.9360
1.0000

0.45
0.3025
0.7975
1.0000

0.90
0.0100
0.1500
1.0000

0.45
0.1664
0.5748
0.9089
1.0000

0.50
0.2500
0.7500
1.0000

0.95
0.0025
0.0975
1.0000

0.50
0.125C
0.5000
0.8750
1.0000
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0.50
0.1250
0.5000
0.8750
1.0000

0.05
0.8145
0.9860
0.9995
1.0000
1.0000

0.50
0.0625
0.3125
0.6875
0.9375
1.0000

0.05
0.7738
09774
0.9988
1.0000
1.0000
1.0000

0.50
0.0313
0.1875
0.5000
0.8125
0.9688
1.0000

0.05
0.7351
0.9672
0.9978
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000

0.55
0.0911
0.4253
0.8336
1.0000

0.10
0.6561
0.9477
0.9963
0.9999
1.0000

0.55
0.0410
0.2415
0.6090
0.9085
1.0000

0.10
0.5905
0.9185
0.9914
0.9995
1.0000
1.0000

0.55
0.0185
0.1312
0.4069
0.7438
0.9497
1.0000

0.10
0.5314
0.8857
0.9842
0.9987
0.9999
1.0000
1.0000

0.60
0.0640
0.3520
0.7840
1.0000

0.15
0.5220
0.8905
0.9880
0.9995
1.0000

0.60
0.0256
0.1792
0.5248
0.8704
1.0000

0.15
0.4437
0.8352
0.9734
0.9978
0.9999
1.0000

0.60
0.0102
0.0870
0.3174
0.6630
0.9222
1.0000

0.15
0.3771
0.7765
0.9527
0.9941
0.9996
1.0000
1.0000

0.65
0.0429
0.2818
0.7254
1.0000

0.20
0.4096
0.8192
09728
0.9984
1.0000

0.65
0.0150
0.1265
0.4370
0.8215
1.0000

0.20
0.3277
0.7373
0.9421
0.9933
0.9997
1.0000

0.65
0.0053
0.0540
0.2352
0.5716
0.8840
1.0000

0.20
0.2621
0.6554
0.9011
0.9830
0.9984
0.9999
1.0000

0.70
0.0270
0.2160
0.6570
1.0000

0.25
0.3164
0.7383
0.9492
0.9961
1.0000

0.70
0.0081
0.0837
0.3483
0.7599
1.0000

0.25
0.2373
0.6328
0.8965
0.9844
0.9990
1.0000

0.70
0.0024
0.0308
0.1631
04718
0.8319
1.0000

0.25
0.1780
0.5339
0.8306
0.9624
0.9954
0.9998
1.0000
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0.75
0.0156
0.1562
0.5781
1.0000

030
0.2401
0.6517
0.9163
0.9919
1.0000

0.75
0.0039
0.0508
0.2617
0.6836
1.0000

030
0.1681
0.5282
0.8369
0.9692
0.9976
1.0000

0.75
0.0010
0.0156
0.1035
0.3672
0.7627
1.0000

0.30
0.1176
0.4202
0.7443
0.9295
0.9891
0.9993
1.0000

0.80
0.0080
0.1040
0.4880
1.0000

035
0.1785
0.5630
0.8735
0.9850
1.0000

0.80
0.0016
0.0272
0.1808
0.5904
1.0000

0.35
0.1160
0.4284
0.7648
0.9460
0.9947
1.0000

0.80
0.0003
0.0067
0.0579
0.2627
0.6723
1.0000

0.35
0.0754
0.3191
0.6471
0.8826
0.9777
0.9982
1.0000

0.85
0.0034
0.0608
0.3859
1.0000

0.40
0.1296
0.4752
0.8208
0.9744
1.0000

0.85
0.0005
0.0120
0.1095
0.4780
1.0000

0.40
0.0778
0.3370
0.6826
0.9130
0.9898
1.0000

0.85
0.0001
0.0022
0.0266
0.1648
0.5563
1.0000

0.40
0.0467
0.2333
0.5443
0.8208
0.9590
0.9959
1.0000

0.90
0.0010
0.0280
0.2710
1.0000

0.45
0.0915
0.3910
0.7585
0.9590
1.0000

0.90
0.0001
0.0037
0.0523
0.3439
1.0000

0.45
0.0503
0.2562
0.5931
0.8688
0.9815
1.0000

0.90
0.0000
0.0005
0.0086
0.0815
0.4095
1.0000

0.45
0.0277
0.1636
0.4415
0.7447
0.9308
0.9917

-1.0000

0.95
0.0001
0.0073
0.1426
1.0000

0.50
0.0625
0.3125
0.6875
0.9375
1.0000

0.95
0.0000
0.0005
0.0140
0.1855
1.0000

0.50
0.0313
0.1875
0.5000
0.8125
0.9687
1.0000

0.95
0.0000
0.0000
0.0012
0.0226
0.2262
1.0000

0.50
0.0156
0.1094
0.3438
0.6563
0.8906
0.9844
1.0000
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0.50
0.0156
0.1094
0.3437
0.6562
0.8906
0.9844
1.0000

0.05
0.6983
0.9556
0.9962
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.50
0.0078
0.0625
0.2266
0.5000
0.7734
0.9375
0.9922
1.0000

0.05
0.6634
0.9428
0.9942
0.9996
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.50
0.0039
0.0352
0.1445
0.3633
0.6367

0.55
0.0083
0.0692
0.2553
0.5585
0.8364
0.9723
1.0000

0.10
0.4783
0.8503
0.9743
0.9973
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000

0.55
0.0037
0.0357
0.1529
0.3917
0.6836
0.8976
0.9848
1.0000

0.10
0.4305
0.8131
0.9619
0.9950
0.9996
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.55
0.0017
0.0181
0.0885
0.2604
0.5230

0.60
0.0041
0.0410
0.1792
0.4557
0.7667
0.9533
1.0000

0.15
0.3206
0.7166
0.9262
0.9879
0.9988
0.9999
1.0000
1.0000

0.60
0.0016
0.0188
0.0963
0.2898
0.5801
0.8414
0.9720
1.0000

0.15
0.2725
0.6572
0.8948
0.9786
0.9971
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000

0.60
0.0007
0.0085
0.0498
0.1737
0.4059

065 0.70
0.0018 0.0007
0.0223 0.0109
0.1174 0.0705
0.3529 0.2557
0.6809 0.5798
0.9246 0.8824
1.0000 1.0000
020 0.25
0.2097 0.1335
0.5767 0.4449
0.8520 0.7564
0.9667 0.9294
0.9953 0.9871
0.9996 0.9987
1.0000 0.9999
1.0000 1.0000
065 0.70
0.0006 0.0002
0.0090 0.0038
0.0556 0.0288
0.1998 0.1260
0.4677 0.3529
0.7662 0.6706
0.9510 0.9176
1.0000 1.0000
020 0.25
0.1678 0.1001
0.5033 0.3671
0.7969 0.6785
0.9437 0.8862
0.9896 0.9727
0.9988 0.9958
0.9999 0.9996
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
0.65 0.70
0.0002 0.0001
0.0036 0.0013
0.0253 0.0113
0.1061 0.0580
0.2936 0.1941
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0.7
0.0002
0.0046
0.0376
0.1694
0.4661
0.8220
1.0000

0.30
0.0824
0.3294
0.6471
0.8740
09712
0.9962
0.9998
1.0000

0.75
0.0001
0.0013
0.0129
0.0706
0.2436
0.5551
0.8665
1.0000

0.30
0.0576
0.2553
0.5518
0.8059
0.9420
0.9887
0.9987
0.9999
1.0000

0.75
0.0000
0.0004
0.0042
0.0273
0.1138

0.80
0.0001
0.0016
0.0170
0.0989
0.3446
0.7379
1.0000

0.35
0.0490
0.2338
0.5323
0.8002
0.9444
0.9910
0.9994
1.0000

0.80
0.0000
0.0004
0.0047
0.0333
0.1480
0.4233
0.7903
1.0000

0.35
0.0319
0.1691
0.4278
0.7064
0.8939
0.9747
0.9964
0.9998
1.0000

0.80
0.0000
0.0001
0.0012
0.0104
0.0563

0.85
0.0000
0.0004
0.0059
0.0473
0.2235
0.6229
1.0000

0.40
0.0280
0.1586
0.4199
0.7102
0.9037
0.9812
0.9984
1.0000

0.85
0.0000
0.0001
0.0012
0.0121
0.0738
0.2834
0.6794
1.0000

0.40
0.0168
0.1064
0.3154
0.5941
0.8263
0.9502
0.9915
0.9993
1.0000

0.85
0.0000
0.0000
0.0002
0.0029
0.0214

0.90
0.0000
0.0001
0.0013
0.0158
0.1143
0.4686
1.0000

0.45
0.0152
0.1024
03164
0.6083
0.8471
0.9643
0.9963
1.0000

0.90
0.0000
0.0000
0.0002
0.0027
0.0257
0.1497
0.5217
1.0000

0.45
0.0084
0.0632
0.2201
0.4770
0.7396
09115
0.9819
0.9983
1.0000

0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
0.0050

0.95
0.0000
0.0000
0.0001
0.0022
0.0328
0.2649
1.0000

0.50
0.0078
0.0625
0.2266
0.5000
0.7734
0.9375
0.9922
1.0000

0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0038
0.0444
0.3017
1.0000

0.50
0.0039
0.0352
0.1445
0.3633
0.6367
0.8555
0.9648
0.9961
1.0000

0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
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0.8555
0.9648
0.9961
1.0000
0.05
0.6302
0.9288
0.9916
0.9994
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.50
0.0020
0.0195
0.0898
0.2539
0.5000
0.7461
0.9102
0.9805
0.9980
1.0000
0.05
0.5987
0.9139
0.9885
0.9990
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.50
0.0010
0.0107
0.0547

0.7799
0.9368
0.9916
1.0000
0.10
0.3874
0.7748
0.9470
0.9917
0.9991
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.55
0.0008
0.0091
0.0498
0.1658
0.3786
0.6386
0.8505
0.9615
0.9954
1.0000
0.10
0.3487
0.7361
0.9298
0.9872
0.9984
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.55
0.0003
0.0045
0.0274

0.6846
0.8936
0.9832
1.0000
0.15
0.2316
0.5995
0.8591
0.9661
0.9944
0.9994
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.60
0.0003
0.0038
0.0250
0.0994
0.2666
0.5174
0.7682
0.9295
0.9899
1.0000
0.15
0.1969
0.5443
0.8202
0.9500
0.9901
0.9986
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.60
0.0001
0.0017
0.0123

0.5722
0.8309
0.9681
1.0000
0.20
0.1342
0.4362
0.7382
09144
0.9804
0.9969
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
0.65
0.0001
0.0014
00112
0.0536
0.1717
0.3911
0.6627
0.8789
0.9793
1.0000
0.20
0.1074
0.3758
0.6778
0.8791
0.9672
0.9936
0.9991
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
0.65
0.0000
0.0005
0.0048

0.4482
0.7447
0.9424
1.0000
0.25
0.0751
0.3003
0.6007
0.8343
0.9511
0.9900
0.9987
0.9999
1.0000
1.0000
0.70
0.0000
0.0004
0.0043
0.0253
0.0988
0.2703
0.5372
0.8040
0.9596
1.0000
0.25
0.0563
0.2440
0.5256
0.7759
0.9219
0.9803
0.9965
0.9996
1.0000
1.0000
1.0000
0.70
0.0000
0.0001
0.0016

266

0.3215
0.6329
0.8999
1.0000
0.30
0.0404
0.1960
0.4628
0.7297
0.9012
0.9747
0.9957
0.9996
1.0000
1.0000
0.75
0.0000
0.0001
0.0013
0.0100
0.0489
0.1657
0.3993
0.6997
0.9249
1.0000
-0.30
0.0282
0.1493
0.3828
0.6496
0.8497
0.9527
0.9894
0.9984
0.9999
1.0000
1.0000
0.75
0.0000
0.0000
0.0004

0.2031
0.4967
0.8322
1.0000
0.35
0.0207
0.1211
0.3373
0.6089
0.8283
0.9464
0.9888
0.9986
0.9999
1.0000
0.80
0.0000
0.0000
0.0003
0.0031
0.0196
0.0856
0.2618
0.5638
0.8658
1.0000
0.35
0.0135
0.0860
0.2616
0.5138
0.7515
0.9051
0.9740
0.9952
0.9995
1.0000
1.0000
0.80
0.0000
0.0000
0.0001

0.1052
0.3428
0.7275
1.0000
0.40
0.0101
0.0705
0.2318
0.4826
0.7334
0.9006
0.9750
0.9962
0.9997
1.0000
0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0006
0.0056
0.0339
0.1409
0.4005
0.7684
1.0000
0.40
0.0060
0.0464
0.1673
0.3823
0.6331
0.8338
0.9452
0.9877
0.9983
0.9999
1.0000
0.85
0.0000
0.0000
0.0000

0.0381
0.1869
0.5695
1.0000
0.45
0.0046
0.0385
0.1495
0.3614
0.6214
0.8342
0.9502
0.9909
0.9992
1.0000
0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0009
0.0083
0.0530
0.2252
0.6126
1.0000
0.45
0.0025
0.0233
0.0996
0.2660
0.5044
0.7384
0.8980
0.9726
0.9955
0.9997
1.0000
0.90
0.0000
0.0000
0.0000

0.0058
0.0572
0.3366
1.0000
0.50
0.0020
0.0195
0.0898
0.2539
0.5000
0.7461
0.9102
0.9805
0.9980
1.0000
0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0006
0.0084
0.0712
0.3698
1.0000
0.50
0.0010
0.0107
0.0547
0.1719
0.3770
0.6230
0.8281
0.9453
0.9893
0.99%90
1.0000
0.95
0.0000
0.0000
0.0000
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0.1719
0.3770
0.6230
0.8281
0.9453
0.9893
0.99%0
1.0000
0.05
0.5688
0.8981
0.9848
0.9984
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.50
0.0005
0.0059
0.0327
0.1133
0.2744
0.5000
0.7256
0.8867
0.9673
0.9941
0.9995
1.0000
0.05
0.5404
0.8816
0.9804
0.9978
0.9998
1.0000

0.1020
0.2616
0.4956
0.7340
0.9004
0.9767
0.9975
1.0000
0.10
0.3138
0.6974
0.9104
0.9815
0.9972
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.55
0.0002
0.0022
0.0148
0.0610
0.1738
0.3669
0.6029
0.8089
0.9348
0.9861
0.9986
1.0000
0.10
0.2824
0.6590
0.8891
09744
0.9957
0.9995

0.0548
0.1662
0.3669
0.6177
0.8327
0.9536
0.9940
1.0000
0.15
0.1673
0.4922
0.7788
0.9306
0.9841
0.9973
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.60
0.0000
0.0007
0.0059
0.0293
0.09%4
0.2465
0.4672
0.7037
0.8811
0.9698
0.9964
1.0000
0.15
0.1422
0.4435
0.7358
0.9078
0.9761
0.9954

0.0260 0.0106
0.0949 0.0473
0.2485 0.1503
0.4862 0.3504
0.7384 0.6172
0.9140 0.8507
0.9865 0.9718
1.0000 1.0000
020 0.25
0.0859 0.0422
0.3221 0.1971
0.6174 0.4552
0.8389 0.7133
0.9496 0.8854
0.9883 0.9657
0.9980 0.9924
0.9998 0.9988
1.0000 0.9999
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
0.65 0.70
0.0000 0.0000
0.0002 0.0000
0.0020 0.0006
0.0122 0.0043
0.0501 0.0216
0.1487 0.0782
0.3317 0.2103
0.5744 0.4304
0.7999 0.6873
0.9394 0.8870
0.9912 0.9802
1.0000 1.0000
020 0.25
0.0687 0.0317
0.2749 0.1584
0.5583 0.3907
0.7946 0.6488
0.9274 0.8424
0.9806 0.9456
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0.0035
0.0197
0.0781
0.2241
04744
0.7560
0.9437
1.0000
030
0.0198
0.1130
0.3127
0.5696
0.7897
0.9218
0.9784
0.9957
0.9994
1.0000
1.0000
1.0000
0.75
0.0000
0.0000
0.0001
0.0012
0.0076
0.0343
0.1146
0.2867
0.5448
0.8029
0.9578
1.0000
030
0.0138
0.0850
0.2528
0.4925
0.7237
0.8822

0.0009
0.0064
0.0328
0.1209
0.3222
0.6242
0.8926
1.0000
035
0.0088
0.0606
0.2001
0.4256
0.6683
0.8513
0.9499
0.9878
0.9980
0.9998
1.0000
1.0000
0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0020
0.0117
0.0504
0.1611
0.3826
0.6779
0.9141
1.0000
035
0.0057
0.0424
0.1513
0.3467
0.5833
0.7873

0.0001
0.0014
0.0099
0.0500
0.1798
0.4557
0.8031
1.0000
0.40
0.0036
0.0302
0.1189
0.2963
0.5328
0.7535
0.9006
0.9707
0.9941
0.9993
1.0600
1.0000
0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0027
0.0159
0.0694
0.2212
0.5078
0.8327
1.0000
0.40
0.0022
0.0196
0.0834
0.2253
0.4382
0.6652

0.0000
0.0001
0.0016
0.0128
0.0702
0.2639
0.6513
1.0000
0.45
0.0014
0.0139
0.0652
0.1911
0.3971
0.6331
0.8262
0.9390
0.9852
0.9978
0.9998
1.0000
0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0028
0.0185
0.0896
0.3026
0.6862
1.0000
0.45
0.0008
0.0083
0.0421
0.1345
0.3044
0.5269

0.0000
0.0000
0.0001
0.0010
0.0115
0.0861
0.4013
1.0000
0.50
0.0005
0.0059
0.0327
0.1133
0.2744
0.5000
0.7256
0.8867
0.9673
0.9941
0.9995
1.0000
0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0016
0.0152
0.1019
0.4312
1.0000
0.50
0.0002
0.0032
0.0193
0.0730
0.1938
0.3872
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1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.50
0.0002
0.0032
0.0193
0.0730
0.1938
0.3872
0.6128
0.8062
0.9270
0.9807
0.9968
0.9998
1.0000
0.05
0.5133
0.8646
0.9755
0.9969
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.50
0.0001
0.0017
00112
0.0461

0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.55
0.0001
0.0011
0.0079
0.0356
0.1117
0.2607
0.4731
0.6956
0.8655
0.9579
0.9917
0.9992
1.0000
0.10
0.2542
0.6213
0.8661
0.9658
0.9935
0.9991
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.55
0.0000
0.0005
0.0041
0.0203

0.9993
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.60
0.0000
0.0003
0.0028
0.0153
0.0573
0.1582
0.3348
0.5618
0.7747
0.9166
0.9804
0.9978
1.0000
0.15
0.1209
0.3983
0.6920
0.8820
0.9658
0.9925
0.9987
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.60
0.0000
0.0001
0.0013
0.0078

0.9961
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.65
0.0000
0.0001
0.0008
0.0056
0.0255
0.0846
0.2127
0.4167
0.6533
0.8487
0.9576
0.9943
1.0000
0.20
0.0550
0.2336
0.5017
0.7473
0.9009
0.9700
0.9930
0.9988
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.65
0.0000
0.0000
0.0003
0.0025

0.9857
0.9972
0.9996
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.70
0.0000
0.0000
0.0002
0.0017
0.0095
0.0386
0.1178
0.2763
0.5075
0.7472
0.9150
0.9862
1.0000
0.25
0.0238
0.1267
0.3326
0.5843
0.7940
0.9198
09757
0.9944
0.9990
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.70
0.0000
0.0000
0.0001
0.0007
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0.9614
0.9905
0.9983
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
0.0028
0.0143
0.0544
0.1576
0.3512
0.6093
0.8416
0.9683
1.0000
0.30
0.0097
0.0637
0.2025
0.4206
0.6543
0.8346
0.9376
0.9818
0.9960
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001

0.9154
0.9745
0.9944
0.9992
0.9999
1.0000
1.0000
0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0039
0.0194
0.0726
0.2054
0.4417
0.7251
0.9313
1.0000
035
0.0037
0.0296
0.1132
0.2783
0.5005
0.7159
0.8705
0.9538
0.9874
0.9975
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.8418
0.9427
0.9847
0.9972
0.9997
1.0000
1.0000
0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0007
0.0046
0.0239
0.0922
0.2642
0.5565
0.8578
1.0000
0.40
0.0013
0.0126
0.0579
0.1686
0.3530
0.5744
0.7712
0.9023
0.9679
0.9922
0.9987
0.9999
1.0000
1.0000
0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.7393
0.8883
0.9644
0.9921
0.9989
0.9999
1.0000
0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0043
0.0256
0.1109
0.3410
0.7176
1.0000
0.45
0.0004
0.0049
0.0269
0.0929
0.2279
0.4268
0.6437
0.8212
0.9302
0.9797
0.9959
0.9995
1.0000
1.0000
0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.6128
0.8062
0.9270
0.9807
0.9968
0.9998
1.0000
0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0022
0.0196
0.1184
0.4596
1.0000
0.50
0.0001
0.0017
0.0112
0.0461
0.1334
0.2905
0.5000
0.7095
0.8666
0.9539
0.9888
0.9983
0.9999
1.0000
0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
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0.1334 0.0698
0.2905 0.1788
0.5000 0.3563
0.7095 0.5732
0.8666 0.7721
0.9539 0.9071
0.9888 0.9731
0.9983 0.9951
0.9999 0.9996
1.0000 1.0000
005 0.10
0.4877 0.2288
0.8470 0.5846
0.9699 0.8416
0.9958 0.9559
0.9996 0.9908
1.0000 0.9985
1.0000 0.9998
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
0.50 0.55
0.0001 0.0000
0.0009 0.0003
0.0065 0.0022
0.0287 0.0114
0.0898 0.0426
0.2120 0.1189
0.3953 0.2586
0.6047 0.4539
0.7880 0.6627
0.9102 0.8328
0.9713 0.9368
0.9935 0.9830
0.9991 0.9971
0.9999 0.9998
1.0000 1.0000
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0.0321
0.0977
0.2288
0.4256
0.6470
0.8314
0.9421
0.9874
0.9987
1.0000
0.15
0.1028
0.3567
0.6479
0.8535
0.9533
0.9885
0.9978
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.60
0.0000
0.0001
0.0006
0.0039
0.0175
0.0583
0.1501
0.3075
0.5141
0.7207
0.8757
0.9602
0.9919
0.9992
1.0000

0.0126
0.0462
0.1295
0.2841
0.4995
0.7217
0.8868
0.9704
0.9963
1.0000
0.20
0.0440
0.1979
0.4481
0.6982
0.8702
0.9561
0.9884
0.9976
0.9996
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.65
0.0000
0.0000
0.0001
0.0011
0.0060
0.0243
0.0753
0.1836
0.3595
0.5773
0.7795
0.9161
0.9795
0.9976
1.0000

0.0040
0.0182
0.0624
0.1654
0.3457
0.5794
0.7975
0.9363
0.9903
1.0000
0.25
0.0178
0.1010
0.2811
0.5213
0.7415
0.8883
0.9617
0.9897
0.9978
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.70
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0017
0.0083
0.0315
0.0933
0.2195
0.4158
0.6448
0.8392
0.9525
0.9932
1.0000
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0.0010
0.0056
0.0243
0.0802
0.2060
0.4157
0.6674
0.8733
0.9762
1.0000
030
0.0068
0.0475
0.1608
0.3552
0.5842
0.7805
0.9067
0.9685
0.9917
0.9983
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0022
0.0103
0.0383
0.1117
0.2585
0.4787
0.7189
0.8990
0.9822
1.0000

0.0002
0.0012
0.0070
0.0300
0.0991
0.2527
0.4983
0.7664
0.9450
1.0000
035
0.0024
0.0205
0.0839
0.2205
0.4227
0.6405
0.8164
0.9247
0.9757
0.9940
0.9989
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
0.0024
0.0116
0.0439
0.1298
0.3018
0.5519
0.8021
0.9560
1.0000

0.0000
0.0002
0.0013
0.0075
0.0342
0.1180
0.3080
0.6017
0.8791
1.0000
0.40
0.0008
0.0081
0.0398
0.1243
0.2793
0.4859
0.6925
0.8499
0.9417
0.9825
0.9961
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000
0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0022
00115
0.0467
0.1465
0.3521
0.6433
0.8972
1.0000

0.0000
0.0000
0.0001
0.0009
0.0065
0.0342
0.1339
0.3787
0.7458
1.0000
0.45
0.0002
0.0029
0.0170
0.0632
0.1672
0.3373
0.5461
0.7414
0.8811
0.9574
0.9886
0.9978
0.9997
1.0000
1.0000
0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0015
0.0092
0.0441
0.1584
0.4154
0.7712
1.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0031
0.0245
0.1354
0.4867
1.0000
0.50
0.0001
0.0009
0.0065
0.0287
0.0898
0.2120
0.3953
0.6047
0.7880
0.9102
0.9713
0.9935
0.9991
0.9999
1.0000
0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
0.0042
0.0301
0.1530
0.5123
1.0000
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0.05
0.4633
0.8290
0.9638
0.9945
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.50
0.0000
0.0005
0.0037
0.0176
0.0592
0.1509
0.3036
0.5000
0.6964
0.8491
0.9408
0.9824
0.9963
0.9995
1.0000
1.0000

0.10
0.2059
0.5490
0.8159
0.9444
0.9873
0.9978
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.55
0.0000
0.0001
0.0011
0.0063
0.0255
0.0769
0.1818
0.3465
0.5478
0.7392
0.8796
0.9576
0.9893
0.9983
0.9999
1.0000

0.15
0.0874
0.3186
0.6042
0.8227
0.9383
0.9832
0.9964
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.60
0.0000
0.0000
0.0003
0.0019
0.0093
0.0338
0.0950
0.2131
0.3902
0.5968
0.7827
0.9095
0.9729
0.9948
0.9995
1.0000

0.20
0.0352
0.1671
0.3980
0.6482
0.8358
0.9389
0.9819
0.9958
0.9992
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.65
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0028
0.0124
0.0422
0.1132
0.2452
0.4357
0.6481
0.8273
0.9383
0.9858
0.9984
1.0000

0.25
0.0134
0.0802
0.2361
0.4613
0.6865
0.8516
0.9434
0.9827
0.9958
0.9992
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.70
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0007
0.0037
0.0152
0.0500
0.1311
0.2784
0.4845
0.7031
0.8732
0.9647
0.9953
1.0000
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030
0.0047
0.0353
0.1268
0.2969
0.5155
0.7216
0.8689
0.9500
0.9848
0.9963
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0008
0.0042
0.0173
0.0566
0.1484
0.3135
0.5387
0.7639
0.9198
0.9866
1.0000

035
0.0016
0.0142
0.0617
0.1727
0.3519
0.5643
0.7548
0.8868
0.9578
0.9876
0.9972
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000

0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0008
0.0042
0.0181
0.0611
0.1642
0.3518
0.6020
0.8329
0.9648
1.0000

0.40
0.0005
0.0052
0.0271
0.0905
0.2173
0.4032
0.6098
0.7869
0.9050
0.9662
0.9907
0.9981
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000

0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0036
0.0168
0.0617
0.1773
0.3958
0.6814
0.9126
1.0000

0.45
0.0001
0.0017
0.0107
0.0424
0.1204
0.2608
0.4522
0.6535
0.8182
0.9231
0.9745
0.9937
0.9989
0.9999
1.0000
1.0000

0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0022
0.0127
0.0556
0.1841
04510
0.7941
1.0000

0.50
0.0000
0.0005
0.0037
0.0176
0.0592
0.1509
0.3036
0.5000
0.6964
0.8491
0.9408
0.9824
0.9963
0.9995
1.0000
1.0000

0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0055
0.0362
0.1710
0.5367
1.0000
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0.05
0.4401
0.8108
0.9571
0.9930
0.9991
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.50
0.0000
0.0003
0.0021
0.0106
0.0384
0.1051
0.2272
0.4018
0.5982
0.7728
0.8949
0.9616
0.9894
0.9979
0.9997
1.0000
1.0000

0.10
0.1853
0.5147
0.7892
0.9316
0.9830
0.9967
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.55
0.0000
0.0001
0.0006
0.0035
0.0149
0.0486
0.1241
0.2559
0.4371
0.6340
0.8024
0.9147
0.9719
0.9934
0.9990
0.9999
1.0000

0.15
0.0743
0.2839
0.5614
0.7899
0.9209
0.9765
0.9944
0.9989
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.60
0.0000
0.0000
0.0001
0.0009
0.0049
0.0191
0.0583
0.1423
0.2839
0.4728
0.6712
0.8334
0.9349
0.9817
0.9967
0.9997
1.0000

0.20
0.0281
0.1407
0.3518
0.5981
0.7982
0.9183
0.9733
0.9930
0.9985
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.65
0:0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0013
0.0062
0.0229
0.0671
0.1594
0.3119
0.5100
0.7108
0.8661
0.9549
0.9902
0.9990
1.0000

0.25
0.0100
0.0635
0.1971
0.4050
0.6302
0.8103
0.9204
0.9729
0.9925
0.9984
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.70
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0016
0.0071
0.0257
0.0744
0.1753
0.3402
0.5501
0.7541
0.9006
0.9739
0.9967
1.0000

2N

030
0.0033
0.0261
0.0994
0.2459
0.4499
0.6598
0.8247
0.9256
0.9743
0.9929
0.9984
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0016
0.0075
0.0271
0.0796
0.1897
0.3698
0.5950
0.8029
0.9365
0.9900
1.0000

0.35
0.0010
0.0098
0.0451
0.1339
0.2892
0.4900
0.6881
0.8406
0.9329
0.9771
0.9938
0.9987
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0015
0.0070
0.0267
0.0817
0.2018
0.4019
0.6482
0.8593
09719
1.0000

0.40
0.0003
0.0033
0.0183
0.0651
0.1666
0.3288
0.5272
0.7161
0.8577
0.9417
0.9809
0.9951
0.9991
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000

0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0011
0.0056
0.0235
0.0791
0.2101
0.4386
0.7161
0.9257
1.0000

0.45
0.0001
0.0010
0.0066
0.0281
0.0853
0.1976
0.3660
0.5629
0.7441
0.8759
0.9514
0.9851
0.9965
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000

0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0033
0.0170
0.0684
0.2108
0.4853
0.8147
1.0000

0.50
0.0000
0.0003
0.0021
0.0106
0.0384
0.1051
0.2272
0.4018
0.5982
0.7728
0.8949
0.9616
0.9894
0.9979
0.9997
1.0000
1.0000

0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0009
0.0070
0.0429
0.1892
0.5599
1.0000
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0.05
0.4181
0.7922
0.9497
0.9912
0.9988
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.50
0.0000
0.0001
0.0012
0.0064
0.0245
0.0717
0.1662
0.3145
0.5000
0.6855
0.8338
0.9283
0.9755
0.9936
0.9988
0.9999
1.0000
1.0000

0.10
0.1668
0.4818
0.7618
09174
0.9779
0.9953
0.9992
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.55
0.0000
0.0000
0.0003
0.0019
0.0086
0.0301
0.0826
0.1834
0.3374
0.5257
0.7098
0.8529
0.9404
0.9816
0.9959
0.9994
1.0000
1.0000

0.15
0.0631
0.2525
0.5198
0.7556
0.9013
0.9681
0.9917
0.9983
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.60
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0025
0.0106
0.0348
0.0919
0.1989
0.3595
0.5522
0.7361
0.8740
0.9536
0.9877
0.9979
0.9998
1.0000

0.20
0.0225
0.1182
0.3096
0.5489
0.7582
0.8943
0.9623
0.9891
0.9974
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.65
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0030
0.0120
0.0383
0.0994
0.2128
0.3812
0.5803
0.7652
0.8972
0.9673
0.9933
0.9993
1.0000

0.25
0.0075
0.0501
0.1637
0.3530
0.5739
0.7653
0.8929
0.9598
0.9876
0.9969
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.70
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0007
0.0032
0.0127
0.0403
0.1046
0.2248
0.4032
0.6113
0.7981
0.9226
0.9807
0.9977
1.0000
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0.30
0.0023
0.0193
0.0774
0.2019
0.3887
0.5968
0.7752
0.8954
0.9597
0.9873
0.9968
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0031
0.0124
0.0402
0.1071
0.2347
0.4261
0.6470
0.8363
0.9499
0.9925
1.0000

0.35
0.0007
0.0067
0.0327
0.1028
0.2348
0.4197
0.6188
0.7872
0.9006
0.9617
0.9880
0.9970
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0026
0.0109
0.0377
0.1057
0.2418
0.4511
0.6904
0.8818
0.9775
1.0000

0.40
0.0002
0.0021
0.0123
0.0464
0.1260
0.2639
0.4478
0.6405
0.8011
0.9081
0.9652
0.9894
0.9975
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000

0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0017
0.0083
0.0319
0.0987
0.2444
0.4802
0.7475
0.9369
1.0000

0.45
0.0000
0.0006
0.0041
0.0184
0.0596
0.1471
0.2902
0.4743
0.6626
0.8166
09174
0.9699
0.9914
0.9981
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000

0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0008
0.0047
0.0221
0.0826
0.2382
0.5182
0.8332
1.0000

0.50
0.0000
0.0001
0.0012
0.0064
0.0245
0.0717
0.1662
0.3145
0.5000
0.6855
0.8338
0.9283
0.9755
0.9936
0.9988
0.9999
1.0000
1.0000

0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0012
0.0088
0.0503
0.2078
0.5819
1.0000
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0.05
0.3972
0.7735
0.9419
0.9891
0.9985
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.50
0.0000
0.0001
0.0007
0.0038
0.0154
0.0481
0.1189
0.2403
0.4073
0.5927
0.7597
0.8811
0.9519
0.9845
0.9962
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000

0.10
0.1501
0.4503
0.7338
0.9018
0.9718
0.9936
0.9988
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.55
0.0000
0.0000
0.0001
0.0010
0.0049
0.0183
0.0537
0.1280
0.2527
0.4222
0.6085
0.7742
0.8923
0.9589
0.9880
0.9975
0.9997
1.0000
1.0000

0.15
0.0536
0.2241
0.4797
0.7202
0.8794
0.9581
0.9882
0.9973
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.60
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0013
0.0058
0.0203
0.0576
0.1347
0.2632
0.4366
0.6257
0.7912
0.9058
0.9672
0.9918
0.9987
0.9999
1.0000

020 0.25
0.0180 0.0056
0.0991 0.0395
0.2713 0.1353
0.5010 0.3057
0.7164 0.5187
0.8671 0.7175
0.9487 0.8610
0.9837 0.9431
0.9957 0.9807
0.9991 0.9946
0.9998 0.9988
1.0000 0.9998
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
065 0.70
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0003 0.0000
0.0014 0.0003
0.0062 0.0014
0.0212 0.0061
0.0597 0.0210
0.1391 0:0596
0.2717 0.1407
0.4509 0.2783
0.6450 0.4656
0.8114 0.6673
0.9217 0.8354
0.9764 0.9400
0.9954 0.9858
0.9996 0.9984
1.0000 1.0000
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0.30
0.0016
0.0142
0.0600
0.1646
0.3327
0.5344
0.7217
0.8593
0.9404
0.9790
0.9939
0.9986
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0012
0.0054
0.0193
0.0569
0.1390
0.2825
0.4813
0.6943
0.8647
0.9605
0.9944
1.0000

0.35
0.0004
0.0046
0.0236
0.0783
0.1886
0.3550
0.5491
0.7283
0.8609
0.9403
0.9788
0.9938
0.9986
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0009
0.0043
0.0163
0.0513
0.1329
0.2836
0.4990
0.7287
0.9009
0.9820
1.0000

0.40
0.0001
0.0013
0.0082
0.0328
0.0942
0.2088
0.3743
0.5634
0.7368
0.8653
0.9424
0.9797
0.9942
0.9987
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0027
00118
0.0419
0.1206
0.2798
0.5203
0.7759
0.9464
1.0000

0.45
0.0000
0.0003
0.0025
0.0120
0.0411
0.1077
0.2258
0.3915
0.5778
0.7473
0.8720
0.9463
0.9817
0.9951
0.9990
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000

0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0012
0.0064
0.0282
0.0982
0.2662
0.5497
0.8499
1.0000

0.50
0.0000
0.0001
0.0007
0.0038
0.0154
0.0481
0.1189
0.2403
0.4073
0.5927
0.7597
0.8811
0.9519
0.9846
0.9962
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000

0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0015
0.0109
0.0581
0.2265
0.6028
1.0000
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0.05
0.3774
0.7547
0.9335
0.9868
0.9980
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.50
0.0000
0.0000
0.0004
0.0022
0.0096
0.0318
0.0835
0.1796
0.3238
0.5000
0.6762
0.8204
0.9165
0.9682
0.9904
0.9978
0.9996

0.10
0.1351
0.4203
0.7054
0.8850
0.9648
0.9914
0.9983
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.55
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0028
0.0109
0.0342
0.0871
0.1841
0.3290
0.5060
0.6831
0.8273
0.9223
0.9720
0.9923
0.9985

0.15
0.0456
0.1985
0.4413
0.6841
0.8556
0.9463
0.9837
0.9959
0.9992
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.60
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0031
0.0116
0.0352
0.0885
0.1861
0.3325
0.5122
0.6919
0.8371
0.9304
0.9770
0.9945

0.20
0.0144
0.0829
0.2369
0.4551
0.6733
0.8369
0.9324
0.9767
0.9933
0.9984
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.65
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0007
0.0031
00114
0.0347
0.0875
0.1855
0.3344
0.5188
0.7032
0.8500
0.9409
0.9830

0.25
0.0042
0.0310
0.1113
0.2631
0.4654
0.6678
0.8251
0.9225
0.9713
0.9911
0.9977
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.70
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0028
0.0105
0.0326
0.0839
0.1820
0.3345
0.5261
0.7178
0.8668
0.9538
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030
0.0011
0.0104
0.0462
0.1332
0.2822
0.4739
0.6655
0.8180
0.9161
0.9674
0.9895
0.9972
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0023
0.0089
0.0287
0.0775
0.1749
0.3322
0.5346
0.7369
0.8887

035
0.0003
0.0031
0.0170
0.0591
0.1500
0.2968
0.4812
0.6656
0.8145
0.9125
0.9653
0.9886
0.9969
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0016
0.0067
0.0233
0.0676
0.1631
0.3267
0.5449
0.7631

0.40
0.0001
0.0008
0.0055
0.0230
0.0696
0.1629
0.3081
0.4878
0.6675
0.8139
0.9115
0.9648
0.9884
0.9969
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0008
0.0041
0.0163
0.0537
0.1444
0.3159
0.5587

0.45
0.0000
0.0002
0.0015
0.0077
0.0280
0.0777
0.1727
0.3169
0.4940
0.6710
0.8159
0.9129
0.9658
0.9891
0.9972
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000

0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0017
0.0086
0.0352
0.1150
0.2946

0.50
0.0000
0.0000
0.0004
0.0022
0.0096
0.0318
0.0835
0.1796
0.3238
0.5000
0.6762
0.8204
0.9165
0.9682
0.9904
0.9978
0.9996
1.0000
1.0000
1.0000

0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0020
0.0132
0.0665
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1.0000
1.0000
1.0G00
0.05
0.3585
0.7358
0.9245
0.9841
0.9974
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.50
0.0000
0.0000
0.0002
0.0013
0.0059
0.0207
0.0577
0.1316
0.2517
04119
0.5881
0.7483
0.8684

0.9998
1.0000
1.0000
0.10
0.1216
0.3917
0.6769
0.8670
0.9568
0.9887
0.9976
0.9996
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.55
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0015
0.0064
0.0214
0.0580
0.1308
0.2493
0.4086
0.5857
0.7480

0.9992
0.9999
1.00G0
0.15
0.0388
0.1756
0.4049
0.6477
0.8298
0.9327
0.9781
0.9941
0.9987
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.60
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0016
0.0065
0.0210
0.0565
0.1275
0.2447
0.4044
0.5841

0.9969 0.9896
0.9997 0.9989
1.0000 1.0000
020 0.25
0.0115 0.0032
0.0692 0.0243
0.2061 0.0913
04114 0.2252
0.6296 0.4148
0.8042 0.6172
0.9133 0.7858
0.9679 0.8982
0.9900 0.9591
0.9974 0.9861
0.9994 0.9961
0.9999 0.9991
1.0000 0.9998
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
065 0.70
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0003 0.0000
0.0015 0.0003
0.0060 0.0013
0.0196 0.0051
0.0532 0.0171
0.1218 0.0480
0.2376 0.1133
0.3990 0.2277
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0.9690
0.9958
1.0000
0.30
0.0008
0.0076
0.0355
0.1071
0.2375
0.4164
0.6080
0.7723
0.8867
0.9520
0.9829
0.9949
0.9987
0.9997
1.0000
1.6000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0009
0.0039
0.0139
0.0409
0.1018

0.9171
0.9856
1.0000
035
0.0002
0.0021
0.0121
0.0444
0.1182
0.2454
0.4166
0.6010
0.7624
0.8782
0.9468
0.9804
0.9940
0.9985
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0026
0.0100
0.0321

0.8015
0.9544
1.0000
0.40
0.0000
0.0005
0.0036
0.0d60
0.0510
0.1256
0.2500
0.4159
0.5956
0.7553
0.8725
0.9435
0.9790
0.9935
0.9984
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.85
0.0600
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0013
0.0059

0.5797
0.8649
1.0000
0.45
0.0000
0.0001
0.0009
0.0049
0.0189
0.0553
0.1299
0.2520
0.4143
0.5914
0.7507
0.8692
0.9420
0.9786
0.9936
0.9985
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0004

0.2453
0.6226
1.0000
0.50
0.0000
0.0000
0.0002
0.0013
0.0059
0.0207
0.0577
0.1316
0.2517
04119
0.5881
0.7483
0.8684
0.9423
0.9793
0.9941
0.9987
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
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0.9423
0.9793
0.9941
0.9987
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
0.05
0.3406
0.7170
0.9151
0.9811
0.9968
0.9996
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.50
0.0000
0.0000
0.0001
0.0007
0.0036
0.0133
0.0392

0.8701
0.9447
0.9811
0.9951
0.9991
0.9999
1.0000
1.0000
0.10
0.1094
0.3647
0.6484
0.8480
0.9478
0.9856
0.9967
0.999%4
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.55
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0008
0.0037
0.0132

0.7500
0.8744
0.9490
0.9840
0.9964
0.9995
1.0000
1.0000
0.15
0.0329
0.1550
0.3705
0.6113
0.8025
09173
0.9713
0.9917
0.9980
0.9996
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.60
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0008
0.0036

0.5834
0.7546
0.8818
0.9556
0.9879
0.9979
0.9998
1.0000
0.20
0.0092
0.0576
0.1787
0.3704
0.5860
0.7693
0.8915
0.9569
0.9856
0.9959
0.9990
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.65
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0007

0.3920
0.5836
0.7625
0.8929
0.9645
0.9924
0.9992
1.0000
0.25
0.0024
0.0190
0.0745
0.1917
0.3674
0.5666
0.7436
0.8701
0.9439
0.9794
0.9936
0.9983
0.9996
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.70
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
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0.2142
0.3828
0.5852
0.7748
0.9087
0.9757
0.9968
1.0000
030
0.0006
0.0056
0.0271
0.0856
0.1984
0.3627
0.5505
0.7230
0.8523
0.9324
0.9736
0.9913
0.9976
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0867
0.1958
0.3704
0.5886
0.7939
0.9308
0.9885
1.0000
035
0.0001
0.0014
0.0086
0.0331
0.0924
0.2009
0.3567
0.5365
0.7059
0.8377
0.9228
0.9687
0.9892
0.9969
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0219
0.0673
0.1702
0.3523
0.5951
0.8244
0.9612
1.0000
0.40
0.0000
0.0003
0.0024
0.0110
0.0370
0.0957
0.2002
0.3495
0.5237
0.6914
0.8256
0.9151
0.9648
0.9877
0.9964
0.9992
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0024
0.0113
0.0432
0.1330
0.3231
0.6083
0.8784
1.0000
0.45
0.0000
0.0001
0.0006
0.0031
0.0126
0.0389
0.0964
0.1971
0.3413
05117
0.6790
0.8159
0.9092
0.9621
0.9868
0.9963
0.9992
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0003
0.0026
0.0159
0.0755
0.2642
0.6415
1.0000
0.50
0.0000
0.0000
0.0001
0.0007
0.0036
0.0133
0.0392
0.0946
0.1917
0.3318
0.5000
0.6682
0.8083
0.9054
0.9608
0.9867
0.9964
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
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0.0946
0.1917
0.3318
0.5000
0.6682
0.8083
0.9054
0.9608
0.9867
0.9964
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
0.05
0.3235
0.6982
0.9052
0.9778
0.9960
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0379
0.0908
0.1841
0.3210
0.4883
0.6587
0.8029
0.9036
0.9611
0.9874
0.9969
0.99%4
0.9999
1.0000
1.0000
0.10
0.0985
0.3392
0.6200
0.8281
0.9379
0.9818
0.9956
0.9991
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0123
0.0352
0.0849
0.1744
0.3086
0.4763
0.6505
0.7998
0.9043
0.9630
0.98%0
0.9976
0.9997
1.0000
1.0000
0.15
0.0280
0.1367
0.3382
0.5752
0.7738
0.9001
0.9632
0.9886
0.9970
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0031
0.0108
0.0313
0.0772
0.1623
0.2941
0.4635
0.6433
0.7991
0.9076
0.9669
0.9914
0.9986
0.9999
1.0000
0.20
0.J074
0.0480
0.1545
0.3320
0.5429
0.7326
0.8670
0.9439
0.9799
0.9939
0.9984
0.9997
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0006
0.0024
0.0087
0.0264
0.0676
0.1477
0.2770
0.4495
0.6373
0.8016
0.9144
0.9729
0.9944
0.9994
1.0000
0.25
0.0018
0.0149
0.0606
0.1624
0.3235
0.5168
0.6994
0.8385
0.9254
0.9705
0.9900
0.9971
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
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0.0001
0.0004
0.0017
0.0064
0.0206
0.0561
0.1299
0.2564
0.4334
0.6326
0.8083
0.9255
0.9810
0.9976
1.0000
0.30
0.0004
0.0041
0.0207
0.0681
0.1645
03134
0.4942
0.6713
0.8135
0.9084
0.9613
0.9860
0.9957
0.9989
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0000
0.0000
0.0002
0.0010
0.0041
0.0144
0.0431
0.1085
0.2307
0.4140
0.6296
0.8213
0.9424
0.9908
1.0000
035
0.0001
0.0010
0.0061
0.0245
0.0716
0.1629
0.3022
0.4736
0.6466
0.7916
0.8930
0.9526
0.9820
0.9942
0.9984
0.9997
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0004
0.0020
0.0083
0.0287
0.0827
0.1975
0.3887
0.6295
0.8450
0.9671
1.0000
0.40
0.0000
0.0002
0.0016
0.0076
0.0266
0.0722
0.1584
0.2898
0.4540
0.6244
0.7720
0.8793
0.9449
0.9785
0.9930
0.9981
0.9996
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0033
00144
0.0522
0.1520
0.3516
0.6353
0.8906
1.0000
0.45
0.0000
0.0000
0.0003
0.0020
0.0083
0.0271
0.0705
0.1518
0.2764
0.4350
0.6037
0.7543
0.8672
0.9383
0.9757
0.9920
0.9979
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
0.0032
0.0189
0.0849
0.2830
0.6594
1.0000
0.50
0.0000
0.0000
0.0001
0.0004
u.0022
0.0085
0.0262
0.0669
0.1431
0.2617
0.4159
0.5841
0.7383
0.8569
0.9331
0.9738
0.9915
0.9978
0.9996
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
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0.50
0.0000
0.0000
0.0001
0.0004
0.0022
0.0085
0.0262
0.0669
0.1431
0.2617
04159
0.5841
0.7383
0.8569
0.9331
0.9738
0.9915
0.9978
0.9996
0.9999
1.0000
1.0000
1.0¢00

0.05
0.3074
0.6794
0.8948
0.9742
0.9951
0.9992
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.55
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0021
0.0080
0.0243
0.0617
0.1328
0.2457
0.3963
0.5650
0.7236
0.8482
0.9295
0.9729
0.9917
0.9980
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000

0.10
0.0886
0.3151
0.5920
0.8073
0.9269
0.9774
0.9942
0.9988
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.60
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0004
0.0019
0.0070
0.0215
0.0551
0.1207
0.2280
0.3756
0.5460
0.7102
0.8416
0.9278
0.9734
0.9924
0.9984
0.9998
1.0000
1.0000

0.15
0.0238
0.1204
0.3080
0.5396
0.7440
0.8811
0.9537
0.9848
0.9958
0.9990
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000

0.65
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0003
0.0016
0.0058
0.0180
0.0474
0.1070
0.2084
0.3534
0.5264
0.69.8
0.8371
0.9284
0.9755
0.9939
0.9990
0.9999
1.0000

0.20
0.0059
0.0398
0.1332
0.2965
0.5007
0.6947
0.8402
0.9285
0.9727
0.9911
0.9975
0.9994
0.9999
1.0000

0.70
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0011
0.0043
0.0140
0.0387
0.0916
0.1865
0.3287
0.5058
0.6866
0.8355
0.9319
0.9793
0.9959
0.9996
1.0000

0.25
0.0013
0.0116
0.0492
0.1370
0.2832
0.4685
0.6537
0.8037
0.9037
0.9592
0.9851
0.9954
0.9988
0.9997
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0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0007
0.0029
0.0100
0.0295
0.0746
0.1615
0.3006
0.4832
0.6765
0.8376
0.9394
0.9851
0.9982
1.0000

030
0.0003
0.0030
0.0157
0.0538
0.1356
0.2688
0.4399
0.6181
0.7709
0.8799
0.9454
0.9786
0.9928
0.9979

0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0003
0.0016
0.0061
0.0201
0.0561
0.1330
0.2674
0.4571
0.6680
0.8455
0.9520
0.9926
1.0000

035
0.0000
0.0007
0.0043
0.0181
0.0551
0.1309
0.2534
0.4136
0.5860
0.7408
0.8575
0.9318
0.9717
0.9900

0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0007
0.0030
0.0114
0.0368
0.0999
0.2262
0.4248
0.6618
0.8633
0.9720
1.0000

0.40
0.0000
0.0001
0.0010
0.0052
0.0190
0.0540
0.1240
0.2373
0.3884
0.5562
0.7129
0.8364
0.9187
0.9651

0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0009
0.0044
0.0182
0.0621
0.1719
0.3800
0.6608
0.9015
1.0000

0.45
0.0000
0.0000
0.0002
0.0012
0.0055
0.0186
0.0510
0.1152
0.2203
0.3636
0.5278
0.6865
0.8164
0.9063

0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0040
0.0222
0.0448
0.3018
0.6765
1.0000

0.50
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0013
0.0053
0.0173
0.0466
0.1050
0.2024
0.3388
0.5000
0.6612
0.7976
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1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.50
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0013
0.0053
0.0173
0.0466
0.1050
0.2024
0.3388
0.5000
0.6612
0.7976
0.8950
0.9534
0.9827
0.9947
0.9987
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.55
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0012
0.0048
0.0153
0.0411
0.0937
0.1836
0.3135
0.4722
0.6364
0.7797
0.8848
0.9490
0.9814
0.9945
0.9988
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000

1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.60
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0010
0.0040
0.0128
0.0349
0.0813
0.1636
0.2871
0.4438
0.6116
0.7627
0.8760
0.9460
0.9810
0.9948
0.9990
0.9999
1.0000
1.0000

1.0000 0.9999
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
065 0.70
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0002 0.0000
0.0008 0.0001
0.0030 0.0005
0.0100 0.0021
0.0283 0.0072
0.0682 0.0214
0.1425 0.0546
0.2592 0.1201
0.4140 0.2291
0.5864 0.3819
0.7466 0.5601
0.8691 0.7312
0.9449 0.8644
0.9819 0.9462
0.9957 0.9843
0.9993 0.9970
1.0000 0.9997
1.0000 1.0000
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0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0003
0.0012
0.0046
0.0149
0.0408
0.0963
0.1963
0.3463
0.5315
0.7168
0.8630
0.9508
0.9884
0.9987
1.0000

0.9970
0.9992
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0025
0.0089
0.0273
0.0715
0.1598
0.3053
0.4993
0.7035
0.8668
0.9602
0.9941
1.0000

0.9872
0.9960
0.9990
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0010
0.0042
0.0152
0.0463
0.1189
0.2560
0.4604
0.6920
0.8796
0.9762
1.0000

0.9589
0.9847
0.9952
0.9988
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0012
0.0058
0.0226
0.0731
0.1927
0.4080
0.6849
09114
1.0000

0.8950
0.9534
0.9827
0.9947
0.9987
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0008
0.0049
0.0258
0.1052
0.3206
0.6926
1.0000
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24 005 010 015 020 025 030 035 040 045 0.5
0.2920 0.0798 0.0202 0.0047 0.0010 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.6608 0.2925 0.1059 0.0331 0.0090 0.0022 0.0005 0.0001 0.0000 0.0000
0.8841 0.5643 0.2798 0.1145 0.0398 0.0119 0.0030 0.0007 0.0001 0.0000
0.9702 0.7857 0.5049 0.2639 0.1150 0.0424 0.0133 0.0035 0.0008 0.0001
0.9940 0.9149 0.7134 0.4599 0.2466 0.1111 0.0422 0.0134 0.0036 0.0008
0.9990 09723 0.8606 0.6559 04222 0.2288 0.1044 0.0400 0.0127 0.0033
0.9999 0.9925 0.9428 0.8111 0.6074 0.3886 0.2106 0.0960 0.0364 0.0113
1.0000 0.9983 0.9801 0.9108 0.7662 0.5647 0.3575 0.1919 0.0863 0.0320
1.0000 0.9997 0.9941 0.9638 0.8787 0.7250 0.5257 0.3279 0.1730 0.0758
1.0000 0.9999 0.9985 0.9874 0.9453 0.8472 0.6866 0.4891 0.2991 0.1537
1.0000 1.0000 0.9997 0.9962 0.9787 0.9258 0.8167 0.6502 0.4539 0.2706
1.0000 1.0000 0.9999 0.9990 0.9928 0.9686 0.9058 0.7870 0.6151 0.4194
1.0000 1.0000 1.0000 .0.9998 0.9979 0.9885 0.9577 0.8857 0.7580 0.5806
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9964 0.9836 0.9465 0.8659 0.72%4
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9990 0.9945 0.9783 0.9352 0.8463
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9984 0.9925 0.9731 0.9242
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9996 0.9978 0.9905 0.9680
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9995 0.9972 0.9887
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9967
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9992
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
24 050 055 060 065 070 075 080 085 090 0.95
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0008 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0033 0.0007 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0113 0.0028 0.0005 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0320 0.0095 0.0022 0.0004 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0758 0.0269 0.0075 0.0016 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.1537 0.0648 0.0217 0.0055 0.0010 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.2706 0.1341 0.0535 0.0164 0.0036 0.0005 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.4194 0.2420 0.1143 0.0423 0.0115 0.0021 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000
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1. Tabla de distribucién binormnial

25

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

SV NAUNAEWN—~O

BN R N B D) et et et et e et et e
N H W= OV INWNE WD —

0.5806
0.7294
0.8463
0.9242
0.9680
0.9887
0.9967
0.9992
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.08
0.2774
0.6424
0.8729
0.9659
0.9928
0.9988
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.3849
0.5461
0.7009
0.8270
0.9137
0.9636
0.9873
0.9964
0.9992
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
0.10
0.0718
0.2712
0.5371
0.7636
0.9020
0.9666
0.9905
0.9977
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.2130
0.3498
0.5109
0.6721
0.8081
0.9040
0.9600
0.9866
0.9965
0.9993
0.9999
1.0000
1.0000
0.15
0.0172
0.0931
0.2537
0.4711
0.6821
0.8385
0.9305
0.9745
0.9920
0.9979
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0942 0.0314
0.1833 0.0742
0.3134 0.1528
0.4743 0.2750
0.6425 0.4353
0.7894 0.6114
0.8956 0.7712
0.9578 0.8889
0.9867 0.9576
0.9970 0.9881
0.9995 0.9978
1.0000 0.9998
1.0000 1.0000
020 0.25
0.0038 0.0008
0.0274 0.0070
0.0982 0.0321
0.2340 0.0962
0.4207 0.2137
0.6167 0.3783
0.7800 0.5611
0.8909 0.7265
0.9532 0.8506
0.9827 0.9287
0.9944 0.9703
0.9985 0.9893
0.9996 0.9966
0.9999 0.9991
1.0000 0.9998
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
1.0000 1.0000
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0.0072
0.0213
0.0547
0.1213
0.2338
0.3926
0.5778
0.7534
0.8850
0.9602
0.9910
0.9990
1.0000
030
0.0001
0.0016
0.0090
0.0332
0.0905
0.1935
0.3407
0.5118
0.6769
0.8106
0.9022
0.9558
0.9825
0.9940
0.9982
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0010
0.0038
0.0126
0.0362
0.0892
0.1889
0.3441
0.5401
0.7361
0.8855
0.9669
0.9953
1.0000
035
0.0000
0.0003
0.0021
0.0097
0.0320
0.0826
0.1734
0.3061
0.4668
0.6303
0.7712
0.8746
0.9396
0.9745
0.9907
0.9971
0.9992
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0001
0.0003
0.0015
0.0059
0.0199
0.0572
0.1394
0.2866
0.4951
0.7202
0.8941
0.9798
1.0000
0.40
0.0000
0.0001
0.0004
0.0024
0.0095
0.0294
0.0736
0.1536
0.2735
0.4246
0.5858
0.7323
0.8462
0.9222
0.9656
0.9868
0.9957
0.9988
0.9997
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0000
0.0000
0.0001
0.0003
0.0017
0.0075
0.0277
0.0851
0.2143
0.4357
0.7075
0.9202
1.0000
0.45
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0023
0.0086
0.0258
0.0639
0.1340
0.2424
0.3843
0.5426
0.6937
0.8173
0.9040
0.9560
0.9826
0.9942
0.9984
0.9996
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0010
0.0060
0.0298
0.1159
0.3392
0.7080
1.0000
0.50
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0020
0.0073
0.0216
0.0539
0.1148
0.2122
0.3450
0.5000
0.6550
0.7878
0.8852
0.9461
0.9784
0.9927
0.9980
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
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0.50
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0020
0.0073
0.0216
0.0539
0.1148
0.2122
0.3450
0.5000
0.6550
0.7878
0.8852
0.9461
0.9784
0.9927
0.9980
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.55
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0004
0.0016
0.0058
0.0174
0.0440
0.0960
0.1827
0.3063
0.4574
0.6157
0.7576
0.8660
0.9361
0.9742
0.9914
0.9977
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000

0.60
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0003
0.0012
0.0043
0.0132
0.0344
0.0778
0.1538
0.2677
0.4142
0.5754
0.7265
0.8464
0.9264
0.9706
0.9905
0.9976
0.9996
0.9999
1.0000
1.0000

0.65
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0008
0.0029
0.0093
0.0255
0.0604
0.1254
0.2288
0.3697
0.5332
0.6939
0.8266
0.9174
0.9680
0.9903
0.9979
0.9997
1.0000
1.0000

0.70
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0018
0.0060
0.0175
0.0442
0.0978
0.1894
0.3231
0.4882
0.6593
0.8065
0.9095
0.9668
0.9910
0.9984
0.9999
1.0000
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0.75
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0009
0.0034
0.0107
0.0297
0.0713
0.1494
0.2735
0.4389
0.6217
0.7863
0.9038
0.9679
0.9930
0.9992
1.0000

0.80
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0004
0.0015
0.0056
0.0173
0.0468
0.1091
0.2200
0.3833
0.5793
0.7660
0.9018
0.9726
0.9962
1.0000

0.85
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0021
0.0080
0.0255
0.0695
0.1615
0.3179
0.5289
0.7463
0.9069
0.9828
1.0000

0.90
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0023
0.0095
0.0334
0.0980
0.2364
0.4629
0.7288
0.9282
1.0000

0.95
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0012
0.0072
0.0341
0.1271
0.3576
0.7226
1.0000



2. Probabilidad de la funcién de distribucién normal estindar

2. Probabilidad de la funcion de distribucion normal estiandar
X —
PO<Z<2) = —;ﬁ
z 00 01 .02 .03 .04 05 .06 .07 0.8 .09

0.0 {| .00000 .00399 .00798 .01197 .01595 .01994 .02392 .02790 .03138 .03586
0.1 .03983 .04380 .04776 .05172 .05567 .05962 .06356 .06749 .07142 .07535
0.2 ]| .07926 .08317 .08706 .09095 .09483 .09871 .10257 10642 .11026 .11409
03§ .11791 .12172 .12552 .12930 .13307 .13683 .14058 .14431 .14803 .15173
0.4 .15542 .15910 .16276 .16640 .17003 .17364 .17724 .18082 .18439 .18793
0.5] .19146 .19497 .19847 20194 .20540 .20884 .21226 .21566 .21904 .22240
0.6 || 22575 22907 .23237 .23565 .23891 .24215 .24537 .24857 .25175 .25490
0.7 || .25804 .26115 .26424 26730 .27035 .27337 .27637 .27935 .28230 .28524
0.8l .28814 .29103 .29389 .29673 .29955 .30234 30511 .30785 .31057 .31327
0.9 31594 .31859 .32121 .32381 .32639 .32894 .33147 .33398 .33646 .33891
1.0l .34134 34375 .34614 .34850 .35083 .35314 .35543 .35769 .35993 .36214
1.1 36433 .36650 .36864 .37076 .37286 .37493 .37698 .37900 .38100 .38298
1.2 ] 38493 .38686 .38877 .39065 .19251 .39435 .39617 .39796 .39973 .40147
1.3]] 40320 .40490 .40658 ..0824 . 0988 .41149 .41309 .41466 .41621 .41774
1.4 || .41924 42073 .42220 .42364 42507 42647 .42785 .42922 .43056 .43189
1.5] .43319 .43448 43574 .43699 .43822 .43943 .44062 .44179 .44295 .44408
1.6 || 44520 .44630 .44738 .44845 .44950 45053 45154 45254 .45352 .45449
1.7]| 45543 45637 .45728 .45818 .45907 .45994 46080 .46164 .46246 46227
1.8 || 46407 .46485 .46562 .46638 .46712 .46784 .46856 .46926 .46995 .47062
1.9]| .47128 .47193 .47257 47320 .47381 .47441 47500 .47558 .47615 .47670
2.0 47725 47778 47831 .47882 .47932 .47982 48030 .43077 .48124 .48169
2.1 f.48214 .48257 .48300 .48341 .48382 .48422 .48461 .48500 .48537 .48574
2.2 || .48610 .48645 .48679 .48713 .48745 .48778 .48809 .48840 .48870 .48899
2.3 48928 48956 .48983 .49010 .49036 .49061 .49086 .49111 .49134 .49158
2.4 .49180 .49202 .49224 49245 .49266 .49286 .49305 .49324 .49343 .49361
2.5 49379 .49396 .49413 .49430 .49446 .49461 .49477 .49492 .49506 .49520
2.6 || 49534 .49547 .49560 .49573 49585 .49598 .49609 .49621 .49632 .49643
2.7 || 49653 .49664 .49674 .49683 .49693 49702 .49711 .49720 .49728 .49736
2.8(1.49744 49752 49760 49767 49774 49781 .49788 .49795 .49801 .49807
2.9 .49813 .49819 .49825 .49831 .49836 .49841 .49846 .49851 .49856 .49861
3.0 ] 49865 .49869 .49874 .49878 .49882 .49886 .49889 .49893 .49896 .49900
3.1].49903 49906 49910 .49913 .49916 .49918 .49921 .49924 .49926 .49929
3.211 49931 49934 49936 .49938 .49940 .49942 .49944 .49946 .49948 .49950
3.3 || 49952 49953 49955 .49957 .49958 49960 .49961 .49962 .49964 .49965
3.4 || 49966 .49968 .49969 49970 .49971 .49972 .49973 .49974 .49975 .49976
3.5| 49977 .49978 49978 .49979 .49980 .49981 .49981 .49982 .49983 .49983
3.6 || 49984 .49985 49985 .49936 49986 .49987 .49987 .49988 .49988 .49989
3.7 || 49989 .49990 .49990 .49990 .49991 .49991 .49992 .49992 .49992 .49992
3.8 49993 49993 49993 .49994 49994 49994 .49994 49995 .49995 .49995
3.9 ] 49995 .49995 49996 .49996 49996 .49996 .49996 .49996 .49997 .49997
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03138
47479
84417
14918
14350
20603
77232
98894
28783
15707
08035
49392
22748
31864
88053
92175
23001
69716
34718
89238
44832
14871
37883
25339
36395
77553
32280
50768
29300
88499
76229
80373
95445

86105
07057
71798
87434
50081
68109
49528
77405
09364
26812
07633
34129
57036
47868
66894
83870
94652
10069
35378
40325
22679
23293
39493
37238
62169
26747
86294
42274
07691
68455
57035
52130
11511

3. Tabla de numeros aleatorios

20258
84085
30664
28729
02168
59285
88168
74957
62892
17746
05978
81888
25448
29648
11240
68142
36492
66886
48780
20754
18467
88033
36383
58261
78002
29546
76311
00033
70560
03232
23077
41865
21337

27292
05972
16263
77275
59293
95546
50997
19771
28003
57680
10653
81703
36590
76674
47173
92701
12671
01655
07156
80713
69047
71378
08230
87439
45700
70283
96664
15012
33031
15800
86241
03923
76356
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67165
29330
32950
97646
00965
64406
57332
14365
87718
49816
79551
14140
83709
74052
40366
27727
98691
30985
85080
58740
99605
43884
45383
60799
20535
45693
27433
70930
78921
15555
06192
99208
98018

31869
91728
46602
49253
77448
99837
95319
91360
16123
28519
80589
09349
31458
55197
11476
70088
30626
90430
76031
10981
62974
98030
50470
25715
69821
96430
39604
31247
65515
41299
48519
16051
49736

16180
36791
24665
88794
65066
24378
68483
78420
27319
15594
38160
06717
31489
72359
05388
73449
05447
53521
18038
62322
69163
15446
46056
69694
83723
18849
83614
39538
56609
41887
07508
04648
03216

37224
77466
82568
82728
77049
67617
33871
58928
54369
60977
61203
06029
65643
41166
54861
50000
10193
32703
92284
92767
54073
03938

67543 .

55771
75180
01227
02080
54768
89629
14367
36709
05890
59362

42567
32793
27903
02030
70811
29570
00761
86471
96079
73969
43683
19392
69227
54206
67342
66378
86669
44243
49356
54057
09721
18439
81758
87871
90183
22451
24699
26099
02175
00376
66415
10133
80223

08201
69767
48177
14106
55751
08589
70535
68937
17436
74641
74083
67296
90299
59582
08073
15822
55444
90063
12757
32613
74719
00970
56688
36088
18646
89911
05276
15109
25599
52966
20591
80344
92234



3. Tabla de nimeros aleatorios

S1111 66005 99955 76904 71583 89412 99486 73273 78155 01672
36603 31975 07472 78369 26012 85504 91803 04847 89431 92420
48832 68905 37808 42205 74663 69607 34108 62942 51000 96887
10104 99021 02410 61645 35612 51053 64632 81024 63596 95170
49850 48538 99602 23917 19882 43766 68935 75906 03218 61272
80035 46433 16833 63455 07475 96233 78738 87016 43032 00572
22175 57719 88258 05860 47424 93146 86995 85963 72134 98124
21263 15419 66136 82518 18974 01727 81655 56072 46892 43918
14884 79991 87287 09565 59829 79947 21718 47458 40386 50199
70383 78094 31574 03515 60473 29194 05867 46578 21963 08430
65562 85574 34291 30540 47117 91638 72344 41029 08403 80851
25202 03637 34798 88482 86077 43768 25072 42148 36873 65060
42993 63589 75818 81285 45590 53746 61599 30777 24016 40827
72438 65560 17949 96047 03547 32368 89462 46734 51398 87757
67301 41479 58248 14477 97517 47037 15358 31305 61379 81639
48338 13526 46509 14429 33054 66237 82180 85694 15550 17679
74711 27589 34404 24773 03894 90029 68960 08048 66401 01457
61886 58159 77088 19146 89474 81160 64163 48758 78146 74751
19127 37812 90572 52660 87443 72775 29872 59353 10863 34455
35303 42278 57353 91373 67907 73799 99556 35818 09523 40039
27725 92269 23619 38794 08063 52853 51388 53723 22418 19560
41517 96995 50258 S7870 37100 37575 78871 91497 68115 57351
52720 92936 22896 02268 97907 49500 97056 20685 82657 09525
43288 06112 99790 38444 70474 86536 82089 39414 65560 27517
86528 18172 36612 41237 08275 96831 00507 18701 10427 06274
63690 27258 80396 11858 69429 40655 48899 52107 10023 93787
32482 95073 27373 79350 85513 42072 50386 28569 72592 33455
42621 43201 97300 36135 58633 70991 48244 17525 32440 41775
48312 35601 46564 06416 18097 99753 55068 45755 89420 82138
59040 41774 29877 84199 57957 28149 64374 88050 25355 62391
04559 47415 82268 86751 22107 97800 66846 70082 26794 90594
23610 47851 35286 80784 60768 02480 41593 22967 49037 51201
25120 55354 60406 33628 57254 76450 70281 16218 92416 44092
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A. Tablas

71443
02115
09625
02244
99220
06855
76432
52871
42607
66799
77785
08984
57459
70306
77257
88510
15213
76346
86328
78717
69101
01022
08720
75865
26606
60348
90984
81101
28180
69269
79334
52612
32199

55812
94492
35933
60723
13140
29792
41562
80733
23325
84626
45022
44635
30293
98245
31956
17648
12131
69208
83784
17951
12140
88001
99391
14925
01146
50899
48054
08648
71046
55089
53620
90630
59620

54540
03791
88215
78774
33960
84183
03025
62224
57972
36054
38768
03690
69444
42965
62510
07196
63303
16269
01479
72818
41804
58191
51464
87892
26056
31171
41464
24479
23797
33443
54584
43073
53413

51546
73293
20326
46955
15487
24209
71279
26321
35157
82816
16991
69796
41112
03448
87127
87150
30439
35637
18415
24657
43129
39542
96636
21153
19690
32624
79868
95338
40017
67584
02978
64329
43509
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73256
90672
94478
50649
41816
37481
51536
83646
09125
80489
89105
13584
09008
73989
27194
37556
39211
29504
52371
16429
43240
92940
27725
55120
98444
77981
09073
39118
10351
55739
67427
27260
13256

89452
25941
58644
73912
49779
58438
44255
47657
85595
91912
47268
19347
71298
10905
26129
15653
57146
92374
28328
88376
78436
91431
40203
15811
95937
08333
67997
85367
67565
36732
50160
57432
51319

54880
64396
98582
93407
10358
05678
72561
45585
58257
07978
14052
09927
96929
59441
07274
25849
85280
41526
62918
89656
88666
57719
67171
61383
81046
68498
86984
77874
03373
32536
31603
72125
78250

60334
93414
79187
27905
38004
26428
00389
04297
83888
26458
92896
34972
21583
61367
37768
47281
83703
21852
54672
09278
41371
64996
46993
63904
14955
89078
28209
94412
66069
39622
29502
21049
70807

84579
78214
38651
16115
29603
39399
09601
66792
02489
51513
62058
62445
80412
89617
01128
91199
16872
24184
56193
25948
89153
38879
06495
95258
52036
04580
12969
10511
97760
09651
56334
49309
22231

42648
05656
02578
13715
27499
07584
24020
66717
66901
74666
59152
43684
42626
60907
32534
42066
74320
03642
46347
89426
56806
12404
08319
97922
28638
39043
90907
00061
71906
29090
21724
65680
43292



APENDICE B

Solucion a los ejercicios propuestos

Ejercicios del capitulo 0

Ejercicio 0.6 (a) Primero se completa la tabla, considerando las caracteristicas domi-
nantes y recesivas de cada factor.

clase-de 6vulo

# "

L-A L-v a-A a2y

[ teaa v raan Olraar O
e | Nl Ol Ofians O] 14w @
il I Laad Y Laay O aa-AAC aa-AvO
= M eav Oll Law @ aa-AVO aa-vv@

(b) Alrevisar la tabla se encuentra que larelacion entre los individuos que presentan las
diferentescaracteristica es
L-A : L-v : a-A : a-v
9 ¢ 3: 3: 1
(c) Usando estarelacion, se puede ver que de las 1 600-plantas de la tercera generacion,
el nimero-que se espera de cada una es:

OAmarilla-armgada.... 300
@ Verde-lisa................. 300

()

Verde-arrugada......... 100
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

Ejercicios del capitulo 1

Ejercicio 1.1 Proceso de separacion de materiales.

Considere que P es igual a la proporcién de soluto que queda en el solvente 1 y Q la
proporcion del mismo soluto que queda en el solvente 2; asf, P = 0.60 y O = 0.40.
La proporcién de material en cada parte del contenedor se calcula multiplicando este
nimero por la cantidad total del soluto. La situacién del contenedor es:

S / 52

Z

/

membrana

Modeclo determinista

Un modelo determinista considera que la cantidad de soluto en cada solvente al final del
proceso de separacién es exactamente la que afirma la hipétesis. En la siguiente gréfica
se muestra la situacién del proceso de separacién en cada etapa.

ETAPA Inicio del proceso Final del proceso

PRIMERA 0 : d 2

SEGUNDA 0 £ e o

TERCERA 0 o Po’ o
CUARTA 0 o o A

Con este modelo se puede saber en una etapa determinada cudnto soluto existe en
cada parte del compartimiento.

Modelo aleatorio
Un modelo aleatorio considera que la cantidad de soluto en cada solvente al final del
proceso de separacién no es exactamente la que afirma la hipétesis, sino que es un poco
mads o un poco menos debido a factores no controlados. En lasiguientegraficase muestra
la situacién del proceso de separacién en cada etapa.

Entonces &; es un término aleatorio del cual se puede determinar el recorrido y la
frecuencia.
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Ejercicios del capitulo 1

17 etapa
Inicio |L 0 [ 1 1
Final || P+e | Q—¢& |
2492 etapa
Inicio [ 0 [ Q—«& |
Final | P(Q—&)+ & | QQ-e)—& |
3™ etapa
Inicio “ 0 [ 00 — &) — & {l

Final || P(Q(Q —e)—e)+e |  QQQ-e)—e)—& |

4" etapa

Inicio || 0 | QP(Q —&) — &) — & |

Final |[ P(Q(Q(Q — &) — &) — £3) + £ | Q(Q(Q(Q — £1) — &2) — £3) — &4 ||

Ejercicio 1.3
1. Eltiempo de espera en la parada del autobus.
El tiempo que se debe esperar a que pase un autobus es aleatorio.
2. Elresultado observado al abrir el grifo de agua.
Si se supone que las presas estdn llenas y que no existe desabasto de agua, al abrir
el grifo de agua siempre caerd agua. El resultado es determinista.
3. Elresultado observado al lanzar un dado.
El resultado al lanzar un dado es aleatorio.
4. Eltiempode espera para que entre una llamada telefénica.
Si se estd esperando una llamada telefénica, el tiempo de espera es aleatorio.

Ejercicio 1.5
El modelo determinista de las llegadas del convoy del metro considera que las llegadas
son cada cuatro minutos exactamente.

El modelo aleatorio considera que las llegadas de los convoyes son en intervalos de
tiempo variables, pero en promedio llegan cada 4 minutos.

Ejercicio 1.6
El experimento es tirar un dado no cargado.
(@) Q=1{1,2,3,4,5,6}
(b) E={4,56}y F=1{2,4,6}
() P(E)=1/2y P(F)=1/2
(d) Como el dado no esté cargado, el espacio muestral es equiprobable y
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

(e) E°: los nimeros menores o iguales a 3. E° = {], 2, 3}
F*: los nimeros impares. F° = {1,3,5}
E U F: son los niimeros pares o los nimeros mayores que 3.
EUF=1{2,45,6}
(E U F)*: son los niimeros que no son pares o mayores que 3. (EU F)* = {1, 3}
E N F: son los nimeros pares mayores que 3. EN F = {4,6}
E — F: Son los nimeros mayores que 3 que no son pares.
E—F=/{5),

Ejercicio 1.7
El experimento es tirar dos dados no cargados.
(a) Los elementos de (Q son
(1,1) (1,2) (1,3) (14) (1,5 (1,6)
2D 22 23) 24 25 26
3B, 32 33) (34) (3.5 (3,6
4,1) (4,2) (43) (44) 4,5 4,6
5,1) (52) (5.3) (54) (55 (56)
6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6).
(b)
E ={(L,5),(2,5),(3,5),45),(5,5),(6,5), (5.1, (52),(5 35,4, 5.6}
F={(4,6),(5,5),(6,4)}

(c) P(E)=11/36y P(F)=3/36
(d) Como los dados no estdn cargados, el espacio muestral es equiprobable.
(e) E°: no sale ni un solo S.

F<: 1a suma de los dos nimeros noes 10.

E U F: al menos aparece un cinco o lasuma es igual a diez.

(E U F)“: no aparece un cinco ni la suma de los nimeros es diez.

E N F: al menos aparece un cinco y la suma es igual a diez.

E — F: al menos aparece un cinco pero la suma no es igual a diez.

E jercicio 1.8
El experimento es tirar tres monedas no cargadas al aire.
(@) Q={(@a,aa),(aaqz5),(@asa)(saa)ass),(sas)(ss a),(ss )}
(b) E={(@aa,a),(aaqa,5s),(asa)(saa)(ass),(sas)(ssa)l,
F ={(a,a,a),(a,q,s),(a,s,a),(s a,a)}
(c) P(E)=1/8y P(F)=1/2.
(d) Las monedas no estdn cargadas; entonces el espacio muestral es equiprobable.
(e) E°={(s,55)},
F={(a,s, 3),(s,a5),(ssa),(ss )},
EUF =E,yaque FCE,
(EUF)Y ={(ss5)}
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Ejercicios del capitulo 1

ENF=F.
E - F = {(a,s,s),(s,a,s),(s, 5,a)}.

Ejercicio 1.9

La eleccidn al azar, con los ojos cerrados, de una pdgina de un libro es un proceso
aleatorio, pero el espacio muestral no es equiprobable ya que por lo general se tiende a
abrir el libro por las piginas centrales; asi, las pdginas centrales tendrdn mayor probabi-
lidad de ser elegidas que las pdginas de los extremos del libro. En general, los procesos
de seleccién en los que se cierran los 0jos y se escoge algo no son equiprobables, hay
una tendencia a sefialar lugares particulares.

Ejercicio 1.10
(a) Si A C Qestalque A # Qy A # @, pruebe que
A={2 A A Q}

es una o-dlgebra.
Se debe probar que se cumplen los tres axiomas:
Se cumple el primer axioma porque {) € A
El segundo axioma se cumple porque el complemento de todos los elementos de A
es también elemento de A:
P=0,A=A(A)Y =AyQ =0.
El tercer axioma se cumple porque la unién de dos o més elementos de A también
es elemento de A.
PGUA=AQGUA=A0U0=0,AUA =0, AUN=0Q,A°U0=0Q.
(b) Para probar que
A={A|ACQ}

es una o-algebra, se deben probar los tres axiomas:

Se cumple el primer axioma porque {) C ()

El segundo axioma se cumple porque el complemento de todos los subconjuntos
de () también son subconjuntos de ().

El tercer axioma se cumple ya que si A|, Az, -- - C {2, entonces UA; C (.

Ejercicio 1.11
Pruebe que

P(AUBUC)= P(A)+ P(B) + P(C)— P(ANB)- P(ANC)- P(BNC)
+ P(ANBNC)

Para resolver éste y los dos siguientes ejercicios se debe recordar que:

(a) Launion e interseccién de eventos son operaciones que cumplen la ley distributiva.

(ANB)UC=(AUC)N(BUC) y (AUB)NC=(ANC)U(BNC)
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

o en general

(L"th) NB= h(A.-U B) 'y (hm) UB= L"J(A,- N B).
Sl i=l i=1

i=1
(b) Para dos eventos cualesquiera,
P(EUF)= P(E)+ P(F)—- P(ENF),
de manera que
P(AUBUC)=P(AUB)UC)= P(AUB)+ P(C)- P((AUB)NC)
|
(ANCYI(BNC)
= P(A)+ P(B) - P(ANB)+ P(C) - (P(ANC)+ P(BNC)
—-P(ANOC)NBNCQC))
= P(A)+ P(B)+ P(C)— P(ANB)-— P(ANC) - P(BNC)
+ P(ANBNO).

Ejercicio 1.12
Pruebe que

P(L"J A) < E P(4).
i=1 i=l

Se prueba primero para n = 2.
P(A| U Az) = P(A)) + P(A2) — P(A; N A2) < P(A)) + P(A2).

Se supone ciertoparan = k:

k
PULADS Y P(A),
i=1
y ahora se prueba paran =k + 1:

k+1 k+1
P(UA) = POULIADU A < PUL A + P(A) S P(AD.

i=1 i=l

Ejercicio 1.13
Pruebe que

P(UIA,-) =;P(Ai)—2P(A,-nAI.)+ S PN A A~ ...

i<j i<j<k
Se prueba primero paran = 2.

P(A U A2) = P(A)) + P(A2) -~ P(AL N Ap)
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Ejercicios del capitulo 1

Se supone cierto paran = k:

k k
P(Jan=>"P@ay-Y Painap+ Y PAnA;nA)-...

i=1 i=1 i<j i<j<i
Ahora se pruebaparan =k + 1:

k+1
p(L;Jl A,.) = P((UX,A) U Ax+1)

= P(UL,A) + P(Axs1) — P(UL (Ai N Agy))
k+1

=ZP(A,')—ZP(A,‘0AJ')+ E P(A,-ﬂAjﬂA,)—---

i=1 i<j i<j<l

Ejercicio 1.14
Pruebe que

P(A — B) = P(A) — P(AN B).

Observe que

A=(A-B)U(ANB) y (A-B)N(ANB) =g;

entonces

P(A) = P(A-B)+ P(ANB) = P(A — B)= P(A) — P(ANB).

Ejercicio 1.15

Sean los eventos

A = {x| x sobresale en matemdticas}
B = {x| x sobresale en miisica}

C = {x| x sobresale en deportes}

Se sabe que

#A = 90, #B = 90, #C = 90,
#(A N B) =30, #(ANC) =30,
#(BN C) = 30, #ANBNC)=10.

Los que sobresalen en al menos una asignatura son

#HAUBUC)=#A+#B+#C —#(ANB)—#ANC)-#BNC)
+#ANBNC)
=90+90+ 9 —30 —30—-30+ 10 =190.
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

Los que sobresalen al menos en dos asignaturas son
#HANBUMANOUBNC)=#ANB+H#HANC)+ #BNC)
-#(ANBNANC) —#(ANB)N(BNC))
—#H(ANC)NBNO)+#(ANB)N(ANC)N(BNC))
=#HANB)+HANO)+#BNC)—#ANBNC)—#ANBNC)

-#ANBNC)+#ANBNC)
=30+30430-10-10- 10+ 10 = 70.

(a) Los que sobresalen exactamente en una asignatura son 190 — 70 = 120.

(b) Los que sobresalen en no més de dos asignaturas son todos excepto los que sobre-
salen en tres asignaturas, y son 279 — 10 = 2609.

(c) Los que sobresalen en més de dos asignaturas sobresalen en exactamente tres, o sea
que son 10.

(d) Los que no sobresalen en ninguna asignatura son 270 — 190 = 80.

Ejercicio 1.16

El nimero de estudiantes que sobresale en exactamente dos asignaturas (el evento E)
es igual al nimero de estudiantes que sobresale en al menos dos asignaturas, menos el
nimero de estudiantes que sobresaleen exactamente tres asignaturas, o sea 70— 10 = 60.
Entonces P(E) = 60/270.

Ejercicio 1.17
P(B)=1-P(B)=1-0.25=0.75
Como A y B son eventos mutuamente excluyentes, entonces

P(AUB) = P(A)+ P(B) =0.18 4+ 0.75 = 0.93.

Ejercicio 1.18
Considere que X es el iempo que se tiene que esperar para que llegue un autobis de la

linea A y Y es el tiempo que se tiene que esperar para que llegue un autobiis de la linea
B; entonces

Q={(,y|0<x<4 y 0<y<6}
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Ejercicios del capitulo 1

(a) El evento: primero Hega un autobus de la linea A, es
A={(xy0<x<y}

El drea asociada a () es 6 x 4 = 24 y el 4rea asociada a A es 24 — 4 x 4/2 =
24 — 8 = 16; asi, -
1 2
P = —_—= -
(A) 24 3
(b) El evento: llega un autobuis en un lapso de 2 minutos, es
B={(x,y)0<x<2 6 0<y<2}

Areade B es 24 — 8 = 16; entonces P(B) = 16/24 = 1/3

Ejercicio 1.19

(a) Si el nimero de trozos en que se rompi6 la barra es igual a 2, entonces sélo se hizo
uncorte. Si xes ladistanciaentre el punto de corte y uno de los extremos, entonces

Q= {x|0 < x <20}
El evento: las dos piezas son al menos de un centimetro, es
A={x|1<x<19}
Asi,
lon(A) 18 9

PO =@ " 2" 10
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

(b) Si el nimero de trozos en que se parte la barra es igual a ires, entonces se hicieron
dos cortes. Sea X la distancia entre uno de los cortes y uno de los extremos, y sea
Y la distancia entre el otro punto de corte y el mismo extremo; se puede considerar
que

Q={(xy)|0<x<y<20}
Sea
A={xMN1<x<y<19yy-x>1}
_El 4rea de la region () es igual a 20, 000, el 4rea de A esigualal7 x 17/2.

drea(A) 17x17

P(A) = zea@) ~20x 20

= 0.7225

Ejercicio 1.20

(a) El espacio muestral tiene tres elementos; las dos bolas pueden ser las dos negras,
puede ser la blanca y la primera negra, o puede ser la blanca y la segunda negra.
La probabilidad de que las dos bolas sean de diferente color es 2/3.

(b) Laregularidad frecuentista del experimento indica que se debe tener un niimero de
veces aproximado a las dos terceras partes de 100; ésta es la razén del resultado
numérico.

Ejercicio 1.21

La baraja inglesa tiene 13 cartas (as,2,3,...,10, J Q, K con cuatro figuras (iébol,
corazones, diamantes y espadas) Al extraer dos cartas el evento A, al menos una de las
cartas es un as, significa que se tiene uno o dos ases y es el complemento del evento A€,
no hay ningiin as. Entonces la probabilidad es

(2)
P(A)=1-P(A)=1- (52—2
2)
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Ejercicios del capftulo 1

La probabilidad que las dos cartas sean espadas es

()

52
2
(a) La probabilidad de que las dos bolas sean azules es

()

)

(b) Y la probabilidad de que por lo menos una bola sea azul es

BIoNY
6 G

El experimento es sacar dos calcetines:

: es el conjunto de todas las posibles parejas de calcetines.

: es el conjunto de parejas de dos calcetines rojos.

: es el conjunto de parejas dedos calcetines amarillos.

: es el conjunto de parejas de dos calcetines azules.

: es el conjunto de parejas de dos calcetines del mismo color.

Los eventos A, B y C son mutuamente excluyentesy D = AU B U C. Entonces

Ejercicio 1.22

OO >» O

P(D) = P(AU BUC) = PA)+ P(B)+ P(C)

6 8 2

@), G G .
16\ ' 716\ ' 716\ _ 30
) G 6)
La probabilidad que los dos calcetines sean rojos es

G,
(3)

P(D) =
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B. Solucidn a los ejercicios propuestos

Ejercicio 1.24

Ejercicio 1.25

Si se lanzan 3 pelotas hacia 5 cajas, cada pelota puede caer en cualquiera de las S cajas.
El nimero de posibles resultados es igual a S* = 125. El total de formas en que las
pelotas caigan en las cajas 1 o 2 es igual a 2> = 8, pero entre estos 8 posibles resultados
estdn los dos casos en los que una de las cajas estd vacia y las tres bolas estdn en la otra
caja. Entonces, las posibles formas de que las cajas uno y dos tengan las tres bolas son
8 — 2 = 6; asfi, la probabilidad de que las iinicas cajas ocupadas sean la uno y la dos es
igual a 6/125.

Ejercicio 1.26

Las posibles formas en que las k pelotas caigan en cualquiera de las n cajas es n*. Las
posibles formas en que todas las pelotas caigan en dos de las cajas se puede calcular
por etapas: primero se tienen las posibles formas de escoger las dos cajas que estardn
ocupadas (las combinaciones de 2 en n). La segunda etapa es contar las formas en que
las k pelotas pueden caer en cualquiera de las dos cajas menos las veces en que caen en
una misma caja; esto es 2% —2. Entonces la probabilidad de que dos cajas estén ocupadas

es
n\ ok

k
n
La probabilidad que se tengan 3 cajas ocupadas es

<g) 3t =324 +3)

nk

2 (1))

P(acreditar) = -=5

Ejercicio 1.27

Ejercicio 1.28
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Ejercicio 1.29

Ejercicio 1.30 (a) 6; (b) 3 x 35 = 105
Ejercicio 1.31(a) 70; (b)2

Ejercicio 1.32
Es igual al nimero de subconjuntos de 2 elementos de los S,

S
=10
)
Ejercicio 1.33

364 x 363 x 362 11 x10x9
_ . (b
A %7 O T

Ejercicio 1.34 (a) 9/10; (b) 1/10

Ejercicio 1.35
Las respuestas dadas a esta pregunta no son unicas, puede haber algunas otras equiva-
lentes.

¢ En una caja ponga dos bolas del mismo tamafio y material, pero de diferente
color. Uno de los colores representa al 4guila y el otro al sol. Cada volado se
puede modelar con la extraccién de una bola de la caja.

¢ En una caja ponga veinte bolas del mismo tamafio y material, numeradas del 1
al 20, y asigne un nimero a cada persona. Elija tres bolas al azar sin reemplazo.
Las personas elegidas corresponden al nimero de esas bolas.

¢ Enuna caja ponga seis bolas del mismo tamafio y material, numeradas del 1 al
6. El lanzamiento del dado se puede modelar con la extraccién de una bola al
azar de la caja.

¢ En una caja ponga tantas bolas de un color como articulos buenos hay en el lote,
y tantas bolas de un color diferente como articulos defectuosos hay. Las bolas
deben ser del mismo tamaiio y material. La eleccién de un articulo del lote se
puede modelar con la extraccién deunabolade la caja.

Ejercicio 1.36
Como el sistema de las cuatro particulas es maxweliano, entonces en cada nivel de
energia se puede tener mas de una particula. Los diferentes niveles de energia son

€ =0 € =€ € =2 ... =ke, ....

En la siguiente tabla se muestra las posibles distribuciones de las cuatro particulas en
los niveles de energia, de tal manera que la energia total del sistemaes E = 7¢. En la
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

Nivel de energia Distribucion Numero de
de las 4 particulas microestados
7¢ 0 0 O ng=3 ny=1 4
6e ¢ 0 O ng=2 n =1 ng=1 12
5¢ 2¢ 0 O ng=2 ny=1 ns=1 12
S5¢e ¢ € O ng=1, n =2 ns=1 12
4e 3¢ 0 O ng=2 ny=1 ng=1 12
4e 2¢ € O ng=1 n =1 ny=1 ng=1|24
4€e € € € n =3 ng=1 4
3¢ 3¢ ¢ O ng=1, ni=1 ny=2 12
3¢ 2¢ 26 0 no=1 ny=2 n3=1 12
3¢ 26 € € n=2 ny=1 ny=1 12
2€ 2¢ 2€ € n=1 n,=3 |4
Total kﬂ) 120

tabla, los valores de n; que no aparecen tienen un valor de cero, y el nimero de formas
de cada distribucién se calcula con la férmula

4!
no!m!...n—,!

Ejercicio 1.37
Segun sea el caso, cada una de las estadisticas es
(a) Maxwell-Bolzman — Wy =32=9

3 -1
(b) Bose-Einstein — Wy = +§ > =6

3
(c¢) Fermi-Dirac — Wgp = 1) =3

Ejercicio 1.38
Como la energia no es constante, la nica restriccién del sistema es ) ;n; = N. Cada
particula puede estar en cualquiera de los subniveles. El total de subniveles es 3 g;.

Si cada subnivel puede ser ocupado por una tinica partcula, entonces el total de
formas de colocar las N particulas en los diferentes subniveles es igual al nimero de
subconjuntos de tamafio N que se pueden tener del total de subniveles. Esto es

X8
N /)
Ejercicio 1.39

Igual que en el ejercicio anterior, la energia no es constante; entonces la tinica restriccién
del sistema es ), n; = N. Cada particula puede estar en cualquiera de los subniveles.
El total de subniveles es > g;.

Como se tiene un sistema de Maxwell-Boltzman, cada subnivel puede ser ocupado
por cualquier nimero de particulas; entonces cada particula puede estar en cualquier
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subnivel. Esto es

(Ze)"

Ejercicio 1.40
Enelejemplo 1.5.1 se encontré que cuando el sistema estd en equilibrio térmico, entonces
la energia es

1
E = Mhv + EN’"'
y el peso termodindmico dado por los N osciladores es
M+N -1
= (M=),

Abhora, considere que un oscilador tiene un estado cudntico igual a n; entonces el nivel
de energia de ese oscilador es igual €, = %hv + nhvy la energia de los restantes N — 1
osciladores es igual

1
E—-e,=M—-nhv+ E(N — Dhw.
El peso termodindmico de los N — 1 osciladores restantes es

<(M ~n)+(N-1) - 1>

WM—u = o
M-—n

Asi, la probabilidad que un oscilador tenga el estado cudntico n es

M—n
P(n) = =M=,
() Wy

Ejercicios del capitulo 2

Ejercicio 2.1
X, y X, son independientes,
MDPX1+X2=10|X, =5 =PX,=5)=1/6
(i) P(X, + X, <S5 |X1=2)=P(X;<3)=2/6=1/3

Ejercicio2.2 173
Ejercicio 2.3
Sean los eventos
A = {x | xreprueba quimica, y} B = {x | x reprueba historia}

entonces P(A) = 0.04; P(B) = 0.03; y P(AN B) = 0.01
(i) P(A°N B) = P(B)— P(AN B)=0.03 —0.01 =0.02
(ii) P(B|A) = P(AN B)/P(A) = 0.01/0.04 = 0.25

(iii) P(A|B) = P(AN B/P(B) = 0.01/0.03 = 1/3
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B. Solucidn a los ejercicios propuestos

Ejercicio 2.4
Se sabe que P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B) y, por hipétesis, P(A|B) > P(A);
suponga que también P(A|B¢) > P(A),y como P(B) # 0, se tiene que

P(A|B) > P(A) y P(A|B) 2 P(A)
P(A|B)P(B) > P(A)P(B) 'y P(A|B)P(B) 2 P(A)P(B")

Si se suman ambos lados de las desigualdades, se tiene que
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B) > P(A)(P(B) + P(B‘)) = P(A);

no puede ser que P(A) > P(A), y entonces la suposici6n es falsa.

Ejercicio 2.5

1. P(A|A) = P(AN A)/P(A) = 1.

2. P(@|A)= P(@N A)/P(M = P(@)/P(A) =0.
3 P(Ach) _ P(ANB) — P(Al—P(AI"\B)'

P(B%) 1—P(B)

P(A|B) = 2452 = P(AN B) =

P(A)+ P(B) — P(AUB) = P(A) +1 —1 = P(A)

(1= P(B) <-P(AUB))

S. Como P(B) > 0y Ay B son mutuemente excluyentes, entonces

__ P(ANB) _ P(@) _ 0 __
P(A|B) = B5P = 23 =+ =0

&

Ejercicio 2.6 G
Dadalatabla )

urmna | rojo blance azul
1 3 4 1
2 1 2 3
3 4 3 2

La primera etapa es elegir una urna, este expcrime'nlo define la particién.
E| : lauma elegida es la primera.
E; : lauma elegida es la segunda.
E4 : lauma elegida es la tercera.
La segunda etapa es elegir la bola; entonces se define el evento
D : labola elegida es roja.
Se tienen asi las siguientes probabilidades: P(E;) = 1/3, P(E;) = 1/3, P(E3) = 1/3;
P(D|E\) = 3/8, P(D|E;) = 1/6, P(D|E3) = 4/9; entonces la probabilidad que se
quiere es

N

P(D|E2)P(Es) 1
P(DIEDP(E) + P(DIE)P(E) + PDIE)P(E;) 71

P(E,|D) =

302



Ejercicios del capftulo 2

Ejercicio 2.7
1. Laprimera etapa eslaeleccion de la uma. Esta etapa define la particidn.

E, : lauma elegida es la primera.

E, : lauma elegida es la segunda.

La segunda etapa es elegir la bola, y entonces se define el evento

D : labolaelegida es verde.

Setienen asilas siguientes probabilidades: P(E,) = 1/2, P(E;) = 1/2, P(D|E,) =

5/12, P(D|E;) = 4/6; entonces la probabilidad que se quiere es

13
P(D) = P(D|E\)P(E\) + P(D|E;) P(E;) = 1

2. Si las bolas se ponen juntas en una tercera urma, se tendrdn 9 bolas verdes y nueve

bolas rojas, asi que P(D) =0.5.

Ejercicio 2.8
E, : laprimer flecha dio en el blanco.
E; : la primer flecha no dio en el blanco.
D : tres flechas dieron en el blanco.
Entonces se tienen las siguientes probabilidades:
P(E)=p, P(Es)=1-p, P(D)=20p’(1-p)’ y

P(D|E)) = (i) p(1 = p)* = 10p(1 - p)*.

_ P(DIEYP(E) _ 10p*(1—p)* _ 1
PEID) ==—F50Dy — = 305 =py 2

Ejercicio 2.9

(1) P(E;N Es) = P(E3|Ez)P(E;) = 3

(2) P(E\U(E;NE3) = P(E\)+ P(E;NE;)—P(E\NE;NE;) =
P(E\)+ P(E;N E3) — P(E\| E;N E3)P(E; N E3) =7/10

(3) Haydos manerasdellegarde A a B: conel evento E, y conelevento E;N E3;laruta
que tiene mayor probabilidad es E; N E3 yaque P(E;N E3) = P(E3 | E;)P(E,) =
3/s.

Ejercicio 2.10
La primera etapa es elegir les articulos del tercer lote; en este experimento se definen
los eventos

E; : en el tercer lote hay k articulos defectuosos, k =0, 1,2,...,11.

La segunda etapa es sacar un articulo dcl tercer loie, y se puede definir el evento
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B. Solucidn a los ejercicios propuestos

D : el articulo es defectuoso.

= <S)< i )( 6 )( o )
T iJ\10—i)\k=i)\12 -k +i
P(Ek)= Z 1 120 ;8 +1
i=max {0,k—6)
<10)(12)

k
P(D) =) P(D|E))P(E))

i=0

P(D|Ey) = k/22

Ejercicio 2.11
E, : el alumno elcgido ¢s excelente.
E, : el alumno clegido es bueno.
E5 : cl alumno clegido es malo.
D : cl alumno obtiene calificacién notable o sobresaliente.
Entonces se tienen las siguientes probabilidades:
P(E\)=af(a+b+c), P(E)=0b/(a+b+o),
P(E3)=c/(a+ b+c); P(D|E) =1,
P(D\E;) =1, P(D|E3)=1/3,
asi, la probabilidad que se quierc es
2c

P(D) = P(D|E\)P(E\) + P(D|Ey)P(E;) + P(D|E3)P(Es) = | — Natbto
Ejercicio 2.12
En la primera etapa
E, : se sacaron O pelotas usadas.
E, : sesac 1 pelota usada.
E5 : se sacaron 2 pelotas usadas.
En lasegunda etapa
D : las dos pclotas son usadas.
F : las dos pelotas son nuevas.
Entonces se tienen las siguientes probabilidades:
P(E\) =5(9)/25(12), P(E;) = 15(10)/25(12),
P(E3) = 15(7)/25(12); P(D|E,) = 8(17)/25(12),
P(D|E;) = 8(15)/25(12), P(D|\E;) = 15(7)/25(12).
La probabilidad que se quiere es

P(D) = P(D|Ey) P(E\) + P(D|E2) P(Ez) + P(D|Es) P(E3) = 0.3905.

De igual manera sc obticne que la probabilidad de que las pclotas sean nuevas es 0.1265.

Ejercicio 2.13

La primera ctapa es cl disparo del bombardero:
Eq : caen cero cazas.
E,| : caeun caza.
E, : caen dos cazas.
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La segunda etapa es el disparo de los cazas.
C, : el primer caza da en el blanco.
C; : el segundo caza da en el blanco.
D : el bombardero es derribado.
D=C UC;
Entonces se tienen las siguientes probabilidades:
P(E)= (1 = p1?, P(E))=2pi(1-p)., P(E))=pj,
P(D|Eo) = 2p2 — p}, P(D|E\) = p, P(D|E3) =0,
(a) P(D) = P(D|Eo)P(Eo) + P(D|E\)P(E\) + P(D|E2)P(Ep) =
(1 = pY*(2p2 = p)) +2pi(1 = P)p2
(b) P(E,) = p}
(©) P(E)) =1—(1 - p1)?
(d) P(E\) =2p:(1 - p1)

Ejercicio 2.14
A;={x|x=1 o0 x=2, enellanzamiento i},
B ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2), (6 1)}
AN A ={(1,1),(12),@21),@22)}
C={1,n}
D = {(1,2),(2, 1)}
P 1: A, depende del segundo lanzamiento. FALSO
P 2: A, y A; son eventos mutuamente escluyentes. FALSO
P 3: B depende del primer lanzamiento. VERDADERO
P 4: By C son eventos mutuamente escluyentes. VERDADERO
PS: A} N A; es un subevento de D. FALSO
P 6: D esun subevento de C. FALSO

Ejercicio 2.15
Sean los eventos:
E;: el avién i esdermrivado, i =1,2,3
G, : elavién i daenel objeto, i =1,2,3
A : laruta elegida por los aviones es la protegida.
B : el objetivo es aniquilado.
Observe que tanto E), E; y E3 como G|, G, y G3 son eventos independientes.
Lo que sequieredeterminar es laprobabilidadde B. Paraencontrar esta probabilidad
se especifican las siguientes relaciones:
B=G,UG,UG;
G,' = (G, n E,‘)U (G, n E,c) = G,' n Ef,
esto \iltimo, porque si un avién es derribado no puede dar en el objetivo.
De acuerdo con la informacién,

PEj|A)=1-p  PA) =}
P(E; |A) =1 P(A%) =1.
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

De aqui se pueden obtener las probabilidades

P(E{) = P(E{| A)P(A) + P(E{ | A°)P(A°)

2 1 2
=§(1—P|)+§1= 1 - 3P
P(Gi | A) = P(GN E; | A) = P(Gi| Ej, A)P(E] | A) = px(1 — p1)
P(G; | A°) = P(G; | E;, A)P(E{ | A°) = p2

P(G)) = P(G, | E5)P(ES) = pz(l _ % pl)
P(B| A) = P(G,UG,UGs| A)

3
=Y P(P(Gi| A)~ ) P(GiNGi|A)+ P(G,NG,N G5 | A)
i=1

1<i<j<3
=3py(1 = p1) = 3pX(1 — p1)* + p2(1 — p1)*.
De igual manera,
P(B| A%) =3p2 —3p; + p3.
(a) Los 3 aviones eligen la misma ruta,
P(B) = P(B | A)P(A)+ P(B | A°)P(A®)

2 1
= Gpa(1 - p) = 3p3(1 = p)* + p3(1 = p))3 + Bp2 = 3p7 + PD3-
(b) Los aviones eligen su ruta al azar independientemente de los otros.

3
P(B)=)_ P(G) - 1<Z<3 P(GiNG)) + P(G,NG,N G3)
i=1 <ij<

2 2 2
=3py(l - §Pl) ~3p3(1 - §P1)2+P3(1 = §P1)3-

Ejercicio 2.16
Los dos cazadores dan en el blanco de manera independiente y ambos tiran dos veces. El
" espacio muestral del experimento se puede escribir como un conjunto de pares ordenados
donde la primera coordenada corresponde al mimero de aciertos del primer cazador y la
segunda al nimero de aciertos del segundo cazador.
Q = {(0,0),(0, 1),(0,2), (1,0), (1, 1), (1,2),(2,0), (2, 1), (2, 2)}.

El evento
A: el primer cazador acierta més veces es

A= {(1, 0). (2, O)! (2', l)}

P(A) = 2pi(1 — pi)(1 = p)* + p3(l = p2)* + 2p2pa(1 — py).
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Ejercicio 2.17
P(AUB)= P(A)+ P(B)— P(ANB)=5/6

Ejercicio 2.18 Si son independientes.’

Ejercicio 2.19
Observe que por el teoremade la probabilidad total y dado que los eventos son indepen-
dientes,

P(A)= P(AN B)+ P(AN B).
De aqui se sigue que
P(A N BY) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B)
= P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°),
de igual manera se sigue que
P(A° N B) = P(A°)P(B),
y entonces se tiene que

P(ANBYU(A°NB)=PANB)Y+ PANB)=1/2

Ejercicio 2.20 1/8

Ejercicio 2.21
(a) »(B) =04, (b) P(B)=02, (c) P(B)=0.45

Ejercicios del capitulo 3
Ejercicio 3.1
Rx ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
La variable X esdiscreta y Ry es finita.

Ejercicio 3.2
Al menos se deben hacer 3 lanzamientos de la moneda para poder ver 3 dguilas, asi que
Rx ={3,4,5,6,7,8,...}

El recorrido es infinito numerable y la v. a. es discreta.

Ejercicio 3.3

Como el didmetro es de un metro de longitud, el radio mide 50 centimetros; entonces,
el punto donde cay6 el dardo debe estar a una distancia del censro menor que el radio,
por lo que

Rx = (0, 50)
y lav. a. es continua.
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Ejercicio 3.4

Se debe probar que F(x) es creciente, que es continua por la derecha, que el limite de
F(x) cuando x va a menos infinito es igual a cero, y que el limite de F(x) cuando x va a
infinito es igual a uno.

Ejercicio 3.5
(a) Para probar que F(x) es creciente, basta ver que se puede escribir como
Fx)=1 !
N 1+ x'

y dado que conforme x crece T%‘; decrece, entonces F(x) crece.
(b) Como X es una v. a. continua, entonces su funcién de densidad se encuentra
derivando la funcion de distribucion.

fx) = i— F(x)

(@ PASX<S)=FO) - F(1)=3-

Ejercicio 3.6
(a) Para encontrar el valor de ¢ se debe recordar que ), f(x;) = 1; entonces,

7 7

Y fO=ci=c1+243+4+5+6+7) =28 = |
i=l i=1

de donde ¢ = 1/28.

(b) La funcién de distribucién de X es

[0 parax < 1

1/28 paral <x<2
3/28 para2<x<3
6/28 para3<x<4
10/28 parad < x <5
15/28 paraS<x<6
21/28 para6<x<7
1 para4 <x <5

F(x) = 4

3

(c) Ver figura Bl

Ejercicio 3.7
En cada caso se debe probar

1) f(x)>0,
@) [%, f()dx= 1.
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.

8/28 T
6/28 T
428 T
2/28 i l ‘

1 2 3 4 5 6 7 8
1 'I: *———0
a5 T 2
S0 T ' ’

*—-0
O—)
=i + t + 4 -

FIGURA B.1 Grdficade F(x)y f(x).

(a) f(x) = e~* parax > 0, 0 en otro caso.
1 f(x)>o,
@) [, f)dx = [C e *dx = —e7*|g° = 1.
Es una funcion de distribucion.
(b) gx) = 2e~ 8 para x > 0, 0 en otro caso.
We@>o0, _
- @) [2 gdx = [T 2e7Rdx = —em |7 = 1.
Es una funcion de distribucion.
@ hx)=(1—-A)f(x)+ Ag(x)para0 < A < 1y f(x)y g(x) de los incisos anteriores.
(1) Como Ay 1 — A son positivos entonees (1 — A) f(x) + Ag(x) es mayor o igual a
cero.
()
100

/ (1 =A)f(x)+ Agx)dx = (1 — A)/ Sf(x)dx +/\/ g(x)dx =1.

—o00
—_——— ——
1 1

Es funcién de densidad.

Ejercicio 3.8
h(x) = AL fi(x) + A2 fa(x) para0 < Aj, Ay fi(x) y fao(x) funciones de densidad.
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(1) Como A, y A; son positivos entonces Ay fi(x) + Az f2(x) es mayor o igual a cero.

)

/ ALfi(x) + Ag fa(x))dx = M/ fl(I)dX'H\z/ fr(x)dx=A +A; =1
- o l _
1

h(x) es funcién de densidad.

Ejercicio 3.9
El recorrido de la variable es Ry = {—1, 0, 1}.

1 1 1
PIX—=|>D)=PX—-=210 —(X—=)>1
(| 2|_) ( 7210 ( 2)_)

—PX2150X<—05=PX=—1)= %

Ejercicio 3.10
2

R:v;scn(n), para —;<a<g,

R es una funcidn de densidad creciente en el recorrido de a, entonces
R R
sen(a) = 5——, a = arcsen bl .
v v2

Asi 42 i = 2
dR vz\/l_ngz/,A \/V«_ngz

El recorndo de R se encuentra a partir del recorridode a. —1 < {§ < 1, lo cual implica
que — % < R< i
La func10n de dcn51dad de R es

8x 8 -8
Jr() = fo(arcsen (5)>7vngxz NI

para~Y < R< Y

v-al‘

V_
g

Ejercicio 3.11
= 3(T — 32) asiT = $© + 32 yladerivada deesta funciénes & = 2
La funcién de densidad de © es

dr 9 2
0) — _ —(98/5—66.6)*/4
fe(®) fT(l(ﬁ"))dT9 _1o_ﬁe .

Ejercicio 3.12
Si X < 9implicaqueG = X,y P(G =x) = %
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Si X > 10, entonces G = 10 y
2

Pt
— 1 l &1 1
PG=10)=PX210=) =55 > =55
a=10 x=0
Asi,
1 P
£ six=1,2,3,...,9
fe(x) = ilg six> 10
0 en otro caso.
Ejercicio 3.13

A = L? en el recorrido 4.95 < L < 5.05 es una funcién creciente y, por lo tanto,
invertible; entonces
L=vVAy g% = 5&;. La funcion de densidad de A es

en otro caso.

(Vx —4.95)(5.05 — /x)/8\/x si(4.95) < x < (5.05)?
Jalx) = .

Ejercicio 3.14
Para y = (x — 1)? enelrecorridode 0 < y < 1, se liene que

Ay ={l+Vy1-Vy}

y dado que es un conjunto discreto se tiene que

1-— 1 14+ y| 1 1
fr(y) = v = + v ‘ ‘ =
2 2\/y 2 2\/y 2\/y
Ejercicio 3.15
En el recorrido de v, la funcidn € es una funcion creciente y, por lo tanto, invertible; esto
es
/ 2€ dv [ 1
V= — y — —,
m de 2em
y entonces
dv - _
8e(€) = gu(W(€)) 7 = 2m(mkT) ™ 2e!/2e™ /M.
Ejercicio 3.16
Enelrecorridodev,la funcion € es una funcién creciente y, por lo tanto, invertible; esto
es
- I3 dv - [ 1
“Vm y de  V 2em’
y entonces

D,(e) = ¢v(v(e))% = (kT)_zee“/"T_
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

Ejercicio 3.17

X1, X, y X3 determinan los nimeros que aparecen en las 3 bolas elegidas. El espacio

muestral generado al seleccionar las tres bolas sin reemplazo es

Q = {(1,2,3).(1,2,4),(1,2,5).(1,3,4),(1,3,5),
(1,4,5),(2,3,4),(2,3,5),(2,4,5).(3,4,5)}.

Entonces #() = 10

(a) Si X = min{X), X2, X3} y Y = max{X,, X2, X3}, una de las tres bolas tiene el
valor mds pequefio (X), otra tiene el valor mas grande (Y) y la tercera tiene un
valor entre X y Y, Y — X — 1 posibles valores. El nimero de casos favorables
corresponde al nimero de posibles maneras de tener fijos los valores maximo y
minimo. La funcién de densidad conjuntade X y Y es

fxr(x y)={1:l%;l' pral<x<y-2,y3<y<S
' 0

en otro caso.
El recorrido conjuntode X y Y se puede escribir en las dos formas siguientes:
Ryy ={(x,»)|3<y<S5 1<x<y-2}
={xxMN|1<x<3 x+2<x<5)
(b) La funcién de densidad marginalde X

5
- y—x—1
fx(x) = Z —
y=a+2
La suma se puede calcular ficilmente haciendo el cambio de variable i = y —x — 1,
conl <i<4—x.

4—. .
Fax) = Z%=ﬁlﬁtﬂ

parax =1, 2, 3.
La funcién de densidad marginal de Y es

iy x—1
fr(y) = §T

de igual manera que antes, se hace el cambio de variable i = y — x — 1, con
I<i<y-2.

y—2 .
2)(y-1
fin =Y &= 2=B0 =D
i=1

paray=3,4,5
(c)

3
P(XZZ):Z@—)()(S—I):2(3)+1(2) _z.

ot 20 20 5
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Ejercicios del capitulo 3

Ejereicio 3.18
El recorrido conjunto de (X, Y) se puede escribir en las dos formas siguientes:

Rxy ={(x,y)|[0<y<oo, —y<x<y}
={(x,y)| —0 < x< o0, |x| <y<oo}

(a) Las funciones de densidad

oo 2 2 —|x|

1

fx(x)=/ Y X 8x e—’dy:—-(lxl +4)e ; —00 < x < 00
Ia]

Yy 2 3,—y
fy()’)=/ yzgjlre"cb::)”:3 : 0<x <00

-y

(b) P(X >2)=e2

Ejercicio 3.19
El recorrido conjunto de (X, Y) se puede escribir en las dos formas siguientes:
Rxy = {(x, y)|0< y <00, 0<x<y}
={(xy|0<x<oo x<y< o}

fx(x) = / 2e77(1—e")dy=2¢"*(1—-¢*) x>0

y
fry) = / 2e77(1 —e™Mdx=2e(y+e 7 =-1) y>0
0

Ejercicio 3.20

(a) P(X =2)=0.30 (b) P(X 22)=0.53
(e)P(X<2,Y<2)=0.69 (d) P(X =Y)=0.30
(e) P(X>Y)=045

Ejercicio 3.21
Considere que X(,) = max{Xy, X, X3, X4, X5} y que la funcién de distribucién de X,
es

FX(,.)(x) = P(X(M) S X).

Si el maximo de los 5 valores es menor o igual que x, entonces los S valores son menores
que x.

Fx,(x)=P(X, <x, Xa<x, X3<x, Xa<x, Xs <x)
= P(X; < x)P(Xz < x)P(X3 < x)P(X4 < x)P(Xs5 < x)
= [Fx(0P

(1—e 8y

P(Xpy>4)=1—P(Xgy <4)=1—[Fx(@P1 — =
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

Ejercicio 3.22

Si X determinael momento en que un radar dejade funcionar, si X > ¢, el radar funciona
bien al menos hastael tiempo ¢. La probabilidad de que los 10 radares estén funcionando
bien al menos en el tiempo ¢ es

10 10
P(Xy>6X2>1..., X0 > 0= [[ PXi >0 =]]1 - Pxi < 1))
i=1 i=1

=(1-Fx)'°=0.5,

—t/100

entonces (1 — Fxy(1)'% =e = 0.5, de lo cual se resulta que

t = —1001n(0.5) = 69.31471.

Ejercicio 3.23
El recorrido conjunto de (X, Y) sc puede escribir en las dos formas siguientes:

Ryy ={(x, y)|0<x<2 0<y<x}
={(x,»)|0<y<2 y<x<2}

(a)
| 1 X
xX) = = d = - 2 = —p 0< <
fx(0) /oz” y= g =5 0sx<2
2 3

=y-L o<y<2
y 4

f()—/zl dy=S¢
Yy—yzx)')’—z y

(b) Noson independientes yaque fx(x) fy(y) = ’;—] (y—%)no esiguala fyy(x,y) = %xy.

Ejercicio 3.24
En el ejercicio 3.17 se encontraron las funciones de densidad conjunta y las marginales
del méximo y el minimo de este experimento. Entonces

fxr(x,4) 3-x

(x|4) = - = x=12.
Ejercicio 3.25
Como X y Y sonindependientes, se tiene que
4
fxr(x,y) = fx(x) fr(y) = 35, paraxy= L2 ...,
y entonces
> = 4 1
P(X =Y) = LX) = —_—=_.
(X=Y) §fXY(X x) leal, 5
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Ejercicios del capitulo 3

Ejercicio 3.26
Las funciones de densidad marginal de X y Y son

i ; /oo 1 _17(“-1+y1)d 1 “i‘I/m 1 _bzdy 1 _i‘l
x) = —e = e e = ——¢
X —oo 2T J V2w —oo V21

1
fr(y) = /'°° ZLZ—;(“z"'yz)dx = %e—h’/ Le—i‘ldx = Le_'b’z

[ o

oo 27 21 o0 2T V2
W
1
(a) . .
l 1¢.2 2 1.2 1,2
X, = -—-e—l(“ +y%) x ) = e 1t e 1Y
fxr(x, y) 5 y Sfx(x)fr(y Wor W,

De aqui se sigue que X y Y son variables aleatorias independientes.

(b) Si tienen la misma funcién de densidad.
(c)

2 2 1 —Llal+y?) 1 22 2 _12 2
P(X*+Y%= —e 1 T dxdy = — do | re7i" =1-e""°.
277 0 0

(s2+yt<a} 27

Se utiliz6 la scansformacién: x = rcos(0) y y = r sen(0).

Ejercicio 3.27

Sean los eventos

A: el volado cae dguila.

E;: la moneda elegida es lanimero i, (i = 1,2, ..., 10).
y la probabilidad P(A | E;) = i/10, entonces

10

10 10 .
. i1
P =) PANE)=) PA|EVPE)=) o ==
i=1 i=l i=l

Para obtener N = n se deben tener soles enlos primeros n — 1 volados, mientras que
en el volado niimero n se debe tener un dguila. Ademds, los resultados de los volados
son independientes; entonces

n—1 11
20°

POV = = (P P = (57

Ejercicio 3.28

Sean las variables U = X +Y y V = X/(X +Y); de aqui se sigue que la transformacién
inversa estd dada por: X = UV y Y = U — UV. El jacobiano de la transformacién es
—u y la funcion de densidad conjunta es

Suov(uv, u — uv)| — ul.
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B. Solucidn a los ejercicios propuestos

Ejercicio 3.29
Sea Z = min{ X, Y}, y la funcién de distribucién de Z es

PZ<2)=1-PZ>2)=1-P(X;,X2>2)=1-P(X,>2)P(X2>72)
=1-(1 - Fx(@)1 - Fy(2)) = 8e™™.

Ejercicio 3.30

Sxr(xy) = Sy

f2D=PZ=0)=PX+Y=X)=)_

x=1

11
22t 21

Ejercicios del capitulo 4

Ejercicio 4.1

(a) Rx={-4,1 5}

(b) P(X=-4)=2/6, P(X=1)=3/6, P(X=5)=1/6
(€) EX)=-4%2+1}+5;=0

(d) No, porque el valor esperado de la ganancia es cero.

Ejercicio 4.2
2.2 212
EX) = | —dx=2

4
) 2 6 3

0

Ejercicio 4.3
Si se gana en el juego, se obtiene S 000 menos los cuatro pesos que costaron los boletos;
si no se gana, se pierden cuatro pesos.

R = {—4, 4996}

4 1
P(G =4996) = = —_—
( ) 10000 2500
2499
PG = -4)= —
( ) 2500
TR 1,249 _ )
E(X) = 49965555 ~ *7500
Ejercicio 4.4
R = {-100, 300}
3
f6(=100) = 3
1
fc(300) = 2
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Ejercicios del capitulo 4

(@) E(G) = (—100)(3/4) + 300(2/4) =0
(b) En promedio, no va a ganar ni a perder, por lo tanto da lo mismo jugar o no varias
veces.

Ejercicio 4.5

Rg = {200, 300}
f6(200) = 0.3
f6(300) = 0.7

E(G) = 300(0.7) + 200(0.3) = 270.

Ejercicio 4.6
El andlisis para el primer tipo de boletos
La variable aleatoria X determina el monto del premio.
El recorrido de X es Ry = {0, 6000}.
La funci6n dc densidad es , x(0) = 9999/10 000, fx(6000) = 1/10000
El valor espcrado de X es E(X) = 6000/10000 = 3/5
La variable aleatoria G; determina el monto de la ganancia.
Elrccorridode G es Rg, = {—1, 5999}.
Gi=X-1 EG)=EX-1)=3/5-1=-2/5.
De igual manera se tienen los valores esperados de la ganancia de los otros tipos de
boletos.

E(Gy)= -5/4 y E(G;)= -19/6.
La ganancia por la compra de los 6 boletos es

G=201+Gz+‘363 y

2 5 12
EG)=2 <—§> +1 <_Z) +3 <_F> = —11.55.

Ejercicio 4.7
Rg = {—100, 300}
f(—100) = 0.8
fc(300) = 0.2

(a) E(G) = —100(0.08) + 300(0.02) = —20
(b) E(10G) = —200

Ejercicio 4.8

Sean las variables aleatorias:

N: nimero de pasajeros que suben al microbus por viaje.
C: costodel viaje por pasajero.
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

El ingreso total por viaje del microbis es / = NC, y como N y C son variables
aleatorias independientes, entonces

E(I) = E(NC) = E(N)E(C) = 50(2.80) = 140.

Ejercicio 4.9

(@ E(X)=2

(b) E(X +2)*) =864

(€) E(6X — 2(X +2)*) = 6E(X) - 2E((X + 2)®) = —160.8

Ejercicio 4.10

(a) E(X)=3

(b) E(X») =11

(¢) E(X +2)») =21

Ejercicio 4.11
@@ f-H=1/6 y [(1)=1/3
b)EXH=1/2

Ejercicio 4.12
El recorrido de la gananciaes G = 6,9, 12 y la funcién de densidad es

(130) 15
oo W)
<130) 15

(2) <8)
0/\3 7
6= —(T =15

3

1 7 7
E(G) = 121—5 +9E +61—5- =78

Ejercicio 4.13

oo b oo
E(|X—b|)=/ |x—b|f(x)dx=/ (b—x)f(x)dx+l (x = b) f(x)dx.

—00
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Ejercicios del capitulo 4

Del primer término,

b m b
/ (b — x)f(R)dx = / (b — x)f (x)dx + / (b — x)f (dx

m m

b
=0b-m)| f(x)dx+ [ (m — x)f(x)dx +/(b — x) f(x)dx

—00 —00
1/2
1 m b
=S(b-m+ / Im — x| f(x)dx + / ® — ) f(x)dx.
—00 n
De igual manera, del segundo término se llega a

/ (x = b)f(x)dx = %(m —b)+/ |m —.r]f(x)dx+/'l(x—b),’(x)dx.
b b

m

- [Pa-b)fwds

Al sumar los dos términos se tieue
oo b
BAX =)= [ m —xlfeodx -2 [ =
~—00 m

Aqui el dltimo término es mayor que cero, y E(|X — b|) es minimo cuando el segundo
término se hace cero, lo que ocurre cuando b = m.

Ejercicio 4.14
Suponga que X determina el niimero de personas que enwka al cine en undia y que Y
determina la cantidad que gasta en el cine cada persona.

Se sabe que E(X) = 1500 y E(Y) = 70, ademds X y Y son independientes, y
entonces el ingreso total / = XY tiene el valor esperado

E(I) = E(X)E(Y) = 105 000

Ejercicio 4.15
(a)E(X)—},z; EX)=1%" p= ,u.

B VX)) =5 i, VX)) = 5 Z,-zl
(c) Observe que

n 13

DX =X =X =X0X, =X Y (Xi—
i=1 i=1 i=1
0

= ix,? —Yi‘x, = ix} —nX’,
i=\ i=1 i=1
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

entonces
1 - 2
E)=—|) EXH-nEX)| =0
n—1|4~—— ~—~~—~
=1 ot+p d.,.“
Ejercicio 4.16

1. Sial menos se recibié una llamada, entonces se recibieron una o mas llamadas. Es
mas fécil calcular esta probabilidad si se ve como el complemento de no recibir
ninguna llamada.

PX>1)=1-PX=0)=1-¢3.

Fy(x) = 0 st x<0
A= 2:‘:0!—:':3. si x—1<k<x
3. EXX)=3, E(X¥) =12, V(X)=3.
Ejercicio 4.17
1. k=3

2 Fx(ny=i+%
3. P(X>1/2)=17/16y P(X € (=1/2,1/2)) =1/8
4. EX)=0, E(X})=3/5 y V(X)=3/s.

Ejercicio 4.18

1. EX)=15 y V(X)=0.75
2. E(X)=05 y V(X)=0.05
3. EX)=2 y VX)=00
Ejercicio 4.19

1. Elrecorrido de X es Ry = {0, 1, 2} y#Q = 4% = 16.
La funcién de densidad de X es

9
fx(©0)= P(X =0)= e
6
fx()=PX =1)= Y
1
fx(2)=P(X=2)= 16
2.
0 six<O0
_)9/16 si0<x<1
P =115/16 sil<x<2

16/16=1 si2<x
3. EX)=1/2 V(X)=3/8
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Ejercicio 4.20

~k=1/2;
2 EX)=a-1/3, V(X)=82/3-1/9
3-E(X —al) = ﬁ/Z.

Ejercicio 4.21

La funcién de densidad conjunta del minimo y del miximo de la muestra, Xqy =
(min{X;} y X¢) = méx{X;}, es igual a
y—x—1
n-—2

N
n
x=1,23 ..., N-n+lyy=x+n—-1x+n,....N

La covarianza de X(;) y X se calcula con ayuda del siguiente valor esperado:

fe)=PXqyy=xXpy=y)=

para

El(X0y — X1))(Xey — Xy + D] = E(X%) + E(X2,) — 2E(Xpy Xqy)
+ E(X¢y) — E(Xy),

Asi,
1
Cov(Xy, X)) = §<E(x(2,‘)) + E(X3) + E(X@y) — E(Xqy)
—E[(Xuw — X(Xoy — Xy + D] = 2E(X X 1))
Abhora se calcula

El(Xqy — X@)(Xgy — Xy + D)

N—n+l1 ()’ I—l)
=5V S penyoxe a2/

N
x=0 y=x+n—1
n

y—x+1
(N4 DN+ - Dn Niﬂ i
- (n + 1)(" + 2) x=0 y=a+n—1 (N + 2)

n+2

_(N+ )N +2)(n—Dn
B (n+ 1 +2)

Considerando que
E(X?) = V(X) + (E(X))?

y usando las expresiones de la varianza y la media del maximo y del minimo que se
encontraron durante el desarrollo del problema de los tanques, se tiene que la covarianza

321



B. Solucién a los ejercicios propuestos

es igual a
(N +1)(N —n)

Cov(X (), X)) = = (n+2)n+ 12

Ejercicio 4.22
El recomdo conjunto de X y Y se puede escribir en las dos formas siguientes:
Ryy ={(.»[0<x<1, 0<y<1—x}
={xN|0<y<], 0<x<1-y}

I—2a

Sx(x) =24x ;7" ydy = 12x(1 —x)?, para0 < x < 1.
E(X)=12 [} x%(1 — x)?dx = 2 = 2
De igual manera, se tiene que
E(Y)= [y (1 - ydy=1
E(XY)=24 [y [ x*y?dydx = %.
Finalmente
2 4
Cov(X,¥) = E(XY) = EQOE(Y) = 5 — 7= = — 7

Ejercicio 4.23
En todos los casos se van a desarrollar ambos términos de la ecuacion y se puede ver
que los resultados son iguales:

(a)
x—-1\ x(x = 1) - x!
"(n - 1) Th-DGx=1! (n=Di(x—1)
x\ nx! x!
n(n) a n'(x—1) - (n—=D'(x-=1)
(b)
n+1/N+1 B (n+ )N+ 1) N! (N
N+l<n+l)—(N+l)(n+l)!(N—n)!_n!(N—n)!—<n>
(©)
N —x (N+1—-x)(N—x) (N —-x+1)
(N+1_x)<n—1>:(n—l)!(N—x—n+1)!=(n—1)!(N—x—n+l)!
n<N+1—x>= nN+1-x)! (N -x+1)
n n(N=-x-n+1)! G-DN—=-x-n+1)!
Ejercicio 4.24

Sea X la variable que determina el nimero de la puerta que se escoge, y sea Y la variable
que determina el tiempo que tarda el prisionero en llegar a la calle.

Como el prisionero no tiene memoria, si no escoge la puerta uno, al regresar estard
en la misma situacién que al principio; entonces se tiene que

EY|X=1)=0

EY|X=2)=1+E(Y)

E(Y|X=3)=3+E(®Y)
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Asi,
E(Y)=E(E(Y|X)) =4

Ejercicio 4.25
Sean los eventos

A, —1:: Enlas primeras n — 1 selecciones se obtuvouna bolaroja y el resto azules.
B,:: Labola seleccionada en el lugar n es roja.

Sea X la variable que determina el nimero de intentos necesarios para tener la segunda
bolaroja. Asf,
X = n equivale al evento A, N B, y
fx(n) = P(X =n) = P(A,— N B,).

(a) Si la seleccién de las bolas se hace con reemplazo, los eventos A,—; y B, son
independientes y la funcién de densidad de X es:

2\ /3\"?
fx(n) = P(A,_)P(B,)=(n —1) <§> <§> .

Ya se puede obtener el valor esperado de X,

oo 2 n—=2
E(X) = Zn(n -1 (%) (%)

n=2

_ <§>2in(n -1 (;)_2

n=2

Esta suma es la segunda derivada de una suma de la forma:

ZX" = :, para |Ii <1

=l
= —2 2
Zn(n — DX = T para x| < 1.
1=2

De maneraque E(X) =S5.
(b) Silaseleccion de las bolas se hace sin reemplazo la funcion de densidad de X es:

<zo) ( 30 )
=P = 1
Sfx(n) (B, | A P(A,_) = 1/\n—-2 9

50 ) SO—~(n—=1)"
n—1

Con esta funcién de densidad se obtiene el valor esperado de X,

(20)( 30 >
32 32 . 19
B0 =3 n s = o ‘< R
n=2 n=
n—l)
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B. Solucidn a los ejercicios propuestos

Recuerde que

(20)( 30 )
32 32
Z _fx(n) _ Z 1 n—2 19

S0 Sl—n
n=2 n=2
n—-1

Para calcular E(X) se va a utilizar la técnica de encontrar una suma igual a 1 y el
hecho de que E(32 — X) = 32 — E(X).

(20)( 30 )
32
E(32—X)=Z(32—n}1 n-2) 1B

< 50 > Sl —n
n=2
n—1

<21 29
3009~ \1/\n-2) 20 30019

21 & (50) sl-n 21

n=2
n—1

La sumaesigual a 1 porque los sumandos son los valores de una funcién de densidad.
Asi, E(X) = 32 — E(32 — X), de lo que se sigue que

E(X) =4.8571
Ejercicio 4.26
SiU = X +Y, se tiene que
: Y2u —v) 3u?
U —v)dv = = , >0.
/0 Sxr(v v)dv Wy v TEE para u >
Ejercicio 4.27
(a) Paray = sen (351m) se tiene
dx
Sr) = fx(x() 7
y
T x—1 T x —1 T
] = —_— -_— 2 —— = — —_—
Sx(x(¥)) 4cos( 5 1r> 4\/1 sen ( 3 1r> 4\/1 y?
dx 2 1
dy . /1= y?
1
fr(y) = o I = I<y<1

(b) La funcidn generatriz de momentos de la variable aleatoria Y es

2 - —
My(0) = / %e’scn("'l") cos (i?l‘ﬂ) dx

0
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Ejercicios del capitulo 5

Si se hace el cambio de variable y = sen (23+7), se tiene que

1
1

My(t) = —e'd

r(® / P

-1
y dado que la funcién generatriz de momentos es una transformacién inyectiva, se

sigue que
1/2 si-1<y<],
fr(y) = { /
0 en otro caso.

Ejercicios del capitulo 5

Ejercicio 5.1
Sea X la variable aleatoria que indica el nimero de aciertos en el blanco; entonces
X ~ B(S,0.30)

La probabilidad de que al menos haya un acierto es

PX>1)=1-PX =0)=1-(0.70)° =0.83193

Ejercicio 5.2
Si la variable X se distribuye de acuerdo con una ley Bernoulli, entonces

V(X)= p(1 - p).
El valor de p que hace maxima la varianza se encuentra con el cdlculo diferencial,
d d?
—VX)=1-2 —V(X)= -2.
e (X) Py Iz (X)

Elpuntocriticode V(X)es p = 0.5, y dado que la segunda derivada es negativa en todos
los puntos, en este punto critico se alcanza el maximo.
Cuando p = 0.5, la variable aleatoria Bernoulli tienc la mayor varianza.

Ejercicio 5.3
Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de halconcitos que nacen vivos de
los 10 huevos incubados; entonces X ~ B(10, 0.25), y los resultados se pueden encontrar
en las tablas.

(a) Asi, la probabilidad de que nazcan al menos dos halconcitos es igual a:
P(X >2)=1— fx(0)— fx(1) =1 —(0.75)'° — 10(0.25)(0.75)° = 0.7560.

(b) Sea Y la variable aleatoria que determina el nimero de haconcitos machos de los
halconcitos que nacieron vivos.

Si nacen vivos x halconcitos (X = x), entonces Y|y—, ~ B(x, 0.5); y paraque haya
al menos una pareja de halconcitos, se debe cumplir:
1. El valor de X es mayor o igual a dos.
2. El valorde Y es mayor que cero y menor que x.

PI<Y<x—1|X=x)
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

La probabilidad de que al menos se tenga una pareja de halconcitos es

10 10
D PU<Y<x-lyX=x)=) PU<Y<x-1[X=x)P(X=1x)
x=2 x=2

=1+ (0.75)!% — 2(0.875)'°.

Ejercicio 5.4
Si X es la variable aleatoria que indica el nimero de intentos necesarios para tener n
éxitos, entonces el recorrido de X estd dado por

Rx={nn+1L,n+2,n+3...}.
Cuando X = k, se tiene que en las primeras k — 1 observaciones ya se obtuvieron
n — 1 éxitos y en la observacién niimero k se obtiene el éxito nimero n.

k—1
X=ky Y Xi=n—1y Xx=1,

i=1
son equivalentes.

(a) Como la suma de variables aleatorias Bernoulli es una variable binomial, se tiene
que
k=1

fxt)=PX =k)=PQ_ X, =n—DP(Xs = 1) = (:: i)p"q‘"‘-

i=1

(b) Paraencontrar la funcién generatriz de momentos de X, observe primero que

Y =% (: B i)p"q*'" = <§) 3 C - i)q‘ - 1;

k=n k=n k=n

S(o)e=(2)

k=n

entonces

Finalmente,

. n OO k—l )
Mx(t) = E(e™) = <§> Z(n_l)q*e‘

k=n

(B ) =)

(c) Para calcular la media se tiene

d 'I(p et)u
S My = 2P
dr x(0) (1 — g eyt

d
E(X) = = Mx(0) = %.
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Para calcular la varianza se tienc

d? N n(pe')'(n+qe)
ZLTMX(')_ ——-___TFZ_'(I —y -

d2
V() = 2 Mx(0) = [EQOP = ;—Z

Ejercicio 5.5

La funcién generatriz de momentos de X; es

—(l—zr)x’/zdx _ 1

= e
NeT /_m ¢ V2 /_w ¢ 1 =21,

(a) Ahora se encuentra la funcién generatriz de momentos de Y,

nl— %‘_z d

E@™) = x

My(0) = E(e") = [] Ee™) = (1 - 2712

i=1
(b) Para calcular la media se tiene

d o —(n+2)/2
o Mx(t) =n(l —21)

e Mx(O) =n.

EX) = o

Para calcular la varianza se tiene

2

d
My(t) = 1 -- —(n+4)/2
72 Mx(0) =nn +2)(1 - 21)
2

V(X) = %MX(O) — [E(X))?* = 2n.

Ejercicio 5.6
Sea X la variable aleatoria que indica el niimero de personas que padece la enfermedad
de las 100 a quienes se les aplica el anlisis.

X ~ B(100, 0.15).

Sea Y la variable aleatoria que indica el nimero de falsos positivos de los 100
andlisis. Si X = x, entonces aproximadamente el 5% de los sanos tendrd un resultado
positivo falso.

Y|x=x ~ B(100 — x,0.05)

E(Y | X = x) = (100 — x)(0.05)

E(Y) = E(E(Y | X)) = E((100 — X)0.05) = 0.05(100 — E(X)) = 85(0.05)
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Ejercicio 5.7
X ~hipergeémetrica(M =2, K =3, n=2)

()()
P(X =2) = -i =0.10

5
2
Ejercicio 5.8

X ~hipergeémetrica(M =2, K =6, n = 3)

8\ 4
3

E jercicio 5.9

X ~hipergeémetrica (M = 50, K =450, n = 5)

(450) (50)
P(X=2)= 2/ \0/ _ 4589

500
5
Ejer:icio 5.10

Sea X|\» ~ Poisson(A) (fx)alx |A) = £f;) y sea A ~ exponencial(1) (f(A) =
e~): entonces

fx(x) = / fxa(x, A)dA = / Sxa(x [ A)fa(A)dA
0 0
o 1 o0 /\‘e_“ o —(x+l)
Tl /0 x!(1/2)+ =2

Ejercicio 5.11
(a) 1/100 (b) 5/100 = 1/20.

Ejercicio 5.12

p = 0.0005yn = 10000; entonces A = 10000(0.0005) = S.
@) fx(@) =<5 =0.1755

(b) P(X>2)=1—-PX<1)=1-—e"5—5¢5=0959

Ejercicio 5.13

p=0.01 yn = 6000; entonces A = 6000(0.001) = 6.
PX>1)=1-PX=0)=1-e"%=0.9975.
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Ejercicio 5.14
La funcién generatriz de momentos de la funcién exponencial es

A
Mx() = o7

y la funcién de densidad de Y es

My(1) = (E(e™))" = <ﬁ> =1 -y

Esta es la funcién generatriz de momentos de una diswribucién gamma, M(r) =
(1—1B)~“, y los pardmetros de la funcién de distribucién gamma son: A =ny 8= 1/A.

Ejercicio 5.15
Sean X; ~ N(u, o) variables aleatorias independientes y sea ¥ = ZL[ X; entonces

My (1) = E(e”) = E(e' %) = E(e*)E(e*)E(e™®) ... E(e™") = (Mx(1)",

y considerando que la funcién ; :neratriz de momentos de la funcién normal es My (f) =
7.2
et /2 entonces

My(1) = (ept-hrzlz/Z)“ — euy:+ua’r1/2

que es la funcién generatriz de momentos de una distribucién normal con media np y
varianza no?; entonces Y ~ N(np, no?).

Ejercicio 5.16
Sean X; ~ N(p, o?) variables aleatorias independientes y sea Y = \/r_n X - w/at,
entonces

My(1) = (erz/Zu)" — nelz/Z

que es la funcién generatriz de momentos de una distribucién normal con media 0 y
varianza 1; entonces Y ~ N(O, 1).

Ejercicio 5.17
Sea X ~ U(20,25); asi, fx(x) = 1/5 para 20 < x < 25. Se alcanza el tren si se llega
antes de 23 minutos, y entonces se quiere determinar

1 [ 3
P(X < == dx = —.
(X =29 S Ja 5

Ejercicio 5.18
@2 b L © 4

Ejercicio 5.19
Sea X ~ U(0, 1), por lo que fx(x) =1 si0 < x < 1, entonces
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

(a) Y = VX, sc quierc determinar la probabilidad de que el primer decimal de Y sea
3, esto es,

P(03 <Y <04)=(03< VX <0.4)=(009< X <0.16)

0.16
= / dx =0.07
0.09

(b) Y = In(X); se quiere determinar la probabilidad de que Y sea mayor que -3,y
dado que la funcién logaritmo es creciente, se tiene que

P(=3<Y)=P(-3<InX))=Ple3<X)=1-e"3=0.9502.

Ejercicio 5.20

200
PAOO < X <200) = [ " aemige = emom _ p-m0r _ 55
100
La solucién sc encuentra resolviendo la ecuacién de segundo grado, x — x* = 0.25,
donde x = e~'%4, La solucién zs: e7'% = 1/2y A = 0.00693.

Ejercicio 5.21
Sea X ~ I'(a = 2, B = 3); entonces

9 —A/3
P(X <9) = / ”32 dx =1 - 4e~* = 0801
Q

Ejercicio 5.22
Se sabe que E(X) = aff = 10y V(X) = af8? = 50; entonces se puede verque @ = 2y

B=S5.
(a)
% xem2/5 \
P(X > 50) = / —Sz—dx = 1le7'% = 0.0005
50
(b)
10 —x/5
P(X < 10):/ o dr=1-3¢72
0 S
Ejercicio 5.23

(@) E(X)=1/A =100
(b) P(X >200) = e~2 =0.1353

Ejercicio 5.24

 (=p)' 20— =)oy —py) o)
€xp 23 a;' - zrfiy)

2w, /oo — o},

Sxy(x,y)=
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(a) Cov(X,Y) = g,y
(b)

) =
exp [_ ((,. el 4 (yz.,'f'))]

270,0y

fXY(X. y) =

oL wrp L om0,

V2wo, Vawo,

Se concluye que cuando X ~ N(p,, 02),Y ~ N(p,, o"z) y Cov(X, Y) = 0; entonces X
y Y son independientes.

Ejercicio 5.25
Sea X ~ N(25,0.15%). Las probabilidades se calculan usando la tabla de la distribucién
normal, al hacer la transformacion a una normal con media cero y varianza 1.

(a) p =25y o =0.15; la probabilidad de que el cerrojo sea bueno es

24.88 — 25 25.12 - 25
P(2488 <X <251)=P|———<Z< —————
PRl s s ety ( 0.15 sZs 0.15 )

= P(—0.8 < Z < 0.8) = 2(0.28814) = 0.57628.
La probabilidad de que el cerrojo sea defectuoso es 1 — 0.57628 = 0.42372.
(b) =26y 0o =0.15, la probabilidad de que el cerrojo sea bueno es
24.88 — 26 25.12 - 26
—  <Z<L< —
Qls ~— — Qls

= P(—7.46 < Z < —5.87) =~ 0.00000.

P(2488 < X <25.12)=P

La probabilidad de que el cerrojo sea defectuoso es aproximadamente 1.
(¢) p =255y 0 =0.15; la probabilidad de que el cerrojo sea bueno es

24.88 — 25.5 25.12 - 255
488 < X <25.12) = <Z<
P(24.88 < X <25.12) P%_Z_ﬁ

= P(—4.13< Z < -2.53)
= 0.50000 — 0.4943 = 0.0057.
La probabilidad de que el cerrojo sea defectuoso es 1 — 0.0057 = 0.9943.

Ejercicio 5.26
X ~ N(170,25). Las probabilidades se calculan usando la tabla de la distribucién
normal.
P(X>170 y X >169)  P(X > 170)
P(X > 169) ~P(X > 169)

P(X > 170 | X > 169) =

Ahora se calculan las probabilidades:
P(X > 170) = P(Z >0)=0.5
P(X > 169) = P(Z > —0.20) = 0.57926.
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B. Solucién a los ejercicios propuestos

Finalmente,
0.5

X>170| X >169) =
R 170 169 0.57926

= 0.8631.

Ejercicio 5.27
X ~ N(7.5,1). Lasprobabilidades se calculan usando la tablade la distribucién normal.

P(X >6)= P((X —17.5)/1>(6-175)/1)= P(Z > —1.5)=0.93319

Ejercicios del capitulo 6

Ejercicio 6.1
Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de tornillos defectuosos contenidos
en una caja de 250 tomillos; entonces X ~ B(250, 0.05). Se quiere determinar la
probabilidad de que haya mds de 7% de tornillos defectuosos en la caja, esto es, mds de
17.5 tornillos defectuosos.

Como n=250 ya es un nimero grande, se puede considerar la aproximacién normal;
entonces

p = 250(0.05) = 12.5

o? = 250(0.05)(0.95) = 1:.875 obien, o = 3.446

P(X > 17.5) = P(Z > 1.45) = .5 — 0.42647 = 0.07353
Ejercicio 6.2
Con n = 50 se considera que el teorema central del limite ya se cumple; entonces
X ~ N(u, a/n) = N(u, 1).
Asi,
P(|X — pu| < a) =0.90

implica que a = 1.645 y los extremos del intervalo de confianza estan dados por 305 +
1.645, de manera que el intervalo de confianza es

(303.355, 306.645).

Ejercicio 6.3
Con n = 50, se considera que el teorema central del limite ya se cumple; entonces

X ~ N(p, p(1 = p)/n).

Asi, -
X —
PP < 25 = 09s.
Vp(l = p)/n
Se tiene que resolver la desigualdad
X —
e Py
VPl - p)/n
de aqui se sigue que
(X - p)?

— T < 1.96%=3.8416
p(—p)n ‘
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lo cual da origen a la desigualdad cuadratica

X° — p(2X + 3.8416/50) + p*(1 + 3.8416/50) < 0.
Elintervalo es: (0.29936, 0.48897).
Ejercicio 6.4

Con n = 50, se considera que el teorema central del limite ya se cumple; ademads, para
la distribucién de Poisson, la media y la varianza son iguales a A, por lo que

X ~ N(A, A/n).

Entonces
X - Al
P < Zo) = 0.99;
( "n o)
el intervalo de confianza es la solucién de la desigualdad
2
— A
(X - 2 < 22,
n

de donde al resolver la ecuacién de segundo grado se encuentra que

A =ty (f’““’z'“y’ = 15.56039
Ny = TV @eaP 0 185727

Entonces, el intervalo de confianza para A es

(15.56039, 18.5727).

Ejercicio 6.5

Considerela variable aleatoria de Poissoncon pardmetro A = 3, cuyafuncionde densidad
estd dada por fx(x) = A*e~*/x! Para hacer la simulacién de obtener una observacién de
Poisson se hace una particion del intervalo [0, 1], donde cada elemento de la particién
corresponde a un posible resultado de la de Poisson. La particion se hace de acuerdo
con los valores de fx(x), como se ve en la tabla B1.

Ya que se tiene la particién del intervalo [0,1]. Se escoge un nimero de 5 cifras en
la tabla de nimeros aleatorios, se divide entre 100,000 y se observa en qué intervalo de
la particion estd. La observacién Poisson es el valor correspondiente a este intervalo.

Por ejemplo, si los digitos que se obtienen de la tabla de nimeros aleatorios son
73421, la observacion de la distribucién de Poisson es 4, porque 0.73421 estd en el
intervalo (0.64723, 0.81526).

Ejercicio 6.6
En latablade nimeros aleatorios se escoge un solo digito por observacion. La asignacion
de los nimeros con las bolas se hace de acuerdo con la tabla B.2:

Se eligen 4 digitos de la tabla de nimeros aleatorios y se hace la asociacién con el
color de las bolas, de acuerdo con la tabla B.2.
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TABLA B.1 Particidn de acuerdo a la distribucion de Poisson.

Valor de la Funcién de | Funcién de | Parte del intervalo [0,1]
variable de Poisson | densidad | distribucion | correspondiente al valor
X Sx(x) Fx(x) de la variable X
0 0.04978 0.04978 [0.00000, 0.04978]
1 0.14936 0.19915 (0.04978, 0.19915]
2 0.22404 0.42319 (0.19915, 0.42319]
3 0.22404 0.64723 (0.42319, 0.64723]
4 0.16803 0.81526 (0.64723,0.81526)
S 0.10082 0.91608 (0.81526, 0.91608]
6 0.05041 0.96649 (0.91608, 0.96649]
7 0.02160 0.98809 (0.96649, 0.98809]
8 0.00810 0.99619 (0.98809, 0.99619]
9 0.00270 0.99889 (0.99619, 0.99889]
10 0.00081 0.99970 (0.99889, 0.99970]
11 0.00022 0.99992 (0.99970, 0.99992)
12 0.00006 0.99998 (0.99992, 0.99998]
TABLA B.2
Colorde las bolas | Numero asignado
roja 0,1,2
negras 3,4,56,7,8,9

Ejercicio 6.7
En la tabla de niimeros aleatorios se eligen series de cuatro digitos, y para hacer la
asociacién con los resultados de la binomial se utilizan los resultados de la tabla de la
distribucién binomial del apéndice A, paran = 10 y p = 0.40.

Por ejemplo, si el nimero seleccionado es 1048, el valor de X es 2 porque 0.1048
estien el intervalo (0.0464, 0.1673); y si el nimero seleccionado es 0150; el valor de X
es 1 por una razén semejante.

Ejercicio 6.8
En este caso se debe encontrar la funcién inversa de la distribucién de probabilidades y
aplicar el teorema 6.2.1.

fx(x)=3e > parax >0

Fx(x)=1—e > parax >0

La funcion inversa de Fx(x)es h(u) = —In(1 — u)/3.
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TaBLA B.3
Valordela Funcién de |[Intervalo de asignacion
variable binomial Idislribuci(')n del nimero de la tabla
X | Fx(x)
0 0.0060 [0001, 0060]
1 0.0464 (0060, 0464]
2 0.1673 (0464, 1673]
3 0.3823 (1673, 3823]
4 0.6331 (3823, 6331]
S 0.8338 (6331, 8338]
6 0.9452 (8338, 9452]
7 0.9877 (9452, 9877]
8 0.9983 (9877, 9983]
9 0.9999 (9983, 9999]
\ 10 1,0000 0000
Entonces, si V ~ (0, 1), X = —In(1—V)/3 se distribuye como una variable aleatoria

exponencial con A = 3.
Ahora, se elige una serie de cinco digitos en la tabla de nimeros aleatorios y se le
agrega el punto decimal; la asociacion se hace de acuerdo con la tabla B.3.:

TaBLA B.4

Nimero elegido v 10480 || 15011 || 81647
nimero entre 100,000 |lu = v/100, 000 [}0.10480 (|0.15011 |{0.81647
Variable exponencial flx = —In(l — u)||0.03690 |{0.05421 || 0.5651

Ejercicio 6.9
Elija una serie de cuatro digitos en la tabla de nimeros aleatorios; la asignacién se hace
de acuerdo con la siguiente tabla:

Nimero de pigina | Numeros asignados ]
1 0001 I‘2001 4001 ({6001 {[8001 ||
2 0002 {12002 |}4002 16002 {8002
: N (| I N S|
1999 1999 |'3999 5999 (7999 (9999 |
2000 2000 14000 |]6000 |{8000 (|0000 |,
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Ejercicio 6.10
¥ = a + bX; considere ahora que se calcula larectaen el valor X =X,

Y =a+bX=Y-bX)+bXx="7.
Con esto se prueba que el punto (X, ¥) estd sobre larecta ¥ = a + bX.

Ejercicio 6.11
(@

; i (Xi = XY, — 7)) ( " (X; =Y, >
V)=V = -V 2/
Y ( Zia X = X7 T (Xi — X
_TLK =XV LG =X, g
(Si:l(xf —X)2)? (i (Xi = X))* S (Xi —X)2

(b)
A "1 X =X)Y )
|4 =V S Y,
(a) (; <n zi:l(xi _X) >
wi(l _ X 0¥ )2_ PTL X
o a\n YLD T L (X - X2
Ejercicio 6.12

(a) ¥ =0.5644X + 5.8889.
(b) ¥(50) = 0.5644(50) + 5.8889 — 34.1089.

Ejercicio 6.13
(a) ¥ =3.2208X + 343.71.
(b) Y(50) = 3.2208(50) + 343.71 = 504.75.

Ejercicio 6.14
Si se tienen N dtomos y X de ellos estin apuntando hacia arriba, el momento magnético
total neto es igual a E(Xp — (N — X)pn). Como X ~ B(N, 0.5), el momento magnético
total neto es

E(Xp — (N - X)p) = EQXp — Np) = 0.

Ejercicio 6.15
Como N = 8, X ~ B(8,0.5) y se quiere encontrar la probabilidad de que 2X — 8 = —4;
entonces
P2X —8 = —4) = P(X = 2) = 0.1445 — 0.0352 = 0.1132.
Ejercicio 6.16

Se tiene que N = 20y X ~ B(20, 0.3); entonces
P2X —20=8)= P(X = 14) = 1 — 0.9997 = 0.0003.
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Introduccion a la probabilidadtiene la virtud de presentar esta materia como una herramienta util para resolver un
sinnimero de problemas comunes en las dreas de ciencias basicas e ingenieria, y en general en cualquier area en la
que se aplique la probabilidad. Con un lenguaje sencillo se plantean problemas practicos con los cuales se va
desarrollando la teoria hasta llegar a la presentacion de los conceptos tedricos formales. Al resolver los ejercicios
del capitulo introductorio el estudiante estard en condiciones de continuar exitosamente el estudio de la materia,
ademds de que a lo largo del texto se introduce al lector de manera natural en el estudio de la probabilidad.

A grandes rasgos, el texto trata los siguientes temas: conceptos basicos de la probabilidad, probabilidad condicional
e independencia estadistica, variables aleatorias y funciones de distribucion, esperanza matematicay algunos temas
relacionados con la teoria de la inferencia estadistica, como son la estimacion por minimos cuadrados y el teorema
central del limite. Al terminar su lectura el lector estara en condiciones de aplicar los conocimientos adquiridos en
la solucién de problemas propios de la fisica, la quimica, la ingenieria, etc., o bien podra profundizar en sus
conocimientos de probabilidad o de inferencia estadistica.

Introduccion a la probabilidad es un libro autosuficiente, ya que contiene la solucién detallada de todos los
ejercicios propuestos.

Por todo lo anterior, tenemos la conviccidn de que este texto sera util a cualquier persona que requiera de los
conocimientos de la probabilidad en su desarrollo profesional.
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