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Introduccion

todos los nombres son un solo nombre
todos los rostros son un solo rostro
0. Paz

What is in a name? That which we call a rose
By any other word would smell as sweet
W. Shakespeare

La Teoria de Funciones Algebraicas de una Variable Compleja, como
el Analisis Complejo en general, se encuentra en forma privilegiada en la
interseccion de las principales ramas de la Matematica: Es, por supuesto,
Geometria y Analisis, pero también es Algebra y Aritmética y ha servido
de inspiracion a muchas otras areas de nuestra ciencia.

Surgida el siglo pasado al tratar de explicar una de las tantas confusiones
en la caracterizacion del concepto de funcidn, en especial el problema de
la extensién de una funcion dada a un mayor dominio (la continuacién
analitica de una funcién), gracias a la penetracion de Riemann, pronto se
encontro en la corriente principal de la Matematica.

En este libro encontraremos algunas de las formas en que se presentan
los objetos asociados a las funciones algebraicas, las superficies de Rie-
mann compactas: (i) como objetos analitico-geométricos, i.e., variedades
complejas de dimension uno; (i1) como objetos topoldgico-geométricos, i.e.,
como espacios cubrientes de la recta proyectiva compleja ; (iii) como obje-
tos aritmético-geométricos, 1.e., como eztensiones de grado de trascendencia
uno del campo de los nimeros complejos.

J.L. Borges escribia alguna vez que el Coran deberia, en efecto, ser un
libro escrito por drabes ya que en él no se encuentran mencionados los ca-
mellos. Este libro es, en efecto, un texto de curvas algebraicas complejas
atin cuando éstas no se encuentran mencionadas explicitamente, y de al-
guna manera perderemos esa presentacion, importante, de las superficies
de Riemann compactas.

Al considerar superficies de Riemann compactas, probaremos dos de los
resultados de la Teoria de Funciones del siglo XIX que ameritan inmorta-
lidad, a saber, el Teorema de Riemann-Roch y el Teorema de Abel-Jacobi.
Después, con el Teorema de Dualidad de Serre, empezaria propiamente el
analisis profundo de las superficies de Riemann compactas, y aqui presen-
taremos tan sdlo algunas consecuencias geométricas de los teoremas arriba
mencionados, apenas esbozando la riqueza de esta teoria.



El cardcter introductorio de este libro nos permite tan solo dar un pa-
norama de los resultados cldsicos desarrollados por los matematicos de la
segunda mitad del siglo pasado, principalmente Riemann, Abel, Jacobi y
Weierstrass, pero usando el enfoque moderno de la cohomologia de gavillas
introducido por Serre, Grothendieck y otros matematicos de nuestro siglo,
que ha aclarado muchas de las ideas involucradas en este campo y dreas
afines, permitiendo un punto de vista unificador, no sélo para ir de una
a varias variables complejas, sino también incluyendo, ademas del campo
complejo, otros campos no necesariamente algebraicamente cerrados de tal
forma que se pueda hacer aritmética, uno de los requerimientos impuestos
por Weil para fundamentar la Geometria Algebraica, de la cual este texto
puede considerarse una introduccion a una de sus partes clasicas. Hemos
dejado fuera muchos otros temas clasicos importantes, que la falta de espa-
cio nos ha impedido considerar: variedades Jacobianas, divisores theta, el
Teorema de Torelli, el Teorema de de Franchis, y otros mas, ameritan un
libro mucho mayor que éste.

Para un panorama mas completo del contenido de este libro se sugiere
consultar el indice del mismo. Cada capitulo contiene una introduccion
donde se detallan las ideas a desarrollar.



Capitulo 1

Superficies de Riemann

En este capitulo comenzamos el estudio de las superficies de Riemann como
variedades complejas de dimension uno. Este punto de vista es facilmente
generalizable a variedades holomorfas de dimension superior, y muchas de
las propiedades que obtendremos seran también validas en ese contexto.

Se introducen los conceptos de funciones holomorfas en una superficie
de Riemann y de aplicaciones holomorfas entre superficies de Riemann. Se
obtienen generalizaciones del Teorema de las Singularidades Removibles
de Riemann, Teorema de la Identidad, Teorema de la Funcién Abierta,
Teorema del Médulo Maximo y el Teorema de Liouville.

Uno de los resultades importantes en este contexto es el teorema que
caracteriza la conducta local de las aplicaciones holomorfas entre superfi-
cies de Riemann como funciones esencialmente de la forma F(z) = z* con
k > 1 un entero. Se introduce entonces el concepto de ramificacién, de
importancia capital en el desarrollo subsecuente de la teoria.

Finalmente, se estudian las funciones meromorfas en una superficie
de Riemann, interpretandolas como aplicaciones holomorfas en la esfera de
Riemann.

Se supone cierta familiaridad con conceptos topoldgicos basicos, en par-
ticular nuestras variedades son espacios topoldgicos Hausdorff con una base
numerable de su topologia.

Asumiremos conocidos los resultados basicos del analisis complejo de
una variable. Las referencias [Conway] y [Ahlfors] son mas que suficientes.
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1.1 Variedades holomorfas

Recordemos que una variedad topoldgica de dimension n, o n-variedad, es
un espacio topoldgico X Hausdorff con una base numerable de su topologia
tal que todo punto p € X tiene una vecindad abierta que es homeomorfa a
un abierto de R" :

X

I
OV

Llamaremos cartas coordenadas de X a los pares (U,z) con U C X
abiertoy z : U — V un homeomorfismo en V, un abierto de R®. Un atlas
en X es una familia A = {U,, z,} de cartas coordenadas que cubren a X.

Nosotros estaremos interesados en variedades de dimensién 2, y pensa-
remos a las cartas coordenadas con dominio en C mas que en R?.

Definicién 1.1 Sea X una 2-variedad. Consideremos las cartas coordena-
das z, : U C X =V, CC
(i) Si U NUs # @ para dos cartas de X, a las funciones:

2ap = 25023 " : 24(Ua NUp) — 25(Ua N Up)

se les llama funciones de transicién o cambios de coordenadas:

A@=19s
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(i1) Un atlas A = {(Ua,za)}aer en X se llama un atlas kolomorfo o
complejo si todas sus funciones de transicién son funciones holomorfas (de
hecho, son biholomorfas).

(iii) Dos atlas complejos A = {(Ua, 2o)}r y A" = {(Vp, ws)}r’ en X se
llaman equivalentes si siempre que U, NVp # B los cambios de coordenadas

zc,ow/;1 y wg oz;1 son holomorfos. En otras palabras, las funciones zc,,owEl
1

son biholomorfas con inversas wgoz;".
Lema 1.2 La relacion anterior entre atlas complejos sobre X es de hecho
una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION: Reflexividad y simetria son faciles.

Transitividad: Sean A = {Ua,2a}, A" = {Ug, 25} y A" = {UY, 2},
atlas complejos en X tales que A~ A’y A'~ A" .

Supongamos que U, N UY # 0, queremos mostrar que z, o (z.’y’)‘l es
holomorfa en cada punto z(p) con p € Us NUY'.

Ahora, como A’ es un atlas de X, existe una carta (U',z:,) tal que
P € Us. Entonces p € Us NUg N U, que es abierto, y asi existe una
vecindad abierta de z(p) tal que restringiendo las funciones a esa vecindad
W se tiene que:

ta o (al) Y = (a4 o) YY) 6.(af 0 (3T))

y come por hipotesis las dos funciones entre paréntesis de la derecha son
holomorfas, la funcion de la izquierda también lo es. Q.E.D.

Observaciones: (1) Si dos atlas complejos A y A’ en X son equivalentes, su
unidn AUA’ es un atlas complejoen X ya que por definicién de equivalencia
los cambios de coordenadas entre cartas de A y cartas de A’ también son
holomorfos. Obsérvese que la uniéon AUA’ tiene mas funciones de transicion
que la unién de los conjuntos de cambios de coordenadas de A y de A’
respectivamente, ya que ademas de estos cambios, también contiene a los
cambios asociados a las intersecciones no vacias U, NU}.

(2) Claramente A ~ (AUA’) ~ A’ y asi la unién de dos atlas equivalentes
es de nuevo un atlas en la misma clase de equivalencia.

(3) Podemos definir una relacidn de orden parcial entre atlas complejos
equivalentes como sigue:

A<A & ACA y A~A

Como ~ es de equivalencia, se tiene claramente que:
(i)A<A
(MA<AyA<A=x> A=A
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(M A<A yA <A = A< A

(4) Como la unién de atlas complejos equivalentes es de nuevo un atlas
complejo en la misma clase de equivalencia, entonces cada clase de equiva-
lencia de atlas complejos contiene un unico atlas mdzimo con respecto a la
relacion de orden definida arriba.

Explicitamente, si A = {(Uq, 24)} €s un atlas complejo en X, el atlas
maximo A* equivalente a A esta dado por: A* = {(U, z) carta compleja en

X :z02;'y 2z, 027! son holomorfas para toda z, € A}.

Definicién 1.3 Una superficite de Riemann es una pareja (X, L) donde X
es una 2-variedad coneza y ¥ es una clase de equivalencia de atlas complejos
en X. A X se le llama una estructura compleja en X. Usualmente escribi-
remos X en lugar de (X, ), si la estructura compleja T se sobreentiende.

Observaciones: (1) Como por la observacién (4) después de (1.2) toda
clase de equivalencia ¥ contiene un atlas maximo A*, especificar la es-
tructura compleja ¥ en X es dar este atlas maximo A*, y asi : X =
(X,Z) = (X,A"). También, por la misma observacién (1.3)(4), cada atlas
complejo A esta contenido en un unico atlas maximo A*, asi que al defi-
nir una superficie de Riemann basta dar un atlas complejo A en X, i.e.,
X =(X,Z)=(X,A") = (X, A).

(2) Mas adelante, veremos ejemplos de superficies de Riemann donde la
variedad topoldgica X esta fija y lo que cambia es la estructura compleja.

Nétese que esto es totalmente diferente con lo que sucede si en lugar de
estructuras complejas estuviéramos considerando estructuras diferenciales,
i.e., si hubiéramos requerido que los cambios de coordenadas del atlas fueran
diferenciales de clase C* en R? en lugar de holomorfos, porque en este caso,
por un resultado de Munkres (Ann. of Math. 72 (1960), 521-554) existe una
unica estructura diferencial en una 2-variedad (lo cual no es cierto para
variedades diferenciales de dimensién n > 3).

A continuacién veremos algunos ejemplos de superficies de Riemann.
Por la observacidn (1) de arriba, en los ejemplos basta dar un atlas complejo
en la superficie.

Ejemplo I: El Plano Complejo: Este es por supuesto el ejemplo mas

sencillo de una superficie de Riemann. Su estructura compleja esta dada
por el atlas A = {(C,id)}.

Ejemplo 2: Regiones: Cualquier abierto conezo U de C es también una
superficie de Riemann, con atlas complejo la restriccion del atlas del ejemplo
previo.
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En general, si (X, A) es una superficie de Riemanny Y C X es una
region, i.e., un abierto conexo de X, entonces Y es una superficie de Rie-
mann de forma natural: Su atlas es Ay = {(U,z)} con (U,z) e AyUCY.

Ejemplo 3: La Esfera de Riemann o Linea Proyectiva Compleja:
De las 2-variedades compactas, la 2-esfera

S? = {(z1,72,23) €R® : 2} + 25 + 25 = 1}

es, sin duda, la mas sencilla. Esta superficie, que es claramente conexa,
tiene una estructura compleja dada como sigue: Sean N y S los polos
norte y sur de la esfera S?. Consideremos los abiertos U; = S? — N y
U, = S? — S, y obsérvese que cubren la esfera. Las cartas correspondientes
estan definidas como sigue:

ZIIU]—'C

es la proyeccion estereografica desde el polo norte.

Asi 2; es un homeomorfismo cuya inversa zl_l :C — S? — N, esta dada
como sigue: Identifiquemos a C con el plano XY, sea pues w = z + iy =
(z,y,0) € C. Entonces, z; '(w) = punto de interseccién de la recta que pasa
por z = (z,y,0) y el polo norte N = (0,0,1), con la esfera S2. Obsérvese
que z1(S) =0€ C.

La otra carta

29=U; = C

esta dada por:
_J Y=alp) sip# N
22(P) "{ 0 sip=N
Nétese que como p # S entonces z;(p) # 0 y asi 27(p) estd bien definida.
Claramente z; es biyectiva, y es un ejercicio probar que en efecto es un
homeomorfismo.
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Finalmente, los iinicos cambios de coordenadas son de la forma:
e =1,
212 :=2202; . 21 (U NUy) — z2(Uy NU2)

donde Uy NU, = S? —{N,S}y z;(U;NU2) = C — {0} ya que z;(S) =0y
z(N) =0, asi para todo w € C— {0} se tiene:

212(w) = 22 (27 ' (w)) = 1/z1 (37 ' (w)) = 1/w

es claro entonces que zj2(w) = 1/w es holomorfa en C — {0}, de hecho, es
una inversidn y asi manda el interior de un disco alrededor del 0 € C al
exterior de dicho disco.

Uno podria preguntarse por qué en lugar de usar la carta (U,, z2) an-
terior que es poco “natural”, no usamos la proyeccién estereogréfica desde
el polo sur. La respuesta es sencilla: Si escribimos explicitamente esta
proyeccion estereografica, el cambio de coordenadas z;5 estaria ahora dado
por

z

T2 Tz - 2
z°+y z°+y

212(w) = 1w =

si w= 1z + iy # 0, que es claramente diferenciable pero no holomorfo.

Es importante notar que la esfera de Riemann (S?, ¥) definida anterior-
mente es de hecho el espacio proyectivo complejo de dimension uno: Pé,
del cual recordamos a continuacién su definicién:

Sea C2 = C x C y consideremos el subespacio C> — (0,0). El grupo
multiplicativo C* = C — {0} opera sobre C?> — {(0,0)} como sigue: Si
weC*y (Co,¢1) € C?— {(0,0)}, entonces w((o, (1) = (wlo, w(y).

Se define P! = P¢ := C2—{(0,0)}/C" comoel espacio cociente o espacio
de érbitas de la accién de C* en C? — {(0,0)}.

Cada punto de C2—{(0,0)} determina una recta en C?, a saber, larecta
que pasa por ese punto y el origen de C2:

T ¢

=2C

ol
:

y la accién de C* manda puntos de la recta £ a puntos en la misma recta.
Asi, los puntos de ]P’é son las rectas de C? que pasan por el origen.
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A los puntos de Pg los denotaremos por [(o,(;], y a las coordenadas
(€0,¢1) # (0,0) de un representante del punto [(o, ()] se les llamara coor-
denadas homogéneas del punto en cuestidn. Asi, por definicién (¢§,¢]) €
(€0, ¢1) si y sdlo si existe 0 # w € C tal que w({o, (1) = (¢o,¢1)-

Una estructura compleja en la linea proyectiva compleja esta dada como
sigue: se tiene una cubierta abierta de P¢ dada por:

Wo = {[¢0,¢1) : Co #0, o, C1 €C}

Wi = {0, 1) : G #0, ¢, QL EC}

Si ahora definimos yo : Wo — C por %[{0,$1) = C1/Coy %1 : W = C
como ¥1[Co,¢1) := Co/(1, claramente Yo y ) son funciones bien definidas,
i.e. no dependen de los representantes de [(o,(;] elegidos, mas aiin, son
trivialmente suprayectivas, y son inyectivas ya que, por ejemplo, si (1/¢o =
¢1/<o, entonces (1¢h = (1o, y como (o,{y # 0, entonces A = (o/(y €
C*. Se sigue que Ay = Co ¥y A1 = (Co/C¢o)¢t = (€1€0)/¢h = ¢, es decir,
’\(C(I)rci) = (COaCl)v ie., [Ct’)’d] = [CO)CI]'

Mas ain, es un ejercicio sencillo probar que ¥ y %; son homeomorfis-
mos, y asi P! es una 2-variedad, y como Wy y W, son conexos con inter-
seccién no vacia, entonces P! es conexa.

Nétese que $o(WoNW;) = C— {0} = ¢ (WoNW;) y los dnicos cambios
de coordenadas son de la forma:

Y1o(w) = ¥y oy H(w/1) = (1, w] = 1/w

para w = w/l # 0 en C. Y asi observamos que son las mismas funciones
de transicién que para la esfera de Riemann.
Un tercer punto de vista es el sifuiente: Consideremos el conjunto

Coo := CU {0}

Se define una topologia, en este conjunto, tomando los abiertos usuales
U C C y como vecindades del oo los conjuntos

Voo = {z€C:|z] > 1}U{oo}
Se tiene un homeomorfismo h : Coo — S? dado por

ey { T it

donde ¢! : C — S? — {N} es la inversa de la proyeccion estereografica.
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Un atlas complejo en Co, esta dado por: U, = C, ¢ : Uy = C la
funcién identidad, U, := (C— {0})U{oo} = Coo — {0}, y %2 : U2 — C dada

por
_J 1z siz#oo
¥a(2) ‘_{ 0 812 =00
Los cambios de coordenadas son de la forma
vroy;':C— {0} — C- {0}

¥ o z/;z'l(z) = ¢,(1/z) = 1/z, y observamos también, que son las mismas
funciones de transicién que para la esfera de Riemann.

Ejemplo 40 Los Toros: De las superficies compactas, después de la esfera
la mas simple es un toro, una superficie de género uno. Recordemos que,
topolégicamente, el toro es S! x S':

Aqui recordaremos la construccién del toro como un espacio cociente y
para esto necesitamos los siguientes conceptos:

(1) Reticulas: Sean w;, w; € C dos complejos linealmente independien-
tes sobre R. Asi, w; ¥y w; no son cero y w;/w; ¢ R. El conjunto:

A=Z - w+Z wy = {aw) +bwy : a,b€Z} CC

es un subgrupo aditivo discreto de C de rango mdximo, al que llamamos
una reticula:
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(i1) Considetemos ahora al grupo cociente C/A y al epimorfismo canénico
7 :C — C/A. Al cociente C/A le damosla topologia cociente,i.e.,U C C/A
es abierto si y s6lo si #7!(U) es abierto en la topologia usual de C. Con esta
topologia, y por definicién, 7 es continua, y claramente C/A es Hausdorff.
También, como = es suprayectiva y C es conexo, entonces C/A es conexo.

Mais alin, es claro que C/A = 7(R) donde R C C es el paralelogramo
fundamental R := {A; -w; + Ay - wy : A1, A2 € [0,1]} (véase el area som-
breada en la figura anterior), y asi como este rectangulo es compacto y =
es continua entonces C/A también es compacto.

Una ultima observacion: 7 es una funcién abierta. En efecto, si V C C
es abierto queremos probar que m (V) es abierto, i.e., queremos probar que
V := 7= (x(V)) C C es abierto. Ahora como

V = 7 '(n(V))={weC: w+Aen(V)}
{weC: w+A=v+ Aconalginv e V}
{weC:w—-v€EAconveV}
{weC:w=v+vconveV y ve€A)

= Jw+v)cc
u€A

Y como V' C C es abierto, entonces cada conjunto v + V también es
abierto y asi también V es abierto.

(iii) El toro S* x S! y el grupo cociente C/A.

Sea S! = {z € C : |z| = 1} el circulo unitario en C. Se tiene una funcién
F : C/A — S' x S! definida como sigue: F(a - w; + b - wp + A) :=
(exp(2mia),exp(27ib)) donde a,b € R. Obsérvese que F esta bien de-
finida ya que si a - w; +b-w2+ A = a’ - w, +b - w2 + A entonces
a—a',b—V € Zy asi exp(27mi(a —a')) = 1 = exp (27i(b — b’)); se sigue
que exp(2ria) = exp(2wia’) y exp(27ib) = exp(2mb’).

También, |exp(2nia)| = 1 = |exp(27ib)|, i.e. (exp(27ia),exp(2nrib)) €
S! x S!. Es un ejercicio sencillo ver que F es un homeomorfismo.

(iv) Una estructura compleja en el toro C/A estd dada como sigue: Con-
sideremos abiertos V C C que no contengan puntos equivalentes médulo el
subgrupo A (por ejemplo, podemos tomar como V al interior del rectangulo
fundamental o al interior de los rectangulos trasladados, etc.) Nétese que
los abiertos con esta propiedad todavia cubren a C.

Como 7 es abierta, los conjuntos U := w(V) C C/A son abiertos y
claramente cubren al toro C/A.

Mas ain, 7 |y: V C C — U C C/A es biyectiva ya que es supra-
yectiva por definiciéon de U = = (V), y es inyectiva ya que los conjuntos



10 Capitulo 1. Superficies de Riemann

V no contienen puntos congruentes médulo A. Asi como 7 es continua
y abierta, entonces su restriccion a V es un homeomorfismo para todo
tal conjunto V. Sea ¢ : U C C/A — V C C la inversa de 7 |y. Sea
A={(U,¢) : U=m(V),con V como antes}. Entonces A es un atlas com-
plejo en el toro C/A ya que si (Uq, ¢a), (Us,ds) € A son dos cartas con
UaNUpg # 0, entonces el cambio de coordenadas

bap = b 095" : $a(Ua NUp) — ¢5(Ua N Up)

estd dado como sigue: si z € ¢o(Us NUp) como ¢3! = 7 |v, y ¢p =
-1 _

(7 lv,) ", entonces 7 (éap(2)) = 7 (8p085'(2)) = 7(8p(n(2))) = n(2)

y asi ¢ap(z) — 2 € A, y como A es discrelo y ¢qp(z) — z es constante

en cada componente conexa del abierto ¢o(Us NUp) C C, i.e., dap(z) =

z+constante en cada componente conexa y asi @op es claramente holomorfa.
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1.2 Aplicaciones holomorfas

Regresando a la observacién (2) después de (1.3), podriamos preguntarnos
si las estructuras complejas en los ejemplos anteriores son o no tunicas.
Primero, por supuesto, tenemos que aclarar lo que queremos decir con
inicas, i.e., queremos poder diferenciar entre estructuras complejas en una
2-variedad X, i.e., queremos poder clasificar las superficies de Riemann y
asi necesitamos criterios y conceptos de clasificacién. Esto es parte de lo
que haremos a continuacion.

Por supuesto, lo que queremos es que nuestros morfismos preserven la
estructura compleja de las superficies de Riemann involucradas, y esta es-
tructura esta en la condicién de que los cambios de coordenadas respectivos
sean holomorfos. La definicion formal es la siguiente:

Definicién 1.4 Sean X y Y superficies de Riemann. Una aplicacién ho-
lomorfaentre X y Y es una funcién continua f : X — Y tal que para cada
punto p € X y para cualesquiera cartas (U, ¢) alrededor de p € X y (V, %)
alrededor de f(p) € Y, la funcién

pofop i (UNSH(V)) = 9(V)

es holomorfa en el sentido usual, i.e., como funcién de C en C:

Una aplicacién holomorfa f : X — Y entre superficies de Riemann se
llama un isomorfismo si es biyectiva y su inversa también es una aplicacion
holomorfa. Dos superficies de Riemann se llaman isomorfas si existe un
isomorfismo entre ellas.

Dada una funcién continua f : X — Y entre superficies de Riemann, la
propiedad de ser holomorfa es independiente de la eleccion de las cartas
coordenadas de las estructuras complejas de X y Y. Asi la verificacion
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de la condicién para que f : X — Y sea holomorfa no tiene que hacerse
para los atlas maximos de X y Y sino sdlo para atlas cualesquiera de las
estructuras complejasde X y Y.

Lema 1.5 (1) Si X es una superficie de Riemann arbitraria, la identidad
1x : X = X es holomorfa.

(2) Si X, Y, Z son superficies de Riemanny f : X - Y, g:Y — Z son
holomorfas, entonces la composicion go f: X — Z también es holomorfa.

DEMOSTRACION: (1) es trivial. (2): Sean (U,¢), (V,¥), (W,p) cartas
coordenadas en X, Y, Z respectivamente, tales que f(U) C Vyg(V)C W.
Entonces claramente

po(gf)od=" = (pgy~")o(vfé™")

y como cada paréntesis de la derecha es por hipotesis holomorfo, entonces
la composicion es holomorfa (como funciones de abiertos de C). Q.E.D.

Definicién 1.6 Sea X una superficie de Riemann. Una funcidn holomorfa
en X es una aplicacion holomorfa f : X — C considerando a C como
una superficie de Riemann. Explicitamente: f : X — C es una funcién
holomorfa si para todo punto p € X y cualquier carta (U, z) alrededor de
p, la funcién foz!:z(U) — C, es holomorfa en el sentido usual.

Observaciones: Si X es una superficie de Riemanny U C X es un abierto,
entonces:

(1) La suma de funciones (definida puntualmente en el codominio C) de
funciones holomorfas en U también es holomorfa.

(i1) El producto de funciones holomorfas en U es liolomorfo.

(iii) Las funciones constantes en U también son holomorfas.

Asi el conjunto de funciones holomorfasde U en C es un anillo, al que se
denota por O(U), y contiene un subanillo isomorfo a C (las funciones cons-
tantes en U). Al anillo O(U) se le llama el anillo de funciones holomorfas
en U.

(iv) Toda carta (U,z2), z : U — C, en X es una funcién holomorfa en
U, ya que si (V, ) es cualquier carta de X y UNV # @, la composicién
zoy~ ! : p(UNV) — C es un cambio de coordenadas en X y por lo tanto
holomorfa.

A la funcién holomorfa z de una carta (U,z) de X se le suele llamar
también una coordenada local de los puntos p € U C X. En este contexto
y abusando de la notacion y el lenguage pensamos a la coordenada local z
como una variable (local) en p€ U.
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Si primero hubiéramos definido el concepto de funcién holomorfa en
una superficie de Riemann de manera analoga a la definicién de aplicacién
holomorfa entre superficies de Riemann (1.4), podriamos de hecho recuperar
la nocion de aplicacion holomorfa usando los anillos de funciones holomorfas
en X y Y respectivamente de la forma siguiente:

Observemos ahora que si X, Y son superficies de Riemanny f: X — Y
una funcidn continua, entonces para cualquier V C Y abierto, se tiene que
f~Y(V) C X también es un abierto y consecuentemente tiene sentido el
considerar los anillos O (f~!(V)) y O(V) y preguntarnos por la relacién
entre estos. También, si ¢ : V — C es una funcién holomorfa, entonces

(@) =¢of: f{(V)=C

es una funcién continua ya que f y ¢ lo son. Mas aiin, si f es un aplicacién
holomorfa, entonces f*(¢) = ¢ o f también lo es, por {1.5)(2). Hemnos
probado asi que una aplicacién holomorfa f : X — Y induce, para todo
abierto V C Y, una funcién f* : O(V) — O (f~!(V)) definida por f*(¢) =
¢ o f. Es muy sencillo probar que f* es un morfismo de anillos.

Proposicién 1.7 Sea f : X — Y una funcidn continua enire superficies
de Riemann, entonces:

(1) f: X =Y es una aplicacion holomorfa si y sélo si para todo abierto
V CY se tiene que f* (O(V)) CO(f~1(V)).

(2) Sig : Y — Z es otra aplicacion holomorfa entre superficies de
Riemann y W C Z es un abierto, entonces:

(9o f) =f"og" :0O(W)—0(¢7'(W)) = O(f (¢7'(W)))

(8) Silx : X — X es la aplicacién identidad, entonces para cualquier
abierto U C X se tiene:

1§ = low) : OU) — O(U).

DEMOSTRACION: (2) y (3) son triviales. Para (1), la implicacién (=)
fue lo que se probd en el paragrafo previo al enunciado de la proposicién.
Reciprocamente, sea p € X y sean (U, z) carta alrededor de p y (V, () carta
alrededor de f(p) € Y. Entonces, por hipdtesis la funcién f*(¢) = (o f es
holomorfa en f~!(V) C X y asi por definicién (1.6) la funcién

(Cof)ozt:z(UNFTH(V)) = ((V)

es holomorfa. Q.E.D.
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Como la propiedad de que una funcién entre superficies de Riemann sea
holomorfa es, por definicidn, una propiedad local, y como localmente una
superficie de Riemann es como C, entonces es sensato esperar que muchas de
las propiedades usuales de las funciones holomorfas de C en C sean validas
en el caso general. A continuacion probamos algunas de estas propiedades.
Nétese que las demostraciones consisten, en la mayoria de los casos, en una
reduccidn al caso usual.

Teorema 1.8 (Singularidades Removibles de Riemann) Sean X una
superficie de Riemann, U C X un abiertoyzo € U. Si f € O (U — {z0}) es
acotada en alguna vecindad de o, entonces f se puede eztender de manera
inica a una funcién f € O(U).

DEMOSTRACION: Sea W, una vecindad perforada (i.e., sin z9) de zo en
U - {zo) tal que flw, es acotada. Sea (U’, y) una carta de X alrededor de
Zo.
Sean V := (U NWo) CC,y F=fop!:V = C. Como f es
acotada en Wo— {zo) entonces f es acotada en (U’ N"Wy) — {zo}, es decir,
existe R > 0 tal que |f(z)| < R para toda z € (U’' N Wy) — {zo}.

Entonces, F = fop~!:V — C también es acotada en V — {p(z0)} ya
que para toda z € V — {p(zg)}, como V = p(U’'N Wy) y ¢ es homeomor-
fismo, entonces existe un unico z € (U' N Wp) — {zo} tal que z = p(z) y
asi

IF(2)] = Ifop™(2)] = If(z)] <R

ya que z € (U' N Wy) — {z0}.

Entonces F : o(U'N Wp) — {p(z0)} € C — C es acotada y holomorfa
(ya que f es holomorfa), y asi

lim (F(z) (z — p(z0))) =0-
2—¢(z0)

ie., ¢(z0) es singularidad removible de F. Asi, existe una tnica funcién
F € O(p(U' N Wo)) t~.al que F Iv(U’nWo)—{w(:n)}= F.

Finalmente, sea f : U' N Wy — C definida por

fl(Ulnwo)_{zo} =fy f(.’L‘o) = F‘((p(.’to))

Claramente f es holomorfa ya que fo go:l = F la cual es holomorfa.
La unicidad de f se sigue de la unicidad de F'. Q.E.D.

Proposicién 1.9 (Teorema de la Identidad) . Sean X,Y superficies
de Riemann y sean f1, f2 : X — Y funciones holomorfas que coinciden
en un subconjunto A C X, que liene un punto de acumulacion w € X.
Entonces f = f>.
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DEMOSTRACION: Consideremos el conjunto
G = {z € X | existe un abierto W C X conz € Wy f1 lw= f2 |w}

Por definicidn, claramente G es abierto. Probaremos que G es cerrado.

Nétese que una vez probado lo anterior, como X es conexo, entonces
G =06 G = X. Pero como por hipétesis fll,q = fgIA y el conjunto A
tiene un punto de acumulacién w, y ya que f;, f2 son continuas se sigue
que fi(w) = fa(w).

Ahora, si (U, ) es un carta alrededor de w € X y (V, ) es una carta
para f(w) € Y entonces sus imagenes U = o(U) y V = (V) en Cson tales
que: Fy = Yo fiop~ly F =¢o fop ! coincidenen o(UNA)CC,i.e.,
F1|W(UnA) = F2|¢(UnA) y como claramente @(w) € ¢(U N A) es un punto
de acumulacidn, entonces por el Teorema de la Identidad para funciones
holomorfas de C [Conway 3.7 y 3.8 pag. 78-79], restringiéndonos a una
region (i.e., escogiendo por ejemplo U conexo de tal forma que ¢(U) también
sea conexo) que contenga a yp(w) se tiene que Fy = F3 en todo ¢(U). Pero
entonces f; = f, en un abierto que contiene a £ € X, i.e., w € G y asi
G # 0, es decir, G = X, i.e, fi = f2 en todo X.

Asi, sdlo resta por probar que G es cerrado: En efecto, sea b € 3G un
punto frontera. Queremos probar que b € G, i.e., queremos mostrar que
existe un abierto W tal que be W y fi lw= fa2 lw-

Ahora, como b € G y fi, f2 son continuas, entonces f |c= f2 |G
implica f1(b) = f2(b).

Escojamos cartas (U,p) de b € X, (V,¢) de fi(b) = f2(b) € Y, y
supongamos que U es conexo.

Las funciones F; := yofiop~!: o(U) C C — y(V) C C son holomorfas
ya que las f; lo son. Ahora, como b € U que es abierto y b € 9G, entonces
UNG # 0 (ya que de lo contrario b estaria en el interior de X — G, i.e., no
en la frontera . Una contradiccién). Q.E.D.

Proposicién 1.10 (Teorema de la funcién abierta) Si f: X — Y es
una aplicacidon holomorfa no constante entre superficies de Biemann enton-
ces f es abierta, 1.e., siU C X es abierto, f(U)CY es abierto.

DEMOSTRACION: Sea W C X abierto y sea b € f(W) C Y.

Sea a € W tal que f(a) = by sea (V,¢) una carta de Y alrededor de b
y sea (U, ¢) una carta de X alrededor de a tal que f(U) C V, entonces por
definicién, la funcién F := 1o foo~! es holomorfa.

Ahora, WNU es abierto en X, y asi o(W NU) C C es abierto. Y como
f mno es constante, entonces F' no puede ser constante ya que de lo contrario

la funcién f = ¥~! o F o ¢ seria constante, y claramente fIWnU = f|wﬂU,
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y asi por el Teorema de la Identidad anterior, se tendria que f = f, ie., f
seria constante en contradiccion con la hipdtesis inicial.

Asi, como F = ¢yo f o ¢~! no es constante (como funcién de C en C),
entonces por el teorema de la funcién abierta para funciones holomorfas no
constantes de C en C, [Conway 7.5 pag. 99), se tiene que F (p(WNU)) C C
es abierto, i.e, Yo fop™! (p(WNU)) =¢f(WNU) CC es abierto y asi
fWNU) =9 Y(pf(WNU)) es abiertoen Y ya que 3 es un homeomor-
fismo.

Finalmente, como a € W N U, entonces b = f(a) € f(U NW) y asi
be f(WNU) C f(U) con f(WNU) abierto en Y. Se sigue que f(U) es
abierto. Q.E.D.

Corolario 1.11 Si X,Y son superficies de Riemann y f : X — Y es una
aplicacidn holomorfa biyectiva entonces f es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Tenemos que probar que f~! : Y — X es holomorfa.
Observemos que como f es abierta (1.10), entonces f~! : Y — X es un
homeomorfismo.

Sea (V,¥) unacartaen Y y (U, ) una cartaen X tales que f~!(V) C U.
Consideremos la funcion

Fi=pofloyp:9(V)CC—opU)CC

c
Como f es biyectiva, V = ff~1(V) C f(U), y como f es holomorfa
entonces la funcion.

F:=gofop:pU)—y(V)
es holomorfa en el sentido usual y no es constante ya que f no lo es.
Claramente F es la inversa de F y por el corolartio correspondiente al
Teorema de la funcién abierta en C [Conway Cor. 7.6 pag. 99], se tiene que
Fes holomorfa, y asi f~! es holomorfa. Q.E.D.

Corolario 1.12 (Teorema del Médulo Méximo) Si X es una super-
ficie de Riemann y f : X — C es una funcidn holomorfa que alcanza su
mddulo mdzimo en X, i.e., existe a € X tal que |f(z)| < |f(a)| para toda
z € X, entonces f es constante.

DEMOSTRACION: Supongamos que f no es constante. Por hipétesis f(X) C
K:={z€C : |z < |f(a)l }

Por el Teorema de la Funcidn Abierta f(X) C C es abierto, y asi f(X)
estaria contenido en el interior de K. Pero esto contradice la hipodtesis de

que f(a) € 8(K). Q.E.D.

El corolario anterior nos permite generalizar el Teorema de Liouville.
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Corolario 1.13 Sean X,Y superficies de Riemann, y sea f : X — Y
una aplicacion holomorfa no-constante. Si X es compacta entonces Y es
compacta y f es suprayectiva.

DEMOSTRACION: Por el Teorema de la Funcién Abierta f(X) C Y es
abierto. Ahora como X es compacta y f continua, entonces f(X) C Y es
compacto, y asi es cerrado ya que Y es Hausdorfl.

Finalmente como Y es conexo y los unicos abiertos y cerrados de un
conexo son el conjunto vacio y el total, entonces f(X) = Y, y asi Y es
compacto y f suprayectiva. Q.E.D.

Corolario 1.14 Si X es una Superficie de Riemann compacta, entonces
O(X) = C, i.e., las tnicas funciones holomorfas de X en C son las cons-
tantes.

DEMOSTRACION: Se sigue del corolario anterior ya que C no es compacto.

Corolario 1.15 (Teorema de Liouville) Toda funcién f : C — C holo-
morfa y acotada es constante.

DEMOSTRACION: f : C — C se puede pensar como f : P! — {0} — C, y
como por hipétesis f es holomorfa y acotada, entonces por el Teorema de
Riemann de las Singularidades Removibles (1.8), existe una tinica funcién
f : P! — C holomorfa tal que f|Q = f. Pero P! es compacta, y asi por
el corolario anterior se tiene que f es constante, y consecuentemente, f es
constante. Q.E.D.
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1.3 Ramificacion

En esta seccion probamos el importante teorema sobre el comportamiento
local de las aplicaciones holomorfas no-constantes entre superficies de Rie-
mann. Con este resultado se introduce el concepto de ramificacion y su
interpretacion geométrica.

Teorema 1.16 (Conducta local de las Aplicaciones Holomorfas)
Sean X yY superficies de Riemann y f : X — Y una aplicacién holomorfa
no constante. Seana € X y b = f(a) € Y. Entonces, eziste un entero
k > 1 y cartas (U, p) alrededor de a € X y (V,9) alrededor de b € Y, tales
que :

(i) $(a) = 0 y ¥(b) = 0
(n) f(U)CV
(111) La funcion F .= o fop!:p(U) — ¥(V) estd dada por:

F(z)=z* paratoda z€ p(U)CC.

DEMOSTRACION: Claramente siempre podemos elegir cartas (Uy, ;) y

(V1,v¢,) tales que (ii) se satisface. Entonces considerando homeomorfis-

mos de ¢, (Uy) y ¥1(V1) en abiertos del plano C alrededor del 0, y tales

que manden ¢;(a) y ¥,(b) al cero, y luego componiendo con ¢; y 9, se

obtienen cartas (U, 1) y (Vi, 1) tales que (i) y (ii) se satisfacen.
Consideramos ahora la funcién

F:= ofopr!ipi(Uh) = ¥1(W1)

y nétese que como f no es constante entonces F' tampoco lo es. Obsérvese
ademas que:

F(0)=410foh™(0) = ¢1 0 f(a) = $1(b) =0
1.e., 0 es un cero de f‘, y consecuentemente existe un entero k£ > 1 (llamadoel
orden 6 multiplicidad del cero de f) tal que F(z) = z*-g(z) con g holomorfa
en ¢;(U;) C Cy g(0) # 0. Entonces, existe una vecindad de 0, U, C
¢1(U}), donde g no se anula. Sin perder generalidad, podemos suponer que
(71 es un disco abierto alrededor del 0. Ahora, como funciones holomorfas

que no se anulan en un disco de C tienen un logaritmo (véase, p.ej. [Conway;
2.21, p.40)), sea log(9(z)) una tal rama holomorfa del logaritmo de g(z) en
0. -

Para el entero k > 1 anterior, definamos h : U; — C como h(z) :

exp (1/k -log(g9(z))). Claramente h es holomorfa, satisface que (h(z))k
9(z) y h(0) # 0.
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Consideremos ahora la funcién a : U; — {J dada por a(z) = z - h(z).
Aqui U C C es una vecindad del 0 € C que contiene a la imagen de h.

Claramente a es holomorfa, y restringiendo U, si hiciera falta, y to-
mando U := a(U;), podemos suponer que a es biyectiva y por lo tanto

biholomorfa. Pongamos U = ¢} ((71) CXyp=aop :U—=U. En-
tonces, (U, ¢) es una carta alrededor de a € X que satisface (i). Mas ain,

si ponemos V = V| y ¥ = ¥y, entonces las cartas (U, ¢) y (V, ¥) satisfacen
(1) y también (ii) ya que:

fU) = flpr'(Th)) C fF(h)C V

ya que (¢1)~' (U)) C Uy y Uy y Vi = V satisfacen (ii).

Finalmente, la funcién F := ¢ o p~! : o(U) — (V) es tal que si
z € p(U) = ayp,(U,), entonces z = ap;(u) con u € U C X, y asi
{'(z\ = F (ayp1(u)) = Yo fop~ (ap1(u)) = Yo fo(pr'oa™t) (api(u)) =
Fp1(w)) = (£1(1)" 9 (£1(3)) = (21())" ((e1(v)))" = (#1(w)h(gr(v)))"
= (a(e1(u)))* = (@op;(u))* = z* ya que z = a0 ¢, (u). QE.D.

Observemos que el entero k > 1 asociado al punto a € X del teorema
anterior es independiente de la carta local usada. De hecho, este entero k
se puede caracterizar como sigue:

Para cada vecindad U, de a € X, existen vecindades U CU) dea € X y
V de b= f(a) € Y tales que para cada y € V — {b}, el conjunto f~!(y)NU
contiene exactamente k puntos.

Esto se sigue del hecho de que, en una vecindad del 0 € C, la funcién
F(z) = z* satisface que, si z # 0 entonces el conjunto F~'(z) tiene k
puntos.

Definicién 1.17 Con la notacién del teorema (1.16), al entero k£ > 1
asociado al punto a € X y a la aplicacién holomorfa f : X — Y, se
le llama la multiplicidad de la aplicacion f en a, y usaremos la notacién
k = v(f,a) = vs(f). Algunas veces diremos que f toma el valor b = f(a)
k veces.

Al entero b,(f) = b(f,a) == v4(f) — 1 se le llama el orden de ramifi-
cacién de f en el puntoa € X.

Si a € X es tal que bs(f) > 1, diremos que f se ramifica en a, y que a
es un punto de ramificacién de f.

Si a € X es tal que bs(f) =0, diremos que f no se ramifica en a.

La aplicacion f sellama no ramificadasino tiene puntos de ramificacion.

Una interpretacion geométrica de estos conceptos nos la da la obser-
vacién siguiente: Es claro que una aplicacién holomorfa f : X — Y tiene
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un punto de ramificacién en a € X si y solo si para toda vecindad abierta
U de a € X, larestriccién fly : U = Y no es inyectiva.

Esto se sigue del teorema (1.16) ya que en la expresion local de f alre-
dedor de a € X, F(z) = z* con k > 1, se tiene que F es inyectiva si y s6lo
sik =1 1.e.,siy sdlosibs(f)=0.

Entonces, geométricamente, el orden de ramificacion by(f) = k — 1, nos
dice que para f: X — Y, arribade b = f(a) hay bs(f) ramas de X. Esto
podemos visualizarlo como:

-b= f(a)

En esta figura, el punto a € X es un punto de ramificacién de f ya
que alrededor de los puntos a € X y b = f(a) € Y se tienen vecindades U
y V respectivamente tales que para toda y € V — {b}, la imagen inversa
f~Y(y) N U tiene mas de un punto, i.e., va(f) > 2.

Veamos ahora algunos ejemplos:

Ejemplo 1: Sean X =Y = C y k > 2 un entero. Consideremos la funcién
f : C — C dada por f(z) = z*.

Entonces 0 es un punto de ramificacién de f cuyo orden de ramificacién
es bo(f) = k — 1 > 1. Pero, para todo a € C — {0}, f no se ramifica en esa
a#0,ie., flc-(o) es no ramificada.

La imagen que tendremos en mente es como la de la figura anterior,
pero con k puntos de X arriba de cada y # 0 en C.

Ejemplo 2: Sean X =Cy Y =C* = C-{0}. Consideremos la aplicacién
exponencial f =exp: C — C".

Entonces, la aplicacién exp es no ramificada ya que aun cuando exp es
periédica, de periodo 27i, dado un punto a € C siempre podemos escoger
una vecindad U de a que no contenga puntos que difieran por un miltiplo
entero de 271, y asi f|y serd inyectiva y por lo tanto no ramificada (1.16).
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Ejemplo 8: Sea I' C C una reticula y sea 7 : C — C/TI la proyeccién
canédnica de C al toro C/T. Entonces, 7 es no ramificada.
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1.4 Funciones meromorfas

Hemos considerado hasta ahora funciones holomorfas en una superficie de
Riemann como una generalizacion natural de las funciones holomorfas en
C. Es natural entonces, el preguntarse por la generalizacion a una superfi-
cie de Riemann de las funciones en C mas parecidas a las holomorfas, i.e.,
las funciones meromorfas. A continuacion definimos éstas en una superfi-
cie de Riemann arbitraria X y luego las interpretamos como aplicaciones
holomorfas de X en P'. También probaremos que el conjunto de funcio-
nes meromorfas en X, denotado M(X), es un campo, y que aplicaciones
holomorfas f : X — Y inducen eztensiones de campos f* : My — Mx.

Definicién 1.18 Sean X una superficie de Riemann y U C X un abierto.
Una funcién meromorfa en U es una funcién holomorfa f : U’ — C, donde
U’ C U es un abierto tal que:
(i) U = U’ contiene sélo puntos aislados, a los que llamaremos polos de f.
(ii) Para cada polo p € U — U’ se tiene que

li =
lim 1/(z)] = o0
Denotaremos por M(U) 6 My al conjunto de funciones meromorfas en U.

Obsérvese que si U C X es un abierto, entonces f : U — X es una
funcién meromorfa si y sélo si para cada carta (V,z) en X, la funcién
foz=1:z(VNU) C C — C es meromorfa en el sentido usual, i.e., holomorfa
salvo polos, que necesariamente son aislados.

Es importante observar que una funcién meromorfaen U C X no es,
propiamente hablando, una funcién de U en C, sino que en general sélo
esta definida en un abierto U’ C U.

Asi en principio, el conjunto My no es comparable con los anillos Cy
de funciones continuas en U, o con C§f (funciones diferenciables en U), o
con Oy (funciones holomorfas en U).

El teorema siguiente nos da una interpretacion de las funciones mero-
morfas como aplicaciones holomorfas en el plano extendido Coo = CU {00},
i.e., en la esfera de Riemann P!, y asi una funcién meromorfa en U sera en
efecto una funcién, sélo que su codominio no es C sino P*.
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Teorema 1.19 Sea X una superficie de Riemann.

(1) Si f es una funcién meromorfa en X, y para cada polo p de f
se define f(p) := oo € P!, entonces se obtiene una aplicacién holomorfa
f: X =P, que eztiende a f.

(2) Reciprocamente, si f: X — P! es una aplicacién holomorfa, enton-
ces:
(i) f=00, 6

(i1) f~1(00) consiste de puntos aislados, y la funcidn
flx=p-1(o0) : X = f7}(0) = C
es holomorfa, i.e., f : X — C es meromorfa.

En otras palabras, existe una biyeccién entre el conjunto de funcio-
nes meromorfas f : X — C y el conjunto de aplicaciones holomorfas
f:X = P!, y consecuentemente, podemos identificar las funciones mero-
morfas en X con las aplicaciones holomorfas de X en P!.

DEMOSTRACION: (1): Sea f € Mx y sea P el conjunto de polos de f. La
funcién f : X — P! que extiende a f se define como:

fooy.— {4 f(P) sipeX-P
f(p)“{oo sipe P

y como f es meromorfa, por (1.18)(ii) se sigue que f asi definida es continua.

Probaremos ahora que es holomorfa. Sea (U, ) una carta en X, y sea
(V,¥) una carta en P'. Recordemos ahora que a P! lo podemos cubrir
con dos cartas V) = P! — {oo}, ¢; = id y Vo = P' — {0}, ¢2(w) = 1/w.
Entonces, tenemos dos casos:

Caso 1: Si (V,¢) = (V1,¥1) entonces oo ¢ V4, y como f(U) C W,
entonces PNU =0, 1i.e., U no contiene polos de f. Como f es holomorfa
en X — PyU C X — P entonces f es holomorfa en U, i.e., la composicién
Y10fog~1:¢(U)— ¢ (V1) es holomorfa.

Caso 2: Si (V,¢) = (Vz2, ¥,) entonces oo € V, pero 0 ¢ V5. Claramente
la funcién ¢ 0 fo¢~! : ¢(U) — ¢2(V) es holomorfa en ¢(U) — ¢(P), ya
que f es meromorfa.

Obsérvese que si p € P es un polo de f entonces su imagen ¢(p) € ¢(P)
es tal que:

z_l.i‘r;(llu)l(wl):» ofod™") (¢(p))| = ,_l.i;'(‘,,) [1/f(p)l =0

ya que ¥2(w) = 1/w y limp |f(2)| = oo.
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Asi la funcién yy0 fo ¢! : ¢(U) — ¢(P) — C es acotada y entonces por
el teorema de las singularidades removibles de Riemann (1.8), existe una
tnica funcién holomorfa F : ¢(U) — C que extiende a F := tp20 fo ¢~ !,
y como lim; _ 4(p) | F(¢(p))| = 0, entonces, por la continuidad de F se tlene
que F(¢>(p)) = 0, es decir F es la funcién F = 9, ofo¢-l:¢(U) = C
donde f es la extension de f dada por f(p) = oo para p € P.

(2) Supongamos ahora que f: X — P! es holomorfa. Entonces:

(i) Si oo ¢ f(X), entonces f : X — C es holomorfa y por lo tanto
meromorfa.

(i1) Si oo € f(X) y f no es constante, por el teorema de la identidad
para aplicaciones holomorfas, el conjunto f~!(oc0) = P consiste de puntos
aislados. Claramente f : X — P — C es holomorfa, y si p € P entonces
f(p) = 0o y limz_, |f(z)| = o0, i.e., f es meromorfa. Q.E.D.

Corolario 1.20 (Teorema de la Identidad) (1) Si f, g son funciones
meromorfas en X que coinciden en un conjunto A C X que tiene un punto
de acumulacion en X, entonces f = g.

(2) Si una funcién meromorfa f en X no es idénticamente cero, enton-
ces f sélo liene ceros aislados.

DEMOSTRACION. (1): Por el teorema previo, a f, g € M x las podemos
ver como aplicaciones holomorfas f, g : X — P!, y asi el resultado se sigue
del teorema de la identidad para aplicaciones holomorfas.

La parte (2) se sigue de (1). Q.E.D.

Corolario 1.21 Si X es una superficie de Riemann, al conjunto Mx se
le puede dar una estructura de campo.

DEMOSTRACION: Dadas f,g € M x se definen f + g, f - g operando en el
codominio, para £ € X — (Py U Py), donde Py y P, son los conjuntos de
polos de f y g respectivamente.

Claramente f+ g, f-g € Mx, y con estas operaciones M x es un anillo
conmutativo con uno.

Finalmente, si f € Mx no es idénticamente cero, por la parte (2)
del corolario anterior, el conjunto Z; de ceros de f contiene sélo puntos
aislados. Asi, si definimos 1/f : X — Z; — C como

_ [ 1/ f(z) sizg Py
1/“:)“{0 size P
claramente 1/f € M x y su conjunto de polos es Z;. Q.E.D.
En las observaciones previas a (1.7) probamos que si f : X — Y es una

aplicacion holomorfa, entonces f induce un morfismo de anillos f* : Oy —
Ox. El resultado analogo para funciones meromorfas es el siguiente:
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Corolario 1.22 Si f : X — Y es una aplicacion holomorfa, entonces la
funcién natural f* : My — Mx, dada por f*(a) :=ao f, es un morfismo
de campos.

DEMOSTRACION: Lo tnico que tiene que observarse es que si @ € My
entonces a o f € Mx. Pero esto se sigue de la interpretacién (1.19) de
o € My como una aplicacién holomorfa a : Y — P!, y asi la composicién
aof:X — Y — P! es holomorfa, es decir, f*(a) € Mx. Q.E.D.

Como todo morfismo de campos es inyectivo, podemos pensar al mor-
fismo f* : My — Mx como una eztension de campos.

Antes de proseguir, veamos un ejemplo:

Proposicién 1.23 Toda funcién meromorfa en P! es racional, es decir,
se puede escribir como el cocienie de dos polinomios con coeficientes en C.

DEMOSTRACION. Obsérvese primero que una funcién meromorfa f en P!,
no constante, solo tiene un nimero finito de polos, ya que por definicién
éstos son aislados y como P! es compacto el conjunto de polos no puede
ser infinito, ya que de lo contrario tendria un punto de acumulacion y asi f
seria constante por el teorema de la identidad para funciones meromorfas.

También, podemos suponer que oo no es un polo de f, ya que si lo fuera,
considerando a 1/f se tendria que 0o no es un polo de 1/f, y si probamos
que 1/ f es racional entonces f también lo sera.

Sean py,...,pn € P - {00} Y Clos polos de f. Asi la funcidn
F:=trofoyr' :C—{p1,....pa} = C

es holomorfa.

Aqui ¥; es la carta en P! correspondiente al abierto U; = P! — {o0}.
Entonces, F : C — C es una funcién meromorfa con polos py,...,p,. Para
cada uno de estos polos p;, considerembs la parte principal de F' en ese
polo:

-1
hi(z) = Y g - (2 — i)
k:m,

Claramente la funcién g := F — (h; + - - -+ h,) es holomorfa en P', y como
P! es compacta, entonces g es constante. Despejando F de la definicién
anterior se sigue que F es racional. Q.E.D.






Capitulo 2

Espacios cubrientes

Este capitulo, de sabor topoldgico, comienza con la demostracion de que una
aplicacion holomorfa no constante, propia y no ramificada entre superficies
de Riemann, es una aplicacion cubriente en el sentido topoldgico clasico.

Después, se extiende el concepto de aplicacion cubriente para incluir
el caso cuando la aplicacion holomorfa es ramificada, generalizandose el
resultado anterior. En particular, y este es el caso que mas nos interesa, si el
dominio de la aplicacidon holomorfa es una superficie de Riemann compacta,
entonces ésta es propia y todos los resultados anteriores son siempre ciertos.

Se recuerdan también los conceptos de homotopia, grupo fundamental,
y | as propiedades homotdpicas de las aplicaciones cubrientes no ramificadas
con sus generalizaciones al caso ramificado. Con estas ideas topoldgicas se
obtienen varios resultados interesantes para superficies de Riemann, inclu-
yendo el teorema de monodromia.

Finalmente, se introducen los conceptos de aplicacidon cubriente uni-
versal y cubiertas de Galois, y se relaciona al grupo fundamental de una
superficie de Riemann con el grupo de transformaciones cubrientes de ésta.

27
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2.1 Aplicaciones cubrientes no ramificadas

En esta seccion probamos que una aplicacion holomorfa no constante, pro-
pia y no ramificada entre superficies de Riemann, es una aplicacion cu-
briente en el sentido topoldgico usual. Recordemos primero los siguientes
conceptos.

Definicién 2.1 Sea p : Y — X una funcién continua entre espacios to-
poldgicos. Para cada z € X, a la imagen inversa p~!(z) C Y se le llama la
fibra de p sobre z, y diremos que cada y € p~'(z) estd sobre z.

.

T

Sip:Y — X ygq:Z — X son funciones continuas, diremos que una
funcién continua f : Y — Z preserva las fibrasde py ¢q,s1 go f = p, i.e., si
el diagrama siguiente conmuta:

Y —— 2

X

En otras palabras, para cada z € X se tiene que f(p~!(z)) C ¢~ !(z),
es decir, f manda una fibra de ¢ en una fibra de p. Algunas veces también
diremos que f es un levantamiento de ¢ con respecto a p.

Un subconjunto A C X se llama discreto si para cada punto a € A
existe un abierto U C X tal que U N A = {a}.

Una funcion continua p : Y — X se llama discreta si para cada punto
z € X lafibra p~!(z) C Y es un conjunto discreto.

Lema 2.2 Sip:Y — X es una aplicacion holomorfa no constante entre
superficies de Riemann, entonces p es abterta y discrela.
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DEMOSTRACION. Por (1.10) p es abierta.
Ahora, si la fibra p~1(b) no fuera discreta para algin punto b € X,
entonces tendria un punto de acumulacién, y como p|,-1(s) es la funcién

constante igual a b entonces p seria constante en todo Y por el teorema de
la identidad (1.9). Q.E.D.

Lema 2.3 Sea p : Y — X una aplicacién holomorfa no constante entre
superficies de Riemann. Entonces, p es no ramificada si y sélo si p es un
homeomorfismo local.

DEMOSTRACION. Supongamos que p es no ramificada y sea b € Y arbitra-
rio. Por hipdtesis b no es punto de ramificacién de p, entonces por (1.17)
existe una vecindad abierta U de & tal que plv : U C Y — X es inyec-
tiva, y como p es holomorfa no constante, entonces es abierta (2.2) y asi
plu : U — p(U) es un homemomorfismo.

Reciprocamente, dado b € Y por hipdtesis existe una vecindad abierta
U de b tal que ply : U — p(U) es un homeomorfismo. En particular, ply
es inyectiva y asi por (1.17) b no es punto de ramificacién de p. Q.E.D.

Lema 2.4 Sean p : Y — X una aplicacion holomorfa no ramificada y
q: Z — X otra aplicacion holomorfa. Entonces, cualquier levantamiento
de ¢ con respecto a p es holomorfo.

DEMOSTRACION. Sea g : Z — Y un tal levantamiento, y sea ¢ € Z arbi-
trario. Sean b = g(c) €Y y a =¢q(c) = p(d) € X.

Como p es no ramificada, por (2.3) es un homeomorfismo local y asi
existen vecindades abiertas Ude b €Y y V dea € X talesqueply : U =V
es un homeomorfismo, y como p es holomorfa, entonces p|y es de hecho un
biholomorfismo, i.e., su inversa (ply)~! : V — U es holomorfa también.

Ahora como g es continua, entonces g~!(U) C Z es abierto y contiene
a c € Z. Asi, existe una vecindad abierta W de ¢ € Z tal que g(W) C U.

Finalmente, como pog = g, entonces pog|lw = ¢qlw,y comog|w (W) C U
y plu es invertible, entonces:

(plv) " oglw = (plu) ™' opoglw = glw
con (ply)~! y q|lw holomorfas. Se sigue que g|w es holomorfa. Q.E.D.

Definicién 2.5 Un espacio topoldgico X se llama localmente compacto si
es Hausdorff y todo punto de X tiene una vecindad compacta.

Una funcién continua f : Y — X entre espacios localmente compactos
se llama propia sila preimagen f~!(K) C Y de cualquier compacto K C X,
es compacta.
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Obsérvese que si X es localmente compacto y Y es compacto, entonces
toda funcién continua p : Y — X es propia ya que si K C X es un
subconjunto compacto, entonces es cerrado y asi p~!(K) C Y es cerrado,
y como Y es compacto, entonces p~!(K) también es compacto.

También, si f : Y — X es propia, entonces es cerrada, ya que en
un espacio localmente compacto un subconjunto es cerrado si y sélo si su
interseccion con cualquier compacto es compacto.

Ejemplo: R™ es localmente compacto, y asi toda n-variedad es localmente
compacta también. En particular, las superficies de Riemann son local-
mente compactas.

El lema siguiente se usara en el resultado principal de esta seccion.

Lema 2.6 Sean X, Y espacios localmente compactos. Sip:Y — X es
una aplicacion propia y discreta, entonces:

(1) La fibra p~1(z) es finita para cada punto z € X.

(2) Siz € X y V es una vecindad de p~'(z), entonces eziste una
vecindad U de z con p~'(U) C V.

DEMOSTRACION. (1): Para cada z € X, la fibra p~!(z) C Y es discreta,
y como p es propia y {z} C X es compacto, entonces la fibra p~1(z) es
compacta, y como es discreta, entonces es finita.

(2): Podemos suponer que V es abierto. Asi, Y — V es cerrado y como
p es cerrada por la observacién después de (2.5), entonces A :=p(Y — V) C
X es cerrado. Claramente z ¢ A ya que p~'(z) C V. Asi, U := X - A
es abiertoy r € U. Mas aiin, p}(U)C V,yaquesiy€p ' (U)yy ¢V
entonces y €Y — V y asi p(y) € A en contradiccién con y € p~}(U), es
decir p(y) e U = X — A. Q.E.D.

El teorema siguiente es el resultado principal de esta seccion. Notese que
las tnicas propiedades que se usan en su demostraciéon son: Los espacios
involucrados son localmente compactos y la funcién p : ¥ — X es un
homeomorfismo local, propio y discreto. Asi que la conclusion es cierta en
esta generalidad. Recordamos primero la siguiente definicion.

Definicién 2.7 Una funcién continuap: Y — X entre espacios topoldgicos,
se llama una aplicacion cubriente si es suprayectiva y cada punto z € X
tiene una vecindad abierta U C X, tal que su preimagen

p—l(U) - U Va

a€A
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eslaunién disjunta de abiertos V,, C Y, tales que la restriccion p|y, : Vo — U
es un homeomorfismo de V, en U para cada a. En particular, p es un ho-
meomorfismo local. También diremos que Y es un espacio cubriente de

X.

Teorema 2.8 Sea p : Y — X una aplicacion holomorfa propia, no cons-
lante y no ramificada entre superficies de Riemann. Entonces p es una
aplicacion cubriente.

DEMOSTRACION. Por (2.2) p es discreto, y asi para cualquier z € X,
por el lema (2.6)(1) p~!(z) es un conjunto finito. Escribamos p~1(z) =
{y1,...,yn} con y; # y; para i # j.

Por (2.3) p es un homeomorfismo local y asi para cada j = 1,...,n
existe una vecindad abierta W; de y; y una vecindad abierta U; de z tal
que plw; : Wj — U; es un homeomorfismo. Restringiendo los conjuntos si
hiciera falta, podemos suponer que los W; son disjuntos dos a dos.

Entonces, W U- - .UW, es una vecindad abierta de p~!(z), y por (2.6)(2)
existe una vecindad abierta U de z tal que p~'(U) C Wy U---UW,. De
hecho podemos tomar U C U, U---U U, ya que cada U; es vecindad de z
e intersectando el U original con U, N---N U, se tiene una vecindad de z
contenida en ese U y p~! respeta inclusiones.

Ahora, sean V; := W; Np~!}(U) y obsérvese que como los W; son dis-
juntos, los V; también lo son. Mas aiin,

ViU---UVa= (Winp {(U)U---U(WaNp~!(V))

= (WiU---UW,)np~'(U)=p ' (U)

yaquep~}(U)C Wi U ---UW,.
Finalmente, como los plw, : W; — U; son homeomorfismos, entonces

plw, Np~(U) : V; = W np~ (U) = U; nU = U

son homeomorfismos también ya que como W; Np~'(U) C W; y plw, es
homeomorfismo, entonces la imagen directa preserva inclusiones y asi

p(W;np~'(U)) =p(W;)np(p~'(U)) =U; NU =U

yaque U CUN---NUp, es decir, U C Uj para cada j. Q.E.D.
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2.2 Propiedades homotopicas de las aplica-
ciones cubrientes

Tomando en cuenta el resultado principal de la seccién anterior, en ésta
comenzamos el estudio de algunas de las propiedades topoldgicas de las
aplicaciones cubrientes.

Primero, se definen los conceptos de curvas hométopas, y se introduce
el grupo fundamental de un espacio topoldgico, estudidandose algunas de sus
propiedades. Varios ejemplos ilustraran los conceptos anteriores.

Posteriormente, se estudian algunas propiedades homotdpicas de los es-
pacios cubrientes, incluyendo el levantamiento de curvas y el teorema de
monodromia.

Definicién 2.9 Una trayectoria en un espacio topoldgico X es una funcién
continua a : [0,1] — X. Al punto a(0) € X se le llama el eztremo inicial
de la trayectoria a, y el punto a(1) € X es el eztremo final de a.

a(l)

a(0)

Al intervalo unitario también lo denotaremos por I = [0, 1]. Pensaremos
a la variable ¢ € [0, 1] como al tiempo, y al valor a(t) € X como la posicién
de una particula que se mueve en el espacio X, al tiempo t.

Una trayectoria a : [0, 1] — X se llama cerrada si a(0) = a(1). También
diremos que a es un lazo en X.

Si ahora consideramos trayectorias @ y § en X que tengan el mismo
extremo inicial y el mismo extremo final, la idea intuitiva de deformar
continuamente la trayectoria « en la trayectoria 3, es considerar una familia
continua de trayectorias H, : [0,1] — X, parametrizadas por t € [0,1], que
comienza en « y termina en 3, es decir Ho = a y Hy = [ (ver figura
siguiente):
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a(/) - B(1)

a(0) - B(0)

Estas ideas se formalizan como sigue:

Definicién 2.10 Sean «, 4 : [0,1] — X dos trayectorias en X tales que
a(0) = A(0) = zo y a(l) = 8(1) = ;. Una homotopia de @ a [ es una
funcién continua

H:[0,1)x[0,1)] = X

que satisface:
(1) H(s,0) = a(s) para toda s € [0, 1]
(1) H(s,1) = B(s) para toda s € [0, 1]
(iii) H(0,t) = a(0) = B(0) para toda t € [0, 1)
(iv) H(1,t) = a(1) = A(1) para todat € [0, 1].

Nétese que si definimos, para cada t € [0, 1], las funciones H; : [0,1] — X
como H(s) := H(s,1), entonces para cada t € [0, 1] se tienen trayectorias
H; en X que comienzan en Zo y terminan en z;, por (iii) y (iv). Mas aun,
Ho=ay Hy = f por (i) y (ii). Asi, la definicién anterior efectivamente
recupera la idea intuitiva de deformacién continua de trayectorias.

Usaremos la notacién « ~ § para denotar una homotopia entre a y .

Lema 2.11 Sea X un espacio topoldgico y sean a, b dos puntos de X. La
relacién de homotopia entre trayectorias de a a b en X, es una relacién de
equivalencia.

A la clase de equivalencia de una trayectoria @ en X la denotaremos
por [a].

DEMOSTRACION. (1): Claramente la relacién de homotopia es reflexiva.
(2): Simetria: Sean a =~ ( trayectorias homotdpicas en X, y considere-
mos una homotopia H : I x I — X entre a y f.
Definamos G : I x I — X como G(s,t) := H(s,1—1). Claramente G es
continua, G(0,t) = H(0,1-t) =ay G(1,t) = H(1,1—-t) = b, y G(s,0) =
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H(s,1-0)= H(s,1)=f(s) y G(s,1) = H(s,1 — 1) = H(s,0) = a(s), es
decir, G : f ~ a es una homotopia.

(3): Transitividad: Supongamos que F : a ~ Sy G : f ~ ¥ son
homotopias. Definamos H : a ~ g como sigue:

[ F(s2)  si0<t<1/2
H(s")"{ G(s,2t—1) silj2<t<l1

Claramente H es continua y es una homotopia de a a 4. Q.E.D.

El lema siguiente nos sera til para obtener ciertas homotopias:

Lema 2.12 Sea a : I — X una trayectoria y ¢ : I — I una funcidn
continua tal que $(0) =0 y ¢(1) = 1. Entonces a~ ao é.

DEMOSTRACION. Sea H : I xI — X dada por H(s,t) := a((1-t)s+t(4(s))
(esencialmente, dentro del paréntesis tenemos al segmento de recta que une
a s con ¢(s). Esto es posible porque I es convexo).
Claramente H es continua y ademnas:
(1) H(0,t) = «(0)
(1) HLt)=a(Q-t)-14t-¢(1)=a(l—t+1t) =a(l)
(1)  H(s,0) = a(s)
(iv)  H(s,1) = a(¢(s)) = ao ¢(s).
Y asi H:a~ao¢. QE.D.

A continuacion veremos como podemos operar con trayectorias en X.

Definicién 2.13 Sean a:a — by [ :b — c trayectorias en X.
(1) La trayectoria producto de a a c esta dada por

| a(2t) si 0<t<1/2
SN0 "{ B(2t-1) sil/2<t<1

(i) La trayectoria inversa a  esta dada por
a l(t):=a(l 1)
Claramente a -3 :a — cy a~! : b — a (ver figura siguiente):

Obsérvese que la trayectoria producto primero recorre la curva o al doble
de velocidad y luego recorre la curva # también al doble de velocidad. La
trayectoria inversa de a recorre la misma curva pero en sentido inverso.

Noétese que para poder definir el producto de dos trayectorias en X, se
necesita que el extremo final de una coincida con el extremo inicial de la
otra. Esta condicidn se tiene siempre en el caso trivial cuando las trayec-
torias son cerradas, i.e., cuando se consideran lazos en X.
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a(l) =a™"' (0) B(1)

al(l)=3(0)

a(0)=g'(1) a(0)

Definicién 2.14 Denotaremos por 7(X, zg) al conjunto de clases de ho-
motopia de lazos en X con punto base zo € X. Veremos a continuaciéon que
este conjunto es de hecho un grupo, llamado el grupo fundamental de X.

Proposicién 2.15 Sea X un espacio topoldgico y sea o € X un punto.
Si [a], [B) € m1(X,z0) son las clases de homotopia de dos lazos en X, se
define [a] - [B] := [a - B]. Con esta operacidn 7, (X,z0) es un grupo.

DEMOSTRACION. Primero, la operacién esta bien definida ya que si a ~ o'
y B ~ [’ entonces claramente a - ~ o' - 3'.

El neutro del grupo es [zo] donde 2o : I — X es la trayectoria constante
zo(t) := zo. Se verifica facilmente que a - zo ~a ~ z¢ - a.

La inversa de [a] € 71(X,z0) es [a~!]),yaque a-a™! ~ zo.

La asociatividad de la operacion es consecuencia de (a-0)-y~ a-(6-7).
Q.E.D.

Dada una funcién continua f : X — Y y un punto zg € X, sea yp =
f(zo) € Y. La funcién f induce

fo :m(X,20) = m (Y, v0)
dada por f,[a] := [foal].

Proposicién 2.16 f, : m(X,z0) — m(Y,y0) es un homomorfismo de
grupos.

DEMOSTRACION. La funcién f, esta bien definida ya que si a ~ a’ entonces
foa~ foa, porque si H: I x I — X es una homotopia entre a y a,
entonces G(s,t) := f o H(s,t) es una homotopia entre foay foca'.

Finalmente, si [a],[8] € m1(X,z0), entonces f.([a] - [8]) = fola) - fa[B)
yaque fo(a-f)=(foa) (foB). Q.ED.
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Proposicién 2.17 Sean f : X = Y, g : Y — Z funciones conlinuas e
td : X — X la funcién identidad. Entonces

(1) (9o f)e =goof.

(ii) id. = id

Es decir, my es un funtor covariante de la categoria de espacios topolo-
gicos con punto base a la categoria de grupos.

DEMOSTRACION. (i): Si [a] € m1(X) entonces

(90 f).la]=[go foa]=g.[foa]=g.o0 f.[a]
(ii) es inmediato. Q.E.D.

Corolario 2.18 S1 f : X — Y es un homeomorfismo, entonces
fo :m(X) = m(Y) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sea g : Y — X la inversa de f. Entonces go f =id y
fog=1id,y el resultado se sigue de la proposicion anterior. Q.E.D.

El corolario anterior nos dice que el grupo fundamental de un espacio
topoldgico es un invariante que nos puede ayudar a distinguir espacios no
homeomorfos (cuando los grupos fundamentales no son isomorfos), y asi
se ha traducido un problema topoldgico a uno algebraico que en principio
pudiera ser mas tratable.

Obsérvese que el grupo fundamental de un espacio X depende del punto
base elegido. Si zg,z; € X son dos puntos base, y si ¥ : I — X es una
trayectoria de zg a z;, entonces 7y induce un isomorfismo

é : m(X, z0) — m(X, 71)

dado por: ¢[a) :=[y"!-a 1]

Nétese que el isomorfismo anterior no es natural, en el sentido de que
depende de la trayectoria vy entre zo y z,. Sin embargo, si ¥ ~ 7' son
dos trayectorias homotdpicas de zo a z;, entonces ¢, = ¢ - ¢ -¢~! donde
¢ = [y-7"!) € m(X,zo), es decir, los isomorfismos son iguales salvo un
automorfismo interno (conjugacién).

Ejemplo I. =1 (R",0)=0.
En efecto, sea [a] € m(R",0), entonces a es nulhomotdpica, i.e., la
podemos contraer al punto base. La homotopia esta dada por:

H(s,0):=(1—1¢t)-a(s)+t-0=(1—1) a(s)
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Ejemplo 2: En general, cualquier espacio convexo tiene grupo fundamental
trivial.

Ejemplo $: m(S*,z0) ~ Z.
Un isomorfismo esta dado por

1 1
dla] := 7 /ﬂ ;dz = n(a,0)

es decir, ¢[a] es el indice de la curva a alrededor del origen 0 € C.
La funcidén ¢ esta bien definida por el Teorema de Cauchy, y claramente
es un isomorfismo.

Ejemplo §: Si T = S x S! es el toro, entonces 7, (T, zo) ~ Z x Z.
Este ejemplo es consecuencia del ejemplo anterior y del siguiente resul-
tado general:

Proposicidon 2.19 Sean X, Y espacios topolégicos con puntos base zq y
yo respectivamente. En el espacio producto X x Y consideremos el punto
base (zo,Yo). Entonces, eziste un isomorfismo m(X xY ) = m(X)xm (V).

DEMOSTRACION. Si [a] € 71(X x Y), definamos [a,] := [pr; 0 a] € m1(X)
donde pr; : X x Y — X es la proyeccion sobre el primer factor. Similar-
mente se define [a3).

El isomorfismo deseado esta dado por ¥[a] := ([ai], [e2]). Q.E.D.

Espacios cubrientes. En la seccidn anterior recordamos la definicién
de espacio cubriente (2.7). Veremos a continuacién cémo este concepto
contiene la condicion suficiente para que el levantamiento de curvas del
espacio base X al espacio cubriente X sea siempre posible. Primero veamos
algunos ejemplos, ademas de los provistos por el teorema (2.8), de espacios
cubrientes.

Ejemplo 1: Sean X = S y X =R Entonces, la aplicacién p : R — S!?
dada por p(t) := exp(2nit) es una aplicacién cubriente.

(1) Claramente p es suprayectiva.

(ii) Al espacio base S' lo podemos cubrir con los abiertos U; = S! —
(1,0) y U := S*—(—1,0). La preimagen p~!(U,) es la unién disjunta de los
intervalos abiertos ajenos (n — 1/2,n+1/2) cada uno de ellos homeomorfo,
mediante p, a U;. Similarmente, la preimagen p~!(U) es la unién de los
conjuntos (n,n + 1), cada uno de ellos homeomorfo a Ua.

Pensaremos a esta funcién transformando a R como una espiral arriba

de S!:
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- 7

Ejemplo 2: Generalizando el ejemplo anterior se tiene:
p:R* = S'x...x§!

dada por p(ty,-..,ts) := (exp(t),...,exp(t,)) es una aplicacién cubriente.

Es interesante observar que para el caso n = 2, la aplicacidn cubriente
anterior

p:C=R?*—- S'x S!

es de hecho el epimorfismo canénico 7 : C —» T = S! x S! de C en el toro
T una vez identificado éste con S! x S!.

Ejemplo 3: Si n > 1 es un entero, sea p, : S! — S! dada por p(z) := 2".
Esta es una aplicacién cubriente. Cada punto de S! es cubierto n veces.

Ejemplo 4: La aplicacién p : [0,1] x R — [0,1] x S* dada por p(s,t) :=
(s,exp(2xit)) es cubriente, por el ejemplo (1).

Ejemplo 5: Un ejemplo de una aplicacién holomorfa, no constante y no
ramificada (por lo tanto un homeomorfismo local) que no es una aplicacidn
cubriente es la siguiente: Sea D := {z € C : |z| < 1} el disco unitario en
C, yseap: D — C lainclusién.

Claramente p es un homeomorfismo local, pero no es cubriente ya que
los puntos z € C con |z| = 1 no tienen una vecindad U en C tal que
p~!(U) =UYV; con V; abiertos en D disjuntos y homeomorfos, mediante p,
a U; esto es porque p~}(U)=UND # U.

Uno delos resultados mas importantes de esta seccion es:
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Teorema 2.20 (Levantamiento de Curvas) Seap : X — X una apls-
cacion cubriente. Dada una curva a : I — X y cualquier punto yo € X tal
que p(yo) = a(0), entonces eziste un unico levantamiento & : I — X de a
tal que a(0) = yo.

DEMOSTRACION. Sea {U,} una familia de abiertos que cubren a X y
que tienen la propiedad requerida por la definicion de espacio cubriente.
Entonces los abiertos p~!(U,) cubren I.

Sea € > 0 el nimero de Lebesgue de esta cubierta de I, es decir,si A C [
es cualquier conjunto y diam(A) < ¢, entonces existe un abierto Uy tal que
ACp~'(Un).

Escojamos entonces un natural n € N tal que 1/n < ¢, y sean t; :=
k/n €I para0 < k < n. Entonces p[ti-1,t] C U, para algin indice Ag.

El levantamiento & lo construiremos recursivamente levantando « a cur-
vas lunicas a; : [0, ] — X tales que akl[o,¢,_,) = Qk-1-

(1): Para k = 0, se define ao(0) = yo.

(2): Supongamos que @& estd definida y es tnica con las propiedades
requeridas. Construiremos a4, linica con las propiedades deseadas.

Considerando al extremo final () € X, como p es cubriente, y
ak(te) € Us,,,, sea U la componente de p~!(Uy,,,) C X que contiene
a ai(tr). Notese que cualquier extension ag ) debe mandar [tg,tx41] en U
ya que [tg,lik41) €s arco-conexo.

Ahora como ply : U — U,,,, es un homeomorfismo, entonces existe
una tnica funcién p : [ty,te41] — U tal que po p = alp, ,,,]- Se define:

~ _ | ax(s) 0<s<ty
i) "{ pls)  te <s<tep

Entonces, por definicién, a4 extiende a ag, y es un levantamiento
de a|fo,,,,) porque po p = alj, ¢,,,)- Mas alin, @41 es tnica con las
propiedades deseadas por la unicidad de p. Q.E.D.

Obsérvese que en la demostracion del teorema anterior sélo se usé el
hecho de que p es un homeomorfismo local. Para el teorema siguiente
también se necesita esa condicién inicamente.

Teorema 2.21 (Teorema de Monodromia Abstracto) Sea p : X —
X una aplicacion cubriente. Sean a =~ f: zo — z; trayectorias homdtopas
en X, y sea yo € X un punto cualquiera. Sia y 8 son levantamientos a X
de a y B respectivamente, con eztremo inicial yo, entonces a(l) = §(1) y
a~pf.
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DEMOSTRACION. Sea H : I x I — X una homotopia entre a y . Sea
{U,} una familia de abiertos que cubren a X y que tienen la propiedad
requerida por la definicion de espacio cubriente. Entonces, los abiertos
H-Y(Uy) cubren I x I.

Como en el teorema anterior, sea € > 0 el nimero de Lebesgue de la
cubierta H~!(Uy) C I x I. Escojamos nimeros naturales m y n tales que
(1/m)? + (1/n)? < €2

Consideremos dos particiones

O=sp < - <spn=1 y O0=th<---<t, =1

del intervalo I en subintervalos de longitud 1/m y 1/n respectivamente.

Como los rectangulos [si,si4+1] x [tj,tj41] € I x I tienen didmetro
((1/m)?+(1/n)?)!/2 < ¢, entonces existe un abierto U;; tal que H ([si, si4;]x
[tj,t+1]) C Uij.

Levantaremos la homotopia H a una homotopia H:IxI— X recur-
sivamente como en el teorema anterior.

(1): Se define H(0,0) := yo.

(2): Supongamos definida H en una unién conexa U de los rectangulos
de la particion de I x I. Veremos que podemos extender Ha cualquier
rectangulo adyacente a esta unién U. Sea R;j un rectangulo adyacente a
U,yseaw€ R,,nU Sea H(Ri;) C Uij y sea V la componente de p~!(Us;)
que contiene a H(w) € X. Comoply : V — U._, es un homeomorﬁsmo se
extiende H:U — X a H : UUR;j — X como H|R_ =p 'y, 0

Como las curvas ]?, son levantamientos de las curvas H,, y como Ho = «
y Hi = f, por la unicidad (2.20), se tiene que H(s,0) = a(s) y H(s,1) =
B(s). )

Mas aiin, la curva y(t) := H(1,t)es una trayectoria en p~!(a(1)) de &(1)
a (1) ya que A(1,0) = &(1) y A(1,1) = A1), y p(H(1,1)) = H(1,t) =
z; = a(l) = 4(1).

Ahora, si Uy es un abierto en X tal que a(l) € U,, entonces como
p~}(Us) = U; Vi donde los V; son abiertos disjuntos y homeomorfos, me-
diante p, a U,, entonces cada punto de p~!(z;) estd en una componente
diferente de p~!(U,). En otras palabras, p~!(z,) tiene la topologia dis-
creta, y como 7 es una trayectoria en él, entonces vy tiene que ser constante.
Se sigue que y(t) = v(0) = y(1), i.e., a(1) = f(1). Q.E.D.

Corolario 2.22 Sean p : X — X una aplicacidn cubriente, o € X Y
= p(Z0) € X. Entonces, el morfismo p, : m(X,Zo) — m(X, zo) es
1nyeclivo.
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DEMOSTRACION. Sean (3], ﬁ] € 1r1(X) tales que [po a] = [po f] € mi(X).

Entonces, los lazos a y B en X son levantamientos de los lazos a := = poa
y3:=po ﬂ en X, respectivamente. Y como [a] = [A], i.e., a ~ [ entonces
por (2.21) se tiene que a =~ 3. Q.E.D.

Hemos visto, en (2.20), que las aplicaciones cubrientes levantan curvas
de X a X', en forma unica. El resultado siguiente nos da una condicion
necesaria y suficiente para que una funcién con codominio X se pueda
levantar a X.

Teorema 2.23 Sea p : X — X una aplicacion cubriente, y sea Y un
espacto lopoldgico conezo y lacalmente arco-conero. Sea f :Y — X una
funcion continua, y consideremos punlos arbitrarios To € )?, zp € X,
Yo €Y, tales que f(yo) = zo = p(Zo). _

_ Entonces, eziste un levantamiento f : Y — ,?, de f, inico tal que
f(yo) = Zo, st y sélo st fumi(Y,y0) C p.(m1(X,Z0))-

DEMOSTRACION. (1): La existencia de un levantamiento f, implica la
existencia del diagrama conmutativo de grupos:

-~

7f1(1
fs P«

7?1(},)

W](X)

.

es decir, f. = p. o f., y por (2.22) p. es inyectiva, y asi

fomi(Y) = pa o fumy(Y) C pomy(X)

(2): Reciprocamente, dado y € Y, un levantamiento f: Y — X de
f se define de la forma siguiente: Sea a : I — Y una trayectoria de yo
a y. Entonces, f o a es una curva en X con punto inicial zo. Sea a el
levantamientoa X de foa con punto inicial Zg. Se define f(y) =a(l) e X.
Entonces:

(1): f esta bien definida: En efecto, si a ~ /3 son dos curvas en Y de yo
a y, entonces foa =~ fof son dos curvas en X de zo a f(y). Entonces, por
el teorema de Monodromia (2.21) & ~  y tienen el mismo extremo final,
ie., a(1) = B(1).

Ahora, si a # (3, considerando el lazo o - 37! en (Y, y) y su clase de
homotopia en m (Y, yo), por hipétesis f.[a-f7!] € p.xl()?,io), l.e., existe
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una clase [1] € m1(X, Zo) tal que pu[y] = [fo(a - F7)] = [fo()] - (£ (A",
l.e., si levantamos la curva (f o a) (fo ﬂ)‘1 de X a X, resulta una curva
cerrada basada en zg, y asi (f oa)(l) = (f o B)(1),1e. , f esta bien definida.

(ii): Claramente po f(y) = p(&(1)) = foa(l) = foa(l) = f(y), ie.,
pof=f.

(111): Sélo resta probar que f es continua: Seay € Y, y sea V un abierto
que contiene a f(y) € X Queremos un abierto W que contenga a y € Y
tal que f(W) cvV.

Ahora, como p es un homeomorfismo local, podemos escoger vecindades
abiertas V'’ de f(y) en X y U de pOf(y) f(y) en X talesque ply: : V! — U
sea un homeomorfismo. Restringiendo V si hiciera falta, podemos suponer
Va— \4f

Como f es continua y Y es localmente arco-conexo, existe una vecindad
arco-conexa W de y € Y tal que f(W)C U.

Probaremos ahora que f(W) C V: Sea z € W un punto cualquiera, y
sea 7 : Yy — z una trayectoria cualquieraen W C Y. La curva f o+ esta en
f(W)CUCX,yvade f(y) a f(z).

Consideremos el levantamiento f ova X con punto inicial f(y) de la
curva anterior.

Obsérvese que como (ply)~'o foy es una curva en V C X con punto
inicial (plv) ™" o f 0 7(0) = (plv)' f(y) = f(v), ya que po f = f, entonces
por unicidad de los levantamientos de curvas (2.24) se tiene que f,;_7 =
(plv)~to(fon).

Finalmente, si @ : yp — y es una curva en Y, considerando la curva
foaen X de zo a f(y), y su levantamiento a X con punto inicial zg, se
tiene que la curva producto: (fTa) . (on-:,) = (fTa) “((plv)=Yo fo9)
es un levantamiento de (f o @) - (f o ¥) con punto inicial Zg, y asi f(z) =
gg%) “((plv)~t o f1)(1) = (plv)~' o f2(1) = f(1) € V, ie,, f(W) C V.

La unicidad del levantamiento fes clara de la demostracion del teorema,
pero también es consecuencia del siguiente resultado. Nétese, sin embargo,
que en la demostracion del resultado siguiente solo se usa el hecho de que
p es un homeomorfismo local entre espacios Hausdorfl.

Proposicién 2.24 (Unicidad de Levantamientos) Seap: X — X un
homeomorfismo local entre espacios Hausdorff. Sea Y un espacio conezo y
f:Y — X una funcidn continua.

S191,92 : Y — X son dos levantamientos de f con respecto a p, y
91(!/0) = gz(yo) para algin punio yo € Y, entonces g1 = ga.
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DEMOSTRACION. Sea T :={y €Y : 91(y) = g2(y)}, entonces yo € T, i.e.,
T #0.

Mostraremos que T es abierto y cerrado en Y, y como Y es conexo,
entonces necesariamente T'=Y, y asi g; = g2 en todo Y.

(1): T es cerrado ya que es la imagen inversa de la diagonal A C X x X
bajo la funcién continua (g;,92) : Y — X x X dada por (91,92)(y) =
(91(v),92(y)), y A es cerrada porque Y es Hausdorf.

(2): T es abierto, ya quesi z €Y, sea z = g;(z) = go(2) € X. Como P
es un homeomorfismo local, existe una vecindad U de z € X tal que bajo
p es homeomorfa a una vecindad V de p(z) = f(z) € X.

Ahora como g; y g2 son continuas, entonces g7 '(U), g;'(U) C Y son
abiertos, y contienen a z y por lo tanto existe un abierto W, por ejemplo
W = gl'l(U) ﬂg{l(U) de Y, que contiene a z, y es tal que g;(W) CU.

Finalmente como ply : U — V es un homeomorfismo, y ¢;(W) C U, y
J = pog;, entonces pluogi|lw = pogilw = flw, y asi gilw = (ply) "o flw.

Se sigue que ¢)|lw = (plu)~'o flw = g2lw, i.e, W C T, con W un
abierto de Y, y asi T es abierto. Q.E.D.

El resultado siguiente es importante para el desarrollo subsecuente de
la teoria, en particular para el estudio de las aplicaciones holomorfas entre
superficies de Riemann.

Teorema 2.25 Seap: X — X una aplicacién cubriente con X y X Haus-
dorff y X conezo por traygectorias. FEntonces, para cualesquiera puntos
z0,z) € X las preimdgenes p~!(zo) y p~!(z,) tienen la misma cardina-
lidad.

DEMOSTRACION. Como X es conexo por trayectorias, existe una curva
y:I - X dezoaz. Siyé€ p'(zo) es un punto cualquiera, por (2.20)
existe un unico levantamiento 7 : I — X de 7 tal que 5(0) = y.

Definamos una funcién ¢ : p~!(zo) — p~!(z1) como sigue: Si y €
p~1(zo) se define ¢(y) := F(1). Obsérvese que F(1) € p~'(z;) ya que
poy =7y asi z; = (1) = p(¥(1)).

Por la unicidad (2.20) del levantamiento de curvas, la funcién ¢ esta
bien definida y es inyectiva.

Una inversa de ¢ esta dada como sigue: Sea z € p~!(z;) y considérese a
1.z, — zg en X y consideremos su levantamiento (:y_jl) aX que
comienza en z. Se define ¥ : p~!(z;) — p~!(z0) como ¥(z) := (7#:41)(1)

Para ver que ¢ es suprayectiva probaremos que ¢ oy = 1. En efecto, si

la curva y~
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1

z € p~!(z,), como claramente (7‘i) =5, entonces

pou(z) = ¢ ((7)(1) =6 (G(1) = (1 - 1))
= 4(3(0) =4(y) =5(1)=z. QED.

Definicién 2.26 Con la notacion del teorema anterior, si p : X — X es
una aplicacién cubriente, a la cardinalidad del conjunto p~!(z), z € X, se

le llama el nimero de hojas del espacio cubriente X. Este cardinal puede
ser infinito por supuesto.

En la situacién del teorema (2.25) anterior, si ademas los espacios X y
X son localmente compactos, y la aplicacion p es propia y discreta, entonces
por (2.6)(1) las fibras p~!(z), £ € X, son conjuntos finitos. Este sera el caso
que mas nos interese ya que nosotros estaremos tratando con superficies de
Riemann.

Noétese que la biyeccion ¢ construida en el teorema anterior depende en
general de la curva 7. Asi, no existe, en general, una forma candnica de
contar globalmente las hojas de un espacio cubriente.

Ejemplo. Sea X = X = §' = {(r,0) : r = 1, y 6 € R} (en coordenadas
polares). Para cualquier entero n € Z, la funcién

pn:S! = S! dada por pn(1,0) :=(1,n0)

es una aplicacién cubriente si n # 0, y enrolla el circulo n veces alrededor
de si mismo. Es decir, es una aplicacién cubriente de n hojas.

El resultado siguiente nos da un método para calcular el grupo funda-
mental de un espacio X cuando se tiene un cubriente simplemente conexo

de X y se tiene una idea geométrica de la fibra o imagen inversa del punto
base de X.

Teorema 2.27 Sea p : X — X una aplicacion cubriente con X stmple-
mente conezo. Sea F := p~!(zo) la preimagen del punto base de X. En-
tonces, eziste una biyeccion ¢ : m(X,z9) — F dada por ¢[a] := a(l),
donde a es un levantamiento de c.

DEMOSTRACION. Primero obsérvese que ¢ esta bien definida ya que, por
(2.20), dada « existe su levantamiento tnico @, y por (2.21) si a ~
entonces a(1) = B(1).
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La inversa de ¢ se define como sigue: Sea £ € F un punto, y deﬁnalnos
¥ : F — m(X,z0) como y(z) := [po] donde v es una trayectoria en X de
Ipacz. .

Obsérvese que como X es simplemente conexo v siempre existe y cua-
lesquiera dos tales trayectorias son homotopas.

También, como Zo, z € F entonces po¥(0) = zg = po (1), es decir,
pov es en efecto un lazo en X, y asi [poq] € m(X, zo) esta bien definida.
Claramente yog[a] = ¢(a(1)) = [pod] = [a), i.e., ¥0¢ = id. Similarmente
ooy =id. Q.E.D.
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2.3 Aplicaciones cubrientes ramificadas

En esta seccion se generaliza el concepto de aplicacion cubriente para incluir
el caso cuando se tiene una aplicacion holomorfa ramificada, propia y no
constante entre superficies de Riemann.

Comenzamos con las siguientes observaciones:

Sea p: X — X una aplicacién holomorfa, propia y no constante entre
superficies de Riemann (que puede ser ramificada). Entonces, el conjunto
de puntos de ramificacién B C X de p es cerrado y discreto.

Mas atn, como p es propia y por lo tanto cerrada por la observacion
después de (2.5), el conjunto A := p(B) C X también es cerrado y discreto.
Llamaremos a A el conjunto de valores criticos de p.

Ahora, si p: X — X es una aplicacién holomorfa, propia y no constante
entre superficies de Riemann, sean B C X y A = p(B) los puntos de
ramificacion y valores criticos de p respectivamente.

Como A es cerrado entonces p~!(A) C X también lo es. Claramente
B C p~1(A). Se sigue que los complementos:

X'=X-p'4) y X' =X-4

son abiertos, y asi, son superficies de Riemann.

Mis aun, la restriccién p : X' — X' es no ramificada ya que X' =
X —p~}(A) C X — B, y asi por el teorema (2.8), Plz. : X' — X' es una
aplicacion cubriente.

También, como X' es conexo por trayectorias Ya que X lo es, entonces
por la observacion después de (2.28) el cubriente X’ tiene un nimero finito
de hojas n := p~!(z), paratoda z € X’. Asi, cada punto c € X’ es tomado
por p exactamente n veces.

Para poder decir lo mismo para los valores criticos ¢ € A C X tenemos
que considerar las multiplicidades:

Definicién 2.28 Sea p : X — X una aplicaciéon holomorfa propia y no
constante. Diremos que p toma el valor ¢ € X, contando multiplicidades,

m veces, sl
TR Z vy(p)
yep—1(c)

El teorema siguiente generaliza el teorema (2.25) al caso ramificado.

Teorema 2.29 Sea p : X — X una aplicacion holomorfa, propia y no
constante entre superficies de Riemann. Entonces, eriste un nimero natu-
ral n tal que p toma cada valor ¢ € X, contando multiplicidades, ezxacta-
mentle n veces.
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DEMOSTRACION. Con la notacién anterior, sean B C X yA:=p(B)C X
el conjunto de puntos de ramificacién de p y el conjunto de valores criticos
de p respectivamente. L ° 7

Sean X' = X -AC Xy X':=X —-p~!(A) C X, y sea n := nimero
de hojas de la aplicacion cubriente no ramificada p : Fleex.

Asi, cada ¢ € X’ es tomado por p exactamente n veces. Ahora, si
c € A = p(B) es un valor critico de p, como p es discreta, entonces p~!(c)
es un conjunto finito (2.6), digamos p~!(c) = {y1,..-, %} C X, y sea
kj := v(p,y;) la multiplicidad de p en y;, paral < j <r.

Por (1.16), existen vecindades abiertas (que podemos elegir disjuntas)
U; C X de yi ¥ V; C X de c, tales que para cada z € V; — {c} se tiene
ki =#p~Y(z)NUj, paral < j<r.

Ahora, por (2.6)(2) como Uy U ---U U, es una vecindad de p~!(c) =
{¥1,..., 4.}, entonces existe una vecindad V de ¢ € X tal que p~ (V) C
Uyu.-.-uU,.

De hecho, como las V; son vecindades de ¢, podemos escoger la vecindad
VdectalqueVCVin-..nV,yp (V)CU,U---UU,.

Asi, para cada £ € VNX' se tiene que z € V; para toda j,y comoz € X'
entonces z # c y asi #p~!(z)NU; = kj. Ahora, como p~!(z) C p~}(V)
entonces

p @) =p M )N (hU---UU,) = (p~ ()N U---U (p~Y(z)NT,)
con los U;j disjuntos. Se sigue que
#p7 (@) =#p7'@)NU +---+#p N 2)NU, =ky + -+ k.

Ahora, como z € X', entonces por la observacion después de (2.26)
p~!(z) = nimero de hojas de la cubierta p : X' =X =n.

Consecuentemente, n = kj +- - -+ k., es decir, el valor criticoc € A C X
es tomado n veces ya que

n=kit+-+k=vpuy)t+ +upw)= Y, vpy) QED.
y;€p~1(c)

Definicién 2.30 Una aplicacién holomorfa, propia y no constante p : X —
X entre superficies de Riemann, se llama una aplicacion cubriente holo-
morfa de n hojas si n es el entero del teorema anterior.

Notese que aqui el uso del término cubriente ha sido generalizado para
incluir el caso ramificado. Si queremos enfatizar que una cierta aplicacion
cubriente lo es en el sentido usual, lo diremos explicitamente.

Un corolario interesante del teorema anterior es:
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Corolario 2.31 St X es cualquier superficie de Riemann compacta, en-
tonces toda funcién meromorfa no constante f : X — P' tiene el mismo
nimero de ceros y polos, contando sus multiplicidades.

DEMOSTRACION. f: X — P! es una aplicacién holomorfa, no constante y
propia ya que X es compacta (2.5).

El conjunto de polos de f es f~!(c0), y su conjunto de ceros es f~!(0).
Por el teorema (2.29), tomando en cuenta multiplicidades

Y. wH= Y. wl) QED.

yeS = (o0) yes—1(0)

A continuacidn veremos algunos ejemplos de aplicaciones cubrientes ra-
mificadas o no ramificadas.

FEjemplo 1: Sea k > 2 un entero y consideremos la funcién: p, : C — C
dada por pi(z) := z*.

Entonces, por el ejemplo (1) de (1.17), px es una aplicacion holomorfa
cuyo unico punto de ramificacién es 0 € C. Asi

pe :C* —C*, donde C*:=C-{0}

es una aplicacién holomorfa no ramificada y por lo tanto un homeomorfismo
local (2.3). Nétese que no sabemos si p; es propia y asi no podemos usar el
teorema (2.8) para ver que pi|c- es una aplicacién cubriente no ramificada
de k hojas. Esto lo probaremos verificandolo directamente de la definicidn:
Sea z € C* arbitrario y sea y € C* tal que px(y) = ¥* = z, i.e., y es una raiz
k-ésima de z. Como p; es no ramificado y por lo tanto un homeomorfismo
local, existen vecindades Vy de y y Up de z tales que pr : Vo — Up es un
homeomorfismo. Entonces, '

i (Uo) = VU (w- Vo) U---U(Wh" - vp)

donde w es una raiz k-ésima de la unidad.

Claramente los conjuntos V; := w! - Vo,j=0,...,k—1, son abiertos, dis-
Jjuntos por pares, y pi restringido a cada uno de ellos es un homeomorfismo
sobre Up.

Finalmente, como C* es arco-conexo, el nimero de hojas de la cubierta
es la cardinalidad de cualquiera de las fibras p;l(y), por ejemplo p,:l(l) =
{1 =w®w!,. .., w*"1} y asi k = nimero de hojas.

Observacién: (Las raices de una funcion): Sea X una superficie de Rie-
mann simplemente conexa y sea f : X — C* una funcién holomorfa en X
(i.e., que no se anula en ningin punto de X). Sea k > 2 un entero.
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Queremos hallar la raiz k-éssima de X, i.e., queremos una funcién F =

¥f : X — C* holomorfa y tal que px o &/f = f, donde p; : C* = C" es la
funcién pi(2) := 2.
En otras palabras, lo que queremos es un levantamiento de f con res-

pecto a la aplicacién cubriente p; : C* — C*:
C.
Pk

X N c

Fijemos z¢o € X y sea ¢ € C* cualquier raiz k-ésima de f(zo) € C°, ie.,
pe(c) = ¢ = f(zo). Como pi es cubriente, por (2.23) existe un inico
levantamiento F : X — C* de f tal que F(zo) = c. Por el lema (2.4) F es
holomorfa. A F se le llama una rama holomorfa de ¥/¥.

Ejemplo 2. La aplicacién exp : C — C* es cubriente no ramificada con un
nimero infinito de hojas. Es no ramificada porque es un homeomorfismo
local, ya que aun cuando es periddica, si la restringimos a un abierto V C
C que no contenga puntos que difieran por un multiplo entero de 2w,
exp: V — exp(V) C C* es un homeomorfismo.

De nuevo, no sabemos que exp sea propia, asi que para probar que
es cubriente tenemos que hacerlo directamente. Sea r € C° arbitrario.
Como exp es suprayectiva, sea y € C tal que exp(y) = z. Como exp
es homeomorfismo local, existen vecindades Vy de y y U de z, tales que
exp |v, : Vo — U es un homeomorfismo. Entonces,

exp }(U)=Vp = U Va
neZ

donde V,, := 27min+ V.

Claramente los V, son abiertos, disjuntos dos a dos, y exp |y, : V, = U
es un homeomorfismo.

Finalmente, como C* es conexo por trayectorias, el nimero de hojas de
este cubriente es la cardinalidad de cualquier fibra, y si z € exp~!(y) con
y € C°, entonces z + 2min € exp~!(y) para toda n € Z, y por lo tanto
#exp~l(y) = #Z.

Observacidén: (El logaritmo de una funcién): Sea X una superficie de
Riemann simplemente conexa y sea f : X — C* una funcién holomorfa en
X que nunca se anula.
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Analogamente al ejemplo anterior, nos gustaria hallar el logaritmo de
f, i.e., una funcién holomorfa F' = log(f) : X — C tal que expolog(f) = f

De nuevo, en términos de espacios cubrientes, lo que queremos es un
levantamiento de f con respecto a la aplicacién cubriente exp : C — C*

C

exp

X C*

Fijemos un zo € X y sea ¢ € C cualquier solucién de exp(c) = f(zo) €
C*, (exp es suprayectiva).

Como exp es cubriente, existe un tnico levantamiento F : X — C de f

tal que F(zo) = c. Por (2.4) F es holomorfa. A F se le llama una rama
holomorfa de log(f).
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2.4 Cubrientes universales y transformacio-
nes cubrientes

Hasta ahora, hemos estudiado algunas propiedades de espacios cubrientes
y ejemplos de estos. En esta seccion, probaremos que dada una variedad
X, siempre existe un cubriente p : X — X. Mas alin, se tiene un tal X sim-
plemente conexo y consecuentementé (2.35) este cubriente X es cubriente
de cualquier otro espacio cubriente Y de X. Por esta razon se le llamara el
cubriente universal de X.

Como estamos interesados en superficies de Riemann, comenzamos esta
seccion probando que si X es superficie de Riemann y p : X — X es un
cubriente de X, entonces existe una unica estructura complejaen X tal que
p resulta holomorfa.

Finalmente, para obtener mas informacion acerca de los cubrientes de
X, consideraremos los automorfismos de cada cubriente, probaremos que es
un grupo y en ciertos casos interesantes, cubrientes normales o de Galois,
este grupo es isomorfo al grupo fundamental de X.

Teorema 2.32 Sean X una superficie de Riemann y p : X — X un ho-
meomorfismo local, con X un espacio Hausdorff. -

Entonces eziste una inica estructura compleja en X tal que p resulta
una aplicacion holomorfa.

DEMOSTRACION. Sea (V,() una carta de X y supongamos que U C X es
un abierto no vacio tal que p|y : U — p(U) C V es un homeomorfismo. Sin
perder generalidad podemos suponer que p(U) = V.

Definamos z : U € X — z(U) =: U’ C C como z := { o ply. Como
plu y ¢ son homeomorfismos, entonces z también lo es. Claramente U’ =
((V)y=:v".

Entonces, (U, z) es una carta en X, y como p es un homeomorfismo
local, las cartas (U, z) cubren X.

Finalmente, los cambios de coordenadas en X sontales que: SiUNUZ #
@ en X, entonces V1NV, # @ en X, donde V; = p(U;). Entonces,

22027 := (G oplu,) o (G oply,) ™! =Caoplu, o (pluy) 0Tt =Cao (it

en alguna vecindad contenida en U, N U,.

Como X es superficie de Riemann, los cambios de coordenadas (5 o (l—l
son holomorfos y consecuentemente también los cambios z; o z;! lo son.
Asi, X es una superficie de Riemann con este atlas complejo; p : f~—~ X
es una aplicacién holomorfa ya que si (U, z) y (V,¢) son cartas en X y X
respectivamente, tales que p(U) = V, entonces la funcién (opoz=! : U’ C
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C—V'CCes: (opozl:=Copo((oplu)"' =¢o(~! =1id, en alguna
vecindad, y asi es holomorfa.

La unicidad de la estructura compleja en X tal que p resulta holomorfa
es clara, ya que si {(W p)} es otro atlas complejoen X tal que p’ : X' — X
es holomorfa, con X’ = X, con la nueva estructura dada por {(W, p)} y
p' = p, entonces el diagrama siguiente conmuta:

X

con p' y p holomorfas. Entonces id : X — X' también es holomorfa, y
consecuentemente X es isomorfa a X’. Q.E.D.

Consideraremos ahora los cubrientes universales:

Definicién 2.33 Una aplicacion cubriente p : X — X se llama un cu-
briente universal de X si para cualquier otro cubriente ¢ : Y — X con Y
conexo y dados cualesquiera puntos To € X, yo € Y, con p(ZTo) = q(yo),
existe una unica funcién continua f: X —» Y que preserva las fibras dep y
¢, y tal que f(zo) = yo.

Como es usual con objetos definidos por propiedades universales, si un
cubriente universal de X existe, este es unico salvo isomorfismos, i.e., si
p: X —-X yp: : X' — X son cubrientes universales de X, entonces exnst.e
un unico homeomorfismo que preserva las fibras de p y p’, f : X - X',y
tal que f(zo) = z§,.

En efecto, como p es cubriente universal y p’ es cubriente, por definicion
existe una unica funcién f : X — X' tal que el triangulo 1zquierdo en el
diagrama siguiente conmuta:
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X X ' X

X

Invirtiendo los papeles de p y p’, existe una tnica funcién g : X =X
tal que el tridngulo de la derecha en el diagrama anterior conmuta.

Asi, la funcién g o f hace conmutar el tridngulo externo, y como p es
cubriente universal y claramente la identidad idjrv también hace conmutar
ese triangulo, por unicidad se tiene que go f = idi:.

Similarmente fog = idi”" Q.E.D.

l.os resultados siguientes seran usados para demostrar la existencia de
cubrientes universales de variedades conexas.

Lema 2.34 S1 X es una variedad, X es Hausdorff, y p : X — X es un
homeomorfismo local que levanta curvas, enlonces p es cubriente.

DEMOSTRACION. Sea ro € X un punto cualquiera y consideremos p~!(z) =:
{yj};es- Sea U una vecindad abierta de 2o que es homeomorfa a una bola
de R"; aqui n es la dimensién de la variedad X. Sea f: {J_ — X la inclusion.

Para cada j € J existe un levantamiento f; - U — X de f: U — X tal
que f:,-(:to) = y;. Definanse V; := f,-(U) C X. Entonces,

(1) Los V; son abiertos disjuntos

(it) p~'(U) = Ujes Vs

(iii) plv, : V; — U es un homeomorfismo para cada j € J. Q.E.D.

Proposicién 2.35 Sean X, X variedades conezas con X simplemente co-
neza. St p: X — X es una aplicacion cubriente, entonces es un cubriente
universal.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ : Y — X es otra aplicacién cubriente,
y sean yo € Y, o € X tales que ¢(yo) = p(Zo).

Queremos una funcién continua f : X =Y tal que p = go f, y unica
con la propiedad f(yo) = Zo.

Ahora, como p.wl()?) =0 C ¢q.m(Y), entonces por el teorema (2.23) la
funcion f existe con las propiedades requeridas. Q.E.D.

Usando los resultados anteriores podemos probar ahora la existencia de
un cubriente universal de una variedad X.



94 Capitulo 2. Espacios cubrientes

Teorema 2.36 Sea X una vanedad coneza. Entonces eziste una vamedad
coneza y sstmplemente coneza X y una aplicacién cubriente p de X en X.

Nétese que como X es simplemente conexa, por la proposicion anterior
p es de hecho el cubriente universal de X.

DEMOSTRACION. Fijemos un punto zg € X. Para z € X sea n(zo,z) el
conjunto de clases de homotopia de trayectorias en X de zo a z.

Definamos X := {(z,a): z € X, a € m(z0,2)},yp: X — X como
p(z,a) :=1z.

En X definimos una topologia como sigue: Dado un punto (z,a) € X,
sea U C X una vecindad abierta, conexa y simplemente conexa de z.

Definamos el conjunto [U,a] := {(y,0) : y € U, B = [u- v]}, donde
u: zo —  es una trayectoria en X tal que su clase de homotopia es a = [u]
y v:z — y es una trayectoria en U (recuérdese qu U es conexo). Como
U es simplemente conexo entonces  es independiente de la eleccién de la
trayectoria v. La familia {[U, a]} es una base para una topologia en X:

(i): Claramente todo punto de X esta en al menos uno de los basicos
U, a].

(i1): Si (z,7) € [U,a] N[V, 0] entonces z € U NV y asi, existe una
vecindad abierta, conexa y simplemente conexa de z, W C UNV. Se sigue
que (2,7) € [W,7] C [U,a] N[V, 4.

La funcién p : X — X es un homeomorfismo local (en particular, es
continua) ya que para cualquier [U, a] basico se tiene que p|y o) : [U,a] = U
es claramente un homeomorfismo.

El espacio X es Hausdorff ya que dados (z,a) # (y,0) € X entonces:
z # y y en este caso los podemos separar en X, 6 £ = y pero a # f; en
este ultimo caso, sea U C X una vecindad abierta, conexa y simplemente
conexa de z. Entonces, [U,a]N[U, 3] = 0 ya que de lo contrario existiria un
(2z,7) en la interseccién, y si w: z — z es una trayectoria en U y a = [u],
B = [v], entonces v = [u- w] = [v- w] y por lo tanto [u] = [v], i.e,, a = G,
una contradiccién.

El espacio X es conexo y p levanta curvas: En efecto, sea u : I — X
una curva arbitraria tal que u(0) = zo. Para cada s € I'seau, : [ — X la
curva dada por u,(t) := u(st), asi la curva u, recorre la parte de la curva
u correspondiente al segmento [0, s).

Ahora, si v es una curva cerrada en X tal que v(0) = zo = v(1), entonces
la funcién @ : I — X dada por i(t) := (u(t), [v-us]) es continua y claramente
es un levantamiento de u con punto inicial @(0) = (u(0), [v- uo)) = (zo, [v]).

Se sigue, del lema (2.34), que p : X — X es una aplicacién cubriente, y
de la demostracion del teorema (2.32) se sigue que X es una variedad.
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Finalmente, X es simplemente conexo ya que si w : [ — X es una
curva cerrada con w(0) = w(1) = (zo,€) y € = [zo] la clase de homotopia
de la curva constante en zo, entonces u := po w es una curva cerrada en
X con u(0) = u(l) = zo. Ahora, si u es el levantamiento de u a X con
punto inicial %(0) = (zo, €), entonces por la unicidad de los levantamientos
se tiene que ¥ = w. Se sigue que u(1) = (zo,[u]) = w(1) = (zo,¢€), y asi
[u) = € = [z0), es decir, u ~ zq, i.e., u es nulhométopa y asi, por el Teorema
de Monodromia, 4 = w también lo es. Q.E.D.

El teorema anterior muestra la existencia de cubrientes (universales) de
una variedad. Existen teoremas de existencia de cubrientes de otros espa-
clos que no sean necesariamente variedades, pero nosotros solo estaremaos
interesados en variedades donde el teorema de existencia es facil de probar.

Corolario 2.37 Sip: X — X es cubriente universal de la variedad coneza
X, entonces X es simplemente coneza.

DEMOSTRACION. Dada X variedad conexa, por el teorema anterior existe
Y simplemente conexa y ¢ : Y — X cubriente universal. Por unicidad
de los cubrientes universales (2.43), se sigue que X es homeomorfa a Y.

Q.E.D.

Una vez probada la existencia de cubrientes, para estudiarlos mas a
fondo es necesario introducir transformaciones entre ellos.

Definicién 2.38 Sea p : X — X un cubriente. Una transformacién cu-
briente de p es un homeomorfismo f : X = que preserva las fibras de p,
i.e., tal que el diagrama siguiente conmute:

X

El conjunto de transformaciones cubrientes de p, Aut()?/X) :=Aut(p:

X — X) es un grupo con la composicién de transformaciones como ope-
racion.

Ejemplo I: Como C es simplemente conexo, entonces exp : C — C* es
cubriente universal.
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El grupo de transformaciones cubrientes es:
Aut(C/C*) =~ {7, : C— C: donde 7,(z) := z+2nmi, n € A

En efecto, sin € Z y 1, es la traslacién por 2n7i, entonces exp o7,(z) =
exp(z + 2win) = exp(z), i.e., 7, preserva las fibras de exp. Claramente 7,
es un homeomorfismo, y asi, es una transformacién cubriente.

Reciprocamente, si ¢ € Aut(X/X), entonces exp oc(0) = exp(0) = 1
y asi existe n € Z tal que ¢(0) = 2win. Y como 7,(0) = 27in también,
entonces o = 7,. Obsérvese que {1, : n € Z} = Z.

Ejemplo 2: Sea I' := Z-v, +Z- 7, una reticula en C. Entonces, la aplicacién
candnica p : C — C/TI" es cubriente universal del toro C/T.

Ahora, para y € I' sea 7, : C — C la traslaciéon z — z + y. Claramente
7y manda la reticula I' en si misma.

Como en el ejemplo anterior se prueba que

Ant(C/M)={r, : 7yeT}=T=ZxZ

Definicion 2.39 Una aplicacion cubriente p : X — X entre espacios co-
nexos Hausdorff se llama normal o de Galois si dados cualesquiera par de
puntos ZTo, £ € X con p(Zo) = p(Z1), existe una transformacién cubriente
f: X — X tal que f(Zo) = 1.

Nétese que por (2.24) si una tal funcidén f existe, entonces es unica.

k es cubriente de

Ejemplo. La aplicacién p : C* — C* dada por p(z) := z

Galois ya que para cualesquiera z;,z2 € C* con p(2)) = p(z2), i-e., zf = 25,
se tiene que z = wz) con w una raiz k-ésima de 1. Entonces, la aplicacion
f: C* — C* dada por f(z) = wz es transformacidn cubriente y satisface

que f(z1) = z2.

Teorema 2.40 St X es una variedad coneza y p : X — X es cubriente
universal, entonces p es de Galois y Aut(X/X) =~ = (X).

DEMOSTRACION. (a): p es Galois: En efecto, si yg,y; € X son dos puntos
tales que p(yo) = p(y1), como p es cubriente universal, entonces existe una
unica f : X 4 que preserva las fibras de p, y tal que f(yo) = wi.
Similarmente, existe una unica g, que preserva las fibras de p y tal que
9(v1) = %o

Claramente f og y g o f son continuas, preservan las fibras de p, y

(fog)w) =w y (90 f)(yo) = yo- Por la propiedad universal de los
cubrientes universales se sigue que fog=1idy go f =id.
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(b): Aut(X/X) = 7 (X): En efecto, sean zo € X y y € X tales que
p(¥o) = zo. Definamos ¢ : Aut(X/X) — m(X,z0) como ¢(c) := [pov),
donde v : yo — o(Yo) es una curva en X (Nétese que como X es cubriente
universal entonces es simplemente conexa (2.37), y no importa cual curva
se escoja de yp a o(yp)). Claramente p o v es una curva cerrada en X.

(i): ¢ es un homomorfismo de grupos ya que si o, 7 € Aut(X/X) ysiv:
yo — o(¥0), w : yo — 7(yo) son curvas en X, entonces 0o w : o(yo) — o7(yo)
es unacurva en X y po(cow) = pow. Ahora, la curva necesaria para definir
¢(ot) esv (0 ow):yo — o7(yo), y entonces: ¢(o7) = [po(v- (0 ow))] =
[pov]-[po(oow)]=[pov] [pow]=4(c)- é(r).

(i1): ¢ es inyectiva ya que si ¢(c) = [po vs] = [pov,;] = ¢(r), con

o i Y0 — (%) y vr : yo — 7(yo) curvas en X, entonces pov, ~ po v, son
curvas cerradas homoétopasen X, y asi por monodromia sus levantamientos
tienen el mismo extremo final, i.e., o(yo) = 7(yo0), ¥ esto para cualquier
punto yo € X, es decir, 0 = 7. _

(111): ¢ es suprayectiva ya que dado [a] € my(X,z0), sean yo, ¥y € X
puntos cualesquiera tales que p(yo) = zo = p(y), entonces, como X es
Galois, existe 0 € Aut(X/X) tal que o(yo) = y. Sea v : yo — y = o(vo),
claramente ¢(c) = [pov] = a. Q.E.D.

Definicién 2.41 Sea p : X — X cubriente y sea H C Aut(X/X) un

subgrupo. Dos puntos z,z’' € X se llaman equivalentes mdodulo H si existe
o € H tal que o(z) = 2'.

Claramente la relacion anterior es de equivalencia.

Teorema 2.42 Sean ¢ : Y — X una aplicacidn cubriente entre variedades
yp: X — X el cubriente universal. Sea f : X =Y la funcién dada por la
propiedad universal de X .

Entonces, f es una aplicacion cubriente y eziste_un subgrupo H C
Aut(X/X), tal que dos puntos cualesquiera z,z’ € X van, mediante f,
al mismo punto de Y si y sélo siz y 2’ son equivalentes mddulo H. Mds
ain, H ~ m(Y).

DEMOSTRACION. (1): f es cubriente: En efecto, (i): f es homeomorfismo
local, ya que si ¥ € X es cualquier punto, p(Z) = s y f(Z) = z, como p
es homeomorfismo local, existen vecindades W, de T y U; de s tales que
plw, : W1 — U; es un homeomorfismo.

Ahora, como g es cubriente, existe una vecindad U de s, que podemos
tomar contenida en Uj, y abiertos disjuntos V; en X tales que ¢~}(U) = U Vi
y qlv, : Vi = U son homeomorfismos.
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Denotemos por V al abierto V; que contiene al punto z, y sea W :=
p~}(U)N W,. Entonces z € f(W) C ¢~}(U), y como f(W) es conexo
entonces f(W) = V.

Finalmente, como plw : W — U y q|v : V — U son homeomorfismos,
entonces flw : W — V también lo es.

(i1): f levanta curvas: Sea a : I — Y una curva con punto inicial yp,
y sea Tg € X un punto tal que f(ZTo) = yo. Queremos levantar a a X con
punto inicial Zy.

Como p es cubriente, la curva goa de X se puede levantar a una curva
goaen X con punto inicial Zo.

Ahora, las curvas fo(goa) y a en Y son levantamientos de g o a con
el mismo punto inicial yo ya que go f o (q’-ova) =po (qTa) =qoa. Se
sigue que f o (q—c;x) = a y asi o a es el levantamiento deseado de a. Por
el lema (2.3w3) f es cubriente.

(2): Sea H := Aut(X/Y). Entonces claramente H C Aut(X/X) es
un subgrupo. Como X es simplemente conexo, entonces f : X = Yes
cubriente universal y asi es Galois por (2.40) y ademas H ~ m(Y).

Finalmente, como f es Galois, f(z) = f(z') si y sdlo si existe 0 € H :=
Aut(X/Y) tal que o(z) = z’. Q.E.D.

Usaremos el teorema (2.43) anterior para determinar todos los cubrien-
tes del disco perforado: D* :={z€ C: 0< |z|] < 1}.

Proposicién 2.43 Sean X una superficie de Riemann yp: X — D* una
aplicacion cubriente no ramificada. Entonces, se tiene uno de los casos
sigutentes:

(1): Sip tiene un nimero infinito de hojas, entonces eziste un bikolo-
morfismo ¢ : X — H, donde H C C es el semiplano izquierdo, tal que el
diagrama sigusente conmula:

(2): Si p tiene un nimero finito k de hojas, entonces eziste un bikolo-
morfismo ¢ : X — D* tal que el diagrama sigutente conmuta:
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D.

donde pi(z) = z*.

DEMOSTRACION. Obsérvese primero que como H es simplemente conexo,
entonces exp : H — D" es el cubriente universal. Entonces, existe una
tnica aplicacién holomorfa f : H — X tal que exp = po f.

Sea H C Aut(#(/D*) el subgrupo asociado a f dado por el teorema
(2.43) anterior. Asi, H =~ m(X). Se tienen los dos casos siguientes:

(1): Si H = {1} es el grupo trivial, entonces por (2.43) f(z) = f(z') si
y 86lo si T es equivalente a z’ niédulo H =1, i.e., si y sélosi z = 7/, ie.,
si y sélo si f es biyectiva y por lo tanto un biholomorfismo. Entonces, se
define ¢ .= f~': X —H.

(2): Si H # {1}, observemos primero que Aut(H/D*) = {r, : n €
Z, 7 : H{ — H}, donde 7, : z — z + 27in es una traslacién. Asi, para el
subgrupo H # 1, existe un entero k > 1 tal que H = {7nx : n € Z}.

Sea g : H — D* el cubriente dado por g(z) := exp(z/k). Obsérvese que
g(z) = g(2')siy sélosiexp(z/k) = exp(z’'/k),i.e.,siy sblosi z = z'+2wikn,
i.e., siy sblosi z es equivalente a 2z’ mdédulo H.

Definamos ¢(z) := g(f~1(z)), y nétese que si z,z' € f~!(z), entonces
f(z) =z = f(2'), i.e., por (2.45) z es equivalente a z’ mddulo H y asi por
la observacién previa g(z) = g(z’), i.e., g esta bien definida. Claramente g
es biyectiva y es un biholomorfismo. Q.E.D.

Usando el ejemplo anterior, podemos determinar los cubrientes del disco
D :={z € C : |z] < 1} que son no ramificados en el disco perforado D*:

Proposicién 2.44 Sean X una superficie de Riemann yp: X — D una
aplicacién holomorfa, propia, no constante, y no ramificada en D*. En-
tonces, eriste un enlero k > 1 y un btholomorfismo ¢ : X — D tal que el
diagrama sigusente conmuta:
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donde pi(z) = z*.

DEMOSTRACION. El abierto X* := p~1(D*) C X es tal que la aplicacién
px+ : X* — D* es cubriente no ramificada.

Entonces, por el ejemplo previo (2.43), existe un biholomorfismo ¢ de
X* a D* tal que el diagrama siguiente conmuta:

D'

Obsérvese que p~!(0) consiste de un solo punto: En efecto, si suponemos
que tiene al menos n > 2 puntos by,...,b, € p~1(0), entonces existen
vecindades abiertas V; de b; y un disco D, := {z € C : |z| < r} tales que:
p=(D,) CU---UV,,.

Si D := D, — {0} entonces p~!(D*) es homeomorfa a p;'(D:) =
D*(¥/r) y asi, es conexa. Ahora, como cada punto b; es punto de acumu-
lacion de p~!(D}), entonces p~!(D, ) también es conexo. Pero esto contra-
dice la contencién p~!(D,) C ViU---UV,. Asi, p~1(0) = {b}, y si definimos
@(b) := 0 entonces ¢ : X* — D" se extiende a una funcién ¢ : X — D
también biholomorfa y que hace conmutar el diagrama deseado. Q.E.D.



Capitulo 3

Continuacion analitica y
funciones algebraicas

Aunque a estas alturas sea casi ofensivo recordarlo, cada nimero complejo
z # 0 tiene dos raices cuadradas y asi no existe una funcidn raiz cuadrada.
En tiempos pretéritos solia hablarse de “funciones multivaluadas” para re-
ferirse a entes tales como el anterior, que por supuesto no son funciones
estrictamente hablando.

Uno de los objetivos de Riemann y Weierstrass era dar sentido a la idea
de considerar a la “raiz cuadrada” y objetos similares como una verdadera
funcion. Para esto introdujeron, Weierstrass usando series de potencias y
Riemann con un punto de vista geométrico, el concepto de continuacion
analitica. En este capitulo recordaremos este concepto y lo interpretaremos
en términos de gavillas de gérmenes de funciones holomorfas, aun cuando
este ultimo concepto y su importancia fueron descubiertos mas reciente-
mente por Leray, Serre y Cartan.

Por supuesto que la relacién w = /z, que satisface la ecuacién alge-
braica w? = z, es un caso particular de una funcidn algebraica, i.e., una
funcién w = f(z) que satisface una ecuacién algebraica:

v+ a;(2)w" !+ +an(z)=0

donde los coeficientes a;(z) son funciones meromorfas de z.

En este capitulo introduciremos el concepto de gavilla en una superficie
de Riemann, formalizamos la idea de continuacién analitica y construimos
la superficie de Riemann de una funcidn algebraica. Explicitamente, vere-
mos que esta superficie de Riemann es una cubierta ramificada de n hojas
de la esfera de Riemann P!, donde n es el grado de la ecuacién algebraica.

61
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3.1 Gavillas

Sea X un espacio topoldgico y sea Top(X) la familia de abiertos de X.
Podemos considerar a Top(X) como una categoria con objetos los abiertos
U € Top(X) y morfismos las inclusiones entre ellos, i.e., p € Hom(U, V) si
p: U <V eslainclusion.

Definicién 3.1 Una pregavilla de grupos abelianos en X es un funtor con-
travariante

F : Top(X) — Ab

A los elementos s € F(U) de las imagenes de abiertos U de X se les
llama secciones de la pregavilla F en U.

A los morfismos F(p) : F(V) — F(U) correspondientes a inclusiones
p: U <=V se les llama restricciones.

Usaremos la notacién F(p)(s) = sly = py(s) € F(U), con s € F(V)
para denotar a la restriccion a U de la seccidn s de V. Esta notacién
proviene de los ejemplos naturales que veremos a continuacién donde las
secciones son funciones y las restricciones lo son en efecto.

Por supuesto que también consideraremos pregavillas de grupos, ani-
llos, campos, espacios vectoriales, mddulos, etc. segin la naturaleza del
problema que estemos considerando.

Antes de considerar ejemplos de pregavillas introduciremos el concepto
de gavilla. Informalmente hablando, una gavilla es una pregavilla donde
sus secciones estan determinadas localmente:

Definicién 3.2 Una gavilla en un espacio topoldgico X es una pregavilla
F : Top(X) — Ab, tal que:

(i) Si U € Top(X) es tal que U = |Jp. Uj con U; € Top(X), entonces
para cualesquiera secciones s,s’ € F(U) tales que s|y, = s'|y; para todas
lost,j €T, se tiene que s = s'.

(it) Si U = Up U;j y si se tienen secciones s; € F(U;) que coinciden en
las intersecciones, i.e., tales que

S |U.'nU,- = 85; |U.ﬂU,‘

para todas las #,j € T, entonces existe una seccién s € F(U) tal que
s|ly, = s; paratodai €.

Observaciones. (1): La seccién global s € F(U) tal que s|y, = s; para
toda ¢ € T en 3.2(i1), es inica con esta propiedad por la condicién (3.2)(i).
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(2): F(0) = 0 (el grupo trivial) ya que @ = [J;¢9 Ui, y asi para cuales-
quiera s, s' € F(0) se tiene que s|y, = s'|y; para todos los i,j € 0. Conse-
cuentemente s = s’ por 3.2(1). Entonces, si F() tiene algin elemento, éste
es unico.

Finalmente, por 3.2(ii) F(@) si tiene elementos ya que para cualesquiera
i,j € 0 todas las secciones s; € F(U;) satisfacen s;ly.nu; = sjlu.nu, ¥ asi
por 3.2(ii) existe s € F(0) tal que s|ly, = s;.

Ejemplo I: La gavilla de funciones continuas: Sea X un espacio topoldgico.
Para cada abierto U C X sea

C(U):={f:U—>C : f escontinua}.

Claramente, con las operaciones de C, C(U) es un espacio vectorial sobre
C.

Ahora, si p: V < U es la inclusion entre dos abiertos de X, sea
oY C(U) = C(V)

la restriccién usual: pY, (f) := flv.
Entonces, C : Top(X) — C— Mod es una gavilla de espacios vectoriales.

Ejemplo 2: La gavilla de funciones holomorfas: Sea X una superficie de
Riemann. Para cada abierto U C X (el cual es por lo tanto también
superficie de Riemann), sea

o) := {f:U—oC ook esholomorfa.}.

Ya hemos visto en el capitulo 1 que con las operaciones de C, O(U) es
un anillo conmutativo con 1.
Si V «— U es lainclusion entre dos abiertos de X, sea

p:0U) = O(V)

la restriccion de funciones. Entonces, O : Top(X) — An es una gavilla de
anillos.

Ejemplo 8: La gavilla de funciones diferenciables: Sea X una variedad
diferenciable. Para cada abierto U C X el conjunto

C®WU):={f:U—C : f esdiferenciable }.

es un anillo, y asi C*™ es una gavilla de anillos.
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Ejemplo §: La gavilla de funciones meromorfas: Sea X una superficie de
Riemann. Para cada abierto U C X considerado como superficie de Rie-
mann, sea:

M@U)={f:U—C : f es meromorfa }.
Con las restricciones usuales, M es una gavilla de campos.

Ejemplo 5: La gavilla de funciones holomorfas que nunca se anulan: Si X
es una superficie de Riemann y U C X es un abierto, se define

O°(U)={f:U—C*: f esholomorfa}.

Este conjunto es un grupo multiplicativo con el producto del grupo C*,
y O resulta una gavilla de grupos abelianos.

Ejemplo 6: Similarmente se define la gavilla de funciones meromorfas que
nunca se anulan M*.

Ejemplo 7. La pregavilla constante: Este es un ejemplo de pregavilla que
en general no es gavilla: Sea X un espacio topoldgico y sea G un grupo
abeliano. Definamos

Fg : Top(X) — Ab

como:

(i()Si0#UC X,sea Fg(U) =G

(i1) Si 0 = U, sea Fg(0) := 0 (el grupo trivial).

Los morfismos restriccion son:

1)SI0#£UCV, p: Fg(V) =G — Fg(U) = G es la identidad
p=tdg:G—G.

)Sid=UCV,p:Fg(V) = 0= Fg(0) es el morﬁsmo cero.

Claramente Fg es una pregavilla.

Si G = 0 es el grupo trivial, entonces Fy es claramente una gavilla, la
gavilla constante cero. Lo mismo si X = @ por la observacién (2) de (3.2).

Si G # 0y X tiene al menos dos abiertos no vacios disjuntos, entonces
Fg no es gavilla:

En efecto, sean U,, U, abiertos no vacios disjuntos de X, y sea U :=
Uy UUz # 0. Sean g1, g2 en FGg(U) = G. Entonces, como U; N U; = 0, se
tiene que Fg(U; NU2) =0y asi las restricciones g |u,nu, = 0 = g2|v,nu,-

Sin embargo, no existe g € Fg(U) = G tal que glu, = g1 ¥y 9luv. = 92
porque p) = idg : Fg(U) =G — Fg(U) =Gy asi gly, = idg(9) = g, y si
g = gly, = 9; entonces g; = g2, una contradiccién.

Ejemplo 8: La gavilla de funciones localmente constantes: Sea X un espacio
topoldgico y sea G un grupo abeliano dado.
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Para cada abierto U C X sea
IFG(U) = {f :U — G : f es localmente constante}

(f es constante en cada componente conexa de U).

Si U es conexo no vacio, entonces Fg(U) =~ G, y asila gavilla Fg merece
en efecto llamarse “localmente constante”. Es un ejercicio sencillo probar
que con las restricciones usuales, Fg es una gavilla de grupos abelianos.

La fibra de una pregavilla: Sea F : Top(X) — A una pregavilla en
un espacio topolégico X. Sea p € X un punto y consideremos la familia
U(p) := {U € Top(X) : p € U} de vecindades abiertas de p en X. Obsérvese
que dados U, Us € U(p) la interseccion U, := U, NUpg € U(p) es tal que
U, CU.NUg y Uy, CUsNUp. En otras palabras, el conjunto ¢(p) es un
conjunto dirigido con el orden parcial: U < V siy sdlosi U D V.

Asi, aplicando el funtor contravariante F' a los objetos de U(p) y sus
morfismos, i.e., las inclusiones i, : U, C Up, se obtienen morfismos 8 =
F(i8) : F(Ug) — F(U,), que forman una familia directa en la categoria A
al que denotamos (F(U(p)), <).

Definicién 3.3 Al limite directo de la familia (F(U(p)), <) en la categoria
A se le llama la fibra de la pregavilla F en el punto p € X. Si este limite
existe, se le denotara

Fp := li_rpF((,/a).

Recordamos a continuacion los conceptos involucrados en la definicién
anterior:

Limites directos. Recuérdese que un conjunto dirigido es un conjunto
parcialmente ordenado (T, <) tal que dados cualesquiera elementos a, 3,
€l existe yET talquea<yy A <y.

Si (I', <) es un conjunto dirigido, una familia directa o filirada en una
categoria A, es una familia de objetos {M,}, indicada por I', y morfismos
¢P : My — Mp para cualesquiera indices a < J tales que:

(1): 6% : My — Mg, es el morfismo identidad: ¢S = idp, para todos los
ael.

(i1): Y, siempre que a < A < 7, se tiene que ¢; ol = ¢, ie, el
diagrama siguiente conmuta:

i ¢5
M, &= My 2 M,
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Si {Mgy,a € T} es una familia directa en una categoria A, un limite
directo de esta familia consiste de un objeto M de A y morfismos ¢, :
My, — M para cada objeto M, de la familia, tales que:

(a): Los morfismos ¢, son compatibles con los morfismos ¢§, l.e., si
a < [ entonces el diagrama siguiente conmuta:

M
/VB
M
5 B

¢
M,
ba

(b): Mas aiin, (M, ¢,) tiene la propiedad universal siguiente: Si N es
otro objeto de A con morfismos ¢, : Mq — N que también son compatibles
con los morfismos ¢2,, entonces existe un dnico morfismo ¢ : M — N que
hace conmutar los tridngulos del diagrama siguiente para toda a € I':

N

ls

d)a M
4

Como sucede en general con objetos definidos con propiedades univer-
sales, si el limite directo de una familia existe en la categoria A, éste es
unico salvo isomorfismo. Se justifica asi usar la notacién

lim M,
para el limite directo de una familia (Mq,¢2) de A.

Para probar lo anterior, supongamos que (M, ¢4) y (N, ¥4) son limites
directos de una familia {Mq4,¢?}.

Entonces, existen morfismos inicos ¢ : M — N y ¢ : N — M tales que
los diagramas siguientes conmutan (es decir, Yo = d0da ¥ da = ¥ 0 Yq,
para todos los a € T'):
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Ahora, por la propiedad universal de (M, ¢, ), existe un unico morfismo
de M en M tal que el diagrama siguiente conmuta:

M

T
ba M
/s

M,

Y como tanto la composicion g oy : M — M como la identidad
td : M — M hacen conmutar el diagrama anterior, entonces por la unicidad
en la propiedad universal se tiene que ¢ o ¢ = idps.

Similarmente, ¢ 0 ¢ = idn

En general, la existencia del limite directo en una categoria dada tiene
que probarse en cada caso especifico.

En las categorias Top, Ab, An, Campos, Mod, el limite directo lim M,

existe, y se construye tomando el coproducto (unién disjunta en Top, suma
directa en Ab, Mod, etc.) de los objetos M, y luego se identifican elementos
8 € My, 8 € Mp, denotado s ~ &, si y sélo si existe un indice v € T tal
quey > a,y> B, ys=sen M, ie, ¢2(s) = ¢3(8) € M,. Asi,

lim Mg = (]_[ Ma)/~.

a€l
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Los morfismos candnicos

$a : F(Ua) = | [ F(Ua) = lim F(Uy) =: F.

estan dados en forma natural como sigue: La primera flecha es la inclusién
natural y la segunda flecha es el epimorfismo candnico. Notese que las
imagenes de los morfismos ¢, generan Fj,.

Algunas veces, a la imagen ¢,(s) € Fp de una seccion s € F(U,) se le
llama un germen de s en p y lo denotamos por

[s]= (Ua,s) = (Pa[s]p) = dals)

Dado un punto p € X, a la fibra F, de F' en p podemos pensarla
como sigue: Los “puntos” de F, son los gérmenes (p,[s],) donde s es una
seccion de un abierto Uy, € X que contiene a p. En los ejemplos que
hemos visto F(U,) es casi siempre un conjunto de funciones definidas en
U,, asi podemos pensar a s como s : Uy, — C. Entonces un germen
(p, [s]p) lo podéemos pensar como una funcién s definida en una vecindad
no especificada de p.

Ejemplo I: Sea X una superficie de Riemann y O : Top(X) — An la gavilla
de funciones holomorfas en X. Sea p € X un punto y consideremos la fibra
Op = li_rp o).

Un germen [s] = (Uqs,s) € Op esta representado localmente por una
seccion s € O(U,), i.e., por una funcién holomorfa s : Uy — C. Entonces,
eligiendo cartas (V,z) alrededor de p € U, y alrededor de su imagen
2(p) € C, la funcidn s tiene una expansién en serie de Taylor

oo
8(z) =Y en- (2= 2(p)"
n=0
con radio de convergencia positivo.

Obsérvese que si [s] = (Uq, s) = (Up, s’), entonces existe Uy, C Ua N Up
tal que sly, = s’|lv, y consecuentemente las series de Taylor de s y s’ son
iguales.

Podemos entonces definir la funcién

Y Op = C{Z T Z(P)}

donde el codominio es el anillo de series de Taylor convergentes alrede-
dor de z(p) € C. Es un ejercicio probar que esta funcién es de hecho un
1somorfismo de anillos.
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Ejemplo 2: Andlogamente, st M : Top(X) — Campos es la gavilla de
funciones meromorfas en X y p € X es un punto, entonces existe un iso-
morfismo de anillos

¥ : Mp — C[[z - 2(p)]]
de la fibra M, en el anillo de series de Laurent convergentes que tienen
parte principal finita:

en - (z = 2(p))"

M

n=k

con k€Z,c, €C.

A continuacion probamos algunas propiedades de las fibras: Sea [s] € F},
un germen de una pregavilla F en X. Si definimos [s](p) := s(p) para
cualquier eleccién de un representante s € [s], entonces [s](p) estd bien
definida, i.e., no depende de la eleccién del representante s del germen [s].

En efecto, si s ~ s, i.e., si (Ua,s) = (Up,s'), entonces existe v tal que
sly, = s'\lu, y p € Uy, se sigue que s(p) = s'(p)-

Proposicién 3.4 Si F : Top(X) — Ab es una gavilla de grupos abelianos
en un espacio topologico X y U C X es cualquier abierto, entonces: s €
F(U) es cero si y sélo st (U,s) =0 en todos los F, conp€ U.

DEMOSTRACION. Si 0 = s € F(U), usando los morfismos ¢ : F(U) — Fp,
se tiene que 0 = ¢(0) = ¢(s) = (U, s).

Reciprocamente, si 0 = ¢(s) € F, para todo p € U, entonces por
definicion de limite directo existe una vecindad U, de p tal que s|y, =0, y
como U = UpEU Up y sly, = 0 para todo p € U, y como F es gavilla, por
(3.2)(i) se sigue que s=0en U. Q.E.D.

El espacio topolédgico y la proyeccién asociados a una pregavilla.
Sea F : Top(X) — A una pregavilla en un espacio topoldgico X. A esta
pregavilla F le asociamos un espacio topoldgico |F| y una funcién continua
suprayectiva p : |F| — X de la forma siguiente:

(1): El espacio |F| := U,¢ x Fp es la unién disjunta de las fibras de F'.

(2): La proyeccidon p : |F| — X se define como: p(z):=zsiz € X, i.e.,
p manda cada fibra F; en el punto z € X.
Al conjunto |F| le damos una topologia especificando una base B para

ésta, como sigue: Sea U C X un abierto y sea s € F(U) una seccidn.
Pongamos

U,s]:= {dz,(s) =(U,s)eF; : z€ U} C|F|.
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La base de la topologia es:
B :={[U,s] : UC X abierto, s € F(U)}.

Proposicién 3.5 Sea F : Top(X) — A una pregavilla.

(1): El conjunto B es una base para una topologia en |F|.

(2): Con esa topologia en |F|, la proyeccién p: |F| — X es un homeo-
morfismo local.

DEMOSTRACION. (1): Primero, todo punto (p,[s],) de |F| esta contenido
en algin basico [U, s] ya que (p,[s]p) = (U,s) = pu(s) con s € F(U) y
p€ U. Asi, (p,[s]p) € (U, s).

Segundo, si (p, [s],) € (U, s)N[U’, s'], entonces existe [U", s”] € B tal que
(p, [slp) € [U",s") C [U,s]N[U’,s']. En efecto, comope UNU’, s € F(U)
y s’ € F(U'), existe un abierto U"” C U NU’ tal que p € U", y poniendo
s" = sly» = §'|u~, se tiene que (p, [s]p) € (U",s"].

(2): Para ver que p : |F| — X, dada por p : (z,[s]z) — z es un
homeomorfismo local, sea (z,[s):) € |F| un punto arbitrario.

Como (z,[s]z) = pu(s) con s € F(U) y z € U, entonces [U,s] € B y
(z,[s]z) € [U, s]. Asi [U,s] es un abierto de |F| que contiene a (z,[s]z) y U
es un abierto de X que contiene a z.

Ahora, plw,,) : [U,s] — U dada por p((y,[s]lu)) := u es claramente
biyectiva.

También, p|y,) es continua y abierta (ejercicio) y por lo tanto es un
homeomorfismo de [U,s]en U. Q.E.D

Si ahora consideramos una superficie de Riemann X, y una pregavilla F
en X, para el homeomorfismo local asociado p : |F| — X, sabemos (2.32)
que si |F| fuera Hausdorff, entonces para cualquiera de las componentes
conexas de |F| existiria una tnica estructura compleja en esa componente,
l.e., seria en forma natural una superficie de Riemann, de tal forma que la
restriccion de p a esa componente resultaria una aplicaciéon holomorfa no
ramificada entre superficies de Riemann.

El teorema siguiente (3.7), después de una definicién que rescata una
propiedad esencial de las gavillas Ox y Mx (1.9) y (1.20), nos dice en qué
caso el espacio |F| es Hausdorfl.

Si X es una superficie de Riemanny Ox y M x son las gavillas de fun-
ciones holomorfas y meromorfas respectivamente, sabemos (1.9) y (1.20)
que si U C X es un abierto conexo, y por lo tanto una superficie de Rie-
mann, y si 5,8’ € O(U) (respectivamente, en M(U)), son secciones tales
que sus gérmenes (z, [s]z) y (z, [s']z) coinciden para un punto z € U, en-
tonces s = s’ en todo U.
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Definicién 3.6 Una pregavilla F en un espacio topoldgico X se dice que
salisface el Teorema de la Identidad si para cualquier abierto conexo U C X
y secciones s, s' € F(U) tales que existe un punto z € U tal que los gérmenes
(z,(s]z) y (z,[s']z) son iguales, entonces s = s’ en F(U).

Teorema 3.7 Sea X un espacio topolégico Hausdorff localmente conezo,
y sea F una pregavilla en X que satisface el Teorema de la Identidad.
Entonces, |F| también es Hausdorff.

DEMOSTRACION. Consideremos dos puntos cualesquiera [s] = (z,[s]z) y
(sl = (v,[s']y) en |F| tales que [s] # [s']. Queremos hallar vecindades
disjuntas de ellos.

Caso I: Si p[s] = z # y = p[s’] en X, entonces los gérmenes [s] y
[s') estan en fibras diferentes F; y Fy respectivamente. Ahora, como X es
Hausdorff, y £ # y, existen abiertos disjuntos {/ y V de X, tales que z € U
y y € V. Entonces claramente p~'(U) y p~!(V) son abiertos disjuntos de
|F| que contienen a (s] y [s'] respectivamente.

Caso 2: Si p[s] = z = p[s’] en X, entonces los gérmenes [s] y [s'] estan
en la misma fibra F; = p~!(z). Veremos que los podemos separar en F;.

Supongamos que [s] = (s,U) y [s'] = (s',U’'). Sea W C UNU’ un
abierto conexo tal que z € W (recordemos que X es localmente conexo).
Entonces, por definicién de la topologia en |F|, (3.5), se tiene que [W, s|w]
y [W,s'|w] son abiertos en |F| que contienen a [s] y [s’] respectivamente.
Probaremos que de hecho, son disjuntos: Supongamos que existe [s”] €
(W, s|lw]) N [W,s'lw]. Entonces, si p[s”] = y € W, se sigue que: [s"] =
py(5) = py(s') poraue y € W y [s"] € (W, slw] y [5"] € [W, &'lw].

Ahora, como F satisface el Teorema de la ldentidad, se sigue que s|lw =
s'|lw con W C UNU’' un abierto conexo. Asi los gérmenes [s] y [s’] son
iguales en F;, en contradiccién con la eleccién [s] # [s'). Q.E.D.

Corolario 3.8 Si X es una superficie de Riemann y F es una pregavi-
lla en X que satisface el Teorema de la Identidad, entonces la proyeccion
p:|F| — X es un cubriente no ramificado de X.
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3.2 Continuacion analitica

Un problema tipico en matematica es el de extender una funcién dada a
un dominio mas grande de tal forma que se preserven las propiedades de la
funcién original. En nuestro caso el problema es el siguiente: Dada f una
funcién holomorfa en una regién (abierto conexo) X del plano complejo C,
cuando y cémo se puede encontrar una funcién g en un dominio Y D X
con g holomorfa y tal que g|x = f. Es claro que si Y se obtiene anadiendo
a X un abierto disjunto, entonces definiendo ¢ = f en X y como sea
en el complemento Y — X , por supuesto en forma holomorfa, entonces
trivialmente g extiende a f. Asi pues, el caso interesante es cuando Y D X,
Y # X eY es abierto conexo.

En esta seccion, precisamos estos problemas y los extendemos al caso
cuando f es una funcién holomorfa en una superficie de Riemann X, y en
general no exigimos que Y D X sino que pedimos una aplicacion holomorfa
no ramificada p : Y — X. También consideramos el caso de la continuacién
de una funcién meromorfa. Sin embargo, comenzamos con el caso elemental
y un ejemplo importante:

Supongamos que f : X C C — C es una funcién meromorfa con polos
pi y ceros zj, 1 <i<m, 1< j<n ysea<yunacurva cerrada rectificable
en X que no pasa por los polos y ceros de f, digamos v : [0,1] — X.
Supongamos que 4 ~ 0 (nulhométopa en X).

Si pudiéramos definir log(f(z)), este seria una primitiva de f'/f, pero
entonces, si f'/f tuviera una primitiva en X, como y ~ 0, entonces se
tendria que j; f'/f=0.

Sin embargo, esto no es cierto en general, es decir, log(f(z)) no se puede
definir globalmente, por lo siguiente: Ya que ningin cero o polo de f estd
en {y} = imagen de ¥ C X, entonces para cada a € {7} existe un disco
B(a; 8) que no contiene ceros ni polos de f. Consecuentemente, se puede
definir una rama holomorfa de log(f(z)) en B(a;¥).

Ahora, los discos B(a;§) forman una cubierta abierta de {y}, que es
compacta porque ¥ es continua. Entonces, existe un € > 0 tal que los discos
B(a;¢€) cubren {7} (¢ es el nimero de Lebesgue de la cubierta B(a;§)) y
tal que para todo punto a € {y} existe una rama holomorfa de log(f(z))
en el disco correspondiente B(a;e).

También, como 7 es continua en el compacto [0,1], entonces es uni-
formemente continua y por lo tanto para el ¢ > 0 anterior, existe una
particion 0 =19 < t; < --- < t, = 1 del intervalo [0, 1] tal que ¥[tj_,, ;] C
B(v(tj-1);€) paral < j < n.

Sea log;(f) una rama holomorfa de log(f) en B(7y(tj-1);¢), 1 <j < n.
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Obsérvese que ¥(t;) € B(y(tj-1);€) N B(y(tj);€), 1 < j < n. Asi,
podemos elegir log,(f),...,log,(f) tales que:

log, (f(v(t1))) log: (f(v(t1)))
log, (f(¥(12))) logs (f(v(2)))

log,_; (f(7(tn-1))) = log, (f¥(ta-1)))

Escribamos v; := 9|y;_, 1,}- Ahora, como (log;)'(f) = f'/f en el disco
B(y(tj-1);€) y como Im( ;) = ¥[tj-1,t;] C B(y(tj-1); €), entonces

/ £/ = og (£ (v(t5))) = log; (f (+(t5-1)))

(por el Teorema Fundamental del Calculo), para 1 < j < n.
Ahora, como

o £
I ,ZL, ,
= 3" llogy (1)) = logy  (t5-)
Jj=1
= log, (f(a)) — log, (f(a))
ya que por la propiedad telescépica de arriba, logj = log; 41, y donde a :=

7(0) = 1(1).

Pero entonces, por el principio del argumento [Conway, p.123], se tiene:

I/f’ n m
— —_ — ,z n —:keZ
i) T le :2j) z;} 7; Px)

(indice de v en los ceros zj) — (indice de v en los polos p:)

Asi, log, (f(a))—log,(f(a)) = 2mik,i.e., en general log,, f(z) # log, f(z)
(para k #0), i.e., al “continuar” log, de By a B;UB; y luego a BUB,U B3,
etc., al llegar a B,, ya no se tiene que log, = log,,. Asi, log(f) no se puede
deﬁmr globalmente en X.

Este es uno de los problemas que deben considerarse al continuar ana-
liticamente una funcién: Dar un criterio que asegure que la continuacion a
lo largo de una curva cerrada resulte en la misma funcién que comienza la
continuacion.
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Sin embargo, el hecho “desafortunado” de que esto no siempre es asi,
llevé a Riemann, desde un punto de vista geométrico, al estudio de lo que
hoy conocemos como superficies de Riemann.

Comenzamos precisando lo que entenderemos por la continuacién ana-
litica de una funcién a lo largo de una curva.

Continuacién analitica a lo largo de una curva: Sea X una superficie
de Riemanny sea v : [0, 1] — X unacurva en X, no necesariamente cerrada.
Sean a =v(0) y b = v(1).

Si queremos copiar lo que hicimos con el logaritmo en el ejemplo ante-
rior, primero nos olvidamos de los discos en X y sélo consideramos abiertos
de X y pensamos a la imagen de 4 cubierta por estos abiertos:

Asi, podemos pensar que para cada punto t € [0,1] se tiene un abierto
U, C X tal que «(t) € U:.

Supongamos que se tienen funciones holomorfas f; : Uy — C para cada
t. Ahora, como v : [0,1] — X es continua y los Uy C X son abiertos
entonces requerimos que siempre que s,t € [0,1] estén cercanos, se tenga
que en la interseccion U, NUy, o en algin abierto W C U,NU; que contenga
a v(1), las funciones f, y f; coincidan: En forma precisa, queremos que para
cada t € [0, 1] exista un § > 0 tal que si |s — {| < & entonces ¥(s) € Ur ¥y
las funciones (f, Ut) y (fs,U,) coincidan en un abierto W C U, N U, que
contenga a v(s).

En otras palabras, se requiere que las funciones (f,,U,) y (fi, U:) de-
terminen el mismo germen en la fibra O,(,).

Si lo anterior sucede, diremos que el representante (fi,U;) del germen
[f1] € Os, b = ¥(1), es una continuacion analitica a lo largo de la curva v
del representante ( fo, Uo) del germen [fo] € Oq, a = ¥(0).
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Definicién 3.9 Sea X una superficie de Riemann y sea v : [0,1] — X una
curva, a = y(0) y b = y(1). Un germen ¥ € O, se dice que resulta de la
continuacidon analitica a lo largo de la curva v del germen ¢ € O,, si:

(i): Para cada t € [0, 1] existen gérmenes ¢; € O.,(,) tales que ¢o = ¢ y
¢1 = ¥, con la propiedad:

(i1): Para cada 7 € [0,1] existe una vecindad abierta V; C [0,1] de 7 y
un abierto U C X tal que 7(V;) C U, y existe una funcién f € O(U) tal
que [f]y:) = ¢, para toda t € V;.

Observacién: Como [0, 1] es compacto, entonces ¥ € O, es la continuacién
analitica de ¢ € O, si y sdlo si

(1): Existe una particién 0 = tp < t; < --- < t, = 1 de [0, 1], existen
abiertos U; C X, 1 < j < n, tales que 7[tj_;,t;] C Uj, y existen funciones
holomorfas f; € O(Uj), 1 < j < n, tales que:

(2): ¢=[filay ¥ =[fnls-

(3): filw, = fi+1lw., 1 <i < n—1, donde W; es la componente conexa
de Ui N U;41 que contiene a y(t;).

Antes de continuar, pensemos un poco acerca del ejemplo motivador:
La construcciéon de ramas holomorfas de log(f(z)) en abiertos U;, que no
contienen ceros de f (ni polos), a lo largo de una curva y. Estas ramas las
fuimos construyendo como primitivas de f’/f en esos abiertos (convexos).
Ahora, si recordamos que en §2 construimos estas ramas como levanta-
mientos de f|y, con respecto al cubriente exp : C — C*, entonces podemos
preguntarnos por la relacién entre estas dos construcciones, y la respuesta
esta dada por:

Teorema 3.10 Sean X una superficie de Riemann, vy : [0,1] = X una
curva con ¥(0) = a yy(1) = b. Sea p:|O| — X la aplicacién cubriente
(no ramificada) asociada a la gavilla O de funciones holomorfas en X.

Un germen ¢ € Oy es la continuacidon analitica de un germen ¢ € O, a
lo largo de la curva v, si y sélo si eziste un levantamiento 7 : [0,1] — |O|
de la curva vy tal que 4(0) = ¢ y (1) = ¢.

DEMOSTRACION: Sea ¢, € O, 1), t € I := [0,1], la familia de gérmenes
dada por la continuacién analitica. Definamos

y:00,11=10= | 0.
T€X
como ¥(t) := ¢;.
Para todo t € I = [0, 1] se tiene que po¥(t) = p(¢:) = ¥(t) por definicién
de p: |O| — X, y asi, el siguiente diagrama conmuta:
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Miés ain, 7 es continua ya que si ¢t € [0,1] y 3(t) € |O| = ¢; es su
imagen, por definicién de continuacién analitica (3.9)(ii), existen vecindades
abiertas V; de t y U de +(t) tales que y(V;) C U. Entonces el abierto basico
(U, f] C |O] con f € O(U) es vecindad de ¢, y claramente 3(V;) C [U, f).

Claramente ¥(0) = ¢o = ¢ y 7(1) = ¢1 = ¥.

Reciprocamente, sea 7 un levantamiento de vy con respecto al cubriente
p:|O| = X con 3(0) = ¢ y (1) = . Definamos la familia de gérmenes
#¢ :=7(t) € Oy(ry parat € [0,1].

(1): Claramente ¢o = ¢ y ¢ =9

(i): Ahora, para t € [0,1) sea ¢, := 7(t) € O4(s) su imagen. Como ¥
es continua, existen vecindades abiertas V de t y [U, f] con f € (U) de ¢,
tales que ¥(V) C U. Asi, para todo t € V se tiene que y(t) = po ¥(t) con
3(t) € (U, f] y asi p(3()) € U, ice., 7(V) C U

Ma3s aiin, como para todo t € V se tiene que ¥(t) € [U, f] con f € O(U),
entonces ¢; € [U, f] y entonces f € O(U) es una seccién que representa al
germen ¢, i.e., ¢; = [f]y(1) para todot € V. Q.E.D.

Corolario 3.11 Por la unicidad de los levantamientos (2.24), se sigue del
teorema (3.10), que si la conlinuacidn analitica de un germen ¢ eziste, éste
estd univocamente determinado.

Ahora, si @ y 3 son dos curvas en X con extremos iniciales a y extremos
finales b, y si ¢ € O, es un germen que se puede continuar analiticamente
a lo largo de las dos curvas dadas, entonces no necesariamente (ejercicio)
los gérmenes resultantes en Oy tienen por qué ser iguales. Sin embargo, si
las curvas a y § son hométopas, entonces si lo son:

Corolario 3.12 (Teorema de Monodromia) Sea X una superficie de
Riemann, y sean ¥g, 7, : [0,1) — X curvas homdtopas de a a b.

St un germen ¢ € O, admite continuaciones analiticas a lo largo de
cada curva v,, 0 < s < 1, en una homotopia de vy a 7v,, entonces las
continuaciones analiticas de ¢ a lo largo de vo y v1 dan el mismo germen

Y € Os.

DEMOSTRACION: Por (3.7) |O| es Hausdorfl y por (3.5) p: |O] = X es un
homeomorfismo local.



3.2. Continuacion analitica Tl

Ahora, como la homotopia v, : 70 = 71, s € [0, 1], es tal que el germen
¢ € O, se puede continuar a lo largo de cada curva v,, entonces por el
teorema (3.10) anterior cada curva v, se puede levantar a una curva ¥ en
|O|, que comienza en el punto ¥,(0) = ¢ € O,.

Entonces, por el Teorema de Monodromia Abstracto (2.21), los levan-
tamientos 79 y 91 son curvas hométopas y tienen el mismo punto final
¥ = Jo(1) = 91(1), que por el teorema (3.10) es la continuacién analitica
de ¢ a lo largo de 70 y 71. Q.E.D.

El corolario siguiente es la consecuencia mas importante del Teorema
de Monodromia anterior.

Corolario 3.13 Sea X una superficie de Riemann simplemente coneza y
sea a € X un punto. Sea ¢ € O, un germen que admite una continuacion
analitica a lo largo de toda curva en X que comience en a € X, enfonces
ezisle una inica funcidn holomorfa global F € O(X) tal que [F), = ¢.

DEMOSTRACION: Unicidad: Si F, F' € O(X) satisfacen que [Fl, = ¢ =
[F']s, entonces existe una vecindad W de a en X, tal que para toda z € W
se tiene que F(z) = F’'(z), y asi, por el Teorema de la Identidad (1.9) para
funciones holomorfas, se tiene que F = F’ en todo X.

Ezistencia: Queremos definir FF : X — C holomorfa. Sea pues z € X y
consideremos cualquier curva a : a — z, la cual existe por ser X conexo.
Como por hipdtesis existe una continuacién analitica de ¢ a lo largo de
a, sea Y € O, una tal continuacién. Ndtese que este ¥, es unico por el
corolario (3.11), y mas ain, como X es simplemente conexo, cualesquiera
curvas de a a = son hométopas, y asi, por el Teorema de Monodromia (3.12)
el germen 3, tampoco depende de la curva a : a — .

Se define F(z) := ¥,(z) € C. La funcién F es holomorfa ya que para
cualquier £ € X se tiene que F(z) = ¥.(z), i.e., existe una vecindad W de
z tal que F|w = ¢¥-|w con 9, holomorfa.

Claramente [F], = ¢. Q.E.D.

El corolario (3.13) anterior resuelve el problema de la existencia de la
continuacion analitica de una funcién local (i.e., un germen holomorfo) f
en X, a todo X, en el caso cuando X es simplemente coneza, ya que en
este caso existe una funcion F € O(X) que coincide con f en una vecindad
del punto donde esta definido el germen f.

En general, cuando X no es simplemente conexa, aun cuando la conti-
nuacién analitica de f (un germen en X) sea posible a lo largo de curvas
con extremos iguales, no siempre se tiene monodromia, i.e., los gérmenes
resultantes pueden ser diferentes (esto es lo que sucedia en el ejemplo inicial
con la funcién f = log).
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El problema sigue siendo el de asociarle a un tal f en X una verdadera
funcién F que tome en cuenta todas estas continuaciones analiticas de f,
pero esta F ya no la podremos definir como la F' del corolario (3.13) ante-
rior, ya que no habiendo monodromia, F' ya no seria una funcion, i.e., no
seria univaluada.

Como veremos a continuacién, (3.14), esta nueva funcién ¥, ya no se
definird, en general, sobre X como en el caso de la funcion F' del corolario
(3.13) anterior, sino en una nueva superficie de Riemann Y, que en un
cierto sentido que se precisara mas adelante, nos da la mdzima superficie
de Riemann donde se puede continuar analiticamente a f.

El requerimiento en el corolario (3.13) de que F restringida a donde f
esta localmente definida, coincida con f, i.e., los gérmenes [F], = f sean
iguales, tendra que relajarse, ya que en general F no estara definida sobre
X.

La idea de la construccion de F es la siguiente: Como dominio Y de
F se tomara el conjunto de todos los gérmenes de la gavilla Ox que sean
continuaciones analiticas del germen dado f € Ox 4, a € X, a lo largo de
curvas en X que comienzan en a:

Y: {(2,[f]:) : z € X y existe una curva v : a — z en X tal que [f],

es la continuacién analitica de [f], a lo largo de ¥ }

C |Ox|

Después, se considera la proyeccién p : |O] — X y se restringe a Y,
obteniéndose asi una aplicacion holomorfa no ramificada p: Y — X, dada
por p(z,(f];) := z. Usando la aplicacién holomorfa no ramificadap : Y —
X, con Y C |Ox|, el siguiente paso es definir ¥ : Y — C. Esto es facil:
dado (z,[f];) € Y se define F(z,(f],) = f(z).

En lo que resta de esta seccion precisamos estas ideas, y probamos que
Y es una superficie de Riemann y F es una aplicacion holomorfa.

Sea p: Y — X una aplicacién holomorfa no ramificada entre superficies
de Riemann. Sabemos que p induce un morfismo de anillos para caday € Y:

P": Oxpy) = Ory

y como p es no ramificada, entonces es un biholomorfismo local y asi p* es
un isomorfismo de anillos. Sea p. : Oy y — Ox p(y) €l inverso de p*.

Definicién 3.14 Sea X una superficie de Riemann. Sean @ € X un punto
Y f € Ox,a un germen. Una continuacién analitica de f es una tétrada
(Y, p, F,b) donde:
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(1): Y es una superficie de Riemann y p : Y — X es una aplicacién
holomorfa no ramificada.

(11): F € Oy.

(i11): b € Y es un punto tal que p(b) = a.

(iv): p«([F]s) = f, donde p. : Oy — Ox p(b)=a cs €l isomorfismo de
anillos dado arriba.

La idea detras de esta definicién es que estamos extendiendo (conti-
nuando) la funcién local f en X por medio de la funcién global F en Y,
de tal forma que (iv) nos dice que el germen de F', donde tiene sentido, es
decir en b € Y, es esencialmente el germen f dado en a = p(b) (ya que p,
es isomorfismo).

Esto es lo mejor que podemos esperar al tratar de generalizar el corolario
(3.13) cuando X era simplemente conexa. Ahora, como queremos que una
tal continuacién analitica sea la mejor (mas grande) posible, definimos:

Definicién 3.15 Sean X, a € X, f € Ox , como antes. Una continuacién
analitica mdzima de f es una continuacién analitica (Y,p, F,b) de f que
“sea continuacion de cualquier otra”, es decir, que satisfaga la siguiente
propiedad universal: Si (Z, g, F', b') es cualquier otra continuacién analitica
de f, entonces existe una tunica aplicacién holomorfa ¢ : Z — Y tal que:

(1): ¢ preserva las fibras de py q,i.e., po¢ =g,

(ii): ¢(b') = b,

(iii): ¢* : Oy — Oz es tal que ¢*(F) = F'.

Lema 3.16 Si una continuacion analitica mdzima eziste, entonces ésta es
inica salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION: La usual para objetos definidos con propiedades univer-
sales.

Supongamos, en la notacién anterior, que (Y,p, F,b) y (Y',p/,F' V')
son dos continuaciones analiticas maximas de f € Ox 4. Entonces, existen
aplicaciones holomorfas tnicas ¢ : Y — Y’ y ¢ : Y’ — Y que preservan
las fibras de p y ¢, y tales que que ¢(b) = &', (¥') = b, ¢*(F') = F y
Yr(F) = F"

©-

YI

<
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Entonces, la composiciéon  o¢ : Y — Y es holomorfa, preserva las
fibras de p, y Yo @(b) = ¥(b') = b, i.e., deja fija a b, ademas, (Yo ) (F) =
¢*oy*(F)=¢*(F')=F.

Ahora, como la identidad ¢d : Y — Y claramente también tiene las
propiedades anteriores de i o ¢, entonces por unicidad en la definicién
(3.15), se sigue que ¥ o¢ = tdy. Similarmente, ¢ o ¢y = tdx/, y asi ¢ es un
biholomorfismo con inversa ¢. Q.E.D.

Antes de probar la ezistencia de una continuacién analitica maxima,
teorema (3.18), necesitaremos el siguiente resultado que relaciona el con-
cepto anterior con el de continuacién analitica a lo largo de una curva:

Lema 3.17 Sean X una superficie de Riemann, a € X un punto y f €
Ox,a un germen. Supongamos que eziste una continuacion analitica mdzima
(Y,p, F,b) de f. Entonces:

Sia:[0,1] =Y es una curva en Y con a(0) = b y a(l) =: y, entonces
el germen g := p.([Fly) € Ox p(y) €s una continuacién analitica de f a lo
largo de la curva f:=poa:[0,1] = X.

DEMOSTRACION: Obsérvese primero que #(0) = po a(0) = p(b) = ay
B(l) =poa(l)=p(y) € X, y asi, § es una curva en X de a a p(y).

Ahora, usando el morfismo p, : Oy — Ox, definamos para cada t €
(0, 1] el germen

¢‘ = p.([F]a(t)) € OX»P(C'(')) = OX,ﬁ(t)

Claramente, ¢o = p.([F]s) = f por (3.14)(iv). Pongamos g := ¢; =
P+([Fly) € Ox p(y)-

Sélo resta probar la propiedad (ii) de la definicién (3.9) para que g sea
la continuacién analitica de f a lo largo de la curva §.

Sea pues 7 € [0, 1] y consideremos los puntos a(t) € Y y () = pa(t) €
X. Como p : Y — X es un homeomorfismo local, existen abiertos V C Y
y U C X vecindades de a(t) y B(t) respectivamente, tales que p: V — U
es un biholomorfismo. Sea p’ : U — V la inversa de p.

Como F € Oy y V CY es un abierto, entonces F|yv € Oy (V) y asi, el
isomorfismo (p’)* : Oy(V) — Ox(U) lleva F a G := (p")*(F|v) € Ox(U).

Obsérvese ahora que para todo y € V C Y se tiene que p.([Fly) =
(Glp(y) ya que p. :=(p’)* en V.

Ahora, como V C Y es abiertoy a : [0,1] = Y es continua y a(7) € V,
entonces existe un abierto T' C [0, 1] vecindad de 7, tal que «(T) C V, y
asi f(T) =poa(T)Cp(V)=U,ie.,B(T)CUC X.

Finalmente, para todo t € T se tiene que [Glgu) = (Glpate))
= p.([F]a(‘)) = ¢g. QED
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El resultado principal de esta seccion es la existencia y unicidad de la
continuacion analitica maxima:

Teorema 3.18 (Continuacién analitica maxima) Sean X una super-
ficie de Riemann, a € X un punto y f € Ox,q un germen. Entonces, eziste
una dnica continuacion analitica mdzima (Y,p, F,b) de f.

DEMOSTRACION: La unicidad salvo isomorfismos es el contenido del lema
(3.16).

Ezistencia: Sea Y := la componente conexa de |Ox| que contiene al
germen f € Ox,q.

Sea p : |Ox| — X la proyeccién candnica, y denotemos también por
p:Y — X su restriccién aY C |Ox]|.

Entonces, p: Y — X es un homeomorfismolocal yaquep : |Ox| — X lo
es. Mads aiin, como |Ox | es Hausdorfl, entonces Y también lo es. Entonces,
por (2.32) existe una tnica estructura compleja en Y de tal forma que la
aplicacién p: Y — X resulta holomorfa.

(1): Queremos ahora definir una funcién F : Y — C holomorfa. Esto es
facil: Como los elementos de Y son gérmenes que resultan de continuaciones
analiticas de f, sus puntos son de la forma 1., entonces tiene sentido definir
F(¥z) := ¥(p(¥<)) = ¥=(2).

(2): Ahora, si b:= f € Y, entonces p(b) = p(f) = a yaque f € Ox,a-

(3): Obsérvese ahora que para este b = f € Y se tiene que p.([F]y) =
f € Ox,a,y asi, (Y,p, F,b) es en efecto una continuacién analitica de f.

(4): Para ver que en efecto es maxima, supongamos que (Y',p’, F', b') es
otra continuacién analiticade f. Entonces, definamoslafunciéon¢ : Y/ — Y
en el diagrama siguiente como sigue:

Y’ ¢ 14
X
Dada y' € Y/, sea p(y') = z € X. Consideremos entonces el germen
[F']ys € Oy y y su imagen p([F']y) € Ox,z.
Ahora, si a : [0,1] — Y’ es una curva con a(0) = y (a existe por
ser Y’ conexo), entonces por el lema (3.17), el germen p,([F']y’) € Ox,z

es la continuacién analitica del germen f € Ox,, a lo largo de la curva
B=poa:[0,]] > X deaarx.
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Ahora, por definicién de Y al inicio de esta demostracién, Y consiste
de todos los gérmenes que se obtienen por continuacién analitica de f a lo
largo de curvas en X, y como p,([F']y’) es uno de tales gérmenes, se tiene
entonces que p.([F')y/) =: y € Y. Se define entonces ¢ : Y’ — ¥ como
¢(y) = v

(1): Claramente ¢ es una funcidn que preserva las fibras de p y p’, ya que
si ¥ €Y’ entonces #(v') = p.([F']y:) y asi po¢(y') = popl([F'ly) =z =
p'(¥'), ya que p es la proyeccién candnica de la fibra y p, ([F']y’) € Oy pr(y)-

(ii): @(b") := pL([F'ly') = f =: b ya que (Y’',p', F',}’) es una conti-
nuacion analitica de f.

(iii): ¢*(F) = F'yaque ¢*(F) : Y’ — C satisface que para todoy € Y’
se tiene ¢*(F)(y') = Fo ¢(y') = F(p.([F']y"))

(iv): Es un ejercicio probar que ¢ es holomorfa. Q.E.D.

Continuacién de funciones meromorfas: La continuacién de gérmenes
de funciones meromorfas ¢ € Mx, , se maneja en forma andloga a como
hicimos para gérmenes de funciones holomorfas f € O 4, s6lo se tiene que
considerar a la gavilla M x y a la aplicacién p : [Mx| — X.
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3.3 Funciones algebraicas

Como recordamos en la introduccion de este capitulo, las funciones alge-
braicas, i.e., funciones w = f(z) que satisfacen una ecuacién algebraica:

wn+al(z)wn—l+...+an(z)=0 (%)

con coeficientes aj(z) € C(z), aparecen temprano en el analisis complejo.
Aparecen también cuando se consideran extensiones algebraicas de un cam-
po dado, por ejemplo C(z). Mas adelante (3.38) veremos que estas dos
“apariciones” son en un cierto sentido la misma.

En esta seccidn construimos la superficie de Riemann asociada a una
funcién algebraica dada, que en particular resultara una cubierta ramificada
X de P!, de n hojas, donde n es el grado de la ecuacién algebraica (); mas
aun, X resultara compacta.

Esto es tan sdloel principio del estudio de ia naturaleza algebraica de las
superficies de Riemann compactas. Mas adelante probaremos que de hecho
toda superficie de Riemann compacta es la superficie de Riemann asociada
a una funcidn algebraica, i.e., dada una superficie de Riemann compacta X
(diferente de P'), existen funciones w y z en X que satisfacen un polinomio
irreducible P(z, w) =0 y tales que X es la superficie de Riemann asociada
a la funcién algebraica w = f(2).

Mads aun, probaremos en (3.38) que existe una biyeccién entre el con-
junto de clases de isomorfismo de superficies de Riemann compactas y el
conjunto de clases de isomorfismo de campos de funciones algebraicas en
una variable.

Polinomios en dos variables: Consideremos un polinomio irreducible
en dos variables con coeficientes complejos P(z, w) € C[z, w]. Agrupando
términos podemos escribir este polinomio como:

P(z,w) = Po(z)w” + pr(2)w" ™" + -+ pn(2)

donde los pj(z) son polinomios en 2z con coeficientes en C.

Supongamos que el grado en w de P(z,w) es n > 1, de tal forma que
Po(2) Z 0 (i.e., no es el polinomio constante cero).

Dividiendo entre po(z) se obtiene

P(z,w)

o) =W aEE T an(2)

p(w) =
donde los aj(z) = pj(z)/po(z) € C(z) son funciones racionales de z. Asi,

p(w) = w" + a1(2)w" " + -+ an(2) € C(2)[v]
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es un polinomio en w con coeficientes en el campo C(z) de funciones racio-
nales en 2.

Obsérvese que como P(z,w) € Clz,w] = C[z]w], y como p(w) €
C(z)[w], donde C(z) es el campo de fracciones de C[z], entonces por el
Lema de Gauss, P(z, w) es irreducible si y sélo si p(w) es irreducible.

Discriminante de un polinomio. Recordemos que dos polinomios P(z, w)
y Q(z,w) en C[z](w] se llaman primos relativos si no tienen factores en
comin de grado > 1. Escribamos

P(z,w) = po(z)w” + - -+ pa(2)
Qz,w) = qo(z2)w™+ -+ qm(z)

Supongamos que el grado en w de P es mayor o igual que el grado en
w de Q. Entonces dividiendo P entre @ se obtiene:

P(w) = ¢- Q(w) + r(w) con g, € C(2)[w]

y multiplicando por el comin denominador de q y r (que es un polinomio
en z) se obtiene:

c0-P=Qo-Q+R; con ¢ €C[z] y Qo,R €Clz,u]
Continuando este proceso, se obtiene:

coP QiR+ Ry
a@ Q1R + R2
2Ry = Q2R2+R3

cno1Rn_2 = Qn-an—1+Rn

donde Qi, Rx € Clz,w] y a € C[z], los grados en w de R; decrecen y el
grado en w de R, es cero, i.e., Ry, es un polinomio en z, i.e., la division
acaba cuando el grado en w de R, es cero.

Obsérvese que si R, = 0, entonces por el teorema de factorizacion unica
se tendria que cualquier factor irreducible de R,_;, de grado positivo en
w, dividiria a R,_,, y también a R,,_3, etc., y consecuentemente también
seria -un divisor de P y @, lo cual es una contradiccién ya que estos son
primos relativos.

A R, se le llama el resultante de los polinomios P y Q. Este resultante
esta bien definido si los cx € C[z] se eligen del menor grado posible.
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Si P(z,w) € C[z,w] es un polinomio irreducible y P, (z,w) es su de-
rivada parcial con respecto a w, al resultante de P y P, se le llama el
discriminante de P, y lo denotaremos por A(z). Es claro que el discrimi-
nante de P es una funcién de los coeficientes p;(z) de P(z,w).

De la sucesién de igualdades que se usaron para definir el resultante de
dos polinomios, es claro que el resultante R,(z) de dos polinomios P y Q
puede escribirse como:

R=p-P+q-Q con p,qé€ Clz,uw)

Proposicién 3.19 Si P(z,w), Q(z, w) € C[z, w] son primos relativos, en-
tonces eziste s6lo un nimero finito de valores zo € C tales que P(zo,w) y
Q(z20, w) tienen una raiz w en comin.

DEMOSTRACION: Si wg es tal que P(zg,wo) = 0 = Q(z0,wp). Substi-
tuyendo en la cadena de ecuaciones en la definicion de discriminante, se
obtiene que R;(z0,wo) = 0,..., Ra_1(z0,wo) = 0 y Rn(20) = 0. Pero
como R, # 0 entonces existe s6lo un nimero finito de zp que satisfacen la
ecuacion R,(z9) = 0. Q.E.D.

Corolario 3.20 Si P(z,w) es un polinomio irreducible, los ceros del dis-
criminante A(2) de P son los valores 2o tales que P(z9,w) = 0 tiene raices
maultiples w.

Gérmenes de funciones definidas por un polinomio: Después de los
preliminares algebraicos anteriores, regresemos ahora a la cuestion de hasta
qué punto la ecuacién algebraica

P(z,w) = po(z)w" + -+ pa(z) =0

determina a w como una funcién de z, digamos w = f(z).

Comenzamos excluyendo el punto oo, los ceros del discriminante A(z)
de Py del denominador po(z); estos ceros son, por supuesto, un conjunto
finito. Denotemos por 2zj, 1 < j < m a estos punto excluidos, incluyendo
al 0o,y sea X' :=P' — {z1,...,2zm}.

Ahora, como el grado en w de P(z,w) es n y como A(z) # 0 para un
punto z fijo, no excluido, por (3.38) la ecuacién

P(z,w)=0

no tiene raices multiples, i.e., tiene n raices distintas w,(2), ..., wa(2), que,
por supuesto, varian con z.

A continuacién veremos como se pueden obtener gérmenes de funciones
holomorfas wyg, ..., wno, alrededor de cada punto no excluido zg, que sa-
tisfacen P(zq,wjo) = 0.
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Sea pues zg = zp+1yp € X’ un punto no excluido. Escribamos z = z+1y,
w=u+ivy P(z,w) = U(z,y;u,v) +iV(z,5;u,v).
Consideremos uno de los puntos w;j(zg). Si probamos que el Jacobiano

Us Uy o
det ( Ve V. > =Uy-Vo—-Us Vi |(,o,w,(zo))?l-' 0

entonces por el teorema de la funcién implicita, existira una vecindad de zq
y una funcién wjo definida en esa vecindad, que satisface P(zo, wjp) = 0.
En efecto, P(z0,w) es holomorfa en w y asi, satisface las ecuaciones de
Cauchy-Riemann: U, = V, y U, = —V4, y como el discriminante de P en
el punto zg es diferente de cero, entonces la parcial P, = U, +1V, # 0. Se
sigue que:
Us Vo =U, - Vu=UZ+ V2= |Py|>#0

Facilmente se prueba que la funcién wjq asi definida satisface las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann, i.e., es holomorfa.

Hemos obtenido asi n distintos gérmenes de funciones holomorfas
w(2),...,wn(z) que satisfacen P(z,wj(z)) = 0.

Lema 3.21 Los gérmenes w, - --,w, oblenidos se pueden continuar ana-
liticamente a lo largo de toda curva en X' = P! — {z;} que comienza en z,.

Cada germen w = w(z) obtenido en esta continuacidn satisface la ecuacidn
P(z,w)=0.

DEMOSTRACION: Supongamos que no fuera posible continuar algiin germen
w;(z) en X’ a lo largo de cualquier curva que comienza en zp, sea 7 una
curva en X' de zg a a, tal que el germen w;(z) en zg se puede continuar,
a lolargo de v, a todo punto b anterior a a. Ahora, eligiendo un radio s
suficientemente pequeno de tal forma que el disco B(a;s) esté contenido
totalmente en X', entonces para todo punto z € B(a;s) existen n funciones
W = W(z) = Wi(z) en ese disco, que satisfacen P(z, W) = 0, y son todas
las soluciones de esta ecuacidon. Escojamos b de tal forma que el arco de y
entre b y a esté enteramente contenido en B(a;s). Sea w(z) el germen en b
que resulta de continuar analiticamente wj(z) de zp a b a lo largo de 1.

Como P(z,w(z)) = 0 ya que w resulta de la continuacién de w;, entonces
w(z) debe coincidir con uno de los W;(z) en todo z € B(b;s — |b — a).

Pero claramente los gérmenes W(z) se pueden continuar de b a a a lo
largo del arco correspondiente de 7.

Por el teorema de la identidad (1.9), se sigue que como el germen inicial
wj(z) en zq satisface P(z,w;(z)) = 0, entonces cualquiera de sus continua-
ciones también satisface al polinomio P. Q.E.D.
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Hasta ahora tan sélo hemos probado que cada germen wj(z) en z0 € X'
se puede continuar a lo largo de cualquier curva 4 en X’ que comienza en
z9. Por supuesto que esto no implica la independencia de la trayectoria v,
i.e., un mismo germen wi(z) en zg al ser continuado a lo largo de distintas
curvas v y 7' de zp a a € X' puede dar lugar a distintos gérmenes en a.

El paso siguiente es construir un cubriente no ramificado 7' : X" X',
(y asi, por (2.32), X’ serd una unién finita de superficies de Riemann) y
una funcién holomorfa global f : X’ — C, tales que:

(1): f satisface al polinomio P(z,w) dado.
(ii): f extiende globalmente a los n gérmenes wj(z).
Esto es precisamente el contenido de! siguiente teorema:

Teorema 3.22 Sea P(z,w) = po(z)w" +p1(z)w” ' +---+pa(z) € Clz, w]
un polinomio irreducible de grado n en w y sea A(z) su discriminante. Sea
X' := P! — {00, ceros de po(z), ceros de A(z)}.

Entonces, eriste un cubriente no ramificado (de n hojas) =’ - X' — X'
y una funcidn global f : X =€ que es holomorfa en cada componente
coneza de X', y que satisface:

(i): P(x'(s), f(s)) = 0 para todo s € X

(i1): Sizo € X'y wi(z), ..., wn(2) son los n gérmenes holomorfos en zo
dados en (3.89), entonces ezisten s; € X', 1<j<n, tales que 7'(s;) = zo
y tales que si [f],; es el germen de f en s;, se tiene que «,(f],; = w; para
1<j<n

En otras palabras, X’ es una unién finita de superficies de Riemann y
f es una funcién global en X', que es holomorfa en cada componente conexa
de X’ y que continia analiticamente a los gérmenes wj.

DEMOSTRACION: Sea

= E_(fiﬂ)._w" ai(2)w* '+ -+ an(z) €C(2)[w
p(w) := S + a1(z) + -+ + aq(2) € C(2)[w]

Sea X' C |Ox:| el subconjunto de aquellos gérmenes s € Ox ., z € X',
que satisfacen al polinomio p(w), i.e., p(s) = 0.

Sea 7' : X' — X' larestriccién de la proyeccién canénica p : Ox/| — X'
a X'.

Por definicion de gérmenes definidos por un polinomio, para cada punto
z € X' existe una vecindad U C X'’ (por ejemplo un disco U alrededor
de z que no contenga a ninguin otro punto excluido) y existen n funciones
holomorfas w;(z) € Ox:/(U), 1 < j < n, que satisfacen p(wj(z)) =0en U.
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Entonces, se tiene la factorizacion:

pw) = [[(w-w;(2) en U.

=1
Se sigue que

()~ (U) = WU, w]
j=1

donde los basicos [U, w;] de X' son disjuntos, (2.46), ya que las w; son
distintas, y ademas

| ww, : [U,wj] = U

es un homeomorfismo para cada 1 < j < n.

Hemos probado asi que 7' : X’ — X’ es una cubierta no ramificada de
n hojas. 1

Nétese que X’ puede ser disconexa, sin embargo, como 7’ es un homeo-
morfismo local, por (2.32) =’ es holomorfa en cada componente conexa de
X'

Ahora, definamos f : X' — C como la funcién evaluacién, i.e., si [s], €
X' es un germen en z € X', entonces f([s).) = [s]:(z) = s(z) € C.

Como el germen [s], es holomorfo, se sigue que f es holomorfa, y
por definicién de X’ se tiene que para todo (s]: € X', p([s):) = O, ie.,
p(7'(s), f(s)) =0, ie.,

f(&)" + a(n'(s))f(s)" ™! + -+ an(n'(s)) =0

Finalmente, sea zp € X' y sea s € X' tal que 7'(s) = zo, y sea U C
X' una vecindad de z; tal que (7')"}(U) = U;'=1[U, w;]. Asi, existen n
posibilidades para s. Si s € (U, w;] entonces por definicién de este basico,

(3.5), se tiene que un representante del germen s es la seccién wj en U, y
asi 7i[f], = w;. Q.E.D.

El paso siguiente es extender la cubierta no ramificada ' : X—>X'a
una cubierta (ramificada) v : X — P! incluyendo a los puntos criticos que
se habian excluido: oo, los ceros de py(z) y los ceros del discriminante A(z)
de P(z,w).

Como veremos a continuacion, al incluir estos puntos criticos aparecen
puntos de ramificacién y el teorema siguiente nos dice cémo se construye el
cubriente X, primero en el caso cuando X' es conexo, i.e., es una superficie
de Riemann, pero, como se verd en la demostracién, no se hace uso de la
conexidad de X', el resultado también es valido cuando X’ es una unién
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disjunta de un nimero finito de superficies de Riemann, que es el caso que
tenemos nosotros.

Proposicién 3.23 Sean X una superficie de Riemann y A C X un sub-
conjunto cerrado discreto, y sea X' := X — A. Supongamos que X' es una
superficie de Riemann y que ' : X' — X' es una aplicacion cubriente,
no ramificada, propia y holomorfa. Entonces, m' se eztiende a una apl-
cacion cubriente ramificada de X, 1.e., eziste una superficie de Riemann X
y una aplicacion cubriente ramxﬁcada _propia y holomorfa m : X - X, y
un btholomorfismo o : X—n “1(A) — X’ que preserva las fibras de m y ='.

DEMOSTRACION: Para cadaa € A escojamos una carta coordenada (Us, Za)
en X tal que:

(1): 24(Us) = D el disco unitario en C.

(i1): z4(a) =0

(iii): UsNUy, =0 sia#b (A es discreto).

Consideremos la vecindad perforada U; := U, — {a}. Entonces, como

" X' = X' es propia, la preimagen (7')~!(U_}) consiste de un nimero

finito de componentes conexas V., 1 < j < n(a).

Para cada indice j, la aplicacion w |v- Vs; — U, es un cubriente no
ramificado de, digamos, k,; hojas.

Ahora, comose tiene un biholomorfismo z, : U; — D* y una cubierta no
ramificada de este disco de k,; hojas, por (2.43) existe un biholomorfismo
€aj : Vaj — D* en el disco perforado, que hace conmutar el diagrama

siguiente (donde 74;(¢) = ¢*e7):

. §aj -
Vdj —— D
l |
u; = D°

Para cada a € A, escojamos n(a) “puntos ideales” yqj, 1 < j < n(a),i.e.,
escojamos puntos distintos en algin conjunto disjunto de X', y pongamos:

)?::)?'U{yaj 1 a €A, 1Sj5"(a)}

A X seledala topologia siguiente: Como basta definir los basicos
alrededor de los nuevos puntos, entonces si W es una vecindad basica de
a € A C X, definimos

{vas}U(()'(W)N V) € X

como una vecindad basica de yg;.
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Claramente X es entonces Hausdorfl, y se define la funcion = : X —X
como 7|z, = 7'y m(ys;) := a. Es claro que 7 es continua y propia.

Ahora, para darle a /\7~una. estructura de superficie de Riemann, anadi-
mos a las cartas de X' C X cartas (V,;,q5) alrededor de los nuevos puntos
Yaj definidas por Vo; := V3. U {yaj}, ¥ €aj : Vaj — D la extensién de la
aplicacién &,; : Va‘j — D* dada en el diagrama conmutativo de arriba,
definiendo &,j(yaq;) := 0 € D.

Como &, es holomorfa en V,; con respecto a la estructura compleja de
X', entonces las nuevas cartas (Va,,fa_,) son holomoérficamente compatibles
con las cartas de X' y asi X es en_efecto una superficie de Riemann.
Claramente la aphcacmn m: X — X' resulta holomorfa, y como X -
7~ !1(A) = X' y 7 extiende a 7', entonces podemos elegir al biholomorfismo
o: X —11(A) = X' como la identidad. Q.E.D.

El resultado siguiente nos dice que la extensiéon X de X’ que se construyé
arriba, es unica salvo isomorfismo:

Proposicién 3.24 Sean X, )‘Z Y superficies de Riemann, y sean 7 : X —
X y7:Y — X aplicaciones cubnentes holomorfas propias. Sea A C X un
subconjunto cerrado discreto, y sean X' := X —A, X' := X—7r"(A) Y':=
Y — 77Y(A). Entonces, todo biholomorfismo o' : X' =Y que preserva las
fibras de ™ y T se puede eztender a un biholomorfismo o : XY que
preserva las fibras de m y 7. _

En particular, toda transformacidn cubriente 0’ € Aut(X'/X') se puede
erlender a una transformacion cubriente o € Aut(f/X).

DEMOSTRACION: Sea a € A y sea (U,z) una carta coordenada alrededor
de a tal que 2(a) =0y z(U) = D el disco unitarioen C.

Sea U* := U —{a}. Podemos suponer que U es suficientemente pequefio
de tal forma que 7 y 7 sean no ramificadas sobre U*.

Sean Vi,...,V, (respectivamente Wy,..., W,,) las componentes cone-
xas de #~1(U) (respectivamente 7=1(U)). Entonces, Vi =V, — 77l a)
(respectivamente W?* := W, — 771(a)) son las componentes conexas de

7~}(U*) (respectivamente r~1(U*)).

Ahora, como o'|,-y(y+) : #=1(U*) — r~1(U*) es un biholomorfismo ya
que U* no contiene puntos de A y ¢/ : X’ — Y’ es un biholomorfismo por
hipétesis, y U se eligié de tal forma que 7 (y 7) sean no ramificadas en
U*, entonces, se sigue que m = n y renumerando si hiciera falta podemos
suponer que o'(V;*) = W;.

Entonces, como 1r|v’- : Vj‘ — U* es un cubriente no ramificado de un
numero finito de hojas (respectivamente para r|w; ), se sigue que V;N7~1(a)
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(respectivamente W; N 7~!(a)) consiste, por (2.44), de exactamente un solo
punto b; (respectivamente c;) y por lo tanto o’ | -1 (y+) : 7= (U*) — 7= 1(U*)
se puede extender a una funcién biyectiva o|,-1y) : 771 (U) — 771(U) de-
finiendo a(b;) :=c;.

Ahora, como 7|y, : V; = Uy 7|w, : W; — U son propias, la extension
anterior es un homeomorfismo y por el Teorema de Singularidades Removi-
bles de Riemann, el cual se puede aplicar ya que V; y W; son biholomorfos
al disco unitario de C por (2.44), entonces la continuacién anterior es de
hecho un biholomorfismo.

Aplicando esta construccion a cada punto a € A se obtiene el biholo-
morfismo deseado o : X — Y. Q.E.D.

Finalmente, para poder extender la funcién f : X' — C atodo X nece-
sitaremos algunos resultados acerca de las funciones simétricas elementales
asociadas a f.

Comenzamos con un estudio de las funciones simétricas elementales
asociadas a una funcién meromorfa f € M; y a una cubierta no rami-
ficada 7 : X — X, y después, consideramos el caso cuando la aplicacion
7: X — X es ramificada.

Funciones simétricas elementales: Sean X, X superficies de Riemann
y m: X — X una aplicacién cubriente holomorfa no ramificada de n hojas.
Sea f € M %

Cada punto z € X tiene una vecindad abierta U C X tal que su imagen
inversa 7=!(U) es una unién disjunta de abiertos V;, ..., V, de X, tales que
7|y, : V; — U es un biholomorfismo para cada 1 < j < n.

Denotemos con 7j := (7|v;)~! : U — V; ala inversa de  restringida a
Vi,ysean fj:=1'0f:=for; € Mx(U).

Sea w una indeterminada y consideremos al polinomio

n
[Tw-f)=v + '+ 4o,
Jj=1

donde ¢; == (=1Y 5;(f1,- -, fn) con s; = j-ésima funcién simétrica elemen-
tal en n variables. Asi c; € Mx(U).

Obsérvese que si 2’ € X es otro punto y U’ C X es una vecindad
abierta de z’ con 7~'(U") = U, Vj, y 7} = (1l’|v’_l)_l :U' =V}, haciendo
la misma construccién, se obtiene

n
H(w—f}): w4+ w4t el
j=1
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donde fJ’ = fO 1’; y C; = (—l)jsJ'(f{, .. ,f"l)

Ahora, si z,z' € U NU' entonces 7; = r; en esa interseccion, y asi
fi=fienUNU"y por lo tanto ¢; = c} en UNU’, i.e., las secciones locales
€1,-..,n € Mx(U), donde los abiertos U cubren X, son compatibles en
las intersecciones U NU’, y en consecuencia, como M es una gavilla, existen

secciones globales tnicas ¢y, - - -, cn € Mx tales que cjly = ¢;j.

Definicién 3.25 Las ¢;j € Mx, 1 < j < n, anteriores se llaman las fun-
ciones simétricas elementales de f € M 3 con respecto al cubriente (no

ramificado) 7 : X — X.

La proposicion siguiente nos dice que las funciones simétricas elementa-
lesde f € M)}— también estan definidas cuando m : X — X es un cubriente
holomorfo ramificado.

Proposicién 3.26 Sea 7 : X — X una aplicacion cubriente, holomorfa
ramificada de n hojas enire superficies de Riemann. Supongamos que A C
X es un subconjunto cerrado discreto que contiene a todos los valores
crilicos de ™, y sea B = 7r‘1(A) C X. Supongamos que f es una funcidn
holomorfa (meromorfa) en X =X-B, yseancy,...,cn € Ox(X — A)
(en M x(X — A)) las funciones simétricas elementales de f con respecto
al cubriente 7 : X' — X' := X — A. _Entonces, f se puede continuar en
forma holomorfa (meromorfa) a todo X si y sélo si todas las c; se pueden
continuar en forma holomorfa (meromorfa) a todo X.

DEMOSTRACION. Sea a € A y sean b),...,b,, € 7~ !(a) las preimagenes
de a. Supongamos que (U, z) es una carta coordenada alrededor de a con
U C X relativamente compacta, z(a) = 0 y UN'A = {a}. Entonces,
V. =r1YU)C X es una vecindad relativamente compacta de cada uno de
los b; €7 l(a)

(1): Consideremos primero el caso cuando f € O;(f — B).

(1): Supongamos que f se puede extender en forma holomorfa a todos
los puntos b;, es decir, existe fe O:‘F(V) tal que flV—{b,,...,b,,.} =f,yen
consecuencia f es acotada en V — {by,...,bm}.

Entonces, como ¢; = (=1)s;(f1,..., fa), con f; = f o7 donde 7; =
(mv;)~! : U — V;, se sigue que c; es acotada en U —{a} y asi por el Teorema
de las Singularidades Removibles de Riemann las ¢; se pueden extender en
forma holomorfa a a.

(i1): Reciprocamente, supongamos que todas las c; se pueden extender
en forma holomorfa a a. Entonces, todas estas c; estan acotadas en U — {a}.
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Pero esto implica que f esta acotada en V — {b;,...,bn} ya que si y €
V —{b1,...,b;m} y z = m(y), entonces substituyendo w = f en

n

H(w-fj) =w'+eauw' '+ -+,
j=1

se obtiene

n

[TUW - £@) = fW" + (@) @) + -+ ea(z) = 0

j=!

ya que fj(z) = forj(z) = f(y).

Pero f acotadaen V —{b;,...,b,} implica, usando de nuevo el Teorema
de las Singularidades Removibles de Riemann, que f se puede extender en
forma holomorfa a todos los puntos b;.

(2): Consideremos ahora el caso cuando f € Mx;()? — B).

(1): Supongamos que f se puede extender en forma meromorfa a todos
los puntos bj. Obsérvese que la funcién ¢ := 7z € O (V) se anula en todos
estos puntos b; ya que ¢(b;) = 7*z(b;) = zon(b;) = z(a) = 0. Entonces, la
funcién C* - f, para k suficientemente grande, se puede extender en forma
holomorfa a todos los puntos b; ya que si b; es un polo de orden k; de
f, como ¢(bj) = 0 entonces (*i(b;) - f cancela a ese polo y asi escogiendo
k > 3" k; se cancelan a todos los puntos b; que sean polos de f.

Ahora, las funciones simétricas elementales de (¥ - f, que es holomorfa,
son las funciones z¥i - ¢; y asi por la parte (1) de esta demostracién se
pueden extender en forma holomorfa a a ya que la funcién ¢* - f se puede
extender en forma holomorfa a todos los puntos b;. Se sigue que todas las
c; se pueden extender en forma meromorfa a a.

(i1): Reciprocamente, supongamos que todas las ¢; se puedan extender
en forma meromorfaa a. Con lanotacion anterior, se sigue que las funciones
zb . cj se pueden extender en forma holomorfa a a, y asi para k > Y k; la
funcién ¢F - f se puede extender en forma holomorfa a todos los puntos bj
y por lo tanto f se puede extender en forma meromorfa a todos los puntos
b;. Q.E.D.

Nétese que la demostracion anterior no usa el hecho de que X es conexo
y asi la proposicion es cierta también cuando X es la union disjunta de un
numero finito de superficies de Riemann.

Con los resultados previos estamos ahora preparados para probar el
resultado principal de esta seccion, extendiendo la construccion del teorema
(3.22) a los puntos criticos:
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Teorema 3.27 Sea X una superficie de Riemann y sea
p(w)=w" +cqw” ' + -+ cn € Mx[w)

un polinomio irreducible de grado n en w. Entonces:

(i): Eziste una superficie de Riemann )?, un cubriente holomorfo ra-

mificado de n hojas 7 : X—-X y una funcion meromorfa global F € M}
que salisface el polinomio p(w), t.e.,

(T*p)(F) = F" + (7" c))F" ' + -+ (n°cn) = 0

(1i1): Mds aun, la terna (X, F) estd univocamente determinada en el
siguiente sentido: Si (Y, 7,G) es otra terna con las propiedades correspon-
dientes, enlonces eziste un unico biholomorfismo o : Y — X que preserva
las fibras de 7 y 7 y tal que G = o* F.

Definicion 3.28 A laterna ()?, 7, F) se le llama la funcidn algebraica de-
finida por el polinomio p(w). A veces por abuso de lenguaje diremos que
F es la funcién algebraica definida por p(w), sobreentendiendo su dominio
X . Esta terminologia se justifica por (3.27)(i) ya que la funcién F satisface
el polinomio

r'p(w) = w" + (e )w T 4 4 (7 en) € Mg[w]

En el caso clasico, cuando X = P' y M(P!) = C(z), como = : X — P!
es propta, entonces X resulta compacta. En otras palabras, la superficie de
Riemann asociada a una funcién algebraica definida por un polinomio irre-
ducible p(w) = P(z,w) € C[z,w] es compacta. Mas adelante probaremos
que de hecho todas las superficies de Riemann compactas aparecen como
superficies de Riemann asociadas a funciones algebraicas.

DEMOSTRACION (del teorema): Sea A el discriminante del polinomio p(w) €
Mx[w]. Asi, A es un polinomio en los coeficientes de p(w). Sea X' :=

— {ceros de A, ceros de cj(z)} y sean X' C|Ox|, o : X' = X"y
f € M3, como en el teorema (3.22).

Por la proposicién (3.23) el cubriente =’ : X! = X' se puede extender a
un cubriente holomorfo propio 7 : X — X, donde hemos identificado a X'
con =1 (X').

Ahora, como las ¢; € Mx entonces por (3.26) la funcién f € Mg, se
puede extender a una funcién meromorfa F' € Mg, y como por (3. 22) f
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satisface el polinomio p(w), entonces F satisface al polimonio (7*p)(w) por
el Teorema de la Identidad para funciones meromorfas, i.e.,

(7 p)(F)=F" + (x*c)F" "'+ +7°cn =0

Mostraremos ahora que X es conexa y por lo tanto_una superficie de
Riemann. Supongamos que X no es conexa. Entonces, X tiene un nimero
finito de componentes conexas Xy, ..., X y las restricciones 7r|5(~—l Xy — X
son cubrientes de n; hojas, holomorfos y propios, donde .2:‘=1 n; = n.

Considerando las funciones simétricas elementales cg-') de F’|5(~ EM;
se obtienen polinomios ' '

n, ) ’ )
Pi(w) := H (w = Fj(')) =w™ + C(l')w"'_1 i CS:') € Mx|[w]
j=1

de grado n;, 1 < < k, y claramente se tiene que
p(w) = P(w) ...  Pr(w)

en contradiccién con la hipdtesis de que p(w) es irreducible. Esto prueba
la parte (i) del teorema.

Finalmente, para probar la unicidad (ii), supongamos que (Y, 7,G) es
otra funcidn algebraica definida por el mismo polinomio p(w). Sea B C Y el
conjunto de polos de G y puntos de ramificaciénde 7, y sea A’ = 7(B) C X.
Sean

X" =Xx'— A', l\“;u = 7',--1(XM), Y= T—I(X")

Definamos una aplicacién ¢” : Y — P que preserva las fibras de 7 y
T, como sigue:

Sean z € Y, 7(2) =z € X" C X y sea ¢ € Ox,; el germen dado por
¢ := 1.G;. Entonces, p(¢) = 0 ya que

(r°P)G) =G + ()G ' + -+ (7°ca) = 0
y asi
0=7(0) = (r.G.)"+ (1'.1-‘c1)(-r.Cv',)"'l 4+ +(ruT*cn)
= ¢"+c1¢" '+ -+ =p(9)

Por la construccién de X’ (3.22) se sigue que ¢ € X', y como es un
germen en z € X" entonces ¢ € X" N

Se define entonces ¢''(z) := ¢ := 1..G, € X". De esta definicidn se sigue
inmediatamente que o' es continua, preserva las fibras de # y 7 y por lo
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tanto es holomorfa. Mds aun, ¢” es propia ya que =|3, : X" = X" es
continua y 7|y« : Y” — X" es propia.

Mas aiin, 0" es suprayectiva y comow : X” — X"y r:Y” — X" tienen
el mismo nimero de hojas, entonces ¢ : Y” — X" es un biholomorfismo.

También, de la definicién de o” se tiene que Gly» = (¢")*(F|3.,,). En-
tonces, por la proposicién (3.24) ¢ : Y — X" se puede extender a un
biholomorfismo o : ¥ — X que preserva las fibras de 7 y 7, y por el
Teorema de la Identidad se sigue que G = o* F

Mas ain, la aplicacién o esta univocamente determinada por la propie-
dad G = ¢° F ya que de otra forma existiria una transformacién cubriente
a: X — X, distinta de la identidad, tal que a* F = F. Pero esto no es

posible ya que F toma valores distintos en la fibra #~!(z) sobre todo punto
z€ X. QE.D.

Ejemplo: Consideremos f(z) = (z — a;)---(z — a,) donde las aj € C son
distintas. Pensemos a f € Mp = C(2).

El polinomio p(w) = w? — f = w? — (z — a1) - - - (z — a,) es irreducible
y asi define una funcion algebraica, usualmente denotada

w=/f(z) = (z-a1) (s - an)

El dominio X de w y el cubriente de dos hojas 7 : X — P se pueden
describir, usando las construcciones (3.22) y (3.27), como sigue:

(1): Sean A := {ay,...,a,}U{o0} C P, X' :=P' - Ay X' := x~}(X"),
donde 7 : |Ox/| = X' es la proyecciéon candnica.

Ahora, como 7 : X' — X' es un cubriente holomorfo no ramificado de
dos hojas entonces todo germen ¢ € Ox: . que satisface el polinomio p,
ie., es tal que 2 = f(z) se puede continuar analiticamente a lo largo de
cualquier curva en X’ (3.21).

(11): Consideremos ahora el cubriente sobre los puntos excluidos:

(a): Primero, para los puntos a; € A escojamos un disco, de radio
r; > 0, alrededor de a; y que no contenga a ningiin otro punto de A:

Uj :={a€C : |z—aj| <r;}

Ahora, como la funcién g(z) := [],4;(z — ai) no tiene ceros en el disco
U; y el disco es simplemente conexo, entonces g(z) tiene raiz cuadrada en
Uj, i.e., existe una funcién holomorfa h : Uj — C tal que h? = g en Uj,
y asi

f(z) = (2= aj)h(2)* en Uj.
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Consideremos ahora 0 < p<r;,§ €E Ry sea ( = a; + pe'®. Por (3.39)
existe un germen ¢, € Ox: ¢ tal que d':'z’ = fy asi

= V(O = vp - ¢“I*h(C)

y si ahora continuamos analiticamente este germen a lo largo del circulo
¢ =aj+pe®, 0 <0< 2m, al cambiar 6 a 6 + 27, como ef(0+27)/2 — _pi0f2
entonces: el germen ¢; cambia a —¢, es decir, el germen ¢; regresa a su
negativo.

Usando esta observacién, si ahora ponemos U} = U; — {a;} y V}' :=
7r'1(Uj‘) entonces 7 : V' — U’ es un cubriente conexo de dos hojas (2.43),
ya que si no fuera conexo, entonces se separaria en dos cubrientes de una
hoja cada uno, y en consecuencia la continuacién analitica del germen ¢¢ a
lo largo del circulo ¢ = a; + pe'?, 0 < 0 < 2, regresaria al mismo germen,
pero esto no es cierto como vimos anteriormente. _

Se sigue entonces que la superficie de Riemann X tiene exactamente un
punto sobre cada a; € X.

(b): Consideremos ahora el punto co € A: Sea r > max{|a,|,...,|an|}
y sea

U*:={z€C : |z| >}

entonces U := U* U {00} es una vecindad de oo, que es homeomorfa a un
disco de C y no contiene a ninguin otro punto de A.

En U podemos escribir f = z" - F' donde F es una funcién holomorfa
que no tiene ceros en U. De nuevo, como U es simplemente conexo, F' tiene
una raiz cuadradaen U, i.e., existe H : U — C holomorfa tal que F = H2.
Distinguimos ahora dos casos:

(1): n es impar: En este caso la funcién f se puede escribir como:

f(z) = z- h(2)?

con h meromorfa en U.
(2): nes par: En este caso f se puede escribir como

f(2) = h(2)?

con h meromorfa en U.

Sea V* := m~!(U*) y consideremos el cubriente 7 : V* — U*. Como se
hizo en (a), se puede demostrar en el caso (1) que 7 es un cubriente conexo
de dos hojas y asi en este caso X tiene un solo punto sobre co. Para el
caso (2) 7 se separa en dos cubrientes de una hoja cada uno y asi en este
caso X tiene dos puntos sobre co. Podemos visualizar estos casos como en
la siguiente figura:
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XX X

a; (o e aj 00

n impar n par

Otra forma de visualizar la superficie de Riemann X alrededor de los
puntos de A es como sigue: Consideremos curvas simples en X’ que unan
dos puntos consecutivos a; y a;4+; de A (suponiendo que hemos ordenado
estos puntos, digamos siguiendo el sentido de las manecillas del reloj) que no
se intersecten excepto en los extremos. “Cortando” a lo largo de estas cur-
vas, separemos los bordes del corte a los que etiquetamos N y S siguiendo
el sentido de las manecillas del reloj (digamos N abierto y S cerrado), luego
“pegamos” dos copias de X' a lo largo de estas aristas cuidando de unir el
borde N de una con el borde S de la otra y viceversa, obteniendo asi la
superficie de Riemann X (ver la figura siguiente):

/

N
4 © aj+1
S
/
N
a;
S

Observemos ahora que en los puntos de ramificacién a;, si tomamos un
circulo pequeno alrededor de a; que comience digamos en un punto P de
una de las hojas de X, al recorrer el circulo cuando se llega al borde S de
esta hoja, digamos H;, pasamos al borde N de la otra hoja, digamos H»,
y continuando el recorrido del circulo, pero ahora en la hoja H; llegamos a
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la otra copia del punto P, y luego llegamos al borde S en la hoja H; y se
pasa entonces al borde N de la hoja H, para finalmente regresar al punto
inicial.

Aplicaciones cubrientes y extensiones de campos: Si X y X son
superficies de Riemann y # : X — X es una aplicaciéon holomorfa no
constante, entonces 7 induce un monomorfismo de campos

T My —oM;

dado por 7*(f) := fom, (1.22).

El resultado siguiente nos dice que si 7 : X — X es un cubriente de
n hojas, entonces la extensién correspondiente es finita (y por lo tanto
algebraica) de grado n. De hecho, para ver que el grado de la extensidn es
precisamente n usaremos el siguiente resultado que probaremos en (5.17):

(*): Sim: X — X es una aplicacién cubriente holomorfa de n hojas,
entonces eziste una f € Mx y un punto z € X con presmdgenes, bajo m,

Y1,---,Yn € X, tales que f los separa, i.e., f(y;) # f(yx) para j # k.

Teorema 3.29 Sean X, X superficies de Riemann y 7w : X — X una
aplicacion cubriente, holomorfa, ramificada de n hojas. Sea f € M} Yy
seancy,...,cn € Mx las funciones simétricas elementales de f. Entonces:

(1): fP+(x*c))f" 1+ -+ (7%c,) = 0.

(2): La eztensién de campos 7* : Mx — M es finita de grado < n.

(3): Mds aun, asumiendo (*), la eztensién es de hecho de grado ezac-
tamente n.

DEMOSTRACION; (1): Sea z € X y sea U una vecindad abiertade z tal que
~Y(U) = U;-‘=1 V; es la unién disjunta de abiertos biholomorfos, mediante
7, a U. Entonces, restringiendo la expresion de la izquierda en (1) a U,
y con la notacién de la definicion de funciones simétricas elementales, se
tiene:

PHEe)ff M+ () |y= H(f_ ™) ly
j=1

y como ¢j = (=1Y8;(f1,...,fn), entonces e = (—l)jsj(w‘fl,.‘.,‘rr‘f,,)
donde 7*f; = fijow|ly, = (for)omy, = flu ya que 1; = (1r|vj)‘l, y asi

IT¢ - 5) ly=T1UNw = flv) =0

j=1 j=1
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es decir, f* + (7*c;)f"~ 4+ -+ (7%cn)lu =0, i.e., esta expresion es cero
localmente, y como M} es una gavilla, entonces la expresion también es
cero globalmente.

(2): Consideremos ahora la extension de campos 7* : Mx — M;.
Por la parte (1) todo elemento f € M satisface un polinomio p(w) =
w4+ ciw™ 1 4.+ ¢, con coeficientes cj € Mx, y asi es algebraico sobre
Mx y su polinomio ménico irreducible tiene grado < n.

Sea fo € M= un elemento tal que el grado ng < n de su polinomio
irreducible Irr(fo, M x) sea maximo.

Probaremos que M; = Mx (fo), y asi

(M5 : Mx] = gr(Irr(fo, Mx)) =no < n
En efecto, como fo € Mgz y Mx C Mj entonces Mx(fo) C Mj.

Reciprocamente, si f € M} es arbitrario, consideremos las extensiones:

M

X

\M}(fo,f)

|
Mz(fo)
Mx

Como la extension M3z /Mx es algebraica, entonces todas las otras
subextensiones también lo son, y ademas todos estos campos son de ca-
racteristica cero ya que contienen a C. En particular, para la extension
algebraica M x(fo, f)/Mx, por el Teorema del Elemento Primitivo (ver,
p-€j., [Artin]), existe un elemento g € M3 tal que Mx (fo, f) = Mx(9).

Ahora, por definicién de fo, no = gr(frr(fO:Mx)) > gr(Irr(9, Mx)), y
asi

no > gr(Irr(g, Mx)) = [Mx(9) : Mx] = [Mx(fo, f) : Mx]

entonces

ng > dimagx (Mx(9)) = dimagy (Mx(fo, f)) 2 dimag, (Mx (fo)) = no

y por lo tanto

dimag (Mx(fo, f)) = dimaqy (Mx (fo))
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y como M x(fo) € Mx(fo, f) entonces Mx(fo) = Mx(fo,f) y asi f €
Mx(fo), i.e, Mz C Mx(fo), i.e., M3z = Mx(fo), y en consecuencia

[Mg : Mx] = [Mx(fo) : Mx] = gr(lre(fo, Mx)) = no < m

(3): Finalmente, asumiendo la hipétesis (*), si sucediera que ng < n, en-
tonces todo f € M 3 tendria un polinomio minimo ¢(t) de grado gr(4(t)) =
m < n, y asi si escribimos ¢(t) = t™ +a;t™ ! +- - -+aym,, entonces ¢(f) = 0,
le.,

M+aff '+ +am=0
y asi para toda y €X,siz= 7(y) € X, se tiene que

fFO™ +ai(@)f@)™ 1+ +an(z) =0

pero por la hipétesis (*) existe zo € X tal que 7~ !(Z0) = {y1,.--,Un} ¥
existe f € M tal que los valores f(y;) son distintos, 1 < j < n, y asi el
polinomio

f)™ +a(zo)f(¥)™ ' + - - + a(zo)

de grado m < n tendria n raices f(y;) distintas, lo cual no es posible.
Q.E.D.

La definicién siguiente tiene sentido debido a la proposicién (3.24):

Definicién 3.30 Sean X, X superficies de Riemann y = : X — X una
aplicacién cubriente holomorfa ramificada. Sea A C X el conjunto de
valores criticos de 7 y sean X’ := X — Ay X’ := m~}(X’). EI cubriente
7: X — X sellamade Galois si el cubriente no ramificado 7r|f, (X' — X'
es de Galois.

El grupo de transformaciones cubrientes y el grupo de Galois.
Si X y X son superficies de Riemann y 7 : X — X es un cubriente holo-
morfo ramificado, el grupo de transformaciones cubrientes Aut()?/X) tiene
una representacidn en el grupo de Galois Gal(Mi:/Mx) (i.e., el grupo de
automorfismos del campo M; que dejan fijo al subcampo Mx):

¢ : Aut(X/X) — Gal(Mz/Mx)

dada como sigue:

Si 0 € Aut(X/X), entonces ¢(c) : Mz — My es el automorfismo
dado por ¢(a)(f) := foo~!, paratoda f € M. Claramente:

(1): () : Mg — M3 es un automorfismo de campos.

(i1): Estos automorfismos dejan fijo al subcampo #*Mx C Mz.

(iii): ¢ : Aut(X/X) — Gal(M z/Mx) es un homomorfismo de grupos.
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Teorema 3.31 Sea X una superficie de Riemann y sea p(w) € M x[w]
un polinomio mdnico irreducible de grado n. Sea ()?, m, F') la funcidn alge-
braica definida por el polinomio p(w) y consideremos la extensidn de campos
™ Mx — Mi"‘ Entonces:

(1): La extension Mz | Mx es de grado n y de hecho
Mz = Mx[w] / (p(w))

(2): El homomorfismo ¢ : Aut(X/X) — Gal(Mz/Mx) es un isomor-
fismo.

(3): El cubriente w : X — X es de Galois si y sélo si la eztensién
7 Mx — Mg es de Galoss.

DEMOSTRACION: (1): Como 7 : X — X es cubriente de n hojas por (3.27),
entonces la extension Mg/Mx es de grado n por (3.29)(3).
Ahora, si consideramos el morfismo (de anillos) evaluacién

evr : Mx(w] - M5

dado por: evp(g(w)) = q(F) (evaluacién en F € Mj), entonces como
eve(p(w)) = p(F) = 0 por (3.27)(i), se tiene un morfismo de campos (ya
que p(w) es irreducible):

evp : Mx[w]/(P(w)) - Mf

y como ambos campos son extensiones de grado n de M x, el morfismo
anterior tiene que ser un isomorfismo.

(2): El homomorfismo ¢ : Aut(X /X) — Gal(M /M x) es inyectivo ya
que o-F # F para cualquier o # id en Aut(z\7/X). Es suprayectivo ya que si
a € Gal(M 3 /Mx) entonces la terna (X, 7, a(F)) también es una funcién
algebraica J‘;ﬁnida por el polinomio p(w) ya que p(a(F)) = a(p(F)) = 0.
Entonces, por la unicidad en (3.27) existe una transformacion cubriente
T € Aut(X/X) tal que a(F) = r*F.

Ahora, si ponemos o := r=! € Aut(X/X), entonces 0 F := Fog=! = Fo
7=71'F = a(F),y como Mg = Mx(F), el automorfismo ¢(c) : f o f
coincide con el automorfismo a, i.e., ¢(c) = a.

(3): Finalmente, como 7 : X — X es un cubriente de Galois si y s6lo si
Aut(X/X) tiene exactamente n elementos (2.39), entonces (3) se sigue del
isomorfismo en (2) y del hecho de que la extensién de campos (separable,
ya que estamos en caracteristica cero) 7* : Mx — Mj es de Galois si y
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sdlo si el grupo de Galois Gal(M 3 /Mx) tiene exactamente n elementos.
QE.D.

En el caso cldsico se tiene el siguiente corolario que describe completa-
mente el campo de funciones meromorfas de una funcién algebraica:

Corolario 3.32 Si p(z,w) es un polinomio mdnico irreducible con coefi-
cientes en C y de gradon en w, y si X esla superficie de Riemann asociada
a la funcién algebraica definida por p(z,w), entonces X es compacta y su
campo de funciones meromorfas es una eztension de grado n de C(2):

Mz = C(2)[w] / p(z,w)

Para mostrar la existencia de una biyeccion entre el conjunto de clases
de equivalencia birracional de campos de funciones algebraicas en una varia-
ble compleja y el conjunto de clases isomorfismo de superficies de Riemann
compactas, necesitaremos varios resultados importantes que serin demos-
trados en el capitulo 5, (5.17) y (5.31). Estos resultados son los siguientes:

(*): Sean zg,...,z, n+ 1 puntos distintos en una superficie de Rie-
mann compacta X. Entonces, ezisle una funcion f € Mx que separa estos

puntos, i.e., f(zj) # f(zk) sij#k.

(**): Si X es una superficie de Riemann compacta, entonces eziste
una funcién meromorfa no constante f € My, y cualquier tal funcién
f: X = P! es un cubriente posiblemente ramificado, con un nimero finito
de hojas.

Usando (**), si denotamos con SC a la categoria de superficies de Rie-
mann compactas y con C-dlg a la categoria de eztensiones finitas de C(z)
(cuyos morfismos son los morfismos de campos que dejan fijo a C(2)), se
tiene un funtor:

M :SC — C-alg
definido como sigue:

(1): Si X es una superficie de Riemann compacta, por (**) X es un
cubriente (ramificado) de n hojas 7 : X — P' y asi, por (3.29) se tiene
una extensién de campos de grado n, #* : C(z) ® Mp1 — Mx.

(2): A cada morfismo de cubrientes (con un nimero finito de hojas):

**)
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X ¢ Y

N/

[

se le asocia el morfismo de extensiones:

Mx *___qS‘— My

C(2)

donde, para g € My, ¢°(g9) :=go¢ € Mx.
Similarmente, ahora queremos un funtor:

S : C-dlg — SC

y para definirlo recordemos que dada una extensién finita, de grado n,
K/C(z) existe un polinomio ménico irreducible p(w) € C(z)[w] de grado n
tal que: K ~ C(z)[w]/p(w).

Sea 7 : X — P! la funcién algebraica (3.47) definida por el polinomio
p(w). Por la observacién después de (3.28) X es compacta, el cubriente es
de n hojas y por (3.31)

My C(2)[w) / p(w) ~ K.

(3): Se define entonces S(K/C(z)):= (7 : X — P").

(4): Ahora, si ¢ : (K/C(z)) — (L/C(z)) es un morfismo de extensiones
finitas de C(z), sean 7 : X — P' y 7 : Y — P! los cubrientes finitos
construidos en la forma anterior. Asi K ~ Mx y L ~ My y se tiene
un morfismo de C-dlgebras ¢ : Mx — My. Queremos construir una
aplicacién holomorfa ¢* : Y — X asociada al morfismo de campos ¢. Para
esto, necesitamos describir todas las valuaciones discretas de los campos
de funciones meromorfas M x, para X compacta. Primero recordamos
los conceptos y resultados basicos acerca de las valuaciones en un campo.
Recordemos que una valuacién en un campo es una generalizacién del valor
absoluto en C.
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Definicién 3.33 Sea K un campo. Una valuacién discreta e K es una
funcién v : K* = Z (K* := K — {0}) tal que:

(1): v: K* — Z es un epimorfismo de grupos.
(2): v satisface la desigualdad ultramétrica:

v(a + b) > min{v(a), v(b)}

Obsérvese que si definimos v(0) := +o00, entonces con las convenciones
usuales para oo, se tiene que la funcién v : K — ZU {oo} satisface: v(ab) =
v(a) + v(b) para a,b € K. La desigualdad ultramétrica es una versién de la
desigualdad del triangulo no arquimediana.

Siv: K* — Z es una valuacion, las propiedades siguientes son inmedia-
tas:
(1): v(1) =0 =1vu(-1).
(i1): v(a) = v(—a) paratodoa € K.

La propiedad (i) es porque v es un homomorfismo y (ii) se sigue de (i).

Lema 3.34 Siv: K* — Z es una valuacién en K, entonces para cuales-
quiera a,b € K tales que v(a) # v(b) se tiene que:

v(a + b) = min{v(a), v(b)}

DEMOSTRACION: Sin perder generalidad podemos suponer que a # 0,b # 0
y que v(a) < v(b). Entonces:

v(a) = v(a + b — b) > min{v(a + b), v(—b)} > min{v(a), v(b), v(b)} = v(a)
y asi todas estas desigualdades deben ser igualdades y en particular

v(a) = min{v(a +b),v(b)} = v(a +b)

Podemos ahora clasificar todas las valuaciones discretas de M x, para
X compacta:

Teorema 3.35 Sea X una superficie de Riemann compacta. Una funcion
v: M% — Z es una valuacion discrela en Mx si y solo si eziste un dnico
punto z € X tal que v(f) = ord.f para todo f € Mx.

DEMOSTRACION: Es claro que v(f) := ord; f define una valuacién discreta
en Mx.
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Reciprocamente, supongamos que v : Mx — Z es una valuacién dis-
creta. Como v es suprayectiva, escojamos una f € Mx tal que v(f) = 1.
Claramente f ¢ C ya que para cualquier constante A € C se tiene que
v(A) = v((AY?)") = nv(A}/") paratodo n € Zy asi v(A!/™) = v(A)/n para
todo n € Z. Se sigue entonces que v(A) = 0.

Sea r(z) € C(z) una funcién racional. Entonces v(r(f)) = ordo(r) ya

que:
nr"zﬂ(f_aj)
rof=A -=h———
=X
con aj,f; € Cy 0# X € C. Se sigue que:
o(rof)=v(A)+ ) of-a;)=Y o(f-B;)
j=0 j=0

y como v(A) =0, y por (3.34),si 0 # v € C, v(f — ) = min{v(f),v(y)} =
min{1,v(v)} = 0 (ya quey € C); y si ¥ = 0 se tiene que v(f —7) = v(f) =1
y asi

v(rof) = Z 1 (tantas veces como 0 sea un cero del numerador)
- Z 1 (tantas veces como 0 sea un cero del denominador)
= ordo(r)
Denotemos por z,,...,z, alos ceros de f listados con sus multiplicida-

des, y sea FF € My arbitraria.
Como X es compacta, y f € Mx es no constante, por (**) el cubriente
f : X — P' es de n hojas, ya que contando multiplicidades f~1(0) =

{z1,...,zn}, y asi por (3.52)(i) F € Mx satisface una ecuacién
n-1 )
F™ + Z riF? =0
j=0

con rj € C(z). Se sigue que:

n—1

n-o(F) = v(F") = v(- 3_ r;F¥) > min{ordo(r;) + j - ¥(F)}oc;cnms
j=0

asi, si v(F) < 0 entonces algin ordo(r;) < 0.
Ahora, por la definicién de funciones simétricas elementales y (3.26),
15(0) = (= 1) s (F1(0), . .., Fa(0)) donde Fj(0) := For;(0), 7(0) = f~1(0) =



3.3. Funciones algebraicas 107

z;,y asi Fj(0) = F(z;), entonces r;(0) es una funcién simétrica de los va-
lores de F en los puntos z,,...,z,, y asi F debe tener un polo en uno de
los puntos z;.

Similarmente, si v(F) > 0, entonces v(F~!) < 0 y asi por el argumento
anterior F' debe tener un cero en uno de los puntos z;.

Se sigue que, siempre que 0 # F(z;) # oo para todas las j = 0,...,m
se debe tener que v(F) = 0.

Denotemos ahora con z,...,z,, a los ceros distintos de f (i.e., no los
repetimos de acuerdo a su multiplicidad). Por (*) existe h € Mx que separa
a los puntos z;,...,zm y de hecho podemos suponer que 0 # h(z;) # oo.
Entonces, por el argumento de arriba se sigue que v(h) = 0.

Consideremos ahora la funcién:

¢ = f
T7z1(h = h(z;)) ="

Como los z; son ceros de f de multiplicidad ord; (f), entonces esta
funcion ¢ esta definida, es holomorfa y no cero en los puntos z,,...,zm,.
Asi, 0 # ¢(zj) # oo, lo cual implica que v(¢) =0, i.e.,

0=v(f) =Y ords;(f) - v(h - h(z;))

=
es decir,
1= Zord,j(f) -v(h — h(z;))
Jj=1
Y como v(h — h(zj)) > 0 ya que v(h) = 0 = v(h(z;)) entonces existe
un unico k tal que v(h — h(z;)) =1 = ord;, (f) y tal que v(h — h(z;)) =0
para todas las j # k.
Ahora, para FF € Mx arbitraria consideremos la funcién
. F
s (h = k(=)= "

j=1

y obsérvese que si F' tuviera un cero (o polo) en z;, éste se cancelaria con
el denominador, y asi esta funcién ® satisface que 0 # F(z;) # oo para
todas las j, y por lo tanto v(®) =0, i.e.,

v(F) = Eord,j(F) v (h = h(z;)) = ords, (F)
j=1

y asi £ := z; es el punto deseado. Q.E.D.

Usando el teorema anterior tenemos el resultado principal:
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Teorema 3.36 Sean X, Y superficies de Riemann compactas, y sea F :
My — Mx un morfismo de C-dlgebras (y por lo tanto inyectivo). En-
tonces, eriste una tnica aplicacion holomorfa F* : X — Y tal que para
cualesquiera f € My se tiene que F(f) = fo F*.

DEMOSTRACION: Sea r € X. Usando al morfismo F definimos una va-
luacién vz : My — Z como: v(f) := ord(F(f)).

Por el teorema anterior existe un unico punto y € Y tal que v.(f) =
ord; (F(f)) = ordy(f) para todo f € My. Se define entonces F* : X =Y
como F*(z) =y.

Veamos ahora que esta funcién F*1 satisface la propiedad F(f)(z) =
f(F*(z)). En efecto, para los puntos z € X tales que f(F*(z)) = oo se
tiene que ordg+.(f) < 0 y como por definicién ord; (F(f)) = ordp+, < 0
entonces F(f) tiene un polo en z, i.e., F(f)(z) = ooy asi F(f)(z) =00 =
f(F*(x)).

Ahora, si A € C obsérvese que ordp+-(f — A) > min{ordp+.(f),
ordp+.(A) = 0}, y si f(Ftz) = X € C entonces ordp+.(f) > 0, i.e.,
F*z no es un polo de f. Se sigue que:

f(Ftz)=2€C & ordp+(f-2)>0
& ord,F(f - A) = ords(Ff = A) > 0
(ya que F : My — Mx deja fijo a C C C(2))
& (Ffiz)=2A

Para probar que F* : Y — X es continua, sea {y,} una sucesién
en Y tal que lim,y, = y. Si la sucesién {F*y,} no converge a Fty,
entonces, como X es compacta, existiria una subsucesién de {F*y,} que
converge a un z # Ftyen X. Sin perder generalidad podemos suponer
que {Fty,} —z.

Ahora, por (*) existe f € Mx tal que f(z) =0y f(Fty) = 1. Se sigue
que:

f(Fty) = (Ff)(ya) — (Ff)y) = f(Fty) =1

f(F*yn) — f(z) =0

lo cual es una contradiccidn.

Para probar que F* : Y — X es holomorfa, sea y € Y arbitrario y
escojamos f € M x inyectiva en una vecindad U alrededor de Fty € X.
Claramente F f no es constante, ya que de lo contrario f o F* = F f seria
constante. Entonces existe una vecindad V alrededor de y € Y tal que
FX(V) C Uy (Ff)(V) C f(U). Entonces, como F(f) = fo F* con
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f inyectiva en U, se sigue que F* = f~'o F(f) en V, con F(f) y f!
holomorfas en V. Consecuentemente F'* es holomorfa en V.

Finalmente, F* es tnica con las propiedades anteriores porque My
separa puntos por (*). Q.E.D.
Corolario 3.37 La correspondencia F +— F1 es funtorial, i.c.

(1): Siid: Mx — Mx es el morfismo identidad, entonces id* : X — X

es la aplicacion identidad.

(2): Si Mgz s My LA Mx son morfismos de C-dlgebras, entonces
(FoG)* =GtoFt.

La consecuencia mas importante es ia siguiente:

Corolario 3.38 Sean X yY superficies de Riernann compactas. Entonces:

(1): St F: X —Y es una aplicacion holomorfa y F* : My — Mx es
el morfismo inducido entre sus dlgebras de funciones meromorfas, entonces
F*t : X — Y es precisamente F.

(2): Reciprocamente, si F : My — Mx es un morfismo de C-dlgebras
y Ft : X = Y es la aplicacidn inducida, entonces F** : My — My es
precisamente F.

En otras palabras: Los funtores

M : 8C — C-alg

S : C-élg — SC

son inversos uno del otro, i.e., inducen una equivalencia de categorias.






Capitulo 4

Cohomologia de Gavillas

En este capitulo introducimos la nocién de cohomologia de un espacio con
coeficientes en una gavilla. Esto nos proporcionara importantes invariantes
algebraicos para el estudio de las superficies de Riemann y de hecho muchos
invariantes topoldgicos y geométricos de las superficies de Riemann se pue-
den definir usando grupos de cohomologia. Se dardn algunas aplicaciones
de los conceptos y resultados introducidos en este capitulo, pero sera hasta
el siguiente cuando se tendran resultados verdaderamente importantes.

Hay varias maneras de introducir grupos de cohomologia con coeficientes
en una gavilla y hemos elegido la cohomologia de Cech por lo directo de
su definicién, y bajo circunstancias razonables (p.ej., el Teorema de Leray
(4.43)) es facil de computar. Probaremos que cuando X es paracompacto,
la cohomologia de Cech de X coincide con la cohomologia del complejo
de cadenas que resulta al aplicar el funtor secciones globales I'(X,—) a
una resolucidn fina (introducida por Gunning y Rossi ) de la gavilla en
consideracion.

Comenzamos profundizando nuestro estudio de la categoria de gavi-
llas sobre un espacio topoldgico X, preparando el camino para poder usar
métodos del algebra homoldgica para obtener informacion sobre X. Para
comenzar definimos la nocién de morfismo entre gavillas ¢ : F — G como
una transformacién natural entre funtores. Asi tendra sentido hablar de
sucesiones exactas de gavillas

(%) 0—F—5G—K—0.

Si ahora, como es usual, para una gavilla F', denotamos por
I'(-,F)=F(-)

111
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al funtor correspondiente, al considerar las secciones globales de cada gavilla
en la sucesidn exacta (x) se obtendra una sucesién exacta de la forma:

0 —I(X,F) = I'(X,G) — I'(X, K),

donde el ultimo morfismo no necesariamente es suprayectivo. De alguna
manera, la “medida” de esta falta de suprayectividad es lo que nos lleva a
considerar grupos de cohomologia asociados a X y a una gavilla dada.

4.1 La Categoria de Gavillas

En esta seccion extenderemos el estudio de las gavillas que iniciamos en
§3.1 con la intencién de poder usar métodos del algebra homoldgica en el
estudio de las superficies de Riemann.

Se introduciran los conceptos de morfismos entre (pre)gavillas, micleos,
imagenes y sucesiones exactas de gavillas, de tal forma que la categoria de
gavillas resultante sera adecuada para hacer algebra homoldgica.

En este sentido también se introduciran las ideas de sub-gavillas, ga-
villas cociente, y se construye la gavilla asociada (en forma candnica) a
una pregavilla. Las ideas anteriores se ilustraran con ejemplos de gavillas
de interés en el estudio de superficies de Riemann, nuestras ya familiares
gavillas Ox y Mx.

Por ser de importancia en el desarrollo posterior de la teoria, recorda-
remos los conceptos de formas diferenciales, formas holomorfas y formas
meromorfas, introduciendo también las correspondientes gavillas y morfis-
mos entre ellas.

Morfismos entre Pregavillas: Sea X un espacio topoldgico, recordemos
que una pregavilla (de grupos abelianos, por ejemplo) en X es un funtor
contravariante F : Top(X) — Ab.

Asi tiene sentido definir un morfismo entre pregavillas F,G, en X como
una transformacion natural entre funtores:

n:F—-G
En otras palabras, n consiste de una familia de morfismos ny : F(U) —
G(U) (uno para cada abierto U C X), tales que para cada inclusién de
abiertos V C U, los cuadrados siguientes conmutan:
F(U) = G(U)

F(V) =% G(V)
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donde las flechas verticales son las restricciones correspondientes.
Si F y G son gavillas, un morfismo de gavillas n : F — G es un morfismo
entre las pregavillas subyacentes.

Observacidn: Si F es una (pre)gavilla en X, entonces
id:F—F

definido obviamente como idy : F(U) — F(U) el morfismo identidad, es
un morfismo de (pre)gavillas llamado también el morfismo identidad.

Sia:F —-Gypf:G — K son morfismos de (pre)gavillas, entonces la
composicion foa: F — K definida como: (foa)y = fyoay : F(U) —
G(U) — K(U) también es un morfismo de (pre)gavilias.

Asi se tienen las categorias G(X) y P(X) de gavillas y pregavillas sobre
X respectivamente, con objetos las gavillas (respectivamente pregavillas) y
morfismos los morfismos entre gavillas (respectivamente pregavillas).

Definicién 4.1 Un morfismo de (pre)gavillas n : F — G se llama un
1somorfismo si 7 tiene un inverso bilateral ¢ : G — F, es decir, ¢ es un
morfismo de (pre)gavillas tal que:

nop=id:G—-G y pon=id: F — F.

Lema 4.2 Un morfismo de (pre)gavillas n : F — G es un isomorfismo si
y sélo st para todo abierto U C X, el morfismo ny : F(U) — G(U) es un
1somorfismo de grupos.

DEMOSTRACION: La implicacién (=) es obvia. Reciprocamente, si cada
nu : F(U) = G(U) es un isomorfismo (de grupos), sea gy : G(U) — F(U)
su inverso. Entonces ¢ = {pv}: G — F es claramente una transformacién
natural que es inversa de 5. Q.E.D.

Observese ahora que si : FF — G es un morfismo de pregavillas en X,
entonces para cada z € X, 1 induce morfismos entre las fibras:

Ne : Fr — G,

ya que para cualesquiera vecindades abiertas U,V de z en X con V C U,
los diagramas siguientes conmutan:

F(V) &5 G(V)
1 Tp
FU) X GW)
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y asi pasando al limite directo (sobre las vecindades de z € X) se tiene el
morfismo inducido en las fibras:

Nz llJl:Tz F(U) —»lljlarr;G(U)

La proposicidn siguiente (que como veremos en el ejemplo después de
(4.9), es falsa, en general, para pregavillas) ilustra la naturaleza local de
una gavilla:

Proposicién 4.3 Un morfismo n: F — G entre gavillas sobre X es un
1somorfismo si y sélo s1 para todo z € X los morfismos inducidos entre las
fibras n; : Fz — G, son isomorfismos.

DEMOSTRACION: Si p: F — G es un isomorfismo entonces por (4.2) cada
nu : F(U) = G(U) es un isomorfismo y asi en el limite - : Fz — Gz
también es un isomorfismo para cada ¢ € X.

Reciprocamente, supongamos que para todo r € X los morfismos 1, :
F; — G son isomorfismos. Mostraremos que para cada abierto U C X las
aplicaciones nu : F(U) — G(U) son isomorfismos, y asi por (4.2) 7 sera un
isomorfismo de gavillas. Sea pues U C X un abierto cualquiera:

(1): nu : F(U) — G(U) es inyectivo: En efecto, sea s € F(U) una
seccion tal que nu(s) = 0 en G(U). Entonces, para todo £ € U el germen
[nu(s)]: de nu(s) = 0 en Gy es cero. Asi, 0 = [nu(s)]: = nz(s]z ¥y como
Nz : Fz — G es un isomorfismo, entonces [s]; = 0 en F;, y esto para todo
zel.

Entonces, como [s]; = 0, por definicién de limite, existe una vecindad
abierta, W, de z, con W, C U, tal que slw, = 0 (i.e., es cero en algin
nivel). Y como las W,, para z € U, forman una cubierta abierta de U, y
la seccién s € F(U) es tal que slw, = 0 para toda W, en esta cubierta,
entonces s = 0 en U ya que F es gavilla.

(ii): nu : F(U) — G(U) es suprayectivo: En efecto, seat € G(U) una
seccion cualquiera. Para cada £ € U sea [t]: € G, el germen correspon-
diente. Como 7, : Fx — Gz es un isomorfismo, existe un unico germen
[S]I € F: tal que 7, [3]:: = [t]z-

Representemos- al germen [s]; en algin nivel por una seccién (s, V)
donde V; C U es una vecindad abierta de z y s, € F(V;) es una seccidn.

Asi n(sz) € G(Vz) y t|lv, € G(V:) son dos secciones cuyos gérmenes en
z son iguales. Entonces, en algin nivel W, C V; C U son iguales, i.e.,
n(sz)|w, = t|lw.. Sin perder generalidad podemos suponer que W, = V.

Claramente U esta cubierto por las W;, y en cada uno de los W, tenemos
secciones s; € F(W;).
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Supongamos ahora que z,z € U son dos puntos y sean s, € F(W;),
s: € F(W,) las secciones y abiertos construidos anteriormente. Entonces
las restricciones sz|w,nw, ¥ S:|w.nw, son dos secciones en F(W,; N W,)
tales que

N(szlw.nw,) = tlw.nw, = 1(slw.nw,)

en G(W; NW,), por definicién de s; y s,.

Ahora, por la parte (i), n: F(W,NW,) = G(W.NW,) es inyectivo, Se
sigue que sz |w.nw, = S:|lw.nw, .

Asi , para cada W, (que cubran a U) se tienen secciones locales s; que
coinciden en las intersecciones. Por lo tanto, como F es gavilla, existe una
tinica seccién global! s € F(U) tal que s|w, = s, para toda z € U.

Probaremos finalmente que: nu(s) =t € G(U). En efecto, nu(s),t €
G(U) son dos secciones tales que para cada z € U se tiene 9(s)|w, = t|w,,
y como G es gavilla (y los W, cubren U), se sigue que 7(s) =t en G(U).
Q.E.D.

A continuacién introducimos los conceptos esperados de sub-pregavi-
lla, pregavilla cociente, nicleo, imagen y conicleo de un morfismo de pre-
gavillas, y después, con las adaptaciones necesarias en algunos casos, los
correspondientes conceptos para gavillas.

Niicleo, imagen y coniticleo de un morfismo entre pregavillas: Sea
¢ : F — G un morfismo de pregavillas.

(1): La pregavilla nicleo de ¢, denotada ker ¢, esta dada como sigue: Si
U C X es un abierto, entonces:

(ker )(U) := ker (F(U) 2% G(U)).

(11): La pregavilla imagen de ¢, denotada Im ¢, esta dada como sigue:
Si U C X es un abierto, entonces:

(Im @)(U) := Im (F(U) 24 G(U).

(iii): La pregavilla conicleo de ¢, denotada Coker ¢ esta dada por: Si
U C X es un abierto, entonces:

(Coker ¢)(U) := Coker (py) := G(U)/Im (puv).

En cada caso los morfismos restriccion se definen en la forma obvia, y
claramente ker ¢, Im ¢ y Coker ¢ resultan pregavillas en X.
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Definicién 4.4 Si F y G son pregavillas en X, diremos que F es una
sub-pregavilla de G, denotado F' C G, si:

(i): Para cada abierto U C X, F(U) C G(U) es un subgrupo.

(i1): Si U C V son abiertos, entonces el morfismo F(V) — F(U) es la
restriccion del morfismo G(V) — G(U).

Si F es una sub-pregavilla de G, la pregavilla cociente, denotada G/ F,
estd dada por:

(i) Para cada abierto U C X, (G/F)(U) := G(U)/F(U)
(i1) Si U C V son abiertos, los morfismos G(V) — G(U) y F(V) — F(U)
inducen, por paso al cociente, morfismos

(G/F)(V) — (G/F)(U).

Obsérvese que si ¢ : F — G es un morfismo de pregavillas, entonces:
(1): ker ¢ C F es una sub-pregavilla.

(2): Im ¢ C G es una sub-pregavilla.

(3): Coker ¢ = G/Im ¢ es una pregavilla cociente.

Antes de proseguir veamos algunos ejemplos:

Sea X una superficie de Riemann y consideremos las gavillas C, C*,
O, O* en X y las (pre)gavillas constantes Cx y Zx (con valores C y Z
respectivamente) en X (§3).

(1) Como toda funcién holomorfa es diferenciable entonces O C C*® es
una sub-pregavilla. Andlogamente C* C C. Entonces se tiene una cadena
de sub-pregavillas:

e CceCC.

(2): Similarmente, como las pregavillas Zx y Cx se pueden conside-
rar pregavillas de funciones constantes ergo holomorfas, entonces se tienen
inclusiones de sub-pregavillas:

Zx CCx C Ox.

(3): En general, si F C G es una inclusién de pregavillas, entonces se
puede considerar como un morfismo de pregavillas.

(4): El morfismo ezponencial (muy importante, como se vera mas ade-
lante):

exp : Ox — O%,
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se define como sigue: Sea U C X un abierto, entonces exp : O(U) — O*(U)
esta dado por: exp(s) := exp(2nis). Este es un homomorfismo de grupos
ya que:

exp(s+s): = exp(2mi(s+s')) = exp(27is + 27ss’)

Il

exp(2mis) - exp(27is’) = exp(s) - exp(s’).
(5): El nicleo del morfismo ezponencial es:
ker (exp)(U) := {s € O(U) : exp(2mis) = 1},
y como exp(2wis) = 1 & s € Z, entonces
ker (exp) = Zx C Ox.

(6) El morfismo dado por las ecuaciones de Cauchy-Riemann: Recorde-
mos que Ox consiste de aquellas funciones diferenciables en X que satisfa-
cen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 1.e.,si f = u + v € C§¥, entonces

vreoy o BB oo
TuTwetx az "oy Y 8y az
(6_u_@)+i(a_u+_a_v)_
0z Oy 0y 0z’

o, .

& a—z_-(u+w)—0,

donde se define el operador diferencial

5_2_1(3 +.8>
T Az 2\ar 16y
Obsérvese que:
': R 1.0 . .0 .
g(u+w) = 5[6—£(u+w)+1a—g(u+w)]
1 0u Ov, . 0Ou  O0v
= §[$+'a—y)+3(a—y+a)]
1. 0u Ou

v ) v
= Gl - a—y)'*"(a—y + 6_::-)]'
Resumiendo: Dada f = u+ iv € C{, entonces

feOx & () =0.
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Obsérvese que como la diferenciacion es un operador lineal (en particular
aditivo), entonces

)
8z

es de hecho un morfismo de gawillas, y por las observaciones previas, se

tiene que su nucleo es
0
Ox =ker | — .
8 (62)

Nota: El factor 1/2 en la definicién del operador 8/9z se introduce para
que al considerar el otro operador

2,_1(2_¢i)
0z 2\d8z Oy

se tenga lo que se espera, l.e.,

4= C¥ —CX

9. 0_290

0z 9z Oz
Yy

9 _06_29

az 0z 0dy

El resultado siguiente, aunque sencillo, es importante:

Proposicién 4.5 Si ¢ : F — G es un morfismo de gavillas, entonces la
pregavilla ker ¢ C F es de hecho una gavilla.

DEMOSTRACION: (i): Sea U C X un abierto y sea {U,} una cubierta de
U. Supongamos que se tiene una seccién s € (ker p)(U) tal que sly, = O
para toda U,. Queremos mostrar que s =0 en U.

En efecto, como (ker ¢)(U) C F(U), entonces s € F(U) y como las
restricciones de ker ¢ son las de F entonces sly, = 0 en F(U,) para toda
a, y por lo tanto s = 0 en F(U) ya que F es gavilla. Entonces s = 0 en

(ker )(U) € F(U).

(i1) Supongamos ahora que tenemos secciones sq € (ker ¢)(Us) C F(Uq)
tales que sq|u,nu, = splu.nu, para todos los a, §.

Entonces, como las restricciones de ker ¢ son las mismas que las de F,
y como F es gavilla, existe una (dnica) s € F(U) tal que sly, = sa en
F(Uq) para toda a.

Mostraremos que de hecho s € (ker ¢)(U). En efecto, como s € F(U)
entonces p(s) € G(U) y ¢(slu,) = ¥(sa) = 0 € G(Ua) ya que s4 €
(ker p)(Ua).
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Ahora, como el diagrama siguiente conmuta

FU) % GW)
res | | res

F(Ua) % G(Ua)

entonces ¢(s)|lu, = ¢(slv,) =0,y como G es gavilla se sigue que la seccién
©(s) = 0en G(U), es decir, s € (ker ¢)(U) como se queria. Q.E.D.

Para el caso de la imagen de un morfismo se tiene, sin embargo:

Si ¢ : F — G es un morfismo de gavillas, entonces la pregavilla Imyp C
G no es, en general, una gavilla. Un contraejemplo es el siguiente: Sea
X =C*=C-{0}.

Consideremos las gavillas O y O* en X = C* y a! morfismo exponencial
exp : O — O*. Veremos que la pregavilla imagen Im(exp) C O* no es una
gavilla (de hecho veremos que el axioma (i1) de la definicién de gavilla no
se satisface en este caso):

En efecto, para el abierto U = X = C* consideremos la cubierta dada
por Uy :=C - R™ y U, := C* —R*. Claramente cada uno de estos U; es
simplemente conezoy Uy NU, = C* - R.

Ahora, como Uj es simplemente conexo, las funciones (secciones) s; €
0*(U;) dadas por 8;(z) := z, (s; : Uj — C*) se pueden escribir de la forma:
sj(z) = exp27i(fj)(z) con f; € O(U;j) ya que como U;j es simplemente
conexo entonces existe una rama holomorfa (urivaluada) de log en Uj.
Entonces, s; € Im(exp), j = 1,2. Obsérvese que s1|y,nu, = s2|vu,nu,-

Sin embargo, como U = U; UU; = C* no es simplemente conexo,
entonces no existe una rama holomorfa (univaluada) de log en U = C*, y
asi la funcién (seccién) s € O*(C*) dada por s(z) = z no se puede escribir de
la forma s(z) = z = exp(27i(f))(z) con f € O(C"), i.e., no existe f € O(U)
tal que exp(f)|u; = sj, i.e., no existe una seccion global t € Im(exp) tal
que t|y; = s;, y asi Im(exp) no es una gavilla.

Para remediar lo anterior se introduce la construccion de la gavilla aso-
ciada a una pregavilla:

Teorema 4.6 (Gavilla Asociada a una Pregavilla) : Sea F una pre-
gavilla sobre un espacio X. Entonces: Eziste una gavilla F+ y un morfismo
de (pre)gavillas 6 : F — F* tal que para toda gavilla G y cualquier mor-
fismo ¢ : F — G, eziste un inico morfismo ¢ : F* — G que hace conmutar
el diagrama:
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F—rl—ep+

® Y
G

A F* se le llama la gavilla asociada a la pregavilla F.

DEMOSTRACION: Sea |F| el espacio topoldgico asociado a la pregavilla F
(3.5) con proyeccién p : |F| — X. Asi |F| =, ¢x F=-
Para cada abierto U C X, definamos

F¥(U) = {s:U — |F| : s es continua y s(z) € F:}.

Ahora, como F es pregavilla de grupos abelianos, entonces también F*(U)
es un grupo abeliano definiendo (s+s’)(z) := s(z)+s’(z) (estamos sumando
en F. que es grupo abeliano, ya que s(z), s'(z) € Fx).

Las restricciones de F't(U) son las usuales: Si V C U son abiertos,
entonces p : FH(U) — F*(V) es p(s) := s|v.

(1) Claramente F'* es una pregavillaen X. Mas ain Ft es una gavilla
(la “gavilla de secciones” de p: |F| — X) ya que:

(i): Supongamos que U = |J; U; y sean s,s' € F+(U) tales que s|ly, =
s'|ly, para toda i. Entonces, si £ € U = |J; U; se tiene que z € U; para
algin indice j y asi s(z) = s'(z),1.e,s=s"en U.

(i1): De nuevo, sea U = |J; Ui y sean s; € F*(U;) tales que si|ly,nu; =
sjlu.nu; para todos los pares (i, j).

Definase la seccién s € F*(U), s : U — |F|, como s(z) := si(z) si
z € U;. Por la condiciéon de compatiblidad de las s;, s esta bien definida, y
por su misma definicién s|y, = s;.

Claramente s es continua y es una seccién de p, i.e., s € F+(U).

(2): El morfismo 8 : F — F'* se define como sigue:
SiU C X es un abierto, y : F(U) — F*(U) es el homomorfismo que
manda s € F(U) a st : U — |F|, donde s*(z) := [s); € F;.
Claramente Oy (s + §')(z) = (s + s')(z) = [s+ &)z = [s]- + [s'): =
b0 (s)(2) + bu (') ().
Mais aun, los cuadrados
F(U) % F+U)
pl Lp*

F(v) & F+w)
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conmutan, ya que si s € F(U),
ptobuy(s)=pt(st)=stlv y Ovopn(s)=(p(s)*.

Asi para toda z € V se tiene que: (p(s))*(z) = [p(s)]z y (sF|v)(z) = [s):-
Pero [p(s)]: = [s]- en el limite directo Fy.
Se sigue que 0 : F — F't es en efecto un morfismo de pregavillas. Q.E.D.

Observaciones: (1): Como consecuencia de la propiedad universal del par
(F*,0) anterior, se sigue que este par es tnico, salvo isomorfismo.

(2): Asi si F misma es una gavilla entonces F ~ F't.

(3): En general, para cada ¢ € X existe un isomorfismo natural en las
fibras: 0, : Fz — FF.
Definicién 4.7 Sea ¢ : F — G un morfismo de gavillas.

(1): La gavilla nicleo de ¢, denotada ker ¢, es la pregavilla ker ¢ C F
que es de hecho una gavilla por (4.5).

(2): La gavilla imagen de ¢, denotada im ¢, es la gavilla asociada a la
pregavillaIm ¢ C G, i.e., im ¢ = (Im ¢)*.

(3): Sea F una subgavilla de la gavilla G en X. La gavilla cociente,
denotada F/G es la gavilla asociada a la pregavilla cociente F//G de (4.4).

(4): Si ¢ : F — G es un morfismo de gavillas, la gavilla conicleo,
denotada coker ¢, es la gavilla asociada a la pregavilla Coker ¢.

Observacién: Si ¢ : F — G es un morfismo de gavillas e Im ¢
(Im ¢)* = im ¢ es el morfismo canénico (4.6), como G es gavilla, por
la propiedad universal (4.6) existe un unico morfismo ¢ : im ¢ — G tal que
el diagrama siguiente conmuta:

En la proposicién siguiente (4.9)(1) veremos que y es tnyectiva, y asi
im ¢ se puede identificar con una subgavilla de G.
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Definicién 4.8 Sea ¢ : F — G un morfismo de gavillas.
(1) ¢ es un monomorfismo si ker p = 0.

(2) ¢ es un epimorfismo siim ¢ = G, (i.e., ¥ es un isomorfismo).

Proposicién 4.9 Sea ¢ : F — G un morfismo de gavillas. Entonces,

(1) ¢ es un monomorfismo si y sélo si oy : Fz — G, es inyectivo para
todo z € X, si y sdlo si oy : F(U) = G(U) es inyectivo para todo abierto
UCX.

Se sigue que el morfismo ¢ : im ¢ — G de arriba es un monomorfismo,
ya que el diagrama de arriba, en las fibras es:

(Im )y —— G,

6, Yz

(im ),

con 0, un isomorfismo. Por conmutalividad se sigue que Y. es inyectiva.

(2) ¢ es epimorfismo si y sélo si o, : F — G, es suprayectivo para
todo z € X.

En general, si @ es epimorfismo los homomorfismos py : F(U) — G(U)
no tienen por que ser suprayectivos.

DEMOSTRACION: La parte (1) es un ejercicio facil.
Para (2): Si ¢ es un epimorfismo, entonces ¥ :im ¢ — G es un isomor-
fismo y asi en el diagrama siguiente ¥, es un isomorfismo por (4.3):

Fm B8 G
ozl | ¥z
(Im), = (im ),

y 0: es, siempre, un isomorfismo por la observacién (3) después de (4.6), y
claramente ¢, : F; — (Im @), es suprayectivo. Se sigue que ¢; : Fr — G,
es suprayectivo.

El reciproco se sigue de la conmutatividad del diagrama anterior, que
muestra que ¥ 00,06, "1 = o, con @, suprayectivo por hipétesis. Se sigue
que ¥, es suprayectivo, y como siempre es inyectivo por la observaciéon en
la parte (1), entonces cada 1, es un isomorfismo. Asi , por (4.3) ¢ es un
isomorfismo. Q.E.D.
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Finalmente un contraejemplo para justificar la segunda parte de (2) y
la observacién antes de (4.3):

Sea X = C*. El morfismo exponencial: exp : Ox — O% es un epi-
morfismo ya que para cada z € X = C" fijo, exp : Ox,: — O, es un
epimorfismo porque localmente cada funcién en C* que no se anula tiene
un logaritmo. Sin embargo, para U = X = C* globalmente no existe un
logaritmo y asi exp : Ox (U) — O%(U) no es suprayectiva.

Definicién 4.10 Una sucesion de gavillas y morfismos de gavillas:

-1
(*) — Fi- IV’ F: e F-l+l o't
se llama ezacta, en el nivel i, si ker ¢' = im p*~!.
Proposicién 4.11 La sucesidn anterior es ezacta, en el nsvel i si y sélo
st para cada = € X la sucesion de fibras

-1
(**) — Fi- 1 ¥, = E == 2 Fitl =, eet

es una sucesion ezacla de grupos y homomorfismos, en el nivel i.

DEMOSTRACION: (=): Si (*) es exacta, entonces ker ¢' = im ¢ y asi
(ker ¢*); = (im ¢');. Pero, por definicién (4.7)(1) (ker ¢ )z = ker ¢,
y por la observacion después de (4.7), (im ¢ ) = (Img')} = (Img'), =
Imy:. Se sigue que ker @i~! = Imp?.

(<=): Se sigue de las 1gualdadm de la primera parte y de (4.3). Q.E.D.

De la proposicién (4.9) y de la anterior se sigue que:

(1): Una sucesién O — F £ G de gavillas es exacta <> ¢ es un mono-
morfismo.

(2): Unasucesién F ¥, G — Oesexacta < ¥ : FF — G es un epimorfismo.

(3): Pero, obsérvese que por la parte (2) de (4.9), la exactitud de una
sucesion de gavillas no es equivalente a la exactitud de las sucesiones co-
rrespondientes de secciones. Sin embargo, (4.10) dice que si es equivalente
a la exactitud de las sucesiones correspondiente de fibras. Esto refleja de
nuevo la naturaleza local de las gavillas.

Definicién 4.12 Una sucesidn ezacla corta de gavillas es una sucesién
exacta de la forma:
0—-FAc3 L.
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Asi en las fibras, se tienen sucesiones exactas cortas

0 R26.BL, 0,
sin embargo, por la observacién (3) de arriba, no es cierto en general que
se tengan sucesiones exactas cortas en las sucesiones de la forma:
YU ~ YU
0—-FU)=G=>LWU)—0
ya que el ejemplo después de (4.9) es un contraejemplo a la suprayectividad

de Yy. Lo que si se tiene es:

Lema 4.13 Si0 — F % G % L — 0 es una sucesidn ezacta de gavillas en
un espacio X, entonces para todo abierto U C X la sucesion de secciones
¢u Yu
0— FWU)—=>GU)— L(U)
es ezacla.
DEMOSTRACION. Por (4.9)(1) ¢y es inyectiva, y asi 0 — F(U) 2% G(U)
es exacta.

Para ver que Im ¢y C ker ¢y basta ver que ¥y o gy = 0, pero esto se
sigue del hecho que Yy o ¢y = (Y 0 ¢)v = (0)v = 0. La otra contencién es
directa. Q.E.D.

Ejemplos. Sea X una superficie de Riemann.

Ejemplo I: La sucesién ezponencial es una sucesion exacta corta:
ex
0—Zx — Ox —p'O:y( —0,.

ya que exp es suprayectiva y su nicleo es Zx.

Ejemplo 2: Si 0 es el morfismo dado por las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
la sucesion siguiente es exacta:

8
0—-0x —-C§¥ —C%,
pero en general 8 no siempre es epimorfismo.

Formas Diferenciales. A continuacion revisamos, en forma suscinta, al-
gunos resultados sobre formas diferenciales en una superficie de Riemann,
y aprovechando la estructura compleja de la misma veremos cémo se sim-
plifican y enriquecen muchos de los conceptos geométrico-diferenciales en
estas variedades.
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Después de recordar las propiedades basicas de las formas diferenciales,
en forma natural apareceran ciertas gavillas (de formas diferenciales u ho-
lomorfas) que juegan un papel importante en el estudio de las variedades
complejas.

Comenzamos recordando los conceptos de vectores tangentes, espacios
tangentes, y diferenciales en una variedad diferencial cualquiera. Después
se introducen los conceptos, importantes, de haz tangente y haz cotangente
sobre una variedad diferencial.

Vectores tangentes. Un vector v = (v,...,vn) € R" se puede pensar
como un operador en funciones diferenciales como sigue: Si f es una funcién
de clase C*™ en una vecindad de un punto z € R", entonces v asigna a la
funcién f un ndimero real v(f), que es la derivada direccional de f en la
direccién de v, 1.e.,

of |
Az,

Como es bien conocido, esta operacion satisface:

0
v(f) :=vl'6_zf1|z+“'+vn‘

(1) v es R-lineal: v(a - f+ (0 -g) = a-v(f) + - (g), para cualesquiera
a,f €Ry f,g funciones de clase C* alrededor de z.

(11) v satisface la regla de Leibniz: v(f - g) = v(f) -9+ f - v(9).

La operacidon v depende sélo de las propiedades locales de la funcién f,
1.e., depende sdlo de las propiedades de f en vecindades arbitrariamente pe-
quenas del punto z € R" en el cual se esta calculando la derivada direccional
de f. Estas propiedades locales de las funciones diferenciales estan englo-
badas en el concepto de gavilla, y como estamos considerando funciones
diferenciales, la gavilla que interesa es la gavilla C*°, a la que denotaremos
a partir de ahora como £.

El concepto de derivada direccional anterior se generaliza a una variedad
diferencial arbitraria como sigue:

Dada una variedad diferencial X y un punto z € X, sea £x . la fibra
de gérmenes de funciones diferenciales en z. Asi, £x; es un R-espacio
vectorial. Mas aiin, como podemos multiplicar gérmenes, de hecho £x . es
una R-algebra asociativa y conmutativa.

Definicién 4.14 Sea X una variedad diferencial y £ € X un punto. Un
veclor tangente a X en el punto z es una derivacidn en el algebra Ex ., es
decir, es una funcién v : £x ; — R que satisface:

(1) v es R-lineal, i.e.,

via-f+P-g)=a v(f)+B-v(g),
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para cualesquiera a,F€R Yy f,g € Ex,z.

(i1) v satisface la regla de Leibniz, i.e.,

o(f-9)=v(f)-g+f v(g),
para cualesquiera f,g € £x,z.

Observacién. Si denotamos con T: X al conjunto de vectores tangentes a
X en z, y definimos las operaciones:

(v+w)(f):=v(f) +w(f), para vw €T: X y f € Ex,z.
(a-v)(f) :=a-(v(f)), paraae R, veET: X, f €&x,zs

entonces, Tx X es un R-espacio vectorial, al que se llama el espacio tangente
a X en el punto z.

Nuestro primer objetivo es mostrar que si X es una n-variedad diferen-
cial, entonces dimg7:> X = n = dimX. Para esto, es conveniente tener otra
descripcion del espacio tangente Ty X:

Sea M; C €x,z el conjunto de gérmenes que se anulanen z, i.e.,

M; = {f€&x: : f(z) =0},

(recuérdese que un germen f en z sélo tiene un valor bien definido en z, y
este valor es: f(z) = f(z), donde f es cualquier representante del germen
f).

El conjunto M. es un ideal del algebra £x ., y considerando potencias
Mk de este ideal (MX es el ideal generado por las combinaciones lineales
finitas de productos de k elementos de M), se tiene una cadena decreciente
de ideales:

e CM;C- CM2ZC M, CéEx,:.

Nos interesa el cociente M;/M2 que claramente es un R-espacio vecto-
rial.

Lema 4.15 El espacio vectorial T, X es naluralmente isomorfo al espacio
vectorial dual (M /M2)*.

DEMOSTRACION. (i): Definamos ¢ : T X — (M:/M2)* como sigue: Si
v € T; X,entonces v : £x,- — R es una funcional lineal tal que su restriccion
a M; C Ex, se anula en M2 ya que M2 esta generado por los productos
f-g,con f,g € M., ie., f(z) =0=g(z),y como v es derivacién, entonces:

v(fg) = f(z) - v(g) + v(g) - 9(2) =0,
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y asi v induce una funcional lineal v : M;/M2? — R. Se define entonces
¢:T: X — (M;/M2)* como ¢(v) := v|pm,. Claramente ¢ es lineal.

(i1): Reciprocamente, se define ¢ : (Mz/M2)* — T:X como sigue:
Dada m € (M. /M2)*, $(m) := vy, € T: X es la derivacién definida, para
f € Ex,z, como:

vm(f) = m((f - f(2)))

donde f(z) es el germen constante y [f — f(z)] es la clase lateral del germen
f — f(z) € M en el espacio cociente M;/M?2. Entonces:

(a): vm : Ex,z — R es lineal ya que m lo es.

(b): v satisface la regla de Leibniz ya que

vm(fg) = m([fg — f(z)g(2)])
= m([(f - f(z))g — 9(2)) + f(z)(9 — 9(z)) + (f = f(2))9(z)])
= m([f - f(z)]lg - 9(2)]) + f(z)m[g — 9(z)] + 9(z)m[f — f(z)]
= 0+ f(z)vm(9) + 9(z)vm(f)
= vm(f)9(z) + f(z)vm(9).

(iii): Es claro que ¢ y ¢ son inversas una de la otra. Q.E.D.

Usando este lema, se tiene que
dimg T: X = dimg(M:/M2)* = dimg(M./M2)

y asi es suficiente probar la siguiente proposicion, pero antes introducimos
la siguiente definicion:

Definicién 4.16 Si X es una variedad diferenciable, z € X es un punto,
y f :U — R es una funcién diferenciable en una vecindad U del punto z,
la diferencial de f en z es el elemento

df|z := f — f(z) € Mz /M2

Obsérvese que la diferencia f — f(z) € £x ; claramente se anula en z, i.e.,
f — f(z) € M., y asi su diferencial es su clase médulo M2.

Proposicion 4.17 Sea X una n-vartedad diferencial y sea € X un
punto. Entonces,
dimg(M,/M2) = n = dimX.

DEMOSTRACION. Sea (U, ¢) una carta coordenada alrededor de z € X,
¢ =(z1,...,2,) : U C X = R™. Asi, se tienen n funciones reales alrededor
dez € X:

z;:UCX =R
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y podemos considerar sus gérmenes z; € £xz, 1 < i< n, y las diferencias
z; — z;(t) € £x,z que claramente se anulan en z nos definen n gérmenes

dz; :=z; — zi(z) € M; C&x z.

Probaremos que sus clases son una base de M,/M,z:

(1) Generan: Sea f € M, y consideremos un representante (f,W] del
germen f, f: W C X — R, y consideremos la expansion de Taylor de la
funcién fo¢~!: ¢(UNW) C R" — R alrededor del punto ¢(z):

n -o -1 n
£ 1@ = 3 o (a1 = @) + (i - (2))as 232

i=1 0J

con h de clase C™.
Ahora, como f € M — X, entonces f(z) = 0, y asi tomando clases
laterales mod(M2) se obtiene:

- 3(f° ) 2
= — | a(n)[Ti — .z',-(:r.)] mod(M})
g A, #(z)

i.e., poniendo a; := 8(f o ¢~1)/0uilg(z) € R, se tiene

f=) ailzi —zi(2)]=)_ aidzil: en M /M2

=1 =1

(2) Independencia lineal: Si Y i, a;[z; — zi(z)] = 0 en M;/M2, entonces
Yo ai(zi — zi(z)) € M2y asi

Y ai(@i—zi(2)op™ =Y ai(ziod ™ —zi(z)op™!) = Y ai(wi—ui(4(z)))

es decir, ) a;(ui — ui(¢(z))) € Mz(:), y entonces tomando derivadas par-
ciales con respecto a u; se obtiene

0
@ = 2— a;j(ui — ui(4(z)) ) loz) = 0
J Bu,- (Z J ) #(z)
la dltima igualdad porque Y ai(ui — ui(¢(z))) € M o(z)- QE.D.
El haz tangente y el haz cotangente. Si X es una n-variedad dife-

renciable, a la coleccion de todos los espacios tangentes T, X, z € X, se le
puede dar una estructura de variedad diferenciable, y esta nueva variedad,
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denotada T X, viene equipada con una aplicacion diferencial 7 : TX — X
que juega un papel importante en el estudio de la topologia y geometria de
X. Las definiciones formales son como sigue:

TX = |J T.X
z€X
es la union disjunta de los espacios tangentes a X. A los puntos de TX
los denotaremos como pares ordenados (z,v) donde z € X y v € T: X. La

proyeccién natural
T TX — X

esta definida por #(7T;) := z, i.e., ™ proyecta todo un espacio tangente
T:X C TX al punto de tangencia z € X.

La estructura diferenciable que se le da a TX esta naturalmente de-
terminada por la estructura diferenciable de X. Formalmente, si A =
{(U,¢)} es un atlas diferenciable en X, para cada carta (U,¢) de A, con
¢ =(z1,...,2,), definimos funciones

¢: 7 Y(U)CTX —R™
como sigue: Para cada (z,v) € n~}(U) CTX,
B(z,v) := (21(2), ..., Zo(2); dZ1 (V), . . ., dzn(v))

dondez; :U C X —Rydzj:T: X — T;;-)R = R es la diferencial de la
funcidon zj en £ € U. Se prueba facilmente que:

(i) ¢ : =Y (U) C TX — V C R*" es biyectiva, con imagen un abierto
V de R?™".

(i) Asi, la coleccién

B:={¢ Y(W) : (U¢)€ Ay W CR>™ es un abierto }

forma la base para una topologia en TX.

(ii1) Sea A la coleccién maximal, con respecto a (ii), que contiene al
conjunto de cartas {(7~'(U),4) : (U,¢) € A}. Entonces, A es una
estructura diferenciable en T X.

A TX, con esta estructura diferenciable, junto con la aplicacién (dife-
renciable) r : X — X, se le llama el haz tangente asociado a la variedad
X.

Similarmente se define el haz cotangente T* X asociado a X como sigue:

"X = | J (T X)
T€X
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es la unién disjunta de los espacios tangentes duales (T;X)* ‘= M, /M2.
La proyeccion natural
™ T X =X

esta dada por: 7*(T:X)* = z.
Si (U, ) es una carta en X, se define

(5. : (W.)_I(U) g T X —*RQ"

como:

¢*(z,v) = (z1(z),...,zn(z);v(8/0z1),...,v(0/0z,)),

donde pensamos a v € (Tx X)* como a una funcional lineal v : T X — R y
8/0z, , ..., 0/0z, esla base de T X.

Procediendo como en el caso del haz tangente, se prueba que 7* X es una
2n-variedad diferenciable y 7* : T* X — X es una aplicacidn diferenciable.

Si ¢ > 0 es un entero, las ¢-formas diferenciales que queremos definir
seran secciones de haces vectoriales similares al haz cotangente, obtenidos
con las g-ésimas potencias ezleriores de los espacios vectoriales (T:X)".
Recordamos a continuacién los conceptos pertinentes de algebra multilineal.

Producto tensorial. Sean V y W espacios vectoriales sobre un campo
K. Si L es otro K-espacio vectorial, recordemos que una funcién bilineal
¢ :V x W — L es una funcién que es K-lineal en cada una de sus dos
variables, es decir,

(1): ¢(v1 + vz, w) = (v, w) + ¢(v2, W)
(i1): ¢(Av,w) = A - ¢(v,w)
(iii): @(v, w1 + w2) = ¢(v, w1) + (v, w2)
(iv): ¢(v, \w) = A - ¢(v, w)

parav,v),v2 €V, w,wj, w2 € W, y A € K.

El producto tensorial de V y W es un K-espacio vectorial que linealizaen
forma universal a las funciones bilineales definidas en V x W. En términos
precisos, el producto tensorial de V con W consiste de un K-espacio vecto-
rial, denotado V®k W, y de una aplicacién bilineal p : VxW — V@W, que
satisface la propiedad universal siguiente: Para cualquier otro K-espacio
vectorial L y para cualquier aplicacién bilineal ¢ : V xxg W — L, existe
una tnica aplicacidn lineal ¢ : V®k W — L que hace conmutar el diagrama
siguiente:
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VxW—L VoW

P ¢
L

Como es usual con objetos definidos por propiedades universales, si el
producto tensorial de dos espacios vectoriales existe, este es u@nico salvo
isomorfismo. Para mostrar la ezistencia del producto tensorial de dos espa-
cios vectoriales la construccién es como sigue: Sean V y W dos K-espacios
vectoriales y sea M el K-espacio vectorial cuya base es V x W. En M
consideremos el subespacio vectorial N C M generado por los elementos de
la forma:

(1): (v1 + v2,w) = (v1,w) — (v2, W)
(i1): (Av,w) — A(v,w)

(iii): (v, wy + wp) — (v,w1) — (v, w2)
(iv): (v, Aw) — A(v, w)

y consideremos el espacio vectorial cociente
Vek W :=M/N,
y al epimorfismo candnico
p:VxW=VRgW,

cuya imagen denotamos por p(v,w) :=v® w.

Noétese que las relaciones que definen al subespacio N C M son tales
que al pasar al espacio cociente M /N se vuelven cero y asi el epimorfismo
p:VxW —V kW es entonces bilineal.

Para ver que V ®x W y p satisfacen la propiedad universal del producto
tensorial, sea ¢ : V x W — L cualquier aplicacién bilineal. Definase é:
V@k W — L como ¢(v@w) := ¢(v, w). Que  esta bien definida es porque
si (v,w) € N entonces (v, w) es una combinacién lineal de los generadores
de N, y como ¢ es bilineal, entonces se anula en estos generadores y asi
se anula en (v,w). Claramente  es lineal, hace conmutar el diagrama
correspondiente y es unica con esta propiedad.

Las propiedades siguientes son inmediatas:

1: Si V y W son K-espacios vectoriales de dimensiones m y n respecti-
vamente y si {e1,...,em} y {fi1,...,fn} son bases de V y W, entonces los
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mn elementos e; ® fj E VO W,1<i<m, 1< j<n, forman una base
de V ®x W. Se sigue que:

dimk (V ®k W) = dimgV - dimgx W.

2: Si V es cualquier K-espacio vectorial, entonces

V®KK$¥V.

3: Si V y W son K-espacios vectoriales, entonces existe un isomorfismo
natural

VO WaWeegV.

4: Si U, V, W son K-espacios vectoriales, se tiene un isomorfismo
natural

Ue(VeW)~(UeV)eW.

Estas propiedades se prueban facilmente, por ejemplo para (3) obsérvese
que la aplicacién ¢ : V xW — W®V dada por ¢(v, w) = w®v es bilineal
y asi por la propiedad universal del producto tensorial induce un unico
morfismo@: VOW — W ® V tal que é(v ® w) = w ® v. Similarmente se
tiene una aplicacién lineal 1/) WV —=VeW tal que Ywev)=vew,
y se prueba facilmente que ¢ y !/) son inversas una de la otra.

Ahora, usando la asociatividad natural (4) del producto tensorial, si V
es un K-espacio vectorial podemos considerar, para cada entero n > 1 las
potencias tensoriales

n
®V:= Vek---®xV,

(n factores.) Y para n = 0 se define ®0 V:=K. AloselementosT € @" V
se les llama tensores.

Tensores alternantes y potencias exteriores. Sea n > 1 un en-
tero y denotemos con S, al grupos simétrico en n letras, i.e., al grupo
de permutaciones de un conjunto con n letras. Obsérvese que si V es
un K-espacio vectorial, entonces el grupo S, actia en forma natural en
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la n-ésima potencia tensorial ®" V como sigue: Dada cualquier permu-
tacién o € S, se tiene un isomorfismo o : @"V — ®" V definido por
0(1)) ®:-® vn) = Vo(v,) X -® va(u,.)-

Recuérdese ahora que toda permutacién o € Sy, es el producto de trans-
posiciones, y una permutacién o se llama par (respectivamente, impar) si
o es el producto de un nmimero par (respectivamente, impar) de transposi-
ciones. El signo de una permutacion se define como

Lot ) = +1 sioespar
g "~ | =1 sioesimpar.

Un tensor T € @" V se llama alternante si o(T) = (sgn o)-T para todo
o € S,. Obsérvese entonces que como el signo de una transposicién 7 es
—1, y como toda permutacién es el producto de transposiciones, entonces
un tensor T € @" V es alternante si y sélo si 7(T) = —T para todas las
transposiciones 7 € Sj,.

SSu=u;® --Qun € ®" V es un tensor alternante y si u; = u; para
algin i # j, entonces u = 0, ya que si 7 = (¢, j) € S, es una transposicidn,
entonces u = 7(u) = (sgn 7) - u = —u y asi u = 0 (si la caracteristica del
campo K no es 2).

En el espacio vectorial X" V consideremos al subespacio M C @" V
generado por los tensores de la forma 4, ® .- u®- - -Qu®- - -u,. La potencia
ezterior n-ésima de V es el espacio vectorial cociente:

AV :=(@V)/M.

Sim:@®"V — A"V es el epimorfismo canénico, para 41 ® - - - ® up, €
®" V usaremos la notacién 7(4;®- - -®u,) =: uA- - -Au,. Con la notacién
anterior, se tiene:

I: Siu=uy A---Au, e \"V ysi u; = u; para algin ¢ # j, entonces
u=0.

2: En A" V se tiene que

WA AUA AU A AU = U A AU A AUA Ay,

La parte (1) se sigue de la definicién de potencia exterior, y para la
parte (2) se tiene, por (1), que:

0 U A AU+ u) A A (Ui YA Aug

A AUA AU+ U)A A
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+ w A AU A A (U Uu) A AU,

= WMAAUAAUA AU FF A AUA AU A A,
+ WA AUYA AL A AU A AU A AU A A,
= WA AUA AU A AU F A AU A AU A Ay

ya que en la penultima igualdad el primero y el cuarto sumandos son cero
por la parte (1).

Proposiciéon 4.18 Sea V un K-espacio vectorial de dimensidn n, y sea

{e1,...,en} una base de V. Sea p > 0 un entero. Entonces,
(1): A°V =0 para p > n.
P !
. n n!
(2): dlmK(/\ V)= (p) = %—:p—)' para 0 < p < n.

Y una base para A\’ V estd dada por
Bp={e.~,A--~/\e.- :15i1<i2<~--<ip§n}.
DEMOSTRACION. Sabemos que el conjunto B = {e; @---®e¢;, : 1 <i; < n}

es una base para ®° V.

Como 7 : @V — APV es suprayectiva y como B genera ®"V,
entonces sus imagenes bajo 7, {e;, A-- ‘Ae;i, : 1 <ij < n}generan a N V.

(1): Si p > n, para cada generador e;, A ---Ae;, de A?V existen al
menos dos subindices i; = i¢ con j # k y asi por la observacion (1) previa
a la proposicion, el generador e;; A---Aei, =0, i.e., A’V =0 parap>n.

(2): Supongamos ahora que 0 < p < n y consideremos al conjunto
By :={e;, A---Ne;, : 1<4; < <i, <n}

y obsérvese primero que este conjunto tiene (") elementos ya que cada
elemento e;, A- - /\e, de Bp corresponde a una sucesion de nimeros iy, ...,
talesque 1 <i; < ---<1ip < n,i.e,aunsubconjuntode {1,...,n} de exac-
tamente p elementos, y el m’lmero de estos subconjuntos es precisa.mente
(:) Asi, una vez que mostremos que B, es una base de A’ V, se tendra

que dimg(A\" V) = #B, = (:) Mostraremos que B, es, en efecto, una base
de AP V.
(i): By genera AP V: Seav € APV ysea v € @ V tal que 7(3) = v.
Como B es una base de ®” V, entonces v se puede escribir como
n

v = Z Bjyip €, Q- Qe

i1yeip=1
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con a;,..;, € K. Y como v = n(%), entonces

v = 7r(ﬁ) = Zail...,', . 7r(e;, - ®e,-’) = Za," iy " €iy A- "Aei,

de tal forma que si en algin sumando e;, ® - - -® e;, se tuviera que ¢;, = e;,
con j # k, entonces se tendria que e;, A---Ae;, =0, por lo que pode-
mos considerar en ¥ sélo aquellos sumandos que no tengan esta propiedad.
Consideremos entonces al sumando v de ¥ correspondiente:

P
6::20;,. .~,-e.~,®--~®e.-,e®v.

Nétese que todavia se tiene que 7(2) = v € AP V.

Cada sumando de ¥ esta dado por un conjunto (iy,...,i,) de exacta-
mente p elementos, 1 < i; < n. Entonces, existe una permutaciéon o € Sp
tal que (i1,...,4p) =0o(#,...,dp)con 1 <i) < --- < ip < n.

Entonces podemos escribir a ¥ como

5= i, €, ® @i, = Y o)l o) @ B (i)
i1< <y

y en consecuencia

v=n(v) = Z Go(iy)a(ip) " Ca(in) N Aeo(iy)
Bty
= Z a'(ai,m;’ * €7, /\"'/\Cip)
1< <y

= 0o Z Biy-iy €y Ao Aeg,

1< <y
= (sgn o) - Z a,..;, " i A---Ne;,
1< <y
= Z (sgn o) - 8., "€ Ao Ae,
1< <y

donde cada e;, A---Ae;, €B, y (sgn o) -a;,.i, € K,y asi cada v € NV
es una combinacidn lineal de elementos de B,.

(ii): Bp es linealmente independiente: En efecto, si

Z Giy.ip €, Ao ANej, = 0
6H< <y
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en /A’ V, entonces levantando la suma a ®” V se tiene que

Z ai,...g'~egl®~~-®e‘-'€M
|'l<...<|'F

donde M es el subespacio de ®” V de la definicién de AP V. Se sigue que

Z Qi,..i, €, ® e, ijl iy "€, @ - ®¢€j,

1< <ip

donde en cada sumando del lado derecho existen indices s # r tales que
ej, = e;j, por definicion del subespacio M.

En particular, todos los generadores del lado derecho son distintos de los
generadores del lado izquierdo ya que para estos se tiene que i} < --- < ip.
Asi, en @’ V se tiene que

Z ai,. i, e, @ ®8| Zb_h -Jp -e;, ® '®cjr =0

iI1<<ip

r

con generadores distintos entre si . Y como B = {e;, ...ex,} es una base
de ®P V, se sigue que todos los a;,, . ;, = 0 y todos los b;,, . ;, = 0y asi
By, es linealmente independiente. Q.E.D.

Para aplicar lo anterior al estudio de las variedades diferenciales tenemos
que considerar, por supuesto, los espacios tangentes a la variedad.

Sea X una n-variedad diferenciable y sea ¢ > 0 un entero. Para cada
punto p € X consideremos el espacio cotangente (T, X)* y sus g-ésimas
potencias exteriores A(T,X)*. Por (4.18), si ¢ > n = dimg (T, X)* =
dim X se tiene que A(7,X)* = 0, y para ¢ < n, en la notacién de la
demostracion de la proposicién (4.17), si (U, #) es una carta coordenada
alrededor de p € X, ¢ = (z1,...,2,) : U C X — R", los n gérmenes

drj :=zj —zj(p) € (T, X)*

son una base del espacio vectorial (T, X)*. Asi, por (4.18), una base para
/\q(TpX)‘ esta dada por los elementos de la forma dz;, A --- A dz;, con
1<4 <o <idg <n,y dime(AY(T X)") = (5).

Ahora, si X es una variedad holomorfa, por ejemplo una superficie de
Riemann, la estructura compleja de X nos provee de otra base para el
espacio (T, X)*. Por simplicidad describiremos esta base sélo para el caso
cuando X es una superficie de Riemann.
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De nuevo, sean p € X un punto y (U, z) una carta coordenada (com-
pleja) alrededor de p. Separando z en sus partes real e imaginaria escriba-
mos z=c+ iy : U C X — C y consideremos a la gavilla £ de funciones
diferenciables en X . Ademas de las derivadas parciales

) 6

5 3y £ = £W)

se tienen los operadores diferenciales

?_._1(_3__~_3_ o _1(9 .90
9z 2\oz ‘'ay) Y 8z T 2\6z "'ay)-

Ahora, como las funciones z = z+iyy z = z — iy estan en E(U) y
claramente los gérmenes z — z(p) y z — 2(p) se anulan en p, i.e., pertenecen
a My C Ex,p, entonces tiene sentido el considerar sus diferenciales en p

dpz ==z —z(p) € (T, X)" y dpz:=2z - 2(p) € (T, X)".

El resultado siguiente, que incluye a la proposicién (4.17), nos dice que
dz y dz también forman una base de (Tp X)*.

Proposiciéon 4.19 Sean X una superficie de Riemann, p € X un punlo y
(U, z) una carta coordenada compleja alrededor de p. Escribamos z = z+1y
separando a z en sus parles real e imaginaria. Entonces,

(1): Las diferenciales dz y dy forman una base del espacio cotangente
(T, X)".

(2): Similarmente, las diferenciales dz y dz forman una base de (T, X)*.

(3): Mds aiin, si f es un germen diferenciable en p, entonces

of

() d:+g§ p) - dy

= E(p) -dz + ég(p) -dz

d, f

DEMOSTRACION. La parte (1) se demostré en (4.17) y la parte (2) es simi-
lar. Para la parte (3), supongamos que f € £x,. Entonces, expandiendo
f en serie de Taylor

£~ 10) = gL (B) (2 = 2l + o 0) (v = o(P) + ¥
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donde ¥ € M’?. Reduciendo mddulo M: se obtiene

of
dpf :=(f - f(p)) mod Mp2 = g(P) -dz + 3y(p)
y similarmente para la base dz, dz. Q.E.D.

Los basicos dz y dz de (T, X)" generan subespacios vectoriales de di-
mension 1. Si escogemos otra carta coordenada (U’, 2’) alrededor de p € X,
se tiene otra base dz’' y dz’ de (T,X)*. Sin embargo, observemos que para
las funciones 2,2z’ : U' — C, escribiendo 2/ = u+ tv y 2/ = u — tv, se tiene

32’ 1 3 ’ . a ’
20 = 3 (2-i2e) o)
1
= (W +ig® =i -2 ()
1/ 0u Ov, .Ov  Ou
= 3 (G S+ -(a—y)) (»
= a€C
y similarmente
af' 1/0 . . 0 .
= 3 (E(u — i) + 1%(u w)) (p)
1/ 0u 0Ov, .0v  Ou
= 3 (G5 -im - Gp) o
= aeC
y
oz’ 1/9 . .0 .
P = 3 (6_z(u +iv) + '6—!/‘(" % W)) (p)
1/ 0u Ov ., 0v Ou
= 3 ((5; - 5;) +i(g + (6_y)) (p)
= 0
ya que z' = u + iv es holomorfa, i.e., estd en el nicleo del operador de
Cauchy-Riemann 9/0z.
Similarmente,

a-l
3—22(19) =0.
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Finalmente, usando (4.19)(3),

dz' = ?92 (p) - dz"'a (p)- dz—’a—(p) dz=a-dz

y similarmente

Se sigue que los subespacios vectoriales de dimensién 1 generados por
dz y dz no dependen de la eleccién de la coordenada local (U, z) alrededor
del punto p € X. Usaremos la notacién

0.=C-dz y T°':=C - dz

P

para estos subespacios de (7, X)". Asi, por construccién
(LX) =TT

A los elementos de T,,1 0 (respectivamente, T0 ') se les llama vectores cotan-
gentes de tipo (1,0) (respectivamente, (0, 1))
Para cada germen f € £xp se definen d'f € T,,‘-0 y d;,’f € T,?'l mediante
la regla
dpf = d;f + dgf
es decir,

af

ai=Lwya: vy ar=Lw e

Definicién 4.20 Sea U C X un abierto de una superﬁcie de Riemann X.
Una 1-forma diferencial en U es una funcién

w:U— | J(@X)
peU

tal que w(p) € (T, X)"* para cadape U.
Siw(p) € T,,"0 (respectivamente, T’?'l) para todo p € U, diremos que w
es una 1-forma de tipo (1,0) (respectivamente, (0,1)).

Ejemplo (1): Sea f € £E(U) y definamos
df : U — | J (LX)
peU

como (df)(p) := dp f € (T, X)*. Claramente df es una 1-forma.
Similarmente, para f € £(U), las funciones

df:U— | J(T,X) y d'f:U = |J@x)

peU peU
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dadas por (d'f)(p) :=d,f y (d"f)(p) = dy f son 1-formas de tipos (1,0)
y (0, 1) respectivamente.
Obsérvese que una funcién f € £(U) es holomorfa si y sélo si d”f = 0.

Ejemplo (2): Si w es una l-formaen U C X y si f: U — C es cualquier
funcidn, entonces la aplicacién

fw:U — U(TPX)‘

peEU

definida por (fw)(p) := f(p) -w(p) es, también, una 1-formaen U.

Obsérvese ahora que si (U, 2) es una carta coordenada de X, con z =
z + iy, entonces, por (4.19), toda 1-forma w en U se puede escribir de la
forma

w = f.-dz+g-dy
¢-dz+¢-dz

1}

donde las funciones f, g, ¢, ¥ no necesariamente son continuas en general.

Definicién 4.21 Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X. Una
l-forma w en Y se llama diferenciable si con respecto a cualquier carta
(U,z), z = = + iy, w se puede escribir comow = fdz + gdy en U NY, con
f,eg e EWUNY).

Una l-formaw en Y se llama holomorfa si con respecto a cualquier carta
(U,z), w se puede escribir comow = fdzen UNY con f€ O(U NY).

Con las definiciones obvias de suma y producto por un escalar com-
plejo, el conjunto de 1-formas diferenciales en un abierto U C X, denotado
EM(U), es un C-espacio vectorial. Similarmente, se tienen los subespacios
vectoriales de £1)(U) de 1-formas diferenciales de tipo (1, 0), denotado por
EVO(U) € EM(U), y el subespacio vectorial de 1-formas diferenciales de
tipo (0, 1), denotado por £%}(U) C £M)(U).

En forma similar se tienen los C-espacios vectoriales de 1-formas holo-
morfas en U, denotados Q1 (U).

Obsérvese ahora que si U C V son abiertos de X, se tienen restricciones
naturales

g(l)(v) _.g(l)(U)

(similarmente para £1'0, £%1 y Q1)) que hacen que £(1), £1.0, £0.1 y Q(1)
sean gavillas de espacios vectoriales en el espacio X.
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Diferenciales abelianas. Asi como se definen las funciones meromorfas
como aquellas funciones que son holomorfas salvo por polos (aislados), po-
demos definir 1-formas meromorfas una vez que tengamos a la mano el
concepto de polo de una 1-forma w. Para esto, procedemos como sigue:

Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X, sea p € Y un punto
y w una l-forma holomorfaen Y — {p}. Escojamos una carta coordenada
(U, z) alrededor de p tal que U C Y y tal que z(p) = 0. Entonces, en
U-{p} CY —{p}, la 1-forma holomorfa w se puede escribir comow = f dz
con f € O(U — {p}). Consideremos ahora la expansiéon de Laurent de f
alrededor de p con respecto a la coordenada :z:

[e ]
= 3 et
Nn=-=00
Si ¢n = 0 para toda n < 0 entonces w se puede extender en forma

holomorfa a todo Y. En este caso p se llama una singularidad removible de
w.

Si existe k < 0 tal que ¢x # 0y ¢, = 0 para toda n < k, entonces se
dice que w tiene un polo de orden k en p.

Si hay una infinidad de n < 0 con ¢, # 0, se dice que w tiene una
singularidad esencial en p.

Definiciéon 4.22 Una 1-forma w en un abierto Y de una superficie de Rie-
mann X se llamauna 1-forma meromorfaen Y, si existe un abierto Y/ C Y
tal que:

(i): w es holomorfaen Y’,
(ii): Y — Y’ consiste de puntos aislados,
(iii): w tiene un polo en cada uno de los puntos de Y — Y’.

Denotaremos con M) (Y') al conjunto de todas las 1-formas meromorfas
en Y. Con las operaciones naturales y la restriccién usual, M) es una
gavilla de espacios vectoriales en X .

Las 1-formas meromorfas en X se llaman diferenciales abelianas.

Ahora, como dimg(T, X)* = 2, la 2-potencia exterior
2

Tzz) e /\(Tpx)‘

tiene dimension 1 por (4.18), y si (U, z) es una carta coordenada alrededor
de p € X, con z = z + iy, entonces d,T A dpy es una base de T,gz). Otra
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base esta dada por dyz A dpz. El cambio de base esta dado por:

dpz Adpz (dp(z + iy) A dp(z — iy))
= (dpz + idpy) A (dpT — idpy)
dpz A dpz — idpz A dpy + idpy Adpz — 2dpy A dpy
= 0—idpz Adpy —idpz Adpy —0
= —2i(dpz A dpy)

Definicién 4.23 Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X. Una
2-forma en Y es una funcién

w:Y—+UT§2),

peEY

tal que w(p) € T§2) paracadap€Y.
Una 2-forma w en Y se llama diferenciable si se puede escribir como:

w=f-dzAdz

con f € E(UNY), para cualquier carta (U,z) en X. Aqui w = fdz A dz
quiere decir que w(p) = f(p)dpz Adpz paratodope UNY.

Con las definiciones naturales, el conjunto £(2)(Y) de 2-formas diferen-
ciables en Y, es un espacio vectorial, y con las restricciones usuales, se tiene
una gavilla, denotada por £ la gavilla de 2-formas diferenciablesen X.

Ejemplo 1: Siw;,wz € EM(Y) son 1-formas, entonces se tiene una 2-forma
wi Awz € EBA)(Y) definida por

(w1 Awz)(p) := wi(p) Awa(p),
paratodop€Y.

Ejemplo 2: Si f € E(Y) y w € E®(Y) entonces se tiene otra 2-forma
fw € £3)(Y) dada por

(fw)(p) = f(p)w(p),

paratodop €Y.
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4.2 Cohomologia de Cech

En esta seccién asociamos a un espacio topoldgico X y a una gavilla (de
grupos abelianos) F en X, grupos de cohomologia H9(X, F) que son razo-
nablemente faciles de computar en el caso que nos interesa, (X paracom-
pacto) y coinciden en ese caso y cuando F es la gavilla constante, con los
grupos de cohomologia singular usuales.

Estos grupos de cohomologia serin una herramienta poderosa para el
estudio de las superficies de Riemann como veremos en el capitulo siguiente.

Comenzamos asociando a cada cubierta abierta U = {Ua}pr de X y a
cada gavilla F en X, grupos HY(U, F) tales que para ¢ = 0 recuperan las
secciones globales de F, i.e., HO(U,F) ~ I'(X, F); después veremos que,
con el orden natural en las cubiertas abiertas de X, los grupos HY(—, F)
forman una familia directa y asi, al considerar su limite directo tendremos
grupos de cohomologia asociados a X y a F, los grupos de cohomologia de

Cech HI(X,F).

Cohomologia de una cubierta: Sea X un espacio topoldgico. Recorde-
mos que una cubierta abierta de X es una familia de abiertos &4 = {U,},
U, C X tal que su union es X.

Sea F una gavilla (de grupos abelianos) en X . Para definir los grupos
de cohomologia H(U, F) asociados a U y a F, ¢ > 0 un entero, definimos
primero los grupos de cocadenas y los operadores cofrontera:

Cocadenas: Asociado a unacubiertald = {Us}aca de X y a una gavilla F
en X, esta un complejo simplicial, el nervio N(U) de la cubierta U, definido
como sigue:

(1): Los vértices de N(U) son los abiertos Ua € U.

(11): Los g¢-simplejos de N(U) son las (¢ + 1)-adas de abiertos:
(Uao, - --1Ua,) con (ao,...,aq) € AT+,

El conjunto de ¢-simplejos de N (/) lo denotamos por N(U).

Definicién 4.24 Sea ¢ > 0 un entero. Una ¢-cocadena de U con coeficien-
tes en la gavilla F es una funcién f : N9(U) — { secciones de F'} que asocia
a cada g-simplejoo = (Ua,, . - -, Uqa,) € N¥(U) unaseccion f(o) € I'(|a], F),
donde |o| ;= Uqg, N---NUq,-

Al conjunto de g-cocadenas lo denotamos por C4(U, F). Asi,

CU,F)={f:N'(U)—~ |J Flo) : flo) € F(o)}.

‘eEN3(U)
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Es claro entonces, que para ¢ > 0,
C*U,F) = 1T F(UgoN---NUa,),
(ao,...,aq)EAT+!

y como F es una gavilla de grupos abelianos, entonces el producto directo
C9(U, F) también es un grupo abeliano para cada ¢ > 0 (la suma de dos
g-cocadenas se hace componente a componente).

Definicion 4.25 Los operadores cofrontera
6:C'U,F)—C™*'(U,F)

se definen como sigue: Dada una g-cocadena f € CI(U,F),6f € CI* (U, F)
esla(g+1)-cocadena dada por: Si 0 = (Uaq, . - ., Uag,,) € N1 (U) es cual-

quier (¢+ 1)-simplejo, pongamos 6; = (Uay, - .-, Ua;, - - -1 Uaqgs,) donde (70,
quiere decir que se omite ese abierto, y entonces de define

9+1

(8£)(0) =Y _(=1Y f(5;) ljol

j=0

donde f(0;) ||0| significa la restriccion (en la gavilla F) de la seccion f(a;)
de F(|oj|) al abierto “mas chico” |o|, y asi f(o;) ||o|€ F(|o|) como se
queria, i.e., 6f € CI* (U, F).

Es claro que:

(1): 6:CIU,F) — C*'(U,F) es un homomorfismo de grupos, i.e.,
6(f+9)=06f+6bg.

(2): Un calculo directo muestra que

606 =0.

(3): En consecuencia, se tiene un co-complejo de grupos abelianos:

c'w, F) L c\w, F)L cXu, F)y— - = CYUF) = --.
(4): Como es usual, se definen los grupos de cociclos y cofronteras:
(i): g-cociclos: Z9(U, F) = Ker (CI(U, F) % C9+' (U, F)).

(ii): g-cofronteras: BI(U, F) :=Im (C"}(U, F) 4 Ci(U,F).

Delaobservacion (2) se sigue que BY(U, F) C Z9(U, F) paratoda g > 1.
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Definicion 4.26 Sea ¢ > 0 un entero. los ¢-ésimos grupos de cohomologia
de la gavilla F' con respecto a la cubierta &/ de X son:
HYU,F):=Z%U,F)/B'(U,F)
sig>1,y
HO(U,F):=2°U,F)
si ¢ =0.

El lema siguiente identifica los 0-ésimos grupos de cohomologia:
Lema 4.27 Para X, U, F como antes, se tiene HO(U,F) ~ T(X,F).
DEMOSTRACION. Por definicién,

HOW, F) := ker (C°WU, F) == C'\(u, F)).
Ahora, dada f € C°(U,F), 6f € C (U, F) es la 1-cocadena dada por:

(6f)(UaorUal) = f(UGo)luoonUQl - f(Uax )IUaonUal

y asi, f € ker 6 si y sélo si para todo par (Ua,, Ua,) se tiene que

f(Uao)anuﬂUa, = f(Ua,) IUGUHU,| )

es decir, si y sdlo si las secciones f(U,,) se pueden “pegar” para definir
una tnica seccion global (ya que F es gavilla) g € (X, F) tal que glu., =
f(Ua,). Entonces se define ¢ : HY(X,F) — I'(X,F) como ¢(f) := g.
Claramente ¢ es un homomorfismo biyectivo Q.E.D.

Para célculos en dimensiones bajas conviene escribir los operadores co-
frontera

6:C°U,F)—C'(U,F)

6:C'U,F)— C*U,F)
en forma explicita:

(i): Dar una 0O-cocadena f € C°(U, F) es dar una seccién f(Ua) €
I'(Uq, F) por cada abierto U, € U. Asi podemos usar la notacién f = (fq)
para indicar que f(Uqa) = fa € [ (Uaq, F).

Similarmente, dar una l-cocadena g € C!(U,F) es dar una seccién
9(Ua,Up) € T(Ua NUg, F) por cada par (Ua, Ug) de abiertos de U.
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Usaremos la notacién ¢ = (g.p) para indicar que g(Uas,Up) = gop €
['(Ua NUg, F).

Andlogamente para las 2-cocadenas, etc.

(i1): Como vimos en la demostracién del lema previo, una 0-cocadena
f = (fa) € CO(U, F) es un 0-cociclo si y sélo si las secciones f, € ['(Uq, F)
y fs € T(Ug, F) coinciden en las intersecciones Uy N Ug, para cada par de
abiertos U, y Up de U.

(iii): Ahora, dada una l-cocadena g = (gag) € C'(U,F) su cofrontera
es la l-cocadena 8¢9 € C?(U, F) dada por: 69 = (hapy) donde hgp, :=
98y — Jay + gap € F(Ua nUﬁ n U.,p, F)

(iv): Asi, la 1-cocadena g = (gag) € C(U, F) es un 1-cociclo si y sélo
Sl gay = 9ap + 98y €n Ua NUg NU,.

(v): Una l-cocadena g = (gapg) es una l-cofrontera si y sélo si existe
una 0-cocadena f = (f,) € CO(U, F) tal que para todo z € UaNUp se tiene
que gap(2) = fp(2) — fa(2).

Los grupos de cohomologia HY(U, F) dependen, en su definicién, de la
cubierta i/ de X. Si queremos grupos de cohomologia asociados a X, debe-
mos primero hacer variar estas cubiertas y ver lo que sucede. La variacidon
que nos interesa es la natural: “refinar” las cubiertas.

Definicién 4.28 Una cubierta V = {Vg}p de un espacio X se dice que
es mds fina que otra cubierta ¥ = {Uy}4 denotado V < U, si todo Vp
esta contenido en un U,, i.e., si existe una funcién u : B — A (entre los
conjuntos de indices) tal que para todo 3 € B se tiene que Vg C Uy(p). A
una tal funcién g : B — A se le llama un refinamiento. Por supuesto que
la cubierta V puede refinar a otra cubierta &/ de varias maneras, i.e., por
diferentes funciones u : B — A.

Lema 4.29 Siu:V — U es un refinamiento de cubiertas de X, entonces:

(1): p induce un homomorfismo de complejos de cadena:
pt :CYU,F)— CYV,F).
(2): Y asi, u* induce homomorfismos de los grupos de cohomologia:

p* HYU, F)— HY(V, F).
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DEMOSTRACION. (1): ut : CI(U,F) — CI(V, F) se define como sigue:
Dado f € CI(U,F), p*(f) € CI(V,F) esta dado por:

pr(H)Vo,.. ., V) = f(uVo, - .., mVy)|ven Vg
obsérvese que como V; C uV; entonces VoN...NV, CuVoN...NpuV,.
Claramente u*(f +g¢) = p*(f) + u*(g), y los cuadrados

CIU, F) CH(U, F)
ut ut
Ci(V, F) CI*Y(V, F)

conmutan ya que para f € CY(U, F) y para todo (Vo,...,Ve41) € N(V) se
tiene:

(B 0 &) (N Vor- - Ver) = 6NV, 1Verr)
g+1

= Z(_I)Jf(#VO))#{/Jlr"Vq*’l)
j=0
9+1 ) K

= Y (1Y uf Vo, Vire oy Vasr)

j=0
= (Sopt)(f)(Vo,...,Vou1)

(2): Se sigue de (1). Q.E.D.

El lema siguiente nos dice que aun cuando V puede refinar a /4 de varias
formas, en cohomologia los morfismos inducidos son iguales:

Lema 4.30 Si pu, v : V — U son dos refinamientos cualesquiera entre cu-
biertas de X, entonces

p'=v*' HYU,F)— HIY(V,F).
DEMOSTRACION: Mostraremos que los morfismos de complejos

pt vt CUU, F) — CYV, F)
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son hométopos, i.e., mostraremos que existen morfismos
§:CIU,F)—CT"YV,F)

tales que en el diagrama

CI-'(U, F) CIU, F) CIt\ (U, F)
ut—pt s ¥yt s ut—ypt
CI-Y(V, F) Ci(V, F) CI+L(V, F)

se tenga que: ut —vt = fos+s06: CI(U,F) — CI(V, F). Las homotopias
s se definen como sigue:

(i): Si ¢ =0, como C?*"!(V,F) = 0 (ya que ¢ — 1 < 0) se tiene que
definir s : CO(U,F) —» C~(V, F) = 0 como s = 0.

(i1): Si¢ > 0, dada f € CI(U,F) y 0 = (Vo,...Vq=1) € N(V), se define
sf € C~}(V, F) como:

9-1
(5H)(@) == Y (~1)Ef(uVo, ..., mVe, Ve, ..., vVyy)
k=0

(ndtese que al repetirse k se afiadié un vértice mas al simplejo).
Es claro que s es un homomorfismo. Para poder probar que es en efecto
una homotopia, conviene considerar la siguiente funcién

e : NU(V) = N*(U)

dada por
¢k(V0, ey Vq) = (pvo, ce ,ka,UVg, ceey UVq)
donde 0 < k< ¢g-1.

Nétese que como V; C pV.-Ay Vi C vVj, entonces || C |¢ro|. Y ob-
servemos que si g; := (Vp,...,Vj,...,V,) entonces directamente se prueba
que:

N_ [ (Bo)jy1 si0<k<j<qg-1
wiop={ (o 2055 Si5iT

por ejemplo, en el primer caso 0 < k < j < ¢ — 1, se tiene que:
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or(0j) = ¢k(Vo,...,l7,-,...,l/(,) = (pVo,...,#VI,,UV,,,.‘.,ull/j,...,qu)
(Bk0)j 41

ya que se aumentd un lugar al repetir el indice k en pV; y vV,. Usando
esta funcion ¢, la homotopia s esta definida por:

g-1

(sf)(0) = > _(=1)*f(d0)lo.

k=0
Si ahora calculamos, para toda f € CY(U, F) y para todo ¢ € N(V):

'Q

( 1)*(6f)(¢e0)
k=0
-1 ¢
= Z ~1)*H f((d10);)

k=0j5=0

(s08)(f)(o)

y por otra parte:

q q ¢-1
Bos)(N)@) = S (=1Y(Ne) =Y. S (~1* f(deo;)
= j=0k=0
.;— 9 ) 9-2 ¢-1 _
= (1Y f(dro)j + ) D (1Y f(gro)
k=0j=k+2 J=0k=j5+1

(por definicién de ¢,). Y sumando estas dos ecuaciones se obtiene:

q—-1 q-1
(s8)(F)(e) + (6s)(0) D (=1 f(deo)i + Y (—17FE f(dro);

k=0 k=0
j=k j=k+1

(ya que los otros términos se cancelan)

— Zf(pvo,...,pV.,_l,uV,,,...,u%)

= Y AWV, 8V, wVigy, ... 0 V,)

— f(}lVO,...,ﬂVq)—f(VVo,...,UVq)
= utf(o) —vtf(o).
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Y asi, 6 + 65 = pt — vt como se queria probar.

(iii): Finalmente, obsérvese que si f es un cociclo (i.e., §f = 0) entonces
utf—vtf =46sfy asilos cociclos ut f y vt f difieren por una cofrontera
8(sf), i.e., representan la misma clase de cohomologia en H?(V, F), i.e.,

u(f) =v*(f). QE.D.
Los morfismos u* son transitivos:

Lema 4.31 Si W <V < U son cubiertas de X con refinamientos a : W —
V,[:V — U, entonces foa : W — U es un refinamiento, y se liene que:

(Boa)’ =a*of* : H(U,F)— HI(W, F).

DEMOSTRACION: Que foa : W — U es un refinamiento es claro, ya que
para cualquier W; € W se tiene que W; C aW; € V y asi aW,; C B(aW;) €
U, ie, W; C(foa)W,.

Para probar la dltima afirmacién, basta probar que (o a)* = at o
pt:C{U,F)— CI(W, F).

Pero esto es claro, yaquedado f € CY(U, F)y cualquier (Wy, ..., W,) €
N(W), se tiene que:

(Boa) ()Wo,... W) = f(BaWo,...,BaW,)
B (f)(aWy,...,aW,)

a*(B* f)(Wo,...,W,). Q.E.D.

Observacion: La coleccion de todas las cubiertas de X esta parcialmente
ordenada por V < U si y sélo si V refina a U, i.e., existe un refinamiento
p:V-oUu.

Mas ain, esta coleccidon es un conjunto dirigido ya que si & y V son
cubiertas de X, entonces ambas & y V refinan a la unién & UV (que es
claramente una cubierta de X), i.e.,, WUV <U y U UV < V mediante los
refinamientos i - U UV y V —=UUV.

Corolario 4.32 La coleccién de grupos de cohomologia {H(U, F), u*} ob-
tenida variando las cubtertas U de X y con morfismos u* inducida por los
refinamientos p : V — U, es un conjunto direclo.

DEMOSTRACION: (i): Por el lema previo,sia: W =V y f:V — U son
refinamientos, entonces: (foa)® = a® o §°.

(i1): Claramente, si id: ¥4 — U es el refinamiento identidad, entonces
id*: HY(U,F) — HI(U, F) es el morfismo identidad. Q.E.D.
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Definicién 4.33 Sea X un espacio topoldgico y F' una gavilla de grupos
abelian.s en X. Los grupos de cohomologia de Cech de X con coeficientes

en la gavilla F son i
HY(X,F)=lLmHYU, F).
u

Una consecuencia inmediata de la definicién anterior y del lema (4.27)
es:

H°(X,F)~T(X,F).

La sucesién larga de cohomologia: Consideremos ahora una sucesién
exacta corta de gavillas sobre un espacio X:

(1) 0-F2GcY K0

Sabemos que para todo abierto U C X se tiene una sucesion exacta:
¢ Y -
0— F(U)=GU) - K(U),

pero en general, el morfismo ¥ no es suprayectivo.

Asi, en particular para U = X, considerando secciones globales, la su-
cesién (1) induce una sucesién exacta de secciones (i.e., en 0-cohomologia
ya que ['(X, =) = H°(X, ) por la observacién después de (4.33):

(2) 0 — I(X, F) & I(X,G) L I(X, K).

A continuacién veremos como, con ciertas restricciones en el espacio
X (por ejemplo X Hausdorfl y paracompacto), los grupos de cohomologia
H9(X,-) extienden la sucesién (2) a una sucesién exacta larga, i.e., los
grupos H9(X,~) proveen una “medida” de la inexactitud de (2).

La restriccion a espacios Hausdorff paracompactos no es grave, ya que
por definicidon toda variedad compleja lo es.

Recordemos que un espacio Hausdorff X se llama paracompacto si toda
cubierta abierta 4 = {U,} de X tiene un refinamiento localmente finito,
l.e., existe un refinamiento V = {Vg} de 4 = {U,} tal que cada punto
z € X tiene una vecindad abierta W que intersecta a lo mas a un nimero
finito de los Vj.

Primero extendemos los morfismos entre los grupos de secciones I'( X, —)
inducidos por morfismos de gavillas ¢ : F — G (ie, ¢ : ['(X,F) —
I'(X,G)) a morfismos entre complejos:
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Lema 4.34 Si ¢ : F — G es un morfismo de gavillas y U = {U,} es
una cubierta de X entonces, para todo f € CI(U, F) si definimos ¢(f) €
Ci(U,G) como o(f)(Vo,...,Uy) = o(f(Vo,...,Uy)), entonces se tiene un
morfismo de complejos

9:C*(U,F) = C*(U,G).

DEMOSTRACION: Claramente, para cada ¢ > 0, la funcién ¢ : C9(U, F) —
C%(U,G) es un homomorfismo de grupos.

Sélo falta ver que conmuta con los morfismos cofrontera 6 : C(U, ~) —
C9t1(U,-), i.e., queremos probar que los diagramas siguientes conmutan:

cvu, Py —2+ cwu,G)
5 5
C\(U, F) CH (U, G)

En efecto, si f € CY(U,F)y (Uo,...,Uq41) € N(U), entonces

q+1
50 p(f\Us,. . Upnt) = I (~1VefWUo,....Ts,. . Ugs)
j=0
9+1 . ~
= oS-V fWo,.... 05, Vg
7=0

= pob(f)(Uo,...,Ug41).

Corolario 4.35 St ¢ : F — G es un morfismo de gavillas y U es una
cubierta de X, entonces ¢ tnduce morfismos en cohomologia

e:HY(U,F)— HI(U,G).

Teorema 4.36 (Sucesién Exacta de Cohomologia) Sea X un espacio

Hausdorff paracompacto y sea 0 — F 5 G Y K — 0 una sucesidn ezacta
corta de gavillas en X. Entonces, eziste una sucesion ezacta larga de grupos
de cohomologia:

0— H°(X,F) % B(X,G) % A(X,K) S AV (X, F) % AY(X,G) — ---.
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DEMOSTRACION: La idea de la demostracion es la siguiente: Usando la
sucesion exacta corta de gavillas

(1) b=FEGgA K0
queremos producir una sucesion exacta corta de complejos
(2) 0= C'WU,F)SC°U,G)LC U K)—0

para cada cubierta U = {Uqy} de X.

Después, argumentos usuales de algebra homoldgica nos produciran la
sicesion larga deseada.

Sin embargo, la sucesién de complejos (2) no es en general exacta, ya
que si recordamos que por definicion

CciU, L) := IT L(UayN---NUq,)

(xo,...,ag)EATH!

para cualquier gavilla L sobre X . Asi, para producir (2), como el producto
directo es un funtor exacto, bastaria saber que para todo abierto U C X
(digamos U = Uq, N ---NU,,) se tienen sucesiones exactas cortas:

0—FU)%GWU)% KW) =0,

pero esto es precisamente lo que falla en general y asi (2) no es exacta en
general. Para tratar de remediar esta situacion, recordando que la sucesion:

3) 0~ F() % GU) % K(),

si es exacta en general, y lo que falla es 1a suprayectividad de ¢, si en lugar
de K(U) se toman las imagenes de ¥, K(U) :=Im ¢ C K, entonces si se
tendrian sucesiones exactas cortas:

(4) 0— F(U)2GWU)L RWU)—o.

Hagamos pues esto primero y luego nos entendemos con la identificacién
de los grupos de cohomologia del complejo que resultara de los K.
Ahora, la sucesién exacta de gavillas (1) induce sucesiones exactas:

(5) 0— CIU,F) % C'U,G) % C'(U, K)

ya que el producto directo es un funtor exacto y en vista de (3).
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Claramente las imagenes é’(u,]\’) '=Imy C CY(U,K) forman un
subcomplejo, y asi de nuevo se tiene unasucesion exacta corta de complejos:

(6) 0—C'WU,F) S C(U,G)% C(U,K)— 0.

Y entonces, como es usual, (6) induce una sucesién exacta larga de
cohomologia:

0— HOU,F) % HW,G) L Ao, K) 2 H'\ U, F) % H'\U,G) % ...

donde H*(U, k) es la cohomologia del complejo C*(U, K).

Ahora, si V = {V3} es un refinamiento de & = {U;}, p : V — U,
entonces u induce morfismos de complejos p : C*(U,-) — C*(V,—) que
hacen conmutar los diagramas:

0—C%U,F) ¢ Ci(U,G) v CYU,K)—0
Iz Iz n
0—CI(V,F) C'(vV.6) —5 CIV,K)—0

En efecto, para ver, por ejemplo, que el primer cuadrado conmuta, sea
fECUU,F)y (Vo,...,V,) € N(V), entonces:

(o) f)Vo,. ..\ Vo) = o(f(uVe,...,uVy))
= (¢°#)(f)(v0a s elely Vq)

Ahora, pasando a cohomologia p induce un diagrama conmutativo con
renglones exactos:

‘e —.Hv(u,F)—"’. H’(U,G)—¢> HiU, K)—LH'“(H,F)—* ‘2

- -

u* T 7 7

-« —=HI(V, F)—¢_’ HY(V,G) 7 f{q(v'K)_é.HqH(v, F)—--
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Y asi, pasando al limite directo (que preserva exactitudes) se obtiene
una sucesion exacta larga:

0— A%X,F) % AOX,G) % (X, K) & AV (X, F) % . ...

Noétese que hasta ahora no hemos usado la hipétesis de la paracompa-
cidad de X. Es ahora cuando la invocaremos para identificar a los grupos
de cohomologia H9(X, K) con H9(X, K) y asi finalizar la demostracién del
teorema.

Ahora, recordando que H9(X, K) es el limite directo de los grupos de
cohomologia del complejo C!(U, K) y que ﬁ"(X,K) es a su vez el limite
directo de los grupos de cohomologia del complejo 6"’(1,1, K) :=vC'(U,K),
para probar que H"(X, K) =~ HI(X, K) es suficiente probar que dada cual-
quier cocadena f € C9(U,K) existe un refinamiento p : V — U y una
cocadena g € CI(V,G) tal que uf = g, es decir, veremos que cualquier
cocadena f € CY(U,G) esta, en algin nivel C'(V,G), en el subcomplejo
Ci(V, K).

Para poder producir este refinamiento pu : V — U, recordemos que
como X es paracompacto y Hausdorff, podemos suponer que 4 = {U,}
es localmente finita. También, como paracompacto y Hausdorfl implica
normal, entonces la cubierta localmente finita &/ la podemos “encoger”,
i.e., existe una cubierta {W,} de X tal que W, C U, para cada indice a.
Esta cubierta {W,} todavia no es la que nos sirve.

Ahora, como {Wy} es cubierta de X, dado cualquier z € X podemos
escoger una vecindad V; de z suficientemente pequena, tal que

(1): V= C W, para al menos un a.

Y como U es localmente finita, podemos elegir los V, tales que sdlo
intersectan a un nimero finito de los U,, y mas ain, eligiendo los V; sufi-
cientemente pequefios podemos suponer que

(11): Si V; N W4 # 0 entonces Vz C Ua-

También, como 0 — F 4% G ¥ K — 0 es una sucesién exacta de
gavillas, entonces para todo z € X la sucesién de fibras

0=+ BB K 0

es exacta.

Entonces, para la cocadena f € CIU, K), si tomamos un simplejo
o = (Uo,...,U;) € NU) tal que z € |o| (y asi por (ii) se tiene que
Vz C |o]), entonces el germen [f(o)]; € K. de la seccién f(o) proviene de
algin germen [g]: € G: ya que Y, es suprayectiva, i.e., ¥z(g]: = [f(0)]z-
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Esdecir, existe una vecindad de z y unaseccidn g en esa vecindad tal que
¥(g) coincide con f(c) en esa vecindad. Escogiendo a V; suficientemente
pequefia podemos suponer que V. es esa vecindad, y asi ¢ € G(V;) es tal
que $(9) = £(9)].,.

El refinamiento V deseado se define como sigue: Ponemos V = {V.} yel
refinamiento p : V — U se define como sigue: Para cada £ € X escojamos
un conjunto pu(Vz) = Uy € U tal que V; C Wy C U; (esto es posible por
(1)). Claramente p : V — U es un refinamiento.

Finalmente, para probar que uf = Ygen CI(V, K), sea 0(V,, ..., Vs,) €
N (V) cualquier g-simplejo y nétese que

0#lo|l=Veen---NVe, CWeoN---N W,

Como Vz, N W, # @, de (ii) se sigue que V;, C U, para cada i, y
consecuentemente

lo| C Veg CUsgo N+ N Uz, = |pal.
Entonces,

nf(o)

f(“vfm 0o¢C n“vtq)||a|
= f(Uxos"wth)IV,Dhoh

pero como observamos previamente a la definicion de la cubierta V, la
restriccion

J(Uszos -, Uzq)"/zo = f(1Vzo, - - '»I‘qu) = d)(g)lvxo’

y entonces

Bf(@) = ¥(9)lv,, llol = ¥(9)lo)- QE.D.
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4.3 Resoluciones Finas y Cubiertas de Leray

En la seccién anterior se definieron los grupos de cohomologia de Cech,
H9(X,F), como limites directos de grupos de cohomologia de complejos
asociados a cubiertas X. Asi, los grupos de cohomologia de Cech no apa-
recen como grupos de cohomologia de un complejo.

En el caso cuando X es Hausdorff paracompacto, veremos en esta seccién
que los grupos de cohomologia de Cech H9(X, F) con coeficientes en una
gavilla F, se pueden describir como los grupos de cohomologia de un com-
plejo que se obtiene al aplicar el funtor secciones globales T'(X,—) a una
cierta resolucidn “fina” de la gavilla F. La propiedad importante de estas
gavillas finas es que son cohomoldgicamente triviales.

Finalmente, probaremos también, que en el caso cuando X es Hausdorff
paracompacto, en algunos casos importantes (cuando X tiene una cubierta
de Leray)la cohomologiade Cechde X H9(X, F) se puede leer directamente
de la cohomologia de esa cubierta especial de X, HI(U, F).

Particiones de la unidad: Recordemos que si X es Haussdorff para-
compacto, entonces X tiene cubiertas localmente finitas & = {Ug}aen y
asociadas a estas cubiertas se tienen particiones de la unidad, i.e., existen
funciones continuas ¢, : X — R*, a € R tales que:

(i) Para cada z € X, p4(z) = 0 excepto a lo mas para un numero finito
de indices a € A.

(i1) z ¥Ya(z) =1 (la suma es finita por (i)).
a€A

(iii) La particién {¥A}aen estd subordinada a la cubierta U = {Us}aen,
i.e., cada @, se anula fuera de algin U € U (al que podemos indicar
por Ug), i.e., Palx-v. = 0-

Definicién 4.37 Sea F una gavilla (de grupos abelianos) en X y sea U =
{Ua}aea una cubierta localmente finita de X. Una particién de la unidad,
para la gavilla F, subordinada a la cubterta U, es una familia de morfismos
de gavillas 5, : F — F tales que:

(i) ma(Fz) = 0 para toda z € X — U, (la particién estd subordinada a
u).

(i1) z Na(8) = s para cada s € F(X).
a€A
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Observacién: Como U es una cubierta localmente finita de X entonces
cada £ € X tiene una vecindad abierta V; que intersecta a lo mas a un
nimero finito de los U, € U. Asi, dada cualquier seccién s € F(X) y un
punto z € X, sea V; una vecindad con la propiedad anterior. Entonces,
toda z € V; esta sélo en un nimero finito de Uy, digamos z € U,, N- - -NU,,,
y asi por (4.37)(1) no(F.) # 0 sélo, a lo mas, para a = ay,...,an.

Asi, para los gérmenes [s],, z € V;, se tiene que 7,4[s]: # 0 sélo, a lo
mas, para a = oy, ..., Qn.

Esto significa que la suma en (4.37)(ii) es finita.

Definicién 4.38 Una gavilla F (de grupos abelianos) en X se llama fina
si tiene una particion de la unidad subordinada a cualquier cubierta local-
mente finita de X.

Veamos algunos ejemplos: Sea X una superficie de Riemann.

Fjemplo 1.: La gavilla de funciones continuas Cx es una gavilla fina.

En efecto, como X es variedad, es paracompacta y Hausdorff y asi dada
cualquier cubierta abierta localmente finita 4 = {U,} de X, existe una
particién de la unidad {4} subordinada a U.

Usando estas ¢, se definen morfismos de gavillas o : C — C como
sigue: Sea U C X un abierto. Entonces o(U) : C(U) — C(U) esta dado
por 1a(U)(s) := pa - s (producto de s con ¢4, que estd definido ya que
Ya: X 2RYys:U—C).

Claramente 1, es, en efecto, un morfismo de gavillas para cada a. Fi-
nalmente:

(i): Siz € X ~ U, entonces 1,(Cz) = 0 ya que para cualquier germen
[s]: € Cz, representado, digamos, por (s, U) con z € U, podemos elegir U
tal que U C X — Uq y asi na[s)s = [1a(U)(5)]z == [pa - 5]z = 0]z = 0.

(i1): Sea s € C(X) una seccién. Entonces, para toda £ € X se tiene:

1

Z Na(s)(2) Z(‘Pa -s)(z) = Z‘Pa(z) -s(z)

5(2) - ) palz) = s(z) -1 = s(2),

y asi 3, 7a(s) =s.

Fjemplo 2: En general, si X es una Superficie de Riemann, y consideramos
las gavillas 6'1(\9) = C¥%, 8(1), Sf‘?) S}\;O, 5;-‘1, de O-formas diferenciales, 1-
formas, 2-formas, 1-formas de tipo (1,0) y de tipo (0,1) respectivamente
(ver 4.21). Todas estas gavillas son finas.
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La demostracidn es similar al ejemplo anterior usando el hecho de que
como X es una variedad diferencial existen particiones de la unidad {y}
subordinadas a cualquier cubierta localmente finita de X, 4 = {U,} de tal
forma (y esto es lo importante) que las ¢, : X — R no sélo son continuas
si no que son C*, ie., po € CY.

Asi, por ejemplo, para probar que 8,0{'1 es fina, formalmente procedemos
como en el ejemplo (1):

Se definen morfismos 1, : 83{'1 — 82{1 como sigue: SiU C X es un
abierto, na(U) : Ex'(U) = Ex(U) es na(U)(fdpZ) := (pa - f)dpZ, (donde
f € C=(U)). |

Asi, como g, € C¥, entonces el producto o f € C*(U).

El resto sigue exactamente como en el ejemplo (1).

El teorema siguiente, la propiedad mas importante de las gavillas finas,
nos dice que estas son cohomolégicamente triviales:

Teorema 4.39 Sea F una gavilla fina en un espacio topoldgico X y sea
U = {Uy} una cubierta abierta localmente finita. Entonces, para toda q >
0, HY(U, F) = 0.

Consecuentemente, si X es Hausdorff paracompacto y F es una gavilla
fina en X, entonces para toda ¢ > 0, HI(X,F) = 0.

DEMOSTRACION: La segunda parte se sigue de la primera, ya que siendo
X paracompacto Hausdorff toda cubierta de X tiene un refinamiento local-
mente finito, y asi por la primera parte la cohomologia de esta cubierta se
anula. Pasando al limite directo se sigue que H9(X, F) = 0 para ¢ > 0.

Para probar la primera parte: Como F es fina, sea 1, : FF — F una
particién de la unidad subordinada a la cubierta 4 = {Ua}.

Sea ¢ > 0. Probaremos que todo g¢-cociclo f € Z9(U,F) es una g-
cofrontera.

Con este fin, para un abierto U, € U arbitrario y para cada (g9 — 1)-
simplejo o = (Uy, ...,Uq-1) € N(U), consideremos al ¢-simplejo (Uq, o) :=
(Ua,Uo,...,Ug-1), y al morfismo 0 : F(UaN---NUs1) = F(UaN---N
Uq-1). Entonces, aplicando 1, a la seccién f(Us,...,Uq-1) € F(UaN---N
U,-1) obtenemos la seccién fo := naf(Ua, ..., Ug-1) € F(UaN---NUg-1).

Ahora, como 1, = 0 en X — U,, entonces . f =0en U — (UNU,). De
hecho, el soporte

Supp(fa) :={z € U : [naf]: # 0} ;Ct UnU,,

ya que Supp(f,) es cerrado y si sucediera que para algiin z € UN(cerradura
de UNU,) se tuviera [fa]: # 0, entonces, en algiin nivel (Vz, U,) de tendria
que para todo u € V; (vecindad de z) [fa)u # 0 (ya que [fa]r = 0 <> en
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9

Supp(na f)

cualquier vecindad V; de z, suficientemente pequeiia, [fo]s = 0 para todo
u € V), pero esto no puede pasar ya que si z € frontera de (U NU,),
entonces Vo N(U —(UNU,)) #0 yalla f, =0y por lo tanto para todo
u€ Ve N(U —(UNU,)) se tendria [fa]u = 0.

Se sigue que Supp(fa) G UNUqy y asi fo = 0en @ # (UNU,) —
Supp(fa) & UNUa.

Asi, podemos eztender la seccion fo, € F(UsN---NUg_y) por cero a
F(UoN---NU,_1) de la forma siguiente:

El abierto U := Uy N ---N Uy_; tiene una cubierta abierta dada por:
U :=U — Supp(fa) y Uz := UNU,. (Nbtese que U, es abierto ya que
Supp(fs) es cerrado. Ver la figura anterior).

Se tienen secciones f, € F(Uz) y 0 € F(U,) tales que coinciden (i.e.,
fa = 0) en F(Uy NU,;). Entonces, como F es gavilla, existe una tnica
seccion, denotada

Fio|(naf) := Evsn..av,-,(naf) € F(U) = F(Uo N ---NUg-1)

y llamada la eztension por cero de nof a UoN---NU,_,), y tal que:

Ejo|(naf) lunu.=1af en FUNU,).

Ahora, estas secciones Ej,|(74f) definen una (¢ — 1)-cocadena, deno-
tada go € C9"}(U,F) de la forma natural: Dado un (¢ — 1)-simplejo
o = (Uo,...,Uq-1), entonces se define:

9a(0) := E4(na f)(Uq, U, . . HUgm1) € F(Uon---N Ug—1).
Observemos ahora que esta (¢ — 1)-cocadena g, € C?~}(U, F) satisface
que para cualquier g-simplejoa = (U, ..., Uy), st 0j := (Uo, ..., U;,...,U,)
es el g-simplejo que se obtiene al suprimir Uj, entonces:
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q
69al0) = 2:(“1)j90(0'j)|0
j=0

q
= Y (1Y Eo,(vaf)(Ua N 7))o

Jj=0
= 770f(6) ‘EU‘S’)af(Ua nUon--'an),

esta ultima igualdad es porque

il

Esbnaf(Ua N---NU;) Es(maf(UoN---NU,)

~

9
g Z(_I)J+l7laf(Ua, Vo, .. ~,Uj, = .,Uq)

j=0

= Eo(naf(0))
9

- Y (-1 1af(Ua,Vs,....Tj,...,Uy)
j=0

= naf(0) — E;(6naf(Ua N loi]))

9
= 1af(0) = Y (1) Eo,(naf)(Ua N o).

j=0

Se sigue que: 6g4(0) = naf(0) ya que énof = 0 porque f es un cociclo.
Ahora, como esto es cierto para todo (¢ — 1)-simplejo, entonces

(*) 690 = naf .

y esto para todo indice a.

Si ahora definimos g := Y _,ga € C9"'(U,F), la suma es finita ya
que para cada indice a y para todo (¢—1)-simplejo o se tiene que go(0) = 0
fuera de U,, y asi dado cualquier punto z € X, como existe s6lo un nimero
finito de abiertos U, que lo contienen (ya que U es localmente finita),
entonces solo en esos U, es posible que g4 # 0 y asi en la suma los tinicos
sumandos posiblemente no cero son los de estos indices.
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Finalmente, para todo (¢ — 1)-simplejo o € N(U),
bg(o) 6(2 ga(c)) por definicién de g

Z 6g9a(0) ya que é es morfismo

Il

o

Z vaf(o) por (*) arriba

a
f(o) ya que {n.} es una particién
de la unidad asociada a F

y asi todo g-cociclo f es una frontera para ¢ > 0. Q.E.D.

El resultado siguiente, después de las necesarias definiciones, nos dice
que dada una gavilla cualquiera F' sobre un espacio Hausdorff paracompacto
X, usando gavillas finas podemos calcular la cohomologia de Cech H9( X, F)
como la cohomologia de un cierto complejo.

Definicién 4.40 Sea F una gavilla arbitraria en un espacio X. Una reso-
lucidn fina de F es una sucesion exacta de gavillas, de la forma:

0F S FRArnNE ...

donde las F; son gavillas finas sobre X, y las flechas son morfismos de
gavillas.

Observacién: Si aplicamos el funtor “secciones globales”
(X, -) : Gavillas — Grupos,

a un morfismo de gavillas, ¢ : FF — G se obtiene un morfismo de grupos
¢* : I'(X,F) — I'(X,G) dado por s — ¢°(s) := ¢x(s), y asi, como
di410d; = 0 entonces 0 = (d;4; 0d;)* = d},,od;. Entonces, de la sucesion
exacta de gavillas

0F S F-2p4,. ..

aplicando el funtor covariante I'( X, —) y “descabezando”, se obtiene el com-
plejo de grupos (no necesariamente exacto):

I(X, F) & rx, F) S rx, m) &, .

Teorema 4.41 Sean X un espacio Hausdorff paracompacto y F una gavi-
lla cualquiera sobre X. Sea

0-F-SFR2pd. ..
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una resolucion fina de F'. Entonces para todo q > 0,
HY(X,F) = ker d; /im d;_,
(la g-cohomologia del complejo anterior).

DEMOSTRACION: Sean K, := ker d; C F;, ¢ > 0. Entonces, la resolucién
fina dada se puede escribir como:

0— F— p—2. gL B g 4 g S
N / d;\ / d-‘+1\/
Ko K\ Kiyy

N\ N\ / \
0 0 0 0 0

donde las flechas oblicuas etiquetadas d; son en efecto los morfismos d; ya
que im d; = ker di4 =: K;.

Asi, la resolucidn fina dada se puede escribir como la coleccion de suce-
siones exactas cortas:

(0) 0—=FSF R K —0
(i) D=l R 0 31

Ahora hacemos induccién sobre ¢ > 0:

(1) Para ¢ = 1: Consideremos la sucesién larga de cohomologia de Cech
asociada a la sucesion exacta corta de gavillas (0):

= HITY(X, Fy) — HOY(X,Ky) 2 HY(X, F) = HY(X,F) — - -

donde HI(X, Fp) = 0 ya que ¢ > 0, Fy es fina y (4.39). Y para ¢ = 1 esta

sucesion es:
0 = I(X, F) — I(X, Fo) & (X, K,) & AY(X,F) =0
y asi

1) HY(X,F) = Coker d} = I'(X, K,)/im d§
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Ahora, la sucesién (i) para i = 1, es:

0= K, F, 2L Ky =0

que induce la sucesion exacta larga:

0 — (X, K1) — [(X, F1) <4 (X, K2) == AY(X, K1) — 0
ya que H(X, F)) = 0 porque F; es fina. Entonces:

F(XaKl) X im (F(X,Kl)—’P(X,Fl))
~ ker d} por exactitud,

y asi de (1) )
H'(X, F) =~ ker d}/im dj

lo que prueba el teorema para ¢ = 1.

(2): Para ¢ = 2 : De la sucesion (0) se obtiene la sucesién exacta larga:
= 0= HYX,K) S AYX,F)=0— - -

ya que H9=1(X, Fy) =0 = H9(X, Fo) porque Fo es finay ¢ — 1> 1y asi,
() HTY(X, K1) & HY(X, F)

Ahora, de la sucesién (i) para i = 1 se obtiene:

o= HY(X, ) 4, H9"%(X,K3) = A9 Y(X, K1) = 0 — - -
yaque ¢g—1>1yasi H9-1(X, F}) = 0. Entonces,
(tt1) A97! ~ coker d] = H97%(X, K2)/im dj,

ysig=2 HI"%X,K,;) = H%(X,K;) ~ I'(X,K3) ~ ker d y usando la
sucesion (i) para & = 2:

0Ky — F 3 Kg—0

que induce I'(X, K2) =~ ker dj como en el paso (1), se obtiene

A*X,F) % HY(X,K) por (i1)
~ ker d5/im d} por (t1t).

El resultado se sigue por recursion sobre ¢. Q.E.D.

El teorema siguiente nos garantiza la existencia de resoluciones finas:
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Teorema 4.42 Sean X un espacio topoldgico y F una gavilla sobre X.
Entonces, eziste una resolucion fina de F:

d
0—-F - Fy = F — .-
DEMOSTRACION: Las gavillas F; y los correspondientes morfismos se con-
truiran recursivamente:

Primero contruimos una gavilla (de “secciones discontinuas”) asociada
a la gavilla F':

(1): Sea U C X cualquier abierto y pongamos
F'(U)={s:U—|F|:pos=1dy)

donde |F| := U,ex Fr y P : |[F| = X es la proyeccién canénica. A las
secciones s : U — |F| no se les exige que sean continuas.

(ii): F*(U) es un grupo abeliano ya que dadas s, s’ € F*(U) y dadou € U
entonces s(u), s'(u) € Fy (estdn en la misma fibra ya que ps(u) = u
ps’'(u)). Entonces tiene sentido definir s + s’ € F*(U) como (s + s')(u) :
s(u) + s'(u) (sumaen Fy).

(ii1): Si U C V C X son abiertos, se define el morfismo restriccion
p:F(V)— F'(U)

como
p(s:V —|F|) = (slv : U — | F|)
(la restriccion usual).

Claramente F'* es entonces una pregavilla de grupos abelianos sobre X.

Definicién: A la gavilla asociada a la pregavilla F* se le llama la gavilla
de secciones discontinuas de F. Se le denotara con el mismo simbolo F*.

(iv): Se tiene un monomorfismo natural
€. F— F*

dado como sigue: Si U C X es un abierto, ey : F(U) — F*(U) se define
como:ey(s) :=(5: U — |F|) donde §: U — |F| es la funcién dada por:

5(z) :=[s]r € F; para z€U.

Obsérvese que para toda z € U, pod(u) = p[s]; = z, es decir, pod = idy,
ie.,, 8 € F*(U).
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Claramente ¢ : FF — F* es un morfismo de pregavillas y denotamos
también por € : F — F* al morfismo correspondiente a la gavilla F*.

El morfismo ¢ es monomorfismo ya que para cada abierto U C X los
morfismos ey : F(U) — F*(U) son inyectivos porque si ¢(s) := § = 0 en
F*(U), entonces para todo z € U se tiene que 0 = 5(z) := [s)., l.e., los
gérmenes de s € F(U) son cero para todoz € U y asi s = 0 en F(U).

(v): Finalmente, la gavilla F* es fina (ejercicio).

Ahora, para terminar la demostracion del teorema, ponemos Fy := F'*.
Asi, Fy es fina y se tiene un monomorfismo

0—F S Fy.

Después, considerando la pregavilla cociente Fy/F y su gavilla asociada
(Fo/F)*, se tiene una sucesion exacta corta:

0—§F—‘bF0ﬂ(F0/F)+—40

pero la gavilla (Fy/F)* no tiene por qué ser fina. De nuevo, sea (Fy/F)*
la gavilla fina asociada a (Fo/F)* y sea

do .
do: Fo — (Fo/F)* — (Fo/F)' =1 Fy
Entonces, la sucesion
0= F 5 Fy 20 By

es exacta con Fg y F) finas.
Se procede inductivamente. Q.E.D.

Lo anterior termina la demostracién de que la cohomologia de Cech
de un espacio Hausdorff paracompacto es, en efecto, la cohomologia de un
complejo de cocadenas (asociado a una resolucidn fina de la gavilla dada).
Existen otros enfoques posibles para probar este hecho importante, a saber,
considerando “gavillas fliccidas” (Godement) o, mas de acuerdo al enfoque
del algebra homoldgica a la Grothendieck, usando “resoluciones inyectivas”.
Para esto pueden consultarse [Hartshorne] y [Godement] de la bibliografia.

Cubiertas de Leray: A pesar de que los grupos de cohomologia de Cech
H9(X, F) se han definido como limites directos de grupos de cohomologia
de cubiertas & de X, H9(U, F), en algunos casos los grupos H9(X, F) se
pueden calcular directamente usando una sola cubierta &/ de X. El teorema
siguiente nos dice cuando esto es posible.
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Teorema 4.43 (Leray) Sean X un espacio Hausdorff paracompacto, F
una gavilla de grupos abelianos sobre X, y sea U = {Uy} una cubierta de
X que satisface:

(#) HY(UoN---NUp, F)=0
para todo ¢ > 1 y para todo p-simplejo (U, ..., Up) € NWU).
Entonces, HY(X, F) ~ HY(U, F) para todo q > 0.

Definicién 4.44 Una cubierta 4 = {U,} de X que satisfaga la condicién

(+) se llama cubierta de Leray para la gavilla F.

DEMOSTRACION: Si ¢ = 0, entonces H°(X, F) =~ I'(X, F)~ H°(U, F).
Supongamos ahora que ¢ > 1: Escogiendo una resolucién fina de F':

() 0—F - Ffpp -2

para cada ¢ > 1, por (4.41), se tiene que:

HY(X,F) = ker di/im d;_,

donde d} : I'(X, F;) -+ I'(X, Fi4y).
Ahora, si ¢ = (Uo,...,Up) € N(U) es cualquier p-simplejo, entonces
ol = UpN---NUp, C X es un abierto, y restringiendo las gavillas F' y F;

a |o| se tiene una resolucidn fina como (t) de gavillas sobre |o|. Entonces,
por el mismo teorema (4.41) se tiene que para ¢ > 1:

HY(|o|, F)  ker d; /im d;_,

donde d; : I(|o|, Fi) — T(lo|, Fis1)-
Pero, por hipétesis H4(|o|, F) = 0 para ¢ > 1, y asi ker d; = im dj_,
para ¢ > 1, i.e., el complejo

(1) 0 = (o], F) <= T(lo], Fo) <2 P(lo], Fy) — -

es ezaclo (para todo p-simplejo o € N(U)).

Ahora, como CI(U, F) := naeN(u) I'(Je], F),y como las sucesiones (1t)
son exactas y [] es un funtor exacto (preserva sucesiones exactas), entonces
se tiene una sucesion exacta:

(H1) o= CUU, F) S COU, Fo) =2 CYU, Fy) — -+

donde los morfismos d conmutan con las diferenciales de los complejos
involucrados, i.e., son morfismos de complejos, i.e., se tiene un diagrama
conmutativo:
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0 0 0 0

T T

0 — LU, F) — T(U,Fy) —% TU,F) — TU,F) — -

4 v - . 4

. d d
0 —’CO(U,F)—C’ CO(U, FO)_O’ CO(U,Fl)—I" CO(U, Fy) — ---

6 3 6 6
v f. d- d. ’
0 —CYU,F)— CYU, Fo)—> C'(U,F,)—~ C'(U,F,) — ---

6 1) 6\ )

. v d* d*
0 —C2U,F)—— C*U, Fo)—> C*(U,F))— C*U,F;) — -

donde:
(1) Todos los renglones, excepto el primero, son exactos por (t1t)

(11) Todaslascolumnas, excepto la primera, son exactas ya que las gavillas
F; son finas (i > 0).

(iii) Por el Teorema (4.41) la medida de la inexactitud del primer renglén
es la cohomologia H*( X, F).

(iv) Por definicién la medida de la inexactitud de la primera columna es
la cohomologia H*(U, F).

Una caceria en el diagrama produce el isomorfismo deseado. Q.E.D.

Corolario 4.45 Sean X un espacio Hausdorff paracompacto y F una ga-
villa sobre X. Sill y V son cubtertas de Leray de X, para la gavilla F, y
sip:V — U es un refinamiento, entonces

p'HYU,F)— HI(V,F)
es un gsomorfismo para todo q > 0.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, los morfismos candnicos iy y iy
en el diagrama siguiente son isomorfismos para toda ¢ > 0:
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-

HU, F)—L—H(V, F)

Wy iy
(X, F)

y el diagrama conmuta ya que p es un refinamiento. Se sigue que u* es un
isomorfismo. Q.E.D.
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4.4 El Teorema de Dolbeaut

En la seccién anterior vimos que para una superficie de Riemann X (de
hecho, para una variedad diferenciable X) las gavillas Cx, C¥, 53(1), 8(2),

83{'1 y 8,1('0 resultaban ser finas y por lo tanto cohomoldgicamente triviales.
Asi, de las gavillas importantes sobre X, la siguiente a considerar es Oy,
la gavilla de funciones holomorfas en X. Para esto, al calcular H9(X,Ox),
seria conveniente tener una resolucion fina de Ox y es natural que pensemos
en las gavillas anteriores, que ya sabemos que son finas.

Comenzamos con un caso sencillo: Sea X C C una regidn, i.e., un
abierto conexo de C. Sea

5::;%:(3?—%3?

el morfismo inducido por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, y recordemos
que como Ox = ker 3, se tiene una sucesion exacta de gavillasen X:

8
0—0x —-C¥ —C¥%,
y como sabemos que C§¥ es fina, es natural preguntarnos:

(i) i{Cuando es 8 un epimorfismo?

(2) ;Cuando se puede extender la sucesién anterior a una resolucién fina
de Ox?

La pregunta (1) es, por supuesto, una pregunta sobre ecuaciones dife-
renciales: Dada g € CY ;existe f € C¥ tal que 3f(2)/0z = g(z) para toda
z€ X?

Noétese que una respuesta afirmativa nos diria que la sucesion exacta

0-0x »CF 2cp -0

es una resolucion fina de Ox con Fo=F, =C¥ y F; =0 para ¢ > 2. En
consecuencia se tendria que:

HY(X,0x)=0

para ¢ > 2, ya que ese caso Fy = 0. Y también, como 0 es epimorfismo, se
tendria que:

HY(X,0x) ~ ([(X,C%)/im (0 : T(X,C¥) - I'(X,C¥))) =0
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y asi:
HY(X,0x) =
para ¢ > 1.

El lema siguiente resuelve la ecuacién diferencial 3f/8z = g en el caso
cuando X C C es una region y g € C¥ tiene soporte compacto. Después
veremos, en el teorema siguiente, que se puede quitar la hipétesis de que g
tenga soporte compacto.

Lema 4.46 (Dolbeaut) (1): Sean X = C y g € C¥ con soporte com-
pacto. Entonces, eziste f € C¥ tal que 0f/0z = g en C.

(2): Supongamos ahora X C C una region y g € CY. S M C X CC es
una region tal que M es compacta y M C X, entonces eziste f € CY¥ tal
que 0f(2)/0z = g(z) para toda z € M.

DEMOSTRACION. (2) se sigue de (1) ya que si consideramos la funcién
g : C — C dada por

1 sizeM
§(2):=¢0 sizeC-X
# 0 sélo en un compacto de C

(asi Supp(g) es compacto), entonces la funcién h : C — C dada por

_19(2)-9(2) sizeX
h(z)"{o sizeC- X

es tal que h € C&, h|m = g y Supp(h) es compacto por la tercera condicién
en la definicién de §.

Asi, por la parte (1) existe f € C@° tal que 0f(z)/0% = h(z) para toda
z € C, y en particular para toda z € M se tiene que 0f(z)/8z = h(z) =
9(z), (z € M) que es lo que se queria probar en (2).

Para demostrar (1), sea f : C — C la funcién dada por:

70 =5 [ [ £z nas

(donde usamos la notacién de formas diferenciales complejas §4.1, i.e., si
z =z + iy entonces dz = dz + idy y asi dz A dz = (dz + idy) A (dz — idy)
= dzAdz—idzAdy+idyAdy —i’dyAdy = —idzAdy—idrAdy = —2idz Ady,
ie.,dzAdz = —2idz Ady, i.e.,dz Adz es —2i veces la medida ordinaria del
plano).

Obsérvese ahora que como el integrando tiene una singularidad cuando
z = (, tenemos entonces que probar que la integral eriste y depende dife-
renciablemente de (.
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Para esto, primero simplificamos haciendo una traslaciéon z — z + (, y
luego introducimos coordenadas polares (r,8) escribiendo z = re'®. Asi, el
cambio de variable que hacemos es:

=(+re',
y antes de sustituir en la integral calculamos
dzAz=(-2t)dzAdy=(-2i)rdrAdb

(ya que ¢ es constante con respecto a la integral). Ahora, sustituyendo en
la integral para f(() se obtiene:

1 // -"(C’:‘:" )(<2)r dr A d8

B //9(< +rei®). e~ dr A d6,

y es claro entonces que f ya no tiene singularidades en el integrando, y por
lo tanto la integral existe y es C* en todo C.

Probaremos finalmente que 8f(()/8 = g(¢) para todo ( € C. En
efecto, diferenciando bajo el signo de integral (lo cual se puede porque f es
C® en C) se obtiene:

0 1 a . )
52’(0 = // [a—c— g(¢ + 1'6'9)] e dr df

y regresando a las coordenadas originales:

g%(C) - ‘l// [a%—g(wc)gdz;\f]
%1//[&9“+O —hAd4_

Y ahora, como por hipdtesis g tiene soporte compacto, la integral que
define a f sdlo se tiene que calcular en un rectangulo B en el plano (r,6):
0<r<R,0<60 <2 con R suficientemente grande, i.e., tal que g se
anule fuera del rectangulo B. Elijjamos ahora rectangulos

B, ={z€C: e<|z] <R}

f(€)

pequeiios tales que B, C B. Observemos ahora que

a5 = glac+a)-

9 [g(C+2)
¢ z ’
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para z # 0, y asi:

of _ 1 . 9 y(C+Z)] .
o = 2mi !'i’é//f,eaz e i

= lim// dw
e—0 b,

= —l g(c s Z) dz

27i z

donde

es una l-forma diferencial, (z variable, ¢ constante). Entonces, por el Teo-
rema de Stokes:

of . // : .
= = —lim dw = —lm w = lim w,
6( (C) €—0 B. e—0 J5p, ¢—0 |zf=¢

y parametrizando al circulo |z| = ¢ mediante z = ¢ - ¢!, 0 < 8 < 2, se
obtiene:

of } ! 1 g(C+ee®) 4
8E(C) - !l_f.rtl) Iz'sz = (ll_l'.T(l) 4 2—”'7 €-ie*’df
l 2x
— - lim 9(C + ce*?)ad,
2T e—0 0

y finalmente, como la integral da el valor promedio de la funcion g sobre
el circulo ¢ + €e® para 0 < < 27, y como g es continua, entonces estos
valores convergen a g(¢) cuando ¢ — 0, es decir

gg«) —9(¢). QED

La generalizacidn siguiente muestra que podemos quitar la hipétesis de
que ¢ tenga soporte compacto:

Teorema 4.47 (Lema de Dolbeaut) (7): Sea X = {z € C: |z| < R},
0< R< oo, yseageCy. Entonces, eziste f € C¥ tal que

Y=o  (ex)

(2): Sea X C C una region y sea g € C¥. Entonces, eziste f € C¥ tal que

Un=ee) (ex)
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DEMOSTRACION. (2) se sigue de (1) ya que para cada punto £ € X existe
un disco B; C X centrado en z, y asi para la funcién g|g, por (1) se tiene
que existe f, € Cg tal que

V) =elnlz)  (para 2 € Bo)

Para demostrar (1) obsérvese primero que no se puede dar una solucién

de 8f /0% = g con
1 9(2)
(0= [ [ 22

como en el lema (4.46) previo ya que no teniendo g soporte compacto la
integral no convergera en general. Es por esto que usaremos un proceso
recursivo para poder aplicar el lema en cada paso.

Consideremos pues una sucesion de radios 0 < Rg < --- < R, tales que
lim, 0 Rn = R. Sean X,, = {z€C: |z] < Rn} C X, y obsérvese que:

dz A dz

(i): Xn es compactoy X, C Xpy41.
Gi): Uy Xn = X

(ii1): Por el lema (4.46) previo, para X, = M C X C C, se tiene que para
g €ECY existe f, € C¥ tal que 8f,(2)/8z = g(z) para z € Xn.

Ahora, por induccién sobre n cambiamos la sucesion { f,, } a otra sucesién
{fn}, n > 1, que satisface:

(iv): fa €CP..
(v): (9f-,, =gen X,.
(vi): ||fn+1(2) - fn(z)”X.._l < 27" (paraz € X,_).

(Aqui ||h||k := sup, ¢k |f(z)| es la norma del supremo). Para esto, induc-
tivamente procedemos como sigue:

(a): Pongamos fi=f.

(b): Si fl,...,f,, ya han sido definidas con las propiedades requeridas,
observemos que por (v) y (iii)

O(fns1 — fa)=0fas1 —0fa=g—9=0

en X, y consecuentemente fn+1 — f € Ox.-
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Se sigue que existe un polinomio P € Ox, (por ejemplo un nimero
finito de términos de la expansién de Taylor de f, 41 — fu), tal que

(*) lfat1 = fa = Pllx._, <27".

Pongamos entonces fp4+1 := fny1 — P € CX.,.» Y entonces claramente
(iv) se satisface. Para (v) observemos que

Ofnsr = Ofayr—0P
Ofns1 ya que P es holomorfo,ie., P € ker 8
= 9 en Xng1, por (iii).

Y para (vi):
1fa+1(2) = f(lixass = lfnss = P = fallx,, S 277

por (*).
Finalmente construimos la solucién f a 8f = g como sigue:

f(z) = lim {(fa(2)}  (z€ X),

y obsérvese que la sucesion {f,,(z)}, para z € X fijo, converge por (vi).
Observemos ahora que:

m
Y (fr+r = fi) = fatm — fa
k=n
(en donde estan todas estas funciones definidas, i.e., en X,), y asi, tomando
el limite cuando m — oo se obtiene:
Y fen—fi)=f-fa (en Xn)

k=n

y observemos que (para k > n) las funciones ka - fk son holomorfas en
Xn ya que O(fr+1— fr) =9 —9 =0 por (v). - -

Ahora, por (vi) se sigue que la serie F,, := Y 7o (fi+1 — fi) converge
uniformemente en X, y como sus términos son holomorfos se sigue que F,
también es holomorfa en X,,.

Asi, f=fo+ F, € CX. para toda n, y consecuentemente f € C¥ ya
que X = |J, Xn. Finalmente,

df = 8fa+0dF,
g+0
= g en X. Q.E.D.
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Obsérvese que la solucién f := fa + F. de la ecuacién Of = g noes
tnica (sélo lo es salvo un sumando holomorfo como F,).

Como observamos previamente al lema (4.46), los resultados anteriores
tienen la siguiente consecuencia, que anotamos aqui para su posterior uso:

Corolario 4.48 Si X C C es una regién, entonces para toda ¢ > 1, se
tiene que:
HI(X,0x)=0.

Usando este corolario y el teorema de Leray (4.43) se obtiene el siguiente
ejemplo:
Corolario 4.49 Para la esfera de Riemann X = P' se tiene
HI(P',Op) =0
para toda ¢ > 1.

DEMOSTRACION. Usaremos una cubierta de Leray (4.44) de P! = CU{o0}:
Sean
Up:=P' —{o0}=C y Uz =P -{0}=C
(biholomorfo a C). Entonces, por el corolario anterior se tiene que
A'(Uy,0) =0 = H'(Uz,0).

Se sigue que & = {U;,U;) es una cubierta de Leray de P', y asi por el
teorema de Leray (4.43) se tiene que

HY(P',0)~ H'(U,0).

Asi, basta probar que, para esta cubierta & todo cociclo f € Z'(U, Q)
es una cofrontera. Es decir, debemos hallar funciones f; € O(U;), j = 1,2,
tales que
f=h-"fa en UynU; =C - {0}).
Sea pues f(z) := 5.2 cn2z" la expansién de Laurent de f en C — {0}.
Pongamos

fil(z) = Z cn2"
n=0

-1
fa2(2) = —chz",
entonces f; € O(Uj) y claramente fi — f2 = f en C— {0}. Q.E.D.

El resultado principal de esta seccion es una reformulacidn invariante
del lema de Dolbeaut (4.47) que nos da una resolucién fina de Ox para
cualquier superficie de Riemann X:
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Corolario 4.50 (Teorema de Dolbeaut) Sea X una superfice de Rie-
mann. Entonces:
(1): Se tiene una sucesién ezacta (la sucesion de Dolbeaut):

0— Ox —CP 2o £ 0.

(2): 'Y como la sucesidn anterior es una resolucién fina de Ox, se sigue
que )
HY(X,0x)=0 para q>2

HY(X,0x) ~ £%(X)/d"C®(X).

DEMOSTRACION. Por supuesto que basta probar (1). Para esto, basta
probar que para todo punto p € X la sucesién de fibras

d“
0— Oxp —CP, ..g}'; =0

es exacta. Obsérvese que como Ox = ker 0 = ker d” entonces sélo se
necesita probar que d” es suprayectiva en la sucesién anterior.

Sea pues [g], € Eg,"lp un germen en p € X (de una forma diferencial de
tipo (0,1)). Asi, [g], estd representado por una l-forma g - dz € £%(U)
donde U C X es un abierto que contiene a p.

Claramente, podemos elegir U conezo y contenido en una carta de X
alrededor de p. Sea ¢ : U C X — U C C una carta elegida de tal forma
que ¢(p) = 0 y de hecho podemos escogerla de tal forma que U C C sea un
disco centrado en 0 € C:

Usando la inversa ¢! de la carta, el levantamiento (¢ 1)*g-dz €
E%1(U) es una 1-forma de tipo (0,1) en U y asi, la podemos representar

como: .
(¢~ 1)*g dz =: gdz con geC®).
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__Entonces, por el lema de Dolbeaut (4.47) existe f € €®(U) tal que
Of =gy asi

(t) d"f:=0f di=§-dz.

Considerando ahora el levantamiento ¢*(f) € C®(U) se tiene que:

d"(¢*(f)) = ¢°(d"f) por propiedades del levantamiento
= ¢'(§-dz) por(t)
= g¢-dz

yaque (p71)*g-dz=:g-dz y ¢" es la inversa de (¢~ !)*. Q.E.D.



Capitulo 5

Superficies de Riemann
Compactas

Hemos visto en capitulos anteriores cémo las superficies de Riemann com-
pactas tienen propiedades que las hacen geométricamente interesantes. En
este capitulo comenzamos el estudio sistematico de estas superficies.

Los resultados principales que se obtienen en este capitulo son: La fini-
tud de la dimensién de los espacios H9(X,Ox) y como consecuencia inme-
diata, la existencia de funciones meromorfas no constantes en X. Después,
probamos el celebrado Teorema de Riemann-Roch, uno de los puntos mas
altos de la Teoria de Funciones del siglo XIX, y el punto de partida para
el estudio geométrico de las superficies compactas. Luego, reinterpretamos
uno de los términos de la formula de Riemann-Roch, probando el igual-
mente importante Teorema de Dualidad de Serre. Después, culminamos
con la demostracion del Teorema de Abel-Jacobi concluyendo asi con otro
de los grandes resultados de los matematicos del siglo XIX. Varias aplica-
ciones geométricas ilustraran la importancia de los resultados anteriores.

179
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5.1 EIl Teorema de Finitud

Si X es una superficie de Riemann, por el Teorema de Dolbeaut se tiene que
H9(X,0x) = 0 para toda ¢ > 2, y asi los tinicos grupos de cohomologia
que sobreviven son H%(X,0x)~I'(X,0x) y H'(X,Ox).

Obsérvese que como C C Ox(U) para U C X abierto, los grupos de
cohomologia son de hecho espacios vectoriales sobre C.

Para X compacta, por el Teorema del Médulo Maximo , I'( X, 0) = C,
y asi dimcH%(X,0) =1.

En esta seccién probaremos que si X es compacta entonces también
dimcH!(X, O) es finita. Una consecuencia inmediata de la finitud anterior
es la existencia de funciones meromorfas no constantes sobre una superficie
de Riemann compacta X, en contraste con O(X) = C.

Para probar el teorema de finitud, le daremos una cierta topologia a un
subespacio de las cocadenas correspondientes, de tal forma que los espa-
cios vectoriales topoldgicos resultantes seran espacios de Hilbert. Antes de
proceder, recordamos y adaptamos, los resultados que se necesitaran.

La Norma L? para Funciones Holomorfas. Sea U C C un abierto
del plano complejo. Dado z € U escribamos z = z + iy. Consideremos la
medida usual en el plano Euclidiano restringida a U. Dada f € O(U) su

norma L3? es:
1/2
ey = ([ [ 1rerdza)

y f se llama cuadrado-integrable si || f|| < oo.

Claramente: (i) la suma de dos funciones cuadrado-integrables en U es
de nuevo cuadrado integrable y, (ii) el producto de una funcién cuadrado
integrable por un escalar de C también lo es. Denotaremos por

L*(U,0) =T12(U,0) = {f € '(U,0) : ||f]| < oo}

al espacio vectorial de las funciones cuadrado-integrables en U.

Observacién. Si vol(U) = [ [;, dzdy < oo entonces para toda f € O(U)
acotada y si |f|lu = sup{|f(z)| : z € U} es la norma del supremo, se tiene:

i = (f 1 (’)'2‘*"”’))1/2 (/) |f|6dzdy)l/2
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1/2
<Iflo ( / /U dzdy) = vol(U) 2|y

Ahora, si f,g € L?>(U,O) y ponemos

(ro)= [ /U £(2)9(z) dzdy,

entonces, (, ) es un producto interno Hermitiano positivo definido en el
espacio vectorial L%(U, O).

En efecto, lo tinico que tenemos que verificar es que la integral existe.
Pero esto se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwartz

@) < 501G + 1)),

Con este producto interno L?(U,O) es un espacio pre-Hilbert, i.e., lo
unico que le falta para ser un espacio de Hilbert es la completez. La norma
de este espacio esta, por supuesto, dada por:

W11 = Wflleaqw.0y = (f, f) -

Para probar que L?(U, O) es, en efecto, un espacio de Hilbert, comenza-
mos calculando la norma L? de una funcién cuadrado integrable en el disco
de centro a y radio r en C: B = B(a;r).

Lema 5.1 Los monomios ¥,(z) = (2—a)” con n €N, z € B(a;r), forman
un sistema ortogonal en L*(B,0), y su norma es

. N+l
iy = S
vn+1

DEMOSTRACION. En efecto, cambiando a coordenadas polares

z=a+pe’, 0<p<r,0<6<2m,

y si m # n, se obtiene:

(#n(@.90@) = [ [ bmla)balalezdy
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// (z=a)™(z - a)nd.tdy
2x )
/ / m |m6 ne 'napdpdo

2% m+n+2

|6(m—n)d0
o m+n+2 |°

_ pmtn+2 ./2 e"a('"‘")do
m+n + 2 0

rm+n+2 1

) .eiO(m—n)IZ'
m+n+2 i(m-n) g

m+n+2 1

- L . [ p2xi(m=-n) _ _0O
m+n+2 i(m-n) (c e)

0.

il

Y finalmente, con el mismo cambio de coordenadas, pero poniendo
m = n en el cdlculo anterior se obtiene la norma:

ror2x
||1/)n||'in(a) = (¥n, ¥n) =/ /0 p?"*1eldpdo
0

r2n+2 /2' 2rp2nt? rr2(n+1)
0

T om+2

Ton+1) n+l

y asi
NZEE e
¥nllzacs) = B =

Observacién. Si f € L%(B,0) y consideramos su desarrollo de Taylor
alrededor del punto a € B C C,

f(2) =Y ez —a)",
n=0

como los monomios (z—a)" son ortogonales en L%(B, Q) por el lema previo,
del Teorema de Pitagoras en L?(B,0) se sigue que:

NfllEacsy = Z lenl?|(z — @)™

2n+2

_ 27!’1’
-nglcnl T
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El resultado principal es:

Proposicién 5.2 Sean U C C un abierto yr > 0. Sea U, = {z € U :
B(z;7) C U} el conjunto de puntos de U cuya distancia a la frontera de U
es > r. Entonces, para toda f € L*(U, D) se tiene que

1
Iflo, < *ﬁ,llfllm(u)-

DEMOSTRACION. Sean a € U, y f(z) = Y. ca(z — a)” la expansién de
Taylor de f alrededor de a. Entonces, por (5.1) y la observacién que le
sigue, se obtiene:

2n+2

T leal® 2 leof*nr?,

oo
”f”[?(g(a,) |(‘0| nr +Z
y asi:

|f(a)] = |eo| < 7—“||f||u(3(a ) S = \fv_r 1 AlL2 vy,

ya que B(a;r) C U. Y como |f|u, = sup{|f(a)| : a € U,}, entonces el
resultado se sigue. Q.E.D.

Corolario 5.3 Si U C C es abierto, entonces L2(U, D) es completo, y por
lo tanto es un espacio de Hilbert.

DEMOSTRACION. Sea f, € L2(U, Q) una sucesién de Cauchy (en la norma
de L?(U,0). Sea K C U cualquier compacto. Sea r > 0 un real tal que
para toda z € K se tenga B(z;r) C U (para elegir a esta r > 0 cubrimos
K con discos abiertos y luego usamos el hecho de que K es compacto).
Entonces, por la proposicién anterior aplicada a cada f, se tiene que:

1
[fal < ﬁ”fnnuw),

y asi :

n < m n 2 )
|fm — falk \/— [ fm = fallz2@)

y por lo tanto la sucesién {f,} converge uniformemente en el compacto
K, y esto para todo K C U compacto. Se sigue que la funcién limite
f(2) = limy ~00{fn(2)} se puede derivar, i.e., es holomorfa y ademas su
norma es:
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IfllL2wy = lim [IfallLaw) < oo,

es decir f € L2(U,0). Q.E.D.

Para la demostracion del teorema de finitud necesitaremos una genera-
lizacidén del clasico lema de Schwarz. Este lema se puede formular como
sigue (ver [Conway]):

Lema de Schwarz. Sean D, D' discos centrados en el origen de C con

radios 0 < ' < r respectivamente. Sea a = r'r~!. Supongamos que f €

O(D) se anula en el origen 0 € C con orden e. Entonces,

|flp < a°|flp.

Para la norma L? de los espacios de Hilbert de las funciones cuadrado-
integrables se tiene la siguiente generalizacion:

Proposicién 5.4 (Lema de Schwarz para la norma de Hilbert) Sean
D, D' discos centrados en el origen de C de radios 0 < r' < r respectiva-
mente. Sea a cualquier nimero realtal que r'r~! < a < 1. Entonces, eziste
una constante M (que depende de r, 1’ y a) tal que si f € L?(D, O) se anula
en el origen 0 € C con orden e, entonces,

1fllzapr) < a® - M||f||z2(p)-
DEMOSTRACION. Sea 7 == a~!r' y sea D := {z € Z : |z] < +}. Entonces,
r'<F<ryD'GDGD. De la proposicién (5.2) se tiene que
15 < 7=l o, < 1S
D= \/1_"‘ L*(D) = \/7—"“ ”L’(D)-

Ahora, por el lema de Schwarz aplicado a los discos D’ C D, se tiene
que

|flp < a°|fl5,

y como ||fllLapry < V/vol(D")| f|p+ por la observacién antes de (5.1), en-
tonces poniendo M := # -\/vol(D’) se tiene el resultado deseado. Q.E.D.

Una consecuencia inmediata es:
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Corolario 5.5 Sean D, D' discos centrados en el origen de C con radios
0 < r’' < r respectivamente. Entonces, dado cualquier ¢ > 0, eziste un
subespacio vectorial cerrado A C L*(D, ) de codimension finita, tal que

I fll2pry < €llfllza(p)
para toda f € A.

DEMOSTRACION. Para cualquier n € N, sea A el conjunto de todas las
funciones f € L%(D, Q) que se anulan en el origen 0 € D con orden e > m.
Entonces, toda f € A tiene una expansién de Taylor, alrededor del 0 € D,
de la forma

y como por (5.1) los monomios ¥;(z) = 2/ forma una base ortogonal de
L%*(D,0), entonces claramente A es un subespacio vectorial cerrado de
L%(D, O) de codimensién < n.

Finalmente, sea a cualquier niimero real tal que r'r! <a < 1ysea M
la constante en la proposicién (5.4). Escojamos n € N tal que a™-M < ¢, y
para esta n sea A C L%(D, O) el subespacio de codimensién < n anterior.
Entonces, para toda f € A, el resultado se sigue de (5.4). Q.E.D.

Corolario 5.6 Sean U’ C U C C abiertos tales que U’ es compacto y
U' C U.. Entonces, dado cualquier ¢ > 0, eriste un subespacio vectorial
cerrado A C L%(U,0) de codimension finita, tal que

I fllzawry < ellfllzay

para toda f € A.

DEMOSTRACION. Como U’ es compacto contenido en U, lo podemos cubrir
con un numero finito de discos con centro en U y un radio r > 0 fijo, i.e.,
existen ap,...,ax € U y r > 0 tales que:

(i) Blaj; ) CU, 1<j<k.

(i) U" € Uj=o B(aj; 7/2).

Ahora, para cualquier n € N, sea A el conjunto de todas las funciones
f € L*(U,0) que se anulan en cada a; € U con orden e > n. Claramente
A es un subespacio vectorial cerrado de L2(U, ) de codimensién < kn.
Escojamos ahora n € N tal que k/(2"t!) < ¢, y para esta n sea A el
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correspondiente subespacio de codimension < kn anterior. Entonces, para
toda f € A, considerando su expansién de Taylor alrededor de a;,

(o]

f(z) = Z ci(z — aj)',

i=n

para r/2 < r, de la observacién previa a (5.2) se sigue que

7I’(1‘ 2)2x+2
WANZa(Bay;rsy = Z|*|2 /

2. prdit? .
= |, [*
S QWA+ 1)

21+2
% 22n+2z Sk 1 le]®

2
- WIIf”L’(B(oJ;r))v

y por lo tanto,

k

Z £ 1L (a;; r12)) por (ii)

3=,

I fllz2w

IA

||f||L=(B(a,-; ) por la desigualdad de arriba

'M~

k
1 .
2 7= ,2;1 1 £llzacuy por (i)
k
— o+l ”f”L’(U)
< e flleawy por la elecciéon de n Q.E.D.

A continuacidn, aplicaremos lo anterior a las cocadenas asociadas a una
cubierta 4 = {U;} de una superficie de Riemann compacta X. Recordando
(4.50) que H9(X,0x) = 0 para ¢ > 2, los tinicos grupos de cocadenas que
nos interesan son

C°W,0x):= [] T(Ui,0x)={fi: NU) — T(Ui,Ox)}
U.eU

ui — f(U)
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y

c'(u,0x):= [[ TwWinu;, Ox)={fij: NU) — T(Ui,NU;, Ox)}
U.U;eU
vinl; w~ fi;(UinU;).

Lo que haremos ahora es introducir una norma L? en estos grupos de co-
cadenas y después consideraremos los respectivos subespacios vectoriales de
las cocadenas que tengan norma finita para probar que dimcH! (X, Ox) <
oo para X compacta.

Cocadenas cuadrado integrables. Sea X una superficie de Riemann
compacta. Como X es compacta, podemos elegir una familia finita de
cartas ¥ = {U;, zi}, 1 <i < n, que cubran a X y tales que cada z;(U;) C C
es un disco (de hecho, podemos elegir el mismo disco, digamos centrado en
el origen).

Ahora, si tenemos abiertos U; C l~/.-, 1 < i< n,tales que ¥ = {Ui}<i<n
es una cubierta de X, entonces el lemasiguiente nos dice que U es de Leray.

Lema 5.7 Sea X una superficie de Riemann compacta. Sean U = {U;} y

U = {Ui}, 1 <i<n como arriba. Entonces, U es una cubierta de Leray
de X.

DEMOSTRACION. Sea o un simplejo de /. Como cada U; de U esta conte-
nido en una sola carta coordenada U; de X, entonces |o| := UpN---NU,
estd totalmente contenido en una sola carta coordenada de X, digamos
(Uo, 20). M4s aiin, |o| es conexo abierto, y por lo tanto zo(|o|) C C es
también conexo abierto y biholomorfo a |o|. Se sigue que, para p > 1,

H?(|o],0) = H?(z0(|0]),0) = 0,
la dltima igualdad por (4.48) ya que zo(|o|) C C es una regién. Q E.D.
Con las mismas hipétesis que antes. Sean U = {U;}, y U = {U;},
1 < i < n cubiertas de X como arriba.

N Usando el hecho de que cada abierto U; esta contenido en una carta
(Ui, zi) de X, podemos hacer la siguiente

Definicién 5.8 En los grupos de cocadenas C%(U,0Ox) y C'(U,Ox) se
definen las normas L? siguientes:

(1) Sia = (f;) € CO°(U,Ox), se define

n
el ey = Z I fillZacw,)-
i=1
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(i) Si B = (fij) € C*(U,Ox), se define

1811F 200y == D IfisllLaw.nuy).-

i

Nétese que aqui las normas L? de f;, y de f;; respectivamente, se calculan
con respecto a las cartas correspondientes (U;, z), es decir,

() Wfilleaws) = 1fi 0 27 lLagauwy)s

¥ y RTINS |

(1) ”fu”L’(U.nU,-) = |fij 0z ||L°(z.(U.nU,)),
donde las normas en el lado derecho, son las normas L2 definidas previa-
mente. Con la misma notacién. Sean

CZ:(”,OX) g Cq(u10X)

para ¢ = 0,1, los subespacios vectoriales de las g-cocadenas que tienen
norma L? finita. A los elementos de CZ,(L/,OX) se les llama ¢-cocadenas
cuadrado integrables de la cubierta U, con coeficientes en la gavilla Ox.

Lema 5.9 Sea X una superficie de Riemann compacta y sean U, U como
antes. Entonces,

i) Para cada ¢ =0,1, C!,(U,Ox) es un espacio de Hilbert.
(1) L

(i) Los 1-cociclos en C}‘,(U,Ox), ie., Zl(ll,Ox)ﬂCll‘,(ll,Ox) forman
un subespacio vectorial cerrado, al que denotaremos por Zi, U,0x).

(i11) La cofrontera § se restringe a una aplicacidn

6:C(U,0x) — CLa(U,0x).

DEMOSTRACION. (i) Claramente C],(U,Ox) es un subespacio vectorial
de C9(U,0Ox), y es normado con la norma L? de (5.8); mas aiin, por el
corolario (5.3), C§.(U,Ox) es completo.

(ii) Como Z'(U,0x) := ker (6 : C'(U,0x) — C*U,Ox)), entonces
Z'(U,0x)NCL.(U,Ox) es un subespacio vectorial, y es cerrado ya que
Z'(U,0x) = 6"1(0) y 6 es claramente continua.

(iii) Por definicién 6 : C°(U,0x) — C'(U,Ox) involucra solo sumas
finitas de restricciones f;; de f; en U; a U;NUj, y asi, si las f; son cuadrado
integrables, también lo son las f;;. Q.E.D.
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Gracias a este lema, podemos hacer las siguientes definiciones: Sean X,
U, U como antes. Se tienen los grupos:

Hpa(U,0x) = ZL,(U,0x)/6CL U, Ox),
HY(U,0x) = ker (§:C%(U,0) — Cl:(U,0:))
= Z2,(U,0x)=2°U,0x)NCL.(U,Ox).

Nétese que las inclusiones i : CZ,(LI,OX) — C'(U,0x), ¢ = 0,1,
inducen morfismos

1} HZ,(L(,Ox) — HiU,Ox).

Obsérvese ahora que, como en el Lema 5.9 (ii) previo, Hg,(L(,Ox) =
Z2.(U,Ox) es un subespacio de Hilbert de C?,(i,Ox). Sin embargo, aiin
cuando Z},(U,Ox) también es espacio de Hilbert, del cociente H},(U,Ox)
no podemos concluir que sea también espacio de Hilbert ya que no sa-
bemos que las cofronteras 6CP,(U, Ox) formen un subespacio cerrado de
Zk,(u,0x).

El lema siguiente nos asegura que los grupos definidos arriba son de
hecho los grupos de cohomologia de la cubierta U:

Lema 5.10 Sea X una superficie de Riemann compacta. Sean U= {((7;, %)}
y U = {U;}, 1 < i< n cubiertas abiertas finitas de X como antes. Enton-
ces, el morfismo 1* : HZ,(U,OX) — HI(U,Ox) es un isomorfismo, y asi
se lienen isomorfismos

Hi,(U,0x)~ H'(U,0x) ~ HI(X,0x).

El iltimo isomorfismo es consecuencia de (5.7) que asegura que U es cu-
bierta de Leray.

DEMOSTRACION. Inyectividad: Primero, para ¢ = 0, el morfismo i* :
H2,(U,0x) — H°(U,Ox) es inducido por la inclusién i* : C?,(U,0x) —
C°%U,0x), y como

H:U,0x) = 22,(U,0x) — Z°U,0x) = H'(U,Ox),

entonces no hay nada que probar.
Para ¢ = 1, consideremos el morfismo

20U, 0x)/6CL.(U,0Ox) — Z}(U,0x)/86C°(U,Ox)

Supongamos que el 1-cociclo (fi; € Z}.(U,Ox) es tal que i*(f;;) = 0
en H'(U,Ox). Entonces, (fij) = fi — f; para algin (f;) € C'(U4,Ox).
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Probaremos que cada f; es cuadrado integrable en U; € U, i.e., probare-
mos que (f;) € C}.(U,Ox) (y consecuentemente, ya que (f;;) = fi — f;
con (f;) € C}.(U,Ox), se tendra que (f;;) serd cohomdlogo a cero en
HL.(U, Ox)).

Ahora, para probar que f; es cuadrado integrable en U; € U, para
cada punto z € 9U; (frontera de U;), escojamos un abierto U; € U tal
que £ € U;. Por hipétesis fi; = fi — fi en U;NUj, y asi f; = fij + fj
en U; NUj. Ahora, como (f;j) € Z}.(U,Ox), entonces f;; es cuadrado
integrable en U;NUj. Y como f; también es cuadrado integrable en U;NU; C
Uj, entonces f; también es cuadrado integrable en U; N U;. Asi, f; es
cuadrado integrable en la interseccion de U; con una vecindad abierta de
z € JU;. Estas intersecciones cubren U;, y como U, es compacto, entonces,
un ndimero finito de estas intersecciones cubren QU;. Se sigue que f; es
cuadrado integrable en U;, como se queria probar.

Suprayectividad: Como en la demostracién de (4.36), p. 155, la cubierta
U = {U;} la podemos encoger a otra cubierta V = {V;} (mismo conjunto
de indices) tal que V; C U; para toda i. Asi, se tiene un refinamiento
p :V — U, y ambas cubiertas 4 y V son tales que sus abiertos estan
contenidos en una sola carta de &/. Se sigue de (5.7) que &4 y V son de
Leray y asi por (4.45) se tienen isomorfismos pu* : HY(U,0) — HI(V,0)
para todo ¢ > 0.

Ahora, para cualquier simplejo ¢ € N(V) se tiene que

lol=Von---NV, CVoN---V,CploN---NpU, = p(o),

y por lo tanto |o| estd contenido en un subconjunto compacto de |u(o)|.
Entonces, para cada f € C/(V, 0), y para cada ¢ € N(V) se tiene que

(1f)(0) = resjo f(no) € C*(U, O)

con || C compacto C |p(g)|. Se sigue que res|,| f(po) es cuadrado in-
tegrable, i.e., (uf)(o) € CZ,(U,O). En consecuencia, el morfismo pu* :
HY(U,0) — HI(V, O) se puede factorizar como

7

HYU,0) HI(V,0)
Ho it
Hi.(U,0)

l.e., p* = t*ug con p* un isomorfismo e i* inyectivo. Se sigue que i* debe
ser suprayectivo. Q.E.D.
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Es conveniente ahora tener un bosquejo de lo que nos falta para probar
que dimg H'(X,0x) < co. Primero, como X es compacta, podemos esco-
ger cubiertas abiertas finitas & < U’ < U conll = {((7,-, z;)}1<ci<n cartas
de X tales que Z;‘((j{) C C son discos, y los abiertos de 4" y U’ contenidos
en una sola carta de i, como antes. Ahora, por (5.7) estas cubiertas son de
Leray, y asi en el diagrama conmutativo siguiente los morfismos del renglén
inferior son isomorfismos:

zZ\(u",0) z2\u,0)
1rll 7I,I
H\U",0) H'\W' ,0) HY(X,0)

(los morfismos verticales son los epimorfismos candnicos). Como 7' es
suprayectivo, se sigue que

" (pZ'(U",0)) = H' (W', 0).

Usando la compacidad de X mostraremos en (5.13) (lema de finitud) que
las cubiertas &' y U" se pueden elegir de tal forma que existe un subespacio
vectorial de dimensién finita S C Z!(U’, O) tal que

pZ'U",0)C S+ 6C°(U',0).
Pero como ker 7' = 6C°(U’', O), entonces
H'U', 0)=

y por lo tanto dim¢ H'(U’, 0) = dim¢ S < oo.

Para mostrar la existencia del subespacio S C Z'(U’, ©) de dimensién
finita con las propiedades requeridas, usaremos la siguiente consecuencia de
(5.6) en el contexto que necesitamos:

Corolario 5.11 Sea X una superficie de Riemann compacta. Sean U' <
U < U cubiertas abiertas finitas de X, con U dada por cartas (U.,z.) tal
que z.(U,) C C es un disco. Supongamos que los abiertos de U' y U estin
contenidos en una sola carta de U. Supongamos ademds que para toda i
Ui C U; (diremos que U' es encogimiento de U). Entonces para toda € > 0
eziste un subespacio vectorial cerrado A C Z[",(ll, O) de codimension finita,
tal que

1€l L@y < elléllzaqe)
para toda £ € A.
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DEMOSTRACION. Para cualquier cocadena £ € C9(U, D) se tiene que
l€llL2@ry < oo. Como CY(U,0) = H?, F'(Ui N U;j,0Ox), el resultado se
sigue de (5.6). Q.E.D.

El lema de alisamiento. Si ¥’ < U < U son cubiertas finitas de X
que son encogimientos de U, el corolario previo nos dice que las cocadenas
§ € Cla(U,0) se ven “mas lisas” que aquellas en C},(,0). El lema
siguiente nos dice que dado un cociclo £’ € Z},(U’,0) lo podemos “alisar”
encontrando otro cociclo § € Z},(U,O) tales que £ y €' determinan la
misma clase de cohomologia en H!(X,Ox).

Lema 5.12 Sea X una superficie de Riemann compacta. Seall una familia
finita de cartas como antes, y sean U’ < U' < U < U encogimientos de U
dados como antes. Entonces, eziste una constante L > 0 tal que para todo

cociclo €' € Z}.(U', O) ezisten elementos £ € Z},(U,0) yn€ CP,(U",0)
que satisfacen:

(1)) & =€E+bnenld”, y
(i1) max {ll€llLa@y, Inllea@ey} < L-NI€' Loy
DEMOSTRACION. (i) Consideremos la funcién
Z3(U,0) x CHLWU', 0) — Z}:(U",0)

dada por (€,7') — €|y + 6n', donde usamos la notacién €| := p(€) para
p: U — U el refinamiento W' < U,y 6 : Ca(U',0) — CL,(U’', 0) es la
cofrontera.

Esta funcién es continua claramente, y es suprayectiva, ya que por
el lema (5.10) se tiene un isomorfismo u* : H}.(¥,0) at HL,U',0),
y por lo tanto, dado cualquier cociclo ¢’ € Z},(U’, O) existe un cociclo
£ € Z12(U,0) cohomélogo a €, ie., & = €|y + 6n' con n € CL(U',0).
Restringiendo a i/ tenemos el resultado deseado, i.e., la funcién

Z1.(U,0) x C,(U",0) — Z}.(U',0)
es suprayectiva.

(ii) Como Z}.(U, 0) x C2:(U", O) es un espacio de Hilbert con la norma
natural

1/2
1" == (e ey + N0 leaeen)

y como la funcién

¢:ZL(U,0)x CLa(U",0) — ZL.(U',0)
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es continua y suprayectiva (por la parte (1)) entre espacios de Hilbert, en-
tonces por el teorema de Banach, ¢ es abierta.

Sean B y B” las bolas en Z},(U,0) y C2,(U", O) respectivamente, y
sea W = Bx B”. Entonces, W es una vecindad abierta del 0 en Z},(U, O) x
C:(U",0), y como ¢ es abierta entonces ¢(W) es una vecindad abierta
del 0 en Z},(U’, 0). Asi, existe ¢ > 0 tal que

(+) {€ € zLa(U',0) : ||| Lany = ¢} T $(W).

Sea L = ¢! > 0. Probaremos que esta L nos sirve. En efecto, si
§ € Z}.(U',0) es arbitrario, &' # 0, podemos encontrar una ¢ € C tal

que ||cf’||[za = C. Por lo tanto, por (*) existen elementos (E 7)) eWC
Z}1.(U,0) x C(U",0) tales que ¢(€,7) = Elur + 673, y como W = B x
B’ entonces ||€]l2 < 1y |[nllc2 < 1. Entonces, poniendo £ = ¢~ 1€ €

Z1.(U,0) y n:=c" '€ CL(U;0), se tiene que

€ =c7(ct") = ¢ Elur + b7 = Elur + 61,

y ademas : g
€l = lle™¢llza = e I€llza < e = L,
y similarmente ||5||.2 < L. Q.E.D.

Lema 5.13 (Lema de finitud) . Sea X una superficie de Riemann com-
pacta. Sea U una familia finita de cartas en X como antes y sean u' <
U' < U < U encogientos dados. Entonces, eriste un subespacio vectorial

SC ZYU,0) tal que
Z'U,0) |y = S+ 6C°U",0),
e., dado € € Z (U, ) ezisten elementos 0 € S yn € CO(U",0) tales que
E=0+én en U".

DEMOSTRACION. Sea L > 0 la constante del lema anterior. Para ¢ :=
1/(2L) > 0, por el corolario (5.11) existe un subespacio vectorial cerrado
AC Zi,(U, 0) de codimensién finita tal que

(1) 1Nl 2y < €ll€llzay

para todo £ € A.
Sea S el complemento ortogonal de A en Z},(U,0), ie.,

A®S =2ZLU,0).
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Ahora, sea £ € Z'(U,0) arbitrario. Como 4’ < U es un encogimiento,
como observamos en la primera linea de la demostracion de (5.11), se tiene
que

M = |[€llLa@ry < oo,

y asi £ € Z[,(U',0). Ahora, por el lema de alisamiento, existen elementos
Co€ Z[:(U,0) y o€ CL(U", ) tales que

(2) E=Co+ém en U,
y ademas
(3) IlCollay < LMy |InollLary < LM.

Ahora, como (o € Zl,(ll, 0) =A@ S, podemos escribir
(4) Co = &o + o0,

confp € Ayog€S.
Construiremos ahora, por induccidn, dos sucesiones

¢0,C1,-.., en Z1,(U,0)

,M1,---, en Cg;(ll",O),

tales que, como (; € Zi,(u,O) = A@S, si consideramos su descompo-
sicién

(i) i=¢€j+ojconé;€EAyoj €S,
se tenga que:

(ii) €l = o,

(i) & =&+ +6nj41, J 20,

(iv) lGllLaen < 277 LM y ||njllzaeery < 277LM, j > 0.

La construccién es como sigue: Para j = 0, las ecuaciones (2) y (4), y
las desigualdades de (3) son lo que se requiere. Obsérvese que (2) implica
(1n).

Por induccién supongamos construidos hasta (; y n;. Nétese que las
descomposicién de (j € Z}.(U,0) = A@ S, (j = €; + o5 implica que

€l L3y < NG5llLagy < 277 LM,
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y como £ € A, por (1) se tiene que

6) Wl < il < /2Dl < 277 M,

yaque € = 1/2L.

195

Ahora, por el lema de alisamiento, para §; € Zi,(ll, 0), existen elemen-
tos (j4+1 € Z}.(U,0) y nj41 € Cg,(ll",O) tales que

y ademas

€i=Cipr1+6nj41 en U,

max (|G +1/la@ey, lImj+1lle2@eny) < L - |l€]lLaqery,

combinando esta desigualdad con (5) se obtiene en resultado deseado.

Finalmente usando estas sucesiones, observemos que

n
2
j=0

y asi

> (G - &) por (i)
j=0

Z(CJ = Ci+1 — 6nj41) por (iii)

j=0

Y G = Ge) = 6) i
j=0 j=0

Co —Cng1 — 52 Nj+1

j=0

n+l
€ —6n0— (o —527];‘,

j=0

n
€ —6n0— Cag1 = 6Mny1 — 52'71‘
j=0
n

§—6n0—€ny1 — 52 n; por (iii),

Jj=0

n n
Y oi=€—bnp1—bm -8 mj,
j=0 Jj=0
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y como por (iv)
max {[I; I, [|;l} < 277 LM,

y como §; = (; — 0, entonces "Ej”L’(u) < 277 LM también y por lo tanto
limp .0 &, = 0, y las series
00
o= Z 5]
Jj=0

00
ni= Y mis
Jj=0

convergen en S 'y C?,(U", O) respectivamente. Mas aiin, de (6) se sigue
que
c=€+6n en U"

conc €SyneC)U" 0). QE.D.
Finalmente, podemos probar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 5.14 (Teorema de finitud) . Si X es una superficie de Rie-
mann compacta, entonces dimg¢ H'(X,0x) < oo.

DEMOSTRACION. Sea U una cubierta finita de cartas de X como antes y
sean U" < U < U encogimientos dados. Observemos que Z!(U,O)|y C
Z1.(U,0) ya que
Z'U,0)lu C 2'U,0)C Z'U',0) C Z1.(U,0),

ladltimainclusién es como en la primera linea de la demostracién de (5.11).

Por el lema de finitud previo existe un subespacio vectorial de dimension
finita S C ZY(U,0) C ZY(U", O) tal que

ZNU, Oy C ZY U, O)|un C S+ 6C°U", 0).

Finalmente, consideremos el diagrama conmutativo
1(77 o \ ey
z'U,0) ——=2z (U",0)

L '

~

H\({,0) ——H'(U",0) HY(X,0)
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donde las flechas verticales son pasos al cociente, y los morfismos del renglén
inferior son isomorfismos ya que las cubiertas & y &” son de Leray. Como
T es suprayectivo se tiene que

™ ZYU,0)|u» = H'U",0),

y como ker # = 6C°(U", 0), de (*) se sigue que
d

H'U",0) =) " Clg;]
j=1

donde las g, son una base del espacio S y [g,] son las clases de cohomologia
correspondientes. Entonces,

dim¢ A}(X,0x) =dimc H}(U",0) <d< oo. Q.E.D.

Definicion 5.15 Si X es una superficie de Riemann compacta, al entero
g = g(X) = dimc H'(X,0) < oo se le llama el género de X.

Este género es una de los invariantes topologicos mas importantes de X
como veremos en las secciones siguientes.

Ejemplo. Paralaesfera de Riemann P!, ya sabemos (4.49) que H(P!,0p ) =
0,y asi g(P*) = 0.

Una consecuencia importante del teorema de finitud anterior es la exis-
tencia de funciones meromorfas no constantes en una superficie de Riemann
compacta. Esto sera consecuencia de la proposicion siguiente:

Proposicion 5.16 Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces,
para todo punto p € X ezisle una funcion meromorfa f € M(X) que tiene
un polo en p y es holomorfa en X — {p}.

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Finitud anterior,
¢ = dim¢ HY(X,0) < o0

Sea pues (U}, z) una carta coordenada de X alrededor de p, con z(p) = 0.
Sea Uz := X — {p). Entonces U = {U;,U,} es una cubierta abierta de
X con U, NU, = Uy —{p}. )
Como z(p) = 0 y z es un biholomorfismo en U, entonces z77(z) # 0
para toda z € U, — {p} y para toda j € N. Asi las funciones 2™/ : U NU, =
U, — {p} — C son holomorfas en particular paraj=1,...,g9+ 1.
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Y como Z}(U,0) C C'(U,0) = T'(U, N U,,0), entonces las funciones
holomorfas z=7 € ['(U; N Uz, O) representan l-cociclos

(EZ'WU,0), 1<j<g+1,
y como dimg H! (X, @) = g entonces las clases de cohomologia
(j=¢j+6C°WU,0) € H'(X,0),

1 < 5 < g+1,son linealmente dependientes. En otras palabras, los cociclos
¢; son linealmente dependientes modulo cofronteras. Asi existen complejos
c1,-..,Cg41 NoO todos cero y una cocadena 1 = (fi, f2) € C°(U,O) tales
que:
11+ -+ cg41{g+1 =00 € Bl(u,O),

es decir,

g+1 _

ECJ'Z“’ =fo—fi en UyNU,,

Ji=1

donde f, € O(U1) y f2 € O(U2). ‘
Asi, existe una funcién f € M(X) que coincide con f; + Zj’:i cjz™l en
U, (y por lo tanto tiene un polo en p) y que es igual a f, en U, = X — {p}

(y asi es holomorfa en X — {p} porque f> lo es). Esta es la funcién deseada.
Q.E.D.

Corolario 5.17 (Existencia de funciones Meromorfas no Constan-
tes en una Superficie de Riemann Compacta). Sea X una superficie
de Riemann compacta, y sean py,...,p, puntos distintos de X. FEnton-
ces, para cualesquiera nimeros complejos dados cy,...,cn € C, eriste una
funcidn meromorfa f € M(X) tal que f(p;) =c; parai=1,...,n.

DEMOSTRACION. Para cualquier par i # j, por la proposicién anterior
tomando p = p;, existe una funcién f;; € M(X) que tiene un polo en p; y
es holomorfa en p; (de hecho en X — {p;}).

Para este (i, j) escojamos una constante A;; € C — {0} tal que

fii(pe) # fij(pi) = Aij

paratodok=1,...,n.
Asi, la funcién

fij — fij(p))
fij = fii(pj) + Aij

(donde f;j(p;) y Aij son constantes) es tal que:

g,'j = € M(X)
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(1) 9ij(pi) = 1 ya que en el numerador y denominador que definen g;;
aparece f;; que tiene un polo en p; con el mismo orden.

(1) Asi gi; es holomorfa en los puntos px, 1 <k < n ya que el denomina-
dor no se anula alla.

(i11) Mas ain, gij(pj) = 0 ya que el numerador se anula entonces.
Consideremos ahora las funciones
h; .= Hg.-j, 1<i<n
i#i
Claramente las h; € M(X) y satisfacen:
hi(p;) = [] 91 (ps)-
Lt

Finalmente, la funcién

ifil= Xn:ci -hi € M(X),

=1

y satisface:
f(pi) = cihi(p;) =¢j - L =,
i=1

y esla funcién requerida. Q.E.D.
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5.2 El Teorema de Riemann-Roch

En la seccion anterior, como consecuencia del Teorema de Finitud, se de-
mostro la existencia de funciones meromorfas no constantes en una super-
ficie de Riemann compacta.

El paso siguiente es considerar estas funciones meromorfas y es aqui
donde la nocién de divisor aparece para tomar en cuenta los polos (y ceros)
de una funcién meromorfa. A continuacion, es importante conocer cuantas
funciones meromorfas linealmente independientes hay en X, con ciertas
restricciones en sus polos. El Teorema de Riemann-Roch, uno de los pilares
de la Teoria de Superficies de Riemann compactas, provee una respuesta a
esta pregunta y es el punto de partida para el estudio a profundidad de las
superficies de Riemann compactas.

Para comenzar, recordaremos que si f : X — C es una funcién mero-
morfa en una superficie de Riemann compacta X, entonces por (2.31) el
conjunto de cerosy polos de f es un subconjunto finito de X.

Cada cero 2 de f tiene un cierto orden ord,, (f) =: v, y también cada
polo pr de f tiene un orden ordp, (f) =@ —nx. Para distinguir si un cierto
orden es de un cero 6 de un polo, los tomamos con signo: Para los ceros
vy > 0 y para los polos —n < 0.

Definicién 5.18 Sea X una superficie de Riemann compacta y sea
f : X — C una funcién meromorfa no idénticamente cero. El divisor
asociado a f, también llamado divisor de ceros y polos de f, es la funcidn:

dada por:
0 si z no es cero ni polo de f
(f)(z) ;=< vi  sizesuncerodeorden v de f

—vi si z es un polo de orden v, de f.

En otras palabras, el divisor (f) asigna “pesos” (nimeros enteros) a los
puntos de X, de tal forma que los pesos son nulos excepto a lo mas en un
nimero finito de puntos de X. El concepto anterior se generaliza como
sigue:

Definicién 5.19 Sea X una superficie de Riemann compacta. Un divisor
en X es una funcidén

D: X —1Z
tal que D(p) = 0 excepto a la mds en un nimero finito de puntos p € X.
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Observaciéon. El conjunto de divisores en X, denotado Div(X), es un
grupo abeliano con la suma usual de funciones como operacién.

Mis ain, un divisor D € Div(X) puede verse como una combinacidn
lineal formal de puntos de X con sus pesos u 6rdenes asociados, ya que si
D : X — Z es tal que D(p;) = n; € Z (con n; = 0 para casi todo punto
pi € X). Entonces, formalmente podemos escribir:

(%) D::Zn,--p,- con n; € Z, pi € X.

y como podemos “agrupar” puntos iguales, sin perder generalidad se puede
suponer que los p; son distintos en la expresion () arriba, de tal forma que
los enteros n; = ordp, (D) son el orden 6 multiplicidad del divisor D en el
punto p;.

Con esta notacidn, la suma en Div(X) es la suma obtenida sumando
coeficientes correspondientes a puntos iguales. Claramente Div(X) es de
hecho el grupo libre abeliano generado por los puntos de X. Algunas veces,
en lugar de notacidn aditiva D = §_ n, - p; para un divisor en X, también
se usa la notacién multiplicativa D = [[n?".

Observemos ahora que el grupo de divisores Div(X) se puede ordenar
parcialmente como sigue: Dados D, D’ € Div(X) diremos que D < D’ siy
sélo si D(p) < D’(p) para todo punto p € X. Claramente éste es un orden
parcial en Div(X).

Obsérvese también quesi f € Mx — {0}, entonces f es holomorfa si y
sélo si (f) > 0.

Definicién 5.20 Un divisor D € Div(X) se llama efectivo (6 positivo) si
D > 0.

Asi D> D' <= D-D'>0,ie., < D — D’ es efectivo.

En la notacién multiplicativa, la relaciéon D < D', algunas veces se

expresa diciendo que D divide a D'. _Esto es porque si D = Hp?(”'), y

D'-= np?'(p‘), entonces D < D' & D(p;) < D'(pi) y asi el “producto” D
divide al “producto” IV.

Divisores principales. Para distinguir a los divisores en Div(X) que
provienen de funciones meromorfas f € M x, llamaremos a estos divisores
principales. Es decir, un divisor D € Div(X) se llama principal si existe
una funcién f € Mx — {0} tal que D = (f).

Lema 5.21 Sea X una superficie de Riemann compacta. Si f,g € Mx —
{0}, entonces:
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(1) (f-9)=(f) +(9)
(1) () = =(f).

DEMOSTRACION. (ii) es obvio ya que 1/f intercambia ceros con polos de
f. Para (1): Si z € X no es cero ni polode f y g, entonces no loes de f -g,
y asi (f-g)(z) = 0= (f)(z) + (9)(2).

Si £ € X es cero (o polo) de f pero no de g, entonces es cero (o polo)

de f-g,yasi, (f-g)(z) = (f)(z)+0 = (f)(z) +(9)(z). Los otros casos son
similares. Q.E.D.

Corolario 5.22 La aplicacién natural M% — Div(X) que manda f en
(f), es un morfismo de grupos.

Aqui M5 = Mx — {0}.

Los elementos de la imagen de este morfismo, que forman un subgrupo
de Div(X), son los divisores principales de X.

Al cociente Div(X)/{divisores principales} se le llama el grupo de clases
de divisores de- X.

El grado de un divisor. Sea X una superficie de Riemann compacta. Se
tiene un morfismo de grupos

deg : Div(X) — Z
llamado el grado, y definido por: deg(D) :=3_ . x D(p).

Es decir, si D = Y n; - p; entonces deg(D) = }_ n;. Es claro que deg es
en efecto un morfismo (aditivo), y es suprayectivo claramente.

Obsérvese que si (f) € Div(X) es un divisor principal entonces
deg(f) = 0, ya que en una superficie de Riemann compacta el nimero
de ceros (con sus multiplicidades) de f es igual al nimero de polos (con sus
multiplicidades).

Definicién 5.23 Dos divisores D, D' € Div(X) se llaman linealmente equi-
valentes, denotado D ~ D’, si su diferencia D — D' es un divisor principal.

Obsérvese que si D ~ D' entonces deg(D) = deg(D') ya que D ~ D’
significa D— D' = (f) y asi, deg(D)—deg(D’) = deg(D— D’) = deg(f) =0.

Divisor de una l-forma meromorfa. En forma andloga a como se
definié el divisor de una funcién (0-forma) meromorfa f € Mx — {0} se

define el divisor de una 1-forma meromorfa w € M(;) — {0} como sigue:
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Sea p € X un punto cualquiera. Escojamos una carta (U,z) de X
alrededor de p. Asi el divisor asociado a w € MS;) — {0} se define como:

(w) := Z ordp(w).
PeEX
En forma analoga al lema (5.22) se tiene: Si f € Mx — {0} y w €
M — (0}, entonces (f - w) = (f) + ().

Definicién 5.24 Sea X una superficie de Riemann. Un divisor candénico
en X es el divisor (w) de una 1-forma meromorfa w € M(,;) - {0}.

Obsérvese que cualesquiera dos divisores canénicos en X son equivalen-
tes ya que si w;,wp € M(;) — {0}, entonces localmente w, = fidz y wy =
f2dz con fy, fo € Mx — {0}, entonces poniendo f := f;/f2 € Mx — {0}
se tiene que wy = f -wy, y asi (wy) = (f) + (w2), i.e., (w1) — (w2) = (f)

A continuacién veremos cémo asociar una gavilla a un divisor de X.

La gavilla Op asociada a un divisor. Sea X una superficie de Riemann
y sea D un divisor en X. Definamos una gavilla, denotada Op, de la forma
siguiente:

(i) Si U C X es un abierto, definimos
OpU):={feMy: f=0 6 (f)(z)>—-D(z) VzeU}.

(i1) Si U C V son abiertos de X, las restricciones usuales

Op(V) — Op(U)
[ flu

son morfismos.

Claramente Op es una pregavilla en X. De hecho, es una gavilla (ejer-
cicio).

Observaciones. (1): Si D = 0 es el divisor cero en X, entonces Oy = O,
ya que si f € Og(U) entonces (f) > 0, i.e., f es holomorfaen U y asi
f € O(U). El reciproco es similar.

(2): Si D ~ D’ son divisores equivalentes en X, entonces las gavillas
asociadas son isomorfas: Op =~ Op



204 Capitulo 5. Superficies de Riemann Compactas

En efecto, como D ~ D', entonces existe ¢ € Mx — {0} tal que
D - D" = (p).

Definase un morfismo ® : Op — O, como sigue:

Si U C X es un abierto, ®y : Op(U) — Op(U) es la funcién dada por:
®u(f) := ¢ f (producto de f con ¢y ).

Claramente ®y es un morfismo de grupos, y por la definicién de los
morfismos restriccidn en las gavillas Op y Op/, ® es de hecho un morfismo
de gavillas. N

Si finalmente se define ® : Op — Op como @y : fr— 9~ f (ya que
@ € Mx — {0} implica ¢=! € Mx — {0}), entonces claramente ® es la
inversa de .

(3): Si D < D’ son divisores en X, entonces se tiene una inclusién
natural Op C O} ya que si (f) > —D, como —D > —D', entonces (f) >
-D'.

Proposicién 5.25 Sea X una superficie de Riemann compacta y sea D €
Div(X) un divisor tal que deg(D) < 0. Entonces H°(X,0p) = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe 0 # f € H°(X,0p) = Op(X).
Entonces (f) > —D y asi deg(f) > deg(—D) = —deg(D) > 0 ya que
degD < 0 por hipdtesis. Pero esto es una contradiccién ya que deg(f) = 0.
Q.ED.

La proposicion anterior nos dice que tienen mayor interés los divisores
D tales que deg(D) > 0 ya que en este caso pueden existir funciones mero-
morfasen X con (f) > —D. Obsérvese que mientras “mayor” sea el divisor
D, 1.e., mientras mas puntos de X tenga con pesos distintos de cero, enton-
ces el nimero de polos permitidos para una f tal que (f) > —D aumenta.

Mas adelante, como parte del Teorema de Riemann-Roch, probaremos
que si X es compacta, entonces dimg H9(X,0p) < oo para ¢ = 0, 1, gene-
ralizando asi el Teorema de Finitud de la seccién previa con Og = O.

Antes de proceder al Teorema de Riemann-Roch, necesitamos unos re-
sultados previos.

La Gavilla Rascacielos. Sea X una superficie de Riemann y sea p € X
un punto. La gavilla rascacielos en X, denotada C,, se define como sigue:

(1): SiU C X es un abierto, se define
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C sipeU
C”(U):{O siﬁgu

(i1): Si U C V son abiertos, el morfismo Cp(V) — Cp(U) es el morfismo
identidad si p € U, y el morfismo cero en caso contrario.

Claramente C, es una pregavilla que de hecho es gavilla de anillos.

Lema 5.26 Si p € X es un punto entlonces:

(i): H°(X,C,) = C.

(ii): H(X,C,)=0.

DEMOSTRACION: (i) es obvio ya que como p € X, por definicion de C, se

tiene que )
A°(X,C,) = I'(X,Cp) = Cp(X) :=C.
_ (ii): Sea € € HY(X,C,) representado en el limite directo por un E: €
HY(U,C,). Sea € € Z'(U,C,) un cociclo cuya clase de cohomologia es .
Escojamos un refinamiento V = {V,} de U de tal forma que el punto p

esta contenido sélo en un V,. Entonces, Z!(V, Cp) = 0y por lo tanto £ = 0.
Q.E.D.

Observaciones. (1): Supongamos que D € Div(X) es un divisor arbitra-
rio. Sea p € X un punto y sea P € Div(X) el divisor definido por:

1 siz=p

P(X) :{ 0 siz#p.
Claramente D < D + P y asi se tiene la inclusién natural (observacion
(3) antes de (5.25)): Op — Op4p.

(2): Se tiene un morfismo de gavillas

B:0psp —Cp
definido como sigue:

Si U C X es un abierto, entonces:
(a) Si p g U, se define fy :=0.

(b) Si p € U, para definir fy : Op4p(U) — Cp(U) = C, sea s €
Op+p(U) una seccién.

Escojamos una carta (V, z) de X alrededor de p, con 2(p) =0, y consi-
deremos la expansion de Laurent de la funcién meromorfa s alrededor del
punto p con respecto a la coordenada local z:
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con ¢, € Cy k := D(p) € Z.

Nétese que como (s) < —D — P, ya que s € Op4+p(U), entonces
ordy(S) < -D(p) — P(p) = -D(p) —1 = —k — 1, y asi la expansién
de Laurent de s alrededor de p en efecto comienza a lo masen —k — 1.

Finalmente se define:

Bu : Op+p(U) = Cp(U)=C

como: Py(s) :=c_k-1.

Claramente Oy no depende de la coordenada local (V, z) elegida para
la expansiéon de s. Mas aun, fy es en efecto un morfismo, y asi, induce un
morfismo de gavillas:

B:0pyp — Cp.

(3): De hecho, B es un eptmorfismo con nicleo Op, y asi se tiene una
sucesion exacta corta de gavillas en X:

0— Op — Opyp 2= Cp — 0.

En efecto, que (3 es epimorfismo es obvio.

Para ver que ker() = Op, claramente se tiene que Op C ker(f) ya que
si s € Op(U) entonces ordp(s) < —k, i.e., c_x—1 = 0 en la expansién de
Laurent de s alrededor de p.

Ahora, si 300 _, 1 cn 2", k = D(p) € Z, entonces ordy(s) > —k — 1,
i.e.,ordp(s) < —k = —=D(p) y asi (s)(p) < —D(p), y claramente para toda
T # p se tiene que (s)(z) < —D(z) (ya que P(z) = 0 si £ # p) y entonces
(s)<-D,ie.,s€0py asi kergC Op.

(4): La sucesiéon exacta corta de gavillas (3) induce la sucesién (larga) de
cohomologia:

0— H°(X,0p) — H%(X,0Op4+p) — H°(X,Cp) — H(X,0p) —
Hl(X)OD+P)—‘ 0

ya que H'(X,Cp) = 0 por (5.26).

Corolario 5.27 Sean X un a superficie de Riemann compacta, y D <
D’ divisores en X. Entonces, la inclusién natural Op — Op: induce un
eptmorfismo:

HY(X,0p) — H(X,0p') — 0.



5.2. El Teorema de Riemann-Roch 207

DEMOSTRACION: Como D < D’ entonces D' = D+ Py + --- + P, con
P; € X puntos (que pueden ser repetidos). Induccién sobre el nimero n:

(1): n=1: Asi D' = D + P y el epimorfismo deseado es precisamente el
de la observacién (4) anterior:

f{l(xroD) =* Hl(xroD+P) — 0.
(2): Claramente el morfismo H(X,0p) — H'(X,Op') se factoriza como:
HY(X,0p) = H'(X,0p+p,) = H'(X,0p4p+p,) = - — H'(X,0p)

y el resultado se sigue por induccién, ya que en esta factorizacién, cada
flecha es un epimorfismo por (1). Q.E.D.

Usaremos la notacién h?(X,0p) = dimcH¢(X,0Op). Parte del Teo-
rema de Riemann-Roch que probaremos a continuacién nos dice que estas
dimensiones son finitas si X es compacta.

Riemann habia observado, en la notacion y terminologia actual, que si
X es una superficie de Riemann compacta de género g, entonces

h°(X,0p) > deg(D) — g + 1,

y Roch, un estudiante doctoral de Riemann, estudié la posibilidad para te-
ner laigualdad en la desigualdad de Riemann anterior. El término necesario
para tener la igualdad resulté ser h'(X,0p), y el Teorema de Riemann-
Roch que probaremos nos dice precisamente esto:

h°(X,0p)— h'(X,0p) =deg(D)+1—g¢

para X compacta de género g.

El término de la izquierda en la férmula anterior, es la caracteristica de
Fuler de X, y de acuerdo a nuestras construcciones, es un invariante que
toma en cuenta la estructura compleja de X. El término de la derecha es
un invariante topoldgico-algebraico “crudo” de X.

Teorema 5.28 (Riemann-Roch) Sea X una superficie de Riemann com-
pacta de género g. Sea D un divisor en X. Entonces:

(i): H°(X,0p) y HY(X,0Op) son C-espacios vectoriales de dimensiin
finita.

(ii): h°(X,0p) — h'(X,0p) = 1 — g + deg(D).
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DEMOSTRACION: (a): El teorema es cierto para el divisor D = 0 ya que
entonces Qo = O y asi, h°(X,00) = 1, h}(X,00) = g por definicién, y
deg(0) = 0.

(b): Sea D € Div(X) un divisor arbitrario y sea p € X un punto. Sea
D'=D+ P.

Probaremos ahora que si el teorema es verdadero para uno de los divi-
sores D 6 D’ entonces también lo es para el otro:

En efecto, considerando la sucesion larga de cohomologia asociada a la
sucesion exacta corta:

() ot By s Qs o Cp =20,

0— HO(X,OD) — Ho(4Y,OD¢) — HO(X,CP) )y [:[1(4Y,0D) —
HY(X,0p:) — 0,

y poniendo V = Im(H°(X,Op) LR C) = ker(é), se obtienen las sucesio-
nes exactas cortas:

(1) 0— AH%X,0p) — H(X,0p/) =V =0
(2) 0—-C/V — HY(X,0p) = H(X,0p:) =0
(3) 0-V-C—C/V -0

De la sucesién (3) se obtiene:
(4) dimV + dimC/V =1 = deg(D’) — deg(D)

yaque D'=D+ P.

Asi la ecuacion (4) nos dice que dim(V) y dim(C/V) son finitas.

Consecuentemente, las sucesiones (1) y (2) nos dicen que si una de las
h9(X, —) es finita también lo es la otra.

Mis ain, (1) implica que A°(X,0p:) = A% X,0p) + dim(V) y (2)
implica que h!'(X,0p) = h}(X, Op/) + dim(C/V). Asi, sumando estas dos
igualdades se obtiene:

hO(X,ODI)+hl(X,OD) hO(X,OD)+hl(X,ODf)+1

h%(X,0p) + h'(X,0p:) + deg(D’) — deg(D)
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por (4). Se sigue que:
h°(X,0p:) — h'(X,0p/) — deg(D’') = h°(X,0p) — h' (X, Op) — deg(D).

Asi, si la férmula de Riemann-Roch es valida para alguno de los divisores
D 6 D' = D + P (es decir, si uno de los lados de la igualdad anterior es
1 — g) entonces también es verdadera para el otro divisor.

(c): los incisos (a) y (b) implican que el Teorema es verdadero para
todo divisor D > 0.

(d): Sea Ahora D un divisor arbitrario en X. Entonces, D se puede
escribir como:

D=P1+"'+Pm—Pm+l—"'—Pm+n

con P; € X puntos.
Por el inciso (c), el Teorema es vélido para el divisor D’/ = Py +-- -+ P,,.
Ahora, 81 D' := D' — Ppyyy ie., D' = D" + Ppyg, por el inciso (b) el
Teorema también es cierto para D”.
El resultado se sigue por induccidn sobre n. Q.E.D.

Definicién 5.29 Obsérvese que como h!(X,0p) > 0, de la férmula de
Riemann-Roch se sigue que:

h%(X,0p) 2 1 - g + deg(D),

la desigualdad de Riemann.
Se suele usar lanotacién £(D) := Op, y £(D) = dim¢L(D) := h%(X, Op).

Esta desigualdad tiene como consecuencias importantes algunos teore-
mas cldsicos:

Teorema 5.30 Sea X una superficie de Riemann compacta de género g, y
sea ¢ € X un punto. Entonces,ezisle una funcion meromorfa no constante
f en X, la cual tiene un inico polo en q de orden a lo mds g + 1.

DEMOSTRACION: Sea D : X — Z el divisor dado por

_Jg+1 siz=gq
2L '_{ 0 siz#yq.

Entonces, deg(D) = g + 1, y asi de la desigualdad de Riemann se tiene
que:
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h%(X,0p) > 1-g+(g+1)=2

es decir, dimcH%(X,0p) > 2 asi existe f € H°(X,0p) = Op(X) una
funcidn meromorfa no constante.

Por definicién de Op(X) se tiene que (f) > —D y asi para z = ¢ se
tiene que (f)(q) > —D(q) = —(g + 1), i.e,, —orde(f) > —(¢g + 1), ie,
ordg(f) < g+ 1.

Mas ain, para z # ¢ se tiene (f)(z) > —D(z) = 0, i.e., f es holomorfa
en todo z # ¢. Q.E.D.

Este teorema se puede reformular como:

Corolario 5.31 Sea X una superficie de Riemann compacta de género g.
Entonces, eziste erisle una aplicacion cubriente holomorfa (posiblemente
ramificada) p: X — P! con a lo mds g + 1 hojas.

DEMOSTRACION: Por el teorema previo, existe una funcién meromorfa no
constante p : X — P! con un tnico polo de orden < g + 1, en un punto
a € X. Asi, el punto oo € P! es tomado por p con multiplicidad < g + 1.

Como p : X — P! es holomorfa, no constante, y propia porque X es
compacta, por (2.29) el mimero de hojas de p: X — P! es < g+ 1. Q.E.D.

Corolario 5.32 Toda superficie de Riemman compacla de género 0 es iso-
morfa a la esfera de Riemann P'.

DEMOSTRACION: Si el género de X es g = 0, por el colorario previo existe
una aplicacién cubriente holomorfap : X — P! con alo mas0+1 = 1 hoja.
Es decir, p: X — P! es cubriente con una sola hoja y por lo tanto tiene
que ser un biholomorfismo. Q.E.D.

En (5.17) se demostré la existencia de funciones meromorfas no cons-
tantes en una superficie de Riemann compacta, con polos sélo en puntos
prescritos de antemano. La mejora introducida aqui por el teorema (5.30)
es que el orden del polo que puede prescribirse, puede ser estimado, inde-
pendientemente del punto g, por el género g de X.
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5.3 El Teorema de dualidad de Serre.

En esta seccion demostramos el Teorema de dualidad de Serre que establece
un isomorfismo natural entre el dual del (C-espacio vectorial) grupo de
cohomologia H!(X,O(—D)), donde D es un divisor dado en X, y el grupo
(C-espacio vectorial) de formas diferenciales H°( X, )( D)), donde Q(D) es
la gavilla de 1-formas diferenciales multiplos del divisor —D:

H(X,(D)) = HY(X,0(-D))"*

Este isomorfismo, que manda una l-forma w € Q(X) = I'(X, (D)) a
la funcional lineal O(w) := H!(X,O(-D)) — C se define como el residuo
de una cierta 1-forma obtenida a partir de w. Comenzamos entonces con
la definicion y propiedades del residuo de 1-forma diferencial:

El Residuo. Sea X una superficie de Riemann y sean Y C X un abierto,
P €Y un punto y w una 1-forma holomorfaen Y —{p}. Sea (U, z) una carta
coordenada alrededor de p tal que U C Y y z(p) = 0. Entonces, en U — {p}
podemos representar w como w = fdz con f € O(U,—{p}). Consideremos
entonces la expansion en serie de Laurent de f alrededor de p, con respecto
a la coordenada local z:

00

F= 3 ens™,
- 00

Si ¢, = 0 para todos los n < 0, entonces f tiene una singularidad
removible en p y asi f se puede extender holomérfamente a todo Y. En
este caso diremos que w tiene una singularidad removible en p.

Si existe un N < 0 tal que ¢, = 0 para todo n < N y ¢y # 0, entonces
f tiene un polo (de orden N) en p, y diremos que la 1-forma w tiene un
polo de orden N en p.

Si ¢, # 0 para un nimero infinito de n < 0, diremos que w tiene una
singularidad esencial en p.

El coeficiente c_ se llamael residuo de l1a 1-formaw en p, y lo denotamos
por

c_1 = Resp(w).

Esta definicion se hizo en términos de la carta (U,z) de X alrededor
de p. El lema siguiente nos dice que en realidad no depende de la carta
elegida:

Lema 5.33 Con la notacién anterior. El residuo Resp,(w) no depende de
la eleccion de la carta (U, 2).
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DEMOSTRACION. Sea V una vecindad abierta de p € X, y supongamos que
w = fdz, donde f € O(U — {p}). Entonces,
(1): Si f € O(V — {p}), entonces el residuo de df en p es cero, y por lo
tanto es independiente de la carta.

En efecto, si (U, z) es una carta alrededor de p tal que z(p) = 0, y si

es la expansion de Laurent de f alrededor de p, entonces

df = ( io: nc,,z"") dz,

y por lo tanto el coeficiente de z='dz es 0- co = 0, i.e., Resp(df) = 0.

(2): Si ¢ es una funcién holomorfaen V que tiene un cero de primer orden
en p, entonces, Res,(¢~'dg) = 1, y por lo tanto es independiente de la
carta elegida.

En efecto, si (U, z) es una carta alrededor de p con z(p) = 0, entonces

é=1=z h)
donde h de holomorfaen p y no se anula alld. Entonces,

d¢ = h dz + zdh,

d¢ _ hdz + zd" _dz @

¢ zh z h

Ahora, como h(p) # 0, la forma diferencial h~!dh es holomorfa en p y
por lo tanto tiene residuo cero.

Asi,
d d
RA?SP (-gi) — RCSP (72) =]

(3): Usando (1) y (2) terminamos la demostracién: Si (U, z) es una carta
cualquiera alrededor de p € X tal que z2(p) = 0,seaw = fd z y sea

= i Cnz"

n=-o00
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su expansion de Laurent alrededor de p.
Pongamos ahora

-2

9= 3 n-;-.l n+1+zn+1

n=-—00

Claramente,
w=dg+c_,z"tdz,

con g holomorfaen U — {p} y z con un cero de primer orden en p. De (1)
y (2) se sigue que

Resp(w) = Resp(dg) + c—1Resp(z7'd¢) =0+ c—y = ¢y,
el cual no depende de la carta elegida. Q.E.D.

Se sigue que si p € X, podemos elegir una carta coordenada (U, z)
alrededor de ptalque z(p) = 0y z(U) C C es un disco pequeiio A, alrededor
del 0 € C y entonces para w = f d z en este disco se tiene que

1

Resp(w) = Il

fd:z
a
Teorema 5.34 (Teorema de Residuo) Sea X una superficie de Riemann
compacta y sean py, . .., P, puntos distintos de X. Sea X' := X—{py,...,Pn}.
Entonces, para toda I-forma holomorfa w € Q(X') se tiene que

z Resp, (w) = 0.

k=1

DEMOSTRACION. Escojamos cartas coordenadas (Uy, zi) alrededor de cada
px tales que cada zx(pr) = 0 y cada zx(Us) es un disco A en C, y tales
que UjNUx = ¢sijFk.

Ahora, para cada k escojamos unra funcién f; con soporte compacto
Supp(fr) C Uk y tal que exista una vecindad abierta U; C Uy de px con
f"lu," = 1. Sea

g=1-(fi+--+ 1)

Entonces, g|U‘ = 0, y por lo tanto ¢ -w puede ser extendida al punto p:
asignandole el valor cero, y asi podemos considerar a gw como elemento de
EM)(X) con soporte compacto. Por el Teorema de Stokes se tiene que

(1) [/ dar=0.



214 Capitulo 5. Superficies de Riemann Compactas

Ahora, gw =(1-(fi+ -+ fo))w =w— fiw —--- — faw, y entonces
d(gw) = dw—Zd(f‘,w).
k=1

Pero, w holomorfa en X' implica dw = 0 en X’; y en U; N X' se tiene
que fiw = w y por lo tanto d(frw) = 0. Asi, d(frw) se puede ver como un
elemento de £(2)(X) cuyo soporte es un subconjunto compacto de Uy —{p; }.
De (1) y (2) se sigue que

3) ,,Z_: [ [ anam=o0

Entonces, para terminar la demostracion basta probar que:

//x d(frw) = —2miRes,, (w).

Para esto, observemos que como el soporte de d(frw) estd contenido
en Uy, entonces basta integrar sobre Uy, y usando la carta z; podemos
identificar U con el disco Ax (al que podemos suponer de radio 1 centrado
en el origen). Escojamos ry R tal que 0 < r < R < 1y tal que

Supp(Fi) C {zk : |zl < R} ¥y filiawtznicry = 1.

/] cpen )
/|1~I=Rfkw_~/lul=r frw
o—/ml:rw

= —2miRes,, (w),

Entonces

[ [awar=[[ i)

la dltima igualdad por la observacién antes del enunciado del teorema.
Q.E.D.

Un teorema de anulamiento. Usando la desigualdad de Riemann (5.29)
mostraremos que para todo divisor D en una superficie de Riemann com-
pacta X y para todo punto p € X, los grupos de cohomologia H!(X,O(D+
np)) se anulan para n suficientemente grande. Como consecuencia inme-
diata probaremos que H!(X, M) = 0. Comenzamos con el siguiente lema:
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Lema 5.35 Sean D, )’ divisores en una superficie de Riemann compacia
X. Si D < D' entonces h'(X,0(D’)) < h}(X,O(D)).

DEMOSTRACION. Consideremos la sucesion exacta corta de gavillas
(%) 0—0(D)—O0D)—Q—0

donde Q es la gavilla cociente O(D’)/O(D).
Observemos que el soporte dela gavilla Q esel soporte del divisor D'—D
y por lo tanto @ tiene soporte finito. Se sigue entonces que

H'(X,Q) =0,

y por lo tanto, de la sucesién exacta larga de cohomologia asociada a (*)
se obtiene un epimorfismo

..— HY(X,0(D)) — H'(X,0(D")) = 0,
yen consecuencia

dim¢ H'(X,0(D")) < dimgjs ¢ HY(X,0(D)). Q.E.D.

Ahora, sean D un divisor en X, p € X un punto y n > 0 un entero
fijo. Observemos que cada funcién f € I'(X,O(np)) induce un morfismo
¥y : O(D) — O(D+np) dado, en las fibras, por: h; — f;-h;. Es claro que
si f #0, el morfismo ¥, es inyectivo, y asi podemos considerar la sucesion
exacta corta de gavillas:

0 — O(D) ¥4 O(D + np) — Q(¥;) — 0,

donde Q(ty) es la gavilla cociente O(D + np)/¥;O(D). Como en el lema
anterior, la gavilla Q(3;) tiene soporte finito y por lo tanto H!( X, Q(yy)) =
0, y se tiene un epimorfismo

e — HI(X,O(D))ﬂo H'(z,0(D +np)) =0

de C-espacios vectoriales.
Si f =0, se define ¥y =0.

Lema 5.36 La funcidn
¥ : (X, 0(np)) — Homc(H'(X,0(D)), H' (X, O(D + np))

dada por f — ¢y, es C-lineal.



216 Capitulo 5. Superficies de Riemann Compactas

DEMOSTRACION. Comenzamos describiendo las funciones 1y usando di-
rectamente la definicién de los grupos de cohomologia de Cech.
Sea U = {U;}ies una cubierta de X y consideremos los grupos de 1-
cocadenas
C'U,0(D)) = [ I'(Ui;,0(D))

5,J

C'(U,0(D + np)) = [[T(V:;,0(D + np)).
8.J
Para cada f € I'(X,O(np)) y el morfismo correspondiente ¥; : O(D) —

O(D + np) dado por hy +— f; - h;, se tienen los, morfismos en las secciones
correspondientes,

(%) ¥y (i, j) : T(Uij,0(D)) — T'(Ui;, O(D + np))

dados por h — (flv,,) - b, para cada i,j € I. Pasando al producto directo
se tiene un morfismo entre los grupos de cocadenas

¥y = (yy(i,5)) : C'(U,0(D)) — C'(U,O(D + np)),

el cual esel que induce el morfismo ¢y : H'(X,0(D)) — H!(X,O(D+np)).
Ahora, para cada f,g € I'(X,O(np)) y cada a,b € C, de la definicién (*)
se tiene que (para toda i,j € I):

¢a1+bg(i»j) = (11/)](1,]) + bwg('r.])v

y por lo tanto
\I’af-f-bg = a\Il; + b‘]’g,

y consecuentemente ¥,5489 = athy + bthg. Q.E.D.

Una consecuencia del lema previo y de la desigualdad de Riemann (5.29)
es el siguiente teorema de anulamiento, que serd hecho mas preciso, una vez
que hayamos probado el teorema de dualidad:

Teorema 5.37 Sean D un divisor de X y p € X un punto. Entonces,
HY(X,0(D + np)) = 0

para todos los n > (h1(X,0(D))? + g.

DEMOSTRACION. Pongamos d := h!(X,O(D)). Por el lema (5.35),

RY(X,0(D +np)) < d
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para toda n > 0. Asi, el C-espacio vectorial
Home(H(X, (D)), H'(X,0(D + np))

tiene dimensién < d?, y d no depende de n.
Ahora, para el divisor np de X, se tiene la desigualdad de Riemann:

lnp)>n+1-—g.
Por lo tanto, si n > d? + g, la aplicacién C-lineal.
¥ : [(X,O(np)) — Homc(H'(X,0(D)), H'(X, O(D + np)))
no es inyectiva ya que

dimc¢[(X,0(np)) > n+1-g>d?+1
> dim¢ Homc(H'(X,0(D)), H} (X, O(D + np))).

Asi, para n > d? + g existe f # 0 en ['(X,O(np)) tal que ¢y = 0. Pero
como f # 0 implica que ¢y debe ser un epimorfismo, entonces se debe tener
que H(X,0(D + np)) = 0. Q.E.D.

Una consecuencia inmediata es:

Teorema 5.38 Sea X una superficie de Riemann compacla. Entonces,

HY(X,M)=0.

DEMOSTRACION. Sea € € H!(X, M) una clase de cohomologia arbitraria.
Sea U = {U;} una cubierta finita de X y sea £ € ZY(U, M) un cociclo que
representa a . Sea V = {V;} un encogimiento de U, i.e., cada V; C U;. Asi,
si &€ = (fij) € Z'(U, M) entonces

EI =€y = (file.'ﬂV.‘) € Zl(va)

también es un representante de £.

Ahora, como cada V; C U;, cada funcién f;; tiene un nimero finito de
ceros y polos en V;; = V;NVj. Asi, el nimero total de polos de todas las f;;
es finito. Entonces, existe un divisor D tal que &' € Z!(V,O(D)). Sea |D|
el soporte del divisor D, i.e., el conjunto de puntos que tienen coeficiente
(peso) distinto de cero. Sea p € X — |D|.

Como O(D) C O(D + np) para toda n > 0, entonces £’ € Z}(V,O0(D +
np)) para toda n > 0. En particular, para n > d?> + g y para d =
h'(X,0O(D)), como por el teorema previo H!(X,O(D+ np)) = 0, entonces
€ € Z1(V,0(D + np)) debe ser cohomdlogo a cero con respecto a la gavilla
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O(D + np), pero como O(D + np) C M entonces £’ también es cohomdélogo
a cero con respecto a la gavilla M, i.e., como elemento de ZY(V,M). Por
lotanto £ =0y asi H'(X, M) =0. Q.E.D.

Adéles. Antes de proceder al teorema de dualidad, siguiendo a [Sérre]
interpretaremos al espacio vectorial

I(D) := H'(X,0p)

en términos del lenguaje de adéles o reparticiones de Weil. Recordamos
primero los conceptos necesarios:
En el producto directo
H MX,::

T€X

consideremos el subanillo A dado por:
A ={(fr)rex : f- €EOx paracasitoda z€ X}.

Los elementos de A se llaman adéles o reparticiones, y claramente A es una
C-algebra.
Ahora, si D es un divisor en X, pongamos

A(D) = {(f.r) €EA: f:: € OD,J:})

es decir, (fz) € A(D) si y sélo si ord;(f;) > —ord.(D). Es obvio que A(D)
es un C-subespacio vectorial de A.
Nétese que al hacer variar D sobre el conjunto ordenado Div(X), los
anillos A(D) forman una familia filtrada cuya unién es todo A.
Comenzamos identificando el espacio vectorial cociente A/A(D): Con-
sideremos la sucesion exacta:

0—-0p—=M-—-=M/Op—0,

y observemos que la gavilla cociente Qp := M/Op es una gavilla rasca-
cielos ya que toda seccién s de Qp sobre un abierto V C X tiene soporte
discreto en U, i.e., dado ¢ € U existe un abierto V' C V vecindad de z tal
que s = 0Oen U’ —{z}. Ahora, comocada fibra Qp : es isomorfa al cociente
M /Op z, se sigue que el C-espacio vectorial de secciones globales Qp(X)
es naturalmente isomorfo a la suma directa de los Qp z, i.e.,

QD(X) ~ @ M::/OD,: ~ @ M:/ @ OD,:-
e X T€X z€X

Observemos ahora que como, por definiciéon de suma directa, todo ele-
mento de @, x Mz es un elemento (f;) € [[ ¢ x M tal que casi todos
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los f = 0 (y similarmente, los elementos de P, x Op - son elementos
(hz) € [l:ex Obp,= tal que casi todos los h; = 0), entonces se tiene una

C-inyeccion natural
D M. 4

que manda @, x Op,z en A(D), e induce in C-isomorfismo
Qo(X) = P M./ P Op.. ~ A/AD).
z€eX zeX

Por otra parte, observemos que a toda funciéon meromorfa f € Mx le
podemos asociar un adéle (f(z)) € A mediante f; := f para todaz € X
(como f es meromorfa sélo tiene un nimero finito de polos y asi f € Ox,z
para casi toda £ € X), y por lo tanto se tiene una inyeccion

Mx — A,

y es claro que Mx N A(D) = Op(X).
Usando que H!(X, Mx) =0, (5.38), probaremos el resultado principal,
en este contexto:

Proposicién 5.39 Para todo divisor D en X, eziste un C-isomorfismo
natural

I(D) := H'(X,0p) ~ A/(A(D) + Mx).
DEMOSTRACION. Consideremos la sucesién exacta corta
0—-0p +Mx - Qp —0,

y la sucesion exacta de cohomologia asociada:
0 — I'(X,0p) — I'(X, Mx) > I'(X, Qp) = HY(X,0p) — H'(X, Mx) —

Por (5.38), H!(X,Mx) = 0, por lo que

(1): HY(X,0p) =~ I'(X,Qp)/im (¢), donde, por definicién de Qp =
M x/Op, se tiene que

(2): im (¢) = Mx/Op(X), y si ahora recordamos que
(3): Qp(X) =~ A/A(D), y que
(4): Mx N A(D) = Op(X),
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sustituyendo estos tltimos isomorfismos en (1) obtenemos

A/A(D)
Mx [(Mx NA(D))
A/A(D)
A(D)/(Mx + A(D))

I(D) = HY(X,0p) =

~ A/Mx + A(D)
como se queria demostrar.

El dual del espacio de clases de adéles I(D). Sea J(D) el dual del
C-espacio vectorial I(D) ~ A/(A(D) + Mx). Asi, los elementos de J(D)
son formas C-lineales en Homg(I(D),C) a las que podemos pensar como
elementos de Homg( A4, C) que se anulan en A(D) y en Mx.

Observemos ahora que con el producto natural definido mediante: si
(fz), (g9z) € A se define (f;) - (9z) = (fz9z), entonces A es una C-élgebra,
y mas ain, es un algebra sobre el campo M x C A.

También, si definimos

Mx x Homg(A, C) — Homg(A, C)
mediante (f,$) — f - @, donde (f - ¢)(9z) := #((f) - (9z)), para (9z) € A,

entonces claramente Homg(A, C) es un M x-espacio vectorial.
Observemos ahora que si D' > D entonces A(D') D A(D), y conse-

cuentemente J(D’) C J(D), y por lo tanto los C-espacios J(D) forman una

familia filtrada decreciente. A la unién de toda esta familia la denotamos:

J:=J JD).

DEDiv(X)

Asi, J es un C-espacio vectorial filtrado por los subespacios J(D).
Ahora, dado f € Mx y a € J entonces, sea D € Div(X) tal que a € J(D)
y pensemos a a como una forma C-lineal & : A — C que se anula en A(D)
y Mx como antes. Usando a f € M x definimos ahora la forma C-lineal

fa: A= C

mediante fa(h;) := a(f - hz).

Es claro entonces que como a se anula en M x entonces fa se anula en
Mx también. Mas ailn, como a se anula en A(D) entonces fa se anula
en A(D + (f)) ya que si (h;) € A(D + (f)) entonces h: € Opy(y)- por
definicidén, y asi ordz(h;) > —ord (D + (f)) = —ord;D — ord;(f), i.e.,
ordz(hz) + ord;(f) > —ord. D, i.e., ordz(f - h;) > —ord;D, i.e., (f - hz) €
A(D), y por lo tanto a(fh;) = 0, ie., fa(h;) = 0, i.e., fa se anula en
A(D + (f)). Se sigue inmediatamente que:
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Lema 5.40 La operaciéon Mx x J — J dada por (f,a) — f -a provee al
C-espacio vectorial J la estructura de espacio vectorial sobre Mx .

La proposicion siguiente es el punto clave en la demostracion del teorema
de dualidad, y en su demostracién se usa fundamentalmente la desigualdad
de Riemann (5.29):

Proposiciéon 5.41 La dimensidn de J como M x -espacio vectorial es < 1.

DEMOSTRACION. Argumentamos por contradiccién: Supongamos que exis-
ten dos elementos a, a’ € J linealmente independientes sobre M x. Como
J es la unién de la familia filtrada J(D), existe un divisor D tal que a,
a’ € J(D).

Ahora, sea p € X un punto fijo. Para cada f € O(n - p)(X) se tiene
que D —np < D+ (f) y por lo tanto J(D + (f)) C J(D — np), y como por
las observaciones previas al Lema (5.40) se tiene que f - a € J(D + (f)),
entonces f-a € J(D — np). Similarmente g - o’ € J(D — np) para toda
g € O(np)(X). Se sigue que la aplicacién C-lineal

My ®Mx —J

dada por (f,g) — fa + ga’, induce al restringirnos a O(np)(X) C My, la
aplicacion C-lineal

(1) O(np)(X) ® O(np)(X) — J(D — np),

para cada n € Z. Mas aln, como por hipétesis a y o' son linealmente
independientes sobre M x, si fa + ga’ = 0 entonces f =0 =g, i.e., (1) es
una apicacion inyectiva. Pero esto implica que

(2) 2 dimg O(np)(X) < dimg J(D — np)

para toda n € Z.
Ahora, de la desigualdad de Riemann (5.29) se sigue que

(3) dimg O(np)(X) = €(np) > deg(np) +1 —g=n+1-g,

y mas ain, como deg(D — np) = deg(D) — n, para n > deg(D), se tiene que
deg(D — np) < 0 y asi por (5.37) se tiene que (D — np) = 0.

Ahora, como J(D — np) es el dual de I(D — np) = H(X,O(D — np)),
entonces, de la versién preliminar de Riemann-Roch (5.28):

h°(X,0(D ~ np)) — h'(X,0(D - np)) = deg(D —np) + 1 - g,
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se sigue que para deg(D—np) < 0, que £(O(D—np)) = h°(X, O(D-np)) =
0, y asi

dimg¢ J(D—np) = dim¢ [(D—np) = h'(X,0(D—np)) = g—1—deg(D—np),

e,

(4) dimg J(D —np) =g —1~degD +n,

para n > degD.
De (3) y (4) se sigue que (para n > deg(D)):

2dimg O(np)(X) > 2n+2(1 —g) > n+(9—1) —deg(D) = dim¢ J(D—np),

donde la desigualdad estricta se da para n suficientemente grande ya que
tanto g como deg(D) son constantes.
Pero, la desigualdad

2 dimg O(np)(X) > dimg J(D — np)

contradice la desigualdad (2), y por lo tanto a y o’ deben ser linealmente
dependientes. Q.E.D.

Mas adelante probaremos que J tiene dimension exactamente 1.

El Teorema de dualidad. Usando la estimacion dimpyg, J < 1, y las
propiedades del residuo (5.33) y (5.34) probaremos ahora el teorema de
dualidad de Serre. Comenzamos definiendo un producto escalar ( , ) entre
formas diferenciales meromorfas globales w € M(1)(X) y adéles r = (r;) €
A mediante la formula

(w,r) = Z Res;(r;w;) € C.

T€X

Nétese que como para casi toda z € X, rzw, € €2, los residuos Res;(r;w;) =
0 para casi toda z € X, y asi la suma anterior es finita. Este apareamiento
tiene las propiedades siguientes

Lema 5.42 El apareamiento (,) : M()(X) x A — C satisface:
1. Es C-bilineal.
2. SiheMx, (hw,r) = (w,hr)
3. Siw € QD)(X) yr € A(—D) entonces (w,r) =0.
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4. St h€ Mx entonces (w, h) =0 para todo w € MO(X).

DEMOSTRACION. (1) y (2) son directos de la definicién. Para (3), si w €
Q(D)(X) y r =(rz) € A(—D), entonces

ord;(r;w;) = ordz(rz) + ord;(w;) > ord (D) — ord-(D) = 0,
es decir, para todo z € X, r,w € Q,, y por lo tanto Res;(r;w) = 0 para
todo z € X, y asi (w,r) =0.
Para (4), si h € Mx C A, como hw € M)(X), entonces es suficiente

probar (4) para h = 1 (la funcién constante 1). Pero en este caso, el
resultado no es otro que el Teorema del Residuo (5.34):

) Res;(w;)=0. QED.
T€X
El apareamiento (, ) : M(})(X)x A — Cinduce una aplicacién C-lineal
(1) MI(X) — Homg(A, C)

mediante w — w* donde w* : A — C esta dada por w*(r) := (w,r). Mds
ain, como tanto M(1)(X) como Homc(A, C) son M x-espacios vectoriales,
de hecho la aplicacién (1) es Mx-lineal: en efecto,si h € Mx, r € Ay
w € M((X), entonces por la parte (2) del lema previo y por definicién de
hw* se tiene que

(hw)*(r) := (hw, 1) = (w, hr) = w*(hT) = hw*(r),

le., (hw)* = hw*, como se queria probar.

Finalmente, observemos que por la parte (4) del lema previo, Mx C
ker (w*). Mas ain, por la parte (3) del mismo lema, se tiene que si w €
Q(D)(X), entonces A(—D) C ker (w*). Asi, si w € Q(D)(X), entonces w*
induce una aplicaciéon C-lineal,

Op(w) : A/(A(=D) + Mx) — C,

y como I(—D) ~ A/(A(=D) + Mx) por (5.39), entonces si w € 2(D)(X),
se tiene que Op(w) € I(—D)* := J(-D). Asi, para cada divisor D en X,
existe una aplicaciéon C-lineal

Op : Q(D)(X) — J(-D),
que se extiende en forma tunica a una aplicacién C-lineal
0 : MM(X) = J,

notando para esto que siw € Q(D)NQ(D')(X), entonces Op(w) = Op+(w)
en J.
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Lema 5.43 La aplicacién © : M((X) — J es el Mx-lineal, y si O(w) €
J(=D), entonces w € Q(D)(X).

DEMOSTRACION. Que O es el M x-lineal se sigue de la definicién de la es-
tructura de M x-espacio vectorial de J (lema (5.40)) y de la M x-linealidad
de la aplicacién (1).

Supongamos ahora que ©(w) € J(—D) pero w & Q(D)(X). Entonces,
existe un punto p € X tal que ordp(w) < ordp(—D). Pongamos n =
ordy(w) + 1, y consideremos el adéle r definido mediante:

1‘,:={0 siz#p

t™" siz =p,

donde t es una coordenada local en p € X.
Claramente ordy(rpwp) = —1, y por lo tanto

(*) 0 # Resp(rpwp) = w*(r) = (w, ).

Ahora, como n < ord,(—D), entonces r € A(—D), y por lo tanto (*) es
una contradiccién ya que O(w) € J(—D) quiere decir que w* se anula en
A(-D), en particular w*(r) = 0. Q.E.D.

Como una consecuencia se tiene:

Proposicién 5.44 Las aplicaciones © : M()(X) = J yOp : Q(D)(X) —
J(—D) son isomorfismos.

DEMOSTRACION. (1): © es inyectiva: en efecto, si ©(omega) = 0, entonces
para todo divisor D en X, 0 = O(w) € J(—D), y asi por el lema anterior
w € Q(D)(X) para todo D € Div(X). Pero como ()p QD)(X) = 0,
entonces w = 0.

(2): © es suprayectiva: en efecto, como M()(X) # 0y como por
(5.41) dima, (J) < 1, entonces el M x-monomorfismo © debe de ser au-
tomaticamente suprayectivo.

(3): Sea D un divisor de X. Como O es inyectivo, su restriccién ©p a
Q(D)(X) también lo es.

(4): Finalmente, si « € J(—D) como O es suprayectivo seaw € MO)(X)
su preimagen bajo ©. Por el lema (5.43) previo se tiene w € YD)(X) y
asi Op es suprayectivo. Q.E.D.

El teorema de dualidad es una consecuencia de la proposicién (5.44)
anterior y de la proposicién (5.39) que identifica I(D) := H!(X,0p) con
A/(A(D) + Mx):
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Teorema 5.45 (Dualidad de Serre) Sea X una superficie de Riemann
compacta y sea D un divisor en X. Entonces, eziste un C-isomorfismo
natural.

H(X,Q(D)) = HY(X,0(-D))".
DEMOSTRACION. Por (5.39) existe un C-isomorfismo:;
HY(X,0(-D) ~ A/A(-D) + Mx.
Pasando a los duales se tiene un C-isomorfismo
(1) J(=D) = H'(X,0(-D))",
y por la proposicién previa existe un C-isomorfismo
2) Op : D)(X) = H(X,Q(D)) — J(~D).
La composicién de (1) y (2) da al isomorfismo deseado. Q.E.D.

El Teorema de Riemann-Roch. Usando el Teorema de Dualidad de
Serre que implica igualdad entre las dimensiones:

h'(X,0(D)) = h°(X,Q(-D)),
podemos reformular el teorema de Riemann-Roch (5.28) como:

Teorema 5.46 (Riemann-Roch) Sea X una superficie de Riemann com-
pacta de género g , y sea D un divisor en X. Entonces,

R°(X,0(D)) — h%(X,Q(—D)) =1 — g + deg D.

Para obtener la versién final del Teorema de Riemann-Roch, probaremos
primero que si K = (w) es un divisor candnico (5.24) en X, entonces se
tiene un isomorfismo de gavillas

O(K)—Q
dado por f+— fw. Esto es un caso especial de:

Proposicién 5.47 (Reciprocidad de Brill-Noether) Sea X una super-
ficie de Riemann compacta y sean D, E divisores en X yw € Q'(X) una
1-forma holomorfa no trivial tales qye D — E = (w). Entonces,

O(D)~QYE) y O(E)~Q(D).
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DEMOSTRACION. Multiplicacién por w induce un morfismo O(D) — Q!(FE)
dado por f — fw. Nétese que si (f) > —D entonces

(fw)=(f)+(w)>-D+ D—-E=-F,

y asi fw € Q!(E). Es claro que esta funcién es C-lineal.

Ahora, la funcién Q!(E) — O(D) dada por divisién por w, f +— f/w es
claramente un inverso del C-morfismo previo. Nétese que como (f) > — E,
entonces

(flw)=(f)-(w)2-E-D+E2>-D,
i.e., f/lw € O(D).

Para el segundo isomorfismo las funciones correspondientes son

O(E) — Q'(D), fr flw
QY(D) — O(E), f fw. Q.E.D.

Poniendo D = K y F =0, y recordando que Q(0) = 2, obtenemos:

Corolario 5.48 Si X es una superficie de Riemann compacta y K = (w)
es un divisor candnico en X, entonces

O(K)= Q.

Finalmente, de Q@ =~ O(K) se sigue que Q(—D) =~ O(K — D) para
cualquier divisor D en X, y asi

(%) h°(X,0(K - D)) = h°(X,Q(-D)) = h'(X,0(D)),

la dltimaigualdad por el Teorema de Dualidad de Serre. Si ahora escribimos
(D) := h°(X,0(D)),

de (5.28) y de (*) obtenemos la versién final del Teorema de Riemann-Roch:

Teorema 5.49 (Riemann-Roch) Sea X una superficie de Riemann com-
pacta de género g y sea D un divisor en X. Sea K un divisor candnico en
X. Entonces,

¢D)— €K —-D)=1-g+deg D.

Una consecuencia inmediata es el calculo del grado del divisor canénico
en una superficie de Riemann:
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Teorema 5.50 Si K = (w) es un divisor candnico en una superficie de
Riemann compacta X de género g, entonces

deg K = 29 — 2.

DEMOSTRACION. Observemos primero que

UK) = ¢K-0)=h°X,O(K—-0)) poniendo D =0.
= hY(X,0) por dualidad de Serre.
= g definicion de género.

€0) = A%(X,0 = dimc O(X) = 1,

entonces poniendo D = K en la férmula de Riemann-Roch (5.49) obtene-
mos:

€(K) - €(0) =deg K +1—g,
g—1l=deg K+1-—g,

le.,

deg K =2 - 2g. Q.E.D.

Otra consecuencia directa es la version 6ptima del teorema de anula-
miento (5.37):

Teorema 5.51 Sea X una uperficie de Riemann compacta de género y sea
D un divisor en X. Sideg D > 2g — 1, entonces

(i) H'(X,0(D)) =0
(i) (D) =deg D+ 1 —g.

DEMOSTRACION. Si K es un divisor canénicoen X , por el teorema anterior
deg K = 29 — 2 y por lo tanto

deg (K — D) =deg K —deg D<29-2-(29-1)< -1,

i.e.,deg (K — D) <0, y asi por (5.25) H°(X,O(K — D)) = 0.
Por dualidad de Serre,

H'(X,0(D))* = H°(X,Q(-D)) ~ H*(X,0(K — D)) = 0,

el ultimo isomorfismo como consecuencia de (5.48).
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Esto prueba (i), y (ii) es consecuencia de (i) y el teorema de Riemann-
Roch (5.49). Q.E.D.

Notese que este teorema es, en efecto, la version optima del teorema de
anulamiento (5.37) ya que si el grado del divisor D es menor que 2g — 1,
entonces el grupo de cohomologia H'(X,O(D)) puede que no se anule.
En efecto, para el divisor canénico D = K cuyo grado es (5.50) degK =
29 — 2 < 29 — 1, se tiene, por dualidad de Serre, que:

HYX,0(K)) =~ H(X,0)~ C #0.
Para el sigiente teorema necesitaremos los siguientes conceptos:

Definicién 5.52 Sea D un divisor en una superficie de Riemann X. Di-
remos que la gavilla O(D) esta generada globalmente, si para todo punto
z € X existe una seccidn global s € I'( X, Op) tal que

OD,I: = Ot ' 8,

l.e., todo germen ¢ € Op . se puede escribir de la forma ¢ = ¥ - s con

Y €O:.

Proposicién 5.53 Sea D un divisor en una superficte de Riemann com-
pacla X. Son equivalentes:

(i) Op estd generada globalmente.
(ii) Eziste una seccion s € I'(X,Op) tal que ord;(s) = —D(z).

DEMOSTRACION. (ii) = (i): Claramente el gérmen s, de s en z genera
Op,z como Oz-médulo.
(i) = (ii): Es un ejercicio. Q.E.D.

Teorema 5.54 Sea X una superficie de Riemann compacla de género g
y sea D un divisor en X. Si deg D > 2g entonces Op esld generada
globalmente.

DEMOSTRACION. Sea z € X un punto fijo y consideremos el divisor D’ :=
D — z. Entonces,

deg D' =deg (D—z)=deg D—-1>2g-1,
y asi por el teorema B (5.51) se tiene que

HY(X,0p)= H'(X,0p') =0.
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Entonces, aplicando el Teorema de Riemann-Roch a cada uno de los
divisores D y D’ se obtiene:

ho(X,0p) =0
hO(X,0p:) =0

degD+1-g
deg D' +1 -9,

y substituyendo:
R°(X,0p — h°(X,0p:) = deg D —deg D' =1> 0,

y como D’ < D, la desigualdad anterior implica que la inclusién indu-
cida H°(X,0p) — H°(X,0p:) es propia, i.e., existe una seccién s €
I['(X,0p) — T'(X,0p) que claramente satisface la condicién ord.(s) =
—-D(z). Q.E.D.

Observemos ahora que el teorema anterior también es 6ptimo en el sen-
tido de que si deg D < 2g, la gavilla O(D) puede que no sea generada
globalmente. Por ejemplo, si K es un divisor canénicoen X y p € X es un
punto, sea D = K + p. Entonces,

O(D) = O(K + p) = O(K)(p) = Q(p),

(usamos el corolario (5.48): O(K) = ). Asi, una seccién global s €
O(D)(X) = Q(p)(X) es una forma diferencial w que es holomorfa en X —
{p}, y si generara a O(D), entonces tendria un (iinico) polo de orden 1 en
p. Pero esto contradice el teorema del residuo (la suma de sus residuos no
seria cero).

Los teoremas (5.51) y (5.54) son los casos 1-dimensionales de los teore-
mas A y B de Cartan respectivamente, para las gavillas Op.

La férmula de Riemann-Hurwitz. Finalmente, usando el hecho de que
en una superficie de Riemann compacta existen diferenciales meromorfas
no triviales (consecuencia de Riemann-Roch) obtendremos la férmula de
Riemann-Hurwitz que relaciona los géneros de dos superficies de Riemann
relacionadas mediante una aplicacion holomorfa no constante, usando el
nuimero de hojas de la cubierta y un nimero relacionado con los puntos de
ramificacién del cubriente. Comenzamos definiendo este nimero.

Definicién 5.55 Sea f : Y — X una aplicacién holomorfa no constante
entre superficies de Riemann compactas. Para cada y € Y sea vy(y) la
multiplicidad (orden) de f en y € Y. Recordemos que el conjunto de puntos
de ramificacién de f, i.e., aquellos puntos ¢ € Y tales que vy(q) > 1, es

finito. El divisor
R:=) (vs(q) - 1)q € Div(Y)
qeY
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se llama el divisor de ramificacién de f. El grado de este divisor
r(f):=deg R:= ) _(v(q) = 1)
gey

se llama el orden de ramificacién total del morfismo f. El nimero

ry(q) :=vy(g) -1
se llama el orden de ramificacién de f en el punto g€ Y.

Teorema 5.56 (Riemann-Hurwitz) Sea f: Y — X una aplicacion cu-
briente holomorfa no constante de n hojas entre superficies de Riemann
compactas, y sea r = r(t) el orden de ramificacion total de f. Sean gx y
gy los géneros de X y Y respectivamente. Entonces,

29y —2=n(29x —2) +r.

DEMOSTRACION. Seaw € Q!(X) una diferencial meromorfa no trivial. En-
tonces su levantamiento f*w € Q'(Y) es una 1-forma meromorfa también.

Ahora, localmente a f la podemos representar como sigue: sean y € Y,
z = f(y) € X. Escojamos cartas coordenadas (V, z) alrededor de y € Y
y (U, u) alrededor de z € X tales que z(y) = 0 y u(z) = 0. Entonces en
términos de estas coordenadas f es de la forma

u=2",
donde v = vy(y) = ordy(f). Y la diferencial w la escribimos como
w=¢(u)du en U.
Entonces, en V tenemos que

frw = ¢(2¥)dz" = ve(z¥)z""dz,

y asi
ordy(f*w) = vy(y) -ordy (y)(w) + (vs(y) — 1),

y por lo tanto:

(frw) = Y ordy(f'w)-y
yey
= ) (vy(y)-ords(y)w) - y+ Y () —1)-y
yey yeyY

= Z ordz(w) Z vi(y) - z+ R.

TeX yes - (=)
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Calculando los grados de estos divisores en esta igualdad, recordando (5.50)
que
deg (w) =29x —2 y deg(f'w)=12gy -2,

se obtiene:
29y — 2 = deg(f'w)
— Z ord.(w) - Z vy(y) + degR
seX yes i (z)

= (deg(w))-n+r; yaque el nimero de hojas es

n= Y vl

ves-'(2)
= (2gx - 2)n+r/.

Q.E.D.

Ejemplo. Sea n > 3 y consideremos la ecuacidn de Fermat
zn + yn - 1

La superficie de Riemann X de la funcién algebraica definida por el
polinomio

n-1

(1) v =1-z2"= [[* -2),

k=0
donde w es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, tiene género

_(n=1)(n-2)
g—f‘.

ya que (1) define un cubriente f : X — P! de n hojas, y el orden de
ramificacion total de f es:

5(f) =Y b8(f,2) =Y (v(f,2) = 1) =n(n-1),

zeX zeX

porque s6lo hay ramificacién en los n puntos w®, 0 < k < n — 1.
Ahora, por Riemann-Hurwitz el género de X es:

b
gx = §+n(0-—l)+l
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= %—n+l

_ n(n-1)
= 2 -n+1
(n=1)(n-2)

2
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5.4 Aplicaciones de Riemann-Roch

En esta seccion veremos algunas aplicaciones geométricas de los resultados
obtenidos hasta ahora. Comenzamos, en forma natural, considerando la
pregunta: ; Dada una superficie de Riemann compacta X, existen funcio-
nes meromorfas en X con polos sélo en un punto dado ? Es facil ver que si
el género de X es 1, las funciones meromorfas en X son funciones meromor-
fas doblemente periédicas en C, y por el Teorema del Residuo no pueden
existir funciones meromorfas doblemente peridédicas con un unico polo ya
que tal funcion tendria residuo no cero. Mostraremos en esta seccion que
si el género de X es g > 1, existe un nimero finito de puntos p € X, lla-
mados puntos de Weierstrass, tales que existen funciones meromorfas f en
X que tienen un polo de orden < g en p € X y son holomorfas en X — {p}.
Después, aplicaremos lo anterior al estudio de aquellas superficies de Rie-
mann compactas para las cuales el nimero de puntos de Weierstrass es el
minimo posible. Estas superficies, llamadas superficies hiperelipticas, resul-
tan ser cubrientes ramificados de 2 hojas de P!, y mostraremos que existen
para cada género ¢ > 1, y el nimero de puntos de Welerstrass en ellas
es precisamente 2g + 2. Para desarrollar lo anterior necesitaremos algunos
conceptos preliminares:

Definicién 5.57 Sea X una superficie de Riemann compacta. Un nimero
natural n > 1 se llama una laguna de Weierstrass del punto p € X si no
existe una funcién f € O(X — {p}) que tenga un polo de orden n en p.

Obsérvese que si X = P!, siempre existe una funcién en P' con un polo
en cualquier punto dado, y por lo tanto no existen lagunas en P'.

Ahora, si p € X y n > 0 es un natural, consideremos los divisores
D, := np, y sea £, := ¢(D,) := dimgL(D,). Notese que £, < €n41 < £n+1,
y un nimero natural n > 1 es una laguna del punto p € X si y sélo si
by =8C,_,.

En efecto, para p € X, consideremos la sucesion exacta:

0 — H%X,O(np)) — H(X,0(n + 1)p) = H*(X,Q) — -+,

donde la gavilla Q es la gavilla cociente O((n+ 1)p)/O(np), y asi el espacio
Q(X) = Qp = O((n + 1)p)p/O(np), es de dimensién 1. Se sigue que
en < en+l < en +1.

Ahora, por definicién, n > 1 es una laguna en p si y sélo si toda f €
O(np)(X) ya estaba en O((n — 1)p)(X), i.e., O(np)(X) C O((n — 1)p)(X),
y como la inclusién opuesta siempre se da, entonces O(np)(X) = O((n —
1)p)(X), ie., €n = bn_1.
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Finalmente, observemos que si n > 2g — 1, por el Teorema (5.51) se
sigue que ¢, = deg(D,)+ 1—g =n+1—g. Asi, para n > 2g se tiene que
£, =£€,_1 + 1,y por lo tanto no existen lagunas mayores que 2g — 1. Esta
observacion queda mejorada por el teorema siguiente:

Teorema 5.58 (Teorema de las lagunas de Weierstrass) Sea X una
superficie de Riemann de género g > 0. Entonces, para todo p € X, ezisten
ezactamente g lagunas ny,..., n,, ordenadas como

l=n;<na<---<nyg<29-1.

DEMOSTRACION. Por el Teorema (5.51), o1 = gy asil = ¢ < ¢ <
-+ < fag_) = g. Ahora, como ¢;; — ¢; < 1, entonces deben existir g — 1
indices j tales que ¢; 4, —¢; = 1. Ahora, como €y =1y £2,_ = g, entonces
deben existir g indices j tales que ¢;41 = ¢;, i.e., existen exactamente g
lagunas. Q.E.D.

Observaciones. Los nimeros naturales que no son lagunas en p € X
se llaman no-lagunas. Claramente, las no-lagunas forman un semigrupo
con la suma de N, ya que si n, m € N son no-lagunas en p, entonces existen
funciones f,g € O(X —{p}) con polos en p de orden n y m respectivamente;
claramente fg € O(X — {p}) tiene un polo de orden m + n en p.

Por (5.58) existen precisamente g no lagunas en el conjunto {2, ...,,2g}
y 2g siempre es una no laguna. Asi, el semigrupo de no lagunas comienza
precisamente con estas g no lagunas. Supongamos ahora que

<oy <az<--<a,=2%
son las primeras g no lagunas.
Proposicion 5.59 Para cada entero j, 0 < j < g, se tiene que
aj +ag_j > 2g.

DEMOSTRACION. Si sucediera que aj + ay_; < 2g para algin j, entonces
para cada k < j se tendria también que o + ay_r < 29 ya que ar < aj.
Ahora, como la suma de no lagunas sigue siendo una no laguna, entonces las
desigualdades ar + a4_; < 2g para k < j nos dicen que tenemos al menos j
no lagunas estrictamente entre ay_; y a,. Asi, existen (¢§—j)+j+1 = g+1
no lagunas < 2¢, en contradiccion con el hecho de que sélo hay g no lagunas
< 2¢9.-Q.E.D.

Proposicién 5.60 St a; = 2, entonces aj = 2j y aj + ag_j = 29 para
0<ji<yg.
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DEMOSTRACION. Como la suma de no lagunas es una no laguna, entonces
2,4,...,2g son las no lagunas < 2¢, y por lo tanto son todas las no lagunas
< 2g. Q.E.D.

Proposicién 5.61 Si oy > 2, entonces para algin j lal que 0 < j < g, se
ltene que
aj +ag_j > 2g.

DEMOSTRACION. Supongamos que aj + ag_; = 2g para toda j tal que
0 < j < g. Entonces, aj,2ay,...,[2¢9/a1]a; son las no lagunas < g. Aqui
[z] para z € R es el mayor entero < z.

Si @) > 2, entonces la lista anterior toma en cuenta a lo mas %g < g no
lagunas, y asi debe haber otra no laguna < 2¢. Sea a la primer no laguna
< 2¢ que no aparece en la lista anterior. Entonces, para algin entero r,
1< r<(29/a]) <g,se tiene que

ra; < a < (r+ l)a;.
Asi, se tienen las no lagunas
a),az = 2ay,...,a, = Ta], Q4] = @,
y como hemos asumido que a; + a4_; = 2g para toda 0 < j < g, entonces
Qg1 =29 —ay,...,ag_, =29 — T, 0g_(r41) = 29 — Q,

(ndtese que si 7+ 1 = g entonces a = 2¢g, y la dltima igualdad en la
lista previa es ag = 0, la cual se puede anadir consistentemente a la lista
anterior). Estas son todas las no lagunas > ay_(r41) ¥ < 2g. Se sigue que

a1t ag_(ryny=a1+29—a=29—(@—ay) >29—ra; =ay_,.

Por lo tanto, existe una no laguna < 2g, mayor que ay_,, y que no esta
en la lista ay_1,...,a4_(r41). Una contradicciéon. Q.E.D.

Corolario 5.62 Se tiene que Z:Jg;ll a; > g(g—1), y la igualdad sucede si
y solo si a; = 2.

DEMOSTRACION. De la proposicién (5.59) se tiene que

9-1
(*) 2) a; > 29(9 - 1),

j=1

y asi se tiene la desigualdad deseada.
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Mais ain, si a; = 2, entonces por (5.60) se tiene la igualdad en (*).
Finalmente, si a; > 2, por (5.61) se tendria la desigualdad estricta en

(*). Q.E.D.

Puntos de Weierstrass. En las observaciones previas al teorema (5.58)
vimos que un nimero natural m > 1 es una laguna en p € X si y solo si

(1) €(mp) — €((m — 1)p) = 0.

Ahora, si i(D) := dimcQ(D), para los divisores D = mp y D' :=
(m — 1)p se tiene, por Riemann-Roch, que

€(mp) —i(mp) =m+1—¢

(m-1p)—i((m-1)p)=m—-1+1-g=m+y,
y restando estas dos igualdades se obtiene
€(mp) — £((m — 1)p) + i((m — 1)p) — i(mp) = 1,

y por lo tanto (1) es valida si y sélo si

(2) i((m — 1)p) - i(mp) =1,

es decir, m > 1 es una laguna en p € X si y sélosi
dimcQ((m - 1)p) — dimcR(mp) = 1,

i.e., s1y solo si existe una diferencial abeliana w en X*con un cero de orden
m —1en p.

Entonces, sil =n; < ny < --- < nyg < 29 —1 son las lagunas de Weiers-
trass en p € X (5.58), entonces los posibles drdenes de las diferenciales
abelianas en p son precisamente

O=nj—1<ny—1<---<ny—1<2¢—2.

Obsérvese ahora que, por (5.58) ny = 1 siempre es una laguna de Weiers-
trass para p € X, si el género de X es ¢ > 0, y como

i((1 - 1)p) —i(p) =1,

1e.,

dimc(0) — dimeQ(p) = 1,
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entonces existe una diferencial abeliana w € Q(0) = Q que no se anula en
p, i.e., ordp(w) = 0.

A continuacion, asociamos a cada punto p € X un peso, un numero natu-
ral 7(p), asociado al espacio vectorial (X)), cuya dimensién es dimgQ2( X) =
g. Para esto procedemos como sigue: Para p € X sea (U, z) una co-
ordenada local en p € X. Sea wy,...,wy; una base de Q(X). Con res-
pecto a la coordenada (U, z) podemos escribir cada wy = frdz, y el orden
ordp(wi) = ordy(fi). Diremos que la base wy,...,wy de Q(X) estd adap-
tadaa p€ X si

ordy(w;) < ordp(wz) < -+ < ordp(wy).

Nétese que siempre podemos construir una tal base de (X) ya que si
ponemos

p1 = mingeq{ordp(w)},

y escogemos w; € Q(X) tal que ordp(w;) = p, entonces poniendo
Q= {w € Q: ordp(w) > wr},

se tiene que 2; es un subespacio vectorial de 2 de dimensién g — 1, y
ponemos entonces

H2 = mingeq, {ordy(w)},

y escogemos wz € ) con ordp(wz) = p2. Procediendo inductivamente
obtenemos una base como la requerida.

Nétese que esta base depende de la eleccion de la coordenada local (U, 2)
alrededor del punto p € X.

Es claro que pu; > j — 1 para cada j = 1,...,9. Definimos entonces el
peso de p € X con respecto a Q(X), como

g
(p) =) (i —j+1)

j=1

Nétese que, aparentemente, este peso depende de la eleccion de la coor-
denada local (U, 2) alrededor de p € X. El teorema (5.64) mostrara que en
efecto no depende de la eleccion de la coordenada local, pero antes nece-
sitaremos algunos resultados acerca del Wronskiano de una base de Q(X).
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El Wronskiano. Si fi,..., f, son funciones holomorfas en un dominio
U C C, el Wronskiano de fi,..., f; es el determinante

fi(z) f2(2) o fol2)

fi(2) f1(2) e fol2)

W(fl)"-yfg)(z) :=det : -
£ #1706 - 170
Las siguientes propiedades elementales del Wronskiano nos seran itiles:

1. Si las funciones fy,..., f; son linealmente independientes sobre C, en-
tonces su Wronskiano no es tdénticamente cero.

Esto se prueba facilmente por induccién sobre g. En efecto, supon-

gamos que ya sabemos que W(fy,..., f,—1) # 0 (no idénticamente cero).
Consideremos la ecuacién diferencial (con variable la funcién w):
(%)

h(2) o fm(z) w(2)

W(f],..,,fg_l,U)) := det

jf{(Z) e fia(2) TU(Z) Y

A7) - £ w()
Expandiendo por cofactores a lo largo de lailtima columna, obtenemos:
(++) 20w (2) + 0 w¥D(2) + -+ ag1w(z) = 0,

donde ao = W(fi,..., fg-1) # 0.

Claramente las f),..., f;—1 son soluciones de la ecuacién diferencial
(**). Ahora, si sucediera que W(fi,..., f;) = 0 entonces f, seria otra
solucién de (**), y por lo tanto la iltima columna de (*) seria combi-
nacién lineal de las restantes. En particular, f, seria combinacién lineal
de f1,..., fs—1 sobre el conjunto U’ := {z € U : ag(z) # 0}, y como
ao(z) = 0 sélo en un conjunto discreto, entonces por el Teorema de la Iden-
tidad se tendria que f, seria combinacién lineal de fi,..., fg_ sobre U,
una contradiccion.

2. Si fi,..., [y son funciones holomorfas en U C C y f es cualquier otra
funcién holomorfa en U, entonces

W(ffll"'lffy):fgw(flv---»fy)'

En efecto,
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W(ffl?"'!

= det

= f - det

= f-det

f)

fh
fh+fh
R+ f1+ f'H

}f§9-1)+...+f(g-1)fl

h
ffi+fh
frE+2f'f1+ f"h

fRED 4 pom g,y

h
fh
fH 21+ N

fff"l) 44 flomD g

239

oo [l + f'Sy
SIS+ Sy

CfFITY g flemDf,

ved fg
e v
Cff U+ S

LY 4y e,

-ty
-t
A 1,

T g g,

donde la ltimaigualdad se obtiene al sumar — f’ veces el primer renglén al
segundo renglén. En forma similar se remueve de cada columna el multiplo
correspondiente de f;:

[ N
ff
_foge| R
SR
h
( A
P
\fff"l).{,...

- ISy

- fy \
-5 +2rS,
fRY L)
o fP
SRS,
ff;"l).'....)

procediendo recursivamente se llega al resultado deseado:
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W(fhi,-- ff) = PW(f.... fo).

3. Ahora, si X es una superficie de Riemann de género ¢ > 1,y wy,...,w,
es una base de Q(X), para cualquier coordenada local (U, z), si wy = firdz
en U, definimos la funcién holomorfa, en U, dada por

W,(Ul,---,wg) = W(fl»'-')fg)’

donde las derivadas de las f; se toman con respecto a la coordenada local
z. La proposicién siguiente nos dice como se comporta el Wronskiano de
w1, ...,wy bajo un cambio de coordenadas:

Proposicién 5.63 Sea X una superficie de Riemann de género g > 1.
Sea wy,...,wy una base de Q(X) y sean (U, z) y (V,{) cartas coordenadas
locales en X . Entonces, en U NV se tiene que:

N
Wa(wy,...,wg) = (j—i) We(ws - - we)s

donde N = g(g +1)/2.

DEMOSTRACION. En términos de las coordenadas (U, z) y (V, ) escribamos
cada

wi = frdz = ¢rd(.
Es claro entonces que fi = (d(/dz)¢;. Pongamos

= (d¢/dz) € O*(U N V).

Por induccién sobre m se tiene que

™ fi mﬂdm«m — |, dg
dzm —d’ Z¢m} dCJ )

donde las ¥mj € O(U N V) son independientes de k. Se sigue que

det (dmf“) det (w"‘“dmf")
dz™ | m=o....9-1 m=0,...,9~1

I

dzm
k=1,...,9. k=1,....9.
= Pl 49 ey ™ fi
dZm m=0,...,9—1
k=1,..09.

YV det (d"‘f,,) ,
dzm mk=_?.....v—|
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donde N=1+4+2+---+g=g9(9+1)/2. QE.D.

El resultado principal en este contexto es el siguiente teorema que, en
particular, implica que el peso T(p) de un punto p € X, definido arriba
antes del Wronskiano, no depende de la eleccion de la carta local alrededor
de ese punto, ni de la eleccién de la base adaptada a ese punto.

Teorema 5.64 Sea X una superficie de Riemann de género g > 1 y sea
wi,...,wy una base de Q(X). Sea p € X un punto y sea (U,z) una co-
ordenada local alrededor de p. Sea W(z) = W(wy,...,w,) el Wronskiano
definido arriba. Entonces,

ord,W(z) = 7(p).

DEMOSTRACION. Por la proposicion anterior, un cambio de coordenadas
solo altera el Wronskiano por una constante no cero. También, si cambia-
mos la base de Q(X) el Wronskiano sélo se afecta por una constante no
cero. Asi, podemos suponer de entrada que la base wy,...,w, de Q(X)
estd adaptada al punto p € X. Probaremos el teorema por induccién sobre
921

El resultado es cierto para ¢ = 1 ya que en este caso s6lo hay un w; =
fidz y por lo tanto

W(z) = W(wl) = W(fl) ="f1,
y p1 = ordp(wy) = ordp(fy), y por lo tanto

T(p)=p—1+1=p,
i.e.,
ord, W(z) = ord,(f1) = p1 = 7(p)-

Supongamos ahora que el teorema es cierto para g = &, i.e., que

k
ordpW(wi,...,we) = 7(p) = ) (s =i+ 1),
Jj=1
donde pj := ordp(wj) := ordp(fj) si wj = fjdz.
Consideremos ahora W(wy,...,wk+1). De la observacién (2) previa a
(5.63) se sigue que

W(wr, .- wer) = W, fipn) = SSPWA R/ fr, o S fr)-

Observemos ahora que para el lado derecho de la ecuacién anterior, al
desarrollar por menores el determinante correspondiente a lo largo de la
primera columna, se obtiene:
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1 f2/ i o fenr/fr
0 (f2/fr) - (ferr/fr)

¥+ det

(f2/f1) - (ferr/H)

= fE+ldet

= WS 1) e 1)),
y por hipoétesis de induccion se tiene que

ordp (S W((fo/ 1)+ (fra1/F1)")
(k + 1)ordy(f1) + ordy W((f2/f1), - (fegr/F1))

1l

k41
- (Ic+l)pl+Z(ord,,(fj/f1)'—(j—2))
j=2
-
= (k+Dpi+ ) (ordy(f;) —ordp(fi) — 1 - j+2)
) =2
-
= (k+D)m+ ) (B —m—j+1)
) =2
] k+1 k+1
= kb mo—kp ) (it D) =m+ Y (a5 —i+1)
§=2 j=2

siempre que para cada j se tenga que p; —(j —1)— py > 0; pero como {w;}
es una base adaptada a p € X, esta desigualdad se cumple siempre, y por
lo tanto

k+1 k+1
ordpW(wi,...,wis1) = m+ 9 (5 —j+1) =) (4 —i+1).
j=2 j=1

Q.E.D.

Corolario 5.65 Sea X una superficie de Riemann de género ¢ > 1. El
conjunto de puntos p € X de peso T(p) positivo con respecto a QX) es
discreto, y por lo tanto finito.

DEMOSTRACION. Los puntos de peso positivo son ceros del Wronskiano de
la base por el teorema previo, y el Wronskiano no es idénticamente cero
por la observacién (1) arriba. Q.E.D.
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Corolario 5.66 Si w;,...,wy es una base de Q(X) adaptada a p € X,
enlonces para p en un conjunto abierto denso de X se tiene que

ordp(wj) =j — 1.

DEMOSTRACION. Como la base {w;} estd adaptada a p € X, entonces
p; = ordp(w;). Ahora, por el corolario anterior

9
M=) (wj—i+1)=0

=1

para un conjunto denso abierto abierto en X. Y como p; > j — 1 siempre,
entonces en este conjunto denso cada sumando en (*) debe ser cero, ie.,
uj = j+ 1 paracada j. Q.E.D.

Definicién 5.67 Sea X una superficie de Riemann de género ¢ > 1. Un
punto p € X se llama un punto de Weierstrass si para una carta local (U, z)
en p y para una base wy,...,wy, de Q(X), p es un cero del Wronskiano
W(wi,...,wy). El orden 7(p) del cero p de W se llama el peso del punto
de Weierstrass.

Equivalentemente, por (5.64), p € X es un punto de Weierstrass de peso
7(p) si para cada carta local (U, z) de X alrededor de p, y para una base
wi,...,wg de Q(X) adaptada a p, el peso 7(p) es positivo.

Como observamos al principio de esta seccién, claramente no hay puntos
de Weierstrass sobre una superficie de género 1, y por lo tanto podemos
restringirnos a género g > 2.

Teorema 5.68 Sea X una superficie de Riemann de género ¢ > 2. FEl
nimero de punios de Weierstrass p € X contados de acuerdo con sus pesos

7(p), es
Y (@) =(9-Dglg+1).

PEX

DEMOSTRACION. Sabemos (5.65) que el nimero de puntos de Weierstrass
es finito y asi la suma de arriba es finita.

Sea {(U;, z;) }ier una cubierta de X por cartas coordenadas. La funcién
¥ij = (dzj/dz;) € O*(U; NU; ).

Para una base fija wy,...,wy de Q(X), consideremos los Wronskianos

Wi =W, (wi1,...,wg) € O(U;).
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Por (5.63) se tiene que
(1) Wi = yJW;

en Uy NUj,y N =g(g+1)/2.
Consideremos ahora el divisor D definido por los puntos de Weierstrass
p € X y sus pesos 7(p) > 0, i.e.,

D:=Y" (p)p,
peX

i.e., D(p) = 7(p) = ordp(W;) para p € U;. Entonces,

deg(D) = z 7(p).

pEX

Mostraremos que deg(D) = (9 — 1)g(g + 1).

Para esto, sea K = (w1) el divisor correspondiente a w; € Q(X). Sabe-
mos que para un divisor canénico como el anterior, que deg(K) = 29 — 2.
Mas atin, si wy = fidz; en U;, entonces K(z) = ord.(f)i) para toda z € U;.
También,

(2) fii = ¥ fij
en U; NUj. De (1) y (2) se sigue que, ya que %;; no tiene ceros,
(3) Wifi" = Wifi"

en U; NU;. Es decir, las secciones (3) de M son compatibles, y como M
es gavilla, entonces existe una seccién global f € M(X) tal que

(4) flv. = Wiy

paratodai € I.

Ahora, como para el divisor K = (w;) con wy = fy;dz; en U; se tiene
que K(z) = ord(fi;), de (4) se sigue que, para el divisor de ceros y polos
de f, se tiene

(f)(z) = ord;W,, +ord(f;;")
= 7(z) — NK(z),

la dltima igualdad por (5.64). Asi,

(5) (f) =D - NK,
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por definicién de D.
Finalmente, como (f) es principal, deg(f) = 0, y de (5) se sigue que
0 = deg(f) = deg(D) — Ndeg(K),
l.e.,
deg(D) = N -deg(K) = 59(9 +1)(29 —2),
yaque N = g(g+1)/2 por (5.63) y deg(K) = 29 — 2. Se sigue que
deg(D) = g(g +1)(29 - 2)/2=g(9 + 1)(g - 1).
Q.E.D.

Corolario 5.69 Si X es una superficie de Riemann de género g > 2, en-
tonces eristen puntos de Weierstrass en X.

DEMOSTRACION. Si g > 2, el nimero (9 — 1)g9(9+1) > 1. Q.E.D.

Teorema 5.70 Si el género de X es g > 2, el peso 7(p) de un puntop € X,
con respecto a Q(X), satisface

7(p) < g(g —1)/2.

Esta cota se alcanza sdlo en los puntos p € X donde la sucesion de no
lagunas comienza en a; = 2

DEMOSTRACION. Por (5.68),

> (p) =(9-1glg +1).

pEX

Ahora, sea
l=n<ny<- - <ng <2y,

la sucesién de lagunas de Weierstrass en p (ver (5.58)), y sean
2<o;<az<---<ag =2y,

las primeras g no lagunas en p. Entonces,

g
Y (nj—3)
j=1

29 g g
Qoi=2 )= i
j=1 j=1 j=1

7(p)
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ya que los a; son el complemento

en {1,...,29} de los n;.
29-1

= Y J-Z%— > J—}:a:
j=g+1 j= Jj=g+1 J
yaquea,:?g.

gg(g -1)-g(g-1)

por el corolario (5.62),

IA

y por el mismo corolario (5.62), la igualdad es vélida si y sdlo si a; = 2.

Q.E.D.

Corolario 5.71 Sea W el nimero de puntos de Weierstrass en una super-
ficie de Riemann de género g > 2. Entonces,

29-2<W<g®-g.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior, el peso maximo de un punto
de Weierstrass es g(g — 1)/2 > 0, y por (5.68) el nimero de puntos de
Weierstrass, contados con sus pesos, es

(+) Y () =(9-1)g(g +1),

PEX

asi, que dividiendo (*) por el peso maximo posible g(g —1)/2, se obtiene la
primera desigualdad de este corolario.

La segunda desigualdad se sigue del hecho de que el peso minimo de
un punto de Weierstrass es 1, y al dividir (*) entre 1 se obtiene la segunda
desigualdad del corolario. Q.E.D.

Observemos ahora que por (5.70), la cota inferior 29 + 2 del corolario
anterior se alcanza cuando la sucesién de no lagunas de Weierstrass en
cualquier punto de Weierstrass comienza en a; = 2, y asi, por (5.60), la
sucesion de no lagunas comienza como 2 < 4 < --- < 2g, y la sucesién
de lagunas de cualquier punto de Weierstrass es por lo tanto de la forma
1<3<.--<2g—1. Las superficies de Riemann compactas para las cuales
esto sucede se estudiardn a continuacion.

Antes, finalizamos nuestra discusiéon de puntos de Weierstrass con el
teorema siguiente que contiene el objetivo enunciado en la introduccion de
esta seccion:
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Teorem:a 5.72 Sea X una superficie de Riemann de género g > 2 y sea
p € X un punto. Las afirmaciones siguientes son equiwvalentes:

(1): Eziste una funcién meromorfa f € M(X) no constante que liene un
polo de orden < g en p y es holomorfa en X — {p}.

(2): Eziste una diferencial holomorfa no idénticamente cero w en X con
un cero de orden > g en p.

(8): p es un punto de Weierstrass.

(4): €(gp) > 2, i.e., al menos uno de los naturales 2, ..., g es una no laguna.

(5): i(gp) > 1.

DEMOSTRACION. Claramente (1) y (2) son equivalentes, y (4) y (5) son
equivalentes por Riemann-Roch.

(2) <= (3) es directo ya que i(gp) = dimc(X).

(2) = (3): Si alguno de los naturales 2,...,9 no es laguna, entonces
debe existir una lagunaen g+ 1,...,29 — 1. Asi,si g+ k, k > 1, es una
laguna, por las observaciones en la subseccion Puntos de Weierstrass,
se tiene que

dimcQ((g + k£ — 1)p) — dimcQ((9 + k)p) = 1,

i.e., existe una diferencial holomorfa w en X con un cero en p de orden
g+ k—12>g,yporlo tanto el peso de p con respecto a Q(X) es 7(p) > 1,
1.e., p es un punto de Weierstrass.

(4) = (3): Si ¢(gp) > 2, entonces existe una funcién meromorfa no
constante f tal que (f) + (gp) > 0. Claramente una tal funcién no puede
tener un polo mas que en el punto p. Mas ain, el orden de este polo p es a
lo mas g, i.e., p es un punto de Weierstrass.

(3) = (4) es similar.

(3) = (1) es similar también. Q.E.D.

Corolario 5.73 Si X es una superficie de Riemann de género g > 2, en-
tonces eziste una aplicacidn cubriente (ramificada) holomorfa f : X — P!
con a lo mds g hojas.

DEMOSTRACION. Como g > 2, por (5.69) existen puntos de Weierstrass
pen X,y asi por (5.72) existe f € M(X) no constante con un polo de
orden < g en p y holomorfa en X — {p}. Como en (5.31) f : X — P' es un
cubriente holomorfo con a lo mas g hojas. Q.E.D.
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Superficies de Riemann hiperelipticas. Para finalizar esta seccién,
estudiamos aquellas superficies de Riemann compactas para las cuales el
nimero de puntos de Weierstrass es precisamente 2g + 2. Asi, estas super-
ficies de Riemann son aquellas para las cuales la cota inferior de (5.71) se
alcanza. Mostraremos que estas superficies de Riemann son cubrientes ra-
mificados de 2 hojas de P!, existen para cada género g > 1 y sus puntos de
ramificacion son precisamente los puntos de Weierstrass de estas superficies.

Definicién 5.74 Una superficie de Riemann compacta X se llama hiper-
eliptica, si existe un divisor positivo D > 0 en X tal que deg(D) = 2 y
£D) > 2.

Lema 5.75 Sea X una superficie de Riemann de género g > 1. Son equi-
valentes:

(1): X es hipereliptica.

(2): Eziste f € M(X) no constante con 2 polos.

(8): X es cubriente ramificado de P' con 2 hojas y con 2g + 2 puntos de
ramificacion.

DEMOSTRACION. Claramente (1) <= (2).

(2) = (3): La funcién f € M(X) no constante con precisamente 2 polos
es un cubriente f : X — P! con 2 hojas, y asi, cada punto del divisor de
ramificacion R debe tener coeficiente 1 (i.e., su orden de ramificacién es
2-1=1),y por la formula de Riemann-Hurwitz se tiene que

deg(R) =2(2+9—-1)=29+2,
y por lo tanto R es de la forma
R=p1+ -+ pag+2,

donde los p; € X son 2g + 2 puntos distintos.

(3) = (2): Si f: X — P! es cubriente de 2 hojas con 2g + 2 puntos de
ramificacién, como 2g + 2 es par, por el ejemplo después de (3.28), f no se
ramifica en oo, y por lo tanto tiene dos polos simples. Q.E.D.

Corolario 5.76 Si X es una superficie de Riemann de género 1 < g < 2,
entonces X es hipereliptica.

DEMOSTRACION. Sea D un divisor en X de grado 2. Por Riemann-Roch,

D) — (D) = deg(D) + 1 — g,
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y por lo tanto
{D)=24+1-g+1iD).
Entonces, si ¢ =1 4(D) > 2, y por lo tanto X es hipereliptica.
Ahora, para g = 2 por (5.73) existe un cubriente f :— P' con a lo mas

2 hojas, y no puede ser de 1 hoja porque entonces seria un biholomorfismo,
en contradiccién con g(X) = 2 # 0 = g(P'). QE.D.

Observacién. Superficies de género 1 también se llaman superficies elipticas.
Se suele reservar el término hipereliptica para aquellas superficies de género
g > 2 que lo son.

Ahora, sea X una superficie hipereliptica y sea f : X — P! el corres-
pondiente cubriente de 2 hojas. Si p € X es un punto de ramificacién de
f, entonces como alrededor de p f es 2 a 1, se tienen dos posibilidades:

(1): Si f(p) = oo, entonces f tiene un polo de orden 2 en p, y como
X es hipereliptica, por (5.75)(2) este es el uinico polo de f, y p resulta un
punto de Welerstrass entonces.

(2): Si f(p) # oo, entonces 1/(f — f(p) tiene un polo de orden 2 en p,
y como en (1) arriba p resulta de Weierstrass.

Hemos asi probado que todos los puntos de ramificacién de f son puntos
de Weierstrass de X. Veremos a continuacion que son todos: Para cada
punto de ramificacién p de f (que ya sabemos que es punto de Weierstrass de
X), y como hay precisamente 2g + 2 puntos de ramificacién por (5.75)(3),
entonces por (5.70) y las observaciones después de (5.71), la sucesién de
lagunas de Weierstrass n; en p es de la forma:

1<3<---<29-1,

y asi el peso 7(p) de cada uno de estos puntos es:

g g g
™) = ) (i-)=)(2-1-j)=) (G-1)
j=1 J=1 =i
_ glg+1) _9(9-1)
2 d 2
Asi, los 2g 4+ 2 puntos de ramificacién tienen un peso igual al
-1
(29 + 2)9(92—) =(9+1g(9-1),

que, por (5.68), es igual a 3, x 7(p).
Por lo tanto, estos deben ser todos los puntos de Welerstrass de X.
Hemos probado asila mitad del siguiente teorema:
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Teorema 5.77 Sea X una superficte de Riemann de género g > 2. En-
tonces, X es hipereliptica s1 y sélo st X tiene ezactamente 29+ 2 puntos de
Weierstrass. Mds ain, estos puntos de Weierstrass son precisamente los
puntos de ramificacidn de X como cubriente de P'.

DEMOSTRACION. Sélo falta probar que si X tiene 29 + 2 puntos de Weiers-
trass, entonces X es hipereliptica con puntos de ramificacion estos puntos
de Weierstrass.

En efecto, si X tiene 2g + 2 puntos de Weierstrass, por (5.68)

Y r(p) = (9 - (g + 1),

pEX

y por (5.70) el peso 7(p) < g(g9—1)/2. Asi, como (29+2)7(p) < (9+1)g(9—
1), entonces el peso de cada punto de Weierstrass p debe ser precisamente

7(p) = %y(y - 1),

y por el mismo (5.70) se sigue que la sucesién de no lagunas en p debe
comenzar en a; = 2, i.e., existe f € M(X) con un polo en p de orden 2.
Esta f : X — P! es el cubriente de 2 hojas requerido. Q.E.D.

Finalmente, construimos para cada g > 1 una superficie hipereliptica
de género g: Sean a,,...,a2442 € C complejos distintos, y consideremos el
polinomio en dos variables w, z:

w? = (z-a1) (2 — azg42).

Sea X la superficie de Riemann asociada a esta funcion algebraica (3.27).
Asi, X es un cubriente de 2 hojas de P! ramificado en cada p; arriba de
aj (y no estd ramificado en oo ya que 2g + 2 es par (ejemplo después de

XX X

a) as G242 00
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El género de X se obtiene dando una base explicita para 2(X) como
sigue: Sean

2-1dz 2i-1d;

w > \/(2’,'-~(11)'~~(Z--(12_q+2)Y

1<j<g, ydonde z: X — P! es de grado 2.

Es claro que las wy, . . .,w, son linealmente independientes, y es un ejer-
cicio el probar que son holomorfas.

Asi, el género de X es g, y por (5.77) X es hipereliptica de género g.
Hemos probado asi la mitad del teorema siguiente:

wj =

Teorema 5.78 Las superficies hiperelipticas de género g > 1 son las su-
perficies de Riemann asociadas a las funciones algebraicas de la forma

/,

w=4/(z—a1) (2 = azg42),

con aj € C complejos distintos.

DEMOSTRACION. Sélo falta probar que si X es hipereliptica de género
g9 > 0, entonces es de la forma requerida.

Ahora, como X es hipereliptica, existe z : X — P! cubriente de 2 hojas,
y por (5.75)(3), z tiene 29 + 2 puntos de ramificacién. Por (3.27) existe
w € M(X) tal que X es la superficie de Riemann asociada a un polinomio
p(z, w) € C[z, w], cuyo grado en wes 2, i.e.,

p(z,w) = w’ — 2a(z)w + b(2) € C(2)[w].
Completando cuadrados so obtiene
(1) (w —a(2))* + (b(2) — a’(2)) = 0,
y mediante el cambio de variables
wyi=w-a(z); oz =z
se obtiene
(2) wi = a’(z) - b(z) € C(2),

y asi podemos escribir

a*(z) — b(z) = &(2) [[ (= - &)),
j=1
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poniendo los denominadores y términos repetidos en c?(z) € C(z), y asi

podemos suponer los e; € C distintos.
Cambiando coordenadas de nuevo:

wy = wy /c; 29 1= 21 = 2z,

se obtiene de (2)

r

czwg =¢? H(z —ej),

i=1

1.e., reescribiendo w = w,,

(3) w? = H(z—ej),
j=1

y como bajo todos los cambios de coordenadas anteriores z quedd fija,
entonces los e; son los puntos de ramificacién en C de z: X — P'. Ahora,
por (5.77) hay 29 + 2 puntos de ramificacion, y como X es hipereliptica co

no se ramifica, y por lo tanto r = 2g + 2. Q.E.D.
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5.5 Formas armonicas y la descomposicion
de Hodge

En esta seccién obtenemos los resultados mas importantes sobre formas
armonicas diferenciales en una superficie de Riemann compacta, incluyendo
el Teorema de Descomposicién de Hodge de H!(X,C). Como consecuencia
de lo anterior se obtendra que H!(X,C) ~ C%9, donde g es el género de X,
mostrando asi la invarianza topoldgica del género g de X. Los resultados
de esta seccidon son basicos para la siguiente.

Definicién 5.79 Sea X una superficie de Riemann. Una l-forma w €
EM(X) se llama arménica si para todo punto p € X existe una carta (U, z)
alrededor de p tal que w = df con f una funcién en U que es armonica, i.e.,
si 2 = = + iy es la coordenada local y

| 82f a2f
Af := (@+a—y2)d:r/\dy

es el Laplaciano de f (en coordenadas locales), entonces, A(f) = 0.

Como X es una superficie de Riemann (y no sélo una 2-variedad dife-
rencial) es facil probar que el operador Laplaciano esta bien definido.

Para obtener otras caracterizaciones de las formas armonicas y algu-
nas de sus propiedades, necesitamos recordar los siguientes conceptos: sea
U C X un abierto de una superficie de Riemann; se tienen los siguientes
operadores (llamados derivaciones ezteriores):

d,d,d": EDWU) - ED ()

dados como sigue: w € £E1)(U) se puede escribir localmente como una suma
finita

(1) W= fedg,
donde f; y gx son funciones diferenciables. Se define entonces,
dw = ) dfi Adge,
dw := Zd’fk A dgi,
dw = Y d"fi Ndgy,

donde dfi, d'f;, d" fi son las derivaciones definidas en el capitulo 4. Es un
ejercicio el probar que estas definiciones son independientes de la represen-
tacion (t) de w.
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Directamente de las definiciones anteriores, se tienen las siguientes pro-
piedades elementales: sean f € £(U) y w € EM)(U), entonces,
(1): ddf =d'd'"f =d"d"f = 0.
(2): dw =d'w + d"w.
(3): d(fw) = df Aw+ fdw (y similarmente para d’' y d").
Por ejemplo, (1) se prueba asi:

ddf =d(1-df) =dlAdf =0Adf =0.

(4): Observemos ahora que si f € £(U) con (U, z) una cartay z = z + iy,
entonces con respecto a es coordenada local:

dl d"f —

dE) por definicién de d” f

}Q,’Q:
—~

*(3
*(5
_ <86 ( ) dz por definicién de d'g
= 06120]? dz Adz

*f 8%

= 5 (8_::2 + ﬁ)dr Ady cambio de coordenadas

= EAfdrndy.
2

) ANdz por definicién de d'w

D

Ast, f € E(U) es armdnica si y sélo sid'd"f = 0.
Nétese que de (1) y (2) se sigue que si f € £(U), entonces
0=ddf = (d' +d")(d +d")f =ddf +d"d'f,
y por lo tanto:
(5): dd"f=-d"d'f.

Definicién 5.80 Si U C X es un abierto, una 1-forma w € £EM(U) se
llama cerrada si dw = 0, y se llama ezacta si existe f € £(U) tal que
w =df.

Obsérvese que como ddf = 0, entonces toda forma exacta es cerrada.
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Proposicion 5.81 Sea U C X un abierto. Entonces,
(1): Toda 1-forma holomorfa w € Q(U) es ezacta.
(11): Toda 1-forma cerrada w € £°(U) es holomorfa.

DEMOSTRACION. Si w € £M9(U), con respecto a una coordenada local z,
escribamos w = fdz con f diferenciable. Entonces,

dw = df/\dz:(gf +g{d_)/\dz
— afd'/\dz ya que dzAdz =10
= Zfdz/\z

Entonces, si w es cerrada, dw = 0, y por lo tanto 8f/3z =0, i.e, f es
holomorfa.
La parte (i) es directa también. Q.E.D.

Corolario 5.82 Si f € £(U) es armdnica, entonces d'f € EM)(U) es una
forma holomorfa.

DEMOSTRACION. f arménica implica, por (4) y (5) arriba, que
(f) d’d”f=0=d”d’f.

Se sigue que
dd'f = (d'+d")d'f =d'd'f+d"d' f =0,

por (1) arribay (1). Entonces, d’f € £:%(U)es cerrada, y por la proposicién
previa, debe ser holomorfa. Q.E.D.

El operador *. Si X es una superficie de Riemann, w € £1)(X), y
escribimos localmente
w=)_ fidg;,

con f;, g; funciones diferenciables, podemos definir

w = Z?jdﬁj,

donde % es el conjugado complejo de la funcién h.
La parte real de w se define como

Re(w) := %(w + ).
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Claramente, w = @ <= w = Re(w). A estas formas se les llama
formas reales.

Si w € Q(X) es una forma holomorfa, a su conjugada w se le llama

anti-holomorfa. El espacio vectorial de las formas anti-holomorfas en X se
le denota por Q(X).

Definicién 5.83 Recordemos ahora que £1)(X) = £19(X) @ £%1(X), y
asi, dada w € £M)(X), la podemos descomponer en forma tnica como:
w =w; +wp, con w € EMY(X) y w2 € £%1(X). Definimos entonces,

W = 1(51 b= (.72)
Se tiene asi una funcion
*: EM(X) = EMN(X),

que es un R-isomorfismo y manda £!'? en £%! y viceversa. A este operador
se le llama el operador * de Hodge.

Las propiedades siguientes de * son directas de las definiciones: sean
w € EM(X), wy € EYO(X), wa € E%Y(X) y f € E(X). Entonces,

(a): #*+w = —w.

(b): *w = *w.

(c): d* (w1 +w2) =id'wy —id"w,.

(d): *d'f =id"f, y +d"f = —id'f.

(e): d*df =2id'd"f.

Proposicién 5.84 Siw € £1)(X), entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a): w es armdnica.

(b): dw =d*xw = 0.

(c): dw=d"w=0.

DEMOSTRACION. (b) y (c) son equivalentes por las propiedades de * arriba.

(b) = (a): dw = 0 quiere decir que w es cerrada, y entonces localmente
w = df con f diferenciable. Se sigue que

0=d+w=d=+(df) = 2id'd"f



5.5. Formas armdnicas y la descomposicion de Hodge 257

por (e) arriba. Por lo tanto, d’d”f = 0, y por la propiedad (4) de arriba se
sigue que f es armonica.

(a) = (b): Si w = df con f una funcién armdnica, entonces

dw = d(df) = 0,

d+w =d=*df = 2id'd"f =2i(0) = 0,
por(e) y (5). Q.E.D.

Teorema 5.85 Sea X una superficie de Riemann y sea H!(X) el espacio
vectorial de las formas armdnicas en X. Entonces,

HY(X) = QX) ®Q(X).
En particular, si X es compacta de género g, entonces
dimgH}(X) = 2g.
DEMOSTRACION. Siw € H'(X) escribamos, en una coordenada local z,
w = fidz + fadZ,

con fidz € EM0(X) y fodz € £%1(X).
Entonces, para d = d’ + d”, se tiene que

O (%—%)ds/\dz,

0fi L Of2
d*w = —-i(— + —)d?/\dz.
0z 0z
Entonces, como w es arménica si y sélo si dw = 0 = d°w, entonces
w es armonica si y solo si f; y f, son holomorfas, y por lo tanto w es
armonica si y sdlo si existen diferenciales holomorfas tnicas w; y w, tales
que w = wy + wy. Q.E.D.

Producto interno en £(). Para X una superficie de Riemann compacta,
y para wy,wz € EM(X) definimos

(wy,w2) = // wi A xAws.
X
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Es claro que ( , ) es lineal en la primera variable y semilineal en la
segunda._ Mais ain, si wy = fidz + ¢1dz y wy = fadz + g,dz, entonces
*wy = i(f,dz — gpdz), y asi:

(frdz + g1dZ) Ai(f,dZ — Godz)
i(fif2 + 919,)dz A dZ),

wy A *wy

y similarmente
w2 A*xwy = i(f2f) + 919,)dz A dZ,

y por lo tanto

(wi,wa) = //xwl/\*w2=i//;(f172+91§2)d2/\d5
i//x(71h+92§1)d2/\dz

// w2 A *wy = {wa,w)).
X

Mas aiin, (, ) es positivo definido, ya que si w € £1)(X), escribiendo
w= fdz + gdz, con respecto a una carta local z = z + iy, entonces *w =
i(fdz — gdz), y asi, como calculamos arriba,

I

wA *w

i(|fI* + |g|*)dz Adz
i(1f12 + 19|%)(—2idz A dy)
2(1£1* + 1g1?)dz A dy.

I

Se sigue que (w,w) > 0y (w,w) = 0siy sélo si w=0.

Asi (EM)(X),(, )) es un espacio vectorial unitario (que en general, no
es completo). A continuacién veremos cémo este producto interno nos da
informacién acerca de los espacios £(X), EM(X), Q(X), E19(X) y £21(X):

Lema 5.86 Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces,

(a): E(X), d"E(X), Q(X) y Q(X) son subespacios vectoriales de £M)(X)
ortogonales por pares.

(b): dE(X) y +dE(X) son subespacios ortogonales de £MV(X), y
dE(X) D *dE(X) =d'E(X) @ d"E(X).

DEMOSTRACION. (a): Como £1'%(X) y £%!(X) ya sabemos que son orto-
gonales, es suficiente probar que d'€(X) L QUX) y d”"€(X) L Q(X).
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Ahora, sean f € £(X) y w € Q(X). Entonces,
wA*d'f =iw Ad"f = iw Adf = id(fw).
Asi,
wan==i[ [ d=o
X

por Stokes. Similarmente, (w,d"” f) = 0.
(b): Sean f,g € £(X). Entonces,

df A s(sdg) = —df Adg = —d(fdg).
Asi,
(df, »dg) = — / /X d(fdg) = 0,

por Stokes.
Las igualdades deseadas se siguen por la propiedad (c) de *. Q.E.D.

Proposicién 5.87 Sea X una superficie de Riemann de género g > 0,
entonces, se liene una descomposicion ortogonal

0N (X) =d"E(X) ® Q(X).
DEMOSTRACION. Por el Teorema de Dolbeaut,
HY(X,0) =~ £2Y(X)/d"E(X),

y asi

dimcE%(X)/d"E(X) = g.

Por otro lado, dim¢Q(X) = g por (5.85), y asi el resultado se sigue del
lema previo (5.86)(a). Q.E.D.

Corolario 5.88 Sean X compacta y 0 € £%(X). La ecuaciond”f = o
tiene una solucién f € £(X) si y sélo si

[ [ one=0

DEMOSTRACION. Por definicién del producto interno, la condicién del co-
rolario es equivalente a ¢ 1 Q(X). Q.E.D.

para todo w € Q(X).
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Proposicién 5.89 Sea X compacta. Entonces, eziste una descomposicién
ortogonal

EM(X) = +dE(X) ® dE(X) @ H'(X).
DEMOSTRACION. Conjugando en (5.87) se obtiene
EVO(X) =d'E(X) ® QX).

Asi,
E(X) = d'E(X) @ d"E(X) @ X) & QUX),

y asi el resultado se sigue del lema (5.86). Q.E.D.
Proposicién 5.90 Si X es compacla, entonces
ker (£(1>(X) 4, 8(2’(,\’)) = dE(X) @ H'(X).
DEMOSTRACION. Sea
K(X) := ker (5<1)(X) s 8(2)()()) C dE(X) @ H(X).
Por la proposicion previa es suficiente probar que
K(X) L *d&(X).
Para esto, sean w € K(X) y f € £(X). Entonces,
wA *(xdf) = ~w A df = d(dw).

Por lo tanto,

(w,:«df)://x d(fw) = 0,
por Stokes. Q.E.D.

Ahora,
K=k (£0) L, £®)

es una gavilla (de formas diferenciales cerradas), y la sucesién de gavillas
) fi@ -5 K 0

es exacta ya que d es un epimorfismo porque localmente toda forma dife-
rencial w es cerrada, i.e., de la forma df.
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Sabemos que toda 1-forma exacta es cerrada, pero el reciproco no ne-
cesariamente es cierto. Esta falla es medida por la homologia de de Rham:

ker (EM(X) -4 5(2)()())

H X) =
PRl = L €00 - ()

Ahora, como H!(X,£) = 0 yaque £ es fina, de (1) se sigue que
(11 H'(X,C) =~ Hpr(X).
Hemos probado asila mitad del teorema siguiente:

Teorema 5.91 (de Rham-Hodge.) St X es una superficie de Riemann
de género g, entonces

HY(X,C) ~ Hpr(X) ~ H(X).

DEMOSTRACION. Se sigue de (f1) y de (5.90). Q.E.D.

Observemos ahora que, como la gavilla C de funciones complejas lo-
calmente constantes en X depende sélo de la estructura topoldgica de X,
entonces b;(X) := dimcH!(X,C) es un invariante topoldgico. Pero por
(5.91) b;(X) = 2g. Se sigue que:

Corolario 5.92 (Invarianza topoldgica del género) El género g de una
superficie de Riemann compacta es un invariante lopoldgico.

Formas armdnicas asociadas a una curva en X. Sea D un divisor en
X y sea
Xp ={z€ X : D(z) > 0}.

Una funcién f € £(Xp) tal que para todo punto a € X existe una carta
(U, z) con 2(a) =0 y existe y € £(U) tal que y'(a) £ 0, y tal que f = ¥2*
en UN Xp, con k = D(a), se llamara un solucién de D.

Nétese que si f € O(D) entonces f € M% y su divisor de ceros y polos
es (f) =

También, si f es una solucién del divisor D, entonces df/ f es una funcién
diferenciable en el complemento del soporte del divisor.

Ahora, como f = ¢z¥ con k = D(a), si d € supp(D), entonces

df dz dy

Tty



262 Capitulo 5. Superficies de Riemann Compactas

y como di/¥ es diferenciable en una vecindad de a, y por lo tanto no tiene
singularidades alla, entonces para toda l-forma w € £')(X) con soporte

compacto, la integral
// — Aw

existe. También, notemos que la 1-forma d’f/f es diferenciable en todo X

yaquqd'f/f =d"y/y.

Lema 5.93 Sean ay,...,a, puntos distintos en X y sean n;,...,ny, € Z.
Sea D el divisor dado por D(aj) = n; y D(z) = 0 para los otros puntos.
Sea f una solucidn débil de D. Entonces, para cualguier ¢ € £(X) con
soporte compaclo,

2#1// /\dq_ZnJgaJ

DEMOSTRACION. Escojamos cartas disjuntas (U, z;) alrededor de cada a;
tal que z(a;) = 0y 2(Uj) es el disco unitario en C y tal que en U; podamos
escribir

f=d52™

con ¥; € E£(Uj) y ¥j(z) # 0 para todo z € Uj.
Sean 0 < ry < r; < 1. Entonces, existen funciones ¢ € £(.X) tales que

supp(9;) C {lzjl <ra} ¥y  &jlgz1<ry = 1.

Sean g; = ¢jgyseah =g —(g1+ -+ gm). Entonces

s Adh--//d'm -S40 =

ya que el soporte de h es compacto en X — {a;,...,am}.
Entonces,

// Z Adh= Z// 2 ndg; = Zn,// d”/\dg,.

Pero, por Stokes,

dz; dz; . dz;
/ b’} A dg) = —/ dgj A —J = llm¢—.0/ gj—?
u; %4 U, % |2z5]=¢ 2j

2mig; (aj) = 2mig(aj). Q.E.D.
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Lema 5.94 Sea X una superficie de Riemann y sea ¢ : [0,1] — X una
curva. Sea U una vecindad abierta relativamente compacta de la imagen
de c. Sea Oc = c(1) — c(0) el divisor que tiene el valor +1 en c(1) y —1 en
¢(0), y cero en los otros puntos de X. Entonces, eriste una solucion f para
el divisor Oc con f|x_y =1, y tal que para toda forma diferencial cerrada

w € EM(X) se tiene
fomm /LT

DEMOSTRACION. (1): Consideremos primero el caso cuando (U, z) es una
carta en X tal que z(U) es el disco unitario. Por medio de esta carta
identificamos U con el disco unitario en C.

Sean a = ¢(0) y b = ¢(1). Escojamos r < 1 tal que ([0, 1] C {|z| < r},
y escojamos una funcién ¥ € E(U) tal que ¥|{.j<r) = 1y ¥y:12r) =0,
donde r < r' < 1. Definamos una funcién fo € (U — {a}) mediante

fo = { exp (wlogff%) st r<|zl<l,

o :—f% si |z| <.

A qui hemos elegido una rama holomorfa del logen la region anular indicada.

Ahora, como fo|{,/<|zj<1}) = 1, podemos extender continuamente fo a
una funcién f € £(X — a) definiéndola como 1 en X —U. Por construccién
f es una solucién para el divisor dc. Ahora, si w es una forma diferencial
cerrada en X, como w es de la forma w = dg en {|z| < r'}, entonces por el
lema previo

21n / 2,,,// Adg = g( )—g(a)‘—'/cw

(2): En el caso general, existe una particiéon 0 = tp < - < t, = 1,
y cartas (U;z;) tales que z([tj—1,t]) C U; C U, y z(Uj) el disco unitario
en C. Entonces, para la restriccién ¢; de ¢ al subintervalo [tj_y,1,], por
la parte (1) existe una solucién f; para el divisor dc; con las condiciones
requeridas.

El producto f := f, - - - f, satisface las condiciones del lema. Q.E.D.

El resultado principal en este contexto es:

Teorema 5.95 Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces,
dada cualquier curva cerradac en X, eziste una forma diferencial armdnica
inica v, € H'(X) tal que

fo= o
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para toda forma diferencial cerrada w € EM(X).

DEMOSTRACION. Por el lema anterior existe una solucién f para el divisor
8c = 0 que satisface las condiciones del lema. Como f no se anula, df/f
es diferenciable y cerrada en X. Por (5.90) existe una forma diferencial
ve € H}(X) y una funcién g € £(X) tales que

1 df
— — = 7.+ dg.
omi f Ye + dg

Ahora, si w es cerrada, entonces dg Aw = d(gw), y por Stokes

fom s f = e

La unicidad es por que si 9. es una segunda solucidn, entonces para

a =7, — 7. se tiene
// aAw=0
X

para toda forma cerrada w. En particular, para w = xa. Entonces,

(a,a)://;(aA*a:O,

i.e., =0 ya que (, ) es positivo definido. Q.E.D.
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5.6 El Teorema de Abel-Jacobi

En esta seccién consideramos el problema de determinar cuando un divisor
D en una superficie de Riemann compacta X es principal, i.e., cuando
existe f € M x tal que D = (f). Es claro que de entrada se necesita que
deg (D) = 0, y en la esfera P° esta condicién es suficiente, pero para una
superficie de Riemann de género g > 1, la condicién deg (D) = 0 no es
suficiente. El Teorema de Abel da una condicion necesaria y suficiente para
que D sea principal. Después, haremos un estudio mas detallado del grupo
cociente Divg(X)/(MY%) de los divisores de grado cero Divg(X) C Div(X)
modulo el subgrupo de divisores principales (MY ) C Divg(X). El Teorema
de Inversion de Jacobi muestra que este cociente es isomorfo a un toro
complejo de dimensién g, Jac(X), asociado a la superficie de Riemann X
de género g. Para construir este toro necesitaremos algunos resultados
acerca de curvas, cadenas y ciclos en una superficie X, y también la nocién
de homologia de ciclos, definiendo asi los grupos de homologia H,(X,Z)
asociados a X. Después, mostramos que H;(X,Z) ~ Z¢ usando resultados
de la seccidn anterior, en particular el Teorema de Hodge.

Homologia. Sea X una superficie de Riemann compacta, y sean c;j :
[0,1] = X curvas en X. Una I-cadena en X es una expresiéon de la forma

m
(b= E njcj, n; € 2.
j=1

El conjunto de 1-cadenas en X es un grupo abeliano en forma natural
(sumando coeficientes si las curvas ¢; correspondientes son iguales), al que
denotamos por C1i(X).

Siguiendo esta analogia, una 0-cadena en X no es otra cosa que un
divisoren X, y el grupo de O-cadenas es Co(X) = Div(X).

Se tiene un operador frontera

8 : C1(X) = Co(X) = Div(X)

dado como sigue: si c: [0,1] = X es una curva, ponemos d(c) = 0 si c es
cerrada, i.e., si ¢(0) = ¢(1). Y si ¢ no es cerrada, d(c) es el divisor dado por

1 si z=c(l)
dc(z) ={ -1 si z=c(0)
0 stz # ¢(0),¢(1).

Sic =Y njc; es cualquier 1-cadena, se define 9c:=})_ n;dc;.
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De las definiciones anteriores es claro que
deg (0c) =0

para toda ¢ € C,(X). Reciprocamente, si D es un divisor en X de grado
deg (D) = 0, existe una l-cadena ¢ € C(X) tal que D = Jc. En efecto,
como deg (D) = 0, entonces D lo podemos escribir como

D=Ds + -+ Ds, — Dy, —---— Dy,,
donde para £ € X, D, es el divisor dado por

_J 1 s y==
D’(y)‘“{o si y#z.

Ahora, sea c¢; una curva de a; a bj y sea c :=c; +---+ ¢-. Entonces,
Oc = D.
El micleo del operador 9,

Z,(X) = ker (C1(X) -2 Div(X)),

se llama el grupo de I-ciclos en X . Es claro que toda curva cerrada en X
es un l-ciclo.

Ahora, dada una l-cadena ¢ € C)(X) y una l-forma cerrada w €
EM(X) se define la integral de w sobre ¢ mediante

m
/w = E nj/ w,
¢ j=1 €5

sic=nci+ -+ nmcm.

Definicién 5.96 Dos ciclosc,¢’ € Z(X) se llaman homdlogos si para toda
forma diferencial cerrada w € £(1)(X) se tiene que

Jo= o

Es claro que ser homdlogos es una relacion de equivalencia. Al conjunto
de clases de equivalencia de 1-ciclos, que hereda una estructura de grupo
abeliano de Z,(X), se le llama el primer grupo de homologia de X, y se le
denota

Hl (Xl Z):

y a sus elementos se les llama clases de homologia.



5.6. EIl Teorema de Abel-Jacobi 267

Notese que si ¥ € Hi(X,Z) y w € EM(X) es cerrada, la integral f,’w
esta bien definida.
Ahora, por el Teorema de Cauchy, si c, ¢’ son dos curvas cerradas en X,
y ¢ ~ ¢’ (son hométopas en X), entonces ¢ ~ ¢’ (son homélogas en X). Se
tiene asi una funcién
h: 7I'1(X) —. HI(X,Z)

que resulta un homomorfismo de grupos, llamado el morfismo de Hurewic:.
En general h no es inyectivo ya que m(X) casi nunca es abeliano, sin
embargo, es un ejercicio sencillo el probar que h siempre es suprayectivo, y
de hecho H,(X,Z) es la abelianizacién de m;(X).

A continuacién probaremos que si X es de género g > 0, entonces
H1(X,Z) es un grupo libre abeliano de rango 2g, i.e.,

Hi(X,Z) ~Z%.

Para esto, usaremos los resultados acerca de formas armoénicas y el Teo-
rema de Hodge de la seccién anterior, y un poco de teoria de interseccion
en X que desarrollamos a continuacion.

Teoria de interseccién. Seac : [0,1] — X una curva cerrada enX. Hemos
visto en (5.95) que existe una tnica forma diferencial arménica 7. € H!(X)

tal que
fo= e
c X

para cualquier forma diferencial cerrada w € 8(1)()().

Proposicién 5.97 Sea X una superficie de Riemann compacta. Sean a,b
curvas cerradas en X y sean ¥, y v las formas armdnicas asociadas. En-

tonces,
X

DEMOSTRACION. En general, si ¢ es una curva cerrada en X y 7. es la
forma armonica asociada, entonces para toda forma diferencial cerrada w €
EM(X) se tiene que

es un entero.

1 df

Ve SoEEE =S

T omi f
por (5.95). Asi,

(7c,w>=//x-rc/\w = /A[%?i—dg]Aw
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2m//_/\“ //ng/\w
2m// "A‘”_//xd(g‘”)
i [, 70

— lw por (5.94).

Se sigue que si v, ¥ s son las formas armoénicas asociadas a las curvas

a y b, entonces
// Ya A = (Yo, M) = /‘n'
X a

y como 7; es de la forma

1 dfy —d
I = 2“_‘ f b,

Jfrern /vb [ 5% - 40!

1 dfb /
T om dgs

T
271 Jo fo

entonces,

que claramente es un entero. Q.E.D.

Definicién 5.98 Sean a,b curvas cerradas en X y sean 74,7 las formas
armonicas asociadas. El entero

a-b:=(7a,7»)=// Ya A7
X

se llama el nimero de interseccién de a y b.
Si a, b son ciclos en X, se define en forma similar a - b.

Proposicién 5.99 Los nimeros de interseccidn satisfacen:
(1): a-b depende sdlo de las clases de homologia de a y b.
(2):a-b=—-b-a

(8): (a+b)-c=a-c+b-c.
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DEMOSTRACION. (2) y (3) son directos. Para (1),sia ~a' y b~ ¥
(homdlogos), se tiene:
(1): Si b = b, entonces v, = vy, y asi

1 dfs
e "‘//""”” i)y fo

como arriba; y similarmente

' _ 1 dfb

a b= — —_,
271 a’ fb
que son iguales ya que a ~ a’.
(ii): Similarmente si a = a’.
(iii): El caso general se sigue de los anteriores. Q.E.D.
Con ideas similares, dejamos como un ejercicio probar:

Proposicion 5.100 Sea X una superficie de Riemann de género g > 0.
Entonces, ezisten curvas cerradas ay,...,az; en X tales que si y,, son las
forimas armdnicas asociadas, entonces

29
= @C"yaj.
F=il

Recordemos ahora que por el Teorema de Hodge,

HY(X,C) =~ H'(X) ~ C%,

-

HY(X,Z) ~ 2% C C¥ = H(X,C).

Y una base para H!(X,Z) esta dada por las formas arménicas v, asociadas
a curvas cerradas en X, 1 < j < 2g.
Podemos entonces definir el apareamiento

H\(X,Z)x H\(X,Z) - Z

() [ o

Este apareamiento esta bien definido ya que la integral sélo depende de
la clase de homologia [a], y claramente es no degenerado. Se sigue que si

mediante
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Y1,---17Y2¢ €8 una base de HY(X,Z) como arriba, las clases de homologia
de las curvas correspondientes [a1], ..., [az,] forman una base de H,(X,Z),
y asi,

Hi(X,Z) ~ Z%.

La Jacobiana de una superficie de Riemann compacta. Sea X una
superficie de Riemann compacta de género ¢ > 1. Escojamos una base
{71,...,72¢} de Hi(X,Z). Sea w),...,wy una base de Q(X). Para cada v;

se define el vector columna
m; :='(/ w],...,/ wg) e 9,

Y ]
t = transpuesto.

Como las w; € Q(X) son arménicas, dw; = 0, 1 < i < g, y asi por el
Teorema de Stokes, la integral f% w; solo depende de la clase de homologia
de v;, y por lo tanto, los vectores columna ; estan bien definidos. Estos
vectores se llaman los vectores de periodos de X, y la matriz

J

M:= (1!'1, Sc0g 7r2g)gx2g

se llama la matriz de periodos de X.
A continuacién probaremos que las columnas de II son linealmente in-
dependientes sobre IR, pero antes necesitamos un par de lemas:

Lema 5.101 Si w € £M)(X) es cerrada y si para todos los bdsicos v;,
1<j<2g de Hi(X,Z) se tiene que

/w:O,
.

)

entonces w es ezacla.

DEMOSTRACION. Sea zop € X un punto dado. Para cualquier otro punto
z € X escojamos una curva vy de zp a T, y pongamos

f(z) = / w.

Observemos que si 7’ es otra curva de zy a z, entonces Y —7' es un ciclo
en X, y por lo tanto (su clase de homologia) es combinacién lineal de los
basicos v;, i.e.,

29
! — L~
Y- = E n;v +c,
=1
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donde ¢ ~ 0, i.e., fc w = 0 para toda forma cerrada w. Se sigue que

29
/ w= E / w+ /u =0,
=7 j=1v"7, ¢

ya que f%w =0= f,w. Por lo tanto, f,’w = [, w.
Entonces, f : X — C es una funcién bien definida, y de hecho es
diferenciable, y claramente df = w. Q.E.D.

Lema 5.102 Sea X una superficie de Riemann compacta, y sean w,9 €
Q(X). Considerando aw y 9 en EM(X), si

w+ 9V =df,
donde f : X — C es diferenciable, entonces

w=9=0.
DEMOSTRACION. Escribamos w = hdz y ¥ = gdz, para una coordenada
local z. Entonces, wAJ =0,y

%0 AT = |g(z)? %dz A d3 = |g(z)[?du A dv.

Supongamos que ¥ # 0. Entonces,

(1) é//;m@://x WP Ado > 0.

Pero, B B -
IAI=9Aw+IAI=0A(w+Y)=0Adf,

(por hipdtesis). Y si mostramos que

) //xo/\dfzo,

esto seria una contradiccién con (1), y por lo tanto J = 0.
Para probar (2), observemos que

d(f9) =df A9+ fAdY.
Y como ¥ € Q(X), ¥ = gdz con g holomorfa, y asi 39/0z = 0. Se sigue que
dd d(g9dz) = dg A dz
= (@dz + @dz) Adz
0z 0z

- (ggdz) Adz =0,
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y asid Adf = —df AY = —d(fV) ya que d9 = 0.
Finalmente, como f9 € £(1)(X), entonces por el Teorema de Stokes,

[ am=o
//xa/\dfz-//xd(da):o.

Similarmente se prueba que w = 0. Q.E.D.

y asi

Proposicién 5.103 Sea X una superficie de Riemann compacta de género

g > 0. Los vectores de periodos my, ..., may son linealmente independientes
sobre R.

DEMOSTRACION. Supongamos que son linealmente dependientes. Entonces
existen reales a;,...,az, no todos cero tales que

(1) aymy + .-+ azgmag = 0.
Conjugando esta ecuaciéon obtenemos
(2) (117?1 + "'+02g7_r2g :0,

donde #; = ’(f_7 @1,..., [, @g). Consideremos ahora la matriz 2g x 2g:
J b

H‘ '_ m 7rzg
T ooee T

Por (1) y (2) se tiene que las columnas de II* son linealmente depen-
dientes, y asi el rango de II* es < 2g. En particular, los 29 renglones de II*
son linealmente dependientes, y asi existen complejosay,...,agy by,..., by
no todos cero, tales que

m(/ wl,...,/ wg>+..-+bg(/ Qg,...,/ (.Dg)z()’
mn T Yag Tag

9 g
/ E ajw; + E bjw; | =0
] i=1

i \Jj=1

1.e.,
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Pongamos ahora

g g
(3) w = Za,-wj y = ijwj.
=1 j=1

Entonces,

[ wd=o,

1 <1< 29. Deloslemas previos se sigue que w = 0 = ¥, donde w es como
en (3), lo cual contradice la independencia lineal, sobre C, de wy,...,w,.
Q.E.D.

Como una consecuencia de esta proposicion, se tiene que los vectores de
periodos 7y, ..., my, generan una reticula en C?, a saber

A=A(my,...,myg) :=Zmy + -+ Zmyy C CS.

Definicién 5.104 Sea X una superficie de Riemann de género g > 1.
Con la notacién anterior, al espacio cociente (que es un toro complejo de
dimensién g)

Jac(X) :=CI/A,

selellamala Jacobiana de X.

La Jacobiana de X es una variedad compleja de dimensién g, que
también es un grupo abeliano. En muchos sentidos es mas manejable que
la superficie original X.

Es tiempo ahora de regresar al problema original de esta seccion: deter-
minar cuando un divisor D en X de grado 0, es principal. Veremos cémo
las construcciones anteriores son las adecuadas para tratar este problema.

El morfismo de Abel-Jacobi. Sea X una superficie de Riemann de
género g > 1 y sea Div(X) el grupo de divisores de X. Sea Divo(X) C
Div(X) el subgrupo de divisores de grado 0, i.e., Divg(X) es el niicleo del
morfismo

deg : Div(X) — Z.

Identifiquemos a f € MY con su divisor (f) € Div(X). Asi se tiene que
(M%) C Divg(X) ya que el divisor asociado a una funcién meromorfa no
constante, tiene grado 0.

Se tiene un homomorfismmo

u : Divo(X) — Jac(X),
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dado como sigue: sea ¢ € Ci(X) una cadena tal que dc = D yseaw,,...,w,
una base de 2(X). Definimos

(+) u(D) = (/Cul,.,.,[ug>ec9,

Observemos que si dc = D = 9¢’, para c¢,c’ € C(X), entonces ¢ — ¢’ €
ker 8 = Z,(X) y asi su clase de homologia [c — ¢'] es una combinacion de
la base de la homologia [yi], ] < i < 2¢, y asi en (*) cada integral

29
/wj—/wjzgn,'/u,',
< < i=1 L

i.e., (*) esta bien definida mddulo la reticula de periodos A, y por lo tanto
(*) define una funcién
u : Divg() — Jac(X),

llamada el morfismo de Abel-Jacob:. Claramente es un homomorfismo de
grupos. Podemos ahora formular el Teorema de Abel:

Teorema 5.105 (Abel) Sea X una superficie de Riemann compacta de
género g > 1. Entonces,

(M%) = ker (Divo(X) — Jac(X)).

DEMOSTRACION. Probaremos primero que (M%) C ker (u). En efecto,
sea f € M%,y parat € P' = CU {0}, sea

D, := f~(t) € Div(X).
Entonces,
D:=(f)=f1(0) = f~'(00) =: Do — Deo,

separando los ceros de los polos de f.
Probaremos que u(D;) es constante, para t € P', y como consecuencia
inmediata tendremos que

u(D) = u(f) = u(Do) — u(Deo) =0,

que es lo que queremos probar.
Para probar que u(D;) es constante, consideremos su derivada

d d n n
&)= (Z/ | “’9) ’
i=1 b j=1v7
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donde Dy = 3¢ = 8(11 + - - + Tn), con n el nimero de hojas del cubriente
f: X =P

Ahora, sea R C X el conjunto de puntos de ramificacion de f. Sabemos
que R es finito. Sea to € P’ tal que f~!(o) N R = 0. Entonces, existe un
disco A C P! y abiertos Ay, ..., An en X vecindades de p;(to), - .,Pn(t0)
(los puntos de f~1(tp)), tales que

f:a;— A
es un biholomorfismo para cada j =1,...,n.
Podemos entonces elegir como cartas coordenadas alrededor de cada
pj(to) a (Aj,z = fla). Con respecto a estas coordenadas escribamos

w; = g,-,-dz.

Entonces, si Dy, = 8co = 8(10+ - - - + Yno0), se tiene, parat € A y para
Dy = 8ct0(11e + - - + Tne)s que

Py-1(0) p;(t)
/ wi / w.'+/ w.'+/ wy
st pi-1(t) 750 p;(to)
to ¢
/ gi,j-l(z)d2+/ Ui+/ gijdz,
t Y50 to

(ver la figura siguiente, recordando que A es simplemente conexo)

pi-1(t) e pi(t)

pj-1(to) p;(to)
Y por lo tanto,

d

(1) @ / wi = —gij-1(t) + 0+ gij(t) = 9ij(t) — 9i,5-1(2).

Y por otra parte, como z = f|a;, en A;j se tiene que

wy gij(2)dz

f-t z—t '
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y asi

Wy 1 )
2 Respo (727 ) = 59 )
De (1) y (2) se obtiene

d wg
E [“' Wy = 27"\/ —lRes,,,.(,) (f_:_t> 4

y por lo tanto, ya que los polos de w; /(f—t) provienen de los py(t), . .., pn(t) €
f~(t), entonces,

“\ d w;
jg:l m /”‘ wy = 2#\/——12 ReSpj(g) (T:_t)
—2#\/—_12 Res,, (1) (f—“i:—i) =0

por el Teorema del Residuo. Se sigue que

d n
e i) = 0)
dt (J; Vi ¢ )

y hemos probado entonces que para toda t € R, u(D;) es holomorfa, y de
hecho

d
5 (u(D1)) = 0.

Finalmente, como P! — f(R) es conexo, se sigue que para todo t €
P! — f(R), u(D,) es constante, y asi por el Teorema de la Identidad, u(D)
es constante para toda t € P!, como queriamos probar.

Reciprocamente, si D € Divo(X) es tal que u(D) = 0, sea ¢ € C1(X)
una l-cadena tal que dc = D. Entonces,

0=u(D)=(/;w1,...,/;wg>.

Por el lema (5.93) existe f € £(Xp) tal que

[/ L9

para toda w € £M)(X) cerrada.
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Ahora, para todo basico wy de Q(X) se tiene

0= fur=gu [ [ Fru=m [ 5 7

y como observamos antes de (5.93), la forma

dllf
€ £EN(X).
N2 (
Entonces, por (5.88) existe una funcién g € £(X) tal que
dllf
dg=21
(1) 9="%
Pongamos entonces
F:=exp(-g)-f

Se sigue que F' también es una solucion para D (en la terminologia
previa a (5.93)), y ademas

d"F = (d"exp(-g))f + exp(—g)d"f
= —exp(—g)d"g - f+exp(—g)d"f
= —exp(—g)d"f +exp(—g)d"f por (1)
= 10,

y asi F es holomorfa en Xp, y como observamos previamente a (5.93),
entonces F' € MY satisface D = (F). Q.E.D.

El problema de inversién de Jacobi. Si X esunasuperficie de Riemann
de género ¢ > 1, y u : Divg(X) — Jac(X) es el morfismo de Abel-Jacobi,
hemos visto (Teorema de Abel) que ker (u) = (M%), y el problema de
inversion de Jacobi es la pregunta por la suprayectividad de u. En otras
palabras, considerando el grupo cociente Divg(X)/(MY ), por el Teorema
de Abel u induce un morfismo inyectivo

u : Divo(X)/(M%) — Jac(X),

y el problema de inversion corresponde a la biyectividad de este morfismo.
La respuesta es afirmativa, y es el Teorema de Jacobi que probaremos a
continuacion. Antes un poco de notacion.

Definicién 5.106 Sea X una superficie de Riemann compacta. El grupo
cociente

Pic(X) := Div(X)/(M%)



278 Capitulo 5. Superficies de Riemann Compactas

se llama el grupo de Picard asociado a X. También consideraremos al
subgrupo
Pico(X) := Divo(X)/ (M%)

de Pic(X).

Con esta notacion, el problema de inversion de Jacobi es considerar la
suprayectividad del morfismo de Abel-Jacobi

u : Pico(X) — Jac(X).
Antes de probar el Teorema de Jacobi, necesitamos un lema:

Lema 5.107 Sea X una superficie de Riemann de género g > 1. Entonces,
ezisten g puntos distintos ay,...,ay en X tales que toda forma holomorfa
w € Q(X) que se anula en todos esos puntos, es idénticamente cero.

DEMOSTRACION. Para a € X, sea
H, = {w € AX) : w(a) =0} C Q(X).

Es claro que cada H, es igual a Q(X) o tiene codimensién 1 en Q(X).
También es claro que la interseccion de todos los H, es 0. Por lo tanto,
como §2(X) tiene dimension g, entonces existen g puntos aj,...,ay € X
tales que

He,N---NH,, =0,

y estos son los puntos que nos sirven. Q.E.D.
Teorema 5.108 (Jacobi) Si X es una superficie de Riemann de género

g > 1, el morfismo
u : Pico(X) — Jac(X)

es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sea p € Jac(X) un punto cualquiera, representado por
un vector £ € C. Escojamos puntosay,...,a, € X comoen el lema previo,
y cartas coordenadas simplemente conexas y disjuntas (Uj, z;) alrededor de
cada aj, con z;j(a;) = 0. Sea wy,...,w,y una base de Q(X), y con respecto
a las cartas anteriores pongamos

Wi = fl‘jdlj en U,’.

Per el lema anterior, la matriz A := (fij(a;))1<ij<g tiene rango g.
Ahora, definamos la funcién

F:Uyx-xUy—C?
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como sigue: para £ = (z1,...,Z4) € Uy x -+- x Uy, pongamos
F(z1,...,24) i= (F1(2), ..., Fy(z)),

donde

9z,
Fi(z) I=jz=:l./a’ wi,

1 <1< g, ylaintegral f:" w; es a lo largo de una curva de a; a z; en U, y
como U; es simplemente conexa, la integral no depende de la curva elegida.

Observemos ahora que F' es compleja-diferenciable con respecto a las
coordenadas z;j, y su matriz Jacobiana es

OF; BT
5 (®) leme = (fs(as)) = 4,

Jr(z) = (

en el puntoa = (ay,...,a,), y por lo tanto tiene rango g, i.e., es invertible,
y asi por el Teorema de la Funcién Inversa,

W:=F(U, x---xUy) CC*?

es una vecindad de F(a) = 0.

Ahora, regresando al punto p € Jac(X) representado por £ € C?, para
un numero natural N suficientemente grande, el vector %ﬁ estd cerca del
0 € CY, y asi, estd en la imagen de F, i.e., para los puntos aj,z; € X como
arriba y curvas v; de a; a zj, 1 < j < g, poniendo

ci= 14+,

(/cwl,...,/cwg)=%£.

Entonces, para el divisor D := 8¢ € Divo(X), se tiene que

u(D) = (/cwl,...,/cwg) :%5 mod (A),

por definicién de u. Entonces, para el punto A € Pico(X), representado
por el divisor ND € Divg(X) se tiene que u(A) = p. Q.E.D.

se tiene que

Ya para terminar, formulamos y probamos una versién mas fina del
Teorema de Jacobi, obteniendo después un resultado importante para su-
perficies de género 1.
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Sea X una superficie de Riemann de género ¢ > 1, y sead > 1 un
entero. Sea X¢ el producto cartesiano de X consigo misma d veces. Sean
aj,...,aq € X puntos arbitrarios. Se define una funcién

¢ : X% — Pico(X)

como sigue: si (zy,...,z4) € X, ponemos
d
¢(z1,....24) == »_(Dz; — Da,) mod M,
donde D,, para z € X, es el divisor dado por
_J 1 st y=1¢z
D:(y) = { 0 si y#z.
La composicion

X4 2 Pico(X) 2 Jac(X)

define una funcién
i: X¢ — Jac(X),

que recordando la definicion de u, esta dada por:

d
u | Y (D:; - Da;) | mod Mk

§=1

®5 5
/ wl,...,/ wy | mod A.
a; a;

El teorema siguiente refina a (5.108):

u(zy,...,z4)

M-

§=1

Teorema 5.109 (Jacobi) Sea X una superficie de Riemann de género
g > 1. Entonces, la aplicacion

o X9 — Jac(X)
es suprayecliva.

DEMOSTRACION. Es suficiente mostrar que ¢ : X9 — Pico(X) es supra-
yectiva. Asi lo que queremos probar es que todo divisor D € Divg(X) es
equivalente mod MY% a un divisor de la forma

Z(D’J D“:
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con (z1,...,24) € X9.
Ahora, si D' := D+D,, +- - -+ D,,, entonces deg(D’) = deg(D)+g = g,
y por Riemann-Roch se tiene que

R%(X,0(D')) — hY(X,0(D')=g+1-g=1,

y asi h%(X,0(D’)) > 1. Por lo tanto, existe una funcién meromorfa f €
MY tal que (f) > =D, i.e., tal que

D":=(f)+ D' >0.

Entonces, deg(D") = g, y como D" > 0, existen puntos zy,...,z4 € X
tales que

) P ,

Se sigue que
Dzl+"'+D,y:D":(f)+D':(f)+D+Da1+“'+Da,y

y por lo tanto

q

D+(f)y=) (D:; - D:;).  QED.

j=1

Finalizamos esta seccion estudiando 4 : X9 — Jac(X) en el caso de
género 1. Observemos primero que en este caso Jac(X) = C/A es una
superficie de Riemann (un toro).

Teorema 5.110 Sea X una superficie de Riemann de género g = 1. En-
tonces la aplicacion
u: X — Jac(X)

es un tsomorfismo.

DEMOSTRACION. La aplicacidn @ se'puede describir explicitamente como
sigue: dado w € Q(X) — {0}, A = A(w) C C, y sea a € X. Entonces, para
cada z € X la funcidn u es:

u(z) := /rw mod A € Jac(X) = C/A.

Claramente u es holomorfa y por (5.109) & es suprayectiva. Que 4 es
inyectiva, es porque si p # ¢ en X y u(p) = u(q), entonces u(p —q) =0, y
asi por el Teorema de Abel el divisor p — ¢ € Divo(X) seria principal, i.e.,
existiria f : X — P! tal que (f) = p— g, i.e., f tendria un sélo polo ¢ de
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orden 1, lo cual implicaria que X = P!, pero esto es una contradiccién ya
que el género de X es 1. Q.E.D.

Observacion. Es claro de las definiciones anteriores que la funcién @ :
X9 — Jac(X) es tal que @(zy,...,zy) permanece invariante bajo cualquier
permutacion de (zy,...,z,), y por lo tanto & induce una funcién

i: X9 = Jac(X),

donde X(9) es el g-ésimo producto simétrico de X, i.e., es el conjunto de
g-adas no ordenadas de elementos de X, {z1,...,z,}, al cual también po-
demos pensar como al conjunto de divisores efectivos de grado g, D =
z, + ---+ z,, donde los z; no tienen que ser distintos.

Ya para terminar, el producto simétrico X(9) tiene una estructura natu-
ral de variedad compleja de dimensién g, y la aplicacién & : X(9) — Jac(X)
es holomorfa suprayectiva, pero no es biyectiva, en general. El estudio de
la variedad Jacobiana Jac(X), que es un toro g-dimensional, proporciona
informacion importante sobre la superficie de Riemann X.
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5.7 Encaj)es en espacios proyectivos

En esta seccién veremos cémo las superficies de Riemann compactas se
pueden encajar, en forma natural, en espacios proyectivos P". Comenzamos
recordando la definicién de los espacios proyectivos complejos P? = Pg,
que de hecho es una generalizacion de la definicion de la recta proyectiva
compleja P'.

El espacio proyectivo complejo. Sea n > 1 un natural, y consideremos
el espacio C"*!. En el conjunto C**! — {0} introducimos la relacién de
equivalencia siguiente (analoga a la usada para definir P'):

(20,---,2n) ~ (20,...,25) <= existe A€ C"=C- {0}
tal que z; = Az} para 0<j<n.

Es claro que ~ es una relacién de equivalencia. Al conjunto de clases
de equivalencia se le denota

Pg = C"*' — {0}/ ~,

y se le llama el espacio proyectivo complejo de dimensién n.

A la clase de equivalencia del punto (zo,...,2,) € C**' — {0} se le
denota [z : ... : z,) € PR.

Con la topologia cociente Pg es un espacio Hausdorff compacto. De he-
cho, P” es una 2n-variedad real, i.e., es un espacio localmente homeomorfo
a R?". Explicitamenate, si identificamos R?>" con C", un atlas en P" esta
dado por los conjuntos

Ui ={[z0:--:za)] EP" : zj #0}, 0<j<n,

que claramente son abiertos y cubren a P*; las cartas coordenadas son las
funciones

Cj ZU,‘ g Cﬂ
dadas por

Z0 Zj—-1 Zj41 Zn
Gilzo:--izp) = —,..., =, L=,....— ],
Zj zj Zj Zj

y es fécil ver que son homeomorfismos de U; en C". De hecho, los cambios
de coordenadas

Ceo¢ ! :G(U; NUL) CC" = G(U; NU) € C”
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son funciones holomorfas (de C" en C"). En este sentido, decimos que el
atlas {(U;,(j)}o<j<n €8 un atlas holomorfo para P", y diremos que P” es
una variedad compleja de dimension n.

En forma analoga a (1 4) se puede definir el concepto de aplicacién
holomorfa f : X — Y entre dos variedades complejas, de dimensiones m y
n respectivamente.

Una aplicacion holomorfa f : X — Y entre variedades complejas, se
llama una inmersidn si para cada punto r € X la diferencial df|. es inyec-
tiva.

Una aplicacion holomorfa f : X — Y entre variedades complejas, se
llama un encaje si f es una inmersion inyectiva.

Por lo que a nosotros interesa, X sera una superficie de Riemann com-
pacta y Y = P, y en este caso ejemplos de aplicaciones holomorfas f :
X — P" pueden obtenerse como sigue: Sean fq,..., fn € M(X) funciones
meromorfas no cero (las cuales existen por (5.17) ya que X es compacta).
Para cualquier punto p € X sea (U, z) una carta coordenada de X alrededor
de p, tal que z(p) = 0, y sea

k := min;{ord,(f;)}.

Escribamos
fi =zt -g; en U,

donde g; es holomorfa en una vecindad de p. Para al menos alguna j se
tiene que g;(p) # 0. Definamos entonces

F:=[fo::fa): X =P
mediante

H F(p) :=[go(p) : - - : gn(p)]-

Es claro que si p € UNU’, donde (U, z) y (U’, z') son cartas coordenadas
de X alrededor de p, entonces para

— k1 '
fi=2"g; en U
como arriba, se tiene que

9i(p) = :—:,-(p) -9;5(p),

con fl‘(l’) € C- {0}, y por lo tanto

[90(p) : -~ : gn(P)) = [90(P) : - - : g (P))-
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En otras palabras, la definicién (1) de F no depende de la carta local
elegida. Tenemos, por lo tanto, una funcién

F:X—v]PN.

Finalmente, observamos que F es una aplicacién holomorfa ya que si
p € X, con la notacién anterior, existe j tal que g;(p) # 0, y por lo tanto

F(p) = [go(p) : -+~ : gj(p) : --- : gn(P)) € U

(una de las cartas coordenadas (U;,(;) de PV), y asi p € F~Y(U;) =: W;
un abierto de X, y las funciones

Fj =CjoF :W; - CV

tienen la forma

Fo= <90 9i-1 9j+1 gN)
] = — . g e R .. o) D y
9j 9j 9; 9;

en una vecindad de p, con cada §1_ holomorfa. Por lo tanto, F' es holomorfa.
J
El resultado principal de esta seccion es:

Teorema 5.111 Sea X una superficie de Riemann compacta de género g
y sea D un diwvisor en X de grado > 29 + 1. Sea fo,..., fn una base de
I'(X,0p). Entonces,

F:=[fo: - :fn]: X ->PN
es un encaje.

DEMOSTRACION. Las observaciones previas nos dicen que F es una apli-
cacion holomorfa.

(1): F es inyectiva. Supongamos que p; # pz en X, y sea D’ el divisor
definido por
/ s D(z) si z#p2
Di(s) '—{ D(z)-1 si z=p,.

Como deg D' = deg D — 1 > 2g, la gavilla Op/ esta generada global-
mente (5.54), y por lo tanto existe una seccién f € I'(X, Op-) tal que

(1) ordy, (f) = —D(p1)-

Y por defincién de D’ se tiene que

(t1) ordy,(f) 2 —D(p2) + 1.
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Ahora, como D' < D entonces I'(X,0p) C I'(X,0p/) y asi f €
T'(X,0p) y por lo tanto, ya que fo,..., fnv es una base de I'(X,Op), se

tiene que
N
f=2 %
j=0

con Aj € C.

Sean (Uy, 21) y (U, z2) cartas locales de X alrededor de p, y p, respec-
tivamente, tales que z;(p;) = 0.

Como deg (D) > 29+ 1 > 2g, por (5.54) Op esta generada globalmente
y por lo tanto (5.53)

ki := ordp,(f;) = —D(p:)
y asi, en una vecindad de p; podemos escribir
fi=zei y  f=zg
Entonces, por definicién de F' = [fo : --- : fn], se tiene que
F(pi) = [gio(pi) = - : gin(pi))

y como f = 5" Aj f;, entonces

N

Y Aieii(pi) = gi(pe)-

j=0

Pero, de (1) y (1) se sigue que g1(p1) # 0y g2(p2) # 0, y por lo tanto
F(p1) # F(p2)-

(ii): F es una inmersign. Sea pp € X un punto dado, y como antes sea D’
el divisor definido por

/ L D(I) sl T .',é D
EH(®) '_{ D(z)—-1 si z=pg.

Asi Op: esta globalmente generada y por lo tanto existe f € I'(X,Op:)
tal que

ordp, (f) = —D(po) + 1.

También, como f € I'(X,0p) y fo, ..., fn esbasede I'( X, Op) entonces
f=2Xjfjcon ) eC.
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Ahora, sea (V,z) una carta local alrededor de po tal que z(py) = 0 y
como en (i) si ponemos

k := ordpy(fj) = —D(po)
entonces, en una vecindad de py, podemos escribir
fi = z*g; y “f=4d,
y existe una j tal que g;j(po) # 0. Sin perder generalidad podemos suponer
que j = 0.
Ahora, sea (Up,(p) una de las cartas de PV, sea Wy = F-Y(Uo) y
consideremos la funcién

Fo=(CooF:Wy—CV.

Recordemos que en una vecindad de pg la funcion Fy esta dada por

Fo = (Fo1,-.-,Fon) = (ﬂ,---,g—N),
go 90

y asi obtenemos
o al 9j - g; 9
Sufs=3n (2) =0 (2)-x=L -,
ji=1 j=1 9o j=0 9o 9o

y por lo tanto

N
Y AidFo; = d(i - ,\o) =d<l>,
j=1 go

90

y como go(po) # 0 y g tiene un cero de primer orden en pg, se debe tener

entonces que
4(L) w20
9o

Se sigue que dFy; # 0 para algin indice j. Es decir, F es una inmersion.

Q.E.D.
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5.8 El grupo de automorfismos

Sea X una superficie de Riemann compacta de género g. En esta seccidon
consideraremos el grupo (bajo la composicién de funciones):

Aut(X):={f: X - X : f esun isomorfismo }

de automorfismos de X.
Si el género g = g(X) =0, i.e.,si X ~ P!, es facil ver (ejercicio) que

Aut(P') = PGL(2,C).

También, si ¢ = g(X) = 1, en cuyo caso X = Jac(X) =~ C/A por
(5.110), entonces X es un grupo abeliano (X es una curva eliptica sobre
C), entonces es un ejercicio el calcular

Aut(X) ~ Aut(C/A),

y ver que es un grupo infinito.

Asi, en estos dos casos g =0y g = 1, el grupo de automorfismos de X
es infinito, y de hecho esta calculado con los ejercicios de arriba.

Ahora, si ¢ = g(X) > 2, probaremos el resultado cldsico que Aut(X)
es un grupo fintto. De hecho, un teorema de Hurwitz es mas preciso y nos
dice que el orden de este grupo es < 84(¢g — 1). Aqui sélo probaremos la
finitud de Aut(X). El teorema de Hurwitz puede verse en [Farkas-Kra) por
ejemplo.

Comenzamos con las observaciones siguientes: Sea X una superficie de
Riemann compacta de género g = g(X) > 2. Por (5.69) X tiene puntos de
Weierstrass.

(1): Observemos que un automorfismo ¢ : X — X permuta el conjunto de
puntos de Weierstrass de X, ya que si P € X es un punto de Weierstrass,
por (5.72)(1) existe una funcién meromorfa f en X tal que su divisor de
polos (f)eo = nP, para algiin 1 < n < g. Entonces, la funcién f o ¢!
también es meromorfa y su divisor de polos es (f 0 ¢7!)oo = né(P), i.e.,
#(P) también es un punto de Weierstrass de X.

(2): Observemos también que si un automorfismo ¢ € Aut(X) tiene mas
de 29 + 2 puntos fijos, entonces ¢ = idx, ya que si ¢ no fuera la identidad,
entonces existe un punto P € X que no esta fijo bajo ¢.

Si P es un punto de Weierstrass, por (5.72)(1) existe una funcién me-
romorfa f en X tal que (f)oo = nP paraalginl1<n <g.
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Si P no es un punto de Weierstrass, entonces existe una funcién mero-
morfa f en X tal que (f)oo = (9 + 1)P, ya que por (5.72)(4) se tiene que
¢(gP) = 1, y por Riemann-Roch

(g+DP)=(g+1)+1-g+lw-(9+1)P)>2,

donde w es un divisor canénico de X. Y asi, por (5.72) se sigue que existe
una funcién f meromorfa tal que (f)oo = (9 + 1)P.

Resumiendo, para este punto P € X existe una funcién meromorfa f
en X tal que (f)oo = nP conl <n < g+ 1. Entonces, fo¢ es una funcién
meromorfa cuyo divisor de polos es

(fod)ew = nd’_l(P)-
Se sigue que el divisor de polos de la funcién h:= f — fo ¢ es
(*) (h)oo = (f = f o ¢)oo =nP+n¢~'(P).

Pero como para cualquier funcidn h, el grado deg (h) = 0, entonces de (*)
se sigue que h debe tener 2n ceros, contados con sus multiplicidades, y
como todo punto fijo P de ¢ claramente es un cero de h, y comon < g+1,
la afirmacién (2) se sigue.

El resultado principal de esta seccion es:

Teorema 5.112 Sea X una superficie de Riemann compacta de género
g > 2. Entonces, el grupo de automorfismos Aut(X) es finito.

DEMOSTRACION. Sea G := Aut(X) y sea S el grupo de permutaciones del
conjunto de puntos de Weierstrass de X. Por la observacién (1) de arriba
se tiene un homomorfismo de grupos

a:G—S.

Escribamos G, := G, a; = a y G2 := ker (a1). Escojamos un punto de
Weierstrass Po y sea n el menor entero tal que 1 < n < g y tal que exista
una funcién meromorfano constante f cuyo divisor de polos es (f)oo = nFo.
Nétese que necesariamente n > 2 ya que de lo contrario f : X — P! seria
una aplicacién holomorfa no ramificada de una sola hoja y por lo tanto un
biholomorfismo, y en consecuencia se tendria que g(X) = g(P') = 0, en
contradiccién con g > 2. Nétese también que £(nPy) = 2 por (5.72)(4).

Sea R = {Po, P\,...,P.} el conjunto de puntos de ramificacién de f :
X — P'. Como (f)e = nPo, entonces f tiene grado n y asi v(f,P) < n
para cada P € R. Se sigue que r > 4 ya que si r < 3, por la férmula de
Riemann-Hurwitz
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29—-2=2g9(X) -2

1]

n(29(P') - 2) + Y _(v(f,P) - 1)
n(0-2)+ Y (v(f,P)-1)

< —-2n+4+4(n-1) sir<3
= 2n-—4
< 29-4 yaquen<y,

lo cual es una contradiccion.

Ahora, sea S; el grupo de permutaciones de {P),...,P,}. Nétese que
este conjunto es estable bajo la accién de G2 = ker (o)) yaquesi F € G2 C
G, y P; es uno de esos puntos, entonces claramente F'(Pj) € R y ademas
F(Pj) # Po ya que £(nPp) = 2.

Podemos definir entonces un homomorfismo

az:Gz—*Sz

mediante
az(F)(P;) = F(P;).

Sea G3 := ker (a2). Nétese ahora que cada elemento F € G3 fija al
conjunto R y asi fija al menos 5 elementos de X ya que r > 4. Pongamos
ahora

B:= {f(Pl)v!f(Pr)}gX

Asi, el conjunto de valores de ramificacién de f : X — P! es BU {oo}. De
nuevo, usando la férmula de Riemann-Hurwitz, se sigue que la cardinalidad
del conjunto B es > 4. Sea F € Gj3 cualquier elemento. Ahora, como
foF € L(nPy) y como

dimg L(nPo) = £(nPo) = 2,
entonces existen constantes a,b € C tales que
foF=a-14b-f=a+bf.

Ahora, el automorfismo
B:P' P!
dado por 4(z) := a + bz fija al conjunto BU {0} ya que F fija al conjunto
R.
Pero como #BU {00} > 5> 2-0+2 = 2-g(P') + 2, entonces por la
observacién (2) de arriba 3 debe ser la identidad, y por lo tantoa =0 y
b=1,yasi foF = f para todo F € Gj.
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Esccjamos ahora cualquier z; € C — B y sea S3 e! grupo de permuta-
ciones del conjunto f~!(z;). Como antes, cualquier F € G3 induce una
permutacién en f~1(z;), y asi se tiene un homomorfismo

03:G3-—’S3.

Cualquier elemento de G4 := ker (a3) fija los puntos del conjunto de
ramificacién de X, i.e., de BU {oo}, y también los n puntos de f~!(z).
Asi, cada elemento de G4 tiene al menos n + 5 > 7 puntos fijos.

Iteremos este proceso como sigue: Escojamos z; € C — B y sea Sy el
grupo de permutaciones de f~!(z3). Se define entonces un homomorfismo

04304 —’Sq,

y todo elemento de Gy := ker (a4) tiene al menos 2n + 5 > 9 puntos fijos.
Continuando inductivamente se construye un grupo de automorfismos Gy4+3
del cual cada uno de sus elementos tiene al menos

n(g+3—3)+5>2g+2

puntos fijos. Por la observacion (2) de arriba se sigue que Gg43 = 1 es el
grupo trivial, y asi

1= Ggya = ker (ag42 : Gg42 — Sg42)

implica ag42 inyectiva y por lo tanto Gg43z es finito ya que Sgy42 lo es.
Recorriendo en sentido inverso el proceso anterior se prueba que cada grupo
Gk, y en particular G; = G = Aut(X), debe ser finito. Q.E.D.

Unas observaciones finales: El teorema anterior tiene un refinamiento,
cuya demostracion escapa el alcance de este libro, a saber:

Teorema (de Franchis). Sean X;, X, superficies de Riemann compactas,
y supongamos que el género g(X2) > 1. Entonces, ezisten sélo un mimero
finito de aplicaciones holomorfas no constantes f : X; — X».

Una demostracidn de este resultado puede verse, por ejemplo, en [Lang,
Fundamentals of Diophantine Geometry. Springer-Verlag (1983), p. 283].
Este Teorema de de Franchis juega un papel importante (es el dltimo es-
labén) en la demostracion reciente de la conjetura de Mordell por G. Fal-
tings, véase (G. Faltings, Endlichkeitsdtze fur abelsche Varietaten iber Za-
hlkérpern. Inv. Math. 73 (1983), 349-366)].
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Finalmente, quisiéramos mencionar el problema inverso al resuelto por el
teorema anterior: Dado un grupo finito G, existe una superficie de Riemann
compacta X (de género g > 2) tal que

Aut(X) = G.

Este resultado fue probado por L. Greenberg: Mazimal Fuchsian Groups,
Bull. A.M.S. 69 (1963), 569-573.

Nétese que como X es un cubriente (ramificado) de P', la aplicacién
p: X — P! induce una extensién de campos p* : M(P') ~ C(z) = Mx,y
resulta que ésta es una extension finita de Galois, y como en (3.31) se tiene
un isomorfismo

G ~ Aut(X) =~ Aut(X/P') ~ Gal(Mx /C(2));

en otras palabras, el grupo finito G es realizable como grupo de Galois
de una extensién finita de Galois del campo de funciones C(z). Es una
conjetura, atribuida a Hilbert y a Noether, que dado cualquier grupo finito
G y dado un campo K, existe una extensién de Galois L/K tal que G =
Gal(L/K) (el problema inverso de la teoria de Galois). La conjetura sigue
abierta ailin en el caso original e importante cuando K = Q. Métodos
algebro-geométricos, de los cuales este libro es una introduccién, son basicos
para entender estos problemas.
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La Teoria de Funciones Algebraicas de una Variable Compleja,como el
Analisis Complejo en general, se encuentra en forma privilegiada en la
interseccion de las principales ramas de la Matematica, y en este libro
encontraremos algunas de las formas en que se presentan los objetos
asociados a las funciones algebraicas, las superficies de Riemann
compactas: (i) como objetos analiticos-geométricos, i.e., variedades
complejas de una dimension uno; (ii) como objetos topologico-geométrticos,
i.e., como espacios cubrientes de la recta proyectiva compleja; (iii) como
objetos aritmético-geométricos, i.e., como extensiones de grado de
trascendencia uno del campo de los niumeros complejos.

Al considerar superficies de Riemann compactas, probaremos dos de los
resultados de la Teoria de Funciones del siglo XIX que ameritan
inmortalidad, a saber, el Teorema de Riemann-Roch y el Teorema de Abel-
Jacobi. Después, con el Teorema de Dualidad de Serre, empezaria
propiamente el analis profundo de las superficies de Riemann compactas, y
aqui presentaremos tan solo algunas consecuencias geométricas de los
teoremas arriba mencionados, apenas esbozando la riqueza de esta teoria.

El caracter introductorio de este libro nos permite tan solo dar un panorama
de los resultados clasicos desarrollados por los matematicos de la segunda
mitad del siglo pasado, principlamente Riemann, Abel, Jacobiy Weierstrass,
pero usando el enfoque moderno de la cohomologia de gavillas introducido
por Serre, Grothendieck y otros matematicos de nuestro siglo, que ha
aclarado muchas de las ideas involucradas en este campo y areas afines,
permitiendo un punto de vista unificador, no solo para ir de una a varias
variables complejas, sino también incluyendo, ademas del campo complejo,
otros campos no necesariamente algebraicamente cerrados de tal froma que
se pueda hacer aritmética, uno de los requerimientos impuestos por Weil
para fundamentar la Geometria Algebraica,de la cual este texto puede
considerarse una introduccion a una de sus partes clasicas. Hemos dejado
fuera muchos otros temas clasicos importantes, que la falta de espacio nos
ha impedido considerar: variedades Jacobianas, divisores theta, el Teorema
de Torelli, el Teorema de de Franchis, y otros mas, ameritan un libro
mucho mayor que éste.
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