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Introducción 

todos los nombres son un solo nombre 
todos los rostros son un solo rostro 

O. Paz 

What is in a name? That which we cal/ a rose 
By any other word would smell as sweet 

W. Shakespeare 

IX 

La Teoría de Funciones Algebraicas de una Variable Compleja, como 
el Análisis Complejo en general, se encuentra en forma privilegiada en la 
intersección de las principales ramas de la Matemática: Es, por supuesto, 
Geometría y Análisis, pero también es Algebra y Aritmética y ha servido 
de inspiración a muchas otras áreas de nuestra ciencia. 

Surgida el siglo pasado al tratar de explicar una de las tantas confusiones 
en la caracterización del concepto de función, en especial el problema de 
la extensión de una funcion dada a un mayor dominio (la continuación 
analítica de una función), gracias a la penetración de Riemann, pronto se 
encontró en la corriente principal de la Matemática. 

En este libro encontraremos algunas de las formas en que se presentan 
los objetos asociados a las funciones algebraicas, las superficies de Rie­
mann compactas: (i) como objetos analítico-geométricos, i.e., variedades 
complejas de dimension uno; (ii) como objetos topológico-geométricos, i.P.., 
como espacios cubrientes de la recta proyectiva compleja ; (iii) como obje­
tos aritmético-geométricos, i.e., como extensiones de grado de trascendencia 
uno del campo de los números complejos. 

J .L. Borges escribía alguna vez que el Corán debería, en efecto, ser un 
libro escrito por árabes ya que en él no se encuentran mencionados los ca­
mellos. Este libro es, en efecto, un texto de curvas algebraicas complejas 
aún cuando éstas no se encuentran mencionadas explícitamente, y de al­
guna manera perderemos esa presentación, importante, de las superficies 
de Riemann compactas. 

Al considerar superficies de Riemann compactas, probaremos dos de los 
resultados de la Teoría de Funciones del siglo XIX que ameritan inmorta­
lidad, a saber, el Teorema de Riemann-Roch y el Teorema de Abel-Jacobi. 
Después, con el Teorema de Dualidad de Serre, empezaría propiamente el 
análisis profundo de las superficies de Riemann compactas, y aquí presen­
taremos tan sólo algunas consecuencias geométricas de los teoremas arriba 
mencionados, apenas esbozando la riqueza de esta teoría. 



X 

El carácter introductorio de este libro nos permite tan sólo dar un pa­
norama de los resultados clásicos desarrollados por los matemáticos de la 
segunda mitad del siglo pasado, principalmente Riemann, Abe!, Jacobi y 
Weierstrass, pero usando el enfoque moderno de la cohomología de gavillas 
introducido por Serre, Grothendieck y otros matemáticos de nuestro siglo, 
que ha aclarado muchas de las ideas involucradas en este campo y áreas 
afines, permitiendo un punto de vista unificador, no sólo para ir de una 
a varias variables complejas, sino también incluyendo, además del campo 
complejo, otros campos no necesariamente algebraicamente cerrados de tal 
forma que se pueda hacer aritmética, uno de los requerimientos impuestos 
por Weil para fundamentar la Geometría Algebraica, de la cual este texto 
puede considerarse una introducción a una de sus partes clásicas. Hemos 
dejado fuera muchos otros temas clásicos importantes, que la falta de espa­
cio nos ha impedido considerar: variedades Jacobianas, divisores theta, el 
Teorema de Torelli, el Teorema de de Franchis, y otros más, ameritan un 
libro mucho mayor que éste. 

Para un panorama más completo del contenido de este libro se sugiere 
consultar el índice del mismo. Cada capítulo contiene una introducción 
donde se detallan las ideas a desarrollar. 

.. 



Capítulo 1 

Superficies de Riemann 

En este capítulo comenzamos el estudio de las superficies de Riemann como 
variedades complejas de dimensión uno. Este punto de vista es fácilmente 
generalizable a variedades holomorfas de dimensión superior, y muchas de 
las propiedades que obtendremos serán también válidas en ese contexto. 

Se introducen los conceptos de funciones holomorfas en una superficie 
de Riemann y de aplicaciones holomorfas entre superficies de Riemann. Se 
obtienen generalizaciones del Teorema de las Singularidades Removibles 
de Riemann, Teorema de la Identidad, Teorema de la Función Abierta, 
Teorema del Módulo Máximo y el Teorema de Liouville. 

Uno de los resultados importantes en este contexto es el teorema que 
caracteriza la conducta local de las aplicaciones holomorfas entre superfi­
cies de Riemann como funciones esencialmente de la forma F(z) = zk conk � 1 un entero. Se introduce entonces el concepto de ramificación, de 
importancia capital en el desarrollo subsecuente de la teoría. 

Finalmente, se estudian las funciones meromorfas en una superficie 
de Riemann, interpretándolas como aplicaciones holomorfas en la esfera de 
Riemann. 

Se supone cierta familiaridad con conceptos topológicos básicos, en par­
ticular nuestras variedades son espacios topológicos Hausdorff con una base 
numerable de su topología. 

Asumiremos conocidos los resultados básicos del análisis complejo de 
una variable. Las referencias [Conway] y [Ahlfors] son más que suficientes. 

1 

. 



2 Capítulo 1. Superficies de Riemann 

1.1 Variedades holomorfas 

Recordemos que una variedad topológica de dimensión n, o n-variedad, es 
un espacio topológico X Hausdorff con una base numerable de su topología
tal que todo punto p E X tiene una vecindad abierta que es homeomorfa. a
un abierto de IR" 

X 

Llamaremos cartas coordenadas de X a los pares (U, z) con U � X 
abierto y z : U -+ V un homeomorfismo en V, un abierto de 11!". Un atlas 
en X es una familia A = { U O, z0 } de cartas coordenadas que cubren a X. 

Nosotros estaremos interesados en variedades de dimensión 2, y pensa­
remos a las cartas coordenadas con dominio en C mas que en 11!2 . 

Definición 1.1 Sea X una 2-variedad. Consideremos las cartas coordena­
das Zo : Uo � X -+ Va � e

(i) Si U0 n U11 f: 0 para dos cartas de X, a las funciones:

Zo p := Zfj o z; 1 : Zo(Uo n U11 )-+ zp(Uo·n Up )

se les llama funciones de transición o cambios de coordenadas: 

-1 z� o Za --------� 

o 
u 
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(ii) Un atlas A = {(U0, z0 )} 0Er en X se llama un atlas holomorfo o
complejo si todas sus funciones de transición son funciones holomorfas ( de 
hecho, son biholomorfas). 

(iii) Dos atlas complejos A= {(U0 , z0)}r y A'= {(Vp, wp)}r, en X se
llaman equivalentes si siempre que U0 n Vp j 0 los cambios de coordenadas
z0ow-¡; 1 y wpoz;; 1 son holomorfos. En otras palabras, las funciones z0ow-¡; 1 

son biholomorfas con inversas wp o z;; 1 .

Lema 1.2 La relación anterior entre atlas comple1os sobre X es de hecho
una relación de equivalencia. 

DEMOSTRACIÓN: Reflexividad y simetría son fáciles. 
Transitividad: Sean A = {U0, z0}, A' = {Up, zp} y A" = {u;1

, z;},
atlas complejos en X tales que A "' A' y A' ..., A" 

Supongamos que U0 n U!( # 0, queremos mostrar que z0 o (z;)- 1 es
holomorfa en cada punto z;(p) con p E Uo n ur

Ahora, como A' es un atlas de X, existe una carta (U�, z�) tal que
p E Up. Entonces p E U O n Up n U!(, que es abierto, y así existe una 
vecindad abierta de z;(p) tal que restringiendo las funciones a esa vecindad 
W se tiene que:

y como por hipótesis las dos funciones entre paréntesis de la derecha son 
bolomorfas, la función de la izquierda también lo es. Q.E.D. 

Observaciones: (1) Si dos atlas complejos A y A' en X son equivalentes, su
unión AUA' es un atlas complejo en X ya que por definición de equivalencia
los cambios de coordenadas entre cartas de A y cartas de A' también son
holomorfos. Obsérvese que la unión AUA' tiene más funciones de transición
que la unión de los conjuntos de cambios de coordenadas de A y de A' 
respectivamente, ya que además de estos cambios, también contiene a los 
cambios asociados a las intersecciones no vacías U a n u;. 

(2) Claramente A "' (AUA') "' A' y a.sí la unión de dos atlas equivalentes
es de nuevo un atlas en la misma clase de equivalencia. 

(3) Podemos definir una relación de orden parcial entre atlas complejos
equivalentes como sigue: 

A � A' {:} A � A' y A "' A' 

Como "' es de equivalencia, se tiene claramente que: 
(i) A� A
(ii) A � A' y A' � A => A = A'

• 



4 Capítulo l. Superficies de Riemann 

(iii) A ::; A' y A' ::; A" => A ::; A"
( 4) Como la unión de atlas complejos equivalentes es de nuevo un atlas

complejo en la misma clase de equivalencia, entonces cada clase de equiva­
lencia de atlas complejos contiene un único atlas máximo con respecto a la 
relación de orden definida arriba. 

Explícitamente, si A = { ( U a, Za)} es un atlas complejo en X, el atlas 
máximo A· equivalente a A está dado por: A· = { (U, z) carta compleja en 
X : z o z;; 1 y Za o z- 1 son holomorfas para toda Za E A} . 

Definición 1.3 Una superficie de Riemann es una pareja (X, E) donde X 
es una 2-variedad conexa y E es una clase de equivalencia de atlas complejos 
en X. A E se le llama una estructura compleja en X. Usualmente escribi­
remos X en lugar de (X, E), si la estructura compleja E se sobreentiende. 

�bservaciones: (1) Como por la observación (4) después de (1.2) toda
clase de equivalencia E contiene un atlas máximo A·, especificar la es­
tructura compleja E en X es dar este atlas máximo A·, y así : X = 
(X, E)= (X, A ... ). También, por la misma observación (1.3)(4), cada atlas 
complejo A está contenido en un único atlas máximo A•, así que al defi­
nir una superficie de Riemann basta dar un atlas complejo A en X, i.e., X= (X, E)= (X, A*)= (X, A). 

(2) Más adelante, veremos ejemplos de superficies de Riemann donde la 
variedad topológica X está fija y lo que cambia es la estructura compleja. 

Nótese que esto es totalmente diferente con lo que sucede si en lugar de
estructuras complejas estuviéramos considerando estructuras diferenciales,
i.e., si hubiéramos requerido que los cambios de coordenadas del atlas fueran
diferenciales de clase C00 en �2 en lugar de holomorfos, porque en este caso,
por un resultado de Munkres (Ann. ofMath. 72 (1960), 521-554) existe una
única estructura diferencial en una 2-variedad (lo cual no es cierto para
variedades diferenciales de dimensión n 2'.'. 3). 

A continuación veremos algunos ejemplos de superficies de Riemann.
Por la observación (1) de arriba, en los ejemplos basta dar un atlas complejo
en la superficie. 

Ejemplo 1: El Plano Complejo: Este es por supuesto el ejemplo más 
sencillo de una superficie de Riemann. Su estructura compleja está dada
por el atlas A= {(C, id)}. 
Ejemplo 2: Regiones: Cualquier abierto conexo U de C es también una 
superficie de Riemann, con atlas complejo la restricción del atlas del ejemplo 
previo. 

t 

• ~ 
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En general, si (X, A) es una superficie de Riemann y Y � X es una
región, i. e. , un abierto conexo de X, entonces Y es una superficie de Rie­
mann de forma natural: Su atlas es Ay = {(U, z)} con (U, z) E A y U �  Y.

Ejemplo 3: La Esfera de Riemann o Línea Proyectiva Compleja: 
De las 2-variedades compactas, la 2-esfera 

52 := { (x1' X2, x3) E 1R3 : x? +X�+ X� = 1}

es, sin duda, la más sencilla. Esta superficie, que es claramente conexa, 
tiene una estructura compleja dada como sigue: Sean N y 5 los polos 
norte y sur de la esfera 52 . Consideremos los abiertos U1 = 52 - N y
U2 = 52 - 5, y obsérvese que cubren la esfera. Las cartas correspondientes
están definidas como sigue: 

z1 :U1 -e
es la proyección estereográfica desde el polo norte. 

N 

.• w

A sí z1 es un homeomorfismo cuya inversa z1
1 : C-+ 52 - N, está dada

como sigue: Identifiquemos a C con el plano XY; sea pues w = x + iy =
( x, y, O) E C. Entonces, z1

1( w) = punto de intersección de la recta que pasa
por z = (x, y, O) y el polo norte N = (O, O, 1), con la esfera 52 . Obsérvese
que z1(S) = O E C.

La otra carta 

está dada por: 

( ) ·- { l/z1(P) si p f. Nz2 p ·- O si p = N
Nótese que como p f- 5 entonces z1 (p) f. O y así z2(p) está bien definida. 

Claramente z2 es biyectiva, y es un ejercicio probar que en efecto es un 
homeomorfismo. 
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Finalmente, los únicos cambios de coordenadas son de la forma: 

donde U1 n U2 = S2 - {N, S} y z; (U1 n U2 ) = C - {O} ya que z1 (S) = O y
z2 (N) = O, así para todo w E C - {O} se tiene:

es claro entonces que z1 2( w)  = 1 / w es holomorfa en C - { O}, de hecho, es 
una inversión y así manda el interior de un disco alrededor del O E C al 
exterior de dicho disco. 

Uno podría preguntarse por qué en lugar de usar la carta (U2 , z2 ) an­
terior que es poco "natural", no usamos la proyección estereográfica desde 
el polo sur. La respuesta es sencilla: Si escribimos explícitamente esta 
proyección estereográfica, el cambio de coordenadas z1 2 estaría ahora dado 
por 

Z1 2(w)= l/iiJ= 2 
X 

2 + i  2
y

2X + y X + y 
si w = x + iy f. O, que es claramente diferenciable pero no holomorfo.

Es importante notar que la esfera de Riemann (S2 , E) definida anterior­
mente es de hecho el espacio proyectivo complejo de dimensión uno: IP>,b, 
del cual recordamos a continuación su definición: 

Sea C2 = (C X (C y consideremos el subespacio ((:2 - (O, O) .  El grupo
multiplicativo C* = C - {O} opera sobre C2 - {(O, O)} como sigue: Si
w E C* y ((0 , (1 ) E C2 - {(0, 0)}, entonces w((o, (1 ) = (w(o, w(1 ).

Se define IP>1 = IP>t := C2 - { (O, O ) }  /e" como el espacio cociente o espacio
de órbitas de la acción de (C* en C2 - {(O, O)} .

Cada punto de C2 - { (O, O)} determina una recta en C2 , a saber, la  recta
que pasa por ese punto y el origen de C2 : 

e .í. 

------<r----4c 

y la acción de e• manda puntos de la recta [, a puntos en la misma recta. 
Así, los puntos de JP>t son las rectas de C2 que pasan por el origen.
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A los puntos de IF1 los denotaremos por [(0 , (1 ] ,  y a las coordenadas
((o , (i ) ::/- (O, O) de un representante del punto [(o, (i) se les llamará coor­
denadas homogéneas del punto en cuestión. Así, por definición ((Ó ,  (D E 
[(0 , (1 )  si y sólo si existe O ::/- w E (C tal que w((o, (1 ) = ((ó, (D.

U na estructura compleja en la línea proyectiva compleja está dada como 
sigue: se tiene una cubierta abierta de IFb dada por:

Wo := { [(o, (1) : (o ::/- O, (o, (1 E C} 

y 
W1 := { [(o , (i) : (1 ::/- O ,  (o , (1 E C} 

Si ahora definimos '1/Jo : Wo -+ C por '1/Jo [(o, (i) : := (i/(o y VJ1 : W1 -+ C
como 'I/J1 [(o, (1 ] := (o/(1 , claramente '1/Jo y VJ1 son funciones bien definidas, 
i.e. no dependen de los representantes de [(o, (¡ ) elegidos, más aún, son
trivialmente suprayectívas, y son inyectivas ya que, por ejempl o, si (i/(0 =
(f /(ó, entonces (1 (Ó = (t (o , y como (o, (Ó ::/- O, entonces ,\ := (o/(ó E 
C . Se sigue que .\(ó = (o y >.(1 = ((o/(ó)(1 = (( 1(ó)/(ó = (1 , es decir ,
>.((ó , (D = ((o , (i ), i .e . ,  [(ó, (U = [(o , (t ) .  

Más aún, es  un  ej ercicio sencillo probar que '1/Jo y 'I/J1 son homeomorfis­
mos, y así IF1 es una 2-variedad, y como W0 y W1 son conexos con inter­
sección no vacía, entonces JP>1 es conexa. 

Nótese que TPo( Wo n W1 ) = C - {O} = iti1 ( Wo n W1 ) y los únicos cambios
de  coordenadas son de la forma: 

1P1o(w) = tp¡ o tlia 1(w/1)  = '1/Ji [l, w] = 1/w

para w = w/1 ::/- O en C. Y así observamos que son las mismas funciones 
de transición que para la esfera de Riemann. 

U n  tercer punto de vista es el si�uiente: Consideremos el conj unto 

C00 := (C U  {oo} 

Se define una topología, en este conj unto, tomando los abiertos usuales
U � C y como vecindades del oo los conjuntos

Voo := { z  E C :  lzl > 1 }  U {oo} 

Se tiene un homeomorfismo h : (C00 -+ 52 dado por

h( ) ·- { 
4i- 1(z) E 52 - { N}z .- N E  52 

si z ::/- oo 
SI Z = 00 

donde 4i- 1 : C --->  52 - { N} es la inversa de la proyección estereográfica. 
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Un atlas complejo en C00 está dado por: U1 := C, t/1 1 : U1 ---> C la
función identidad, U2 := (C - {O} ) U  {oo} = C00 - {O} ,  y t/J2 :  U2 ---. C dada
por 

{ 1/z 
t/J2(z) := O 

si z # oo 
SI Z = 00 

Los cambios de coordenadas son de la forma 

t/J1 º t/12
1 : e - {o}  -- e - {o}

t/1 1 o t/J; 1 (z) = t/11 ( 1/z) = 1/z,  y observamos también, que son las mismas
funciones de transición que para la esfera de Riemann. 

Ejemplo ,1: Los Toros: De las superficies compactas, después de la esfera 
la más simple es un toro, una superficie de género uno. Recordemos que, 
topológicamente, el toro es 51 x 51 : 

Aquí recordaremos la construcción del toro como un espacio cociente y 
para esto necesitamos los siguientes conceptos: 

(i) Retículas: Sean w1, w2 E C dos complejos linealmente independien­
tes sobre JR. Así, w1 y w2 no son cero y wif w2 fj. JR. El conj unto: 

A := Z · W¡ + Z · w2 := { aw¡ + bw2 : a, b E Z} � (C

es un subgrupo aditivo discreto de C de rango máximo, al que llamamos 
una retícula: 

--------- / _./ -- / __,,.. __ --/ 
Wz -- --

/ /-
W ¡  __.-

7 __ / __ 

--r ;__ -- --
1- -- 7 

/ 

e 
I -. 

__ ¡:-- I 
- / ----7'-
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(ii) Consideremos ahora al grupo cociente C/ A y al epimorfismo canónico
,r : C -+  C/ A. Al cociente C/ A le damos la topología cociente, i.e., U � C/ A 
es abierto si y sólo si ,r- 1 ( U) es abierto en la topología usual de C. Con esta
topología, y por definición, ,r es continua, y claramente C/ A es Hausdorff. 
También, como ,r es suprayectiva y C es conexo, entonces C/ A es conexo. 

Más aún, es claro que C/ A = ,r(R) donde R � C es el paralelogramo
fundamental R := { ..\1 · w1 + ..\2 · w2 : ..\ 1, ..\2 E [O, 1] } (véase el area som­
breada en la figura anterior), y así como este rectángulo es compacto y ?f 

es continua entonces C/ A también es compacto. 
Una última observación: ,r es una función abierta. En efecto, si V � C 

es abierto queremos probar que 7r(V) es abierto, i.e., queremos probar que 
V := ,r- 1 (,r(V)) � C es abierto. Ahora como 

lf ?f- l (,r( V)) = {w E C : W + A E ,r( V)}
{ w E e : w + A = V + A con algún V E V}
{w E e : w - V E A con V E V}
{ w E e : w = V + V con V E V y ií E A}

LJ (u + V) � C
uEA

Y como V C C es  abierto, entonces cada conjunto v + V también es
abierto y así ta�bién V es abierto. 

( iii) El toro S1 x S1 y el grupo cociente C/ A.
Sea 51 = {z E C : lz l = 1} el círculo unitario en C. Se tiene una función

F : C/A -+ 51 x S1 definida como sigue: F(a · w1 + b · w2 + A) := 
(exp(2,ria), exp(2,ríb)) donde a, b E IR. Obsérvese que F está bien de­
finida ya que si a · w1 + b · w2 + A = a' · w1 + b' · w2 + A entonces
a - a' , b - b' E Z y así exp (2,rí(a - a')) = 1 = exp (27ri(b - b')) ;  se sigue
que exp(21ria) = exp(27ria') y exp(2,rib) = exp(21rib'). 

También, 1 exp(27ria) 1 = 1 = 1 exp(2,rib) 1, i.e .  ( exp(21ria), exp(2,rib)) E
51 x 51 . Es un ejercicio sencillo ver que 'F es un homeomorfismo. 

(iv) Una estructura compleja en el toro C/ A está dada como sigue: Con­
sideremos abiertos V � C que no contengan puntos equivalentes módulo el 
subgrupo A (por ejemplo, podemos tomar como V al interior del rectángulo 
fundamental o al interior de los rectángulos trasladados, etc.) Nótese que 
los abiertos con esta propiedad todavía cubren a C. 

Como 11' es abierta, los conjuntos U := ,r(V) � C/ A son abiertos y 
claramente cubren al toro C/ A. 

Más aún, 11' l v :  V � C -+ U � C/A es biyectiva ya que es supra­
yectiva por definición de U = 1r(V), y es inyectiva ya que los conjuntos

= 
= 
= 
= 
= 
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V no contienen puntos congruentes módulo A. Así como 1r es continua 
y abierta, entonces su restricción a V es un homeomorfismo para todo 
tal conjunto V. Sea 4> : U � C/ A -+ V � C la inversa de 1r I v. Sea 
A =  { (U, 4>) : U = 1r(V), con V como antes}. Entonces A es un atlas com­
plejo en el toro C/A ya que si (U0 , 4>0 ) ,  (Up , </>¡3) E A son dos cartas con 
U0 n UfJ f:. 0, entonces el cambio de coordenadas

está dado como sigue: si z E 4>0(U0 n Up ) como 4>;; 1 = 1T l v  .. y </>¡3 =
(1r lv,r

1
. entonces 1T (</>ap (z)) = 1T (</>p o 4>;; 1 (z)) = 1T (</>p (1r(z))) = 1r(z)

y así <1>af3 ( z) - z E A, y como A es discreto y <1>afJ ( z) - z es constante 
en cada componente conexa del abierto 4'0 (U0 n UfJ ) � C, i.e., ef>ap (z) = 
z +  constante en cada componente conexa y así ,PafJ es claramente holomorfa. 
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1 . 2  Aplicaciones holomorfas 

Regresando a la observación (2) después de ( 1.3), podríamos preguntarnos 
si las estructuras complejas en los ejemplos anteriores son o no únicas. 
Primero, por supuesto, tenemos que aclarar lo que queremos decir con 
únicas, i.e. ,  queremos poder diferenciar entre estructuras complejas en una 
2-variedad X,  i.e. ,  queremos poder clasificar las superficies de Riemann y
así necesitamos criterios y conceptos de clasificación. Esto es parte de lo
que haremos a continuación.

Por supuesto, lo que queremos es que nuestros morfismos preserven la 
estructura compleja de las superficies de Riemann involucradas, y esta es­
tructura está en la condición de que los cambios de coordenadas respectivos 
sean holomorfos. La definición formal es la siguiente : 

Definición 1.4 Sean X y Y superficies de Riemann. Una aplicación ho­
lomorfa entre X y Y es una función continua / : X -. Y tal que para cada 
punto p E X y para cualesquiera cartas (U, </J) alrededor de p E X y (V, t/J)
alrededor de /(p) E Y ,  la función

t/J o f o  r 1 : </J (U n  ¡- 1 (V)) -. t/J(V)

es holomorfa en el sentido usual, i.e., como función de C en C: 

X f Y 
�

1/J ofo cp -l - - - - - - - - -->

U na aplicación holomorfa / : X -. Y entre superficies de Riemann se
llama un isomorfismo si es biyectiva y su inversa también es una aplicación 
holomorfa .  Dos superficies de Riemann se l1aman isomorfas si existe un 
isomorfismo entre ellas. 

Dada una función continua / : X -+ Y entre superficies de Riemann, la
propiedad de ser holomorfa es independiente de la elección de las cartas 
coordenadas de las estructuras complejas de X y Y .  Así la verificación
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de la condición para que f : X --> Y sea holomorfa no tiene que hacerse
para los atlas máximos de X y Y sino sólo para atlas cualesquiera de las
estructuras complejas de X y Y .  

Lema 1.5 (1) Si X es una superficie de Riemann arbitraria, la identidad
lx : X --> X es holomorfa. 

(2) Si X,  Y,  Z son superficies de Riemann y f : X --> Y,  g : Y --> Z son
holomorf as, entonces la composición g o f : X --> Z también es holomorfa. 

DEMOSTRACIÓN:  ( 1) es trivial. (2) :  Sean (U, <p), (V, tJ,), (W, p) cartas
coordenadas en X, Y ,  Z respectivamente, tales que /(U) � V y g(V )  � W. 
Entonces claramente 

y como cada paréntesis de la derecha es por hipótesis holomorfo, entonces 
la composición es holomorfa (como funciones de abiertos de C). Q. E.D .  

Definición 1 .6  Sea X una superficie de Ríemann. Una función holomorfa 
en X es una aplicación holomorfa f : X --> (C considerando a (C como
una superficie de Ríemann. Explícitamente : f : X --> (C es una función
holomorfa si para todo punto p E X y cualquier carta (U, z) alrededor de
p, la función f o  z- 1 : z(U) -+ C, es holomorfa en el sentido usual.

Observaciones: Si X es una superficie de Riemann y U � X es un abierto,
entonces: 

(i) La suma de funciones (definida puntualmente en el codominio C) de
funciones holomorfas en U también es holomorfa. 

(ii) El producto de funciones holomorfas en U es liolomorfo.
(iii) Las funciones constantes en U también son holomorfas.

Así el conjunto de funciones holomorfas de U en C es un anillo, al que se 
denota por O(U), y contiene un subanillo isomorfo a (C (las funciones cons­
tantes en U) .  Al anillo O(U) se le llama el anillo de funciones h olomorfas
en U.  

(iv) Toda carta (U, z), z : U -+ C ,  en X es una función holomorfa en
U,  ya que si (V, tJ,) es cualquier carta de X y U n V =I 0, la composición
z o tJ,- 1 : tJ,(U n V) --> (C es un cambio de coordenadas en X y por lo tanto
holomorfa. 

A la función holomorfa z de una carta (U, z) de X se le suele l lamar
también una coordenada local de los puntos p E U � X. En este contexto 
y abusando de la notación y el lenguage pensamos a la coordenada local z 
como una variable ( local) en p E U .  
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Si primero hubiéramos definido el concepto de función holomorfa en 
una superficie de Riemann de manera análoga a la definición de aplicación 
holomorfa entre superficies de Riemann ( 1.4), podríamos de hecho recuperar 
la noción de aplicación holomorfa usando los anillos de funciones holomorfas 
en X y Y respectivamente de la forma siguiente:

Observemos ahora que si X ,  Y son superficies de Riemann y / : X -+ Y 
una función continua, entonces para cualquier V � Y abierto, se tiene que
¡- 1(V) � X también es un abierto y consecuentemente tiene sentido el
considerar los anillos O (¡- 1(V)) y O (V) y preguntarnos por la relación
entre estos. También, si </> : V -+ C es una función holomorfa, entonces

r (</J) == </J º ¡ :  r 1(v) ..... e

es una función continua ya que / y </J lo son. Más aún, si / es un aplicación 
holomorfa, entonces f*(<P) = </J o  f también lo es, por ( 1.5)(2). Hemos
probado así que una aplicación holomorfa / : X -> Y induce, para todo
abierto V 5; Y ,  una función r : O( V) ..... O (¡- 1 (V)) definida por r (</J) =
<P o f. Es muy sencillo proba.r que /* es un morfismo de anillos. 

Proposición l. 7 Sea f : X -+ Y una función continua entre superficies
de Riemann, entonces: 

(1) f :  X -+  Y es una aplicación holomorfa si y sólo si para todo abierto
V 5; Y se tiene que /* (O(V)) � O (f- 1 (V)) .

(2) Si g : Y -> Z es otra aplicación holomorfa entre superficies de
Riemann y W � Z es un abierto, entonces: 

(g O !)* = f* O g• : O(W) -> ('.) (g- 1(W)) -> ('.) u- 1 (g- 1(W)) )

(3) Si l x : X -> X es la aplicación identidad, entonces para cualquier
abierto U � X se tiene: 

li, = lo(U) : O(U) -> O(U).

DEMOSTRACIÓN:  (2) y (3) son triviales. Para (1), la implicación (::}) 
fue lo que se probó en el parágrafo previo al enunciado de la proposición. 
Recíprocamente, sea p E X y sean (U, z) carta alrededor de p y (V, () carta 
alrededor de / (p) E Y. Entonces, por hipótesis la función r ( () = ( o f es
holomorfa en ¡- 1 (V) � X y así por definición (1.6) la función

(( o /) o z- 1 : z (U n ¡- 1 (V)) ..... ((V)

es holomorfa. Q . E.D. 

• 
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icies de Riemann sea
holomorfa es, por definición, una propiedad local, y como localmente una
superficie de Riemann es como C, entonces es sensato esperar que muchas de 
las propiedades usuales de las funciones holomorfas de (C en C sean válidas 
en el caso general. A continuación probamos algunas de estas propiedades . 
Nótese que las demostraciones consisten, en la mayoría de los casos, en una 
reducción al caso usual . 

Teorema 1.8 ( Singularidades Removibles de Riemann) Sean X unasuperficie de Riemann, U � X un abierto y xo E U. Si f E O ( U - { xo } )  es acotada en alguna vecindad de xo , entonces f se puede extender de manera única a una función J E  O(U). 
DEMOSTRACIÓN:  Sea W0 una vecindad perforada (i.e., sin x0 ) de x0 en
U - {xo}  tal que / l w0 es acotada. Sea (U' ,  cp) una carta de X alrededor de
Xo.  

Sean V := cp(U' n Wo) � C, y F = f o cp- 1 : V -+ C . Como f es
acotada en Wo - {xo} entonces f es  ac.ot,ada en (U' n W0) - {x0 } ,  es decir,
existe R > O tal que 1/(x ) I  :S R  para toda x E (U' n Wo) - {xo }. 

Entonces, F = f o cp- 1 : V -+  (C también es acotada en V - {cp(xo)} ya
que para toda z E V - {cp(x0) } , como V =  cp(U' n W0 ) y cp es homeomor­
fismo, entonces existe un único x E ( U' n W0 ) - { xo} tal que z = cp( x) y
así 

IF(z) I = lf o cp- 1 (z) I = lf(x) I  '.S R

ya que x E (U' n Wo) - {xo} .  
Entonces F : cp(U' n W0 ) - {cp(x0 ) }  � (C -+  C es acotada y holomorfa

(ya que f es holomorfa), y así 

lim (F(z) · (z - cp(x0 ) )) = O ·
z ..... c¡,(zo ) 

i.e., cp(xo) es singularidad removible de F.  Así, existe una única función
F' E O(cp(U' n Wo)) tal que F' lcp(U'nW0 )- {c¡,(xo )}= F. 

Finalmente, sea J :  U' n W0 -+ (C definida por

il cu•nwa )- {xal = f Y i(xo)  = ¡, (cp(xo ))  
Claramente J es holomorfa ya que j o  cp- 1 = F la cual es holomorfa.

La unicidad de J se sigue de la unicidad de F. Q.E.D.

Proposición 1.9 (Teorema de la Identidad) . Sean X, Y superficiesde Riemann y sean Ji , h : X -+ Y funciones holomorfas que coincidenen un subconjunto A � X, que tiene un punto de acumulación w E X.
Entonces Ji = h .

• 
' 

' 

Como la propiedad de que una función entre superf
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DEMOSTRAC I Ó N :  Consideremos el conjunto 

G := {x E X I existe un abierto W � X con x E W y /¡ l w = h lw } 

Por definición, claramente G es abierto. Probaremos que G es cerrado. 
Nótese que una vez probado lo anterior , como X es conexo, entonces 

G = 0 ó G = X. Pero como por hipótesis f1 JA = h J 
A 

y el conjunto A 
tiene un punto de acumulación w, y ya que /¡ , h son continuas se sigue 
que /i (w) = h(w). 

Ahora, si ( U, cp) es un carta alrededor de w E X y (V, 1/J) es una carta
para f(w) E Y entonces sus imágenes fí = cp(U) y V =  1/J(V) en C son tales
que:  F1 = 1/J o Ji o cp- 1 y F2 = 1/J o h  o cp- 1 coinciden en cp(U n A) � C ,  i.e.,
F1 Jcp(U n A ) 

= F2 J
cp(UnA ) 

y como claramente cp(w) E cp(U n A) es un punto
de acumulación, entonces por el Teorema de la Identidad para funciones 
holomorfas de C [Conway 3.7 y 3.8 pág .  78-79) , restringiéndonos a una 
región (i.e., escogiendo por ejemplo U conexo de tal forma que cp(U) también 
sea conexo) que contenga a cp(w) se tiene que F1 = F2 en todo <p(U). Pero
entonces Ji = h en un abierto que contiene a x E X,  i .e., w E G y así 
G f. 0, es decir ,  G = X, i.e., /1 = h en todo X. 

Así, sólo resta por probar que G es cerrado: En efecto, sea b E fJG un
punto frontera. Queremos probar que b E G, i .e., queremos mostrar que 
existe un abierto W tal que b E W y /¡ lw = h l w -

Ahora, como b E fJG y Ji , h son continuas, entonces /i la= h la
implica f1 (b) = h(b).

Escojamos cartas (U, cp) de b E X, (V, 1P) de fi (b) = h(b) E Y,  y
supongamos que U es conexo. 

Las funciones F; := 1/J o f; ocp- 1 : cp(U) � C -+  1/J(V) � C son holomorfas
ya que las /; lo son. Ahora, como b E U que es abierto y b E fJG, entonces 
U n  G f. 0 (ya que de lo contrario b estaría en el interior de X - G, i.e., no 
en la frontera . Una contradicción). Q.E.D. 

Proposición 1 .10 (Teorema de la función abierta) Si f : X -+ Y es 
una aplicación holomorfa no constante entre superficies de 8iemann enton­
ces f es abierta, i. e. , si U � X es abierto, f(U) � Y es abierto.

DEMOSTRACIÓN : Sea W � X abierto y sea b E f(W) � Y.  
Sea a E W tal que /(a) = b y  sea (V, 1/J)  una carta de Y alrededor de b 

y sea ( U, cp) una carta de X alrededor de a tal que f ( U) � V,  entonces por
definición, la función F := '!p o f o  cp- 1 es holomorfa.

Ahora, W n U es abierto en X, y así cp(W n U) � C es abierto. Y como
f no es constante, entonces F no puede ser constante ya que de lo contrario 
la función J = 1/J- 1 o F o cp sería constante, y claramente f l wnu = fl wnu ,
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y así por el Teorema de la Identidad anterior, se tendría que f = J, i.e . ,  f sería constante en contradicción con la hipótesis inicial. Así, como F = ,p o f o cp- 1 no es constante ( como función de (C en q,entonces por e l  teorema de  la función abierta para funciones holomorfas no constantes de (C en IC, [Conway 7.5 pág. 99) , se tiene que F (cp(W n U)) � Ces abierto, i .e . ,  ,p o f o  cp- 1 (cp(W n U)) = ,/J f (W n U) � IC es abierto y así 
f(W n U) = ,¡;- 1 (,JJJ(W n U)) es abierto en Y ya que ,p es un homeomor­fismo. 

Finalmente, como a E W n U ,  entonces b = f(a) E /(U n W) y así
b E /(W n U) � /(U) con f( W n U) abierto en Y. Se sigue que /(U )  esabierto. Q.E.D. 
Corolario 1.11 Si X, Y son superficies de Riemann y f : X -+ Y es una
aplicación holomorfa biyectiva entonces f es un isomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN : Tenemos que probar que ¡- 1 : Y -+ X es holomorfa. Observemos que como f es  abierta ( 1 . 10) ,  entonces ¡- 1 : Y-+ X es un homeornorfismo. Sea (V, ,p) una carta en Y y ( U, cp) una carta en X tales que ¡- 1 ( V) � U.Consideremos la función 
F' := cp o ¡- 1 O ,¡;- 1 : ,/J(V) � (C -+  cp(U) � (C 

Como f es biyectiva, V = n- 1 ( V) � f (U) ,  y como f es holomorfaentonces la función. 
F := ,/J o  f o  cp- 1 : cp(U) -+ ,JJ(V)

es holomorfa en el sentido usual y no es constante ya que f no lo es. Claramente F es la inversa de F y por el corola.tío correspondiente alTeorema de la función abierta en (C [Conway Cor. 7 .6 pag. 99) , se tiene que 
F es  holomorfa, y así ¡- 1 es holomorfa. Q.E.D. 
Corolario 1 .12  (Teorema del Módulo Máximo) Si X es una super­
ficie de Riemann y f : X -+ (C es una función holomorfa que alcanza su
módulo máximo en X, i. e. , existe a E X tal que lf(x) I  � 1/(a) I para toda
x E X, entonces f es constante. 

DEMOSTRACIÓN: Supongamos que f no es constante. Por hipótesis /(X) � 
K :=  {z  E C : lz l  � 1/(a) I } .  Por el Teorema de l a  Función Abierta /(X) � (C es abierto, y así /(X) estaría contenido en el interior de K .  Pero esto contradice la h ipótesis de que /(a) E o(K) .  Q.E.D.  

El corolario anterior nos permite generalizar e l  Teorema de Liouville. 

.. 

t 

,.. 
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Corolario 1 .13 Sean X, Y superficies de Riemann, y sea f : X -+ Y 
una aplicación holomorfa no-constante. Si X es compacta entonces Y es 
compacta y f es suprayectiva.

DEMOSTRACIÓN:  Por el Teorema de la Función Abierta f(X) � Y es
abierto. Ahora como X es compacta y f continua, entonces f(X) � Y es
compacto, y así es cerrado ya que Y es Hausdorff. 

Finalmente como Y es conexo y los únicos abiertos y cerrados de un
conexo son el conjunto vacío y el total, entonces f(X) = Y ,  y así Y es
compacto y f suprayectiva. Q.E.D.

Corolario 1 .14 Si X es una Superficie de Riemann compacta, entonces 
O(X) = C, i. e . ,  las únicas funciones holomorfas de X en C son las cons­
tantes. 

DEMOSTRACIÓN:  Se sigue del corolario anterior ya que C no es compacto. 

Corolario 1 .15 (Teorema de Liouville) Toda función f :  C - C holo­
morfa y acotada es constante. 

DEMOSTRACIÓN:  f :  (C ->  (C se puede pensar como f :  JJ1>1 - {oo} -> C, y
como por hipótesis / es holomorfa y acotada, entonces por el Teorema de 
Riemann de las Singularidades Removibles (1.8), existe una única función 
j :  JJ1>1 -+ C holomorfa tal que JI� = f. Pero 1Jl>1 es compacta, y así por
el corolario anterior se tiene que f es constante, y consecuentemente , f es
constante. Q.E.D. 

• 

.,. 
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1 .3 Ramificación 

En esta sección probamos el importante teorema sobre el comportamiento 
local de las aplicaciones holomorfas no-constantes entre superficies de Rie­
mann. Con este resultado se introduce el concepto de ramificación y su
interpretación geométrica. 

Teorema 1 .16  (Conducta local de las Aplicaciones Holomorfas)  
Sean X y Y superficies de Riemann y f : X -+ Y una aplicación holomorfa 
no constante. Sean a E X y b = f (a) E Y. Entonces, existe un entero
k � 1 y cartas ( U, cp) alrededor de a E X y (V, ,p) alrededor de b E Y, tales 
que : 

{i) cp(a) = O y ,t,(b) = O 
{ii) f(U) � V 
(iii) La función F := 1/J o f o  cp- 1 : cp(U) -+ ,t,(V ) está dada por:

F(z) = zk para toda z E <p(U ) � IC.

DEMOSTRACIÓN:  Claramente siempre podemos elegir cartas (U1 , cpi ) y
(Vi , 'lj)1 ) tales que (ii) se satisface. Entonces considerando homeomorfis­
mos de cp 1 (U1 ) y ,p1 (Vi) en abiertos del plano C alrededor del O, y tales 
que manden cp1 (a) y 'lj)1 (b) al cero, y luego componiendo con cp1 y 1P1 , se 
obtienen cartas (U1 , cp1 ) y (Vi ,  ,t,1 ) tales que (i) y (ii) se satisfacen.

Consideramos ahora la función 

F : =  1P1 o /  º 'P1 1 : cp1 (U1 ) -+  1P1(Vi )

y nótese que como f no es constante entonces F tampoco lo es. Obsérvese 
además que: 

F(O) = 1P1 o f o  h- 1 (0) = ,t,1 o /(a) = 1P1(b) = O
i .e . ,  O es un cero de F, y consecuentemente existe un entero k � 1 (llamado el
orden ó multiplicidad del cero de F') tal que F( z) = zk · g( z) con g holomorfa
en cp1 (U1 ) � IC y g(O) "I O. Entonces , existe una vecindad de O, U1 �
cp1 ( U1 ), donde g no se anula. Sin perder generalidad, podemos suponer que 
iJ 1 es un disco abierto alrededor del O .  Ahora, como funciones holomorfas
que no se anulan en un disco de C tienen un logaritmo (véase, p.ej. [Conway ; 
2.21, p.40]), sea log (g(z)) una tal rama holomorfa del logaritmo de g(z) en 
ií1 . 

Para el entero k � 1 anterior, definamos h : U1 -+ C como h(z) := 
exp (l/k  - log (g(z))) . Claramente h es  holomorfa, satisface que (h(z))k = 
g(z) y h(O) # O.  

• 

• 
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Consideremos ahora la función o : Ü1 -+ Ü dada por o(z) := z · h(z). 
Aquí fJ C C es una vecindad del O E C que contiene a la imagen de h .  

Clar;mente o es holomorfa, y restringiendo U1 s i  hiciera falta, y to­
mando fJ := o(Ui ), podemos suponer que o es biyectiva y por lo tanto 
biholomorfa. Pongamos U := ip1

1 (ü1) � X y ip = a o 1P1 : U -+  fJ. En­
tonces, (U, ip) es una carta alrededor de a E X que satisface (i). Más aún,
si ponemos V = Vi y 1/; = 1/;1 , entonces las cartas (U, <P) y (V, 1/;) satisfacen
(i) y también (ii) ya que:

f(U) = /(ip1
1 (Ui )) � f(Ui ) � V 

ya que (ip1 )- 1 (Ui ) � U1 y U1 y Vi =  V satisfacen (ii) .  
Finalmente, la función F := 1/; o ip- 1 : ip(U) -+ 1/;(V) es tal que si

z E ip(U) = oip1 (U1 ) ,  entonces z = oip1 (u) con u E U � X, y así
F(z) = F (o<p1 (u)) = 1/; o /  o t.p- 1 (orp1 (u)) = t/; o / o (ip1

1 o o- 1) (oip1 (u)) =
.F (cp 1 (u)) = (cp 1 (u)/ g (cp1 (u)) = (cp1 (u)/ (h(cp1 (u))/ = (cp1 (u)h(ip1 (u))/' 
= (o(cp1 (u)))k = (o o cp1 (u)/ = z,. ya que z = a o <p1 (u). Q.E.D.

Observemos que el entero k 2: 1 asociado al punto a E X del teorema
anterior es independiente de la carta local usada. De hecho, este entero k 
se puede caracterizar como sigue: 

Para cada vecindad U1 de a E X, existen vecindades U �  U1 de a E X y
V de b = f(a) E Y tales que para cada y E V - {b} , el conjunto ¡- 1 (y) n U 
contiene exactamente k puntos. 

Esto se sigue del hecho de que, en una vecindad del O E C, la función
F(z) = z" satisface que, si z =f. O entonces el conjunto F- 1 (z) tiene k
puntos. 

Definición 1 . 17  Con la notación del teorema (1.16), al entero k 2: 1
asociado al punto a E X y a la aplicación holomorfa / : X -+ Y,  se
le llama la multiplicidad de la aplicación / en a, y usaremos la notación 
k = v(f, a)  = va(/). Algunas veces diremos que / toma el valor b = f(a) 
k veces. 

Al entero ba (/) := b(f, a) := va(!) - 1 se le llama el orden de ramifi­
cación de f en el punto a E X. 

Si a E X es tal que ba (f) 2: 1, diremos que / se ramifica en a, y que a
es un punto de ramificación de /. 

Si a E X es tal que ba(f) = O, diremos que / no se ramifica en a.
La aplicación / se llama no ramificada s i  no tiene puntos de ramificación. 

U na interpretación geométrica de estos conceptos nos la da la obser-
vación siguiente: Es claro que una aplicación holomorfa f : X -+ Y tiene

• 
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un punto de ramificación en a E X si y sólo si para toda vecindad abierta
U de a E X, la restricción / lu : U -+ Y no es inyectiva.

Esto se sigue del teorema (1. 16) ya que en la expresión local de / alre­
dedor de a E X, F(z) = z,. con k � 1, se tiene que F es inyectiva si y sólo
si k = 1, i . e. ,  si y sólo si ba (/) = O. 

Entonces, geométricamente, el orden de ramificación ba (/) = k - 1 ,  nos 
dice que para / : X -+  Y ,  arriba de b = f(a) hay ba (/) ramas de X .  Esto
podemos visualizarlo como: 

u X
·. 

f 

V y 
b = f(a) 

En esta figura, el punto a E X es un punto de ramificación de f ya
que alrededor de l os puntos a E X y b = f (a) E Y se tienen vecindades U 
y V respectivamente tales que para toda y E V - { b} ,  l a  imagen inversa
¡- 1(y) n U tiene más de un punto, i .e. ,  va(/) � 2.

Veamos ahora algunos ejemplos: 

Ejemplo 1: Sean X = Y = C y k � 2 un entero. Consideremos la función
/ : e - e dada por / ( z) = zl: .

Entonces O es un punto de ramificación de f cuyo orden de ramificación 
es 60(/) = k - 1 � l. Pero, para todo a E C - {O} , / no se ramifica en esa
a ::/=  O, i .e . ,  /lc- {o} es no ramificada. 

L a  imagen que tendremos en mente es como l a  de l a  figura anterior, 
pero con k puntos de X arriba de cada y -f. O en C.

Ejemplo 2: Sean X =  C y Y =  C- = C - { O} . Consideremos l a  aplicación
exponencial f = exp : e - e· . 

Entonces, la aplicación exp es no ramificada ya que aun cuando exp es 
periódica, de período 2,ri, dado un punto a E C siempre podemos escoger 
una vecindad U de a que no contenga puntos que difieran por un múl tiplo
entero de 2,ri, y así Jiu será inyectiva y por lo tanto no ramificada (1 . 16). 



1 .3. Ramificación 2 1  

Ejemplo S: Sea r � C una retícula y sea ,r : C - C/f la proyección
canónica de C al toro C/r. Entonces, ,r es no ramificada. 
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1 .4 Funciones meromorfas 

Hemos considerado hasta ahora funciones holomorfas en una superficie de 
Riemann como una generalización natural de las funciones holomorfas en 
C Es natural entonces, el preguntarse por la generalización a una superfi­
cie de Riemann de las funciones en C más parecidas a las holomorfas, i .e ., 
las funciones meromorfas. A continuación definimos éstas en una superfi­
cie de Riemann arbitraria X y luego las interpretamos como aplicaciones
holomorfas de X en JP>1 . También probaremos que el conjunto de funcio­
nes meromorfas en X, denotado M(X), es un campo, y que aplicaciones 
holomorfas f :  X -+  Y inducen extensiones de campos r : My -+ M x .

Definición 1 . 18 Sean X una superficie de Riemann y U �  X un abierto.
Una función meromorfa en U es una función holomorfa / : U' -+  C, donde 
U' � U es un abierto tal que :

(i) U - U' contiene sólo puntos aislados, a los que llamaremos polos de /.
(ii) Para cada polo p E U - U' se tiene que

lim 1/(x) I = oo
z-p 

Denotaremos por M(U) ó Mu al conjunto de funciones meromorfas en U .

Obsérvese que si U � X es un abierto, entonces f : U -+ X es una
función mero morfa si y sólo si para cada carta ( V, z) en X, la función
/oz- 1 : z(VnU) � C -+  C es meromorfa en el sentido usual, i .e., holomorfa
salvo polos, que necesariamente son aislados. 

Es importante observar que una función meromorfa en U � X no es, 
propiamente hablando, una función de U en C, sino que en general sólo
está definida en un abierto U' � U.  

Así en principio, el conjunto Mu no e s  comparable con los anillos Cu 
de funciones continuas en U,  o con Crf (funciones diferenciables en U) ,  o
con Ou (funciones holomorfas en U ). 

El teorema siguiente nos da una interpretación de las funciones mero­
morfas como aplicaciones holomorfas en el plano extendido C00 = CU { oo},
i .e ., en la esfera de Riemann !P'1

, y así una función meromorfa en U será en
efecto una función, sólo que su codominio no es C sino !P'1 . 

• 

.. 
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Teorema 1. 1 9  Sea X una superficie de Riemann.
(1) Si f es una función meromorfa en X, y para cada polo p de f

se define f (p) := oo E JP>1 , entonces se obtiene una aplicación ho/omorfa 
f : X --+ !P'1 , que extiende a f. 

{2) Recíprocamente, si f : X --+ lP'1 es una aplicación holomorfa, enton­
ces: 

{i) f = oo, ó
{ii) ¡- 1 ( oo) consiste de puntos aislados, y la función

/lx-1-1 (00) : X - ¡- 1 (00) --+ C 
es holomorfa, i. e . , f : X --+ C es meromorfa. 

En otras palabras, existe una biyección entre el conjunto de funcio­
nes meromorfas f : X --+ C y el conjunto de aplicaciones holomorfas 
J : X --+ JP>1 , y consecuentemente, podemos identificar las funciones mero­
morfas en X con las aplicaciones holomorfas de X en JP>1 . 
DEMOSTRACIÓ N :  (1 ) :  Sea / E Mx y sea P el conjunto de polos de f. La
función j : X --+ JP>1 que extiende a / se define como:

f(p) := { �
p) si p E X - P

si p E P 

y como f es  meromorfa, por { l . I 8)(ii) se sigue que f así definida es continua.
Probaremos ahora que es holomorfa. Sea ( U, ef>) una carta en X, y sea

(V, t/J) una carta en JP>1 .  Recordemos ahora que a JP>1 lo podemos cubrir
con dos cartas Vi = JP>1 - {oo} ,  t/J1 = id y Vi = JP>1 - {O}, t/J2 (w) = 1/w.
Entonces, tenemos dos casos: 

Caso 1: Si (V, ,p) = (Vi , t/J1 ) entonces oo </. Vi ,  y como f(U) � Vi ,
entonces P n U =  0 ,  i .e. ,  U no contiene polos de f .  Como f es  holomorfa 
en X - P y U �  X - P entonces / es holomorfa en U ,  i .e . ,  la  composición
t/J1 o f o  ct,- 1 : cp(U) --+ t/J1 ( Vi )  es holomorfa. 

Caso 2: Si (V, t/J) = (V2 ,  t/J2) entonces oo E V2 pero O (/.  Vi. Claramente
l a  función t/J2 o f o ct,- 1 : <J,(U) --+ t/J2 ( V) es holomorfa en <J,(U) - cp(P) , ya
que / es meromorfa. 

Obsérvese que si p E P es  un pol o  de f entonces su imagen <J,(p) E cp(P) 
es tal que: 

ya que t/J2(w) = 1/w y l iIIla, .... p 1/(x)I = oo.
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Así la función 1/;2 o f o 4>- 1 : <P( U) - <f,( P) ........ C es acotada y entonces por
el teorema de las singularidades removíbles de Riemann ( 1. 8), existe una 
única función holomorfa F : <t,(U) -+ C que extiende a F := 'f/;2 o f o <1>- 1 , 

y como limz-+,p(p) J F(</J(p)) I = O, entonces, por la continuidad de F se tiene
que F(<f,(p)) = O, es decir F es la función F' = 'f/;2 o f o  <t,- 1 : </,(U) -+ C
donde f es la extensión de f dada por f(p) := oo para p E P.  

(2) Supongamos ahora que f : X -+ !P'1 es holomorfa. Entonces :
(i) Sí oo í/:. /(X), entonces f : X -+ C es holomorfa y por lo tanto

meromorfa. 
(ii) Si oo E /(X) y / no es constante, por el teorema de la identidad

para aplicaciones holomorfas, el conjunto ¡- 1 ( oo) = P consiste de puntos
aislados. Claramente f : X - P -+ C es holomorfa, y si p E P entonces
/(p) = oo y Jim.,,_p lf(x) I = oo, i .e., f es meromorfa. Q.E.D. 

Corolario 1 .20 ( Teorema de la Identidad} (1) Si f, g son funcionesmeromorfas en X que coinciden en un conjunto A � X que tiene un punto
de acumulación en X, entonces J = g . 

(2) Si una función meromorfa f en X no es idénticamente cero, enton­ces f sólo tiene ceros aislados. 
DEMOSTRACIÓN. ( 1) :  Por el teorema previo, a /, g E M x  las podemos
ver como aplicaciones holomorfas /, g : X -+ !P'1 , y así el resultado se sigue
del teorema de la identidad para aplicaciones holomorfas. 

La parte (2) se sigue de ( 1) .  Q.E .D. 

Corolario 1.21 Si X es una superficie de Riemann, al conjunto M x  sele puede dar una estructura de campo. 
DEMOSTRACIÓN: Dadas /, g E M x  se definen f + g, f · g operando en el
codominio, para x E X - ( P¡ U P9 ) ,  donde P¡ y P9 son los conjuntos de
polos de f y g respectivamente . 

Claramente f + g, f · g E Mx, y con estas operaciones M x  es un anillo
conmutativo con uno. 

Finalmente, si f E Mx no es idénticamente cero, por la parte (2)
del corolario anterior, el conjunto Z¡ de ceros de f contiene sólo puntos
aislados. Así, sí definimos 1 /  f :  X - Z¡ -+ C como

1 //(x) := { ¿
lf(x) si x í/:. P¡ 

si x E P¡ 

claramente 1/f E M x  y su conjunto de polos es Z¡ . Q.E.D.

En las observaciones previas a ( 1.  7) probamos que si f : X ........ Y es una
aplicación holomorfa, entonces / induce un morfismo de anillos !* : Oy -+ 

Ox . El resultado análogo para funciones meromorfas es el siguiente: 

, .. • 
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Corolario 1 .22 Si f : X -+ Y es una aplicación holomorfa, entonces la
función natural f* : My -+ Mx , dada por f*(a) := a o f, es un morfismo 
de campos. 

DEMOSTRACIÓ N :  Lo único que tiene que observarse es que si a E My
entonces a o f E Mx. Pero esto se sigue de la interpretación ( 1 . 19) de 
a E M y  como una aplicación holor11orfa a :  Y -+ IP'1 , y así la composición
a o f :  X -+  Y -+  IP'1 es holomorfa, es decir , f*(a) E Mx . Q.E.D. 

Como todo modismo de campos es inyectivo, podemos pensar al mor­
fismo f* : My ---. Mx como una extensión de campos. 

Antes de proseguir, veamos un ejemplo: 

Proposición 1 .23 Toda función meromorfa en IP>1 es racional, es decir, 
se puede escribir como el cociente de dos polinomios con coeficientes en C. 

DEMOSTRACIÓ N .  Obsérvese primero que una función meromorfa f en JP>
1

, 
no constante, sólo tiene un número finito de polos , ya que por definición 
éstos son aislados y como JP>

1 es compacto el conjunto de polos no puede 
ser infinito, ya que de lo contrario tendría un punto de acumulación y así / 
sería constante por el teorema de la identidad para funciones meromorfas. 

También, podemos suponer que oo no es un polo de /, ya que si lo fuera , 
considerando a 1 /  f se tendría que oo no es un polo de 1 /  f, y si probamos 
que 1/ f es racional entonces f también lo será. 

Sean p 1 , . . .  , Pn E Il1'1 - { oo} 'º C los polos de f. Así la función

F := 1P1 o f o  'ljJ1
1 : C - {p1 , . . .  , Pn } --+ C

es holomorfa. 
Aquí 'ljJ1 es la carta en IP'1 correspondiente al abierto U1 = IP'1 - { oo}.

Entonces, F : C --+ C es una función meromorfa con polos p 1 , . . .  , Pn . Para
cada uno de estos polos Pi , consideremos la parte principal de F en ese 
polo: 

- 1 

h;(z) := ¿ a; k  · (z - Pd'
l:=m; 

Claramente la función g := F - (h 1 + · · · + hn) es holomorfa en IP'1 , y como
IP'1 es compacta, entonces g es constante. Despejando F de la definición
anterior se sigue que F es racional. Q.E.D. 

.. 

.. 





Capítulo 2 

Espacios cubrientes 

aplicación holomorfa no constante , propia y no ramificada entre superficies 
de Riemann, es una aplicación cubriente en el sentido topológico clásico. 

Después, se extiende el concepto de aplicación cubriente para incluir 
el caso cuando la aplicación holomorfa es ramificada, generalizándose el  
resultado anterior. En particular , y este es  el caso que más nos interesa, s i  el 
dominio de la aplicación holomorfa es una superficie de Riemann compacta , 
entonces ésta es propia y todos los resultados anteriores son siempre ciertos. 

Se recuerdan también los conceptos de homotopía , grupo fundamental ,  
y l as  propiedades homotópicas de las aplicaciones cubrientes no ramificadas 
con sus generalizaciones al caso ramificado. Con estas ideas topológicas se
obtienen varios resultados interesantes para superficies de Riemann, inclu­
yendo el teorema de monodromía. 

Finalmente, se introducen los conceptos de aplicación cubriente uni­
versal y cubiertas de Galois, y se relaciona al grupo fundamental de una 
superficie de Riemann con el grupo de transformaciones cubrientes de ésta. 

27 

• 

Este capítulo, de sabor topológico, comienza con la demostración de que una 
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2 .1  Aplicaciones cubrientes no ramificadas 

En esta sección probamos que una aplicación holomorfa no constante , pro­
pia y no ramificada entre superficies de Riemann, es una aplicación cu­
briente en el sentido topológico usual. Recordemos primero los siguientes 
conceptos. 

Definición 2.1 Sea p : Y -+ X una función continua entre espacios to­
pológicos. Para cada x E X, a la imagen inversa p- 1 ( x) � Y se le llama la
fibra de p sobre x, y diremos que cada y E p- 1 ( x) está sobre x.

. �
e __ : __ 

X 

y 

p 

X 

Si p : Y -+ X y q : Z -+ X son funciones continuas, diremos que una
función continua / : Y -+ Z preserva las fibras de p y q, si q o f = p, i.e. , si
el diagrama siguiente conmuta : 

y z 

\ I
X 

En otras palabras, para cada x E X se tiene que /(p- 1 (x)) � q- 1 (x),
es decir, / manda una fibra de q en una fibra de p. Algunas veces también 
diremos que / es un levantamiento de q con respecto a p. 

Un subconjuntó A � X se llama discreto si para cada punto a E A 
existe un abierto U �  X tal que U n  A =  {a} . 

Una función continua p : Y -+ X se l lama discreta si para cada punto 
x E X la fibra p- 1 (x) � Y es un conjunto discreto.

Lema 2.2 Si p : Y -+ X es una aplicación holomorfa no constante entre
superficies de Riemann, entonces p es abierta y discreta. 

f 
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DEMOSTRACIÓN.  Por (1.10) p es abierta. 
Ahora , si la fibra p- 1 (b) no fuera discreta para algún punto b E X,

entonces tendría un punto de acumulación, y como Plp - ' (b) es la función
constante igual a b entonces p sería constante en todo Y por el teorema de 
la identidad (1.9). Q.E.D. 

Lema 2.3 Sea p : Y -+ X una aplicación holomorfa no constante entre
superficies de Riemann. Entonces, p es no ramificada si y sólo si p es un 
ltomeomorfismo local. 

DEMOSTRACIÓ N .  Supongamos que p es no ramificada y sea b E Y arbitra­
rio. Por hipótesis b no es punto de ramificación de p, entonces por (1.1 7) 
existe una vecindad abierta U de b tal que pju : U � Y -+ X es inyec­
tiva, y como p es holomorfa no constante , entonces es abierta (2.2) y así 
Plu : U -+ p(U) es un homemomorfismo.

Recíprocamente , dado b E Y por hipótesis existe una vecindad abierta 
U de b tal que Plu : U -+  p(U) es un homeomorfismo. En particular , p ju 
es inyectiva y así por (1 . 17)  b no es punto de ramificación de p. Q.E.D. 

Lema 2.4 Sean p : Y --+ X una aplicación holomorfa no ramificada y
q : Z --+ X otra aplicación holomorfa. Entonces, cualquier levantamiento
de q con respecto a p es holomorfo. 

DEMOSTRACIÓN.  Sea g : Z -+ Y un tal levantamiento, y sea e E Z arbi­
trario. Sean b = g(c) E Y y a =  q(c) = p(b) E X. 

Como p es no ramificada, por (2.3) es un homeomorfismo local y así 
existen vecindades abiertas U de b E Y y V de a E X tales que pju : U --+ V 
es un homeomorfismo, y como p es holomorfa,  entonces Plu es de hecho un 
biholomorfismo, i.e. , su inversa (Plu )- 1 : V --+  U es. holomorfa también.

Ahora como g es continua , entonces y- 1 (U) � Z es abierto y contiene
a e E Z. Así, existe una vecindad abierta W de e E Z tal que g(W) � U. 

Finalmente, como pog = q, entonces pog l w = q l w ,  y como g j w(W) � U
y Plu es invertible , entonces : 

con (Pl u  )- 1 y q j w  holomorfas. Se sigue que u l w es holomorfa. Q.E.D.

Definición 2.5 Un espacio topológico X se llama localmente compacto si
es Hausdorff y todo punto de X tiene una vecindad compacta.

Una función continua f : Y --+ X entre espacios localmente compactos
se llama propia si la preimagen ¡- 1 ( K) � Y de cualquier compacto K � X, 
es compacta. 
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Obsérvese que sí X es localmente compacto y Y es compacto, entonces
toda función continua p : Y -+ X es propia ya que si I< � X es un
subconjunto compacto, entonces es cerrado y así p- 1 (I<) � Y es cerrado ,
y como Y es compacto, entonces p- 1 (I<) también es compacto.

También, si f : Y -+ X es propia, entonces es cerrada, ya que en
un espacio localmente compacto un subconjunto es cerrado si y sólo si su 
intersección con cualquier compacto es compacto. 

Ejemplo: Rn es localmente compacto, y así toda n-variedad es localmente 
compacta también. En particular, las superficies de Riemann son local­
mente compactas. 

El lema siguiente se usará en el resultado principal de esta sección. 

Lema 2.6 Sean X ,  Y espacios localmente compactos. Si p : Y -+ X es
una aplicación propia y discreta, entonces: 

{1) La fibra p- 1 (x) es finita para cada punto x E X. 
{2) Si x E X y V es una vecindad de p- 1 (x), entonces existe una

vecindad U de x con p- 1 (U ) � V.

DEMOSTRACIÓN.  ( 1 ) :  Para cada x E X, la fibra p- 1 (x) � Y es discreta,
y como p es propia y { x} � X es compacto, entonces la fibra p- 1 ( x) es
compacta, y como es discreta, entonces es finita. 

(2) : Podemos suponer que V es abierto. Así , Y - V es cerrado y como
p es cerrada por la observación después de (2.5) , entonces A :=  p(Y - V)  �X es cerrado. Claramente x (/. A ya que p- 1 (x) � V. Así, U : =  X - A 
es abierto y x E U .  Más aún, p- 1 (U)  � V,  ya que si y E p- 1 (U) y y (/.  V 
entonces y E Y - V y así p(y) E A en contradiccÍÓQ con y E p- 1 (U) ,  es
decir p(y) E U = X - A. Q.E.D.

El teorema siguiente es el resultado principal de esta sección. Nótese que 
las únicas propiedades que se usan en su demostración son: Los espacios 
involucrados son localmente compactos y la función p : Y -+ X es un 
homeomorfismo local, propio y discreto. Así que la  conclusión es cierta en 
esta generalidad. Recordamos primero la siguiente definición. 

Definición 2. 7 U na función continua p : Y -+ X entre espacios topológicos,
se llama una aplicación cubriente si es suprayectiva y cada punto x E X 
tiene una vecindad abierta U � X, tal que su preimagen
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es la  unión disjunta de  abiertos Va � Y ,  tales que la restricción Plv ... : Va - U 
es un homeomorfismo de Va en U para cada a. En particular, p es un ho­
meomorfismo local. También diremos que Y es un espacio cubriente de X .  
Teorema 2.8 Sea p : Y - X una aplicación holomorfa propia, no cons­
tante y no ramificada entre superficies de Riemann. Entonces p es· una 
aplicación cubriente. 

DEMOSTRACIÓ N .  Por (2.2) p es discreto, y así para cualquier x E X, 
por e l  lema (2.6)(1) p- 1 (x) es un conjunto finito. Escribamos p- 1 (x) = 
{ Y1 , . . .  , Yn } con Yi :/- Y; para i :/- j .  

Por (2.3) p es un homeomorfismo local y así para cada j = 1,  . . . , n 
existe una vecindad abierta W; de Y; y una vecindad abierta U; de x tal 
que P lw; : W; - U; es un homeomorfismo. Restringiendo los conjuntos si 
hiciera falta, podemos suponer que los W; son disjuntos dos a dos. 

Entonces, W1 U· · -UWn es una vecindad abierta de p- 1 (x), y por (2.6)(2)
existe una vecindad abierta U de x tal que p- 1 (U) � W1 U · · ·  U Wn . De
hecho podemos tomar U �  U1 U · · ·  U Un ya que cada U; es vecindad de x 
e intersectando el U original con U1 n · · · n Un se tiene una vecindad de x
contenida en ese U y p- 1 respeta inclusiones. 

Ahora, sean V; := W; n p- 1 (U) y obsérvese que como los W; son dis­
juntos, los V; ta01:bién lo son. Más aún,

Vi U · · ·  U Vn = (W1 n p- 1 (U)) U · · ·  U (Wn n p- 1 (U))

= ( W1 U · · ·  U Wn) n p- 1 (U) = p- 1 (U)

ya que p- 1 (U) � W1 U · · ·  U Wn . 
Finalmente, como los Plw; : W; - U; son homeomorfismos, entonces 

son homeomorfismos también ya que como W; n p- 1 (U) � W; y Plw; es
homeomorfismo, entonces la imagen directa preserva inclusiones y así 

p (W; n p- 1 (U)) = p(W; ) n p (p- 1 (U)) = U; n u = u

ya que U �  U1 n · · · n Un , es decir, U �  U; para cada j. Q.E.D. 
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2.2 Propiedades homotópicas de las aplica­

ciones cubrientes 

Tomando en cuenta el resultado principal de la sección anterior , en ésta 
comenzamos el estudio de algunas de las propiedades topológicas de las 
aplicaciones cubrientes. 

Primero, se definen los conceptos de curvas homótopas, y se introduce 
el grupo fundamental de un espacio topológico, estudiándose algunas de sus 
propiedades. Varios ejemplos ilustrarán los conceptos anteriores. 

Posteriormente, se estudian algunas propiedades homotópicas de los es­
pacios cubrientes, incluyendo el levantamiento de curvas y el teorema de 
monodromía. 

Definición 2.9 Una trayectoria en un espacio topológico X es una función 
continua a : [O, 1] - X .  Al punto a(O) E X se le llama el extremo inicial
de la  trayectoria a, y el punto a( l )  E X es el extremo final de a .

a( l )  

a(O) 

Al intervalo unitario también lo denotaremos por I = [O, 1] . Pensaremos
a l a  variable t E [O, 1] como al tiempo, y al valor a(t) "E X como la posición 
de una partícula que se mueve en el espacio X ,  al tiempo t .

U n a  trayectoria a :  [O, 1] - X se llama cerrada si a(O) = a(l ) .  También 
diremos que a es un lazo en X .  

S i  ahora consideramos trayectorias O' y /3 en X que tengan el mismo
extremo inicial y el mismo extremo final, la  idea intuitiva de deformar 
contínuamente l a  trayectoria a en la  trayectoria /3, es considerar una familia 
continua de trayectorias Hi : [O, 1] - X ,  parametrizadas por t E [O, 1 ] ,  que
comienza en a y termina en /3, es decir H O = a y H 1 = /3 ( ver figura
siguiente): 
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a(J) z /3(1) 

a 

a(O) = /3(0) 

Estas ideas se formalizan como sigue: 
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Definición 2 .10 Sean a ,  {3 : (O , 1) -+ X dos trayectorias en X tales que 
a(O) = /3(0) = x0 y a( l) = {3( 1) = x 1 . Una homotopía de o a {3 es una
función continua 

H : [O ,  1) x [O ,  1) -+ X 

que satisface: 
(i) H(s, O)= a(s) para toda s E [O, 1]

(ii) H(s, 1) = {J(s) para toda s E (O , 1]
(iii) H (O, t) = u(O) = ,B(O) para toda t E [O, 1)
(iv) H{ l ,  t) = u(l)  = /3(1) para toda t E (O , 1).

Nótese que si definimos , para cada t E [O, 1) , las funciones H1 : (O, 1) -+ X 
como H1 (s) := H(s, t), entonces para cada t E (O , 1) se tienen trayectorias 
H 1 en X que comienzan en x0 y terminan en x 1 , por (iií) y (iv). Más aún,
Ho = a y H1 = {3 por (i) y {ii). Así, la definición anterior efectivamente
recupera la idea intuitiva de deformación continua de trayectorias. 

Usaremos la notación a '.:::'.  {3 para denotar una homotopía entre a y {3. 

Lema 2 . 11  Sea X un espacio topológico y sean a, b dos puntos de X. La 
relación de homotopía entre trayectorias de a a b en X, es una relación de 
equivalencia. 

A la clase de equivalencia de una trayectoria u en X la denotaremos
por (a] . 

DEMOSTRACIÓN . (1 ): Claramente la relación de homotopía es reflexiva.
(2): Simetría: Sean a '.:::'.  {3 trayectorias homotópicas en X ,  y considere­

mos una homotopía H : I X  I -+  X entre a y {3.
Definamos G :  I x I -+  X como G(s, t) := H(s, 1 - t). Claramente G es

continua, G(O ,  t) = H(O, 1 - t) = a y  G(l ,  t) = H(l ,  1 - t) = b, y G(s, O)=
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H(s, 1 - O)= H(s, 1 )  = /3(s) y G(s, 1) = H(s, 1 - 1) = H(s, O) = o(s) ,  es 
decir , G : f3 :::'. o es una homotopía.

(3) :  Transitividad: Supongamos que F : o :::'. (J y G : f3 -:: 'Y son
homotopías. Definamos H : o -:: 'Y como sigue:

·- { F(s, 2t) si O �  t � 1/2 H(s, t) .- G(s, 2t - 1) si 1/2 � t � 1

Claramente H es  continua y es una homotopía de o a 'Y · Q.E.D. 

El lema siguiente nos será útil para obtener ciertas homotopías: 

Lema 2.12 Sea o : I -+ X una trayectoria y ef, : I -+ I una función 
continua tal que ef,(O) = O y ef,(1) = l. Entonces o -::  o o ef, .

DEMOSTRACIÓN. Sea H : l x l -+ X dada por H(s, t) := o (( l -t)s+t(ef,(s))
( esencialmente , dentro del paréntesis tenemos al segmento de recta que une
a s con ef,(s). Esto es posible porque I es convexo). 

Claramente H es continua y además:
(i) H(O, t ) = o(O)

(ii) H ( l ,  t) = o(( l  - t) · 1 + t · ef,( l )) = o( l  - t + t ) = o ( l )
(iii) H(s, O) = o(s)
(iv) H(s, 1) = o(ef,(s)) = o o ef,(s).

Y así H : o -::  o o ef,. Q.E .D.

A continuación veremos cómo podemos operar con trayectorias en X. 

Definición 2.13 Sean o :  a -+  b y  f3 :  b -+  c trayectorias en X .  
(i) La trayectoria producto de a a e está dada por

·- { o(2t )  si O � t � .1/2
0 · /3(t) .- /3(2t - 1) si 1/2 � t � 1 

(ü) La trayectoria inversa a o está dada por 

o- 1 (t) := o(l  - t)

Claramente o ·  f3 :  a -+  e y 0- 1 : b -+  a (ver figura siguiente):

Obsérvese que la trayectoria producto primero recorre la curva o al doble 
de velocidad y luego recorre la curva /3 también al doble de velocidad. La 
trayectoria inversa de o recorre la misma curva pero en sentido inverso. 

Nótese que para poder definir el producto de dos trayectorias en X,  se 
necesita que el extremo final de una coincida con el extremo inicial de la 
otra. Esta condición se tiene siempre en el caso trivial cuando las trayec­
torias son cerradas, i .e . ,  cuando se consideran lazos en X. 

.. 
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a( 1 )  -a- 1 ( O ) � ( 1 )  

a a 

a ( O ) - cx '  ( 1 ) a( O )  

Definición 2.14 Denotaremos por 7r1(X, :z:0) al conjunto de da.ses de ho­
motopía de lazos en X con punto base :ro E X. Veremos a continuación que
este conjunto es de hecho un grupo, llamado el grupo fundamental de X. 

Proposición 2.15 Sea X un espacio topológico y sea xo E X un punto. 
Si [o] , [,8] E 7r1 (X, x0) son las clases de homotopía de dos lazos en X, se 
define (o] · [,B] := [o · /3]. Con esta operación 7r1 (X, :ro) es un grupo. 

DEMOSTRACIÓN. Primero, la operación está bien definida ya que si o � o' 
y /3 � /3' entonces claramente o · /3 � o' · /3'. 

El neutro del grupo es [:z:0] donde :z:0 : I -+ X es la trayectoria constante
xo(t) := x0 . Se verifica fácilmente que o ·  :ro � o �  :ro · o .  

La inversa de [o] E 7r1(X, xo) es [o- 1] ,  ya que o ·  0- 1 � :ro .
La a.sociatividad de la operación es consecuencia de ( a: · /3) · 'Y � o ·  (/3 · 'Y).

Q. E.D. 

Dada una función continua f : X -+ Y y un punto :ro E X, sea Yo =
/(:ro) E Y. La función f induce 

f. : 7r1(X, xo) -+ 7r1 (Y, yo)

dada por /. [o] := [/ o o] . 

Proposición 2.16 f. : 7r1(X, :ro) -+ 7r1 (Y, Yo) es un homomorfismo de
grupos. 

DEMOSTRACIÓN . La función f • está bien definida ya que si o � o' entonces
f o  o � /  o o', porque si H : I x I -+  X es una homotopía entre o y o',
entonces G(s, t )  := f o  H(s, t) es una homotopía entre f o  o y f o  o' .

F inalmente, si [o] , [,B] E 71"1 (X, :ro), entonces J. ([o] · [,B]) = J. [o] · f. [,B]
ya que / o (o ·  /3) = (! o  o) · (! o /3) . Q.E.D.

/3 

a( 1) m 13 (o) 
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Proposición 2.17 Sean f : X -+ Y, g : Y -+ Z funciones continuas e
id : X -+ X la función identidad. Entonces 

(i) (g o !). = g. o J. 
(ii) id. = id
Es decir, 1r1 es un funtor covariante de la categoría de espacios topoló­

gicos con punto base a la categoría de grupos. 

DEMOSTRACIÓN . (i): Si [a) E 1r1(X) entonces 

(g o f). [a] = [g o f  o a] = g. [f o a] = g. o f. [a] 

(ii) es inmediato. Q .E. D .

Corolario 2.18 Si f : X -+ Y es un homeomorfismo, entonces 
f. : 1r1(X) -+ 1r1(Y) es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN. Sea g : Y -+ X la inversa de f.  Entonces g o f = id y
f o g = id, y el resultado se sigue de la  proposición anterior. Q.E.D.

El corolario anterior nos dice que el grupo fundamental de un espacio 
topológico es un invariante que nos puede ayudar a distinguir espacios no 
homeomorfos ( cuando los grupos fundamentales no son isomorfos), y así 
se ha traducido un problema topológico a uno algebraico que en principio 
pudiera ser más tratable. 

Obsérvese que el grupo fundamental de un espacio X depende del punto
b ase elegido. Si xo, x1 E X son dos puntos base, y si r : J -+ X es una
trayectoria de x0 a x1 , entonces r induce un isomorfismo 

<P-r : 1r1(X, xo) -+ 1r1(X, x1 )

dado por: </>.., [a) :=  [r- 1 · a ·  r) .

Nótese que el isomorfismo anterior no es natural, en el sentido de que 
depende de la trayectoria r entre x0 y x1 . Sin embargo, si r '.:::'. r' son 
dos trayectorias homotópicas de x0 a x1 , entonces <P-r = e ·  <P-r' · c- 1 donde
e = [r · r'- 1 ) E 1r1(X, xo), es decir, los isomorfismos son iguales salvo un
automorfismo interno ( conjugación). 

Ejemplo 1: 1r1(Ilr , O) = O .  
El'l efecto, sea [a] E 1r1(1Rn , O), entonces o es  nulhomotópica, i.e., la

podemos contraer al punto base. La homotopía está dada por: 

H(s, t) := ( 1 - t) · o(s) + t · O =  ( 1 - t )  · a(s)

; 

• 

-

• 
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Ejemplo 2: En general, cualquier espacio convexo tiene grupo fundamental 
trivial. 

Ejemplo 3: 1r 1 (S1 , xo) � Z. 
Un isomorfismo está dado por 

l ¡ 1 
ef,[a] := -. · - dz = n(a, O) 

2,ri O Z 

es decir, ef,[a] es el índice de la curva a alrededor del origen O E C. 
La función ef, está bien definida por el Teorema de Cauchy, y claramente 

es un isomorfismo. 

Ejemplo 4: Si T = S1 X S1 es el toro, entonces 1r1 (T, xo) � z X z. 
Este ejemplo es consecuencia del ejemplo anterior y del siguiente resul­

tado general: 

Proposición 2.19 Sean X, Y espacios topológicos con puntos base xa y
y0 respectivamente. En el espacio producto X x Y consideremos el punto
base (xo, Yo).  Entonces, existe un isomorfismo 1r1 (X x Y) � 1r1 (X) x 1r1 (Y). 

DEMOSTRACIÓN . Si (a] E 1r1 (X x Y), definamos (ai ]  := (pr¡ o a] E 1r 1 (X) 
donde pr1 : X x Y -+ X es la proyección sobre el primer factor. Similar­
mente se define (a2] .  

El isomorfismo deseado está dado por VJ(o] :=  ((o 1], (02]). Q.E.D.

Espacios cubrientes. En la sección anterior recordamos la definición 
de espacio cubriente (2.7). Veremos a continuación cómo este concepto 
contiene la condición suficiente para que el levantamiento de curvas del 
espacio base X al espacio cubriente X sea siempre posible. Primero veamos
algunos ejemplos, además de los provistos por el teorema (2.8), de espacios
cubrientes. 

Ejemplo 1 :  Sean X = S1 y X = R. Entonces, la aplicación p : IR -+ S1 

dada por p(t) :=  exp(21rit) es una aplicación cubriente. 

(i) Claramente p es suprayectiva.

(ii) Al espacio base S1 lo podemos cubrir con los abiertos U1 := S1 -
( 1 , O) y U2 :=  S1 - (-1 ,  O). La preimagen p- 1 (Ui ) es la unión disjunta de los
intervalos abiertos ajenos ( n - 1 /2, n + 1/2) cada uno de ellos homeomorfo, 
mediante p, a U1 . Similarmente, la preimagen p- 1 (U2 ) es la unión de los
conjuntos (n, n + 1), cada uno de ellos homeomorfo a U2. 

Pensaremos a esta función transformando a IR como una espiral arriba 
de S1 : 

• 
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p 

si

Ejemplo 2: Generalizando el ejemplo anterior se tiene: 

p : IR" - S1 X . . .  X S1 

dada por p(t 1 , • • •  , tn ) := (exp (t i ) ,  . . .  , exp(tn ))  es una aplicación cubriente.

Es interesante observar que para el caso n = 2, la aplicación cubriente 
anterior 

P : e = nt2 - s1 x s1

es de hecho el epimorfismo canónico 7f : e -+ T !:::::'. S1 X S1 de e en el toro 
T una vez identificado éste con S1 X S1 . 

Ejemplo 9: Si n � 1 es u n  entero, sea Pn : S1 - S1 dada por p(z) := z" .
Esta es una aplicación cubriente. Cada punto de S1 es cubierto n veces.

Ejemplo ,4: La aplicación p : [O, 1] x Ilt -+ [O, 1] x S1 dada por p(s, t) :=
(s, exp(21rit)) es cubriente, por el  ejemplo (1) . 

Ejemplo 5: Un ejemplo de una aplicación holomorfa, no constante y no 
ramificada (por lo tanto un  homeomorfismo local) que no es una aplicación 
cubriente es la siguiente : Sea D := { z E C : l z l  < 1} el disco u nitario en 
C, y sea p : D - C la inclusión. 

Claramente p es un homeomorfismo local, pero no es cubriente ya que 
los puntos z E C con l z l = 1 no tienen una vecindad U en C tal que
p- 1 (U) = U V; con V; abiertos en D disjuntos y homeomorfos, mediante p,
a U; esto es porque p- 1 (U) = U n D 'I U.

Uno de los resultados más importantes de esta sección es:  
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Teorema 2.20 ( Levantamiento de Curvas) Sea p :  X -+  X una apli­
cación cubriente. Dada una curva a : I -+ X y cualquier punto Yo E X tal 
que p(yo) = a(O),  entonces existe un único levantamiento ii : J -+  X de a 
tal que éi(O) = Yo. 

DEMOSTRACIÓN. Sea { U.>.} una familia de abiertos que cubren a X y
que tienen la propiedad requerida por la definición de espacio cubriente. 
Entonces los abiertos p- 1 (U>. ) cubren l.

Sea t > O el número de Lebesgue de esta cubierta de I, es decir , si A �  I 
es cualquier conjunto y diam(A) < t, entonces existe un abierto U>. tal que 
A �  P- 1 (U>. ) -

Escojarnos entonces un natural n E N tal que 1/n < t ,  y sean ti. :=  
k/n E J para O s;  k � n. Entonces p[t,._ 1 , t,. ] � U>.,. para algún índice ),.. 

El levantamiento éi lo construiremos recursivamente levantando o a cur­
vas únicas ii,. : [O, t.1:] -+ X tales que éi,. l[o , i,._ i )  = éi.1:- 1 -

( l ) :  Para k = O ,  se define éio(O) = Yo -
(2) :  Supongamos que ii.1: está definida y es única con las propiedades 

requeridas. Construiremos éi.1:+ 1 , única con las propiedades deseadas.
Considerando al extremo final éi.1: (t.1: ) E X, como p es cubriente , y

0.1:(t.1: ) E U>.,.+" sea U la componente de p- 1 (U>. ,. +
, )  � X que contiene

a éi.1:(t 1: ). Nótese que cualquier extensión 0.1:+ 1  debe mandar [tk ,  tk+ d en U 
ya que [tk ,  t k+tJ es arco-conexo. 

Ahora como Plu : U -+ U>. 1<+
, es un horneomorfismo, entonces existe 

una única función p : [t.1: ,  t k+ t] -+ U tal que p o  p = a i[t,. ,t,.+, J · Se define:

- { ak(s)
<l'A:+ 1 (s) := p(s) 

o s; s � tk
t.1: � s � tk+l  

Entonces, por definición, éik+ 1  extiende a éi.1: , y es un levantamiento 
de a l[o,t,.+,l porque p o p  = ai [t,. ,t"+, J · Más aún, ªk+ 1  es única con las
propiedades deseadas por la unicidad de p. Q.E.D .  

Obsérvese que en la demostración del teorema anterior sólo se usó el 
hecho de que p es un homeomorfismo local. Para el teorema siguiente 
también se necesita esa condición únicamente. 

Teorema 2.21 {Teorema de Monodromía Abstracto) Sea p : X -+ 

X una aplicación cubriente. Sean a '.::::'. /3 : x0 -+ x 1 trayectorias homótopas
en X, y sea Yo E X un punto cualquiera. Si a y 'iJ son levantamientos a X
de a y /3 respectivamente, con extremo inicial y0 , entonces éi(l )  = P(l )  y
éi '.::::'. 'iJ. 

. 
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DEMOSTRACIÓN.  Sea H : J x I -+ X una homotopía entre a y /3. Sea
{ U.x} una familia de abiertos que cubren a X y que tienen la propiedad
requerida por la definición de espacio cubriente. Entonces, los abiertos
H - 1 (U>. ) cubren I x J .

Como en el teorema anterior, sea f > O el número de Lebesgue de la
cubierta H- 1 (U.x ) � I x l. Escojamos números naturales m y n tales que
( 1 /m)2 + ( 1 /n)2 < f2.

Consideremos dos particiones 

O = so < · · · < Sm = 1 y O = to < · · · < tn = 1
del intervalo I en subintervalos de longitud 1/m y 1/n respectivamente.

Como los rectángulos [s,, s¡+ i J x [t; , ti+ i ]  � I x I tienen diámetro
(( l /m)2 +( 1/n)2)112 < f, entonces existe un abierto U¡; tal que H([s¡ , s¡+ i J x
[t;, t; +1 D � U¡;. 

Levantaremos la homotopía H a una homotopía H : I x I -+ X recur­
sivamente como en el teorema anterior. 

( 1):  Se define H(O, O) := Yo ·
(2): Supongamos definida ií en una unión conexa U de los rectángulos

de la partición de I x J. Veremos que podemos extender ií a cualquier
rectángulo adyacente a esta unión U .  Sea R.; un rectángulo adyacente a
U, y sea w E R¡; nu .  Sea H(R;;)  � U¡; y sea V la componente de p- 1 (U¡; )
que contiene a H(w) E X.  Como P lv : V -+  U,; es un homeomorfismo, se
extiende ií :  U -+  X a ií :  U U R.; -+ X como HIR,; := p- 1 lu,j o H .

Como las curvas H1 son levantamientos de las curvas Ht, y como H0 = a
y H1 = /3, por la unicidad (2.20), se tiene que H(s, O) = éi(s) y H(s, 1) = 
,B(s) . 

Más aún, la curva 1(t)  := H( l , t )  es una trayectoria en p- 1 (a(l)) de éi( l)
a ,8(1) ya que H( l , O) = íi( l) y H(l ,  1) = ,8( 1), y p(H( l , t )) = H( l , t) = 
X 1 = a( l) = /3(1). 

Ahora, si U.x es un abierto en X tal que a( l) E U.x, entonces como
p- 1(U>.) = LJ¡ V; donde los V; son abiertos disjuntos y borneomorfos, me­
diante p, a U>., entonces cada punto de p- 1 (x 1 ) está en una componente
diferente de p- 1 (U.x). En otras palabras, p- 1(x 1 ) tiene la topología dis­
creta, y como , es una trayectoria en él, entonces , tiene que ser constante. 
Se sigue que ,(t) = 1(0) = 1( 1), i.e., ii(l) = ,8(1). Q.E.D.

Corolario 2.22 Sean p : X -+ X una aplicación cubriente, x0 E X y
xo = p(xo) E X. Entonces, el morfismo p. : 1r1(X, zo) -+ 1r1(X, xo) es
inyectivo. 

.. 
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DEMOSTRACIÓN. Sean (a) , [,B] E 1r1 (X) tales que [p o o] = [p o ,B] E 1r 1 (X). 
Entonces, los lazos éi y ,B en X son levantamientos de los lazos a := p o éi  

y j3 : =  p o ,B en X,  respectivamente. Y como (a] = (/3], i.e., a '.'.::'.  j3 entonces
por (2.21) se tiene que éi '.:::'. P. Q.E. D.

Hemos visto, en (2.20), que las aplicaciones cubrientes levantan curvas 
de X a X ,  en forma única. El resultado siguiente nos da una condición
necesaria y _suficiente para que una función con codominio X se pueda 
levantar a X .  

Teorema 2.23 Sea p : X -+ X una aplicación cubriente, y sea Y un espacio topológico conexo y localmente arco- conexo. Sea f : Y -+ X un.a función continua, y consideremos puntos arbitrarios xo E X, x0 E X,
Yo E Y, tales que f(yo ) = xo = p(xo) .  

Entonces, existe un levantamiento f : Y -+ X, de f,  único tal que 
f(yo) = x'o , si y sólo si f. 1r1 (Y, yo) � p. ( 11'1 (.X, xo)) . 

DEMOSTRACIÓN . ( 1): La existencia de un levantamiento 1, implica la 
existencia del diagrama conmutativo de grupos:  

1r1 ( Y) ---- 1r1 (X) 
f. 

es decir, f. = p. o J. ,  y por (2.22) p. es inyectiva, y así

f. 1r1 (Y) = p. O l. 1r1 (Y) � p. 1r1 (X)

(2): Recíprocamente, dado y E Y, un levantamiento f : Y -+ X de
/ se define de la forma siguiente: Sea ac : I -+ Y una trayectoria de y0 

a y. Entonces, f o  a es una curva en X con punto inicial x0 . Sea éi el
levantamiento a X de f o a  con punto inicial x0 . Se define f(y) := éi( l) E X. 
Entonces: 

( i) :  f está bien definida: En efecto, si a '.'.::'.  /3 son dos curvas en Y de Yo 
a y, entonces f o  a '.'.::'.  f o  /3 son dos curvas en X de x0 a /(y). Entonces, por
el teorema de Monodromía (2.21) éi '.:::'. ,B y tienen el mismo extremo final, 
i.e., éi ( l)  = ,B( l). 

Ahora, si a -:l. (J, considerando el lazo a ·  (J- 1 en (Y, y0 ) y su clase de
homotopía en 1r1 (Y, y0 ) ,  por hipótesis f. [a · (J- 1 J E p. ,r 1 (X, x0 ) ,  i.e. , existe
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una clase [;] E 1r1 (.X , x0) tal que p. [¡] =  [/. (a - .B- 1 )] = [/. (a)] · [f. (.B)J - 1 , 
i .e., si levantamos la curva (/ o a) · (! o .B)- 1 de X a. X ,  resulta una curva
cerra.da. basa.da en xo , y así (/--;-o-)( 1 )  = (f--;-.B)(l ) ,  i.e . ,  j está bien definida..

Qi) :  Clara.mente p o f(y) = p(a( l )) = f o  a( l )  = f o  o-(1 )  = /(y), i .e., 
p o f = f. 

(iii) :  Sólo resta probar que jes continua.: Sea y E Y, y sea V un abierto
que contiene a f(y) E X. Queremos un abierto W que contenga. a y E Y 
tal que i(w) � v. 

Ahora, como p es un homeomorfismo local, podemos escoger vecindades 
abiertas V' de f(y) en X y U de pof(y) = f(y) en X ta.les que pJ v , : V' -+ U 
sea un homeomorfismo. Restringiendo V si hiciera falta, podemos suponer
V = V'. 

Como f es continua. y Y es localmente arco-conexo, existe una vecindad
arco-conexa W de y E Y tal que f ( W) � U.  

Proba.remos a.hora que f(W) � V:  Sea. z E W un punto cualquiera, y 
sea. ; : y -+ z una. trayectoria. cualquiera. en W � Y .  La curva / o ¡  está. en
f(W) � U �  X ,  y va de f(y) a f(z) .  

Consideremos el levanta.miento ¡-;;, a. X, con punto inicial f(y) de  la
curva anterior. 

Obsérvese que como (pJ v )- 1 o f o ¡  es una curva en V �  X con punto
inicial (Plv t 1 o f o  ¡(O) = (pl v )- 1 f(y) = i(y) , ya que p o f = f, entonces
por unicidad de los levantamientos de curvas (2.24) se tiene que ¡-;;, = 
(plv ) - 1 o (/ o ;). 

Finalmente, si a : y0 -+ y es una curva en Y ,  considerando la curva
f o  a en X de xo a. f(y), y su levantamiento a X con punto inicial x0 , se
tiene que la curva producto: (/-;;o-) · (/-;;,) = (!-;;o.) · ((pl v )- 1 o f o ¡)
es un levanta.miento de (/ o a) · (! o ¡) con punto inicial x0 , y así i(z) :=
(!-;;a) · ((Plv )- 1 o J;) ( l )  = (Plv )- 1 o /;(1) = f( I )  E V, i.e., i(w) � V.
Q.E.D. 

La unicidad del levanta.miento j es clara de la demostración del teorema, 
pero también es consecuencia. del siguiente resulta.do. Nótese, sin embargo, 
que en la demostración del resulta.do siguiente sólo se usa el hecho de que 
p es un homeomorfismo local entre espacios Ha.usdorff. 

Proposición 2.24 (Unicidad de Levantamientos) Sea p :  X -+  X un
homeomorfismo local entre espacios Hausdorff. Sea Y un espacio conexo y 
f : Y -+ X una Junció!! continua.

Si g1 , g2 : Y -+ X son dos levantamientos de f con respecto a p, y
g1 (Yo )  = g2(Yo )  para algún punto Yo E Y,  entonces g 1  = g2 . 
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DEMOSTRACIÓN . Sea T := { y  E Y : 91 (y) = 92(y)} , entonces Yo E T, i .e . ,
T f. 0.  

M ostraremos que T es abierto y cerrado en Y, y como Y es conexo, 
entonces necesariamente T = Y, y así g1 = 92 en todo Y. 

( 1 ) :  T es cerrado ya que es la imagen inversa de la diagonal � �  X x X 
bajo la función continua (91 , 92) : Y -+ X x X dada por (91 , 92)(y) := 
( g1 (y), 92 (y)), y � es cerrada porque Y es Hausdorff. 

(2): T es abierto, ya que si z E Y, sea x = 91(z) = 92(z) E X . Como p
es un homeomorfismo local, existe una vecindad U de x E X tal que bajo 
p es homeomorfa a una vecindad V de p(x) = f(z) E X. 

Ahora como 91 y 92 son continuas, entonces 91
1 (U), 92

1 (U) � Y son
abiertos, y contienen a z y por lo tanto existe un abierto W, por ejemplo 
W = 91

1 (U)  n 92
1 (U) de Y ,  que contiene a z, y es tal que 9¡ (W) � U.  

Finalmente como Plu : U -+ V es un homeomorfismo, y 9, ( W) � U, y 
f = po9, ,  entonces Plu o g, lw  = po g; lw  = flw , Y así 9dw = (plu )- 1 o flw .

Se sigue que Yi lw  = (Plu )- 1 o ! lw = 92lw , i .e., W � T, con W un
abierto de Y, y así T es  abierto. Q.E .D. 

El resultado siguiente es importante para el desarrollo subsecuente de 
l a  teoría, en particular para el estudio de las aplicaciones holomorfas entre
superficies de Riemann.

Teorema 2.25 Sea p :  X -+  X una aplicación cubriente con X y X Haus­
dorff y X conexo por trayectorias. Entonces, para cualesquiera puntos 
xo, x 1 E X las preimágenes p- 1 (x0 ) y p- 1 (x 1 ) tienen la misma cardina­
lidad. 

D EMOSTRACIÓN . Como X es conexo por trayectorias, existe una curva
r : J -+  X de xo a X 1 . Si y E p- 1 (xo) es un punto cualquiera, por (2.20) 
existe un único levantamiento 1 : 1 - x de r tal que r(O) = y.

Definamos una función cp : p- 1 (x0 ) -+ p- 1 (xi) corno sigue: Si y E
p- 1 (x0 ) se define q,(y) := r(l ) .  Obsérvese que =f( l )  E p- 1 ( x i )  ya que 
p o 1 = r y así x 1 = r( l )  = p(=f(l) ) .

Por l a  unicidad (2 .20) del levantamiento de curvas, la  función <f, está
bien definida y es inyectiva. 

Una inversa de <f, está dada corno sigue: Sea z E p- 1 ( x i )  y considérese a
l a  curva r- 1 : x 1 -+ x0 en X y consideremos su levantamiento ( r- 1 ) a X que 
comienza en z .  Se define t/J :  p- 1 (x 1 )-+ p- 1 (x0) como t/J(z) := (r- 1 ) ( 1 ).

Para ver que cp es suprayectiva probaremos que <f, o t/J = l .  En efecto, si
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z E p- 1 (x i ), como claramente (,- 1 ) = =y- 1 , entonces 

<I> o l/J(z) = <I> ((,,- 1 )(1)) = <I> er- 1 (1)) = <I> (7(1 - 1))
= </>(1(0)) = </>(y) = 7(1) = z .  Q.E .D .  

Definición 2 .26 Con la notación del teorema anterior, si p : X -+ X es 
una aplicación cubriente, a la cardinal idad del conjunto p- 1 ( x) ,  x E X ,  se 
le l lama el número de hojas del espacio cubriente X.  Este cardinal puede 
ser infinito por supuesto. 

En la situación del teorema (2.25) anterior, si además los espacios X y 
X son localmente compactos, y la aplicación p es propia y discreta, entonces 
por (2.6)(1) las fibras p- 1 (x) ,  x E X, son conjuntos finitos. Este será el caso 
que más nos interese ya que nosotros estaremos tratando con superficies de 
Riemann. 

Nótese que la biyección ip construída en el teorema anterior depende en 
general de la curva ,. Así, no existe, en general, una forma canónica de 
contar globalmente las hojas de un espacio cubriente. 

Ejemplo. Sea X =  X =  5 1 = {(r, B) : r = 1, y B E  JR} (en coordenadas 
polares). Para cualquier entero n E íE, la función 

Pn : 5 1 -+ 5 1 dada por Pn(l , O) := (1 , nO) 

es una aplicación cubriente si n -:/: O, y enrol)a el círculo n veces al rededor 
de sí mismo. Es decir, es una aplicación cubriente de. n hojas. 

El resultado siguiente nos da un método para calcular el grupo funda­
mental de un espacio X cuando se tiene un  cubriente simplemente conexo 
de X y se tiene una idea geométrica de la fibra o imagen inversa del punto 
base de X. 

Teorema 2.?.7 Sea p : X -+ X una aplicación cubriente con X simple­
mente conexo. Sea F := p- 1 (x0 ) la preimagen del punto base de X .  En­
tonces, existe una biyección </> : ,r1 (X, xo) --+ F dada por </>[a] ·- éi(l ) ,
donde éi e s  un levantamiento de a .  

DEMOSTRACIÓN.  Primero obsérvese que </> está bien definida ya  que, por 
(2.20), dada a existe su levantamiento único éi, y por (2.21) si a :: /3 
entonces éi(l )  = ,8(1) .  
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La inversa de </> se define como sigue: Sea x E F un punto, y definamos 
1P : F ...... 1T1(X, xo )  como 1/;(x) := [p o ,] donde I es una trayectoria en X de 
xo a x.

Obsérvese que como X es simplemente conexo I siempre existe y cua­
lesquiera dos tales trayectorias son homótopas. 

También, como Xo, x E F entonces p o 1(0) = x0 = p o 1( 1 ), es decir,
p o I es en efecto un lazo en X, y así [p o ,] E 1r1 (X, x0 ) está bien definida.
Claramente 'lp o </>[o] = 1P(a{ l )) = [po &] = [o], i. e. , 'lj) oip = id. Similarmente
ip o t/J = id. Q.E.D.

' 
• 
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2.3 Aplicaciones cubrientes ramificadas 

En esta sección se generaliza el concepto de aplicación cubriente para incluir 
el caso cuando se tiene una aplicación holomorfa ramificada, propia y no 
constante entre superficies de Riemann. 

superficies de Riemann (que puede ser ramificada) .  Entonces, el conjunto 
de puntos de ramificación B � X de p es cerrado y discreto. 

Más aún, como p es propia y por lo tanto cerrada por la observación 
después de (2 .5), el conjunto A := p(B) � X también es cerrado y discreto.
Llamaremos a A el conjunto de valores críticos de p. 

Ahora, si p : X -+ X es una aplicación holomorfa, propia y no constante
entre superficies de Riemann, sean B � X y A = p(B) los puntos de
ramificación y valores críticos de p respectivamente. 

Como A es cerrado entonces p- 1 (A) � X también lo es. Claramente
B � p- 1 (A) . Se sigue que los complementos:

X' := X - p- 1 (A) y X' := X - A

son abiertos, y así, son superficies de Riemann .  
Más aun, la  restricción p : X' -+ X' es no ramificada ya que X' = 

X - p- 1 (A) � X - B, y así por el teorema (2.8) , PI;, : X' -+ X' es una
aplicación cubriente. 

También, como X' es conexo por trayectorias 1ª que X lo es, entonces
por la observación después de (2 .28) el cubriente X' tiene un número finito 
de hojas n := p- 1 (x) ,  para toda x E X' . Así, cada punto c E X' es tomado
por p exactamente n veces. 

Para poder decir lo mismo para los valores críticos e E A � X tenemos
que considerar las multiplicidades: 

Definición 2.28 Sea p : X -+ X una aplicación holomorfa propia y no
constante. Diremos que p toma el valor c E X, contando multiplicidades, 
m veces, si 

m = I: vy (p)
yep- 1 (c) 

El teorema siguiente generaliza el teorema (2 .25) al caso ramificado. 

Teorema 2.29 Sea p : X -+ X una aplicación holomorfa, propia y no 
constante entre superficies de Riemann. Entonces, exist e  un número natu­
ral n tal que p toma cada valor c E X, contando multiplicidades, exacta­
mente n veces. 

-

Comenzamos con las siguientes observaciones: 

a Sea p : X -+ X una aplicación holomorfa, propi y no constante entre
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DEMOSTRACIÓN . Con la notación anterior, sean B � X y A := p(B) � X 
el conjunto de puntos de ramificación de p y el conjunto de valores críticos 
de p respectivamente. 

Sean X' := X - A �  X y X' := X - p- 1 (A) � X ,  y sea n :=  número
de hojas de la aplicación cubriente no ramificada p :  X' -+ X'.

Así, cada c E X' es tomado por p exactamente n veces. Ahor¡t., si 
c E A = p(B) es un valor crítico de p, como p es discreta, entonces p- 1 (c)
es un conjunto finito (2.6), digamos p- 1 (c) = {y1 , . . .  , Yr } � X,  y sea
k; := v(p, Yi) la multiplicidad de p en Yi , para 1 � j � r. 

Por ( 1 . 16) ,  existen vecindades abiertas (que podemos elegir disjuntas) 
U; � X de Yi y V, � X de c, tales que para cada x E V, - {e} se tiene
k; = #p- 1 (x) n U; , para 1 � j � r. 

Ahora, por (2.6)(2) como U1 U · · ·  U Ur es una vecindad de p- 1 (c) =
{Y1 , . . .  , Yr } ,  entonces existe una vecindad V de c E X tal que p- 1 (V) �
U1 U · · · U Ur .  

De hecho, como las V, son vecindades de c, podemos escoger la vecindad
V de e tal que V � V1 n · · · n Vr , y p- 1 (V) � U1 U · · ·  u Ur . 

Así, para cada x E VnX' se tiene que x E V, para toda j ,  y como x E X'
entonces X f. e y así #p- 1 (x) n U; = k; . Ahora, como p- 1 (x) � p- 1 (V)
entonces 

con los U; disjuntos. Se sigue que 

Ahora, como x E X' , entonces por la observación después de (2.26) 
p- 1 (x) = número de hojas de la cubierta p :  X' --+ X' =  n .  

Consecuentemente, n = k1 + · · · + kr , es decir, e l  valor crítico e E A � X
es tomado n veces ya que 

n = k1 + · · · + kr = v(p, Y1) + · · · + v(p, Yr) = ¿ v(p, Yi)  
y;Ep- 1 (e) 

Q.E.D. 

Definición 2.30 Una aplicación holomorfa, propia y no constante p :  X -+
X entre superficies de Riemann, se llama una aplicación cubriente holo­
morfa de n hojas si n es el entero del teorema anterior. 

Nótese que aquí el uso del término cubriente ha sido generalizado para 
incluir el caso ramificado. Si queremos enfatizar que una cierta aplicación 
cubriente lo es en el sentido usual , lo diremos explícitamente.

Un corolario interesante del teorema anterior es: 
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Corolario 2.31 Si X es cualquier superficie de Riemann compacta, en­
tonces toda función meromorf a no constante f : X -+ !P'1 tiene el mismo
núm ero de ceros y polos, contando sus multiplicidades. 

DEMOSTRACIÓN.  f : X -+ !P'1 es una aplicación holomorfa, no constante y
propia ya que X es compacta (2. 5 ).

El conjunto de polos de f es ¡- 1 (00) 1 y su conjunto de ceros es ¡- t (o) .
Por el teorema (2.29), tomando en cuenta multiplicidades 

Q.E .D .  
yEJ- 1 (oo)

A continuación veremos algunos ejemplos de aplicaciones cubrientes ra­
mificadas o no ramificadas. 

E1emplo 1 :  Sea k � 2 un entero y consideremos la función : Pk : (C -+ C 
dada por Pk(z )  := zk.

Entonces, por el ejemplo ( 1 )  de ( 1 . 1 7 ) ,  Pk es una. aplicación holomorfa. 
cuyo único punto de ramificación es O E C. Así 

Pk : C* -+ C*, donde C* := (C - {O} 

es una aplicación holomorfa no ramificada y por lo tanto un homeomorfismo 
local (2.3). Nótese que no sabemos si Ple es propia y así no podemos usar el 
teorema (2. 8 )  para ver que Pk le- es una aplicación cubriente no ramificada 
de k hojas. Esto lo probaremos verificándolo directamente de la definición : 
Sea X E e· arbitrario y sea y E e· tal que P1e (y) = yk = x, i.e., y es una raíz
k-ésima de x. Como Ple es no ramificado y por lo tanto un homeomorfismo
local, existen vecindades V0 de y y U0 de x tales que Pk : V0 -+ U0 es un
homeomorfismo. Entonces, 

p-¡ \Uo ) = Vo U (w · Vo ) U · · ·  U (w k - I  · Va )

donde w es una raíz k-ésima de la unidad. 
Claramente los conjuntos \!'.¡ := wi · Va, j = O, . . .  , k -1, son abiertos , dis­

juntos por pares, y Pk restringido a cada uno de ellos es un homeomorfismo 
sobre Uo. 

Finalmente, como e• es arcer-conexo, el número de hojas de la cubierta 
es la cardinalidad de cualquiera de las fibras p-¡ 1 (y), por ejemplo p-¡1 (1) = 
{ 1 = wª , w 1 , . . .  , wk - l } ,  y así k = número de hojas.

Observación: ( Las raíces de una función) :  Sea X una superficie de Rie­
mann simplemente conexa y sea f : X -+ e• una función holomorfa en X 
(i.e., que no se anula en ningún punto de X). Sea k � 2 un entero.

L Vy(f) = L Vy(f) 
yEJ- 1 (0) 
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Queremos hallar la raíz k-ésima de X, i.e., queremos una función F = 
ifl :  X -+ <C* holomorfa y tal que p¡, o ifl = f, donde Pk : <Cº 

-+ <C* es la
función Pk ( z) := zk . 

En otras palabras, lo que queremos es un levantam iento de f con res­
pecto a la aplicación cubriente Pk : e• -+ e• : 

/ ]�. 
X 

f e• 
Fijemos x0 E X y sea e E <C° cualquier raíz k-ésima de f(x0 ) E <C*, i.e. ,
Pk (c) = ck = f(x0 ) .  Como Pk es cubriente, por (2.23) existe un único
levantamiento F :  X -+  <C* de f tal que F(x0 ) = c. Por el lema (2.4 )  F es
holomorfa. A F se le llama una rama holomorfa de ifl. 

Ejemplo 2. La aplicación exp : <C -+ e• es cubriente no ramificada con un 
número infinito de hojas. Es no ramificada porque es un homeomorfismo 
local , ya que aun cuando es periódica, si la restringimos a un abierto V � 
<C que no contenga puntos que difieran por un múltiplo entero de 27rí, 
exp : V -+ exp( V)  � <C* es un homeomorfismo.

De nuevo, no sabemos que exp sea propia, así que para probar que 
es cubriente tenemos que hacerlo directamente. Sea x E e• arbitrario. 
Como exp es suprayectiva , sea y E <C tal que exp(y) = x. Como exp
es homeomorfismo local , existen vecindades V0 de y y U de x, tales que
exp l v0 : Vo -+ U es un homeomorfismo. Entonces, 

donde Vn := 2,rin + Vo . 

exp- 1 (U ) = Vo = LJ Vn 

nEZ 

Claramente los Vn son abiertos, disjuntos dos a dos, y exp lv. : Vn -+ U
es un homeomorfismo. 

Finalmente, como <C* es conexo por trayectorias, el número de hojas de 
este cubriente es la cardinalidad de cualquier fibra, y si x E exp- 1 (y) con
y E <C* , entonces x + 2,rin E exp- 1 (y) para toda n E �. y por lo tanto
# exp- 1 (y) = #�.

Observación: (El logaritmo de una función): Sea X una superficie de
Riemann simplemente conexa y sea f : X -+ <Cº una función holomorfa en
X que nunca se anula. 
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Análogamente al ejemplo anterior , nos gustaría hallar el logaritmo de 
/, i.e. , una función holomorfa F = log(f) : X -+  C tal que exp o log(f) = /

De nuevo, en términos de espacios cubrientes , lo que queremos es un 
levantamiento de / con respecto a la aplicación cubriente exp : C -+ e• 

e· ) (exp es suprayectiva) .  
Como exp es cubriente , existe un único levantamiento F : X -+ C de J

tal que F(xo) = c. Por (2.4) F es holomorfa. A F se le llama una rama 
holomorfa de log(f) . 

X 

Fijemos un x0 E X y sea e E C cualquier solución de exp(c) = /(xo) E 
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2.4 Cubrientes universales y transformacio­
nes cubrientes 

Hasta ahora, hemos estudiado algunas propiedades de espacios cubrientes 
y ejemplos de estos. En esta sección, probaremos que dada una variedad 
X, siempre existe un cubriente p :  X --+  X .  Más aún, se tiene un tal X sim­
plemente conexo y consecuentementé (2.35 ) este cubriente X es cubriente 
de cualquier otro espacio cubriente Y de X. Por esta razón se le llamará el
cubriente universal de X .  

Como estamos interesados en superficies de Riemann, comenzamos esta 
sección probando que si X es superficie de Riemann y p : X --+ X es un
cubriente de X ,  entonces existe una única estructura compleja en X tal que
p resulta holomorfa. 

Finalmente , para obtener más información acerca de los cubrientes de 
X ,  consideraremos los automorfismos de cada cubriente, probaremos que es
un grupo y en ciertos casos interesantes , cubrientes normales o de Galois, 
este grupo es isomorfo al grupo fundamental de X .  

Teorema 2.32 Sean X una superficie de Riemann y p : X --+ X un ho­
meomorfismo local, con X un espacio H ausdorff. 

Entonces existe una única estructura compleja en X tal que p resulta 
una aplicación holomorfa. 

D EMOSTRACIÓN . Sea (V, () una carta de X y supongamos que U � X es
un abierto no vacío tal que vlu : U --+ p(U) � V es un homeomorfismo. Sin
perder generalidad podemos suponer que p(U) = V.  

Definamos z : u � X --+ z(U)  = :  U'  � e como z := ( o Plu , Como
Plu y ( son homeomorfismos, entonces z también lo es. Claramente U' = 
((V) = :  V' . 

Entonces, ( U, z) es una carta en X,  y como p es un homeomorfismo
local, las cartas ( U, z) cu bren X.

Finalmente , los cambios de coordenadas en X son tales que: Si U1 nU2 f. 
0 en X,  entonces Vi n V2 f. 0 en X,  donde V¡ =  p(U;) .  Entonces,

z2 o z1
1 := ((2 o Plu, ) o ((1 o Plu, )- 1 = (2 o Plu, o (Plu, )- 1 o (1

1 = (2 o (1
1 

en alguna vecindad contenida en U1 n Uz.
Como X es superficie de Riemann, los cambios de coordenadas (2 o (1

1 

son holomorfos y consecuentemente también los cambios z2 o z1
1 lo son.

Así , X es una superficie de Riemann con este atlas complejo; p : X --+ X 
es una aplicación holomorfa ya que si (U, z) y (V, () son cartas en X y X 
respectivamente, tales que p(U) = V, entonces la función ( o p o z- 1 : U' �

, 
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<C -+  V' �  <C es: ( o p o z- 1 := ( o p o (( o Plu )- 1 = ( o (- 1 = id, en alguna
vecindad, y así es holomorfa. 

La unicidad de la estructura compleja en X tal que p resulta holornorfa 
es clara, ya que si { (W, p)} es otro atlas complejo en X tal que p' : X' -+ X 
es holomorfa, con X' = X, con la nueva estructura dada por { ( W, p)} y
p' = p, entonces el diagrama siguiente conmuta :

- id -
X - - - - - - - -.  X' 

X 

con p' y p holomorfas. Entonces id : X -+ X' también es holomorfa, y
consecuentemente X es isomorfa a X' .  Q.E. D. 

Consideraremos ahora los cubrientes universales : 

Definición 2.33 Una aphcación cubriente p : X ----+ X se l lama un cu­
briente universal de X si para cualquier otro cubriente q : Y ----+ X con Y
conexo y dados cualesquiera puntos x0 E X ,  Yo E Y, con p(xo) = q(yo) ,  
existe una única función continua f : X -+ Y que preserva las fibras d e  p y
q, y tal que f(xo) = Yo ,

Como es usual con objetos definidos por propiedades universales, si un 
cubriente universal de X existe, este es único salvo isomorfismos, i.e., si 
p : X -+ X y p' : X' -+ X son cubrientes universales de X, entonces existe
un único homeomorfismo que preserva las fibras de p y p', f : X --+ X', y 
tal que J(xo ) = x�.

En efecto, como p es cubriente universal y p' es cubriente, por definición 
existe una única función f : X -+ X' tal que el triángulo izquierdo en el  
diagrama siguiente conmuta : 

' 

• 

• 

\ I
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x 
f 

X' X 

� ]•'/ 
X 
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Invirtiendo los papeles de p y p' , existe una única función g : X' --+ X 
tal que el triángulo de la derecha en el diagrama anterior conmuta. 

Así , la función g o f hace conmutar el triángulo externo, y como p es
cubriente universal y claramente la identidad id

x 
también hace conmutar

ese triángulo , por unicidad se tiene que g o f = id 
x

.
Similarmente J o  g = id

x
, · Q.E.D. 

Los resultados siguientes serán usados para demostrar la existencia de 
cubrientes universales de variedades conexas. 

Lema 2.34 S1 X es una variedad, X es Hausdorff, y p : X -+ X es unhomeomorfismo local que levanta curvas, entonces p es cubrzente. 
DEMOSTRACIÓN. Sea x0 E X un punto cualquiera y consideremos p- 1 (x0 ) = :
{ Yi }, E J . Sea U una vecindad abierta de xo que es homeomorfa a una bola 
de lRn ; aquí n es la dimensión de la variedad X .  Sea f : U --+ X la inclusión.

Para cada j E .J existe un levantamiento Ji · U --+ X de f : U --+ X tal
que Jj (xo) = Yi ·  Defínanse V; := J; (U )  � X. Entonces, 

( i) Los V; son abiertos disjuntos
(ii) p- 1 (U) = LJi E J  V;
(ii i) Plv, : V; --+ U es un homeomorfismo para cada j E J .  Q. E.D.

Proposición 2.35 Sean X, X variedades conexas con X simplemente co­nexa. Si p : X --+ X es una aplicación cubriente, entonces es un cubrienteuniversal. 
DEMOSTRACIÓN. Supongamos que q : Y --+ X es otra aplicación cubriente, 
y sean Yo E Y, xo E X tales que q(yo) = p(xo).

Queremos una función continua f : X --+ Y tal que p = q o f, y única
con la propiedad J (Yo) = xo.

Ahora, como p. 1r1(X) = O �  q. 1r1 (Y), entonces por el teorema (2.23) la 
función f existe con las propiedades requeridas. Q.E.D.

Usando los resultados anteriores podemos probar ahora la existencia de 
un cubriente universal de una variedad X.  

g 
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Teorema 2.36 Sea X una variedad conexa. Entonces existe una variedad 
conexa y simplemente conexa X y una aplicación cubriente p de X en X.

Nótese que como X es simplemente conexa, por la proposición anterior 
p es de hecho el cubriente universal de X. 

DEMOSTRACIÓN . Fijemos un punto xo  E X.  Para x E X sea 1r(x0 , x) el 
conjunto de clases de homotopía de trayectorias en X de x0 a x .

Definamos X : =  { ( x ,  o )  : x E X, o E 1r(x0 , x) } ,  y p :  X -> X como 
p(x , o) := x .  

En X definirnos una topología corno sigue: Dado un punto ( x ,  a) E X,
sea U � X una vecindad abierta, conexa y simplemente conexa de  x .

Definamos e l  conjunto (U, o] := { (y, /3) : y E U ,  /3 = [u ·  v] } ,  donde 
u : xo - x es una trayectoria en X tal que su clase de homotopía es o = [u]
y v : x -> y es una trayectoria en U (recuérdese qu U es conexo). Como 
U es simplemente conexo entonces /3 es independiente de la elección de la 
trayectoria v. La familia { lU, o]} es una base para una topología en X :  

(i) :  Claramente todo punto de X está en al menos uno de los básicos 
(U, o] . 

(ii) : Si (z, -y) E [U, o] n [V, /3] entonces z E U n  V y así, existe una 
vecindad abierta, conexa y simplemente conexa de x ,  W � U n V. Se sigue 
que (z , -y) E (W, -y] � [U, o] n [V, /3] . 

La función p : X -> X es un homeomorfisrno local ( en particular, es 
continua) ya que para cualquier [U, a] básico se tiene que Pl¡u,aJ : [U, a] -> U 
es claramente un homeomorfismo. 

El espacio X es Hausdorff ya que dados (x ,  a) f=. (y, /3) E X entonces: 
x f=. y y en este caso los podernos separar en X, ó x = y pero o f=. /3; en 
este último caso, sea U � X una vecindad abierta, conexa y simplemente 
conexa de x. Entonces, [U, a J n [U, /3] = 0 ya que de lo contrario existiría un 
(z , -y) en la intersección , y si w :  x ->  z es una trayectoria en U y o =  [u] , 
/3 = [v] , entonces 'Y =  (u · w] = [v · w] y por lo tanto [u] = (v) , i .e . ,  o =  /3,
una contradicción. 

El espacio X es conexo y p levanta curvas: En efecto, sea u : I -+ X 
una curva arbitraria tal que u(O) = x0 . Para cada s E J sea u, : I -> X la 
curva dada por u, (t) := u(st ) , así la curva u, recorre la parte de la curva 
u correspondiente al segmento (O , s) .

Ahora, si v es una curva cerrada en X tal que v(O) = xo = v( 1 ) ,  entonces
la función u : I - X dada por u(t) := ( u(t), [v ·u1] )  es continua y claramente 
es un levantamiento de u con punto inicial u(O) = ( u(O) ,  [v · u0] )  = (xo , [v] ) .  

Se sigue, del lema (2 .34) ,  que p : X -+ X es una aplicación cubriente, y 
de la demostración del teorema (2.32) se sigue que X es una variedad . 

-
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Finalmente, X es simplemente conexo ya que si w : I -+ X es una
curva cerrada con w(O) = w(l) = (xo, f) y f = [x0] la clase de homotopía
de la curva constante en x0 , entonces u := p o w es una curva cerrada en
X con u(O) = u(l) = xo . Ahora, si Ü es el levantamiento de u a X con 
punto inicial u(O) = (xo, t-), entonces por la unicidad de los levantamientos 
se tiene que u = w. Se sigue que u(l) = (x0 , [u] ) = w(l) = (x0 , f), y así 
[u] = f = [xol, es decir, u '.:::'.  x0 , i.e., u es nulhomótopa y así, por el Teorema 
de M onodromía, u =  w también lo es. Q .E.D.

El teorema anterior muestra la  existencia de cubrientes (universales) de 
una variedad. Existen teoremas de existencia de cubrientes de otros espa­
cios que no sean necesariamente variedades, pero nosotros sólo estaremos 
interesados en variedades donde el teorema de existencia es fácil de probar. 

Corolario 2.37 Si p : X -+ X es cubriente universal de la variedad conexa 
X, entonces X es simplemente conexa.

DEMOSTRACIÓN.  Dada X variedad conexa, por el teorema anterior existe
Y simplemente conexa y q : Y -+ X cubriente universal. Por unicidad 
de los cubrientes universales (2.43), se sigue que X es homeomorfa a Y. 
Q.E.D.  

Una vez probada la existencia de cubrientes, para estudiarlos más a 
fondo es necesario introducir transformaciones entre ellos. 

Definición 2.38 Sea p : X -+ X un cubriente. Una transformación cu­
briente de p es un homeomorfismo f : X -+ X que preserva las fibras de p,
i.e., tal que el diagrama siguiente conmute:

- f -
X - - - - - - - --..  X 

\ I
X 

El conj unto de transformaciones cubrientes de p, Aut(X / X) :=Aut(p : 
X -+ X)  es un grupo con la composición de transformaciones como ope­
ración. 

Ejemplo 1: Como C es simplemente conexo, entonces exp C -+ e• es 
cubriente universal. 
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El grupo de transformaciones cubrientes es : 

Aut(C/C- ) � { Tn : C -+  C :  donde Tn (z)  := z + 2n1ri, n E z} 

En efecto, si n E ;E y Tn es la traslación por 2n1ri, entonces exp orn ( z) = 
exp(z + 2,rin) = exp(z), i.e., Tn preserva las fibras de exp. Claramente Tn 

es un homeomorfismo, y así, es una transformación cubriente. 
Recíprocamente, si 17 E Aut(X / X ), entonces exp 017(0) = exp(O) = 1

y así existe n E Z tal que 17(0) = 21rin. Y como Tn (O) = 21rin también, 
entonces 17 = Tn. Obsérvese que { Tn : n E ;E} � Z. 

Ejemplo 2: Sea r := ;E - r1 + Z · ,2 una retícula en C. Entonces, la aplicación
canónica p :  (C -+ c;r es cubriente universal del toro c;r . 

Ahora, para I E r sea r-y : C -+ C la traslación z -+ z + r. Claramente
T-y manda la retícula r en si misma.

Como en el ejemplo anterior se prueba que 

Aut (C/r) � {r-y : 1 E f } � r � z x z

Definición 2.39 Una aplicación cubriente p : X -+ X entre espacios co­
nexos Hausdorff se llama normal o de Galois si dados cualesquiera par de
puntos i:o, i:1 E X con p(xo) = p(x1 ) ,  existe una transformación cubriente
f :  X -+  X tal que f(xo ) = X¡.

Nótese que por (2.24) si  una tal función f existe, entonces es única. 

Ejemplo. La aplicación p : e• -+ e• dada por p( z) := zk es cubriente de
Galois ya que para cualesquiera z1 , z2 E C* con p(z1 ) = p(z2 ) ,  i.e., zf = z� ,
se tiene que z2 = wz1 con w una raíz k-ésima de l .  Entonces, la aplicación
f : e• -+ e• dada por f(z) = wz es transformación cubriente y satisface
que f(z1 ) = z2 . 

Teorema 2.40 Si X es una variedad conexa y p : X -+ X es cubrienteuniversal, entonces p es de Galois y Aut(X/X) � ,r1 (X). 

DEMOSTRACIÓN . (a) :  p es Galois : En efecto, si y0 , y1 E X son dos puntos
tales que p(yo )  = p(y1 ), como p es cubriente universal, entonces existe una
única f : X -+ X que preserva las fibras de p, y tal que f(Yo ) = Yl ·
Similarrnente, existe una única g, que preserva las fibras de p y tal que 
g(y1 ) = YO ·

Claramente f o g y g o f son continuas, preservan las fi bras de p, y
(f o g )(Y1 ) = Y1 y (g o !)(yo )  = Yo . Por la propiedad universal de los
cubrientes universales se sigue que f o  g = id y g o f = id.
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(b): Aut(X /X) � 1r1 (X): En efecto, sean xo E X y Yo E X tales que
p(yo) = xo. Definamos q, :  Aut(X /X) --+ 1r1 (X, xo) como </>(rr) := [p o v],
donde v : yo --+ rr(y0) es una curva en X (Nótese que como X es cubriente 
universal entonces es simplemente conexa (2.3 7), y no importa cual curva 
se escoja de y0 a rr(y0 ) ) .  Claramente p o v es una curva cerrada en X.

(i): q, es un homomorfismo de grupos ya que si rr, T E Aut(X / X) y si v :
Yo --+ rr(yo), w :  Yo --+ T(Yo) son curvas en X, entonces rr o w :  rr(yo) --+ rrT(Yo)
es una curva en X y p o (rrow) = pow. Ahora, la curva necesaria para definir
</,(rrT) es v · (rr o w) : y0 --+ rrr(y0 ) ,  y entonces : </>(rrT) = [p o (v  · (rr o w))] = 
[p o v] · [p o (rr o w)] = [p o v] · [p o w] = </>(rr) · </>(T).

(ii): q, es inyectiva ya que si </>(rr) = [p o v,,] = [p o vT ] = </>(T), con
v,, : Yo --+ rr(yo) y vT : Yo --+ T(Yo) curvas en X,  entonces p o v,, '.::::'. p o vT son
curvas cerradas homótopas en X, y así por monodromía sus levantamientos
tienen el mismo extremo final , i.e., rr(yo) = T(y0 ) ,  y esto para cualquier
punto Yo E X, es decir , rr = T .

(iii): q, es suprayectiva. ya que da.do lo] E 1r1(X,  :co), sean Yo, y E X 
puntos cualesquiera tales que p(y0) = :c0 = p(y), entonces , como X es
Galois, existe rr E Aut(X/X) tal que rr(yo) = y. Sea v :  Yo --+ y =  rr(yo),
claramente q,(rr) = [p o v] = o. Q.E.D.

Definición 2.41 Sea p : X --+ X cubriente y sea H � Aut(X/X) un
subgrupo. Dos puntos :e, x' E X se llaman equivalentes módulo H si existe 
rr E H  tal que rr(x) = x'. 

Claramente la relación anterior es de equivalencia. 

Teorema 2.42 Sean q : Y --+ X una aplicación cubriente entre variedades
y p : X --+ X el cubriente universal. Sea f : X --+ Y la función dada por la
propiedad universal de X. 

Entonces, f es una aplicación cubriente y existe un subgrupo H �
Aut(X / X),  tal que dos puntos cualesqKiera x ,  x' E X van, mediante f,
al mismo punto de Y si y sólo si x y x' son equivalentes módulo H. Más
aún, H � 1r1 (Y). 

DEMOSTRACIÓN . (1): f es cubriente: En efecto, (i): f es homeomorfismo
local, ya que si z E X es cualquier punto, p(x) = s y f(x) = z, como p
es homeomorfismo local , existen vecindades W1 de x y U1 de s tales que 
P lw, : W1 --+ U1 es un homeomorfismo. 

Ahora, como q es cubriente, existe una vecindad U de s, que podemos
tomar contenida en U1 , y abiertos disjuntos V; en X tales que q- 1 (U) = LJ V;
y q l v; : V¡ --+ U son homeomorfismos.

.. 



5 8 Capítulo 2. Espacios cubrientes 

Denotemos por V al abierto V¡ que contiene al punto z, y sea W :=
p- 1 (U) n W1 . Entonces z E f(W) � q- 1 (U) ,  y como f(W) es  conexo
entonces f ( W) = V.

Finalmente, como Plw : W -+  U y q lv  : V -+  U son homeomorfismos ,
entonces f lw : W -+ V también lo es. 

(ii) :  f levanta curvas: Sea o : I -+ Y una curva con punto inicial Yo ,
y sea xo E X un punto tal que f(xo) = Yo - Queremos levantar o a X con
punto inicial x0 . 

Como y es cubriente , la curva q o a de X se puede levantar a una curva
qoa en X con punto inicial xo. 

Ahora, las curvas f o ( q o a) y o en Y s� levantamientos de q o a con 
el mismo punto inicial Yo ya que q o f o ( q o a) = p o ( q o o) = q o a .  Se
sigue que f o ( q7a) = o y así qoa es el levantamiento deseado de o .  Por
el lema (2.3w3) f es cubriente. 

(2) : Sea H := Aut(X/Y). Entonces claramente H � Aut(X/X) es
un subgrupo. Como X es simplemente conexo, entonces f : X -+ Y es 
cubriente universal y así es Galois por (2.40) y además H � 1r1 (Y). 

Finalmente , como f es Galois ,  f(x) = f(x') si y sólo si existe u E H := 
Aut(X/Y) tal que u(x) = x'. Q.E.D. 

Usaremos el teorema (2.43) anterior para determinar todos los cubrien­
tes del disco perforado: v• :=  { z  E C :  O <  l z l  < 1 } .  

Proposición 2.43 Sean X una superficie de Riemann y p : X -+ v •  una 
aplicación cubriente no ramificada. Entonces, se tiene uno de los casos 
siguientes: 

{1 ): Si p tiene un número infinito de hojas, entonces existe un biholo­
morfismo <J, : X -+ 'H., donde 1f. � C es el semiplano izquierdo, tal que el  
diagrama siguiente conmuta: 

X _ _ _ _  1!_ _ _ __  1f.

\ f· 
(2): Si p tiene un número finito k de hojas, entonces existe un biholo­

morfismo <J, : X -+ v• tal que el diagrama siguiente conmuta: 

Dº 
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X - - - -p_ - - ...... D* 

\ /-
D* 

donde Pk(z) = zk .

59 

DEMOSTRACIÓN. Obsérvese primero que como 1l es simplemente conexo, 
entonces exp : 'H. -+ D* es el cubriente universal. Entonces, existe una 
única aplicación holomorfa f : 1l -+ X tal que exp = p o f. 

Sea H � Aut(rl/ D* ) el sub grupo asociado a / dado por el teorema 
(2 .43) anterior. Así, H � ?T1 (X). Se tienen los dos casos siguientes: 

(1) : Si H = {1} es el grupo trivial, entonces por (2.43) f(x) = f(x' ) si 
y sólo si x es equivalente a x' n,ódulo H = 1 ,  i.e., si y sólo si x = x', i .e . ,
si y sólo si f es biyectiva y por lo tanto un biholomorfismo. Entonces, se 
define <J, := ¡- 1 : X - 'H..

(2) : Si H -f. {1} ,  observemos primero que Aut('H./D* ) = { rn : n E
íZ, Tn : 1l -+ 'H. } ,  donde Tn : z -+ z + 2?Tin es una traslación. Así, para el 
subgrupo H 'f 1, existe un entero k � 1 tal que H = { Tnk : n E íZ}. 

Sea g :  1l -+  D* el cubriente dado por g(z) := exp(z/k). Obsérvese que 
g(z) = g(z') si y sólo si exp(z/k) = exp(z' /k) ,  i.e., si y sólo si z = z' +2?Tikn, 
i.e. ,  si y sólo si z es equivalente a z' módulo H. 

Definamos </>(x) :=  g(f- 1 (x)) ,  y nótese que si z ,  z' E ¡- 1 (x) ,  entonces
.f(z )  = x = f(z') ,  i .e . ,  por (2.45 ) z es equivalente a z' módulo H y así por 
la observación previa g(z) = g(z'), i.e. , g está bien definida . Claramente g
es biyectiva y es un biholomorfismo. Q.E.D. 

Usando el ejemplo anterior, podemos determinar los cubrientes del disco 
D := { z E C : l z l  < 1}  que son no ramificados en el disco perforado D* :
Proposición 2.44 Sean X una superficie de Riemann y p : X -+ D una
aplicación holomorfa, propia, no constante, y no ramificada en D* . En­
tonces, existe un entero k � l y un biholomorfismo </> : X -+ D tal que el 
diagrama siguiente conmuta: 

X _ _ _ _  <E_ _ _ _  D 

\ I-
D 

• 
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donde Pk (z) = zk . 

DEMOSTRACIÓN. El abierto x• := p- 1 (D·) � X es tal que la aplicación
Px• : x• - D· es cubriente no ramificada. 

Entonces , por el ejemplo previo (2.43), existe un biholomorfismo <p de 
x• a D· tal que el diagrama siguiente conmuta: 

x• - - - -P... - - _.. D• 

D* 
Obsérvese que p- 1 (0) consiste de un solo punto : En efecto, si suponemos

que tiene al menos n 2:: 2 puntos b1 , .. . , bn E p- 1 (0), entonces existen
vecindades abiertas V¡ de b; y un disco Dr := {z E C : lz l < r} tales que :
p- 1(Dr ) � Vi U · · · U Vn , 

Si D; := Dr - {O} entonces p- 1 (D•) es homeomorfa a p; 1 ( D; )  =
D·( {Ir) y así , es conexa. Ahora , como cada punto b; es punto de acumu­
lación de p- 1 (D;),  entonces p- 1 (Dr ) también es conexo. Pero esto contra­
dice la contención p- 1 (Dr) � V¡ LJ  . .  · U Vn . Así, p- 1 (0) = {b}, y si definimos
ip(b) := O entonces <p : x• - D· se extiende a una función <p : X - D 
también biholomorfa y que hace conmutar el diagrama deseado. Q.E. D. 



Capítulo 3 

Continuación analítica y 

funciones algebraicas 

Aunque a estas alturas sea casi ofensivo recordarlo, cada número complejo 
z f O t iene dos raíces cuadradas y así no existe una función raíz cuadrada. 
En tiempos pretéritos solía hablarse de "funciones multivaluadas" para re­
ferirse a entes tales como el anterior, que por supuesto no son funciones 
estrictamente hablando. 

Uno de los objetivos de Riemann y Weierstrass era dar sentido a la idea 
de considerar a la "raíz cuadrada" y objetos similares como una verdadera 
función. Para esto introdujeron, Weierstrass usando series de potencias y 
Riemann con un punto de v ista geométrico, el concepto de continuación 
analítica. En este capítulo recordaremos este concepto y lo interpretaremos 
en términos de gavillas de gérmenes de funciones holomorfas, aun cuando 
este último concepto y su importancia fueron descubiertos más reciente­
mente por Leray, Serre y Cartan. 

Por supuesto que la relación w = ,/z, que satisface la ecuación alge­
braica w2 = z ,  es un caso particular de una función algebraica, 1.e., una
función w = f(z) que satisface una ecuación algebraica :

w" + a1 (z)wn - l + · · · + an(z) = O
donde los coeficientes ªi ( z )  son funciones meromorfas de z .

E n  este capítulo introduciremos el concepto de gavilla en una superficie 
de Riemann, formalizamos la idea de continuación analítica y construúnos 
la superficie de Riemann de una función algebraica. Explícitamente, vere­
mos que esta superficie de Riemann es una cubierta ramificada de n hojas 
de la esfera de Riemann JP>1 , donde n es el grado de la ecuación algebraica.

6 1  
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3.1 Gavillas 

Sea X un espacio topológico y sea Top(X) la familia de abiertos de X.
Podemos considerar a Top(X) como una categoría con objetos los abiertos
U E Top(X) y morfismos las inclusiones entre ellos, i .e . ,  p E Hom(U, V) si
p : U <-+ V es la inclusión .

Definición 3.1 Una pregavilla de grupos abelianos en X es un funtor con­
travariante 

F : Top(X) -+ Ah

A los elementos s E F(U) de las imágenes de abiertos U de X se les
llama secciones de la pregavilla F en U .  

A los modismos F(p) : F(V) -+ F(U) correspondientes a inclusiones
p : U <-+ V se les llama restricciones.

Usaremos la notación F(p)(s) = s lu = p� (s) E F(U), con s E F(V) 
para. denotar a la restricción a U de la. sección s de V .  Esta notación
proviene de los ejemplos naturales que veremos a continuación donde las 
secciones son funciones y las restricciones lo son en efecto. 

Por supuesto que también consideraremos pregavillas de grupos , ani­
llos, campos, espacios vectoriales, módulos, etc. según la naturaleza del 
problema que estemos considerando. 

Antes de considerar ejemplos de pregavillas introduciremos el concepto 
de gavilla. Informalmente hablando, una gavilla es una pregavilla donde 
sus secciones están determinadas localmente: 

Definición 3.2 Una gavilla en un espacio topológico X es una pregavilla
F : Top(X) -+ Ab, tal que:

(i) Si U E Top(X) es tal que U = Ur Uj con Uj E Top(X), entonces
para cualesquiera secciones s ,  s' E F(U) tales que s lu, = s' lu; para todas
los i , j  E f, se tiene que s = s' . 

(ii) Si U = Ur Uj y si se tienen secciones s; E F(Uj ) que coinciden en
las intersecciones, i .e. , tales que 

s¡ lu,nu, = s; lu,nu, 

para todas las i, j E r, entonces existe una sección s E F(U) tal que
s lu. = S¡ para toda i E r .

Observaciones. (1) : La  sección global s E F(U) tal que s lu, = s ;  para 
toda i E r en 3.2(ii), es única con esta propiedad por la condición (3.2)(i). 

... 

.-

.,.. 

.. 
... 
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(2): F(0) = O (el grupo trivial) ya que 0 = uiEt  U¡, y así para cuales­
quiera s, s' E F(0) se tiene que s lu, = s' lu; para todos los i, j E 0. Conse­
cuentemente s = s' por 3.2(i). Entonces, si F(0) tiene algún elemento, éste
es único. 

F inalmente , por 3.2(ü) F(0) sí tiene elementos ya que para cualesquiera
i , j E 0 todas las secciones s¡ E F(U¡) satisfacen s¡ lu,nu; = s; lu;nU; y así
por 3.2(ii) existe s E F(0) tal que s lu, = s;.

Ejemplo 1: La gavilla de funciones continuas: Sea X un espacio topológico. 
Para cada abierto U � X sea

C(U) := { ! : U -+ C : f es continua }.

Claramente, con las operaciones de C, C(U) es un espacio vectorial sobre
c. 

Ahora, si p : V <-+ U es la inclusión entre dos abiertos de X, sea

p'(¡ : C(U ) -+ C(V) 

la restricción usual : Pü (!) := flv . 
Entonces, C : Top(X) -+ C - Mod es una gavil la de espacios vectoriales. 

Ejemplo 2: La gavilla de funciones holomorfas: Sea X una superficie de 
Riemann . Para cada abierto U � X ( el cual es por lo tanto también 
superficie de Riemann), sea 

O(U) := { ! : U -+  C : f es holomorfa }.

Ya hemos v isto en el capítulo 1 que con las operaciones de C, O(U) es
un anillo conmutativo con l .  

Si V <-+ U es l a  inclusión entre dos abiertos de X, sea

p : O(U) -+ O(V) 

la restricción de funciones. Entonces , O : Top(X) -+ An es una gavilla de 
ani llos . 

Ejemplo 9: La gavilla de funciones diferenciables: Sea X una variedad
diferenciable. Para cada abierto U � X el conjunto

C00 (U)  := { /  : u -+  e : f es diferenciable } .

es un anillo, y así C00 es una gavilla de ani l los. 
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Ejemplo ..f: La gavilla de funciones meromorfas: Sea X una superficie de 
Riemann. Para cada abierto U � X considerado como superficie de R ie­
mann , sea : 

M(U) := { ! : U -+  C : f es meromorfa } .

Con las restricciones usuales, M es  una gavilla de campos. 

Ejemplo 5: La gavilla de funciones holomorfas que nunca se anulan: Si X
es una superficie de Riemann y U � X es un abierto, se define

o· (U) := { ! : U -+ C* : / es holomorfa } .

Este conjunto es un grupo multiplicativo con el producto del grupo (C* ,
y O* resulta una gavilla de grupos abelianos.

Ejemplo 6: Similarmente se define la gavilla de funciones meromorfas que 
nunca se anulan M • .  

Ejemplo 7: La pregavilla constante: Este es un ejemplo de pregav i l la que 
en general no es gavilla :  Sea X un espacio topológico y sea G un grupo
abeliano. Definamos 

FG : Top(X )  -+ Ab 

como: 
( i ) Si 0 :p U � X, sea FG (U)  := G.
( i i )  Si 0 = U, sea FG (0) := O (el grupo trivial).
Los morfismos restricción son:
( i ) Si 0 # U � V, p : FG ( V) = G -+ FG ( U )  = G es la identidad

p = idG : G-+ C. 
(ii) Si 0 = U � V ,  p : Fa (V) -+ O= Fa (0) es e l  morfismo cero.
Claramente Fa es una pregavilla.

Si G = O es el grupo trivial, entonces Fo es claramente una gavil la, la
gavilla constante cero. Lo mismo si X = 0 por la observación ( 2) de (3.2).

Si G -¡. O y X tiene al menos dos abiertos no vacíos disjuntos, entonces
Fa no es gavil la :  

En efecto, sean U1 , U2 abiertos no vacíos disjuntos de X,  y sea U := 
U1 U U2 # 0. Sean 91, 92 en FG(U) = G. Entonces, como U1 n U2 = 0, se
tiene que Fa(U1 n U2 ) = O y así las restricciones 9 1 lu 1nu, = O= 92 l u1 nu,. 

Sin embargo, no existe g E Fa (U) = G tal que 9 lu1 = 91 y g l u, = 92 
porque p�' = idG : Fa (U) = G-+ FG (U) = G y así g lu. = ida (9) = 9, y si
9 = 9 lu. = 9¡ entonces 9 1 = 92, una contradicción.

Ejemplo 8: La gavilla de funciones localmente constantes: Sea X un espacio 
topológico y sea G un grupo abeliano dado. 
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Para cada abierto U � X sea 

Fa(U ) := { / : U -+  G : f es localmente constante }

(! es constante en cada componente conexa de U ).

65 

Si U es conexo no vacío, entonces Fa(U )  � G, y así la gavilla Fa merece 
en efecto llamarse "localmente constante".  Es un ejercicio sencillo probar 
que con las restricciones usuales, Fa es una gavilla de grupos abelianos. 

La fibra de una pregavilla: Sea F : Top(X) -+ A una pregavilla en
un espacio topológico X. Sea p E X un punto y consideremos la familia
U(p) := {U E Top(X) : p E U} de vecindades abiertas de p en X. Obsérvese
que dados U0 , Up E U(p) la intersección U.., := U0 n UfJ E U(p) es tal que
U.., � U0 n Up y U"Y � U0 n Up. En otras palabras, el conjunto U(p) es un 
conjunto dirigido con el orden parcial: U '.S V si y sólo si U 2 V. 

Así, aplicando el funtor contravariante F a los objetos de U(p) y sus
morfismos, i.e., las inclusiones í� : U0 � Up, se obtienen morfismos ef,� := 
F(i� ) : F(Up) -+ F(U0 ) ,  que forman una familia directa en la categoría A 
al que denotamos (F(U(p)), '.5) .  

Definición 3 .3  Al límite directo de la  familia (F(U(p)), '.S)  en la categoría
A se le llama la fibra de la pregavilla F en el punto p E X. Si este límite
existe, se le denotará 

Recordamos a continuación los conceptos involucrados en la definición 
anterior :  

Límites directos. Recuérdese que un conjunto dirigido es un conjunto
parcialmente ordenado (f, '.S )  tal que dados cualesquiera elementos o, {3, 
E f, existe r E f tal que o '.S r y {3 '.S r.

Si (r ,  '.S )  es un conjunto dirigido , una familia directa o filtrada en una 
categoría A, es una familia de objetos { M0 } ,  indicada por r, y morfismos 
</¡� : M a -+ M /3 para cualesquiera índices o '.S f3 tales que :

(i) :  </¡� : M0 -+ M0 es el morfismo identidad: </¡� = idM,. para todos los
o E f.

(ii ) :  Y, siempre que o '.S f3 '.S r, se tiene que <Pp o </¡� = <PI,, i.e., el
diagrama siguiente conmuta : 
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Si { M0 , o E r}  es una familia directa en una categoría A, un límite 
directo de esta familia consiste de un objeto M de A y morfi.smos <l>a 
M0 -+ M para cada objeto M0 de la familia, tales que: 

(a) : Los morfi.smos <l>a son compatibles con los morfi.smos 4>� , i.e . ,  si
o � /3 entonces el diagrama siguiente conmuta:

(b ): Más aún , (M,  <l>a ) tiene la propiedad universal siguiente: Si N es 
otro objeto de A con morfi.smos 1Pa : Ma -+ N que también son compatibles 
con los morfismos q,I!, entonces existe un único modismo </> : M -+ N que
hace conmutar los triángulos del diagrama siguiente para toda o E f :  

Como sucede en  general con objetos definidos con propiedades univer­
sales, si el límite directo de una familia existe en la categoría A, éste es 
único salvo isomorfismo. Se justifica así usar la notación 

lim Ma 

para el límite directo de una familia (M0 , 4>�) de A. 

Para probar lo anterior, supongamos que (M, <l>a ) y (N, 1Pa ) son límites
directos de una familia { M a ,  </>�} .  

Entonces, existen morfismos únicos </> : M -+ N y ,p : N -+ M tales que
los diagramas siguientes conmutan (es decir, tp0 = 4> o 4>a y <Pa = tp o 1Pa , 
para todos los o E f) :  
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Ahora, por la propiedad universal de ( M, </>a) ,  existe un único morfismo
de M en M tal que el diagrama siguiente conmuta : 

Y como tanto la composición </> o t/J : M - M como la identidad 
id : M - M hacen conmutar e l  diagrama anterior , entonces por la unicidad 
en la propiedad universal se tiene que </> o t/J = idM .

Similarmente, t/J o </> = idN 

En general ,  la existencia del límite directo en una categoría dada tiene 
que probarse en cada caso específico. 

En las categorías Top, Ah, An, Campos, Mod, el límite directo � Ma 

existe, y se construye tomando el coproducto (unión disjunta en Top,  suma 
directa en Ah, Mod, etc.) de los objetos M0 y luego se identifican e lementos 
s E M a ,  s' E M fJ ,  denotado s "' s' , si y sólo si existe un índice -y E r tal
que "Y � o,  1 � {J, y s = s' en M.., , i.e . ,  t/>l(s) = t/>J (s' )  E M.., . Así,
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Los morfismos canónicos 

efio : F(Ua) -+ LJ F(Ua) -+ 1� F(U0 ) =: Fp ,
o 

están dados en forma natural como sigue: La primera flecha es la inclusión 
natural y la segunda flecha es el epimorfismo canónico. Nótese que las 
imágenes de los modismos ¡/¡0 generan Fp.

Algunas veces, a la imagen efi0(s) E Fp de una sección s E F(U0 ) se le
llama un germen de s en p y lo denotamos por 

(s) = (Uo , s) = (p, (s]p) = efio(s)

Dado un punto p E X, a la fibra Fp de F en p podemos pensarla
como sigue: Los "puntos" de Fp son los gérmenes (p, (s)p ) donde s es una
sección de un abierto U0 � X que contiene a p. En los ejemplos que
hemos visto F(U0) es casi siempre un conjunto de funciones definidas en 
U0 , así podemos pensar a s como s : U0 -+ C. Entonces un germen
(p, [s]p) lo podemos pensar como una función s definida en una vecindad 
no especificada de p. 

Ejemplo 1: Sea X una superficie de Riemann y O : Top(X) -+ An la gavilla
de funciones holomorfas en X. Sea p E X un punto y consideremos la fibra
Op : =  l� O(U). 

Un germen (s] = (U0 , s) E Op está representado localmente por una 
sección s E O( U O ), i .e. , por una función holomorfa s : U O -+ C. Entonces,
eligiendo cartas (V, z) alrededor de p E U0 y alrededor de su imagen
z(p) E C, la función s tiene una expansión en serie de Taylor 

00 

s(z) = ¿ Cn · (z - z(p))" 
n=O 

con radio de convergencia positivo. 
Obsérvese que si (s] = (U0 , s) = (Up , s') , entonces existe U-y � U0 n Up 

tal que slu
.,. 

= s' lu
.,. 

y consecuentemente las series de Taylor de s y s' son 
iguales. 

Podemos entonces definir la función 

,¡, :  Op -+ C{z - z(p)} 

donde el codominio es el anillo de series de Taylor convergentes alrede­
dor de z(p) E C. Es un ejercici0, probar que esta función es de hecho un  
isomorfismo de anillos. 

-

... 
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Ejemplo 2: Análogamente, si M : Top(X) _. Campos es la gavilla de 
funciones meromorfas en X y p E X es un punto, entonces existe un iso­
morfismo de anillos 

1/; : Mp -> C[[z - z(p))] 

de la fibra Mp en el anillo de series de Laurent convergentes que tienen 
parte principal finita: 

00 

� Cn · (z - z(p))n 

n = k  

con k E Z,  Cn E C. 

A continuación probamos algunas propiedades de las fibras: Sea [s) E Fp 
un germen de una pregavilla F en X. Si definimos [s)(p) := s(p) para
cualquier elección de un representante s E [s] , entonces [s)(p) está bien 
definida, i.e. , no depende de la elección del representante s del germen [s) . 

En efecto, si s - s' , i.e., si (Ua , s) = (Up , s') , entonces existe I tal que
s \u, = s' \u, y p E U-, , se sigue que s(p) = s' (p).

Proposición 3.4 Si F : Top(X) -> Ab es una gavilla de grupos abelianos 
en un espacio topológico X y U � X es cualquier abierto, entonces: s E 
F(U) es cero si y sólo si (U, s) = O en todos los Fp con p E U .  

DEMOSTRACIÓN. Si O = s E F(U), usando los morfismos </i : F(U) -+ Fp,
se tiene que O =  </,(O) = </>(s) = (U, s).

Recíprocamente, si O = </>( s) E Fp para todo p E U, entonces por
definición de límite directo existe una vecindad Up de p tal que s lu, = O, y
como U =  UpeU Up y s lu, = O para todo p E U ,  y como F es gavilla, por
(3.2)(i) se sigue que s = O en U .  Q.E.D. 

El espacio topológico y la proyección asociados a una pregavilla. 
Sea F : Top(X) --+ A una pregavilla en un espacio topológico X. A esta
pregavilla F le asociamos un espacio top<;>lógico IF I  y una función continua 
suprayectiva p :  IF I  _. X de la forma siguiente: 

( 1 ) :  El espacio IF I  := upE X  Fp es la unión disjunta de l as  fibras de F .

(2) :  La  proyección p :  I F I --+ X se define como: p(x) := x si x E X, i.e. ,
p manda cada fibra F., en el punto x E X.  

Al conjunto I F I le damos una topología especificando una base B para
ésta, como sigue : Sea U � X un abierto y sea s E F(U) una sección.
Pongamos 

[U, s] := { <fi., (s) = (U, s) E F., x E U }  � IF I -
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La base de la topología es: 

B := { [U, s] : U �  X abierto, s E F(U ) } .

Proposición 3.5 Sea F :  Top(X) - A una pregavilla. 
(1): El conjunto 8 es una base para una topología en I F I . 
(2): Con esa topología en I F I , la proyección p :  I F I - X es un homeo­

morfismo local. 

DEMOSTRACIÓN . (1) :  Primero, todo punto (p, [s]p) de IF I está contenido
en algún básico [U, s] ya que (p, [s]p) = (U, s) = pu (s) con s E F(U) y
p E U .  Así, (p, [s]p) E (U, s]. 

Segundo, si (p, [s]p) E (U, s] n (U', s'] , entonces existe [U", s"] E B tal que
(p, (s]p) E [U", s"] � [U, s] n (U', s']. En efecto, como p E  U n  U' , s E F(U) 
y s' E F(U') ,  existe un abierto U" � U n  U' tal que p E U",  y poniendo
s11 := s lu" = s' lu" , se tiene que (p, [s]p) E [U", s"] .

(2) : Para ver que p : I F I - X,  dada por p : (x, (s],,) 1-+ x es un
homeomorfismo local, sea (x,  ls),,) E \F \  un punto arbitrario. 

Como (x, [s],,) = pu(s) con s E F(U) y x E U,  entonces [U, s] E B y
(x, [s],,) E [U, s] . Así [U, s] es un abierto de IF I que contiene a (x, [s],,) y U 
es un abierto de X que contiene a x. 

Ahora, Pl¡u,,J : [U, s] - U dada por p( (u, [s]u) )  := u es claramente 
biyectiva. 

También, Pltu,•J es continua y abierta (ejercicio) y por lo tanto es un 
homeomorfismo de (U, s]  en U. Q.E.D 

Si  ahora consideramos una superficie de Riemann X, y una pregavilla F 
en X,  para el homeomorfismo local asociado p : I F I - X, sabemos (2.32) 
que si IF I  fuera Hausdorff, entonces para cualquiera de las componentes 
conexas de IF I  existiría una única estructura compleja en esa componente, 
i .e . ,  sería en forma natural una superficie de Riemann, de tal forma que la
restricción de p a esa componente resultaría una aplicación holomorfa no
ramificada entre superficies de Riemann.

El teorema siguiente (3.7) , después de una definición que rescata una 
propiedad esencial de las gavillas Ox y Mx (1.9 ) y (1 .20) ,  nos dice en qué
caso el espacio IF I es Hausdorff. 

Si X es una superficie de Riemann y O x y M x son las gavillas de fun­
ciones holomorfas y meromorfas respectivamente, sabemos ( 1 .9) y (1 .20) 
que si U � X es un abierto conexo, y por lo tanto una superficie de Rie­
mann, y si s , s' E O(U) {respectivamente, en M(U)) ,  son secciones tales
que sus gérmenes (x, [s],,) y (x, [s'),,) coinciden para un punto x E U ,  en­
tonces s = s' en todo U .  

.. 
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Definición 3.6 Una pregavilla F en un espacio topológico X se dice que 
satisface el Teorema de la Identidad si para cualquier abierto conexo U � X 
y secciones s, s' E F(U) tales que existe un punto x E U tal que los gérmenes
(x, [s]..-) y (x ,  [s']..- ) son iguales , entonces s = s' en F(U) .  

Teorema 3.  7 Sea X un espacio topológico Hausdorff localmente conexo, 
y sea F una pregavilla en X que satisface el Teorema de la Identidad. 
Entonces, I F I también es Hausdorff. 

DEMOSTRACIÓN . Consideremos dos puntos cualesquiera [s] = (x, [s].,) y
[s'] = (y, [s']11 ) en JF I  tales que [s] # [s'] . Queremos hallar vecindades
disjuntas de ellos. 

Caso 1 :  Si p[s] = x # y = p[s'] en X, entonces los gérmenes [s] y
[s'J están en fibras diferentes F..- y F11 respectivamente. Ahora , como X es
Hausdorff, y x # y, existen abiertos disjuntos U y V de X, tales que x E U 
y y E V. Entonces claramente p- 1 ( U) y p- 1 ( V) son abiertos disjuntos de
\F \  que contienen a (s1 y (s'1 respectivamente .

Caso 2: Si p[s] = x = p[s'] en X, entonces los gérmenes [s] y [s'J están
en la misma fibra F., = p- 1 (x). Veremos que los podemos separar en F., .

Supongamos que [s) = (s, U) y [s') = (s' ,  U'}. Sea W � U n  U' un
abierto conexo tal que x E W (recordemos que X es localmente conexo).
Entonces, por definición de la topología en JF I ,  (3.5 ) ,  se tiene que [W, s iw] 
y [W, s' lw]  son abiertos en JFJ que contienen a [s) y [s'J respectivamente.
Probaremos que de hecho, son disjuntos : Supongamos que existe [s"J E
[W, s lw ]  n [W, s' Jw] .  Entonces , si p(s"J = y E W, se sigue que: [s"] =
p11 (s) = p11 (s') porque y E W y [s"] E [W, s lw] y [s"] E [W, s' Jw ].

Ahora, como F satisface el Teorema de la Identidad, se sigue que siw = 
s' lw con W � U n  U' un abierto conexo. Así los gérmenes [s] y [s'] son
iguales en F., , en contradicción con la elección [s] # [s'] . Q.E.D. 

Corolario 3.8 Si X es una superficie de Riemann y F es una pregavi-
1/a en X que satisface el Teorema de la Identidad, entonces la proyección 
p :  I FI -+ X es un cubriente no ramificado de X. 
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3.2  Continuación analítica 

Un problema típico en matemática es el de extender una función dada a 
un dominio más grande de tal forma que se preserven las propiedades de la 
función original. En nuestro caso el problema es el siguiente: Dada / una 
función holornorfa en una región (abierto conexo) X del plano complejo C,
cuándo y cómo se puede encontrar una función g en un dominio Y :J X 
con g holornorfa y tal que g Jx = f. Es claro que si Y se obtiene añadiendo
a X un abierto disjunto, entonces definiendo g = f en X y como sea
en el complemento Y - X , por supuesto en forma holomorfa ,  entonces
trivialmente g extiende a /. Así pues, el caso interesante es cuando Y :J X, 
Y :/= X e Y es abierto conexo.

En esta sección,  precisamos estos problemas y los extendernos al caso 
cuando / es una función holomorfa en una superficie de Riemann X,  y en
general no exigimos que Y :) X sino que pedimos una aplicación holornorfa
no ramificada p : Y --+ X. También consideramos el caso de la continuación
de una función meromorfa. Sin embargo, comenzamos con el caso elemental 
y un ejemplo importante: 

Supongamos que f : X � (C --+ (C es una función meromorfa con polos
p¡ y ceros Zj , l � i � m, 1 � j � n, y sea -y una curva cerrada rectificable
en X que no pasa por los polos y ceros de /,  digamos -y : [O, 1] -. X. 
Supongamos que 'Y :::'.  O (nulhomótopa en X) . 

Si pudiéramos definir log(/(z)), este sería una primitiva de f' / f, pero
entonces, si f' / f tuviera una primitiva en X, como -y :::'. O, entonces se
tendría que J., f' / f = O. 

Sin embargo, esto no es cierto en general ,  es decir ,  log(/(z)) no se puede 
definir globalmente , por lo siguiente: Ya que ningún cero o polo de f está
en {'Y} = imagen de 'Y � X, entonces para cada a E {'Y} existe un disco
B(a; é) que no contiene ceros ni polos de f. Consecuentemente , se puede
definir una rama holomorfa de log(/(z)) en B(a; é) .  

Ahora , los discos B( a;  é) forman una cubierta abierta de {'Y} , que es
compacta porque 'Y es continua. Entonces, existe un € > O tal que los discos
B(a; €) cubren {'Y} (€ es el número de Lebesgue de la cubierta B(a; é)) y 
tal que para todo punto a E {'Y} existe una rama holomorfa de log(/( z))  
en e l  disco correspondiente B( a;  €).

También, como -y es continua en el compacto [O , 1] , entonces es uni­
formemente continua y por lo tanto para el € > O anterior, existe una
partición O= to < t 1 < · · · < t0 = 1 del intervalo [O, 1) tal que 1[tj - l , tj ] �
B('Y(tj- 1 ); €) para 1 � j � n. 

Sea logj(/) una rama holomorfa de log(f) en B('Y(tj - i) ;  €), 1 � j � n .

-
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Obsérvese que 1(t;) E B(,(t;- i ); t") n B(,(t;) ; t), 1 $ j < n .  Así,
podemos elegir log 1 (!) , . . .  , log,, (!) tales que :

log 1 U(1(t 1 ))) 
log2 U(1(t2))) 

log2 (f(,(t 1 ))) 
log3 (f(1(t2))) 

Escribamos ,; : =  ,l[t;- i , t
1
] ·  Ahora, como (log; )'(f) = f'/f en el disco

B(,(t; _ i ) ; t) y como Im( ,; ) = ,[t; _ 1 , t; ]  � B(,(t; - i ); t), entonces 

1 f' / f = log1 (f (,(t;))) - log1 (f (,(t;- i )))
-Y1 

(por el Teorema Fundamental del Cálculo), para 1 $ j $ n. 
Ahora, como 

l f' n l f' - - E -
-y f - j : 1 -Y1 

f 
n 

¿ [log; (f (t; ))) - log; (f ( ,(t; - i )))]
j =l 

logn (!(a)) - log 1 (!(a)) 

ya que por la propiedad telescópica de arriba, log; = logi + 1 , y donde a : =
,(O) =  ,( 1 ) .  

Pero entonces, por el principio del argumento [Conway, p. 1 23], se tiene :

1 1 !'
21ri -, f 

n m 
¿ n(,; z;) - ¿ n(,; pk) =: k E íl
i = l  k = l 

(índice de , en los ceros z; ) - (índice de , en los polos Ple ) 
Así, logn(/(a))-log 1 (/(a)) = 2,rik, i.e., en general logn f(z) "I log1 f(z) 

(para k "I O), i.e., al "continuar" log 1 de B1 a B 1 U B2 y luego a B1 U B2 U B3, 
etc., al llegar a Bn ya no se tiene que log 1 = logn . Así, log(/) no se puede
definir globalmente en X .  

Este es uno de los problemas que deben considerarse al continuar ana­
líticamente una función: Dar un criterio que asegure que la continuación a 
lo largo de una curva cerrada resulte en la misma función que comienza la 
continuación. 

= 
= 

= 

= 

= 

= 
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Sin embargo, el hecho "desafortunado" de que esto no siempre es así, 
llevó a Riemann, desde un punto de vista geométrico, al estudio de lo que 
hoy conocemos como superficies de Riemann. 

Comenzamos precisando lo que entenderemos por la continuación ana­
lítica de una función a lo largo de una curva. 

Continuaci6n analítica a lo largo de una curva: Sea X una superficie 
de Riemann y sea ; : [O, l] -+ X una curva en X, no necesariamente cerrada. 
Sean a =  ;(O) y b = ;(l).

Si queremos copiar lo que hicimos con el logaritmo en el ej emplo ante­
rior, primero nos olvidarnos de los discos en X y sólo considerarnos abiertos
de X y pensamos a la imagen de ; cubierta por estos abiertos: 

y 

Así, podemos pensar que para cada punto t E [O, l] se tiene un abierto 
Ut � X tal que ;(t) E Ut .

Supongamos que se tienen funciones holornorfas Ji : U1 -+ C para cada
t . Ahora, como ; : [O, l] -+ X es continua y los Ut � X son abiertos 
entonces requerimos que siempre que s, t E (O, l] estén cercanos, se tenga
que en la intersección U, n U1 , o en algún abierto W � U, n U1 que contenga 
a ;(t), las funciones J. y /1 coincidan: En forma precisa, queremos que para 
cada t E (O, l] exista un 6 > O tal que si I s - ti < 6 entonces ;(s) E U1 y
las funciones (/1 , U1 ) y (f. , U, ) coincidan en un abierto W � u. n U, que 
contenga a ;(s). 

En otras palabras, se requiere que las funciones (f. ,  u. ) y (ft, U1 ) de­
terminen el mismo germen en la fibra O-y(• ) ·

Si lo anterior sucede, diremos que el representante (fi , U1) del germen 
[Ji] E Ob , b = -y(I), es una continuación analítica a lo largo de la curva ;
del representante (fo ,  Uo) del germen [fo] E 00, a =  ;(O). 
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Definición 3.9 Sea X una superficie de Riemann y sea 1 : (O, 1] -+ X una 
curva, a = 1(0) y b = 1(1). Un germen t/; E Ob se dice que resulta de la
continuación analítica a lo largo de la curva I del germen q, E Oa , si : 

( i) :  Para cada t E (O, 1] existen gérmenes q,1 E 0-,(t) tales que </>o = q, y
</>1 = t/;, con la propiedad: 

(ii ) :  Para cada r E (O, 1] existe una vecindad abierta VT � [O , 1] de r y 
un abierto U � X tal que r(VT ) � U,  y existe una función f E O(U) tal
que [/]-,( t ) = q,1 para toda t E VT . 

Observación: Como [O, 1] es compacto, entonces t/; E Ob es la continuación 
analítica de q, E Oa si y sólo si 

(1) :  Existe una partición O = t0 < t 1 < · · · < tn = 1 de (O, 1], existen
abiertos U; � X,  1 ::; j ::; n, tales que r(t; _ 1 , t;] � U; , y existen funciones
holomorfas J, E O(U; ), 1 ::; j ::; n, tales que : 

(2) : </> = [/i ]a Y t/; = Un]b , 
(3):  /¡ lw. = Íi+ 1  lw. ,  1 $ i ::; n - 1, donde W, es la componente conexa

de U, n U;+ l que contiene a r(t¡ ) .  

Antes de continuar, pensemos un poco acerca del ejemplo motivador: 
La construcción de ramas holomorfas de log(J(z)) en abiertos U; , que no 
contienen ceros de f ( ni polos), a lo largo de una curva 1. Estas ramas las 
fuimos construyendo como primitivas de f'/f en esos abiertos (convexos).
Ahora, si recordamos que en §2 construímos estas ramas como levanta­
mientos de Jiu, con respecto al cubriente exp : C -+ e• , entonces podemos 
preguntarnos por la relación entre estas dos construcciones, y la respuesta 
está dada por: 

Teorema 3.10 Sean X una superficie de Riemann, 1 : (O , 1 ] -+ X una
curva con 1(0) = a y 1(1) = b. Sea p : IOI  -+ X la aplicación cubriente
(no ramificada} asociada a la gavilla O de funciones holomorfas en X. 

Un germen t/; E Ob es la continuación analítica de un germen q, E Oa a 
lo largo de la curva r, si y sólo si existe un levantamiento 9 : (O , 1] -+ 10 1  
de la  curva r tal que 9(0) = q, y 9(1) = t/;.

DEMOSTRACIÓ N :  Sea q,1 E 0-,( t) , t E I := [O, 1] , la familia de gérmenes
dada por la continuación analítica. Definamos 

9 :  (O, 1] -+ IOI  := LJ O"' 
2:E X  

como 9(t) :=  </> i  -
Para todo t E I = [O, 1] se tiene que po9(t) = p(</>t ) = r(t) por definición 

de p : IO I  -+ X, y así, el siguiente diagrama conmuta: 
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I 'Y X 

Más aún, 9 es continua ya que si t E [O, 1] y 9(t) E IO I  = ,Pt es su 
imagen, por definición de continuación analítica (3.9)(ii), existen vecindades
abiertas Vi de t y U de ,(t) tales que ,(Vi ) � U .  Entonces el abierto básico
[U, /) � 101  con f E O(U) es vecindad de r/Jt y claramente 9(Vi) � [U, /].  

Claramente 9(0) = <Po= </>  y 9(1) = </>1  = 1/J. 

Recíprocamente, sea 9 un levantamiento de , con respecto al cubriente 
p : 10 1 -+ X con 9(0) = </> y 9(1) = 1/J. Definamos la familia de gérmenes 
r/>t := 9(t ) E 0-y(t ) para t E [O, 1). 

(i): Claramente </>o = </> y </>1 = tp 
(ii) : Ahora, para t E lO, 1] sea </>1 := 9(t) E O..,.( t ) 

su imagen. Como 9 
es continua, existen vecindades abiertas V de t y [U, J] con f E (U) de </>1 , 
tales que 9(V) � U .  Así, para todo t E V se tiene que ,(t) = p o 9(t) con 
7(t) E [U, /) y así p(9(t))  E U, i.e., ,(V) � U. 

Más aún, como para todo t E V se tiene que 9(t ) E (U, /) con / E O(U) ,  
entonces <Pt E (U, /] y entonces f E O(U) es una sección que representa al 
germen <Pt, i.e., <Pt = [!],,( t )  para todo t E V .  Q.E.D. 

Corolario 3.11 Por la unicidad de los levantamientos {2. 24), se sigue del 
teorema {3. 1 O}, que si la continuación analítica de un germen </> existe, éste
está unívocamente determinado. 

Ahora, si o y {J son dos curvas en X con extremos 'iniciales a y extremos
finales b, y si </> E 00 es un germen que se puede continuar analíticamente 
a lo largo de las dos curvas dadas, entonces no necesariamente (ejercicio) 
los gérmenes resultantes en Ob tienen por qué ser iguales. Sin embargo, si 
las curvas o y {J son bomótopas, entonces sí lo son: 

Corolario 3.12 (Teorema de Monodromía) Sea X una superficie de 
Riemann, y sean 10, 11 : [O, 1) -+ X curvas homótopas de a a b.

Si un germen ip E 00 admite continuaciones analíticas a lo largo de
cada curva ,. , O :S s :S 1, en una homotopía de 10 a 11 , entonces las
continuaciones analíticas de </> a lo largo de ,o y ,1 dan el mismo germen
1P E Ob .  

DEMOSTRACIÓN : Por (3.7) 101 es Hausdorff y por (3.5) p :  10 1 -+ X es un 
homeomorfismo local. 
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Ahora, como la bomotopía ,. : ,o :::::: ,1 , s E [O , 1) , es t.al que el germen
<P E Oa se puede continuar a lo largo de cada curva ,. , entonces por el 
teorema (3. 10) anterior cada curva ,. se puede levantar a una curva 9 en
101 , que comienza en el punto 9,(0) = <P E  Oa. 

Entonces, por el Teorema de Monodromía Abstracto (2.21), los levan­
tamientos 90 y 91 son curvas homótopas y tienen el mismo punto final 
tp = 9o(l) = 91 ( 1 ) ,  que por el teorema (3. 10) es la continuación analítica
de <P a lo largo de ,o y ,1 . Q.E.D. 

El corolario siguiente es la consecuencia más importante del Teorema 
de Monodromía anterior. 

Corolario 3 .13 Sea X una superficie de Riemann simplemente conexa y
sea a E X un punto. Sea <P E 00 un germen que admite una continuación
analítica a lo largo de toda curva en X que comience en a E X, entonces
existe una única función holomo1fa global F E O(X) tal que [F]a = </). 

DEMOSTRACIÓN : Unicidad: Si F, F' E O(X) satisfacen que (F)0 = cf, = 
[F']a , entonces existe una vecindad W de a en X,  tal que para toda x E W 
se tiene que F(x) = F'(x), y así, por el Teorema de la Identidad (1.9) para
funciones holomorfas, se tiene que F = F' en todo X. 
Existencia: Queremos definir F : X - C holomorfa. Sea pues x E X y
consideremos cualquier curva o- : a - x, la cual existe por ser X conexo.
Como por hipótesis existe una continuación analítica de </> a lo largo de 
o- ,  sea 1/J:z: E 0:z: una tal continuación. Nótese que este t/J., es único por el
corolario (3. 1 1) ,  y más aún, como X es simplemente conexo, cualesquiera
curvas de a a x  son homótopas, y así, por el Teorema de Monodromía (3.12) 
el germen t/J:z: tampoco depende de la curva o- : a - x. 

Se define F(x) := t/J:z:(x) E C. La función F es holomorfa ya que para 
cualquier x E X se tiene que F(x) = t/J:z:(x), i.e., existe una vecindad W de 
x tal que F l w  = 1/J:z: lw  con t/J:z: holomorfa.

Claramente [F)a = </). Q.E.D.

El corolario (3.13) anterior resuelve el problema de la existencia de la 
continuación analítica de una función local (i.e., un germen holomorfo) f 
en X ,  a todo X, en el caso cuando X es simplemente conexa, ya que en 
este caso existe una función F E O(X) que coincide con f en una vecindad
del punto donde está definido el germen f. 

En general , cuando X no es simplemente conexa, aun cuando la conti­
nuación analítica de f (un germen en X) sea posible a lo largo de curvas 
con extremos iguales, no siempre se tiene monodromía , i.e., los gérmenes 
resultantes pueden ser diferentes ( esto es lo que sucedía en el ejemplo inicial 
con la función f = log).

• 
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El problema sigue siendo el de asociarle a un tal f en X una verdadera
función :F que tome en cuenta todas estas continuaciones analíticas de f, 
pero esta :F ya no la podremos definir como la F del corolario (3 . 13) ante­
rior, ya que no habiendo monodromía, F ya no sería una función, i.e . ,  no 
sería univaluada. 

Como veremos a continuación, {3 . 14), esta nueva función :F, ya no se 
definirá, en general, sobre X como en el caso de la función F del corolario
(3 . 1 3) anterior, sino en una nueva superficie de Riemann Y, que en un 
cierto sentido que se precisará más adelante, nos da la máxima superficie 
de Riemann donde se puede continuar analíticamente a f. 

El requerimiento en el corolario (3. 13) de que F restringida a donde f
está localmente definida, coincida con f, i.e., los gérmenes [F] a = f sean
iguales, tendrá que relaj arse, ya que en general :F no estará definida sobre 
X.  

La idea de la construcción de :F es la siguiente: Como dominio Y de 
:F se tomará el conjunto de todos los gérmenes de la gavilla O x que sean 
continuaciones analíticas del germen dado f E O x ,a , a E X ,  a lo l argo de 
curvas en X que comienzan en a:  

Y : { (z,  [!], ) : z E X y existe una curva 1 : a -+  z en X tal que [f]z 

es la continuación analítica de [!]0 a lo largo de 1 }

e IOx l

Después, se considera la proyección p : IO I -+ X y se restringe a Y, 
obteniéndose así una aplicación holomorfa no ramificada p : Y ---+ X ,  dada 
por p(z , [!]. )  := z. Usando la aplicación holomorfa no ramificada p : Y ---+
X,  con Y � JOx 1 ,  el siguiente paso es definir :F : Y ---+ C.  Esto es fácil :
dado (z ,  [J] . )  E Y se define :F(z ,  [f]z ) := f(z) .  

En lo  que resta de esta sección precisamos estas ideas, y probamos que 
Y es una superficie de Riemann y :F es una aplicación holomorfa.

Sea p : Y ---+ X una aplicación holomorfa no ramificada entre superficies 
de Riemann. Sabemos que p induce un morfismo de anillos para cada y E Y: 

p* : Ox,p(y ) ---+ Ov,y 

y como p es no ramificada, entonces es un biholomorfismo local y así p* es 
un isomorfismo de anillos. Sea p. : Ov,y -+ Ox,p(y ) el inverso de p* .

Definición 3.14 Sea X una superficie de Riemann. Sean a E X un punto
y f E Ox,a un germen. Una continuación analítica de f es una tétrada 
(Y, p, F, b) donde:

= 
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(i ) :  Y es una superficie de Riemann y p : Y --+ X es una aplicación
holomorfa no ramificada. 

(ii): F E Oy .  
(ii í ) :  b E Y e s  un punto tal que p(b) = a .
(iv ) :  p . ( [F]b) = f ,  donde p. : OY,b ---. Ox,p(b)=a es el isomorfismo de

anillos dado arriba. 

La idea detrás de esta definición es que estamos extendiendo ( conti­
nuando) la función local / en X por medio de la función global F en Y, 
de tal forma que (iv )  nos dice que el  germen de F, donde tiene sentido, es 
decir en b E Y ,  es esencialmente el germen f dado en a = p(b) (ya que p. 
es isomorfismo). 

Esto es lo mejor que podemos esperar al tratar de generalizar el corolario 
(3.13) cuando X era simplemente conexa. Ahora, como queremos que una 
tal continuación analítica sea la mejor (más grande) posible, definimos : 

Definición 3 . 15  Sean X, a E X, f E Ox,a como antes. Una continuación
analítica máxima de f es una continuación analítica (Y, p, F, b) de / que 
"sea continuación de cualquier otra", es decir, que satisfaga la siguiente 
propiedad universal: Si (Z, q, F' ,  b') es cualquier otra continuación analítica 
de f, entonces existe una única aplicación holomorfa ef, : Z ---. Y tal que :

(i ) :  ef, preserva las fibras de p y q ,  i.e., p o ef, = q ,
(ii ) :  ef,(b') = b ,
(iii) :  ef,* : ()y ---. Oz es tal que ef,* ( F) = F'. 

Lema 3.16 Si una continuación analitica máxima existe, entonces ésta es
única salvo isomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN : La usual para objetos definidos con propiedades univer­
sales . 

Supongamos, en la notación anterior, que (Y, p, F, b) y (Y', p', F', b') 
son dos continuaciones analíticas máximas de f E O x,a .  Entonces, existen 
aplicaciones holomorfas únicas ef, : Y ---. Y' y tp : Y' ---. Y que preservan
las fibras de p y q ,  y tales que que ef,(b) = b' , t/J(b' ) = b, ef,*(F') = F y
t/;* ( F) = F': 

X 
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Entonces, la composición 1/¡ o <P : Y -+ Y es holomorfa, preserva las
fibras de p, y -rp o </J(b) = -rp(b' ) = b ,  i. e., dej a fij a a b,  además, (-rp o </J)"(F) = 
<P• o -rp• (F) = <fJ•(F') = F. 

Ahora, como la identidad id : Y -+ Y claramente también tiene las
propiedades anteriores de 1/¡ o <P, entonces por unicidad en la  definición 
(3. 15), se sigue que 1/¡ o <P = idy . Similarmente, <P o  1/J = idx , ,  y así <P es un
biholomorfismo con inversa 1/J. Q.E.D. 

Antes de probar la existencia de una continuación analítica máxima, 
teorema (3. 18), necesitaremos el siguiente resultado que relaciona el con­
cepto anterior con el de continuación analítica a l o  largo de una curva: 

Lema 3.17 Sean X una superficie de Riemann, a E X un punto y f E 
Ox,a un germen. Supongamos que existe una continuación analítica máxima 
(Y, p, F, b) de f. Entonces: 

Si a :  [O, l ] -+ Y es una curva en Y con a(O) = b y  a(I )  = :  y, entonces
el germen g := p. ([F}11) E Ox,p(y) es una continuación analítica de f a lo
largo de la curva f3 := p o a : [O, I] -+ X. 

DEMOSTRACIÓN : Obsérvese primero que /3(0) = p o a(O) = p(b) = a y
/3(1) = p o a(l) = p(y) E X, y así, f3 es una curva en X de a a p(y). 

Ahora, usando el morfismo p. : (')y -+ (') x , definamos para cada t E
[O , I] el germen 

<Pt : =  p.([F]a(t)) E Ox,p(a(t) )  = Ox,/3(t )  

Claramente, <P o  = p.([F]b) = f por (3. 14)(iv). Pongamos g : =  </)1
p.([F]y ) E Ox,p(y) · 

Sólo resta probar la propiedad (ii) de la definición (3.9) para que g sea 
la continuación analítica de f a lo largo de la curva (3. 

Sea pues r E [O , 1] y consideremos l os puntos a(t) E Y y (3(t) = pa(t) E 
X. Como p : Y -+ X es un homeomorfismo local , existen abiertos V � Y
y U � X vecindades de a(t) y f3(t) respectivamente, tales que p : V -+ U 
es un biholomorfismo. Sea p' : U -+ V la inversa de p. 

Como F E  (')y y V �  Y es un abierto, entonces Flv  E Oy (V) y así, el
isomorfismo (p't : Oy(V) -+ Ox(U) l leva F a  G := (p')" (F lv )  E Ox(U). 

Obsérvese ahora que para todo y E V � Y se tiene que p. ( [F]y ) =
[G]p(y) ya que P• :=  (p' )" en V .

Ahora, como V �  Y es abierto y a :  [O, l] -+ Y es continua y a(r) E V,  
entonces existe un abierto T � [O, I ]  vecindad de  r, tal que a(T) � V ,  y
así (3(T) = p o  a(T) � p(V) = U,  i.e., f3(T) � U �  X. 

Finalmente, para todo t E T se tiene que [G] p(t ) = [G]p(a(t ) )
= p.([F] a(t )) =: <Pt · Q.E.D.
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El resultado principal de esta sección es la existencia y unicidad de la 
continuación analítica máxima: 

Teorema 3.18 (Continuación analítica máxima) Sean X una super­

una única continuación analítica máxima (Y, p, F, b) de f. 

DEMOSTRACIÓN : La unicidad salvo isomorfismos es el contenido del lema 
(3.16). 

Existencia: Sea Y := la componente conexa de 10 x I que contiene al 
germen f E Ox,a . 

Sea p : IO x 1 -+ X la proyección canónica , y denotemos también por
p :  Y -+  X su restricción a Y �  IOx l , 

Entonces , p : Y -+ X es un homeomorfismo local ya que p : 10 x 1 -+ X lo
es. Más aún, como IOx l es Hausdorff, entonces Y también lo es. Entonces, 
por (2.32) existe una única estructura compleja en Y de tal forma que la
aplicación p : Y -+ X resulta holomorfa. 

( 1 ) : Queremos ahora definir una función F :  Y -+  (C holomorfa. Esto es 
fácil :  Como los elementos de Y son gérmenes que resultan de continuaciones 
analíticas de /, sus puntos son de la forma T/J., , entonces tiene sentido definir 
F(TjJ.,) := TjJ., (p(TjJ.,)) := TjJ., (x) . 

(2): Ahora , si b := f E Y, entonces p(b) = p(f) = a ya que / E Ox,a ­
(3) : Obsérvese ahora que para este b = f E Y se tiene que p. ( [F]1) =

/ E Ox,a , y así, (Y, p, F, b) es en efecto una continuación analítica de /. 
( 4) :  Para ver que en efecto es máxima, supongamos que (Y' , p' , F', b') es 

otra continuación analítica de f. Entonces , definamos la función ef, : Y' -+ Y 
en el diagrama siguiente como sigue: 

Y' 4> y

\ I
X 

Dada y' E Y', sea p(y' )  = x E X. Consideremos entonces el germen
[F')y , E OY ' ,y ' y su imagen p([F')y ) E Ox,x -

Ahora, si a : [O , 1 )  -+ Y' es una curva con a(O) = y (a existe por 
ser Y' conexo) ,  entonces por el lema (3.17), el germen p� ( [F')y , )  E Ox,x 
es la continuación analítica del germen f E Ox,a a lo largo de la curva
/3 := p' o a : [O, 1] ---+  X de a a x.

ficie de Riemann, a E X un punto y f E O x,a un germen. Entonces, existe
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Ahora, por definición de Y al inicio de esta demostración , Y consiste 
de todos los gérmenes que se obtienen por continuación analítica de / a lo 
largo de curvas en X ,  y como p� ( [F']y • )  es uno de tales gérmenes , se tiene 
entonces que p� ( (F1y , ) = :  y E Y. Se define entonces efJ : Y' --+ Y como 
<l>('!I) := y. 

(i) :  Claramente efJ es una función que preserva las fibras de p y p', ya que 
si '!/ E Y' entonces <l>('!I) = p� ( [F']y • ) y así p o <l>(y' )  = p o p: ([F']y • )  = x = 
p'('!/) ,  ya que p es la proyección canónica de la fibra y p� ((F']y • )  E OY,p'(y ' ).

(ii) :  <l>(b') := p� ((F']y , )  = f =: b ya que (Y' , p' , F', b') es una conti­
nuación analítica de f. 

(iii) : <l>* ( F) = F' ya que <l>* ( F) : Y' -+ C satisface que para todo y' E Y' 
se tiene <l>* ( F)(y') = F o <l>(y' )  = F(p� ( [F']y , )) 

(iv): Es un ejercicio probar que efJ es holomorfa. Q.E.D. 

Continuación de funciones meromorfas: La continuación de gérmenes 
de funciones meromorfas </; E Mx,a se maneja en forma análoga a como 
hicimos para gérmenes de funciones ho\omorfas f E Ox,a ,  sólo se tiene que 
considerar a la gavilla M x  y a la aplicación p :  JMx J -+ X. 

• .. 

.. 
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3.3 Funciones algebraicas 

Como recordamos en la introducción de este capítulo, las funciones alge­
braicas, i .e . ,  funciones w = f(z) que satisfacen una ecuación algebraica:

wn + a1 (z)wn- l + · · · + an (z) = O
con coeficientes a1 (z) E C(z), aparecen temprano en el análisis complejo.
Aparecen también cuando se consideran extensiones algebraicas de un cam­
po dado, por ejemplo C(z) . Más adelante (3 .38) veremos que estas dos 
"apariciones" son en un cierto sentido la misma. 

En esta sección construímos la superficie de Riemann asociada a una 
función algebraica dada, que en particular resultará una cubierta ramificada 
X de 111'1 , de n hojas, donde n es el grado de la ecuación algebraica ( * ); más
aún, X resultará compacta. 

Esto es tan sólo el principio del estudio de la naturnleza algebraica de las
superficies de Riemann compactas. Más adelante probaremos que de hecho 
toda superficie de Ríemann compacta es la superficie de Riemann asociada 
a una función algebraica, i.e., dada una superficie de Riemann compacta X 
( diferente de 111' 1 ) ,  existen funciones w y z en X que satisfacen un  polinomio
irreducible P( z, w) = O y tales que X es la superficie de Riemann asociada
a la función algebraica w = f(z). 

Más aun, probaremos en (3.38) que existe una biyección entre el con­
junto de clases de isomorfismo de superficies de Riemann compactas y el
conjunto de clases de isomorfismo de campos de funciones algebraicas enuna variable. 
Polinomios en dos variables: Consideremos un  polinomio irreducible
en dos variables con coeficientes complejos P(z, w) E C[z, w]. Agrupando 
términos podemos escribir este polinomio como: 

P(z, w) = Po(z)wn + P1 (z)wn - l + · · · + Pn(z)

donde los P; ( z) son polinomios en z con coeficientes en C.
Supongamos que el grado en w de P(z, w) es n � l , de tal forma que 

Po(z) 1= O (i.e. , no es el polinomio constante cero). 
Dividiendo entre po(z) se obtiene 

p(w) = P(z
(
, 
�

) = wn + a1 (z)wn - l + · · · + an (z)
Po z 

donde los a; (z) = P; (z)/p0 (z) E C(z) son funciones racionales de z. Así,

p(w) = wn + a 1 (z)wn- l + · · · + an(z) E C(z) [w]
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es un polinomio en w con coeficientes en el campo C(z) de funciones racio­
nales en z.

Obsérvese que como P(z, w) E C[z, w] = C[z][w], y como p(w) E 
C(z)[w], donde C(z) es el campo de fracciones de C[z], entonces por el
Lema de Gauss, P(z, w) es irreducible si y sólo si p(w) es irreducible. 

Discriminante de un polinomio. Recordemos que dos polinomios P( z ,  w)
y Q(z, w) en C[z] [w] se llaman primos relativos si no tienen factores en 
común de grado � l. Escribamos 

P(z, w)
Q(z, w)

= Po(z)wn + · · · + Pn (z) 
qo(z)wm + · · · + qm (z) 

Supongamos que el grado en w de P es mayor o igual que el grado en
w de Q. Entonces dividiendo P entre Q se obtiene: 

P(w) = q · Q(w) + r(w) con q, r E C(z)lw) 

y multiplicando por el común denominador de q y r ( que es un polinomio 
en z) se obtiene: 

co · P = Qo · Q + R1 con co E C[z] y Qo, R1 E C[z, w) 

Continuando este proceso, se obtiene: 

coP = QoQ + Ri 
c 1Q  = Q1 R1 + R2 

c2R1 = Q2R2 + R3 

Cn- 1 Rn-2 Qn- 1 Rn- 1 + Rn 

donde Q,. , R,. E C[z, w] y c1, E C[z], los grados en w de R,. decrecen y el 
grado en w de Rn es cero, i .e . ,  Rn es un polinomio en z, i.e., la división 
acaba cuando el grado en w de Rn es cero. 

Obsérvese que si Rn = O, entonces por el teorema de factorización única 
se tendría que cualquier factor irreducible de Rn- i , de grado positivo en 
w, dividiría a Rn-2, y también a Rn-3, etc., y consecuentemente también 
sería -un divisor de P y Q, lo cual es una contradicción ya que estos son 
primos relativos. 

A Rn se le llama el resultante de los polinomios P y Q.  Este resultante
está bien definido si los c1, E C[z] se eligen del menor grado posible. 

= 

= 
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Si P(z, w) E C[z, w] es un polinomio irreducible y Pw (z, w) es su de­
rivada parcial con respecto a w, al resultante de P y Pw se le llama el 
discriminante de P, y lo denotaremos por ll(z). Es claro que el discrimi­
nante de P es una función de los coeficientes Pi ( z) de P( z, w) .

De la sucesión de igualdades que se usaron para definir el resultante de 
dos p olinomios, es claro que el resultante Rn(z) de dos polinomios P y Q 
p uede escribirse como: 

R = p · P + q · Q con p, q E C[z, w] 

Proposición 3.19 Si P(z, w), Q(z, w) E C[z, w] son primos relativos, en­
tonces existe sólo un número finito de valores zo E (C tales que P(z0 , w) y 
Q(z0 , w) tienen una raíz w en común.

DEMOSTRACIÓN :  Si wo es tal que P(zo, w0 ) = O = Q(z0 , w0) .  Substi­
tuyendo en la cadena de ecuaciones en la definición de discriminante, se 
obtiene que R1(zo , wo) = O, . . .  , Rn - 1(zo, wo) = O y Rn(zo) = O. Pero
como Rn :f. O entonces existe sólo un número finito de z0 que satisfacen la. 
ecuación Rn(zo ) = O. Q . E.D.

Corolario 3.20 Si P(z, w) es un polinomio irreducible, los ceros del  dis­
criminante Ll( z) de P son los valores z0 tales que P( z0 , w) = O tiene raíces
múltiples w.  

Gérmenes d e  funciones definidas por u n  polinomio: Después de los 
preliminares algebraicos anteriores, regresemos ahora a la cuestión de hasta 
qué p unto la ecuación algebraica 

P(z, w) = Po(z)wn + · · · + Pn(z) = O
determina a w como una función de z, digamos w = f(z) .

Comenzamos excluyendo el punto oo, los ceros del discriminante ll(z) 
de P y del denominador po(z); estos ceros son, por supuesto, un conjunto 
finito. Denotemos por z; , 1 � j � m a estos punto excluídos, incluyendo 
al oo ,  y sea X' := IP'1 - { z1 , . . .  , Zm } .

Ahora, como el grado en w de P(z, w )  es n y como Ll(z) :j: O para un 
punto z fijo, no excluído, por (3.38) la ecuación 

P(z, w) = O 

no tiene raíces múltiples, i .e . ,  tiene n raíces distintas w1(z) ,  .. . , wn (z) ,  que,
p or supuesto, varían con z .  

A continuación veremos cómo se pueden obtener gérmenes de funciones 
holomorfas w1o ,  . . .  , Wno, alrededor de cada punto no excluído zo , que sa­
tisfacen P(z0 , w;o) = O.

-
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Sea pues zo = xa+iya E X' un punto no excluído. Escribamos z = x+iy,
w = u +  iv y P(z, w) = U(x, y; u, v) +  iV(x, y; u, v).

Consideremos uno de los puntos w; (za). Si probamos que el J acobiano 

det ( �: �: ) = Uu · V., - U,, · Vu J (zo ,w, (zo )i O

entonces por el teorema de la función implícita, existirá una vecindad de za 
y una función w;a definida en esa vecindad, que satisface P(za, w;a) = O.

En efecto, P(za, w) es holomorfa en w y así , satisface las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann: Uu = V,, y U,, = -Vu , y como el discriminante de P en
el punto za es diferente de cero, entonces la parcial Pw = Uu + iVu :j:. O. Se
sigue que : 

Fácilmente se prueba que la función w;a así definida satisface las ecua­
ciones de Cauchy-Riemann, i .e . ,  es holomorfa. 

Hemos obtenido así n distintos gérmenes de funciones holomorfas 
w1 (z) ,  . . .  , wn(z) que satisfacen P(z, w;(z)) = O .  

Lema 3.21 Los gérmenes w1 , · · · , Wn obtenidos se  pueden continuar ana­
líticamente a lo largo de toda curva en X' = JP>1 - { z; } que comienza en za .
Cada germen w = w(z) obtenido en esta continuación satisface la ecuación
P(z, w) = O. 

DEMOSTRACIÓN : Supongamos que no fuera posible continuar algún germen 
w; (z) en X' a lo largo de cualquier curva que comienza en za , sea I una 
curva en X' de za a a,  tal que el germen w; (z) en za se puede continuar, 
a lo largo de 1 , a todo punto b anterior a a. Ahora, eligiendo un radio s 
suficientemente pequeño de tal forma que el disco B( a; s) esté contenido
totalmente en X' , entonces para todo punto z E B( a; s) existen n funciones 
W = W(z) = W1(z) en ese disco, que satisfacen P(z, W) = O, y son todas 
las soluciones de esta ecuación. Escojamos b de tal forma que el arco de 1 
entre b y  a esté enteramente contenido en B(a; s) . Sea w(z) el germen en b 
que resulta de continuar analíticamente w;(z) de za a b a  lo largo de 1. 

Como P(z, w(z)) = O ya que w resulta de la continuación de w; , entonces
w(z) debe coincidir con uno de los W1(z) en todo z E B(b; s - lb - a l ) .  

Pero claramente los gérmenes W¡ ( z) se pueden continuar de b a a a lo 
largo del arco correspondiente de r. 

Por el teorema de la identidad (1.9), se sigue que como el germen inicial 
w;(z) en za satisface P(z, w; (z)) = O, entonces cualquiera de sus continua­
ciones también satisface al polinomio P.  Q.E.D.
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Hasta ahora tan sólo hemos probado que cada germen Wj ( z) en zo E X' 
se puede continuar a lo largo de cualquier curva 'Y en X' que comienza en 
z0 . Por supuesto que esto no implica la independencia de la trayectoria 'Y, 
i.e., un mismo germen w1.:(z) en zo al ser continuado a lo largo de distintas
curvas 'Y y -y' de z0 a a E X' puede dar lugar a distintos gérmenes en a.

El paso siguiente es construir un cubriente no ramificado 1r' : X' -+ X', 
(y así, por (2.32) ,  X' será una unión finita de superficies de Riemann) y 
una función holomorfa global / : X' -+ IC, tales que: 

(i): f satisface al polinomio P(z , w) dado.
(ii) : f extiende globalmente a los n gérmenes Wj (z).
Esto es precisamente el contenido del siguiente teorema:

Teorema 3.22 Sea P(z, w) = Po(z)wn + P1 (z)wn - l + · · · + Pn (z) E IC[z, w]
un polinomio irreducible de grado n en w y sea A(z) su discriminante. Sea
X' := JP>1 - {oo, ceros de Po(z) ,  ceros de  A(z)}. 

Entonces, existe un cubriente no ramificado (de n hojas) 1r' : X' -+ X' 
y una función global f : X' -+ IC que es holomorfa en cada componente 
conexa de X', y que satisface: 

(i): P(1r'(s), f(s)) = O para todo s E X',
(ii): Si z0 E X' y w1(z), . . . , wn(z) son los n gérmenes holomorfos en zo 

dados en (3. 39}, entonces existen Sj E X', 1 S j S n, tales que 'lr'(s;) = zo 
y tales que si [!],; es el germen de f en s; , se tiene que 1r� [!] ,; = w; para
1 S j S n.

En otras palabras, X' es una unión finita de superficies de Riemann y 
f es una función global en X' , que es holomorfa en cada componente conexa
de X' y que continúa analíticamente a los gérmenes w; . 

DEMOSTRACIÓ N :  Sea 

p(w) := P(z
( �

) = wn + a1 (z)wn - l + · · · + an(z) E IC(z) [w]
Po z 

Sea X' � IOx, I el subconjunto de aquellos gérmenes s E Ox, ,z ,  z E X', 
que satisfacen al polinomio p(w), i.e . ,  p(s) = O. 

Sea 1r' : X' -+ X' la restricción de la proyección canónica p :  IOx, 1 -+ X'
a .X'. 

Por definición de gérmenes definidos por un polinomio, para cada punto
z E X' existe una vecindad U � X' (por ejemplo un disco U alrededor
de z que no contenga a ningún otro punto excluido) y existen n funciones 
holomorfas w;(z) E Ox, (U),  1 S j S n, que satisfacen p(w;(z)) = O en U .



88 Capítulo 3. Continuación analítica y funciones algebraicas 

Entonces, se tiene la factorización : 

Se sigue que 

n 

p(w) = IJ (w - Wj (z)) en U.
i =l 

n 

(,r')- 1 (U) = LJ [U, w;]
j = l  

donde los básicos [U, w;] de X' son disjuntos , (2.46), ya que las Wj son
distintas, y además 

,r' l ¡u,w;] : [U, w;] ---+ U 

es un homeomorfismo para cada 1 � j � n . 
Hemos probado así que ,r' : X' ---+ X' es una cubierta no ramificada de

n hojas.
Nótese que X' puede ser disconexa, sin embargo, como ,r' es un homeo­

morfismo local, por (2.32) ,r1 es holomorfa en cada componente conexa de 
x'. 

Ahora, definamos f : X' ---+ C como la función evaluación, i.e. , si  [s]z E
X' es un germen en z E X' , entonces f([s] 2 ) := [s]z (z) := s(z) E C.

Como el germen [s]z es holomorfo, se sigue que / es holomorfa, y 
por definición de X' se tiene que para todo [s]z E X' ,  p([s]z ) = O, 1.e. ,
p(,r'(s), f(s)) = O, i.e., 

f(st + a1 (,r'(s))/(sr- 1 + · · · + an (1r' (s)) = Ü
Finalmente, sea z0 E X' y sea s E X' tal que 11"(s) = zo , y sea U � 

X' una vecindad de z0 tal que (1r1
) -

1 (U) = Uj=i [U, Wj] ,  Así, existen n
posibilidades para s. Si s E [U, w;] entonces por definición de este básico,
(3.5), se tiene que un representante del germen s es la sección w; en U ,  y
así ,r�[/], = Wj . Q.E.D. 

El paso siguiente es extender la cubierta no ramificada 1r' : X -+ X' a
una cubierta (ramificada) ,r : X ---+ JP>1 incluyendo a los puntos críticos que 
se habían excluído: oo, los ceros de p0 (z)  y los ceros del discriminante L\(z) 
de P(z, w). 

Como veremos a continuación, al incluir estos puntos críticos aparecen 
puntas de ramificación y el teorema siguiente nos dice cómo se construye el 
cubriente X ,  primero en el caso cuando X' es conexo, i.e. ,  es una superficie 
de Riemann, pero, como se verá en la demostración, no se hace uso de la 
conexidad de X' , el resultado también es válido cuando X' es una unión
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disjunta de un número finito de superficies de Riemann, que es el caso que 
tenemos nosotros. 

Proposición 3.23 Sean X una superficie de Riemann y A � X un sub­conjunto cerrado discreto, y sea X1 := X - A. Supongamos que X1 es unasuperficie de Riemann y que 1r
1 

: X' -+ X' es una aplicación cubriente, no ramificada, propia y holomorfa. Entonces, 1r' se extiende a una apli­cación cubriente ramificada de X, i .e . ,  existe una superficie de Riemann X y una aplicación cubrit';!lte ramificada, yropia y holomorfa 1r : X -+ X, yun biholomorfismo u : X - 1r- 1 (A) -+ X' que preserva las fibras de 1r y 1r' . 

DEMOSTRACIÓN : Para cada a E A escojamos una carta coordenada (Ua , za)
en X tal que: 

(i) : za (Ua) = D el disco unitario en C. 
(i i) :  Za (a) = O 
( iii): Ua n Ub = 0 si a #  b (A es discreto).
Consideremos la vecindad perforada u; := Ua - {a}.  Entonces, corno

1r1 
: X' -+ X' es propia, la preimagen ( 1r1 )- 1 (U;) consiste de un número

finito de componentes conexas Vaj,  1 ::; j ::; n( a) .  
Para cada índice j ,  la  aplicación 7r

1 l v · : va·;· -+ u; es un cubriente no., 
ramificado de, digamos, kaj hojas. 

Ahora, como se tiene un biholomorfismo Za : u; -+ D* y una cubierta no
ramificada de este disco de kaj hojas, por (2.43) existe un biholomorfismo
�aj : v;¡ -+ o• en el disco perforado, que hace conmutar el diagrama
siguiente ( donde ,r aj ( () := (k•,) :

va·j 
e.; 

n· ---+ 

! ! 
u·

.. D*---+ a 

Para cada a E A, escojamos n(a) "puntos ideales" Yai , l ::; j ::;  n(a),  i.e. ,
escojamos puntos distintos en algún conjunto disjunto de X', y pongamos:

X := X' U { Yaj : a E A, 1 ::; j ::; n( a) }

A X se le da la topología siguiente: Como basta definir los básicos 
alrededor de los nuevos puntos,  entonces si W es una vecindad básica de
a E A � X, definimos

como una vecindad básica de Yai . 
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Claramente X es entonces Hausdorff, y se define la función 7r : X -+ X 
como 1r i_x, = 1r' y 1r(YaJ )  := a. Es claro que 1r es continua y propia .

Ahora, para darle a X una estructura de superficie de Riemann, añadi­
mos a las cartas de X' � X cartas (Va¡ ,  {a;)  alrededor de los nuevos puntos 
Ya; definidas por Vai := v;1 U { y0¡ } ,  y {a; : Va¡ -+ D la extensión de la 
aplicación {aj : Vaj -+ D• dada en el diagrama conmutativo de arriba,
definiendo {aj (Ya; ) := O E D. 

Como <ai es holomorfa en va·; con respecto a la estructura compleja de 
X', entonces las nuevas cartas (Va; , (aj) son holomórficamente compatibles 
con las cartas de X', y así X es en efecto una superficie de Riemann. 
Claramente la aplicación 7r : X -+ X' resulta holomorfa, y como X -
1r- 1 (A) = X' y 1r extiende a 1r', entonces podemos elegir al biholomorfismo
u :  X - 1r- 1 (A) -+ X' como la identidad. Q.E.D.

El resultado siguiente nos dice que la extensión X de X' que se construyó
arriba, es única salvo isomorfismo:  

Proposición 3.24 Sean X,  X, Y superficies de Riemann, y sean 1r : X -+
X y r : Y --> X aplicaciones cubrientes holomorfas propias. Sea A � X un
subconjunto cerrado discreto, y sean X' := X-A,  X' := X - 1r- 1 (A), Y' := 
Y - r- 1(A). Entonces, todo biholomorfismo u' : X' -+  Y' que preserva las
fibras de 1r y T se puede extender a un biholomorfismo u : X -+ Y que 
preserva las fibras de 1r y T .

En particular, toda transformación cubriente u' E Aut(X' / X') se puede 
extender a una transformación cubriente u E Aut(X/X). 

DEMOSTRACIÓ N :  Sea a E A y sea (U, z) una carta coordenada alrededor
de a tal que z(a) = O y z(U) = D el disco unitario en C. 

Sea u• := U - {a} .  Podemos suponer que U es suficientemente pequeño
de tal forma que 1r y T sean no ramificadas sobre u• .  

Sean Vi ,  . . .  , Vn (respectivamente W1 , . . •  , Wm) las componentes cone­
xas de 1r- 1 cu) (respectivamente r- 1 (U)). Entonces, V/ := Vj - 1r- 1 (a)
{respectivamente w; := Wr - r- 1 (a)) son las componentes conexas de
71"- l w•) (respectivamente T- 1 (U*)). 

Ahora, como u'l..- l (U• ) : 1r- 1 cu· ) -+ T- 1 (U*) es un biholomorfismo ya
que u• no contiene puntos de A y u' : X' -+ Y' es un biholornorfismo por
hipótesis, y U se eligió de tal forma que ,r (y T) sean no ramificadas en
u• , entonces, se sigue que m = n y renumerando si hiciera falta podemos
suponer que u'(V;*) = «'7 . 

Entonces, como 1r lv;· : V,,* -+ u •  es un cubriente no ramificado de un
número finito de hojas (respectivamente para r lw! ), se sigue que i-1j n1r- 1 (a)

J 
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(respectivamente Wi n r- 1 (a)) consiste, por (2.44) ,  de exactamente un solo 
punto bi (respectivamente Cj ) y por lo tanto u' l...- • (U• ) : 1r- 1 (U· ) - r- 1 (U· )
se puede extender a una función biyectiva u l.- - • (U) : 1r- 1 (U) -+ r- 1 (U)  de­
finiendo u(bi ) :=  Cj . 

Ahora, como 1rJv1 : V; - U y rlw, : Wj - U son propias, la extensión
anterior es un homeomorfismo y por el Teorema de Singularidades Removi­
bles de Riemann, el cual se puede aplicar ya que V; y Wi son biholomorfos 
al disco unitario de C por (2.44), entonces la continuación anterior es de 
hecho un biholomorfismo. 

Aplicando esta construcción a cada punto a E A se obtiene el biholo­
morfismo deseado CT :  X - Y. Q.E.D.

Finalmente, para poder extender la función / : X' - C a todo X nece­
sitaremos algunos resultados acerca de las funciones simétricas elementales 
asociadas a /. 

Comenzamos con un estudio de las funciones simétricas elementales
asociadas a una función meromorfa f E M x y a una cubierta no rami-
ficada 1r : X -+ X, y después, consideramos el caso cuando la aplicación
1r : X - X es ramificada.

Funciones simétricas elementales: Sean X, X superficies de Riemann
y 1r : X -+ X una aplicación cubriente holomorfa no ramificada de n hojas.
Sea f E M x ·

Cada punto x E X tiene una vecindad abierta U C X tal que su imagen
inversa 1r- 1 ( U) es una unión disjunta de abiertos Vi , �- . , Vn de X ,  tales que
1r lv, : V; -+ U es un biholomorfismo para cada 1 � j � n.

Denotemos con Tj := ( 1rlv;)- 1 : U -+ V; a la inversa de 7r restringida a
V; ,  y sean /; :=  r;" o f :=  f o Tj E Mx (U). 

Sea w una indeterminada y consideremos al polinomio 

n 

II ( W - /j )  = w" + C¡ wn- l + · · · + Cn 
j =:l 

donde e; := ( - l )i s; (Ji , . . .  , In ) con Sj = j-ésima función simétrica elemen­
tal en n variables. Así e; E Mx(U) .  

Obsérvese que s i  x'  E X es otro punto y U'  � X es una vecindad
abierta de x' con 1r- 1 (U') = LJ7== 1 Vj,  y rj := (1rlv¡ )- 1 : U' -+ Vj, haciendo
la misma construcción, se obtiene 

n 

II ( w - /¡ ) = w" + e� wn - l + · · · + e�
j==l 

t 
., 
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donde JJ := f o  rJ y c1 = (- I )i s; (f� , . . .  , !�) .
Ahora, si x ,  x '  E U n U '  entonces r; = rJ en esa intersección, y así

!; = JJ en U n  U' y por lo tanto c; = c; en U n  U', i .e . ,  las secciones locales 
c1 , . . .  , cn E M x (U),  donde los abiertos U cubren X, son compatibles en 
las intersecciones U n  U', y en consecuencia, como M es una gavilla, existen 
secciones globales únicas c1 , · · · , en E Mx tales que c; lu = e; .

Definición 3.25 Las e; E M x , 1 � j � n ,  anteriores se llaman las fun­
ciones simétricas elementales de / E M X con respecto al cubriente (no 
ramificado) 1r :  X -->  X .

La proposición siguiente nos dice que las funciones simétricas elementa­
les de f E M X también están definidas cuando 1r : X -+ X es un cubriente
holomorfo ramificado. 

Proposición 3.26 Sea 1r : X -+ X una aplicación cubriente, holomorfa 
ramificada de n hojas entre superficies de Riemann. Supongamos que A � 
X es un subconjunto cerrado discreto que contiene a todos los valores 
críticos de 1r, y sea B = 1r- 1 (A) � X .  Supongamos que f es una función
holomorfa {meromorfa) en X' := X - B, y sean c¡ , . . . , Cn E Ox (X - A)
(en M x (X - A)) las funciones simétricas elementales d e  f con respecto
al cubriente 1r : X' --> X' :=  X - A. Entonces, f se puede continuar en 
forma holomorfa (meromorfa) a todo X si y sólo si todas las e; se pueden 
continuar en forma holomorfa {meromorfa) a todo X .  

DEMOSTRACIÓN . Sea a E A y sean b 1 , . . .  , bm E 1r- 1 (a) las preimágenes
de a. Supongamos que (U, z) es una carta coordenada alrededor de a con
U � X relativamente compacta, z(a) = O y U n ·A = {a} . Entonces,
V := 1r- 1 (U) � X es una vecindad relativamente compacta de cada uno de
los b; E 1r - 1 (a) .

( 1 ) :  Consideremos primero el  caso cuando f E O;(X - B).

( i ) :  Supongamos que f se puede extender en forma holomorfa a todos
los puntos b; , es decir, existe J E  O;(V)  tal que flv- {b, ,  . . .  ,bm } = f, y en
consecuencia f es acotada en V - { b 1 , . . .  , bm } .  

Entonces, como e; = ( - l )i s; (/1 , . . .  , fn ) ,  con f; = f o  r; donde r; = 
( 1rv; ) - 1 : U -+ V; ,  se sigue que c; es acotada en U - {a}  y así por el Teorema 
de las Singularidades Removibles de Riemann las e; se pueden extender en 
forma holomorfa a a. 

( ii ) :  Recíprocamente, supongamos que todas las e; se pueden extender
en forma holomorfa a a. Entonces, todas estas c; están acotadas en U - {a} .

• 

.. 
·J .. 

-
• 
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Pero esto implica que / está acotada en V - { b 1 , . . .  , bm } ya que si y E 
V - { b1 , . . .  , bm } y x = 1r(y) , entonces substituyendo w = f en

se obtiene 
n 

n 

Il(w - J; ) = W
n + C ¡ Wn - 1 + . . .  + Cn 

i= l 

II (!(y) - /; (x)) = f(yt + c1 (x)/(yr- 1 + · · · + Cn (x) = 0
i =l 

ya que /i (x) = f o  r; (x) = f(y) .
Pero / acotada en V - { b 1 , . . .  , bm} implica, usando de nuevo el Teorema

de las Singularidades Removibles de Riemann, que / se puede extender en 
forma holomorfa a todos los puntos b; . 

{2 ) :  Consideremos ahora el caso cuando f E M x(X - B) .
( i ) :  Supongamos que / se puede extender en forma merornorfa a todos 

los puntos b; . Obsérvese que la función ( := 1r* z E Ox (V)  se anula en todos
estos puntos b; ya que (( b; ) = 1r• z(bi ) = z o 1r( b; ) = z( a) = O. Entonces, la
función (" · / ,  para k suficientemente grande, se puede extender en forma 
holomorfa a todos los puntos b; ya que si b; es un polo de orden k; de 
/, como ((b; ) = O entonces ("; (bi ) · f cancela a ese polo y así escogiendo 
k 2:'. ¿ ki se cancelan a todos los puntos bi que sean polos de /. 

Ahora, las funciones simétricas elementales de (" · /, que es holomorfa, 
son las funciones z"; · c; y así por la parte ( l )  de esta demostración se 
pueden extender en forma holomorfa a a ya que la función (.1: · / se puede 
extender en forma holomorfa a todos los puntos bi . Se sigue que todas las 
Cj se pueden extender en forma meromorfa a a.  

( i i ) :  Recíprocamente, supongamos que todas las e, se puedan extender 
en forma meromorfa a a. Con la notación anterior, se sigue que las funciones 
zk; · ci se pueden extender en forma holomorfa a a, y así para k 2:'. ¿ ki la
función (.1: · / se puede extender en forma holomorfa a todos los puntos b, 
y por lo tanto / se puede extender en forma meromorfa a todos los puntos 
b; . Q.E .D .

Nótese que la demostración anterior no  usa e l  hecho de  que X es  conexo 
y así la proposición es cierta también cuando X es la unión disjunta de un 
número finito de superficies de Riemann. 

Con los resultados previos estamos ahora preparados para probar el 
resultado principal de esta sección , extendiendo la construcción del teorema 
(3 .22)  a los puntos críticos: 

r 

• 
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Teorema 3.27 Sea X una superficie de Riemann y sea 

p(w) = w" + C¡ W
n

- l  + · · · + Cn E Mx [w] 

un polinomio irreducible de grado n en w. Entonces: 

{i): Existe una superficie de Riemann X, un cubriente holomorfo ra­
mificado de n hojas 1r : X -+ X y una función meromorfa global F E M x 
que satisface el polinomio p(w) , i. e. ,  

{ii): Más aun, la terna (X , 1r, F) está unívocamente determinada en e l  
siguiente sentido: Si (Y, T, G)  e s  otra terna con las propiedades correspon­
dientes, entonces existe un único biholomorfismo u : Y -+ X que preserva 
las fibras de 1r y T y tal que G = u• F. 

Definición 3.28 A la terna (X ,  1r, F) se le llama la función algebraica de­
finida por el polinomio p( w). A veces por abuso de lenguaje diremos que 
F es la función algebraica definida por p(w), sobreentendiendo su dominio 
X. Esta terminología se justifica por (3.27)(i) ya que la función F satisface
el polinomio

En el caso clásico, cuando X = IP'1 y M(IP'1 ) = C(z), como 1r :  X -+  IP'1 

es propia, entonces X resulta compacta. En otras palabras, la superficie de 
Riemann asociada a una función algebraica definida por un polinomio irre­
ducible p(w) = P(z, w) E C[z, w] es compacta. Más adelante probaremos
que de hecho todas las superficies de Riemann compactas aparecen como 
superficies de Riemann asociadas a funciones algebraicas. 

DEMOSTRACIÓN ( del teorema) : Sea A el discriminante del polinomio p( w) E 
M x [w] . Así, A es un polinomio en los coeficientes de p(w) .  Sea X' :=  
X - {ceros de A, . ceros de c; (x)} y sean X'  <; IOx, I ,  7r' : X' -+ X' y
/ E M X' como en el teorema. (3.22).

Por la proposición (3.23) el cubriente 7r' : X' -+ X' se puede extender a 
un cubriente holomorfo propio 7í : X -+ X,  donde hemos identificado a X'  
con 1r- 1 (X').

Ahora., como las c; E Mx entonces por (3.26) la función f E M X' se
puede extender a. una función meromorfa. F E M X ' y como por (3.22) / 
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satisface el polinomio p( w),  entonces F satisface al polimonio ( 1r• p )( w) por
el Teorema de la Identidad para funciones meromorfas, i .e., 

Mostraremos ahora que X es conexa y por lo tanto una superficie de 
Riemann . Supongamos que X no es conexa. Entonces, X tiene un número 
finito de componentes conexas X1 , . . .  , X1c y las restricciones 1rl;, : X¡ --+ X 
son cubrientes de n¡ hojas, holomorfos y propios, donde ¿�=l n; = n.

Considerando las funciones simétricas elementales c?> de Fl.x, E M X; se obtienen polinomios 
n ,  

P; (w) := II ( w - Fp>) = w"• + c�i)wn ,- l + · · · + c�/ E M x [w]
j= l 

de grado n; , 1 � i :::; k, y claramente se tiene que

p(w) = P1 (w) · . . . · P1c(w)

en contradicción con la hipótesis de que p( w) es irreducible. Esto prueba
la parte (i) del teorema. 

Finalmente, para probar la unicidad (ii) ,  supongamos que (Y, r, G) es
otra función algebraica definida por el mismo polinomio p( w ). Sea B � Y el
conjunto de polos de G y puntos de ramificación de T, y sea A' = r(B) � X. 
Sean 

X" := X' - A', X" := 1r- 1 (X") ,  Y" := r- 1 (X")

Definamos una aplicación u" : Y" --+ X", que preserva las fibras de 1r y
T, como sigue: 

Sean z E Y", r(z) = x E X" � X y sea </, E Ox,:z: el germen dado por
<p :=  r.Gz . Entonces, p( </,) = O ya que 

(r•p)(G) = en + (r•ci )G"- 1 + · · · + (r• cn ) = O
y así 

O =  r. (O) (r. Gz )" + (r. r• ci )(r.Gz )"- 1 + · · · + (r. r * en )
= <pn + C¡<pn- 1 + . . .  + Cn = p(q,)

Por la construcción de X' (3.22) se sigue que </, E X' , y como es un 
germen en x E X" entonces </, E X" 

Se define entonces u'' ( z) := <p := r. G z E X". De esta definición se sigue 
inmediatamente que u'' es continua, preserva las fibras de 1r y r y por lo

= 



96 Capítulo 3. Continuación analítica y funciones algebraicas 

tanto es holomorfa. Más aun, u" es propia ya que 1r i;11 : X" -+ X" es
continua y r Jyu : Y" -+ X" es propia.

Más aún, u" es suprayectiva y como 7r : X" -+ X" y T : Y" -+ X" tienen
el mismo número de hojas, entonces u" : Y" -+ X" es un biholomorfismo.

También, de la definición de u" se tiene que GIY" = (u" t ( F l ;11 ) .  En­
tonces, por la proposición (3.24)  u" : Y" -+ X" se puede extender a un 
biholomorfismo u : Y -+ X que preserva las fibras de 1r y r, y por el 
Teorema de la Identidad se sigue que G = u• F 

Más aún, la aplicación u está unívocamente determinada por la propie­
dad G = u• F ya que de otra forma existiría una transformación cubriente
o : X -+ X ,  distinta de la identidad, tal que o• F = F. Pero esto no es
posible ya que F toma valores distintos en la fibra 1r- 1 (x) sobre todo punto
x E X. Q.E.D.

Ejemplo: Consideremos /(z ) = (z - a 1 ) · · · (z - an) donde las ªi E C son
distintas. Pensemos a /  E Mr• = C(z ). 

El polinomio p(w) = w2 - f = w2 - (z - a i )  · . · (z - an ) es irreducible
y así define una función algebraica, usualmente denotada 

El dominio X de w y el cubriente de dos hojas 1r : X -+ JP>1 se pueden
describir, usando las construcciones (3.22) y (3.2 7), como sigue: 

(i): Sean A := {a 1, . . .  , an} U {oo} � !P'1 , X' := JP>1 - A y  X' := 1r- 1 ( X'),
donde 1r : JOx, 1 -+ X' es la proyección canónica. 

Ahora, como 1r : X' -+ X' es un cubriente holomorfo no ramificado de
dos hojas entonces todo germen q, E O X' ,.: que satisface el polinomio p,
i.e., es tal que q,2 = f(z) se puede continuar analíticamente a lo largo de
cualquier curva en X' (3.21 ).

(ii): Consideremos ahora el cubriente sobre los puntos excluídos: 
(a): Primero, para los puntos ªi E A escojamos un disco, de radio

ri > O, alrededor de ªi y que no contenga a ningún otro punto de A :  

Ui := { a E C : Jz - ai J < ri } 

Ahora, como la función g(z) := TI1.;t; (z - a1;) no tiene ceros en el disco
Ui y el disco es simplemente conexo, entonces g(z) tiene raíz cuadrada en 
U;, i.e., existe una función holomorfa h : U; -+ C tal que h2 = g en Uj,
y así 

f(z) = (z - a; )h(z )2 en Uj .

.. 
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Consideremos ahora O < p < r_; , () E lR y sea ( = ªi + pei8 • Por (3.39)
existe un germen <P( E O x• ,( tal que </J¿ = f y así 

y si ahora continuamos analíticamente este germen a lo largo del círculo 
I' = a · + pei8 O < () < 21r al cambiar (J a (J + 21r como ei(8+2tr)/2 = -ei812 
'-, , , - - ' ' , 
entonces : el germen </Je cambia a -</J,, es decir, el germen </Je regresa a su 
negativo. 

Usando esta observación, si ahora ponemos U/ := U1 - { ªi } y �· :=
1r- 1 (UJ ) entonces 1T :  �· - U/ es un cubriente conexo de dos hojas (2.43) ,  
ya que si no fuera conexo, entonces se separaría en dos cubrientes de una 
hoja cada uno, y en consecuencia la continuación analítica del germen <P( a 
lo l argo del círculo ( = a1 + pei8 , O � (} � 21r,  regresaría al mismo germen,
pero esto no es cierto como vimos anteriormente. 

Se sigue entonces que la superficie de Riemann X tiene exactamente un 
punto sobre cada a; E X.  

(b) :  Consideremos ahora el punto oo E A :  Sea r > máx{ lad,  ... , lan l }
y sea 

u• := {z E C : lz l > r} 

entonces U :=  u• U { oo}  es una vecindad de oo, que es homeomorfa a un
disco de C y no contiene a ningún otro punto de A.  

En U podemos escribir / = zn · F donde F es una función holomorfa
que no tiene ceros en U. De nuevo, como U es simplemente conexo, F tiene 
una raíz cuadrada en U ,  i.e. , existe H :  U -+  C holomorfa tal que F = H2 . 
Distinguimos ahora dos casos : 

( 1 ) :  n es impar: En este caso la función f se puede escribir como:

f(z) = z · h(z)2 

con h meromorfa en U .  
(2) :  n e s  par: En este caso f se puede escribir como 

f(z) = h(z)2 

con h meromorfa en U.  
Sea v• : =  1r- 1 (U*) y consideremos e l  cubriente 1r :  V* -+ u•. Como se

hizo en (a), se puede demostrar en el caso ( 1 )  que 1T es un cubriente conexo 
de dos hojas y así en este caso X tiene un solo punto sobre oo. Para el 
caso (2) 1T se separa en dos cubrientes de una hoja cada uno y así en este 
caso X tiene dos puntos sobre oo. Podemos visualizar estos casos como en 
la siguiente figura: 
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x:::x 

00 00 

n impar n par 

Otra forma de visualizar la superficie de Riemann X alrededor de los 
puntos de A es como sigue: Consideremos curvas simples en X' que unan 
dos puntos consecutivos ªi y ªi +i de A (suponiendo que hemos ordenado
estos puntos, digamos siguiendo el sentido de las manecillas del reloj ) que no 
se intersecten excepto en los extremos. "Cortando" a lo largo de estas cur­
vas, separemos los bordes del corte a los que etiquetamos N y S siguiendo
el sentido de las manecillas del reloj (<ligarnos N abierto y S cerrado), luego 
"pegamos" dos copias de X' a lo largo de estas aristas cuidando de unir el
borde N de una con el borde S de la otra y viceversa, obteniendo así la 
superficie de Riemann X (ver la figura siguiente): 

N 

C) aj + I  

s 
N 

� 
aj + I  

s 

Observemos ahora que en l os puntos de ramificación ªi , si tomamos un 
círculo pequeño alrededor de ªi que comience digamos en un punto P de 
una de las hojas de X, al recorrer el círculo cuando se l lega al borde S de
esta hoja, digamos H1 , pasamos al borde N de la otra hoja, digamos H2 , 
y continuando el recorrido del círculo, pero ahora en la hoja H2 l legamos a 

a J 
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la otra copia del punto P, y luego llegamos al borde S en la hoja H2 y se
pasa entonces al borde N de la hoja H1 para finalmente regresar al punto 
inicial. 

Aplicaciones cubrientes y extensiones de campos: Si X y X son 
superficies de Riemann y 1r : X -+ X es una aplicación holomorfa no
constante , entonces 7r induce un monomorfismo de campos 

7r• : Mx -+ M x 

dado por 7r* ( f) := f o  7r , (1.22). 
El resultado siguiente nos dice que si 7r : X -+ X es un cubriente de

n hojas, entonces la extensión correspondiente es finita (y por lo tanto 
algebraica) de grado n. De hecho, para ver que el grado de la extensión es 
precisamente n usaremos el siguiente resultado que probaremos en (5.17): 

(* ) :  Si 7r : X -+ X es una aplicación cubriente holomorfa de n hojas,
entonces existe una f E Mx y un punto x E X con preimágenes, bajo 1r,
Y1 , ... , Yn E X ,  tales que f los separa, i. e., f(Yi ) :/: f(Yk )  para j :/: k.  

Teorema 3.29 Sean X ,  X superficies de Riemann y 1r : X -+ X una
aplicación cubriente, holomorfa, ramificada de n hojas. Sea f E M x y
sean c1 , . . .  , Cn E M x  las funciones simétricas elementales de f. Entonces: 

(1): r + (7r•c1 )r -:- 1 + · · · + (7r• cn) = o. 
(2): La extensión de campos 7r• : Mx -+ M X es finita de grado � n .
(3): Más aun, asumiendo (*), la extensión es  de  hecho de  grado exac-

tamente n .  

DEMOSTRACI Ó N ¡  (1) : Sea x E X y sea U una vecindad abierta de  x tal que
7r- 1 cu) = uj= l V; es la unión disjunta de abiertos biholomorfos, mediante
7r, a U .  Entonces, restringiendo la expresión de la izquierda en ( 1 )  a U ,  
y con la notación de la definición de funciones simétricas elementales, se 
tiene : 

n 

r + (7r• c1 )r- l + · · · + (7r• cn) l u= rru - 1r• f; ) l u  
j = l 

y como c; = ( - l)i sj (f1 , . . . . fn), entonces 1r* cj = (- l )i s; (7r• Ji , . . .  , 'Ir'• fn )
donde 7r• !; = !; o  7rlv; = (! o  Tj ) o 7r lv; = Jiu ya que Tj = (7rlv; )- 1 , y así

n n 

IT (! - 7r• Í; ) lu = II Ulu - Jiu ) = O
j = l j =l 

• 
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es decir, ¡n + (1r* c1 )¡n- 1 + · · · + (1r* cn) lu = O, i.e., esta expresión es cero
localmente, y como M x es una gavilla, entonces la expresión también es
cero globalmente. 

(2): Consideremos ahora la extensión de campos 11'* : M x --. M 
x ·

Por la parte ( 1) todo elemento f E M x satisface un polinomio p( w) =
wn + c1 wn - l  + · · · + Cn con coeficientes e; E Mx , y así es algebraico sobre
M x y su polinomio mónico irreducible tiene grado � n .  

Sea fo E M X un elemento tal que e l  grado no � n de  su polinomio
irreducible Irr(J0 , M x) sea máximo. 

Probaremos que M 
x 

= Mx (Jo), y así 

[Mx
: M x] = gr(Irr(Jo, Mx)) = no � n

En efecto, como fo E M x y Mx � M 
x 

entonces M x (fo) � M x ·
Recíprocamente, si f E M x es arbitrario, consideremos las extensiones : 

M ­x 

� M
:x Uo . J) 

1 
M:x

(Jo)

Mx / 

Como la extensión M:x
/Mx es algebraica, entonces todas las otras

subextensiones también lo son, y además todos estos campos son de ca­
racterística cero ya que contienen a C. En particular, para la extensión 
algebraica M x(f0, f)/Mx , por el Teorema del Elemento Primitivo (ver, 
p.ej., [Artin]), existe un elemento g E M - tal que Mx (Jo, f) = Mx (g).

Ahora, por definición de fo, no = gr{frr(Jo, M x )) � gr(Irr(g, Mx )), y
así 

no � gr(Irr(g, Mx)) = [Mx (g) : Mx] = [Mx (Jo, J) :  M x] 

entonces 

no � dimM x (Mx (g)) = dimM x (Mx(Jo, f)) � dimM x (Mx (/o)) = no

y por lo tanto 

dimMx (Mx (fo . J)) = dimMx (Mx (fo))
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y como M x (fo) � M x (/o ,  !) entonces Mx(/o) = Mx(/o ,  /) y así / E
M x (/o), i.e., Mx � Mx (/o) ,  i .e . ,  Mx = Mx (/o) ,  y en consecuencia

[Mx : M x] = [Mx (/o) : Mx] = gr(Irr(/o , Mx))  = no ::; n 

(3): Finalmente, asumiendo la hipótesis (* ) ,  si sucediera que no < n, en­
tonces todo / E M X tendría un polinomio mínimo </>(t) de grado gr(</>(t)) = 
m < n, y así si escribimos </>(t) = tm + a1tm- 1 + - · -+ am , entonces </>(/) = O,
i.e. ,

¡m + a1 ¡m- 1 + · · · + Om = O
y así para toda y E X ,  si x = 1r(y) E X ,  se tiene que

/(vr + a1 (x)/(vr- 1 + · · · + am (x) = 0

pero por la hipótesis (*) existe :z:0 E X tal que ,r- 1 (:z:o) = {y1 , . . .  , yn } y
exist.e / E M X tal que los valores /(Y; ) son distintos, 1 � j ::; n, y así el
polinomio 

/(yr + a(zo)f(vr- l + · • · + a(zo) 
de grado m < n tendría n raíces /(Y; ) distintas, lo cual no es posible. 
Q.E .D.

La definición siguiente tiene sentido debido a la proposición (3.24) :

Definición 3.30 Sean X,  X superficies de Riemann y ,r : X -+ X una
aplicación cubriente holomorfa ramificada. Sea A � X el conjunto de
valores críticos de 1r y sean X' := X - A y X' := ,r- 1 (X'). El cubriente
1r : X -+ X se llama de Galois si el cubriente no ramificado 1rl;, : X' -+ X' 
es de Galois. 

El grupo de transformaciones cubrientes y el grupo de Galois. 
Si X y X son superficies de Riemann y 1r : X -+ X es un cubriente holo­
morfo ramificado, el grupo de transformaciones cubrientes Aut(X / X) tiene
una representación en el grupo de Galois Gal(M x / Mx) (i.e., el grup? de
automorfismos del campo M X que dejan fijo al subcampo Mx ) :  

</> :  Aut(X/X) -+ Gal(Mx/Mx) 

dada como sigue: 
Si  u E Aut (X / X), entonces </>(u) : M x -+ Mi es el automorfismo

dado por </>(u) (/) := / o  u- 1 , para toda / E M x· Claramente:
(i) :  </>(u) : M x -+  M x es un automorfismo de campos. 
(ii) : Estos automorfismos dejan fijo al subcampo 1r• Mx � M X. 
(iii) : </> :  Aut(X/X) -+ Gal(Mx/Mx)  es un homomorfismo de grupos. 

.. 

• 

• 
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Teorema 3.31 Sea X una superficie de Riemann y sea p(w) E M x [w]
un polinomio mónico irreducible de grado n. Sea (X,  1r, F) la función alge­
braica definida por el polinomio p( w) y consideremos la extensión de campos 
1r• : M x -+ M x· Entonces: 

{1): La extensión M X / Mx es de grado n y de hecho

M x � Mx [w] / (p(w))

(2): El homomorfismo <f, :  Aut(XIX) -+ Gal(MxlM x )  es un isomor­
fismo.

(3): El cubriente 1r : X -+ X es de Galois si y sólo si la extensión
1r• : Mx -+ M x es de Galois. 

DEMOSTRACIÓN : (1): Como 1r :  X -+ X es cubriente de n hojas por (3.27), 
entonces la extensión M xi Mx es de grado n por (3.29)(3). 

Ahora, si consideramos el morfismo { de anillos) evaluación 

evp : Mx [w] -+ M x 

dado por: evp(q(w)) := q(F) (evaluación en F E M
¡

) ,  entonces como
evp(p(w)) = p(F) = O por (3.27)(i) , se tiene un morfismo de campos (ya 
que p(w) es irreducible) :  

evp : M x [w]l(p(w)) -+ M x

y como ambos campos son extensiones de grado n de M x ,  el modismo 
anterior tiene que ser un isomorfismo. 

(2) : El homomorfismo <f, : Aut(.X IX) -+ Gal(M xi M x )  es inyectivo ya
que u - F  # F para cualquier u #  id en Aut(.X IX). Es suprayectivo ya que si 
a E Gal(M -1 M x )  entonces la terna (X , 1r, a(F)) también es una función 
algebraica !efinida por el polinomio p(w) ya que p(a(F)) = a (p(F)) = O. 
Entonces, por la unicidad en (3.27) existe una transformación cubriente 
T E  Aut(XIX) tal que a(F) = r• F. 

Ahora, si  ponemos u := r- 1 E Aut(.XI X), entonces uF :=  Fou- 1 = Fo
T = r• F = a(F),  y como M x = Mx (F),  el automorfismo <f,(u) : f 1-+ uf 
coincide con el automorfismo a,  i.e., <f,( u) = n. 

(3) : Finalmente, como ,r :  X -+  X es un cubriente de Galois si y sólo si 
Aut(X IX) tiene exactamente n elementos (2.39) , entonces (3) se sigue del 
isomorfismo en (2) y del hecho de que la extensión de campos (separable, 
ya que estamos en característica cero) ,r• : Mx -+ M x es de Galois si y

_. 
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sólo si el grupo de Galois Gal(}.1 X/ Mx) tiene exactamente n elementos.
Q.E.D. 

En el caso clásico se tiene el siguiente corolario que describe completa­
mente el campo de funciones meromorfas de una función algebraica: 

Corolario 3.32 Si p( z, w) es un polinomio mónico irreducible con coefi­
cientes en <C y de grado n en w, y si X es la superficie de Riemann asociada
a la función algebraica definida por p(z, w), entonces X es compacta y su
campo de funciones meromorfas es una extensión de grado n de C(z): 

M X � <C(z)[w] / p(z ,  w) 
Para mostrar la existencia de una biyección entre el conjunto de clases 

de equivalencia birracional de campos de funciones algebraicas en una varia­
ble compleja y el conjunto de clases isomorfismo de superficies de Riemann 
compactas, necesitaremos varios resultados importantes que serán demos­
trados en el capítulo 5 ,  (5 . 17) y (5 .3 1 ). Estos resultados son los siguientes : 

(* ) :  Sean x0 , . . .  , Xn n + 1 puntos distintos en una superficie de Rie­
mann compacta X. Entonces, existe una función f E Mx que separa estos
puntos, i.e., f(x; ) f:. f(x1,: )  si j f:. k .  

(* *) :  Si X es una superficie de Riemann compacta, entonces existe 
una función meromorfa no constante f E Mx , y cualquier tal función
f : X -> ?1 es un cubriente posiblemente ramificado, con un número finito 
de hojas. 

Usando (* *) ,  si denotamos con se a la categoría de superficies de Rie­
mann compactas y con C-álg a la categoría de extensiones finitas de C( z) 
( cuyos morfismos son los morfismos de campos que dejan fijo a C( z)), se 
tiene un funtor: 

M : se - <C-álg

definido como sigue: 

(1) :  Si X es una superficie de Riemann compacta, por (**) X es un
cubriente (ramificado) de n hojas 1r : X -> ?1 y así, por (3.29) se tiene 
una extensión de campos de grado n, 1r• : <C(z) � Mr1 -> Mx. 

(2) :  A cada morfismo de cubrientes (con un número finito de hojas):

• 

... 
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X <P y 

\ /
se le asocia el modismo de extensiones: 

Mx </J* My 

\ /C(z) 
donde, para g E My , </J*(g) := g o </J E Mx . 

Similarmente, ahora queremos un funtor: 

s : C-álg -+ se 
y para definirlo recordemos que dada una extensión finita, de grado n, K/C(z) existe un polinomio mónico irreducible p(w) E C(z)[w) de grado n 
tal que: K � C(z)[w]/p(w). 

Sea 1r : X -+ JP>1 la función algebraica (3.47) definida por el polinomio 
p(w) .  Por la observación después de (3.28) X es compacta, el cubriente es 
de n hojas y por (3.3 1) 

M x � C(z)[w] / p(w) � I<.

(3): Se define entonces S(I</C(z)) := (1r : X -+ JP>1 ) .  

(4): Ahora, si </J : (K/C(z)) -+ (L/C(z)) es un morfismo de  extensiones 
finitas de C(z), sean 1r : X -+ JP>1 y T : Y -+ JP>1 los cubrientes finitos
construídos en la forma anterior. Así K � Mx y L ::::: M y y se tiene 
un morfismo de C-álgebras </> : Mx -+ My . Queremos construir una 
aplicación bolomorfa ip+ : Y -+ X asociada al morfismo de campos ¡p. Para
esto, necesitamos describir todas las valuaciones discretas de los campos 
de funciones meromorfas M x ,  para X compacta. Primero recordamos 
los conceptos y resultados básicos acerca de las valuaciones en un campo. 
Recordemos que una valuación en un campo es una generalización del valor 
absoluto en C. 
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Definición 3.33 Sea K un campo. Una valuación discreta en K es una
función v :  K · -+ Z (K· := K - {O}) tal que : 

( 1 ): v : K * -+ Z es un epimorfismo de grupos. 
(2) :  v satisface la desigualdad ultramétrica :

v(a + b) � mín{ v(a),  v(b) } 

Obsérvese que si definimos v(O) := +oo, entonces con las convenciones
usuales para oo ,  se tiene que la función v : K --+ ZU { oo} satisface : v( ab) = 
v (  a) + v( b) para a, b E K .  La desigualdad ultramétrica es una versión de la
desigualdad del triángulo no arquimediana. 

Si v : K· --+ Z es una valuación, las propiedades siguientes son inmedia-
tas: 

(i): v( l)= O= v(- 1). 
(ii) : v(a) = v(-a) para todo a E K.

La propiedad (i) es porque v es un homomorfismo y (ii) se sigue de (i).

Lema 3.34 Si v : K •  --+ Z es una valuación en K ,  entonces para cuales­
quiera a , b E K tales que v( a) '1- v( b) se tiene que: 

v(a + b} = mín{v(a), v(b)}

DEMOSTRACIÓN:  Sin perder generalidad podemos suponer que a #  O, b / O
y que v(a) < v(b) . Entonces: 

v(a) = v(a + b - b) � mín{ v(a + b) , v(-b)} � mín{ v(a) , v(b) , v(b) } = v(a) 

y así todas estas desigualdades deben ser igualdades y en particular 

v(a) = mín{ v(a + b) ,  v(b)} = v(a + b) 

Podemos ahora clasificar todas las valuaciones discretas de M x ,  para 
X compacta: 

Teorema 3.35 Sea X una superficie de Riemann compacta. Una función 
V : Mx - z es una valuación discreta en Mx si y sólo si existe un único
punto z E X tal que v(f) = ordz:/ para todo f E M x .  

DEMOSTRACIÓN : E s  claro que v(f) := ordz:/ define una valuación discreta
en M x .  

.. 
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Recíprocamente , supongamos que v : Mx -+ íZ es una valuación dis­
creta. Como v es suprayectiva, escojamos una f E Mx tal que v(f) = l.
Claramente / <f. C ya que para cualquier constante .X E C se tiene que
v(>.) = v((.X 1fn r) = nv(.X 1fn ) para todo n E íZ y así v(>. 1 /n ) = v(>.)/n para
todo n E íZ. Se sigue entonces que v(.X) = O.

Sea r(z) E C(z) una función racional. Entonces v(r(f)) = ord0 (r) ya

n m 
v(r º n = v(>.) + I>u - ªi ) - 'E vu - .aj )

j =O j :O 

y como v(.X) = O ,  y por (3.34),  si O f. 1 E C, v(f - ,) = mín{ v(f), v("Y) } =
mín{ l ,  v(,)} = O (ya que I E C); y si 1 = O se tiene que v(/ - 1) = v(J) = 1
y así 

v(r o J) ¿ 1 (tantas veces como O sea un cero del numerador)

- ¿ 1 (tantas veces como O sea un cero del denominador)

ordo(r)

Denotemos por x 1 , . . .  , Xn a los ceros de f listados con sus multiplicida­
des, y sea F E  Mx arbitraria .

Como X es compacta, y f E Mx es no constante , por (* *) el cubriente
/ : X -> IP>1 es de n hojas, ya que contando multiplicidades ¡- 1 (0) =
{x1 , . . .  , xn } ,  y así por (3.5 2)(i) F E  Mx satisface una ecuación 

n - 1
Fn + ¿ r; Fi = O

j=O 

con rj E C(z) . Se sigue que:

n- 1
n · v(F) = v(Fn ) = v(- ¿ r; Fi ) � min {ordo(r; )  + j · v (F)}0<;< n - l

i=O 

así, si v(F) < O entonces algún ord0(r; ) < O.  
Ahora, por la definición de funciones simétricas elementales y (3.26) ,  

r; (O) = ( -1 )i s; (F1 (O) , . .. , Fn(O)) donde F; (O) := For; (O) ,  r; (O) = J- 1 (O) =
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Xj , y así Fj (O) = F(xj ), entonces rj(O) es una función simétrica de los va­
lores de F en los puntos x 1 , . . .  , Xn, y así F debe tener un polo en uno de
los puntos x;. 

Similarmente, si v(F) > O, entonces v(F- 1) < O y así por el argumento
anterior F debe tener un cero en uno de los puntos Xj. 

Se sigue que, siempre que O -:j:. F(x¡) f oo para todas las j = O, . . .  , m  
se debe tener que v(F) = O. 

Denotemos ahora con x 1 , . . .  , Xm a los ceros distintos de / (i.e., no los
repetimos de acuerdo a su multiplicidad). Por (*) existe h E Mx que separa 
a los puntos x 1 , . . .  , Xm y de hecho podemos suponer que O # h( x; )  I oo. 
Entonces, por el argumento de arriba se sigue que v(h) = O. 

Consideremos ahora la función: 
f 

ef> :
= íl7'= 1 (h - h(x¡ )rd,.j (J ) 

Como los Xj son ceros de f de multiplicidad ord:r;, (/), entonces esta 
función </J está definida, es holomorfa y no cero en los puntos x 1 , . . .  , Xm.

Así, O I </J(x;)  -:j:. oo, lo cual implica que v(ef>) = O, i.e.,
m 

O= v(!) - ¿ ord:,;;(/) · v (h - h(x; ))  
i=l  

es decir, 
m 

1 = ¿ ord.ri(/) · v(h - h(x; )) 
í= l 

Y como v(h - h(x¡ ))  :2: O ya que v(h) = O = v(h(x¡ )) entonces existe
un único k tal que v(h - h(x1; )) = 1 = ordxk (/) y tal que v(h - h(x; )) = O
para todas las j -:j:. k. 

Ahora, para F E M x arbitraria consideremos la función 
F � -- ��������-.- TI;"=i (h - h(x; ))ord,.i F 

y obsérvese que si F tuviera un cero (o polo) en x¡ , éste se cancelaría con
el denominador, y así esta función � satisface que O -:j:. F(x¡) f oo para 
todas las j, y por lo tanto v(�) = O, i.e.,

m 
v(F) = ¿ ordxi(F) v (h - h(x; )) = ordxk (F)

i = l  

y así x := x1c e s  el punto deseado. Q.E .D. 

Usando el teorema anterior tenemos el resultado principal: 
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Teorema 3.36 Sean X, Y superficies de Riemann compactas, y sea F :
M y -+ Mx un morfismo de [>álgebras (y por lo tanto inyectivo). En­tonces, existe una única aplicación ho/omorfa F+ : X -+ Y tal que para cualesquiera f E M y se tiene que F(f) = f o F+ . 
DEMOSTRACIÓN : Sea x E X. Usando al morfismo F definimos una va­
luación v., : M y -+ Z como: v., (!) := ord., (F(f)). 

Por el teorema anterior existe un único punto y E Y tal que v., (!) =
ord., (F(f)) = ordy (/) para todo f E My.  Se define entonces F+ : X -+  Y
como F+ (x) := y. 

Veamos ahora que esta función F+ satisface la propiedad F(f)(x) =
f(F+ (x)). En efecto, para los puntos x E X tales que f(F+ (x)) = oo se
tiene que ordr+., (/) < O y como por definición ord., (F(f)) = ordr+., < O 
entonces F(f) tiene un polo en x ,  i.e., F(f)(x) = oo y así F(f)(x) = oo = f(F+ (x)). 

Ahora, si >.. E (C obsérvese que ordp+.,(/ - >..) 2: mín{ordr+., (/) ,
ordr+., (>..) = O } , y si f(F+ x) = >. E (C entonces ordr+., (f) 2: O, i.e.,F+ x no es un polo de /. Se sigue que:  

f(F+ x) = >. E (C <=> ordp+., (/ - >..) > O
<=> ord., F(f - >.) = ord., (F f - >.) > O

(ya que F :  My -+ Mx deja fijo a (C � C(z)) 
<=> (Ff)(a:) = >.

Para probar que F+ : Y -+ X es continua, sea {Yn } una sucesión
en Y tal que limn Yn = y. Si la sucesión {F+ yn } no converge a F+ y, 
entonces, como X es compacta, existiría una subsucesión de { F+ yn } que
converge a un x -:/= F+ y en X. Sin perder generalii:lad podemos suponer
que { F+ yn } -+  x. 

Ahora, por (*) existe f E Mx tal que f(x) = O y f(F+ y) = l .  Se sigue
que: 

y 

lo cual es una contradicción. 
Para probar que F+ : Y -+ X es holomorfa, sea y E Y arbitrario y

escojamos f E Mx inyectiva en una vecindad U alrededor de F+ y E X. 
Claramente F f no es constante, ya que de lo contrario J o F+ = F f sería
constante. Entonces existe una vecindad V alrededor de y E Y tal queF+ (V) � U y (F !)(V)  � f(U) .  Entonces, como F(f) = f o F+ con

f(F+yn) = (Ff)(Yn)--+ (Ff)(y)::: /(F+y) == 1 

f(F+yn)--+ /(z)::: O 
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f inyectiva en U,  se sigue que p+ = ¡- 1 o F(f) en V,  con F(f) y ¡- 1 

holomorfas en V. Consecuentemente p+ es holomorfa en V. 
Finalmente, p+ es única con las propiedades anteriores porque My 

separa puntos por (*). Q.E .D .  

Corolario 3.37 La correspondencia F 1--+ p+ es  funtorial, i. e .

(1): Si id : Mx -+ Mx es e l  morfismo identidad, entonces id+ : X -+  X 
es la aplicación identidad. 

(2): Si M z !!.+ My .!.. Mx son morfismos de C-álgebras, entonces
(F o  G)+ = e+ o p+.

La consecuencia más importante es la siguiente: 

Corolario 3 .38 Sean X y Y superficies de Riernann compactas. Entonces:
{1): Si F : X -+ Y es una aplicación holomorfa y p• : My -+ Mx es

el morfismo inducido entre sus álgebras de funciones meromorfas, entonces 
F·+ : X --+ Y es precisamente F.  

(2): Recíprocamente, si F :  M 1, -+ A1x es un morfismo de <[>álgebras 
y p+ : X -+ Y es la aplicación inducida, entonces p+• : M y  -+ M x  es
precisamente F .  

En otras palabras: Los funtores 

M : se -+ C-álg

y 
s :  C-álg - se 

son inversos uno del otro, i .e. , inducen una equivalencia de categorías. 

• 





Capítulo 4 

Cohomología de Gavillas 

En este capítulo introducimos la noción de cohomología de un espacio concoeficientes en una gavilla. Esto nos proporcionará importantes invariantesalgebraicos para el estudio de las superficies de Riemann y de hecho muchosinvariantes topológicos y geométricos de las superficies de Riemann se pue­den definir usando grupos de cohomología. Se darán algunas aplicacionesde los conceptos y resultados introducidos en este capítulo, pero será hastael siguiente cuando se tendrán resultados verdaderamente importantes. 
Hay varias maneras de introducir grupos de cohomología con coeficientesen una gavilla y hemos elegido la cohomología de Cech por lo directo desu definición , y bajo circunstancias razonables (p.ej . ,  el Teorema de Leray (4.43)) es fácil de computar. Probaremos que cuando X es paracompacto, la cohomología de Cech de X coincide con la cohomología del complejo de cadenas que resulta al aplicar el funtor secciones globales f(X, -)  auna resolución fina (introducida por Gunning y Rossi ) de la gavilla enconsideración . 
Comenzamos profundizando nuestro estudio de la categoría de gavi­llas sobre un espacio topológico X, preparando el camino para poder usarmétodos del álgebra homológica para obtener información sobre X .  Paracomenzar definimos la noción de morfismo entre gavillas <p : F ---> G comouna transformación natural entre funtores. Así tendrá sentido hablar de sucesiones exactas de gavillas 

( *) o - F - G - K - o. 

Si ahora, como es usual, para una gavilla F, denotamos por 
f(-, F) = F(-)

1 1 1  
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al funtor correspondiente, al considerar las secciones globales de cada gavilla 
en la sucesión exacta ( *) se obtendrá una sucesión exacta de la forma: 

O -+  f(X, F) -+ f(X, G) -+ f(X, K) ,  

donde el último morfismo no necesariamente es  suprayectivo. De alguna 
manera, la "medida" de esta falta de suprayectividad es lo que nos lleva a 
considerar grupos de cohomología asociados a X y a una gavilla dada.

4.1  La Categoría de Gavillas 

En esta sección extenderemos el estudio de las gavillas que iniciamos en 
§3.1 con la intención de poder usar métodos del álgebra homológica en el
estudio de las superficies de Riemann.

Se introducirán los conceptos de modismos entre (pre)gavillas, núcleos, 
imágenes y sucesiones exactas de gavillas, de tal forma que la categoría de 
gavillas resultante será adecuada para hacer álgebra hornológica. 

En este sentido también se introducirán las ideas de sub-gavillas, ga­
villas cociente, y se construye la gavilla asociada (en forma canónica) a 
una pregavilla. Las ideas anteriores se ilustrarán con ejemplos de gavillas 
de interés en el estudio de superficies de Riemann, nuestras ya familiares 
gavillas Ox y Mx.  

Por ser de importancia en e l  desarrollo posterior de la  teoría, recorda­
remos los conceptos de formas diferenciales , formas holomorfas y formas 
meromorfas, introduciendo también las correspondientes gavillas y morfis­
mos entre ellas. 

Morfismos entre Pregavillas: Sea X un espacio topológico, recordemos
que una pregavilla ( de grupos abelianos, por ejemplo) en X es un funtor
contravariante F :  Top(X) -+ Ah.

Así tiene sentido definir un morfismo entre pregavillas F, G, en X como 
una transformación natural entre funtores : 

r¡ : F -+ G

En otras palabras, 1/ consiste de una familia de morfismos 1/U : F(U) -+
G(U) (uno para cada abierto U � X), tales que para cada inclusión de
abiertos V � U ,  los cuadrados siguientes conmutan:

F(U) 
! 

F(V) 

� G(U) 
! 

� G(V) 
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donde las flechas verticales son las restricciones correspondientes. 
Si F y G son gavillas, un morfismo de gavillas r¡ : F -+ G es un morfismo 

entre las pregavillas subyacentes. 

Observación: Si F es una (pre)gavilla en X ,  entonces

id : F -+  F 

definido obviamente como idu : F(U) -+ F(U) el morfismo identidad, es
un morfismo de (pre)gavillas llamado también el morfismo identidad. 

Si o : F -+  G y /3 : G -+  K son morfismos de (pre)gavillas, entonces la
composición /3 o o :  F -+  K definida como: (/3 o o)u = f3u o au : F(U) -+ 
G(U) -+ K(U) también es un morfismo de (pre)gavillas.

Así se tienen las categorías 9(X) y P(X) de gavillas y pregavillas sobre 
X respectivamente, con objetos las gavillas (respectivamente pregavillas) y 
morfismos los morfismos entre gavillas (respectivamente pregavillas). 

Definición 4.1 Un morfismo de (pre)gavillas r¡ : F -+ G se llama un
isomorfismo si r¡ tiene un inverso bilateral tp : G -+ F, es decir, tp es un 
morfismo de (pre)gavillas tal que: 

r¡ o 'P = id : G -+ G y 'P o r¡ = id : F -+ F. 

Lema 4.2 Un morfismo de (pre)gavillas r¡ : F -+ G es un isomorfismo si
y sólo si para todo abierto U � X ,  el morfismo TJu : F(U) -+ G(U) es un
isomorfismo de grupos. 

D EMOSTRACIÓN :  La implicación (::}) es obvia. Recíprocamente, si cada 
T/U : F(U) -+ G(U) es un isomorfismo (de grupos) , sea '{)u : G(U) -+ F(U) 
su inverso. Entonces tp = {'PU }  : G -+ F es claramente una transformación
natural que es inversa de r¡. Q.E.D. 

Observese ahora que si r¡ : F -+ G es un morfismo de pregavillas en X, 
entonces para cada :z; E X, r¡ induce morfismos entre las fibras:

ya que para cualesquiera vecindades abiertas U, V de :z; en X con V � U, 
los diagramas siguientes conmutan: 

F(V) 
P T 

F(U) 

'I V  -
'IU -

G(V) 
T P 

G(U) 
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y así pasando al límite directo (sobre las vecindades de x E X) se tiene el 
morfismo inducido en las fibras: 

T/x : lim F(U) -+ lim G(U) U 3x U 3x 
La proposición siguiente ( que como veremos en el ejemplo después de 

(4.9), es falsa, en general, para pregav illas) ilustra la naturaleza local de 
una gavilla: 

Proposición 4.3 Un morfismo r¡ : F -+ G entre gavillas sobre X es un 
isomorfismo si y sólo si para todo x E X los morfismos inducidos entre las 
fibras TJx : Fx -+ Gx son isomorfismos. 

DEMOSTRACIÓN : Si r¡ : F -+ G es un isomorfismo entonces por ( 4.2) cada
r¡u : F( U )  -+ G( U )  es un isomorfismo y así en el límite 1/x : Fx -+ Gx 
también es un isomorfismo para cada x E X .  

Recíprocamente, supongamos que para Lodo x E X los morfismos 1/x :
Fx -+ Gx son isomorfismos. Mostraremos que para cada abierto U � X las 
aplicaciones r¡u : F(U ) -+ G(U ) son isomorfismos, y así por (4.2) r¡ será un 
isomorfismo de gav illas. Sea pues U � X un abierto cualquiera :

(i) : r¡u ; F(U ) -+ G(U ) es inyectivo: En efecto, sea s E F(U ) una
sección tal que r¡u(s) = O en G(U ). Entonces, para todo x E U el germen
[r¡u(s)]x de r¡u(s) = O en Gx es cero. Así, O = [r¡u(s)]x = TJx [s]x y como
'7x : Fx -+ Gx es un isomorfismo, entonces [s)x = O en Fx, y esto para todo
x E U .  

Entonces, como [s)x = O, por definición de límite, existe una vecindad
abierta, Wx de x ,  con Wx � U ,  tal que s lw.. = O (i.e., es cero en algún
nivel). Y como las Wx, para x E U, forman una cubierta abierta de U, y
la sección s E F(U ) es tal que s J w.. = O para toda Wx en esta cubierta,
entonces s = O en U ya que F es gavilla.

( i i ) :  r¡u : F(U ) -+ G(U ) es suprayectivo: En efecto, sea t E G(U ) una 
sección cualquiera. Para cada x E U sea [t]x E Gx el germen correspon­
diente . Como '7x : Fx -+ Gx es un isomorfismo, existe un único germen 
(s)x E Fx tal que 1Jx [s]x = [t]:z:.

Representemos- al germen [s)x en algún nivel por una sección (sx, Vx)
donde Vx � U es una vecindad abierta de x y Sx E F(Vx ) es una sección. 

Así r¡(sx ) E G(Vx ) y t J v.. E G(Vx) son dos secciones cuyos gérmenes en 
x son iguales. Entonces, en algún nivel Wx � Vx � U son iguales, i.e., 
r¡(sx ) l w., = t lw., . Sin perder generalidad podemos suponer que Wx = V:z:.

Claramente U está cubierto por las Wx, y en cada uno de los Wx tenemos 
secciones Sx E F(Wx ) · 

• 
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Supongamos ahora. que x, z E U son dos puntos y sean sx E F ( Wx ), 

s, E F ( W, )  las secciones y abiertos construidos anteriormente. Entonces 
las restricciones sx lw,,nw. y s .. lw,,nw, son dos secciones en F ( Wx n W, ) 
tales que 

11(sx lw  .. nw, ) = t lw .. nw, = 77(s lw.nw, )

en G(Wx n W, ), por definición de sx y s, . 
Ahora, por la parte ( i), 77 : F(Wx n W, ) -+ G( Wx n W, ) es inyectivo, Se 

sigue que sx l w  .. nw, = s ,  lw .. nw, .
A sí , para cada Wx ( que cubran a U) se tienen secciones locales Sx que 

coinciden en las intersecciones. Por lo tanto, como F es gavilla, existe una 
única sección global s E F(U) tal que s lw .. = S:r para toda x E U .

Probaremos finalmente que: 11u (s) = t E G(U). En efecto, 11u (s) ,  t E
G(U) son dos secciones tales que para cada x E U se tiene 71(s) l w  .. = t l w  .. ,
y como G es gavilla (y los Wx cubren U) .  se sigue que 77(s) = t en G(U ).Q.E.D. 

A continuación introducimos los conceptos esperados de sub-pregavi­
lla, pregavilla cociente, núcleo, imagen y conúcleo de un morfismo de pre-­
gavillas, y después, con las adaptaciones necesarias en algunos casos, los 
correspondientes conceptos para gavillas. 

Núcleo, imagen y conúcleo de un morfismo entre pregavillas :  Sea 
<p : F -+ G un morfismo de pregavillas.

( i): La pregavilla núcleo de <p, denotada ker <p, está dada como sigue: Si
U � X es un abierto, entonces: 

(ker <p)(U) : =  ker ( F(U) � G(U)) .  

( ii): La pregavilla imagen de  <p,  denotada Im <p, está dada como sigue:
Si U � X es un abierto, entonces:

(Im ip)(U) := Im (F(U)  � G(U). 

(iii): L a  pregavilla conúcleo de <p, denotada Coker <p está dada por: Si
U � X es un abierto, entonces:

(Coker <p)(U) := Coker (<pu ) := G(U)/Im (<pu ) .  

En cada caso los morfismos restricción se definen en l a  forma obvia, y 
claramente ker <p, Im <p y Coker <p resultan pregavillas en X. 
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Definición 4.4 Si F y G son pregavillas en X, diremos que F es unasub-pregavil/a de G, denotado F <; G, si: 

(i) :  Para cada abierto U <;  X, F(U) � G(U) es un subgrupo. 
(ii) : Si U � V son abiertos, entonces el morfismo F(V) -+ F(U) es la 

restricción del morfismo G(V) -+ G(U) .  
S i  F es una su b-pregavilla de G, la pregavilla cociente, denotada G / F, 

está dada por: 
(i) Para cada abierto U <;  X, (G/F)(U) := G(U)/F(U)
(ii) Si U �  V son abiertos, los modismos G(V) -+ G(U) y F(V) -+ F(U)

inducen, por paso al cociente, morfismos 
(G/F)(V) -+ (G/F)(U) .  

Obsérvese que si  rp : F -+ G es un morfismo de pregavillas, entonces: 
{ 1 ) :  ker rp <; F es una sub-pregavilla. 
(2): lm <f> <; G es una sub-pregavilla. 
(3) : Coker rp = G/Im rp es una pregavilla cociente. 
Antes de proseguir veamos algunos ejemplos: 
Sea X una superficie de Riemann y consideremos las gavillas C, C00 , 

O, o• en X y las (pre)gavillas constantes Cx y Zx (con valores C y Z 
respectivamente) en X (§3). 

( 1 )  Como toda función holomorfa es diferenciable entonces O <; C00 es 
una sub-pregavilla. Análogamente C00 <; C.  Entonces se tiene una cadena 
de sub-pregavillas: 

(2): Similarmente, como las pregavillas Zx y Cx se pueden conside­
rar pregavillas de funciones constantes ergo holomorfas, entonces se tienen 
inclusiones de sub-pregavillas: 

(3) : En general, si F <; G es una inclusión de pregavillas, entonces se 
puede considerar como un morfismo de pregavillas. 

( 4): El morfismo exponencial (muy importante, como se verá más ade­
lante): 

exp : Ox -+ Ox , 



4. 1 .  La Categoría de Gavíllas 1 17 

se define como sigue: Sea U �  X un abierto, entonces exp : O(U ) - (r (U) 
está dado por : exp(s) := exp(21ris). Este es un homomorfismo de grupos 
ya que: 

exp(s + s) : exp(21ri(s + s' )) = exp(21ris + 2,rss') 
exp(2,ris) · exp(2,ris') = exp(s) · exp(s'). 

( 5 ) :  El núcleo del morfismo exponencial es :

ker (exp)(U) := {s E O(U ) : exp(2,ris) = 1}, 

y como exp(21ris) = 1 <=> s E �. entonces 

ker (exp) = �x � Ox. 

( 6) El morfismo dado por las ecuaciones de Cauchy-Riemann: Recorde­
mos que O x consiste de aquellas funciones diferenciables en X que satisfa­
cen las ecuaciones de Cauchy-Ríemann, 1.e. , si f = u + iv E C';, entonces 

f = u + iv E Ox 
ou ov ou ov 

<=> ax 
= ay 

y ay 
= - ax

<=> ( 
ou 

-
ov

) 
+ i( 

ou + ov
) 

= o
ax ay ay ax

<=> :
i

( u + iv)= O,

donde se define el operador diferencial 

Obsérvese que: 

- o 1 ( 8 · º ) 0 := f}z := 
2 ax 

+ 1 oy 
·

i r:x (u + iv) + i :y (u + iv)]

1 
[
f}u . ov

) 
'
( 

ou ov 
)]- - + i- + i  - + -

2 ax ay ay ax 
�

[(
ºu 

-
ov

) + i( ou + ov
)] .

2 ax ay ay ax 

Resumiendo: Dada f = u + iv E C'; , entonces 

f} 
/ E Ox <=> 

oz (f) = O .

= 
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Obsérvese que como la diferenciación es un operador lineal ( en particular 
aditivo) , entonces 

E O Coo cooV = 
Oi : X -+ X 

es de hecho un morfismo de gavillas, y por las observaciones previas, se 
tiene que su núcleo es 

O x = ker ( :i) . 
Nota: El factor 1/2 en la definición del operador 8/oi se introduce para
que al considerar el otro operador 

8 1 ( 8 · º ) - · - - - - i -
oz . - 2 ax /)y 

se tenga lo que se espera, i. e. ,  

º a a 
- + - = ­oz 8i ax 

a a a 
az - az = ay · 

El resultado siguiente, aunque sencillo, es importante: 

Proposición 4.5 Si 'P : F -+ G es un morfismo de gavillas, entonces la 
pregavilla ker 'P � F es de hecho una gavilla. 

DEMOSTRACIÓN : (i): Sea U � X un abierto y sea { U0 } una cubierta de 
U.  Supongamos que se tiene una sección s E (ker 'P)(U) tal que s lu  .. = O
para toda U0 • Queremos mostrar que s = O en U .

En efecto, como (ker 'P)(U) � F(U) ,  entonces s E F(U) y como las 
restricciones de ker '{) son las de F entonces slu .. = O en F(U0 ) para toda
a ,  y por lo tanto s = O en F(U) ya que F es  gavil la. Entonces s = O en
(ker 'P)(U) � F(U). 

(ii) Supongamos ahora que tenemos secciones S0 E (ker 'P)(Ua ) � F(U0 ) 

tales que sa lu .. nu., = sp lu .. nu., para todos l os a, (3.
Entonces, como las restricciones de ker 'P son las mismas que l as  de F, 

y como F es gavilla, existe una (única) s E F(U) tal que s lu .. = s0 en
F(U0 ) para toda a. 

Mostraremos que de hecho s E (ker 'P)(U) . En efecto, como s E F(U) 
entonces l{)(s) E G(U) y l{)(slu .. ) = l{)(sa ) = O E G(Ua ) ya que Sa E
(ker '{)) ( U a ) .

y 
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Ahora, como el diagrama siguiente conmuta 

F(U) 
res 1 

F(Uo:) 

.!... G(U) 
1 res 

.!... G(Ua) 

1 19 

entonces ip(s)lu ... = ip(slu .. ) = O ,  y como G es gavilla se sigue que la sección
ip(s) = O en G(U), es decir , s E (ker <p)(U) como se quería. Q.E. D.

Para el caso de la imagen de un morfismo se tiene , sin embargo: 

Si cp : F -+ G es un modismo de gavillas, entonces la pregavilla Imip � 
G no es , en general, una gavilla. Un contraejemplo es el siguiente: Sea
X =  C" = C - {O} .  

Consideremos las gavillas O y o •  en X =  e• y a l  morfismo exponencial
exp : O -.  o•.  Veremos que la pregavilla imagen Im(exp) � o• no es una 
gavilla (de hecho veremos que el axioma (ii) de la definición de gavilla no 
se satisface en este caso): 

En efecto , para el abierto U = X = e• consideremos la cubierta dada
por U1 := C - m_- y U2 : =  e• - JR+. Claramente cada uno de estos Ui es
simplemente conexo y U1 n U2 = e• - IR. 

Ahora, como U; es simplemente conexo, las funciones (secciones) s; E
O* (U; )  dadas por s; (z) : =  z, (s; : U; -+ C*) se pueden escribir de la forma:s; (z) = exp 21ri(J; )(z) con !; E O(U; )  ya que como U; es simplemente
conexo entonces existe una rama holomorfa ( univaluada) de log en U; . 
Entonces, s; E Im(exp), j = 1 ,  2. Obsérvese que s1 lu,nu, = s2 lu1nu,.

Sin embargo , como U = U1 U U2 = C* no es simplemente conexo,
entonces no existe una rama holomorfa (univaluada) de log en U = e• , y
así la función (sección) s E o• (C" ) dada por s(z) = z no se puede escribir de
la forma s(z) = z = exp(21ri(J))(z) con f E O(C"), i.e., no existe f E O(U)
tal que exp(J) lu, = s; , i.e., no existe una sección global t E Im(exp) tal
que t lu, = s; , y así Im(exp) no es una gavilla.

Para remediar lo anterior se introduce la construcción de la gavilla aso­
ciada a una pregavilla: 

Teorema 4.6 (Gavilla Asociada a una Pregavilla) : Sea F una pre­
gavilla sobre un espacio X .  Entonces: Existe una gavilla F+ y un morfismo 
de {pre)gavillas O : F -+ F+ tal que para toda gavilla G y cualquier mor­
fismo tp : F -+  G, existe un único morfismo tp : F+ -+ G que hace conmutar 
el diagrama: 
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F B •F+ 

� 1� 
A p+ se le llama la gavilla asociada a la pregavilla F .  

DEMOSTRACIÓN: Sea I F I  e l  espacio topológico asociado a la  pregavilla F 
(3 .5) con proyección p :  I F I  ___. X.Así I F I  := Ua: E X F., .

Para cada abierto U � X ,  definamos

F+(u) := { s : U ---.  IF I  : s es continua y s(x) E F.,}.

Ahora, como F es pregavilla de grupos abelianos , entonces también p+ ( U)  
es u n  grupo abeliano definiendo (s+s')(:c) := s(:c)+s' ( :e )  (estamos sumando
en F., que es grupo abeliano , ya que s( :e), s' ( x) E F.,). 

Las restricciones de F+ (U) son las usuales: Si V � U son abiertos,
entonces p :  F+(U) ___. F+(V) es p(s) := slv -

(1) Claramente F+ es una pregavilla en X.  Más aún p+ es una gavilla
(la "gavilla de secciones" de p : IF I ---. X) ya que : 

(i): Supongamos que U = LJ¡ U¡ y sean s, s1 E F+ (U) tales que s lu; = 
s'lu; para toda i. Entonces,  si x E U = LJ¡ U; se tiene que :e E Uj para
algún índice j y así s(x) = s'(x) , i.e. , s = s' en U. 

(ii) : De nuevo, sea U = LJ¡ U; y sean s; E F+(U;)  tales que s; lu;nU; = 
s; lu;nU; para todos los pares ( i , j) .

Definase la sección s E F+(U), s : U -+ I F I ,  como s(x) := s¡(:c) si
x E U; . Por la condición de compatiblidad de las s; , s está bien definida, y
por su .misma definición s iu; = s; . 

Claramente s es continua y es una sección de p ,  i.e., s E F+ (U).

(2):  El morfismo 8 :  F -+  p+ se define como sigue :
S i  U �  X es u n  abierto, Bu : F(U) ---. F+ (U) es e l  homomorfismo que

manda s E F(U) a s+ : U ---.  j FI, donde s+ (x) := [s]., E F.,.
Claramente Bu(s + s')(x) = (s + s1)+(x) = [s + s']., = [s]., + [s']., = 

Bu(s)(x) + Bu(s')(x). 
Más aún, los cuadrados 

F(U) � F+(U)
p ! ! p+ 

F(V) � F+ (V)

--- ---
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conmutan , ya que si s E F(U) ,  

p+ o Bu(s) = p+ (s+ ) = s+ lv y Bv o p(s) = (p(s))+ .

121  

Así para toda x E V se tiene que: (p(s))+ (x) = [p(s)]x y (s+ lv )(x) = [sk
Pero [p(s)]x = [s]x en el límite directo Fx , 

Se sigue que B : F -+  p+ es en efecto un morfismo de pregavillas. Q.E.D. 

Observaciones: ( 1 ) :  Como consecuencia de la propiedad universal del par 
(F+ , B) anterior , se sigue que este par es único, salvo isomorfismo. 

(2) : Así si F misma es una gavilla entonces F � F+.

(3) : En general, para cada x E X existe un isomorfismo natural en las 
fibras: Bx : Fx -+ Fi . 

Definición 4. 7 Sea <p : F -+ G un morfismo de gavillas. 

( 1) :  La gavilla núcleo de <p, denotada ker <p, es la pregavilla ker <p <; F
que es de hecho una gavilla por ( 4.5 ). 

(2) : La gavilla imagen de <p, denotada im <p, es la gavilla asociada a la
pregavilla Im <p � G, i.e., im <p = (Im <p)+.

(3) : Sea F una subgavilla de la gavilla G en X. La gavilla cociente,
denotada F /G es la gavilla asociada a la pregavilla cociente F /G de ( 4.4).

( 4) :  Si </> : F -+ G es un morfisrno de gavillas, la gavilla conúcleo, 
denotada coker </> ,  es la gavilla asociada a la pregavilla Coker </> .  

Observación: Si <p : F -+ G es un morfismo de  gavillas e Im <p ._ 
(Im <p )+ = im <p es el morfismo canónico ( 4.6),  como G es gavilla, por
la propiedad universal ( 4.6) existe un único morfismo 1P : im <p -+ G tal que 
el diagrama siguiente conmuta: 

Im <p G 

� ¡ .
1m <p 

En la proposición siguiente ( 4.9)( 1 )  veremos que 1P es inyectiva, y así 
im <p se puede identificar con una subgavilla de G. 
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Definición 4.8 Sea t.p : F - G un morfismo de gavillas. 

(1) t.p es un monomorfismo si ker t.p = O. 

(2) t.p es un epimorfismo si im t.p � G, (i.e. ,  ip es un isomorfismo). 

Proposición 4.9 Sea t.p : F - G un morfismo de gavillas. Entonces,

{1} t.p es un monomorfismo si y sólo si t.p.,, : F.,, - G.,, es inyectivo para
todo x E X, si y sólo si '{)U : F(U) - G(U) es inyectivo para todo abierto
u � x .

Se sigue que el morfismo t/J : im t.p -> G de arriba es un monomorfismo, 
ya que el diagrama de arriba, en las fibras es: 

(Im t.p).,, --.... G.,, 

().,, ¡ �. 
(im <;:')x 

con ().,, un isomorfismo. Por conmutatividad se sigue que t/J.,, es inyectiva.

{2} t.p es epimorfismo si y sólo si t.p.,, : F.,, - G.,, es suprayectivo para
todo x E X. 

En general, si t.p es epimorfismo los homomorfismos t.pu : F(U ) - G(U)
no tienen por que ser suprayectivos. 

DEMOSTRACIÓN : La parte ( 1 )  es un ejercicio fácil. 
Para (2) : Si t.p es un epimorfismo, entonces t/J : im <P - G es un isomor­

fismo y así en el diagrama siguiente ¡p.,, es un isomorfismo por ( 4.3) : 

F.,, 
<p.,, l 

(Im 't')x

� G2: 

l "Pz
!:. (im t.p).,, 

y ().,, es, siempre, un isomorfismo por la observación (3) después de ( 4.6) , y 
claramente <p.,, : F.,, - (Im t.p).,, es suprayectivo. Se sigue que t.p.,, : F.,, -> C.,, 

es suprayectivo. 
El recíproco se sigue de la conmutatividad del diagrama anterior, que 

muestra que ¡p.,, o().,, ocp.,, - l = t.p.,, con t.p.,, suprayectivo por hipótesis. Se sigue 
que t/J:r: es suprayectivo, y como siempre es inyectivo por la observación en 
la parte (1) ,  entonces cada t/J.,, es un isomorfismo. Así , por (4.3) ¡p es un
isomorfismo. Q.E.D. 
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Finalmente un contraejemplo para justificar la segunda parte de (2) y 
la observación antes de ( 4.3) :  

Sea X = e• . El morfismo exponencial: exp : Ox -+ Ox es un epi­
morfismo ya que para cada x E X = e• fijo, exp : Ox :r -+ Ox" es un

1 ,:r 
epimorfismo porque localmente cada función en e• que no se anula tiene
un logaritmo. Sin embargo, para U = X = e• globalmente no existe un
logaritmo y así exp : Ox (U) -+ Ox (U) no es suprayectiva. 

Definición 4.10 Una sucesión de gavillas y rnorfismos de gavillas:

, - t  . • • + l  
(*) · · · -+ Fi- 1 � F' � Fi+i � . . .

se llama exacta, en el nivel i ,  si ker r.pi = im r.pi- J .  

Proposición 4 . 11.  L a  sucesión anterior es exacta, en e l  nivel i si y sólo
si para cada x E X la sucesión de fibras

( **) 
es una sucesión exacta de grupos y homomorfismos, en el nivel i. 

DEMOSTRACIÓN:  (�): Si (*) es exacta, entonces ker r.pi = im r.p; y así
(ker </):i: = (im r.p' )x . Pero, por definición (4.7)( 1 )  (ker r.pi ):r = ker r.p� , 
y por la observación después de (4.7), (im r.p; ):r = (Imr.p• ); ::::: (Imr.p; ):i: =
lmr.p�. Se sigue que ker r.p�- 1 = Imr.p� . 

(�) : Se sigue de las igualdades de la primera parte y de (4.3). Q.E.D. 

De la proposición ( 4.9) y de la anterior se sigue que: 

(1): Una sucesión O -+ F ..!..+ G de gavillas es exacta {::} r.p es un mono­
morfismo. 

(2) : U na sucesión F .±.. G --+ O es exacta {::} t/J : F -+ G es un epimorfismo.

(3) : Pero, obsérvese que por la parte (2) de (4.9) ,  la exactitud de una
sucesión de gavillas no es equivalente a la exactitud de las sucesiones co­
rrespondientes de secciones. Sin embargo, ( 4.10) dice que sí es equivalente
a la exactitud de las sucesiones correspondiente de fibras. Esto refleja de
nuevo la naturaleza local de las gavillas.

Definición 4.12 Una sucesión exacta corta de gavillas es una sucesión
exacta de la forma: 

O -+ F .!!... G :f:. L -+ O.
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Así en las fibras, se tienen sucesiones exactas cortas 

sin embargo, por la observación (3) de arriba, no es cierto en general que 
se tengan sucesiones exactas cortas en las sucesiones de la forma: 

O -+  F(U) � G �  L(U) -+ O
ya que el ejemplo después de ( 4.9) es un contraejemplo a la suprayectividad 
de 'PU . Lo que sí se tiene es:

Lema 4.13 Si O -+ F !.. G � L -+  O es una sucesión exacta de gavillas en
un espacio X, entonces para todo abierto U � X la sucesión de secciones 

O -+  F(U) .!!!.. G(U) :!:.!!... L(U) 

es exacta. 

DEMOSTRACIÓN . Por ( 4.9)(1) <Pu es inyectiva, y así O -+ F(U) .!!!_. G(U)
es exacta. 

Para ver que Im <Pu � ker 'Pu basta ver que tpu o <Pu = O, pero esto se
sigue del hecho que 'PU o <Pu = ( tp o <j, )u = (O)u = O. La otra contención es
directa. Q.E.D. 

Ejemplos. Sea X una superficie de Riemann.

Ejemplo 1: La sucesión exponencial es una sucesión exacta corta: 

O -+  Zx <-+ Ox � Ox -+ O,

ya que exp es suprayectiva y su núcleo es Zx . 
Ejemplo 2: Si [J es el morfismo dado por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 
la sucesión siguiente es exacta : 

pero en general [J no siempre es epimorfismo. 

Formas Diferenciales. A continuación revisamos, en forma suscinta, al­
gunos resultados sobre formas diferenciales en una superficie de Riemann, 
y ap·rovechando la estructura compleja de la misma veremos cómo se sim­
plifican y enriquecen muchos de los conceptos geométrico-diferenciales en 
estas variedades. 
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Después de recordar las propiedades básicas de las formas diferenciales, 
en forma natural aparecerán ciertas gavillas ( de formas diferenciales u ho­
lomorfas) que juegan un papel importante en el estudio de las variedades 
complejas. 

Comenzamos recordando los conceptos de vectores tangentes, espacios 
tangentes , y diferenciales en una variedad diferencial cualquiera. Después 
se introducen los conceptos , importantes , de haz tangente y haz cotangente 
sobre una variedad diferencial. 

Vectores tangentes. Un vector v = ( v1 , . . .  , vn ) E JRn se puede pensar
como un operador en funciones diferenciales como sigue: Si / es una función
de clase C00 en una vecindad de un punto x E IRn , entonces v asigna a la
función f un número real v(f), que es la derivada direccional de / en la 
dirección de v, i.e., 

af af v(f) := V1 · 'j'¡" I:,; + · · · + Vn · � ,:,; , 
uX1 uXn 

Como es bien conocido, esta operación satisface: 

(i) v es JR-lineal: v(a · f + f3 · g) = a · v(f) + f3 · (g), para cualesquiera
a, f3 E lR y /, g funciones de clase C00 alrededor de x. 

(ii) v satisface la regla de Leibniz: v(f · g) = v(f) · g + f · v(g).

La operación v depende sólo de las propiedades locales de la función /,
i.e. ,  depende sólo de las propiedades de / en vecindades arbitrariamente pe­
queñas del punto x E JRn en el cual se está calculando la derivada direccional 
de f. Estas propiedades locales de las funciones diferenciales están englo­
badas en el concepto de gavilla, y corno estamos considerando funciones 
diferenciales, la gavilla que interesa es la gavilla C00

, a la que denotaremos 
a partir de ahora como E:. 

El concepto de derivada direccional anterior se generaliza a una variedad 
diferencial arbitraria como sigue: 

Dada una variedad diferencial X y un punto x E X, sea E: X,:,; la fibra
de gérmenes de funciones diferenciales en x. Así, E:x ,:,; es un JR-espacio 
vectorial. Mas aún, como podemos multiplicar gérmenes , de hecho E:x ,:,; es 
una IR-álgebra asociativa y conmutativa. 

Definición 4.14 Sea X una variedad diferencial y x E X un punto. Un
vector tangente a X en el punto x es una derivación en el álgebra E: X,:,; ,  es 
decir, es una función v : E:x ,:,; - JR que satisface: 

(i) v es IR-lineal, i.e. ,

v( a · f + f3 · g)  = a · v(f) + (3 · v(g),

' 
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para cualesquiera a, /3 E IR y f , g  E Ex,:e , 

(ii) v satisface la regla de Leibniz, i. e. ,

v(f · g) = v(f) · g + f · v(g),

para cualesquiera /, g E Ex,:e · 

Observación. Si denotamos con T:e X al conjunto de vectores tangentes a 
X en x, y definimos las operaciones:

(v + w)(f) : =  v(f) + w(f), para v, w E Tr X y f E Ex,:e · 

(a · v)(f) : = a ·  (v(f)), para a E IR, v E T:e X, f E Ex,r , 

entonces, T:e X es un IR-espacio vectorial, al que se l lama el espacio tangente
a X en el punto x .

Nuestro primer objetivo es mostrar que si X es una n-variedad diferen­
cial, entonces dimaTrX = n = dimX. Para esto, es conveniente tener otra
descripción del espacio tangente T:e X: 

Sea M:e � Ex,r el conjunto de gérmenes que se anulan en x, i.e., 

M:e := {/ E Ex,:e : f(x) ::: O } ,  

(recuérdese que un germen / en x sólo tiene u n  valor bien definido en x ,  y 
este valor es: f(x) = f (x ), donde f es cualquier representante del germen
!) . 

El conjunto M:e es un ideal del álgebra Ex,:e , y considerando potencias 
M! de este ideal (M! es el ideal generado por las combinaciones lineales 
finitas de productos de k elementos de M:e ), se tiene una cadena decreciente 
de ideales: 

. . · � M! � . .  · � M; � M:e � Ex,:e -

Nos interesa el cociente M:e / M; que claramente es un IR-espacio vecto­
rial. 

Lema 4.15 El espacio vectorial Tr X es naturalmente isomorfo al espacio
vectorial dual (M:,; f  M;)• .

DEMOSTRACIÓN . (i): Definamos ef, : T:e X - (M:e/M;t como sigue: Si 
v E Tr X, entonces v : Ex,r - IR es una funcional lineal tal que su restricción 
a Mr � Ex,r se anula en M; ya que M; está generado por los productos
f · g, con /, g E Mr , i. e. ,  f(x) = O = g(x), y como v es derivación, entonces: 

v(fg) = f(x) · v(g) + v(g) · g(x) = O,

" 
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y así v induce una funcional lineal v : M,:f M; -+ IR. Se define entonces 
<p :  Tx X -+  ( Mx /M';t como </J(v) := v lM., · Claramente <p es  lineal. 

(ii ) :  Recíprocamente, se define t/J : (M:z: /M';)* -+ T:z: X como sigue: 
Dada m E ( MdM;)*,  t/J(m) := Vm E Tx X es la derivación definida, para 
/ E Ex,x , como: 

Vm (/) := m( [f - f(x)]) 

donde /( x )  es el germen constante y [/ - /( x )] es la clase lateral del germen 
f - f(x) E M., en el espacio cociente Mx /M; . Entonces: 

(a) :  Vm : Ex,x -+ IR es lineal ya que m lo es.
(b) :  Vm satisface la regla de Leibniz ya que

vm (fg) = m( [fg - J(x)g(x)])
m([(f - f(x))(g - g(x)) + f(x)(g - g(x)) + (! - f(x))g(x)] )
m([/ - f(x)] [g - g(x)]) + f(x)m[g - g(x)] + g(x)m[f - J(x)]
O + f(x)vm (g) + g(x)vm (f) 

tlm (/)g(z) + J(x)vm (g) . 

(iii ) :  Es claro que <p y tp son inversas una de la otra . Q.E .D.

Usando este lema, se tiene que 

dima T., X = dimx(Mx /M;)* = dima( Mx /M;)

y así es suficiente probar la siguiente proposición, pero antes introducimos 
la siguiente definición : 

Definición 4.16 Si X es una variedad diferenciable, x E X es un punto,
y f : U -+ R es una función diferenciable en una vecindad U del punto x,
la diferencial de f en x es el elemento 

dfl:z: := f - f(x) E M:z: /M; 

Obsérvese que la diferencia f - f(x) E Ex,x claramente se anula en x, i .e., 
f - f(x) E Mx, y así su diferencial es su clase módulo M; . 

Proposición 4 .17  Sea X una n-variedad diferencial y sea x E X un
punto. Entonces, 

dima(M., /M;) = n = dimX.

DEMOSTRACIÓN . Sea (U, </J) una carta coordenada alrededor de x E X,
<p = ( x1 , . . .  , xn) : U � X -+ Rn. Así, se tienen n funciones reales alrededor
de x E X :  

X¡ : u �  X -+  IR

= 
= 

= 
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y podemos considerar sus gérmenes x; E Ex,., , 1 � i � n, y las diferencias
x; - x; (x) E Ex,., que claramente se anulan en x nos definen n gérmenes 

dx¡ := x; - x;(x) E M., � Ex,.,. 

Probaremos que sus clases son una base de M., /M; : 

( 1 )  Generan: Sea f E M., y consideremos un representante (J, W] del 
germen /, J :  W � X -+ JR, y consideremos la expansión de Taylor de la
función j o  <t,- 1 : <f,(U n W) � ]Rn -+ lR alrededor del punto ef,(x): 

n o(J o <t,- 1 ) 
n 

f - f(x) = ¿ ou · l �(x)(X¡ - x;(x)) + ¿(x; - x;(x))(x; - x;(x))h
i=l  • i ,j 

con h de clase C00
• 

Ahora, como f E M - X, entonces f(x) = O, y así tomando clases
laterales mod(M;) se obtiene: 

n o(J o <t,- 1 ) 2 f = L ou · l,p(x) (X¡ - x;(x)] mod(M., )
i=l  • 

i.e., poniendo a¡ := o(f o <t,- 1 )/ou; j,p(x) E IR, se tiene

n n 
f= ¿ a; [x; - x;(x)]= ¿ a;dx; I., en M.,/M;. 

i=l  i=l  

(2) Independencia lineal: Si I:7= 1 a; (x; - x; (x)] = O en M.,/M; , entonces
I:7=1 a;(z; - x¡(z)) E M; y así 

es decir , ¿ a;(u¡ - u;(ef,(x))) E MJ(x) ' y entonces tomando derivadas par­
ciales con respecto a u; se obtiene 

la última igualdad porque ¿ a¡(u¡ - u¡(ef,(x))) E MJ(x) · Q.E.D.

El haz tangente y el haz cotangente. Si X es una n-variedad dife­
renciable , a la colección de todos los espacios tangentes T.,X ,  x E X ,  se le
puede dar una estructura de variedad diferenciable, y esta nueva variedad , 
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denotada T X, viene equipada con una aplicación diferencial 1r : T X --+ X 
que juega un papel importante en el estudio de la topología y geometría de 
X. Las definiciones formales son como sigue:

TX := LJ T.,X 
z E X  

es la  unión disjunta de los espacios tangentes a X. A los puntos de TX
los denotaremos como pares ordenados (x,  v) donde x E X y v E T.,X. La
proyección natural 

1r : TX --+ X
está definida por 1r(T., ) := x , i .e., 1r proyecta todo un espacio tangente 
T.,X � T X al punto de tangencia x E X. 

La estructura diferenciable que se le da a T X está naturalmente de­
terminada por la estructura diferenciable de X.  Formalmente, s i  A =
{(U, ef>) } es un atlas diferenciable en X, para cada carta (U, ef>) de A, con
ef> = (x1 , . . .  , Xn ) ,  definimos funciones 

i :  7r- 1 (U) � TX -+ lll2n 

como sigue: Para cada (x, v) E 1r- 1 (U) � TX, 

J(x , v) := (xi (x) ,  . . . , Xn(x) ; dxi (v) ,  . . .  , dxn (v)) 

donde x; : U � X --+ IR y dx; : T., X --+ Tz; (z)R = R es la  diferencial de la 
función x; en x E U.  Se prueba fácilmente que: 

(i) i : 1r- 1 (U) � TX --+ V �  IR.2n es biyectiva, con imagen un abierto
V de R2n . 

(ii) Así, la colección

B :=  {J- 1 ( W) : (U, </>) E A y W � R2n es un abierto } 

forma la base para una topología en T X .

(iii) Sea .A la  colección maximal, con respecto a (ii) , que contiene al
conjunto de cartas {( 1r - 1 (U) , i) : (U, ef>) E A}.  Entonces, .A es una
estructura diferenciable en TX. 

A T X, con esta estructura diferenciable, junto con la aplicación ( dife.­
renciable) 1r : X --+ X, se le llama el haz tangente asociado a la variedad 
X .  

Similarmente se define el haz cotangente r• X asociado a X como sigue: 

rx := U (T.,xt 
z E X  

• 

-
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es la unión disjunta de los espacios tangentes duales (Tx X)* 
La proyección natural 

,r• : T* X -+  X 

está dada por: ,r*(Tx X)* = x .  
S i  ( U, <p )  es una carta en X, se define 

como: 

J• (x, v) := (x1 (x) ,  . . .  , Xn(x) ; v(&/&x 1 ), . . .  , v(&/&xn )), 

Mx /M';, 

donde pensamos a v E (Tx X)* como a una funcional lineal v : Tx X -+  �' y 
&/&x i , . . .  , &/&xn es la base de Tx X. 

Procediendo como en el caso del haz tangente, se prueba que T* X es una
2n-variedad diferenciable y ,r• : T* X -+ X es una aplicación diferenciable. 

Si q � O es un entero, las q-formas diferenciales que queremos definir 
serán secciones de haces vectoriales similares al haz cotangente, obtenidos 
con las q-ésimas potencias exteriores de los espacios vectoriales (Tx X)*. 
Recordamos a continuación los conceptos pertinentes de álgebra multilineal. 

Producto tensorial. Sean V y W espacios vectoriales sobre un campo
K. Si L es otro K-espacio vectorial, recordemos que una función bílineal
<p : V x W -+ L es una función que es K-lineal en cada una de sus dos 
variables, es decir, 

(i) : </J(v1 + v2 , w) = </J(v1 ,  w) + </J(v2 , w)
(ii) : qi(.\v, w) = .\ · </J(v, w)
(iii) :  </J( v , w1 + w2) = </J( v, w1 ) + </J( v, w2)
(iv) :  </J(v, .\w) = ,\ · qi(v, w)

para v, v 1 , v2 E V, w, w1 , w2 E W, y .\ E K. 

El producto te�orial de V y W es un K-espacio vectorial que linea/iza en 
forma universal a las funciones bilineales definidas en V x W. En términos 
precisos, el producto tensorial de V con W consiste de un K -espacio vecto­
rial, denotado V©K W,  y de una aplicación bilineal p :  V x W -+  V@W, que
satisface la propiedad universal siguiente : Para cualquier otro K-espacio 
vectorial L y para cualquier aplicación bilineal <p : V X K  W -+ L, existe
una única aplicación lineal J : V ©  K W -+ L que hace conmutar el diagrama
siguiente : 
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L 

1 3 1  

Como e s  usual con objetos definidos por propiedades universales, si el 
producto tensorial de dos espacios vectoriales existe, este es único salvo 
isomorfismo. Para mostrar la existencia del producto tensorial de dos espa­
cios vectoriales la construcción es como sigue: Sean V y W dos /(-espacios
vectoriales y sea M el J( -espacio vectorial cuya base es V x W. En M
consideremos el subespacio vectorial N � M generado por los elementos de 
la forma: 

(i) . ( vi + v2 , w) - ( v¡ , w) - (v2, w)
(ii) :  (,\v , w) - ,\(v, w)
(iii): (v ,  W¡ + tv2) - (v,  tv1 ) - ( v, w2)
(iv): ( v, ,\w) - .X(v, w)

y consideremos el espacio vectorial cociente 

V ©K W := M/N, 

y al epimorfismo canónico 

p : V X w -+  V ©K w, 

cuya imagen denotamos por p(v ,  w) := v © w.  
Nótese que las relaciones que definen al  subespacio N � M son tales 

que al pasar al espacio cociente M / N se vuelven cero y así el epimorfismo 
p : V x W -+ V ©K W es entonces bilineal. 

Para ver que V ©K W y p satisfacen la propiedad universal del producto
tensorial, sea </> : V x W -+ L cualquier aplicación bilineal. Definase J :
V ©  K W -+ L como J( v © w) := </>( v, w).  Que J está bien definida es porque
si (v ,  w)  E N  entonces (v ,  w) es una combinación lineal de los generadores
de N ,  y como </> es bilineal, entonces se anula en estos generadores y así 
se anula en (v ,  w) .  Claramente J es lineal, hace conmutar el diagrama 
correspondiente y es única con esta propiedad. 

L as  propiedades siguientes son inmediatas: 

1: Si V y W son K-espacios vectoriales de dimensiones m y n respecti­
vamente y si { e 1 , . . .  , em } y { !1 , . . . , /n } son bases de V y W, entonces los

V X w___E_.v ®K w 

¡J 
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mn elementos e¡ © /; E V ©K W, 1 � i � m, 1 � j � n, forman una base 
de V ©K W. Se sigue que: 

dimK ( V  ©K W) = dimK V · dimK W. 

2: Si V es cualquier K-espacio vectorial ,  entonces

V ©K K � v. 

3: Si V y W son K-espacios vectoriales, entonces existe un isomorfismo 
natural 

V @K W � W ©K V. 

4: Si U ,  V, W son K-espacios vectoriales ,  se tiene un isomorfismo 
natural 

U ©  ( V © W) � (U © V) © W. 

Estas propiedades se prueban fácilmente, por ejemplo para (3) obsérvese 
que la aplicación ip : V x W -+ W © V dada por ip( v, w) = w © v es bilineal
y así por la propiedad universal del producto tensorial induce un único 
morfismo J :  V ©  W -+  W © V tal que J(v © w) = w © v. Similarmente se
tiene una aplicación lineal 'ef; :  W © V -+  V ©  W tal que 'ef;(w © v) = v © w,  
y se prueba fácilmente que J y 'ef; son inversas una de la otra.

Ahora, usando la asociatividad natural ( 4) del producto tensorial, si V
es un K -espacio vectorial podemos considerar, para cada entero n � 1 las 
potencias tensoriales 

n 
@ v  := V ®K · · · ®K v,

(n factores.) Y para n = O se define ®º V := K .  A los elementos T E  ®" V
se les l lama tensores. 

Tensares alternantes y potencias exteriores. Sea n � 1 un en­
tero y denotemos con Sn al grupos simétrico en n letras, i.e., al grupo 
de permutaciones de un conjunto con n letras. Obsérvese que si V es 
un K-espa.cio vectorial, entonces el grupo Sn actúa en forma natural en 

• 
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la n-ésima potencia tensorial ®n V como sigue: Dada cualquier permu­
tación (J' E Sn se tiene un isomorfismo (J' : ® n 

V -+ ®n 
V definido por

(J'(V¡ @ • • · @ Vn ) := Ve1(., 1 ) @  • · · @ Ve1(1J,. ) ·
Recuérdese ahora que toda permutación (J' E Sn es el producto de trans­

posiciones, y u na permutación (J' se llama par (respectivamente, impar) si 
(J' es el producto de un número par (respectivamente , impar) de transposi­
c10nes. El signo de una permutación se define como 

{ + 1sgn ((J') :=  _ 1
si (J' es par 
si (J' es impar. 

Un tensor T E  ®n V se llama alternante si (J'(T) = (sgn (J') · T  para todo
(J' E Sn . Obsérvese entonces que como el signo de una transposición r es 
- 1 ,  y como toda permutación es el producto de transposiciones , entonces
un tensor T E  ®n 

V es alternante si y sólo si r(T) = -T para todas las
transposiciones T E S'n .

Si u = u1 © · · · © Un E ®n V es un tensor alternante y si u; = u; para
algún i f j, entonces u =  O, ya que si T = (i, j) E Sn es una transposición,
entonces u =  r(u) = (sgn r) · u =  -u y así u =  O (si la característica del 
campo K no es 2). 

En el espacio vectorial ®
n V consideremos al subespacio M t;:;; ®

n V 
generado por los tensores de la forma u 1 © · · · u® ·  · ·©u© ·  · · Un. La potencia
exterior n-ésima de V es el espacio vectorial cociente : 

n n 

/\ V := (Qs) V)/M. 

Si 1r : ®n V -+ /\ 
n V es el epimorfismo canónico, para u1 © · · · ® Un E

®" V usaremos la notación ,r(u1 ® · · ·©un) = : u 1 /\ ·  · · /\ Un . Con la notación
anterior, se tiene: 

1: Si u =  u1 /\ · · · /\ Un E /'( V y si u; = u; para algún i f j, entonces
u = O.

2: En /\ n V se tiene que

U¡ /\ . . .  /\ U¡ /\ . . .  /\ u; /\ . . . /\ Un = -U ¡ /\ . . .  /\ u; /\ . . .  /\ U¡ /\ . . .  /\ Un . 

La parte ( 1 )  se sigue de la definición de potencia exterior, y para la 
p arte (2) se tiene, por (1) , que : 

o = U¡ /\ . . . /\ ( U¡ + Uj ) /\ . . .  /\ ( U¡ + u; ) /\ . . .  /\ Un 

= U¡ /\ · • · /\ U¡ /\ · • · /\ ( U¡ + Uj ) /\ • · · /\ Un 
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+ U1 /\ · · · /\ u; /\ · · · /\ ( U¡ + u;) /\ · · · /\ Un 

U1 /\ · · · /\ U¡ /\ · · · /\ U¡ /\ · · · /\ U
n + Ut /\ · · · /\ U¡ /\ · · · /\ u; /\ · · · /\ Un 

+ U 1  /\ · · · /\ u; /\ · · · /\ u, /\ · · · /\ Un + U1 /\ · · · /\ u; /\ · · · /\ u; /\ · · · /\ Un 

U ¡  /\ · · · /\ U¡ /\ · · · /\ Uj /\ · · · /\ U
n + U1 /\ · · · /\ Uj /\ · · · /\ U¡ /\ · · · /\ U

n 

ya que en la penúltima igualdad el primero y el cuarto sumandos son cero 
por la parte ( 1).  

Proposición 4.18 Sea V un K -espacio vectorial de dimensión n ,  y sea
{ e 1 , . . .  , en } una base de V. Sea p � O  un entero. Entonces,

(1): /'/ V =  O para p > n .  

(2): dimK(Á V) = (n) = '( 
n
� )' para O $ p $ n . p p. n p .  

Y una base para /'t V está dada por

Bp= {e; 1 /\ · · · /\ e;, : l $ i 1 < i2 < · · · < ip $ n}.

DEMOSTRACIÓN . Sabemos que el conjunto B = { e¡ 1 ®· · ·0e;, : l $ i; $ n}
es una base para ®P V.

Como 1r : @P V ---+ /{ V es suprayectiva y como B genera @P V ,
entonces sus imágenes bajo 1r ,  {e;, /\ · ·  · /\ e;,  : 1 $ i; $ n }  generan a /'/ V. 

(1): Si p > n, para cada generador e; 1 /\ · · · /\ e;, de /'/ V existen al
menos dos subíndices i; = ik con j :p k y así por la observación (1) previa
a la proposición,  el generador e¡ 1 /\ · · · /\ e¡,  = O, i.e., /'/ V = O para p > n .

(2) : Supongamos ahora que O $ p $ n y consideremos a l  conjunto

Bp := { e¡ 1 /\ • · · /\ e¡, : 1 $ i1 < · · · < ip $ n }

y obsérvese primero que este conjunto tiene (;) elementos ya que cada
elemento e¡ , /\ · · ·/\e¡, de Bp corresponde a una sucesión de números i1 , . . .  , Íp 
tales que 1 $ i 1 < · · · < ip $ n, i.e., a un subconjunto de { 1 ,  . . .  , n} de exac­
tamente p e lementos, y el número de estos subconjuntos es precisamente 
(;). Así, una. vez que mostremos que Bp es una base de /'/ V ,  se tendrá
que dima(¡\" V) = #Bp = (;) .  Mostraremos que Bp es, en efecto, una base
de ¡\P V.

(i): Bp genera ¡\P V: Sea v E ¡\P V y sea v E ®P V tal que 1r(v) = v.  
Comq B es una base de @P V,  entonces v se puede escribir como

n 

v= L a¡, ... ¡ , · e; , © · · · © e;,
i i  ... . , i,=l 

= 

= 
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con a¡,  ... ¡ P E K. Y como u =  1f(v), entonces
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de tal forma que si en algún sumando e¡ , ® · · · ® e¡p se tuviera que e;, = e;. 
con j :f:. k, entonces se tendría que e¡ ,  /\ · · · /\ e; ,  = O, por lo que pode­
mos considerar en v sólo aquellos sumandos que no tengan esta propiedad. 
Consideremos entonces al sumando v de v correspondiente:

p 

v := ¿ a; ,. ¡ , · e¡ , ® · · · ® e;, E QS) V. 

Nótese que todavía se tiene que ,r(v) = v E /\,P V.  
Cada sumando de v está dado por un conjunto (i1 , . . . , íp) de exacta­

mente p elementos, 1 � i; � n. Entonces, existe una permutación u E Sp 
tal que (i 1 , . .  , , ip ) = u(i1 , . . .  , ip ) con 1 � i1 < · · ·  < ip � n.

Entonces podemos escribir a v como 

v = ¿ a¡ ,  . . .  ¡ , · e;, ® · · · ® e;, = ¿ a.,(, , ) .. ·<1(i, ) · e.,(, , ) ® · · · ®  e.,(, , )
¡ ,  < · · ·< i ,

y en consecuencia 

V =  ,r(v) 

= 

= 

i i < · · ·<i, 
u(a. , · e,· /\ · . .  /\ e,· ) 

1 1 . . .  ,, 1 p 

u ( ¿ a¡, ... ¡, · e, , /\ · · · /\  e¡,)
í 1 < · · ·<i,

(sgn u) · ¿ a, ,  ... i, · e;, I\ · · · /\ e,,
i 1 < · · ·<i, 

'°' (sgn u) · a. , · e· /\ · · · /\ e·L._¿ l ¡  · · ·1
,, 

1 1 , ,, 

i , < · · ·< i, 

donde cada e, 1 /\ · · · /\ e,, E Bp y (sgn u) · a¡, ... ¡p E K,  y así cada v E /{ V 
es una combinación lineal de elementos de Bp. 

(ii) : Bp es linealmente independiente: En efecto, si 

¿ a; , . . .  ¡p · e ; , /\ · · · /\  e;, = O
i , < · · · < i, 

= 

¿ On(i1 ) ••· n(ip) · en(i 1 ) /1. · · · /1. fn(ip) 

f, <· .. <ip 
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en /it V, entonces levantando la suma a ®P V se tiene que 

¿ a; , . . .  ; ,  · e; , ® · · · ®  e ;,  E M
i , < · · · < i , 

donde M es el subespacio de ®P V de la definición de /\P V .  Se sigue que 

¿ a¡, . . .  ¡ , · e ; , ® · · · ®  e,, = ¿ b; , . . .  ; ,  · e; , ® · · · ® e;,
i , < . .  ·<i , 

donde en cada sumando del lado derecho existen índices s f. r tales que 
e;. = e; , por definición del subespacio M .

En particular , todos los generadores del lado derecho son distintos de los 
generadores del lado izquierdo ya que para estos se tiene que i 1 < · · · < ip.
Así, en ®P V se tiene que 

¿ a, 1 . . .  ,, · e ¡ , © · · · ®  e¡,  - ¿ bj , . . . ;, · eJ , ® · · · © e;, ::: O
i , < · · · < i , 

con generadores distintos entre sí . Y como B = { e.1; 1 • . • e.1;, } es una base
de ®P V, se sigue que todos los a, , ,  ... ,,, = O y todos los b; , . . . .  ,; , = O y así
Bp es linealmente independiente. Q.E. D. 

Para aplicar lo anterior al estudio de las variedades diferenciales tenemos 
que considerar , por supuesto, los espacios tangentes a la variedad. 

Sea X una n-variedad diferenciable y sea q 2:'. O un entero. Para cada 
punto p E X consideremos el espacio cotangente (TpX)" y sus q-ésimas 
potencias exteriores /\9(TpX)*. Por (4 .1 8 ) ,  si q > n = dima (TpX)" = 
dim X se tiene que /\9(Tp X)* = O ,  y para q � n, en la notación de la
demostración de la proposición ( 4 .1 7 ) ,  si ( U, 4J) es una carta coordenada 
alrededor de p E X, 1J = ( x 1 , .. . , Xn ) : U � X --+ R" , los n gérmenes

dx; := x; - x; (p) E (Tp X)*

son una base del espacio vectorial (Tp X)* .  Así , por ( 4.1 8) ,  una base para 
/\ 9(Tp X)* está dada por los e lementos de la forma dx¡ , /1. · · · /1. dx,. con
1 � i1 < · · · < i9 � n ,  y d.ima(/\9(Tp X)") = (;) . 

Ahora , si X es una variedad holomorfa, por ejemplo una superficie de
Riemann, la estructura compleja de X nos provee de otra base para el
espacio (Tp X)". Por simplicidad describiremos esta base sólo para el caso 
cuando X es una superficie de Riemann. 
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De nuevo, sean p E X un punto y (U, z) una carta coordenada (com­
pleja) alrededor de p. Separando z en sus partes real e imaginaria escriba­
mos z = x + iy : U � X - (C y consideremos a la  gavil la E de funciones
diferenciables en X. Además de las derivadas parciales 

a a 

ax
, 

ay 
: C(U) - E(U) 

se tienen l os operadores diferenciales 

Ahora, como las funciones z = x + iy y z = x - iy están en E(U) y
claramente l os gérmenes z - z(p) y i - i(p) se anulan en p, i.e., pertenecen
a .M,, � Ex,p , entonces tiene sentido el considerar sus diferenciales en p 

El resul tado siguiente, que incluye a la proposición (4. 17), nos dice que 
dz y di también forman una base de (T,,X)" .

Proposición 4.19 Sean X una superficie de Riemann, p E X un punto y(U, z) una carta coordenada compleja alrededor de p. Escribamos z = x + iyseparando a z en sus partes real e imaginaria. Entonces, 
{1): Las diferenciales dx y dy forman una base del espacio cotangente 

(Tp X)° .

{2): Similarmente, las diferenciales dz y di forman una base de (TpX)" .

(3): Más aún, si f es un germen diferenciable en p, entonces 
a¡ (p) · 0dx + a¡ (p) . dyax oy 
a¡ 

(p) . dz + ª�(p) . di.
az az 

DEMOSTRACIÓ N .  La parte (1) se demostró en (4 . 17) y la parte (2) es simi­
l ar. Para l a  parte (3), supongamos que f E Ex,,, . Entonces, expandiendo 
f en serie de Taylor 

a¡ a¡ f - f(p) = ax (p) · (x - x(p))  + 
ay 

(p) · (y - y(p)) + t/;

= 
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donde t/J E M; . Reduciendo módulo M; se obtiene 

af af dp / := (/ - f(p)) mod M; = ax (p) · dx + ay (p) · dy
y similarmente para la base dz, di. Q.E.D. 

Los básicos dz y di de (TpXt generan subespacios vectoriales de di­
mensión 1.  Si escogemos otra carta coordenada (U' ,  z') alrededor de p E X,se  tiene otra base dz' y dz' de (TpXt. Sin embargo, observemos que para las funciones z' , z' : U' --+ C, escribiendo z' = u + iv y z' = u - iv, se tiene 

az' (p) az 

y similarmente 

y 

! (� (z' )  - i � (z' )) (p)2 ax ay 
! (� (u) + i � (v) - i� (u) - i2 �(v)) (p)2 ax ax ay ay 
! (( au + ov ) + i( OV _ ( 8u )) (p)2 ax ay ax ay 
a E C 

! (� cu - iv) + i�(u - iv)) (p)2 ax ay 
! (e au + av ) _ i( av _ ( au )) (p)2 ax ay ax ay 
a E C 

ya que z' = u + iv es holomorfa, i .e., está en el núcleo del operador deCauchy-Riemann a¡az. 
Similarmente, 

= - -

= 

~~(p) - ~ (:x(u+iv)+i:y(u+iv)) (p) 

- ! (<ªu - av) + i(av + (ªu)) (p) 
2 ax ay ax ay 

- o 
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F inalmente, usando (4.19)(3), 

oz' oz' oz' dz' = 8z (p) · dz + 
oi 

(p) · dz = 8z (p) · dz = a · dz 

y similarmente 
dz' = a . dz. 
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Se sigue que los subespacios vectoriales de dimensión 1 generados por 
dz y dz no dependen de la elección de la coordenada local (U, z) alrededor 
del punto p E X .  Usaremos la notación

T¡ ·º := C · dz y r¡, 1 := C · dz

para estos subespacios de (Tp X)*. Así, por construcción 

(Tp X)* = T¡ ·º EB r:• 1 . 
A los elementos de TJ ·º (respectivamente , r¡, 1 ) se les llama vectores cotan­
gentes de tipo ( 1 , 0) (respectiva.mente, (O, 1)). 

Para cada germen f E E:x,p se definen d�f E TJ ·º y d;f E ri, 1 mediante
la regla 

es decir, 

d�f := !� (p) · dz y d�f := !� (p) . dz 

Definición 4.20 Sea U � X un abierto de una superficie de Riemann X. 
Una 1-forma diferencial en U es una función 

w :  U -+  LJ (Tp X)*
pE U 

tal que w(p) E (Tp X)* para cada p E U.  
S i  w(p) E TJ ·º (respectivamente, ri• 1 ) para todo p E U,  diremos que w

es una 1-forma de tipo (1, O) (respectivamente, (O, 1)). 

Ejemplo (1): Sea f E t:(U)  y definamos

df : U ..... LJ (Tp X)*
pEU 

como (d!)(p) := dp f E (TpX)* . Claramente df es una 1-forma.
Similarmente, para / E t:(U), las funciones

d'f :  U -+  LJ (Tp X)* y d"f : U ..... LJ (Tp X)*
pE U pE U 
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dadas por (d' f)(p) := d�f y (d" /)(p) := d�f son 1-formas de tipos ( 1, O) 
y (O, 1 )  respectivamente . 

Obsérvese que una función / E E(U) es holomorfa si y sólo si d" f = O.

Ejemplo (!!): Si w es una 1-forma en U � X y sí f : U -+ e es cualquier
función, entonces la aplicación 

fw : U -+  LJ (TpXt 
pE U 

definida por (/w)(p) := /(p) · w(p) es, también, una 1-forma en U. 

Obsérvese ahora que si (U, z)  es una carta coordenada de X, con z = 
x + iy, entonces, por (4.19), toda 1-forma w en U se puede escribir de la 
forma 

w f · dx + g · dy
</J · dz + tp · di 

donde las funciones /, g, <P, tp no necesariamente son continuas en general .

Definición 4.21 Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X .  Una 
1-forma w en Y se llama diferenciable si con respecto a cualquier carta
(U, z), z = x + iy, w se puede escribir como w = fdx + gdy en U n  Y ,  con
f, g E E(U n Y).

Una 1-forma w en Y se llama holomorfa si con respecto a cualquier carta 
(U, z), w se puede escribir como w = fdz en U n  Y con / E O(U n Y).

Con las definiciones obvias de suma y producto por un escalar com­
plejo, el conjunto de 1 -formas diferenciales en un abierto U � X ,  denotado 
¿C l )(U), es un e-espacio vectorial. Similarmente, se tienen los subespacios 
vectoriales de [( 1 ) (U) de 1 -formas diferenciales de tipo ( 1, O), denotado por
E1 ·º(U) � [( 1 ) (U), y el subespacio vectorial de 1 -formas diferenciales de
tipo (O, 1 ), denotado por Eº • 1 (U) � &Cl )(U).

En forma similar se tienen los e-espacios vectoriales de 1 -formas holo­
morfas en U ,  denotados nCl )(U). 

Obsérvese ahora que si U � V son abiertos de X,  se tienen restricciones
naturales 

¿( l )(V) -+ ¿(l )(U) 

(similarmente para E 1 ·º, Eº · 1 y nCl )), que hacen que ¿( l ), t: 1 ,0 , Eº · 1 y Q( 1 ) 
sean gavillas de espacios vectoriales en el espacio X .  

= 
= 
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Diferenciales abelianas. Así como se definen las funcjones meromorfas 
como aquellas funciones que son holomorfas salvo por poios (aislados) , po­
demos definir 1-form as meromorfas una vez que tengamos a la mano el 
concepto de polo de una 1-forma w.  Para esto, procedemos como sigue: 

Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X, sea p E Y un punto
y w una 1-forma holomorfa en Y - {p}. Escojamos una carta coordenada 
(U, z) alrededor de p tal que U � Y y tal que z(p) = O .  Entonces, en
U - {p} � Y - {p}, la 1-forma holomorfa w se puede escribir como w = f dz
con f E O(U - {p}). Consideremos ahora la expansión de Laurent. de f
alrededor de p con respecto a la coordenada z: 

00 

f = ¿ Cn Z" . 
n =- oo 

Si Cn = O para toda n < O entonces w se puede extender en forma
holomorfa a todo Y .  En este caso p se l lama una singularidad removible de 
w. 

Si existe k < O tal que ck i- O y en = O para toda n < k, entonces se
dice que w tiene un polo de orden k en p. 

Si hay una infinidad de n < O con Cn f. O ,  se ruce que w tiene una
singularidad esencial en p. 

Definición 4.22 Una 1-forma w en un abierto Y de una superficie de Rie­
mann X se llama una 1-forma meromorfa en Y, si existe un abierto Y' � Y 
tal que: 

(i): w es holomorfa en Y', 
( ii): Y - Y' consiste de puntos aislados,
( i i i): w tiene un polo en cada uno de los puntos de Y - Y' . 

Denotaremos con M( 1 )(Y) al conjunto de todas las 1-formas meromorfas
en Y. Con las operaciones naturales y la restricción usual, M(l )  es una 
gavilla de espacios vectoriales en X. 

Las 1-formas meromorfas en X se llaman diferenciales abelianas. 

Ahora, como dimx(Tp X)* = 2, la 2-potencia exterior

2 

7;2) := /\ (TpX)° 

tiene dimensión 1 por (4. 1 8), y si (U, z) es una carta coordenada alrededor
de p E X, con z = x + iy, entonces dp x A dpy es una base de rJ2). Otra
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base está dada por dpz /\ dpi. El cambio de base está dado por:

(dp(x + iy) /\ dp(x - iy))
(dp x + idpy) /\ (dp x - idpy)
dpx /\ dp x - idpx /\ dp y + idp y /\ dp x - i2 dpy /\ dpy

O - idp x /\ dpy - idpx /\ dp y - O
-2i(dp x /\ dp y)

Definición 4.23 Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X. Una2-forma en Y es una función

w :  Y -+  LJ rJ2l,
pEY 

tal que w(p) E rJ2l para cada p E Y .  
Una 2-forma w en Y se llama diferenciable si se puede escribir como :

w = f · dz /\ di

con f E t:(U n Y), para cualquier carta (U, z) en X. Aquí w = fdz /\ di
quiere decir que w(p) = / (p )dp z /\ dp i para todo p E U n Y. 

Con las definiciones naturales, el conjunto t;(2l(Y) de 2-formas diferen­
ciables en Y,  es un espacio vectorial, y con las restricciones usuales, se tiene
una gavilla, denotada por &(2) ,  la gavilla de 2-formas diferenciables en X. 
Ejemplo 1: Si w 1 , w2 E &( 1 )(Y) son 1-formas, entonces se tiene una 2-forma
W1 /\ w2 E t:<2)(Y) definida por 

para todo p E Y.  
Ejemplo 2: Si f E t:(Y) y w E t:<2)(Y ) entonces se tiene otra 2-forma
fw E t:<2l(Y ) dada por 

(fw)(p) := f(p)w(p) , 

para todo p E Y .  

= 
= 
= 
= 
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4.2  Cohomología de Cech 

En esta sección asociamos a un espacio topológico X y a una gavilla ( de 
grupos abelianos) F en X, grupos de cohomología H9(X, F) que son razo­
nablemente fáciles de computar en el caso que nos interesa, (X paracom­
pacto) y coinciden en ese caso y cuando F es la gavilla constante, con los
grupos de cohomología singular usuales. 

Estos grupos de cohomología serán una herramienta poderosa para el 
estudio de las superficies de Riemann como veremos en el capítulo siguiente. 

Comenzamos asociando a cada cubierta abierta U = { U a }  A de X y a
cada gavilla F en X, grupos Hq (U, F) tales que para q = O recuperan las 
secciones globales de F, i.e., Hº(U , F) � r(X, F);  después veremos que , 
con el orden natural en las cubiertas abiertas de X ,  los grupos Hq ( -, F) 
forman una familia directa y así, al considerar su límite directo tendremos 
grupos de cohomología asociados a X y a F, los grupos de cohomología de 
éech j¡q (X, F). 

Cohomología de una cubierta: Sea X un espacio topológico. Recorde­
mos que una cubierta abierta de X es una familia de abiertos U = { U ex } ,  
U0 � X tal que su unión es X .  

Sea F una gavilla ( de grupos abelianos) en X.  Para definir los grupos
de cohomología H9(U, F) asociados a U y a F, q 2:'. O un entero, definimos 
primero los grupos de cocadenas y los operadores cofrontera: 

Cocadenas : Asociado a una cubierta U = { U0 } aE A de X y a una gavilla F 
en X,  está un complejo simplicial, el nervio N(U) de la cubierta U, definido 
como sigue: 

( i ) :  Los vértices de N(U) son los abiertos Ua E U. 

(ii) :  Los q-simplejos de N(U) son las (q + 1 )-adas de abiertos : 
(Ua0 , • • •  , U09 ) con (ao, . .. , aq ) E Aq+ l _

El conjunto de q-simplejos de N(U) lo denotamos por N9(U). 

Definición 4.24 Sea q 2:'. O un entero. Una q-cocadena de U con coeficien­
tes en la gavilla F es  una función f : N9(U) -+ { secciones de F} que asocia 
a cada q-simplejo u = ( U00 , • • .  , U0

9
) E N9(U) una sección f(u) E f( lu l ,  F),

donde lu l  := uªº n . . .  n u Clq . 

Al conjunto de q-cocadenas lo denotamos por C9(U,  F). Así, 

C 9 (U , F) := { ! : N9 (U) -+ LJ F(u) : f(u) E F(u) } .  
'ufN9(U) 
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Es claro entonces, que para q 2:. O, 

II F(Ua0 n · · · n Ua. ),

y como F es una gavilla  de grupos abel ianos, entonces el producto directo 
Cq (U , F) también es un grupo abeliano para cada q 2: O (la suma de dos 
q-cocadenas se hace componente a componente).

Definición 4.25 Los operadores cofrontera

6 :  Cq(U, F) -+ cq+ 1 (U, F)

se definen como sigue: Dada una q-cocadena f E C9(U ,  F),  f>J E C9+ 1(U, F)
es l a  ( q + 1 )-cocad en a dada por: Si u = ( U 00 , . • .  , U ª•+J E Nq+ l  (U) es  cual-
quier (q + 1 )-simplejo, pongamos Uj = (U 00 , • • •  , fJ Cij , • • •  , Uª•+, ) donde {j 0, 

quiere decir que se omite ese abierto, y entonces de define 

q+ l 
(6/)(u) := ¿(- l)i f(u; ) l i al  

j :=0 

donde /(u; ) l 1 a 1 significa la  restricción ( en la gavilla F) de la  sección /(u; )
de F(lu; 1 ) al abierto "más chico" lu l , y así /(u; ) l 1 a 1 E F(lu l ) como se
quería, i.e., 6/ E C9+l (U, F) .

Es claro que: 

( 1 ) :  6 : Cq(U, F) -+ Cq+l(U,  F) es un homomorfismo de grupos, i.e.,
6(/ + g) = 6 / + 6g. 

(2) : Un cálculo directo muestra que

6 0 6  = O.

{3): En consecuencia, se tiene un co-comp/ejo de grupos abelianos: 

Cº(U, F) !.+ C1 (U, F) !.+ c2(u, F) -+ · · · -+  C9(U, F) -+ · · · .

( 4) :  Como es usual, se definen los grupos de cocic/os y cofronteras: 

(i) :  q-cocic/os: V(U, F) := Ker (Cq(U, F) !.+ Cq+ l(U, F)).

(ii): q-cofronteras: B9(U, F) := Im (Cq- 1(U, F) !.+ C9(U,  F) .

De la observación (2) se sigue que Bq (U, F) � zq (U, F) para toda q 2: l .  
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Definición 4.26 Sea q � O un entero. los q-ésimos grupos de cohomologíade la gavilla F con respecto a la cubierta U de X son : 

Hq (U , F) := V(U, F)/B9 (U , F)

si q � 1 ,  y 
Hº (U , F) := Zº (U, F)

si q = O. 
El lema siguiente identifica los 0-ésimos grupos de cohomología: 

Lema 4.27 Para X, U, F como antes, se tiene Hº (U , F) � f(X, F).

DEMOSTRACIÓN . Por definición, 
Hº(U , F) := ker (Cº(U, F) � C1 (U , F)) .  

Ahora, dada / E Cº(U , F) ,  {)f E C1 (U, F) es la 1-cocadena dada por: 
(6f)(Ua0 , Uo:1 ) := f(Uao ) lu .. 0 nu .. , - f(UaJlu .. 0 nu .. 1 

y así, / E ker 6 si y sólo si para todo par (U00 , U0 i ) se tiene que 

es decir, si y sólo si las secciones f(U 0 , )  se pueden "pegar" para definir una única sección global (ya que F es gavilla) g E f(X, F) tal que ulu .. = 
/(U0; ) . Entonces se define efJ : Hº(X, F) - f(X, F) como ¡p(f) :=· g .Claramente <f, es un homomorfismo biyectivo Q.E.D. 

Para cálculos en dimensiones bajas conviene escribir los operadores co­frontera 
6 :  Cº (U , F) - C1 (U, F) 

y 

en forma explícita: 
(i) :  Dar una 0-cocadena f E Cº(U, F) es dar una sección /(U0 ) E 

r( U o: ,  F) por cada abierto U o: E U .  Así podemos usar la notación f = (! 0 ) para indicar que /(U0 ) = /0 E f(U0 , F) .  
Similarmente, dar una 1-cocadena g E C1 (U , F)  es dar una seccióng(U0 , Up ) E f(U0 n Up , F) por cada par (U0 , Up ) de abiertos de U.  

6: c 1(u, F) ..... c 2(u, F) 
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Usaremos la notación g 
f(Ua n Up , F). 

Capítulo 4 . Cohomología de Gavillas 

(ga p) para indicar que g(Ua , U13 ) = 9af3 E

Análogamente para las 2-cocadenas, etc. 

(i i) :  Como vimos en la demostración del lema previo, una 0-cocadena 
f = (/a ) E Cº(U, F) es un O-cocido si y sólo si las secciones fa E f(Ua , F) 
y /p E f(Up , F) coinciden en las intersecciones Ua n Up, para cada par de
abiertos Ua y U13 de U .  

(iii ) :  Ahora, dada una 1-cocadena g = (ga p) E C 1 (U , F )  s u  cofrontera
es la 1-cocadena 8g E C2(U, F) dada por: 8g = ( h013-, ) donde hap-, : =
g13-, - 9a-, + 9a p E f(Ua n Up n U"' , F). 

(iv ) :  Así, la 1-cocadena g = (ga p) E C 1 (U, F) es un 1 -cociclo si y sólo
si 9a-, = 9af3 + g13-, en Ua n Up n U-, . 

(v) :  Una 1-cocadena g = (ga p) es una 1-cofrontera si y sólo si existe
una 0-cocadena f = ( fa) E Cº (U , F) tal que para todo z E U a n U {3 se tiene
que 9a p(z) = /p(z) - fa(z).

Los grupos de cohomología H9(U,  F) dependen, en su definición, de la
cubierta U de X. Si querernos grupos de cohomología asociados a X, debe­
mos primero hacer variar estas cubiertas y ver lo que sucede. La variación 
que nos interesa es la natural: "refinar" las cubiertas. 

Definición 4.28 U na cubierta V = { Vp } B  de un espacio X se dice que
es más fina que otra cubierta U = {Ua } A denotado V S U, si todo Vp 
está contenido en un U a ,  i .e., si existe una función µ : B --+ A ( entre los
conjuntos de índices) tal que para todo (3 E B se tiene que Vp � U µ(fJ) . A 
una tal función µ : B --+ A se le llama un refinamiento. Por supuesto que 
la cubierta V puede refinar a otra cubierta U de varias maneras, i .e., por
diferentes funciones µ : B --+ A.  

Lema 4.29 Si µ : V --+ U es un refinamiento de  cubiertas de  X, entonces:

(1 ): µ induce un homomorfismo de complejos de cadena:

(2): Y así, µ+ induce homomorfismos de los grupos de cohomología:

= 
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DEMOSTRACIÓN. ( 1) :  µ+ : C9(U, F) -+ C9(V, F) se define como sigue:

Dado f E C9(U, F), µ+ (!) E C9(V, F) está dado por:

µ+ (!)(Va, . . .  , V9 ) := f(µVa, . .. , µV9)lvon . . nv9 , 

obsérvese que como v; � µ V; entonces Va n . . .  n V9 � µ Va n . . .  n µ V9 . 

Claramente µ+(! +  g) = µ+ (!) + µ+(g), y los cuadrados

C9(V, F) 

conmutan ya que para f E C9(U, F) y para todo (Va, . . .  , V9+ 1 ) E N(V) se
tiene : 

(µ+ o ó)(f)(Va , . . .  , V9+ 1 ) = (óf)(µVa, .. . , µ V9+ 1 )

(2): Se sigue de (1). Q.E .D.  

q+ l 

¿( - l)i f(µVa , . .. , µVj, .. . , µV9+ 1 )
i =º 
q + I 
¿(- l)i µf(Va, . . .  , Vj , . . .  , Vq+ i )
j =a 

(ó o µ+)(f)(Vo, .. . , Vq+ i)

El lema siguiente nos dice que aun cuando V puede refinar a U de varias 
formas, en cohomología los morfismos inducidos son iguales : 

Lema 4.30 Si µ, v : V -+ U son dos refinamientos cualesquiera entre cu­
biertas de X ,  entonces 

DEMOSTRACIÓN: Mostraremos que los morfismos de complejos 

Cq(U, F) ó cq+ 1(u, F) 

µ+¡ ¡µ+ 

8 
Cq+ 1(V,F) 

= 

= 
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son homótopos, i.e . ,  mostraremos que existen morfismos 

tales que en el diagrama 

se tenga que: µ+ - v+ = 8os+so8 : C q (U, F) -+ Cq (V, F). Las homotopías 
s se definen como sigue:

(i) :  Si q = O, como cq- 1 (V, F) = O (ya que q - 1 < O) se tiene que
definir s :  Cº {U , F) -+ cq- 1 (V, F) = O como s = O.

(ii) :  Si q > O, dada f E C q (U, F) y u =  ( Vo , . . .  Vq_ 1 ) E N(V) ,  se define
sf E cq- 1 {V, F) como: 

q- 1 

(sf)(u) := ¿(- 1)" f(µVo , . . .  , µVi: , vVi: , . . . , vVq - 1 )
k=O 

(nótese que al repetirse k se añadió un vértice más al simplejo). 
Es claro que s es un homomorfismo. Para poder probar que es en efecto

una homotopía, conviene considerar la siguiente función 

dada por 
ef>.1: (Vo , . . .  , Vq ) := (µVo , . . .  , µVi: , vVi:, . . .  , vVq )

donde O � k � q - l .  
Nótese que como V; � µ V;  y V; � vV;,  entonces lrr l  � lef>.1:rr l . Y ob­

servemos que si <r; := (Vo , . . . , V; ,  . . . , V9 ) entonces directamente se prueba
que: 

ef> ( · ) _ { (ef>.1:rr);+1 si O �  k < j � q - 1
k u, - (ef>.1:+i rr); si O �  j � k � q - 2

por ejemplo, en el primer caso O � k < j � q - 1, se tiene que :
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</>1:(<1; )  = </>1:(Vo, . . .  , Vj ,  . . .  , Vq ) (µVa, . . .  , µ Vi, ,  11 Vi:,  . . .  , 11 V; ,  . . . , 11 Vq)
(</,1:<1); + 1 

ya que se aumentó un lugar al repetir el índice k en µVi, y 11Vi,.  Usando 
esta función </,1:, la homotopía s está definida por:

q- 1 

(sf)(<1) := ¿(- 1/ f(<Pk <1)l a -
k=O 

Si ahora calculamos, para toda / E C9(U, F) y para todo " E N9(V): 

q- 1 
(s o 6 )(1)( ") = ¿(- 1 )k ( 6 !)( <Pl: <1)

k=O 
q- 1 q 

= í: E<- 1  )k +i 1ccefi1:<1)j )
k=O j=O 

y por otra parte: 

(6 o s)(/)(<1) 
q q q- 1 

E<- 1)i csn<"i ) = E ¿(- 1)i +k t(<Pk"i )
i=O j :0 1::0 
q-2 q q-2  q- 1 

E E (- t )i +l:+ 1 
t(ef>1:<1); + E E (- 1)i H +1 t(<Pk ")

l::Oj=l:+2 j=O k=j t l  

(por definición de  ef¡1,: ) .  Y sumando estas dos ecuaciones se obtiene: 

(s6)(!)(<1) + (6s)(<1)
q- 1 q - 1  

¿ (- 1)i +k
t(<P1:<1); + E (- 1i +1c t(<P.1: ");

k=O k=O 
i =k i =k+l  
(ya que los otros términos se cancelan) 
q - 1  

¿ f(µVo,  . . .  , µVi: - 1, vVi,, . . .  , 11Vq )
.l:=O 
q - 1 

- ¿ f(µVa, . . .  , µVi,, vVi:+ 1, . . .  , 11V9 )
.1::0
f(µ Vo, . . .  , µ V9 ) - f(vVo, . . .  , vV9 )

µ+ /(<1) - v+ /(<1) .

= 
= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 
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Y así, sb + bs = µ+ - v+ como se quería probar. 

(iii) :  Finalmente , obsérvese que si f es un cocido (i.e. , bf = O) entonces 
µ+ f - v+ f = bsf y así los cocidos µ+ f y v+ f difieren por una cofrontera 
8 (sf) , i.e., representan la misma clase de cohomología en fl9 (V, F) ,  i.e., 
µ• (!) = v• (!). Q.E.D. 

Los morfismos µ• son transitivos : 

Lema 4.31 Si W � V � U son cubiertas de X con refinamientos o : W -+ 

V, /3 : V -+  U, entonces /3 o o : W -+  U es un refinamiento, y se tiene que:

DEMOSTRACIÓN : Que /3 o o : W -+  U es un refinamiento es claro, ya que
para cualquier W, E W se tiene que W; � o W, E V y así o W¡ � /3( o W, ) E 
U ,  i.e., W; � (/3 o o)W,. Para probar la última afirmación, basta probar que ({J o o)+ = o+ o
f3+ :C9 (U , F) -. Cq (W, F). 

Pero esto es claro, ya que dado f E C9 (U , F) y cualquier (W0 , . . .  , W9 ) E
N(W), se tiene que:

f(/3oWo , . . .  , {3oWq ) 
¡3+ (!)(0Wo , . . .  , oW9 )

0+ (¡3+ f)(Wo ,  . . .  , W9 ) . Q.E.D. 

Observación: La colección de todas las cubiertas de X está parcialmente
ordenada por V � U si y sólo si V refina a U, i.e. , existe un refinamiento
µ : V -+ U. 

Más aún, esta colección es un conjunto dirigido ya que si U y V son 
cubiertas de X ,  entonces ambas U y V refinan a la unión U U V ( que es 
claramente una cubierta de X) ,  i.e., U U V �  U y U U V �  V mediante los 
refinamientos U <-+ U U V y V <-+  U U V. 

Corolario 4.32 La colección de grupos de cohomología { H9 (U , F),  µ• } ob­
tenida variando las cubiertas U de X y con morfismos µ• inducida por los 
refinamientos µ : V -+ U, es un conjunto directo. 

DEMOSTRACIÓN : (i) : Por el lema previo, si o :  W -+  V y /3 :  V - U son 
refinamientos, entonces: (/3 o o)" = o• o 13•. 

(ii) : Claramente, si id: U - U es el refinamiento identidad, entonces 
id• : H9(U,  F) - H9 (U, F) es el morfismo identidad. Q.E.D. 

= 
= 
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Definición 4.33 Sea X un espacio topológico y F una gavilla de grupos
abelianvs en X .  Los grupos de cohomología de Cech de X con coeficientes 
en la gavilla F son 

Íf9(X, F) := li!!} H9(U , F).
u 

U na consecuencia inmediata de la definición anterior y del lema ( 4.2 7) 
es: 

flº (X, F) � f(X, F) .  

La sucesión larga de cohomología: Consideremos ahora una sucesión
exacta corta de gavillas sobre un espacio X: 

(1) O -+ F .!+ G J!.+ K -+ O.

Sabemos que para todo abierto U � X se tiene una sucesión exacta :

O -+  F(U) .!+ G(U) Y:+ I<(U) ,  

pero en general , e l  morfismo 1/; no es  suprayectivo. 
Así , en particular para U = X, considerando secciones globales , la su­

cesión ( 1) induce una sucesión exacta de secciones (i.e., en 0-cohomología 
ya que f(X, -) � Ílº (X, -) por la observación después de (4.33):

(2) q, ) "' o - r(x, F) - r(x, G - r(x, I<) .

A continuación veremos cómo, con ciertas restricciones en el espacio 
X {por ejemplo X Hausdorff y paracompacto), los grupos de cohomología 
Íf 9 (X, -) extienden la sucesión (2) a una sucesión exacta larga, i.e., los
grupos Íf9(X, -) proveen una "medida" de la inexactitud de (2). 

La restricción a espacios Hausdorff paracompactos no es grave, ya que 
por definición toda variedad compleja lo es. 

Recordemos que un espacio Hausdorff X se l lama paracompacto si toda 
cubierta abierta U = { U a} de X tiene un refinamiento localmente finito,
i.e., existe un refinamiento V = {Vp} de U = {Ua} tal que cada punto
x E X tiene una vecindad abierta W que intersecta a lo más a un número
finito de los Vp. 

Primero extendemos los morfismos entre los grupos de secciones r( X, -)
inducidos por morfismos de gavillas <p : F -+ G (i.e , <p : f{X, F) -+ 
f(X ,  G)) a morfismos entre complejos: 

.. 
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Lema 4.34 Si <() F -+ G es un morfismo de gavillas y U = { U 01 } es
una cubierta de X entonces, para todo f E Cq (U, F) si definimos <()(/) E
Cq (U, G) como <()(/)(Uo, . . .  , Uq) = <()(/( Uo , . . .  , Uq)), entonces se tiene unmorfismo de complejos 

<() :  c· (u, F) -+ C* (U, G) . 

DEMOSTRACIÓN : Claramente, para cada q � O, la función <() : Cq (U, F) -+
Cq (U , G) es un homomorfismo de grupos. 

Sólo falta ver que conmuta con los morfismos cofrontera é : Cq (U , -) -+
cq+l (U, -) , i.e., queremos probar que los diagramas siguientes conmutan:

En efecto, si f E C9 (U, F) y (U0 , . . .  , Uq+1) E N(U), entonces 
q+ l  

é o <()(/)(Uo , . . .  , U9+1) = ¿)- l)i <()f(Uo, . . .  , U; , . . .  , U9+1)
j:O 

= <() (f ( - 1); J(Uo ,  . . .  , U; , . . . , U9+1 )
,=o 

<() o é(f)(Uo, . . .  , Uq+1).

Corolario 4.35 Si <() : F -+ G es un morfismo de gavillas y U es una
cubierta  de X ,  entonces <() induce morfismos en cohomología 

<() :  H9 (U , F) -+ H9 (U, G). 

Teorema 4.36 (Sucesión Exacta de Cohomología) Sea X un espacio
Hausdorff paracompacto y sea O -+ F � G .!... K -+ O una sucesión exacta
corta de gavillas en X .  Entonces, existe una sucesión exacta larga de grupos 
de cohomología: 

O -+  Ílº ( X, F) � Ílº (X, G) .!... Ílº(X,  K) � Íl 1 ( X, F) � iI 1 ( X, G) -+ . . . .

= 
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DEMOSTRACIÓN: La idea. ele la demostración es la siguiente: Usando la 
sucesión exacta corta de gavillas 

( 1 )

queremos producir una sucesión exacta corta de complejos 

(2) o - C* (U , F) :!.. C*(U , G) .!. C* (U , I<)  - O

para cada cubierta U =  {U0 } de X. 
Después , argumentos usuales de álgebra homológica nos producirán la 

sucesión larga deseada. 
Sin embargo, la sucesión de complejos (2) no es en general exacta, ya 

que si recordamos que por definición 

C9 (U , L) := II L(Ua0 n · · · n Ua. )

para cualquier gavilla L sobre X .  Así, para producir (2), como el producto
directo es un funtor exacto , bastaría saber que para todo abierto U � X
(digamos U = U00 n · · · n U0. )  se tienen sucesiones exactas cortas:

O - F(U) :!.. G(U) Ji. I<(U) - O,

pero esto es precisamente lo que falla en general y así (2) no es exacta en 
general. Para tratar de remediar esta situación , recordando que la sucesión: 

(3) O - F(U) :!.. G(U) .!. I<(U) ,

sí es  exacta en general , y lo  que falla es  la  suprayectividad de tp, si en lugar 
de K(U)  se toman las imágenes de t/;, K(U) := Im ¡p � I<,  entonces sí se
tendrían sucesiones exactas cortas: 

(4) "' "' -O - F(U) - G(U) - I<(U) - O.

Hagamos pues esto primero y luego nos entendemos con la identificación 
de los grupos de cohomología del complejo que resultará de los K.  

Ahora, l a  sucesión exacta de gavillas ( 1) induce sucesiones exactas: 

(5) o - C9 (U ' F) :!.. C9 (U' G) Ji. C9 (U ' K)

ya que e l  producto directo es un funtor exacto y en vista de (3). 

,p G "' 0-+F-+ -+K-+O 
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Claramente las imágenes f:q (U , K) := Im t/; � Cq (U , K) forman un
subcomplejo, y así de nuevo se tiene una sucesión exacta corta de complejos: 

(6) o --+  c· (u ,  F) � C* (U ,  G) !.. C*(U, K) --+ o.

Y entonces, como es usual, (6) induce una sucesión exacta larga de 
cohomología: 

O -+  Hº(U, F) � Hº(U, G) J:.. Ñº (U, I<) � H 1 (U, F) � H 1 (U, G) J:.. . . .

donde H*(U,  k) es la cohomología del complejo c· (u , K).
Ahora, si V = { V,13 } es un refinamiento de U = { U¡ } ,  µ : V -+ U ,  

entonces µ induce morfismos de complejos µ : C* (U ,  - ) -+ Cº ( V, - )  que
hacen conmutar los diagramas: 

C9(U , K) - O

µ 

En efecto, para ver, por ejemplo, que el primer cuadrado conmuta, sea 
/ E C9(U, F) y ( Vo , . . .  , V9 ) E N(V), entonces:

(µ o ip)(f)(Vo ,  . . .  , V9 ) ip(f(µ Vo , . . . , µVq ) )  
= (ip o µ)(f)(Vo ,  . .  , , Vq ) ,

Ahora, pasando a cohomología µ induce un diagrama conmutativo con 
renglones exactos: 

o-C9 (U,F) <P C9(U, G) t/J 

"l "l 1 
o-C9(V,F) 

<P 
C9 (V, G) 

t/J 
C9(V, K)-0 
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Y así , pasando al límite directo ( que preserva exactitudes) se obtiene 
una sucesión exacta larga : 

O - Hº(X, F) .:!.+ Ñº(X, G) .!+ ÍÍº(X, K) !... H 1 (X, F) .:!.+ · · ..

Nótese que hasta ahora no hemos usado la hipótesis de la paracompa­
cidad de X. Es ahora cuando la invocaremos para identificar a los grupos 
de cohomología Hq (X,  K) con j¡q (X, K) y así finalizar la demostración del
teorema. 

Ahora , recordando que Hq (X,  K) es el límite directo de los grupos de
cohomología del complejo Cq (U , K) y que Hq (X,  K) es a su vez el límite
directo de los grupos de cohomología del complejo Cq (U , K) := ipCq (U , K),
para probar que Hq (X,  K) � H9(X, K) es suficiente probar que dada cual­
quier cocadena f E C9 (U , K) existe un refinamiento µ : V -+ U y una 
cocadena g E C9(V,  G) tal que µf = ipg ,  es decir , veremos que cualquier
cocadena f E Cq (U , G) está, en algún nivel C9 (V, G), en el subcomplejo
C9(V, K). 

Para poder producir este refinamiento µ : V -+ U,  recordemos que 
como X es paracompacto y Hausdorff, podemos suponer que U = { U a}
es localmente finita. También, como paracompacto y Hausdorff implica 
normal ,  entonces la cubierta localmente finita U la podemos "encoger" , 
i.e . ,  existe una cubierta {W0} de X tal que W a � U0 para cada índice o .
Esta cubierta {W0} todavía no es la  que nos sirve .

Ahora, como {W0} es cubierta de X,  dado cualquier x E X podemos 
escoger una vecindad V., de x suficientemente pequeña, tal que

(i): V., � W0 para al menos un o.

Y como U es localmente finita , podemos elegir los V., tales que sólo 
intersectan a un número finito de los Ua , y más aún, eligiendo los V., sufi­
cientemente pequeños podemos suponer que 

(ii): Si V., n W0 f; 0 entonces V., � U a ·

También , como O -+ F .:!.+ G .!+ K -+ O es una sucesión exacta de
gavillas, entonces para todo x E X la sucesión de fibras 

es exacta. 
Entonces, para la cocadena f E Cq (U , K), si tomamos un simplejo

<1 = (Uo ,  . .. , Uq) E N(U) tal que x E lul (y así por (ii) se tiene que
V., � !<11), entonces el germen [/(<1)]., E K,, de la sección f(u) proviene de 
algún germen [g]., E G., ya que ip., es suprayectiva, i.e. , ip., [g]., = [/(u)].,. 
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Es decir, existe una vecindad de x y una sección g en esa vecindad tal que 
'1/J(g) coincide con f(u) en esa vecindad. Escogiendo a V,, suficientemente
pequeña podemos suponer que V,, es esa vecindad, y así g E G(V,,) es tal
que '1/J(g) = J(u)l v 

El refinamient; V deseado se define como sigue: Ponemos V = { V,, } y el
refinamiento µ : V -+ U se define como sigue: Para cada x E X escojamos 
un conjunto µ( V,, ) = U,, E U tal que V,, � Wr � U,, ( esto es posible por 
( i)). Claramente µ : V --.  U es un refinamiento. 

Finalmente, para probar que µf = '1/;g en C9 (V,  K), sea u( V,,0 , • • •  , V,,0 ) E
N(V) cualquier q-simplejo y nótese que 

Como V,,0 n W,, , -:j:. 0, de (ii) se sigue que V,,0 � U,, , para cada í, y
consecuentemente 

Entonces, 

µf(u) f(µV"'º ' · · . , µV:r:. )l 1u 1  
/(U.,0 ,  • • · , U:r:0 )l v .. 0 l i u l 1 

pero como observamos previamente a la definición de la cubierta V, la
restricción 

y entonces 
µf(u) = '1/J(g)l v .. 0 l l u l  = '1/J(g)l ¡ ul · Q.E.D.  

== 
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4.3 Resoluciones Finas y Cubiertas de Leray 

En la sección anterior se definieron los grupos de cohomología de éech, 
Hq(X, F) ,  como límites directos de grupos de cohomología de complejos 
asociados a cubiertas X .  Así, los grupos de cohomología de Cech no apa­
recen como grupos de cohomología de un complejo. 

En el caso cuando X es Hausdorff paracompacto, veremos en esta sección 
que los grupos de cohomología de Cech Hq(X, F) con coeficientes en una 
gavilla F,  se pueden describir como los grupos de cohomología de un com­
plejo que se obtiene al aplicar el funtor secciones globales r(X, -) a una 
cierta resolución "fina" de la gavilla F. La propiedad importante de estas 
gavillas finas es que son cohomológicamente triviales. 

Finalmente, probaremos también, que en el caso cuando X es Hausdorff
paracompacto, en algunos casos importantes ( cuando X tiene una cubierta
de Leray) la cohomología de Cech de X Hq(X, F) se puede leer directamente 
de la cohomología de esa cubierta especial de X, Hq(U, F). 

Particiones de la unidad: Recordemos que si X es Haussdorff para­
compacto, entonces X tiene cubiertas localmente finitas U = { Ua }aeA y
asociadas a estas cubiertas se tienen particiones de la unidad, i .e . ,  existen 
funciones continuas <p0 : X -+ JR+ , o E R tales que:

(i) Para cada x E X, <pa(x) = O excepto a lo más para un número finito
de índices o E A .

( ii) ¿ 'Pa(x) = 1 (la suma e s  finita. por (i)) .
aEA

(iii) La. partición {'PA }aeA está subordinada a la cubierta U =  { Va }aeA,
i .e. ,  ca.da <p0 se anula fuera de algún V E U (al que podemos indicar
por Va) ,  i .e . ,  'Pa l X-Ua = o . 

Definición 4.37 Sea F una gavilla {de grupos abelianos) en X y sea. U =
{ Ua } ae A  una cubierta localmente finita de X .  Una partición de la unidad, 
para la gavilla F, subordinada a la cubierta U, es una familia de morfismos 
de gavillas r¡0 : F -> F tales que: 

(i) r¡0(F% ) = O para toda x E X - Va (la partición está subordinada. a
U).

(ii) ¿ r¡0(s) = s para ca.da. s E F(X).
aEA
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Observación: Como U es una cubierta localmente finita de X entonces 
cada x E X tiene una vecindad abierta V., que intersecta a lo más a un 
número finito de los Ua E U. Así, dada cualquier sección s E F(X ) y un 
punto x E X, sea V., una vecindad con la propiedad anterior . Entonces, 
toda z E V., está sólo en un número finito de Ua, digamos z E Ua , n. · -nUa n ,
y así por (4 .3 7)(i) 1/a(F, )  f. O sólo, a lo más, para a= 0 1 , . . .  , O'n ,

Así, para los gérmenes [s],,  z E V.,, se tiene que r¡0 [s]z =f. O sólo, a lo
más , para O'= 0' 1 , . . .  , O'n , 

Esto significa que la suma en ( 4.3 7)(ii) es finita. 

Definición 4.38 U na gavilla F ( de grupos abelianos) en X se llama fina
si tiene una partición de la unidad subordinada a cualquier cubierta local­
mente finita de X .  

Veamos algunos ejemplos : Sea X una superficie de Riemann.

Ey'emplo l.: La gavilla de funciones continuas Cx es una gavilla fina.
En efecto, como X es variedad, es pa.rac.ompacta y Hausdorff y así dada 

cualquier cubierta abierta localmente finita U = { U O } de X ,  existe una
partición de la unidad {'Po } subordinada a U .  

Usando estas <p0 se definen morfismos de gavillas 1/a : C - C como 
sigue: Sea U � X un abierto. Entonces r¡0(U ) : C(U) - C(U) está dado
por 170 ( U)( s) := 'Po · s (producto de s con 'Po, que está definido ya que
'Po : X - IR+ y s : U --+  C).

Claramente 1/a es, en efecto, un modismo de gavillas para cada a. Fi­
nalmente: 

(i) :  Si x E X - Ua entonces r¡0(C., ) = O ya que para cualquier germen
[s]., E C., , representado, digamos, por (s, U) con x E U, podemos elegir U 
tal que U �  X - U0 y así 1/a [s]., = [r¡0(U )(s)]., := ['Pct · s]., = [O]., = O .

(ii ) :  Sea s E C(X) una sección. Entonces, para toda x E X se  tiene:

L 1/o(s)(x) L('Po · s)(x) = L 'Pa(x) · s(x)
o a o 

s(x) · L <p0(x) = s(x)  · 1 = s(x),
o 

y así ¿0 1/a(s) = s. 

Ey'emplo 2: En general, si X es una Superficie de Riemann, y consideramos
1 · ¡ ¡  c(O) coo c( l ) c(2) c l ,O c0, 1 d O e d'c · ¡ 1 as gav1 as vx = x , vx , vx , vx , vx , e -1ormas 11erenc1a es, -
formas, 2-formas, 1-formas de tipo ( 1, O) y de tipo (O ,  1 )  respectiva.mente 
(ver 4 .21 ). Todas estas gavillas son finas. 

= 

= 
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La demostración es similar al ejemplo anterior usando el hecho de c¡u� 
como X es una variedad diferencial existen particiones de la unidad { cp}
subordinadas a cualquier cubierta localmente finita de X, U = { U a } de tal
forma (y esto es lo importante) que las 'Pa : X -+ JR.+ no sólo son continuas
si no que son C00 , i.e., 'Pa E Cx'.

Así, por ejemplo, para probar que t:� 1 es fina, formalmente procedemos 
como en el ejemplo ( 1):  

Se definen morfismos f/a : t:} 1 
-+ t:� 1 como sigue : Si U � X es un

abierto, TJa(U) : t:� 1 (U) -+ t:� 1 (U) es TJa(U)(fdpi) := (epa · f)dp i ,  (donde
/ E C00(U)). 

Así, como 'Pa E C';, entonces el producto 'Pa f E C00(U).
El resto sigue exactamente como en el ejemplo ( 1). 

El teorema siguiente, la propiedad más importante de las gavillas finas, 
nos dice que estas son cohomológicamente triviales: 

Teorema 4.39 Sea F una gavilla fina en un espacio topológico X y sea
U = { U a }  una cubierta abierta localmente finita. Entonces, para toda q > 
O, Hq(U ,  F) = O .

Consecuentemente, si X es Hausdorff paracompacto y F es una gavilla 
fina en X, entonces para toda q > O, Í!q(X, F) = O.

DEMOSTRACIÓN : La segunda parte se sigue de la primera, ya que siendo 
X paracompacto Hausdorff toda cubierta de X tiene un refinamiento local­
mente finito, y así por la primera parte la cohomología de esta cubierta se 
anula. Pasando al límite directo se sigue que ÍJ9(X, F) = O para q > O. 

Para probar la primera parte: Como F es fina, sea f/a : F -+ F una 
partición de la unidad subordinada a la cubierta U= {Ua }. 

Sea q > O. Probaremos que todo q-cociclo f E Z9(U , F) es una q­
cofrontera. 

Con este fin , para un abierto Ua E U arbitrario y para cada (q - 1)­
simplejo u =  (U0 , . . .  , U9 _ 1 ) E N(U), consideremos al q-simplejo (Ua , u) := 
(Ua, Uo ,  ... , U9_ i), y al morfismo T/a : F(Ua n · · · n U9- 1) -+ F(Ua n · · · n
U9_ i). Entonces , aplicando f/a a la sección f(Ua , ... , Uq- 1) E F(Ua n · · - n
Uq- 1)  obtenemos la sección fa := f/af(Ua, .. . , U9 - 1) E F(Ua n · · - n  U9- 1).

Ahora , como f/a = O en X - Ua , entonces f/a f = O en U - (U n Ua). De 
hecho, el soporte

Supp(/a) := {x E U : [r¡af]., # O} � U n  Ua , 

ya que Supp(/a) es cerrado y si sucediera que para algún x E U n(cerradura 
de U nUa) se tuviera [fa]., # O ,  entonces, en algún nivel (V., , Ua) de tendría 
que para todo u E V., (vecindad de x) [f a]u # O (ya que [fa]., = O {:} en
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Ua 

cualquier vecindad V., de x, suficientemente pequeña, [/ 0] .. = O para todo 
u E V.,),· pero esto no puede pasar ya que si x E frontera de ( U n U0 ) ,

entonces V., n (U - (U n U0 )) i= 0 y allá I a = O y por lo tanto para todo
u E V., n (U - (U n U0 ) )  se tendría [I 0] .. = O.

Se sigue que Supp(/0) s; U n  Ua y así la = O en 0 / ( U n Ua) -
Supp(/a) s; U n  Ua . 

Así, podemos extender la sección la E F(Ua n · · · n Uq- 1 ) por cero a
F(Uo n · · · n Uq- 1) de la forma siguiente:

El abierto U := U0 n · · · n Uq- l  tiene una cubierta abierta dada por:
U1 := U - Supp(/0) y U2 := U n  U0 • (Nótese que U1 es abierto ya que
Supp(/0) es cerrado. Ver la figura anterior) . 

Se tienen secciones / a E F(U2) y O E F(U1) tales que coinciden (i.e., 
fa = O) en F(U1 n U2). Entonces, como F es gavilla, existe una única
sección, denotada 

y llamada la extensión por cero de TJal a Uo n · · · n Uq- 1 ), y tal que:

E¡ .. ¡ (TJa !) lunu .. = TJa f en F(U n Ua)-
Ahora, estas secciones E¡a ¡ (TJa/) definen una (q - 1)-cocadena, deno­

tada 9a E C"- 1 (µ, F) de la forma natural: Dado un (q - 1)-simplejo
u= (Uo, . . .  , U9_ i), entonces se define: 

9a (u) := Ea(TJa /)(Ua , Uo, . . .  , U9- 1) E F(Uo n · · · n U9- 1) .
Observemos ahora que esta (q - 1)-cocadena 9a E C"- 1 (U, F) satisface

que para cualquier q-simplejo u = (Uo, . . .  , U9), si u; := (Uo, . . . , U; , . . .  , U9)
es el q-simplejo que se obtiene al suprimir U; , entonces: 
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q 

¿)- l)j Ua(Uj )J u
j :O 

q 

¿(- l)j Eu,(vaf)(Ua n Uj )lu
i=O 
TJaf(u) - EuÓTJa f(Ua n Uo n · · · n U9 ) ,

esta última igualdad es porque 

Eu(TJaf(Uo n · · · n Uq )
q 

'"' 
·+ 1 � 

+ L..,(- 1)3 T/af(Ua , Ua, . . .  , Uj , . . .  , U9 ) 

i=O 
Eu(TJaf(u)) 

q 
- ¿(- 1); TJaf(Ua , Uo, . . . , U; , . . .  , U9 ) 

j =O

TJaf(u) - Eu(6r¡af(Ua n Ju; I)) 
q 

1 6 1  

1/af(u) - ¿(- l)j Eu, (TJa/)(Ua n lu; I).
j =O 

Se sigue que: 6g0(u) = r¡0f(u) ya que 6 r¡0f = O porque / es un cocido.
Ahora, como esto es cierto para todo ( q - 1 )-simplejo, entonces 

y esto para todo índice a .  

Si ahora definimos g := La g0 E C9- 1(U, F), la suma es finita ya
que para cada índice a y para todo ( q - 1 )-simplej o  u se tiene que g0( u) = O
fuera de U a , y así dado cualquier punto x E X, como existe sólo un número 
finito de abiertos Ua que lo contienen (ya que U es localmente finita), 
entonces sólo en esos U0 es posible que g0 # O y así en la suma los únicos 
sumandos posiblemente no cero son los de estos índices. 

ég,,(u) ,-

= 

= 

= 

= 

= 

ég,, = T/aÍ 
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Finalmente, para todo (q - 1 )-simplejo <1 E N(U),

lig(u) li(¿ 9o(u)) por definición de g 
o 

= L Ógo(u) 
L Vof(u) 

o f(u) 

ya que ,5 es morfismo 
por ( * ) arriba 

ya que { r¡0 } es una particiónde la unidad asociada a F 

y así todo q-cociclo f es una frontera para q > O. Q.E.D. 
El resultado siguiente, después de las necesarias definiciones, nos diceque dada una gavilla cualquiera F sobre un espacio Hausdorff paracompacto

X, usando gavillas finas podemos calcular la cohomología de Óech Í!<J ( X, F)como la cohomología de un cierto complejo. 
Definición 4.40 Sea F una gavilla arbitraria en un espacio X .  Una reso­
lución fina de F es una sucesión exacta de gavillas, de la forma: 

F t F. do F di r:i Ü -+ ---t O ---t 1 --+ L'2 --+ . ' . 

donde las F; son gavilla., fina., sobre X ,  y las flechas son morfismos degavillas. 
Observación: Si aplicamos el funtor "secciones globales" 

r(X, - )  : Gavillas -+ Grupos, 
a un morfismo de gavillas, cp : F -+ G se obtiene un morfismo de grupos 
ip* : r(X, F) -+ r(X, G) dado por s 1--+ cp*(s) := cpx(s), y así, como 
d;+ 1 o d; = O entonces O =  (d;H o d; )* = d¡

+ 1 o dt .  Entonces, de la sucesión exacta de gavillas 
F t F. do F di 

0 ----t  --+ o --+  1 ----+  . . . 

aplicando el funtor covariante r(X, -) y "descabezando" , se obtiene el com­plejo de grupos (no necesariamente exacto): 
d. d. dº r(X, Fo )  � r(X, F1 ) � r(X, F2 )  --2.+ · · · 

Teorema 4.41 Sean X un espacio Hawdorff paracompacto y F una ga.ui­
lla cualquiera sobre X .  Sea 

O F ( F. do F di ----t --+ o --+ ¡ ----+ · · ·

= 

a 

= 
= 
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una resolución fina de F .  Entonces para todo q > O, 

(la q - cohomología del complejo anterior). 
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DEMOSTRACIÓN : Sean K; := ker d; � F; , i 2'.: O .  Entonces , la resolución 
fina dada se puede escribir como: 

(. 
F. do F 

di d¡ _ ¡  F, � d,+ 1  o - F - o - 1 - . . .  --. F;+1 - · ·  
"' / d� / d;+0-. / 

Ro K1 K;+1  

/ "' / "' / "'o o o o 

donde las flechas oblícuas etiquetadas d; son en efecto los morfismos d; ya 
que im d; = ker d;+ 1 =:  K; . 

Así, la resolución fina dada se puede escribir como la colección de suce­
siones exactas cortas: 

(O) O -+  F .!..  Fo � K1 -+ O 

( i) 

Ahora hacemos inducción sobre q > O: 

(1) Para q = l :  Consideremos la sucesión larga de cohomología de Cech
asociada a la sucesión exacta corta de gavillas (O) : 

· · · -+  j¡q- 1 (X, Fo ) -+  f¡q- 1 (X, K1 ) � flq (X, F) -+ flq(X, F) -+ · · ·

donde f¡q(X, F0 ) = O ya que q > O, Fo es fina y (4.39). Y para q = 1 esta
sucesión es : 

y así 

(t )  

) d� ( ) 6 - ¡ ( ) 0 -+ f(X, F) -+ f(X, Fo -+ f X, K1 -+ H  X, F -+ O

H 1 (X, F) � Coker d0 = f(X, K1 )/im d0

o 
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Ahora, la sucesión (i) para i = 1 ,  es:

O -+ K 1 <-+ F1 � K 2 -+ O 

que induce la sucesión exacta larga: 

d� 6 • 1 O -+  f(X, K1) -+  f(X, F1 ) -+  f(X, K2) -+  H (X, K1) -+ O

ya que fl 1 (X, F1) = O porque F1 es fina. Entonces: 

r(x, K1 ) � im (f(X, K1) -+ r(X, F1 )) 
� ker d� por exactitud, 

y así de (t) 
fl 1 (X, F) � ker dtfim d� 

lo que prueba el teorema para q = l .

(2) :  Para q = 2 : De la sucesión (O) se obtiene la sucesión exacta larga:

· · · -+ O -+  f¡q- 1 (X, Ki ) .!._. flq (X, F) -+ O -+ · · ·

ya que f¡q- 1 (X, Fo ) =  O =  H 9 (X, Fo ) porque Fo es fina y q - l � 1 y así,

(tt) 

Ahora, de la sucesión (i)  para i = 1 se obtiene:

· 2  d� - 2 6 · 1  · · · -+  H9- (X, Fi ) --+ H9- (X, K2 ) -+  H9- (X, K1 ) -+  O -+ · · ·

ya que q - l � 1 y así f¡q- l (X, F1 ) = O. Entonces, 

(ttt) H. q- l k d• H. 9-2(X K )/. d• � co er 1 = , 2 1m 1 , 

y si q = 2, f¡9-2(X, K2) = H º(X, K2 ) � f(X, K2 ) � ker d2 y usando la 
sucesión (i) para i = 2:

que induce f(X, K2) � ker d2 como en el paso ( 1 ) ,  se obtiene

• 2 6 • 1 H (X, F) � H (X, K1)
� ker d2/im di 

por (tt) 
por (ttt) .  

El resultado se sigue por recursión sobre q . Q.E.D.

El teorema siguiente nos garantiza la existencia de resoluciones finas: 
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Teorema 4.42 Sean X un espacio topo/6gico y F una gavilla sobre X.
Entonces, existe una resolución fina de F:  

O -+ F � Fo � F1 -+ · · · 

DEMOSTRAC I Ó N :  Las gavillas F; y los correspondientes morfismos se con­
truirán recursivamente: 

Primero contruimos una gavilla ( de "secciones discontinuas") asociada 
a la gavilla F :

(i) : Sea U �  X cualquier abierto y pongamos 

F"(U) := {s : U -+  I F I : p o s =  idu }

donde IF I : =  UreX Fr y p : I FI -+ X es la proyección canónica. A las 
secciones s : U -+ I FI no se les exige que sean continuas. 

(ii) : F"(U )  es un grupo abeliano ya que dadas s, s' E F"(U) y dado u E U
entonces s(u) , s' (u) E Fu (están en la misma fibra ya que ps(u) = u = 
ps' (u)). Entonces tiene sentido definir s + s' E F" (U) como ( s + s' )(  u) := 
s(u) + s' (u) (suma en Fu) ,  

(iii): Si U � V � X son abiertos, se define el morfismo restricción 

p : F"(V) -+ F"(U) 

como 
p(s : V -+  I F I ) := (slu :  U -+  I FI )

( la restricción usual). 

Claramente F* es entonces una pregavilla de grupos abelianos sobre X.

Definici6n: A la gavilla asociada a la pregavilla F* se le l lama la gavilla
de secciones discontinuas de F .  Se le denotará con el mismo símbolo F* .

(iv) :  Se tiene un monomorfismo natur�l 

( :  F --+  p• 

dado como sigue: Si U � X es un abierto, lu : F(U) -+ F*(U) se define 
como:lu(s) :=  (s : U -+  IF I ) donde s :  U -+  IFI es la función dada por: 

s(x) :=  (s]r E Fr para X E u. 

Obsérvese que para toda X E u, pos(u) = p(s]r = x ,  es decir, pos = idu ,
i.e., s E F*(U) .
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Claramente ! : F -+ F· es un morfismo de pregavillas y denotamos
también por ! : F -+ F· al morfismo correspondiente a la gavilla F·.

El morfismo ! es monomorfismo ya que para cada abierto U � X los 
morfismos !u : F(U) -+ F· (U) son inyectivos porque si c(s) := s = O en 
F·(U), entonces para todo x E U se tiene que O = s(x) := [s]x, i .e., los 
gérmenes de s E F(U) son cero para todo x E U y así s =  O en F(U). 

(v ) :  Finalmente, la gavilla F* es fina (ejercicio). 

Ahora, para terminar la demostración del teorema, ponemos Fo := F·. 
Así, Fo es fina y se tiene un monomorfismo 

O -+  F ..:..+  Fo. 

Después, considerando la pregavilla cociente Fo/ F y su gavilla asociada 
(Fo/ F)+, se tiene una sucesión exacta corta :

O -+  F ..:..+  Fo � (Fo/ F)+ -> O

pero la gavilla ( Fo/ F)+ no tiene por qué ser fina. De nuevo, sea ( Fo/  F)*
la gavilla fina asociada a ( Fo / F)+ y sea

do : Fo � (Fo/ F)+ -> (Fo/ F)" = :  F1

Entonces, la sucesión 

es exacta con Fo y F1 finas. 
Se procede inductivamente. Q.E.D. 

Lo anterior termina la demostración de que la cohomología de Cech 
de un espacio Hausdorff paracompacto es, en efecto, la cohomología de un 
complejo de cocadenas (asociado a una resolución fina de la gavilla dada). 
Existen otros enfoques posibles para probar este hecho importante, a saber, 
considerando "gavillas fláccidas" (Godement) o, más de acuerdo al enfoque 
del álgebra homológica a la Grothendieck, usa�do "resoluciones inyectivas". 
Para esto pueden consultarse [Hartshorne) y [Godement] de la bibliografía. 

Cubiertas de Leray: A pesar de que los grupos de cohomología de Cech 
iJ9(X, F) se han definido como límites directos de grupos de cohomología 
de cubiertas U de X, fl9 (U, F), en algunos casos los grupos iJ9(X, F) se 
pueden calcular directamente usando una sola cubierta U de X. El teorema
siguiente nos dice cuándo esto es posible. 
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Teorema 4.43 (Leray ) Sean X un espacio Hav.sdorff paracompacto, F 
una gavilla de grupos abelianos sobre X, y sea U = { U O } una cubierta de
X que satisface: 

para todo q 2: 1 y para todo p-simplejo ( U0 , . . .  , Up) E N (U).
Entonces, H9(X, F) :::::; H9(U, F) para todo q 2: O .

Definición 4 .44 U na cubierta U = { U O } de X que satisfaga la condición
( * )  se llama cubierta de Lera y para la gavilla F.

DEMOSTRACIÓN : Si q = O, entonces Hº(X, F) :::::: f(X, F) :::::: Hº(U , F).

Supongamos ahora que q 2: 1 :  Escogiendo una resolución fina de F :  

( t ) F e ,:;, do F d, Ü -+ --+ �- O --+ 1 --+ · . · 

para cada q 2: 1, por ( 4 .4 1 ) , se tiene que:

H9(X, F) :::::: ker d;/im d;_ 1 

donde di : f(X, F, ) -+ f(X, F;+ 1 ) .

Ahora, s i  u = (Uo , . . .  , Up) E N(U) es  cualquier p-simplejo , entonces
iu l = Ua n · · · n Up � X es un abierto, y restringiendo las gavillas F y F; 
a lo- 1  se tiene una resolución fina como (t ) de gav i llas sobre io- 1. Entonces, 
por el mismo teorema (4. 4 1 )  se tiene que para q 2: 1 :

H9 ( l11 I , F) :::::: ker d; /im d;_ 1 

donde d¡ : f { l 11 I , F; ) -+  f( l11 I , F;+ 1 ) -
Pero 1 por hipótesis H9 ( 111 I, F) = O para q 2: 1, y así ker d; = im d;_ 1 

para q 2: 1 ,  i .e., el complejo

(t t ) 
• d

º 

O -+  f( l11 I, F)  � f( l11 I, Fo) � f( l11 l, F1 ) -+  · · ·

es exacto (para todo p-simplejo u E N(U)). 
Ahora, como C9(U , F) := fLe N(U) f( l11 I, F), y como las sucesiones (tt )

son exactas y f1 es un funtor exacto (preserva sucesiones exactas), entonces
se tiene una sucesión exacta : 

( t t t

involucrados, i .e ., son morfismos de complejos, i .e., se tiene un diagrama 
conmutativo: 

) 

donde los modismos d¡ conmutan con las diferenciales de los complejos 
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(i) Todos los renglones, excepto el primero, son exactos por (ttt )

(ii) Todas las columnas, excepto la  primera, son exactas ya que las gavillas
F; son finas (i � O).

(iii) Por el Teorema ( 4.41 )  la medida de la inexactitud del primer renglón
es la cohomología H"(X, F).

(iv) Por definición la medida de la inexactitud de la primera columna es
la cohomología H" (U , F).

Una cacería en el diagrama produce el isomorfismo deseado. Q.E.D. 

Corolario 4.45 Sean X un espacio Hausdorff paracompacto y F una ga­
villa sobre X .  Si U y V son cubiertas de Lera y de X, para la gavilla F, y 
si µ : V - U es un refinamiento, entonces 

es un .isomorfismo para todo q � O .  

DEMOSTRACIÓN : Por el teorema anterior, los morfismos canónicos iu y iv
en el diagrama siguiente son isomorfismos para toda q � O:  
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y el diagrama conmuta ya que µ es un refinamiento. Se sigue que µ• es un 
isomorfismo. Q.E.D. 

Í/ 9(X, F) 
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4.4 El Teorema de Dolbeaut 

En la sección anterior vimos que para una superficie de Riemann X ( de 
hecho, para una variedad diferenciable X) las gavi l las Cx , Cx', ir ), &i2 ) , 
&� 1 y &}º resultaban ser finas y por lo tanto cohomológicamente triviales.
Así, de las gavi l las importantes sobre X, la siguiente a considerar es Ox , 
la gav il la de funciones holomorfas en X. Para esto, al calcular fl9 ( X, Ox ), 
sería conveniente tener una resolución fina de Ox y es natural que pensemos 
en las gavil las anteriores, que ya sabemos que son finas. 

Comenzamos con un caso sencil lo: Sea X � C una región, i .e., un
abierto conexo de C. Sea 

a- a coo coo := é)z : X -+ X 

el morfismo inducido por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, y recordemos 
que como O x = ker 8, se tiene una. sucesión exacta. de gavillas en X:

(i) ¿Cuándo es [) un epimorfismo?

(2) ¿Cuándo se puede extender la sucesión anterior a una resolución fina
de Ox ?

La pregunta ( 1) es, por supuesto, una pregunta sobre ecuaciones dife­
renciales: Dada g E Cx' ¿existe f E Cx' tal que of(z)/oi = g(z)  para toda
z E X? 

Nótese que una respuesta afirmativa nos diría que la sucesión exacta 

es una resolución fina de Ox con Fo = F1 = Cx' y Fq = O para q 2:: 2. En
consecuencia se tendría que: 

Hq (X, Ox) = O

para q 2:: 2, ya que ese caso F9 = O. Y también, como 8 es epimorfismo, se
tendría que: 

H 1 (X, Ox ) � (r{X, Cx')/im (8 : f(X, Cx') -+ r(X, Cx'))) = o

y como sabemos que Cx' es fina, es  natural preguntarnos: 
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y así: 

Hq (X, Ox )  = O 
para q � l .

1 7 1  

El lema siguiente resuelve l a  ecuación diferencial 8 f / a i  = g en el caso
cuando X � (C es una región y g E C'f tiene soporte compacto. Después
veremos, en el teorema siguiente, que se puede quitar la hipótesis de que g 
tenga soporte compacto. 

Lema 4.46 (Dolbeaut ) (1): Sean X = (C y g E C'f con soporte com­
pacto. Entonces, existe f E C'f tal que aj /ai = g en C.

(2): Supongamos ahora X � (C una región y g E C'f . Si M � X � (C es
una región tal que M es compacta y M � X, entonces existe f E C'f tal 
que af(z )/ai = g(z ) para toda z E M .

DEMOSTRACIÓN . (2) se sigue de ( 1 )  y a  que si consideramos la función 
[¡ : (C --+ (C dada por 

g(z) := { ¿
# 0  

si z E M 
si z E C - X 
sólo en un compacto de (C 

(así Supp(g) es compacto), entonces la función h : (C --+  (C dada por 

h(z) : = { g(z ) · g(z) si z E X 
O si z E C - X 

es tal que h E Ce , hlM = g y Supp(h) es compacto por la tercera condición
en la definición de g .  

A sí ,  por la parte (1 ) existe f E Ce tal que af(z)/ai = h(z) para toda
z E C, y en particular para toda z E M se tiene que 8/(z)/ai = h(z) = 
g(z ) ,  ( z  E M )  que es lo que se quería probar en (2). 

Para demostrar (1), sea f :  (C --+  (C la función dada por: 

/(() := � j f g(z) 
dz /\ di

21n Je z - (  

(donde usamos la notación de formas diferenciales complejas §4. 1 ,  i.e. , siz = x + iy entonces dz = dx + idy y así dz /\ dz = (dx + idy) /\ (dx - idy)
= dxl\dx - idx/\dy+idyl\dy -i2dyl\dy = -idxl\dy-idxl\dy = -2idx/\dy, 
i.e. , dz /\ dz = -2idx /\ dy, i.e. , dz /\ di es -2i veces la medida ordinaria del
plano). 

Obsérvese ahora que como el integrando tiene una singularidad cuando 
z = ( ,  tenemos entonces que probar que la integral existe y depende dife­
renciablemente de ( . 
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Para esto, primero simplificamos haciendo una traslación z 1-+ z + ( ,  y
luego introducimos coordenadas polares {r, B) escribiendo z = ré9 . Así, el 
cambio de variable que hacemos es: 

z = ( + ri8 ,

y antes de sustituir en la integral calculamos 

dz /\ i = (-2i) dx /\ dy = {-2i)r dr /\ dB 

(ya que ( es constante con respecto a la integral). Ahora, sustituyendo en 
la integral pa-ra f ( () se obtiene: 

!(() 

� JI g(( + _reiB ) (-2i)r dr /\ dB
21r1 re•8 

-� j j g(( + rei8 ) . e_¡g dr /\ dB,

y es claro entonces que f ya no tiene singularidades en el integrando, y por 
lo tanto la integral existe y es C00 en todo C. 

Probaremos finalmente que 8!(()/8( = g(() para todo ( E C. En
efecto, diferenciando baj o el signo de integral (lo cual se puede porque f es 
C00 en C) se obtiene: 

y regresando a las coordenadas originales: 

8 � ( ()
8( 

_ .!_ jj [ 8-g(z + () 
!:. dz A

_
dz

]
,r 8( z -2ir 

� jj [ 8-g(z + () · ! dz /\ dz]
2,ri 8( z 

Y ahora, como por hipótesis g tiene soporte compacto, la integral que 
define a f sólo se tiene que calcular en un rectángulo B en el plano {r, B): 
O � r � R, O � B � 2,r, con R suficientemente grande, i.e., tal que g se
anule fuera del rectángulo B. Elij amos ahora rectángulos

B, := { z  E C :  f � lzl � R} 

pequeños tales que f3, � B. Observemos ahora que 

8 1 
� [g(( + z)] . -
8( z 

8 1 
-:: [g(( + z)] . -8z z
8_ [ g(( + z) ]
8( z ' 

= 

= 

= 

= 

= 

= 
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para z :f. O,  y así : 

donde 

8f 
8( 

1 
2?Ti 

lim j f 8
_ [g(( + z) ] dz /\ di

<--+0 j B, 8z z 

lim j f dw
,-o }B,

w := _l_ g(( + z) 
dz

21Ti z 
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es una 1-forma diferencial, (z variable , ( constante). Entonces, por el Teo­
rema de Stokes : 

�� (() = - lim j f dw = - lim f w = lim f w ,
v( f-0 j B ,  t-0 j 88, t-0 jl • I= •  

y parametrizando al círculo J z l  = € mediante z = € • eí9 , O � () �  271', se
obtiene: 

8� (()
8( 

2.. iB 
l. 1 1 · ¡ 1 g(( + a  ) . iBd() rm w = 1m - . € • ze 
,-o l • l = t t-O O 271'¡ €e'º 
1 12,r 

- · lim g(( + ce'8 )d8,
271' t-0 o 

y finalmente, como la integral da el valor promedio de la función g sobre 
el círculo ( + €e'8 para O � () � 271', y como g es continua, entonces estos
valores convergen a g(() cuando e - O, es decir

8f 8( (() = g(() .  

La generalización siguiente muestra que podemos quitar la hipótesis de 
que g tenga soporte compacto : 

Teorema 4.47 ( Lema de Dolbeaut) (1): Sea X = {z E C :  Jz l < R } ,
O < R � oo, y sea g E C'; . Entonces, existe f E C'x tal que 

8f 
8z (z) = g(z) (z E X) . 

(2): Sea X � C una región y sea g E C'; . Entonces, existe f E C'; tal que 

8J 
ai (z) = g(z) (z E X) .

== 

== 

== 

= 

Q.E.D. 
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DEMOSTRACIÓN . (2) se sigue de ( 1 )  ya que para cada punto x E X existe
un disco Br � X centrado en x ,  y así para la función g i s.., por ( 1 )  se tiene 
que existe J r E Ct tal que

ofr ( 
ai 

z ) = g ls..,(z) (para z E Br ) -

Para demostrar ( 1 )  obsérvese primero que n o  se puede dar una solución 
de af /ai = g con

f(() = � jj g(z) dz /\ di 
21ri z - ( 

como en el lema ( 4 .4 6) previo ya que no teniendo g soporte compacto la 
integral no convergerá en general . Es por esto que usaremos un proceso 
recursivo para poder aplicar el lema en cada paso . 

Consideremos pues una sucesión de radios O < Ro < · · · < Rn tales que 
limn - oo Rn = R. Sean Xn := { z E C : lz 1 < Rn } � X ,  y obsérvese que: 

( i ) :  Xn es compacto y Xn � Xn + I · 

4 .4 6) previo , para Xn = M � X � C, se tiene que para 
g E C'; existe fn E C'; tal que ofn ( z)/ai = g(z)  para z E Xn.

Ahora , por inducción sobre n cambiamos la sucesión { fn } a otra sucesión 
{ in }, n � 1 ,  que satisface : 

(iv): in E C';n . 

(v) :  Bin = g en Xn. 

(vi ) :  l lfn+ 1 (z)  - fn (z ) l lxn- i :S 2-n (para z E Xn - 1 ).

(Aquí l lh l lK := suprEK IJ(x) I es la norma del supremo). Para esto, induc­
tivamente procedemos como sigue : 

(a) :  Pongamos i1 := f¡ .

(b ) :  Si i1 , . . .  , Jn ya han sido definidas con las propiedades requeridas,
observemos que por ( v) y ( iii) 

8(fn+l - in )= 8fn+ I - tJin = g - g = O

en Xn y consecuentemente Ín +i  - i E Oxn . 

( iii ) :  Por el lema ( 
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Se sigue que existe un pol inomio P E Ox .. (por ej�mplo un número 
finito de términos de la expansión de Taylor de fn + l - fn ), tal que 

Pongamos entonces fn+ l := f n + t  - P E Cx
00 

, y entonces claramente•+l 
( iv) se satisface. Para (v) observemos que

Y para (vi): 

{) f n+l  
g 

ya que P es holomorfo, i.e., P E  ker 8 
en Xn+ l ,  por (iii). 

l lfn +1(z) - f(z)l lx,._ ,  = l lfn+t  - P - fn l lx._ ,  � 2-n

por (* ). 
Finalmente construimos la solución f a {)J = g como sigue:

f(z) : =  lim { in(z)} 
n--+oo 

(z  E X), 

y obsérvese que la sucesión { fn(z)} , para z E X fijo, converge por (vi). 
Observemos ahora que: 

¿ (f.1:+1 - f.1: ) = fn+m - fn 

.l: =n 

( en donde están todas estas funciones definidas, i. e. , en Xn ), y a.sí, tomando 
el límite cuando m -+ oo se obtiene: 

¿(f.1:+1 - f.1: ) = f - fn ( en Xn )
.l:=n 

y observemos que (para k � n) las funciones f.1:+ t - J,. son holomorfas en
Xn ya que 8(f.1:+ 1  - J,. ) = g - g = O por (v).

Ahora, por (vi) se sigue que la serie Fn :=  "¿,';'=n(f.1:+1 - Ji. )  converge
uniformemente en Xn y como sus términos son holomorfos se sigue que Fn 

también es holomorfa en Xn . 
Así ,  f = fn + Fn E Cx .. para toda n ,  y consecuentemente f E Cx ya

que X = U
n Xn . Finalmente, 

{)J 8fn + 8Fn 

g + O 

g en X. Q.E.D. 

= 
= 

m 

00 

= 
= 
= 
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Obsérvese que la solución f := fn + Fn de la ecuación 8/ = g no es
única (sólo lo es salvo un sumando holomorfo como Fn )-

Como observamos previamente al lema ( 4 .46) ,  los resultados anteriores 
tienen la siguiente consecuencia, que anotamos aquí para su posterior uso: 

Corolario 4.48 Si X � C es una región, entonces para toda q � 1 , se
tiene que: 

Í/q(X, Ox ) = O .

Usando este corolario y e l  teorema de Leray ( 4 .43) se obtiene e l  siguiente 
ejemplo: 

Corolario 4.49 Para la esfera de Riemann X = Ifl>1 se tiene 

para toda q � l .  

• 1 Hq (IJl> , 011", )  = O

DEMOSTRACIÓN. Usaremos una cubierta de Leray (4 .44) de 1Jl>1 = <CU {oo} :
Sean 

U1 := 1Jl>1 - {oo} = C y U2 := 1Jl>1 - {O} � C
(biholomorfo a C). Entonces, por el corolario anterior se tiene que 

Í/ 1 (U1 , 0) = O = iI 1 (U2 , 0) .

Se sigue que U = { U1 , U2} e s  una cubierta de Leray de 1Jl>1 , y así por el
teorema de Leray ( 4.43) se tiene que 

Í/ 1 (1Jl>1 , O) � H 1(U , O).

Así, basta probar que, para esta cubierta U todo cocido f E Z 1 ( U, O)
es una cofrontera. Es decir, debemos hal lar funciones !; E O(U; ), j = l ,  2,
tales que 

f = !t - h en U1 n U2 = C - { O } .
Sea pues f(z) := L�oo cn z" la  expansión de Laurent de / en C - {O } .

Pongamos 

n=O 

- 1 

h (z) :=  - :�:::: Cn z" ,

-oo

entonces /; E O(U; ) y claramente Ji - h = J en C - { O } .  Q.E. D.

El resultado principal de esta sección es una reformulación invariante 
del l ema de Dolbeaut ( 4 .47) que nos dá una resolución fina de O x para
cualquier superficie de Riemann X: 
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Corolario 4.50 (Teorema de Dolbeaut) Sea X una superfice de  Rie­
mann. Entonces: 
(1): Se tiene una sucesión exacta (la sucesión de Dolbeaut): 

d" O 1 o - Ox --+ Cx --+ &i -+ O.

(2): Y como la sucesión anterior es una resolución fina de Ox , se sigue 
que 

para 

y 

DEMOSTRACIÓN . Por supuesto que basta probar ( 1 ). Para esto, basta 
probar que para todo punto p E X la sucesión de fibras 

d" O 1 O - Ox.p - Cx,p - &i,P - O

es exacta. Obsérvese que como Ox = ker 8 = ker d" entonces sólo se 
necesita probar que d" es suprayectiva en la sucesión anterior. 

Sea pues [g]p· E &t� un germen en p E X (de una forma diferencial de
tipo (0, 1 )). Así ,  [g]p está representado por una 1-forma g · dz E &º · 1 (U)
donde U � X es un abierto que contiene a p.

Claramente, podemos elegir U conexo y contenido en una carta de X 
alrededor de p. Sea cp : U � X --+ Ü � C una carta elegida de tal forma
que cp(p) = O y de hecho podemos escogerla de tal forma que Ü � C sea un
disco centrado en O E C: 

, ... , ' , '

X 

U sando la inversa cp- 1 de la carta, el levantamiento (cp- 1 tg · dz E
&º • 1 (Ü) es una 1-forma de tipo (0, 1 )  en Ü y así, la podemos representar
como: 

con 

e 
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Entonces, por el lema de Dolbeaut (4.4 7) existe J E C00 (Ü) tal que 
[}j = g y así

(t) d" f := al . di= g . di. 

Considerando ahora el levantamiento <p•(f) E C00 (U) se tiene que: 

'P•(d" f) por propiedades del levantamiento 
'P• (g · di) por( t) 

u . dz

ya que ('P- 1tu · di =: g · di y 'P• es la inversa de ('P- 1 t .  Q.E.D. 

= 
= 



Capítulo 5 

Superficies de Riemann 
Compactas 

Hemos visto en capítulos anteriores cómo las superficies de Riemann com­
pactas tienen propiedades que las hacen geométricamente interesantes. En 
este capítulo comenzamos el estudio sistemático de estas superficies. 

Los resultados principales que se obtienen en este capítulo son: La fini­
tud de la dimensión de los espacios iJq(X, Ox) y como consecuencia inme­
diata, la existencia de funciones meromorfas no constantes en X. Después , 
probamos el celebrado Teorema de Riemann-Roch, uno de los puntos más 
altos de la Teoría de Funciones del siglo XIX, y el punto de partida para
el estudio geométrico de las superficies compactas. Luego, reinterpretamos 
uno de los términos de la fórmula de Riemann-Roch, probando el igual­
mente importante Teorema de Dualidad de Serre. Después, culminamos 
con la demostración del Teorema de Abel-Jacobi concluyendo así con otro 
de los grandes resultados de los matemáticos del siglo XIX. Varias aplica­
ciones geométricas ilustrarán la importancia de los resultados anteriores . 

179 

... 
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5 .1  El  Teorema de Finitud 

H9(X, Ox ) = O para toda q 2"._ 2, y así los únicos grupos de cohomología 
que sobreviven son Hº(X, Ox ) R: f(X, Ox ) y H 1 (X, Ox ). 

Obsérvese que como C � Ox(U) para U � X abierto, los grupos de
cohomología son de hecho espacios vectoriales sobre C. 

Para X compacta, por el Teorema del Módulo Máximo , r(X, O) � C, 
y así dirncHº(X, O) = 1 . 

En esta sección probaremos que si X es compacta entonces también 
dirncH 1 (X, O) es finita. Una consecuencia inmediata de la finitud anterior 
es la existencia de funciones meromorfas no constantes sobre una superficie 
de Riemann compacta X,  en contraste con O(X) R: C.

Para probar el teorema de finitud, le daremos una cierta topología a un 
subespacio de las cocadenas correspondientes, de tal forma que los espa­
cios vectoriales topológicos resultantes serán espacios de Hilbert. Antes de
proceder , recordamos y adaptamos, los resultados que se necesitarán. 

La Norma L2 para Funciones Holomorfas. Sea U � C un abierto
del plano complejo. Dado z E U escribamos z = x + iy. Consideremos la
medida usual en el plano Euclidiano restringida a U. Dada / E O(U) su 
norma L2 es: 

1 1/I IL�(U) = (! fu lf(z) l2dxdy)
112

, 

y f se llama cuadrado-integrable si 1 1/1 1  < oo. 

Claramente: (i) la suma de dos funciones cuadrado-integrables en U es
de nue.vo cuadrado integrable y, (ii) el producto de una función cuadrado 
integrable por un escalar de C también lo es. Denotaremos por 

L2(U, O) = fp(U, O) = {/ E  f(U, O) : 1 1/1 1  < oo}

al espacio vectorial de las funciones cuadrado-integrables en U .  

Observación. Si vol(U) = J fu dxdy < oo entonces para toda / E O(U)
acotada y si  1/ lu = sup { l/(z) I : z E U} es la norma del supremo, se tiene: 

( ) 1/2 ( ) 1/21 1/I IP(U) = j fu lf(z) l2dxdy) $ j fu lf lbdxdy 

. 

Si X es una superficie de Riemann, por el Teorema de Dolbeaut se tiene que
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.S l! lu (/ fu dxdy y
12 

= vo1(U) 1 12 lf lu ,

Ahora, si /, g E L2 (U, O) y ponemos

(/, g} := J fu f(z)g(z) dxdy,

1 81 

entonces, ( , } es un producto interno H ermitiano positivo definido en el 
espacio vectorial L2 (U, O).

En efecto , lo único que tenemos que verificar es que la integral existe. 
Pero esto se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwartz 

�- 1 2 2 \f(z)g(z)\ � 
2

( \J(z)\ + \g(z)\ ) .  

Con este producto interno L2(U, O) es un espacio pre-Hilbert, i.e., lo
único que le falta para ser un espacio de Hilbert es la completez. La norma 
de este espacio está, por supuesto, dada por: 

1 1/1 1
2 

= l l!I IL2(U,O) := (/, /} .

Para probar que L2 (U, O) es, en efecto, un espacio de Hilbert, comenza­
mos calculando la norma L2 de una función cuadrado integrable en el disco
de centro a y radio r en C: B = B(a; r).

Lema 5 .1  Los monomios t/in(z) = (z - at con n E N, z E B(a; r), forman
un sistema ortogonal en L2(B, O), y su norma es 

DEMOSTRACIÓN.  En efecto , cambiando a coordenadas polares

z = a + pi8 , O � p � r, O � 8 � 2,r,

y si m f: n ,  se obtiene: 

J l t/im(z)t/in (z)dxdy

r,;; n+l 
V.". r 

lltt>nllP(B) = Jn + 1 · 
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J l(z - ar(z - a)
n

dxdy 

1
r 12"' 

pm eim8 pne-in8 p dpd()

p 
I
r ei8(m-n)d()1

2.. m+n+2 

0 m + n + 2 ° 
r 

. ei8(m-n)d()
m+n+2 

1
2.-

m + n + 2  0 
rm+n+2 1 n i8(m-n ) I �"'m + n + 2  · i(m - n) · e o 

____ . . e2.-i(m- n) _ eºrm+n+2 1 ( 
) m + n + 2 i( m - n) 

o .  
Y finalmente, con el mismo cambio de coordenadas, pero poniendo 

m = n en el cálculo anterior se obtiene la norma:

y así 

J Jt/ln l li>(B) := (V'n , V'n ) = 1
r fo2

"' p2n + i e0dpd(J

r2n+2 12,r 271'r2n+2 71'r2(n+ l )
- -- . d(J - - ---- 2n + 2 0 - 2( n + 1) - n + 1

Observación. Si f E L2 (B, O) y consideramos su desarrollo de Taylor
alrededor del punto a E B � C, 

00 

f(z)  = ¿ cn (z - ar , 
n:O 

como los monomios (z- at son ortogonales en L2(B, O) por el lema previo,
del Teorema de Pitágoras en L2( B, O) se sigue que:

00 

l l!l li,(B) 
= L Jcn l

2
l l(z - ar1 12 

n=O 
00 71'r2n+2 

= ¿ Jcn J2 -- , 
n=O n + 1 

= 

= 

= 

== 

= 

= 

= 

--

.Ji . rn+l 
llt/JnllL•(B) = v'n + 1 · 
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El resultado principal es : 

Proposición 5.2 Sean U � C un abierto y 1· > O .  Sea Ur := { z E U :
B(z; r)  � U}  el conjunto de puntos de U cuya distancia a la frontera de U 
es 2: r .  Entonces, para toda f E L2( U, O) se tiene que

1 
1 / l ur � ,- 1 1 /I I P(U ) ·  

y 7rr 

DEMOSTRACIÓN.  Sean a E Ur y f(z ) = ¿ cn(z - a)" la expansión de
Taylor de / alrededor de a. Entonces, por (5. 1 )  y la observación que le 
sigue, se obtiene: 

y así : 

1 1 
1 /(a) I = lea l � -r- 1 1 /l li >(B(a ;r)) � ,- 1 1 /I I P(U ) , 

y 1rr y 7rr 

ya que B(a; r) � U .  Y como lflur := sup { lf(a) I : a E Ur }, entonces el 
resultado se sigue. Q . E.D .  

Corolario 5.3 Si U � C es abierto, entonces L2(U, O) es completo, y por
lo tanto es un espacio de Hilbert. 

DEMOSTRACI Ó N .  Sea fn E L2 (U, O) una sucesión de Cauchy (en la norma
de L2 (U, O). Sea K � U cualquier compacto. Sea r > O un real tal que
para toda z E [( se tenga B(z ; r) � U (para elegir a esta r > O cubrimos 
K con discos abiertos y luego usamos el hecho de que K es compacto). 

Entonces, por la proposición anterior aplicada a cada / n se tiene que : 

1 
l/n l  � '- 1 1 /n J l P(U ) , y 7rr 

y así : 

y por lo tanto la sucesión Un} converge uniformemente en el compacto 
K, y esto para todo K � U compacto. Se sigue que la función límite 
f(z) := limn -oo { /n (z)} se puede derivar, i.e . ,  es holomorfa y además su
norma es: 

00 2n+2 

llflli2(B(o,r)) = lcol 21rr2 + L 1r; + I lcnl 2 ~ icol 21rr2 , 

n=l 
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I IJI I L2(U ) = l im l lfn l lL•(U ) < oo,n-oo 

es decir f E L2 (U, O). Q.E.D.

Para la demostración del teorema de finitud necesitaremos una genera­
lización del clásico lema de Schwarz. Este lema se puede formular como 
sigue (ver (Conway] ) :  

Lema de Schwarz. Sean D, D' discos centrados en e l  origen de  C con
radíos O < r' < r respectivamente. Sea a = r'r - 1 . Supongamos que f E
O( D) se anula en el origen O E (C con orden e. Entonces,

Para la norma L2 de los espac10s de Rilbert de las funciones cuadrado­
integrables se tiene la siguiente generalización: 

Proposición 5.4 (Lema de Schwarz para la norma de Hilbert ) Sean 
D, D' discos centrados en el origen de C de radios O < r' < r respectiva­
mente. Sea a cualquier número real tal que r' r - 1 < a < l. Entonces, existe
una constante M (que depende de r, r' y a) tal que si f E L2(D, O) se anula
en el origen O E C con orden e, entonces, 

DEMOSTRACIÓN. Sea r := a- 1 r' y sea D :=  { z  E Z :  l z l  < r}.  Entonces,
r' < r < r y D' � D � D. De la proposición (5 .2) se tiene que

Ahora, por el lema de Schwarz aplicado a los discos D' � D, se tiene
que 

l!ID 1
::; aº lflv ,

y como l l!I IL'(D') ::; Jvol(D') I/Jv, por l a  observación antes de (5 . 1 ) ,  en­
toncea poniendo M := fir · Jvol(D' ) se tiene el resultado deseado. Q .E.D.

U na consecuencia inmediata es: 

11/IIP(D') ~ a• · MllfllL•(D) · 
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Corolario 5.5 Sean D, D' discos centrados en el origen de C con radios 
O < r' < r respectivamente. Entonces, dado cualquier € > O, existe un 
subespacio vectorial cerrado A �  L2(D, O) de codimensión finita, tal que 

1 1/I IP(D' ) s € 1 1/I IP(D)

para toda f E A .  

DEMOSTRACIÓN .  Para cualquier n E N, sea A el conjunto de todas las
funciones f E L 2(D, O) que se anulan en el origen O E D con orden e � m.
Entonces, toda f E A tiene una expansión de Taylor, alrededor del O E D,
de la forma 

00 

f(z) = ¿ Cj Zj , 

j :n 

y como por (5. 1 )  los monomios t/Ji(z) = zÍ forma una base ortogonal deL2 ( D,  O), entonces claramente A es un subespacio vectorial cerrado de
L2(D, O) de codimensión s n.

Finalmente, sea a cualquier número rea] tal que r'r- 1 < a <  1 y sea M
la constante en la proposición (5.4) . Escojamos n E N  tal que an · M S €, y
para esta n sea A �  L2 (D, O) el subespacio de codimensión s n anterior.
Entonces, para toda f E A, el resultado se sigue de (5.4). Q.E.D. 

Corolario 5.6 Sean U' � U � C abiertos tales que U' es compacto y 
U' � U . . Entonces, dado cualquier € > O, existe un subespacio vectorial 
cerrado A �  L2 ( U, O) de codimensión finita, tal que 

para toda f E A .  

DEMOSTRACIÓN . Como U '  es compacto contenido en U, lo podemos cubrir 
con un número finito de discos con centro en U y un radio r > O fijo, i .e . ,
existen a1, . . . , a1: E U y r > O tales que:

(i) B(a; ; r) � U,

(ii) U' � UJ=o B(a¡ ;  r/2).

A hora, para cualquier n E N, sea A el conjunto de todas las funciones
/ E L2(U, O)  que se anulan en cada a¡ E U con orden e � n .  Claramente
A es un subespacio vectorial cerrado de L2 (U, O) de codimensión S kn.
Escojamos ahora n E N tal que k/(2r1+ 1 ) s f, y para esta n sea A el 
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correspondiente subespacio de codimensión � kn anterior. Entonces, para
toda f E A, considerando su expansión de Taylor alrededor de ªi , 

00 

f(z) = L c¡(z  - ad , 
i=n 

para r/2 < r, de la observación previa a (5 .2) se sigue que 

oo 
c 2 1r(r/2)2i+2

1 1/l li,cB(a; ;  r / 2)) = L I i I i + 1

y por lo  tanto, 

le 

i =n 

1 2 
22n+2 l lflb(B(a1 ; r)) , 

I IJ I IL,(U') � L I I/ I IP(B(a1 ; r/2)) por (ii) i=l 
le 

1 
< L 2n+i  1 1fl lP(B(a; ; r)) por la desigualdad de arriba 

i= l 
1 le 

< 
2n + 1  L I IJ I IP(U) por ( i) i=l 

k 
2n + 1  l lfl lP(U)

< ( · 1 1/I IL,(U) por la  elección de n Q.E.D.

A continuación, apl icaremos lo anterior a l as  cocadenas asociadas a una 
cubierta U = { U, }  de una superficie de Riemann compacta X. Recordando
(4 .50) que fl9 (X, Ox ) = O para q � 2, los únicos grupos de cocadenas que
nos interesan son 

Cº (U , Ox ) := II f(U, , Ox ) = {f, : N(U) -. f(U, , Ox )}
u.eu 

U, t--+ f(U, ) 

< 

= 

= 
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C 1 (U, Ox) := II r(U; , nUi, Ox) = {/¡; : N(U) - r(U; , nUi, Ox)}
U.,U; E U  

U¡ n Uj 1-+ Íij (U¡ n U; ).

Lo que haremos ahora es introducir una norma L2 en estos grupos de co­
cadenas y después consideraremos los respectivos subespacios vectoriales de 
las cocadenas que tengan norma finita para probar que dimclf 1 (X, Ox) < 
oo para X compacta. 

Cocadenas cuadrado integrables. Sea X una superficie de Riemann 
compacta. Como X es compa.cta, podemos elegir una familia finit.a de 
cartas f1 = {U¡, z¡ }, 1 � í � n, que cubran a X y tales que cada z¡ ( Ü¡ ) � (C
es un disco ( de hecho, podemos elegir el mismo disco, digamos centrado en 
el origen). 

Ahora, si tenemos abiertos U¡ � U¡, 1 � i � n, tales que U= {U; } <i<n
es una cubierta de X ,  entonces el \em.a siguiente nos dice que U es de L;r;;:y. 

Lema 5. 7 Sea X una superficie de Riemann compacta. Sean U = {U¡ } y
f1 = {U¡ } ,  1 � i � n como arriba. Entonces, U es una cubierta de Lera y
de X. 

DEMOSTRACIÓN. Sea u un simplejo de U.  Como cada U¡ de U está conte­
nido en una sola carta coordenada U¡ de X, entonces lul := U0 n · · · n Uq 
está totalmente contenido en una sola carta coordenada de X, digamos 
(Üo, zo). Más aún, lu l  es conexo abierto, y por lo tanto zo( lul) � C es 
también conexo abierto y biholomorfo a lul. Se sigue que, para p � 1, 

HP( lu l, O) � HP(zo( lul), O) = O, 

la última igualdad por (4.4 8) ya que zo( lu l) � (C es una región. Q.E.D. 

Con las mismas hipótesis que antes. Sean U = {U¡ }, y Ü = {U¡ },
1 � i � n cubiertas de X como arriba. 

Usando el hecho de que cada abierto U¡ está contenido en una carta 
(U¡, z¡) de X, podemos hacer la siguiente 

Definición 5.8 En los grupos de cocadenas Cº(U, O x)  y C1 (U, O x) se
definen las normas L2 siguientes:

(i) Si o = (/¡) E Cº(U, Ox ), se define
n 

I Jo l li,cu) := L J JJ; l li,cu. ) ·
i=l 
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(ii) Si (] =  (f;
1 ) E C1 (U, Ox), se define

l lfJl li•(U) := L l lf;1 I I L2(U, nU, ) ·
i ,j 

Nótese que aquí las normas L2 de f¡, y de J,; respectivamente , se calculan
con respecto a las cartas correspondientes (U,, Z¡ ), es decir, 

(i) l lf, I IP(U; ) := l lf; 0 z,- 1 I IL 2(z , (U,) ),

(ii) l lf;; I IL•(U,nU, ) := l lf;; o Z¡ 1 I IP(z , (U;nU; )),

donde las normas en el lado derecho, son las normas L2 definidas previa­
mente. Con la misma notación. Sean 

C¿,(U , Ox) � C9(U, Ox ) 

para q = O, 1, los subespacios vectoriales de las q-cocadenas que tienen 
norma L2 finita. A los elementos de C¿,(U, Ox) se les llama q-cocadenas
cuadrado integrables de la cubierta U ,  con coeficientes en la gavilla O x.  

Lema 5.9 Sea X una superficie de  Riemann compacta y sean U,  f1 como
antes. Entonces, 

(i) Para cada q = O, 1, C¿, (U , O x) es un espacio de Hilbert.

(ii) Los 1-cociclos en Cl,(U , Ox), i .e. ,  Z 1 (U, Ox ) n Cl,(U, Ox) forman
un subespacio vectorial cerrado, al que denotaremos por Zl, (U , O x) .

(iii) La  cofrontera 6 se  restringe a una aplicación

6 : Cf,(U, Ox)' -> Cz,(U , Ox ). 

DEMOSTRACIÓN. (i) Claramente C¿,(U , Ox) es un subespacio vectorial
de C9(U , Ox), y es normado con la norma L2 de ( 5. 8); más aún, por el
corolario ( 5.3) ,  C1,(U, Ox ) es completo.

(ii) Como Z1 (U, Ox) := ker (6 : C1 (U, Ox) _. C2(U, Ox)), entonces
Z 1 (U , Ox) n Cz,(U , Ox) es un subespacio vectorial, y es cerrado ya que
Z 1 (U , ()  x )  = {J- 1 (0) y 6 es c laramente continua.

(iii) Por definición 6 :  Cº(U, Ox) ->  C 1 (U , Ox ) involucra solo sumas
finitas de restricciones /¡; de /; en U; a U; n U; , y así , si las /¡ son cuadrado
integrables, también lo son las /;;. Q.E.D. 

.. ... 
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Gracias a este lema, podemos hacer las siguientes definiciones: Sean X, 
U, U como antes. Se tienen los grupos :

Hi, (U, Ox ) 
Hf, (U, Ox ) 

Zi, (U, Ox )/fJCf, (U, Ox ), 
ker (6 : Cf, (U, 0) ---+ Cl,(U, O.,))  
zf, (u, Ox ) = zº (u, Ox ) n Cf,(U, Ox ) .  

Nótese que las inclusiones i : C1, (U, Ox ) � Cq (U, Ox ) ,  q O, I ,
inducen morfismos 

i* : H1,(U, Ox ) -+  Hq (U, Ox ). 

Obsérvese ahora que, como en el Lema 5 .9 (ii) previo, Hf,(U, Ox ) = 
Zf, (U , Ox ) es un subespacio de Hilbert de Cf, (U, Ox ). Sin embargo, aún 
cuando Zl, (U, Ox ) también es espacio de Hilbert, del cociente H¿, (U ,  Ox ) 
no podemos concluir que sea también espacio de Hilbert ya que no sa­
bemos que las cofronteras fJCf,(U, Ox ) formen un subespacio cerrado de 
zl,. (U , Ox). 

El lema siguiente nos asegura que los grupos definidos arriba son de 
hecho los grupos de cohomología de la cubierta U:  

Lema 5.10 Sea X una superficie de  Riemann compacta. Sean U =  {(Ü, ,  z, )}y U = { U, } , 1 :5 i :5 n cubiertas abiertas finitas de X como antes. Enton­ces, el morfismo i• : H1, (U, Ox ) -+  Hq (U, Ox ) es un isomorfismo, y asíse tienen isomorfismos 

El último isomorfismo es consecuencia de (5. 7) que asegura que U es cu­bierta de Leray. 
DEMOSTRACIÓN . Jnyectividad: Primero, para q = O, el morfismo i* :
Hf, (U, Ox ) -+  Hº(U, Ox ) es inducido por la inclusión ¡• : Cf, (U, Ox ) � 
Cº (U, Ox ) ,  y como 

Hf, (U, Ox ) := Zf, (U, Ox ) � Zº(U, Ox ) = Hº(U, Ox ) ,

entonces no hay nada que probar . 
Para q = l , consideremos el morfismo 

i* : Zl, (U, Ox)/fJCf,(U, Ox ) -+  Z1 (U, Ox )/fJC0(U, Ox ) 

Supongamos que el 1-cociclo (/,; E Zl, (U, Ox ) es tal que í* (f;; ) = O 
en H 1 (U, Ox ). Entonces, (/,; ) = f, - !;  para algún (/,) E C 1 (U, Ox ) .  

= 



190 Capítulo 5. Superficies de Riemann Compactas 

Probaremos que cada /; es cuadrado integrable en U; E U, i.e. , probare­
mos que (!¡) E Cl, (U , O x )  (y consecuentemente, ya que (fo )  = /¡ - /¡ 
con (!¡ )  E Cl,(U, Ox ), se tendrá que (fo ) será cohomólogo a cero en
Hl, (U , Ox )). 

Ahora, para probar que /¡ es cuadrado integrable en U; E U, para 
cada punto x E oU; (frontera de U;), escoj amos un abierto U¡ E U tal
que x E U; . Por hipótesis /;; = Íi - !; en U; n U; , y así /; = /;; + !; 
en U; n U; . Ahora, como (/¡; ) E Z¿, (U, Ox),  entonces /;; es cuadrado
integrable en U; nU; . Y como f; también es cuadrado integrable en U;nU; � 
U; , entonces f¡ también es cuadrado integrable en U; n U; . Así, /¡ es 
cuadrado integrable en la intersección de U; con una vecindad abierta de 
x E oU; . Estas intersecciones cubren oU; ,  y como U; es compacto, entonces, 
un número finito de estas intersecciones cubren oU; .  Se sigue que /¡ es 
cuadrado integrable en U;, como se quería probar. 

Suprayectividad: Como en la demostración de ( 4 .36), p. 155 ,  la cubierta
U = {U; }  la podemos encoger a otra cubierta V = { V; }  (mismo conjunto 
de índices) tal que Vi � U; para toda i. Así, se tiene un refinamiento 
µ : V -+ U ,  y ambas cubiertas U y V son tales que sus abiertos están 
contenidos en una sola carta de iJ. Se sigue de (5.7) que U y V son de
Leray y así por (4.45) se tienen isomorfismos µ• :  H9(U, O) -+ Hq(V, O) 
para todo q 2: O. 

Ahora, para cualquier simplej o  <7 E N(V) se tiene que 

IÍJ I  = Vo n · · · n V9 � Vo n · · · V  9 � µUo n · · · n µU9 =: µ(<7),

y por l o  tanto 1<7 1  está contenido en un subconjunto compacto de !µ(<7)¡ . 
Entonces, para cada f E C9(V, O), y para cada <7 E N(V) se tiene que

(µf)(<7) = res¡,r¡ /(µ<7) E C9(U, Ó)

con !<7 1  � compacto � !µ(<7)¡. Se sigue que res¡,r¡ /(µ<7) es cuadrado in­
tegrable, i. e., (µ!)(<7) E C1, (U , O). En consecuencia, el morfi smo µ• : 
Hq (U, O) -+ Hq (V, O) se puede factorizar como 

Hf,(U, O) 

i.e. , µ• = iº µ0 con µ• un isomorfismo e iº inyectivo. Se sigue que i* debe
ser suprayectivo. Q.E. D.
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Es  conveniente ahora tener un bosquejo de lo  que nos falta para probar 
que dimc H 1 (X, Ox) < oo. Primero, como X es compacta, podemos esco­
ger cubiertas abiertas finitas U" � U' � íJ con íJ = {(Ü¡, z;)h<i< n cartas
de X tales que z;(Üi) � C son discos, y los abiertos de U" y U'-c�ntenidos
en una sola carta de íJ, como antes. Ahora, por ( 5. 7 ) estas cubiertas son de 
Leray, y así en el diagrama conmutativo siguiente los morfismos del renglón 
inferior son isomorfismos: 

Z 1 (U", O) _!!___ Z 1 (U', O) 

•"l l� 
H 1 (U", O) �H 1 (U', 0) -

�
- H 1 (X, O)

(los morfismos verticales son los epimorfismos canónicos). Como 1r" es 
suprayectivo, se sigue que 

1r' (µZ 1 (U", O)) = H 1 (U', O).

Usando la compacidad de X mostraremos en ( 5.13) (lema de finitud) que
las cubiertas U' y U" se pueden elegir de tal forma que existe un subespacio
vectorial de dimensión finita S � Z 1 (U', O) tal que

µZ 1 (U", O) � S + 8Cº(U', O).

Pero como ker 1r' = éCº(U', O), entonces

H 1 (U', O) = S, 

y por lo tanto dime H 1 (U' , O) = dime S < oo. 
Para mostrar la existencia del subespacio S � Z 1 (U', O) de dimensión

finita con las propiedades requeridas, usaremos la siguiente consecuencia de 
( 5 . 6) en el contexto que necesitamos: 

Corolario 5 .11  Sea X una superficie de Riemann compacta. Sean U' � 
U � f1 cubiertas abiertas finitas de X ,  con f1 dada por cartas ( Ü;, z; ) tal 
que z;(Ü;)  � C es un disco. Supongamos que los abiertos de U' y U están 
contenidos en una sola carta de il. Supongamos además que para toda i 
U i � U; ( diremos que U' es encogimiento de U). Entonces para toda l > O 
existe un subespacio vectorial cerrado A � Z¿2 (U , O) de codimensión finita, 
tal que 

para toda { E A. 
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DEMOSTRACIÓN. Para cualquier cocadena e E Cq(U, O) se tiene que 
l l€ I IL2(U') < oo. Como C1 (U, O) f17,; f(U; n U; , Ox ), el resultado se
sigue de ( 5.6) .  Q.E. D. 

El lema de alisamiento. Si U' S U S U son cubiertas finitas de X 
que son encogimientos de U, el corolario previo nos dice que las cocadenas 
( E Cl,(U, O) se ven "más lisas" que aquellas en Cl, (U, O). El lema 
siguiente nos dice que dado un cocido f E Zl,(U', O) lo podemos "alisar" 
encontrando otro cocido ( E Zl, (U , O) tales que ( y f determinan la 
misma clase de cohomología en H 1 (X, O x) .  

Lema 5.12 Sea X una superficie de Riemann compacta. Sea U una familia 
finita de cartas como antes, y sean U" < U' < U < U encogimientos de U
dados como antes. Entonces, existe una constante L > O tal que para todo
cociclo f E Zl, (U' ,  O) existen elementos ( E Zl, (U , O) y r¡ E Cf, (U'', O) 
que satisfacen: 

(i) €' = � + 6r¡ en U", y

(ii) max { l l€ I IL2(U), I IT/ I IL•(U 11) }  S L · l le'I I L•(U') ·

DEMOSTRACIÓN. (i) Consideremos la función 

Zl,(U, O) x Cf,(U', O) -+ Zl,(U', O) 

dada por (€, r¡') 1-+ ( lu, + 8r¡', donde usamos la notación ( lu, := µ(e) para 
µ : U' -+ U el refinamiento U' S U,  y 8 : Cf, (U', O) -+ Cl, (U' , O) es la
cofrontera. 

Esta función es continua claramente, y es suprayectiva, ya que por 
el lema ( 5. 10) se tiene un isomorfismo µ• : Hl,(U, O) � Hl,(U', O),
y por lo tanto, dado cualquier cocido f E Zl, (U' , O) existe un cocido
( E Zl, (U, O) cohomólogo a f, i.e., f = ( lu, + 8r¡' con r¡ E Cf,(U', O) .
Restringiendo a U" tenemos e l  resultado deseado, i .e., la  función

es suprayectiva. 

(ii) Como Zl,(U, O) x Cf,(U", O) es un espacio de Hilbert con la norma
natural 

1 1 ce i 11") 1 1  := (1 1e 1 1t,(u) + l l11" I IL2cu"))
1 12

, 

y como la función 

= 
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es continua y suprayectiva (por la parte ( i ) )  entre espacios de Hilbert, en­
tonces por el teorema de Banach, r/> es abierta. 

Sean B y B" las bolas en Zl, (U , O) y Cf, (U" ,  O) respectivamente, y
sea W = B x B" . Entonces, W es una vecindad abierta del O en Zl, (U , O) x
Cf,(U'', O),  y como r/> es abierta entonces r/>(W) es una vecindad abierta 
del O en Zl, (U' ,  O).  Así, existe e >  O tal que 

{ E.' E Zl, (U',  O) : li( I I L•(U') = e} � r/>(W).

Sea L c- 1 > O. Probaremos que esta L nos sirve. En efecto, si
E,' E Zl, (U' , O) es arbitrario, E,' f. O, podemos encontrar una e E C tal
que l l ce' I IL> = C .  Por lo tanto, por i*) exis!en elementos ({, ij) E W �
Zl,(U, O) x Cf,(U", O) tales que <f,(t ií) = € lu, + óij, y como W = B x
B' entonces ll€ 1 1L > � 1 y l l 7JI IL• � l .  Entonces, poniendo € := c- 1( E
Zl,(U, O) y r¡ := c- 1 r; E Cf,(U ;  O), se tiene que

y además 
l l€ 1 1L> = l l c- 1(llp = c- 1 l l(I IP � c- 1 = L,

y similarmente I ITJI IL' � L. Q.E.D.

Lema 5.13 ( LeIJ:>:a de finitud) . Sea X una superficie de Riemann com­
pacta. Sea U una familia finita de cartas en X como antes y sean U" < 
U' < U < U encogientos dados. Entonces, existe un subespacio vectorial
S � Z1 (U , O) tal que 

Z 1 (U J O)lu11 = s + óCº(U" ) O),

i. e . ,  dado € E Z 1 (U , O) existen elementos u E S y r¡ E Cº(U",  O) tales que

€ = u + ór¡ en U". 

DEMOSTRACIÓN . Sea L > O la constante del lema anterior. Para f := 
1/(2L) > O, por el corolario (5 . 11) existe un subespacio vectorial cerrado 
A � Zl, (U, O) de codimensión finita tal que 

(1) 

para todo € E A. 
Sea S el complemento ortogonal de A en Zl,(U, O), i.e . ,

= 
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Ahora, sea { E Z1 (U, O) arbitrario. Como U' < U es un encogimiento,
como observamos en La primera Línea de la demostración de ( 5.1 1), se tiene 
que 

M := l l{ I IL2(U' )  < oo,

y así { E Zl,(U', O).  Ahora, por el lema de alisamiento, existen elementos
(o E Z i• (U , O) y T/o E Cf, (U", 0) tales que

{2) {= (o +  6r¡o en U", 

y además 

(3) 

(4) 

l i(o l lL•(U) :'.S LM Y l i r,o l lL2(U" ) :'.S LM.

Ahora, como (0 E Zl,(U, O) = A (B S, podemos escribir

(o = {o +  ero,

con (o E A y ero E S.  
Construiremos ahora, por inducción, dos sucesiones 

(0, (1 , ... , en Zl,(U, O) 

y 
T/O , T/1 , · · · ,  en cf,(U", O), 

tales que, como (; E Z}, (U , O) = A EB S, si consideramos su descompo­
sición 

(i) (; = {; + er; con (; E A y er; E S, 

se tenga que: 

(ii) { lu 11 = (o,

(iii) (; = (;+ 1 + 611;+ 1, j 2: O,

(iv) 1 1(; I IP(U) :'.S 2-i LM Y l l r,; I IL2(U" ) :'.S 2-i LM, j 2: O.

La construcción es como sigue : Para j = O, las ecuaciones (2) y (4), y
las desigualdades de (3) son Jo que se requiere. Obsérvese que (2) implica
(ii).

Por inducción supongamos construídos hasta (; y T/i . Nótese que las 
descomposición de (; E Zl,(U, O)= A EB S, (; = {; + er; implica que
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y como l; E A, por ( 1) se tiene que 

ya que t = 1/2L.

1 95 

Ahora, por el lema de alisamiento, para l; E Zl1 (U, O), existen elemen­
tos (; + 1 E Zl2 (U , O) y T/i + 1 E Cf 2 (U" ,  O) tales que

e; = (; + 1  + 6r¡; + 1  en U",

y además 

combinando esta desigualdad con ( 5) se obtiene en resultado deseado. 

F inalmente usando estas sucesiones, observemos que 

y así 

(6)  

n 

= ¿((; - l; )  
j :0 j :O 

n 

por (i) 

¿((, - (; + 1  - 6r¡, + 1) por (iii) 
j =O 

n n 

¿(<, - (; + 1) - 6 E 11; + 1
j :O j:0  

n 

(o - (n+l  - 6 L 1]; + 1
j :O 

n+l  
= e - 6110 - '"+ l  - 6 E 11; ,

j :0 
n 

e - 6110 - '"+l  - 6r¡n+l  - 6 E T/j
j :O 

n 

e - 6110 - en+l  - 6 E 11, 
j :0 

n n 

E u; = e - en+ l  - 6110 - 6 E 11; ,
j :0 j :O 

por (iii), 

= 

= 

= 

= 

= 
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y como por (iv) 
max { ll(; I I , 1 111; 1 1 } � ri LM, 

y como e; = (j - <Tj , entonces l le; I IP(U) � 2-j LM también y por lo tanto
limn-oo en = o, y las series 

y 

00 

u := í: <Tj 
j :O 

00 

TJ := í: 1Ji+ 1
j :0 

convergen en S y Cf, (U",  O) respectivamente. Más aún , de (6) se sigue 
que 

u = e + 6r¡ en U"

con u E S  y TJ E Cf, (U", O) . Q.E.D.

Finalmente, podemos probar el resultado principal de esta sección. 

Teorema 5.14 ( Teorema de finitud) . Si X es una superficie de Rie­
mann compacta, entonces dime H 1 (X, Ox ) < oo. 

DEMOSTRACIÓN. Sea f1 una cubierta finita de cartas de X como antes y 
sean U" < U <  f1 encogimientos dados. Observemos que Z 1 (Ü, O) lu � 
Zl, (U ,  O) ya que 

la última inclusión es como en la primera línea de la demostración de (5 . 1 1 ). 
Por el lema de finitud previo existe un subespacio vectorial de dimensión 

finita S � Z 1 (U , O) � Z 1 (U", O) tal que 

Z1 (U, O) lu11 � Z 1 (U , O) lu11 � S + 6Cº(U" , O).

Finalmente ,  consideremos el diagrama conmutativo 

z 1 (i1, O) ___!!__..z1 (u", O) 

. ¡ k 
H 1 (U, O) __!!__.H 1 (U" , 0) -

�
-- H 1 (X, O)
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donde las flechas verticales son pasos al cociente.l.y los morfismos del renglón
inferior son isomorfismos ya que las cubiertas U y U" son de Leray. Como
1r es suprayectivo se tiene que 

y como ker 1r" = 6Cº (U" , O) ,  de (*) se sigue que 

d 

H 1 (U" , O) = ¿ C[gi] 
j = I 

donde las g; son una base del espacio S y [g;] son las clases de cohomología 
correspondientes. Entonces, 

dime fI 1(x, Ox ) = dime H 1 (U",  O) -::; d < oo. Q.E .D .

Definición 5 .15  Si X es  una superficie de Riemann compacta, al entero 
g := g(X) := dime H 1 (X, O) < oo se le llama el género de X .  

Este género es una de los invariantes topológicos más importantes de X 
como veremos en las secciones siguientes. 

Ejemplo. Para la esfera de Riemann IP>1 , ya sabemos ( 4 .49) que H 1 (IP>1 , Or, ) =
O ,  y así g(IF>1 ) = O .

Una consecuencia importante del teorema de finitud anterior es la exis­
tencia de funciones meromorfas no constantes en una superficie de Riemann
compacta. Esto será consecuencia de la proposición siguiente: 

Proposición 5.16 Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces, 
para todo punto p E X existe una función meromorfa f E M (X )  que tiene
un polo en p y es holomorfa en X - {p}.

DEMOSTRACIÓ N .  Por el Teorema de Finitud anterior, 

g := dime H 1 (X, O) < oo

Sea pues (U1 , z) una carta coordenada de X alrededor de p, con z(p) = O.  
Sea U2 := X - {p} . Entonces U =  { U1 , U2 } es una cubierta abierta de 

X con U1 n U2 = U1 - {p}.
Como z(p) = O y z es un biholomorfismo en U1, entonces z-i(x) f O

para toda x E U1 - {p} y para toda j E N. Así las funciones z-i : U1 n U2 = 
U1 - {p} - C son holomorfas en particular para j = 1, . . .  , g + 1.
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Y como Z 1 (U, O) � C 1 (U, O) = r(U1 n U2, O), entonces las funciones
holomorfas z-i E r(U1 n U2 , O) representan 1-cociclos 

y como dime H 1 (X, O) = g entonces las clases de cohomología

(; = (; + 6Cº (U, O) E H 1 (X, O),

1 :::; j :::; g + l, son linealmente dependientes. En otras palabras, los cocidos
(; son linealmente dependientes módulo cofronteras. Así existen complejos 
c1 , . . . , c9+ 1 no todos cero y una cocadena r¡ = (!1 , h)  E Cº (U, O) tales
que: 

c 1 (1 + · · · + c9+ 1 (9+ 1  = 6r¡ E B 1 (U, O),

es decir, 
g+ I 

L Cj Z-j = h - f¡ en U¡ n U2,
J =: l 

donde /¡ E O(Ui ) y h E O(U2 ). 
Así, existe una función / E M(X) que coincide con /¡ + ¿;_r!1 c; z-i en

U1 (y por lo tanto tiene un polo en p) y que es igual a '2 en U2 = X - {p} 
(y así es holomorfa en X - {p} porque '2 lo es) .  Esta es la función deseada.
Q. E.D .  

Corolario 5.17 (Existencia de funciones Meromorfas no Constan­
tes en una Superficie de Riemann Compacta) . Sea X una superficie
de Riemann compacta, y sean p 1 , . . .  , Pn puntos distintos de X. Enton­
ces, para cualesquiera números complejos dados c 1 , . . .  , Cn E C, existe una 
función meromorfa f E M (X) tal que /(p¡ ) = c; para i = l, .. . , n .

DEMOSTRACIÓN . Para cualquier par i f. j ,  por la proposición anterior
tomando p = p;, existe una función /¡j E M (X) que tiene un polo en p¡ y
es holomorfa en P; ( de hecho en X - {p¡ } ). 

Para este ( i, j) escojamos una constante >.;i E C - {O} tal que 

/¡; (p1: ) -¡. /¡; (p; ) - )..¡; 

para todo k = 1, . . . , n.
Así, la función 

Yii := 
f¡i - /¡; (P; ) E M(X)

/¡i - /¡; (P; ) + A;; 

( donde /;; (Pi ) y A;; son constantes) es tal que: 
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(i) g¡; (P, )  = 1 ya que en e! numerador y denominador que definen g¡;
aparece /¡; que tiene un polo en p¡ con el mismo orden.

(ii) Así g¡; es holomorfa en los puntos Pk, 1 � k � n ya que el denomina­
dor no se anula allá.

(iii) Más aún, g¡; (P;) = O ya que el numerador se anula entonces.

Consideremos ahora las funciones 

h; := IJ g;;, l � i � n. 
Ui 

Claramente las h¡ E M(X) y satisfacen: 

h¡(p; ) = IJ g¡;(P; ) .
l'ti 

Finalmente, la función 

y satisface : 

n 

f := ¿ e; · h¡ E M(X) ,
i= l 

n 

f(P; ) = ¿ c¡h¡(pj) = e; ·  1 = e;,
i=l  

y es la función requerida. Q.E.D. 
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5.2 El Teorema de Riemann-Roch 

En la sección anterior, como consecuencia del Teorema de Finitud, se de­
mostró la existencia de funciones meromorfas no constantes en una super­
ficie de Riemann compacta.

El paso siguiente es considerar estas funciones meromorfas y es aquí 
donde la noción de divisor aparece para tomar en cuenta los polos (y ceros) 
de una función meromorfa. A continuación, es importante conocer cuántas 
funciones meromorfas linealmente independientes hay en X,  con ciertas
restricciones en sus polos. El Teorema de Riemann-Roch, uno de los pilares 
de la Teoría de Superficies de Riemann compactas, provee una respuesta a
esta pregunta y es el punto de partida para el estudio a profundidad de las 
superficies de Riemann compactas. 

Para comenzar, recordaremos que si f : X -> C es una función mero­
morfa en una superficie de Riemann compacta X, entonces por (2.3 1 )  el
conj unto de ceros y polos de f es un subconjunto finito de X. 

Cada cero z1c de f tiene un cierto orden ordzk (!) ==: v1; ,  y también cada
polo Pk de f tiene un orden ordpt (!) ==: -r¡1; . Para distinguir si un cierto 
orden es de un cero ó de un polo, los tomamos con signo: Para los ceros 
v1; 2:: O y para los polos -r¡1; ::; O. 

Definición 5.18 Sea X una superficie de Riemann compacta y sea 
f : X -> C una función meromorfa no idénticamente cero. El divisor 
asociado a f, también llamado divisor de ceros y polos de f, es la función: 

dada por: 

(f)(x) := { �l: 

-v1;

(!) : X -+ íZ 

si x no es cero ni polo de f 
si x es un cero de orden v1; de f 
si x es un polo de orden v1; de f. 

En otras palabras, el divisor (!) asigna "pesos" (números enteros) a los 
puntos de X, de tal forma que los pesos son nulos excepto a lo más en un 
número finito de puntos de X. El concepto anterior se generaliza como 
sigue: 

Definición 5.19 Sea X una superficie de Riemann compacta. Un divisor 
en X es una función

D : X -+ íZ  
tal que D(p) = O excepto a la más en un número finito de puntos p E X .  

.. 
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Observación. El conjunto de divisores en X, denotado Div(X),  es un
grupo abeliano con la suma usual de funciones como operación . 

Más aún, un  divisor D E Div(X) puede verse como una combinación 
lineal formal de puntos de X con sus pesos u órdenes asociados , ya que si D : X -+ Z es tal que D(p;) = n; E Z (con n; = O para casi todo punto 
p; E X).  Entonces, formalmente podemos escribir :  

(*) D := ¿ n; · p; con n; E íE, p; E X. 

y como podemos "agrupar" puntos iguales, sin perder generalidad se puede 
suponer que los p; son distintos en la expresión (*) arriba, de tal forma que 
los enteros n; = ordp ; (D) son el orden ó multiplicidad del divisor D en el
punto p;. 

Con esta notación, la suma en Div(X) es la suma obtenida sumando 
coeficientes correspondientes a puntos iguales. Claramente Div(X) es de 
hecho el grupo libre abeliano generado por los puntos de X .  Algunas veces, 
en lugar de notación aditiva D = E n; · p¡ para un divisor en X ,  también 
se usa la notación multiplicativa D = TI nf' . 

Observemos ahora que el grupo de divisores Div(X) se puede ordenar
parcialmente como sigue: Dados D, D' E Div(X) diremos que D � D' si y
sólo si D(p) � D' (p) para todo punto p E X .  Claramente éste es un orden 
parcial en Div(X).  

Obsérvese también que si  f E Mx - {O} ,  entonces f es  holomorfa si y 
sólo si (!) � O. 

Definición 5.20 Un divisor D E Div(X) se llama efectivo (ó positivo) si 
D �  O. 

Así D � D' <=> D - D' � O, i.e . ,  <=> D - D' es efectivo. 

En la notación multiplicativa, la relación D � D' , algunas veces se 
expresa diciendo que D divide a D' . Esto es porque si D = TI pf(p;) , y
D' = TI Pf'(p ;) , entonces D � D' <=> .D(p; ) � D'(p;) y así el "producto" D
divide al "producto" D'. 

Divisores principales. Para distinguir a los divisores en Div(X) que 
provienen de funciones meromorfas f E M x ,  llamaremos a estos divisores
principales. Es decir, un divisor D E Div(X) se llama principal si existe 
una función f E M x  - {O} tal que D = (!). 

Lema 5.21 Sea X una superficie de Riemann compacta. Si f, g E Mx -
{O} ,  entonces: 

.. .. 

► 
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{i) u .  g) = (!) + (g) .
{ii) ( y )= -(!) .

Capítulo 5. Superficies de Riemann Compactas 

DEMOSTRACIÓN. (ii ) es obvio ya que 1/ / intercambia ceros con polos de 
J. Para (i) :  Si x E X no es cero ni polo de / y g, entonces no lo es de f · g ,  
y así (! · g)(x) = O= (f)(x) + (g)(x). 

Si x E X es cero ( o polo) de f pero no de g, entonces es cero ( o polo)
de f · g, y así, (! ·  g)(x) = (f)(x ) + O= (f)(x) + (g)(x). Los otros casos son
similares. Q.E . D. 

Corolario 5.22 La aplicación natural Mx _. Div(X) que manda f en 
(!) ,  es un morfismo de grupos. 

Aquí Mx = Mx - {O}.

Los elementos de la imagen de este modismo, que forman un subgrupo 
de Div(X) ,  son los divisores principales de X.  

Al cociente Div(X)/ { divisores principales} se le llama el grupo d e  clasesde divisores de· X. 
El grado de un divisor. Sea X una superficie de Riemann compacta. Se
tiene un modismo de grupos 

deg : Div(X) ---> � 

llamado el grado, y definido por: deg(D) := ¿pE X  D(p). 
Es decir , si D = ¿ n¡ · p¡ entonces deg( D) = ¿ n¡. Es claro que deg es

en efecto un modismo (aditivo) ,  y es suprayectivo claramente . 

Obsérvese que si (!) E Div(X ) es un divisor principal entonces 
deg(f) = O, ya que en una superficie de Riemann compacta el número 
de ceros ( con sus multiplicidades) de f es  igual al número de polos ( con sus
multiplicidades). 

Definición 5.23 Dos divisores D, D' E Div(X) se llaman linealmente equi­valentes, denotado D - D' , si su diferencia D - D' es un divisor principal.

Obsérvese que si D - D' entonces deg(D) = deg(D') ya que D - D'
significa D - D' = (!) y  así , deg(D) -deg(D') = deg(D - D') = deg(/) = O.

Divisor de una 1-forma meromorfa. En forma análoga a como se 
definió el divisor de una función (O-forma) meromorfa / E Mx - {O} se
define el divisor de una 1-forma meromorfa w E M� ) - {O} como sigue :

--
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Sea p E X un punto cualquiera. Escoj amos una carta (U, z) de X
alrededor de p. Así el divisor asociado a w E M�) - {O}  se define como:

(w) : = I: ordp(w). 
p E X  

En forma análoga al lema {5 .22) se tiene: Si f E Mx - {O} y w E
M � ) - {O} , entonces (! · w) = (!) + (w) .

Definición 5.24 Sea X una superficie de Riemann. U n  divisor canónico 
en X es el divisor (w) de una 1-forma meromorfa w E M� ) - {O} .

Obsérvese que cualesquiera dos divisores canónicos en X son equivalen­
tes ya que si w 1, w2 E M � ) - {O} , entonces localmente w1 = Ji dz y w2 =
h dz con !1 , h E Mx - {O} ,  entonces poniendo f : =  ft/h E Mx - {O}
se  tiene que w ¡  = f · w2, y así (wi ) = (!) + (w2 ), i. e. , (w 1) - (w2 ) = (!). 

A continuación veremos cómo asociar una gavilla a un divisor de X .  

L a  gavilla Ov asociada a un divisor. Sea X una superficie de Riemann 
y sea D un divisor en X. Definamos una gavilla, denotada O D ,  de la forma 
siguiente: 

{i) Si U � X es un abierto, definimos

On (U) := {! E M u : f = O ó (f)(x) 2:'.: - D(x) Vx E U } .

{ ii) Si U � V son abiertos de X ,  las restricciones usuales 

son modismos. 

On (V) --. On(U) 

f 1-+ Jiu 

Claramente On es una pregavilla en X. De hecho, es una gavilla (ej er­
cicio). 

Observaciones. (1 ): Si D = O es el divisor cero en X, entonces 00 = O,
ya que si  f E Oo(U) entonces (!) 2:'.: O, i. e. , f es  holomorfa en U y así 
f E O(U). El recíproco es similar. 

(2): Si D ....., D' son divisores equivalentes en X, entonces las gavillas 
asociadas son isomorfas: Ov � OD 

..., 
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En efecto, como D "'  D' , entonces existe r.p E M x - {O} tal que 
D - D' = (r.p).

Definase un modismo <l> : Ov -+ Ob como sigue: 
Si U �  X es un abierto, <l>u : Ov(U) -+ O'v(U) es la función dada por: 

<l>u(f) := r.p · f (producto de f con r.pju ). 
Claramente <l>u es un morfismo de grupos, y por la definición de los 

morfismos restricción en las gavillas O D y O D', <l> es de hecho un morfismo 
de gavillas. 

Si finalmente se define 4> : Ob -+ Ov como 4>u : / t-+ r.p- 1 · f (ya que
r.p E Mx - {O} implica r.p- 1 E M x - {O}), entonces claramente 4> es la
inversa de <l>. 

(3): Si D � D' son divisores en X,  entonces se tiene una inclusión
natural Ov � Ob ya que si (!) � - D, como - D  � - D', entonces (!) � -D' .
Proposición 5.25 Sea X una superficie de Riemann compacta y sea D E 
Div(X) un divisor tal que deg(D) < O. Entonces Hº(X, Ov) = O.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que existe O f. f E Hº(X, Ov) = Ov(X).
Entonces (!) � -D y así deg(f) � deg(- D) = -deg(D) > O ya que
degD < O por hipótesis. Pero esto es una contradicción ya que deg(f) = O.
Q.E.D. 

La proposición anterior nos dice que tienen mayor interés los divisores 
D tales que deg(D) � O ya que en este caso pueden existir funciones mero­
morfas en X con (!) � -D. Obsérvese que mientras "mayor" sea el divisor
D, i.e., mientras más puntos de X tenga con pesos dietintos de cero, enton­
ces el número de polos permitidos para una f tal que (!) � -D aumenta.

Más adelante, como parte del Teorema de Riemann-Roch, probaremos 
que si X es compacta, entonces dimc:H9(X, Ov) < oo para q = O, 1, gene­
ralizando así el Teorema de Finitud de la sección previa con Oo = O.

Antes de proceder al Teorema de Riemann-Roch, necesitarnos unos re­
sultados previos. 

La Gavilla Rascacielos. Sea X una superficie de Riemann y sea p E X 
un punto. La gavilla rascacielos en X ,  denotada Cp, se define como sigue:

(i): Si U � X es un abierto, se define

... 

,. 



5.2. El Teorema de lliemann-Roch 

si p E U 
si P <!.  U 
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(ii): Si U � V son abiertos, el morfismo Cp(V) -+ Cp(U) es el morfismo
identidad si p E U, y el modismo cero en caso contrario. 

Claramente Cp es una pregavilla que de hecho es gavilla de anillos .

Lema 5.26 S1 p E X es un punto entonces: 

(i): ÍI º(X, Cp ) :=::: C.
(ii): j¡ I (X, Cp ) = o .
DEMOSTRACIÓN:  ( i )  es obvio ya  que como p E X, por definición de Cp se
tiene que 

Hº(X, Cp ) :=::: f(X, Cp )  = Cp(X) := C. 
(ii): Sea { E H 1(X, Cp ) representado en el límite directo por un { E 

H 1 (U , C.p) - Sea � E Z1 (U, C,,) un cocido cuya clase de cohomología es ( 
Escoj amos un refinamiento V =  { Va } de U de tal forma que el punto p

está contenido sólo en un Va . Entonces, Z1 (V, Cp) = O y por lo tanto e =  O.
Q . E.D. 

Observaciones. ( 1 ) :  Supongamos que D E  Div(X) es un divisor arbitra­
rio. Sea p E X un punto y sea P E Div(X) el divisor definido por: 

P(X) := { � si X =  p 
SÍ X f p.

Claramente D � D + P y así se tiene la inclusión natural ( observación
(3) antes de (5.25)): Ov <-+ Ov+P ·

(2): Se tiene un morfismo de gavillas

/3 : Ov+P -+ Cp 

definido como sigue: 

Si U � X es un abierto, entonces:

(a) Si p <l. U ,  se define /Ju := O.

(b) Si p E U, para definir /Ju : Ov+P(U) -+ Cp(U) = C, sea s E
Ov+P(U) una sección. 

Escojamos una carta (V, z) de X alrededor de p, con z(p) = O, y consi­
deremos la expansión de Laurent de la función meromorfa s alrededor del 
punto p con respecto a la coordenada local z :  
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00 

s = L Cn . zn 

n =-k - 1

con Cn E e y k := D(p) E �-
Nótese que como (s) S - D  - P, ya que s E OD+P(U), entonces 

ordp(S) S -D(p) - P(p) = -D(p) - 1 = -k - 1 ,  y así la expansión
de Laurent de s alrededor de p en efecto comienza a lo más en -k - l .  

Finalmente se define: 

/Ju : Ov+P(U) -+ Cp(U) = C

como: fJu (s) : =  C- k - 1 ·  
Claramente /Ju no depende de la coordenada local (V, z) elegida para

la expansión de s. Más aún, /Ju es en efecto un morfismo, y así, induce u n
morfismo de gavillas: 

{J :  OD+P -+  Cp . 

(3): De hecho, {J es un epimorfismo con núcleo Ov , y así se tiene una 
sucesión exacta corta de gavillas en X: 

/j O -+  OD --. Ov+P --.  Cp -+ O.

En efecto, que {J es  epimorfismo es  obvio. 
Para ver que ker([J) = O D ,  claramente se tiene que O D � ker({J) ya que

si s E Ov(U) entonces ordp(s) S -k ,  i.e. , L k- l = O en la expansión de
Laurent de s alrededor de p. 

Ahora, si E:= -k - l en · zn , k = D(p) E �. entonces ordp(s) > - k - 1 ,
i .e. , ordp(s) S -k = -D(p) y así (s)(p) S - D(p), y claramente para toda
z f. p se tiene que (s)(z) S - D{z) (ya que P(z) = o· si z f. p) y entonces
(s) S -D, i.e., s E OD y así ker{J � Ov .

(4): La sucesión exacta corta de gavillas (3) induce la sucesión (larga) de 
cohomología: 

Ü -+ ilº(X, OD ) -+ ilº(X, OD+P ) -+  ilº(X, Cp ) -+  H 1(X, OD) -+
H 1 (X, Ov+P ) -+  O 

• 1 ya que H (X, Cp ) = O por {5.26).

Corolario 5.27 Sean X un a superficie de Riemann compacta, y D S 
D' divisores en X. Entonces, la inclusión natural O v <-+ O D' induce un 
epimorfismo: 
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DEMOSTRACIÓN : Como D :::; D' entonces D' D + Pi + · · · + Pn con 
P; E X puntos ( que pueden ser repetidos). Inducción sobre el número n: 

( 1 ) :  n = 1 :  Así D' = D + P y el epimorfismo deseado es precisamente el 
de la observación (4) anterior : 

• 1 • 1 H (X, Ov) -+ H  (X, Ov+P) -+ O.

(2 ) :  Claramente el modismo Í/ 1 (X, Ov ) -+ Í! 1 (X, Ov, )  se factoriza como: 

· 1 · 1  · 1 · 1 H (X, Ov ) -+ H (X, Ov+P, ) -+ H (X, Ov+P,+P, ) -+  · · · -+ H (X, Ov, )

y el resultado se sigue por inducción, ya que en esta factorización, cada 
flecha es un epimorfismo por ( 1 ). Q.E.D. 

Usaremos la notación hq (X, Ov ) := dimcÍ/9(X, Ov ). Parte del Teo­
rema de Riemann-Roch que probaremos a continuación nos dice que estas 
dimensiones son finitas si X es compacta.

Riemann había observado, en la notación y terminología actual, que si X es una superficie de Riemann compacta de género g ,  entonces

hº (X, Ov ) 2:: deg(D) - g + 1 ,

y Roch, un estudiante doctoral de Riemann, estudió la posibilidad para te­
ner la igualdad en la desigualdad de Riemann anterior. El término necesario
para tener la igualdad resultó ser h 1 (X, Ov ), y el Teorema de Riemann­
Roch que probaremos nos dice precisamente esto: 

hº (X, Ov ) - h 1 (X, Ov ) = deg(D) + 1 - g

para X compacta de género g.  
El término de la izquierda en la fórmula anterior, es la característica de Euler de X ,  y de acuerdo a nuestras construcciones, es un invariante que

toma en cuenta la estructura compleja de X. El término de la derecha es 
un invariante topológico-algebraico "crudo" de X. 

Teorema 5.28 ( Riemann-Roch) Sea X una superficie de Riemann com­pacta de género g. Sea D un divisor en X. Entonces: 
( i ) :  flº (X, Ov ) y Í! 1 (X, Ov ) son <e-espacios vectoriales de dimensiónfinita. 
( ii ) :  hº (X, ('JD) - h 1 (X, (')D ) = 1 - g + deg(D). 
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DEMOSTRACIÓN: (a): El teorema es cierto para el divisor D = O ya que
entonces Oo = O y así, hº (X, Oo) = 1, h 1 (X, Oo) = g por definición,  y 
deg(O) = O. 

(b ) :  Sea D E Div(X) un divisor arbitrario y sea p E X un punto. Sea
D' = D + P.

Probaremos ahora que si el teorema es verdadero para uno de los divi­
sores D ó D' entonces también lo es para el otro: 

En efecto, considerando la sucesión larga de cohomología asociada a la 
sucesión exacta corta : 

y poniendo V := Im(iíº(X, OD , )  _!_. C) = ker(S) ,  se obtienen las sucesio­
nes exactas cortas: 

( 1 )  

(2) 

(3) 

(4) 

o - iíº (X, Ov) - iíº(X, Ov, )  - V - O

O - V - C - C/V - O

De la sucesión (3) se obtiene: 

dimV + dimC/V = 1 = deg(D') - deg(D) 

ya que D' = D + P. 
Así la ecuación ( 4) nos dice que dim(V) y dim(C/V) son finitas. 
Consecuentemente , las sucesiones ( 1 )  y (2) nos dicen que si una de las 

h9(X, -) es finita también lo es la otra. 
Más aún, ( 1 )  implica que hº(X, Ov, )  = hº(X, Ov ) + dim(V) y (2) 

implica que h 1 (X, Ov) = h 1 (X, Ov,) + dim(C/V). Así, sumando estas dos 
igualdades se obtiene : 

hº(X, Ov ) + h 1 (X, OD , )  + 1 
hº(X, OD ) + h 1 (X, Ov, )  + deg(D') - deg( D) 

p 
O-+ Ov --+ 001 --+ Cp-+ O, 

= 
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por (4). Se sigue que: 

hº (X, Ov, ) - h 1 (X, OD, )  - deg(D' )  = hº (X, On ) - h 1 (X, OD) - deg(D).

Así, si la fórmula de Riemann-Roch es válida para alguno de los divisores D ó D' = D + P ( es decir, si uno de los lados de la igualdad anterior es 
1 - g) entonces también es verdadera para el otro divisor. 

( e ) :  los incisos (a) y (b) imp lican que el Teorema es verdadero para 
todo divisor D � O. 

(d) :  Sea Ahora D un divisor arbitrario en X.  Entonces, D se puede 
escribir como: 

D = Pi + · · · + Pm - Pm+l - · · · - Pm+n

con Pj E X puntos.
Por el inciso (c) , el Teorema es válido para el divisor D' = P1 + · · · + Pm ,
Ahora, si D'' := D' - Pm+l i.e . ,  D' = D'' + Pm+l , por el inciso (b) el

Teorema también es cierto para D". 
El resultado se sigue por inducción sobre n. Q.E.D.

Definición 5.29 Obsérvese que como h 1 (X, On ) � O,  de la fórmula de
Riemann-Roch se sigue que: 

hº(X, On ) � 1 - g + deg(D) , 

la desigualdad de Riemann. 
Se suele usar la notación C(D) :=  OD , y l(D) := dimcC(D) : =  hº(X, O'D ). 

Esta desigualdad tiene como consecuencias importantes algunos teore­
mas clásicos : 

Teorema 5.30 Sea X una superficie de Riemann compacta de género g, y 
sea q E X un punto. Entonces, existe una función meromorfa no constante 
f en X, la cual tiene un único polo en q de orden a lo más g + l .

DEMOSTRACIÓN:  Sea D : X -> Z el divisor dado por 

D(x) := { � 
+ l 81 X =  q

si :c / q. 

Entonces, deg(D) = g + 1, y así de la desigualdad de Riemann se tiene 
que: 
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h o (X,  0 D )  2:: 1 - g + (g + 1) = 2
es decir, dimc .Hº(X, OD) 2:: 2 así existe f E Hº (X, Ov ) :::::: Ov ( X )  una
función meromorfa no constante. 

Por definición de O D ( X )  se tiene que (!) 2:: -D y así para x = q se
tiene que (f)(q) 2:: -D(q) = -(g + 1), i.e., -ord9 (!) 2:: -(g + 1 ) ,  i .e. ,
ord9 (!) � g + l. 

Más aún , para x # q se tiene (f)(x) 2: -D(x) = O,  i.e. , f es holomorfa
en todo x # q .  Q.E.D.  

Este teorema se puede reformular como: 

Corolario 5.31 Sea X una superficie de Riemann compacta de género g.Entonces, existe existe una aplicación cubriente holomorf a {posiblementeramificada) p : X -+ IP'1 con a lo más g + l hojas. 
DEMOSTRACIÓN : Por el teorema. previo, existe una función meromorfa. no 
constante p : X -+ IP'1 con un único polo de orden � g + 1 ,  en un punto a E X. Así , el punto oo E IP'1 es tomado por p con multiplicidad � g + l .

Como p : X -+ JP>1 es holomorfa , no constante , y propia porque X es
compacta , por (2.29) el número de hojas de p : X -+ IP'1 es � g + l .  Q. E .D.

Corolario 5.32 Toda superficie de Riemman compacta de género O es iso­morfa a la esfera de Riemann IP>1 . 

DEMOSTRACIÓN :  Si el género de X es g = O ,  por el colorario previo existe 
una aplicación cubriente holomorfa p : X -+ IP'1 con a lo más O +  1 = 1 hoja.
Es decir , p : X -+ IP'1 es cubriente con una sola hoja; y por lo tanto tiene
que ser un biholomorfismo. Q. E.D. 

En ( 5. 1 7) se demostró la existencia de funciones meromorfas no cons­
tantes en una superficie de Riemann compacta, con polos sólo en puntos 
prescritos de antemano. La mejora introducida aquí por el teorema ( 5.30) 
es que el orden del polo que puede prescribirse , puede ser estimado, inde­
pendientemente del punto q ,  por el género g de X.  
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En esta sección demostramos el Teorema de dualidad de Serre que establece 
un isomorfismo natural entre el dual del (C-espacio vectorial) grupo de 
cohomología H 1 (X, 0(- D)), donde D es un div isor dado en X, y el grupo 
(C-espacio vectorial) de formas diferenciales Hº (X,  r2( D)), donde r2( D) es
la gavilla de ! -formas diferenciales multiplos del divisor -D:  

Hº (X, r2( D)) ..'.:'.. H 1 (X,  0( - D))° 

Este isomorfismo, que manda una 1-forma w E r2(X) = r(X, r2( D)) a
la funcional l ineal G(w) := H 1 (X, O(- D)) -+ (C se define como el residuo 
de una cierta 1 -forma obtenida a partir de w. Comenzamos entonces con 
la definición y propiedades del residuo de 1 -forma diferencial : 

El Residuo. Sea X una superficie de Riemann y sean Y �  X un abierto,
p E Y un punto y w una 1-forma holomorfa en Y - {p}. Sea (U, z) una carta
coordenada alrededor de p tal que U � Y y z(p) = O. Entonces, en U - {p}
podemos representar w como w = fdz con f E O(U, - {p}). Consideremos
entonces la expansión en serie de Laurent de f alrededor de p, con respecto 
a la coordenada local z :

Si Cn = O para todos los n < O,  entonces f tiene una singularidad 
removible en p y así f se puede extender holomórfamente a todo Y. En
este caso diremos que w tiene una singularidad removible en p. 

Si existe un N < O tal que en = O para todo n < N y CN :j: O, entonces
/ tiene un polo (de orden N) en p, y diremos que la 1-forma w tiene un
polo de orden N en p. 

Si Cn :j: O para un número infinito de n < O, diremos que w tiene una
singularidad esencial en p. 

El coeficiente c_ 1 se llama el residuo de la 1-forma w en p, y lo denotamos
por 

Esta definición se hizo en términos de la carta (U, z) de X alrededor
de p. El lema siguiente nos dice que en realidad no depende de la carta
elegida : 

Lema 5.33 Con la notación anterior. El residuo Respp (w) no depende de
la elección de la carta ( U, z).
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DEMOSTRACIÓN.  Sea V una vecindad abierta de p E X, y supongamos que
w = fdz, donde / E O(U - {p} ) .  Entonces,
( 1 ) :  Si / E O(V - {p} ) ,  entonces el residuo de df en p es  cero, y por lo
tanto es independiente de la carta. 

En efecto, si (U, z) es una carta alrededor de p tal que z(p) = O, y si

00 

f = ¿ Cn Z"
n=-oo 

es la expansión de Laurent de / alrededor de p, entonces 

y por lo tanto el coeficiente de z- 1 dz es O ·  co = O, i .e. , Resp(d/) = O.

(2) :  Si tJ, es una función holomorfa en V que tiene un cero de primer orden
en p, entonces, Resp (<J,- 1d</>) = 1 , y por lo tanto es independiente de la
carta elegida. 

En efecto, si (U, z) es una carta alrededor de p con z(p) = O, entonces

tp = z . h,  

donde h de holomorfa en p y no se anula allá. Entonces,

d<J, = h dz + zdh, 
y dq, hdz + zdh dz dh 

tJ, 
= zh = -; + -¡; ·

Ahora, como h(p) f. O, la forma diferencial h- 1 dh es holornorfa en p y
por lo tanto tiene residuo cero. 

Así, 

(3) : Usando ( 1 )  y (2) terminarnos la demostración: Si (U, z) es una carta
cualquiera alrededor de p E X tal que z(p) = O, sea w = f d z y sea

00 

f = ¿ Cnz"
n=-oo 
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su expansión de Laurent alrededor de p. 
Pongamos ahora 

Claramente, 

-2 oo 

g := L �zn+ l + L �zn+t .
n : - oo  

n + 1 n:O 
n + 1 

w = dg + c_ 1z- 1 dz ,

2 13  

con g holomorfa en U - {p} y z con un cero de primer orden en p. De ( 1)
y (2) se sigue que 

Resp(w) = Resp(dg) + c_ 1 Resp(z- 1 dq,) = O +  c_ 1 = C- 1 , 

el cual no depende de la carta elegida. Q.E.D. 

Se sigue que si p E X ,  podemos elegir una carta coordenada (U, z) 
alrededor de p tal que z(p) = O y z(U) � C es un disco pequeño !:l., alrededor
del O E (C y entonces para w = f d z en este disco se tiene que

Resp(w) = -
2
1

. f f d z .
1ri 186. 

Teorema 5.34 (Teorema de Residuo) Sea X una superficie de Riemann 
compacta y sean P1 , . . .  , Pn puntos distintos de X. Sea X' := X - {p1 , . .. , Pn } .  
Entonces, para toda 1-forma holomorfa w E O(X') se tiene que 

n 

¿ Resp. (w) = O.
k = l  

DEMOSTRACIÓN. Escojamos cartas coordenadas (Uk , zk) alrededor de cada 
Pk tales que cada Zk(Pk) = O y cada zk(Uk) es un disco !:l.k en C, y tales 
que U; n Uk = q, si i -#  k .  

Ahora, para cada k escojamos una función f¡, con soporte compacto 
Supp(f¡,) � Uk y tal que exista una vecindad abierta U� � Uk de Pk con 
Ík lu, = l. Sea • 

g := l - (!1 + · · · + Ín)-
Entonces, g lu' = O, y por lo tanto g · w puede ser extendida al punto Pk • 
asignándole el valor cero , y así podemos considerar a gw como elemento de
t:< 1 >(X) con soporte compacto. Por el Teorema de Stokes se tiene que

( 1 )  ¡ L d(gw) = º· 
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Ahora, gw = (1 - (/1 + · · · + fn ))w = w - fiw - · · · - fnw ,  y entonces 

n 

d(gw) = dw - L d(/kw).
k = l  

Pero, w holomorfa en X' implica dw = O en X' ; y en Uk n X' se tiene
que !,.w = w y por lo tanto d(/kw) = O. Así, d(fkw) se puede ver como un
elemento de [(2l(X) cuyo soporte es un subconj unto compacto de Uk - {pk }.
De (1) y (2) se sigue que

(3) t J 1 d(f.1,w) = O. 
k = l  X

Entonces, para terminar la  demostración basta probar que: 

Para esto, observemos que como el soporte de d(fkw) está contenido 
en U.1: , entonces basta integrar sobre U.1: , y usando la  carta z.1: podemos 
identificar Uk con el disco .Ó.k (al que podemos suponer de radio 1 centrado 
en el origen). Escojamos r y R tal que O <  r < R < 1 y tal que

Entonces 

J l d(f.1:w) = J L. d(/.1:w)

la  última igualdad por la observación antes del enunciado del teorema.
Q.E. D.

Un teorema de anulamiento. Usando la  desigualdad de Riemann (5.29) 
mostraremos que para todo divisor D en una superficie de Riemann com­
pact¡ X y para todo punto p E X ,  los grupos de cohomología H 1 (X, O(D+ 
np)) se anulan para n suficientemente grande. Como consecuencia inme­
diata probaremos que H 1(X, M) = O. Comenzamos con el siguiente lema:
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Lema 5.35 Sean D ,  D' divisores e n  una superficie d e  Riemann compacta 
X .  Si D � D' entonces h 1 (X, O(D' ) )  � h 1 (X, O(D)) .  

DEMOSTRACIÓN.  Consideremos la sucesión exacta corta de  gav illas

O --+  O(D) � O(D') ---> Q --+  O 

donde Q es la gavilla cociente O(D' )/O( D). 
Observemos que el soporte de la gavilla Q es el soporte del divisor D' - D

y por lo tanto Q tiene soporte finito. Se sigue entonces que 

H 1 (X, Q) = O,

y por lo tanto, de la sucesión exacta larga de cohomología asociada a (*) 
se obtiene un epimorfismo 

· · · --+  H 1 (X, O(D)) --+ H 1 (X, O(D' ) ) --+ O,

y en consecuencia 

dimc H 1 (X, O(D') )  � dimcjs c H 1 (X, O(D)) . Q. E. D. 

Ahora, sean D un divisor en X,  p E X un punto y n � O un entero
fijo. Observemos que cada función f E r(X, O(np)) induce un morfismo
t/J1 : O(D) --+ O( D + np) dado, en las fibras, por: h., f-+ f., · h., . Es claro que
si f j O, el morfismo tJ;1 es inyectivo, y así podemos considerar la sucesión 
exacta corta de gavillas: 

O --+  O(D) !..!_. O(D + np) -+ Q(t/J1 ) --+ O, 

donde Q(t/J1 ) es la gavilla cociente O(D + np)N1 0(D).  Como en el lema 
anterior, !a gavilla Q(t/;1) tiene soporte finito y por lo tanto H 1(X, Q(l/;¡ )) = 
O, y se tiene un epimorfismo 

· · · -+ H 1 (X, O( n))  !..!_. H 1 (x ,  O(D + np)) -+ O

de C-espacios vectoriales. 
Si f = O, se define 1/;¡ = O.

Lema 5.36 La función 

tJ; : f(X, O(np)) -+ Homc(H 1(X, O(D)) , H 1 (X, O(D + np)) 

dada por f f-+ 1/;J , es C-lineal. 

(•) 
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DEMOSTRACIÓN. Comenzamos describiendo las funciones '1/J J usando di­
rectamente la definición de los grupos de cohomología de Cech. 

Sea U = { U; hEI una cubierta de X y consideremos los grupos de 1-
cocadenas 

c1 (u , o(D)) := II r{U;j , O{D)) 
i ,j 

C1 (U, O(D + np)) := II r(Uij , O(D + np) ) .  
i ,j 

Para cada f E f(X, O(np)) y el morfismo correspondiente "PJ : O(D) -+ 

O(D + np) dado por hx 1-+ fx · hx , se tienen los, morfismos en las secciones 
correspondientes, 

'1/J1 (i , j) : f(U;i , O(D)) -+ f(U;i , O(D + np)) 

dados por h 1-+ (Jiu,, ) · h ,  para cada i , j E J. Pasando al producto directo 
se tiene un modismo entre los grupos de cocadenas 

'1! 1 := ( "PJ (i , j)) : C 1 {U , O(D)) -+ C1 (U, O(D + np)) ,  
e l  cual es e l  que induce e l  morfismo '1/J1 : H 1 (X, O(D)) -+ H 1 (X, O(D+np)). 
Ahora, para cada /, g E f(X, O( np)) y cada a, b E C, de la definición (*)
se tiene que (para toda i, j E J): 

"Paf+bg (i , j) = a'1/J1 (i , j) + b'1/)g (i , j) ,  
y por lo  tanto 

W aJ+bg = a'i! J + b'i! 9 , 

y consecuentemente "PaJ +bg = a'1/J1 + b'1/)9 . Q.E.D.  
U na consecuencia del lema previo y de la desigualdad de Riemann ( 5 .  29) 

es el siguiente teorema de anulamiento, que será. hecho más preciso, una vez 
que hayamos probado el teorema de dualidad: 
Teorema 5.37 Sean D un divisor de X y p E X un punto. Entonces,

H 1 (X, O(D + np)) = O 
para todos los n � (h 1 (X, O(D))2 + g .

DEMOSTRACIÓN . Pongamos d :=  h 1 (X, 0(D)). Por e l  lema (5.35), 
h 1 (X, O(D + np)) � d 
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para toda n 2'.: O. Así, el (:-espacio vectorial

Homc(H 1 (X, O(D)) ,  H 1 (X, O(D + np))
tiene dimensión � d2 , y d no depende de n. 
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Ahora, para el divisor np de X,  se tiene la desigualdad de Riemann: 

l(np) 2'.: ri + l - g . 
Por lo tanto, si n 2'.: d2 + g, la aplicación C-lineal .

'1/; : r(X, O(np)) -+ Homc(H 1 (X, O(D)) ,  H 1 (X, O(D + np))) 
no es inyectiva ya que 

dime r(X, O(np)) > n + 1 - g 2:: d2 + 1 
> dime Homc(H 1 (X, O(D)), H 1 (X, O(D + np))) .

Así, para n 2'.: d2 + g existe f f O en r(X, O(np)) tal que 1PJ = O. Pero
como / f O implica que '1/;¡ debe ser un epimorfismo, entonces se debe tener
que H 1 (X, O(D + np)) = O. Q.E.D. 

Una consecuencia inmediata es: 

Teorema 5.38 Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces, 
H 1 (X, M )  = O. 

DEMOSTRACIÓN . Sea e E H 1 (X, M) una clase de cohomología arbitraria.
Sea U = { U¡ }  una cubierta finita de X y sea e E Z1 (U, M) un cocido que
representa a (. Sea V =  { V. }  un encogimiento de U, i .e. , cada V¡ i;;;; U; . Así,
si e =  (f,i ) E Z 1 (U, M) entonces

e' := ! lv :=  (fo lv.nv; ) E Z1 (V, M)

también es un representante de (. 
Ahora, como cada V¡ i;;;; U; , cada función /,j tiene un número finito de

ceros y polos en V.i = V. n v¡. Así, el número total de polos de todas las fo
es finito. Entonces, existe un divisor D tal que e E Z 1 (V, O(D)). Sea ID I  
e l  soporte del divisor D, i .e., el conjunto de puntos que tienen coeficiente 
(peso) distinto de cero. Sea p E X - ID I. 

Como O(D) i;;;; O(D + np) para toda n 2:: O, entonces e' E Z 1 (V, O(D + np)) para toda n � O. En particular, para n � d2 + g y para d =h 1 (X, O(D)) ,  como por el teorema previo H 1 (X, O(D + np)) = O, entonces
e' E Z 1 (V,  O( D + np)) debe ser cohomólogo a cero con respecto a la gavilla 

-
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O(D + np), pero como O(D +  np) � M entonces (' también es cohomólogo
a cero con respecto a la gavilla M, i.e., como elemento de Z 1 (V,  M ) .  Por
lo tanto ( = O y así H 1 (X, M) = O. Q.E. D.

Adéles. Antes de proceder al teorema de dualidad , siguiendo a [Sérre] 
interpretaremos al espacio vectorial 

I(D) := H 1 (X, On)

en términos del lenguaje de adéles o reparticiones de Weil. Recordamos 
primero los conceptos necesarios : 

En el producto directo 
Il Mx,z 

z E X  

consideremos el subanillo A dado por:

A := { (/.,).,e x  : /., E O x,., 

e-álgebra.
Ahora, si D es un divisor en X,  pongamos

A(D) := {(!,.,) E  A :  f., E On ,.,},

es decir, (!.,) E A(D) si y sólo si ord.,(f.,) ?::  -ord.,(D). Es obvio que A(D) 
es un e-subespacio vectorial de A.  

Nótese que al hacer variar D sobre el conjunto ordenado Div(X), los 
anillos A(D) forman una familia filtrada cuya unión es todo A.  

Comenzamos identificando el espacio vectorial cociente A/A(D): Con­
sideremos la sucesión exacta : 

o - On � M - M/On - o,

y observemos que la gavilla cociente Qn := M /Ov es una gavilla rasca­
cielos ya que toda sección s de Qv sobre un abierto V � X tiene soporte
discreto en U, i.e., dado x E U existe un abierto V' � V vecindad de x tal
que s = O en U' - { x}. Ahora, como cada fibra Qv ," es isomorfa al cociente
M., /On ,x, se sigue que el e-espacio vectorial de secciones globales Qn(X) 
es naturalmente isomorfo a la suma directa de los Qv ,x, i .e., 

Qv(X) � E9 M.,/On,x � E9 M.,/ E9 On,x ·
xEX xEX xEX 

Observemos ahora que como, por definición de suma directa, todo ele­
mento de EBxe x  M., es u n  elemento (!,.,) E Tixe X M., tal que casi todos

• 

para casi toda x E X }. 

Los elementos de A se llaman adéles o reparticiones, y claramente A es una 
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los fx = O (y similarmente, los elementos de ffixE X  On ,x son elementos
(hx) E flxE X  On,x tal que casi todos los hx = O), entonces se tiene una
«:::-inyección natural 

que manda ffixE X  On, x en A(D) ,  e induce in «:::-isomorfismo

Qn(X) � EB Mx / EB Ov,x � A/A(D).
xEX x E X  

Por otra parte , observemos que a toda función meromorfa f E Mx le
podemos asociar un adéle (f(x)) E A mediante fx := f para toda x E X
( como f es meromorfa sólo tiene un número finito de polos y así f E O x,x 
para casi toda x E X), y por lo tanto se tiene una inyección 

M x '-> A, 

y es claro que M x n A(D) = Ov(X).
Usando que H 1 (X, M x) = O, ( 5.3 8), probaremos el resultado principal,

en este contexto: 

Proposición 5.39 Para todo divisor D en X, existe un «:::-isomorfismo 
natural 

I (D) := H 1 (X, Ov) � A/(A(D) + Mx) .  

DEMOSTRACIÓ N .  Consideremos la sucesión exacta corta

O -+  On -+ M x -+ Qn -+ O, 

y la sucesión exacta de cohomología asociada: 

O --+  f(X, On) -+ f(X, M x) .±+ f(X, Qn) -+ H 1(X, On) --+ H 1 (X, Mx ) -+

Por ( 5 .3 8), H 1 (X, Mx) = O, por Jo que

(1): H 1 (X, On) � f(X, Qv)/im (ef,), donde, por definición de Qv
M x/On, se tiene que 

(2): im (ef,) � M x/On(X), y si ahora recordamos que 

(3): Qn(X) � A/A(D), y que

(4): M x  n A(D) = On(X),

EB M., <-+ A 
:r:EX 

= 
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sustituyendo estos últimos isomorfismos en ( 1 )  obtenemos 

I(D) := H 1 (X, Ov) A/A(D) � Mx/(Mx n A(D)) A/A(D) A(D)/(Mx + A(D)) � A/Mx + A(D)
como se quería demostrar. 

El dual del espacio de clases de adéles I(D) .  Sea J(D) el dual del
e-espacio vectorial I(D) � A/(A(D) + M x  ). Así, los elementos de J(D) 
son formas e-lineales en Homc(J(D),  C) a las que podemos pensar como 
elementos de Homc(A, C) que se anulan en A(D) y en M x . 

Observemos ahora que con el producto natural definido mediante: si 
(/., ) ,  (g.,) E A se define Ur) · (g.,) = (f.,g.,) ,  entonces A es una e-álgebra,
y más aún, es un álgebra sobre el campo M x  � A.

También, si definimos 

Mx x Homc(A, C) --+ Homc(A, C)

mediante (/, </,) 1---+ f · </,, donde (/ · <f,)(g., ) :=  </,((/) · (g., )), para (g., ) E A,
entonces claramente Homc(A, e) es  un Mx-espacio vectorial. 

Observemos ahora que si D' 2: D entonces A(D' )  2 A(D), y conse­
cuentemente J(D') � J(D), y por lo tanto los e-espacios J(D) forman una 
familia filtrada decreciente. A la unión de toda esta familia la denotamos : 

J ·- LJ J(D). 
D E Div(X) 

Así, J es un C-espacio vectorial filtrado por los subespacios J (D). 
Ahora, dado f E Mx y o E J entonces, sea D E  Div(X) tal que o E J(D) 
y pensemos a o como una forma e-lineal o :  A --+  C que se anula en A(D) 
y Mx como antes. Usando a f E M x  definimos ahora la forma e-lineal 

fa : A --+  C 

mediante fa(h., ) := o(/ · h., ) .  
Es claro entonces que como o se anula en Mx entonces fo se anula en Mx también. Más aún, como o se anula en A(D) entonces fo se anula 

en A(D + (!)) ya que si (h., ) E A(D + (!)) entonces h., E Ov+(J),., por 
definición, y así ord., (h., ) 2: -ord., (D + (/)) = -ord.,, D - ord.,, (/), i.e., 
ord., (h.,,) + ord.,, (/) 2: -ord.,D, i.e., ord.,, (/ · h., ) 2: -ord.,, D, i.e., (J · h.,,) EA(D), y por lo tanto a(fh.,, ) = O, i.e., fa(h., ) = O, i.e. , Jo se anula enA(D + (!)). Se sigue inmediatamente que: 

:::::: 
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Lema 5.40 La operación M x  x J -+ J dada por (!, a) 1-+ f · a provee al 
<e-espacio vectorial J la estructura de espacio vectorial sobre M x . 

La proposición siguiente es el punto clave en la demostración del teorema 
de dualidad, y en su demostración se usa fundamentalmente la desigualdad 
de Riemann (5.29): 

Proposición 5.41 La dimensión de J como M x -espacio vectorial es � l.

DEMOSTRACIÓN.  Argumentamos por contradicción: Supongamos que exis­
ten dos elementos a, a' E J linealmente independientes sobre M x .  Como
J es la unión de la familia filtrada J(D), existe un divisor D tal que a,
a' E J(D) .  

Ahora, sea p E X un punto fijo. Para cada f E O(n · p)(X) se tiene
que D - np � D + (!) y  por lo tanto J(D + (!)) � J(D - np), y como por
las observacionf>..s previas al Lema (5 .40) se tiene que f · a E J(D + (!)), 
entonces f · a E J(D - np) . Similarmente g · a' E J(D - np) para toda
g E O(np)(X). Se sigue que la aplicación <e-lineal 

dada por (f, g) 1-+ fa +  ga', induce al restringirnos a O(np)(X) � Mx, la
aplicación <e-lineal 

( 1 ) O(np)(X) EB O(np)(X) -+ J(D - np), 

para cada n E z. Más aún, como por hipótesis a y a' son linealmente 
independientes sobre M x ,  si fa +  ga' = O entonces f = O = g, i.e., ( 1 )  es
una apicación inyectiva. Pero esto implica que 

(2) 2 dime O(np)(X) � dime J(D - np)

para toda n E Z. 
Ahora, de la desigualdad de Riemann (5.29) se sigue que 

(3) dimc O(np)(X) = i(np) � deg(np) + 1 - g = n + 1 - g,

y más aún, como deg(D - np) = deg(D) - n, para n > deg(D), se tiene que
deg(D - np) < O y así por ( 5 .37) se tiene que i(D - np) = O.

Ahora, como J(D - np) es el dual de l(D - np) = H 1 (X, O(D - np)),
entonces, de la versión preliminar de Riemann-Roch (5 .28): 

hº(X, O(D - np)) - h 1 (X, O(D - np)) = deg(D - np) + 1 - g,
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se sigue que para deg(D- np) < O,  que f(O(D - np)) = hº(X, O(D- np)) =
O ,  y así 

dímc J(D-np) = dimc l(D-np) = h 1 (X, O(D-np)) = g- 1 -deg(D-np) ,

t . e . ,

(4) dime J(D - np) = g - 1 - degD + n ,

para n > degD.
De (3) y (4) se sigue que (para n > deg(D)) :  

2 dime O(np)(X) � 2n + 2( 1 - g) > n+ (g - 1 ) - deg(D) = dime J ( D - np) , 

donde la desigualdad estricta se da para n suficientemente grande ya que 
tanto g como deg(D) son constantes. 

Pero, la desigualdad 

2 dimc 0(np)(X) > dimc J(D - np) 

contradice la desigualdad (2) ,  y por lo tanto a y a' deben ser linealmente 
dependientes. Q .E .D .  

Más adelante probaremos que J tiene dimensión exactamente 1 .

El  Teorema de dualidad. Usando la  estimación dimMx J S 1 ,  y las
propiedades del residuo (5.33) y (5.34) probaremos ahora el teorema de 
dualidad de Serre. Comenzamos definiendo un producto escalar ( , ) entre
formas diferenciales meromorfas globales w E M< 1 ) (X) y adéles r = (rx ) E
A mediante la fórmula 

(w ,  r) := L Resx (rxwx ) E C.
x E X

Nótese que como para casi toda x E X ,  rxwx E flx ,  los residuos Resx (rxwx ) = 
O para casi toda x E X ,  y así la suma anterior es finita. Este apareamiento 
tiene las propiedades siguientes 

Lema 5.42 El apareamiento ( , ) : M( 1 ) (X) x A -+ C satisface:

1. Es C-bilineal. 

2. Si h E M x ,  (hw, r) = (w ,  hr)

3. Si w E O(D)(X) y r E A(-D) entonces (w ,  r) = O .
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4- Si h E M x  entonces (w , h) = O para todo w E M< 1 ) (X) .
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DEMOSTRAC IÓN . ( 1) y (2) son directos de la definición .  Para (3), si w E 
ü(D)(X) y r = (r.,) E A(- D), entonces

ord.,(r.,,w.,) = ord.,(r.,) + ord.,(w.,) 2'. ord.,(D) - ord.,(D) = O ,  
' 

es decir, para todo x E X, r.-w E n.,, y por lo tanto Res.,(r.,w) = O para
todo x E X,  y así (w, r) = O .  

Para (4), si h E M x � A, como hw E M( l l(X), entonces es suficiente
probar ( 4) para h = 1 (la función constante 1). Pero en este caso, el
resultado no es otro que el Teorema del Residuo ( 5.34): 

( t) 

¿ Res,, (wx ) = O .
.rEX 

Q.E.D . 

El apareamiento ( ,  ) : MC l l(X) x A --+ C induce una aplicación C-lineal 

mediante w t-+ w* donde w• : A --+  C está dada por w* (r) := (w, r) . Más
aún, como tanto M( 1 l(X) como Homc(A, C) son Mx-espacios vectoriales,
de hecho la aplicación ( t) es Mx-lineal : en efecto, si h E Mx, r E A y
w E M < 1 )(X), entonces por la parte (2) del lema previo y por definición de
hw* se tiene que

( hw)*( r) := (hw, r) = (w, hr) =: w* (hr) = hw* ( r) ,  

i .e . ,  (hwt = hw* ,  como se quería probar. 
Finalmente, observemos que por la parte ( 4) del lema previo, Mx �

ker (w*) .  Más aún, por la parte (3) del mismo lema, se tiene que si w E 
O(D)(X), entonces A(-D) � ker (w*). Así, si w E O(D)(X), entonces w•
induce una aplicación C-lineal, 

0D(w) : A/(A(-D) + Mx) --+ C,

y como 1(- D) � A/(A( -D) + Mx) por { 5.39), entonces si w E n(D)(X), 
se tiene que 0o (w) E 1(-D)* := J(-D) .  Así, para cada divisor D en X, 
existe una aplicación C-lineal 

0o : O(D)(X) --+ J(-D), 

que se extiende en forma única a una aplicación C-lineal 

0 : M< 1 )(X) --+ J, 

notando para esto que si w E O(D) n ü(D')(X), entonces 0o (w) = 0o,(w)
en J .  
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Lema 5.43 La aplicación e :  M( 1 ) (X) -+ J es el M x -linea/1 y si 0(w) E
J(-D), entonces w E i1(D)(X) .

DEMOSTRACIÓN. Que e es el Mx-lineal se sigue de la definición de la es­
tructura de Mx-espacio vectorial de J (lema (5 .40)) y de la Mx-linealidad 
de la aplicación ( t ) .  

Supongamos ahora que 0(w) E J(-D) pero w <t. i1(D)(X). Entonces ,
existe un punto p E X tal que ordp (w) < ordp (-D) .  Pongamos n 
ordp (w) + 1, y consideremos el adéle r definido mediante: 

{ Ü si X f. pr:,: := t-n si x = p,

donde t es una coordenada local en p E X. 
Claramente ordp (rpwp ) = -1, y por lo tanto

Ahora, como n � ordp (-D), entonces r E A(-D), y por lo tanto (*) es
una contradicción ya que 0(w) E J(-D) quiere decir que w• se anula en 
A(-D) ,  en particular w*(r) = O. Q.E.D.

Como una consecuencia se tiene: 

Proposici6n 5.44 Las aplicaciones e : M< 1 )(X) -+ J y 8v : íl( D)(X) -+ 

J(-D) son isomorfismos.

DEMOSTRACIÓN. (1): 0 es inyectiva: en efecto, si 8(omega) = 0, entonces 
para todo divisor D en X ,  O =  0(w) E J(-D) ,  y así por el lema anterior
w E i1(D)(X) para todo D E Div(X). Pero como ílv íl(D)(X) = O,
entonces w = O. 

(2) : e es suprayectiva: en efecto, como M< 1 )(X) f. O y como por
(5 .41) dimMx (J )  � 1,  entonces el Mx-monomorfismo e debe de ser au­
tomáticamente suprayectivo. 

(3): Sea D un divisor de X. Como e es inyectivo, su restricción e v a 
i1(D)(X) también lo es. 

(4) :  Finalmente, si o E J(-D) como 8 es suprayectivo sea w E M(l )(X)
su preimagen bajo 8.  Por el lema (5 .43) previo se tiene w E i1(D)(X) y 
así 0v es suprayectivo. Q.E.D. 

El teorema de dualidad es una consecuencia de la proposición (5 .44)
anterior y de la proposición ( 5 .39) que identifica I(D) :=  H 1 (X, Ov) con
A/(A(D) + M x  ) :
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Teorema 5.45 (Dualidad de Serre) Sea X una superficie de Riemann
compacta y sea D un divisor en X. Entonces, existe un C-isomorfismo 
natural. 

Hº(X, f2(D))  � H 1 (X, O(-D)t . 

DEMOSTRACIÓN . Por (5 .39) existe un C-isomorfismo: 
H 1 (X, O(-D) � A/A(-D) + Mx .  

Pasando a los duales se tiene un C-isomorfismo 
( 1) J(-D) -..'.:.+ H 1 (X, 0(-D)t ,
y por la proposición previa existe un C-isomorfismo 
(2) ev : n(D)(X)  = Hº(X, n(D) )  - J(-D).

La composición de ( 1 )  y (2) da al isomorfismo deseado. Q .E.D. 
El Teorema de Riemann-Roch. Usando el Teorema de Dualidad de 
Serre que implica igualdad entre las dimensiones: 

h 1 (X, O(D)) = hº(X, f2(-D)) ,  

podemos reforrnular e l  teorema de Riemann-Roch (5.28) como: 
Teorema 5.46 (Riemann-Roch) Sea X una superficie de Riemann com­
pacta de género g , y sea D un divisor en X. Entonces,

hº (X, O(D)) - hº(X, n(-D)) = 1 - g + deg D. 

Para obtener la versión final del Teorema de Riemann-Roch, probaremos 
primero que si K = (w) es un divisor canónico (5.24) en X, entonces se 
tiene un isomorfismo de gavillas 

O(K) � n 
dado por f 1--+ fw. Esto es un caso especial de: 
Proposición 5.47 (Reciprocidad de Brill-Noether) Sea X una super­
ficie de Riemann compacta y sean D, E divisores en X y w E f21 (X) una
1-forma holomorfa no trivial tales qye D - E =  (w) . Entonces,
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DEMOSTRACIÓN . Multiplicación por w induce un morfismo O(D) -+ 0 1 ( E)
dado por f 1-+ fw . Nótese que si (!) 2:: -D entonces 

(!w) = (!) + (w) 2:: -D + D - E = -E, 

y así fw E 0 1 ( E). Es claro que esta función es C-lineal. 
Ahora, la función 0 1 ( E) -+ O(D) dada por división por w, f 1-+ f /w es

claramente un inverso del C-morfismo previo. Nótese que como (!) 2:: - E, 
entonces 

(! / w) = (!) - ( w) 2:: -E - D + E 2:: - D,

i.e. , f /w E O(D).

y 

Para el segundo isomorfismo las funciones correspondientes son 

n 1 ( D) -+ O(E), f 1-+ fw . Q.E.D.

Poniendo D = K y E = O, y recordando que 0(0) = O, obtenemos:

Corolario 5.48 Si X es una superficie de Riemann compacta y K = (w)
es un divisor canónico en X, entonces 

O(K) � O.

Finalmente, de O � O(K) se sigue que 0(-D) � O(I< - D) para
cualquier div isor D en X, y así 

(*) hº (X, O(K - D)) = hº (X, 0(-D)) = h 1 (X, O(D)) ,

la última igualdad por el Teorema de Dualidad de Serre. Si ahora escribimos 

i(D) := hº(X, O(D)) ,

de ( 5.2 8) y de (*) obtenemos l a  versión final del Teorema de Riemann-Roch: 

Teorema 5.49 (R.iemann-Roch) Sea X una superficie de Riemann com­
pacta de género g y sea D un divisor en X. Sea K un divisor canónico en 
X. Entonces, 

i(D) - i(K - D) = 1 - g + deg D.

Una consecuencia inmediata es el cálculo del grado del divisor canónico 
en una superficie de Riemann: 

O(E) -+ 0 1(D), J ...... f /w 
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Teorema 5.50 Si K = (w) es un divisor canónico en una superficie de
Riemann compacta X de género g, entonces

deg K = 2g - 2. 

DEMOSTRACIÓN.  Observemos primero que 

l!(K) 

y 

l(K - O) = hº (X, O(K - O))
h 1 (X, O) 
fJ 

poniendo D = O. 
por dualidad de Serre. 
definición de género. 

i(O) = hº(X, O  = dimc O(X) = 1 ,

entonces poniendo D = K e n  la fórmula de Riemann-Roch (5 .49) obtene-
mos : 

i(K)  - i(O) = deg K + 1 - g,

J .e. ,
g - 1 = deg K + 1 - g,

1 .e . ,
deg K = 2 - 2g. Q.E.D .  

Otra consecuencia directa es la  versión óptima del teorema de anula­
miento ( 5 .37) :  

Teorema 5.51 Sea X una uperficie de Riemann compacta de género y seaD un divisor en X. Si deg D � 2g - 1, entonces 

(i) H 1 (X, O(D)) = O
(ii) i( D) = deg D + 1 - g .

DEMOSTRACIÓN . Si  K es un divisor canónico en X, por el  teorema anterior 
deg K = 2g - 2 y por lo tanto 

deg (K - D) = deg K - deg D � 2g - 2 - (2g - 1) � -1, 

i.e., deg (K - D) < O, y así por (5 .25 ) Hº(X, O(K - D)) = O.
Por dualidad de Serre,

H 1 ( X, O(D))* � Hº(X, 11(-D)) � Hº(X, O(K - D)) = O,

el último isomorfismo como consecuencia de (5 .48). 

= 
= 
= 
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Esto prueba (i), y (ii) es consecuencia de (i) y el teorema de Riemann­
Roch (5.49). Q.E.D. 

Nótese que este teorema es, en efecto, la versión óptima del teorema de
anulamiento (5.37) ya que si el grado del divisor D es menor que 2g - 1, 
entonces el grupo de cohomología H 1 (X, O(D)) puede que no se anule. 
En efecto, para el divisor canónico D = K cuyo grado es (5.50) degK =
2g - 2 < 2g - 1, se tiene, por dualidad de Serre, que: 

H 1(X, O(K)) � Hº (X, O) � C # O.

Para el sigiente teorema necesitaremos los siguientes conceptos: 

Definición 5.52 Sea D un divisor en una superficie de Riemann X. Di­
remos que la gavilla O(D) está generada globalmente, si para todo punto 
x E X existe una sección global s E f(X, On) tal que 

On,., = O., · s,

i.e., todo germen '{) E On,:z: se puede escribir de la forma 'P = 1/J · s con
1/J E O., . 

Proposición 5.53 Sea D un divisor en una superficie de Riemann com­pacta X. Son equivalentes: 
(i) On está generada globalmente. 

(ii) Existe una sección s E f(X, On) tal que ord.,(s) = -D(x) .

DEMOSTRACIÓN. (ü) => (i) :  Claramente el gérmen s., de s en x genera 
On,:z: como 0.,-módulo. 

(i) => (ii): Es un ejercicio. Q.E.D.

Teorema 5.54 Sea X una superficie de Riemann compacta de género g 
y sea D un divisor en X. Si deg D � 2g entonces O D está generada globalmente. 
DEMOSTRACIÓN. Sea x E X un punto fijo y consideremos el divisor D' :=D - x.  Entonces, 

deg D' = deg ( D  - x) = deg D - l � 2g - 1, 

y así por el teorema B (5.51) se tiene que 
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Entonces, aplicando el Teorema de Riemann-Roch a cada uno de los 
divisores D y D' se obtiene: 

y substituyendo: 

hº(X, Ov) = O 
hº(X, Ov, )  = O = 

deg D + 1 - g
deg D' + 1 - g ,  

hº(X, Ov - hº(X, Ov, )  = deg D - deg D' = 1 > O ,

y como D' � D, la  desigualdad anterior implica que la  inclusión indu­
cida Hº(X, On) � Hº(X, On, )  es propia, i.e. , existe una sección s E
r(X, Ov, ) - f(X, On ) que claramente satisface la condición ord% (s) = 
- D(x).  Q.E.D. 

Observemos ahora que el teorema anterior también es óptimo en el sen­
tido de que si deg D < 2g, la gavilla O(D) puede que no sea generada 
globalmente. Por ejemplo, si K es un divisor canónico en X y p E X es un 
punto, sea D = J( + p. Entonces,

O(D) = O(K + p) = O(K)(p) = ü(p),

(usamos el corolario (5 .48): O(K) = 11). Así, una sección global s E
O(D)(X) = ü(p)(X) es una forma diferencial w que es holomorfa en X -
{p} , y si generara a O(D)p entonces tendría un (único) polo de orden 1 en
p. Pero esto contradice el teorema del residuo (la suma de sus residuos no
sería cero).

Los teoremas (5 . 5 1 )  y (5 . 5 4) son los casos 1-dimensionales de los teore­
mas A y B de Cartan respectivamente, para las gavillas Ov . 

La fórmula de Riemann-Hurwitz. Finalmente, usando el hecho de que 
en una superficie de Riemann compacta existen diferenciales meromorfas 
no triviales (consecuencia de Riemann-Roch) obtendremos la fórmula de 
Riemann-Hurwitz que relaciona los géneros de dos superficies de Riemann 
relacionadas mediante una aplicación holomorfa no constante, usando el 
número de hojas de la cubierta y un número relacionado con los puntos de 
ramificación del cubriente. Comenzamos definiendo este número. 

Definición 5.55 Sea f : Y --+ X una aplicación holomorfa no constante
entre superficies de Riemann compactas. Para cada y E Y sea v¡ (y) la
multiplicidad ( orden) de / en y E Y. Recordemos que el conjunto de puntos 
de ramificación de /, i.e . ,  aquellos puntos q E Y tales que v¡ (q) > 1, es
finito. El divisor 

R := ¿ (v¡(q) - l )q E Div(Y)
qEY 

= 
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se llama el divisor de ramificación de f. El grado de este divisor

r(J) := deg R := ¿ (v¡ (q) - 1 )
q E Y

se llama el orden de ramificación total del morfismo f. El número

se llama el orden de ramificación de f en el punto q E Y .  
Teorema 5.56 ( Riemann-Hurwitz)  Sea f : Y -+  X una aplicación cu­briente holomorfa no constante de n hojas entre superficies de Riemann compactas, y sea r = r (t) el orden de ramificación total de f. Sean gx y gy los géneros de X y Y respectivamente. Entonces, 

2gy - 2 = n(2gx - 2) + r.

DEMOSTRACIÓN . Sea w E 0 1 (X ) una diferencial meromorfa no trivial. En­
tonces su levantamiento f*w E 0 1 (Y)  es una 1-forma meromorfa también.

Ahora, localmente a / la podemos representar como sigue: sean y E Y,x = J(y) E X. Escojamos cartas coordenadas (V, z) alrededor de y E Y
y (U, u) alrededor de x E X tales que z(y) = O y u(x) = O. Entonces en
términos de estas coordenadas f es de la forma 

u =  z" ,
donde v = v¡ (y) = ordy(f) .  Y la diferencial w la escribimos como

w = <f>(u)du en U. 

Entonces, en V tenemos que

f*w = </>(z11 )dz11 = v</>(z" )z"- 1 dz,

y así 

y por Jo tanto: 

(J*w) 

ord11 (f*w) = v¡ (y) · ord¡ (y)(w) + (v¡ (y) - 1 ),

¿ ord11 (f*w) · y 
yE Y  

¿ (v¡ (y) · ord¡ (y)(w)) · y + ¿ (v¡(y) - 1) · y 
11E Y  yE Y  

¿ ord:r (w) ¿ v1 (y) · x + R. 
:rE X  yE J- 1 (:r) 

= 

= 

= 

r¡(q) := v¡(q) - 1 
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Calculando los grados de estos divisores en esta igualdad, recordando (5 .5 0) 
que 

se obtiene :  

2gy - 2

deg (w) = 2gx - 2 y deg (f*w) = 2gy - 2,

deg(J•w) 

L ord.,(w) · ¿ v¡(y) + degR
"'EX y E / - 1 (.,)

(deg(w)) · n + r¡ ya que el número de hojas es

n = L v¡ (y) 
11E1-•  C"') 

= (2gx - 2)n + r¡ . 

E1emplo. Sea n � 3 y consideremos la ecuación de Fermat

Q.E .D .  

La superficie de  Riemann X de la función algebraica definida por el
polinomio 

(1) 
n - 1  

y" = 1 - x"  = IJ (wl: - x) ,
l:=O 

donde w es una raíz n-ésima primitiva de la unidad, tiene género

(n - l )(n - 2) 
g = 2 , 

ya que (1) define un cubriente / : X -+ Jll>1 de n hojas, y el orden de
ramificación total de / es: 

b(f) = ¿ b(f, x) = L (11(!, x) - 1) = n(n - 1),
"'EX "'EX

porque sólo hay ramificación en los n puntos wk , O � k � n - l. 
Ahora, por Riemann-Hurwitz el género de X es:

b 
gx = 2 + n(0 - 1) + 1

= 
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b - - n + l
2 
n(n - 1 ) 

1�-- - n +  2 (n - l)(n - 2) 2 

= 

= 
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5.4 Aplicaciones de Riemann-Roch 

En esta sección veremos algunas aplicaciones geométricas de los resultados 
obtenidos hasta ahora. Comenzamos, en forma natural, considerando la 
pregunta: ¿ Dada una superficie de Riemann compacta X, existen funcio­
nes meromorfas en X con polos sólo en un punto dado ? Es fácil ver que si 
el género de X es 1, las funciones meromorfas en X son funciones meromor­
fas doblemente periódicas en C, y por el Teorema del Residuo no pueden 
existir funciones meromorfas doblemente periódicas con un único polo ya 
que tal función tendría residuo no cero. Mostraremos en esta sección que 
si el género de X es g > I, existe un número finito de puntos p E X, lla­
mados puntos de Weierstrass, tales que existen funciones meromorfas f en 
X que tienen un polo de orden � g en p E X y son holomorfas en X - {p}.
Después, aplicaremos lo anterior al estudio de aquellas superficies de Rie­
mann compactas para las cuales el número de puntos de Weierstrass es el 
mínimo posible. Estas superficies, llamadas superficies híperelípticas, resul­
tan ser cubrientes ramificados de 2 hojas de IP>1 , y mostraremos que existen
para cada género g 2: 1, y el número de puntos de Weierstrass en ellas
es precisamente 2g + 2. Para desarrollar lo anterior necesitaremos algunos 
conceptos preliminares: 

Definición 5.57 Sea X una superficie de Riemann compacta. Un número 
natural n 2: 1 se llama una laguna de Weierstrass del punto p E X si no
existe una función f E O( X - {p}) que tenga un polo de orden n en p.

Obsérvese que si X = IP'1 , siempre existe una función en IP1 con un polo
en cualquier punto dado, y por lo tanto no existen lagunas en IP1 . 

Ahora, si p E X y n 2: O es un natural, consideremos los divisores
Dn :=  np, y sea ln := f(Dn) := dirnc.C(Dn) - Nótese que ln � ln+1 � ln +1 ,
y u n  número natural n 2: 1 es una laguna del punto p E X si y sólo si
fn = fn - 1 ·

En efecto, para p E X, consider�mos la sucesión exacta : 

O -+  Hº(X,  O(np)) -+ Hº(X, O(n + l)p) -+ Hº (X, Q) -+ · · · ,

donde la gavilla Q es la gavilla cociente O((n + l)p)/O(np), y así el espacio
Q( X )  = QP = O((n + l )p)p /O(np)p es de dimensión l. Se sigue que
fn � fn+l � fn + l.

Ahora, por definición, n 2: 1 es una laguna en p si y sólo si toda f E
O(np)(X)  ya estaba en O((n - l)p)(X), i.e., O(np)(X) � O((n - l)p)(X),
y como la inclusión opuesta siempre se da, entonces O(np)(X) = O((n -
l)p)(X), i.e., fn = ln- 1 ·

, 
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Finalmente, observemos que si n � 2g - 1 ,  por el Teorema (5.51) se 
sigue que ln = deg(Dn ) + 1 - g = n + 1 - g .. Así, para n � 2g se tiene que
ln = ln - 1 + 1 ,  y por lo tanto no existen lagunas mayores que 2g - 1 .  Esta
observación queda mej orada por el teorema siguiente: 

Teorema 5.58 (Teorema de las lagunas de Weierstrass) Sea X una 
superficie de Riemann de género g > O. Entonces, para todo p E X ,  existen 
exactamente g lagunas n 1 , . . .  , n9 , ordenadas como

1 = n 1 < n2 < · · · < n9 � 2g - l .

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema (5.5 1), l2g - l = g y así 1 = lo � l ¡ �
· · · < l29_ 1 = g .  Ahora, como li +l - li � 1 ,  entonces deben existir g - 1
índices j tales que li + 1 - l; = l .  Ahora, como lo =  1 y l2g- l = g, entonces
deben existir g índices j tales que li + 1 = ei , i . e. ,  existen exactamente g 
lagunas. Q.E.D. 

Observaciones. Los númeTOs naturales que no son \agunas en p E X 
se llaman no-lagunas. Claramente, las no-lagunas forman un semigrup o 
con la suma de N, ya que si n ,  m E N  son no-lagunas en p, entonces existen
funciones /, g E O(X - {p})  con polos en p de orden n y m respecti vamente;
claramente J g E O(X - {p}) tiene un polo de orden m + n en p.

Por (5 .58) existen precisamente g no lagunas en el conjunto {2, . . .  , , 2g} 
y 2g siempre es una no laguna. Así,  el semigrupo de no lagunas comienza 
precisamente con estas g no lagunas. Supongamos ahora que 

1 < O¡ < 02 < · · · < Og = 2g

son las primeras g no lagunas. 

Proposición 5.59 Para cada entero j, O <  j < g ,  se tiene que

DEMOSTRACIÓN. Si sucediera que o; +  Og -i < 2g para algún j, entonces
para cada k � j se tendría también que Ok + Og - k  < 2g ya que Ok � ºi.
Ahora, como la suma de no lagunas sigue siendo una no laguna, entonces las 
desigualdades Ok + o9 _; < 2g para k � j nos dicen que tenemos al menos j 
no lagunas estrictamente entre o g-; y o 9. Así, existen (g - j) + j + 1 = g + 1

� 2g. · Q .E.D.  

Proposición 5.60 Si o1 = 2, entonces o; = 2j y o; + o9 _ ;

o <  j < g.
2g para 

Otj + Otg-j ~ 2g. 

= 

no lagunas � 2g, en contradicción con el hecho de que sólo h ay g no lagunas 
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DEMOSTRACIÓN . Corno la suma de no lagunas es una no laguna, entonces 
2, 4 ,  . . .  , 2g son las no lagunas s 2g, y por lo tanto son todas las no lagunas
s 2g.  Q . E.D. 

Proposición 5.61 Si a 1 > 2, entonces para algún j tal que O <  j < g, se 
tiene que 

O'j + ll'g -j > 2g.

DEM OSTRACIÓN.  Supongamos que O'j + ll'g -j = 2g para toda j tal que
O < j < g. Entonces, 01 , 2a 1 , . . . , (2g/a i]o 1 son las no lagunas s g. Aquí
(x] para x E IR es el mayor entero s x. 

Si o 1 > 2, entonces la lista anterior torna en cuenta a lo más ¡g < g no 
lagunas, y así debe haber otra no laguna s 2g. Sea o la primer no laguna 
S 2g que no aparece en la lista anterior. Entonces, para algún entero r ,  
1 S r  S (2g/o i ] < g ,  se tiene que 

ro 1 < o < (r + l )a ¡ .
A sí, se tienen las no lagunas 

01, 02 = 201 , . . .  , O'r = ro 1, or+1  = a,  

y como hemos asumido que O:j  + o9_1 = 2g para toda O < j < g ,  entonces

O:g- 1 = 29 - 0 1, . . .  , Og-r = 2g - ra 1, 0g- (r+1 ) = 2g - o,

(nótese que si r + 1 = g entonces a = 2g, y la última igualdad en la
lista previa es o0 = O, la cual se puede añadir consistentemente a la lista
anterior). Estas son todas las no lagunas � O'g-(r+ l ) y S 2g. Se sigue que 

O' ¡ + Og- (r+ l ) = O ¡ +  2g - o: =  2g - (o - 0 1) > 2g - ro- 1 = O'g - r ·

Por l o  tanto, existe una no laguna < 2g, mayor que og - r , y que no está
en la lista O'g- 1, . . . , O'g- (r+ l ) ·  Una contradicción. Q .E.D.

Corolario 5.62 Se tiene que I:J;;;;; ªi � g(g - 1), y la igualdad sucede si 
y sólo si o- 1 = 2.

DEMOSTRACIÓN . De la proposición (5 .59) se tiene que 

g- 1
2 ¿ o-j � 2g(g - l ),

j = l 
y así se tiene la desigualdad deseada. 
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Más aún, si a 1 = 2, entonces por ( 5. 60) se tiene la igualdad en (*).
Finalmente, si a 1 > 2, por ( 5. 61) se tendría la desigualdad estricta en

(*). Q.E.D. 

Puntos de Weierstrass. En las observaciones previas al teorema ( 5. 5 8) 
vimos que un número natural m 2'. 1 es una laguna en p E X si y sólo si

( 1) l(mp) - l((m - l )p) = O.

Ahora, si i(D) := dimcO(D), para los divisores D
(m - l )p se tiene, por Riemann-Roch, que 

l(mp) - i(mp) = m + 1 - g

y 

mp y D' 

l((m - l)p) - i((m - l )p) = m - 1 + 1 - g = m + g,

y restando estas dos igualdades se obtiene 

l(mp) - l((m - l )p) + i((m - l)p) - i(mp) = 1,

y por lo tanto ( 1) es válida si y sólo si 

(2) i((m - l )p) - i(mp) = 1,

es decir, m 2'. 1 es una laguna en p E X si y sólo si

dimcO((m - l)p) - dimcO(mp)  = 1,

i.e., si y sólo si existe una diferencial abeliana w en x· con un cero de orden
m - 1  en p.

Entonces, si 1 = n 1 < n2 < · · · < n9 � 2g - 1 son las lagunas de Weiers­
trass en p E X ( 5 . 5 8) ,  entonces los posibles órdenes de las diferenciales 
abelianas en p son precisamente 

O = n 1  - 1 < n2 - 1 < · · · < n9 - l � 2g - 2.

Obsérvese ahora que, por ( 5. 5 8) n 1 = 1 siempre es una laguna de Weiers­
trass para p E X, si el género de X es g > O, y como 

i((l - l )p) - i(p) = 1,

i .e . ,
dimcO(O) - dimcO(p) = 1,

.-
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entonces existe una diferencial abeliana w E 0(0) = O que no se anula en
p, i . e. ,  ordp(w) = O. 

A continuación, asociamos a cada punto p E X un peso, un número natu­
ral r{p) , asociado al espacio vectorial O(X),  cuya dimensión es dimcO(X) = 
g. Para esto procedemos como sigue: Para p E X sea (U, z) una co­
ordenada local en p E X .  Sea w 1 , . . .  , w9 una base de O(X) .  Con res­
pecto a la coordenada {U, z) podemos escribir cada w,. = J,.dz, y el orden
ordp(w1c)  = ordp{J,. ). Diremos que la base w 1 , . • .  , w9 de O(X) está adap­
tada a p E X si 

Nótese que siempre podemos construir una tal base de O(X) ya que si 
ponemos 

µ1  := minwen{ ordp(w)} ,  

y escogemos w1 E O(X) tal que ordp(w 1 ) = µ 1 , entonces poniendo

01 := {w E O :  ordp(w) > w i } ,

se tiene que 0 1 es u n  subespacio vectorial de O de dimensión g - 1 ,  y 
ponemos entonces 

y escogemos w2 E 0 1 con ordp(w2 ) = µ2. Procediendo inductivamente
obtenemos una base como la requerida. 

Nótese que esta base depende de la elección de la coordenada local (U, z)
alrededor del punto p E X .  

Es claro que µ; � j - 1 para cada j = 1 ,  . . .  , g. Definimos entonces el
peso de p E X con respecto a O(X),  como 

g 

r(p) := ¿(µ; - j + 1 ) .
i= l  

N ótese que, aparentemente, este peso depende de la  elección de la  coor­
denada local (U, z) alrededor de p E X .  El teorema (5.64) mostrará que en
efecto no depende de la elección de la coordenada local, pero antes nece­
sitaremos algunos resultados acerca del Wronskiano de una base de O(X ) .  
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El Wronskiano. Si Ji , . . .  , f g son funciones holomorfas en un dominio
U �  C, el Wronskiano de /i ,  . . . , /9 es el determinante( /i (z) /i (z) 

W(f1 , . . .  , /9 )(z) : = det 

,rg- l ' (z)

h(z) 
f�(z) )

Las siguientes propiedades elementales del Wronskiano nos serán útiles : 

l. Si las funciones Ji , . . .  , /9 son linealmente independientes sobre C, en­
tonces su Wronskiano no es idénticamente cero.

Esto se prueba fácilmente por inducción sobre g .  En efecto , supon­
gamos que ya sabemos que W(/1 , . . .  , /9_ 1 ) # O (no idénticamente cero).
Consideremos la ecuación diferencial ( con variable la función w) : 
(• )

( 

f1 (z) 
ff (z) 

W(/1 , . . .  , /g- 1 , w) := det 
: 
,rg- 1\z)

f,-1 (z)  w(z )  ) J;_ 1 (z) w(z) 
= o. 

/���
1 ) (z) w(z) 

Expandiendo por cofactores a lo largo de la última columna, obtenemos: 

(**) aow( g- l ) (z) + a¡w99-2) (z) + · · · + a9� 1 w(z) = O ,

donde ao  = W(f1 , . . . , /9- 1 ) :/= O.
Claramente las /i ,  . . . , / g- l son soluciones de la ecuación diferencial(**) .  Ahora, si sucediera que W(f1 , . . .  , /9 ) = O entonces /9 sería otra

solución de (**), y por lo tanto la última columna de (*) sería combi­
nación lineal de las restantes. En particular, /9 sería combinación lineal
de /1 , . . . , /

9_ 1 sobre el conjunto U' := {z E U : a0 (z) :/= O } ,  y como
a0( z) = O sólo en un conjunto discreto, entonces por el Teorema de la Iden­
tidad se tendría que /9 sería combinación lineal de Ji , . . .  , /9_ 1 sobre U,  
una contradicción. 

2. Si Ji ,  . . .  , /9 son funciones holomorfas en U � C y f es cualquier otra
función holomorfa en U, entonces

W(f fi , . . .  , f /9 ) = /9 W(f1 ,  . . .  , /9 ) . 

En efecto, 
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W(fti , . . . , f/9 ) 

!ti !fa 
f tí + !' Ji 11; + !' /g 

= det f fí' + 2/' fí + f" ti f 1;1 + 2/' ,; + /" /g 

f ¡fg- l ) + . . . + ¡(g- l ) ti ff}g- 1 ) + . . .  + ¡(g- 1 ) /g 

Ji /g 

f fí + f' /1 ff; + /'/g 

= f · det f !{' + 2/' /f + /" /i f t;' + 2/' ,; + /" / 9 

f .ng - 1 ) + . . . + ¡(g- 1 ) /¡ f!}g- 1 ) + . . .  + ¡(g- 1 ) /g 

/¡ fu 
//í 11; 

= f · det f fí' + 2/' /í + /" /i f 1;1 + 2/' ,; + /" /g 

f ¡fu- l ) + ' ' . + ¡cu- l ) /1 f f�u- i ) + · · · + f(g- t ) fu

donde la última igualdad se obtiene al sumar -/' veces el primer renglón al 
segundo renglón. En forma similar se remueve de cada columna e l  múltiplo 
correspondiente de /; : 

/¡ /g 

ffí 11; 
= f · det fff' + 2/' fí f 1;1 + 2/' ,; 

11fg- l ) + . . . ff}g-
1 ) + . . .

Ji /g 

ffí 11; 
= /2 • det //{' + 2/'/í 11;1 + 2/'f; 

//}9- l ) + ' . . f /}g- l ) + ' . . 

procediendo recursivamente se l lega al resultado deseado: 
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W(f/1 , . . . , f /9 ) = f9 W(fi , . . .  , /9 ) .

3. Ahora, si X e s  una superficie de Riemann de género g 2: 1 ,  y w 1, . . .  , w9 
es una base de O(X) , para cualquier coordenada local (U, z) , si w1r. = !Jr. dz
en U,  definimos la  función holomorfa, en U ,  dada por

Wz (w¡ , . . .  , w9 ) := W(f¡ , . . . , /9), 

donde l as  derivadas de l as  /; se toman con respecto a la coordenada local 
z. La proposición siguiente nos dice cómo se comporta el Wronskiano de 
w1 , . . .  , w9 bajo un cambio de coordenadas:

Proposición 5.63 Sea X una superficie de Riemann de género g 2: 1 .  
Sea w1 , . . .  , w9 una base de O(X) y sean (U, z) y (V, () cartas coordenadas
locales en X. Entonces, en U n V se tiene que:

( d( )
N 

Wz (w1 ,  . . . , w9 ) = 
dz 

Wc(w1, . . .  , w9 ) ,

donde N = g(g + 1 )/2 .

DEMOSTRACIÓN . En términos de l as  coordenadas (U, z) y (V, ()  escribamos
cada 

WJr. = f1r.dz = </,1r. d( . 

Es claro entonces que /1r. = (d(/dz)</,1r. .  Pongamos

t/; := (d(/dz) E o•(U n V). 

Por inducción sobre m se tiene que 

donde l as  'Pm; E O(U n V) son independientes de k .  Se sigue que 

d ( d"' ¡,. ) et --
dzm "'=º· · · · · •-•

•=1  . . . .  , g .  

det ( tpm+ l �:!k ) m=o, . . . , . - 1
k=l,  . . .  , 9 .  

tp1 +2+ · · · +g det ( dd:!lr. ) m=0, . . .• •  -1•=1 , . . .  , 9 . 

tpN det (��le ) m=o, . . .  , .- 1  , 
•=1,  . . .  , 9 .  
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donde N = 1 + 2 + · · · + g = g(g + 1 )/2 .  Q.E.D. 

El resultado principal en este contexto es el siguiente teorema que, en 
particular, implica que el peso r(p) de un punto p E X, definido arriba 
antes del Wronskiano, no depende de la elección de la carta local alrededor
de ese punto, ni de la elección de la base adaptada a ese punto. 

Teorema 5.64 Sea X una superficie de Riemann de género g � 1 y sea
w 1 , . . .  , w9 una base de O(X) . Sea p E X un punto y sea (U, z) una co­
ordenada local alrededor de p. Sea W(z) := W(w1 , . . . , w9 ) el Wronskiano
definido arriba. Entonces, 

ordv W(z) == r(p).

DEMOSTRACIÓN . Por la proposición anterior, un cambio de coordenadas 
sólo altera el Wronskiano por una constante no cero. También ,  si cambia­
mos la base de O(X) el Wronskiano sólo se afecta por una constante no 
cero. Así, podemos suponer de entrada que la base w 1 , . . . , w1 de íl(X)
está adaptada al punto p E X. Probaremos el teorema por inducción sobre 
g � l .  

El resultado e s  cierto para g = 1 ya que en este caso sólo hay un w1 =
Ji dz y por lo tanto 

W(z) = W(w1 ) = W(/1 ) = Ít , 

y µ1 = ordp(wi )  = ordp(/i ) ,  y por lo tanto 

r(p) = µ1 - 1 + 1 = µ1 , 

i.e.,
ordp W(z) = ordp (/1 ) = µ1 = r(p) . 

Supongamos ahora que el teorema es cierto para g = k, i.e. , que 

/e 
ordp W(w1 , . . . , w1c) = r(p) = ¿(µ; - j  + 1) , 

j=l 

donde µ; := ordp (w;) := ordp (/; )  si w; = f; dz. 
Consideremos ahora W(w1 , . . .  , W1c+1) · De la observación (2) previa a 

(5.63) se sigue que 

W(wi , . . .  ' W1c+ 1 ) := W(/1 , . . .  . !1c+ 1) = 1t+ 1 w(1 , fd Ít , . . . ' f1c+i/ Ji). 

Observemos ahora que para el lado derecho de la ecuación anterior, al 
desarrollar por menores el determinante correspondiente a lo largo de la 
primera columna, se obtiene: 
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h/fi 
(h/fi )' (f•+ < IM 

fs:+ 1 /  /1 

) 

= ¡f + 1 det
( (h/ f¡ )' (fw / !, )' ) 

= ¡f+ 1 W((h/ Ji )' , · · · , (!k + i /  Ji )' ) ,
y por hipótesis de  inducción se  tiene que 
ord,, (ff + i W((h/ !1 )', · · · ,  (fs: + i /  Ji )' ) )

( k + 1 )ord,, (Ji ) + ord,, W( (h/ !1  ) ' ,  · · · , U1:+ i /  Ji)') 
k+l 

(k + 1 )µ 1  + ¿(ord,, (f; / Ji )' - (j - 2))
j :2 

k+ l  
(k  + 1 )µ 1  + ¿(ord,, (Jj ) - ord,, (f¡ )  - 1 - j + 2) 

j :2 
k+l  

(k  + l )µ¡ + ¿(µ; - µ¡  - j + 1 )  
j :2 

k + l k + l 
kµ¡ + µ¡ - kµ1 + ¿(µ; - j + 1 )  = µ¡ + ¿ (µ; - j + 1 ) ,

j : 2 j :2 

siempre que para cada j se tenga que µ; - (j - 1 ) - µi 2: O; pero como { w; } 
es una base adaptada a p E X, esta desigualdad se cumple siempre, y por
lo tanto 

k + l k+ l  
ord,, W(w1 , . . .  , w1:+ 1 )  = µ 1  + ¿(µ; - j + 1 )  = ¿(µ; - j + 1 ) .

j :2 j : l 

Q.E.D.  

Corolario 5.65 Sea X una superficie de Riemann de género g 2: l .  El 
conjunto de puntos p E X de peso r(p) positivo con respecto a O(X) es 
discreto, y por lo tanto finito. 

DEMOSTRACIÓN . Los puntos de peso positivo son ceros del Wronsk:iano de
la base por el teorema previo, y el Wronskiano no es idénticamente cero 
por la observación ( 1 )  arriba. Q.E.D.  

= 

= 

= 

= 
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Corolario 5.66 Si w1 , . . .  , w9 es una base de O(X) adaptada a p E X, 
entonces para p en un conjunto abierto denso de X se tiene que

ordp(w; ) = j - l .

DEMOSTRACIÓN.  Como la base {w; } está adaptada a p E X, entonces
µ; = ordp(w; ). Ahora, por el corolario anterior

g 

r(p) = ¿(µ; - j + 1) = O 
i = I  

para u n  conj unto denso abierto abierto en X .  Y como µ; � j - 1 siempre,
entonces en este conj unto denso cada sumando en (*) debe ser cero, i.e.,
µ; = j + 1 para cada j . Q.E. D.

Definición 5.67 Sea X una superficie de Riemann de género g � l .  Un
punto p E X se llama un punto de Weierstrass si para una carta local (U, z) 
en p y para una base w1, . . .  , w9 de O(X), p es un cero del Wronskiano
W(w 1 , . . .  , w9 ) .  El orden r(p) del cero p de W se llama el peso del punto
de Weierstrass. 

Equivalentemente, por (5.64), p E X es un punto de Weierstrass de peso
r(p) si para cada carta local (U, z) de X alrededor de p, y para una base 
w1 , . . .  , w9 de O(X) adaptada a p, el peso r(p) es positivo.

Como observamos al principio de esta sección , claramente no hay puntos 
de Weierstrass sobre una superficie de género 1 ,  y por lo tanto podemos 
restringirnos a género g � 2. 

Teorema 5.68 Sea X una superficie de Riemann de género g � 2. El 
número de puntos de Weierstrass p E X contados de acuerdo con sus pesos
r(p ) ,  es 

¿ r(p) = (g - l ) g(g + 1) .  
pEX 

DEMOSTRACIÓN . Sabemos (5.65) que e l  número de puntos de Weierstrass
es finito y así la suma de arriba es finita. 

Sea {(U; , z;)he1 una cubierta de X por cartas coordenadas. La función
t/J;; := (dz; /dz¡)  E o•(U; n U; ).

Para una base fija w 1 , . . .  , w 9 de O( X), consideremos los Wronskianos 

W; := W.i ; (wi , . . .  , w9 ) E O(U; ). 
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Por ( 5 .63) se tiene que 

{ 1 )  W¡ = ,pfJ W; 

en U; n U; , y N = g(g + 1)/2.
Consideremos ahora el divisor D definido por los puntos de Weierstrass 

p E X y sus pesos T(p) > O, i.e.,

D := L T(p)p,
pE X 

i.e . ,  D(p) = T(p) = ordp ( W¡ ) para p E U¡ . Entonces,

deg(D) = ¿ T(p) . 
pE X

Mostraremos que deg(D) = (g - l )g(g + 1).
Para esto, sea K = (w1 )  el divisor correspondiente a w1 E U(X). Sabe­

mos que para un divisor canónico como el anterior, que deg(K) = 2g - 2. 
Más aún, si w1 = fi¡dz¡ en U; , entonces K(x) = ord., (/1 ; )  para toda x E U¡ . 
También, 

(2) fu = "Pi; Íi; 

en U¡ n U; . De (1) y (2) se sigue que, ya que 1/;;; no tiene ceros, 

(3) 

en U¡ n U; . Es decir, las secciones (3) de M son compatibles, y como M 
es gavilla, entonces existe una sección global / E M (X) tal que 

(4) 

para toda i E l. 
Ahora, como para el divisor K = (w 1 ) con w1 = fi ¡dz¡ en U¡ se tiene

que K(x) = ord., (/1 ¡ ) ,  de (4) se sigue que, para el divisor de ceros y polos 
de f, se tiene 

(f)(x) ord.,Wz; + ord., (/1/ )
T(x) - N K(x),  

la última igualdad por (5.64) .  Así, 

( 5 ) (/) = D - NK, 

= 
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por definición de D. 
Finalmente, como (/) es principal, deg(f) = O, y de (5 ) se sigue que 

O =  deg(f) = deg(D) - Ndeg(K) ,  

i.e.,
deg(D) = N · deg(K) = 2g(g + 1)(2g - 2),

ya que N = g(g + 1)/2 por (5 .63) y deg(K) = 2g - 2. Se sigue que

deg(D) = g(g + 1)(2g - 2)/2 = g(g + l )(g - 1) .  

Q.E.D. 

Corolario 5.69 Si X es una superficie de Riemann de género g � 2, en­
tonces existen puntos de Weierstrass en X .  
DEMOSTRACIÓN.  Si g � 2 ,  el número (g - l )g(g + 1 )  � l . Q.E.D.

Teorema 5.70 Si el género de X es g � 2, el peso r(p) de un punto p E X, 
con respecto a O(X) ,  satisface 

r(p) � g(g - 1)/2. 

Esta cota se alcanza sólo en los puntos p E X donde la sucesión de no
lagunas comienza en a1 = 2 

DEMOSTRACIÓN . Por (5 .68) , 

I: r(p) = (u - 1)u(u + 1).
pEX 

Ahora, sea 
1 = n1 < n2 < · · · < n9 < 2g,

la sucesión de lagunas de Weierstrass en p (ver (5 .5 8)) ,  y sean 

2 � O' ¡  < 0'2 < . . .  < Ct'g = 2g,

las primeras g no lagunas en p. Entonces, 

r(p) = ¿(ni - j)
j =l 

2g g g 

(¿ i - ¿ a; ) - ¿ i  
j : l j = l j : l 

, 

= 
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ya que los o:; son el complemento 
en {1 ,  . . .  , 2g }  de los n;. 

2g g 2g- l g- 1 

E i - E ºi = E i - E ºi 
i =g + l  j = l j =g + l  

ya que o:9 = 2g. 

�g(g - 1) - g(g - l ) 

por el corolario (5 .62), 

j = l  

y por el mismo corolario (5.62) ,  la igualdad es válida s i  y sólo si o: 1 = 2.
Q.E.D. 

Corolario 5.11 Sea W el número de puntos de Weierstrass en una super­
ficie de Riemann de género g 2'.: 2. Entonces, 

2g - 2 :S W :S g3 - g .  

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema anterior, el peso máximo de  un punto 
de Weierstrass es g(g - 1)/2 > O ,  y por (5 .68) el número de puntos de 
Weierstrass, contados con sus pesos, es 

¿ T(p) = (g - l)g(g + 1 ) ,
pEX 

así, que dividiendo (*) por el peso máximo posible g(g - 1)/2, se obtiene la 
primera desigualdad de este corolario. 

La segunda desigualdad se sigue del hecho de que el peso mínimo de 
un punto de Weierstrass es 1, y al dividir (*) entre 1 se obtiene la segunda 
desigualdad del corolario. Q.E.D. 

Observemos ahora que por (5 .70), la cota inferior 2g + 2 del corolario 
anterior se alcanza cuando la sucesión de no lagunas de Weierstrass en 
cualquier punto de Weierstrass comienza en o:1 = 2 ,  y así, por (5 .60) , la 
sucesión de no lagunas comienza como 2 < 4 < · · · < 2g, y la sucesión 
de lagunas de cualquier punto de Weierstrass es por lo tanto de la forma 
1 < 3 < · · · < 2g -1 .  Las superficies de Riemann compactas para las cuales 
esto sucede se estudiarán a continuación. 

AI}tes, finalizamos nuestra discusión de puntos de Weierstrass con el 
teorema siguiente que contiene el objetivo enunciado en la introducción de 
esta sección: 

= 
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Teorema 5. 72 Sea X una superficie de Riemann de género g � 2 y sea
p E X un punto. Las afirmaciones siguientes son equivalentes: 

{1): Existe una función meromorfa f E M(X ) no constante que tiene un 
polo de orden � g en p y es holomorfa en X - {p} . 

{2}: Existe una diferencial holomorfa no idénticamente cero w en X con 
un cero de orden � g en p. 

(3): p es un punto de Weierstrass. 

(4): l(gp) � 2 ,  i. e . ,  al menos uno de los naturales 2 ,  . . .  

(5): i(gp) � l .

DEMOSTRACIÓN . Claramente ( 1 )  y (2) son equivalentes, y (4) y (5) son
equivalentes por Riemann- Roch. 

(2) � (3) es directo ya que i(gp) = dimcD(X).
(2) � (3) :  Si alguno de los naturales 2, .. . , g no es laguna, entonces

debe existir una laguna en g + l, . . . , 2g - l. Así, si g + k ,  k � 1, es una
laguna, por las observaciones en la subsección Puntos de Weierstrass,  
se tiene que 

dimcn((g + k - l )p) - dimcn((g + k)p) = 1 ,

i.e., existe una diferencial holomorfa w en X con un cero en p de orden
g + k - 1 � g,  y por lo tanto el peso de p con respecto a D(X) es r(p) � 1 ,
i.e., p es un punto de Weierstrass.

(4) � (3): Si f(gp) � 2, entonces existe una función meromorfa no
constante f tal que (!) + (gp) � O. Claramente una tal función no puede
tener un polo mas que en el punto p. Más aún, el orden de este polo p es a 
lo mas g ,  i.e., p es  un punto de Weierstrass. 

(3) � (4)  es similar.
(3) � ( 1 )  es similar también. Q.E.D.

Corolario 5. 73 Si X es una superficie de Riemann de género g � 2, en­
tonces existe una aplicación cubriente {ramificada) holomorfa f : X -. IP>1 

con a lo más g hojas. 

DEMOSTRACIÓN.  Como g � 2, por (5.69)  existen puntos de Weierstrass
p en X, y así por (5.72) existe f E M(X) no constante con un polo de
orden � g en p y holomorfa en X - {p} .  Como en (5.3 1 )  f :  X -.  IP>1 es un 
cubriente holomorfo con a lo más g hojas. Q.E.D. 

, g es una no laguna. 
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Superficies de Riemann hiperelípticas. Para finalizar esta sección,
estudiamos aquellas superficies de Riemann compactas para las cuales el 
número de puntos de Weierstrass es precisamente 2g + 2 .  Así, estas super­
ficies de Riemann son aquellas para las cuales la cota inferior de ( 5.7 1)  se 
alcanza. Mostraremos que estas superficies de Riemann son cubrientes ra­
mificados de 2 hojas de JP>1 , existen para cada género g � 1 y sus puntos de
ramificación son precisamente los puntos de Weierstrass de estas superficies . 

Definición 5.74 Una superficie de Riemann compacta X se llama hiper­
elíptica, si existe un divisor positivo D � O en X tal que deg(D) = 2 yl(D) � 2. 

Lema 5. 75 Sea X una superficie de Riemann de género g � l . Son equi­
valentes: 

(1 ): X es hiperelíptica. 

(2) : Existe f E M(X) no constante can 2 polos.

(3): X es cubriente ramificado de JP>1 con 2 hojas y con 2g + 2 puntos de
ramificación. 

DEMOSTRACIÓN. Claramente ( 1) <=> (2).
(2) => (3): La función f E M {X) no constante con precisamente 2 polos

es un cubriente f : X -+ JP>1 con 2 hojas, y así , cada punto del divisor de 
ramificación R debe tener coeficiente 1 (i.e., su orden de ramificación es 
2 - 1 = 1), y por la fórmula de Riemann-Hurwitz se tiene que

deg(R) = 2{2 + g - 1) = 2g + 2,

y por lo tanto R es de la forma 

R = P1 + · · · + P2g+2,

donde los P; E X son 2g + 2 puntos distintos. 
(3) => (2) :  Si f : X -+ JP>1 es cubriente de 2 hojas con 2g + 2 puntos de

ramificación, como 2g + 2 es par, por el ejemplo después de (3.2 8), f no se 
ramifica en oo, y por lo tanto tiene dos polos simples. Q.E.D. 

Corolario 5. 76 Si X es una superficie de Riemann de género 1 � g � 2,
entonces X es  hiperelíptica. 

DEMOSTRACIÓ N .  Sea D un divisor en X de grado 2. Por Riemann-Roch,

l(D) - i(D) = deg(D) + 1 - g ,

• 
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y por lo tanto 
l( D) = 2 + 1 - g + i(D) .

Entonces, si g = 1 l(D) � 2, y por lo tanto X es hiperelíptica.
Ahora, para g = 2 por (5 .73) existe un cubriente f :-+ 1?1 con a lo más

2 hojas, y no puede ser de 1 hoja porque entonces sería un biholomorfismo, 
en contradicción con g(X) = 2 # O =  g(I?1 ). Q.E.D.

Observación. Superficies de género 1 también se llaman superficies elípticas. 
Se suele reservar el término hiperelíptica para aquellas superficies de género 
g � 2 que lo son. 

Ahora, sea X una superficie hiperelíptica y sea f : X -+ 1?1 el corres­
pondiente cubriente de 2 hojas. Si p E X es un punto de ramificación de
f, entonces como alrededor de p f es 2 a 1 ,  se tienen dos posibilidades : 

( 1 ) :  Si f(p) = oo, entonces f tiene un polo de orden 2 en p, y como
X es hiperelíptica, por ( 5 .75 )(2) este es el único polo de f, y p resulta un 
punto de Weierstrass entonces. 

(2) :  Si f(p) # oo, entonces 1/(/ - f(p) tiene un polo de orden 2 en p, 
y como en ( 1) arriba p resulta de Weierstrass. 

Hemos así probado que todos los puntos de ramificación de / son puntos 
de Weierstrass de X. Veremos a continuación que son todos: Para cada 
punto de ramificación p de f ( que ya sabemos que es punto de Weierstrass de 
X) ,  y como hay precisamente 2g + 2 puntos de ramificación por (5 .75 )(3), 
entonces por (5 .70) y las observaciones después de (5 .71), la sucesión de 
lagunas de Weierstrass n; en p es de la forma:

1 < 3 < · · · < 2g - 1 ,  

y así el peso r(p) de cada uno de estos puntos es :
g g g 

r(p) = ¿(n; - j) = ¿(2j - 1 - j) = ¿(j - 1 )  
i= l  i=l 
g(g + l ) g(g - 1) 

2 - g = 
2 .

i = l  

Así, los 2g + 2 puntos de ramificación tienen un  peso igual al 

g(g - 1 )  
(2g + 2) 

2 
= (g + l )g(g - 1 ) ,

que, por ( 5 . 68) , e s  igual a ¿pEX r(p) . 
Por lo tanto, estos deben ser todos los puntos de Weierstrass de X. 

Hemos probado así  la  mitad del siguiente teorema:  



2 50 Capítulo 5. Superficies de Riemann Compactas

Teorema 5.77 Sea X una superficie de Riemann de género g � 2. En­
tonces, X es hiperelíptica si y sólo si X tiene exactamente 2g + 2 puntos de 
Weierstrass. Más aún, estos puntos de Weierstrass son precisamente los 

puntos de ramificación de X como cubnente de JP>
1 . 

DEMOSTRACIÓ N .  Sólo falta probar que si X tiene 2g + 2 puntos de Weiers­
trass, entonces X es hiperelíptica con puntos de ramificación estos puntos
de Weierstrass. 

En efecto, si X tiene 2g + 2 puntos de Weierstrass, por ( 5.68)

¿ r(p) = (g - I )g(g + 1),
pE X 

y por ( 5.70) el peso r(p) $ g(g -1)/2. Así, como (2g + 2)r(p) :5 (g + l )g(g -
1), entonces el peso de cada punto de Weierstrass p debe ser precisamente 

1
r(p) = 

2
g(g - 1 ) ,

y por el mismo ( 5.70) se sigue que la sucesión de no lagunas en p debe 
comenzar en o 1 = 2, i.e., existe f E M ( X )  con un polo en p de orden 2.
Esta f : X -+  JP>1 es el cubriente de 2 hojas requerido. Q.E.D. 

Finalmente, construimos para cada g � 1 una superficie hiperelíptica 
de género g : Sean a 1 , . . .  , a29+2 E C complejos distintos, y consideremos el
polinomio en dos variables w, z: 

w2 = ( z  - ai ) · · · (z  - a29+2 ) .

Sea X la superficie de Riemann asociada a esta función algebraica (3.27).
Así, X es un cubriente de 2 hojas de JP>

1 ramificado en cada Pi arriba de 
ªi (y no está ramificado en oo ya que 2g + 2 es par ( ejemplo después de 
(3.28)) : 

x:::x =x···--. . .  .-...-

a1 00 
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El género de X se obtiene dando una base explícita para Q(X) como 
sigue : Sean 

1 ::; j ::; g, y donde z : X -+ ]P>1 es de grado 2 .  
Es claro que las w 1 , . . .  , w9 son linealmente independientes , y es  un ejer­

cicio el probar que son holomorfas. 
Así, el género de X es g, y por (5.77) X es hiperelíptica de género g.  

Hemos probado así la mitad del teorema siguiente : 

Teorema 5. 78 Las superficies hiperelípticas de género g 2'. 1 son las su­
perficies de Riemann asociadas a las /ttnciones algebraicas de la forma 

con ªi E e compleJOS distintos. 

DEM OSTRACIÓN . Sólo falta probar que si X es hiperelíptica de género
g > O ,  entonces es de la forma requerida. 

Ahora, como X es hiperelíptica, existe z : X -+ ]P>1 cubriente de 2 hojas,
y por (5.75 )(3), z tiene 2g + 2 puntos de ramificación. Por (3.27) existe
w E M (X)  tal que X es la superficie de Riemann asociada a un polinomio 
p(z ,  w) E C[z, w] , cuyo grado en w es 2 ,  i.e., 

p(z ,  w) = w2 - 2a(z)w + b(z) E C(z) [w].

Completando cuadrados so obtiene 

( 1 )  (w - a(z))2 + (b(z) - a2 (z)) = O,

y mediante el cambio de variables 

w 1 :=  w - a(z) ;

se obtiene 

Z¡ := z, 

(2) w? = a2(z) - b(z) E C(z) ,

y así podemos escribir 

a2 ( z) - b(z) = c2 (z) Il (z - ej ) ,
j = l 

zi- 1dz zi- 1dz 
w-·---= ' 1 

.- w J(z - ai) · · · (z - a29+2) 

r 
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poniendo los denominadores y términos repetidos en c2(z) E C(z), y a.sí
podemos suponer los ei E C distintos. 

Cambiando coordenadas de nuevo: 

se obtiene de (2) 

i. e. , reescribiendo w = w2 ,

(3) 

Zz := Z1 := z ,

r 

c2w� = c2 Il(z - ej ) ,
i = l  

r 

w2 = Il (z - ej ) ,
j = l 

y como bajo todos los cambios de coordenadas anteriores z quedó fij a, 
entonces los e; son los puntos de ramificación en C de z : X -+ JP>1 . Ahora,
por (5 .77) hay 2g + 2 puntos de ramificación, y como X es hiperelíptica oo
no se ramifica, y por lo tanto r = 2g + 2. Q .E .D.
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5.5 Formas armónicas y la descomposición 

de Hodge 

En esta sección obtenemos los resultados más importantes sobre formas
armónicas diferenciales en una superficie de Riemann compacta, incluyendo 
el Teorema de Descomposición de Hodge de H 1 (X, C). Como consecuencia
de lo anterior se obtendrá que H 1 (X, C) � C29 , donde g es el género de X, 
mostrando así la in varianza topológica del género g de X. Los resultados
de esta sección son básicos para la siguiente. 

Definición 5. 79 Sea X una superficie de Riemann . Una 1-forma w E 
E( l )(X) se llama armónica si para todo punto p E X existe una carta (U, z) 
alrededor de p tal que w = df con f una función en U que es armónica, i.e.,
si z = x + iy es la coordenada local y

a2 J a2 t 
í::,,,f := ( ox2 + oy2 ) 

dx /\ dy
es el Laplaciano de / (en coordenadas locales), entonces, !::,,,(/)= O. 

Corno X es una superficie de Riemann (y no sólo una 2-variedad dife­
rencial) es fácil probar que el operador Laplaciano está bien definido. 

Para obtener otras caracterizaciones de las formas armónicas y algu­
nas de sus propiedades, necesitamos recordar los siguientes conceptos: sea 
U 5; X un abierto de una superficie de Riemann; se tienen los siguientes 
operadores (llamados derivaciones exteriores):

d, d', d" : eci )(u) - e(2)(U)

dados como sigue: w E &( 1 )(U) se puede escribir localmente como una suma
finita 

(t) w = ¿ f1cdg1c,

donde f1c y g1c son funciones diferenciables. Se define entonces , 

dw ¿ df1c /\ dg1c, 

d'w ¿ d'J1c /\ dg1c, 

d"w E d" ,,. /\ dg,. .

donde dfk , d' J,,. , d" f¡, son las derivaciones definidas en e l  capítulo 4 .  Es un 
ejercicio el probar que estas definiciones son independientes de la represen­
tación (t) de w. 
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Directamente de las definiciones anteriores, se tienen las siguientes pro­
piedades elementales : sean f E [(U) y w E [( 1 ) (U ) ,  entonces,

( 1 ) :  ddf = d' d' f = d" d" f = O.

(2) : dw = d'w + d"w .

( 3 ) :  d(fw) = df l\ w  + fdw (y similarmente para d' y d") .

Por ejemplo, ( 1 )  se prueba así : 

ddf = d( I · df) = d l  /\ df = O /\ df = O .

(4) :  Observemos ahora que si f E [(U) con ( U, z) una carta y z = x + iy,
entonces con respecto a es coordenada local: 

d'd"f 

a2J 
azaz dz /\ az 

por definición de d" f 

por definición de d' w 

por definición de d1 g 

1 02 f 02 f 
2i ( ax2 + {)y2 ) dx /\ dy cambio de coordenadas

---:11fdx /\ dy. 
2i 

Así, f E [(U) es armónica sí y sólo si d'd"f = O. 
Nótese que de ( 1 )  y (2) se sigue que si f E [(U),  entonces

o =  ddf = (d' + d")(d' + d")f = d'df + d"d' f,

y por lo tanto : 

( 5 )  : d' d" f = -d" d' f.

Definición 5.80 Si U � X es un abierto, una 1-forma w E [( 1 ) (U ) se
llama cerrada si dw = O, y se llama exacta si existe f E [(U) tal que
w = df.

Obsérvese que como ddf = O, entonces toda forma exacta es cerrada.

= d' (:; az) 

= (:z (~dz) A az 

= 

= - -

1 
= 

= d' (!~) A az 
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Proposición 5.81 Sea U � X un abierto. Entonces, 
(i): Toda 1 -forma ho/omorfa w E r!(U) es exacta. 
(ii): Toda 1 -forma cerrada w E & 1 ·º(U) es holomorfa. 
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DEMOSTRAC IÓN .  Si w E & 1 ·º(U), con respecto a una coordenada local z ,  
escribamos w = f dz  con f diferenciable. Entonces, 

dw df /\. dz = ( :� dz + iz az) /\. dz
a¡ 
oz az /\. dz ya que dz /\. dz = o

8/ -- az dz /\. z.
Entonces, si w es cerrada, dw = O, y por lo tanto 8f /oz = O, i. e. , f es

holomorfa. 
La parte ( i) es directa también. Q.E.D. 

Corolario 5 .82 Si f E [(U) es armónica, entonces d' f E [( 1 )(  U) es unaforma holomorfa. 
DEMOSTRACIÓN . f armónica implica, por ( 4) y (5) arriba, que 

( t ) d' d" f = o = d" d' f.

Se sigue que 
dd' f = ( d' + d")d' f = d' d' f + d" d' f = o '

por ( 1 )  arriba y (t). Entonces, d' f E & 1 ·º(U) es  cerrada, y por la  proposición
previa, debe ser holomorfa. Q.E.D. 

El operador * .  Si X es una superficie de Riemann, w E &( 1 )(X), y
escribimos localmente 

w = ¿ /j dgj ,

con Íi , Yi funciones diferenciables, podemos definir

donde h es el conj ugado complej o  de la función h. 
La parte real de w se define como

1 Re(w) := 2 (w + w) .

= 
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Claramente, w = w {::::::} w = Re(w ). A estas formas se les llama 

formas reales. 
Si w E ü(X) es una forma holomorfa, a su conjugada w se le llama 

anti-holomorfa. El espacio vectorial de las formas anti-holomorfas en X se 
le denota por O(X).  

Definición 5.83 Recordemos ahora que [( 1 )(X) = [ 1 ·º(X) El) t:º · 1 (X) ,  y
así, dada w E [( 1 )(X), la podemos descomponer en forma única como: 
w = w1 + w2, con W¡ E [ 1 •º(X) y w2 E t:0 • 1 (X) .  Definimos entonces ,

Se tiene así una función 

que es un IR-isomorfismo y manda t: 1 ·º en t:º • 1 y viceversa. A este operador 
se le llama el operador * de H odge. 

Las propiedades siguientes de * son directas de las definiciones : sean
w E t:< 1 )(X),  w 1 E [1 ·º(X) ,  w2 E t:0 • 1 (X) y f E t:(X).  Entonces ,

(a) : * * w = -w.
(b) : *W = *W. 

(c): d * (w1 + w2) = id'w1 - id"w2 . 

( d) :  *d' f = id"/, y *d" f = -id'/. 
(e) : d * df = 2id'd"f.
Proposición 5.84 Si w E t:< 1 )(X), entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes: 

(a): w es armónica. 

(b): dw = d • w = O.

(c): d'w = d"w = O .

DEMOSTRACIÓN.  (b) y ( c )  son equivalentes por las propiedades de * arriba. 
(b) => ( a) :  dw = O quiere decir que w es cerrada, y entonces localmente

w = df con f diferenciable. Se sigue que

O = d * w = d * ( df) = 2id' d" f 
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por (e) arriba. Por lo tanto, d'd"f = O, y por la propiedad (4) de arriba se 
sigue que f es armónica. 

(a) => (b) :  Si w = df con f una función armónica, entonces
dw = d(df) = O, 

d * W = d * df = 2id'd"f = 2i(O) = o,
por (e) y (5) .  Q.E .D.  
Teorema 5.85 Sea X una superficie de  Riemann y sea 1l 1 (X) el  espacio
vectorial de las formas armónicas en X. Entonces, 

1l1 (X) = O(X) EB O(X) . 
En particular, si X es compacta de género g, entonces 

dirnc1l 1 (X) = 2g. 
DEMOSTRACIÓN.  Si w E 1l 1 (X) escribamos, en una coordenada local z ,  

w = fidz + haz, 
con fi dz E E 1 •º(X) y haz E Eº · 1 (X) .  

y 

Entonces, para d = d' + d", se tiene que 
(ofi oh )  dw = - - - az /\ dz ,

az oz 

d * w = -i ( °j; + 8¡; ) az /\ dz.

Entonces, corno w es armónica si y sólo si dw = O = d•w , entonces 
w es armónica si y sólo si Ji y ] 2 son holornorfas, y por lo tanto w es 
armónica si y sólo si existen diferenciales holornorfas únicas w 1 y w2 tales 
que w = w1 + w2 . Q.E .D .  
Producto interno en ¿(l ) .  Para X una superficie de Riernann compacta,
y para w 1 , w2 E &( 1)(X) definirnos 

(w1 , w2) := j L w1 /\ * /\ w2 . 

y 
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Es claro que ( , ) es lineal en la primera variable y semilineal en la 
segunda. Más aún, si w 1 = Ji dz + g 1 áz y w2 = hdz + g2áz, entonces
•w2 = i(J2áz - g2dz ), y así:

w 1 /\ •w2 (/1 dz + g¡ áz) /\ i(J2áz - g2dz )
= i(f¡ f 2 + g1 g2 )dz /\ áz),

y similarmente 

y por lo tanto 

J l W¡  /\ *W2 = Í J l (fi /2 + g¡ g2 )dz /\ az

i j l (/ 1 Í2 + g2g¡ )áz /\ dz

j fx 
w2 I\ •w 1 = (w2, w 1 ).

Más aún, ( , } es positivo definido, ya que si w E &C I )(X), escribiendo 
w = f dz + gáz, con respecto a una carta local z = x + iy, entonces *W =
i(Jáz - gdz), y así, como calculamos arriba, 

W /\ *W i( l/ 12 + lg l2 )dz /\ áz
i( lfl2 + lg l2 ) (-2idx /\ dy) 
2( 1/ 12 + lg l2 )dx /\ dy. 

Se sigue que (w, w} 2". O y (w, w} = O si  y sólo si w ·= O.
Así (&( 1 )(X), ( , }) es un espacio vectorial unitario (que en general, no

es completo). A continuación veremos cómo este producto interno nos da 
información acerca de los espacios E(X), t:< 1 ) (X), r!(X), E 1 ·º(X) y Eº · 1 (X):

Lema 5.86 Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces, 

(a): d'E(X),  d"E(X),  rl(X) y O(X) son subespacios vectoriales de &( 1 )( X)
ortogonales por pares. 

(b): dE(X)  y *dE(X) son subespacios ortogonales de &C I ) (X) ,  y 

dE(X) EB •dE(X) = d'E(X) EB d"E(X).

DEMOSTRACIÓN.  (a): Como E 1 •º(X) y Eº• 1 (X)  ya sabemos que son orto­
gonales, es suficiente probar que d'E(X) l. r!(X) y d"E(X) l. O(X). 

= 

= 

= 

= 
= 
= 
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Ahora, sean f E [(X) y w E n(X). Entonces ,

w /\ *d'f = iw /\ d"f = iw /\ df = id(fw).

Así ,  

(w, d'f) = -i j L d(/w) = O ,

por Stokes. Similarmente, (w , d11 !) = O. 

(b ) :  Sean f, g E E(X). Entonces ,

df /\ *(*dg) = -df /\ dg = -d(fdg) .

Así ,  

(df, *dg) = - J fx d(Jdg) = o ,

por Stokes. 

25 9 

Las igualdades deseadas se siguen por la propiedad (c) de *. Q.E.D. 

Proposición 5.87 Sea X una superficie de Riemann de género g > O ,
entonces, s e  tiene una descomposición ortogonal 

Eº• 1 (X) = d11E(X) EB O(X). 

DEMOSTRAC I Ó N .  Por el Teorema de Dolbeaut, 

y así 
dimcEº · 1 (X)/d"E(X) = g .

Por otro lado, dimcO(X) = g por (5 .85 ) ,  y así  el resultado se  sigue del
lema previo ( 5 .86)(a). Q.E.D. 

Corolario 5.88 Sean X compacta y u E l'º·1 (X) .  La ecuación d" f = u
tiene una solución f E [(X) si y sólo si

para todo w E f2(X). 

DEMOSTRACIÓ N .  Por definición del producto interno, la condición del co­
rolario es equivalente a u l. O(X). Q.E.D. 
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Proposición 5.89 Sea X compacta. Entonces, existe una descomposición
ortogonal 

&C1 )(X) = •d&(X) EB d&(X) EB 1i 1(X).

DEMOSTRACIÓN.  Conjugando en (5 .87) se obtiene 
&1 ·º(X) = d'E(X) EB O(X). 

Así, 
&(X) = d'E(X) EB d"E(X) EB O(X) EB O(X),  

y así e l  resultado se sigue del lema (5.86) . Q .E .D.  
Proposición 5.90 Si X es compacta, entonces

DEMOSTRACIÓN . Sea 

Por la proposición previa es suficiente probar que 
K:(X) 1- •d&(X). 

Para esto, sean w E K:(X) y f E &(X). Entonces, 
w /\ •(•df) = -w /\ df = d(dw). 

Por lo tanto, 
(w, •df) = J [ d(fw) = O,

por Stokes. Q.E .D.  
Ahora, 

K: := ker (&( 1 )  � &(2))

es una gavilla ( de formas diferenciales cerradas), y la sucesión de gavillas 
(t ) 
es exacta ya que d es un epimorfismo porque localmente toda forma dife­
rencial w es cerrada, i .e. , de la forma df.

0-+C-+&~JC-+O 
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Sabemos que toda 1-forma exacta es cerrada, pero el recíproco no ne­
cesariamente es cierto. Esta falla es medida por la homología de de Rham: 

ker (E<1 )(X) � E(2)(X))
HvR(X) := 

im (E(X) � E( 1 )(X))

Ahora , como H 1 (X, E) = O ya que E es fina , de (t ) se sigue que 

( t t )  

Hemos probado así  la  mitad del teorema siguiente: 

Teorema 5.91 (de Rham-Hodge.) Si X es una superficie de Riemann 
de género g, entonces 

DEMOSTRACIÓN . Se sigue de (tt) y de (5 .90). Q.E.D.  

Observemos ahora que, como la  gavilla C de funciones complejas lo­
calmente constantes en X depende sólo de la estructura topológica de X, 
entonces b1 (X) :=  dimcH 1 (X, C) es un invariante topológico. Pero por 
( 5 .91) b 1 (X) = 2g. Se sigue que: 

Corolario 5.92 (Invarianza topológica del género) El género g de una 
superficie de Riemann compacta es un invariante topológico. 

Formas armónicas asociadas a una curva en X. Sea D un divisor en
X y sea Xn := {x E X : D(x) 2:: O}.  

Una función f E E(Xv ) tal que para todo punto a E X existe una carta 
(U, z) con z(a) = O y existe tp E E(U) tal que 1/J'(a) # O, y tal que / =  t/Jz" 
en U n  Xv , con k = D(a), se llamará un solución de D. 

Nótese que si f E O(D) entonces f E Mx y su divisor de ceros y polos
es (!) = D. 

También, si / es una solución del divisor D, entonces df /f es  una función 
diferenciable en el complemento del soporte del divisor. 

Ahora, como f = tpzk con k = D(a),  si d E supp(D), entonces 
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y como dtjJ/tf; es diferenciable en una vecindad de a, y por lo tanto no tiene 
singularidades allá, entonces para toda 1-forma w E [ 1 l (X) con soporte
compacto, la integral 

existe. También, notemos que la 1-forma d" f /f es diferencíable en todo X
ya quq d" f / f = d"tf;/t/J . 

Lema 5.93 Sean a 1 , . . .  , ª" puntos distintos en X y sean n 1 , . . .  , nm E Z. 
Sea D el divisor dado por D(aj ) = ni y D(x) = O para los otros puntos. Sea f una solución débil de D. Entonces, para cualquier g E E(X) consoporte compacto, 

DEM OSTRACIÓN.  Escojamos cartas disjuntas (Ui , Zj ) alrededor de cada a; 
tal que z(ai ) =- O y z(Ui ) es el disco unitario en (C y tal que en Uj podamos
escribir 

f = t/J; z",

con t/Ji E E(U; )  y t/Ji (x) -::/ O para todo x E U; .
Sean O < r1 < r2 < l .  Entonces, existen funciones efJ E E(X)  tales que

Sean Yi := efl;g y sea h = g - (g1 + · · · + Ym ) - Entonces

¡ L 1 " dh = - ¡ L dh " 1 = -¡ L d ( h 1) = º
ya que el soporte de h es compacto en X - { a1, . . .  , am } .  

Entonces, 

J r df m J r df m J r d 
JJ - /\ dh = � 

},, . - /\ dgi = ¿ n; },, . z
z; /\ dg; .

X f J = l  U1 f i = l  U1 J 

Pero, por Stokes, 

_, /\ dg;¡ dz· 

U; z; 
- dg; /\ -' = lim,-o g; _J !¡ 

dz · ¡ dz · 
U; z; l z ; I=• z; 

21rigj (a; )  = 21rig(a; ). Q.E. D. 

= 
= 
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Lema 5.94 Sea X una superficie de Riemann y sea c : [O, 1) -+ X una 
curva. Sea U una vecindad abierta relativamente compacta de la imagen
de c. Sea oc = c( l )  - c(O) el divisor que tiene el valor + 1  en c( l )  y - 1  en 
c(O) ,  y cero en los otros puntos de X. Entonces, existe una solución f para
el divisor oc con f lx -U = l ,  y tal que para toda forma diferencial cerrada
w E ¿-( 1 )(X ) se tiene

1 w = 
2�i J L ; /\ w.

DEMOSTRACIÓN. ( 1) :  Consideremos primero el caso cuando (U, z)  es una
carta en X tal que z(U ) es el disco unitario. Por medio de esta carta 
identificamos U con el disco unitario en <C. 

Sean a =  c(O) y b = c( l ). Escojamos r < 1 tal que c[O, 1) C {lz l  < r} ,
y escojamos una función t/J E í(U) tal que t/J l { l , j �r }  = 1 y t/J{ iz l�r' }  = O,
donde r < r' < l. Definamos una función fo E í( U - {a}) mediante

s1 r < (z l < 1 ,

s1 lz l ::; r. 

Aquí hemos elegido una rama holomorfa del log en la región anular indicada. 
Ahora, como fo l {r '< l • l < l } = 1 ,  podemos extender continuamente fo a

una función f E í(X - a) definiéndola como 1 en X - U .  Por construcción
f es una solución para el divisor oc. Ahora , si w es una forma diferencial 
cerrada en X, como w es de la forma w = dg en {lx l ::;  r'}, entonces por el
lema previo 

(2): En el caso general, existe una partición O = t0 < · · · < tn = 1,
y cartas (Uizi ) tales que z([t;- i, tj ] )  C U; C U, y z(Uj ) el disco unitario
en <C. Entonces, para la restricción Cj de c al subintervalo [ti- l, t;], por
la parte ( 1) existe una solución f; para el divisor oc; con las condiciones 
requeridas. 

El producto f := /i · · · fn satisface las condiciones del lema. Q.E.D.

El resultado principal en este contexto es : 

Teorema 5.95 Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces, 
dada cualquier curva cerrada e en X, existe una forma diferencial armónica 
única ic E 1i 1 (X) tal que

1 f f df l f f df f 
21ri Jx f Aw = 21ri Jx f A dg = g(b)- g(a) = Je w. 
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para toda forma diferencial cerrada w E &( 1 ) (X) .

DEMOSTRACIÓN. Por el lema anterior existe una solución f para el divisor 
oc = O que satisface las condiciones del lema. Como f no se anula, df / f 
es diferenciable y cerrada en X .  Por (5 .90) existe una forma diferencial
'Y e E 1(. 1 ( X) y una función g E E ( X) tales que

l df 
2,ri /

= 'Ye + dg .

Ahora, si w es cerrada, entonces dg /1. w = d(gw ), y por Stokes 

La unicidad es por que si 'Y� es una segunda solución , entonces para 
a = 'Ye - "(� se tiene 

para toda forma cerrada w . En particular, para w = *ª· Entonces , 

i.e. , a = O ya que ( , ) es positivo definido. Q.E.D.
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En esta sección consideramos el problema de determinar cuándo un divisor 
D en una superficie de Riemann compacta X es principal, i .e . ,  cuándo 
existe f E M x  tal que D = �!). Es claro que de entrada se necesita que
deg ( D) = O, y en la esfera I!l' esta condición es suficiente, pero para una
superficie de Riemann de género g 2: 1, la condición deg (D) = O no es
suficiente. El Teorema de Abe] da una condición necesaria y suficiente para 
que D sea principal. Después, haremos un estudio más detallado del grupo 
cociente Divo(X)/(M x )  de los divisores de grado cero Div0(X) � Div(X) 
módulo el subgrupo de divisores principales (Mx )  � Div0(X). El Teorema 
de Inversión de J acobi muestra que este cociente es isomorfo a un toro 
complejo de dimensión g, Jac(X), asociado a la superficie de Riemann X 
de género g. Para construir este toro necesitaremos algunos resultados 
acerca de curvas, cadenas y ciclos en una superficie X,  y también la noción 
de homología de ciclos, definiendo así los grupos de homología H 1(X, 'iZ) 
asociados a X.  Después, mostramos que H1(X, 2) � zg usando resultados 
de la sección anterior, en particular el Teorema de H odge. 

Homología. Sea X una superficie de Riemann compacta, y sean e; : 
[O, 1 ]-+ X curvas en X. Una 1-cadena en X es una expresión de la forma

m 

c := L n;c;, 
j : l  

ni E Z.

El conjunto de !-cadenas en X es un grupo abeliano en forma natural 
(sumando coeficientes si las curvas c; correspondientes son iguales), al que 
denotamos por C1(X). 

Siguiendo esta analogía, una O-cadena en X no es otra cosa que un 
divisor en X ,  y el grupo de O-cadenas es C0 (X) = Div(X) .

Se tiene un operador frontera 

o : C1(X) -+ Co(X) = Div(X)

dado como sigue: si e : [O, 1] -+ X es una curva, ponemos o(c) = O si c es
cerrada, i.e., si c(O) = c(l) .  Y si c no es cerrada, o(c) es el divisor dado por 

a,(,) = { � 1  
Sl X =  c(l )  
SI x = c(O) 
SI x f c(O), c(l ) .  

S i  c = ¿ n; ci es cualquier 1-cadena, se define oc :=  ¿ n18c1 .
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De las definiciones anteriores es claro que 

deg (oc) = o

para toda e E C1 (X). Recíprocamente , si D es un divisor en X de grado 
deg (D) = O, existe una 1-cadena c E C1 (X) tal que D = oc. En efecto ,
como deg (D) = O ,  entonces D lo podemos escribir como

donde para x E X ,  D:& es el divisor dado por 

SI 

SI 
y = x 

y f. X .  

Ahora , sea e; una curva de a; a b; y sea c :=  c 1 + · · · + Cr .  Entonces ,
oc = D. 

El núcleo del operador o, 
Z1 (X) := ker (C1(X) � Div(X)), 

se llama el grupo de 1- ciclos en X. Es claro que toda curva cerrada en X 
es un 1-ciclo. 

Ahora , dada una 1-cadena e E C1 (X) y una 1-forma cerrada w E 
&( 1 )(X) se define la integral de w sobre c mediante

si e= n1 c 1 + · · · + nm Cm ,

Definición 5.96 Dos ciclos c ,  e' E Z1 (X) se llaman homólogos si para toda
forma diferencial cerrada w E &( 1 )(X) se tiene que

Jw = J  w .
e e' 

Es claro que ser homólogos es una relación de equivalencia. Al conjunto 
de clases de equivalencia de 1-ciclos, que hereda una estructura de grupo 
abeliano de Z1 (X), se le l lama el primer grupo de homología de X, y se le 
denota 

H1 (X, 'll.), 

y a sus elementos se les l lama clases de homología. 

D.,(y) := { 6 
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Nótese que si 'Y E H1(X, �) y w E E( 1 )(X) es cerrada, la integral f-r w
está bien definida. 

Ahora, por el Teorema de Cauchy, si c, c' son dos curvas cerradas en X, 
y c ::::  c '  (son homótopas en X) , entonces c "'  c' (son homólogas en X). Se
tiene así una función 

h : 1r1(X) -+ H1(X, �) 

que resulta un homomorfismo de grupos, l lamado el morfismo de Hurewicz. 
En general h no es inyectivo ya que 1r1 (X) casi nunca es abeliano, sin
embargo, es un ejercicio sencillo  el probar que h siempre es suprayectivo, y
de hecho H1(X, �) es la abelianización de 1r1(X). 

A continuación probaremos que si X es de género g > O, entonces
H 1 (X, �) es un grupo libre abeliano de rango 2g, i. e. ,

Para esto, usaremos los resultados acerca d e  formas armónicas y el Teo­
rema de Hodge de la sección anterior, y un poco de teoría de intersección 
en X que desarrol lamos a continuación.

Teoría de intersección. Sea c :  [O , 1 ]  -+ X una curva cerrada enX. Hemos
visto en (5.95) que existe una única forma diferencial armónica 'Ye E 1i. 1 (X)
tal que 

para cualquier forma diferencial cerrada w E &( 1 )(X) .

Proposición 5 .97  Sea X una superficie de Ríemann compacta. Sean a,  b
curvas cerradas en X y sean 'Ya y 'Yb las formas armónicas asociadas. En­
tonces, 

es un entero. 

DEMOSTRACIÓN . En general, si c es una curva cerrada en X y 'Ye es la
forma armónica asociada, entonces para toda forma diferencial cerrada w E 
E( 1 )(X) se tiene que

1 df 
'Ye = 

21ri f 
- dg

por (5.95) .  A sí ,  

('Yc , w} = j L 'Ye /\ w  = j f [~ df - dg] /1. w lx 21n t 
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� ¡ r dJ I\ w _ ¡ r dg I\ w
21n lx f lx � J r df /\ w - J r d(gw)
2n lx f lx 

1 ¡ r dJ 
2?ri lx f 

/\ w

1 w por (5.94). 

Se sigue que si ,a y 'Yb son las formas armónicas asociadas a las curvas 
a y b, entonces J fx ,a A ¡b = (ia , 'Yb) = ¡ 'Yb ,

y como ib es de la forma 

entonces, 

1 d!b 
'Yb = -

2 . -
/ 

- dgb ,
1r\ b 

1 1 d!b 1 - - - dgb2?ri a Íb a 
1 / dfh 

2?ri la Íb 

que claramente es un entero. Q.E.D. 

Definición 5.98 Sean a, b curvas cerradas en X y sean ,a , 'Yb las formas 
armónicas asociadas. El entero 

se llama el número de intersección de a y b. 
Si a, b son ciclos en X, se define en forma similar a · b. 

Proposición 5.99 Los números de intersección satisfacen:  

(1 ): a · b depende sólo de las clases de  homología de a y b .  

(2): a · b = -b · a .

(9): (a + b) · c = a · c + b · c. 

= 

= 

= 

= 
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DEMOSTRACIÓN .  (2) y (3) son directos. Para ( 1 ), SI a - a' y b - b' 
(homólogos), se tiene: 
( i): Si b = b' , entonces 'Yb = 'Yb' , y así

J f l / dfb a - b = 
Íx 

'Ya A 1b = 
21íi }a h 

como arriba; y similarmente 

a' · b  = � f dfb
21ri Ía' /b ' 

que son iguales ya que a - a' . 

( ii): Similarmente si a =  a' . 

(iíi) : El caso general se sigue de los anteriores. Q.E.D.

Con ideas similares, dejamos como un ejercicio probar: 

Proposición 5.100 Sea X una superficie de Ríemann de género g > O. 
Entonces, existen curvas cerradas a1, . . .  , a29 en X tales que si 'Ya, son las 
fonnas armónicas asociadas, entonces 

2g 

1l 1 (X) = ffic · 'Yaj ·
j =l 

Recordemos ahora que por el Teorema de Hodge, 

H 1 (X, C) ::::: 1l1 (X) ::::: C29 , 

H 1 (X, Z) ::::: Z29 � C29 ::::: H 1 (X, C).

Y una base para H 1 (X, Z) está dada por las formas armónicas 'Yaj asociadas
a curvas cerradas en X ,  1 � j � 2g.

Podemos entonces definir el apareamiento 

mediante 
( [a] , w) - 1  w .

Este apareamiento está bien definido y a  que la integral sólo depende de 
l a  clase de homología [a] , y claramente es no degenerado. Se sigue que si

y 
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11 , . . .  , 12g es una base de H 1 (X, Z) como arriba,  las clases de homología
de las curvas correspondientes [a 1] , . . . , [a29] forman una base de H1 (X, Z) , 
y así, 

La Jacobiana de una superficie de Riemann compacta. Sea X una
superficie de Riemann compacta de género g � l .  Escojamos una base 
b1 , ... , "Y2g } de H1 (X, ':f.). Sea w ¡ , . . .  , wg una base de D(X). Para cada "Yi
se define el vector columna 

1r1 := t (j w1 , . . .  , j w9 ) E cg ,
'Y, "'f 1 

t = transpuesto. 
Como las w; E D(X) son armónicas, dw; = O ,  1 ::; i ::; g ,  y así por el

Teorema de Stokes , la integral f w; sólo depende de la clase de homología
"'f 1 

de ,; , y por lo tanto, los vectores columna 11'j están bien definidos. Estos 
vectores se llaman los vectores de períodos de X, y la matriz 

II : =  (11'1 , . . . , 1r29 )g x 29 

se llama la matriz de períodos de X. 
A continuación probaremos que las columnas de Il son linealmente in­

dependientes sobre �, pero antes necesitamos un par de lemas: 

Lema 5.101 Si w E [( 1 l (X)  es cerrada y si para todos los básicos 'Yi ,
1 ::;  j ::;  2g, de H1 (X, Z) se tiene que 

entonces w es exacta.

j w = O,
"rj 

DEMOSTRACIÓN . Sea xo E X un punto dado. Para cualquier otro punto
x E X escojamos una curva I de x0 a x, y pongamos

f(x) := i w.

Observemos que si ,' es otra curva de x0 a x,  entonces 1 - 1' es un ciclo 
en X, y por lo tanto (su clase de homología) es combinación lineal de los 
básicos 'Yi , i.e., 

2g 

1 - ,' = ¿ ni 'Yi + e,
i =I  
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donde e "' O, i.e., fe w = o· para toda forma cerrada w .  Se sigue que

f w = I: f w + j w = O,
}-y--y' i=l Jn,-y1 e 

ya que J-Y, w = O= f
c

w. Por lo tanto, J.., w = J-, , w.
Entonces, f : X -+ C es una función bien definida, y de hecho es

diferenciable, y claramente df = w.  Q.E.D.

Lema 5 . 102 Sea X una superficie de Riemann compacta, y sean w ,  {} E
O(X ). Considerando a w y {}  en [( 1 )(X) ,  si 

w + {} = df, 

donde f : X -+ C es diferenciable, entonces 

w = {} = o. 

DEMOSTRACIÓN.  Escribamos w = hdz y {} = gdz, para una coordenada
local z. Entonces , w /\ {} = O, y 

( 1) 

. . 
l - 2 i 2 
2 t'J /\ {} = Jg(z) J 2

dz /\ di = Jg(z) J du /\ dv.

Supongamos que {} I O. Entonces, 

Pero, 
{} /\ tJ = {} /\ w + ,9 /\ t? = {} /\ (w + t?) = {} /\ df,

(por hipótesis) .  Y si mostramos que 

(2 ) J L {} /\ df = O,

esto sería una contradicción con (1), y por lo tanto {} =  O.  
Para probar (2), observemos que 

d(f t'J) = df /\ {} + f /\ d{J. 

Y como {} E O(X), {J = gdz con g holomorfa, y así ag/az = O. Se sigue que

d{J d(gdz) = dg /\ dz 

(:! dz + :: di) /\ dz 

( :! dz) /\ dz = O,

~ J l tJ /\ t? = J l lg(z)l
2
du /\ dv > O. 

= 
= 
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y así iJ /1. df = -df /1. ,J = -d(f,J) ya que d,J = O. 
Finalmente, como J,J E &( 1)(X) , entonces por el Teorema de Stokes,

J l d(f,J) = o,

y así 

J l ,J /1. df = -J l d(d'IJ) = o .

Similarmente se  prueba que w = O.  Q.E.D.

Proposición 5.103 Sea X una superficie de Riemann compacta de género 
g > O. Los vectores de períodos 1r1 , . . .  , 1r2g son linealmente independientes 
sobre IR. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que son linealmente dependientes. Entonces 
existen reales a1, . . .  , a29 no todos cero tales que 

(1) a1 1r1 + · · · + a2g 1r2g = O. 

Conjugando esta ecuación obtenemos 

(2) 

donde ir; = '(f . wi ,  . . .  , f wg). Consideremos ahora la matriz 2g X 2g:
..,, "Y1 

rr := ( �1 

71'¡ 

. . . �2g ) . . . . 1T2g 

Por ( 1 )  y (2) se tiene que l as  columnas de Ir son linealmente depen­
dientes, y así el rango de Ir es <  2g. En particular, los 2g renglones de Ir 
son linealmente dependientes, y así existen complejos a 1, . . .  , ag y b1, . . .  , bg
no todos cero, tales que 

Le. , 

a¡ ( [ W¡ ,  . . .  , [ w9) + · · · + bg ( [ Wg , . . .  , [ Wg) = 0,
J"Yl J"Yl J"Y,9 J"Y,9 

1 � i � 2g. 



5.6. El Teorema de Abel-Jacobi 

(3) 

Pongamos ahora 

Entonces , 

g 

w := L ª;w; 
i= l 

y 
g 

{} := L b;w; . 
j = l 

1; (w + J) = O,
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1 � i ::; 2g . De los lemas previos se sigue que w = O = {}, donde w es como 
en (3), lo cual contradice la independencia lineal, sobre C, de w1 ,  . . .  , w9 . 
Q.E.D. 

Como una consecuencia de esta proposición, se tiene que los vectores de 
períodos 7r¡ , . . .  , 1r29 generan una retícula en C9 , a saber

A = A( 1r1 , . . .  , 1r29) := Z1r1 + · · · + Z1T29 � C9 . 

Definición 5 .104 Sea X una superficie de Riemann de género g � l. 
Con la notación anterior, al espacio cociente ( que es un toro complejo de 
dimensión g) 

Jac(X) := C.-9 /A, 

se le llama la J acobiana de X. 

La Jacobiana de X es una variedad compleja de dimensión g,  que
también es un grupo abeliano. En muchos sentidos es más manejable que 
la superficie original X . 

Es tiempo ahora de regresar al problema original de esta sección: deter­
minar cuándo un divisor D en X de grado O, es principal. Veremos cómo 
las construcciones anteriores son las adecuadas para tratar este problema. 

El morfismo de Abel-Jacobi. Sea X una superficie de Riemann de 
género g � 1 y sea Div(X) el grupo de divisores de X. Sea Divo(X) � 
Div(X) el subgrupo de divisores de grado O, i.e., Div0 (X) es el núcleo del 
morfismo 

deg : Div(X) -+ Z. 
Identifiquemos a / E Mx con su divisor (/) E Div(X). Así se tiene que

(Mx )  � Divo(X) ya que el divisor asociado a una función meromorfa no 
constante , tiene grado O. 

Se tiene un homomorfismmo 

u : Div0 (X) -+ Jac(X),

• 
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dado como sigue: sea c E C 1 (X) una cadena tal que oc = D y sea w1 , . . .  , w 9 
una base de O(X) . Definimos 

Observemos que si oc = D = oc' , para c, c' E C1 (X), entonces c - c' E
ker /) = Z1 (X) y así su clase de homología (c - c'J es una combinación de
la base de la homología ["y; ] ,  1 � i � 2g, y así en (*) cada integral 

2g 

j wi - j w; = L n; ¡ w; , 
e e' i = l  "Y ,  

i.e. , (*)  está bien definida módulo la retícula de períodos A,  y por lo tanto
(*) define una función

u :  Divo() -+ Jac(X),

l lamada el morfismo de Abel-Jacobi. Claramente es un homomorfismo de 
grupos. Podemos ahora formular el Teorema de Abe) : 

Teorema 5.105 ( A bel) Sea X una superficie de Riemann compacta de 
género g 2'. 1 .  Entonces,

(Mx )  = ker (Divo(X) � J ac(X)) .

DEMOSTRACIÓN.  Probaremos primero que (M x )  � ker (u) .  En efecto, 
sea f E Mx,  y para t E IP>1 = C u  {oo} , sea

D1 := ¡- 1 (t) E Div(X) .

Entonces, 

D :=  (!) = ¡- 1 (0) - ¡- 1(00) =: Do - Doo ,

separando los ceros de los polos de /. 
Probaremos que u( D1 ) es constante, para t E IP>1 , y como consecuencia

inmediata tendremos que 

u(D) = u(!) = u(Do) - u(Doo ) = O, 

que es lo que queremos probar. 
Para probar que u(D1 ) es constante, consideremos su derivada 
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donde D1 = 8c = 8(-y1 + · · · + rn ), con n el número de hojas del cubriente
f : X ---+ 1P'1 . 

Ahora, sea R � X el conjunto de puntos de ramificación de f. Sabemos
que R es finito. Sea t0 E IP'1 tal que ¡- 1 (to ) n R = 0. Entonces, existe un
disco A �  !P'1 y abiertos A 1 , . . .  , An en X vecindades de p 1 (to ) ,  . . . , Pn(to )
(los puntos de ¡- 1 (t0 ) ) ,  tales que 

f :  Aj ---+ A 

es un biholomorfismo para cada j = 1 ,  . . . , n. 
Podemos entonces elegir como cartas coordenadas alrededor de cada 

Pi ( t o )  a (A; , z = !1 6 ) - Con respecto a estas coordenadas escribamos

W¡ = g;; dz.

Entonces, si D10 = 8co = 8(r10 + · · · + -Yno), se tiene, para t E A y para
Di = 8c18(,11 + · · · + 1nt L  que 

[ w · 
1-r,, ' 

¡P,- 1 ( to) 1 1p,( t)
W¡ + W¡ + W¡ 

Pi- 1 (t )  "Yjo P,(to) 

= (
º 

9i ,j- 1 (z)dz + j w¡ + {' g;; dz,
lt ...,,0 110 

(ver la figura siguiente, recordando que A es simplemente conexo) 

Pj - 1(t ) 1j t Pi (t )  

P; - 1 (to ) P;(to) 

Y por lo tanto, 

(1) ! 1 . W¡ = -gi ,j - t(t )  + Ü + g;; (t ) = g;;(t ) - 9i ,j- t(t ).
-y,, 

Y por otra parte, como z = !16;, en A; se tiene que

w¡ _ g;;(z)dz
f - t z - t  ' 
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y así 

(2) ( 
W¡ 

) 
1 

Resp; (t) -
1
- = 

R
g;;(t) .  

- t 21f - 1  

De ( 1 )  y (2) se obtiene 

! i;, W¡ = 21rv'=IResp;(t) ( / 
w� t )

y por lo tanto, ya que los polos de 
w

¡/(f-t) provienen de los P1 (t), . . .  , Pn (t) E 
¡- 1 (t), entonces, 

n d ¡ ¿ - W¡ =
j = l  dt -r;, 

21rH ¿ Resp;(t) (
1

w�
t

)

-21rH ¿ ResP,- i ( t) (t� t) = O

por el Teorema del Residuo. Se sigue que 

:i (ti . W¡) = Ü,
J = l ...,,, 

y hemos probado entonces que para toda t </:. R, u(Dt ) es holomorfa, y de 
hecho d 

d/u(D1 )) = O.

Finalmente, como JP>1 - f(R) es conexo, se sigue que para todo t E
1?1 - f(R) , u(Dt )  es constante, y así por el Teorema de la Identidad, u(Dt )
es constante para toda t E 1?1 , como queríamos probar. 

Recíprocamente, si D E Divo(X) es tal que u(D) = O, sea e E C1 (X)
una 1-cadena tal que oc = D.  Entonces, 

Por el lema (5 .93) existe f E E(XD ) tal que

¡ w 
= 

2�i J l j A w

para toda 
w 

E [( 1 ) (X)  cerrada.
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Ahora, para todo básico , .. ,.>j de O(X) se tiene 

O =  J w · = _1 11 df /1. w · = _I 11 d"f /1. w ·
' 271"i / ' 271"i / 'e X X 

y como observamos antes de (5.93) ,  la forma 

( t) 

Entonces, por (5.88) existe una función g E é(X) tal que 
d" g = d" l_ .

f 

Pongamos entonces F : =  exp(-g) · f.
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Se sigue que F también es una solución para D (en la terminologíaprevia a (5.93)) ,  y además 
d" F (d" exp(-g))f + exp(-g)d" f 

- exp(-g)d" g · f + exp(-g)d" f

- exp(-g )d" f + exp(-g )d" f por ( t )
o, 

y así F es holomorfa en Xn , y como observamos previamente a (5.93) ,entonces F E  Mx satisface D = (F). Q.E.D.  
El problema de inversión de J acobi. Si X es una superficie de Riemannde género g � 1 ,  y u : Div0(X) - Jac(X) es el morfismo de Abel-Jacobi,hemos visto (Teorema de Abe)) que ker (u) = (Mx ), y el problema deinversión de J acobi es la pregunta por la suprayectividad de u. En otraspalabras, considerando el grupo cociente Div0(X)/(Mx ), por el Teoremade Abel u induce un morfismo inyectivo 

u : Divo(X)/(Mx)  - Jac(X), 
y el problema de inversión corresponde a la biyectividad de este morfi.smo.La respuesta es afirmativa, y es el Teorema de J acobi que probaremos acontinuación. Antes un  poco de notación. 
Definición 5.106 Sea X una superficie de Riemann compacta. El grupocociente 

Pic(X} := Div(X)/(Mx )  

= 
= 
= 
= 
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se llama el grupo de Picard asociado a X. También consideraremos al 
subgrupo 

Pico(X) := Divo(X)/(Mx )

de Pic{X). 

Con esta notación, el problema de inversión de J acobi es considerar la  
suprayectividad del modismo de A bel-J acobi 

u :  Pic0(X)-+ J ac(X). 

Antes de probar el Teorema de J acobi, necesitamos un lema: 

Lema 5.107 Sea X una superficie de Riemann de género g � l. Entonces, 
existen g puntos distintos a1 , . . .  , a9 en X tales que toda forma holomorfa 
w E O(X) que se anula en todos esos puntos, es idénticamente cero. 

DEMOSTRACIÓN . Para a E X ,  sea 

Ha := {w E O(X) : w{a) = O} � O(X). 

Es claro que cada Ha es igual a O(X) o tiene codimensión 1 en O(X). 
También es claro que la  intersección de todos los Ha es O. Por lo  tanto, 
como O(X) tiene dimensión g, entonces existen g puntos a 1 , . . .  , a9 E X
tales que 

Ha 1 n - - - n Ha. = O,

y estos son los puntos que nos sirven. Q.E.D. 

Teorema 5.108 (Jacobi) Si X es una superficie de Riemann de género 
g � 1 ,  el morfismo 

u :  P ico(X) - J ac(X)

es un isomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN. Sea p E J ac( X) un punto cualquiera, representado por 
un vector { E C9 . Escojamos puntos a1 , . . .  , a9 E X como en el lema previo,
y cartas coordenadas simplemente conexas y disjuntas (U; , z; ) alrededor de 
cada a; , con z;(a; ) = O. Sea w 1 , . . .  , w9 una base de O(X), y con respecto
a las cartas anteriores pongamos 

w; = f;; dz; en U; . 

Por el lema anterior, la matriz A (/;;(a; ))i 5:; ,; 5: 9 tiene rango g .
Ahora, definamos la  función 

F : U1 X · · · X Ug -+ (C9 

--
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como sigue: para x = (x1 , . . . , x9 ) E U1 x · · · x U9 , pongamos

F(x 1 , . . .  , x9) := (F1 (x), . . .  , F9 (x)), 

donde 

g ["'' F;(x) := L la 
w; ,

i = I  a, 
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1 � i � g, y la integral J:.· w; es a lo largo de una curva de a; a x; en U;, y
como U; es simplemente conexa, la integral no depende de la curva elegida. 

Observemos ahora que F es compleja-diferenciable con respecto a las
coordenadas z; , y su matriz J acobiana es 

en el punto a =  (a1 , . . .  , a9 ) ,  y por lo tanto tiene rango g, i .e . , es invertible,
y así por el Teorema de la Función Inversa, 

W := F(U1 X · · · X Ug ) � C9 

es una vecindad de F(a) = O.
Ahora, regresando al punto p E J ac(X) representado por e E C9 ' para

un número natural N suficientemente grande, el vector t:¡{ está cerca del
O E C9 , y así, está en la  imagen de F, i. e . ,  para los puntos a; , x; E X como
arriba y curvas 'Yi de a; a xi , l � j � g, poniendo 

e := 'Yl + · · · + 'Yg ,

se tiene que 

Entonces, para el divisor D := oc E Div0(X), se tiene que

por defini ción de u .  Entonces, para el punto A E Pic0(X), representado 
por el divisor N D E  Div0(X) se tiene que u(A) = p. Q.E. D.

Ya para terminar, formulamos y probamos una versión más fina del
Teorema de J acobi, obteniendo después un resultado importante para su­
perficies de género 1. 

u(D)=(lw¡, ... ,¡w9 )= t~mod(A), 
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Sea X una superficie de Riemann de género g � l, y sea d � l un
entero. Sea Xd el producto cartesiano de X consigo misma d veces . Sean 
a 1 , . . .  , ad E X puntos arbitrarios. Se define una función

<t, : Xd - Pico(X) 

como sigue: si (x 1 , . . .  , xd) E X, ponemos

<t,(x1 , . . . , Xd) := ¿(D.,; - Da, ) mod Mx,  
j = l 

donde D:: , para x E X ,  es el divisor dado por 

D.,(y) := { ¿ :! � # : .
La  composición 

X4 -±... Pico(X) -!.... J ac(X)

define una función 
ii :  Xd _. Jac(X),  

que recordando la definición de u ,  está dada por : 

El teorema siguiente refina a (5 . 1 08) :  

Teorema 5.109 (Jacobi) Sea X una superficie de Riemann de género 
g � l .  Entonces, la aplicación 

ü :  X9 _. Jac(X) 

es suprayectiva. 

DEMOSTRACIÓN . Es suficiente mostrar que <p : X9 - Pic0 (X) es supra­
yectiva. Así lo que queremos probar es que todo divisor D E Div0(X) es
equiv.alente mod Mx a un divisor de la forma

¿(D.,; - Da; ) 
j = l  

d 

11 
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con (x 1 ,  . . . , x9 ) E X9 . 
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Ahora, si D' :=  D + Da , + · · ·+ Da. ,  entonces deg(D') = deg(D) +g  = g ,  
y por Riemann-Roch se tiene que 

hº ( X, O(D')) - h 1 (X, O(D') )  = g + l - g = 1 ,

y así hº (X,  O(D' ) )  � l .  Por lo tanto, existe una función meromorfa f E 
.M:X tal que (/) � -D' ,  i .e., tal que 

D" := (/) + D' � O. 

Entonces, deg(D") = g,  y como D" � O, existen puntos x 1 , . . .  , x9 E X
tales que 

Se sigue que 

D:c¡ + . . .  + Dx. = D" = (!) + D' = (!) + D + Da , + . . .  + Da. '  

y por lo tanto 

D + (!) = ¿(D:c; - D:c, ). Q.E.D. 
i=l  

Finalizamos esta sección estudiando i.í : X9 -+ Jac(X) en e l  caso de 
género l .  Observemos primero que en este caso Jac(X) = C/A es una
superficie de Riemann (un toro). 

Teorema 5.110 Sea X una superficie de Riemann de género g = l .  En­
tonces la aplicación 

i.í : X -+  Jac(X) 

es un isomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN .  La aplicación i.í se· puede describir explícitamente como 
sigue: dado w E O(X) - {O} ,  A =  A(w) � C, y sea a E X.  Entonces, para
cada x E X la función i.í es : 

i.í(x) :=  1"' 

w mod A E Jac(X) = C/A. 

Claramente i.í es holomorfa y por (5.109) ü es suprayectiva. Que i.í es 
inyectiva , es porque si p # q en X y i.í(p) = i.í(q) ,  entonces u(p - q) = O, y
así por el Teorema de Abel el divisor p - q E Div0 (X) sería principal, i.e., 
existiría f : X -+ Jll>1 tal que (!) = p - q, i.e., f tendría un sólo polo q de

!1 
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orden 1 ,  lo cual implicaría que X � JP>1

, pero esto es una contradicción ya 
que el género de X es l .  Q.E.D. 
Observación. Es claro de las definiciones anteriores que la función ü : 
X9 --+ Jac(X) es tal que ii(x1 , . . .  , x9) permanece invariante bajo cualquier
permutación de (x 1 , . . .  , x9) ,  y por lo tanto ü induce una función 

u : x<9) -+ Jac(X) ,
donde X(g) es e l  g-ésimo producto simétrico de  X ,  i .e . ,  es e l  conjunto de
g-adas no ordenadas de elementos de X, { x 1 , . . .  , x9 } ,  al cual también po­
demos pensar como al  conjunto de divisores efectivos de grado g ,  D =
x1 + · · · + x9 , donde los x1 no tienen que ser distintos. 

Ya para terminar, el producto simétrico x(g) tiene una estructura natu­
ral de variedad compleja de dimensión g, y la aplicación u :  X(g) -+ J ac(X) 
es holomorfa suprayectiva, pero no es biyectiva, en general . El estudio de 
la variedad J acobia.na J ac(X) , que es un toro g-dimensional , proporciona 
información importante sobre la superficie de Riemann X.
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En esta sección veremos cómo las superficies de Riemann compactas se 
pueden encajar, en forma natural , en espacios proyectivos lP"'. Comenzamos 
recordando la  definición de los espacios proyectivos complejos lP"' = IP>c,
que de hecho es una generalización de la definición de la  recta proyectiva 
compleja JP>1 .

El espacio proyectivo complejo. Sea n �  1 un natural, y consideremos 
el espacio cn + 1 . En el conjunto cn + i - {O} introducimos la relación de
equivalencia siguiente (análoga a la  usada para definir IP'1 ) : 

(zo , . . .  ' Zn ) "' (z� , . . .  ' z� ) <==} existe .A E e· = e - {O}

tal que z; = )z1 para O � j � n .

Es claro que "" es una relación de equivalencia. Al conjunto de clases 
de equivalencia se le denota 

JP>c := cn + 1 - {O}/ "',

y se le  l lama el espacio proyectivo complejo de dimensión n. 
A la clase de equivalencia del punto (zo , . . . , zn ) E cn + l - {O} se le

denota (zo : . . .  : zn) E JP>c.
Con la  topología cociente IP>c es un espacio Hausdorff compacto. De he­

cho, lP"' es una 2n-variedad real , i .e . ,  es un espacio localmente homeomorfo 
a R2" .  Explícitamenate, si identificamos IR2" con C" , un atlas en IF" está
dado por los conjuntos 

U; := { (zo : · · · :  Zn ] E 1P"' : z; f O} , O �  j � n,

que claramente son abiertos y cubren a IP"' ;  las cartas coordenadas son las 
funciones 

dadas por 

(; : U; -+ C' 

[ . . ] ·- ( zº Zj - 1 Zj + l  Zn ) (j ZQ . · · · . Zn .- - ,  . . .  , -- , -- ,  . . .  , - ' 
z; z; z; z; 

y es fácil ver que son homeomorfismos de U; en C'. De hecho, los cambios 
de coordenadas 
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son funciones holomorfas ( de en en en ). En este sentido, decimos que el atlas { (Uj , (j ) }o::,j ::,n es un atlas holomorfo para ¡pi , y diremos que ¡pi es una variedad compleja de dimensión n. En forma análoga a ( 1  4) se puede definir el concepto de aplicación
holomorfa f : X -+ Y entre dos variedades complejas, de dimensiones m y n respectivamente. Una aplicación holomorfa f : X -+ Y entre variedades complejas, se llama una inmersión si para cada punto x E X la diferencial d/l:r es inyec­tiva. Una aplicación holomorfa f : X -+ Y entre variedades complejas, sellama un encaje si f es una inmersión inyectiva. Por lo que a nosotros interesa, X será una superficie de Riemann com­pacta y Y = ¡pi , y en este caso ejemplos de aplicaciones holomorfas f : 
X - IP'n pueden obtenerse como sigue: Sean /0 , . • .  , fn E M(X) funciones meromorfas no cero (las cuales existen por (5.17) ya que X es compacta). Para cualquier punto p E X sea ( U, z) una carta coordenada de X alrededor de p, tal que z(p) = O, y sea 

Escribamos 
Íi = z

k 
· Yi en U, 

donde g; es holomorfa en una vecindad de p. Para al menos alguna j setiene que Yi (P) =p O. Definamos entonces 
F := [fo : · · · : Ín] : X -+ IP'n 

mediante 
(t ) F(p) := [go(P) : · · · : Yn (P)].

Es claro que si p E Un U', donde (U, z) y (U', z' ) son cartas coordenadasde X alrededor de p, entonces para 
f k I i = z Yj 

como arriba, se tiene que 
en U' 

Yi (P) = ::, (p) · Y¡ (P) ,  
con ;;, (p) E e - {O} ,  y por lo  tanto 

(go(P) :  · · · : YN(P)] = [g�(p) : · · · : Ú.r(P)]. 
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En otras palabras, la definición ( t )  de F no depende de la carta local 
elegida. Tenemos, por lo tanto, una función 

F : X --+ pN .

Finalmente, observamos que F es una aplicación holomorfa ya que si 
p E X, con la notación anterior, existe j tal que 9; (P) f. O ,  y por lo tanto

F(p) = [9o(p) : · · · : 9; (p) : · · · : 9N(P)] E U; 

( una de las cartas coordenadas ( U; , (; ) de pN) ,  y así p E p- 1 (U; )  = :  W; 
un abierto de X ,  y las funciones 

F; := (; e F : w; - cN 

tienen la forma 

F; = ( 9o , . . .  , 9
; - 1 , 9;+ 1

' . . .  , 9N ) , 
9; 9; 9; 9

El resultado principal de esta sección es: 

Teorema 5.111 Sea X una superficie de Riemann compacta de género 9
y sea D un divisor en X de grado 2 29 + l .  Sea fo , . . .  , !N una base de
f(X, Ov) .  Entonces, 

F := [/o : · · · :  IN] : X --+ pN

es un encaJe. 

DEMOSTRACIÓN.  Las observaciones previas nos dicen que F es una apli­
cación holomorfa. 

( i ) :  F es inyectiva. Supongamos que P1 f. P2 en X, y sea D' el divisor
definido por 

1 { D(x) si x f. P2 D (x) := D(x) - 1  · Sl X =  P2 · 

Como deg D' = deg D - 1 2 29, la gavilla Ov, está generada global­
mente (5 .54) ,  y por lo tanto existe una sección f E f(X, Ov, )  tal que 

(t) ordp , (/) = -D(pi ) .

Y por definción de  D' se tiene que

( t t)

; 

en una vecindad de p, con cada f holomorfa. Por lo tanto, F es holomorfa.
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Ahora, como D' � D entonces f(X, Ov) � f(X, Ov, ) y así f E 
f(X, Ov ) y por lo tanto, ya que /o , ... . !N es una base de f(X, Ov ) ,  se 
tiene que 

N 
f = ¿ >.j /j

j =O 

con )..j E C. 
Sean (U1 , z1 ) y (U2 , z2) cartas locales de X alrededor de p1 y P2 respec­

tivamente, tales que Zj (Pi ) = O. 
Como deg (D) 2:: 2g + 1 2:: 2g, por (5.5 4) Ov está generada globalmente 

y por lo tanto (5 . 5 3) 

k; := ordp , (/j )  = -D(p; )

y así, en una vecindad de p¡ podemos escribir 

Íi = zf ' Yii y ! - Z
l:

' g ·  - i , .

Entonces , por definición de F = [fo : · · · : fN ] ,  se tiene que

F(p; ) = [g;o(P; ) : · · · : 9iN (P; )]

y como f = ¿, >.; /j ,  entonces

N 

E )..j 9i; (p¡) = g¡ (p¡).
j =O 

Pero, de (t) y (t) se sigue que g1 (P1 ) =p O y g2(P'2) =p O ,  y por lo tanto 
F(p1 ) =p F(p2). 

(ii) :  F es una inmersión. Sea p0 E X un punto dado, y como antes sea D' 
el divisor definido por 

D'(x) :=  { D(x) s� x f p0 D(x) - l s1 x = Po -
Así Ov, está globalmente generada y por lo tanto existe f E f(X, Ov,) 

tal que 
ordp0 (!) = -D(po) + l. 

También , como f E f(X, Ov) y fo , ... , fN es base de f(X, Ov) entonces 
f = ¿, >.; /j con >.; E C. 

-· . . . . 
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Ahora, sea ( V, z) una carta local alrededor de Po tal que z(p0) = O y 
como en (i) si ponemos 

k := ordp0 (/; ) = -D(po) 

entonces, en una vecindad de p0 , podemos escribir 

!; = zky; y 

y existe una j tal que Y; (Po ) f. O. Sin perder generalidad podemos suponer 
que j = O. 

Ahora, sea (U0 , (0 ) una de las cartas de ¡p>N', sea Wo = F- 1 (Uo)  y
consideremos la función 

Fo = (o o F : Wo --+ cN . 

Recordemos que en una vecindad de Po la función Fo está dada por 

Fo = (Fo1 , . . .  , FoN) = (Yl , . . . , YN ) ,
Yo go 

y así obtenemos 

N N N ( 
g · g · y ¿ A; Fo; = ¿ A; (-1..) = ¿ A; -1.) - Ao = - - Ao ,

j = l i =I  Uo i=O Uo Yo 

y por lo tanto 

t A; dFo; = d (J_ - Ao) = d (J_) ,
i= l Yo Uo 

y como go(po) f. O y g tiene un cero de primer orden en Po , se debe tener 
entonces que 

d (:J (Po) f. 0. 

Se sigue que dF0; f. O para algún índice j. Es decir, F es una inmersión . 
Q .E.D. 

• f = z"g, 
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5.8 El grupo de automorfismos 

Sea X una superficie de Riemann compacta de género g .  En esta sección
consideraremos el grupo (bajo la composición de funciones) :  

Aut(X) := {/ : X -+ X : / es un isomorfismo } 

de automorfismos de X.  
S i  el género g = g(X) = O ,  i.e., s i  X �  IF1 , es fácil ver (ejercicio) que 

Aut(IF1 ) � PGL(2, C) . 

También, si g = g(X) = 1, en cuyo caso X � Jac(X)  � C/ A por 
(5 .110), entonces X es un grupo abeliano (X es una curva elíptica sobre 
C), entonces es un ejercicio el calcular 

Aut(X) � Aut(C/ A), 

y ver que es un grupo infinito. 
Así, en estos dos casos g = O y g = 1, el grupo de automorfismos de X 

es infinito, y de hecho está calculado con los ejercicios de arriba. 
Ahora, si g = g(X) 2'.'. 2, probaremos el resultado clásico que Aut(X) 

es un grupo finito. De hecho, un teorema de Hurwitz es más preciso y nos 
dice que el orden de este grupo es � 84(g - 1). Aquí sólo probaremos la 
finitud de Aut(X). El teorema de Hurwitz puede verse en [Farkas-Kra] por 
ejemplo. 

Comenzamos con las observaciones siguientes: Sea X una superficie de
Riemann compacta de género g = g(X) 2'.'. 2. Por (5.69) X tiene puntos de 
Weierstrass. 

( 1 ) :  Observemos que un autornorfismo <f, : X -+  X permuta el conjunto de
puntos de Weierstrass de X,  ya que si P E X es un punto de Weierstrass,
por (5.72)(1) existe una función meromorfa f en X tal que su divisor de
polos (/)00 = nP, para algún 1 � n � g .  Entonces, la función / o q,- 1 

también es meromorfa y su divisor de polos es (/ o <f,- 1 )00 = n<f,(P), i.e.,
<f,(P) también es un punto de Weierstrass de X .  

(2 ) :  Observemos también que si u n  automorfismo <f, E Aut(X) tiene más
de 2g + 2 puntos fijos, entonces <f, = idx , ya que si <f, no fuera la identidad,
entonces existe un punto P E X que no está fijo bajo <f,. 

Si P es un punto de Weierstrass, por (5.72)(1) existe una función me­
romorfa f en X tal que (/)00 = nP para algún 1 � n � g .

.. 
• 

w .. 

.. 

... 

.. 
4 

·-
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Si P no es un punto de Weierstrass, entonces existe una función mero­
morfa f en X tal que (!)00 = (g + l )P, ya que por (5 .72)(4) se tiene que
l(gP) = 1, y por Riemann-Roch

i( (g  + l )P) = (g + 1) + 1 - g + l(w - (g + I)P) :?: 2,

donde w es un divisor canónico de X. Y así, por (5 . 72) se sigue que existe 
una función f meromorfa tal que (!)00 = (g + 1 )P.  

Resumiendo, para este punto P E X existe una función meromorfa f 
en X tal que (!)00 = nP con 1 ::; n ::; g + 1. Entonces , f o </>  es una función 
meromorfa cuyo divisor de polos es 

(f o <l>)co = nr 1 (P).

Se sigue que el divisor de polos de la función h := f - f o  </> es

(h)co = (f -· f o  </>)oo = nP + nr 1 (P).

Pero como para. cualquier función h ,  el grado deg (h) = O ,  entonces de (*) 
se sigue que h debe tener 2n ceros, contados con sus multiplicidades, y 
como todo punto fijo P de ef, claramente es un cero de h , y como n ::;  g + 1,  
la  afirmación (2) se sigue. 

El resultado principal de esta sección es : 

Teorema 5 .112  Sea X una superficie de Riemann compacta de género 
g � 2. Entonces, el grupo de automorfismos Aut(X) es finito. 

DEMOSTRACIÓ N .  Sea G := Aut(X) y sea S el grupo de permutaciones del 
conjunto de puntos de Weierstrass de X .  Por la observación (1) de arriba
se tiene un homomorfismo de grupos 

o :  G -+  S.

Escribamos G 1 := G, o 1 := o y G2 : =  ker (0 1 ) .  Escojamos un punto de
Weierstrass Po y sea n el menor entero tal que 1 ::; n :'.S g y tal que exista 
una función mero morfa no constante f cuyo divisor de polos es (!)00 = nP0 .
Nótese que necesariamente n :?: 2 ya que de lo contrario f : X -+ JP>1 sería
una aplicación holomorfa no ramificada de una sola hoja y por lo tanto un 
biholomorfismo, y en consecuencia se tendría que g(X) = g(JP>1 ) = O, en
contradicción con g :?: 2. Nótese también que l(nP0 ) = 2 por (5 .72)(4).

Sea n =  { Po , Pi , . . .  , Pr } el conjunto de puntos de ramificación de f : 
X -+ JP>1 . Como (!)00 = nPo , entonces f tiene grado n y así 11(!, P) :'.S n
para cada P E n. Se sigue que r :?: 4 ya que si r :'.S 3, por la fórmula de
Riemann-Hurwitz 
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2g - 2 = 2g(X) - 2 n(2g(JP>1 ) - 2) + ¿(11(!, P) - 1)

n(O - 2) + ¿(11(!, P) - 1)
< -2n + 4(n - 1) si r � 3

2n - 4
< 2g - 4 ya que n � g ,  

lo cual es una contradicción. 
Ahora, sea S2 el grupo de permutaciones de { Pi , . . . , Pr } .  Nótese que 

este conjunto es estable bajo la acción de G2 = ker ( 0 1 )  ya que si F E G2 �
G, y P; es uno de esos puntos , entonces claramente F(P; ) E 7l y además
F(P; ) # Po ya que l(nPo )  = 2.

Podemos definir entonces un homomorfismo 

mediante 
02(F)(P; ) := F(P; ) .  

Sea G3 : =  ker (a2). Nótese ahora que cada elemento F E G 3  fija al
conjunto 1l y así fija al menos 5 elementos de X ya que r � 4. Pongamos
ahora 

B := {f(P1 ) ,  . . . , f(Pr ) }  � X. 
Así, el conjunto de valores de ramificación de / : X -+ JP>1 es B U  { oo}.  De
nuevo, usando la fórmula de Riemann-Hurwitz, se sigue que la cardinalidad 
del conjunto B es � 4. Sea F E G3 cualquier elemento. Ahora, como 
f o  F E  C(nPo) y como

dimc C(nPo) = t'(nPo )  = 2,

entonces existen constantes a,  b E C tales que 

f o  F = a ·  1 + b · f = a +  bf. 

Ahora, el automorfismo 
/3 : ¡p>l --+ ¡p>l 

dado por /3(z) := a +  bz fija al conjunto B U  { oo} ya que F fija al conjunto 
'R. 

Pero como #B U {oo} 2: 5 > 2 · O +  2 = 2 · g(JP>1 ) + 2 ,  entonces por la
observación (2) de arriba /3 debe ser la identidad, y por lo tanto a = O y 
b = 1, y así / o F = f para todo F E  G3. 

= 

= 
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Escoja.'llos ahora cualquier z1 E C - B y sea S3 el grupo de permuta ­
ciones del conjunto ¡- 1 ( z1 ) .  Como antes, cualquier F E G3 induce una
permutación en ¡- 1 ( z1 ) ,  y así se tiene un homomorfismo

Cualquier elemento de G4 :=  ker (a3) fija los puntos del conjunto de 
ramificación de X,  i.e., de 8 U {oo} ,  y también los n puntos de ¡- 1 (z1 ) .
Así, cada elemento de  G4 tiene al menos n + 5 � 7 puntos fijos. 

Iteremos este proceso como sigue : Escojamos z2 E C - B y sea S4 el 
grupo de permutaciones de ¡- 1 (z2 ). Se define entonces un homomorfismo

y todo elemento de Gs :=  ker (a4) tiene al menos 2n + 5 � 9 puntos fijos. 
Continuando inductivamente se construye un grupo de automorfismos Gg+3 
del cual cada uno de sus elementos tiene al menos 

n(g + 3 - 3) + 5 > 2g + 2

puntos fijos. Por la observación (2) de arriba se sigue que G9 +3 = 1 es el 
grupo trivial, y así 

implica a9+2 inyectiva y por lo tanto G9 +2 es finito ya que S9+2 lo es. 
Recorriendo en sentido inverso el proceso anterior se prueba que cada grupo 
G,. , y en particular G1 = G = Aut(X), debe ser finito. Q.E.D. 

Unas observaciones finales: El teorema anterior tiene un refinamiento, 
cuya demostración escapa el alcance de este libro, a saber: 

Teorema (de Franchis). Sean Xi , X2 superficies de Riemann compactas,
y supongamos que el género g(X2) > l . Entonces, existen sólo un número 
finito de aplicaciones holomorfas no constantes f : X1 -+ X2 . 

Una demostración de este resultado puede verse, por ejemplo, en [Lang, 
Fundamentals of Diophantíne Geometry. Springer-Verlag (1983), p. 283]. 
Este Teorema de de Franchis juega un papel importante ( es el último es­
labón) en la demostración reciente de la conjetura de Mordell por G. Fal­
tings, véase [G. Faltings, Endlichkeitséitze fiir abelsche Varietéiten iiber Za­
hlkorpern. Inv. Math. 73 (1983) ,  349-366)]. 
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Finalmente, quisiéramos mencionar el problema inverso al resuelto por el 
teorema anterior: Dado un grupo finito G, existe una superficie de Riemann
compacta X ( de género g � 2) tal que

Aut(X) � G. 

Este resultado fue probado por L. Greenberg: Maximal Fuchsian Groups, 
Bull. A.M.S. 69 ( 1963), 5 69-5 73. 

Nótese que como X es un cubriente (ramificado) de IF1 , la aplicación
p : X -+ IP'1 induce una extensión de campos p* : M (IP'1 ) � IC( z) -+ M x ,  y
resulta que ésta es una extensión finita de Galois, y como en (3.31 )  se tiene 
un isomorfismo 

G � Aut(X) � Aut(X/IF1 ) � Gal(Mx /C(z)) ;

en otras palabras, el grupo finito G es realizable como grupo de Galois 
de una extensión finita de Galois del campo de funciones C(z). Es una 
conjetura, atribuida a Hilbert y a Noether, que dado cualquier grupo finito
G y dado un campo K, existe una extensión de Galois L / K tal que G � 
Gal(L/ K) ( el problema inverso de la teoría de Galois). La conjetura sigue 
abierta aún en el caso original e importante cuando K = Q>. Métodos 
álgebra-geométricos, de los cuales este libro es una introducción, son básicos 
para entender estos problemas. 

.. 
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La Teoría de Funciones Algebraicas de una Variable Compleja,como el 
Análisis Complejo en general, se encuentra en forma privilegiada en la 
intersección de las principales ramas de la Matemática, y en este libro 
encontraremos algunas de las formas en que se presentan los objetos 
asociados a las funciones algebraicas,  las superficies de Riemann 
compactas: ( i )  como objetos analíticos-geométricos, i .e . ,  variedades 
complejas de una dimensión uno; (ii) como objetos topológico-geométrticos, 
i.e., como espacios cubrientes de la recta proyectiva compleja; (iii) como
objetos aritmético-geométricos, i . e . ,  como extensiones de grado de
trascendencia uno del campo de los números complejos.

Al considerar superficies de Riemann compactas, probaremos dos de los 
resultados de la Teoría de Funciones del  siglo XIX que ameritan 
inmortalidad, a saber, el  Teorema de Riemann-Roch y el Teorema de Abel­
J aco b i .  Después, con el Teorema de Dual idad de Serre , empezaría 
propiamente el anális profundo de las superficies de Riemann compactas, y 
aquí presentaremos tan sólo algunas consecuencias geométricas de los 
teoremas arriba mencionados, apenas esbozando la riqueza de esta teoría. 

El carácter introductorio de este libro nos permite tan sólo dar un panorama 
de los resultados clásicos desarrollados por los matemáticos de la segunda 
mitad del siglo pasado, principlamente Riemann, Abe], Jacobi y Weierstrass, 
pero usando el enfoque moderno de la cohomología de gavillas introducido 
por Serre, Grothendieck y otros matemáticos de nuestro siglo, que ha 
aclarado muchas de las ideas involucradas en este campo y áreas afines, 
permitiendo un punto de vista unificador, no sólo para ir de una a varias 
variables complejas, sino también incluyendo, además del campo complejo, 
otros campos no necesariamente algebraicamente cerrados de tal froma que 
se pueda hacer aritmética, uno de los requerimientos impuestos por Weil 
para fundamentar la Geometría Algebraica,de la cual este texto puede 
considerarse una introducción a una de sus partes clásicas. Hemos dejado 
fuera muchos otros temas clásicos importantes, que la falta de espacio nos 
ha impedido considerar: variedades Jacobianas, divisores theta, el Teorema 
de Torelli , el Teorema de de Franchis, y otros más, ameritan un libro 
mucho mayor que éste. 
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